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SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUTURADQ
Rafael Montenegro Armas

Departamento de Matematicas

Universidad de Las Palmas de Gran Canaria

RESUMEN

En este trabajo se pretende mostrar la eficacia del métode de elementos (initas
adaptativo de refinamiento de mallado, utilizando mallas estructuradas, en 1-D y 2-D.

Se presentan diferentes estrategias de refinamiento y se aplican principalmente a
formulaciones del problema de conveccién-difusién evolutivo, basadas en el método de las
caracterfsticas, tras realizar un estudio numérico de las mismas que nos conduce a la
eleccién del método y a la obtencién de las restricciones sobre el paso de tiempo a medida

que se refina la malla.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, la mayor parte de los programas que utilizan el método de elementos
finitos (M.E.F.), para la resolucién de problemas de contorno que presenten una cierta singularidad
en la solucién, se apoyan en algin tipo de técnicas adaptativas; ver por ejemplo Babuska y otros (2]
y (4), y Zlenklewlcz y otros {9] y (10].

Podemos plantearnos entre las técnicas de refinamiento de mallado (refinamiento en h),
aquellas que trabajan con mallas estructuradas, consideradas en este trabajo, frente a las no
estructuradas. Entre las principales ventajas que poseen las primeras se pueden destacar: la mayor
facilidad para resolver mediante el método multimalla el sistema de ecuaciones asociado al problema,
una mayor rapidez en el proceso de refinamiento y el no tener que recalcular las matrices
elementales de los elementos que no se refinan, cuando tratamos un problema lineal. Ello es debido a
la estructura de datos asociada al proceso de refinamiento en los diferentes niveles de malla; de
esta forma, hablaremos de elemento "padre” e "hijos”, al igual que cara "padre" e "hijas”, etc.

Por otra parte, es fundamental en un método adaptativo disponer de una estimacién del error
global cometido con nuestra solucién numérica, o al menos disponer de indicadores de error fiables
que nos seflalen dénde debe ser refinada la maila. En la actualidad, aun no se dispone de éstos para
cualquier tipo de problema. Este aspecto ha sido estudiado con resuitados mas satisfactorios en el

caso de problemas elfpticos.

El método adaptativo de refinamiento de mallado puede ser considerado por sf solo, o
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combinarse con el llamado refinamiento en p, una vez que hemos obtenido una malla suficientemente

refinada en h.

2. REFINAMIENTO EN 1-D

Intuitivamente, se observa que la aproximacion de la solucién, obtenida mediante el método
de los elementos finitos, no es la misma en todos los elementos del mallado. Esta dependera entre
otros aspectos dei didmetro del elemento hl ; si trabajamos con elementos lineales de dos nodos, la
solucién aproximada uh=uh(x) en dicho elemento serd lineal, con lo que si en éste la solucién exacta
u=u(x) sufre grandes variaciones entorno a la aproximada, se cometerad un error superior que en otros
elementos en los que la solucién pueda ser fielmente aproximada por una recta. Las técnicas
adaptativas de refinamiento de mallado localizan automaticamente las zonas del dominic donde existe
una mala aproximacién de la solucién, e Introduce en éstas un mayor numero de elementos para

mejoraria (h-convergencia), segin una estrategia de refinamiento.

2.1. Estimacién del error

Se nos plantea el problema de la evaluacién del error cometido e=e(x)=uh(x)-u(x) en
funcién de la discretizacién realizada. Autores tales como Babuska y Rheinboldt 2], [3); Kelly,
Gago y Zlenkiewicz [9], [10], estiman el error cometido en la norma de la energia el . en funcién
de las aportaciones t:I de los N elementos del mallado, para un problema eliptico. Con eiementos

lineales de dos nodos resulta:
2 z : 2 - hl 2
IIeIIE = I!eollE = Z cl = Z TX r dx (1)

donde e°=ea(x) es el llamado error estimado que nos aproxima el error exacto e=elx); hI es el

didmetro del elemento Ql; K es el valor minimo de K=K{(x) en Ql; y r=r{x) es el residuo de la

min

ecuaci6n diferencial. Para nuestro problema:

du (x) du (x)
n

)
= + v(x) %

- _4d
r(x) = = Kix) + b(x)uh(x) - fix)

Cada elemento QI aporta a nuestra medida global del error un valor llamado indicador de
error €, que ademds de ser Gtil para estimar el error global cometido en nuestra discretizacién, nos

sirve para comparar los errores cometidos en cada uno de los elementos.
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Podemos preguntarnos cual es la exactitud con que el error estimado e, aproxima al error
exacto e. Para ello se define un coeficiente de efectividad 8, que nos evalua el cociente entre
ambos, en la norma de la energia: 8 = IleelIE / IleuE . Un buen estimador de error verifica al menos
que: a) 8 >1, bl 8 — | cuando h‘—) 0 . Si se verifica (a)., podemos parar el proceso de
refinamiento adaptativo atendiendo exclusivamente al error relativo estimado IlcenE / lluhliE . ya que
aseguramos un error exacto menor. Si se verifica (b), se dice que el estimador de error es

asintéticamente exacto.

2.2. Estrategias de reflnamiento

Nos planteamos cémo definir el proceso adaptativo de refinamiento de mallado, centrandonos
en el paso de una malla Mn a la malla refinada Mml‘ Para ello se propone responder, lo mds
eflcazmente posible a: ;Qué elementos se van a refinar?, ;Cual es el grado de refinamiento méaximo? y
(Cudl es el grado de refinamiento de cada elemento?.

Se han considerado distintas opciones, ver Montenegro [lll, para responder a cada una de
estas preguntas, una vez calculados los indicadores de error c‘ en cada elemento Q\ de la malila Mn,
atendiendo a la distribucién estadfstica de éstos y a ciertos parametros de control introducidos al
programa.

Sea el elemento QNE (NE: numeracién global del elemento), perteneciente a la malla Mn,
cuyos nodos poseen una numeracién global dada por NI y NF, y consideremos que se ha determinado
dividirlo en J subelementos. Para definir la numeracién y conexiones nodales de los nuevos
subelementos debemos conocer la numeracién global del tltimo nodo introducido, NUNI, y la del ultimo

elemento introducido, NUEI, antes de comenzar a refinar QNE‘ El proceso se resume en el siguiente

esquema:
* Malla M :
n
Q
NE
N1 NF
* Malla M H
n+ i
Q Q
NE NUEL+1 NUEI+J-1
O— D) v vt e vt [0 — e

NI NUNI+ 1t NUN{+2 NUNI+J -1 NF
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2.3. Aplicaciones numéricas

Se han contrastado diferentes estrategias de refinamiento en aplicaciones con [fuertes
singularidades partiendo de una malla inicial regular de tres nodos, observando que el coeficiente
de efectividad 8 verifica las propiedades anteriormente indicadas, y mejora a medida que nos
acercamos a la solucién exacta. En las siguientes figuras (1) se exponen los resultados obtenidos,
utilizando exclusivamente técnicas adaptativas con el M.E.F. estandar, en cuatro niveles de malla,
para el problema de conveccién-difusiéon : -eu’’'+u’'=0 en (0,!1), con u(0})=0 y ull)=l. La solucién

numérica obtenida con 136 nodos es muy proxima a la exacta.

Ufx) con 6B nodos i wiet con T3 anazy

1|,

.00 |

Ufx) con 98 nades i'e) con 136 ranos
1.0, e,
[X1¥ e sel
i
; i
! |
8.8} “ i 2 eal
|
! [
8.50 ! 8 sy
i
i 1
-v.emf 1 LLY]
150 r r L1 S
e.02 0.14 8.29 8.43 2.57 L) 8.86 © g °oen R s
v

Flguras 1.- Soluciones obtenidas en diversas etapas adaptativas.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.Biblioteca Universitaria. Memoria Digital de Canarias, 2004



SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUCTURADO

3. REFINAMIENTO EN 2-D

J.l. Estlmacelén del error

El estudio de la estimacién del error dependerd en general del tipo de problema a resolver,
y es un tema abierto en la actualidad. Autores tales como Babuska y Rheinboldt 121, 131 y {4k o
Zienklewicz, Kelly y Gago (9] y [10] han realizado un considerable esfuerzo en este estudio, para
problemas eifpticos de segundo orden en general. Trabajando con tridngulos de res nodos e

interpolacibn lineal, resuita:

2 2 =, he , b, 8y, 12
[ = [, PR L =— f§ dF (2)
IleJIE * Ie-“s ch] 55T roodi + T ﬂ K 3n ;
T=1 tal min mln
Q r

donde hl es el dldmetro del elemento ﬂ‘ de frontera I'"; K o &5 el valor minimo de la difusion
min

du
K=Kix) en ﬂl: [K ?I"IE representa el saito de [lujo de la solucién numérica uhnnh{xl. obtenida en la

E
malila a refinar, en la frontera !'. de QI; r=r(x}=~0-!K?uh!-l‘. es el residuo de ia ecuacion.

No obstante, aunque no se disponga de una estimacion de error para otros problemas, se
pueden plantear posibles indicadores de error 1:, que nos muestren de forma efectiva los elementos

que deben ser refinados en cada etapa del proceso adaptativo.

3.2. Estrategias de refinamiento

Una vez conocida la distribucion de los indicadores de error €, fi=1,2.. .N). siendo N el
numero de elementos de la malla Mn, estamos en disposicién de determinar los eiementos que deben ser
refinados, utilizando criterios estadisticos de dicha distribucién, o mediante la utilizacion de un
pardmetro 7 € [0,1l, propuesto por diferentes autcres. Este valor se fija normalmente a priori para
todas las etapas del proceso de refinamiento, tal que se refinan los elementos cuyo indicador de
error sea superior o igual que 7y veces el valor maximo de los indicadores de lus clementos de Mn.

En 2-D trabajamos con elementos triangulares de tres nodos e interpolacién lineal. vy
utilizaremos el algoritmo de refinamiento propuesto por Rivara [16] y [17], que divide el tridngulo
a refinar en cuatro subtridnguios introduciendo tres nuevos nodos en el punto medio de los lados, y
uniendo el nodo situado en el lado mayor con el vélice opucsto y con los ubros dos mweves nodos. Una

vez refinados todos los elementos que indique la estrategia, realizamos un refinamiento adicional

segun [a técnica de Rlvara para asegurar la conformidad del mallado.
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4. PROBLEMA DE CONVECCION-DIFUSION

En este apartado se presenta parte del estudio realizado en (II] y (i2]l, sobre el problema

de conveccién-difustién evolutivo y estacionario.

4.1. Formuliacién implicita y explicita

Consideramos el problema de conveccidn-difusién definido en un dominio @ bidimensional, de

frontera [ :

du 32 o2
— + v:Vu - V- (KVu) = (3}

at
2 s . : 2> - .
siendo u=u(x,t) la solucién en un elemento de fluido situado en i’:x‘:‘xz} en el instante t, y que
: 2.9 4 bed . . 2 . 2
posee una velocidad v=v(x)=vl1w2); estudiamos el modelo lineal, K=K(xJ); f=f{x,t) son las fuentes
externas. Dicha ecuacién estd sometida a unas condiciones de contorno e iniciales que aseguren la
existencia y unicidad de solucién. Desarrollemos esta formulacion clasica utilizando el método de

las caracter{sticas. La ecuacién (3] resulta:

w 2
Fra G- (KPu) = £ en (4)

Un elemento de fluido que se encuentra en un instante t en un punto P, de posiciéon
" =

> P
definida por x, al trasladarse con una velocidad 7, después de un tiempo 461 pasara a ja posicion P,

definida por 3

[

,enelinstante t , talque At =t —t y A% =%~
nel n+ n

Aproximando la derivada total respecto del tiempo de la nagnitud u mediante la expresion:

uFt - u@E ity WNR -
L n:t LI (s)
at &t Bt

¥ sustituyendo ésta en la ecuacién (4), segin una aproximacién de Fuler implicita, se obtiene:

£ >
+1 . .

u™ R - At TKGITT G = At 00 HR) - OB (6)

La ecuacién anterior podria ser tratada mediante la técnica de los elementos finitos, pero

se nos plantearfa un problema en cada paso de tiempo en la evaluacién de u"lz). ya que tendriamos

que buscar en qué elemento del dominio R discretizado se encontraba el elemento de fluido en un

Instante anterior. Pretendemos poner toda la ecuacién (6) dependiente solo de lo que ocurre en el
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3 & . » .
punto P en todo instante. Para ello. comenzamos aproximande X supuesto conocido x. Para todo =12

z 4
+ At + 3

= -48t) = x - “Uv (X) + ofat’) el
5‘ - x1(tnl xl[t“.' at) X vIIx} at + 5= vix) vtlx

9
de donde podemos obtener la expresion de axl =X - X . que utilizaremos para aproximar u"fg}

mediante otro desarrollo,

@) = X - aR) = ) - bx L ox, < ox) =

(8}
2 n, = 2
T N du (x) 1 atu"id) 2 d7u (X)), +.3
u (x} Z ﬂxla—xl - ZAx Ax zw ax —ax—z—} ofaxi™)
I=1 1=1 1

Sustituyendo en la ecuacién anterior las expresiones de hx1 obtenidas a partir de (7). y

despreciando a partir de los términos de tercer orden, resulta:

z 2 2z 2
n, 2
@ = 0@ - ad) v @D 8t T O (xn"’“ “" .8t v, Gov () CRTMEIINPNINC
1 a)(i 2 2 ax ‘6 )
I=1 I = =1 J=1

Finaimente, sustituyendo esta expresién en la ecuacién (6), obtenemos la formuiacién que
nos aproxima Implfcitamente el régimen transitorio del proceso de conveccion-difusién: de forma

simplificada tenemos,

+ + z e n 2 2.n
- . nel - At > du at _du
dtVIKVu Neatr at vown” *TZ(VW'JH:‘TZ?"JW (9)

donde todos los términos estdn evaluados en un mismo punto P, definido por X. E} ultimo término
aportado en el segundo miembro equivale a una difusién artificial, y el penuitimo aparece debido a
que hemos realizado una aproximacién de segundo orden de la caracteristica dada por la ecuacién (7).

Sl en lugar de haber realizado una aproximacién de Euler implicita en l!a discretizacion
temporal de la ecuacién (4), realizamos una aproximacién de Euler. explicita, la formulacién

evolutiva (9) se transforma en:

4+ 3 B 2 > 2 2n
n_ . n n no_ 3 oon At 2, au” At 8"u

O g N N A Z R Z Wy ace O
i
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4.2. Estudio numérico en 1-D

Trabajamos con las formulaciones (9) y (10) como esquemas implicito y explicito,
particularizadas en 1-D, con coeficientes constantes y sin fuentes externas. Estudiamos diversas
posibilidades segin el tipo de integracién (reducida o consistente) que se realice sobre los
términos u™*! y u". Exponemos a continuacién los principales resultados obtenides sobre estabilidad

y consistencia, trabajande con una malla regular de elementos lineales de diametro h, con dos nodos.

4.2.1. Estabilidad
Realizamos dicho estudio en el sentido de Von Neuman, obteniendo las siguientes cotas del

nimero de Courant, C=vAt/h, en funcién del nimero de Peclet, P‘=Vh/|(,

+p NN LI (

donde p ¥y m toman los siguientes valores segun la formulacién e integracién escogida:
A} FORMULACION EXPLICITA: m=|

] n

A.l) Integracién reducida en "' y u™ p=i

] . .
*! y consistente en u": p=2/3

A.2) Integracién reducida en u"
A.3) Integracitn consistente en todos los términos: p=1s3
B) FORMULACION IMPLICITA: m=2
B.1) Integracién reducida en u"! ¥ u: p=|
B.2) Integracién reducida en u""' y consistente en u": p=2/3
B.3) Integracitn consistente en todos los términos: p=1/3
Fijado un determinado valor de la velocidad, v, y la difusion, K, al ir disminuyende el
didmetro de los elementos, h, en los procesos adaptatives de refinamiento de mallado. decrece el
valor del nimero de Peclet local de los elementos refinados. Por esta razon, desde el punto de vista

de establilidad serdn mejores los métodos implicitos que los explicitos, para ser combinados con

técnicas adaptativas. Podemos deducir que el métedo que posee un mejor comportamiento, en cuanto a

estabilidad, es el (B.1).

4.2.2. Conslstencia
Este andlisis lo realizamos comparando e! orden de aproximacién de los desarrcllos de las

ganacias numéricas, G(Em}, de las formulaciones estudiadas con la ganancia analitica, G (§ ),
e m

& Unhversidad de Las Palmas de Gran Canaria Biblicteca Universitaria. Memoria Digital de Canarias, 2004
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asocladas a un modo de Fourier de ambas seluciones, de nwnere de  omda £m L.!amando,
n=Emh=2‘r[h/Am--2‘n/g , siendo ?\m la longitud de onda del modo de Fourier. y g=A /h el nimero de
elementos del mallado que contiene la longitud de onda asociada al modo (valor que aumenta a medida
que se reallzan las etapas de refinamiento), se obtiene el siguiente resultado de consistencia para

los diferentes esquemas:

Ginl = G (n) + oin?) ] 12)

donde =3 para los esquemas (A.1), (A.3), (B.1) y (B.3), y q=2 para {A.2}) y iB.2). Diremos por tanto

que los primeros son globalmente exactos de segundo orden, y los Gltimos de primer orden.

4.3. Estabilidad en 2-D

Al igual que en el estudio realizado en (-0 trabajamos con las formulaciones (9] y (ial
como esquemas Implicito y explicito, respectivamente, para coeficientes constantes y sin fuentes
externas.

Pretendemos realizar un estudio de estabilidad numérica para los esquemas a que dan lugar
las formulaciones explicita e implicita en 2-D, en los casos que se realice integracion reducida o
consistente en los términos u""’ y u”, correspondientes a los apartados {A.l), (A.3), (B.1) y (B.3L
Exclulmos los esquemas surgidos de una integracidn mixta en estos términos. correspondientes a {(A.2)

y 1B.2), que poseen un peor comportamiento en cuanto a consistencia, segun el estudio en I-D.

Un estudio generai de estabilidad en 2-D seria muy complejo, dadas las miltiples

combinaci de el o8 que se nos pueden presentar en un proceso adaptative. Por  ello,
consideramos un caso particular; trabajamos sobre una malla regular de tridngulos rectangulos,
longitud de catetos h, y cuyas hipotenusas estan sobre la direccion de ns4. Consideraremos que [a
velocidad, ?, posee una direccién cualquiera definida por el &ngulo v que ferma con el eje :c,. Y en
cuanto a la direccién de propagacién de la onda definida por el vector de onda, ;,m. se tratard en un
primer apartade cuando ef Angulo formade por Em y el eje x sea nulo, y posteriormente el caso que
este angulo sea JM/4. A continuacién se exponen los principales resultados obtenidos para las
diferentes {ormulaciones y casos. Para simplificar, en las siguientes expresiones debe considerarse
el pardmetro m=l para las formulaciones explicitas, y m=2 para las implicitas. y el parmametro p=i

en el caso que se utllice Integracién reducida en todos los términos, y p=l/3 cuandoe se tome

integracién consistente en todos los términos.
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DCasoque § =€ y §, =0 ,YEe [

1s2
Cs 1 l L + pccszu} s {-11" _L 113}
z 2 T

cos v Po a

Se comprueba fdclimente que esta cota sobre el numero de Courant es mdas flavorable que la
obtenlda en 1-D; salvo cuando v=0 ¢ v=0l (iguales direcciones de fa velocidad y propagacién), en cuyo
caso coinciden las cotas en 1-D y 2-D.

2)Casoque § =€ y §, =-€ L VEEeR:

Zm

152
1 4 m 2
P — - - — (147
Cs= Tseniv P ¥ sen2v} + (-1 5
P e
L
La cota mas desfavorable en este caso se obtiene cuando senZv=-1, ¢s dectr, v=3/4 & v=-T/4
-+
(igualdad en direcci de la velocidad, v, y de la propagacion del modo, definida por Em). dicha
cota es:
12 ;
! e ™ L 1s)
Cs I Tt 3 ] + (-1) F
F. -

SI comparamos la cota anterjior con la obtenida en el estudio realizado en 1-D, resuita ser
mas desfavorable en cuanto a la obtencidén del paso de tiempo, At, el resultade obtenido en 2-D,
Interpretando el pardmetro de la discretizacién, h, como se ha definido en ambos casos para las
expresiones de C y P.. Pero podemos comprobar facilmente que si en la cota obtenida en 1-D considero
como el pardmetro de la discretizacién la longitud de los catetos dividida por /_; (distancia
maxlma entre dos puntos del elemento en la direccién de la velocidad y de propagacidn), abtendria la
cata dada por (I5). Esto mismo ocurria en el caso anterior en que la distancia maxima entre dos
puntos de un elemento en la direccién de la velocidad y de propagacién (caso nas desfavorable cuando
coincidfan) era precisamente la longitud de los catetos, y por ello llegdbamos a la misma cota que

en 1-D. De todo esto podemos “"intuir" que, para el modelo de malla escogido, el caso mas
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desfavorable serd cuando las direcciones de la velocidad y propagacién coincidan con la de la
blsectriz del segundo y cuarto cuadrante. Segin ésto, indicamos como cota mds desfavorable para las
formulaciones la dada por (I1S). Se obtlene, por tanto, que el esquema implicito con integracién

reducida en todos los términos es el que presenta un mejor comportamiento en cuanto a estabilidad.

4.4, Indicadores de error

En el estudic del problema de conveccién-difusién se han considerado cuatro indicadores de
error, con el fin de comparar su comportamiento:

* Indicador l: dado a partir de la estimacién de error expresada por la ecuacién (2),
tomando como residuo el de nuestro problema.

* Indicador 2: igual que el anterior, pero sin considerar el término de saltos de flujo.

* Indicador 3: ¢ = h, | '\?-;uh |.  Su valor es proporcional al residuo de la ecuacién en
problemas estacfonarfos de conveccién pura (o con fuerte conveccién con respecto a la difusién) sin
fuentes externas.

N

* Indlcador 4: e = hl | vuh |. Nos mide la médxima variacién experimentada por la solucién
numérica en el elemento Qi. ya que | ;uh | es constate en todo l’?‘ al trabajar con elementos
triangulares de tres nodos, e interpolacién lineal.

En las aplicaclones numéricas realizadas se compara el comportamiento de estos indicadores;
se puede adelantar que el Indicador 4 es el mas selectivo en cuanto a la localizacion de las capas

limites provocando mayores refinamientos en torno a éstas.

4.5. Aplicaciones al problema de conveccién-difusién

Nos planteamos la resolucién mediante el método de elementos finitos adaptativo, utilizando
diversas formulaciones y estrategias, del problema modelo de conveccién-difusion definido sobre un
dominio Q bidimensional de forma cuadrada de lado unidad, en el que existe un medio en movimiento
con un campe de velocidades giratorio, 'v'. con vlr—uxl_tl-xlltxz~0.5] y v2=uleo.5—x’m—x21. de
divergendia nula, y considerando el origen en el vértice inferior izquierdo de Q. El medio posee una
difusién K=1, y no estd sometido a fuentes externas, =0. Definimos condiciones de tipo Dirichlet en
los lados verticales, u=l en el izquierdo, y u=0 en el derecho; y de tipo Newman nulas en el resto.
Tomamos u=0 en 2 como condicién inicial. Este problema ha sido considerado en (111, 112} y [13].

Hemos resueito el régimen evolutivo y estacionario para distintos valores de w, utilizando

diferentes estrategias de reflnamiento con el cédigo NEPTUNO (7], en un VAX-11/750.
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SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUCTURADO

4.5.1. Problema evolutivo

En las figuras {2) se exponen salidas graficas (mallas e isolineas en el interior de 1 para
u=1/6,2/6,...,5/6) obtenidas en la resolucién del problema modelo evolutivo, con w=i000, resueito
mediante la formulacién Implfcita con integracién consistente cn todos los términos, teniendo en
cuenta los resultados del estudio numérico efectuado, partiendo de la Malla | regular con 289 nodos.
La solucién representada en la Malla 20 es préxima a la estacionaria.

En el proceso de refinamiento utilizamos el Indicador 4 y 7=0.9, haciendo 300 pasos de
tiempo sobre cada malla. El paso se tlempo se calcula automdticamente después de cada refinamiento,
segin ja expresién:

hl ] 1/2
min
ek me [ 1]

¥l

max

siendo h = la longitud minima de las caras de todos los elementos de la maila, y (3{"‘“ = 125 para
esta aplicacién (w = 1000). Ambos valores son obtenidos automaticamente para la determinacion de At,
que puede o no varlar en cada etapa de refinamiento en funcién de la zona donde éste se efectle,
esto dependerd en deflnitiva de si varia el valor de hmm de una malla a otra. En las aplicaciones
numéricas expuestas a contfnuacién se ha tomado & = 0.9 . De esta forma obtenemos para trabajar
sobre ia Malla 1, At = 0.18371-10"% . As( calculamos rdpidamente un valor de At que puede ser algo
més pequefio que la cota necesaria, pero evitamos realizar un barrido en todos los elementos de la
malla para obtener la cota mas desfavorable entre las cotas asociadas a cada uno de los elementos,

en funcién de su nimero de Peclet local.

N i N5 RO T TN LT
NG A coss NN
SINLT <t R R T N
N > LA NN
N DL SN DR
I ] Z \// \\’ \\ /(. \\
D/ NN AT
7 /’, / o
N\
NI/ N
\ N
4 /N INLA RS
AN O DU
I\ N . N A
%z N 7 PXPAKTK P PX
s MALLA 4 (Tiempo=0.13778) ¢ + MALLR 20 (Tiempo=td. 3361

Flguras 2.- Soluciones obtenidas en diversas etapas adaptativas.
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SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUCTURADO

4.5.2. Probjema estacionario

En este apartado se exponen salidas grdficas obtenidas en la resolucién del problema
modelo, para w=100 y w=10000, encontrando directamente su régimen estacionario apticando el método
de la difusién artificial, ver por ejemplo Raviart [I7], combinado con técnicas adaptativas segun
distintas estrategias e {ndicadores de error.

En las figuras (3) se representa la solucién cuando trabajamos con poca conveccidn, caso
w=100, |?|m“=l2.5, para los cuatro indicadores de error propuestos tras realizar seis etapas de
refinamiento, partiendo en todos los casos de la misma malla inicial y utilizando el mismo valor del
pardmetro 7=0.7 para definir la estrategia de refinamiento. En este caso se representan las

isolfneas de la solucién para los mismos valores que en el caso anterior.
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¢ PROMLEN PODELD |, e 1B , IOICABOR 1 . 170 nedes . § celinemiantes ¢ o PRONLLMM FODILD .~ 08 1O a00" ¢ R LT . celiamient e
N / AN
N .
\\
N
P
I £
o )% N T
3 - /
Y1 PR I
. % , X/
g AN
7 RN
A X1/ L
- N J R
. / o
P N
» PAGELLM FERILE , =00 ., DOICADOR 3 . TPF rades . § rofinamisntes b ¢ ORI FOOILE | w108, LHRICAO0R ¢ SIY Aeden . § mailnemieetes ¥

Filguras 3.~ Soluctdn obtenida, con w=100, para los distintos (ndicadores de error.
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SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUCTURADO

En las figuras (4) se representa la solucién cuando trabajamos con un fuerte predominio de
ia conveccibn, caso w=10000, ]?lm_x-lzso. para los Indicadores de error 1| y 4 propuestos, tras
realizar, respectivamente, once y cuatro etapas de refinamiento, partiendo en ambos casos de la
misma malla inicial y utilizando el mismo valor del pardmetro 7=0.3 para definir la estrategia de

refinamiento. En este caso se representan las lsolineas de la solucién para u=1/7,2/7....,6/7.

7 RN S AN Uf
XIS BRI B >

SONZANZ NN NS
SOANANAN NN

NE
N\

2N,
/|

SN NN NN N
L NN NN N
SONZNZONZ NN 2N

7

NINAINEININEINDG ’
RXSININEING TN IN] 7DRDK T %
B ZININEININEIN DRl TS
(RININVININI TN /TRDR /N
XININZIN NN ‘

NN
OO
74\ EV YNV

< Pz
7]

D
N
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* PRISLIVR FUSELO. w1000, THIICABEE 1. 1067 medws, 10 ol trmmiontes ¢ S POONLEIM FTOMLO - IBROR NI ¢ 4779 nedws. 1 ralineatonies b

Figuras 4.- Solucidn obtenida, con w=10000, para los Indicadores de error 1 y 4.

S. OTRAS APLICACIONES

La eficacia de los métodos adaptativos ha sido contrastada en otros tipos de problemas:
problemas de ajuste de campos de viento, problemas de transmisién de calor no lineal, probiemas de
estudio de pardmetros de lfneas de transmisién microstrip, etc., ver [8] y [13). Como ejemplo, en
las figuras (S) se representa la solucién deformada de un problema de elacticidad piana, planteado
en [13], obtenida en diferentes etapas de refinamiento adaptativo; es el caso de unma placa
rectangular con una fractura situada transversaimente en la mitad de uno de sus lados verticales, y

sometida a traccién sobre sus lados horizantales.
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