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RESUMEN 

En es te  t r aba jo  s e  pretende mostrar la  eficacia del metodo de elementos finitos 

adaptatlvo de refinamiento de mallado, utilizando mallas estructuradas. en 1-D y 2-D. 

Se presentan diferentes estrategias  de refinamiento y se aplican principalmente a 

formulaciones del problema de convección-difusi6n evolutivo, basadas en el metodo de las 

características, t r a s  reallzar un estudio num4rico de las mismas que nos conduce a la 

elección del mCtodo y a la obtención de las restrlcciones sobre el paso de tiempo a medida 

que s e  reflna l a  malla. 

l .  INTRODUCCION 

En la actualidad. la mayor pa r te  de los programas que utilizan el método de elementos 

finitos (M.E.F.). para la  resolucibn de problemas de contorno que presenten una cierra  singularidad 

en la solucl6n. s e  apoyan en algún tipo d e  técnicas adaptativas; ver por ejemplo Babuska y o t ros  121 

y 141, y ZLenklewlcz y o t r o s  191 y 1101. 

Podemos plantearnos entre  las tCcnicas de refinamiento de mallado íreiinainiento en h). 

aquellas que t rabajan con mallas estructuradas. consideradas en este t rabajo.  f rente  a las no 

estructuradas. Entre las  principales ventajas que poseen las primeras se  pueden destacar. la mayor 

facilidad para resolver mediante el mCtodo multirnalla el sistema de ecuaciones asociado al problema. 

gg= m a p r  es e! ------- ,,. A- --c:---:--.- , = A  i i i<li i i icii iu y el i1ü ienei- qüe rccakülñr  las ma:rices 

elementales de los elementos que no se refinan, cuando tratamos un problema lineal. Ello es  debido a 

la estructura de datos asociada al proceso de refinamiento en los diferentes niveles de malla: de 

esta forma. hablaremos de elemento "padre" e "hijos". a l  igual que cara "padre" e "hijas". etc. 

Por o t ra  parte. e s  fundamental en un método adaptativo disponer de una estimación del error  

global cornetldo con nuestra  solución numCrica. o al menos disponer de indicadores de e r ro r  fiables 

que nos sellalen ddnde debe ser  refinada la  malla. En la actualidad. aun no s e  dispone de estos para 

cualquier tipo de problema. Este aspecto ha sido estudiado con resultados mas satisfactorios en el 

caso de problemas ellptlcos. 

El mCtodo adaptatlvo de reflnamlento de mallado puede se r  considerado por s í  solo. o 
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combinarse con el llamado refinamiento en p. una vez que hemos obtenido una inalla suficieriternente 

refinada en h. 

2. REFINAMIENTO EN 1-D 

Intuitivamente, s e  observa que la aproximación de la solución. obtenida rncdiante el [netodo 

de los elementos finitos, no es  la misma en todos los elementos del mallado. Esta dependerá entre  

otros aspectos del diámetro del elemento h l  ; si  trabajamos con elementos lineales de dos nodos, la 

soluci6n aproximada u =u ( x )  en dicho elemento ser8 lineal, con lo que si en Cste la soluci6n exacta 
h h 

U=U(X) su f re  grandes variaciones entorno a la aproximada. s e  cometerd un e r r o r  superior que en otros 

elementos en los que la  soluci6n pueda s e r  fielmente aproximada por una recta .  Las t k n i c a s  

adaptativas de refinamiento de mallado localizan automaticamente las zonas del dominio donde existe 

una mala aproximacl6n de la  soluci6n. e Introduce en Cstas un mayor numero de elementos para 

mejorarla ih-convergencia), segun una estrategia  de refinamiento. 

2.1. E s t l m a c i d n  d e l  e r r o r  

Se nos plantea el problema de la evaluación del e r ro r  cometido e=e(xl=ii (x ) -u (x)  en 

funci6n de la discretizaci6n realizada. Autores tales como Babuska y Rheinboldt 121. 131; Kelly. 

Gago y ZLenkiewicz [91, [101. estiman el e r r o r  cometido en la norma de la energia ileilE , en función 

de las aportaciones c de los N elementos del mallado, para un problema elíptico. Con elementos 

lineales de dos nodos resulta: 

donde e =e (x )  es  el llamado e r ro r  estimado que nos aproxima el e r r o r  exacto e=elx);  h es el 
4 e 

dldmetro del elemento nl; K m l n  es  el valor mínimo de K=Kíx) en n ; y r = r ( x )  es  el residuo de la 

ecuación diierenciai.  Para nuestro problema: 

d u h i  X )  

r ( x )  = - - K(x)- + v(x)- + bíx)uh(x)  - f i x )  
d d [ d u " x : " ' )  x d x  

Cada elemento aporta  a nuestra  medida global del e r r o r  un valor llamado indicador de 

error  c que ademds de s e r  útil para est imar el e r ro r  global cometido eii iiucstra disci.ctización. nos 

sirve para comparar los e r ro res  cometidos en cada uno de los elementos. 
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Podemos preguntarnos cuál es la exactitud con que el e r r o r  estimado ee  aproxima a l  e r ro r  

exacto e. Para ello se  define un coeficiente de efectividad e. que nos evalua el cociente entre 

ambos. en la norma de la energía: 13 = Ile I I  / llell . Un buen estimador de error  verifica al menos 
e E 

que: a )  13 2 1, b) 8 --, 1 cuando h -+ O Si se  verifica ( a ) .  podeiiios parar el proceso de 

refinamiento adaptativo atendiendo exclusivamente al error  relativo cs~irnado IIr t i  llul,ilF . ya [que 
e E 

aseguramos un e r ro r  exacto menor. Si se  verifica (b), s e  dice que el estimador de error  es 

asintóticamente exacto. 

2.2. E s t r a t e g i a s  d e  r e f i n a m i e n t o  

Nos plantearnos cómo definir el proceso adaptativo de refinamiento de mallado. centrándonos 

en el paso de una malla Mn a la malla reflnada M,+1. Para ello s e  propone responder. lo más 

eficazmente posible a: ¿QuC elementos se  van a ref inarl .   cuál es el grado de ~.efinarniento máximo7 y 

~Cudl  es el grado de refinamiento de cada elemento7. 

Se han considerado distintas opciones, ver Montenegro 1 1 1 1 .  para r.eswridei. a cada una de 

estas preguntas, una vez calculados los indicadores de e r ro r  c en cada elemcnto n i  de malla M . 
atendlendo a la dlstribucibn estadística de éstos y a ciertos parámctros dc coiitrol introducidos al 

programa. 

Sea el elemento R (NE: numeración global del elemento), perteneciente a la malla hf . 
N E 

cuyos nodos poseen una numeración global dada por NI y NF, y considcrcinos quc se Iia determinado 

dividirlo en J subelementos. Para definir la numeración y conexiones nodales de  los nuevos 

subelementos debernos conocer la numeración global del último nodo introducido, VUNI. y la del ultimo 

elemento introducido, NUEI, antes de comenzar a ref inar  R . El proceso se resume en el siguiente 
NE 

esquema: 

* Malla M : 
n* l 
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2.3. A p l i c a c i o n e s  n u m C r i c a s  

Se han contrastado diferentes  estrategias  de refinamiento en aplicaciones con fuertes  

singularidades partlendo de una malla inicial regular de t r e s  nodos. observando que el coeficiente 

de efectividad 9 verifica las propiedades anteriormente indicadas. y mejora a medida que nos 

acercamos a la  soluci6n exacta. En las siguientes f iguras  ( 1 )  s e  exponen los resultados obtenidos. 

utilizando exclusivamente tCcnicas adaptat ivas con el M.E.F.  estandar .  en cuatro niveles de malla. 

para el problema de conveccibn-difusión : -cu"+u8=0 en (0,I). con u(O)=O y u ( l ) = l .  La solución 

numCrica obtenida con 136 nodos es  muy próxima a la exacta. 

F l g u r a s  1.- Soluciones obtenidas en d iversas  e t a p a s  adaptat ivas 
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4. PROBLEMA DE CONVECCION-DIFUSION 

En este apartado se presenta parte del estudio realizado en [ l l J  y I L Z I .  sobre el problema 

de conveccidn-dlfusión evolutivo y estacionario. 

4.1. Formulación i m p l l c i t a  y e x p l l c i t a  

Considerarnos el problema de conveccion-dirusidn definido en un Aoiiiinio í7 bidirnerisional <le 

frontera r : 

siendo u=ud.t) la soluci6n en un elemento de fluido situado en z = x  :tx ; en el instante t ,  y que 
1 2  

posee una velocidad ?=?!X)=v ?+v 3; estudiamos el modelo lineal. K = K ( X I ,  í.-f(X.t) 5011 las fuentes 
1 2  

externas. Dlcha ecuación está sometida a unas condiciones de contorno e iiiicialcs que aseguten la 

exlstencla y unicidad de solución. Desarrollemos esta forinulacion clásica iitilizando el mCtodo de 

las caracteristicas. La ecuaci6n (3)  resulta: 

Un elemento de fluido que se encuentra en un instante t n  en un punto P. de posicion - 
deilnlda por $ al trasladarse con una velocidad :. despues de ~ i i  ticiiipii h i  Iinsar , i  .? ia ~>osiciori P. 

derinida por :. en el instante tn . i ,  tal que at = t - t 
n i  1 

y & ; = : - a  
Aproximando la derivada total respecto del tiempo de  la inagilitud u iiiediarice la expresión. 

y sustituyendo Csta en la ecuaci6n (41, según una aproximación de Euier irnplicita. se  obtiene: 

La ecuación anterior podría ser tratada mediante la tCcnica de los elementos finitos. pero 

$e "l""""..'" .." ..--"'--- - . .A-  ---- A -  '! 
y.PI.LCOI. .- U.. y I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ a  eíi ~a"- ~>->u uc L ~ C I I I ~ V  en la eualuariiin de ""13, ya qiie iendiiamos 

que buscar en quC elemento del dominio n discretizado se encontraba el rlriririiio ric fluido en un 

Instante anterior. Pretendemos poner toda la ecuación (6) dependiente soio de lo que ocurre en el 













SOBRE LOS METODOS ADAPTATIVOS DE REFINAMIENTO ESTRUCTURADO 

4.5.1. Problema evolutivo 

En las  Figuras ( 2 )  s e  exponen salidas gráficas (mallas e isolineas en el interior de íi para 

u=l/6,2/6. .... 5/61 obtenldas en la resoluci6n del problema modelo evolutivo, con w-1000. resuelto 

mediante la formulacl6n lmpllclta con Integracidn consistente cn todos los ttriiiinris. tciiicrido en 

cuenta los resultados del estudio numCrico efectuado. partiendo de la Malla 1 regular con 289 nodos. 

La soluclbn representada en la  Malla 20 es  prbxima a la  estacionaria. 

En el proceso de reflnarniento utilizamos el Indicador 4 y a=O.9. haciendo 300 pasos de 

tiempo sobre cada malla. El paso se tlempo se calcula automáticamente después de cada refinamiento. 

scgiin la  expresi6n: 

siendo hmln la longttud mlnima de las caras  de todos los elementos de la malla. y 1:lmsx = 125 Para 

a t a  aplicaci6n (o = 1000). Ambos valores son obtenidos autorndticamente para la determinacibn de A t .  

que puede o no variar en cada etapa de refinamiento en funcibn de la zona donde 4ste se efectúe. 

esto depender4 en deflnltlva de si varia el valor de hml, de una malla a otra. En las aplicaciones 

numCrlcas expuestas a continuacidn se ha  tomado k = 0.9 De  esta iorma obrciieinos [)ara t rabajar  

sobre la Malla 1, A t  = 0.18371-10-~ . As1 calculamos rápidamente un valor de At que  puede ser algo 

mas pequeño que la cota necesaria. pero evitamos realizar un barrido en todos los elementos de la 

,..m. -I.+-..-- 1- -*- ...a- A - - ~ - . . - - - L I -  --+-- ----I-A-- a cada c f l ~  & !os e!eme"!os. ... s.... Cs* r ""ir..-. .m -u.- . m i - 1  .Ami,-.", C.uir r i i L i  r i m r  .-"L.== a=uciuuua 

en funci6n de s u  número de Peclet local. 

8 WLLA 4 (Tiempo-8.13778) S : PWLLA 20 I T > e m i o - 0  30361 1 

FLguras 2.- Soluciones obtenidas en dtversas  e tapas  adaptativas. 
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4.5.2. Problema eataclonario 

En este apartado se exponen salidas gr&flcas obtenidas en la resoluci6n del problema 

modelo. para o.rl00 y w=10000, encontrando directamente su regimen estacionario aplicando el mttodo 

de la difusi6n artificial. ver por ejemplo Raviart 1171. combinado con técnicas adaptativas según 

distintas estrategias e Indicadores de error. 

En las figuras (3) se representa la soluci6n cuando traba~amos con poca C O ~ V ~ C C ~ ~ ~ ,  Caso 

~ 1 0 0 ,  ~ j l ~ ~ ~ = l 2 . 5 ,  para los cuatro indicadores de error propuestos tras realizar seis etapas de 

refinamiento. partlendo en todos los casos de la misma malla inicial y utilizando el mismo valor del 

parámetro ~ 0 . 7  para definir la estrategia de refinamiento. En este caso se representan las 

isolfneas de fa solucl6n para los mismos valores que en el caso anterior. 
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En lar flgurm (4) se representa la soluci6n cuando trabajamos can un fuerte predominio de 

1. convecclbn. caso o1100OO. )$)m,x-1250. para los Indicadores de error 1 y 4 PrOpUeStOS. tras 

realizar, respectivamente, once Y cuatro etapas de refinamiento. partiendo en ambos casos de la 

mima malla inIclal y utlllzando el mismo valor del parametro ~ ~ 0 . 3  para definir la estrategia de 

rcflnmlento. En este caso se representan las Isollneas de la solucl6n para u-1/7.2/7.. . . .6/7 

FLguras 4.- Solucldn obtenlda. con ~ 1 0 0 0 0 ,  para los lndtcadores de error 1 y 4. 

5. OTRAS APLICACIONES 

La eficacia de los mCtodos adaptatlvos ha sido contrastada en otros tipos de problemas: 

problemas de ajuste de campos de viento. problemas de transmisión de calor no lineal, problemas de 

 tud dio de parámetros de llneas de transmisl6n rnlcrostrip, etc.. ver 181 y 1131. Como ejemplo, en 

las figuras (5) se representa la soluci6n deformada de un problema de elacticidad plana, planteado 

en 1131. obtenida en diferentes etapas de refinamiento adaptativo; es el caso de una placa 

rectangular con una fractura situada transversalmente en la mitad de uno de sus lados verticales. Y 

sometida a traccldn sobre sus lados horizantales. 
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Figuras 5.- Deformación de la  placa para dtferentes mallas. 
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