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1. Introduccion

El presente trabajo se propone la elaboracién de un cédigo para el desenredo y
suavizado automatico de T-mallas en dos dimensiones aplicadas al analisis
1sogeométrico (IGA).

El analisis isogeométrico supone una comunicacién directa entre el disefo asistido
por ordenador (CAD) y el Analisis, ya que se usa la misma base geométrica en
ambos, esto significa que seria posible una construccién automatica y directa de un
modelo de analisis a partir de cualquier modelo geométrico, y de esta forma se
conseguirian modelos de andlisis geométricamente exactos en cualquier fase del

CAD.

Las funciones que se utilizan mayoritariamente en el CAD son las NURBS (non-
uniform rational B-splines), estas funciones presentan algunas caracteristicas
positivas, como su idoneidad para representar cualquier superficie cuadratica, su
capacidad de refinamiento y su continuidad C?~! para NURBS de grado p.

Fig. 1. Continuidad minima C? para spline cuibica.

Sin embargo también poseen algunas deficiencias, especialmente discontinuidades
y superposiciones en las intersecciones de superficies e ineficiencia en la
representaciéon de detalles locales debido a su incapacidad para el refinamiento
local, admitiendo solamente un refinamiento que se extiende a todo el dominio o
refinamiento global.
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Fig. 2. Refinamiento global y local de una malla.

Con el fin de paliar dichas deficiencias han surgido recientemente las funciones T-
splines; estas son una generalizaciéon de las NURBS pero con capacidad de
refinamiento local y de generacién de mallas mas groseras pero con el mismo nivel
de definiciéon que las NURBS. Las funciones T-splines, al tener como soporte local a
sus knots y admitir refinamiento local, son idéneas para su uso en el analisis
1sogeométrico, y en cuanto tales, han sido combinadas con un tipo de mallado apto
a dicho proposito denominado T-malla.

Las T-mallas entonces, son un tipo de mallado caracterizado por disponer de T-
uniones y que siendo soporte para T-splines en IGA, admiten refinamiento local.

Fig. 3. T-malla

En analisis isogeométrico existe un mapeo biyectivo entre el espacio paramétrico de
representacién y el espacio fisico, esto significa que los puntos del espacio
paramétrico tienen una correspondencia uno-a-uno con los puntos del espacio fisico.
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Sin embargo, a diferencia de otros métodos numéricos como elementos finitos
(FEA), el mapeo en IGA es local a un conjunto de elementos, o macroelemento,
llamado parche o patch. Cada patch esta compuesto de varios elementos y tiene el
aspecto, en dos dimensiones, de un rectangulo formado por celdas cuadrangulares.

Fig. 4. Mapeo biyectivo entre patch en espacio paramétrico y real.

Cuando se pretende reproducir geometrias de configuraciones complejas, se recurre
a la unién de varios Patches manteniendo al menos una continuidad C° como
minimo en las lineas de unién. Los patches o sus uniones son representados en este
caso por T-mallas con funciones base T-splines; y en concreto se usa un tipo de T-
malla construido en base a la particiéon de cada celda en cuatro partes iguales hasta
alcanzar el nivel de refinamiento deseado; recibiendo el nombre de Quadtree.

Fig.5. T-malla Quadtree

Si bien el Quadtree del espacio paramétrico mantiene una forma ideal, en el
espacio fisico pueden producirse enredos y dar lugar a elementos degenerados con

6
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determinates jacobianos negativos en las transformaciones entre el espacio fisico y
el paramétrico. Esto invalidaria completamente los resultados, tanto para el calculo
de los puntos de control, como para las soluciones del analisis.

Es por ello que es necesario disponer de un algoritmo de desenredo y suavizado
disefiado para adaptarse a las caracteristicas especificas de las T-mallas, que
difiere en muchos aspectos de aquellos implementados con elementos triangulares
o cuadrangulares para elementos finitos.

Por lo tanto, el objetivo del trabajo consiste en la recolocacion de los
puntos internos de la malla fisica dada una frontera arbitraria, de forma
que los elementos en el espacio fisico adquieran una forma lo mas
parecida posible a la de sus correspondientes en el espacio paramétrico.
Esto se realiza para que la transformacion obtenida a partir de la interpolacion de
dichos puntos sea buena, es decir, que produzca jacobianos lo méas constantes
posible y positivos. Una buena transformacion es imprescindible para que IGA
pueda operar correctamente y arroje resultados validos.

Optimizacion

Fig. 6. Proceso de optimizacién de la malla fisica

Con el fin de lograr generar este algoritmo se ha recurrido, tal y como se detallara
mas adelante, al uso del concepto de medida algebraica de calidad para el
cuadrilatero, desarrollado por Knupp; concretamente se intenta minimizar una
funcion objetivo definida en términos de una medida algebraica de calidad
modificada. Este proceso provoca la recolocaciéon iterativa de los distintos vértices
que conforman la T-malla en el espacio fisico sin alterar las conectividades.
Finalmente la T-malla del espacio fisico optimizada tendera a reproducir la
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configuraciéon geométrica de la T-malla del espacio paramétrico, lo cual generara
relaciones entre los elementos de ambos espacios con calidades cercanas a la
unidad. Con esto conseguimos generar T-mallas para dominios planos
arbitrarios, aunque existen limitaciones.

El trabajo comenzara haciendo un breve repaso a los conceptos tedricos mas
relevantes para la comprensiéon de los desarrollos ulteriores. Se expondra
sintéticamente el concepto del analisis isogeométrico con sus principales elementos.
Se proseguira con la definicion de las funciones de base T-splines y sus
antecedentes las NURBS y las B-splines.

-

L

Fig. T-spline en su soporte local

A continuacién se introduciran las técnicas empleadas para el desenredo y el
suavizado de mallas de elementos cuadrilateros y su extensiéon a las T-mallas,
dando como resultado el algoritmo del cual es objeto el presente trabajo.

Después se expondran los resultados obtenidos en la aplicacién del cdédigo a algunos

ejemplos de mallas fuertemente enredadas y con fronteras de variadas formas y
complejidades.

Por dltimo se apuntaran las conclusiones del trabajo y se resaltaran las futuras
lineas de investigacién que se abren a la luz de los resultados conseguidos.

Como resultado principal del trabajo se ha desarrollado un cédigo escrito con el
lenguaje de alto nivel Mathematica.
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2. Conceptos preliminares

Se considera necesario para abordar con rigor la solucién al problema de la
optimizacién de T-mallas, exponer de forma clara y sintética los conceptos que
sirven de base al posterior razonamiento. Es por ello que este apartado se dedica a
la clarificacion del concepto de analisis isogeométrico, y también a la definicién de
las funciones geométricas de las que emana su utilidad e importancia.

2.1 Definicién de analisis isogeométrico

La novedad que conlleva el analisis isogeométrico con respecto al método de los
elementos finitos se resume en la idea de que las funciones geométricas que sirven
de base al CAD se imponen como espacio de soluciones para el andlisis, estas
funciones son las NURBS o en nuestro caso las T-splines. Contrariamente, en el
método de los elementos finitos, eran las funciones polinémicas a trozos que servian
de base para el calculo de la solucién, las que eran usadas para aproximar la
geometria. Este cambio de enfoque entrafia algunas diferencias conceptuales y
operativas con respecto a FEA, si bien el esquema general contintia siendo el
mismo.

En IGA se definen tres espacios de representaciéon geométrica, el espacio fisico, el
espacio paramétrico y el espacio indice. Nos concentraremos en los dos primeros ya
que son en términos operativos los mas relevantes. A su vez el espacio fisico se
encuentra conformado por dos tipos de mallado: la malla de control, y la malla
fisica. La malla de control interpola a los denominados puntos de control. Las
variables de control estan asociadas a los puntos de control. La malla de control no
representa la geometria real; ésta viene conformada por la malla fisica. Los
conceptos principales de la malla fisica son los parches o patches y los knot spans.
Tal y como se ha explicado en la introduccién, un patch es un macroelemento o
subdominio rectangular que tiene su imagen biyectiva en el espacio paramétrico, y
un knot span es el elemento basico que forma los patches, y representa la figura
analoga a los elementos del FEM. En el caso bidimensional los knots tendran una
topologia de linea en el espacio paramétrico y de curva en el fisico y los knots spans
seran superficies curvas delimitadas por cuatro curvas (knots). Entre knots las
funciones base tendran una continuidad CP~™ , donde p es el grado del polinomio, y
m la multiplicidad del knot.

En IGA, cuando la transformacién geométrica entre espacios se obtiene a través de
la interpolacién de puntos del dominio, como sera en nuestro caso, es necesario
resolver dos sistemas de ecuaciones, uno para hallar la transformacién en la
geometria, y otro para calcular la solucién asociada a los puntos de control que
emanan de dicha transformacién geométrica. El calculo de las soluciones se realiza
en el espacio paramétrico, por tanto es imprescindible conocer la transformacién
entre ambos espacios.

La transformacion geométrica entre el espacio fisico y el paramétrico puede
definirse de la siguiente manera para el caso bidimensional con funciones base
NURBS o T-spline:

T =R? - R?
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T = ) PuBu(§,m) Py € R?

aEA

siendo B, la funcién blending:

Ne(§,M) S
YpeaNgE,m) "

y siendo N, la funcién base spline bivariable:
N (§,m) = Nz(§) Ng(n)

Para hallar los puntos de control P, tomaremos puntos de interpolacién en el
espacio paramétrico (tg) y en el espacio fisico (S (tﬁ)), de forma que:

By (&, m) = 1

T(ts) = ) PuBalty) = S(tp) Vig, 5 € 4

aEA

Generalmente se eligen tantos puntos de interpolacion como funciones base, y los
puntos de interpolaciéon se toman en el centro de las splines (anclas). En el espacio
fisico se tomaran como puntos interpoladores a los vértices de la malla cuando esta
estd bien conformada, es decir, cuando el determinante jacobiano de la
transformacion entre los elementos de ambos espacios es positivo y casi constante.

A través de la transformacién T obtendremos los valores de los puntos de control P;
los valores de las variables de control asociadas a estos puntos nos permitiran el
calculo de las soluciones.

A continuacién podemos utilizar esta parametrizacién del dominio para resolver
cualquier ecuacién en derivadas parciales definida en dicho dominio y con valores
en la frontera, para ello recordamos el planteamiento cldsico para ecuaciones
elipticas tal que:

Si tenemos una forma bilineal, continua y eliptica
a(., .):VxV - R
y a su vez una forma lineal continua
f:V->R
Planteamos el problema:
Hallar u € V tal que a(u,v) = f(v) Vv eV

estando la existencia asegurada a través del teorema de Lax-Milgram. Es
conveniente resaltar que u y v son las funciones de prueba y de peso
respectivamente. Esta es la forma abreviada de indicar que se trata de la
formulacién variacional del problema fuerte en derivadas parciales, encomendado a
debilitar dicha formulacién para poder hallar la solucién u.

En el caso de valores en la frontera debemos incorporar la condicién tipo Dirichlet
en la definicién de la funcién de prueba y una condicién homogénea en la funcién
de peso. De manera que:

10
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ullp =9 y v|[, =0

Por la naturaleza integro-diferencial de dicha formulacién es imprescindible
recurrir a funciones de cuadrado integrable(L?) tal que:

fuzdﬂ < +o; siendou: Q- R
Q
Pero también necesitamos que las derivadas de las soluciones sean integrables:

fVu.VudQ< 400
Q

Entonces recurrimos a definir V como un espacio de Sobolev:
HY(Q) = {u|D%u € L?(Q), |a| < 1}

Este problema no es resoluble en su planteamiento actual por encontrase definido
en un espacio de dimensién infinita, sin embargo podemos utilizar un subespacio
aproximado de Dim < oo , y redefinir el problema como:

Hallar u,, € V,, tal que a(uy,vy) = f(vy) vy, € Vy

Este método es ampliamente utilizado en elementos finitos y recibe el nombre de
método de Galerkin o Bubnov-Galerkin aunque existen otros como minimos
cuadrados, colocacién o métodos sin malla (meshless). Hemos tomado u y v del
mismo espacio V pero se podrian haber tomado de espacios distintos.

Ahora la solucién aproximada u;, se toma como combinaciéon lineal de la base de Vj,
para ello tomamos como funciones de base, tanto para las funciones de prueba como
para las de peso, las mismas funciones que tomamos en la transformacién
paramétrica del dominio, es decir las T-splines.

N

ia(¢m) = 2 Bi(&.m), a€R

i=1

Estando u; definida en el dominio paramétrico y con a; como variables de control
asociadas a las puntos de control.

La transformacién al dominio fisico se haria aplicando T.
un(x,y) = (T71(x,y)) = n(&, 1)

Debemos tener en cuenta que muchas funciones base se anulan en el contorno y por
tanto separaremos la ecuacién en:

A N
fp = E a; Bi + E aj B;,
i=1 i=A+1
Siendo i= 1..A las funciones que se anulan en el contorno.

11
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Las a; del segundo sumatorio pueden calcularse a partir de la condicion
Dirichlet:

“|an = b(x,y)

Planteando el sistema de ecuaciones:

N

Y aBi(&.m) = b(T(§,m)), j=1.N—A

i=A+1

P; son los puntos de interpolacién en el contorno. Haciendo:

N

g&m= > aiBi(&n).

i=A+1

Nos queda:
A
E‘:h = Z =h B,‘ +Z.
i=1

Finalmente sustituimos 1, en la integral por partes de la forma débil y formamos las matrices
del sistema .

/(Au +£)BidQ2=0, i=1,., A
Q2

A
Zaj- (/(vsj-vsfm) = [fB,-dQ— [vg-vB;dQ, i=1,.. A
Q J JQ

Siendo:
K,'J :/ ‘\7’8} . VBE dQ,
Q

Q J 0

Las integrales se evalian en el espacio fisico, sin embargo sélo pueden ser
resueltas en el espacio paramétrico, por tanto se aplicara la transformacién T.

dQ = dxdy = |J| d¢ dn = || d2.

12
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Vxy BI(T(£ 7?)) = v&r]Bi{‘S? 7?) J_l

Planteando para cada elemento discretizado:

K,-‘;:/ ij-vBJ—dﬂzﬂ TenBi(€,1) 7L - TenBi(E,m) 7L |3] 0L,
Q. €2

ff=/
Ja.

:ﬂ f(&.m)B; Jldﬁ—ﬂ Vengdt e, B 371 J] dSL
2 Q.

f(x,y)Bi dQ2 — / Vg - VB dQ =
Q.

Finalmente las integrales se evalilan numéricamente con cuadratura de Gauss, es
por tanto importante que el jacobiano de la transformacién sea positivo y para ello
el elemento en el espacio fisico debe tener una forma apropiada.

2.2 Definicién de B-spline

Las funciones NURBS son una generalizacién de las funciones B-splines. Estas
funciones son polinémicas a trozos y son adaptables a geometrias complejas de
forma suave. La particularidad introducida por las B-splines es que el espacio
paramétrico es local a los patches y no a los elementos. Los elementos clave en la
formacién de una B-spline son los knots y las funciones base.

2.2.1 Knots

Los vectores knots son una secuencia no decreciente de coordenadas en el espacio
paramétrico. Se representan como E = {fl,fz, ...,§n+p+1} ,con & €ER; p el grado del
polinomio y n el nimero de funciones base. Varios knots pueden ocupar el mismo
lugar en el espacio paramétrico, y se dice que un vector knot es abierto cuando su
primer y ultimo knot tienen multiplicidad p+1. Las funciones base estan definidas
sobre los vectores knot.

13
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Fig. 8. Funciones B-spline cubicas del knot vector: {0, 0, 0, 0, 1/3, 2/3, 1, 1, 1, 1}

2.2.2 Funciones base
Una funcién de base univariante N;,, se define sobre £ empezando por el grado p=0
como:

1sié < ¢$<éi

o= .
v0 710 en cualquier otro caso

Cuando aumentamos el grado del polinomio p=1,2,3,.. empleamos la férmula de
recursién de Cox-de-Boor:

§—
§i+p _Ei

Ei+p+1 _E

Ei+p+1 - Ei+1

Ni,p (E) = Ni,p+1(E) + Ni+1,p—1(§)

Las propiedades de las B-splines son:
1) Particién de la unidad: Y;_; N;,(§) = 1.
2) No negatividad: N;,, &=0,i=12,..,n

3) Independencia lineal: }i_; a;N;,(§) =0 < a, =0,k =1,2,..,n.

4) Soporte compacto: {El N;, (&) > 0} (- [Ei, §i+p+1]-

5) Continuidad controlada: Un knot con multiplicidad K implica una continuidad
de su base deC?P~*. Si k=p la continuidad sers C°.

Estas propiedades aseguran matrices mejor condicionadas y sparse, asi como una
gran flexibilidad para determinar la suavidad de las bases.

14
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Como hemos visto, existen n bases mientras que n+p+1 knots, si el vector es
abierto. Las bases estan asociadas a los vectores en determinados lugares del
espacio paramétrico llamados anclas.

1r 1r
M Nia
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
1r 1-
Ny,
0 1 2 3 4 0
1r 1r
Ni,
0 1 2 3 4 0

Fig. 9. B-spines de grado 1 y grado 2 respectivamente para los knot vectores {1,2,3,4} y {1,2,3,4,5}.

2.2.3 Curvas B-spline

Una curva B-spline se define como combinacién lineal de varias B-spline univariantes:

CO=) Pl

Siendo P; € R?, (d = dimensién del espacio), los puntos de control. La interpolacién
lineal de los P; forma el poligono de control, sin embargo la B-spline no es
Iinterpolante respecto de sus puntos de control, excepto el primero y el ultimo, y en
el caso de knots repetidos. El poligono de control tiene interesantes propiedades;
como la obtencién de un transformaciéon afin a la B-spline cuando se aplica a sus
puntos de control, la inclusién de la B-spline en la envolvente convexa de sus
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puntos de control, o la disminucién de la variacién con respecto a la dimensién del
poligono de control. Ademas conserva las propiedades de continuidad de las bases.

-1} L

Fig. 10. Curva B-spline y su poligono de control.

2.2.4 Superficie B-spline

Una B-spline bidimensional o bivariante se obtiene como producto tensorial de dos
B-splines univariantes.

Ni,p(zf TI) = Nlil,pl(f)- Nziz,pz (77)

Una superficie B-spline, por lo tanto, ser4a una combinacién lineal de varias B-
splines bivariantes.

SEGM =) PNpGW), P ER’

La superficie estard asociada a dos vectores knots & = {¢},&,, ...,§n+p+1} N =
{111,112, s nn+p+1} .Y los puntos de control P; constituiran la malla de control. En el
caso bidimensional ambos vectores knot constituirdan un knot span, el elemento
minimo; y cada knot span estard inmerso en un patch. Cada patch tiene su propio
espacio paramétrico, y cuando una superficie es muy compleja se recurre a la unién
de varios patches. Los puntos de control deben ser idénticos en la linea, punto o
superficie de unién, por tanto solo habra continuidad C° de las bases en las
intersecciones de patches.

16
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Fig. 11. Representacion de B-spline bivariante

2.3 Definicion de NURBS

Las NURBS (Non Uniform Rational B-splines) son entidades geométricas extraidas
directamente de las B-splines. Su importancia reside en la capacidad de modelar
secciones conicas (tales como circulos, elipses, etc) que son dificiles de obtener a
través de funciones polindmicas a trozos como las B-splines.

La curva NURBS se define como:
n
CR=).  PB,pE
l=

Siendo B, :

w;iN; ,(8)
B; —_ vLp
2 W N, (®

Con N;,, (&) como base univariante.

En el caso de NURBS multivariantes, como seria el de una superficie
bidimensional caracterizado por una NURBS bivariante la funcién tornaria:

_ WiNi,p(Ef Tl)
Bi'p(an) B ;l=1 Wj Ivj,p(zi T])

Donde w; recibe el nombre de peso.

Con N; (& n) como base bivariante: N;,(§n) = Ny, (£). Ny, p, (M)

17
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Generalmente cuando se habla de B-splines racionales se quiere significar NURBS,
siendo las B-splines funciones polinémicas. El hecho de que sean no uniformes
implica que sus knots no tienen que estar espaciados a distancias iguales.

10

08

T =TT
.\.

1]
i

0.5

S

=,

*,
Pl
r

—T
"

[=]
L]
T =T
oy
.,
A
A
Iy
Iy
,

Fig. 12. Funcién NURBS de grado 3 a partir de knot vector no-uniforme: {0,0,0,0,0.2,0.5,1,1,1} y peso
w:{1,2,1,1,2,1}.

2.4 Definicién de T-spline

Tal y como mencionamos en la introduccién, el principal inconveniente de las
NURBS, a pesar de su gran flexibilidad y precisiéon en la representacion cénica, es
el caracter global que posee su refinamiento. Esto quiere decir que cualquier

refinamiento en un punto concreto de la malla se propaga en toda la direccién del
vector knot, dando lugar a mallas homogéneas.

Fig. 13. propagacién de refinamiento

Con el fin de superar este obstaculo han surgido las PB-splines y las T-splines.
Ambas tienen capacidad de refinamiento aislado en una regién porque estan
soportadas en knots locales. la principal diferencia entre ambas reside en que la
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PB-spline no necesita una malla regular como soporte, estando sus puntos de
control repartidos en una nube sin organizacion ni topologia concreta; mientras que
la T-spline estda caracterizada por una malla regular con determinadas

especificidades, lo cual permite anadir a las ventajas propias de la NURBS su
propiedad de refinamiento local.

™

n

[< & & G G

Fig. 14 .T-spline con vectores knot en su soporte en T-malla

Para una T-spline, cada funcién posee su propio vector local, y todos los vectores
locales con sus funciones estan unidos en una estructura comun llamada T-malla.
Esta es una malla no uniforme con la caracteristica de admitir la unién de tres

aristas en sus vértices, llamada union-T (T-junction). Las uniones de aristas, o
vértices, son asociadas al valor de un knot.

@

S W e

L

Fig.15 . T-spline en soporte local

Una T-spline se construye en primer lugar asociando a cada vector knot local
- m . .9 . ,
Eq = {§:};25 una funcién N, (§), en el caso bidimensional se tendria:

Ni,p(z'n) = Nil,pl(s;)- Niz,pz m)
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Entonces en el espacio paramétrico bidimensional, por cada ancla S,, a €A, y
A c 77 se tienen dos vectores knot locales asociados E; 5 E;, . Cada punto de control
P, € R? (dimensién en el espacio fisico) estd asociado a a. De forma general

decimos que cada punto de control tiene un peso asociado w,. Por tanto la funcién
blending T-spline sera:

_ WiNl',p (El n)
Bip(§m) = " w; N (En)

Finalmente la T-spline en el espacio paramétrico quedara:
n
SEm =) By
i=

2.5 T-splines en la T-malla

Cuando la T-malla, formada por intersecciones de aristas horizontales y verticales
que admiten uniones en T y con presencia de nodos colgantes (hanging nodes),
sirve de soporte a las T-splines, su configuracién depende de la localizaciéon de los
vértices y de los vectores knot locales. En este caso en el que las T-splines se
suporponen a la T-malla, todas las lineas de la T-malla corresponden a valores de
knots; y cada vector knot posee un nimero de knots dictado por el grado p de la T-
spline.

Recordemos que la T-spine es una funcién de base, y la T-malla es la estructura
sobre la que se define la T-spline.

Para construir la T-malla con T-splines como bases, se proyectan lineas desde las
vértices y se definen los knots a través de su interseccién con las aristas
ortogonales tanto verticales como horizontales ( (p+1)/2 intersecciones con aristas
en cada direccién); tomando dos vectores knots por vértice. Si no se encontraran
suficientes aristas ortogonales en una direccién para rellenar el vector knot, se
repite el ultimo knot en dicha direccién hasta rellenar el vector.

Toda vez localizados por este procedimiento los vectores knots, se pueden generar
las funciones blending. En el caso de funciones de grado p impar las anclas
coincidiran con un vértice, cuyo valor sera incluido en la posicién central del vector
knot. En caso de grado par las anclas estaran situadas en el centro de la celda y su
valor no sera incluido en el vector knot. En el espacio paramétrico los valores de los
knots estaran comprendidos entre 0 y 1.

La continuidad de las T-splines en el espacio fisico depende de la continuidad de las
funciones blending en el espacio paramétrico. Adicionalmente cada vector knot
local define la continuidad de su funcién blending. Una funcién de grado p sera
CP~* a través del valor de un knot , siendo k la multiplicidad del knot en el vector
local. De esto se deduce que la continuidad es también local al soporte de cada
funcion, y que las T-splines pueden tener distinto grado de suavidad en una misma
T-malla.
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Fig. 17.. T-malla con T-spline de grado p par
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3. Desenredo y suavizado de T-mallas

Tal y como se explicé en la introduccidn, el objetivo del trabajo consiste en la
recolocacion de los puntos internos de la malla fisica dada una frontera arbitraria,
de forma que los elementos en el espacio fisico adquieran una forma lo mas
parecida posible a la de sus correspondientes en el espacio paramétrico. De esta
forma logramos generar automaticamente una T-malla en el espacio fisico para
dominios planos arbitrarios.

Estas T-mallas estaran bien conformadas de forma que los jacobianos que se
produzcan en la transformaciéon calculada a partir de la interpolaciéon de los
vértices de la malla entre los espacios fisico y paramétrico sean casi constantes y
positivos.

Optim.

Fig. 18. Proceso de optimizacion

3.1 El concepto de jacobiano de la transformacion

Tanto en el analisis por elementos finitos como en el andlisis isogeométrico es
importante el concepto de transformacién entre espacios de representaciéon debido a
que las integrales numéricas que se plantean en el espacio fisico para el calculo de
la solucién deben ser transformadas al espacio paramétrico, donde la geometria
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esta bien definida, ya que las splines en IGA estan definidas en el espacio
paramétrico.

Sea una transformacién desde el espacio paramétrico al espacio fisico:

T: x=x&n) y=y¢&n

El paso del fisico al paramétrico serd la inversa de la transformacién T:

T ¢=¢y) n=nky)

Fig.19. Malla paramétrica y malla fisica con sus anclas (vértices més puntos de interpolacién adicionales).

Por tanto para realizar una integral del espacio fisico en el espacio paramétrico es
necesario aplicar la transformacién T~! y modificar el diferencial del area por el
nuevo diferencial que seria:

0x 0x

e a(x,y)> _.og o
ds = dxdy = det <6(E,n) dédn = det @ @ dédn

d¢ 0m

Se denomina jacobiano o determinante jacobiano a la relacién:

0x 0x
€ on | dxdy ds
dy @/ ~ d&dn  ds’

] = det
9& on
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o también sabiendo que:

0x 0x

O_E ﬁ Jxdy 0xdy
det = ——————

@ @ dtdn 0n ot

a5 an/

Tomando el vector de posicién: ¥ = xi+yJ

ds = anaFK d&dn = Jd&d

Se demuestra que el jacobiano es el producto vectorial de los dos vectores de la
derivada del vector posicién en x,y respecto de &,71, también denominados vectores
velocidad.

Por tanto, la interpretacion fisica del jacobiano se traduce en una relacion de areas
entre los dos espacios, de ahi que sea imprescindible que el jacobiano sea positivo y
lo mas constante posible en el dominio, ya que esto indicaria una transformacién
uno-a-uno entre ambos espacios; por el contrario un jacobiano negativo indicaria
una relacién negativa entre las 4reas de los espacios y por lo tanto una
transformaciéon disconforme, indicaria que el elemento en el espacio fisico esta
enredado o es plano, y la integral seria irrealizable.

. o™

"

L B

Fig.20. Jacobiano de la transformacién de las mallas de la figura 19.
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3.2 Medidas algebraicas de calidad para triangulos y cuadrilateros

La técnica de optimizacién de mallas usada en este trabajo tiene gran parte de su
fundamento en el uso del concepto de medida algebraica de calidad para
cuadrilateros. Este fue en primer lugar propuesto por Patrick M. Knupp como
desviacién de la forma de un simplice respecto de una medida ideal que representa
la forma que se desea alcanzar.

En primer lugar atacaremos la formulacién algebraica para elementos
triangulares, extendiéndola posteriormente al cuadrado.

Si denotamos como ¢ un triangulo en el espacio fisico, y como t; el triangulo ideal;
para medir la desviacion del triangulo fisico del ideal necesitamos determinar el
siguiente mapeo de afinidad:

X x=8SX+vVv
X son las coordenadas del elemento 1deal.

Con el objetivo de lograr esta relacion, consideramos un triangulo de referencia tg
que se encuentra delimitado por los vértices uy, = (0,0), u; = (1,0), u, = (0,1) en el
espacio paramétrico. Si el elemento ideal, t;, esta delimitado por los vértices
%o = X0, Vo), X1 = X1, ¥1), X5 = (X,,¥2), el mapeo del elemento de referencia al ideal
sera:

Y ademas:

WZ(X1—X0 Xz—Xo>

Y1=% Y2—Yo

Si ahora tomamos el triangulo fisico definido por: xy = (X¢, Vo), X1 = (X1,¥1), Xz =
(X2,¥2), el mapeo del elemento de referencia ty al triangulo fisico t sera:

u+— x=Au+Xx,

Con

(i -vo vi-w)
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Ahora el mapeo entre el elemento ideal y el triangulo fisico puede ser expresado de
la siguiente manera:

fg=faof,t t - tg = t
g — u=f,1(%) — x =f(u)
Y de ahi se sigue que:

x = (%) = fo(£,1(X)) = Af,;1(R) + xo = A(WIK + V) + xo = AW IR+ATV + x,

Siendo Vv = —W™1%,
X,
t
fw
u, X2
fa
t R >
. X
Y, u,

Fig.21. Mapeo entre elementos fisico, ideal y de referencia para el triangulo.

sl comparamos esta expresion con el primer mapeo tenemos:

S=Aw!

v = AV + X,

La matriz jacobiana del primer mapeo se denomina matriz jacobiana ponderada
(S). Esta matriz contiene la informacién acerca de cudl es el grado de deformacién
del elemento fisico con respecto al ideal, basandose en esto Knupp introdujo la
medida de distorsiéon de la forma:
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|S|?

n(s) = no(S)2/n

donde o(S) = det(S), |S| = +/tr(STS) es la norma Frobenius, y n es la dimensién (2

para triangulos). El resultado seria 1 cuando el elemento es ideal, e infinito en caso
de degeneracion.

La medida de calidad de la forma finalmente sera la inversa de la distorsion:

L_nG(S)
nes) s

q(s) =

Por tanto, el elemento ideal tendra calidad 1 y el invertido sera de calidad 0.

La medida de calidad para cuadrilateros se consigue tomando como base la del
triangulo. Se obtiene a partir de la descomposicién del cuadrilatero en cuatro
triangulos de forma que denotando la medida de distorsién del tridngulo i como
n(S;), la medida de distorsién del cuadrilatero sera:

N N
T]_N, M3 N ZLino(S))
i=1 i=1

donde N es el nimero de nodos del elemento cuadrilatero.

Generalmente se toma como elemento ideal cuadrilatero al cuadrado, asi, si se
divide en cuatro tridngulos tendriamos para este caso como el tridngulo ideal es
rectangulo e isésceles. Por lo tanto, para cada cuadrilatero, el mapeo entre el
subtriangulo de referencia y el ideal es:

v}

La medida de calidad del elemento cuadrilatero quedara como:

no (Sz)

1
N NZ{V 17](31)

q:

IIMZ
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3.3 Optimizacién de mallas de elementos cuadrilateros

Dada una malla cuadrilatera M, si hacemos V el conjunto de nodos internos y v
un nodo perteneciente a los puntos internos, 1+ € V; definimos la submalla local
asociada a v, M, como el conjunto de elementos que contienen al nodo v. El
algoritmo de desenredo y suavizado de mallas para cuadrilateros se basa en la
optimizacién de una funcién que ha sido definida a partir de la medida de
distorsién algebraica de los elementos de la submalla local. A través del algoritmo
se puede desenredar y suavizar la malla simultaneamente, e incluso mejorar la
medida de calidad de los elementos cuando se introduce una modificacién a la
funcién objetivo, tal y como se explicara.

El principio consiste en la recolocacién iterativa de cada nodo v dentro de los
limites de su submalla local promoviendo una minimizacién de la medida de
distorsiéon de cada elemento que forma la submalla. Se van recolocando todos los
nodos internos de la malla uno a uno, manteniendo fijos en cada iteracion todos los
demas nodos, hasta que se localizan sus posiciones 6ptimas, que minimizan la
funcién objetivo.

® /. L 9o ® ® nueva
. posicion del

nodo libre
\ nodo libre
@ 9

Fig. 22. Optimizacién de cuadrildteros.

Llamamos x a las coordenadas del nodo 1; si la malla local M, estd compuesta
por M elementos cuadrilateros, y S; es la matriz jacobiana ponderada del triangulo
1. La funcion objetivo a minimizar en el elemento k sera la medida de distorsion:

N N
1 _IN Is®P
Nk (X) = N; nG:i)) =y ; no(S;(x))
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Fig.23. Descomposicién del elemento cuadrilatero en sus cuatro sub-tridangulos

Siendo N el niimero de nodos de cada elemento cuadrilatero.

Siguiendo con el razonamiento, la funcién objetivo asociada al nodo 1+, es la norma-
p de todos los cuadrilateros de la submalla local, es decir:

1/p

Ky (0 = [ ) P
k=1

Siendo p tipicamente 1 6 2.

La llamada regién factible es aquella en la que puede situarse el nodo libre v de
forma que se pueda obtener una malla valida. Esta region esta formada por el
conjunto poligonal H =n’,§§’¥ Hy , donde H) son los semiplanos definidos por
0, (x) = 0. Un elemento est4 enredado si 6(x) < 0 y degenerado si o(x) = 0.

Sin embargo se ha observado la existencia de asintotas que ejercen de barreras en
el contorno de la regién factible, cuando o(x) = 0. Adicionalmente pueden existir
minimos locales de la funcién objetivo fuera de la regién factible. Esto puede
provocar una minimizaciéon de la funciéon que dé como resultado la localizacién de
soluciones fuera de la regiéon en zonas no Optimas, incluso en configuraciones
enredadas.

Para superar este problema Escobar et al. propuso un cambio en la funcién objetivo
que elimina las barreras y que sitia el minimo global cerca de la posiciéon 6ptima de
la funcién inicial. En concreto se trata de cambiar ¢ por:
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h(o) = %(a ++o?%+ 462)

Fig. 24. Descripcién de la funcién h(o).

donde & es un parametro adicional de valor muy pequeno tal que 6 = h(0). Su
funcién es modular la proximidad entre h(o)y o. Siendo su comportamiento tal
que:

lims_oh(c) =0,YVa <0

limg_,oh(o) =0,YVa =0

Entonces las posiciones de ¥ que minimizan la funcién original y la modificada son
practicamente idénticas cuando 6 esta préximo a cero.

Teniendo en cuenta estas modificaciones la funcién objetivo quedara:

1/p

& (1 SR
Ky (x) = Z N, 1m (%)

=
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3.4 Optimizacién de la T-malla

El algoritmo de desenredo y suavizado de T-mallas toma como base la optimizacién
de mallas de elementos cuadrilateros. Una T-malla puede ser contemplada como
una malla de elementos cuadrilateros en la que se admite la presencia de uniones
en T (hanging nodes), y por lo tanto la existencia de elementos cuadrilateros no
homogéneos en cuanto a sus dimensiones. Se aplican por tanto las medidas de
calidad y distorsién desarrolladas para el elemento cuadrilatero, que a su vez estan
fundadas en las medidas correspondientes al triangulo.

Para la aplicacién desarrollada se han tomado T-splines bivariantes de grado tres
(p=3) con vectores de cinco knots. Recordemos que en el anilisis isogeométrico son
necesarios dos espacios de representacion, el fisico y el paramétrico. El fisico es el
espacio real que puede estar deformado y enredado, mientras que el espacio
paramétrico esta formado por el patch de referencia que mantiene siempre una
forma 1deal. La optimizacion consistira en reproducir en el espacio fisico la misma
configuracién de referencia que existe en el espacio paramétrico.

El primer requisito que debe reunir la malla paramétrica es que sea un quadtree
balanceado, eso quiere decir que no pueden existir mas de una unién-T o hanging
node por arista, o expresado de otra forma; cada hanging node debe estar conectado
con dos uniones ordinarias, es decir, de cuatro aristas, o en la frontera.

1.0
1B
S
T =
+
_|_
il -
= T
_|_
T B
+ I
TIT
121
I I I 0‘.2 I I 0.‘4— I I 0‘.6 I I 0.‘8 I I I 1.0

Fig.25. Quadtree balanceado.
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LAy

Fig.26. Quadtree no-balanceado.

Como se ha explicado, en el analisis isogeométrico las mallas fisica y paramétrica, a
excepcién de la malla de control, estan formadas por sus vértices conectados;
siendo los vértices en el caso de T-splines de grado impar, los knots que ocupan la
posicién central en los vectores. Por tanto el algoritmo se propone recolocar los
vértices de la malla fisica imitando las posiciones de los vértices en la malla
paramétrica.

(flr 52,53,54, 65) ; P.e. (0,0,025,075,1)

Fig. 27. Los vértices son los knots centrales si la T-spline es de grado impar.

Para ello debe existir una correlacién entre los vértices (y los knots en general) de
ambos espacios, es decir, cada vértice en el espacio fisico tendra su homoélogo en el
paramétrico. Sin embargo el patch en el espacio paramétrico tendra siempre una
forma rectangular, mientras que el espacio fisico puede adaptarse a cualquier
forma convexa que se desee.

El objetivo por tanto es lograr una configuracion suave y sin enredos de las celdas
cuadrilateras del espacio fisico, adoptando la forma mas parecida posible a la que
poseen en el espacio paramétrico, pero adaptadas a las fronteras del espacio fisico.

Los vértices del espacio paramétrico se forman de las posiciones centrales de los
dos vectores knots que definen cada T-spline bivariante, cada uno de los knots
centrales de cada vector (£ y7n), indicara el lugar en su respectiva direccién entre
cero y uno (0-1). El ultimo paso para formar las T-spines sobre la T-malla es la
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conexiéon mediante aristas de cada vértice, con los vértices vecinos en las dos
direcciones del espacio (¢ y 1), perpendiculares entre si.

Al igual que en la optimizacion de cuadrilateros, cada vértice interno es
considerado iterativamente como vértice libre 1+, y sera recolocado dentro de una
submalla local M, siguiendo la minimizacion de la funcion objetivo formada por la
medida de distorsiéon del elemento cuadrilatero. Sin embargo M, recibe aqui la
denominacién de 1-anillo y es la macrocelda que se forma a partir de los cuatro
knots vecinos de cada ancla. Esta compuesto por cuatro celdas o subcuadrilateros; y
su forma geométrica sera rectangular y cuadrilatera pero no tiene que ser
obligatoriamente un cuadrado.
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Fig.28.T-malla con 1-anillo representado.
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Fig.29. T-malla con 1-anillo con sub-cuadrados no homogéneos.
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En el caso de que alguno de los knots vecinos no coincida con un vértice (knot no-
nodo), se tomara como emplazamiento imaginario el punto medio de la arista sobre
la que se sitte el knot.

0.8F
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02

02 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig.30. T-malla y 1-anillo con knot no-nodo en mitad de arista.

Cada 1-anillo se obtiene en el espacio paramétrico y se reproduce tomando los
knots homodlogos en el espacio fisico, de manera que no importa si estos estan
totalmente enredados ya que su localizacién es inmediata por poseer una
correlacién uno-a-uno entre ambos espacios.

Una vez bien definido el 1-anillo, el algoritmo procede dividiéndolo en cuatro
celdas. Cada celda contiene: El vértice libre v, dos de los cuatro knots vecinos (ya
sea vértice o knot no-nodo) en ambas direcciones y un tercer nodo ficticio, que
puede o no coincidir con la posicion de un vértice, y que se forma a partir de las
coordenadas x (o ¢ en el espacio paramétrico) de uno de los dos otros nodos, y la
coordenada y (o 1 en el espacio paramétrico) del otro nodo. Por tanto si unimos
todas las celdas, en total el 1-anillo posee 9 nodos: El vértice libre, los cuatro knots
vecinos y otros cuatro knots ficticios.
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Fig.31. Divisién del 1-anillo en cuadrantes y sus 9 nodos.
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Fig.32 . Division de 1-anillo y sus 9 nodos.

Cada una de las celdas del 1-anillo es un elemento cuadrilatero, por lo que se puede
por tanto, aplicar a la malla fisica la rutina optimizadora para elementos
cuadrilateros con normalidad.
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En este caso el elemento triangular ideal en el que se basa la rutina no esta
prefijado al ser la malla heterogénea, y se calcula para cada celda del 1-anillo
tomando como referencia el tipo de tridngulo presente en el homdlogo del espacio
paramétrico.

/

|

Fig. 33. 1-anillo y triangulos de referencia en malla paramétrica y tridngulos homdlogos a optimizar en malla
fisica
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Fig. 34. T-Malla optimizada y su patrén paramétrico.
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La recolocacion de los vértices libres en la malla fisica se ira ejecutando
iterativamente, desplazandose el 1-anillo por todos los vértices internos de la malla

que asumen la funcién de vértice libre.

Generalmente sera necesario repetir la operacion en todos los vértices de la malla
varias veces, dependiendo de la complejidad de la misma. Al final se espera una
malla desenredada y suave, con jacobianos en cada una de los elementos lo mas
constantes posible y positivos.

./

nodo libre
\\ @

Fig. 35. Recolocacién del vértice libre en el 1-anillo.
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4. Resultados

4.1 Caso 1: Transformacién en cuarto de anillo con mallas cuadrilateras
regulares

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.2 Caso 2: Transformacién en contorno irregular con mallas
cuadrilateras regulares

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.3 Caso 3: Ampliacién de escala

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.4 Caso 4 : Transformacion circular

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.5 Caso 5: Transformacidén a un cuarto de corono circular

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.6 Caso 6: Transformacion a un cuarto de circulo

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.7 Caso 7: Desenredo de puntos internos

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.8 Caso 8: Transformacién en semi-elipse

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.9 Caso 9: Transformaciéon en elipse

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:

55



Algoritmo de desenredo y suavizado para T-mallas bidimensionales en andlisis isogeométrico | 2012

4.10 Caso 10: Transformacién en contorno irregular (I)

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.11 Caso 11: Transformacién en contorno irregular (II)

Malla paramétrica:

Malla enredada:
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Malla optimizada:
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4.12 Caso 12: Transformacién en figura irregular con 32x32 celdas.

Malla paramétrica:
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Malla optimizada:
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4.13 Caso 13: Transformacion a circulo con malla de 4x4 celdas.

Malla paramétrica:

Malla optimizada:
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Representacion de los jacobianos:
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4.14 Caso 14: Transformacion a circulo con malla de 8x8 celdas.

Malla paramétrica:

Malla optimizada:
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Representacion de los jacobianos:
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4.15 Caso 15: Transformacion a circulo con malla de 16x16 celdas.

Malla paramétrica:

Malla optimizada:
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Representacion de los jacobianos:
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4.16 Caso 16: Transformacion a circulo con malla de 32x32 celdas.

Malla paramétrica:

Malla optimizada:
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Representacion de los jacobianos:
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lo con malla de 64x64 celdas.
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5. Conclusiones y Lineas Futuras

Es posible la construcciéon de T-mallas con buena calidad en dominios planos
arbitrarios, si bien existen limitaciones.

Se ha demostrado que es posible la aplicacién de técnicas de desenredo y suavizado
basadas en optimizacién de funciones de calidad algebraicas en T-mallas.

El coédigo implementado ha revelado ser altamente versatil, con capacidad de
optimizacion de numerosos tipos de mallas y adaptandose a contornos altamente
irregulares.

En el futuro se trabajara en el desarrollo de un cédigo transcrito a un lenguaje de
menor nivel como C o C++, asi como se desarrollara otro cdédigo para T-mallas
tridimensionales. También se prevén mejoras en la eficiencia del cédigo con el fin
de aumentar su velocidad y disminuir la memoria necesaria.
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