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PROLOGO 

Nos hemos propuesto desarrollar un texto de intro­
ducción a los conceptos básicos de la Física, en el que 
por vez primera se enfrente el alumno con un cierto 
grado de formalización de los mismos, que sea ade­
cuado a su nivel de formación. Ahora bien, la forma­
lización de los conceptos no debe ir nunca en detri­
mento de su significado fisico; por ello, se· ha atendi­
do de forma especial este aspecto. 

La formalización no es posible, ni adecuada, reali­
zarla al mismo nivel en toda la Física. Hay capítulos 
que por su complejidad, y también por la novedad de 
sus con·tenidos, no se pueden presentar con la misma 
abstracción que aquellos que son más familiares. Tra­
dicionalmente, la enseñanza de la Física en España se 
encuentra influenciada por la tradición racionalista 
francesa; como consecuencia, la Mecánica se estudia 
con un grado de formalización que no suele aparecer 
en niveles equivalentes de los curricula anglosajones. 
Además, las otras partes de la Física apenas se tratan 
en la enseñanza preuniversitaria y en el primer curso 
de la universitaria. 

En el texto, conservando esta tmdición española, se 
pretende iniciar al alumno en los aspectos menos co­
nocidos de la Física: el Electromagnetismo, las On­
das, el Atomo y el Núcleo, y la Electrónica. Todo 
ello, con una presentación que resalte las característi­
cas físicas de los fenómnos que implican, los modelos 
que utiliza la Física para su interpretación, y la uni­
dad metologógica con que suele abordarlos. 

La elección de los contenidos, la hemos hecho sin 
atender a ningún programa oficial concreto. Nos he­
mos guiado, simplemente, por nuestra visión acerca 
de cuáles son los conceptos básicos de la Física. Estos 
los hemos dividido en dos niveles: uno incluye aque­
llos apartados que se pueden estudiar en un primer 
contacto con el texto; el otro (*), los que se pueden 
posponer para una segunda lectura. Normalmente, 
los primeros se pueden estudiar sin referencia a los 
segundos; a lo sumo, el alumno tiene que recordar las 
nociones más básicas que aprendió en sus estudios 
elementales. Creemos que el primer nivel es adecua­
do para el año preuniversitarío; el segundo, para el 
prímer curso en Universidades y Escuelas Técnicas. 

En el capítulo 1, se introducen las bases del álgebra 
vectorial; las definiciones del análisis vectorial, más 
abstractas y desconocidas, se introducen a lo largo del 
texto, en el momento que es necesario utilizarlas. 
Este procedimiento lo consideramos más adecuado 
desde el punto de vista metodológico, que definir to­
das las operaciones matemáticas, que se van a necesi­
tar en la obra, en un primer capítulo de introducción. 

En los capítulos 11 y I1I, se caracteriza el movi­
miento desde el punto de vista cinemática. A conti­
nuación, se introducen las leyes de la Mecánica Clá­
sica; en el capítulo IV, las leyes del movimiento y las 
de fuerzas en la naturaleza, en el V. La presentación 
del capítulo IV se aparta de la tradicional en los tex­
tos de este nivel, puesto que no se sigue la que New-
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ton hizo en el s. XVII. En un primer estudio se reco­
mienda no abordar este capítulo, sino utilizar las 
leyes de Newton como se conocen de cursos elemen­
tales, y resolver los ejercicios propuestos en él. 

En los capítulos VI, VII, VIII, IX, X se consideran 
las leyes de conservación de diferentes magnitudes fí­
sicas, tanto para la partícula, como para los sitemas. 
Enfasis especial se hace en la conservación de la ener­
gía; la cual se generaliza en el capítulo X, para incluir 
a los sistemas que sufran cualquier tipo de evolución 
temporal. El estudio de las leyes o teoremas de con­
servación es importante, puesto que permiten resol­
ver el problema fundamental de la Mecánica, sin te­
ner que resolver la llamada segunda ley de Newton. 

Se trata la teoría de campos, como modelo mate­
mático que utiliza la Física para interpretar los fenó­
menos de interacción en la naturaleza. Esta teoría se 
introduce de forma gradual a lo largo de los capítulos 
VII y XI; y se aplica, a diferentes campos, en los capí­
tulos XII, XIV y XV. El XIII se dedica a la caract;eri­
zación y análisis de los circuitos de CC; este análisis 
se realiza a partir del principio de conservación de la 
energía. 

En el capítulo XVI se introduce otro modelo del 
que hace uso la Física, para explicar la propagación 
de una perturbación en el espacio: las Ondas. En el 
XVII, se aplica el modelo a dos fenómenos de espe­
cial importancia: el sonido y las ondas electromagné­
ticas. 

U na zona del espectro de ondas electromagnéticas 
de gran relevancia es la visible, también denominada 
luz. A sus aspectos conceptuales más importantes, se 
dedica el capítulo XVII y XVIII. El tratamiento de 
este último, se hace desde la perspectiva de la evolu­
ción histórica de las teorías acerca de la naturaleza de 
la luz. 

La composición microscópica de la materia se 
aborda a nivel elemental en los capítulos XIX y XX. 
En la presentación, se destaca la necesidad del uso de 
la Mecánica Cuántica y Relativista para su trata­
miento. Se describen las características, interpreta­
ción elemental y aplicaciones de los espectros atómi­
cos. En el XX se consideran las desintegraciones ra­
diactivas, así como los aspectos energéticos relaciona­
dos con las reacciones nucleares, especialmente con 
las de fisión y fusión. 

El último capítulo se dedica a una introducción 
elemental y práctica de la Electrónica. En ella destaca 
el tratamiento sobre las funciones básicas que forman 
parte de los sistemas electrónicos. Estas funciones se 
realizan físicamente, mediante unos sencillos monta­
jes prácticos con transistores, diodos y circuitos lógi­
cos integrados. 

Cada capítulo comienza con una introducción, que 
recomendaríamos leer, en la que se da una visión 
conjunta de sus contenidos, nivel a que se van a abor­
dar, conocimientos previos que se suponen, así como 
la incidencia que tendrán estos contenidos en los ca­
pítulos posteriores. A continuación, se desarrollan 
con detalle los diferentes apartados que configuran el 
capítulo; se ha procurado resolver un ejercicio des­
pués de cada concepto fundamental introducido. Esta 
resolución es, en la mayoría de los casos, detallada y 
razonada, para que el alumno vea con claridad el sig­
nificado y aplicación de lo estudiado. Los ejercicios 
propuestos, se ha intentado, bien que no sean dema­
siado triviales, bien que aborden casos particulares 
que se utilizan posteriormente en el texto. 

Al final de cada capítulo se incluye una pequeña 
colección de cuestión teórico-prácticas y de proble­
mas. Queremos resaltar el caracter complementario 
de las cuestiones, en el sentido que en ocasiones se 
utilizan para ampliar o aclarar conceptos que se han 
tratado en el desarrollo de los contenidos. En algunos 
capítulos se incluye texto con letra más pequeña; el 
criterio seguido ha sido imprimer con este tamaño las 
demostraciones de ciertas expresiones, las ampliacio­
nes que pueden considerar de nivel superior o los de­
talles que no son fundamentales. Todo ello, para in­
dicar que se puede omitir en las primeras lecturas del 
libro. 

Este libro no es una edición reducida de la obra en 
dos volúmenes publicada anteriormente. Tanto la es­
tructura como los contenidos son, en general, diferen­
tes; los capítulos 1, 11, III, IV, V, X y XIX son com­
pletamente nuevos. El VII se ha modificado con obje­
to de clarificar el concepto de energía potencial y de 
potencial, para los tipos de fuerzas conservativas más 
usuales; en este sentido destacamos el ejercicio ?2. 
Los capítulos VIII y IX son una adaptación de los de 
igual contenido del tomo (*), en los que se han elimi­
nado los conceptos que no son absolutamente necesa-

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



rios para el nivel del libro. Los capítulos XI, XII, 
XIII, XIV, XV, XVI Y XX se han reestructurado y 
adaptado a las necesidades reales de un texto, que se 
quiere tenga utilidad para el alumno en su año preu­
niversitario y en el primero de sus estudios superio­
res. 

El capítulo XVII es prácticamente nuevo, desta­
cando el teorema de conservación de la energía elec­
tromagnética y la forma en que se presenta la Optica. 
En el XVIII, se han redactado de nuevo los apartados 
correspondientes a la etapa precientífica y al s. XVII; 
el resto se ha adaptado, para hacerlo comprensible 
para los alumnos. El mismo criterio hemos seguido 
en el capítulo XX, en el que se ha prescindido de 
todo aquello que no es absolutamente imprescindible 
para este nivel. El capítulo dedicado a la Electronica 
se ha adaptado por completo, destacando la inclusión 
-a nivel práctic<Hie los transistores y diodos. 

Como indicaba en el prólogo de la obra anterior, 
expreso una vez más mi profundo agradecimiento y 
cariño a mis maestros, los Profesores José García 
Santesmases y Salvador Velayos Hermida, por la ayu­
da e influencia que han tenido en mi formación y vo­
cación por la Física. 

También quiero agradecer públicamente la ayuda 
recibida por mi amigo Luis Arés Escolar. El me sugi­
rió la estructura y orientación que le podía dar al li­
bro, para plasmar la idea que ambos tenemos de la 
Física a estos niveles. Mi gratitud y cariño para el 
Prof. Roberto Moreno Díaz, que ha sido desde hace 

casi veinte años mi amigo, y el que me ha dirigido en 
toda mi labor investigadora y profesional; con él sigo, 
y seguiré, colaborando en nuestros trabajos sobre Ci­
bernética. Sus orientaciones y amplios conocimientos 
en Electrónica me han sido de gran utilidad para re­
dactar el capítulo correspondiente. 

Quiero agradecer a mi amigo Vicente Rodríguez 
Lozano, Catedrático de Filosofía, las críticas y suge­
rencias que me ha hecho en los aspectos relacionados 
con la Historia de la Ciencia, especialmente en los 
capítulos XI y XVIII. También mi reconocimiento al 
Dr. José Antonio Bonet Navarro, compañero en las 
tareas docentes y persona muy preocupada por los as­
pectos metodológicos de la Física; sus comentarios, 
críticas y sugerencias sobre los capítulos de Mecáni­
ca, han permitido mejorarlos considerablemente en 
relación con los correspondientes del libro anterior. 
Finalmente, pero no el último, mi gratitud para mi 
compañero y amigo el Prof. José Victoria Díaz, quien 
desde su incorporación al Departamento se ha inte­
grado de forma entusiasta en nuestra labor; con su 
crítica, estímulo y ayuda ha hecho posible este libro. 

Mi agradecimiento también, a la colaboración y es­
tímulo prestado por todos los compañeros del Semi­
nario Permanente de Física de la Universidad de La 
Laguna. Este libro puede considerarse como una rea­
lización más del citado Seminario, que se comple­
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ha desarrollado en él. 

La Laguna 
Agosto, 1980 

F. Rubio Royo 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



INDICE GENERAL 

Prólogo 

CAPITULO 1 VECTORES ?5 
§ 1.1 Vectores y Escalares ................... . 
§ 1.2 Operaciones básicas del Algebra Vectorial 
§ 1.3 Vectores en el sistema de coordenadas car-

§ 1.4 
§ 1.5 
§ 1.6 

tesianas .............................. . 
Representación de un vector. Compo-
nentes ............................. . 
Suma y resta de vectores ............. . 
Multiplicación de un vector por un es-

calar. Vectores unitarios fundamentales 
Producto escalar de dos vectores ... . .... . 
Producto vectorial de dos vectores ...... . 
Introducción al cálculo diferencial vectorial 
Derivada de un vector respecto de un esca-
lar ............................. .. .... . 

Cuestiones ...................... . .. . 
Problemas .......................... . 

CAPITULOIl CINEMA TICA DEL PUNTO 

§ 2.1 

§ 2.2 
§ 2.3 

§ 2.4 

Aproximación de punto material ....... . 
Caracterización del movimiento . . .... . 

'-
Vector velocidad y vector aceleración .... 
Componentes intrínsecas del vector acelera-
ción ................................. . 
Clasificación de los movimientos a partir de 
las componentes intrínsecas de la acelera-
ción ................. . ............... . 
Cuestiones ........................... . 
Problemas ............ . ............... . 

1 
3 

4 

5 
7 

8 
9 

10 

11 
14 
15 

16 
17 
19 

20 

21 
25 
26 

CAPITULO III MOVIMIENTO RELATIVO 

§ 3.1 
§ 3.2 
§ 3.3 

§3.4 
§ 3.5 

Velocidad y aceleración relativas ..... . .. . 
Movimiento relativo y de arrastre . .. . ... . 
Composición de velocidades en el mo-
vimiento relativo ...................... . 
Composición de aceleraciones .......... . 
Transformaciones de Galileo ....... . ... . 
Cuestiones . . ........... . .......... . .. . 
Problemas ............ . ............. . . . 

29 
33 

34 
35 
36 
37 
38 

CAPITULO IV LEYES CLASICAS DEL MOVI­
MIENTO 

§ 4.1 
§ 4.2 
§ 4.3 
§4.4 
§ 4.5 
§ 4.6 

Mecánica Clásica ..................... . 
Primera ley de Newton ................ . 
Masa inerte .......................... . 
Segunda ley de Newton ..... . .......... . 
Tercera ley de Newton ................ . 
Sistemas de referencia no inerciales. Fuerzas 

40 
42 
44 
45 
47 

de inercia ............................. 50 
Cuestiones ........................... . 53 
Problemas.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 53 

CAPITULO V LEYES DE FUERZAS DE LA 
NATURALEZA 

§ 5.1 
§ 5.2 
§ 5.3 
§ 5.4 
§ 5.5 
§ 5.6 
§ 5.7 

Fuerzas gravitatorias ............... . .. . 
Masa gravitatoria. Peso ................ . 
Fuerzas electromagnéticas ............ . . . 
Fuerzas< nucleares ................... . . . 
Fuerzas de contacto ..... .. ............ . 
Fuerzas elásticas ......... . ........ . ... . 
Fuerzas de rozamiento ..... . ........... . 
Cuestiones ........................... . 
Problemas ............................ . 

56 
58 
60 
61 
62 
62 
64 
66 
66 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



CAPITULO VI DINAMICA DEL PUNTO. 
TEOREMAS DE CONSER­
VACION (1) 

§6.1 
§ 6.2 
§ 6.3 

§ 6.4 

§ 6.5 

Problema fundamental de la Dinámica 
Momento lineal. Teorema de coservación . 
Momento angular. Teorema de conserva-
ción ...... . ........ . ................. . 
Trabajo realizado por una fuerza ........ . 
Potencia ........... . ....... .. ........ . 
Teorema del trabajo y la energía cinética .. 
Cuestiones ........................... . 
Problemas .......... . . ..... ........... . 

68 
71 

71 
74 
78 
78 
80 
80 

CAPITULO VII DINAMICA DEL PUNTO. 
TEOREMAS DE CONSER­
VACION (11) 

§ 7.1 Introducción a la teoría de campos. Campos 
escalares y vectoriales ..... .... ... . ..... 84 

§ 7.2 Fuerzas conservativas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 
§ 7.3 Concep.to de energía potencial y de poten-

cial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 
§ 7.4 Teorema de conservación de la energía . .. 96 
§ 7.5 Curvas de energía potencial ............. 98 

Cuestiones .... ... ....... . ............. 101 
Problemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 

CAPITULO VIII DINAMICA DE LOS SIS­
TEMAS DE PUNTOS MA­
TERIALES 

§ 8.1 
§ 8.2 
§ 8.3 

§ 8.4 

§ 8.5 

§ 8.6 

§ 8.7 

Sistemas de partículas ..... .. .......... . 
Fuerzas interiores y exteriores .......... . 
Momento lineal de un sistema de partículas 

Centro de masas .................... . 
Teorema de conservación del momento li-
neal ................................. . 
Momento angular de un sistema de partícu-
las . ........ . ......................... . 

Teorema de conservación ........... . . 
Energía cinética de un sistema ......... . . 

Teorema del trabajo y la energía cinética 
Energía potencial. Teorema de conserva-
ción de la energía ............... .. .... . 
Cuestiones ........ ...... ....... .. ... . . 
Problemas .......... . ....... . .. · ....... . 

105 
107 
109 
110 

113 

115 
117 
120 
121 

122 
123 
123 

CAPITULO IX INTRODUCCION AL MOVI­
MIENTO DEL SOLIDO RIGI­
DO 

§ 9.1 

§ 9.2 

§ 9.3 

§ 9.4 

Movimientos elementales de un sólido ... . 
Movimiento de traslación ...... . ..... . 
Movimiento de rotación ........ . . . .. . 

Movimiento de rotación de un sólido alre-
dedor de un eje . . ........... . ......... . 

Ecuación del movimiento ............ . 
Trabajo y energía cinética de rotación .. 
Teorema de conservación del momento 
angular ............................ . 

Movimientos combinados de traslación y 
rotación en un sólido ............ . . . ... . 
Condiciones de equilibrio de un sólido ... . 
Cuestiones ........................ ... . 
Problemas .......... . ................. . 

126 
126 
127 

128 
130 
131 

132 

134 
135 
137 
137 

CAPITULO X GENERALIZACION DE LA 
LEY DE CONSERV ACION DE 
LAENERGIA 

§ 10.1 

§ 10.2 
§ 10.3 
§ 10.4 

Definiciones fundamentales .. . ......... . 
Equilibrio .................. . ....... . 
Procesos reversibles e irreversibles .... . 

Concepto de temperatura .............. . 
Calor y trabajo ........................ . 
Primera ley de la Termodinámica ....... . 
Cuestiones ........................... . 
Problemas ............................ . 

CAPITULO XI CAMPO GRAVITATORIO 

§ 11.1 

§ 11.2 
§ 11.3 

Campos de fuerzas centrales: características 
generales ........................... . . . 
Caracterización del campo gravitatorio .. . 
Ecuaciones fundamentales del campo ... . 

Teorema de Gauss .................. . 

Resumen sobre las teorías acerca del movi-
miento de los planetas .... ........... . . . 
Cuestiones ........................... . 
Problemas ....... . ................ . . . . . 

141 
142 
144 
145 
148 
151 
155 
156 

157 
162 
166 
169 

172 
174 
176 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



CAPITULO I 

VECTORES 

Sabemos que en Física, existen observables que 
para estar completamente especificados es necesario 
conocer tanto su dirección , como su valor. Estos ob­
servabl~s reciben el nombre de magnitudes vectoriales 
o, simplemente, vectores. Los observables fisicos que 
no necesitan asociarles una dirección, para que que­
den completamente especificados, se denominan 
magnitudes escalares o escalares. En cursos anterio­
res, se ha establecido el carácter escalar o vectorial de 
las diferentes magnitudes, que se introdujeron a lo 
largo de la disciplina. Así el alumno ya sabe que la 
velocidad, el desplazamiento, la fuerza, etc. son mag­
nitudes vectoriales; el trabajo, la masa, la potencia, 
etc. escalares. 

En este primer capítulo, queremos recordar algunas 
cuestiones que el alumno ya ha estudiado en cursos 
anteriores, para que se familiarice con el uso de los 
vectores. Al mismo tiempo, queremos plantearle 
cuestiones más fundamentales, sobre el uso de los 
vectores en Física. Se trata de un capítulo, cuyos con­
tenidos se van a utilizar' a lo largo de toda la obra. 
Hemos querido introducir sólo aquellas operaciones 
con vectores, que se vayan a utilizar en los capítulos 
inmediatos del libro o que ya son conocidos por los 
alumnos. Las operaciones que se utilicen en algún 
tema específico, sobre todo las referentes al análisis 
vectorial , se introducirán en el momento en que se 
necesiten. 

§ 1.1. VECTORES Y ESCALARES 

. Las leyes fisicas presentan unas propiedades de si­
metría, que queremos comentar. La palabra «sime­
tría» seguramente resu}ta nueva para el alumno, por 
lo que consideramos adecuado fijar su significado. 
Una cosa es simétrica si podemos someterla a una 
cierta operación y aparece exactamente igual después 
de la operación. Por ejemplo, sea la ruedll de seis ra­
dios representada en la Fig. 1.1.; si'se le hace girar, al­
rededor de su eje, cualquier ángulo que sea un múlti­
plo de 60°, la rueda quedará en una posición que será 
indistinguible de la inicial, indicada en la figura. Se 
dice, en este caso, que la rueda es simétrica respecto 
de las rotaciones, alrededor de su eje, que sean múlti­
plos de 60°. También podemos decir que la rueda es 
invariante bajo dicha operación de simetría. 

FIG. l.l 

Las leyes de la Física, por ejemplo la segunda ley 
de Newton: F = m a, son invariantes (o simétricas) 
frente a traslaciones y rotaciones de ejes. ¿Qué quiere 
decir ésto?: que no cambian de forma cuando se reali­
za una traslación o una rotación de los ejes de coor­
denadas. Estas propiedades son tan importantes, que 
se ha desarrollado una técnica matemática para apro­
vecharlas en la escritura y uso de las leyes fisicas. 
Esta técnica matemática desarrollada, es el análisis 
vectorial. 

El uso de los vectores presenta dos importantes 
propiedades: 

a) La formulación de las leyes fisicas en términos de 
vectores es independiente de la elección de unos 
ejes de 'coordenadas. La notación vectorial es un 
lenguaje en el que las relaciones entre magnitu­
des, tienen un contenido fisico sin que sea nece­
sario introducir un sistema de coordenadas. 

b) La notación vectorial es concisa. Las leyes fisicas 
pre.<>entan formas más simples y claras, cuando se 
expresan en éste lenguaje, que cuando se escriben 
en términos de un determinado sistema de Coor­
denadas. 

Para ilustrar estos puntos, consideremos la ley de 
Newton: F.= m a. Esta ecuación es válida tanto si F 
tiene una dirección horizontal, vertical o formando 
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un ángulo arbitrario; la 'aceleración siempre tendrá la 
dirección y el sentido de la fuerza. La expresión de 
dicha ley en función de las componentes de los vecto­
res, sabemos que puede ser complicada o simple, de­
pendiendo de la orientación relativa de las fuerzas 
respecto de los ejes. En la Fig. 1.2, se resume esta 
afirmación, para los dos ejes OXY y OX'Y', cuando 
sobre un punto material actúan las fuerzas F, P y N, 
y está obligado a moverse sobre el plano inclinado: 

OXY: d2x 
F cosf3 +P sena = m-

d t2 

N -Pcos a=o 

OX'Y': d2x' 
F - P sen (f3 - a) + N sen f3 = m­

dt2 

d2y' 
N cos f3 - P cos (f3 - a) = m-

d t2 

Por lo tanto, siempre que sea posible hay que plan­
tear las leyes de la Física en forma vectorial, en vez 
de trabajar con sistemas específicos de coordenadas. 
Algunas de las leyes son muy complicadas, y no pue­
den expresarse en forma vectorial, expresándose en 
función de otro tipo de magnitudes denominadas ten­
soriales. Un tensor es una generalización de un vec­
tor, que lo incluye como caso particular. Este tipo de 
magnitudes no las consideraremos en este texto, por 
no ser su tratamiento adecuado para los alumnos a 
los que va dirigido. 

X' 
~-----

2 

\Y 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

FIG.1.2 

Jy' 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I , 
O 

P 

Un vector es un segmento orientado; toda magni­
tud vectorial puede representarse por un vector, cuya 
longitud sea proporcional a la intensidad (al valor) de 
dicha magnitud; y cuya dirección y sentido sean los 
correspondientes a la misma, Fig. 1.3. Se representa 
por una letra m~yúscula o minúscula en negro, A. 

~ 
O 

FIG.l.3 

Se llama módulo de un vector a la longitud del seg­
mento orientado que lo define. El módulo siempre es 
un número positivo. Se representa por la misma letra 
que el vector, colocada entre dos barras verticales, W; 
por comodidad tipográfica se suele escribir, también, 
por la misma letra sin que sea negra, A. 

El alumno debe percatarse que en la definición de 
vector dada, no hay en absoluto referencia a ningún 
sistema .específico de coordenadas. La dirección del 
vector se puede definir, en algunos. casos con respecto 
a la clase; en otros, con referencia a estrellas fijas. 
Como luego indicaremos, no toda magnitud caracte­
rizada por un valor y una dirección es necesariamen­
te un vector. 

Un escalar es un observable fisico que está comple­
tamente especificado sin tener asociado una direc­
ción. En los cursos anteriores, nos han indicado que 
una magnitud escalar es aquella que viene caracteri­
zada por un número. Ahora bien, para que sea un es­
calar, dicha magnitud debe tener un valor que no de­
penda del sistema de coordenadas elegido. Así por 
ejemplo, el módulo de un vector es un escalar; la 
coordenada x de un cierto punto fijo no es un escalar, 
ya que su valor depende del sistema de coordenadas 
elegido, Fig. 1.4. La temperatura es un escalar, ¿po-

y 

O 

y' 

/' 

P /// 
Y ~/ 

I ' 
I ' 
I \ 
I , 

I ' 

I " I , 

I x' 
I 
I 

x 

FIG.1.4 

X' 
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dría el alumno citar ejemplos de otras magnitudes es­
calares, que ha estudiado en cursos anteriores y que 
cumplan la condición indicada? 

§ 1.2. OPERACIONES BASICAS DEL ALGE­
BRA VECTORIAL 

Vamos a recordar las operaciones matemáticas más 
importantes que se definen entre vectores, y que ya se 
conocen de cursos anteriores; para ello hay que desa­
rrollar un conjunto de definiciones y reglas específi­
cas, que se conocen con el nombre de Algebra Vecto­
rial. Esta presenta analogías con el álgebra de los nú­
meros reales (escalares), pero en ella se definen ade­
más nuevas operaciones. 

Igualdad de vectores. Dos vectores son iguales 
cuando tienen el mismo módulo y la misma direc­
ción y sentido, Fig. 1.5. 

(1.1) 

Hay que hacer notar, que con este criterio de igual­
dad la loca-lización del vector no es significativa. Se 
trata de los llamados vectores libres. Dos vectores de 
esta clase pueden compararse aunque representen a 
magnitudes físicas definidas en diferentes puntos del 
espacio y de tiempo. 

FIG.1.5 

Adición de vectores. La suma de dos vectores A y 
B, es otro vector A + B que se define mediante la 
construcción geométrica conocida por el nombre de 
la regla del paralelograma, que los alumnos conocen 
de cursos anteriores, Fig. 1.6. A partir de la construc­
ción de la figura, se comprueba que la adición de vec­
t~res cumple la propiedad aditiva: 

"-
A+B=B+A ( 1".2) 

Para sumar tres, o más vectores, se sigue el mismo. 
criterio anterior: se lleva el origen de uno al extremo 
del preced.ente, el vector que une el origen del prime­
ro con el extremo del último, es el vector suma. En la 
Fig. 1.7. se ilustra el procedimiento para el caso de 
tres vectores A, B y C. 

A --

B 

r-
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

---

FIG.1.6 

-_-.. ------

B 

A 

La adición de vectores cumple, también, la propiedad 
asociativa, 

A + (B + C) = (A + B) + C (1.3) 

¿cómo la demostraría el alumno? 
Esta propiedad indica que la suma de un cierto nú­

mero de vectores es independiente del orden en que 
se suman. 

FIG.1.7 

Vectores opuestos. Dado un vector A, se denomina 
opuesto al que tiene el mismo módulo y la misma di­
rección, pero sentido contrario, Fig. 1.8. 

FIG.1.8 
3 
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Resta de vectores. La diferencia A - B de dos vectores 
es igual a la suma del vector A y del vector -B, 
opuesto a B. Fig. l.9. 
La suma de un vector y de su opuesto es el vector 
cero 

A +(-A)=O (l.4) 

A lo largo del texto, haremos uso muchas veces de 
este vector, cuya notación le extrañará al alumno, 
pero hay que tener en cuenta que la suma de dos vec­
tores que se anulan, nunca puede ser igual a cero, que 
es un escalar, sino al vector cero O. 

B -B -------. . .- --.-------

A-V 
FlG.1.9 

Producto de un escalar por un vector. El producto de 
un vector A por un escalar A, A~O, es un v~ctor cuyo 
módulo es I A I veces el de A, dirección la de A y senti­
do el de A si A> Ú, ó el opuesto si A < O; por lA I Tepre­
sentamos el valor absoluto del escalar A. Fig. 1.10. 

(1.5) 

Esta operación presenta la propiedad distributiva res­
pecto de la suma: 

A(A + B) = AA + AB (1.6) 

FlG.1.10 
4 

como fácilmente se puede justificar. 
La división por un escalar es equivalente a multi­

plicar el vector por el inverso del escalar. El cociente 
de un vector A por un escalar A es otro vector D: 

1 
D=-A 

A 

cuya definición le dejamos al alumno. 

(1.7) 

A partir de esta definición, se puede introducir la 
de vector unitario, que es aquel cuyo módulo vale la 
unidad. Estos vectores sirven (§ 1.3) para definir una. 
dirección en el espacio; por ejemplo, dado un vector 
A un vector unitario en la dirección definida por A, 
será: 

(1 .8) 

el alumno puede comprobar que su dirección es la de 
A, y su módulo la unidad. 

Ahora ya estamos en condiciones de contestar a 
una pregunta, que antes dejamos pendiente: ¿cuándo 
una magnitud física es representable mediante un 
vector? Para ello ha de cumplir dos condiciones: 
a) Debe satisfacer la ley del paralelogramo para la 

adición. 
b) Debe tener un valor y una dirección indepen­

dientes del sistema de coordenadas que se elija. 

§ 1.3. VECTORES EN EL SISTEMA DE 
COORDENADAS CARTESIANAS. 

En el apartado anterior hemos introducido el con­
cepto de vector y las operaciones algebráicas básicas 
entre vectores, independientemente de cualquier sis­
tema concreto de coordenadas. Nuestro propósito ha 
sido destacar esta propiedad fundamental de los vec­
tores (§ 1.2.). 

En este apartado, queremos referir los vectores al 
sistema de coordenadas más conocido por los alum­
nos, el cartesiano rectangular. Por ello, nos hemos 
apartado en la exposición de la forma tradicional, y 
en cierto modo vamos a ser reiterativos respecto a la 
pregunta anterior; pero creemos que desde el punto 
de vista metodológico se justifica, pues pretendemos 
que el alumno capte esta propiedad fundamental de 
los vectores. 

En las preguntas siguientes, al definir las operacio­
nes que son características de los vectores y en la in­
troducción al cálculo vectorial diferencial, seguire­
mos la pauta tradicional. En cada uno de los aparta­
dos, daremos primero la definición y propiedades sin 
hacer referencia a ningún sistema de coordenadas; y 
posteriormente las aplicaremos para el sistema carte­
siano rectangular. 
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FIG. 1.11 

El sistema de coordenadas cartesianas es el más 
simple y de más utilidad en Física. En este sistema, 
como sabemos, la posición de un punto P viene de­
terminada por las coordenadas (x, y, z), Fig. l .ll. 

Conviene hacer notar, que dados unos ejeStridi­
mensionales (lo que en el capítulo siguiente denomi­
naremos sistema de referencia), la posición de un 
punto con respecto a los mismos se puede especificar 
de diversas maneras. Antes hemos indicado una, que 
es la más familiar al alumno; en la Fig. 1.12 (a) y (b) 
se indican otras dos. Cada una de estas «maneras» de 
caracterizar la posición de un punto, mediante un 
conjunto de parámetros o de coordenadas, define un 
sistema de coordenadas. 
. No creemos oportuno seguir insistiendo en este 

punto, porque prácticamente en toda la obra, sólo va­
mos a utilizar el sistema de coordenadas cartesianas. 
Pero es importante que el alumno sea consciente de 
la importancia, y simplificación que supone, el defi­
nir las relaciones vectoriales sin referencia específica 
a ningún sistema de coordenadas; de estos sistemas 
hay numerosos, nosotros hemos ilustrado los tres más 
usuales para la resolución de problemas físicos. 

Representación de un vector. Componentes 

Sea un sistema de coordenadas cartesianas ortogo­
naTes, OXYZ; sean PI (XI'YI' Zl) , P2 (x2, Y2' Z2) el ori­
gen y el extremo, respectivament~ de un cierto vec­
tor A, Fig. 1.13 . 

Se llaman componentes de un vector A, respecto 
del sistema OXYZ, a las proyecciones de A sobre los 
ejes de coordenadas, es decir: . 

(1.9) 

X 

FIG. 1.12 

(b) 

En la Fig. 1.13 hemos trazado el paralelepípedo for­
mado por dichas proyecciones, para que el alumno 
vea más claramente su significado. En general, se sue­
le escribir A (A x' Ay, A) para indicar que Ax' Ay, Az 
son las componentes del vector A. 

Como consecuencia de la definición anterior y de 
la definición 'de igualdad de vectores (§ 1.2), dos vec­
tores iguales tienen las mismas componentes respecto 
del mismo sistema de coordenadas, cualquiera que 
sea éste. ¿Podría justificarlo el alumno? 

A = B ..... A = B~, A = B ,A = B x ~ y y z z 
(1.1 O) 

Análogamente, dos vectores opuestos tienen las 
componentes iguales en valor absoluto, pero de sig­
nos contrarios 

-A (-A -A -A) 
x' y' z (1.11) 

z P2 (x2, Y2' Z2) 
~-------- ---------, I , I 

, I , I 

," : ,, ' I 

" I ' I ,, 1 / I 
/ I "1 

,, 1 / I 
~ ___ . ___ J_ __ ___ _ __ -(/ : 
I 1 I I : ,~--- ------t------1 

A :" .: /' 
z: : / Á 

I , I , X 
, / A' ,' 
I 1'. y : / _________________ J/ 

PI (XI' YI , Z I ) 

o y 

x FIG. 1.13 
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A partir de la Fig. 1.13 Y de la definición de módu­
lo de un vector (§ 1.2), se verifica: 

módulodeA=IAI=A=~ A~+A~+A~ (1.12) 

esta expresión nos da el módulo de un vector en fun­
ción de sus componentes. 

Los cosenos de los ángulos que forma el vector con 
el sentido positivo de cada uno de los ejes de coorde­
nadas, se llaman cosenos directores del vector. Si re­
presentamos mediante ex, f3 y ya los cosenos directo­
res del vector A, es inmediato comprobar que se veri­
fica, Fig. 1.l3, 

-+ cos2 ex + cos2 f3 + cos2 y = 1 

Az=A cos y (1.13) 

esta es la relación fundamental que verifican los cose­
nos directores de un vector. 

El alumno puede comprobar, que conocidas las 
componentes de un vector se puede calcular tanto su 
módulo como sus cosenos directores. Los cosenos di­
rectores nos permiten determinar tanto la dirección 
de un vector, como su sentido. ¿cómo a partir de di­
chos cosenos, se puede calcular el sentido de un vec­
tor? Como consecuencia de todo lo anterior, pode­
mos concluir que un vector queda completamente, de­
terminado (en módulo, dirección y sentido) por sus 
componentes. 

Ejercicio 1.1. 

U n vector tiene de origen, respecto de un cierto sistema, 
el punto PI (-1, O, 2) Y de extremo, respecto al mismo siste­
ma, el P2 (2, -3, O). Calcular: a) Componentes del vec­
torP1 PI = A. Dibujarlo. b) Coordenadas de los puntos 
origen y extremo, de un vector igual al A. c) Componen­
tes de un vector de la misma direción que A, pero de senti­
do contrario: d) Módulo del vector A. e) Cosenos direc­
tores de A. f) Proyección de A sobre el plano XY. Dibujar 
dicha proyección. 

Solución 

Este ejercicio es una mera aplicación de las definiciones 
dadas en este apartado. 

a) Haciendo uso de (1.9) 

Ax = X2 - XI = 2 + 1 = 3 } 

AY=Y2 - YI =-3 -O =-3 

Az= Z2 - ZI = 0- 2 =-2 

6 

A (3, -3, -2) 

z 

,,-r---------- -- - --
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I I 
I 

2 I 
I 
I 

FIG. 1.14 

¿qué significado tiene una componente negativa? La repre­
sentación gráfica del vector es inmediata, Fig. 1.14. 

O?J Un vector igual al A, debe tener sus mismas componen­
tes (l. 10); y puede tener su origen en cualquier punto, ya 
que estamos tratando con vectores libres. Elegimos un ori­
gen arbitrario, por ejemplo, el (O, O, O), las coordenadas del 
extremo serán (1.8): 

Z2 = Az+ ZI = -2 + O =-2 

luego .un vector q6'e tenga de origen el punto (O, O, O) y de 
extremo el (3, -3, -2) es igual al vector A. Es evidente que 
podríamos elegir infinitos vectores libres iguales al A, ¿por 

'? que .. 

c) Según se indicó, dicho vector tendrá de componentes (-3, 
3,2). Un posible origen de dicho vector sería el puntoP2 (2, 
-3, O) y extremo el PI (-1, O, 2). 

d) El módulo se calcula de forma inmediata, a partir de 
(l.l2) 

e Los cosenos directores se pueden determinar a partir de 
( l.l3) 

3 
cos a=--

ffl 

-3 
cos fJ = "f22 

-2 
cosy=--

'\f22 

¿qué significa un coseno director negativo? ¿sabría calcular 
el alumno a qué ángulos corresponden los cosenos anterio­
res? 
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CO A partir de la Fig. 1.14, podemos dibujar la proyección 
<lel vector P sobre el plano XY, Fig. 1.15. Este será un vec­
tor, PXY' de componentes (3, -3 , O). ¿Porqué la tercera com­
ponente es nula? 

z 

,.------------ ---
/ I / I I 

I 

I / 

:/ 
-~. 

x 
FIG. 1.15 

Suma y resta de vectores. 

/ 

/ 
/ 

/ 

y 

A partir de la definición dada en § 1.2, en que se 
indica la forma gráfica de calcular la suma de dos 
vectores, se puede comprobar que la suma de dos 
vectores es otro vector cuyas componentes son la 
suma de las componentes, expresarlas respecto al mis­
mo sistema de coordenadas, de los vectores que su­
mamos: 

(1.14) 

En la construcción de la Fig. 1.16 se puede compro­
bar la justificación de la afirmación anterior. 

Una propiedad importante, que se deduce por ser 
A, B y A + B los lados de un triángulo, es que se cum­
ple la desigualdad: 

( 1.15) 

que nos indica que el módulo de la suma de dos vec­
tores es siempre menor, o igual, que la suma de los 
módulos de los sumandos. ¿De"Qué propiedad de los 
triángulos se ha hecho uso?, ¿cuándo se verifica el 
signo de igualdad? 

Con los mismos argumentos, se puede justificar 
que la resta de dos vectores es otro vector cuyas com­
ponentes son la resta de las componentes, expresadas 
respecto al mismo sistema de coordenadas, de los 
vectores que restamos. 

(1.16) 

z 
... .... .... .. ... ... ... . . .. ~--

." /' I 
. : ~ I I 

: ¿ 1;' 1 
: 1 -~~( B 1 : 1-' .. 1 1 

..... ... ! .. .. ......... .. t<f ... ·•• 1 1 
: -' , : t... I 

: A+B~~ B' :,., t--j 
: , ZI. B 1 'B' : 

• .,--..;.-- ,,--- +-o...EJ- y : 
:,., I .~.,~.. .... ..1 .. ; .. .. .. .... : 

f--r.~,.--- -( : i ./ 
A I ~- -----l-..,1 : .' 

ZI ~ A I ,,'A . . ' 
I .-- I " :/:1y ~ •••• , _________ J( .. .. . .. . . 

Ax . 

y 

x 
FIG.1.16 

Al expresar los vectores en un sistema de coorde­
nadas cartesianas, · podemos indicar que el vector cero 
(1.4) es aquel cuyas componentes son todas nulas (O, 
O, O). 

Ejercicio 1.2. 

Un vector, A, tiene de origen, respecto de un cierto siste­
ma de coordenadas cartesianas, el punto PI (-1, O, 2) y de 
extremo el P2 (2, -3, O). Otro vector B tiene de módulo 5 y 
cosenos directores proporcionales a (3 , 4, O). Calcular: 

a)EI vector suma de los dos dados, A + B. b) El módulo 
del vector suma y la suma de los módulos de los vectores 
que sumamos. ¿ Qué consecuencia se extrae a partir del re­
sultado obtenido? c) Vector resta A-B. d) ¿Qué vector 
hay que sumarle al B para obtener el vector nulo? 

Solución: 

Lo primero que tenemos que calcular, son las componen­
tes de los vectores A y B, puesto que sabemos que éstas ca­
racterizan completamente a un vector. Hay que notar que 
cada uno de los vectores está caracterizado de una manera, 
el A dando las coordenadas de los puntos que corresponden 
a su origen y a su extremo. El B dando su módulo y unos 
números proporcionales a sus cosenos directores. El paso 
de una caracterización a otra, para un mismo vector, es in­
mediata; ¿sabría hacerlo el alumno? 

En el ejercicio 1.1 ya habíamos calculado las componen­
tes del vector A (3, -3, -2). Para calcular las delB tenemos 
que determinar en primer lugar sus cosenos dIrectores, y 
posteriormente hacer uso de (1.13) 

cos IX cos f3 

3 4 

cos y 
--=k 

O 
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donde k es la constante de proporcionalidad. Por lo tanto, 
( l.l3): 

cos IX = 3k J 
cos f3 = 4k COS2 IX + COS2 f3 + ~OS2 y = 1 

cosy=O k=+ -- 5 

¿qué significado tiene el doble signo de k? Tomando su va­
lor positivo, los cosenos directores de B serán: (3/5, 4/5, O); 
Y sus componentes (1.13): 

Bx=3, By=4, Bz=O; B (3, 4, O) 

a) A + B es un vector de componentes (3+3, -3+4, -2+0), 
es decir: A + B (6, 1, -2). 

Conviene insistir que a efectos prácticos es más cómodo 
utilizar la expresión (l.l4), para calcular el vector suma, 
que la construcción gráfica de la Fig. 1.6, sobre todo cuan­
do los vectores no son perpendiculares, y para su trata­
miento analítico no se puede aplicar el teorema de Pitágo­
ras, sino el del coseno y otras consideraciones trigonométri­
cas. 

Queremos llamar la atención sobre una equivocación que 
se comete a menudo. Para calcular el vector suma de dos 
vectores hay que dar tanto su módulo como su orientación; 
no basta con el módulo, como muchos alumnos errónea­
mente creen. También hay que insistir sobre otro error bas­
tante frecuente, la suma de dos vectores es un vector, cuyo 
módulo no es -en general- igual a la suma de los módulos 
de aquéllos. ¿Cuándo coinciden ambos? 

b) 1 A + B 1 = " 36 + 1 + 4 = 6,40; 1 A 1 = 4,69, 1 B 1= 5 

a partir de estos resultados, comprobamos la desigualdad 
(l.l5). 

IAI+IBI=9,69 > 6,4o=IA+BI 

Ahora puede contestar el alumno, a la pregunta que le hici­
mos en el apartado anterior, ¿no? 
c) Según (l.l6), A - B (O, -7, -2) 
d) Para obtener el vector cero, hay que sumarle a un vector 
su opuesto (lA), por lo tanto a B hay que sumarle el -B 
(-3, -4, O). 

~ultiplicación de un vector por un escalar. Vectores 
unitarios fundamentales. 

Como ya sabemos (1.5), el producto de un vector A 
por un escalar A, A~O, es un vector de componentes 
(±A.AX' ±A AY' ±A Az). ¿Podría justificar el alumno 
que esta forma de expresar el producto, es una conse­
cuencia de (l.5) y de lo expuesto anteriormente en 
este apartado? 

También es inmediata la expresión de las compo­
nentes 'de un vector unitario(1.8) en función de las 
componentes del vector dado A. 

Entre los vectores unitarios, son especialmente im­
portantes tres -para los ejes coordenados cartesia­
nos-dirigidos en la dirección de cada uno de dichos 
ejes, Fig. 1.17, ):' 9UYO sentido coincide con el sentido 

8 

z 

k 

j y 

x 
FIG.1.17 

positivo de los mismos. La notación para designarlos, 
que ha sido casi universalmente sancionada, es me­
diante las letras i, j, k. Las componentes de estos vec­
tores unitarios son: 

i(I,O,O) ,j(O,I,O) , k(O,O,1) 

Con la introducción de estos vectores u~itarios fun­
damentales y de las definiciones dadas anteriormente, 
obtenemos una forma alternativa de representar a un 
vector en función de sus componentes: 

(1.17) 

ya que ségún' las reglas de suma de vectores y de mul­
tiplicación de los mismos por un escalar, el vector del 
segundo miembro tiene por componentes Ax, Ay, Az' 
que son las del vector A. Esta descomposición de un 
vector como suma de tres vectores en la dirección de 
los ejes de coordenadas, es muy importante y útil 
como tendremos ocasión de comprobar a lo largo del 
texo. 

Para cada sistema de coordenadas, Fig. 1.12, se de­
finen unos vectores unitarios fundamentales diferen­
tes. No creemos que para el nivel que va dirigido este 
texto, se deba entrar ahora en la definición de los 
mismos. 

Ejercicio 1.3, 

Dados los vectores de componentes A (3, -1, -4), B (-2, 
4, -3) Y C (1, 2, -1), calcular: a) El vector 2A -B + 3 
C, b) lA - 2B + d. c) Un vector unitario en la dirección 
del 3A - 2B + 4C, pero de sentido contrario. 

Solución: 

Comenzaremos, aunque no sea necesario para la resolu­
ción del ejercicio, escribiendo cada uno de los vectores en 
función dé los unitarios i, j, k: 

A = 3i - j - 4k, B = -2i + j - 3k, C = i + 2j - k 
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a) 2A - B + 3C = 2 (3i - j - 4k ) - (-2i + 4j - 3k ) + 

+ 3 (i + 2j - k ) = lli - 8k 

luego el vector pedido tiene de componentes (11, O, -8). 

b) 3A - 2B +4C = 17i - 3j - lOk. Su módulo valdrá: 19,95. 
¿Por qué? 

3A-2B+4C 
e) u = 0,05 (17i - 3j - lOk) 

13A-2B+4CI 

éste tiene el sentido del vector (3A - 2B + 4C), para que 
tenga el sentido contrario, hay que calcular el vector opues­
to, que tendrá de componentes (-0,85, 0,15, 0,50). 

§ 1.4 PRODUCTO ESCALAR DE DOS 
VECTORES 

Vamos a comenzar con las operaciones propias de 
los vectores, es decir aquellas que son específicas de 
este tipo de magnitudes. 

Dados dos vectores A y B se define como su pro­
ducto escalar, a un escalar que es igual al producto de 
sus módulos por el coseno del ángulo que forman 
(Fig. 1.18). -A n Q.... 

. D-; I~II ~ I (,j \J 

AB=~cos f) (1.18) 

J;:l ángulo f) se puede medir en cualquiera de los dos 
sentidos: cos f) = cos(2 n - f)) = cos (-f)). 

El significado geométrico es que dicho producto es 
igual al módulo de uno de ellos, por ejemplo el A, por 
la proyección del otro sobrefél (Fig. 1.18). Como caso 
particular podemos indicar: A·i = Ax, A-j = Ay. A·k = 
Az· 

I 

2n - f) I 
\ ji' B cos e A 

'- _ .... 

FIG. 1.18 

A partir de la definición se deduce de forma inme­
diata: 

a) El producto escalar de dos vectores perpendicula­
r..es es nulo. Esta es la condición necesaria y sufi­
ciente de perpendicularidad, por ejemplo, entre 
rectas. 

b) El producto escalar de un vector por sí mismo es 
igual al cuadrado de su módulo: A . A = A2

• En 
algunos textos se suele utilizar la notación A . A 

2 . 
= A , que no pensamos sea demasiado correcta. 

Propiedades del producto escalar: 

Verifica la propiedad conmutativa: 

A · B=B·A (1.19) 

lo cual es evidente a partir de la definición (1.18). Y 
la propiedad distributiva respecto de la suma: -

A· (B+C)=A. B+A· C (1.20) 

La definición dada de producto escalar (1.18) es in­
dependiente del sistema de coordenadas elegido, ¿por 
qué? Vamos a expresarlo ahora en función de las 
componentes cartesianas de los vectores A y B; he­
mos de tener en cuenta, como hemos indicado ya in­
numerables veces, que si eligiésemos otro sistema de 
coordenadas su expresión sería diferente. 

Teniendo en cuenta que: i·i =j-j = k·k = 1, i-j =j-k 
= i· k = O, escribiendo los vectores de la forma (1.17) Y 
aplicando la propiedad distributiva, se obtiene: 

(1.21 ) 

A lo largo del texto tendremos ocasión de comprobar 
la utilidad de esta operación. Una aplicación para la 
que se usa a menudo es para calcular el ángulo que 
forman dos vectores: 

(1.22) 

Ejercicio 1.4. 

Dados los vectores A (3, -3, -2) y B (3, 4, O), calcula­
r: a) Su producto escalar, b) El ángulo que forman, c) 
Proyección de B soore A 

Solución: 

a) En la mayoría de los casos prácticos, resulta cómodo 
calcular el producto escalar a partir de (1.21) 

¿qué significado tiene el signo menos? 
b) A partir de (l.18) y (1.21) se puede calcular (1.22) el co­
seno del ángulo que forman ambos vectores 

A-B 
cos 8= AB = 0,13 
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Al ser el coseno negativo, el ángulo está comprendido en­
tre: nl2 ~ (J ~ 3 nl2, ¿Por qué?; (J = 97° 31 ' 

c) La proyección de B sobre A vale, Fig. 1.18: B cos (J = 0,65 

¿porqué para calcular la proyección, se ha prescindido del 
signo menos? 

Ejercicio 1.5. 

¿Para qué valores de a son perpendicula.es los vectores A 
=ai-2j +k y B=2ai+aj-4k? 

Solución: 

Sabemos que el producto escalar de dos vectores perpen­
diculares es nulo, (1.18). Haciendo uso de (1.21) 

A·B =O=2a2 -2a-4 

Luego son perpendiculares para a = 2 Y a = -1. 

§ 1.5. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VEC­
- TORES. 

Dados dos vectores A y B se define como su pro­
ductor vectorial a un vector, C, perpendicular al plano 
determinado por ellos dos, módulo el producto de sus 
módulos por el seno del ángulo que forman y sentido 
tal que los vectores A, B,C formen un triedro orien­
tado de la misma forma que un sistema de coordena­
das XYZ (ejes dextrógiros). Una definición equiva­
lente es que su sentido sea el indicado por el dedo 
pulgar de la mano derecha (regla de la mano dere­
cha), cuando el resto de los dedos se encuentran diri­
gidos desde A a B (Fig. 1.19): 

C=AxB , C=ABsenO (1.23) 

El ángulo O se debe medir siempre, y es un conve­
nio, en sentido contrario a las agujas de un reloj a 
partir del primero de los vectores que figuren en el 
producto, Fig. 1.19. Hemos de resaltar que existe en 
la definición de este nuevo vector C, una ambigüe­
dad: su sentido, que hemos resuelto eligiéndolo de 
forma arbitraria. 

Propiedades del producto vectorial: No verifica la 
propiedad conmutativa: 

AxB #- BxA (1.24) 

ya que los vectores del primer y segundo miembro 
son opuestos y, por lo tanto, .no iguales. 
Presenta la propiedad distributiva respecto de la suma 

Ax(B+C}=AxB+AxC (1.25) 
10 

Z 

C 

x 

FIG. 1.19 

La interpretación geométrica del producto vecto­
rial, es que su módulo representa el área del paralelo­
gramo formado por los vectores A y B (Fig. 1.20). 
Como la dirección de A x B es perpendicular a dicho 
paralelogramo, el producto vectorial se puede utilizar 
para representar áreas planas de forma unívoca. 

Para expresar el producto vectorial en función de 
las componentes cartesianas de los vectores, tenemos 
en cuenta: 

i xj = k, 
ixi=O, 
j xi =-k, 

j xj =0 
j x k = i 
kX .i =-i 

,kxk=O 
,kxi=j 
,ixk=-;-j 

(1.26) 

y aplicamos la propiedad distributiva al producto 
vectorial de los dos vectores, escritos de la forma 
(1.17), 

C = (A¡Jz- AzB) i + 
( 1.27) 

+ (A zBx- Afiz)j + (Afiy- A¡JJ k 

z 

C=ABsen () 
C 

B y 
/ , 

/ "-
/ h =- A sen () "-

/ "-
/ , 
-----------_....::.. 

FIG. l.20 
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que se puede escribir de forma más compacta: 

j k 

C=AxB= (1.28) 

sin más que recordar la forma de desarrollar los de­
terminantes. A lo largo del texto tendremos ocasión 
de utilizar esta operación, para definir diversas mag­
nitudes fisicas. 

El producto vectorial de dos vectores paralelos es el 
vector nulo, esta es la condición necesaria y suficiente 
-expresada en forma vectorial- para que dos rectas 
sean paralelas. También se deduce d~. su definición 
que el producto vectorial de un vector por sí mismo es 
el vector nulo. 

Ejercicio 1.6. 

Dados los vectores A = 3i - 3j + 2k Y B = 3i + 4j, calcu­
lar: a) A x B y B x A. b) Area del paralelogramo for­
mado por ambos vectores. c) Un vector de módulo 3, per­
pendicular al plano formado por A y B. d) (A + B) x ( A 
-B). 

Solución: 

a) Calculando el producto vectorial en función de las com­
ponentes (1.28): 

AxB= I : 
j 
-3 
4 

k 
2 

° 
BxA= 

i j k 
340 
3 -3 2 

= -8i+6j+21k 

= 8i: .... 6j-21k 

Luego hemos comprobado, para este caso concreto, que no 
se verifica la propiedad conmutativa (1.24), ya que 

A x B =-(B x A) 

b) Hemos justificado, Fig. 1.20, que el módulo del proQucto 
vectorial representa el área · del paralelogramo formado 
por ambos vectores, por lo tanto: 

Area paralelogramo = I A.x B I = 23,25 

c) Un vector perpendicular al plano formado por A y B, 
tiene la dirección de A x B, o la de B x A. Para que tenga 
de módulo 3, calcularemos un vector unitario (u) en di­
cha dirección y posteriormente lo multiplicaremos por 
tres. 

d) 

u= AxB =± 0,13(8i+6j+21k) 
IAxBI 

¿por qué hemos introducido el doble signo? 

A + B = 6i + j + 2k A - B =-7j +2k 

(A+B)x(A-B)= I i j 11=16i-12j -42k 

Este apartado, también se puede resolver haciendo uso 
de la propiedad distributiva respecto de la suma (1.25): 

(A+B)x(A-B)=Ax(A-B)+Bx(A-B)=AxA-AxB+BxA-BxB 

ahora bien: AxA=BxB 1= 0, ¿por qué? Por lo tanto: 

(AxB) x (A-B)= -2AxB 

-2AxB=-2 i j k I j -¡ ~ = - 2(-8i + 6j + 21 k) 

resultado que coincide, como cabía esperar, con el obte­
nido por el primer procedimiento. 

§ 1.6. INTRODUCCION AL CALCULO DIFE­
RENCIAL VECTORIAL. DERIV ADA 
DE UN VECTOR RESPECTO DE UN 
ESCALAR. 

De la misma manera que se desarrolla un cálculo 
para las funciones reales de los números reales (esca­
lares), donde se define la derivación, integración, di­
ferenciación, etc., es posible hacerlo con las funciones 
vectoriales que dependen de un escalar. No vamos a 
definir las principales operaciones del cálculo dife­
rencial vectorial, tan sólo lo haremos para la deriva­
da, puesto que encuentra aplicación inmediata en la 
Cinemática, que es la parte siguiente de la Física que 
abordaremos. Las restantes operaciones las iremos in­
troduciendo a medida que vaya surgiendo su necesi­
dad a lo largo del texto. 

En este libro sólo trataremos, además, de la integra­
ción de funciones vectoriales, y del gradiente de un 
escalar; el resto del cálculo diferencial vectorial no lo 
consideramos necesario, ni adecuado, para el nivel de 
formación matemática de los alumnos a los que va 
dirigido este texto. 

Derivada de un vector respecto de un escalar 

Sea una magnitud vectorial, h(A), que depende de 
un escalar A; normalmente en la Física, el escalar es 

11 
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FIG. 1.21 

el tiempo. Que h es función A, significa que el vector 
varía, en módulo y/o dirección, al hacerlo el escalar 
(Fig.l.21 ). 

Consideremos, respecto de un sistema de referencia 
la curva que describen los extremos del vector h al 
variar, por hacerlo el escalar del que depende (Fig. 
1.22). Representemos dos posiciones del mismo, una 
la correspondiente al valor A del escalar: h(A) y la otra 
al A+L1A: h(A.+L1A). 

L1h = h(A + L1A) - h(A) ( 1.29) 

es un vector que tiene la dirección de la cuerda AB. 
M ultipliquemos dicho vector por el escalar 1 / L1 A 
(1.7). Este vector L1h/ L1 A tendrá la misma dirección 
que L1h. Si tomamos el límite de dicho vector, cuando 
la variación del escalar tiende a cero: 

(1.30) 

B ..... A, a medida que L1A ..... O. (Fig.1.22). Pensemos, 
para visualizarlo, que en este proceso de tomar L1A 
cada vez más pequeño, L1h / L1A cambia continua­
mente de dirección y módulo (Fig.l .23). En el límite, 
B se encuentra muy cercano a A, y el vector 4h / L1A 
coincide en dirección con la tangente en A, a la curva 

X 

12 

z 

I 

/ 

A 

h(A) / 

I 
/ 

/ / 
/ - h(A+~A) -

O 

FIG.l.22 

~h 

~A 

Y 

dh 

/ 
/ 

/ 

/ 

FIG. 1.23 

descrita por los extremos de h(A). Ahora bien: 

~h h(A + ~A) - h(A) dh 
lím -= lím dA 
6A~O ~A 6A~O ~A ( 1.31) 

Por analogía con la definición de derivada de una 
función escalar definimos la derivada de una función 
vectorial a partir de (1 .31). 

Por consiguiente, y para un sistema de coordenadas 
cartesianas: «la derivada de un vector h respecto de 
un escalar A, es un vector, cuya dirección es tangente 
a la curva descrita por los extremos del vector h, en el 
punto considerado, y cuyas componentes son las deri­
vadas, respecto del escalar, de las componentes de h» 
(Fig. 1.24). 

dh 

dA 
dh 

-----~:::__- dA 
dh 

dA 

FIG.l.24 

( 1.32) 

Esta expresión (1.32) se deduce directamente de la 

definición (1.31) Y de (1. 7). 

Analicemos algunas consecuencias inmediatas de 

esta definición: 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



a) Si el vector h sólo varía en dirección, al hacerlo el 

escalar, pero no en módulo, sus extremos descri-

b · , . ti . h dh lran una Clrcun erenCla: y-- serán perpen 
dA diculares. 

b) Si el vector h sólo varía en módulo, pero no en 
dirección, sus extremos describen una recta, que 
es la que contiene a todos los vectores, luego: h y 

d h / d A tienen la misma dirección. 

c) Sea el vector h=hu, donde u es un vector unitario 

en la dirección de h. Derivemos dicha expresión, 
teniendo en cuenta que las reglas del cálculo dife­
rencial, que conocen los alumnos, sé pueden apli­

car formalmente, sin modificarse,a las funciones 
vectoriales: 

dh 

dA 
= dhu + h 

dA 

du 

dA 
(1 .33) 

Matemáticamente nos indica, que la derivada de un 
vector se puede descomponer coma suma de dos vec­
tores, uno que lleva la dirección del vector sin derivar 
y el otro una dirección perpendicular (Fig. 1.25) ¿por 
qué? 

z 

h 

x 

dh 
/ 

/ 
/ 

FIG. 1.25 

/ 

dh 

dA 

y 

El significado físico es mucho más interesante, ya 
que dicha descomposición nos permite separar las va 
riaciones en el módulo de h: dh / dA de las variacio­
nes dirección: d u / dA Hay que resaltar que el vec­
tor d u / d A no es unitario. 

Debemos señalar que esta descomposición, así 
como sus consecuencias, es independiente del sistema 
de coordenadas que se elija 

Ejercicio 1.7 

Dados los vectores: A = sen t i + cos t j + t k, B = 5t2i + tj­
- t3k, calcular: 

a) b) c) 
dA dB diAl 

dt dt dt 

d) e) j) 
d d d 

-(A-B) 
dt 

-(AxB) 
dt 

-(A·A) 
dt 

Solución: 

Se trata de un ejercicio exclusivamente de cálculo, y cuyo 
objetivo es que el alumno desarrolle ·su capacidad para de­
rivar funciones vectoriales que dependen de un escalar, y 
cuyo uso es muy amplio a lo largo de toda la Física. Al 
mismo tiempo, queremos que se familiarice con algunas 
propiedades de la derivación de funciones vectoriales, que 
son anáalogas a las que conoce para las funciones escalares. 

a) 

dA . . dt = cos t 1 - sen t J + k 

b) 

I 
dA 1 = 1 4 
dt ' 

dB 
-- = 10 t i + j - 3 t2 k dt 

el módulo del vector derivado, en este caso, no es función 
del tiempo. 

1/2 
c) lA I = (1 + t2

) 
diAl -1 /2 
--= t(1+t2) 

dt 

Luego vemos que, por lo menos para este caso, 

diAl 

dt 
dA 

o¡,­
dt 

Es decir,_que la derivada del módulo de un vector no es 
igual, en general, al módulo de la derivada (problema 24 ). 
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d) 
d dB dA 
-(A·B)=A . - + -. B 
dt dt dt 

(1.34) 

para comprobar esta propiedad de la derivación de un pro­
ducto escalar, calcularemos ambos miembros 

d 
: - (St2 sen t + t cos t - t4) = 9 t sen t + (S t2 + 1) cos t - 4 tJ 

dt 

dB 
A . - = 10 t sen t + cos t - 3 [l 

dt 

dA 
(j( . B : S t2 cos t - t sen t - tJ 

(I.3S) 

(1.36) 

(1.37) 

Sumando (1.36) Y (1.38) se obtiene (I.3S), con lo que queda 
comprobada la expresión (1 .34). 

e) 
d 

dt 

dA dB 
(A x B) = -;¡¡- x B + A x -¡¡¡- (1 .38) 

k 

(A x B) = sen t cos t 

= - t2 (1 + cos t) i + tJ (S + sen t) j + t(sen t - St cos t) k 

Derivando este vector, 

~ (A x B) = - t ( 2 + 3t cos t - t2 sen t) i + 

+ t2 ( lS + 3 sen t + cos t)j + (- 9t cos t + (1+St2) sen t) k 

dA 

dt 

i 
xB=cost 

S t2 

(1.39) 

- sen t ~ 1: 
-tJ 

: t ( -1 + t~ sen t) i + t2 (S + t cos t) j + t (cos t + S[2 sen t)k 

( 1040) 

14 

k 
dB 

Ax- = sent cos t 
dt 

lOt -3t2 

" : - t (1+ 3t cost)i +t2(10 + 3 sen t)j+ (sen t- 10 tcos t)k 

(1.41) 

Sumando (1.40) Y (1.41) se obtiene (1.39), con lo que queda 
justificada (1.38). 

f) Haciendo uso de (1.34) se obtiene: 

d dA 
dt (A·A): A.;¡¡ + dA. A: 2A. dA 

dt dt 

dA 
A· -- : sen t cos t - cosO t sen t + t = t 

dt 

CUESTIONES 

d 
-(A·A)= 2t 
dt 

l . ¿Cuándo se dice que una cierta figura geométrica presenta si­
metría, frente a una cierta operación de·transformación? 

* 2. ¿Qué operaciones de simetría conoces, aparte de las citadas 
en el texto? 

3. ¿Qué es una magnitud vectorial? ¿y una escalar? 
4. ¿Qué ventajas presenta la formulación de las leyes fisicas me­

diante vectores? 
5. ¿Cualquier número es un escalar? Justificar la respuesta. 

* 6. ¿Recuerda el alumno, la definición axiomática de vector, es­
tudiada en matemáticas? Compárala con la introducida en 
este capítulo. 

7. ¿Cuándo una magnitud fisica se puede representar mediante 
un vector? 

8. Las componentes de un vector, ¿dependen del sistema de 
coordenadas elegido?, ¿y el módulo?, ¿y la dirección? Justifi­
car la respuesta. 

9. ¿Cuál es la utilidad de los vectores unitarios? 
*10. ¿Sabrías escribir la ecuación vectorial de una recta? 

11. En qué se diferencia un sistema de referencia de un sistema 
• de coordenadas. 

12. ¿Qué significado tiene un coseno director negativo? 
13 . ¿Cómo se puede caracterizar un vector, una vez elegido un 

sistema de coordenadas? 
14. ¿Qué representan los vectores unitarios i, j , k? 
15. Definir el producto vectorial de dos vectores. 

* 16. ¿Por qué se dice en el texto que en la definición del producto 
vectorial de dos vectores, que es otro vector, hay una ambi­
güedad? Razonarlo. ¿Se podría evitar? 

17. ¿Por qué i x j : k , i x i = O, i . i = 1 , i . j = O ? 
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18. ¿Qué significa que un vector es función de un escalar? 
19. La derivada de un vector de módulo constante, ¿es necesaria­

mente nula? Razonar la respuesta. 
*20. Demostrar que si A (t): 

diAl 

dI 

1 
IAI A · 

dA 
dI 

PROBLEMAS 

l . Representar gráficamente los siguientes vectores en el plano: 
a) Uno de módulo 10 unidades y que forma un ángulo de 

30° con el sentido positivo del eje de abcisas. 
b) Uno cuyo origen sea el punto (-1 , 2) Y extremo el (3, 

-4). 
c) Uno cuyas componentes sean (3 , 2) y origen el punto (\ , 

1 ). 
2. Siendo A y B dos vectores, demostrar las desigualdades 

(a)IA+BI ,¡;; IAI+IB I, (b)IA-BI ;¡, IAI-IB I 
* 3. Dados dos vectores A y B, demostrar que A + B tiene el mis­

mo módulo y dirección, respecto de los dos sistemas de refe­
rencia indicados en la Fig. 1.27. 

4. Hallar un vector unitario, cuya dirección y sentido sea el de 
la resultante de los vectores A = 2i + 4j - 4k. B = i + 2j + 3k. 

5. Siendo A (3 , -1, -4) , B (-2, 4, -3) y C (\ , 2, -1), calcular: (a) 
2A - B + 3C , (b) I A + B + C 1, (c) 13A - 2B + 4C 1, (d) un vec­
tor unitario con la dirección y sentido del 3A - 2B + 4C. 

6. Si A = A) + A) + Azk , B = B) + B) + Bzk , demostrar que: 
A · B=AxEx+AyBy+AzBz. 

7. Hallar el ángulo formado por los vectores A (2 , 2, -1) y B (6, 
-3 , 2). 

8. Hallar la proyección del vector A = i :... 2j + k según la direc­
ción de B = 4i - 4j + 7k. 

y 

o 

FIG.1.26 

/' 
/' 

/' 

x 

9. Determinar el vector unitario perpendicular al plano forma­
do por A = 2i - 6j - 3k y B = 4i + 3j - k. 

*10. Demostrar que el valor absoluto de A·(B x cj es igual al vo­
lumen de un paralelepípedo de aristas A, B y C. 

*11. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los 
puntos (3,2, -4) y (1, -1 , 2). 

12. Hallar las componentes del vector de módulo 2 situado en el 
plano XY, que forma un ángulo de 30° con el eje X. 

* 13. Calcular el ángulo que forman dos diagonales de un cubo. 
* 14. Dos vectores A y B tienen el mismo módulo, por ejemplo de 

10 unidades. Están orientados de la forma indicada en la Fig. 
1.26; su suma es el vector S . Calcular: (a) las componentes 
del vector S, (b) el módulo de S, y (c) el ángulo que forma S 
con el eje X. 

o 

FIG. 1.27 

*15 . Dos vectores A y B forman un ángulo O. Demostrar que el 
módulo del vector resultante es: 

S = (A2 + B2 + 2AB cosO). 
*16. Utilizando cálculo vectorial, calcular: (a) las longitudes de 

las diagonales de un cubo, (b) los ángulos que forman éstos 
con los lados adyacentes, (c) los ángulos de las diagonales 
con caras adyacentes, (d) los ángulos entre diagonales. 

17. Calcular la proyección del vector 4i - 3j + k sobre la recta 
que pasa por los puntos (2, 3, -1) y (-2, -4,3). 

*18. Calcular la distancia desde el punto P (4, 5, -7) a la línea 
recta que pasa por el punto Q (-3 , 6, 12) y es paralela al vec­
tor A = 4i - j + 3k. Calcular también la distancia desde el 
punto P al plano en que se encuentra Q y es perpendicular a 
A. 

19. Un vector tiene de módulo 5, y sus tres componentes son 
iguales. ¿Cuánto valen éstas? 

20. SiA=i+j+2k, A · B=12, y AxB=O, ¿cuántovaleB? 
21 . Dados dos vectores A = 3i + 4j - 5k y B = -¡ + 2j + 6k, calcu­

lar: (a) el módulo de cada uno, (b) A . B, (c) el ángulo que 
forman , (d) cosenos directores de cada uno, (e) A + B y A­
B, (1) A x B. 

22 . Hallar el área del paralelogramo cuyos lados son los vectores 
A (1 , -1, 2) y B (-3, O, 2). 

23 . Los vectores A y B forman entre sí un ángulo de 45° y el mó­
dulo de A vale 3. Hallar cuál debe ser el módulo de B para 
que A - B sea perpendicular a A. 

*24. Analizar en qué casos, la derivada del módulo de un vector 
coincide con el módulo de la derivada. 

25 . Siendo A = (2 i - (j + (2t + l)k y B = (2t - 3)i + j - tk , calcular: 

a) 
dA dB b) diAl 

c) I~~I -,-
dt dt dI 

d) d 
e) ~(AxdB) -IA+BI 

dt dt dt 

para t= 1 
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CAPITULO II 

CINEMATICA DEL PUNTO 

El problema del mOVImIento es uno de los más 
fundamentales con que se enfrenta la actividad hu­
mana. A su estudio dedica la Física un apartado: la 
Mecánica. En este capítulo, abordaremos la caracte­
rización del movimiento, sin preocupamos de las 
causas que lo producen o que lo alteran. La parte de 
la Física cuyo objetivo es éste, se denomina Cinemáti­
ca. En el capítulo VI, iniciaremos el estudio de la 
Dinámica, que estudia el movimiento en relación con 
las causas que lo producen (las fuerzas). 

Se comienza (§ 2.l) por establecer la aproximación 
de punto material, así como la definición y caracte­
rización básica de su movimiento. Para lograr esta 
caracterización no es suficiente conocer, en cada ins­
tante, su posición respecto de un cierto sistema de 
referencia; por ello, para que sea completa se intro­
ducen los conceptos de velocidad y aceleración (§ 
2.2). A continuación, se estudian las componentes in­
trínsecas del vector aceleración (§ 2.3), que nos servi­
rán para caracterizar, de forma inequívoca, a los mo­
vimientos (§ 2.4). De todos los movimientos se estu­
dian con detalle los rectilíneos y circulares, tanto uni­
formes como uniformemente acelerados, ya que son 
los más utilizados en el nivel a que va dirigida esta 
obra. 

Este capítulo, cuyos contenidos se utilizan prácti­
camente en toda la Física, se complementa con el 
siguiente. Es indudable, que el movimiento es un con­
cepto relativo, en el sentido que siempre se caracte­
riza en relación a un cierto sistema de referencia, 
elegido por el observador. Ahora bien, es posible que 
un mismo movimiento esté descrito, o sea necesario 
estudiarlo, desde diferentes sistemas de referencia; 
por lo tanto, necesitamos conocer cómo se relacionan 
las descripciones que, de un mismo movimiento, ha­
cen diferentes observadores. A esta problemática de­
dicamos el capítulo III. Por razones metodológicas, 
hemos creído conveniente separar ambos capítulos. 

§ 2.1 APROXIMACION DE PUNTO MATERIAL 

Comenzamos estudiando la Cinemática del punto 
material o de la partícula. Se trata de un ente ideal 
que tiene una cierta masa y no ocupa volumen en el 

16 

espacio; como consecuencia, no tiene ni estructura 
física, ni extensión. Por supuesto, estos entes no exis­
ten en la naturaleza, sin embargo se trata de una no­
ción muy útil y conveniente. Su localización se pue­
de hacer de forma muy simple, en términos de sus 
coordenadas como punto geométrico. Ahora bien, es­
tos argumentos por sí solos no justifican su introduc­
clon. El punto material es la representación o mo­
delo más simple que se puede elegir, para estudiar la 
evolución temporal de un cuerpo de dimensionesfi­
nitas. Esta aproximación, la de no considerar las di­
mensiones del cuerpo que se mueve, es válida. Su va­
lidez depende del grado de precisión que se desee, o 
pueda obtenerse, en la determinación de la posición 
geométrica del cuerpo, cuyo movimiento se quiere 
describir. 

La aproximación de punto material es válida cuan­
do las dimensiones del cuerpo son despreciables fren­
te a las de la trayectoria que describe. Por ejemplo, 
si observamos el firmamento en una noche clara, 
veremos que las estrellas o incluso algunos planetas 
(por ejemplo, Venus) aparecen como puntos lumi­
nosos cuyo diámetro es mucho más pequeño que la 
distancia entre ellos; si la situación se trata desde 
una perspectiva científica, es todavía más impresio­
nante: la distancia del Sol a la estrella más cercana, 
la Centauro Alfa, es alrededor de treinta millones de 
veces el diámetro del Sol. Por lo tanto, no es de ex­
trañar que al estudiar el movimiento de los cuerpos 
celestes, éstos se pueden considerar, en primera 
aproximación, como puntos materiales. 

El mismo razonamiento se puede aplicar al estu­
dio, en la aproximación clásica, de las partículas que 
forman la materia: electrones, protones y neutrones, 
ya que sus dimensiones son despreciables frente a los 
desplazamientos que experimentan. Así, los proto­
nes y neutrones forman el núcleo, que ocupa una re­
gión en el centro del átomo cuyo diámetro es, apro­
ximadamente, de 10-12 cm. El electrón tiene un diá­
metro de 10-13 cm y se encuentra aproximadamente 
a lO-s cm del núcleo. Por lo tanto, el átomo es casi 
104 veces mayor que el núcleo y 105 que el electrón; 
el átomo, como el sistema solar, está formado en su 
mayor parte por espacio no ocupado. No es de extra­
ñar pues, que en primera aproximación estas partícu­
las sean asimilables a puntos materiales. 
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Ejercicio 2.1. 

Comparar el carácter puntual de un satélite de l m de 
diámetro, en su órbita alrededor de la Tierra, a 6.000 km 
de altura, con el de un electrón que describe una trayectoria 
circular, de radio l cm, en el interior de un campo magnéti­
co. El diámetro del electrón es aproximadamente 10 13 cm. 

¿Puede considerarse como puntual una pelota de tenis en 
las trayectorias que le imprimen los jugadores? ¿y la Tierra 
en su movimiento alrededor del Sol? Radio de la órbita 
terrestre = 1,5 X 1011 m. 

Solución: 

El valor del cociente entre las dimensiones caracteristi­
cas del objeto y las dimensiones caracteristicas de la tra­
yectoria nos dará el grado de bondad de la aproximación 
de considerar a aquél como un punto material. 

Satélite: 10-7 

12 X 106 

Electrón: 

Pelota de 
tenis: 

Tierra: 

= 5 X 10-12 
2 X 10-2 

{ 

diámetro~ 6 x 10 2m 
recorrido característico 
~20 m 

6 x 10 6 
=4 X 10-5 

1,5 x 1011 

6 X 10-
2 

= 3 X 10-3 

20 

Luego el electrón aparece como el cuerpo que más carác­
ter puntual tiene y la pelota de tenis como el más volumi­
noso, relativamente. Por otra parte, el satélite tiene más 
carácter puntual en su órbita terrestre, que la Tierra en su 
órbita solar. 

En muchos casos, sin embargo, se puede estudiar el 
movimiento de un cuerpo, considerado como punto 
materi¡li, sin que sea aplicable el criterio anterior. 
Posteriormente estudiaremos que a todo cuerpo ma­
terial se le puede asociar un punto caracteristico, de­
nominado centro de masas (§ 6.5), cuyo movimiento 
caracteriza al del cuerpo, considerado como un todo. 
En este sentido el movimiento de cualquier cuerpo se 
puede analizar en términos del movimiento de este 
«punto material» asociado. Piénsese, por ejemplo, 
en el movimiento de un coche o de un bloque so­
bre un plano, que recorren distancias del orden de 
magnitud de sus propias dimensiones. En estos casos 
la aproximación es válida, como veremos, siempre 
que en el movimiento del cuerpo no intervengan ro­
taciones (§ 9.1) alrededor de un eje, es decir, el movi­
miento sea exclusivamente de traslación (§ 9.1). Por 
ejemplo, la Tierra ptlede ser considerada, en primera 
aproximación, como un punto material en su movi-

miento alrededor del Sol; esta aproximaclOn no es 
válida, por supuesto, en el caso de que interese estu­
diar el movimiento de rotación de la Tierra, alrede­
dor de su eje. 

Por lo tanto, el asimilar un cuerpo en movimiento 
a un punto material es una aproximación válida en 
aquellos casos en que la precisión en la localización 
geométrica del cuerpo sea del orden de las dimensio­
nes de éste. Este tratamiento también es válido en los 
casos en que no se cumpla la condición anterior, pero 
el movimiento del cuerpo sea exclusivamente de tras­
lación. 

En muchas ocasiones, sin embargo, el grado de de­
talle que se desea conocer, acerca del movimiento del 
cuerpo, es tal que no es posible la aproximación ante­
rior. O el cuerpo tiene un movimiento que no es sólo 
de traslación. En ambos casos, es necesario tomar en 
consideración las dimensiones del cuerpo, es decir, 
su estructura interna. Estos problemas los tratare­
mos en el capítulo VIII. 

CARACTERIZACION DEL MOVIMIENTO 

La idea intuitiva que todos nosotros tenemos acerca del espacio y 
el tiempo, coincide con la que Newton introdujo en el s. XVII. 
El espacio, según Newton, es absoluto, en el sentido que existe per­
manente e independientemente de si hay cualquier cuer­
po en él o moviéndose en su seno. El espacio es una 
especie de matriz tridimensional, en la que se pueden 
colocar objetos o a través de la cual los cuerpos se 
pueden mover, sin que exista interacción entre éstos y el espació. 
Cada cuerpo en el universo se encuentra en un punto determinado 
en el espacio y en el tiempo. Si está en movimiento, cambia conti­
nuamente su posición con el tiempo. Además, las medidas 
fisicas que se realicen en este espacio, verifican los teoremas de la 
geometría euclídea; por lo tanto, el espacio se considera euclídeo. 

El tiempo, bajo la perspectiva de Newton, también es absoluto y 
transcurre independientemente de cualquier objeto o acontecimien­
to fisico. No se puede ni aumentar, ni disminuir, el ritmo al que 
transcurre el tiempo; este transcurrir es uniforme en todo el uni­
verso. Relojes situados en los diferentes planetas y estrellas, que se 
sincronicen simultáneamente en un instante dado, al cabo de un 
cierto intervalo temporal, seguirán sincronizados, ya que el tiempo 
es absoluto. 

Los dos párrafos anteríores describen, en un lenguaje un tanto 
coloquial, algunas nociones de «sentido común», acerca de la natu­
raleza del espacio y el tiempo. La Teoría de la Relatividad demues­
tra que las ideas de espacio y tiempo no son tan simples, 
como se puede pensar a primera vista. Muchas de las 
ideas expresadas anteriormente, aunque intuitivamente parezcan 
correctas, dan lugar a consecuencias que son inconsistentes con la 
experiencia. Esto se comprobó, a finales del s. XIX y principios del 
XX, al analizar movimientos que tenían lugar a velocida­
des próximas a la de la luz (~300.000 kms -1), así como 
fenómenos del Electromagnetismo. Einstein, al desarrollar su Teo­
ría de la Relatividad Especial, indicó las limitaciones más impor­
tantes de las ideas clásicas, y como debían modificarse éstas, espe­
cialmente el concepto de tiempo (§ 18.4) 

Ahora bien, una cosa son los conceptos abstractos del espacio y 
tiempo absolutos, y otra describir el movimiento real de un cuer­
po, en función de los cambios de posición medidos durante interva­
los de tiempo, también medidos. Nuestra atención, dentro 
del marco de la Mecánica Clásica, se centra en la úni­
ca base que disponemos para descríbir el movimiento: la observa­
ción de lo que un punto material hace con relación a otros. 
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Decimos que una partícula se mueve, cuando cam­
bia su posición respecto de otra. Por lo tanto, resulta 
evidente que este concepto, expresado de ese modo, 
es poco preciso y por consiguiente de poca utilidad. 
Cuando decimos que una partícula se mueve, tene­
mos que especificar claramente respecto de quién se 
mueve. La descripción del movimiento depende fun­
damentalmente del punto o referencia que tomemos 
para describirlo. Así por ejemplo, una casa está en re­
poso respecto a la Tierra, pero se mueve con relación 
al Sol. Al recorrer una autopista con un coche, nos 
parece como si los que se moviesen fuesen los árbo­
les, las casas, las personas, etc.; pero para un hombre 
situado en el campo, el que se mueve es el coche; así 
podríamos citar innumerables ejemplos. 

Para describir el movimiento, por lo tanto, el ob­
servador debe definir un sistema de referencia, res­
pecto del cual analizar el movimiento. El movimien­
to de una partícula P sería descrito de forma diferente 
por dos observadores que se encontrasen en diferentes 
sistemas de referencia, a menos que uno de ellos se 
encontrase en reposo (quieto) respecto del otro (Fig. 
2.1). Como ejemplo para fijar las ideas, consideremos 

z' 

z 

X' P 
• 

y 

x 
FIG.2.1 

dos observadores, uno situado en la Tierra y el otro 
en el Sol y que ambos deseen analizar el movimiento 
de la Luna. Para el situado en la Tierra (sistema de 
referencia O' X' Y' Z), la Luna tiene un movimiento 
circular; para el observador solar (sistema de referen­
cia O X Y Z), la Luna parece describir una especie de 
sinusoide (Fig. 2.2). Si los observadores conocen el 
movimiento de un sistema de referencia respecto del 
otro, fácilmente pueden relacionar los resultados ob­
tenidos por cada uno de ellos (§ 3.3 y 3.4). 
18 

X Trayectoria ----i 
de la tierra respecto 

al sol 

FIG.2.2 

La elección de un sistema de referencia específico 
es una cuestión de gusto y conveniencia; aunquere­
sulta ventajoso a menudo, elegir aquél respecto del 
cual, la descripción del movimiento es la más simple 
posible. Sobre este punto volveremos posteriormente 
(§ 4.2), ya que desde el punto de vista dinámico exis­
ten razones teóricas importantes para preferir unos 
sistemas de referencias a otros. 

Como ya indicamos en el capítulo anterior (§ 1.3), 
se puede caracterizar la posición de un punto, respec­
to de un sistema de referencia, de diversas maneras. 
Cada una de ellas da lugar a un sistema de coordena­
das diferente. Nosotros seguiremos utilizando, en ge­
neral, el cartesiano rectangular, que es el más simple 
y de mayor utilidad, por lo menos para la descripción 
y análisis de los fenómenos objeto de este libro. En él, 
la posición de un punto está definida por las tres 
coordenadas (x, y, z), Fig. 1.11. Estas se pueden con­
siderar las componentes de un vector (§ 1.3), que reci­
be el nombre de vector de posición: r (t), Fig. 2.3. 

La curva descrita por los extremos del vector de 
posición recibe el nombre, por definición, de trayec­
toria. 

r(t}=x(t)i + y(t)j + z(t)k (2 .1) 

¿Será ésta la ecuación vectorial de la curva? 
Las componentes del vector de posición son las 

ecuaciones paramétricas de la trayectoria. 

x=x(t) , y=y(t) , z=z(t) (2 .2) 

Ahora bien, la trayectoria, por si sola, no caracteri­
za al movimiento, ya que una misma trayectoria se 
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puede recorrer de muy diversas maneras (p.e.: un 
punto con movimiento rectilíneo uniforme, unifor­
memente acelerado o vibratorio armónico, todos des­
criben la misma trayectoria) y también distintas 
trayectoriar pueden corresponder a movimientos que 
tengan cierta similitud. Resulta, por tanto, necesario 
introducir magnitudes que pongan de manifiesto es­
tos aspectos: la velocidad y la aceleración, con objeto 
de tener completamente caracterizado el movimien­
to. 

z 

trayectoria 

o 

x 
FIG.2.3 

§ 2.2 VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR 
ACELERACION 

El vector velocidad se define como: 

dr 
v=dt 

y 

(2.3) 

teniendo en cuenta (§ 1.6), conocemos perfectamente 
toda la información que encierra dicha definición. Es 
un vector tangente a la trayectoria; en función de sus 
componentes cartesianas: 

dx. dy. dz . 
v = - I +- J + - k = Vxl + Vyj + vzk 

dt dt dt 
(2.4) 

Sus dimensiones y unidades, en el SI, son: [L] 
[T)"1 Y ms-l , respectivamente. 

En (§ 11.1), cuando surja la necesidad por el pro­
blema físico que tratemos, consideraremos las com­
ponentes de este vector en coordenadas polares. 

Una expresión alternativa para el vector velocidad 
es: 

ds 
v=- T=V .. 

dt 
(2.5) 

donde s es la variable que indica el arco recorrido por 
la partícula sobre la trayectoria: .. es un vector unita­
rio en la dirección de la tangente, en cada punto a la 
trayectoria. (Fig. 2.3). 

La equivalencia entre (2.3) y (2.5) se establece fácilmen­
te, si se tiene en cuenta la definición de elemento de arco 
ds ,de una curva r = r (t) en el punto correspondiente al valor t del 

parámetro, como el módulo del vector dr = dr dt para el valor t. 
dt 

Se tiene por tanto: 

ds =...¡ (dX)2 + (dy)2 + (dz)2 (2 .6) 

La longitud de un arco de curva es la integral de ds ex­
tendida al mismo. Estas definiciones son puramente mate­
máticas, por eso se han incluído en letra más pequeña. Des­
de el punto de vista fisico, la integral de (2.6), s (t), nos in­
dica la longitud de arco de trayectoria recorrida por el pun­
to, en un intervalo de tiempo determinado. Hay que hacer 
notar, la dificultad de utilizar analíticamente, (2.5) en pro­
blemas concretos, ¿has pensado cómo se puede calcular o?~ 
De todas formas no hay que preocuparse, ya que son nociones que 
debido a su complejidad no corresponden al nivel de este libro. Lo 
que si queremos destacar es que (2 .5) está definida respecto de la 
trayectoria y (2.3) respecto de un sistema de referencia ajeno, o ex­
trínseco, a la misma. 

El vector aceleración se define como: 

dv 
a=-

dt 
(2 .7) 

teniendo en cuenta (§ 1.6) conocemos, también, toda 
la información que encierra esta definición. Es un 
vector que, en general, no es tangente a la trayectoria; 
según la definición de derivada de un vector respecto 
de un escalar (el tiempo): a es tangente a la curva des­
crita por los extremos del vector velocidad, pero esta 
curva no es la trayectoria. Respecto de ésta, a tiene 
una dirección arbitraria (Fig. 2.3). 

. . k dvx• dvyo dVzk a = axl + a) + az =-1 +-J +- = 
dt dt dt 

(2.8) 

estas son las componentes del vector aceleración res­
pecto del sistema de referencia OXYZ. Sus dimensio-

nes y unidades, en el SI, son: [L] [T] -2 Y ms-2
, 

respectivamente. En § 11.1 expresaremos el vector 
aceleración en función de sus coor denadas polares. 

Una vez definidas las tres magnitudes que proporcionan toda la 
información necesaria, desde el punto de vista fisico, p~ra la carac-
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terización del mOVimiento, pasaremos a considerar el problema 
fundamental de la Cinemática: conocida la aceleración de 
un punto material, calcular la trayectoria que describe 

a (1) --+ v (t) --+ r (t) (2 .9) 

Este problema, que es inverso al seguido para defi­
nir las diferentes magnitudes, implica dos integra­
ciones: 

v (t) = fa (1) dt + cte , r (t) = f v (t) dt + cte (2.10) 

Las constantes arbitrarias de integración, que en definitiva 
determinan el tipo concreto de trayectoria, representan nor­
malmente las condiciones iniciales del problema: es decir el 
valor que toman v y r en el instante t = O; en ocasiones, las 
constantes se determinan dando el valor específico de v y r, 
en cualquier instante arbitrario de tiempo. 

La integral de una función vectorial , que no se introdu­
jo en § 1.6, puede definirse utilizando las integrales de las 
componentes. 

* Ejercicio 2.2 

La aceleración de un punto material, que se mueve a lo 
lar~ de una recta, viene dada por la función: a = 4-t2 , don­
de a se expresa en ms-2 y t en s. Si en el instante inicial, 
t = O, su posición y su velocidad son respectivamente: 
1.0 x(O)=O, v(O)=O, 2.° x(O)= 1m, v(O)= 1m S-I; calcular 
x (t) y v (t), para cada una de dichas condiciones iniciales. 

Solución: 

No se trata de un problema de Física, sino más bien de 
Matemática Aplicada, que se ha propuesto para compro­
bar, en un caso concreto, la importancia de las condiciones 
iniciales en la determinación de las características del mo­
vimiento. 
Al ser un problema unidimensional, ¿por qué?, (2.10) se 
convierte en : 

v (t) = fa (t) dt + ete x (t) = J v (t) dt + ete 

Calculemos, en primer lugar, su velocidad: 

t3 

v (t) = 5(4-t2) dt + ete, v (t) = 4t --+ ete 
3 

(2.11) 

El valor de la constante de integración, para cada una de 
las condiciones iniciales, es: 

1.0) 0= cte , 2.°) 1= cte ; por lo tanto, llevando cada 
uno de estos valores a las correspondientes expresiones an­
teriores, obtenem9s: 

1 
1.°) v (t) = 4t-- t3 

3 

1 
2.°) v(t)=4t-- t3+1 (2.12) 

3 

La distancia recorri<Ía sobre la trayectoria, x (t), será 
-para cada uno de los dos casos- (2.11): 

1.0) x (t) = 2 f - 0,08 t4 
, x (t) = 2t+ 2 t2 

- 0,08 l + 1 
(2.13) 

donde ya hemos introducido las condiciones iniciales. 
¿Qué conclusiones extraes, a partir de (2.12) y (2 .13), para 
los dos movimientos, que presentando la misma 'acelera­
ción, tienen diferentes condiciones iniciales? 

20 

§ 2.3 COMPONENTES INTRINSECAS DEL 
VECTOR ACELERACION 

Teniendo en cuenta (2.5) y la definición del vector 
aceleración: 

dv dr 
a=-r+v- (2.14 ) 

dt dt 

este resultado es el correspondiente al (1.33), para es­
tos vectores específicos. 

La expresión (2.14) representa la separación del 
vector aceleración en dos componentes: una tan gen -

dv dr 
cial -r y la otra normal v- ,a la trayectoria. 

dt dt 
¿Por qué? 

Realmente, existen infinitas normales -todas las contenidas en 
un plano- a la tangente en cualquier punto de la curva (trayecto­
ria). Ahora bien, sólo una de ellas, la «normal principal» cuya di­
rección se caracteriza por el vector unitario n, se encuentra en el 
plano definido por «las tangentes sucesivas» (es decir, un plano de­
finido por T (t) y T (t+L1 t), cuando L1 t --+ O), Las correspondientes 
«normales principales sucesivas» n (t), n (t+L1 t) se cortarán en un 
cierto punto e, Fig. 2.4, cuando L1 t--+ O; la distancia p desde el «cen­
tro de curvatura!! e, al punto en movimiento se denomina «radio 
de curvatura», que en general variará de unos tramos de la trayecto­
ria a otros. 

El desplazamiento L1s = vL1t subtiende un ángulo, L10=L1s/p, des­
de el centro de curvatura; además, I L1T~ L10, como se observa en la 
Fig. 2.4, teniendo en cuenta que la cuerda y el arco son infinitési­
mos equivalentes. Por lo tanto, 

dr 
dt 

l
. L1r 

= lm-­
¿J/-O LJ t 

tiene la dirección de n, como ya sabíamos, y su módulo es: 

trayectoria 

\ t 
\Ie 

1\ 
I '\ 

:--~\ 
I LJO \ 
I '\ 

PI 

n (t) 

As 

T (t) 

FIG.2.4 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



I :: I = 

I L1(~1 
lim -_ 
.11-0 Ll s 

. A8 Lls 
hm _._ = 
.11 - 0 Ll t Llt 

-v (2.15) 

p 

Por lo tanto, (2 .14) se puede escribir como: 

dv v2 

a=-r +- n (2.16) 
dl P 

La jnterpretación fisica de esta expresión es de gran 
importancia, en el estudio de la Cinemática. El pri­
mer sumando recibe el nombre de aceleración tangen­
cial y y mide las variaciones en módulo del vector 

velocidad: al = dv r . El segundo, aceleración normal 
dt 

y mide las variaciones en dirección (2.3) del vector ve-

locidad: an = ~ n. p es el radio de curvatura de 
p 

la trayectoria - concepto puramente geométrico -

que, para una curva arbitraria, es una función 
que toma un valor diferente en cada punto; n 
es un vector unitario en la dirección normal , en 
cada punto, a la trayectoria (perpendicular a la tan 
gente), (Fig. 2.5). La condición p= oo caracteriza a las 
rectas. 

z 

/ 
I 

I 
I 

o 

x 

I 
I 

I 
I 

I 
/ 

trayectoria 

y 

FIG. 2.5 

A al y an se les llama componentes «intrínsecas» de 
la aceleración; es decir unas componentes cuyas di­
recciones, en cada punto, no las fija el observador si­
tuado en el sistema de referencia, sino la propia 
trayectoria. Son unas componentes referidas a un re­
ferencial situado sobre la trayectoria (vectores unita­
rios: n y r). Estos resultados son válidos tanto si ésta 
es plana, como si es alabeada. 

Somos conscientes de la dificultad para el alumno, 
del concepto de radio de curvatura; se trata de un 

concepto geométrico que a nivel práctico, no vamos a 
utilizar en todo el texto, ya que nos limitaremos al es­
tudio de movimientos rectilíneos (p:oo) y circulares 
(p=cte) , pero no curvilíneos en general (p#cte). Sín 
embargo, ha sido necesario introducir este concepto, 
para justificar que an mide las variaciones en direc­
ción del vector velocidad, ¿lo puedes justificar? 

§ 2.4 CLASIFICACION DE LOS MOVIMIEN­
TOS A PARTIR DE LAS COMPONEN­
TES INTRINSECAS DE LA. ACELERA­
CION 

Vamos a clasificar los movimientos, a partir de los 
diferentes valores que pueden tomar las componentes 
intrínsecas de la aceleración. No creemos necesario, 
ser demasiado específicos para calcular s (t) , v (t) en 
los diferentes casos, pues ya hemos indicado la pauta 
en el ejercicio 2.2; los resultados que se resumen, se 
obtienen de forma directa a partir de (2.10) y (2 .16). 

a) R especto a la aceleración tangencial. Como su 
dirección siempre será tangente a la trayecto­
ria, nos fijaremos exclusivamente en su módu­
lo. 

a.l-. al = O , v = cte, M. UNIFORME 
s = Vo t + So 

a.2.-. al = cte ,. cte ~ O M. UNIFORMEMENTE 
ACELERADO O 
DESACELERADO 

A partir de (2.16) podemos calcular el módulo del 
vector velocidad: 

dv 
- = al = cte , v = al t + V o (2.17) 

dt 

donde Vo es el valor que toma su módulo en el instate 
inicial , A partir de (2.5) se puede calcular cómo varía 
el arco recorrido por la partícula sobre la trayectoria 
(iqué no es la ecuación de la trayectoria!). 

ds 1 2 - ' = alt +vo . s = so +vot +-alt (2.18) 
dt 2 

a.3.-.al#cte M. VARIADO SIN 
UNIFORMIDAD 

no se puede calcular v (t) , ni s (t) mientras no nos es­
pecifiquen la forma cómo al varía con el tiempo. Un 
ejemplo típico de movimiento de este tipo es el vibra­
torio armónico: al =- w 2x =- w2Ao sen(wt + (Jo) . 

2 1 
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b) Respecto de la aceleración normal, en cuanto a 
su mÓdulo: 

b.l.-. p = 00 , an = O , 
b.2.-. p = cte = R , an f= O , 

M. RECTILINEO 
M.CIRCULAR 

en general esta condición no implica que el módulo 
de la aceleración normal sea constante, ¿por qué? 

b.3.-.an #- O ,p #- cte M. CURVILINEO 

la forma particular de trayectoria depende de la for­
ma cómo varíe el radio de curvatura: p(x, y, z). Reci­
biendo en cada caso un nombre específico: elíptico, 
parabólico, helicoidal, etc. 

A partir de esta clasificación se pueden extraer, de 
forma inmediata, algunas conclusiones: 

1.°) Movimiento rectilíneo uniforme: 

an=O , a¡=O , a=O , V=Vo (2.19) 
X=Xo + vt . 

2.°) Movimiento rectilíneo uniformemente acelerado 
o desacelerado: 

an = O , a = a¡ = cte , el vector aceleración ~iene la 
dirección del vector velocidad; entonces se dIce -en 
los libros elementales- que es «tangente» a la trayec­
toria. 

1 2 
X = Xo + vot + - a¡l 

2 

(2.20) 

(2.21) 

donde x representa la distancia a que se encuentra la 
partícula, en cada instante, del origen; está medida 
sobre la trayectoria (.x=-s) . Ahora aparece con toda 
claridad que (2.21) no representa la ecuación de la 
trayectoria, que es una recta, sino la forma en que la 
recorre (la dependencia x(t) es parabólica). 

3.°) Movimiento circular uniforme: 

p = R = cte (circular) ; 

v = cte (uniforme)-+an = cte 

(2.22) 

s representa el arco recorrido, por el punto, sobre la 
22 

circunferencia en el tiempo t. 

4.°) Movimiento circular uniformemente 
acelerado o desacelerado: 

"' p=R=cte , a¡=cte , v=vo+a¡t 
(2.23) 

El valor de la aceleración normal varía de unos ins­
tantes a otros. Como consecuencia, el módulo de la 
aceleración total no es constante, aunque lo sea la 
tangencial. 

Aunque ya tenemos totalmente caracterizado el 
movimiento circular (2.22) y (2 .23), sabemos de cur­
sos anteriores que su estudio se puede plantear, tam­
bién, en función de magnitudes características del 
mismo (e, 0), ex), en vez de utilizar las lineales (s, v, 
a), como hicimos anteriormente. 

Para simplificar el tratamiento, y por ser el único 
caso adecuado para los niveles a que va dirigida esta 
obra, supondremos que el plano en que se encuentra 
la trayectoria tiene una orientación fija en el espacio. 
En este caso O) y ex tienen la misma dirección, que 
coincide con la perpendicular a dicho plano por el 
centro de la trayectoria, Fig. 2.6. Por lo tanto, no es 
necesario considerar su carácter vectorial y se pueden 
considerar como si fuesen magnitudes escalares: 

de 
0)=-

dO) 
ex=-- (2.24) 

dt dt 

z 

ro 

x FIG.2.6 
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¿cómo definirías OJ ya? ¿Cuáles son las dimensiones 
y unidades, en el SI, de cada una de estas magnitu­
des? 

Supongamos una partícula que describe un movi­
miento circular, Fig. 2.6. Teniendo en cuenta (2.5): 

ds dO 
v=- =R-=ROJ (2.25) 

dt dt 

en la Fig. 2.6, R = r senrp, luego: v = rOJ senrp . Recor­
dando (§1.5) y la definición de OJ, podemos escribir la 
siguiente relación vectorial: 

v=OJxr (2.26) 

la validez de la cual se puede comprobar de forma in­
mediata. 

A partir de la definición de vector aceleración (2.7) 
y aplicando las reglas de derivación de las funciones 
vectoriales (Ejercicio 1.7), 

dOJ dr d 
a=-(OJxr) x r+OJx -= axr+OJxv 

dl dt dt 
(2.27) 

El primer sumando es un vector perpendicular al pla­
,no formado por a y r (que es el mismo que forman OJ 
y r), por lo tanto de la misma dirección que v (2.26), 
tangente a la trayectoria de la partícula: aceleración 
tangencial. El segundo, OJ xv, está dirigido hacia el 
centro de la trayectoria: aceleración normal (Fig. 2:7). 
Luego: 

(2.28) 

Veamos las aplicaciones concretas de estas magni­
tudes características, al estudio del movimiento circu­
lar: 

1.°) Movimiento circular uniforme: 

a, = O , a = O , -: OJ = OJo = cte, 0= 00 + OJol 

(2.29) 

an = cte , 

Si al tiempo que tarda la partícula en dar una vuelta 

completa se le llama periodo T, se verifica: 2n = OJT. 
¿Por qué? 

2.°) Movimiento circular uniformemente acelerado 
o desacelerado 

al = cte , al = aR , a = cte 

dOJ 
a=-

dt 
OJ = at + OJo (2.30) 

'1 . d dO 1 ana ogamente mtegran o OJ = -, con as condicio-
dt 

nes iniciales adecuadas, 

(2.31) 

z 

x 
FIG.2.7 

Se puede observar que multiplicando (2.29), (2.31) 
por R en ambos miembros, se obtienen (2.22) y 
(2.23), respectivamente. Luego se trata de descripcio­
nes alternativas del mismo movimiento, bien en fun­
ción de magnitudes angulares (2 .29), (2.31) ó de li­
neales (2.22), (2.23). 

Ejercicio 2.3. 

Un circuíto tiene la forma y dimensiones indicadas en la 
Fig. 2.8. Un ciclista lo recorre en sentido contrario a las 
agujas del reloj , partiendo del punto A y estando inicial-

23 
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mente en reposo. Durante 5 s acelera a razón de 1,2 m s 2; a 
continuación, recorre con velocidad constante 120 m; en un 
cierto instante frena para entrar en la curva (D) con una ve­
locidad de 4 m s l. El tramo circular DE lo recorre con ve­
locidad constante, asímismo recorre con movimiento uni­
forme el tramo recto EF. 

El tramo circular FA comienza a recorrerlo con veloci­
dad constante, pero al llegar a un cierto punto (X) del mis­
mo, y durante 5 s , comienza a frenar de modo que al llegar 
al punto de partida se encuentra en reposo. Se pide: 1.0) 
Tipo de movimiento que lleva el ciclista en cada tramo del 
circuito. Razonar la respuesta. Dibujar aproximadamente 
v (t) , al (t), an (t) ya (t). 2.°) Tiempo que tarda en recorrer el 
tramo AD. 3.°) Aceleración en el tramo DE. 4.°) Velocidad 
angular en dicho tramo. Tiempo que tarda en recorrerlo . . 
5.°) Aceleración angular en el trl\mo FA . 6.°) Espacio que 
recorre sobre la curva desde que empieza a frenar (X) hasta 
que se para (A) . 7.°) Aceleración normal al cabo de 2 s de 
comenzar a frenar. Expresión de an durante el trayecto 
XA. 8.°) Tiempo total que tarda en recorrer el circuíto. 

D - A 

E - F 

FIG.2.8 

Solución: 

Somos conscientes que este problema puede «asustam al 
alumno, por la longitud de su enunciado. Sin embargo, 
creemos que es preferible incluir en un mismo problema to­
dos los contenidos correspondientes a un mismo apartado, 
que resolver muchos que atiendan sólo a ciertos aspectos. 
De este modo, además, se le puede quitar a ciertos alumnos 
la sicosis normal de coleccionar problemas de Física, como 
el mejor método para resolver uno dado. 

Los problemas de este tipo, o sea los que tienen un enun­
ciado largo, hay que comenzar por leerlos completos, para 
tener una idea -aunque sea vaga- de lo que tratan. Poste­
riormente, se vuelven a leer con más atención, y se van re­
solviendo por apartados. En todo problema de Cinemática, 
es esencial saber identificar, en cada momento, el tipo de 
movimiento que lleva el móvil, y una vez hecho ésto apli­
car las ecuaciones correspondientes. 

1.0) En el tramo AD, el móvil presenta tres tipos diferen­
tes de movimiento rectilíneo, como fácilmente se in­
fi.ere. del enunciado. Estos se resumen en el esquema 
sIgUIente: 

AD 

24 

¡ AB: 0<t:%;5 s 
BC: al recorrer los 120 m siguientes 
CD: cuando emplea el freno, hasta 

lllegar a D. 

M.R.U.A. 
M.R.U. 
M.R.U.R. 

En el tramo AB: al = cte > O, en el BC: al = O, Y en el CD: 
al=cte<O. En todos ellos an=O, por tratarse de un movi· 
miento rectilíneo. 
En el tramo semicircular DE, el movimiento es circulal 
uniforme, por lo tanto: an = cte , al = O. En el EF, rectilínec 
uniforme: al = O , an = O. El FA es, quizás el más dificil de 
resolver: 

FA 
{ 

FX: Desde que entra en la curva, M.C.U . 
hasta que comienza a frenar 

XA: Desde que comienza a frenar , 
hastaque se para en A M.C.U.R. 

En el tramo FX: an=cte , al=O , en el XA: al=cte < O 
an#cte, ya que el módulo de la velocidad no es constante 
¿por qué? 

Hay que tener presente que el módulo del vector acelera· 
ción, en función de las componentes intrínsecas, vale: 

(2 .32) 

por lo tanto, su valor en los diferentes tramos vendrá dad e 
por las expresiones: 

AB: a=cte > O 
BC: a=O 
CD: a =cte < O 

DE: a=cte>O 
EF: a=O 
FX: a=cte<O 

en el XA la situación es un poco más compleja: 

v = v x - al t , V x : velocidad con que ilega al, punto X 

(vx - a¡l)2 O 
an = , al = cte < 

R 

luego a es de la forma , (2.32) 

~ 
(k - k t))I /2 

a - k2+ 2 J 
- I 

k 2 
) 

donde k 1 , k 2 Y k 3 son constantes que representan a al , Vx y 
R, respectivamente. 

El dibujo, aproximado, de v (t) , al (t) , an (t) y a(t) es aho­
ra inmediato y se representa en la Fig. 2.9 . En la ordenada 
al (t) no hemos representado su módulo, sino la componen­
te correspondiente al vector al' con objeto de poder distin­
guir entre el movimiento uniformemente acelerado 
(M.U.A.) y el retardado (M.U.R.). 

(2.33) 

Tramo AB: aplicando (2.20) y (2.21), con las condi. 
ciones iniciales correspondientes a este tramo , 

AB= 15 m 
-1 

vB =6 m s 
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Tramo BC: aplicando (2 .19), tBe = 20 s 
Tramo CD: aplicando (2.20) y (2.21), para el 
caso desacelerado, 

v 

al 

an 

10 = 6 teD - 1/2 a eD t
2 
eD 

A B 
t, 

, 
I 
I I 
~ 

, , 
I I 
1--.1 

t 

-r--~--------~----~-------L--~--~--t 

a 

-. 
¡ 1-1--'"1 
I , 

-+---L----__ L-~L----L-------L----L_~~t 

FIG.2.9 

resolviendo el sistema se obtiene: teD = 2 s 
aCD = Ims-2• 

Sustituyendo en (2.33), los diferentes tiempos parcia­
les calculados, se obtiene: t AD = t3 = 27 s. 
3.°) En todo este tramo: v = 4m S-I , por ser el movi­
miento uniforme. El móvil sóló' presenta, como ya 
hemos dicho, aceleración normal, que es constante. 

a = an = 0,80 m S-2 

4.°) Aplicando (2.25): (jJ = l/5 rad S-I. Al ser el 
movimiento uniforme, la aceleración ¡angular es nula 
(2.29). Haciendo uso de (2.29): tDE = 571: = 15,7 s 

También se puede calcular a partir de (2.22), ¿cómo 
lo harías? 

Como al final pide el tiempo total que tarda en re­
correr el circuito, calcularemos el que invierte en 
el tramo EF, con objeto de llevar una cierta siste­
mática en la resolución. A partir de (2.19): tEF = 
= 36,3 s. 
5.°) En el tramo FA, el móvil lleva dos.tipos de movi­
miento, cuyas ecuaciones respectivas son: 

FX=4tFX, Vx=4 (2.34) 

(2.35) 

Por lo tanto (2 .29) y (2.30), en el tramo FX la acele­
ración angular es nula, ¿por qué? En el XA es cons­
tante, y vale: al = 0,80 m S-2 -> IX = 0,04 rad S-2 , te­
niendo en cuenta que el movimiento es retardado. 

6.°) Haciendo uso de (2.35), XA = 10 m. I 

7.°) En el tramo XA, la aceleración normal no es 
constante, ¿por qué? Para calcularla, en un instante 
dado, tenemos que determinar previamente la velo­
cidad lineal, o la angular, en dicho instante 

v=2,4 m S-I an = 0,3 ms-2 

En este tramo, la expresión de an(t) es: 

an(t) = 32 x 10 3 
(5 - t)2 

8.°) Para conocer el tiempo total, sólo nqs falta cal-, 
cular tFX• A partir de (2.34): 

FX =FA - XA = 62,8 - 10 = 52,8m ; tFX = 13,2 s 

Por lo tanto, t7 = 27 + 15,7 + 36,3 + 13,2 + 5 =97,2 s 

Cuestiones 

1. ¿Bajo qué circunstancias es válida la aproximación 
de punto material, en el estudio de la Cinemática? 
¡Es necesario, siempre, que se cumplan dichas cir­
cunstancias? Razonarlo. 

2. ¿En qué casos puede considerarse la Tierra como 
un punto material? ¿En cuáles no? 

3. ¿Qué diferencia existe entre sistema de referencia y 
sistema de coordenadas? 

4. ¿En qué casos a y v tienén la misma dirección? 

25 
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5. ¿Cómo se puede pasar de las ecuaciones paramétri­
cas de la trayectoria (2.2), a la ecuación vectorial 
(2.1)? ¿Qué representa s(t) ?, s(t): arco recorrido 
por el móvil, sobre la trayectoria, en función del 
tiempo. 

6. ¿Puede el vector velocidad variar de dirección, sin 
cambiar de módulo? En caso afirmativo, dar un 
ejemplo. 

7. ¿Qué relación existe, para un movimiento unidi­
mensional de úna partícula, entre la pendiente de la 
curva x (t) y su velocidad? ¿Qué se puede decir, 
acerca de la velocidad de una partícula, en un punto 
de x (t), en que la pendiente es positiva? ¿yen el 
que la pendiente sea nula? 

8. ¿Es posible que un móvil tenga velocidad nula 
y aceleración no nula? Dibujar una gráfica v (t) y 
a (t) en que esto ocurra. 

9. ¿Puede cambiar la dirección de la velocidad de una 
partícula, si su aceleración es constante? Razonar la 
respuesta. 

10. ¿A qué se llaman condiciones iniciales en la resolu­
ción de un problema de Cinemática? ¿Cómo influ­
yen en la resolución del mismo? 

11. Diferencias y analogías entre las componentes extrín­
secas (2.8) y las intrínsecas (2.16) del vector acele­
ración. 

12. 

13. 

*14. 

15 . 

16 . 

17. 

*18. 

19. 

20. 

*21. 

*22. 

26 

dv 
¿Por qué, en general, a #-? ¿Cuándo se verifica la 
igualdad? dt 

Significado fisico de la aceleración tangencial y de 
la aceleración normal? 
¿Por qué la aceleración normal siempre está di­
rigida hacia la concavidad de la trayectoria? 
Indicar las características de las componentes intrín­
secas del vector aceleración de una partícula, si su 
movimiento es: a) rectilíneo uniformemente variado, 
b) circular uniformemente retardado, c) circular, d) 
armónico simple. 
¿Puede cambiar el sentido del vector aceleración en: 
a) un movimiento uniformememte acelerado, b) un 
movimiento rectilíneo de carácter general? Razonar 
cuidadosamente la respuesta. 
Clasificar el movimiento de caida libre de un 
punto material en las proximidadés de la superficie, 
según el estudio realizado en § 2.4. Ecuaciones de 
dicho movimiento. 
Una partícula se lanza verticalmente hacia arriba. 
Un observador que se encuentra en el suelo afirma 
que su aceleración es positiva, y otro -también lo­
calizado en el suelo- que es negativa. Razonar por 
qué ambos pueden tener razón (!) ¿Toman ambos la 
velocidad inicial como positiva? 
¿Puede tener la aceleración sentido opuesto a la velo­
cidad? Razonar la respuesta. 
¿Qué aspectos del vector velocidad permanecen 
constantes, y cuáles cambian, en un movimiento 
circular uniforme? 
Un punto material se lanza verticalmente hacia 
arriba. Tomando en cuenta la resistencia del aire, 
¿cabe esperar que el tiempo que tarda en subir hasta 
una cierta altura, sea mayor o menor que el que 
tarda en bajar? 
¿Puede existir un movimiento en dos dimensiones, 
con una aceleración actuando sólo en una dimen­
sión? En caso afirmativo, dar diferentes ejemplos 
en que ocurra. 

2 

2 

2 

2 

Problemas 

l. Dibujar las gráficas correspondientes a la velocidad 
y al espacio recorrido, en función del tiempo, para 
una partícula en movimiento si su aceleración viem 
dada gráfi~amente por: a) Fig. 2.10 (a) , b) Fig. 2. IC 
(b), c) Fig. 2.10 (e). 

a (m s-2) 

2 

a (m s-2) 

2 

a (m S-2) 

2 

3 4 

(a) 

3 4 

(b) 

3 4 

(e) 

FIG.2.1O 

5 6 t (5) 

5 6 t (5) 

5 6 t (5) 

2. Dibujar las gráficas de la aceleración y del especio 
recorrido, en función del tiempo, si su velocidad es 
de la forma representada en la Fig. 2.11. 

2 3 4 5 6 t (5) 

FIG. 2.11 

3. Un punto material tiene un movimiento rectilíneo 
Sixo, a, va' f3 y y son constantes, calcular v (t) y a (t) 
para cada una de las siguientes funciones que indicar 
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el espacio recorrido en función del tiempo: 

a) x (t) = f3t'~ - yt l , 

I 
b)x(t)=vot-"2 at2 , 

c) x (1) = Xo-3t2 

Dimensiones y unidades, en el SI, de ca­
da una de las constantes anteriores, en los tres 
apartados del problema. 

* 4. Una partícula parte del reposo y acelera de 
f~rma rio uniforme, según la expresión: a (t) = bt. (a) 
SI a se expresa en ms-2 ¿qué unidades tiene la cons­
tante b? (b) Justificar que la velocidad es proporcio­
~al ~ t\ calcular la constante de proporcionalidad. (c) 
(,Que distanCia recorre, en función de b durante los 
10 primeros segundos? ' 

5. Un coche parte del reposo y se mueve- durante I s 
con una aceleración de I ms-2• Entonces' desconect~ 
el motor y, como consecuencia del rozamiento se 
e~c~entra, sometido a una aceleración negativa (¿~ué 
significa esto?) de 5 x 1O-2ms- 2

, durante lOs. Al ca­
bo de este tiempo, frena y se para en 5 s más. Calcu­
lar el ,espacio total recorrido por el coche. Represen­
tar graficamente x, v y a en función del tiempo. 

6. Un coche se encuentra parado delante de un semáfo­
ro que está en rojo. Cuando cambia a verde acelera 
uniformemente, durante 6 s, con una aceler~ción de 
2 m S-2 ; a partir de este momento se mueve con velo­
cidad uniforme. En el instante que el coche inició 
su movimiento en el semáforo, lo adelanto un ca­
mión que se mueve en su misma dirección; el camión 
llevaba una velocidad uniforme de 10m S-l. ¿Al cabo 
de cuánto tiempo, y a qué distancia del semáforo el 
coche adelarita al camión? Resolver el proble~a 
analítica y gráficamente. 

7. Una persona corre ~ la máxima velocidad que puede, 
de 4 m S-I , con objeto de llegar a tiempo de subir 
a un autobús. Cuando se encuentra a 6 m de éste se 
pone en marcha y acelera de forma constante a razón 
de I m S-2. (a) ¿Cuánto tiempo tarda la persona en 
alcanzar el autobús? (b) Si el viajero se encontrase 
a 10m del vehículo, cuando éste se pone en marcha 
¿¡¡egaría a alcanzarlo? En caso negativo calcular I~ 
distan~ia mínin:a a que llegan a estar el' viajero y el 
autobus. (c) Dibujar la variación de la distancia 
en función del tiempo, entre ambos, para los casos 
(a) y (b). 

8. Por una carretera recta van dos coches en el mismo 
sentido. Cada uno de ellos lleva una velocidad de 
22 m S-I (~80 km h-I) y la distancia entre ellos es 
de 28 m. El conductor del que- va detrás decide ade­
lantar al primero y lo hace acelerando a razón de 2 
m S-2, hasta que alcanza la velocidad de 31 
m S-I ( ~ 120 km h-I) ; a partir de este instante 
sigue con esta velocidad , hasta que se encuentra ~ 
28 m del coche que ha adelantado. ¿Qué tiempo in­
vierte en la maniobra de adelantamiento? Suponga­
mos ahora que al iniciar el adelantamiento, divisa 
a un tercer coche, que se acerca en sentido contra­
rio, a la velocidad de 27 m S-I( ~ 96 kmh·I). ¿Cuál 

será la distancia mínima a que debe encontrarse este 
tercer coche, para efectuar, con toda seguridad, la 
maniobra de adelantamiento? 

9 . Un punto material, inicialmente en reposo, adquiere 
un movimiento circular acelerado. El radio de la tra­
yectoria vale 1,3 m, y la aceleración varía según la 
función: a (t) = 120t2 - 48t + 16. Calcular: 8 (t) , O) (t) , 
alt) y an (t) . 

10. Una partícula se mueve en el sentido de las agujas 
del reloj, en una circunferencia de I m de radio, y 
centro el punto (1 ,0). En el instante inicial se encuen­
tra en reposo. Su aceleración lineal, a partir de 

11. 

12. 

dicho instante, vale 2:.. ms-2• (a) ¿Cuánto tiempo tar-
2 

dará en recorrer la mitad de la circunferencia? (b) 
¿Cuál es su velocidad lineal, v, en dicho instante? (c) 
¿y la aceleración normal? Calcular la aceleración 
tangencial. (d) En dicho instante, calcular a. 

Un punto se mueve en una circunferencia de 5 cm 
de radio. El ángulo que describe en t segundos es: 
8 = 18t rad. Calcular el período T , O) (t) y a (t) . Ex­
presiones para v (t) y a (t) , y su valor en el instante 
t=I / 3s. 
Si el origen de coordenadas se encuentra en el centro 
de la circunferencia,y en el instante inicial se en­
cuentra en el punto (5 ,0), calcular x (1) , y (t); V,.x (t) , 
vy (t) ; y ax (t) , ay (t). Determinar su valor en el ins­
tante t = 1/3 s. 

Una partícula se mueve con velocidad constante en 
una circunferencia de 3 m de radio efectuando una 
revol ución en 20 s, Fig. 2.12 . A partir del origen O 
calcular: (a) el vector de posición, r , a los 5 s, 7,5 s y 
10 s, de haber iniciado el movimiento' inicialmente 
la pa~tícula se .encuentra en el punto A'. (b) el vector 
velOCidad n:edla en el intervalo de 5 s, comprendido 
entre . el q~.l1nto y el décimo segundo. (c) el vector 
~elocldad mstantánea, al principio y al final de este 
mtervalo. (d) el vector aceleración instantánea en 
los mismos instantes. ¿Cómo se modifica el prdble­
ma si la partícula se encuentra, inicialmente en el 
punto B'? 

y 

B 

A 

o x 

FIG.2.12 
27 
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13. Una piedra cae desde una ventana, que se encuentra 
a 25 m del suelo. ¿A qué distancia del punto de caída 
se encuentra al cabo de 1 s?, ¿y al cabo de 2s? Velo­
cidad de la piedra en estos dos instantes. ¿Cuánto 
tiempo tarda en llegar al suelo? ¿Con qué velocidad 
llega? 

*14. Se lanza una piedra, desde una altura de 100 m, 
con una velocidad inicial hacia abajo de 2 m S-l. 

Al cabo de 1 s, se lanza otra, también hacia abajo y 
desde el mismo sitio, con una velocidad inicial vo. 
(a) ¿Cuánto tiempo tarda la primera en llegar al 
suelo? (b) ¿Qué valor debe tener vo, para que la pri­
mera piedra alcance a la primera, justo en el instante 
en que ésta llega al suelo? (c) Velocidades de ambas 
piedras en el instante de la colisión. 

* 15. Dos cuerpos se lanzan simultáneamente desde una 
torre, con la misma velocidad inicial vo: uno verti­
calmente hacia arriba y el otro verticalmente hacia 
abajo. ¿Cómo varía la distancia entre ambos cuerpos 
en función del tiempo? 

16. Un objeto, que cae libremente, tarda 0,15 s en pa­
sar por delante de una ventana que tiene 2 m de al­
tura. Si se supone que partió del reposo, calcular 
desde qué altura -sobre la ventana- se dejó caer. 

*17 . Un coche puede acelerar a razón de 20 cm S-2 y re­
tardar su movimiento con una aceleración negativa 
de 100 cm S·-2 . Calcular el tiempo mínimo que pue­
de invertir el coche, para desplazarse entre dos ciu­
dades que se encuentran a 2 km de distancia. 

18 . Un motorista entra en una curva de 150 m de radio, 
con una velocidad de 70 km h- l . Frena y disminuye 
constantemente su velocidad, a razón de 1,5 m S-2. 

Calcular el módulo de la aceleración total de la moto 
cuando su velocidad es de 60 km h- l . 

28 

*19. Un motorista marcha a 80 km h- l , cuando ve que 
un semáforo situado a 250 m delante de él cambia 
al rojo. El sabe que el semáforo permanece en rojo 
durante 15 s. ¿Qué debe hacer para pasar el semáfo­
ro a 80 km h- l , justamente cuando cambie al verde 
de nuevo? Dibujar el diagrama v - t, eligiendo la 
solución que r equiera la aceleración y desaceleración 
menores posibles, y determinar (a) el valor común de 
ambas, (b) velocidad mínima que llega a alcanzar el 
motorista. 

*20. Un avión de entrenamiento aterriza en un portavio­
nes y es detenido en 3 s por el dispositivo de frenado 
del portaviones. Un acelerómetro (dispositivo para 
medir gráficamente la variación de la aceleración 
con el tiempo) unido al avión da el registro que se 
muestra en la Fig. 2.13 . Determinar, por procedi­
mientos aproximados, (a) la velocidad inicial del 
avión con respecto a la pista, (b) el espacio que re­
corre el avión en la pista, antes de detenerse. 

-a (m ,2) 

20 

12 

7 

0,5 1,5 2 2,5 3 t (s ) 

FIG.2.13 
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CAPITULO III 

MOVIMIENTO RELATIVO 

Ya indicamos en el capítulo anterior qJ.le el movi­
miento es un concepto relativo. Un mismo movi­
miento puede ser analizado por dos observadores, 
que se éncuentren en diferentes sistemas de referencia 
(referenciales), uno de los cuales se mueve respecto 
del otro. Por ello, es conveniente introducir unas de­
finiciones y desarrollar unos conceptos que nos per­
mitan relacionar la descripción que ambos observa­
dores hacen de un mismo movimiento. 

No nos preocupa, como luego veremos, la existen­
cia de un sistema de referencia absoluto, es decir uno 
que no se mueva respecto de nada en el Universo. Su 
existencia y cómo se podrja elegir es un problema fi­
losófico que para nosotros carece de interés. 

Iniciamos el capítulo estudiando el movimiento de 
dos puntos respecto de un mismo sistema de referen­
cia, y definiendo la velocidad y aceleración de uno de 
ellos con relación al otro (§ 3.1). Este problema se 
puede resolver dentro del estudio general del movi­
miento relativo que se aborda a continuación, pero 
hemos creído conveniente presentarlo separadamen­
te, para facilitar la comprensión del capítulo por 
parte del alumno. Al mismo tiempo, nos permite i,n­
troducir el principio de composición de movimien­
tos, que tan útil es para analizar diferentes situacio­
nes reales. 

Con objeto de estudiar el movimiento relativo, se 
introducen unas definiciones básicas de los distintos 
movimientos en que puede considerarse compuesto 
aquél (§ 3.2) El análisis del movimiento de un punto 
respecto de dos sistemas de referencia, uno de los 
cuales se encuentra en movimiento respecto del ot1'O, 
no lo hacemos en el caso más general, sino sólo para 
el particular que vamos a necesitar a lo largo del tex­
to. Se trata de aquél en que la orientación de los ejes 
del sistema móvil, respecto a los del que se considera 
como fijo, no cambia en el transcurso del tiempo. Es 
decir su movimiento es sólo de traslación y no de ro­
tación (§ 9.1 ). 

Para este caso, estudiamos la c'omposición de velo­
cidades (§ 3.3) y de aceleraciones (§ 3.4). Por últim~, 
como aplicación de lo anterior a sistemas de referen­
cia no acelerados, se estudian las transformaciones 
de Galileo y su principio de relatividad (§ 3:5). 

Los contenidos de este capítulo tienen aplicaciónen 
el IV (§4.6),VIII (§ 8.3)y XVIII(§ 18.4), como tendre­
mos ocasión de comprobar. 

§ 3.1 VELOCIDAD Y ACELERACION 
RELATIVAS 

Sean los puntos materiales A y B que se mueven 
respecto de un sistema de referencia OXYZ, Fig. 3.1. 
En un cierto instante sus vectores de posición respec­
tivos serán: r A (t) y r B (t). Sus velocidades (2.3) respec­
to al sistema de referencia elegido: 

drA v =-
A dt ' 

Z 

drB v =-
B dt 

(3.1 ) 

~------------Y 
O 

x FIG.3.1 

Queremos calcular la velocidad relativa de B res­
pecto de A, y la de A respecto de B. Para ello, defini­
remos la posición relativa de uno respecto al otro, y 
aplicaremos la definición de velocidad (2.3): 

r BA =rB-rA ,rAB=rA-rB=-rBA (3.2) 

por 10 tanto: 
drAB 

V AB=--
dt 

como consecuencia de (3.2): 

_ dr
BA 

VBA --­
dt 

V BA =- V AB 

(3 .3) 

(3.4) 

la velocidad relativa de B respecto de A es igual y de 
sentido contrario a la de A respecto de B. 

Derivando (3.2) respecto del tiempo y haciendo 
uso de (3.1) y (3 .3), obtenemos las relaciones entre las 
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velocidades relativas y las de cada punto respecto al 
referencial OXYZ: 

drAB drBA 

= = 
dt dt dt dt dt dt 

V AB = VA - V B V BA = V B - VA (3.5) 

De forma análoga se obtienen las relaciones en­
tre las aceleraciones. Derivando (3.5) y aplicando la 
definición de aceleración (2.7): 

dV AB drBA 
= = 

dt dt dt dt dt dt 

(3.6) 

por lo tanto: 
(3.7) 

la aceleración relativa de B respecto de A es igual y 
de sentido contrario a la de A respecto de B. 

Ejercicio 3.1 

Una persona puede remar en un bote a razón de 6,44 km 
h-I en aguas tranquilas. (a) Si está cruzando un río cuya co­
rriente es de 3,22 km h-I , ¿en qué dirección debe apuntar su 
bote, si desea llegar a un punto situado directamente opues­
to al de partida? (b) Si el río tiene 6,44 km de anchura, 
¿qué tiempo tardará en cruzarlo? (c) ¿Qué tiempo tardará 
en remar 3,22 km río abajo y después regresar a su punto 
de partida? (d) ¿Qué tiempo tardará en remar 3,22 km 
aguas arriba del río y después volver a su punto de partida? 
(e) ¿En qué dires;ción debe apuntar el bote, si desea cruzar 
el río en el menor tiempo posible? 

Solución 

Tenemos que comenzar por identificar, en este problema, 
los diferentes conceptos teóricos introducidos anteriormen­
te. El sistema de referencia O XY lo localizamos en la orilla, 
Fig. 3.2; los «puntos materiales» B y A serán, en este caso, 
el bote y las aguas del río, respectivamente. La expresión 
(3 .5) la podemos escribir con la siguiente notación alterna­
tiva: 

VB=V BA +vA , Vboterespecto =vboterespecto +vaguarespecto (3.8) 
al suelo al agua al suelo 

El mo'dulo de Vb es 6,44 km h 1, ¿por qué? Esta es la ote - agua 
velocidad que es capaz de desarrollar la persona remando 
en cualquier circunstancia. En aguas tranquilas, vagua -

I 
= O coincide con vb I . Los diferentes movimiento~ 

sue o ' ote - sue p . , • C' 
que intervienen en este ejercicio son rect¡)meos y umlor-
mes, ¿no? 

a) La persona parte del punto D y quiere llegar al E,Fig. 
3.2 . Teniendo en cuenta (3.8), debe dirigir su bateen 

JO 

FIG.3.2 

una dirección que forme un ángulo 00 , con la perpendi­
cular a la dirección de la corriente del río, Fig. 3.2. 
¿Por qué? Por lo tanto: 

Vagua-suelo = V bote-agua sen 00 (Jo = 30° 

b) Para determinar el tiempo que tarda en cruzarlo, he­
mos de calcular Vbot"""uelo' Al ser un movimiento rec­
tilíneo uniforme, se verifica: 

DE = Vbote-suelot Vbote-suelo = vbote-agua COS 0= 5,60 km h-I 

por lo tanto: t = 1,15 h. 

c) Cuando va río abajo: Vbot"""uelo = Vbote-agua + Vagua-suelo; río 
arriba: Vbot"""uelo = Vbote-agua - Vagua-suelo' en ambos casos 
hemos hecho uso de (3.8). Como es un movimiento rec­
tilíneo uniforme: 

2 V bote - agua 
ttotal = d --------

2 2 
Vbote - agua - V agua - suelo 

sustituyendo los valores numéricos: ttotal = 1,33 h. Ob­
servese que tarda menos tiempo en recorrer una distan­
cia dada, en la dirección perpendicular a la corriente, 
que la misma distancia, yendo la mitad del trayecto a 
favor de la corriente, y la otra mitad en contra. 

d) El mismo que en el apartado anterior. ¿Por qué? 
e) Queremos que sea mínimo el tiempo que invierte en 

atravesar el río, independientemente del punto al que 
llegue en la orilla opuesta. Supongamos que el ángulo O 
es arbitrario, es decir, no tiene el valor calculado en a), 
Fig. 3.3; podremos escribir: 

DE = vbote-agua cos Ot (3.9) 

Hay que hacer notar que DE no representa, ahora, el 
trayecto que recorre el bote dentro del río. Representa 
la proyección de la trayectoria real, en la dirección per­
pendicular a la orilla, ¿por qué? 

Derivando (3.9) respecto de O, podemos calcular el 
valor de O que hace mínimo el tiempo que tarda en 
atravesar el río: 

dt DE sen O 
=0 -> 0=0 = 

d O Vbote _ agua coslO 

Calculando la segunda derivada, se comprueba que este 
valor de O corresponde a un mínimo de t. Ahora bien, 
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FIG.3 .3 

no es necesario realizar este cálcuio, ya que físicamente 
se observa, Fig. 3.4, que el tiempo será mínimo cuando 
sea máxima la componente de vb perpendicular a 
I '11 E ., ote-ag~~ a 00 a. n esta sltuaclOn, la proyecclOn del espacio re-
corrido, en dicha dirección, es mínima. 

A partir de la Fig. 3.4 se obtiene: 

tgl)) = vbote-agua = 2 -+ 1)) = 63°43' 
Vagua- suelo 

el espacio que recorre el bote es: DE' = DE/sen 1)), 

DE' = 7,20 km; y el tiempo que invierte en la travesía: 

DE' = vbote-suelol , Vbote- suelo = 7,20 km h-l 

luego: 1 = I h. 

FIG. 3.4 

Este ejercicio que acabamos de resolver, también se 
puede interpretar de otra forma. El bote se encuentra 
sometido a dos movimientos simultáneos e indepen­
dientes (el de los remos y el de la corriente del rio), 
como resultado de los cuales realiza un movimiento 
compuesto, que resulta de la combinación de aqué­
llos. Esta composición se realiza considerando que en 
cada. instante el vector de posición, que determina el 
movimiento resultante, es la suma vectorial de los 
vectores de posición de los dos movimientos compo­
nentes. Esta regla de composición está basada en el 
principio de Galileo o de la independencia de los mo­
vimientos. Este principio dice: Cuando un punto se 
encuentra sometido, por dos causas distintas, a dos 
movimientos simultáneos, su cambio de posición .es 

independiente de que los dos movimientos actúen su­
cesiva o simultáneamente. 

Si r es el vector de posición correspondiente al mo­
vimiento resultante , y r( y r 2 los de cada uno de los 
movimientos independientes, se verifica: 

(3 .10) 

según hemos indicado anteriormente. Derivando 
(3 .10) respecto al tiempo: 

(3 .11 ) 

Compara esta relación con la (3.8), ¿qué consecuan­
cia deduces? Derivando (3 .11) con relación al tiem­
po: 

(3.12) 

Las relaciones (3 .11) y (3.12) nos indican, respectiva­
mente, que la velocidad (aceleración) en un movi­
miento compuesto es, en cada instante, la suma vec­
torial de las velocidades (aceleraciones) de los movi­
mientos componentes. 

Estas afirmaciones, que parecen tan «evidentes», 
dejan de ser ciertas cuando alguna de las velocidades 
componentes se aproxima al valor de la velocidad de 
propagación de la luz (capítuloXVIII).es decir dentro 
del marco de la Mecánica Relativista; pero ésto es 
una cuestión que queda fuera de los objetivos de este 
libro. 

El principio de la independencia de los movimien­
tos nos permite interpretar un gran número de situa­
ciones reales: movimiento de aviones en la atmósfera, 
de barcos en rios, de proyectiles, de cuerpos en pla­
nos inclinados, etc. 

Ejercicio 3.2 

Se lanza un electrón, con una velocidad inicial de 2 x 107 

mS' I , a lo largo del eje equidistante de las placas (A y B), de 
un tubo de rayos catódicos, Fig.3.5 . Entre las placas exis­
teun campo electrostático uniforme, de intensidad: 
E = 20.000 NC-I y dirigido hacia arriba. Si la aceleración 
que adquiere el electrón (e < O), por efecto del campo, vie­
ne dada por la relación: 

eE 
(3.13) 

Se, pide: a) Justificar el movimiento del electrón dentro 
y fuera de la región comprendida entre las placas. b) ¿A 
qué distancia del punto medio, abandona el electrón las 
placas? c) ¿Qué ángulo forma su dirección de salida con el 
ej,e del tubo? d) ¿A qué distancia, por debajo del eje, incidi­
ra en la pantalla fluorescente P.? Se supone despreciable la 
aceleración debida a la fuerza de atracción de la Tierra 
sobre el electrón (g), frente a la de orígen electrostático. 

3 1 
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E 
2cm 

t 
--- 4 cm-_ .. ______ --__ 12 cm ---___ ""',:::::::::: 

pantalla 
FIG.3.5 

Solución: 

Puede parecer, a primera vista, que este ejercicio corres­
ponde más a la Electrostática que a la Cinemática. ~ara re­
solverlo no hay que recordar ningún concepto estudIado en 
cursos anteriores. Lo único que necesitamos saber es la ace­
leración que .adquiere el electrón por efecto del campo elec­
trostático. Esta aceleración es la indicada en (3.13). 

El ejercicio está basado en la aplica~ión de los. conceptos 
estudiados en esta pregunta y en el capItulo antenor. 

Tampoco importa no saber lo que es un tubo ?e rayos 
catódicos, basta saber que entre sus placas el electron se en­
cuentra sometido a la aceleración dada por (3.13). 

a) Si entre las placas no existiese un campo electrostático 
(E = O), el electrón seguiría en línea recta mientras se 
encontrase en el interior de la región limitada por las 
placas, ¿por qué?. Ahora bien, al existir un campo se 
encontrará sometido a una aceleración (3.13), que es 
perpendicular a la dirección de su v~locidad inicia~. 
Luego, el electrón se e~cuentra .sometIdo a do~ ~OVI­
mientos simultáneos e mdependIentes: uno rectIlmeo y 
unifonne, según el eje OX; y otro rectilíneo unifonn~­
mente acelerado, en la dirección O Y, Fig. 3.6. Su mOVI­
miento compuesto o resultante será la combinación 
vectorial, en cada instante, de éstos. 

y 

A ~----------~-------

VO d X 

O --r---------
B 

.. b • 
FIG. 3.6 

La aceleración del electrón en el movimient0 compuesto 
valdrá (3.12): a (O, -I el E/ me ) ¿Por qué? Su veloci­
dad (3.11): . 

(3.14) 

donde VI es la velocidad que adquiere el electrón, como 
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consecuencia .de estar sometido a un movimiento recti­
líneo unifonnemente acelerado, según el eje O Y. La 
velocidad del electrón en el movimiento compuesto 
tendrá como componentes:v (\10 , - 1 e lE t / me ) 
¿Por qué? 

Para calcular la trayectoria, trabajaremos con las.ecua­
ciones paramétricas de ésta (2.2), ya que resulta más fáci! 
para el alumno que utilizar la ecuaci.ón vectorial (3.10). 
Con el sistema de referencia elegido, Fig. 3.6, y recordando 
(2.20) y (2.21), respectivamente, 

O 

lel E 
x = vot , y = - 1/2 -- t2 (3.15) 

me 

Para obtener la ecuación nonnal de la trayectoria, des­
pej~mos t de la primera y sustituímos en la segunda: 

lelE 
y =- K 

2 me v~ 

Esta ecuaClOn es del tipo: y = -cte x2, que representa 
-como el alumno sin duda recuerda- a una parábola 
deeje O Y, cuya concavidad está dirigida hacia el eje 
negativo de ordenadas. Luego, el electrón describe un 
movimiento parabólico, Fig. 3.6. 

Este tipo de movimiento se explica en muchos textos 
bajo el epígrafe de movimiento de proyectiles. Los 
proyectiles presentan un movimiento parabólico cuan­
do se lanzan con un cierto ángulo respecto al suelo y se 
desprecia el efecto de la resistencia del aire. Sin embar­
go, creemos más adecuada la nomenclatura utilizada 
por nosotros, ya que el de proyectiles es uno de los mu­
chos movimientos parabólicos que existen. 

Cuando el electrón abandona la región limitada por 
las placas, ya no se encuentra sometido a la aceleración 
al, ¿por qué? Por lo tanto, describirá un movimiento 
rectilíneo unifonne, cuya dirección estará definida por 
la de la velocidad con que abandona la región limitada 
por las placas, Fig. 3.7. Hay que resaltar que se supone 
despreciable la acción gravitatoria sobre el electrón, tal 
como se indica en el enunciado. 

FIG.3.7 pantalla 

b) Nos piden la ordenada del electrón, cuando abandona 
la región limitada por las placas. Comenzaremos por 
sustituir los datos numéricos del ejercicio en (3.15). La 
carga y masa del electrón son unas constantes fisicas 
básicas, que se encuentran al alcance de los alumnos,. y 
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que por lo tanto se consideran como datos: 

e=I ,60xlO- 19 C , m e =9 ,llxI0-lI kg 

por lo tanto: x =2x1071 , y =-18xI014 12 (3 .17) 

Cuando el electrón abandona las flacas x = 1 = 4 · lO-2m , 
sustituyendo en (3.17): 1 = 2 x lOs. 

¿qué representa este tiempo? La ordenada que corres­
ponde a este valor del tiempo es, (3 .17), yl =- 0,72 cm 
(Fig. 3.7). 

e) La dirección de salida viene definida por la velocidad 
que posee el electrón, en el instante que abandona las 
placas. A partir de (3.14): 

. lelE. . . 
v= vol---IJ = Vsx l+ vs.J 

me 

sustituyendo el va lor de 1 calculado anteriormente, 

(3.18) 

y el ángulo que forma con el eje OX, - Fig. 3.7: 
(J = 19° 17' 24" 

d) Como ya dijimos, fuera del tubo de rayos catódicos, el 
electrón presenta un movimiento rectilíneo uniforme. 
Las ecuaciones del movimiento son: 

cuando llega a la pantalla: x = l2x lO-2m . El tiempo que 
tarda en llegar: 

12xlO 2 =2xI071+4xlO-2 
, 1=4xlO-9s 

la ordenada correspondiente será: Y2 = - 3,52 x 10-
2 

m. 

§ 3.2 MOVIMIENTO RELATIVO y DE 
ARRASTRE 

Vamos a sentar las bases para el estudio 
del movimiento relativo en toda su generali­
dad. Se trata de analizar el movimiento de un 
punto respecto de dos observadores que se en­
cuentran en sendos referenciales, uno de los 
cuales se mueve respecto del otro. También 
queremos relacionar la descripción que ambos obser­
vadores hacen del movimiento del punto. 

Para el caso particular que abordaremos en las dos 
preguntas siguientes, y que ya in'oicamos en la intro­
ducción del capítulo, no hace falta este planteamien­
to tan general, sino que basta con los conocimientos 
introducidos en § 3.1. Hemos querido, no obstante, 
hacerlo de este modo para abrirle una perspectiva al 
alumno que le permita, en cursos posteriores, avan­
zar en el estudio de estos problemas. No obstante, in­
tentaremos relacionar los conceptos nuevos que se in-

troduzcan con los desarrollados en § 3.1. 
Comenzaremos introduciendo unas definiciones 

básicas de los diferentes movimientos en que puede 
considerarse compuesto el que presenta un punto 
material, cuando se intenta relacionar la descripción 
que hacen del mismo dos observadores, uno en movi­
miento respecto del otro. 

Para establecer dichas definiciones nos apoyaremos 
en un caso concreto e intuitivo. Imaginemos un au­
tobús y una persona que se mueve en su interior; po­
demos distinguir tres movimientos, el del autobús 
respecto a la carretera, el de la persona respecto al 
autobús considerado inmóvil, y el de la persona res­
pecto a la carretera. En este caso concreto, al primero 
se le llama movimiento de arrastre, al segundo relati­
vo y al último absoluto.Generalicemos estos resulta­
dos. 

Sea una partícula P que se mueve en el espacio y 
su movimiento es descrito por dos observadores, uno 
que se encuentra en un referencial OXYZ y el otro 
en el O'X'Y'Z' (Fig. 3.8). Este segundo referencial se 
mueve respecto del primero con un movimiento todo 

,­
Z 

p \Z' 
~~ ... \---

r(t) / 

/ \ \ 

/ '( '1 \ \ k' 
I r t J \ 

/ ,,; O' 
I OO'(t) / / 

I /., 
1 // 1 1 

/ / 1 
I / / 

1 / / k I / 
I // X' 
1/ 
/ 

j 

FIG.3.8 

.... Y' 

j' 

Y 

lo complicado que queramos. Introduzcamos una se­
rie de definiciones: 
a) Movimier: . ¡) absoluto, es el que posee la partícu­

la P respecto de un observador situado en el re­
ferencial OXYZ. Este referencial se considera 
fijo, prescindiendo de la realidad fisica de dicha 
inmovilidad. Por lo tanto, no se trata de un mo­
vimiento respecto de un referencial absoluto, en 
el sentido indicado en la introducción del capí­
tulo. 

b) Movimiento relativo, es el que posee la partícu­
la respecto al referencial móvil O'X'Y'Z'. Pa­
ra el cálculo del movimiento relativo, el referen­
cial O'X'Y'Z' se considera como si no se movie­
se. El sistema O'X'Y'Z' cambia de posición, yen 
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general de orientación, en el transcurso del tiem­
po respecto de los ejes que se toman como fijos, 
por eso se dice que es un sistema de referencia 
móvil. 

c) Movimiento de arrastre, es el que posee la par­
tícula respecto del referencial OXYZ, pero consi­
derando que se encuentra rígidamente unida a los 
ejes móviles O'X'Y'Z'. En estas condiciones es 
arrastrada por el movimiento de éstos y teniendo, 
por lo tanto, ella misma un movimiento. En ge­
neral el movimiento de arrastre de la partícula no 
coincide con el de los ejes. Este es un error que 
cometen, a menudo, los alumnos. 

Para fijar estos conceptos consideremos un ejem­
plo: supongamos una plataforma que se encuentra 
girando (O'X'Y'Z), por ejemplo un tiovivo; una per­
sona se mueve sobre la plataforma, dirigiéndose 
en línea recta desde su periferia al centro. Otra perso­
na la observa desde el suelo (OXYZ). 

Movimiento relativo es el que tiene la persona res­
pecto de la plataforma, suponiendo que ésta no se 
mueva , se trata del movimiento que percibiría un 
observador situado en el centro de la plataforma. En 
el ejemplo considerado, este movimiento sería recti­
líneo, acelerado o no dependiendo de la velocidad 
con que se desplazase. 

Movimiento de arrastre, en un instante, es el que 
posee la persona -respecto del observador que está 
fuera de la plataforma- suponiendo que en dicho 
instante no varíe su posición respecto de ésta; es de­
cir, que se encuentre a <una distancia di del centro de 
la plataforma, di = cte. En estas condiciones la perso­
na es arrastrada por el movimiento del referencial 
móvil (la plataforma); el observador situado en 
OXYZ ve que se mueve. En nuestro ejemplo el movi­
miento de arrastre sería circular de radio di' para el 
instante considerado. Este es el movimiento que, en 
general, más dificil de identificar le resulta al alumno. 

Movimiento absoluto es el que tiene la persona pa­
ra el observador situado en OXYZ; es un movimien­
to, en nuestro ejemplo, complicado. 'Se demuestra 
que éste puede expresarse como conbinación vecto­
rial de los dos anteriores, esa es la ventaja que ofrece 
la introducción de los conceptos de movimiento rela­
tivo y de arrastre. En realidad, se trata de una aplica­
ción de la regla de composición de movimientos, ba­
sada en el principio de Galileo (§ 3.1). 

¿Podrías identificar estos tres movimientos para el 
bote del ejercicio 3.1 ? 

*§ 3.3 COMPOSICION DE VELOCIDADES EN 
EL MOVIMIENTO RELATIVO 

Sea un punto P, Fig. 3.8, que tiene un movimien­
to arbitrario tanto respecto al referencial OXYZ, 
como al O'X'Y'Z'. Su vector de posición respecto al 
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referencial fijo es: 

r (t) = x (t) i + Y (t) j + Z (t) k (3.19) 

y respecto al móvil: 
'\ 

r'(t) = x '(t) i' + y'(t) j' + z'(t) k' (3.20) 

entre ambos existe la relación vectorial instantánea 
(3.10): 

r (t) = r'(t) + OO'(t) (3 .2 1) 

En la Mecánica Clásica (§ 2.1): t = t' ; i', j', k' son los 
vectores unitarios asociados a O'X'Y'Z'. 
Por definición de movimiento absoluto y de ve­
locidad: 

v A(t) = ~ = dx(l) i + dy(t) j + dz(t) k 
dt dt dt dt 

(322) 

por definición de movimiento relativo y de veloci­
dad: 

vil) = dr' = dx'(t) i' + dy'(t) j' + dz'(t) k' (3.23) 

dt dt dt dt 

fijémonos que en el cálculo de la velocidad relativa 
(3.23), el referencial O'X'Y'Z' se considera como si no 
se moviese: i' , j' , k' se toman constantes en dirección 
-que es lo significativo, puesto que de módulo lo son 
siempre al tratarse de vectores unitarios- por consi­
guiente, en el movimiento relativo: 

di' 
-=0 , 
dt 

d·' 
_J =0 
dt ' 

dk' 
-=0. 
dt 

Las velocidades (3.22) y (3.23) serían las que medi­
rían los observadores situados en los ejes fijos y mó­
viles respectivamente. Queremos buscar la relación 
entre ambas. 

Derivamos (3.21) respecto al tiempo, teniendo en 
cuenta (3.20): 

dr = dx'(t) i' + x'(t) di' d '(t) di)' 
+ -y_j' + y'(t) - + 

dt dt 

dz'(t) k' 
+ -- <+ 

dt 

dt dt dt 

dk' dOO' (t) 
z'(t)- + ---

dt dt 

introduciendo (3.22) Y (3 .23) en (3.24) queda: 

(3.24) 

dOO'(t) , di' di' dk' 
VA =Vr +--+ x (t)- + y,(t)_J +z'(t)-

dt dt dt dt 

(3.25) 

En el movimiento de arrastre el punto P se consi­
dera solidario con el sistema móvil, es decir su di s-
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tancia al origen O' no varía en el transcurso del tiem­
po; por lo tanto, sus coordenadas (x', y', z') han de 
considerarse constantes en este movimiento. La velo­
cidad de arrastre va será (3.24): 

dOO' (t) di' d" dk' 
v(t)= +x'(t)- +Y'(t)2 +z'(t)- (3.26) 

a dt dt dt dt 

esta es la velocidad de P, supuesto solidario con los 
ejes móviles y arrastrado por el movimiento de éstos 
respecto de los ejes fijos. 

Sustituyendo (3.26) en (3.25): 

VA=Vr+Va (3.27) 

sta relación indica que, la velocidad absoluta de P 
respecto de OXYZ) es igual a la relativa (respecto 
le O'X'Y'Z' considerados como fijos) más la de 
rrrastre. 

La relación (3.27) es válida sea cual fuere el mo­
vimiento de los ejes móviles. Supongamos ahora que 
los ejes móviles se muevan sin cambiar su orienta­
ción respecto de los fijos, es decir su movimiento sea 
simplemente de traslación (§ 9.1). En este caso: 

di' =0, 
dt 

d" -] -o 
dt - , 

dk' 
-=0 
dt 

¿por qué? Por lo tanto de (3.26): 

Va (t) = dOO' 

dt 
(3.28) 

luego observamos: 1.°) La velocidad de arrastre de P 
no coincide, en general, con la velocidad de los ejes 
móviles (es decir la de O'), según se observa en (3.26). 
2.°) Si la orientación de los ejes móviles no varía, res­
pecto de los fijos, el movimiento de arrastre de P 
coincide con el de los ejes móviles y sus velocidades 
son iguales (3.28). 

En este caso particular: 

va (t) = Vr (t) + Vo' (t) (3.29) 

donde Vo' (t) es la velocidad de los ejes móviles res­
pecto de los fijos , Fig. 3.8 . Al ser un movimiento de 
traslación todos los puntos del sistema de referencia 
tienen, en un instante, la misma velocidad, como de­
mostraremos en § 9.1. 

¿Podrías identificar en el ejercicio 3.1 las diferentes 
magnitudes que aparecen en la relación (3.29)? 

§ 3.4 COMPOSICION DE ACELERACIONES 

Queremos planteamos respecto de las aceleracio­
nes, el mismo problema que abordamos en la pre­
gunta anterior, en relación con las velocidades. Para 

ello derivamos la expresión (3.24) respecto al tiempo, 
y agrupamos los términos semejantes: 

d2r d2 x' (t)., d2y ' (t) ., d2z'(t) , d200'(t) 
-=--) +--J +--k + + 
dt2 dt2 dt2 dt2 dt2 

d2i' d2., d2k' 
+x'(t)- +Y'(t)_J + z'(t)-+ 

dt2 dt2 dt2 

+ 2 [dx ' (t) di' + dy' (t) di' + dz' (t) dk') (3.30) 
\. dt dt dt dt dt dt 

Por definición de movimiento absoluto y de acele­
ración: 

a
A

= dV A =d
2
r =d

2
x(t)i +d2y (t)j +d

2
z (t)k (3.31) 

dt2 dt2 dt2 dt2 dt2 

por definición de movimiento relativo y de acele­
ración: 

dv, cf r' cf x'(t). 
a,=-= - =--1 

dt dt2 dt2 

cf y'(t) . 
+--J 

dt 

cf z'(t) 
+--k (3.32) 

dt 

expresión que hemos obtenido derivando v, (3.23) 
respecto al tiempo, considerando i', j' y k' constan­
tes __ 

Las aceleraciones (3.31) y (3.32) serían las que me­
dirían los observadores situados en los ejes fijos y mó­
viles, respectivamente. 

La aceleración de arrastre se obtiene derivando 
(3 .26) respecto del tiempo, manteniendo x', y', z' 
constantes, ¿por qué? Por consiguiente: . 

dv d200'(t) d2i' d2., d2k' 
aa =_a = +x'(t)- +Y'(t)_J z'(t)- (3.33) 

dt dt2 dt2 dt2 dt2 

Comparando (3.31), (3.32) y (3.33) con (3.30), po­
demos escribir: 

aA = a r + aa + acomplementaria (3.34) 

el tercer sumando engloba al último término del 
segundo miembro de (3 .30). Como no vamos a estu­
diar el caso general, no juzgamos necesario analizar 
el significado de esta aceleración, que recibe el nom­
bre de complementaria o de Coriolis. Lo que resulta 
evidente es que en general: 

Si los ejes móviles sólo tienen movimiento de tras­
la~ón (no de rotación), el término complementario es 
nulo, ¿por qué? En este caso, y sólo en él: 

(3 .35) 
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Ahora bien, si la orientación de los ejes móviles 
respecto a los fijos no varía: 

di' dj' dk' 
=-= = O 

dt dt dt 

y de (3.33) se obtiene: 

d200' (t) 
a - (3.36) 
A-

dt2 

en este caso la aceleración de arrastre de P coincide 
con la del referencial móvil. En esta caso particular: 

(3.37) 

Estos conceptos los utilizaremos en el capítulo IV y 
en el VIII, donde eligiremos como punto O' el CDM 
del sistema de partículas. 

Ejercicio 3.3 

Un muchacho anda de un lado a otro de una plataforma 
que se mueve lentamente, tardando 3 s en cruzarla. La an­
chura de la plataforma es de 3 m y se mueve a lo largo de 
una carretera recta horizontal con una velocidad de 2 m s-t. 
(a) Identificar el movimiento relativo, de arrastre y absoluto 
del muchacho. (b) Dibujar la trayectoria del muchacho res­
pecto al suelo. (c) ¿Qué distancia recorrerá el muchacho 
respecto al suelo, en el tiempo que tarda en atravesar la 
plataforma? (d) ¿Cuál será su velocidad respecto a tierra? 

Solución: 

Hay que comenzar por identificar los diferentes sistemas 
de referencia; sean éstos los indicados en la Fig. 3.9 . Supon­
gamos que para t = O coinciden los ejes fijos (ligados al sue­
lo) y los móviles (ligados a la plataforma); el eje de abcisas 
define la dirección de la carretera. 
a) El movimiento relativo del muchacho (P) es rectilíneo 

uniforme a lo largo de O T', con una velocidad de 1 m 
S-l. El de arrastre es también rectilíneo uniforme, a lo 
largo de una recta paralela al eje OX y con una veloci­
dad de 2 m s-.J. El absoluto es la combinación vectorial 
de ambos, según (3 .21) y (3.29). La dirección de los ejes 
móviles no cambia en el transcurso del tiempo, ¿por 
qué?; por ello utilizamos (3.29) en vez de (3.27). 
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r' (t) = vrt j' 00' (t) = vo' t i (3.38) 

como tarda 3 s en cruzar la plataforma y ésta tiene 3 m 
de anchura, su velocidad relativa es de l m S-l. Según 
(3.21): 

r (t) = 2t i + t j (3.39) 

¿por qué hemos cambiado j' por j en (3.39)? Según 
(3.29): 

(3.40) 

y Y' 

p 

r'(l) 

j j' 

O OO'(t) O' i' XX' 

FIG.3 .9 

(3.39) y (3.40) caracterizan el movimiento absoluto del 
muchacho. 

b) La ecuación vectorial de la trayectoria del muchacho 
respecto al suelo es (3.39). Las ecuaciones paramétricas 
son: x = 2t , y = t ; Y la ecuación normal: x = 2y, que 
representamos en la Fig. 3.10. 

Y 

O 

x=2y 

trayectoria 
del muchacho 
respectó al suelo 

FIG.3 .1O 

X 

c) En cruzar la plataforma tarda 3 s , en este tiempo reco­
rre -respecto al suelo- una distancia (3 .39): x = 6 m, 
y =3 m, r=6,71 m. 

d) Su velocidad respecto a tierra y~1 la hemos calculado 
(3.40), su módulo es v A = 2,24 m s . 

§ 3.5 TRANSFORMACIONES DE GALILEO 

Supongamos, como caso particular de lo tratado en (§ 
3.3) Y (§ 3.4), que los ejes móviles se mueven respecto 
de los jijas con movimiento de traslación uniforme, es 
decir cualquier punto del referencial O'X'Y'Z' tiene 
un movimiento rectilíneo uniforme. Supongamos que 
los dos referenciales son los indicados en la Fig. 3.11 , 
Y que en el instante inicial coinciden los orígenes de 
ambos. El elegirlos de este modo particular no res­
tringe la validez de los resultados fisicos que obtenga­
mos, y evitamos una complicación matemática inne­
cesana. 

En este caso (3.37) se reduce a: 

(3.41 ) 
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z z' 

o~ o,~ 
Y,Y' 

x X' 

FIG.3.11 

Luego, en estas condiciones, los dos observadores (O 
y O) miden la misma aceleración para el punto P. La 
relación (3 .29) toma lá forma: 

(3.42) 

Tengamos en cuenta que áún en el caso particular 
que estamos estudiando, y con los referenciales elegi­
dos, VA y Vr son, en general, vectores tridimensionales 
y dependientes del tiempo; mientras que Yo;, es un 
vector constante, ¿cuál? 

La ecuación vectorial de la trayectoria (3.21), ex­
presada en función de sus proyecciones sobre los ejes, 
será: 

x (t) = x' (t) 
y (t) = y' (t) + Yo' t 
z (t) = z' (t) 

(3.43) 

¿qué representan estas ecuaciones? Ellas constituyen 
las transformaciones de Galileo, para los referenciales 
elegidos. ¿Cómo se modificarían si los ejes O'X'Y'Z' 
se hubiesen elegido en una posición arbitraria, res­
pecto a los fijos? 

Vamos a interpretar fisicamente los resultados ob­
tenidos, que es donde radica el interés y la razón de 
ser de este apartado. Según (3.41), la aceleración de la 
partícula es la misma para todos los observadores, 
que se encuentren en sistemas de referencia que se 
muevan unos respecto de otros, con movimiento de 
traslación uniforme. La aceleración, en este caso, es 
un invariante. Este es el primer ejemplo en el que 
comprobamos que una magnitud fisica permanece in­
variante frente a una transformatión (§ 1.1). Poste­
riormente encontraremos otras que se comportan de 
la misma manera. Este resultado, como veremos, tie­
ne una influencia profunda en la formulación de las 
leyes fisicas. 

Multitud de ejemplos confirman la afirmación an­
terior; así, al andar dentro de un avión de pasajeros, 
cuando va a la velocidad de crucero, podemos mover-

nos lo mismo que si lo hiciésemos en tierra. Más aún, 
si no miramos hacia abajo buscando un punto de re­
ferencia, no podremos saber si el avión está quieto o 
se mueve. Sólo podremos percibir las aceleraciones 
del avión o las sacudidas bruscas, que corresponden a 
movimientos de nuestras coordenadas, ligadas al apa­
rato que no son uniformes respecto a la Tierra. 

Es evidente que los fenómenos fisicos mecánicos, 
que dependen de la aceleración del cuerpo,. serán in­
variantes ante una traasformación de Galileo, ¿por 
qué? Como consecuencia: Todas las leyes básicas de 
la Mecánica son idénticas en todos los sistemas de 
referencia que se muevan unos respecto de otros, con 
movimiento rectilíneo uniforme. Este hecho recibe el 
nombre de principio de la relatividad de Galileo, y es­
tablece la falta de significado fisico del movimiento 
absoluto, entendiendo como tal el de un cuerpo res­
pecto de un referencial absoluto. ¿Por qué? 

A los sistemas de referencia respecto de los cuales 
se cumplen las transformaciones de Galileo, que des­
de el punto de vista fisico son totalmente equivalen­
tes, se les llama sistemas inerciales; en la § 4.2 los 
consideraremos con mayor atención, y daremos su 
definición. 

Es evidente que si un fenómeno fisico depende de la velocidad 
del cuerpo, no es invariante ante una transformación de Galileo, 
¿por qué? Por ejemplo, las leyes del electromagnetismo dependen 
de la velocidad de los cuerpos cargados y por lo tanto no deberian 
ser invariantes frente a una transformación de Galileo, o dicho de 
forma distinta serían diferentes medidas desde dos sistemas de refe­
rencia inerciales. Experimentalmente se demostró (s. XIX) que sí 
permanecían invariantes cuando se observaban desde dichos dife­
renciales. Esto llevó a Einstein (1905) a postular que todas las leyes 
físicas son invariantes cuando se miden desde sistemas de referen­
cia inerciales. Para que el postulado fuese cierto, las ecuaciones que 
describen la transformación de coordenadas o de velocidades entre 
referenciales inerciales no pueden ser las de Galileo. La búsqueda 
de unas transformaciones adecuadas llevó a las ecuaci jnes o trans­
formaciones de Lorentz. Esta nueva transformación dI coordenadas 
constituye la ba se de la teoría especial de la relatividad. Sin embar­
go, en la Mecánica, las diferencias entre las transformaciones de 
Galileo y Lorentz no son significativas, mientras las velocidades de 
los cuerpos no se aproximen a la de la luz. 

CUESTIONES 

l . Un pájaro vuela horizontalmente y con velocidad constante 
respecto al suelo. ¿En qué condiciones aparecerá quieto, para 
un observador que viaja en un coche, a lo largo de una carre­
tera? ¿Para qué observador parecería que el pájaro vuela en 
sentido contrario al caso anterior? 

2. Un coche, que se desplaza paralelamente a otro que lleva un 
movimiento rectilíneo uniforme, es contemplado por dos ob­
servadores O[ O2, O[ va en el segundo coche y O2 se encuen­
tra en tierra. El primer coche, de repente, adquiere una ace­
leración So. (a) ¿Qué aceleración percibe O[? (b) ¿y 02?' (c) 
¿Con qué aceleración se desplazan O[ y O2 para el conductor 
del primer coche? 

3. Cuando la velocidad de un río aumenta, dentro de ciertos lí­
mites, ¿un mismo nadador tarda más o menos tiempo en 
cruzarlo? Razonar la respuesta. 

4. ¿Por qué cuando llueve, aunque no haya viento, llevamos el 
paraguas inclinado hacia adelante? 

5. Un autobús, con un parabrisas vertical, se mueve en medio 
de un aguacero con una velocidad v . Las gotas caen vertical­
mente con velocidad v . ¿Con qué Cángulo inciden las gbtas 
contra el parabrisas? g 
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6. Un punto material se lanza con una velocidad inicial vo, y 
formando un ángulo 8 con la horizontal. Se encuentra some­
tido exclusivamente a la aceleración de la gravedad (g). Justi­
ficar razonadamente la trayectoria que describe. Indicar las 
características fundamentales de su movimiento. 

* 7. ¿Se podría representar la aceleración del punto material de la 
cuestión anterior, en función de las componentes intrínsecas, 
en cada punto de la trayectoria? Dibujarlas para diferentes 
puntos. ¿Tiene alguna ventaja esta representación? 

* 8. Un proyectil se lanza h , 'zontalmente desde la cima de una 
colina. Describir la variación del ángulo que forman su ace­
leración y su velocidad, hasta que llega al suelo. 

9. Cuando se lanza un proyectil con un ángulo arbitrario 8, 
¿para qué punto de su trayectoria su velocidad es mínima? 
Razonar la respuesta. 

*10. Desde un barco que se aleja de un puerto se dispara un 
proyectil hacia el emparcadero, con la misma velocidad que 
lleva el barco. ¿Cómo interpretan dos observadores, uno en 
el barco y el otro en el puerto, el hecho de que el proyectil 
no llegue al objetivo? 

11. Una persona está sentada en un autobús que se mueve con 
un movimiento rectilíneo uniforme. En un cierto instante 
lanza una pelota al aire, verticalmente hacia arriba. ¿Dónde 
caerá la pelota? ¿Qué ocurrirá si el coche acelera hacia ade­
lante o toma una curva, mientras la pelota está en el aire? 

*12. Un niño, que viaja en una plataforma animada de movi­
miento rectilíneo uniforme, deja caer una piedra desde el 
borde de la plataforma. Justificar la trayectoria que describe 
la piedra para: (a) un observador que se encuentra en la pla­
taforma, (b) una persona que se encuentra en el suelo, y (c) 
un observador que va en un coche, en sentido contrario a la 
plataforma. 

*13 . Una partícula P se desplaza a lo largo de un segmento OA , 
Fig. 3.12, con velocidad uniforme u. El segmento está situa­
do en el plano OXY, y gira alrededor del eje OZ, que es per­
pendicular al plimo anterior, con velocidad angular constan­
te OJ. Caracterizar el movimiento relativo, de arrastre yabso­
luto del punto P . 

y 

A 

o x 
FIG.3.12 

*14. Un niño, que se encuentra en el borde de un tiovivo en mo­
vimiento, lanza una pelota verticalmente hacia arriba. Ob­
serva que ésta, para él, no parece ascender, ni descender, ver­
ticalmente. Dar una explicación para esta observación. 

* 15. ¿Qué trayectoria describe la pelota de la cuestión anterior, 
para un observador que se encuentre en tierra? Justificar la 
respuesta. 

16. Dos observadores O, y O2 miden la velocidad de una partí­
cula y obtienen el mismo resultado. A partir de este dato, 
¿qué se puede afirmar acerca del movimiento relativo de O, 
y 0 2? 
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17 . Supongamos ahora que los observadores de la cuestión ante­
rior miden diferentes valores para la velocidad, pero iguales 
para la aceleración. ¿Qué se puede afirmar acerca del movi-

miento relativo de O, y 02?' ¿y si también miden diferentes 
valores para la aceleración? 

*18. El principio de la relatividad de Galileu afirma que por pro­
cedimientos mecánicos es imposible determinar de dos cuer­
pos que se mueven, cuál de los dos está en reposo y cuál en 
movimiento de traslación uniforme y rectilínea. ¿Se opone 
también a que se pueda determinar por procedimientos fisi­
cos de otra índole, p.e.: ópticos, eléctricos, etc? Razonar la 
respuesta. " 

PROBLEMAS 

1. Dos coches A y B se desplazan en la misma dirección, a las 
velocidades de 70 km h-' y 90 km h-' , respectivamente. Cal­
cular la velocidad relativa de B respecto de A, tanto si van en 
el mismo sentido, como si van en sentidos opuestos. Repetir 
el problema si las direcciones de ambos coches forman un 
ángulo de 60°. 

2. Un coche pasa por delante de una casa a la velocidad de 30 
ms-'. Una pelota se desliza por el suelo del coche a la veloci­
dad de 15 ms·' , en la dirección: ~) del movimiento del coche 
yen el mismo sentido, b) en sentido opuesto, c) perpendicu­
lar a la del coche. Calcular, en cada caso, la velocidad de la 
pelota respecto de un observador que se encuentre en la 
puerta de la casa. 

3. Una persona conduce un coche, a la velocidad de 80 km h-' , 
a través de una tormenta, y observa que 'las gotas de lluvia 
dejan trazas, en las ventanillas laterales, que forman un án­
gulo de 80° con la vertical. Cuando detiene el coche advierte 
que la lluvia cae realmente vertical. Calcular la velocidad re­
lativa de la lluvia respecto del coche, cuando éste se encon­
traba en movimiento y cuando está parado. 

* 4. Una persona quiere cruzar un rio de 500 m de anchura, Su 
velocidad de remo, con relación al agua, es de 0,83 m s~' . La 
velocidad de la corriente del río es de 0,33 m s' . Si andando 
por la orilla la persona puede caminar a razón de 1,39 ms '. 
Calcular: a) la trayectoria que debe seguir, combinando el re­
mado y la marcha, para llegar al punto de la orilla opuesto al 
de partida en el tiempo más corto posible, b) icuánto tiempo 
tardará? 

5. Dos aviones A y B vuelan a la altura constante de 1.000 m. 
El A vuela hacia el este a una velocidad constante de 500 km 
h-' y el B hacia el sudeste a una velocidad constante de 700 
km h-'. Calcular la variación de la posición del B respecto al 
A , que tiene lugar durante un intervalo de 2 mino 

6. Se dispara un proyectil, con un ángulo rp respecto de la hori­
zontal y velocidad inicial Vo. Investigar analíticamente su 
movimiento, si se desprecia la resistencia del aire y la curva­
tura de la superficie terrestre. Dibujar las relaciones funcio­
nales que se obtengan. Seguir la pauta siguiente: 1.°) Calcular 
las componentes vertical y horizontal del vector velocidad, 
así como su módulo, en función del tiempo. 2.°) El tiempo 
que el proyectil" se encuentra en el aire. 3.°) El ángulo 8 entre 
el vector velocidad y la horizontal, en función del tiempo. 
4.°) Componentes cartesianas del vector de posición del 
proyectil en función del tiempo. 5.°) Encontrar la ecuación; 
y=f(x), de su trayectoria. 6.°) Máxima altura que alcanza el 
proyectil, respecto al suelo. 7.°) Alcance horizontal en fun­
ción del ángulo de tiro y de .la velocidad inicial. ¿Para qué 
ángulo de tiro, 8*, será máximo este alcance, si la velocidad 
inicial se mantiene constante? 

7. Se lanza una partícula, desde el suelo, con una velocidad de 
10m s' , en una dirección que forma un ángulo de 45° con la 
horizontal. Calcular: a) Altura máxima, respecto al suelo, 
que alcanza la partícula. b) Tiempo que tarda en alcanzarla. 
c) Velocidad en dicho instante. d) Alcance horizontal de la 
partícula. e) Tiempo que está en el aire. 

* 8. Una roca se encuentra en la ladera de una montaña, tal 
como se indica en la Fig. 3.13. Al final de la ladera existe un 
barranco de 400 m, en cuyo fondo se encuentra una laguna y 
un pueblo. La laguna es circular, de 200 m de diámetro, y su 
extremo se encuentra a 100 m del borde del barranco; las ca­
sas del pueblo están junto a la laguna. Si la roca rodase por la 
ladera, saldría despedida con una velocidad de 50 ms-'. Se 
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pide: a) Describir el movimiento de la roca, una vez ha aban­
donado la ladera. b) ¿Caerá el peñasco dentro de la laguna? 
Justificar numéricamente la respuesta. c) Velocidad de la 
roca en el momento de llegar al suelo. d) ¿Qué ángulo forma­
rá, en dicho instante, con el suelo? '?) Tiempo que estará el 
peñasco en el aire. 

FIG.3.13 

* 9. Se dispara un proyectil con una velocidad inicial de 2411 ms-I 
contra un blanco situado a 620 m de altura con respecto al 
arma y a una distancia horizontal de 3.720 m. Despreciando 
la resistencia del aire, determinar el valor del ángulo de tiro 
IX. 

*10. Un cañón antiaéreo dispara un proyectil cuando un avión 
pasa justamente por la vertical del lugar. El avión vuela a 
una altura de 2:000 m. La velocidad inicial del proyectil es 
de 500 ms"l. Sabiendo que el avión vuela horizontalmente al 
suelo, a la velocidad de 700 km h-' , calcular: a) el ángulo de 
tiro necesario para que el proyectil alcahce al avión, b) velo­
cidad y aceleración del proyectil respecto al avión en el mo­
mento del impacto. 

*11. Un ascensor sube con una aceleración constante de 3 ms-2 • 

Tres segundos después de haber partido del reposo, un pasa­
jero deja caer una moneda desde una altura de I m sobre el 
suelo del ascensor. Calcular el tiempo trascurrido hasta que 
la moneda alcance el suelo. Resolver este problema primero 

respecto de un observador situado en tierra, y después res­
pecto de uno situado en el ascensor. 

*12. Una persona se encuentra en la parte de atrás de una plata­
forma, que tiene una altura de 1,5 m sobre el suelo. Esta se 
desplaza, con movimiento rectilíneo y uniforme (traslación 
uniforme) a la velocidad de 90 km h-I. La persona lanza, des­
de el suelo de la plataforma, un objeto en sentido contrario 
al de su movimiento, con una velocidad respecto de la plata­
forma de 10 ms-I y con un ángulo de 37° respecto de la hori­
zontal. a) Calcular vo para u servador situado en tierra. b) 
Respecto de este observador, ¿qué distancia recorre el objeto, 
yen qué dirección, antes de llegar al suelo? 

*13. Un avión de hélice vuela horizontalmente con velocidad 
constante v. Respecto de un sistema de referencia situado en 
el avión, cada paleta de la hélice describe una circunferencia 
de radio R, a la velocidad de n revoluciones por segundo. 
Calcular la ecuación de la trayectoria de una paleta de la hé­
lice, para un observador situado en tierra. Identificar el mo­
vimiento relativo y de arrastre de las paletas. 

14. Una plataforma giratoria de 16 m de radio da una vuelta 
cada 8 s. Sobre su superficie, exenta de rozamientos, desliza 
una partícula con una velocidad de 4 ms-I, respecto de un 
observador fijo situado en tierra; la partícula pasa a menos 
de 4 m del centro. Dibujar la trayectoria de la partícula res­
pecto de un referencial situado en la plataforma. Repetir el 
problema si la velocidad de ésta fuese de una vuelta cada 16 
s y de una vuelta cada segundo. 

* 15 . Un disco de radio r metros parte desde el reposo y gira en 
torno a un eje con aceleración angular constante de n rad S-2. 
Un punto se mueve en sentido opuesto a lo largo de la cir­
cunferencia del disco, con una velocidad constante de n m S-I 
con relación al disco. Calcular la velocidad y aceleración ab­
solutas del punto. 

* 16. Un punto se mueve con velocidad constante v a lo largo de 
una cuerda de un disco. El disco gira con una velocidad 
constante ro alrededor de su eje. Calcular la velocidad y ace­
leración del punto respecto de un observador fijo en tierra. 
La distancia más corta del punto al centro del disco es h y el 
radio de éste es b. Para t = O, el punto se encuentra en el bor­
de del disco y la cuerda es paralela al eje ox. 

l 7. El vector de posición de una partícula respecto al referencial 
OXYZ, Fig. 3.11 , es: r (t) = t2 i + 3 tJ j, donde r se expresa en 
metros y t en segundos. Admitiendo que es válida la transfor­
mación de Galileo. a) Cuál es el vector de posición para un 
observador que se mueve respecto del referencial anterior 
con una velocidad uniforme Vo' = 2 i m S-I? Supóngase que 
para t=O , r =r' =0. b) Repetir el caso a) si Vo' =-3 i m s'. 
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CAPITULO IV 

LEYES CLASICAS DEL MOVIMIENTO 

En los dos capítulos anteriores hemos estudiado el 
movimiento de una partícula, sin preocuparnos de las 
causas que lo originan. A partir de éste, lo trataremos 
con relación a las causas que lo producen. Seguimos 
con la aproximación de punto material (§ 2.1). 

En este capítulo queremos presentar las leyes clási­
cas del movimiento; para que el alumno se haga una 
idea de su contenido, diremos que trata de lo que ha 
estudiado en cursos anteriores bajo el título de leyes 
de Newton. En la mayor parte de textos de Física, se 
suelen presentar los fundamentos de la Dinámica de 
la misma forma que los expuso Newton, hace ya más 
de dos siglos y medio. En dicha presentación quedan 
sin definir de forma explícita magnitudes importan­
tes, tales como la fuerza y la masa, así como la elec­
ción de un sistema de referencia «adecuado». 

Nuestra intención es presentar las leyes básicas de 
la Mecánica Clásica de la forma como se entienden 
en el momento actual. Somos conscientes que el ob­
jetivo es arriesgado, pero creemos que vale la pena 
intentarlo. Pensamos que es posible dar un enunciado 
correcto de dichas leyes, con un planteamiento con­
sistente y directamente aplicable, que pueda ser com­
prendido por la mayor parte de los estudiantes que 
inician su primer encuentro formal con la Física. 

No obstante, a nivel de la estructura del capítulo, 
seguiremos la nomenclatura tradicional ya que es la 
más familiar para los alumnos. Debemos resaltar, sin 
embargo, que nuestros enunciados (definiciones y 
leyes experimentales) no coinciden con los que New­
ton hizo en su tiempo. 

Este capítulo se complementa con el siguiente, en 
el que estudiaremos los tipos básicos de fuerzas que 
existen en la naturaleza. De esta forma podremos dis­
poner de una teoría (leyes del movimiento y leyes de 
las fuerzas) satisfactoria para el estudio de la Mecáni­
ca. 

Suponemos que los alumnos tienen una idea intui­
tiva acerca del efecto estático de las fuerzas, como 
causas capaces de deformar un cuerpo. También que 
son magnitudes vectoriales, lo que habrán comproba­
do mediante experimentos realizados con dinamóme­
tros. Por último, presuponemos que conocen, aunque 
no lo entiendan, el enunciado tradicional de las leyes 
de Newton. 
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Comenzamos el capítulo planteando las limitacio­
nes, objetivos y forma de alcanzarlos, de la Mecánica 
Clásica (§ 4.1). A continuación, se desarrolla la «pri­
mera ley de NewtoD» (§ 4.2), que establece la existen­
cia de unos sistemas de referencia «especiales» (que 
llamaremos inerciales), respecto de los cuales se veri­
fican las leyes clásicas del movimiento. Introducimos, 
seguidamente, el concepto de masa inerte (§ 4.3), 
como una medida que caracteriza a toda partícula en 
sus interacciones con el medio que le rodea. La intro­
ducción de este concepto nos permite establecer la 
«segunda ley de Newtom> (§ 4.4), que en realidad es 
una definición dinámica de fuerza. La «tercera ley de 
Newton» (§ 4.5) se plantea como una ley experimen­
tal que rige la interacción entre partículas. 

Por último, se tratan las leyes del movimiento res­
pecto de sistemas de referencia acelerados (que llama­
remos no inerciales, § 4.6). Al estudiar el movimiento 
de una partícula respecto de ellos, no se cumplen las 
leyes anteriormente enunciadas; buscaremos la mane­
ra de plantear la segunda ley respecto de un observa­
dor no inercial, de la misma forma que lo hacíamos 
para uno inercial. Veremos que para ello hay que in­
troducir unas fuerzas llamadas de inercia, que no pre­
sentan las fuerzas de reacción correspondientes; para 
ellas no se verifica la tercera ley de Newton. 

Somos conscientes de la dificultad de este capítulo 
en cuanto a sus contenidos, y a la forma en que se 
presentan. No obstante, incidiremos de forma espe­
cial en la aplicación de los resultados finales a la re­
solución de ejercicios prácticos, con objeto de que el 
alumno termine por dominarlos. 

* § 4.1 MECANICA CLASICA 

El movimiento de una partícula depende de su 
«naturaleza» y de la localización de los otros cuerpos 
que están a su alrededor. Estos forman el el medio o 
entorno de la partícula, y pueden estar lejos o cerca 
de ella. Sin embargo, es un hecho experimental que 
los cuerpos más alejados tienen una influencia muy 
pequeña en el movimiento de una partícula determi­
nada, y por tanto, no hace falta considerarlos como 
parte de este medio. Por ejemplo: al estudiar el movi-
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miento de un punto material en las proximidades de 
la Tierra, no consideramos el efecto de los otros pla­
netas del sistema solar; el medio está formado exclu­
sivamente por la Tierra. 

Estas consideraciones forman parte de las observa­
ciones que preceden a cualquier presentación que se 
haga de la teoría formal. También se supone, como 
acuerdo previo de partida, que se dispone de procedi­
mientos para medir tiempos y longitudes, y por lo 
tanto velocidades y aceleraciones; se acepta la aproxi­
mación de partícula o de punto material (§ 2.1), Y que 
el espacio es euclídeo. 

Vamos a estudiar las leyes del movimiento de cuer­
pos relativamente grandes, que se muevan con veloci­
dades pequeñas comparadas con la de propagación de 
la luz en el vaCÍo (c). Precisamos el tamaño de los 
cuerpos, para excluir los que pertenecen a la escala 
atómica o subatómica. Su estudio constituye el obje­
tivo de la Mecánica Clásica. El análisis_ ~e movimien­
tos a velocidades extremadamente elevadas (v > 0,1 
e) requiere modificar los conceptos de espacio y de 
tiempo, como se hace en la teoría de la relatividad es­
pecial de Einstein. Para el análisis de fenómenos a es­
cala atómica o subatómica, deben hacerse modifica­
ciones todavía más drásticas, tal como ocurre en la 
teoría cuántica. Por ahora, no consideraremos estas 
teorías, de las cuales la Mecánica Clásica es un caso 
particular. 

La Mecánica Clásica, a pesar de estas limitaciones, 
permite analizar y predecir el m'ovimiento de los 
cuerpos en un enorme rango y variedad de situacio­
nes, desde los átomos hasta las -galaxias. Su rango de 
validez, y sus limitaciones, se indican cualitativamen­
te en la Fig. 4.1. 

Velocidad 

El problema central de la Mecánica Clásica se pue­
de plantear de la manera siguiente: a) Se parte de una 
partícula cuyas características relevantes para su mo­
vimiento, se conocen. b) Colocada esta partícula, con 
una posición y velocidad iniciales conocidas, en un 
medio del cual se tiene una descripción completa, 
¿seguirá moviéndose? Por características relevantes 
se entienden aquellas que son necesarias para conocer 
la ley de fuerzas que ocasiona el movimiento de la 
partícula; pueden ser la masa, la carga, el momento 
dipolar eléctrico, el magnético, etc. 

Para resolver este problema, de acuerdo con la visión actual de la 
Mecánica, se comienza por establecer un conjunto de definiciones. 
Estas tienen su origen remoto en la observación de los fenómenos 
naturales; se ha llegado a ellas mediante un largo proceso de induc­
ción y comprobaciones experimentales, junto con un gran espíritu 
crítico. Estas definiciones, aunque parezcan de una gran abstrac­
ción, son el resultado del proceso que hemos esbozado. 

A partir de las definiciones, se deducen consecuencias que deben 
ser capacaes de describir y predecir los fenómenos físicos. En esta 
descripción debe existir la mayor coincidencia posible con la obser­
vación de los mismos; con respecto a la predicción, los experimen­
tos posteriores que se realicen deben comprobar la bondad de la 
misma. 

Este conjunto de definiciones fundamentales constituyen los 
axiomas, postulados o principios de la Mecánica. Su elección debe 
estar determinada únicamente por el criterio de construir un mode­
lo, a partir del cual se pueda describir el mayor número posible de 
fenómenos físicos, con la máxima coincidencia posible entre la ob­
servación y los resultados del modelo. También ha de procurarse 
que dichos postulados sean los menos posibles y aquellos que den 
lugar a la expresión más «simple» de las leyes de la Mecánica. 

En nuestro caso, y siguiendo la pauta indicada en 
la introducción, llegaremos a las leyes clásicas del 
movimiento, a traves de los siguientes pasos: 1.°) 
Enunciaremos el principio de la inercia, que establece 
que todo punto material aislado tiene una aceleración 

Dominio no físico? ? 
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nula. 2.°) Desarrollaremos un procedimiento para 
asignar un número (masa inerte) a cada partícula, 
con objeto de tomar en consideración el hecho expe­
rimental de que diferentes partículas de la misma na­
turaleza, experimentan distintas aceleraciones cuan­
do se encuentran en el mismo medio. 3.°) Definire­
mos el concepto dinámico de fuerza; postularemos la 
igualdad de las medidas estática y dinámica de las 
fuerzas; y, finalmente, también postularemos el prin­
cipio de superposición de las mismas. Ya en el capí­
tulo siguiente: 4.°) Investigaremos las leyes de las 
fuerzas; y por último: 5.°) Definiremos la masa gravi­
tatoria, como un número que caracteriza a toda partí­
cula sometida a interacción gravitatoria; establecere­
mos su relación con la masa inerte, llegando a la con­
clusión de que ambas se miden por el mismo núme­
ro. De esta forma llegaremos a la noción de masa, 
como característica intrínseca de toda partícula. 

Ahora bien, para que las definiciones y proposicio­
nes anteriores tengan sentido, es necesario especificar 
el sistema de referencia respecto del que se verifican. 
En Cinemática todos los sistemas son equivalentes; 
sin embargo, en Mecánica no sucede lo mismo, ya 
que la aceleración juega un papel esencial y tendre­
mos que referirnos sólo a determinados ejes (§ 4.2). 

Resaltemos que los enunciados básicos de la Mecá­
nica no se pueden comprobar por separado. Las leyes 
de la Mecánica (leyes del movimiento y leyes de las 
fuerzas) forman una unidad; su bondad ha de estable­
cerse comparando los resultados que de ellas se dedu­
cen con los observados experimentalmente, y verifi­
cando el grado de coincidencia entre ambos. 

* § 4.2 PRIMERA LEY DE NEWTON 

U na partícula libre se define como aquella cuyo 
movimiento no es perturbado por el medio que le ro­
dea; en otras palabras, no está sujeta a interacciones 
(influencias) por parte de los entes que forman su en­
torno. De la definición se infiere que no puede exis­
tir, extrictamente, una partícula libre; la ausencia de 
interacciones implica que está completamente aislada 
(infinitamente alejada de todos los cuerpos que for­
man su medio), o que es la única partícula del uni­
verso. Además, una partícula libre, sería imposible 
observar, ya que la presencia de un observador impli­
caría una interacción entre éste y la partícula. 

En la práctica y dentro de la precisión en la medida 
de las magnitudes relevantes, algunas partículas pue­
den ser consideradas como libres. Esta aproximación 
se puede establecer bien porque todas las demás que 
forman su medio se encuentran muy alejadas (§4.1), 
en cuyo caso las interacciones son despreciables; bien 
porque se cancelen las interacciones de los diferentes 
cuerpos que forman su entorno. 
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U na vez sabemos lo que se entiende por partícula 
libre, introduciremos una definición que constituye el 
primer paso en la formulación de las leyes clásicas 
del movimiento: 

" 1. Existen ciertos sistemas de referencia, respecto de 
los cuales una partícula libre se encuentra en repo~ 
so o en movimiento rectilíneo y uniforme. 

Estos referenciales reciben el nombre de Sistemas 
de Referencia Inerciales (SR!). A continuación, co: 
mentaremos esta definición y la relacionaremos con 
los conocimientos aprendidos en cursos anteriores. 

En los textos elementales se hace el siguiente enun­
ciado: todo cuerpo sobre el que no actúa ninguna 
fuerza, seguirá en su estado de reposo o de movi­
miento rectilíneo y uniforme. Este enunciado se suele 
conocer como la primera ley de Newton o ley de la 
Inercia de Galileo. ¿Qué analogías y diferencias exis­
ten entre esta ley y la definición dada? Otra cuestión 
que creemos se debe resaltar: al enunciar dicha ley en 
los textos indicados, ¿se ha definido previamente el 
concepto de fuerza? 

Al enunciar la Primera Ley de la forma tradicional, 
se omite una precisión importante. Sabemos que el 
movimiento es relativo (§ 2.1), por lo tanto al enun­
ciarla hay que especificar respecto de qué sistema de 
referencia se verifica. Esto es lo que hemos hecho en 
la definición 1; además de afirmar, por supuesto, que 
por lo menos existe un SR/. 

Newton era consciente de la necesidad de un refe­
rencial «especial», respecto del cual se verificasen sus 
leyes, pero no lo indica de forma explícita cuando las 
enuncia. Para Newton este referencial era su «espa­
cio absoluto»; para E. Mach, físico y filósofo del s. 
XIX, uno rígidamente unido a las llamadas «estrellas 
fijas». 

En el momento actual, carece de sentidQ plantearse 
cómo elegir el citado sistema o cuál es, ya que dicho 
planteamiento contiene elementos metafísicos. Un 
SRI sería, estrictamente, uno que se encontrase aisla­
do del resto del universo, es decir localizado a su vez 
en una partícula libre, ¿por qué? 

El planteamiento de la búsqueda de un SRI debe 
ser pragmático: experimentalmente se encuentra que 
existen referenciales los cuales, bajo ciertas circuns­
tancias generales, se aproximan con bastante preci­
sión a un SRI. Ahora bien, bajo otras circunstancias 
no pueden considerarse, ni aún aproximadamente, 
como inerciales. La Tierra, por ejemplo, se puede to­
mar como SRI para el estudio de movimientos terres­
tres suficientemente limitados en extensión espacial y 
en duración temporal; sin embargo, para otros movi­
mientos, la Tierra no sirve como tal (p.e. en el estu­
dio de la navegación giroscópica). Aún las denomina­
das «estrellas fijas», cuando se consideran los movi-
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miento s relativos extraordinariamente duraderos de 
las estrellas entre sí, no pueden ser consideradas 
como SR!. 

Veamos estas afinnaciones con un cierto detalle. Un referencial 
situado en la Tierra, en un laboratorio situado en un punto A (Fig. 
4.2 a) presenta una aceleración, como consecuencia de la rotación 
de la Tierra, igual a: al = w' R cOSA = 3,4 x 10-2 COS A m s-2. Aún sin 
considerar la rotación alrededor de su eje, la Tierra no sería tampo­
co un SR! en sentido estricto; en su movimiento alrededor del Sol 
presenta una aceleración: a, = w' R = 5,9 x x 10-3 m S-2 (Fig. 4.2 b). 
Por otra parte, las llamadas «estrellas fijas» y el mismo Sol realizan 
un movimiento de rotación conjunto de toda la galaxia, con una 
aceleración dirigida hacia su centro del orden de: a3 = 10-10 m S-2 
(Fig. 4.2 e). Podríamos extender aún más la búsqueda de un refe­
rencial no acelerado, pero no creemos que se pueda llegar a una so­
lución, ni que éste sea el problema real a plantearnos, como ya he­
mos indicado. 

La definición 1 no proporciona en general, un crite­
rio práctico para determinar por sí misma si un cierto 
sistema es un SR! o no lo es. Para ell-o, es necesario 
hacer uso de la total·idad de las leyes generales del 
movimiento (§ 4.2, § 4.4, § 4.5), junto con las leyes de 
fuerzas establecidas empíricamente (Capítulo V). 

De la definición primera se deduce que cualquier 
sistema de referencia que tenga un movimiento de 
traslación uniforme respecto de un SR!, (§ 9.1), y no 
de rotación, también es inercial. U na partícula que se 
mueva con velocidad constante respecto de uno de 
ellos, también se mueve con velocidad constante res­
pecto al segundo (§ 3.5). Observadores situados en 
ambos referenciales, relacionan sus observaciones a 
través de las transformaciones de Galileo (3.42) y 
(3.43). La definición 1 lo que afirma en realidad es 
que existe por lo menos un SR!, ya que asegurada la 
.existencia de uno, se pueden construir infinitos a par­
tir de dichas transformaciones. 

Como consecuencia de todo lo anterior, un SR! es 
uno para el que se verifica experimentalmente la pri­
mera ley de Newton. Las partículas libres, respecto 
de estos sistemas, permanecen en reposo o en su esta­
do de movimiento rectilíneo y uniforme. Esta carac­
terística se suele tomar en consideración asignando a 
las partículas una propiedad llamada inercia (§ 4.3). 
Esta es la razón del nombre alternativo para la pri­
mera ley de Newton y para los referenciales respecto 
de los cuales se verifica. 

Podemos preguntarnos qué ocurre si se elige un sis­
tema de referencia no inercial (SR N/) , es decir uno 
con movimiento de rotación o de traslación no uni­
forme (§9.l) respecto de un SR!. Aunque la contesta­
ción la desarrollaremos en (§ 4.6), indicaremos que 
para analizar los movimientos desde SRN! hay que 
introducir unas ciertas fuerzas llamadas de inercia. 
Estas fuerzas no obedecen a ninguna ley empírica de 
fuerzas, y dependen exclusivamente del movimiento 
de la partícula respecto al SR N!. En (§ 4.6) compro­
baremos que para los SR! las leyes de las fuerzas pre-
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sentan la formulación más simple posible. Todas las 
leyes del movimiento las desarrollaremos para SR/o 

La realización de un experimento, en cualquier la­
boratorio terrestre, que pusiese de manifiesto la pri­
mera ley de Newton resultaría dificil. Podríamos pen­
sar, pot ejemplo, en una bola moviéndose o en repo­
so sobre una superficie horizontal lisa; somos cons­
cientes de la dificultad de su realización, por la impo­
sibilidad de eliminar la acción de las fuerzas de roza­
miento (§ 5.7), ¿por qué? De todos modos no debe 
preocuparnos demasiado; la comprobación de las 
leyes de la Mecánica no debe hacerse una a una, sino 
en conjunto. Esta comprobación a nivel global es la 
que debe confirmar la bondad de las mismas, verifi­
cando si son capaces de interpretar y predecir los fe­
nómenos de la naturaleza. 

* § 4.3 MASA INERTE 

A partir de ahora, consideramos que la partícula 
no está aislada, sino que interacciona con su medio; 
se trata de una situación más real que la anterior. 
Como consecuencia de esta interacción, la partícula 
puede cambiar su estado de movimiento. Al estudio 
de dicha situación dedicamos los tres próximos apar­
tados. 

Comenzamos introduciendo una serie de , leyes ex­
perimentales y de definiciones, para caracterizar la 
resistencia que presenta un cuerpo a ser acelerado, 
cuando existe una interacción entre él y su medio. In­
troduzcamos las definiciones siguientes: 

I1a. Siempre que dos partículas aisladas (PI y P2) in­
fluencien mútuamente sus movimientos, es decir 
interaccionen, el cociente entre los módulos de 
sus aceleraciones presenta en cada instante de 
tiempo, el mismo valor constante, finito y distin­
to de cero, que sólo depende del par de partícu­
las que interaccionan. 

Es decir, Fig. 4.3, 

(4.1 ) 

11 b. Las partículas de la definición 11 a determinan 
una sobre otra aceleraciones en la dirección de 
la recta que las une y sentidos contrarios, Fig. 
4.3 

11 c. Si existe una tercera partícula (P3), además de 
las dos anteriores (PI y P2), Y llamamos a13 al 
cociente constante de las aceleraciones que pue-
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FIG.4.3 

den comunicarse PI y P3, el valor de a 2H co­
ciente de las aceleracionesdeterminadas por las 
partículas P 2 Y P 3 es igual1l: 

(4.2) 

donde a 12 está definida como en (4.1). 

Por último introduzcamos también la siguiente ley 
experimental: 

III. Si al es la aceleración que determina sobre la 
partícula P, la presencia aisladade otra partícula 
PI; a2 la que determina la presencia exclusiva de 
PH etc. Se verifica que cuando P está influencia­
da por la presencia simultánea de las partículas 
PI' P 2> ••• P n' adquiere una aceleración que es la 
suma de las aceleraciones debidas a cada una de 
las partículas Pi actuando por separado. 

(4 .3) 

Compara este enunciado con el principio de indepen­
dencia de los movimientos, enunciado por Newton (§ 
3.1). ¿A qué conclusión llegas? 

En ocasiones, los enunciados anteriores se suelen 
introducir como leyes físicas, en vez de hacerlo como 
definiciones. Para ello se argumenta que se demues­
tran mediante experimentos conceptuales simples, ta­
les como movimientos de proyectiles, cuerpos unidos 
a resortes, sistema solar, etc. Realmente se trata de 
experimentos que hay que imaginar, y que requieren 
el mismo esfuerzo mental que admitir las definiciones 
y comprenderlas, por ello hemos adoptado esta se­
gunda alternativa. 

A partir de estas definiciones, y mediante un razo­
namiento lógico, vamos a caracterizara las partícu­
las, independientemente de las propiedades del medio 
en que se encuentren. 

Si a diversas partículas P2, P3, ••• , Pi puestas sucesi­
vamente en presencia de una partícula PI les corres­
ponden los valores a12 , aw ... , a li (4.1) podemos 
asignarles a cada una de ellas, unos númerosm2,m3, 

... , mi de la forma siguiente: 
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(4.4) 

para ello basta con elegir arbitrariamente el valor mI' 

Es evidente que los números (escalares) m j serán po­
sitivos, ¿Por qué? 

A cada uno de estos números mI' m 2 , m 3, ••• , mi se 
les llama por definición masa de inercia, o inerte, de 
la partícula considerada. Vemos que están determina­
das salvo un factor de proporcionalidad. De (4.1) y 
(4.4) se deduce: 

=- , - =- , ...... , (4.5) 

A partir de la definición 11 b Y de (4:5) se puede es­
tablecer el siguiente enunciado: 

IV Siempre que dos partículas aisladas interaccio­
nan entre sí se verifica, en cualquier instante de 
tiempo, que el cociente entre los módulos de sus 
aceleraciones es igual a la inversa del cociente 
entre sus masas respectivas. Además se verifica 
que: mal = -ma2. 

Se puede demostrar que la partícula PI no desem­
peña, en (4.5), un papel privilegiado, ya que si elegi­
mosa P2, por ejemplo, como partícula a la que asig­
.nar una masa arbitraria, se llega a las mismas expre­
siones que en el caso anterior. Por lo tanto, la masa 
inerte unidad será la de una partícula P

j 
tal que: 

¿por qué?; en el caso particular de que Pj == PI la justi­
ficación es inmediata, ¿no? De esta manera quedan 
definidas las masas inertes de las diferentes partículas, 
al haber elegido una masa unidad. 

En el sistema internacional de unidades la masa 
unidad es la de un cilindro de platino iridiado que se 
conserva en la Oficina Internacional de Pesas y Medi­
das de París. A esta unidad de masa se le asigna el va­
lor de l kg. La masa, como ya sabemos, es una uni­
dad fundamental en el SI, y se ,mide en kilogramos 
(Kg). 

La definición de masa inerte dada no se emplea ge­
neralmente en la medida directa de dicha magnitud. 
Las determinaciones prácticas se realizan a partir de 
las leyes generales del movimiento, junto con ciertas 
propiedades que se extraen de la ley de gravitación 
universal (§ 5.2). 

Resumiendo: la masa inerte es la medida de una 
propiedad constante y característica de una partícula 
o de un cuerpo. Representa un papel en la determina­
ción de aceleraciones de la partícula, que es indepen­
diente de las propiedades del medio que la rodea. A 
esta propiedad se le asigna un valor numérico eli­
giendo una partícula estandard y definiendo su masa 
como unidad. 

En (§ 5.2) consideraremos otra propiedad de las 
partículas, relacionada con su interacción gravitatoria 
(§ 5.1), que llamaremos masa gravitatoria o pesante, y 
la relacionaremos con la masa inerte. A partir de esta 
relación convergeremos en el concepto de masa que 
el alumno ha utilizado desde sus primeros contactos 
con la Física. 

* § 4.4 SEGUNDA LEY DE NEWTON 

Seguimos con la construcción formal de las leyes 
del movimiento, por ello introducimos una nueva de­
finición: 

V. El vector fuerza total que actua sobre una partícu­
la en cualquier instante, se define como el pro­
ducto de la masa de la partícula por el vector ace­
leración que la partícula experimenta en dicho 
instante 

F=ma (4.6) 

Esta expresión (4.6) es la que se conoce con el nom­
bre de segunda ley de N ewton, pero como vemos es 
más una definición que una ley. Hay que resaltar, 
una vez más, que la definición anterior está referida a 
un SRI. 

La definición cuantitativa de masa inerte(4.5) pennite asignar un 
valor numérico a la influencia del medio sobre las partículas. Según 
(4.5), para un medio dado, el producto de la masa inerte por la ace­
leración es el mismo, independientemente de la partícula de que se 
trate. Este producto caracteriza, por consiguiente, al medio inde­
pendientemente de la partícula específica sobre la que «actúe»; a 
dicho producto le hemos llamado, por definición, fuerza. 

Al proceder de esta fonna, podemos clasificar a los medios según 
el tipo de fuerzas a que den lugar. Esta clasificación da lugar a 
unas pocas leyes básicas de fuerzas, que además son de una gran 
simplicidad, como tendremos ocasión de comprobar en el capítulo 
siguiente. 

En el enunciado de la definición V hemos emplea­
do la palabra «actúa», la cual es un tanto equívoca, 
ya que sugiere la idea de algo aplicado a la partícula. 
La fuerza es un concepto matemático que, por defini­
ción, es igual a la masa, por la derivada temporal de 
la velocidad de la partícula de que se trate. Esta va­
riación es debida a la interacción de la partícula con 
las otras que forman su medio. Por lo tanto, desde el 
punto de vista fisico, se puede considerar a la foena 
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como la expresión de una interacción. 
La fuerza es una magnitud física cuyas dimensiones 

en el SI son (4.6): [F] = [ M] [ L] [ T ] 2 Y su unidad, 
en el mismo sistema, el newton (N). ¿Cómo definirías 
el newton? 

Con objeto de introducir la ley de superposición de fuerzas, co­
menzaremos por definir la fuerza ejercida por un determinado 
agente individual sobre una partícula. Esta definición es un tanto 
redundante con la ley III , después de haber introducido la defini­
ción de fuerza (4.6), pero creemos que los contenidos le deben re­
sultar tan nuevos al alumno, que es rentable ser repetitivos. 

VI La fuerza (vector) ejercida por un cierto agente individual A so­
bre una partícula P en un instante dado de tiempo t, es el pro­
ducto de la masa de P por la aceleración (vector) que experi­
mentaría P en el instante 1, si se anulase en dicho instante, la 
influencia sobre el movimiento de P de todos los demás agentes 
que interaccionan con ella, a excepción de la de A. 

Esta es una puntualización que no se incluye en la mayoría de 
los textos, que se limitan -en el mejor de los casos- a enunciar la 
ley III . Nosotros hemos querido introducirla para clarificar el signi­
ficado práctico de cada uno de los sumandos a¡ en (4.3); así como el 
de las fuerzas (4.6) ejercidas por diferentes agentes, que actúan si­
multáneamente, sobre una partícula dada. 

Ejercicio 4.1 

Un bloque se apoya sobre una mesa horizontal lisa. El bloque se 
encuentra en reposo respecto de un SR! localizado en la mesa. Cal­
cular la fuerza que ejerce sobre el bloque cada uno de los agentes 
que forman su medio. Aplicar la definición VI. 

Solución: 

El medio para el bloque lo forman la mesa y la Tierra. La inte­
racción del primero "a lugar a la fuerza N y la del segundo a P, Fig. 
4.4. Queremos calcular el valor de cada una de ellas haciendo uso 
de la definición anterior. El cálculo de P es inmediato, aunque no­
sotros todavía no hemos introducido el concepto de peso (§ 5.2), 
por ello lo dejamos como ejercicio para el alumno. 

N 

P 

'--' '--

FIG.4.4 

Nos preguntamos, i,qué fuerza ejerce la mesa sobre el bloque 
(N)? No nos preocupamos de la naturaleza fisica de dicha fuérza , 
que estudiaremos en el capítulo siguiente, sino sólo de calcular su 
valor. No preguntamos cuál es la fuerza total sobre el bloque cuan­
do no está presente la Tierra, ya que en estas circunstancias la fuer­
za pedida sería nula (!), ¿por qué? Lo que pedimos es la fuerza total 
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(ma) sobre el bloque en el instante en que anulamos la influencia 
de la Tierra sobre éste. En dicho instante, el bloque experimentaría 
una aceleración a hacia arriba, debida a la resistencia a la deforma­
ción de la mesa, y a la suya propia. 

Este sencillo ejemplo ilustra de una forma quizás un tanto enfáti­
ca la necesidad, en la definición anterior, de las expresiones: «en un 
instante dado de tiempo t», «experimentaría en el instante t» y «si 
se anulase instantáneamente». Desde luego, la idea de anular ins~ 
tantáneamente la acción de un agente sobre el movimiento de una 
partícula es una idealización bastante extrema. 

Ahora estamos en condiciones de introducir la ley 
de superposición de fuerzas: 

VII La fuerza total sobre una partícula P en un ins­
tante t, es igual a la suma vectorial de todas las 
fuerzas ejercidas sobre P, por todos los agentes 
que influyen sobre el movimiento de P en el ins­
tante t. 

Esta ley considera la aplicación simultánea sobre 
una partícula de diferentes interacciones del medio, 
que se conocen por separado. Resulta extremadamen­
te útil que en la superposición de los efectos de un 
medio, cada uno de ellos produce su propia fuerza, 
sin que interfieran debido a la presencia simultánea. 
Cada interacción da lugar a su propia contribución a 
la aceleración total. Las fuerzas se suman, por consi­
guiente, de la misma forma que las aceleraciones 
(4.3). Esta es la conocida «regla del paralelogramo» 
para la composición de fuerzas, en la nomenclatura 
de Mach. Para una partícula dada: 

Esta ley permite predecir las fuerzas que actuarán 
sobre una partícula, cuando se encuentre en un en­
torno nuevo, compuesto por diferentes medios de los 
cuales se conoce su efecto individual sobre la partícu­
la. Ahora bien, la superposición lineal de fuerzas, que 
le puede parecer evidente al alumno, hay ocasiones 
en que no se cumple; pero ésto ocurre en casos que 
escapan al nivel de este texto. 

El problema de la medida dinámica de fuerzas 
está resuelto si sabemos medir aceleraciones y masas 
(4.6). Como hemos indicado en la introducción del 
capítulo, el alumno sabe medir fuerzas por el efecto 
estático que producen (son los experimentos con di­
namómetros que se hicieron en los cursos elementa­
les). 

En Mecánica se suele admitir implícitamente otro 
postulado: los métodos estáticos de medida de fuerzas 
conducen al mismo resultado que el que se obtendría 
por la determinación directa de la aceleración. Este 
postulado de la igualdad de las medidas estáticas y 
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dinámicas de fuerzas facilita enormemente el estudio 
dinámico del movimiento. En efecto, frecuentemente 
disponemos de medios para medir estáticamente las 
fuerzas, el resultado con ellos obtenidos puede servir­
nos para predecir el movimiento que producirán, lo 
que no sería posible si tuviésemos que determinar en 
cada momento la aceleración y aplicar la ecuación 
(4.6). 

* § 4.5 TERCERA LEY DE NEWTON 

Realmente esta ley ya la tenemos introducida en 
las definiciones anteriores, por lo que no debe consi­
derarse como un concepto teórico nuevo. A partir del 
enunciado IV y de la definición (4.6) podemos esta­
blecer la que recibe el nombre de tercera ley de New­
ton: Cuando dos partículas, PI y P2 , interaccionan, la 
fuerza que ejerce PI sobre P2 , F2 ¡ ¡ , es igual y opuesta 
a la que ejerce P2 sobre PI, F 12 : F 2 1=-FI2 Lasfuerzas 
F21 y FI 2 se encuentran sobre la misma recta, que es 
la que une a ambas partículas, Fig. 4.5. 

Una de las dos fuerzas, indistintamente, se suele 
llamar de acción y la otra de reacción. Esta es la ra­
zón por la cual el enunciado anterior se conoce tam­
bién como ley de acción y reacción. Estas fuerzas im­
plican una interacción simultánea mutua. 

Hay que resaltar que las fuerzas de acción y reac­
ción actúan sobre cuerpos distintos. Así F21 , Fig. 4.5, 
actúa sobre P2 ; FI 2 sobre PI . Al aplicar (4.6), si F 2 I Y 
F¡ 2 son las únicas fuerzas que actúan sobre cada una 
de las respectivas partículas: F 2 I = m2 a 2 "FI2 = mI al 

FI 2 no influye en la aceleración de la partícula P2 , ni 
F2 I en la de PI . 

I 

I 
I 

I 

I 
I 

FlG.4.5 

Esta ley nos indica que las fuerzas de la naturaleza 
siempre se presentan a pares, por consiguiente es im­
posible la existencia de una sola fuerza aislada. 

y 

La Tercera Ley también es una indicación adicio­
nal de la importancia de los SR/o Cuando se analiza 
el movimiento de una partícula desde un SRN/, hay 
que introducir unas fuerzas de inercia (§ 4.6), que de­
penden de la posición y la velocidad de la partícula 
respecto a dicho referencial. Estas fuerzas no son de­
bidas a ninguna ley empírica de fuerzas y además no 
presentan la correspondiente fuerza de reacción. Por 
lo tanto, la importante simplicidad que representa 
esta ley (las fuerzas se presentan siempre a pares), 
sólo se verifica cuando se estudia el movimiento res­
pecto de un SR/o 

Vamos ahora a resolver una serie de ejercicios, una 
vez expuestas las leyes clásicas del movimiento, aun­
que somos conscientes de que todavía no hemos in­
troducido las leyes de las fuerzas. En estos ejercicios 
utilizaremos los resultados a que hemos llegado en 
los apartados anteriores, sin preocuparnos ya de la 
construcción formal seguida a lo largo del capítulo. 

Ejercicio 4.2 

Una persona tira horizontalmente, a través de una cuerda 
inextensible y de masa despreciable, de un bloque de masa 
M que se encuentra sobre una superficie horizontal lisa, 
Fig. 4.6 . La persona ejerce sobre la cuerda una fuerza cons­
tante F CP' Calcular la fuerza que actúa sobre el bloque si: a) 
éste no se mueve, b) se mueve. Razonar brevemente cómo 
se modifica el problema, si la masa de la cuerda (m) no es 
despreciable. 

FeB 
~ FBc 

• • 

M 

0.11810 

Solución: 

F CB __ '~-=~??~¿~d2h=-zn~(za~(ZZ¡=t~t22Z~ __ .-
D A 

M 

N 

P 

FlG.4.6 

Para resolver cualquier problema de Mecánica es conve­
niente comenzar aislando la «partícula)) de su medio. Por 
«partícula)) entendemos el ente cuyo movimiento o estado 
de reposo (§ 9.4) interese estudiar en cada momento. Al ais­
lar la partícula hay que sustituir cada agente del medio por 
la fuerza que ejerce sobre ella. 
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En este ejercicio podemos distinguir las «partículas» y 
medios indicados en el cuadro siguiente: 

« La Partícula» El medio 

La cuerda La persona 
El bloque 

La Tierra (?) 

El bloque La cuerda, 
la superficie horizontal 

la Tierra 

Resolvemos el ejercicio respecto de un SR! (OXY) situado 
en la superficie horizontal, Fig. 4.6. 

Consideremos en primer lugar la cuerda, con ella interac­
cionan la mano de la persona y el bloque. Si su masa es 
despreciable, no sufre interacción por parte de la Tierra (§ 
5.2), por ello le hemos puesto una interrogación en el apar­
tado correspondiente del cuadro anterior. Según la tercera 
ley de Newton, la fuerza que ejerce la mano de la persona 
sobre la cuerda (F ep) es igual y de sentido contrario a la que 
ejerce la cuerda sobre la persona (F pe)' La primera actúa 
sobre la cuerda, y la segunda sobre la mano, Fig. 4.6. 

Realmente F ep actuará sobre el extremo A de la cuerda; 
cualquier tramo o punto de ésta estará sometido a dos fuer­
zas: Sea el tramo Be, por ejemplo, sobre el extremo B del 
mismo actuará F] , que será la fuerza debida al trozo de 
cuerda que se encuentra a su derecha, Fig. 4.7; sobre el otro 
extremo e, F] , debida al tramo de cuerda que se encuentra 
a su izquierda, Fig. 4.7. Aplicando la segunda ley (4.6) &i 
tramo Be de cuerda, Fig. 4.7: 

(4 .7) 

Fcp 
....... __ ·21U!Zi¡Z2tZU!2rZI¿122Z.,.,Z222Uz¡I~z::-a. __ !:;??(¿;~Z2Z:Z;2Z~'7'222ZZZ2c;2c;;c.c;c;c;ZZi!2'---.~ 

FeB 
D D' e B A' A 

FIG.4.7 

al escribir esta relación hemos supuesto que la cuerda se 
mantiene horizontal, y que todos los vectores se encuentran 
en la misma dirección; (4 .7) es la proyección de la corres­
pondiente expresión vectorial en dicha dirección. 

Como mBe = O, F] = F;; téngase en cuenta que hubiése­
mos llegado al mismo resultado si la cuerda estuviese en re­
poso o en movimiento rectilíneo uniforme, aunque 
mBe#- O.Este punto lo consideraremos posteriormente. 

El argumento anterior se puede aplicar a cualquier tramo 
de la cuerda, entre ellos al AA' y al DD'; A y D son los ex­
tremos de la cuerda, Fig. 4.6, F cp = -F eB = T. Luego, la 
fuerza ejercida en el extremo de una cuerda, que se deno­
mina tensión de la cuerda, se transmite sin modificarse a to­
dos los puntos de la misma, si ésta es de masa despreciable, 
está en reposo o se mueve sin aceleración. ¿Cómo se podría 
medir la tensión de una cuerda? 
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Sobre el bloque actúa F Be' ¿cuál es la fuerza de reacción a 
ésta y sobre quién actúa? Realmente también actúan en la 
dirección vertical, P su peso y N acción de la superficie ho­
rizontal sobre el bloque, Fig. 4.6. Según (4.6): 

(4 .8) 

Proyectando esta ecuación en las direcciones de los ejes 
XY, Fig. 4.6: 

(4.9) 

Al ser la cuerda inextensible, es decir de longitud constante, 
experimentan -en cualquier instante de tiempo- el mismo 
desplazamiento el bloque que un tramo arbitrario de cuer­
da, por lo tanto sus aceleraciones son iguales: aB = ac Lue­
go, la aceleración de los cuerpos unidos por una cuerda 
inextensible es al misma. 

a) Si el bloque no se mueve: aB = O. 

F Be = O , F Be = F eB ' F eB = F ep , F ep = F pe -+F ep = O 

¿por qué son iguales F Be y F B?' ¿F B Y F cp?, ¿F cp Y F pe?' 
Vemos que se ll~ga a un resuhado absurdo: F cp = O, puesto 
que la persona ejerce una fuerza sobre la cuerda. Por lo tan­
to, y en ausencia de fuerza de rozamiento, es imposible que 
el bloque se encuentre en reposo, si la persona ejerce una 
fuerza sobre la cuerda. El adjetivo lisa, al referirse a una su­
perficie, indica normalmente que se considera despreciable 
la fuerza de rozamiento sobre el cuerpo que se apoya en 
ella. 
b) Si el bloque se mueve con movimiento uniformemente 
acelerado: a B = cte. 

Cuando el bloque se acelera y la masa de la cuerda no es 
despreciable, la tensión en la cuerda disminuye continua­
mente desde su valor más grande, F Cf hasta F eB en el extre­
mo izquierdo. El análisis de la tenslOn en cada punto de la 
cuerda es un problema complicado, que queda fuera del ni­
vel de esta obra. En este caso sobre la cuerda actúa también 
su peso; ahora bien, si las fuerzas F ep y F eB son horizonta­
les, ¿por qué la cuerda no tiene una aceleración en el senti ­
do negativo del eje O Y? La respuesta, naturalmente, es que 
F ep y F eB nunca pueden ser estrictamente horizontales. La 
cuerda toma la forma de una curva simétrica (llamada cate­
naria) bajo la influencia de su peso; las fuerzas en los extre­
mos serán tangentes a esta curva, Fig. 4.8. 

FIG.4.8 
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Aplicando (4.6) en la dirección O Y Y teniendo en cUenta 
que aCY =O: 

si suponemos que las fuerzas en los extremos no difieren 
mucho: 

rnc g 
sen 8 =--

2Fcp 
(4.10) 

Si la masa de la cuerda es pequeña, y F cp razonablemente 
grande, 8 es un ángulo muy pequeño: el análisis anterior no 
es afectado significativamente. De forma estricta (4.10) in­
dica que ninguna fuerza, independientemente de su valor, 
puede 'estirar una cuerda hasta ponerla perfectamente hori­
zontal. ¿Contradice este resultado a nuestra propia expe-
. .? nencla .. 

Ejercicio 4.3 

Una partícula de 3 kg de masa está sometida a dos fuer­
zas FI y F2, como se indica en la Fig. 4.9. Calcular la acele­
ración de la partícula (a) si FI = 2,2 N Y F2 = 2N. ¿Qué fuer­
za adicional hay que aplicarle, para que: a) su movimiento 
no sea acelerado, b) tenga una aceleración de 2 m s - 2 a lo 
largo del eje OX negativo? 

y 

o x 

FIG. 4.9 

Solución: 

Resolvemos el ejercicio respecto del SR! indicado en la 
Fig. 4.9. Haciendo uso de la segunda ley de Newton (4 .6): 

(4 . 11) 

Expresando vectorial mente las fuerzas: 

, 
y sustituyendo en (4.11): a = 1 ,3li + 0,33j m S-2 (4 .12) 

Su módulo es 1,35 m s 2 y el ángulo que forma con el senti­
do positivo del eje de abcisas: 14°8'24". ¿Cómo se calculan 
estos val'ores? 

Este apartado también se puede resolver haciendo uso de 
la ley de superposición de fuerzas (VII). La fuerza FI le pro­
ducirá en un instante arbitrario de tiempo una aceleración 
al ' que se calcula anulando en dicho instante la influencia 

que ejerce F2 sobre el movimiento de la partícula: 

FI 
al =- =0,73 i m S-2 

m 

análogamente F2 : 

F 
a2 =-=- = (0,58 i + 0,33 j) m S-2 

m 

actuando simultáneamente le producirán una aceleración 
(4 .3): 

a = al + a2 = (1 ,31 i + 0,33 j) m S-2 

resultando que como cabía esperar coincide con el (4 .12). 
En la segunda parte del ejercicio, la partícula está someti­

da a las fuerzas F, , F2 Y FJ , ésta última es desconocida: 
a) No d~be tener aceleración. Según (4 .6): 

por lo tanto FJ = -{3,94i + j)N, Fig. 4.10 

----_ ... 
--...... 

~ ..... 
FJ 

FIG.4.10 

b) Tenga una aceleración: a=-2i 
/ 

F, +F2 +FJ =rna , FJ =-{9,94i+j)N 

Ejercicio 4.4 

Seis cubos iguales de un kilogramo de masa cada uno, se 
encuentran sobre una mesa horizontal, completamente lisa. 
Sobre el primer cubo actúa una fuerza constante de 1 N, en 
la dirección indicada en la Fig. 4.11. Dibujar un diagrama 
esquemático de las fuerzas que actúan sobre cada cubo. 
Calcular la fuerza total f , que actúa sobre cada cubo. ¿Qué 
fuerza ejerce cada cubo sobre el siguiente? 

y 

x 

FIG.4.11 
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Solución: 

En este caso interesa considerar aislados los seis cubos 
(<<partículas»), ya que estamos interesados en estudiar el 
movimiento de cada uno de ellos. Siguiendo la pauta indi­
cada en el ejercicio 4.2, las fuerzas que actúan sobre cada 
cubo son las representadas esquemáticamente en la Fig. 
4. 12 . Hay que resaltar que éstas, y no otras, son las fuerzas 
que intervienen sobre cada uno de los cubos. 

La acción de contacto (§ 5.5) sobre cada cubo (i), debida 
al anterior (f¡. ¡_/) o al siguiente (f¡, ¡ + /) se ha sustituído por la 
fuerza equivalente. Sobre cada uno sólo actúan las fuerzas 
de contacto de los cuerpos adyacentes y las debidas a algu­
na ley fisica de fuerzas (en este caso la de atracción gravita­
toria o peso). Obsérvese que la fuerza F sólo actúa, en esta 
descomposición , sobre el cubo al que está directamente 

FIG.4.12 

aplicada (el primero); su efecto sobre los demás, que el sen­
tido común nos dice que existe, tiene lugar a través de las 
diferentes fuerzas de contacto entre los cubos (!). 

Aplicando la segunda ley de Newton, respecto de un SR! 
situado sobre la mesa, a cada uno de los cubos de la Fig. 
4.12: 

(4.13) 

Como los cubos no tienen aceleración en la dirección del 
eje O Y, ya que están obligados a moverse sobre la mesa: 
PI - NI = miO ..... PI = NI , aná10gamente para los restantes. 

Parece razonable suponer, aunque el enunciado no lo 
afirme explícitamente, que los cubos son indeformables, 
por consiguinete todos ellos tienen en cualquier instante la 
misma aceleración, ¿Por qué?: al = a2 = .. . = a6 == a 
En este ejercicio todos los cubos son de la misma 
masa: mi = m2 = .. , = m6 == m. Como consecuencia de estas 
dos propiedades, la fuerza total que actúa sobre cada cubo 
es la misma 

f T I = F-f.. 2 = m a 

f n = f2) - ~3 = m a (4 .14) 

evidentemente ésto no es cierto, si los cubos son de masas 
difererttes. ¿Podrías indicar los diferentes pares de fuerzas 
de acción y reacción presentes? 

50 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4 .141, y te­
niendo en cuenta las fuerzas de acción y reacción , se obtie­
ne: 

F=6 ma a=0,17ms-2 

La fuerza neta sobr-e cada cubo vale (4 .14): 

y la que ejerce cada cubo sobre el siguiente (4.14): 

1; 2 = F - m a = 0,83 N , h s = f..4 - m a = 0,32 N 

~J = f..2 - m a = 0,66 N 

f..4 = ~J - m a = 0,49 N , 1;6 = m a = O, 17 N 

a partir de estos resultados, ¿qué consecuencia se puede de­
ducir? ¿Cómo se modificaría el ejercicio si los cubos fuesen 
de masa diferente? 

* § 4.6 SISTEMAS DE REFERENCIA NO INER­
CIALES. FUERZAS DE INERCIA. 

Ya hemos indicado que las leyes clásicas del movi­
miento de una partícula presentan los enunciados es­
tudiados para un observador localizado en un SR!. 
En este apartado queremos plantear dichas leyes para 
uno que se encuentre en un SR N/. 

Ya dijimos (§ 4.2), que un SRN/ es el que tiene una 
cierta aceleración respecto de un SR/o Es decir, los 
ejes de dicho sistema tienen un movimiento de trasla­
ción no uniforme ,o de rotación respecto de los iner­
ciales. 

El plantearnos el estudio dinámico del movimiento 
de una partícula, para un observador localizado en 

, un SRN/ es importante, puesto que en ocasiones no 
es posible considerar la aproximación de SR/o Por 
ejemplo, la Tierra no se puede tomar como un SR/ 
para el estudio de las rotaciones de los ciclones en los 
hemisferios terrestres norte y sur, o para el estudio 
del movimiento de un satélite en el momento de su 
lanzamiento, etc. En otras ocasiones, resulta necesa­
rio relacionar las medidas que hacen dos observado­
res, del movimiento de una partícula, uno situado en 
un SR/ y el otro en uno no inercial. 

La segunda ley de Newton enunciada respecto de 
un observador inercial es (4.6): 

F=ma 

donde a representa la aceleración de la partícula res­
pecto del observador localizado en el SR/o Vamos a 
cambiar la notación para haCer patente este hecho, 
a = aSR': 

(4 .15) 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



F es la fuerza total sobre la partícula, calculada en ge­
neral, como superposición (§ 4.4) de los diferentes 
agentes que actúan sobre ella. Cada uno de estos 
agentes da lugar a una interacción, que obedece a una 
determinada ley empírica de fuerzas (gravitacionales, 
electromagnéticas, de contacto, etc.). 

Si el movimiento de la partícula lo está contem­
plando también un observador situado en un SRNI, 
la relación entre la aceleración que él mide (aSRN1) y 
la medida por el observador situado en el SRI (aSR1) 

es (3.34): 

aSR1 = aSRN1 + aa + aeomplementaria (4.16) 

donde hemos cambiado ligeramente la notación res­
pecto de la utilizada en, (3.34): aSR1 = aA ' aSRN1 = aro 

Razonar físicamente su validez. 
Si nos limitamos al caso particular de que el SRNI 

sólo tenga movimiento de traslación y no de rotación 
(3.37): 

¿qué representa ao'?' 
Sustituyendo (4.17) en (4.15): 

(4.17) 

(4.18) 

Si queremos seguir manteniendo la segunda ley de la 
misma forma (4.6), independientemente del sistema 
de referencia inercial o no inercial respecto del que se 
exprese, escribiremos (4.18) de la forma siguiente: 

(4.19) 

Por mantener la misma expresión formal para los dos 
sistemas, entendemos que en ambos casos aparece en 
el segundo miembro, el producto de la masa por la 
aceleración de la partícula respecto del referencial 
desde el que se observa su movimiento. 

Si hacemos por definición: 

(4.20) 

(4.19) se escribirá: 

F + Finereia = m aSRN1 (4.21) 

Llamando F I=F+F ., (4.21) sI' convierte en: tota merCla ~ 

(4.22) 

Interpretemos físicamente estos resultados. Introdu­
ciendo las fuerzas de inercia (4.20) hemos conseguido 
que la expresión formal de la s egunda ley, sea la 
misma para un observador inercial (4.15) que para 

uno no inercial (4.22). Ahora bien, para el no 
inercial las fuerzas que actúan sobre la partícula 
son tanto las que obedecen a leyes físicas (F),como 
las de inercia. 

Para el observador no inercial, las fuerzas de iner­
cia actúan realmente, es decir no se trata de un mero 
truco matemático. Por actuar realmente queremos 
decir que son capaces de deformar resortes, tal como 
hacen las fuerzas que obedecen a leyes fisicas. Todos 
hemos sufrido el efecto de estas fuerzas al ir en un ve­
hículo, que en un cierto instante sufre una acelera­
ción positiva o negativa. Por ello, puede conducir a 
error la nomenclatura de «fuerzas ficticias» o «seudo­
fuerzas» con que designan a estas fuerzas muchos au­
tores. 

Conviene insistir que las fuerzas de inercia sólo hay 
que introducirlas cuando se estudia el movimiento de 
una partícula respecto de un SRNI, y son fuerzas que 
tienen la misma dirección que la aceleración del 
SRNI, sentido contrario y módulo mao',1onde m es la 
masa de la partícula y ao' la aceleración del SRNI. 

Este concepto que le parece tan complicado al 
alumno, lo ha utilizado solapadamente, en los cursos 
elementales, como veremos en el ejercicio siguiente. 

Ejercicio 4.5 

Una partícula O' de masa M tiene un movimiento circu­
lar uniforme, con velocidad vo' sobre un plano horizontal. 
El radio de la trayectoria es R. Justificar cómo describiría el 
movimiento, a partir de la segunda ley de Newton, ~n ob­
servador inercial situado en el centro de la trayectorIa O y 
cómo lo haría uno que se moviese con la partícula, Fig. 
4.13 

I 
I 

/ 

YI 
/ 

/ 

FIG.4.13 

y' I F centrifuga 

0"/ ,./'fI'" , ;';' 
-- -------~ 

X' 
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Solución: 

Para un observador situado en el SRI (O XY), la Segunda 
Ley se expresa según (4.15). Al tener la partícula un movi­
miento circular uniforme (2.22): a = O, a =v2

, / R = cte, t n o 
a = an0 por lo tanto: 

F= man , F= mv~/R (4.23) 

fuerza llamada centrípeta por estar dirigida hacia el centro 
de la trayectoria. 

Para el observador situado en el SRNI (O'X'Y), la Se­
gunda Ley se expresa según (4.21). Hemos de calcular en 
primer lugar el valor de la fuerza de inercia para él (4.20): 

F inercia = - man , Finercia = m v:J R (4.24) 

cuyo sentido es opuesto al de an (Fig. 4.13). Al estar situado 
el SRNI en la partícula que se mueve, la velocidad de ésta 
respecto de aquél será constantemente nula y aSRNI = O, lue­
go: 

F + Finercia = O (4.25) 

Esta fuerza de inercia es la que de forma tan «alegre» se in­
troduce en los primeros cursos de Física, bajo el nombre de 
fuerza centrífuga. Por la complejidad de este concepto, y 
por no ser fundamental, es por lo que resulta conveniente 
en los primeros cursos referir siempre el movimiento a un 
SR!. 

* Ejercicio 4.6 

Un cuerpo de masa MI cuelga, mediante una cuerda 
inextensible y de masa despreciable, del techo de un ascen­
sor de masa M2. Este sube con una cierta aceleración como 
consecuencia de una fuerza aplicada F (F > (MI + M2) g), 
que es constante. El cuerpo de masa MI se encuentra ini­
cialmente a una distancia s del suelo del ascensor, Fig 
4.14. 
a) Calcular la aceleración del ascensor. b) Tensión de la 
cuerda que une el cuerpo de masa MI al techo del ascensor. 
c) Si de repente se rompe la cuerda, ¿cuál es la aceleración 
del ascensor en el instante inmediatamente después de rom­
perse? ¿Cuál es la aceleración del cuerpo de masa MI? d) 
¿Cuánto tiempo tarda MI en llegar al suelo del ascensor? 
Resolver el ejercicio tanto respecto de un SRI, como de un 
SRNI. 

Solución: 

Comenzaremos por fijar los sistemas de referencia res­
pecto de los cuales resolveremos el ejercicio. Uno localiza­
do en el suelo (OXY) será inercial; el situado en el ascensor 
(O'X'Y) no inercial, ¿por qué? 
a) Respecto del SRI la aceleración del ascensor será (4.15): 

(4.26) 

ya que F y los pesos son las únicas fuerzas debidas a leyes 
empíricas que actúan sobre el ascensor. ¿Por qué hemos in-

52 

F 

/\ 

- ---- ~ MI 

Y' s 

O'~--~--~--------~ X' 

FIG.4.l4 

cluído el peso MI g? Respecto del SRN! su aceleración es 
nula, ¿por qué? 
b) Para un observador situado en el SR! (4.15): 

(4.27) 

¿por qué MI lleva, para este observador, la aceleración del 
ascensor? Sustituyendo (4 .26) en (4.27) se obtiene: 

T=~F 
M I +M2 

(4.28) 

Para un obervador no inercial, sobre MI actúan T, MI g Y 
la fuerza de inercia (MI a!iRI)' Como su aceleración respecto 
de O'X'Y'es nula, se veritIca según (4.21): 

T-MIg-MlaSR1=0 

llegán.dose, como era de esperar, al mismo resultado que el 
obtemdo por el observador inercial. Ahora bien el razona· 
miento de ambos observadores es diferente, ¿es' consciente 
de ello el alumno? 
c) El enunciado pregunta la aceleración de MI y del ascen· 
sor inmediatamente después de romperse la cuerda. Se in· 
dica inmediatamente para estar seguros que MI no ha llega· 
do todavía al suelo del ascensor. 
Para un observador inercial, la aceleración del ascensor es: 

(4.29) 

para el no inercial la aceleración es nula. 
Aplicamos la expresión (4.15) al cuerpo de masa M que 

• • I i' 
nos permltIra conocer su aceleración respecto del SR!. Para 
un observador situado en este referencial, la única fuerza 
que actúa sobre MI es su peso (!); por lo tanto, su acelera· 
ción será: aSR1 = g j. 
Sobre MI' para un observador no inercial, actúan las si· 
guientes fuerzas: su peso (MI g) y la fuerza de inercia 
(MI atRI)' Utilizando (4.21): 

(4.30) 
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sustituyendo (4.29) en (4.30) se obtiene: 

, F. 
aSRN1=--J 

M2 
(4.31) 

Comprueba, utilizando (4.17), la coherencia de los valores 
calculados. 
d) El tiempo que tarda en caer es mucho más fácil de calcu­
lar para el observador no inercial que para el inercial. Para 
el primero (SRNJ) el cuerpo cae con movimiento uniforme­
mente acelerado (4.31) y recorre una distancia s antes de 
llegar al suelo: 

(4.32) 

Para el SR!, MI recorre una distancia: s - 1/2 atRI [2 antes 
de que alcance el suelo del ascensor, ¿Por qué? Como el 
movimiento también es uniformemente acelerado: 

l * t2 I g t2 s-- aSRI = -
2 2 

(4.33) 

Sustituyendo (4 .29) en (4.33) se obtiene, como cabía espe­
rar, el mismo valor que para el observador no inercial. Una 
vez más comprobamos que el razonamiento de ambos ob­
servadores es completamente diferente. 

CUESTIONES 

l . Citar diferentes ejemplos de «particulas» y de su co­
rrespondiente medio o entorno. 

2. ¿Qué se entiende por Mecánica Clásica? Limitacio­
nes que tiene. 

* 3. ¿Qué se entiende por procedimiento inductivo en la 
elaboración de una teoría científica? 

.* 4. ¿Qué es una definición? ¿y un axioma?¿Qué se en­
tiende por te·orema? 

5. Concepto de ley científica. Como caso particular 
considera el de ley física. 

6. ¿Qué es una teoría científica? 
7. ¿Qué es una partícula «libre»? ¿Cómo se puede reco­

nocer experimentalmente que una partícula es «li­
bre»? 

8. Según la primera ley de Newton, no es podible dis­
tinguir entre una partícula que se encuentre en repo­
so y otra que se mueva con velocidad (v) constante. 
Razonar la respuesta. 

9. ¿Que es un SRn. Su importancia en la Mecánica 
Clásica. 

lO. ¿Qué se entiende por masa inerte? 
11. Relación entre los conceptos «interacción» y «fuer­

za». 
*12. La masa de un cuerpo al que se encuentre rígidamen­

te ligado un SR! debe considerarse como infinita, de 
lo contrario se violaría la ley IV. ¿Por qué? 

*13. Demostrar la invariancia de (4.6) frente a traslacio­
nes y rotaciones del sistema de referencia. 

14. Citar diversos ejemplos en los que se haga uso de la 
ley de superposición de fuerzas. 

15. Indicar para los casos siguientes, los pares de fuerzas 
de acción y reacción: a) una pelota golpeada por una 
raqueta; b) una gota de lluvia que cae sobre el para­
guas; c) un automóvil que acelera en una autopista; y 

d) un avión en vuelo que cambia de dirección, e ini­
cia una trayectoria circular. 

16. ¿Qué es un SRNn. Ejemplos de tales sistemas. 
17. ¿Qué son las fuerzas de inercia? Describe algunas si­

tuaciones reales en que las hayas percibido. 
*18. Se coloca una moneda sobre el plato de un tocadis­

cos. Al poner en marcha el motor se observa, que an­
tes de alcanzar su velocidad constante de rotación, la 
moneda sale despedida. Explicar lo que ocurre. 

PROBLEMAS 

NOT A: Considérese en todos los problemas, aunque no se 
indique, que las cuerdas son inextensibles y de 
masa despreciable; que las poleas son ideales: su 
masa es despreciable, así como el rozamiento con 
la cuerda que pasa por ellas. Todas las superficies 
se consideran lisas. 

l. Un cuerpo de I kg se encuentra sobre una superficie 
inclinada 30° respecto de la horizontal. ¿Cuál será su 
aceleración si sobre él actúa una fuerza de 8 N, para­
lela a la superficie y dirigida: a) hacia arriba, b) hacia 
abajo? 

4 kg 

FIG.4.15 

2. Tres bloques A, B y e se encuentran sobre una su­
perficie horizontal, Fig 4.15. a)¿Qué fuerza F hay que 
aplicarle a e para que los bloques adquieran una 
aceleración constante de 2 m S-2? b) Fuerza que B 
ejerce sobre A y A sobre B. c) Fuerza que ejerce B so­
bre C. 

3. Repetir el problema anterior si ahora la fuerza F se 
aplica al bloque A. Comentar las diferencias entre 
ambos resultados. 

4. Tres bloques idénticos de 300 gr se apoyan sobre una 
superficie horizontal y están conectados mediante 
cuerdas, Fig. 4.16. Respecto de un observador iner­
cial tienen una aceleración de 2 m S-2, debida a la ac­
ción de una· fuerza F. a) Calcular F, b) la tensión en 
cada tramo de cuerda. 

FIG.4.16 
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5. Calcular las aceleraciones de los cuerpos de la Fig. 
4.17, así como las tensiones en los diferentes tramos 
de cuerda. Calcular In') resultados para los siguientes 
valores numéricos: MI .= 200 g , M2 = 180 g , a = 30° 
, fJ = 60° . Particularizar los resultados para fJ = 90° Y 
comprobarlos por resolución directa del «nuevO) 
problema. 

FIG.4.17 

6. Calcular las aceleraciones de los cuerpos de masas 
MI y M 2, Fig. 4.18, así como las tensiones en los di­
ferentes tramos de cuerda. 

FIG. 4.18 

* 7. Un cuerpo A de 5,4 kg cuelga de un punto Z y se 
apoya sobre una superficie cónica lisa, Fig. 4.19. Esta 
superficie gira alrededor del eje ZZ' con una veloci­
dad angular de 1/6 rad S-l. Calcular: a) velocidad li­
neal del cuerpo, b) reacción de la superficie sobre el 
cuerpo, c)tensión de la cuerda, y d) velocidad angular 
para la que el cuerpo se separa de la superficie cóni­
ca. 
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----¡.--
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/~ 1 
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, I 

I 

G 
Z: 

FIG.4.19 

8. Una persona de 90 kg se encuentra en un ascensor. 
Calcular la fuerza que ejerce el suelo sobre él en los 
siguientes casos: a) El ascensor asciende con veloci­
dad constante, b) desciende con velocidad constante, 
c) asciende con una aceleración constante de 3 m S-2 , 

d) desciende con la misma aceleración, y e) se rompe 
el cable y el ascensor cae libremente. 

4 kg 

FIG.4.20 
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* 9. Del resorte colgado del techo de un ascensor se sus­
pende un cuerpo de 4 kg, Fig. 4.20. Cuando el ascen­
sor se encuentra parado, el resorte sufre un alarga­
miento de 40 cm como consecuencia del cuerpo que 
está colgado en su extremo. Se pone en movimiento 
el ascensor y se observa un alargamiento suplementa­
rio de 8 cm, que se mantiene constante. a) El ascen­
sor ¿Sube o baja? b) Su movimiento ¿es uniforme o 
uniformemente acelerado? c) En el primer caso cal­
cular le velocidad, en el segundo la aceleración. d) 
Tensión del resorte. 

*10. Para cada uno de los siguientes casos, calcular la po­
sición de equilibrio, así como la tensión de la cuerda 
que lo une al techo, de un péndulo de longitud L. El 
péndulo se encuentra: 1) En un coche que se mueve 
con aceleración a por una carretera horizontal. 2) 
En un coche que asciende por una carretera que for­
.ma un ángulo e con la horizontal: 2.1) si su movi­
miento es uniforme, 2.2) si es uniformemente acele­
rado, de aceleración a. 3) En un ascensor que des­
ciende con aceleración a. 

*11. Un ascensor tiene una aceleración hacia abajo igual a 
g/3. En su interior se encuentra montada una polea 
de la que cuelgan dos cuerpos, tal como se indica en 
la Fig. 4.21. a) Calcular la aceleracion de los cuerpos 
respecto de un observador situado en el ascensor. b) 
Calcular la fuerza que ejerce el techo sobre la polea. 
c) Tensión de la cuerda. 

m 

3m 

FIG.4.21 

*12. ¿Qué fuerza constante F hay que aplicarle al carrito 
de masa M , Fig. 4.22, para que los carritos de masa 
MI y M 2 no se muevan Con relación a él? 

*13. Un coche parte del reposo y acelera a razón de 3 m 
S-2, en el sentido positivo del eje de abcisas. Tres se­
gundos después de arrancar, up pasajero deja caer 
una moneda desde una altura de l m sobre el suelo 
del coche. a) En el sistema de referencia solidario al 
coche, calcular la fuerza de inercia que se ejerce so­
bre la moneda. b) Calcular, respecto de dicho refe­
rencial, el tiempo que tarda la moneda en alcanzar el 
suelo. c) Calcular la distancia que recorre hacia la 
parte delantera o trasera del coche durante su caída. 
Resolver el problema respecto de un observador si­
tuado en un SR/. 

FIG.4.22 

*14. Dado el sistema de la Fig. 4.23, en el que la polea 
móvil tiene una masa M p, se pIde: a) Razonar cuali­
tativamente el movimiento que adquieren los blo­
ques A, B y C. b) Aceleración de los tres bloques y de 
la polea móvil respecto de un SR!. b) Tensiones de 
las cuerdas. Datos numéricos: M A =20 kg, M

B
= lO 

kg, M e = 3 kg, Mp= 5 kg. 

FIG.4.23 
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CAPITULO V 

LEYES DE FUERZAS EN LA NATURALEZA 

Las leyes del movimiento establecen una relación 
entre los valores instantáneos de las fuerzas y el de la 
aceleración (5.6). Sin embargo, no dan información 
alguna acerca de la naturaleza de las fuerzas. Es decir, 
dada una partícula y su entorno no conocemos qué 
tipo de interacción existe entre ambos. Por lo tanto, 
para llegar a las leyes de la Mecánica necesitamos co­
nocer las leyes de las fuerzas, como ya indicamos en 
el capítulo anterior. 

Por leyes de las fuerzas entendemos los procedi­
mientos mediante los cuales podemos calcular la 
fuerza que actúa sobre una determinada partícula o 
cuerpo (§ 2.1), en función de las propiedades de éste y 
las de su medio. La expresión (5.6) no es una ley de la 
naturaleza, sino una definición de fuerza. Se verifica 
para todo tipo de fuerzas sea cual fuere su origen o 
naturaleza. 
. El número de medios posibles para una partícula es 
tan grande, que no es factible estudiar detalladamente 
todas las leyes de las fuerzas. No obstante, todas las 
fuerzas de la naturaleza pueden explicarse, a nivel 
microscópico, en función de cuatro interacciones 
fundamentales: la gravitatoria (§ 5.1), la electromag­
nética (§ 5.3) y la nuclear, fuerte y débil (§ 5.4). 

En este capítulo queremos dar una idea elemental 
y breve de cada una de ellas. En capítulos posteriores 
las trataremos con mayor extensión, e incluso bajo 
otros aspectos. De todas ellas, las que presentan me­
nos interés desde el punto de vista de la Mecánica 
Clásica son las nucleares, ¿Por qué? 

Para la Mecánica Clásica es útil e importante aña­
dir a las anteriores una serie de fuerzas: de contacto (§ 
5.5), elásticas (§ 5.6) y de rozamiento (§ 5.7), que apa­
recen en la mayor parte de situaciones prácticas. Es­
tas son simplemente la manifestación macroscópica 
de las fuerzas electromagnéticas entre gran núemro 
de átomos. Como son las utilizadas para describir las 
interacciones más familiares en los fenómenos mecá­
nicos, las hemos considerado por sepal1ado. Algunas 
de ellas, ya las hemos utilizado en el capítulo anterior 
a nivel de ejercicios y problemas. Lo hicimos basán­
donos en la idea intuitiva que los alumnos tienen de 
ellas. 
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Aprovechamos este capítulo para ampliar el con­
cepto de masa (§ 4.3). Introducimos el de masa pesan­
te o gravitatoria (§ 5.2), como característica de una 
partícula sometida a un tipo específico de interac­
ción: la gravitatoria. Establecemos su relación con la 
masa inerte, para converger en la caracterización de 
una partícula sometida a interacción mediante un 
concepto único: el de masa. También de forma natu­
ral se introduce el concepto de peso. 

A nivel de ejercicios y de problemas incidiremos 
especialmente en los relacionados con las fuerzas gra­
vitatorias y las de carácter macroscópico. En capítu­
los posteriores, tendremos ocasión de resolver ejerci­
cios relacionados con el resto de fuerzas básicas de la 
naturaleza. 

§ 5.1 FUERZAS GRA VIT ATORIAS 

Nuestra experiencia nos indica que la interacción 
gravitatoria entre objetos materiales es un fenómeno 
universal. Newton descubrió la ley que la rige estu­
diando el movimiento de los planetas; posteriormente 
la generalizó a cualquier par de objetos materiales. 
Nosotros vamos a proceder de forma diferente a 
Newton, sugiriendo que la interacción gravitatoria 
entre dos objetos cualesquiera puede deducirse a par­
tÍr de experimentos. Este punto de vista diferente está 
motivado por el planteamiento que nos hemos pro­
puesto para presentar las leyes de la Mecánica. 

Sabemos que la Tierra interacciona con cualquier 
partícula que se encuentra en sus proximidades. Esta 
interacción se manifiesta tanto acelerando partículas, 
como estirando muelles de los que cuelgan partículas 
materiales, Fig. 5.1. 

Utilicemos para medir la fuerza debida a la interac­
ción gravitatoria, un experimento conceptual: su 
efecto de deformación de un muelle. Para una partí­
cula dada P dicha fuerza, Fig. 5.2, siempre es de la 
forma: 

1'/ F=--ur ' u¡=l 
r 2 

(5.1) 
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--i 

FIG.5.1 

donde 11 es un parámetro que sólo depende de la par­
tícula P utilizada. La fuerza siempre es atractiva e in­
versamente proporcional al cuadrado de la distancia. 

Determinemos ahora las fuerzas que actúan sobre 
diferentes partíc~las: PI' P2, ••• , Pj colocadas sucesi­
vamente en el mIsmo punto r: 

....... '-' (5.2) 

se verifica por lo tanto: 

(5.3) ........ , 

Luego le podemos asignar a cada partícula un nú­
mero mjG : 

(5.4) 

este número caracteriza unívocamente a la fuerza gra­
vitatoria que actúa sobra cada partícula. Por defini­
ción, le llamamos masa gravitatoria de la partícula. 
Sustituyendo (5.4) en (5.2): 

(5 .5) 

FIG.5.2 

En estas expresiones hemos elegido como unidad de 
masa gravitatoria, de forma arbitraria, la correspon­
diente a PI. Por lo tanto mG tiene dimensiones [ M ], 
a pesar de que las expresiones (5.4) parecen indicar 
que no tiene dimensiones; debemos hacer constar que 
en (5.4) no se ha introducido de forma explícita la 
masa correspondiente a PI: m lG = 1 unidad de masa. 

Esta forma de introducir la masa hace de ella una 
magnitud fundamental, ya que no la hemos referido a 
ninguna otra; la medimos utilizando un patrón de 
masas. 

A partir de su definición, se infiere que asignamos 
la misma masa gravitatoria a partículas que situadas 
en el mismo punto son atraidas con la misma fuerza. 
También es fácil comprobar experimentalmente que 
m

G 
es una magnitud aditiva. ¿Qué significa que es 

aditiva? ¿Cómo lo harias? 
Experimentos muy sensibles permiten detectar 

efectos como el que acabamos de estudiar (interac­
ción Tierra-partículas), entre dos partículas cuales­
quiera. Utilizando los valores de m

G 
antes calculados, 

se puede comprobar que las fuerzas entre dos partícu­
las arbitrarias PI y P2, Fig. 5.3, verifican las relacio­
nes: 

(5.6) 

Por la tercera ley de Newton: F l2 = - F
2

1' por lo tanto: 

k¡ k2 k 
= = =_J=G (5.7) 

mG1 mG2 mGj 
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x 

1 
z 

o y 

FIG.5.3 

luego el cociente (k, / mm) es el mismo para todas 
las parejas de partículas que podamos elegir, su valor 
6 es una constante de proporcionalidad que recibe el 
nombre de constante de gravitación universal. Su va­
lor se puede determinar experimentalmente con gran 
precisión utilizando una balanza especial. El valor 
más reciente medido ha sido (1969): 

6=(6,674 ± 0,012)x 10-11 m 3 kg- I 
S-2 (5.8) 

Ahora ya estamos en condiciones de resumir los re­
sultados anteriores y enunciar la ley de Newton de la 
gravitación universal: «La interacción gravitatoria en­
tre dos partículas cualesquiera de masas m'G y m2G, 
separadas una distancia rl2' se expresa mediante una 
fuerza atractiva, dirigida a lo largo de la línea que las 

'd 1 1 6 m 'G m 2G une Y cuyo mo u o va e: . 6 es una cons-
r2 

tante universal, que tiene el mismo valor para todos 
los pares de partículas». En forma vectorial se escri­
be, Fig. 5.3: 

F -- F -_ 6 mG1 mG2 u (5 .9) 
12 - 21 - r rrz 

Esta ley no es una ecuación de definición de ningu­
na de las magnitudes que en ella intervienen (ni de 
fuerza, ni de masa, ni de longitud). Simplemente afir­
ma que la fuerza sobre una partícula está relacionada 
de forma simple con propiedades medibles de la par­
tícula. La constante 6 debe determinarse experimen­
talmente; una vez hallado su valor para un par de 
partículas, se puede utilizar en la ley de gravitación, 
para determinar la fuerza de atracción gravitatoria 
entre cualquier otro par de cuerpos. 

La ley (5.9) se refiere a fuerzas entre masas puntua­
les, su aplicación a cuerpos extensos la trataremos 
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posteriormente y veremos que el problema es, funda­
mentalmente, de tipo matemático. 

Las fuerzas gravitatorias son extraordinariamente 
pequeñas para los experimentos que se puedan reali­
zar en los laborato{ios, en los que interaccionan obje­
tos relativamente pequeños. Como consecuencia, la 
detección y medida de dichas fuerzas es una tarea 
muy delicada. Por ejemplo, la fuerza gravitatoria en­
tre dos esferas de plomo, una de 15 g y la otra de 1,5 
kg situadas a la distancia de 5 cm, es de unos 6 x 10-10 
N (!). 

Aunque la interacción gravitatoria es intrínseca­
mente débil, su importancia a escala astronómica es 
muy grande, tanto porque los objetos que interaccio­
nan presentan elevadas masas, como por la ausencia 
práctica de otros tipos de fuerzas . 

§ 5.2 MASA GRAVITATORIA. PESO 

En § 4.3 definimos la masa inerte de una partícula­
como la medida de una propiedad constante y carac­
terística de la misma, que indicaba su resistencia a ser 
acelerada cuando sobre ella actuaba una fuerza. 

En este apartado, consideraremos el segundo aspec­
to bajo el que se presenta la interacción gravitatoria: 
el de acelerar partículas libres que se encuentren en 
las proximidades de su superficie. Hacemos uso del 
postulado de la igualdad de medidas estática y diná­
mica de las fuerzas (§ 4.4). Es decir, medimos las fuer­
zas gravitatorias por la deformación que producen en 
un muelle, en cuyo extremo se encuentra la partícula 
en estudio (§ 5.1); los valores obtenidos en estas medi­
das los utilizamos en las relaciones que manifiestan 
este segundo aspecto de la interacción gravitatoria 
(5.11). 

Haciendo uso de (4.6): F=ma 
1 

(5.10) 

ya que allí m era estrictamente la masa inerte de la 
partícula. Sería interesante buscar una relación entre 
estas dos medidas (mG y m) características de una 
partícula en su interacción con el medio. 

Consideremos la interacción entre la Tierra y dife­
rentes partículas PI' P2 , •• • , p .. Teniendo en cuenta la 
ley experimental encontrada

J 
por Galileo: Todos los 

cuerpos caen, en las proximidades de la superficie te­
rrestre con la misma aceleración g, podremos escri­
bir: 

F¡ = milg ,F2 = mi2g, F3 = mi3g , .... (5 .11\ 

pero las fuerzas vienen dadas por (5.9): 

. .... ... (5.12) 
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donde M T Y RT son la masa y radio de la Tierra, res­
pectivamente. 

Comparando (5 .11) y (5.13) resulta, 

= .......... = cte (5.13) 

luego: el cociente entre el número que mide la masa 
gravitatoria y el que mide su masa inerte es el mismo 
para todos los cuerpos. 

De forma estricta en (5.9) y (5. JO) no están definidas las dimen­
siones de F, ni de G. Es por tanto posible fijar arbitrariamente las 
de una de dichas magnitudes y a partir de (5.9) y (5.10) deducir las 
de las restantes. La mayor simplificación se obtiene si se hacen 
coincidir las dimensiones de mG con las de m. Una vez hecha esta 
elección, el valor de la constante de propor¿ionalidad entre m. y 
mG depende de la elección de G. El valor dado en (5.8) y que se de­
termina experimentalmente, es el que hace que dicha constante 
(5.13) sea igual a la unidad. 

De esta forma, mediante una elección adecuada de 
las dimensiones de mG, y tomando para G el valor 
(5.8), podemos utilizar el mismo número para medir 
la masa gravitacional y la masa inerte de un cuerpo. 
Por consiguiente, en todo el resto de la obra utilizare­
mos el termino masa para referirnos a cualquiera de 
ellas, ya que son indistinguibles. Realmente ésto ya lo 
hicimos en el capítulo anterior, al resolver y propo­
ner diferentes problemas. Nos apoyábamos simple­
mente en la idea intuitiva y familiar que sobre dicha 
magnitud tenían los alumnos; ahora sin embargo, ya 
podemos utilizarla con toda propiedad. 

Conviene insistir, una vez más, que la masa es una 
magnitud constante que caracteriza a una partícula 
en sus interacciones con el medio. Es independiente 
en la Mecánica Clásica, del estado de movimiento de 
la partícula (m f= f(v» y, además se conserva en el 
transcurso de dicho movimiento. 

Resumiendo: hemos comenzado por introducir la 
unidad de masa (§ 4 .3), a continuación la de fuerza y 
el postulado de que los métodos estáticos de medida 
de fuerzas, conducen al mismo resultado que el que 
se obtendría por la determinación dela aceleración (§ 
4.4). Por último, hemos indicado que se determina 
experimentalmente el valor de G, de modo que la 
constante (5.13) sea igual a la unidad. 

Veamos un método práctico p~ra la medida directa 
de masas. Queremos determinar las masas m y m' de 
dos partículas, utilizando una tercera de masa M 
como referencia, Fig. 5.4. Según (5.9): 

F= cf-!..-m , F'=G Mm' 

• __________ .... _F ___ •• m 

M 
r 

F' 
.--- - - - r- - - ------•• m' 

FIG.5.4 

si la distancia de m a M es la misma que de m' a M, 
el cociente entre las dos fuerzas es igual al cociente 
entre las masas: F/F'= m/m'. Por consiguiente, si dis­
ponemos de un método para comparar fuerzas, sin 
necesidad de medir cada una de ellas, podremos com­
parar masas. El principio de funcionamiento de la 
balanza, ¿cuál es?, nos permite utilizar este método, 
cuando el cuerpo de referencia es la Tierra. La balan­
za, como sabemos, alcanza el equilibrio cuando las 
fuerzas en ambos platillos es la misma, de esta forma 
las masas también son iguales, Fig. 5.5. Si en uno de 
los platillos tenemos el cuerpo de masa unidad (§ 
4.3), podemos medir valores numéricos de masas. 

FIG.5.5 

Terminaremos recordando la definición de peso de 
un cuerpo, que sin lugar a dudas recuerda el alumno. 
El peso es la fuerza con que la Tierra atrae a un cuer­
po situado en las proximidades o sobre su superficie. 
La dirección de este vector es la dirección de la fuerza 
gravitatoria, es decir hacia el centro de la Tierra. Al 
ser una fuerza se medirá en el SI en Newton. Tenien­
do en cuenta (5 .11): 

P=mg (5.14) 
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La aceleración de caída libre de los cuerpos (g) varía 
con la altitud, es decir con la distancia del cuerpo al 
centro de la Tierra, y con la latitud del lugar como 
consecuencia de la rotación de la Tierra. ¿Qué signifi­
ca latitud del lugar? Las variaciones de g con la alti­
tud, hasta unos pocos miles de metros, son tan peque­
ñas que puede considerarse prácticamente constante 
para una latitud dada. Por lo tanto, el peso de un 

'p '? cuerpo no es estrictamente constante, (, or que .. 
Como consecuencia de la rotación de la Tierra, la 

dirección del peso no es exactamente hacia su centro, 
pero ésto es una precisión de orden superior que que­
da fuera del nivel de este texto. 

El concepto de peso es el fundamento del método 
estático para la medida de fuerzas, junto con el coro~ 
lario que se deduce de la primera ley de Newton: . SI 
un cuerpo se encuentra en reposo, la suma vectonal 
de las fuerzas que actúan sobre él es nula. El instru­
mento que se puede utilizar para medir fuerzas. m~­
diante este método es el dinamómetro como ya mdI­
camas en el capítulo anterior. 

§ 5.3 FUERZAS ELECTROMAGNETICAS 

Las fuerzas electromagnéticas son las debidas a la 
interacción entre partículas cargadas electricamente. 
Por motivos metodológicos consideramos primero las 
que actúan entre partículas cargadas en reposo; poste­
riormente haremos una breve introducción a las que 
aparecen entre partículas cargadas en movimiento. 
Estos conceptos los desarrollaremos con mayor deta­
lle en los capítulos XII y XIV. 

La ley que rige la interacción entre cargas eléctricas 
en reposo fue enunciada por Ch. de Coulomb 
(1736-1806), que la determinó experimentalmente al 
'medir las atracciones y repulsiones entre pequeños 
cuerpos cargados eléctricamente. Su enunciado es el 
siguiente: «La interacción electroestática entr~ dos 
partículas cargadas ql y q2' separadas por una dIstan­
cia r es atractiva o repulsiva -dependiendo de que las 
carg~~ sean de distinto o del mismo signo-, dirigida a 
lo largo de la línea que las une y cuyo módulo vale 

K ql q2 K es una constante cuyo valor depende del 
e ' e 

r2 

sistema de unidades elegido». En forma vectorial se 
expresa, Fig. 5.6 a y b: 

(5.15) 

En la expresión anterior hay que introducir, en cada 
caso práctico, el correspondiente signo de las cargas. 
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FIG. 5.6 

Veamos algunas características de esta ley. Se pue­
de establecer experimentalmente mediante una ba­
lanza de torsión semejante, hasta cierto punto, a la de 
Cavendish utilizada para medir G. Ahora bien, la for­
ma estricta de la ley, no puede estar basada en los ex­
perimentos de Coulomb. Las medidas utilizando ba­
lanzas de torsión son dificiles de realizar con un error 
inferior al 1%. Dichas medidas no pueden asegurar, 
por ejemplo, que el exponente de r en el denomina­
dor no sea 2,0 I en vez de 2. Las medidas más recien­
tes dan para dicho exponente un valor comprendido 
entre los límites 2 ± 3 x 10-16 , ¿Por qué este proble­
ma no se plantea en la ley de gravitación universal? 

La constante K es similar a G en (5.9) sin embargo 
e . 

hay una diferencia fundamental. En la ley de graVIta-
ción las unidades de masa, longitud y fuerza estaban 
definidas de antemano, y el valor de G se determina­
ba experimentalmente. En el caso de la ley de Cou­
lomb, las unidades de fuerza y de longitud están defi­
nidas, pero no la de carga (en el SI el culombio es una 
unidad derivada). El camino que se sigue es asignarle 
a K un cierto valor y fijar de este modo la unidad de e 
carga. 

En el SI K = 9 X 109 N m2 C-2 por razones prácti-, e 

cas y tradicionales Ke se suele expresar de la forma: 

l 
K=­

e 4n eo 
(5.16) 

donde eo se denomina permitividad o constante die­
léctrica del vacío, su valor es: 

eo = 8,85 x 10-12 Fm-I 

El factor l/4n se introduce con objeto de simplifi­
car las expresiones que van surgiendo en el electro­
magnetismo, como tendremos ocasión de comprobar. 
Los sistemas de unidades que introducen este factor 
se denominan racionalizados, en § 12.2 comprobare­
mos la ventaja de su uso. 
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Resaltemos que las fuerzas gravitatorias siempre 
son atractivas, mientras que las electrostáticas pue­
den ser atractivas (si las cargas son de signo diferente) 
o repulsivas (si son del mismo signo). 

Es interesante comparar la intensidad de las fuerzas 
gravitatorias frente a las electrostáticas. Considere­
mos el caso de dos protones (m = 1,67 X 10-27 kg, 

-19 P 
e = 1,60 x 10 C) y calculemos el cociente de (5.15) 
Y (5.9): 

(5.17) 

para dos electrones este cociente, ¿es mayor o menor 
que para los protones? En el ejemplo anterior pode­
mos apreciar lo inmensas que son las fuerzas electros­
táticas, frente a las gravitatorias. ¿Recuerdas la apro­
ximación que establecimos en el ejercicio 3.2? 

Aunque la interacción gravitatoria se encuentra 
siempre presente, las fuerzas electrostáticas son las 
responsables de todos los fenómenos químicos y bio­
lógicos y de las interacciones entre objetos materiales 
de tamaño relativamente pequeño (es decir, fuera del 
dominio astronómico). Son las fuerzas que mantienen 
unidos a los átomos, las que proporcionan las propie­
dades mecánicas a los objetos materiales, y las únicas 
que intervienen en las reacciones químicas. 

Entre las partículas eléctricas en movimiento tam­
bién existen interacciones de tipo eléctrico. Pero ade­
más surge una interacción adicional , que recibe el 
nombre de fuerza magnética. Esta presenta el interés, 
desde el punto de vista de la Mecánica, de depender 
de la velocidad de las partículas que interaccionan. 
En el capítulo XIV las estudiaremos con mayor deta­
lle; ahora simplemente indicaremos que la fuerza , lla­
mada de Lorentz, tiene por expresión: 

F = F eléctrica + F magnética = q (E + V x B) (5.18) 

En el Electromagnetismo, la interacción entre partí­
culas se describe mediante la introducción del con­
cepto de campo (§ 7.1). En (5.18) E representa la in 
ten si dad del campo electrostático (§ 12.2) y B el vec­
tor inducción magnética (§ 14.1). 

* § 5.4 FUERZAS NUCLEARES 

Las fuerzas electromagnéticas que acabamos de 
considerar no son capaces de explicar la estabilidad 
del núcleo, ¿por qué? 

En el núcleo existen unas fuerzas de naturaleza di­
ferente a las anteriores, conocidas como interacciones 
fuertes . Estas son las que mantienen «unidos» a Ilos 

nucleones (partículas que forman el núcleo: protones 
y neutrones). Se trata de unas interacciones extrema­
damente complejas, que hasta época reciente eran 
poco conocidas. Resumamos algunas de sus caracte­
rísticas más importantes: 

a) Son fuerzas independientes de la carga eléctrica, 
es decir la fuerza nuclear entre protones y neutro­
nes es la misma que entre protones o que entre 
neutrones. 

b) Son fuerzas de muy corto alcance. Para distancias 
superiores a 10-13 cm (!) son practicamente des­
preciables; para distancias inferiores predominan 
sobre todas las demás interacciones entre nucleo­
nes. 

c) Dependencia compleja con la distancia: son 
atractivas hasta distancias del orden de 4 x 10-14 

cm para distancias inferiores se convierten en re­
pulsivas. (Fig. 20.1). 

d) Son fuerzas que no están dirigidas a lo largo de la 
línea que une a las «partículas», es decir se trata 
defuerzas no centrales. 

e) Sólo actúan entre una cierta familia de partículas 
elementales denominada hadrones. Esta familia 
además de los nucleones incluye a otras partícu­
las elementales, tales como los mesones y bario­
nes. 

Otro tipo de fuerza asociada con las interacciones 
nucleares son las denominadas interacciones débiles. 
Su naturaleza no es todavía bien conocida. El rango 
de estas fuerzas aún es menor que el de las interaccio­
nes fuertes; su intensidad es aproximadamente 10-15 

veces menor que la de aquéllas. Este tipo de interac­
ción sólo es importante en ciertos fenómenos nuclea­
res, por ejemplo, la desintegración f3 (§ 20.2). 

Realmente, como ya indicamos en la introducción, 
no tiene sentido estudiar estas fuerzas dentro del con­
texto de la Mecánica Clásica. A ún más, no sabemos 
hasta que punto tiene sentido emplear la palabra 
«fuerza» para designar las interacciones nucleares. Al 
contrario de las dos anteriores, no se pueden observar 
directamente; se puede obtener información acerca 
de ellas, bombardeando nucleones o núcleos con neu­
trones, protones y otras partículas (experimentos de 
difusión) y observando y analizando los resultados. El 
estudio de estas interacciones requiere el uso de la 
Mecánica Cuántica (§ 19.1). 

Para finalizar, resumimos en la tabla 5.1 las pro­
piedades más importantes asociadas a cada una de las 
interacciones fundamentales: 

6 1 
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TABLA 5.1 

Nombre 
Intensidad 

relativa 

N uclear Fuerte l 

Electromagnética 10-2 

Nuclear Débil 10-12 

Gravitatoria 10-40 

* § 5.5 FUERZAS DE CONTACTO 

La mayor parte de sistemas físicos con los que vamos 
a tratar son objetos que forman parte de nuestra vida 
cotidiana. Sobre ellos actúan fuerzas tales como las 
de rozamiento, esfuerzos debidos a contracciones y 
alargamientos de estructuras, tensiones ejercidas a 
través de cuerdas, alambres y cables, etc. Cada una de 
estas fuerzas implica un contacto físico con el cuerpo 
objeto de estudio. 

Para fijar ideas consideremos, por ejemplo, un blo­
que que se apoya sobre una mesa horizontal. La pre­
sencia de la mesa impide que el bloque caiga vertical­
mente, como consecuencia de su peso. Por lo tanto, 
debe existir una fuerza sobre el bloque ejercida por la 
mesa N, que equilibre el peso (P). Este es el razona­
miento que hacemos a nivel macroscópico; la fuerza 
N es de contacto. Ahora bien, para investigar la natu­
raleza de esta fuerza debemos razonar a nivel micros­
~ópico . El bloque se mantiene en la superficie hori­
zontal, por la suma total de las innumerables interac­
ciones electromagnéticas, que actúan entre los áto­
mos de las capas superficiales adyacentes del bloque 
y de la mesa. Un análisis microscópico de estas inte­
racciones es imposible de realizar, por su compleji­
dad. En la mayoría de aplicaciones, ignoramos dicha 
complejidad y concentramos las interacciones en una 
única fuerza N que denominamos de contacto. 

La mayor parte de las fuerzas de la naturaleza me­
cánica que nos resultan familiares, son fuerzas de 
contacto en el sentido que acabamos de indicar. Se 
trata de una categoría bastante artificial , pero de gran 
utilidad. 

Entre los átomos existen interacciones eléctricas, a 
pesar de su neutralidad. Son debidas a la distribución 
espacial de sus cargas positivas y negativas, así como 
a la distorsión que sufren estas distribuciones, como 
consecuencia de la presencia de otro átomo. Somos 
conscientes de la dificultad de estos conceptos, cuya 
interpretación se encuentra fuera del nivel de este 
texto. 

62 

Rango Signo 

~ 10-15 m Atractivas 
(con núcleo repulsivo 

Largo ( ~ I/r2) Atractivas o repulsivas 
-17 

<10 m? No aplicable 

Largo ( ~ I/r2) Atractiva siempre 

Por lo tanto, estas fuerzas de contacto aparecen 
cuando un cuerpo se encuentra en contacto con otro, 
provocando (a nivel microscópico) una distorsión en 
las distribuciones de las cargas eléctricas positivas y 
negativas de los átomos. 

Estas fuerzas varían con la distancia entre los cuer­
pos mucho más rápidamente que 1/r2 , que es la de­
pendencia característica de los cuerpos quepresentan 
una carga neta. Las fuerzas de contacto son, por lo 
tanto, de muy corto alcance; llegan a ser desprecia­
bles cuando los cuerpos se encuentran a distancias 
aproximadamente iguales a un diámetro atómico. 

A continuación presentaremos dos fuerzas que per­
tenecen a esta categoría, que son de gran utilidad en 
el estudio de la Física. Su estudio lo plantearemos a 
nivel macroscópico y fenomenológicamente. 

§ 5.6 FUERZAS ELASTICAS 

Desde cursos elementales sabemos que al actuar 
una fuerza sobre un cuerpo le produce una deforma­
ción o una aceleración. Las deformaciones se clasifi­
can, a grosso modo, en elásticas y plásticas. En las 
primeras, la deformación desaparece cuando cesa la 
fuerza que la produjo; en las segundas, el cuerpo ya 
no recobra la forma primitiva, aunque se suprima la 
fuerza que la originó, 

En los cuerpos elásticos, la deformación es propor­
cional a la fuerza, generalmente de contacto, que la 
produce. Para un cuerpo dado, a mayor fuerza mayor 
deformación. 

Eligiremos como prototipo de los cuerpos elásticos 
a un alambre rígido arrollado en hélice, que llamare·· 
mos resorte o muelle. Si un resorte se comprime o se 
estira y se deja posteriormente libre, vuelve a su posi­
ción original siempre que la deformación no haya 
sido demasiado grande. Existe un límite para las de­
formaciones, y por lo tanto para las fuerzas que las 
producen, más allá de las cuales el resorte no recobra 
su longitud original, sino que permanece deformado 
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permanentemente. Esta deformación máxima deter­
mina el límite de elasticidad del resorte. 

En los capítulos anteriores, ya hicimos uso implíci­
tamente de esta propiedad elástica de los resortes, al 
tratar de la medida estática de fuerzas y de los dina­
mómetros. 

La ley que relaciona las deformaciones con la fuer­
za elástica asociada a ellas fue enunciada por R. Hoo­
ke en el s. XVII. Su enunciado es de todos conocido: 
Si se deforma un resorte, comprimiéndolo o estirán­
dolo, la fuerza recuperadora es proporcional a la de­
formación . Su sentido es tal que tiende, en todo mo­
mento, a que el resorte recobre su longitud original. 
Esta ley la cumplen los resortes reales para un limita­
do rango de deformaciones, Fig. 5.7. 

no lineal 1
, ~ F l' 

rango e astlco o meal 

compresión 

FIG. 5.7 

1 
1 
I no lineal 

alargamiento 

Expresemos matemáticamente esta ley e interprete­
mos su significado, pues aquí es donde suelen tener 
los alumnos grandes confusiones. Sea el resorte repre­
sentado en la Fig. 5.8. Si con la mano, por ejemplo, 
lo estiramos hasta que tenga una longitud r, y el re­
sorte queda en reposo o por lo menos no está acelera­
do, se verificará: 

F =-F deformadora recuperadora (5.19) 

de acuerdo con la tercera ley de' Newton. La fuerza 
deformadora es la que ejerce la mano sobre el resorte; 
la recuperadora la del resorte sobre la mano. Según la 
ley de Hooke la fuerza recuperadora o elástica es pro­
porcional a la deformación y tiende a que el resorte 
recobre su longitud original, por lo tanto: 

F =-k(r-r)u recuperadora O r (5 .20) 

y 

x 
FIG.5.8 

donde k es la llamada constante del resorte, ¿cuáles 
son sus dimensiones y unidades en el SI? ro represen­
ta la longitud original del resorte , o sea la que posee 
cuando no está deformado; ur es un vector unitario 
que define la dirección en que se encuentra el resorte. 

Se puede comprobar que al comprimir el resorte 
(r < ro)' la fuerza recuperadora cambia de sentido y la 
deformadora también (5.19), como cabe esperar. 
También es interesante darse cuenta que la deforma­
ción es r - ro' no r. 

Si el resorte se encuentra a lo largo del eje OX, que 
es una situación muy corriente en problemas, (5 .20) 
se convierte en: 

F =-k(x -x)i recuperadora O (5.21) 

¡cuidado que en esta expresión x no es la deforma­
ción, sino la longitud total del resorte como conse­
cuencia de la fuerza deformadora aplicada!. La defor­
mación es: L1 x = x - xo' 

Si una vez deformado el resorte se deja libre, F defor­

madora desaparece pero Frecuperadora sigue actuando. Su 
valor no es constante, sino que varía en el transcurso 
del tiempo, ¿por qué? 

EJERCICIO 5.1 

-1 
La constante de un resorte es k = 2 N cm ; de su extremo se 
suspende un cuerpo cuya masa es 5 kg. Cuando el cuerpo se 
encuentre en reposo, calcular: a) Valor de todas las fuerzas 
que actúan sobre él , b) deformación del resorte. 

SOLUCION: 

Suponemos que no colgamos bruscamente el cuerpo del ex­
tremo del resorte, ya que en tal caso adquiriría un movi­
miento-armónico simple. Si se desprecia el efecto de la re­
sistencia del aire, el movimiento no se amortiguaría jamás 
y seguiría con él indefinidamente. 

(¡3 
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Para evitar estas complicaciones, suponemos que el con­
junto cuerpo-resorte llega a su estado final de reposo, pa­
sando por un gran número de posiciones intermedias en las 
que también se encuentra en reposo. Esto se puede conse­
guir, por ejemplo, colgando el cuerpo y manteniéndolo al 
mismo tiempo en la palma de la mano. Luego se baja lenta­
mente la mano hasta que se alcanza la posiciÓn final de re­
poso. 

a) En esta situación, las fuerzas que actúan sobre el cuer­
po son su peso (P) y la fuerza elástica del resorte (F recuperado­

), Fig. 5.9 . El peso es la fuerza deformadora que ha dado 
iugar al alargamiento del resorte. 

A partir de (4.6): 

P + F recuperadora = m a (5.22) 

como el cuerpo se encuentra en reposo: 

P + Frecuperadora = O , mg - kAx = O (5.23) 

¿cómo pasamos de la expresión vectorial a Ja escalar? Por 
lo tanto, el valor de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo 
será: P=49j N y, según (5 .23), Frecuperadora=-49j N. 

b) A partir de (5.23), Ax=l-lovale: Ax=24,5cm 

1 

Felástica 

p 

FIG.5.9 

§ 5.7 FUERZAS DE ROZAMIENTO 

Como ejemplo típico de fuerzas de contacto, he­
mos citado la que aparece entre un bloque y la mesa 
sobre la que se apoya (§ 5.5). Esta fuerza es perpendi­
cular a la superficie común a la mesa y al bloque, y 
por ello se le suele llamar fuerza normal o simple­
mente normal. Su origen reside en la deformación 
elástica de los cuerpos que están en contacto, puesto 
que dichos cuerpos nunca son, en realidad, completa­
mente rígidos. 
64 

Sin embargo, otras fuerzas también de contacto que 
aparecen entre el bloque y la mesa son mucho más 
importantes y presentan un mayor interés que las an­
teriores. Estas fuerzas son las denominadas fuerzas de 
rozamiento. 

En este apartado' abordaremos las fuerzas de roza­
miento que aparecen cuando un cuerpo desliza sobre 
otro, es decir cuando la velocidad del punto (o de los 
puntos) de contacto entre los dos cuerpos es distinta 
de cero. Esto significa que no nos preocuparemos dli 
las fuerzas de rozamiento a la rodadura, que las con­
sideramos fuera del nivel a que va dirigido este texto. 

Veamos las características generales, a nivel ma­
croscópico, de las fuerzas de rozamiento: 

a) Siempre que exista un deslizamiento relativo en­
tre dos cuerpos en contacto, aparece sobre cada 
uno de ellos una fuerza de este tipo. 

b) Son paralelas a la superficie de contacto entre 
ambos cuerpos. Por lo tanto, son perpendiculares 
aNo 

c) Tienen sentido contrario al de la velocidad relati­
va de un cuerpo respecto del otro. Se trata de 
fuerzas que siempre se oponen al movimiento. Su 
valor es independiente de dicha velocidad relati­
va. 

d) Son independientes, aproximadamente, del área 
de contacto entre los cuerpos. Esta independen­
cia se manifiesta dentro de ámplios límites. 

e) Aunque no haya deslizamiento relativo entre los 
cuerpos en contacto, puede existir fuerza de roza­
miento entre ellos. 

O Son proporcionales a N. 

Las fuerzas de rozamiento nos son familiares a to­
dos y desempeñan un papel muy importante en nues­
tra vida cotidiana. ¿Puedes citar algunos ejemplos en 
que se pongan de manifiesto? Como sabemos el roza­
miento entre partes móviles de máquinas conviene 
reducirlo al máximo, ya que significa una disminu­
ción en su rendimiento y un deterioro, ésta es la ra­
zón del uso de los lubricantes. Su efecto no siempre 
es pernicioso: las fuerzas de rozamiento nos permiten 
caminar como lo hacemos, nos permiten sostener un 
lápiz entre las manos y escribir, posibilitan el trans. 
porte con ruedas, etc. 

En este desarrollo nos interesa sobre todo aprender 
a hacer uso de las fuerzas de rozamiento en situacio­
nes prácticas. Por consiguiente, evitamos toda refe­
rencia a su naturaleza microscópica. 

El rozamiento es un concepto estadístico, que ma­
croscópicamente se caracteriza mediante una fuerza 
F" que representa la suma de las innumerables inte­
racciones -de tipo electromagnético- entre las molé­
culas de los dos cuerpos en contacto. Es imposible te­
ner en cuenta, como ya dijimos, las interacciones mo­
leculares individuales, de modo que a nivel macros-
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cópico se caracterizan por su valor estadístico medio, 
que llamamos F,. 

Estudiemos el comportamiento de estas fuerzas con 
un cierto detalle. Supongamos un bloque sobre una 
superficie horizontal, al que le aplicamos una peque­
ña fuerza f1 bajo la acción de la cual no se ponga en 
movimiento. La segunda ley de Newton (5.6) nos dice 
que debe actuar sobre el bloque una fuerza igual de 
sentido contrario que llamaremos fuerza de roza­
miento estática f'l. Si aplicamos una fuerza un poco 
mayor, f2, y el cuerpo tampoco se pone en movimien­
to, podemos argumentar de la misma manera: apare­
ce una fuerza de rozamiento estática, f'2' mayor que 
la anterior, ya que: h > ¡; ~ /'2 > /'1. y así sucesiva­
mente, hasta que apliquemos una fuerza F n' tal que si 
se aumenta ésta muy poco, el cuerpo se pone en mo­
vimiento, Fig. 5.10. Por definición a la fuerza de ro­
zamiento opuesta a F n se le llama Fuerza de roza­
miento estática máxima, F, y su valor, encontrado 

esl 

empíricamente, es igual a: 

F =" N ' est I""" est 

f.'~_~J f, 1, <1, 
.... ,., ... :., .............. : ... :,:,:,;:"" "", 

"":""" .. ;;'::'::':"::: .. ,;:;:.:':'::':'::::':':::i:¡:¡:¡:iJji11ib .. :. :':':':"':" ':" ':""" ':"::"'"""""::"". 

F······ 
'din .:: 

• 
• 
• • 
• 

FIG. 5.1O 

(5.24) 

F 

donde l1
esl 

se denomina coeficiente estático de roza­
miento y es una propiedad característica de las super­
ficies en contacto (de su naturaleza, del acabado de 
dichas superficies, temperatura, grado de contamina­
ción, etc.). Esta fuerza representa la mínima que hay 
que aplicarle a un cuerpo para ponerlo en movimien-

to relativo respecto de otro, cuando se encuentran en 
contacto e inicialmente en reposo. 

Por lo tanto la fuerza de rozamiento estático al 
deslizamiento no tiene un valor único, sino que se 
ajusta al de las fuerzas aplicadas, mientras no exista 
un movimiento relativo entre los cuerpos en contacto. 
Sólo su valor máximo se puede expresar de la forma 
(5.24); N representa la fuerza normal a la superficie· 
de contacto, que se calcula a partir de (4 .6). 

Una vez el cuerpo ya se encuentra en movimiento, 
la fuerza de rozamiento disminuye y toma un valor 
constante, independi·ente de la fuerza aplicada, igual 
a: 

F'din = I1din N (5 .2 5) 

(5.26) 

ésta . recibe el nombre de fuerza de rozamiento 
dinámica. En la Fig. 5.11 se representan gráficamente 
las consideraciones que hemos expuesto. En la tabla 
5.2 se representan valores típicos de ambos coeficien­
tes de rozamiento. 

F, 

---------~-~---------------

F'Plicad. 

FIG.5.11 

TABLA 5.2 

Materiales 

Acero sobre acero ........ . .......... 0,78 
Níquel sobre níquel .. .. ............. 1; 10 
Teflónsobre teflón . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 0,04 
Hierro sobre hierro . . . . . . . . . . . . . . . . .. l , l ° 
Madera sobre madera . .......... .... . 0,40 
Neumático sobre asfalto seco ........ . 
Neumático sobre asfalto húmedo . .... . 

0,42 
0,53 
0,04 
0,15 
0,30 
0,70 
0,50 
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* Ejercicio 5.2 

Un cuerpo de 300 kg se encuentra sobre un plano inclinado 
37° respecto de la horizontal. Se le aplica, en la dirección 
del plano, una fuerza de 980 N. Los coeficientes de roza­
miento estático y dinámico entre el cuerpo y el plano son: 
0,25 y 0,20, respectivamente. a) Justificar razonadamente 
que el cuerpo no puede estar en equilibrio. b) Calcular la 
fuerza de rozamiento que actúa sobre él. c) Aceleración con 
la que desciende. 

Solución: 

Dibujemos en primer lugar las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo. Estas serán F , N, P Y Fr' Fig. 5.12. 

y\ , 
\ 

\ , , , , 
\ 

\ , 
\ , , 

o 

p 

FIG.5.12 

./~X 
/' 

a) El cuerpo estará en equilibrio, es decir no se moverá 
(por cierto, cuando un cuerpo está en equilibrio, ¿siempre 
podemos afirmar que no se mueve?) cuando se cumpla: 

(5.27) 

¿por qué? La fuerza de rozamiento la hemos dibujado, Fig. 
5.1~ ,. e~ un sentido arbitrario. Al suponer el cuerpo en 
eqUilIbrIo no conocemos su dirección a priori. Proyectando 
(5.27) según los ejes de la Fig. 5.12: 

F -Mgsen37°+Fr = O 

} F,=789,34 N, 

N -Mgcos37° =0 

N= 2348N (5.28) 

Luego, la fuerza de rozamiento necesaria para mantener el 
equilibrio es: F r = 789,34 i. Si hubiésemos elegido para ella 
el otro sentido, al calcularla nos saldría su proyección sobre 
OX negativa; por eso si se supone que el cuerpo está en 
equilibrio y no se mueve, se le puede asignar ,a priori un 
sentido arbitrario. 

El módulo de la fuerza de rozamiento estática máxima 
(5.24) es: 

Fres ! = 0,25 x 2348 = 587 N (5.29) 
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Como el valor de la fuerza de rozamiento estática necesaria 
para mantener el equilibrio (789,34 N) es mayor que el va­
lor máximo que puede presentar ésta (587 N), no puede 
darse la situación de equilibrio. El cuerpo deslizará, des­
cendiendo por el plano. También se prodría haber resuelto 
con el siguiente razonamiento: el cuerpo estará en equili­
brio si se cumpl.e, !\sl' ~ P x - F. Como no se verifica, se en­
cuentra en mOVImIento. 
b) Al estar en movi,miento actúa la fuerza de rozamiento 

dinámica (5.35): 

F
rdin 

= 469,60 N , Frdin = 469,60 i 

c) Aplicando al cuerpo la segunda ley de Newton y 
proyectando la ecuación vectorial según los ejes de la 
Fig.5.12: 

por lo tanto: a = 1,07 m S-2. 

CUESTIONES 

¿Qué representan k l y ~ en (5.6)?, Relacionar cualitativa­

mente esta expresión con (5.5) para justificar su utilización. 
* 2 ¿Es lo mismo escribir: G = 6,674 X 10-11 mJ kg- I S-2, que 

G=(6,674 ± 0,012)x 10-11 mJ kg- I s-2?, Razonar la respues­

ta. 

3 Justificar las dimensiones y unidades de G en el SI. 
4 ¿Qué significa el signo menos en (5 .9)?, Justificar que también 

se puede escribir dicha expresión como: 

mi m2 
F I2 =- F21 =- G--

J 
- r

l 2 
? 

r l2 

5 Justificar que la masa es una medida de una propiedad carac­
terística y constante de un cuerpo, mientras que el peso no lo 
es. 

6 El peso ( P) y la normal (N ), ~on fuerzas de acción y reac­
ció!)? Razonar la respuesta. 

7 Describir un procedimiento para calibrar un resorte y utili­
zarlo como dinamómetro, en la medida estática de fuerzas. 

8 ¿Qué representa fisicamente la constante de un resorte? ¿De 
qué depende? Justificar qué debe ser un número positivo. 

9 En muchos libros la fuerza recuperadora se define mediante 
la relación: F = - kx, donde x es la deformación. Significado 
de F en esta expresión. 

10 Razonar cualitativamente el significado de la gráfica repre­
sentada en la Fig. 5.7, 

II ¿Existe alguna relación específica entre la dirección y sentido 
de Frdin Y la de v para un cuerpo? ¿Su sentido, el de Fr' está 
relacionado con el de a? 

12 Un bloque de masa M se apoya sobre una superficie rugosa 
que forma un ángulo () con la horizontal. Comparar lá fuerza 
mínima necesaria para que el bloque comience a moverse ha­
cia abajo, con la necesaria para hacer que empiece a moverse 
hacia arriba. ¿Cómo son dichas fuerzas comparadas con la 
mínima fuerza horizontal que puede hacer que el bloque se 
mueva hacia abajo del plano? 

PROBLEMAS 

l. Calcular la interacción gravitatoria entre el protón y el elec­
trón ~n un át?mo de. hidrógeno, suponiendo 9¡ue el electrón 
descnbe una orblta Circular de radIO 0,53 x 10- o m. Calcular 
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la interacción eléctrica entre ambas partículas. Se supone 
que se analiza el comportamiento del sistema en la aproxi­
mación clásica. 

2. Dos partículas cargadas eléctricamente, de 10 g de masa cada 
una, se suspenden de un punto común mediante dos hilos de 
longitud / = 50 cm. Cuando su carga es q , alcanzan el equi­
librio para un ángulo de los hilos con la vertical igual a 10°. 
Determinar el valor de q. 

• 3. Un bloque de 2 kg de masa se apoya sobre un plano inclina­
do liso, e = 30°, y se encuentra unido a través de un resorte 
con una superficie vertical , Fig. 5.13 . En la posición de equi­
librio el alargamiento del resorte es de 3 cm, icuál es la cons­
tante del muelle? Si el bloque sufre un alargamiento adicio­
nal de 3 cm hacia abajo en el plano inclinado, y s'e deja pos­
teriormente en libertad, ¿cuál será su aceleración? 

FIG.5.13 

4. Un cuerpo de 50 kg de masa se apoya sobre una superficie 
inclinada un ángulo a = 20° respecto de la horizontal. El coe­
ficiente estático de rozamiento entre el cuerpo y la superficie 
es de 0,25. Calcular la fuerza F necesaria, Fig. 5.14, para: a) 
Iniciar el movimiento ascendente del cuerpo por la superficie 
y b) para evitar que el bloque descienda. 

FIG.5.14 

5. Una fuerza horizontal F de 53,4 N empuja un bloque de 
22 ,2 N de peso contra una pared horizontal, Fig. 5.15. Los 
coeficientes de rozamiento entre el bloque y la pared son: 
f.1.esl = 0,60, f.1.din = 0,40. Si el bloque se encuentra inicialmente 
en reposo: a) ¿comenzará a moverse?, b) fuerza que ejerce la 
pared sobre el bloque. 

FIG. 5.15 

* 6. Un bloque se corta en dos partes según se indica en la Fig. 
5.16 a; se le aplica a la parte superior una fuerza horizontal 
F. El coeficiente estático de rozamiento entre las dos porcio­
nes del bloque es f.1. est = 1/2, y entre la inferior y el suelo 
f.1. e ,= 114. a) Dibujar y razonar las fuerzas que intervienen 
so~re cada parte del sistema. b) ¿Sobre qué superficie se ini­
ciará primero el movimiento?, es decir, entre los dos bloques 
o entre el inferior y el suelo. c) Determinar, para la respuesta 
obtenida en el apartado anterior, el valor mínimo de F para 
que se inicie el movimiento. d) También para el caso ante­
rior, calcular la aceleración del bloque que se mueva prime­
ro; en el momento que empieza a deslizar, f.1.d · para las dos 
superficies vale 116. In 

Repetir el problema si se intercambian los bloques, Fig. 5.16 
b y F sigue actuando sobre el superior. 

F 

200 kg 

100 kg 

(a) (b) 

FIG.5.16 
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CAPITULO VI 

DINAMICA DEL PUNTO 
TEOREMAS DE CONSERVACION (1) 

Una vez establecidas las leyes de la Mecánica, va­
mos a·estudiar la forma de aplicarlas para conocer la 
evolución temporal de una partícula. Comenzaremos 
por plantear el problema fundamental de la Dinámi­
ca (§ 6.1): determinar las ecuaciones finitas del movi­
miento de un punto material de masa dada, cuando 
se conocen las leyes de las fuerzas que actúan sobre 
él. 

El problema se soluciona de forma directa resol­
viendo la ecuación vectorial que representa la segun­
da ley de Newton (4.6). Ahora bien, la solución de di­
cha ecuación en el caso general es de gran compleji­
dad, como tendremos ocasión de comprobar. Por 
ello, la Física introduce ciertas magnitudes que per­
miten abordar y simplificar dicho problema, sin ne­
cesidad de recurrir a la solución de aquella ecuación. 

Estas magnitudes son: el momento lineal, el angu­
lar, el trabajo y la energía. Se trata de magnitudes que 
bajo ciertas condiciones se conservan; es decir, que en 
el transcurso del tiempo permanecen constantes, aun­
que la partícula evolucione. 

Podríamos preguntarnos que tienen de común todos estos obser­
vables, y otros que no hemos citado, para que se conserven. Efecti­
vamente existe «algo» común a todos ellos, que no se restringe al 
caso específico del movimiento que aquí nos preocupa. Ya lo 
apuntamos tímidamente en § 1.1 . 

Siempre que las leyes físicas que rigen un determinado fenómeno 
representan ciertas simetrías (§ 1.1), existe un observable físico que 
se mantiene constante en el transcurso del mismo. Ahora bien, esta 
correspondencia sólo aparece de forma natural dentro del marco de 
la Mecánica Cuántica (§ 3.1), en donde para cada una de las reglas 
de simetría hay una ley de conservación correspondiente. Esta ca­
racterística parece ser un atributo esencial de la naturaleza. Y no 
podemos, a este nivel , decir nada más; sólo hemos intentado abrirle 
perspectivas al alumno, para sus encuentros posteriores con la Físi­
ca. 

En este capítulo introduciremos el momento litleal 
(§ 6.2) y el angular (§ 6.3), así como sus correspon­
dientes teoremas de conservación. El concepto de tra­
bajo (§ 6.4) y el de energía cinética (§ 6.5) también se 
definen, quedando para el siguiente el teorema de la 
conservación de la energía. 

La mayor parte de estos conceptos ya son conoci­
dos por los alumnos. Ahora los introduciremos con 
un mayor grado de formalismo, definiéndolos de for­
ma diferenciaL Esto nos permitirá presentarlos en el 
caso más general, quedando englobados los aspectos 
más conocidos por los alumnos como casos particula­
res de éste. 
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*§ 6.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL DE 
LADINAMICA 

En la introducción ya hemos indicado cuál es el 
problema fundamental de la Dinámica. Vamos ahora 
a plantearlo con mayor detalle 'f a indicar cómo pue­
de resolverse. 

Se trata de calcular la trayectoria de un punto ma­
terial de masa m, conocidas las fuerzas que actúan 
sobre él. Para abordarlo se hace uso de la segunda ley 
de Newton (4.6): . 

cf2r 
F=ma=m (6.1) 

Esta ecuación, como sabemos, se plantea respecto de un cierto SRl; 
proyectándola sobre sus ejes se obtiene: 

d2x 
X=m--

dt2 

cfz 
Z=m--

dt2 

(6 .2) 

donde X, Y y Z son las componentes de F. En el caso más general 
estas componentes serán función de la posición del punto (x; y, z), 
de su velocidad (dxldt, dy/dt, dz/dt) y del instante de tiempo que se 
considere (t) !. Las expresiones (6.2) forman un sistema de ecua­
ciones diferenciales, que generalinente será muy difícil de integrar. 

Una ecuación diferencial es una ecuación en que la variable que 
se desea conocer se encuentra en forma de derivada de cualquier 
orden, pudiendo aparecer también en la ecuación sin estar afectada 
por la derivación. Se trata de una clase de ecuaciones que los alum­
nos no conocen y cuyos métodos de resolución forman una parte 
del Análisis Matemático. A nosotros, no nos debe preocupar el no 
saber resolverlas, aún las más sencillas; ya que su utilización co­
rresponde a un nivel superior al que va dirigido este texto. No obs­
tante, comentaremos algunas cuestiones relacion¡idas con las mis­
mas, para que el alumno sea consciente de la complejidad del pro­
blema. 

En las ecuaciones (6.2), las incógnitas a determinar mediante in­
tegración son x (t), y (t), z (t), que constituyen las ecuaciones para­
métricas de la trayectoria (2.2). Hay que tener en cuenta que en 
(6 .2) estas incógnitas pueden aparecer también en los primeros 
miembros como ya hemos indicado, dificultando extraordinaria­
mente la resolución de las mismas.Al integrar las ecuaciones dife­
renciales aparecen unas constantes, igual que al integrar cualquier 
función, que hay que determinar. Su cálculo se realiza dando en el 
planteamiento del problema unas condiciones complementarias, 
que normalmente son para las (6.2): la posición y velocidad del 
punto en en instante inicial (condiciones iniciales). Este tipo de pro­
blemas ya los tratamos en Cinemática (Ejercicio 2.2). Hay que te­
ner en cuenta que para llegar a la solución en (6.2) hay que integrar 
dos veces, ¿por qué? Al integrár por vez primera se obtiene la velo­
cidad, es decir: 

, dx 
X+cte=m -­

dt 
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escribiendo sólo la ecuación correspondiente a la componente x de 
(6.1). Al integrar la ecuación anterior, o por segunda vez (6.2), 
como se suele decir en el vocabulario de las ecuaciones diferencia­
les, se obtiene la trayectoria. 

Para evitar, o disminuir, estas dificultades la Física introduce di­
versas magnitudes que permiten calcular, sin tener que integrar una 
vez el sistema (6.2), la velocidad de la partícula en función del 
tiempo. Estas magnitudes son: el momento lineal, el angular y la 
energía. Se trata de magnitudes que bajo ciertas condiciones se con­
servan, es decir permanecen constantes en el transcurso del movi­
miento de la partícula. Desde el punto de vista matemático se dice 
que sus teoremas de conservación proporcionan integrales prime­
ras del movimiento. Pero éste es un aspecto que no nos interesa de­
masiado. 

Para finalizar este planteamiento general, y tan abstracto para el 
alumno, insistiremos en que la resolución del problema fundamen­
tal de la Dinámica es extrictamente matemático. La Física analiza 
el fenómeno, determina qué fuerzas actúan sobre el punto y a par­
tir de la segunda ley de Newton, establece (6.1). Una vez resuelto el 
problema matemático, interpreta fisicamente el resultado. 

Hay ocasiones en que el problema fundamental de la Dinámica 
se plantea en forma inversa: conocida la trayectoria de una partícu­
la de masa m, calcular las fuerzas que actúan sobre el/a. En estos 
casos el problema se simplifica proyectando (6.1) no sobre un siste­
ma de referencia cualquiera, sino sobre un sistema de ejes intrínse­
co (es decir, unido al móvil), formado por la tangente a la trayecto­
ria, su normal principal y su binormal (perpendicular a los dos an­
teriores) en el punto que en cada instante coincide con el móvil (§ 
2.3). Entonces se obtienen las ecuaciones intrínsecas del movimien­
to: 

" 

cP.s 
F=m--

t d t2 

m d 2s 
Fn =-;; d? (6 .3) 

que hay que resolver. En (6.3) Ft y Fn representan las componentes 
de la fuerza sobre la tangente y la normal a la trayectoria, respecti­
vamente. Este problema, aunque más sencillo que. el directo, sigue 
siendo complicado; además sólo es de utilidad en casos muy parti­
culares, por ejemplo cuando se conoce previamente la trayectoria. 

A nuestro nivel, nunca nos encontraremos con una 
situación tan general como la que acabamos de des­
cribir. En la mayoríá de ocasiones las fuerzas son 
constantes, y cuando no lo son se trata de funciones 
sencillas, tales como: F (x), caso de las fuerzas elásti­
cas; F (r), fuerzas gravitatorias y electrostáticas, etc . 
La solución en estos casos es simple; no creemos que 
tenga sentido ir analizando uno por uno todos ellos, 
ya que se trata de meros ejercicios de matemática 
aplicada. Sin embargo, si que insistiremos en la im­
portancia de las condiciones iniciales (ro y vo) en la 
resolución de todo problema de Dinámica. Por ejem­
plo, una partícula sobre la que actua una fuerza cons­
tante (como podría ser su peso),no describe la misma 
trayectoria si se lanza con una velocidad inicial per­
pendicular al suelo, que si se lanza con una que for­
me un cierto ángulo con él. ¿Qué trayectoria describe 
en cada caso? 

Para aclarar estas ideas resolveremos el ejercicio si­
guiente. 

Ejercicio 6.1 

U n cuerpo de masa m está unido a un resorte de masa 
despreciable y constante k. A partir de su posición de equi­
librio se deforma, por ejemplo estirándolo, y posteriormen­
te se deja libre. Si la deformación en el instante inicial es Xo' 

y su velocidad vo , calcular la ecuación de movimiento del 
cuerpo [x (t)l. El sistema resorte-cuerpo se encuentra sobre 
una superficie horizontal lisa, Fig. 6.1a. 
¿Cómo se modifica el resultado si el resorte se encuentra 
suspendido verticalmente, Fig. 6.1b? 

Solución: 

4Y 
I 
I 
I 
I X 

(a) 

m 

(b) 

FIG.6.1 

En la posición de equilibrio, las únicas fuerzas que actúan 
sobre el cuerpo son P y N. Se verifica: P + N = 0, ¿por qué? 
El,resorte no está deformado, su longitud es la original lo. A 
partir de esta posición se estira y posteriormente se deja li­
bre; cuando se está estirando actúa sobre él: Fdefonnadora 

(ejercida por la mano, por ejemplo) y la Felástica. Al dejarlo 
libre, la única fuerza es la elástica, que tiende a que el re­
sorte recobre su longitud original. El. movimiento del cuer­
po lo queremos estudiar en estas condiciones. 

Aplicando (4.6): 

Feláslica = m a , 
tfx 

-kx=m --­
d t2 

(6.4) 

donde hemos proyectado la ecuación vectorial sobre el eje 
O X, Fig. 6.1 a. En esta ecuación x representa la deforma­
ción del resorte, respecto de su posición de equilibrio. ¡Cui­
dado que no tiene el mismo sisgnificado que en (5.21)!. 
La constante k/m tiene dimensiones de [T r 2 y se suele es­
cribir como: 0)2 = klm. Su significado físico 10 trataremos 
posteriormente, pero desde luego no se trata de una veloci­
dad angular, ¿por qué? Introduciendo esta nueva constante 
en (6.4): 

tfx 
--=_(Q2X 

d t2 
(6.5) 

Esta ecuación diferencial, con las condiciones iniciales indi­
cadas en el enunciado, es la que hay que resolver para obte­
ner la ecuación de movimiento del cuerpo: x (t). 

No creemos adecuado, desde el punto de vista metodoló­
gico, aplicar los métodos de la teoría de ecuaciones diferen-

69 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



ciales para resolver (6.5), aunque se trate de uno de los ti­
pos cuya solución es más simple. Por ello, daremos directa­
mente la solución y el alumno puede comprobar que verifi­
ca a (6.5): 

x (t) = A sen( wt + 'Po) (6.6) 

¿por qué no pruebas si también puede ser solución otra fun­
ción que elijas arbitrariamente? 

En (6.6) A y(fJo son dos constantes arbitrarias que hay que 
determinar a partir de las condiciones iniciales. Haciendo 
uso de ellas: 

por lo tanto: 

VO=(dX) = wAcos (fJo 
dt o 

tg (fJo = w xol V o (6.7) 

(6.8) 

Esta solución, a pesar de su complejidad aparente, es de la 
forma indicada en (6.6). Para interpretarla fisicamente con­
sideramos el caso más usual: Vo = O; con esta condición (6.8) 
queda: 

x (t) = Xo sen (wt + n/2) = Xo coswt = A coswt (6.9) 

Esta es la ecuación característica del denominado movi­
miento armónico simple (MAS), Fig. 6.2; cualquier sistema 
fisico sea cual fuere su naturaleza, que obedezca a una 
ecuación del tipo (6.4) y como consecuencia su evolución 
temporal sea de la forma (6.9), se dice que es un oscilador 
armónico. 

x (t) 

A 

-A 

FIG.6.2 

La constante A se d~n?mina amplitud del movimiento, y 
representa el valor maXlmo de la deformación del resorte 
(6.9): A = xo. El instante inicial, t = O, era totalmente arbi­
~rario en el caso general (6.8); es decir, no coincidía con el 
Instante en que dejaba de actuar la fuerza deformadora. En 
estas condiciones: A # xo, como claramente aparece en 
(6.7). 
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El argumento de la función armónica en (6.8) ó (6.9) reci­
be el nombre de fase instantánea del movimiento, (fJ. Su vá­
lor para t = O recibe el nombre de fase inicial {/Jo. 

El MAS se caracteriza también por su periodo T, ya que 
(6.9) es una función periódica. Se define como el intervalo 
mínimo de tiempo que transcurre entre dos instantes para 
los cuales el desplaza~1iento y la velocidad del móvil toman 
los mismos valores. A partir de (6.9): 

x(t)=x(t+ D , t = tI -;o (fJI =w tI) 

2n=wT 
t=t2=t l+T -;o(fJ2=W(t l +D+2n 

Sustituyendo w por su valor: 

2n 1/2 
T=-=2n(mlk) 

w 
(6.10) 

La inversa del periodo recibe el nombre de frecuencia: 
v = liT, y se mide en s -loen hertz (Hz). Físicamente re­
presenta el número de oscilaciones, o ciclos completos, que 
describe el móvil en la unidad de tiempo, ¿por qué? w es la 
llamada frecuencia angular y se mide en rad S-I, ¿por qué? 

Cuando el resorte se encuentra suspendido verticalmente, 
Fig. 6.3, las únicas fuerzas que actúan son P y Felástica. En 
este caso se encuentra deformado, a pesar de estar en equili­
brio: 

P + Felástica = O , mg= kyo (6.11) 

¿qué representa Yo? A partir de esta posición, en la que el 
resorte ya no tiene su longitud original, se estira y poste­
riormente se deja libre. Al dejarlo libre, actúan sobre él su 
peso y la fuerza elástica, que es proporcional a la deforma­
ción del resorte respecto de su longitud original (lo), Fig. 
6.3, ¿Por qué? Por lo tanto, localizando los ejes en la posi-

longitud 
original 

Yo 

posición de equilibrio 

FIG.6.3 

o X 

P y 

ción de equilibrio y no en aquella en la que el resorte se en­
cuentra sin deformar, Fig. 6.2b: 

(6.12) 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



teniendo en cuenta (6.11) queda: 

d2 y 
-ky=m -­

dt2 
(6.13) 

Comparando (6.13) con (6.4) encontramos qu~ la ecuación 
de movimiento es la misma en ambos casos, SIempre que x 
en (6.4) represente el desplazamiento del cuerpo a partIr de 
la posición de equilibrio. 

§ 6.2 MOMENTO LINEAL. TEOREMA DE 
CONSERV ACION 

Se define el momento lineal de una partícula como el 
producto de su masa por su velocidad: 

p=mv (6.14) 

Se trata de una magnitud vectorial. Depende, ade­
más del sistema de referencia respecto del cual se de­
te~ina, ¿por qué? Sus dimensiones son: 
[p] = [M] [L] [T rl 

, y sus unidades: kg m S-l. 

Deri van do los dos miembros de (6.14) respecto del 
tiempo y recordando (4.6): 

dp 
F=­

dt 
(6.15) 

que nos indica: «la variación temporal del momento 
lineal de una partícula es igual a la fuerza total que 
actúa sobre la misma ». Este enunciado suele deno­
minarse: Teorema del momento lineal para una partí­
cula. Newton enunció su segunda ley haciendo inter­
venir el momento lineal, y con una nomenclatura 
moderna dicha ley sería la expresada en (6.15). ¿Po­
drías enunciarla en función de esta nueva magnitud? 

La expresión (6.15) nos indica que para que varíe 
el momento lineal de una partícula, tiene que actuar 
sobre la misma una fuerza neta distintade cero. Por 
consiguiente: Si la fuerza neta que actúa sobre una 
partícula es nula, su momento lineal permanece 
constante en el transcurso del tiempo. Esta conse­
cuencia se conoce con el nombre de: Teorema de con­
servación del momento lineal para una partícula. 

Realmente, este teorema para el caso de una partí­
cula sola no aporta ninguna información nueva, res­
pecto a la proporcionada por las leyes de Newton, 
¿por qué? El teorema de cons.ervaci.~n del mo~ento 
lineal adquiere su verdadera dImenslOn al estudIar la 
dinámica de los sistemas de partículas (§ 8.4). Este 
te~rema como el del momento angular, suministra 
integral~s primeras del sistema de ecuaciones diferen­
ciales (6.2), facilitando la resolución del problema 
fundamental de laDinámica. 

No creemos interesante resolver ejercicio alguno 
referente a este apartado, por las razones apuntadas 
anteriormente, los pospondremos para el capítulo 
VIII. 

§ 6.3 MOMENTO ANGULAR. TEOREMA 
DE CONSERV ACION 

Se define el momento angular de una partícula res­
pecto de un punto O, Fig. 6.4, al producto vectorial 
de su vector de posición respecto del SR! elegido por 
el vector momento lineal: 

lo=rxp=rxtnv (6.16) 

z 

/ 
/ 

/ 
/ 

X 

v 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ r 

FIG.6.4 

y 

Aplicando la definición de producto vectorial (§ 1.5) 
tenemos perfectamente conocido al vector lo' 
Hay que resaltar que el momento angular se calcula 
siempre respecto de un punto, que hay que especifi­
car claramente; por ello en (6.16) le hemos puesto un 
subíndice al vector lo' 

2 -1 Sus dimensiones son: [1] = [ M ][ L] [T] , y sus 
'd d k 2-1 um a es: g m s . 

U na pregunta que surge de forma inmediata es: 
¿qué relación existe entre el momento angular de una 
partícula tomado respecto de un punto O, y el de la 
misma partícula tomado respecto de otro punto O'? 
Sean I y l. los momentos cinéticos respecto de am-

o o O' bos puntos (Fig. 6.5). Supongamos que el punto no 
se mueve respecto del O, e~ este caso se verifica: 

(6.17) 

En efecto: 

I = r x mv = (00' + r') x mv = 00' x mv + o 

+ r' x mv = 00' x p + lo 
71 
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FIG.6.5 

A continuación definiremos una nueva operación 
vectorial, para la cual encontraremos de inmediato 
una aplicación e interpretación física. Se define el 
momento de una fuerza F respecto de un punto O, 
Fig. 6.6, como: 

M =rxF o (6.18) 

La caracterización de este nuevo vector está perfecta­
mente establecida, sin más que aplicar en (6.18) la 
definición de producto vectorial. El momento de una 
fuerza también depende del punto específico del es­
pacio respecto del que se calcula. ¿Cuáles son sus di­
mensiones y unidades, en el SI? 

Supongamos que sobre la partícula actúan diferen­
tes fuerzas: Fl' F2 , F3, ... , FD

, el momento resultante o 
total de estas fuerzas respecto de O se define como: 

72 

Mo = r x F) + r x F2 + r x F3 + ... =4r x F¡ 
I 

F 

.... .... .... 
r .... 

FIG.6.6 

.... , , 
'. O 

(6.19) 

Para captar el interés' físico de esta nueva defini­
ción sustituiremos (6.15) en (6.18): 

dp d(mv) d 
M =rx-=rx--=~r x mv) 

o dt dt dt (6.20) 

En esta última expresión hemos hecho uso de (1.38). 
¿Por qué en la derivada del producto vectorial se 

anula el sumando: dr ? -xmv .. 
dt 

Luego según (6.19), 

dio 
M=­

o dt 
(6.21) 

donde el momento de la fuerza y el momento angular 
están definidos respecto al mismo punto. La expre­
sión (6.20) se conoce con el nombre de teorema del 
momento angular para una partícula y expresa que la 
variación temporal del momento angular de una par­
tícula respecto de un punto O es igual al momento 
resultante de todas las fuerzas que actúan sobre la 
partícula, tomando dicho momento respecto del mis­
mo punto O. Por lo tanto, para que varíe el momento 
angular el momento total de las fuerzas debe ser dis­
tinto de cero. 

El nombre de momento angular lo le proviene de 
que representa un papel formalmente análogo en la 
dinámica de rotación de los sistemas de partículas 
(capítulo IX), al del momento lineal en la de trasla­
ciones (capítulo VIII). La ecuación (6.15) es la funda­
mental para estudiar el movimiento de traslación de 
un sistema de partículas; mientras que la (6.21) lo es 
para el estudio del movimiento de rotación. Obsérve­
se la analogía formal entre F y M o' y p y lo en ambas 
expresiones. Estos aspectos los desarrollaremos con 
mayor detalle en el capítulo VIII, allí percibiremos 
toda su utilidad y el significado físico que encierra. 

Hay que resaltar que (6.21) se verifica para un pun­
to O situado en un SR/, que normalmente tomamos 
como origen del mismo. ¿Por qué hay que hacer esta 
puntualización?, tener en cuenta que hemos hecho 
uso de (4.6) para su deducción . 

Ejercicio 6.2 

El vector de posición respecto de un SR! de un punto 
material de 6 kg de masa es: r(t) = (3t3 - 6t)i-4f3jm 

Calcular: 1.0 Fuerza que actúa sobre el punto. 2.° Mo­
mento de dicha fuerza respecto del origen de coordenadas. 
3.° El momento lineal y angular del punto respecto a dicho 
origen. 
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Solución: 

1.0 Según la segunda ley de Newton, expresada para un sis­
tema de referencia inercial (4 .6): 

dv d2 r 
F=ma=m-=m-

dt dt 2 
(6.22) 

conociendo el vector de posición se puede calcular la 
aceleración d2r 

dt 2 =6 i - 24 tj m S-2 

Al calcular 
di dj 

se ha tomado - - O dt - dt-

¿puede el alumno justificarlo? Obsérvese también que 
el movimiento del punto no es uniformemente acelera­
do, ¿por qué? 
La fuerza vale (6.22): F = 36i - 144t j N 

2.° Según (6.18) y (1.28): 

Mo = r x F = 3t2 - 6t 

36 

k 
-4t3 O 
-144t O 

= (- 288tl + 864t2)k N m 

3.0 A partir de (6.14) y (6.16): 

p=mv=36(t-l)i-72t2j kgms- 1 

k 

)0 =r x mv= 3t 2 -6t -4t 3 O 
36(t-l) -72t2 O 

= (_ 72[4 + 288tl )k kg m2 S-1 

Si calculamos: 

~~ = 36i -144tj N, dd~ = - 288t 3 + 864t2 N m 

quedan justificadas las expresiones.. (6 .15) y (6.21) para 
e~te ejercicio concreto. 

Si el momento resultante de todas las fuerzas que 
actúan sobre la partícula es nulo, su momento angu­
lar permanece constante en el transcurso del tiempo. 
Esta consecuencia de (6.21): 

(6.23) 

se conoce con el nombre de teorema de conservación 
del momento angular para una partícula. Tal como di­
jimos para el momento lineal, este teorema adquiere 
su verdadera dimensión al estudiar la dinámica de los 
sistemas de partículas. 

Ejercicio 6.3 

En el modelo de Bohr para el átomo de hidrógeno, se supo­
ne que el electrón se mueve en una órbita circular de radio 
rq alrededor del núcleo. La fuerza de atracción entre el pro­
ton y el electrón es de tipo electrostático (5.15). Suponiendo 
conocidas la carga del electrón y el protón ( e ), y sus masas 
respectivas: m e y mp' mp> > me· 
a) ¿Existe un momento, respecto al núcleo, de la fuerza 

que actúa sobre el electrón? ¿Cuál es el momento angu­
lar del electrón respecto al núcleo? ¿Se conserva? Justi­
ficar la respeuesta. 

b) Si el momento angular del electrón es la =h,calcular la 
velocidad ven función del radio de la órbita ra,hy m . 

c) A partir del resultado obtenido en b) y de la expresión 
de la fuerza electrostática, calcular ro y v en función de 
e, hy m 

Solución: 

Se trata de estudiar el comportamiento del electrón, que 
será nuestro punto material, en su interacción con el nú­
cleo. La partícula significativa del núcleo, desde el punto de 
vista del ejercicio, es el protón; ya que es la única que tiene 
carga eléctrica, propiedad que no presenta el neutrón. Su­
pongamos que analizamos el comportamiento del electrón 
en la aproximación clásica (§ 4.1). 

Sobre el electrón actúa una fuerza Fe' que constantemen­
te pasa por un punto, el núcleo (Fig. 6.7). En Física este 
tipo de fuerzas, denominadas fuerzas centrales, juegan un 
papel fundamental, (5.9) y (5.15). El movimiento de las 
partículas sometidas a este tipo de fuerzas presenta una se­
rie de propiedades que se estudiarán en (§ 11.1), pero se 
puede aprovechar este ejercicio para conocer ya algunas. 

I /~\ 
1/\ 
I : ~/ \ v 
I I // 

I .--- e \ O núcleo Fe I 
\ / 
\ / 
\ / " / " ./ "- ./ 

"- ---", 

FIG.6.7 
73 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



a) Por definición de momento de una fuerza respecto de 
un punto: 

(6.22) 

ya que ambos vectores tienen la misma dirección. Se­
gún(6.16) 

lo=rxmv=rmvk (6.23) 

donde k es un vector unitario perpendicular al plano 
del dibujo y saliendo de él. La velocidad lineal del elec­
trón se puede calcular a partir de la segunda ley de 
Newton (4.6), escrita para un observador inercial situa­
dó en O: 

e 
v =----

(4n80rm) l/2 
(6 .24) 

por lo tanto, el momento angular valdrá (6 .23): 

I = e (~)1/2k 
o 4n80 (6 .25) 

Según (6 .21) el momento angular se conserva al ser M = 
O, l,uego Ir = ~te . Por consiguiente,. la trayectoria siempre ~s­
tara en e mismo plano (que eqUivale a afirmar que la di­
recc!ón y sentido de lo permanece constante) y lo = cte. A 
partir de (6 .25) se observa que si el módulo de I ha de ser 
constante, ha de serlo r que es la única magnit~d que po­
dría variar, luego r = ro que es el radio de la órbita que co­
rresponde al estado fundamental en el modelo de Bohr para 
el átomo de hidrógeno. 

b) Si lo = Ií se obtiene de (6.23): 

v = Ií / ro m (6.26) 

ñ es igual a la constante de Plank (h ) dividida por 2n. 

c) A partir de (6.24) y (6 .26) se obtiene: 

m e2 
(6 .27) 

sustituyendo en (6.26): 

(6.28) 

Si ahora se introdujese el postulado de Bohr (de la llama­
da «antigua teoría cuántica», hoy superada) de que el mo­
mento angular de un electrón en una órbita circular está 
cuantificado, '1

0 
= n Ií , donde n es un número eqtero, n = 1, 

2,3 ... Se obtendrían a partir de (6.27) los radios de las órbi­
tas permitidas para el electrón; y a partir de (6 .28) las velo­
cidades en dichas órbitas. Para n = I se dice que el electrón 
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se encuentra en el estado fundamental (que es el de menor 
energía), por lo tanto, el radio calculado en (6.27) corres­
ponde al de dicha órbita. Si se sustituyen en (6.27) los valo­
res de las magnitudes que en ella aparecen, se obtiene 
ro =0,53 x 10-10 m, valor que el alumno habrá manejado en 
Química, junto a la teoría anterior. En (§ 19.3) volveremos 
con más detalle sobre 'ella. 

§ 6.4 TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA 

El ténnino «trabajo» no tiene el mismo significado 
en Física que el utilizado en el leguaje coloquial; esto 
ocurre a menudo con las magnitudes físicas que se 
denominan de la misma manera que ciertas palabras 
que se utilizan en el lenguaje cotidiano (por ejemplo, 
la fuerza). Cuando se introduce una magnitud física 
hay que dar una definición de la misma que tenga el 
mismo significado para todo el mundo, y no quede su 
interpretación al criterio subjetivo de las personas. 

Introducimos la definición de trabajo en forma di­
f erencial, para que sea lo suficientemente general , 
que incluya todos los casos que se puedan presentar. 
En los estudios elementales no se ha podido introdu­
cir de esta forma, porque la fonnación del alumno en 
el cálculo diferencial no lo aconsejaba. 

Se define el trabajo elemental o infinitesimal reali­
zado por una fuerza F variable a lo largo de un des­
plazamiento diferencial dr al producto escalar: 

dff=F· dr (6.29) 

La fuerza en general varía con el tiempo y la trayec­
toria es de fonna arbitraria (Fig. 6.8). Se trata por 
consiguiente de un concepto estrictamente matemáti­
co, basado en el producto escalar de dos vectores (§ 
1.4). Esta expresión nos indica que si la fuerza, por 
ejemplo, tiene una cierta dirección y la partícula so­
bre la que actúa se desplaza en otra, sólo la compo­
nente de la fuerza en la dirección del desplazamiento 

Z 

F 

A 

/ 
/ 

/ 
/ C 

/ 
/r 

/ 
/ B 

/ 

O Y 

X FIG.6.8 
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efectúa trabajo. A partir de la definición de producto 
escalar (1.18): 

dff = F I dr I cos e = F ds cos e (6 .30) 

o también (l.21): 

d.Y=Xdx+ Ydy+Zdz (6 .31) 

El vector desplazamiento elemental dr tiene por mó­
dulo el arco ds recorrido, en el intervalo dt, por la 
partícula sobre la que actúa la fuerza F; su dirección 
es tangente a la curva descrita por la partícula en su 
movimiento, y el sentido el del recorrido (2.6). 

En (6.30) hemos utilizado una notación no convencional en le tex­
to: 1 dr 1, para designar el módulo del vector dr. La razón es que ne­
cesitamos distinguir, ya que lo necesitaremos posteriormente, entre 
el módulo de dicho vector y la diferencial del módulo de r, di r l. 
Como ya indicamos (ejercicio 1.7 y problema 21) ambos no son, en 
general, equivalentes. 

Las componentes de dr son (dx, dy, dz ), y las del vec­
tor fuerza (X, Y, 2). 

Si se trata de evaluar el trabajo finito desde un pun­
to A hasta otro B, a lo largo de la curva c: 

~ _ B, e = f F. d r = f(X dx + Y dy + Zdz) 
A -B, e A- B,c (6.32) 

este tipo de integrales reciben el nombre de integrales 
de línea o curvilíneas, su valor no depende sólo de la 
función que se integra, ni del punto inicial A y final 
B, sino también de la curva que siga la partícula ma­
terial sobre la que actúa la fuerza F, para des.plazarse 
desde A hasta B. No se trata por consiguiente de una 
integral definida, sino de otra clase diferente de inte-

Z 

A ....--__ 
B 

o y 

x FIG. 6.9 

grales, que el alumno todavía no ha estudiado en ma­
temáticas, y que posiblemente no tratará hasta dentro 
de algunos cursos. Por lo tanto, el trabajo realizado 
por una fuerza para desplazar una partícula desde un 
punto A hasta otro B depende de la trayectoria segui-. 
da Fig. 6.9); esta propiedad es una consecuencia de la 
propia definición de trabajo (6 .32) 

f F ·dr -#- f F·dr -#- f F·dr (6.33) 
A- B, e, A- B,e, 

Ejercicio 6.4 

Una fuerza tiene de componentes (xy , 0, O), calcular el 
trabajo realizado por la misma al desplazar una partícula 
material desde el punto A(2,0) al B(0 ,2) a lo largo de: a) un 
arco de circunferencia de centro el origen de coordenadas y 
de extremos los puntos A y B. b) a lo largo del segmento 
AB. 

Solución: 

Según el enunciado F = xy i, donde x e y son las coorde­
nadas del punto del plano, en las que en cada instante se 
encuentre la partícula sobre la que actúa F. Se trata pues de 
una fuerza variable en el tiempo. Aplicando (6.32): 

(6.34) 

En este ejemplo concreto observamos porqué las integrales 
de línea y, por lo tanto, el trabajo, dependen de la curva a 
lo largo de la cual se calcule (o dicho en términos de Física, 
de la trayectoria seguida por la fuerza en su desplazamien­
to). En el integrando existen dos variables x e y y la diferen­
cial de una de ellas, dx; dicha integral no se puede evaluar a 
menos que conozcamos la relación de y con x , relación que 
proporciona la ecuación de la curva que se recorra para ir 
de A hasta B. Dependiendo, por consiguiente, de la ecua­
ción de la curva, el integrando será de una forma u otra, y 
por lo tanto, el resultado de la integral. 

a) A lo largo del arco de circunferencia AB (Fig. 6.10). La 
ecuación paramétrica de esta circunferencia es: 

x=2 cos A y=2 sen A (6 .35) 

eliminando A, obtenemos su ecuación cartesiana: 
x2 +/=4 

Según (6 .34), 

j,(O,2l j " 12 

ff A-B, c, = xydx =-8 cOSA sen2 A dA 
(2,O)c, o 

(6 .36) 
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y 

B(0,2) ~_ 

o A(2,0) 

FIG.6.10 

x 

donde ,x, y , dx se han sustituido por sus expresiones co­
rrespondientes en función del parámetro A. Los límites 
de integración, son los valores de A que corresponden a 
los puntos A y B, respectivamente. Obsérvese que al 
relacionar x e y a través de la ecuación de la trayecto­
ria, la integral de línea se ha convertido en una integral 
definida. 

La (6.36) se puede escribir: 

sen3;'1 nl 2 
= -8-- = -8/3 J 

3 o 

(6.37) 

El alumno puede comprender ahora la razón de haber 
utilizado la ecuación paramétrica de la circunferencia en 
vez de la cartesiana. De haber utilizado ésta la integral que 
resulta es más complicada de resolver que la (6.36) 

f
(0 ' 2) 

fI = x (4 _ X2
) 1/ 2 dx A-8, e l 

(2, 0) 

b) A lo largo del segmento AB (Fig. 6.10). La ecuación de 
esta recta es: y = 2 - x, por lo tanto: 

Luego: fI A-B,c,"# fI A-B,c,' el trabajo depende de la 
trayectoria. 

Si sobre una partícula actúan varias fuerzas, el tra­
bajo total realizado por las mismas al desplazar la 
partícula se obtiene, o bien sumando los trabajos rea­
lizados por cada una de ellas, o bien calculando pre­
viamente la fuerza neta y computando el trabajo de 
dicha fuerza. La demostración es elemental: 

dfl t:::.d fI ¡+ dfl 2+ dyJ+ ... . = F1·dr ·+F2 ·dr +FJ.dr + .... = 
= (F1 + F2 + FJ + ... )·dr = Fneta ·dr (6.38) 
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El trabajo elemental, y por supuesto el finito , es un 
escalar que puede ser nulo (e = n/2), positivo 
(n/2 > e ~ O) o negativo (n/2 < e ~ n); ejemplos de 
cada uno de estos casos se consideran en el ejercicio 
siguiente. 

Ejercicio 6.5 

Un cuerpo de masa m se encuentra sobre un plano incli­
nado un ángulo e respecto de la horizontal. Bajo la acción 
de diferentes fuerzas sube por el mismo, recorriendo una 
distancia e a lo largo del mismo, desde una altura Yo hasta 
otra y¡ (Yl > Yo)' Sobre el cuerpo actúa una fuerza constante 
F , aplicada en el sentido y dirección indicado en la Fig. 
6.11 . El coeficiente dinámico de rozamiento entre el cuerpo 
y el plano Pdin' Calcular: a) Expresión vectorial de cada una 
de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo. b) Trabajo reali­
zado por la fuerza constante. c) Trabajo realizado por la 
fuerza de rozamiento. d) Trabajo realizado por la fuerza de 
la gravedad. e) Trabajo total realizado por todas las fuerzas 
que actúan. 

Particularizar los resultados para los siguientes valores 
numéricos: m = 2 kg, e = 30°, e = 10 m, F = 100 N, Pdin= 0,20 

A 
I 

I I 
I I 
I 

I e :Yo I Yl 
I I 
I 

FIG.6.11 

Solución: 

a) En primer lugar determinaremos las fuerzas que ac­
túan sobre el cuerpo (Fig. 6.12): N, F'd ' P , F. Res­
pecto del sistema de referencia elegido,'1a expresión 
vectorial de éstas es: 

F = F(cose i - sene j) , P = -mg(sene i + cose j) (6 .39) 

Las restantes fuerzas hay que calcularlas a partir de 
la segunda ley de Newton, proyectada según el eje 
OY, Fig. 6.12: 

N - Fsen e - mgcose = O , N = (F sen e + mg cos e)j 
(6.40) 

y recordando la definición de fuerza de rozamiento 
dinámica (5 .25): 

F'd' =-PdinNi , F'd' =-Pdin(Fsene+mgcose)i 
In In (6.41) 
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y 

x 

F 

FIG.6.12 

b) Trabajo realizado por la fuerza constante. Haciendo 
uso de (6.32) para el caso unidimensional: 

:!I I = :!IA - B, a lo largo del 
plano inclinado 

= S Xdx 
A-B 

donde X es la componente de la fuerza en la dirección del 
desplazamiento (OX). Teniendo en cuenta (6.39): 

(6.42) 

XB, XA son las abcisas correspondientes a los puntos B y A, 
Fig. 6.11, respectivamente. A la misma expresión se podrí a 
haber llegado, haciendo uso de (6.30):d ¿¡;- = F dx cosO. 

e) Trabajo realizado por la fuerza de rozamiento dinámi­
co. De forma análoga al caso anterior: 

§í = - tldin(F + mg ctgO) (YI - Yo) (6.43) 

observamos que el trabajo realizado por la fuerza de ro­
zamiento es negativo (cuestión 16). 
El trabajo realizado por la normal N es nulo, fí; = O, 
¿por qué? 

d) Trabajo realizado por la fuerza de la gravedad. 

S
XB 

.9;=-mgsenO dx=-mg(y -Yo) (6.44) xA I 

¿Qué significa que en este problema :!ípeso < O? 
e) El trabajo total realizado por todas las fuerzas que ac­

túan sobre el cuerpo lo podemos calcular sumando :!II, 
52' :1;, .9;. También (6.38), evaluando la fuerza neta y 
calculando el trabajo realizado por la misma: 

F neta = [ F (COS O - tldin sen O) - mg(sen O + tldin COS O)] i 
(6.45) 

Según (6.32): 

5';otal = [F (ctgO - tldin) - mg(l + tldi" ctgO)] (YI - Yo) 
(6.46) 

que evidentemente es igual a la suma de los trabajos in­
dividuales. 
Sustituyendo los valores numéricos se obtiene: 
F=50(V3i-j)N, p= -1O(i+V3j)N, N=67,32j 
F'd =-13 ,46i; ff. = 500 V3 J , .0/'>-20(5 +V3) J , 

§'J ~ O ,§'4 = -100 J;.r;otal = 631 ,43 J. 

Si el cuerpo se desplaza sobre una superficie hori­
zontal, bajo la acción de una fuerza constante que 
forma un ángulo O con la dirección de desplazamien­
to (Fig. 6.13), el trabajo realizado sobre el cuerpo por 
la fuerza F al despl?zarlo una distancia e será: 

e 

d.r=FdscosO ,.r=FcosO S ds=FecosO 
O 

e - .. 

FIG.6.13 

(6.4 7) 

Luego sólo la componente de la fuerza en la direc­
ción del desplazamiento, F cos O, es efectiva en la 
producción de trabajo. Si la fuerza actúa en la direc­
ción del desplazamiento (e = O), (6.47) se convierte 
en: 

(6.48) 

que es la expresión del trabajo que se estudió en los 
cursos anteriores: «fuerza por espacio». Ahora esta­
mos en condiciones de comprender que la misma es 
un caso particular de la definición más general (6.32), 
que se verifica cuando se cumplen las hipótesis indi­
cadas. Evidentemente en los cursos anteriores no es­
taba el alumno en condiciones de entender la defini­
ción general, ya que·se trata de un concepto matemá­
tico complejo, por eso se introdujo en la forma (6.48) 
o (6.47). Este procedimiento de ir llegando a la gene­
ralización de los conceptos mediante aproximaciones 
sucesivas, a medida que la formación del alumno es 
mayor, se utiliza a menudo en la Ciencia, y nosotros 
lo haremos en este texto respecto a conceptos que el 
alumno ya había oído en cursos anteriores. También 
algunos de los conceptos nuevos que introduciremos, 
los estudiará con mayor profundidad en contactos, 
posteriores con la Física. 

Las dimensiones del trabajo en el SI son: 
[M] [L)2 [T r2

, como fácilmente se puede compro­
bar. Su unidad en dicho sistema es el julio (J): 
1 J = 1 N m. Esta unidad también es, como luego 
comprobaremos, la correspondiente a la energía. La 
definición del julio es inmediata a partir de (6.48), 
¿no? El nombre de julio fue dado en honor del cien­
tífico inglés James P. Joule (1818-1889), que estudió 
el equivalente mecánico del calor y otras cuestiones 
experimentales relacionadas con el teorema de con­
servación de la energía. 
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A pesar de la recomendación internacional de que se utilice úni­
camente el SI para las diferentes magnitudes fisicas, indicaremos al­
gunas unidades de trabajo y de energía, que todavía tienen vigencia 
en diferentes campos de la Ciencia y la Tecnología, y que no perte­
necen al SI: 

a) En Química y Termodinámica se suele utilizar la caloría (cal), 
que se define como la cantidad de energía necesaria para au­
mentar la temperatura de I kg de agua desde 15° C a 16° C. 

I cal = 4, 186 J 

Esta unidad, concretamente, está desaconsejada por la Confe­
rencia General de Pesas y Medidas (1960). 

b) En Física Atómica y Nuclear, la energía se suele medir elec­
trón-voltio (eV), esta es una unidad utilizada con el SI y cuyo 
valor en unidades SI se obtiene experimentalmente. Es la ener­
gía cinética (6.51) que adquiere un electrón al atravesar en el 
vacío la diferencia de potencial de un voltio. 

I eV = 1,60 x 10-19 J 

c) En Ingeniería eléctrica (especialmente en los contadores do­
mésticos de energía eléctrica) el kilowatio-hora ( kWh ): 

I kWh = 3,6 xl0
6 

J 

d) Si tene'mos en cuenta la equivalencia establecida por Einstein 
entre masa y energía: E = m e', donde e es la velocidad de pro­
pagación de la luz en el vacío. 

I kg de masa equivale a 9 xl016 J. 

Aunque en Mecánica Clásica la masa y la energía son concep­
tos completamente distintos, se ha introducido aquí esta rela­
ción de equivalencia, para tener conjuntamente todas las for­
mas de medir la energía. 

POTENCIA 

Un concepto que tiene gran importancia prácti­
ca en ingeniería es el de potencia, ya que el tiem­
po que se invierte en realizar un cierto trabajo es 
de vital importancia; por ejemplo, un pequeño 
motor eléctrico puede ser tan capaz de elevar un 
montacargas como uno grande (quizás añadiéndo­
le una serie de engranajes multiplicadores), pero 
no puede utilizarse porque su cometido le llevaría 
demasiado tiempo. Este concepto de potencia no 
es pues fundamental en el desarrollo de la Diná­
mica, sino más bien aplicado. Se define la poten­
cia instantánea como el trabajo realizado por una 
fuerza por unidad de tiempo: 

dff 
(l}J= dt (6.49) 

Si la potencia es constante en el tiempo, es decir, en 
intervalos iguales de tiempo se realiza el mismo tra­
bajo: .?7=9t. 

En el SI la unidad de potencia es el vatio (W), 
nombre dado en honor del ingeniero inglés James 
Watt (1736-1819) inventor de la máquina de vapor 
que marcó el comienzo de la revolución industrial. 

-1 . 
1 W = 1 Js . Como esta uOldad es muy pequeña para 
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las aplicaciones prácticas, se suele utilizar en ingenie­
ría el caballo de vapor (CV), unidad propuesta por 
Watt como la potencia producida por un caballo con­
siderado como una máquina. 1 CV = 746 W, eviden­
temente un caballo no sobreviviría mucho tiempo 
trabajando a este ritmo. 

x 

§ 6.5 TEOREMA DEL TRABAJO Y LA ENER­
GIA CINETICA . \ 

Sea una partícula sobre la que actúa una fuerza neta 
F. El trabajo infinitesimal efectuado por dicha fuerza 
en un desplazamiento elemental dr, a lo largo de la 
trayectoria c descrita por la partícula, Fig. 6.14, será: 

dv 
d5=F ·dr=m- . vdt=mv. dv= 

dt 

= 7 d(v. v)=d G mv2 
) (6.50) 

donde hemos hecho uso de (4.6), (2.7), § 1.4 y (l.34). 
Si por definición llamamos energía cinética de la 

partícula en un instante t a: 

1 
E =-mv2 

e 2 (6.51) 

la expresión (6.50) nos indica que el trabajo infinite­
simal realizado por todas las fuerzas que actúan so­
bre un punto material es igual a la variación infinite­
simal de su energía cinética. 

z 
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La energía cinética es un escalar positivo asociado 
a la partícula, que depende de su estado de movi­
miento. Es evidente que la energía cinética depende 
del SR! utilizado, ¿por qué? Según (6.50) se observa 
que tiene las mismas dimensiones que el trabajo, por 
lo tanto se medirá en julios. 

El trabajo finito realizado por la fuerza total F, al 
desplazarse bajo su acción un punto material desde A 
hasta B a lo largo de c, se calcula integrando (6.50): 

.'YA _ B.c = S F . dr = 
VB 

S d(1I2mv2 ) = 
A-B. c vA 

1 2 1 2 
=- mv --mv 2 B 2 A 

(6.52) 

Que nos indica: (<El trabajo realizado por todas las 
fuerza s que actúan sobre una partícula, al desplazar­
se desde un punto A hasta otro B a lo largo de una 
cierta trayectoria c, es igual a la diferencia entre la 
energía cinética de la partícula en el punto final B y 
en el punto inicial A. Esta diferencia depende, en ge­
neral, de la trayectoria que siga para desplazarse des­
de A hasta B. 

La relación (6 .52) se suele conocer con el nombre 
de teorema del trabajo y la energía cinética, y consti­
tuye una integral primera del movimiento (§ 6.1). 
Nos permite evaluar el trabajo realizado por la fuerza 
total que actúa sobre la partícula, a lo largo de una 
trayectoria arbitraria, sin tener la necesidad de resol­
ver la integral curvilínea (6.32), sín más que conocer 
v A y V B • Si se calcula el trabajo, la única precaución 
que hay que tener, es considerar en (6.52) el trabajo 
realizado por todas las fuerzas que actúan sobre la 
partícula, incluidas las de rozamiento si existen. 

Algunas consecuencias del teorema anterior son in­
mediatas. Si la velocidad de una partícula es constan­
te, su energía cinética no cambia y el trabajo realiza­
do sobre ella por la fuerza neta ·es nulo. Recíproca­
mente, si la fuerza que actúa no produce trabajo, por 
ejemplo, por ser F y dr perpendiculares, aquélla sólo 
puede cambiar la dirección del vector velocidad de la 
partícula, pero no su módulo; en consecuencia la par­
tÍCula sólo posee aceleración nOfll\al y no tangencial. 
Esta consideración hay que utilizarla para resolver el 
problema 8. 

De forma análoga se deduce (6.52) que si la energía 
cinética de una partícula disminuye: 

el trabajo realizado por la fuerza neta que actúa sobre 
ella es negativo; la partícula va disminuyendo la velo­
cidad. Por lo tanto, su energía cinética es igual al tra­
bajo realizado por la fuerza que actúa sobre ella, para 
llevarla al estado de reposo. Desde este punto de vista 
se puede afirmar que una partícula tiene una energía 
almacenada, como consecuencia de su estado de mo­
vimiento, ya que a medida que realiza un trabajo dis­
minuye su velocidad y pierde parte de esta energía. 

Ejercicio 6.6 

Un resorte sufre una deformación Yo bajo la acción de 
una partícula de masa m, Fig. 6.3 . ¿Qué trabajo hay que 
realizar para que sufra una deformación adicional YI ' 
YI > Yo?' Si se supone que esta deformación se ha realizado 
estirándolo, por ejemplo, y que posteriormente se deja li­
bre. ¿Cuál será la velocidad de la partícula, cuando el resor­
te tenga una deformación arbitraria y? 
Datos: Yo = 5 cm, m = 10 kg, YI = 20 cm. 

Solución: 

Para resolverlo utilizamos los resultados obtenidos en los 
ejercicios 5.1 y 6.1. A partir de la información inicial pode­
mos calcular la constante del resorte (5.23): 

mg 
k=­

Yo 
(6.53) 

Esta posición de equilibrio, en la que el resorte no tiene su 
longitud original, la tomamos como referencia para estu­
diar su movimiento posterior. En estas circunstancias (6 .13) 
basta considerar que sobre la partícula sólo actúa la F deforma. 

dora Y la F recuperadora; las deformaciones se medirán respecto 
de la posición de equilibrio, y no hay que tomar en consi­
deración el peso de la partícula (!). 

El resorte se deforma bajo la acción de una fuerza aplica­
da (F deformadora) ; si suponemos que el proceso se realiza sin 
que se acelere la partícula (ejercicio 5. 1), para cada posi­
ción y de ésta se verificará: 

F deformadora = - F elástica = k Y j (6.54) 

¿por qué? En la expresión anterior hemos utilizado los ejes 
indicados en la Fig. 6.3. 

Este tipo de procesos, o de transformaciones, son las que 
denominaremos reversibles en la Termodinámica (§ 10.1). 
Si inicialmente la velocidad de la partícula es cero, como 
así ocurre en el ejercicio, ésta se mantendrá durante todo el 
proceso muy próxima a cero, y tardará un tiempo infinito 
en realizarlo. Se trata por consiguiente de una transforma­
ción ideal, que sirve como caso límite de las reales. 

Aplicando (6.32): 

Y¡ 

3deformadora = kJ Y dy = 1/2 kl > O 
o I 

(6.55) 

evidentemente, en el mismo proceso, 3deformadora ::-.'1;,lástica 

=-1/2 ky; < O, ¿por qué? 
79 
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Una vez deformado se deja libre. La única fuerza que ac­
túa sobre la partícula, teniendo en cuenta las consideracio­
nes anteriores, es la fuerza recuperadora o elástica. Para 
calcular su velocidad v (y), hacemos uso de (6.52), por lo 
tanto tenemos que calcular previamente el trabajo realizado 
por la fuerza elástica (6.32): 

S
y 2 2 

.relástic. =- k y dy=- 1/2 k (y - y¡) > O 
Y, 

(6.56) 

i este trabajo es positivo, puesto que y < y¡ !. El trabajo ne­
cesario para llevarlo a la posición de equilibrio vale: 

.relástic. (y¡ ..... O) = 1/2 k y~ (6.57) 

Llevando (6.56) a (6.52), con VA = O, ¿por qué?, 

k 2 2 
1/2 m V2 ( y ) =T( y¡ - Y ) (6.52) 

[
k In 

v(y)= ~ (Y~-l) ] 
(6.59) 

expresión que da la velocidad en función de la posición. Al 
depender la velocidad del cuadrado de y, toma idénticos va­
lores para las mismas deformaciones del resorte, tanto si se 
trata de alargamientos, como de compresiones. Cuando la 
partícula pasa por la posición de equilibrio y = O, su veloci­
dad valdrá: 

v (O) = (k / m)ln y¡ (6.59) 

Gráficamente la energía cinética varia de la forma indica­
da en la Fig. 6.15 ya que Ec (y) representa una parábola 
(6.58). Integrando (6.59) se podria calcular la variación de 
la deformación con el tiempo y ( t). Ver problema 12. 

Sustituyendo los valo~es numéricos se obtiene: 
k = 2 x 10 3 N m - ,J'defonn.dora ( O ..... y¡ ) = 40 J, 

_M -1 
ffelástica(y¡ ..... 0)=40J,v(0)=2,,2ms . 

o y 

FIG.6.15 
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CUESTIONES 

* l. ¿Cómo influyen las condiciones iniciales en el cálcu­
lo de la ecuación del movimiento de una partícula, 
conocidas las fuerzas que actúan sobre ella? Razonar 
la respuesta. , 

2. Citar diversos sistemas fisicos en los que la variación 
temporal de la magnitud que los caracteriza, sea de 
la misma forma que (6.9). 

3. Significado fisico del periodo y la frecuencia en un 
MAS. ¿Qué diferencia existe entre w y v? Téngase 
en cuenta que w no puede ser una velocidad angular. 

4. Justificar, en el caso de una partícula, que las expre­
siones (4.6) y (6.15) son completamente equivalentes. 

* 5. Justificar, que la conservación del momento lineal 
para dos partículas aisladas está incluida en el enun­
ciado IV de § 4.3. 

6. ¿Qué relación existe entre la dirección del momento 
angular de una partícula y la de su velocidad?, ¿y. con 
su aceleración? ' 

7. Demostrar que el momento angular tiene dimensio­
nes de energía multiplicada por tiempo. 

* 8. ¿Qué forma toma (6.17) si O' se mueve respecto de 
O? 

9. Justificar que el vector momento de una fuerza res­
pecto de un punto es independiente de la posición de 
ésta a lo largo de la recta que la contiene. 

*10. Calcular la relación que existe entre el momento de 
una fuerza respecto de dos puntos O y O', que están 
fijos respecto de un sistema de referencia. 

*11. La expresión (6.21), ¿se verifica respecto de un punto 
O situado en un SRNJ? Razonar la respuesta. 

12. ¿Podrias citar otras palabras como «trabajo», tales 
que su significado en el lenguaje cotidiano sea dife­
rente de su significado científico? 

13. Razonar por qué, en general, el trabajo realizado por 
una fuerza que actúa sobre una partícula, depende 
de la trayectoria seguida por ésta al desplazarse desde 
un punto A a otro B. 

14. ¿En qué condiciones el trabajo se puede expresar 
como «fuerza por espaciQ»)? 

15. ¿Realiza algún trabajo un coche que se mueve con 
velocidad uniforme, a lo largo de una autopista recta 
y horizontal? Razonar la respuesta. 

16. Demostrar que el trabajo realizado por la fuerza de 
rozamiento dinámica siempre es negativo. ¿y el rea­
lizado por una fuerza de rozamiento estática? 

*17. ¿Cómo hemos afirmado que la AEc en (6.52) depen­
de de la trayectoria, si en dicha expresión la segunda 
integral es definida? Justificar claramente la respues­
ta. 

18. El trabajo realizado por una de las diferentes fuerzas 
que actúan sobre un cuerpo, ¿puede ser mayor que la 
variación de energía cinética del mismo? En caso 
afirmativo, citar algún ejemplo en que se verifique 
esto. 

PROBLEMAS 

1. Una partícula de masa m describe una circunferencia 
de radio R, su posición en cada instante de tiempo 
estádada por: s = 1/2 ao e - Vo t, donde ao y Vo son 
constantes positivas. Calcular: a) su aceleración tan­
gencial y normal en el instante t; b) su aceleración 
angular en función del tiempo; y c) la fuerza que le 
produce este movimiento. ¿Se podria calcular su di­
rección con los datos dados? 
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FIG.6.16 

Una partícula PI de masa m describe una circunfe­
rencia de radio R sobre una superficie horizontal. 
Esta partícula se encuentra unida a un hilo inextensi­
ble y de masa despreciable, que pasa a través de un 
agujero situado en el centro de la circunferencia; el 
otro extremo del hilo se encuentra unido a otra partí­
cula, P2, de masa M, como se indica en la Fig. 6.16. 
1.0 ¿Cuál es la velocidad de la partícula PI? 2.° Mo­
mento angular de PI respecto de O. 3.° Si ahora se 
tira suavemente de la partícula P2 hacia abajo una 
distancia y, ¿cuál es en este caso la velocidad de PI? 

Se supone que no existe rozamiento entre PI y la 
superficie horizontal. Por tracción suave o lenta se 
quiere indicar una tracción en la cual la componente 
radial del vector velocidad de la partícula es sismpre 
despreciable. 

3. Una partícula describe una circunferencia. a) Si se 
duplica su momento lineal, ¿cómo se ve afectado su 
momento angular? b) Si se duplica el radio de la cir­
cunferencia, sin que varie la velocidad, ¿cómo es in­
fluenciado su momento angular? Se suponen conoci­
dos los momentos lineal y angular en las condiciones 
iniciales. 

4. Una partícula de 3 kg se mueve con una velocidad 
constante de 4 m S-l a lo largo de una recta. a) ¿Cuál 
es su momento angular respecto de un punto situado 
a 5 m de la recta? b) ¿Se conserva I?, razonar la res­
puesta. ¿Qué consecuencias se extraen de los resulta­
dos anteriores? 

5. Un caballo arrastra un carro a lo largo de un camino 
recto y horizontal. El caballo ejerce una fuerza cons­
tante de 80 N; está unido al carro mediante una cuer­
da inextensible y de masa despreciable, que forma un 
ángulo de 20° respecto al camino. Si lo arrastra du­
rante un kilómetro, ¿qué trabajo realiza? ¿Qué poten­
cia desarrolla si tarda en recorrerlo una hora? 

6. Un ascensor de 2 x 103 kg de mas,! desciende con una 
velocidad uniforme de 1,5 m S-2. a) Valor en la ten­
sión en el cable que lo sujeta. b) Trabajo realizado 
por esta fuerza sobre el ascensor al descender 15 m. 
c) Trabajo realizado por el peso del ascensor a lo lar­
go de la misma distancia. 

* 7. Un cuerpo desliza a lo largo del eje x; sobre él actúan 
dos fuerzas FI y F2, Fig. 6.17a. La fuerzaF¡ es cons­
tante e igual a 103 N Y F2 varía con x de la forma in-

103 

5.102 

O 

-5.102 

* 8. 

(a) 

F(N) 

3 6 9 x(m) 

---------

(b) 

FIG.6.17 

di cada en la Fig. 6.l7b. a) Calcular el trabajo realiza­
do por FI. b) ¿Cuál es la velocidad del cuerpo cuando 
ha recorrido 10m, si ha partido del reposo y su masa 
es de 400 kg? 
Una partícula de masa m y carga eléctrica + q pene­
tra, con una velocidad vo, en una región del espacio 
en la que existe un campo magnético uniforme de in­
ducción B. La dirección inicial de movimiento de la 
carga es perpendicular a la de B (Fig. 6.18). Si la 
fuerza que ejerce el campo sobre la carga viene dada 
por la expresión (5.18): F = q (v x B ). 

Calcular: a) Fuerza que actúa sobre la carga, indi­
cando su dirección, sentido y módulo. b) Trabajo in­
finitesimal efectuado por la fuerza. Energía cinética 
de la partícula. c) Aceleración de la partícula. d) Mo­
vimiento que lleva la partícula en el seno de la región 
donde existe el campo magnético. Indicar las caracte­
rísticas del mismo. 

Se supone despreciable la fuerza de atracción de la 
Tierra sobre la partícula, frente a la de origen magné­
tico. 

B B 

---1---

FIG.6.18 
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* 9. Sobre una partícula que se mueve a lo largo de una 
recta actúa una fuerza F = - k x i, para desplazamien­
tos en el semieje 'positivo del eje de abcisas; y 
F = e Xl i, para desplazamientos en el semieje negati­
vo. Calcular el trabajo realizado por estas fuerzas, 
cuando la partícula se desplaza desde: a) x = O hasta 
x=+A, b) x=+A hasta x =O, c) x=-A hasta x =O, 
d) x=O hasta x=-A y e) en un ciclo desdex=-A 
hasta x = + A Y volver a la posición inicial. k y e son 
constantes. 

10. Repetir el ejercicio 6.6 suponiendo que el resorte se 
comprime en vez de alargarse. 

*11. Un bloque de 10 kg de masa se encuentra sobre una 
superficie horizontal; entre ambos existe un cierto ro­
zamiento. Sobre el bloque actúa una fuerza horizon-
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tal constante, F, de 30 N. Se observa que partiendo 
del reposo y despu~~ de desplazarse 1 m, adquiere la 
velocidad de 2 ms . a) Calcular la energía disipada 
por la fuerza de rozamiento. b) Si la fuerza constante 
deja de actuar después de haber recorrido el bloque 1 
m, ¿qué espac(o recorre éste antes de pararse? 

* 12. Por integración directa de (6.59) y con las condicio­
nes iniciales indicadas en el ejercicio 6.6, calcular la 
ecuación de movimiento y ( t ) de la partícula suspen­
dida del resorte. Este es un caso en el que se puede 
comprobar la simplificación que para la resolución 
de los problemas de Dinámica, representa el dispo­
ner de integrales primeras del movimiento. Compa­
rar este método con el desarrollado en el ejercicio 
6.1. 
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CAPITULO VII 

DINAMICA DEL PUNTO 
TEOREMAS DE CONSERVACION (11) 

Este capítulo representa por sus contenidos una 
continuación del anterior. Seguimos con el estudio de 
magnitudes que se conservan bajo ciertas condicio­
Iles. Su uso permite conocer la evolución temporal de 
!lna partícula, sin necesidad de resolver la ecuación 
fundamental de la Dinámica. 

El núcleo de este capítulo lo consttituye la energía 
y su conservación. Se trata de un concepto muy fami­
liar en una época de tanto desarrollo tecnológico 
~omo la nuestra. Es una magnitud, e incluso una pa­
labra, fundamental en la civilización industrial; cual­
~uiera intuye su importancia como término científi­
';0 , así como su significado en la vida cotidiana. El 
teorema de conservación de la energía es uno de los 
principios fundamentales de la naturaleza, junto con 
los de conservación del momento lineal, momento 
angular y de la carga eléctrica. 

En el momento actual la Física sólo reconoce dos 
formas de energía: la cinética y la' potencial. La ex­
presión de la energía potencial es diferente depen­
diendo de la naturaleza de la correspondiente interac­
ción física. El calor y la radiación son simplemente 
dos mecanismos de transferencia de energía. Antes de 
conocerse claramente los conceptos de interacción y 
la estructura atómica de la materia, la Física clasifica­
ba la energía en dos grupos: energía mecánica, que 
correspondía a la energía cinética y la energía poten­
cial gravitatoria; y no mecánica, que la dividía en ca­
lor, energía química, energía eléctrica, energía mag­
nética, radiación, etc ... Por ejemplo, en el momento 
actual « la energía química» es un término macros­
cópico que se utiliza para describir la energía asocia­
da con las interacciones eléctricas en los átomos y 
moléculas, y que se manifiesta en los procesos quími­
cos. La energía de la gasolina, otro ejemplo, debe in­
terpretarse desde este punto de vista, como que la ga­
solina está compuesta por átomos; éstos por partícu­
las cargadas negativamente (electrones) y nucleos car­
gados positivamente. La energía de este combustible 
es debida, en sus aspectos más básicos, a la energía ci­
nética y energía potencial electromagnética de los 
electrones y núcleos. 

Las primeras aportaciones al concepto que hoy co­
nocemos como energía y su conservación, fueron rea­
lizadas en el S. XVII por Ch.Huygens, en el curso de 
sus estudios sobre colisiones o choques. En el S. XIX 
se fueron clarificando y ampliando estos conceptos, y 
se desarrollaron las leyes de la Termodinámica. La 
primera de las cuales es una generalización del teore­
ma de conservación de la energía. Los nombres de J. 
R. Mayer, J. P. Joule, Lord Kelvin, R. Clausius y 
otros, están relacionados con estas aportaciones. La 
evolución de la interpretación científica de estos con­
ceptos y leyes es una historia interesante íntimamente 
relacionada con la historia de la Revolución Indus­
trial. En nuestros días el interés acerca de energía y la 
búsqueda de nuevas fuentes se ha acrecentado debido 
a la crisis del petroleo, desencadenada en 1973. 

Comenzamos el capítulo con una breve introduc­
ción a la teoria clásica de campos (§ 7. l). Se trata de 
un modelo matemático del que hace uso la Física, 
para la interpretación de los fenómenos de interac­
ción en la naturaleza. A pesar de su importancia y 
utilidad nos vemos obligados, por la abstracción que 
implica, a tratar este apartado a nivel elemental; aun­
que también es cierto que para los alumnos a que va 
dirigido este texto no es necesario más. Cuando en 
capítulos posteriores necesitemos ampliar o precisar 
algunas nociones ya lo haremos. 

A continuación (§ 7.2) estudiamos las característi­
cas de un tipo particular de fuerzas, las llamadas con­
servativas, para las cuales el trabajo que realizan no 
depende de la trayectoria, al contrario de lo que ocu­
rre con una fuerza en general. En (§ 7.3) se introduce 
el concepto de energía potencial U, como forma de 
energía asociada a todo campo de fuerzas conservati­
vas. El estudio del teorema de conservación de la 
energía ocupa el apartado siguiente (§ 7.4); este teore­
ma lo generalizaremos en el capítulo X al tratar del 
primer principio de la Termodinámica. En (§ 7.5) es­
tudiamos la relación entre una fuerza conservativa y 
la energía potencial de la que deriva, para el caso 
unidimensional; también tratamos las curvas de ener­
gía potencial, es decir a partir de conocer la forma 
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cómo varía la energía potencial en una cierta región 
del espacio, U ( x), deducir por inspección una serie 
de características del movimiento de una partícula si­
tuada en dicha región. 

§ 7.1 INTRODUCCION A LA TEORIA DE CAM­
POS. CAMPOS ESCALARES Y VECTO­
RIALES 

En este apartado queremos dar una introducción 
elemental a la teoría de campos, se trata de una es­
tructura matemática que permite interpretar de ma­
nera cómoda fenómenos de diferentes partes de la Fí­
sica. La razón de su ubicación en este capítulo, reside 
en que incluye interpretaciones y definiciones que 
utilizaremos en los apartados siguientes, así como en 
los capítulos sucesivos de la obra. 

En Física al tratar de describir la interacción entre 
partículas o cuerpos materiales se puede hacer de dos 
modos: 

a) Mediante el concepto de acción a distancia, 
utilizado desde la época de Newton. 

b) Mediante la perturbación de las propiedades 
del medio donde se encuentren las partículas. En esta 
descripción se supone que una de las partículas pro­
duce la perturbación, que se traduce en una acción 
sobre las demás, que podemos llamar «testigos» y 
que se encuentran en la región perturbada. Este con­
cepto fue introducido por Faraday, que no llegó a for­
malizarlo matemáticamente. 

Estas dos descripciones alternativas, son indistin­
guibles en situaciones estáticas, no presentando nin­
guna ventaja una sobre otra. Para concretar un poco, 
podemos pensar en la acción electrostática entre car­
gas eléctricas en reposo, (§ 5.3). En situaciones diná­
micas (las partículas que interaccionan se encuentran 
en movimiento) y si la velocidad de propagación de 
la interacción es finita, ambas descripciones no son 
equivalentes. 

La acción a distancia implica, como su nombre in­
dica, la interacción de una partícula sobre otra sin in­
tervención directa del medio en el cual se encuen­
tran; podríamos decir sin « intermediario ». Esta des­
cripción supone una propagación instantánea de las 
interacciones y puede dar lugar a interpretaciones 
erróneas. En situaciones dinámicas resulta ventajoso 
y más cómodo, tan do desde el punto de vistá fisico 
como matemático, la descripción mediante la intro­
ducción del concepto de campo, para caracterizar la 
perturbación de las propiedades del medio. Aunque 
seamos reiterativos, conviene resaltar que la acción a 
distancia o directa presenta grandes ventajas en si­
tuaciones estáticas (cargas eléctricas o masas gravita­
torias en reposo), pero tiene grandes desventajas 
cuando se trata de cargas o masas en movimiento rá­
pido. 
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Intuitivamente pensamos que los cuerpos materia­
les deben estar en contacto unos con otros, o con al­
guna entidad fisica intermedia, para que exista una 
fuerza (§ 5.5). El punto de vista del campo hace uso 
de esta interpretación y permite además utilizar toda 
una estructura matemática, perfectamente formaliza­
da, que simplifica la interpretación de los fenómenos 
fisicos. 

Aunque a nivel de esta obra se van a considerar 
fundamentalmente situaciones estáticas o aquellas en 
que las cargas se muevan lentamente o sin acelera­
ción, introduciremos la teoría de campos por su po­
tencialidad, al permitirnos resolver de manera idénti­
ca situaciones que a primera vista parecen muy dife­
rentes. Realmente los alumnos ya han oído hablar de 
ciertos campos, recordemos: el campo eléctrico E y el 
campo de inducción magnética B. Ahora estamos en 
condiciones de realizar una introducción, aunque sea 
elemental, a la teoría general de campos. Los casos 
particulares ya estudiados se obtendrán como aplica­
ciones específicas de la misma. 

Un «campo» es toda magnitudfisica que toma un 
valor diferente en cada punto del espacio y en cada 
instante de tiempo. La temperatura en los distintos 
lugares de la Tierra, por ejemplo, es un campo que 
representaremos mediante una cierta función: T(x, y, 
z, t). Se trata en este caso de un campo escalar, debido 
a la naturalesza de la magnitud fisica característica (§ 
1.1). Otros ejemplos de campos escalares serían el de 
presiones en la atmósfera: p(x, y, z, t); densidades del 
aire o en los distintos puntos de un sólido no homo­
géneo: p(x, y, z, t), etc. Cuando los campos no depen­
den del tiempo se dicen que son estáticos o estaciona­
rios. 

Los campos escalares se visualizan mediante las su­
perficies de nivel o equiescalares, que son el lugar 
geométrico de los puntos del espacio para los cuales 
la función escalar toma el mismo valor, por ejemplo: 
T(x, y, z,)=cte, Fig. 7.la. Estas superficies se suelen 
representar a intervalos constantes del escalar, por 
ejemplo en la Fig. 7.1 b, L1 T = 10° C. 

Cuando estas superficies se cortan por un plano se 
convierten en las denominadas curvas de nivel o 
equiescalares; según la magnitud fisica que represen­
tan reciben un nombre particular: isotermas: T(x, 
y) = cte (Fig. 7.1); isóbaras: p(x, y) = cte, estas curvas 
son de gran importancia en los mapas meteorológi­
cos; curvas de nivel: h (x, y) = cte, que tan importantes 
son en los mapas topográficos, etc. 

Existen otros campos que representan magnitudes 
de carácter vectorial, y que por lo tanto se denomi­
nan campos vectoriales: A(x, y, z, t). Entre éstos cabe 
citar el campo de velocidades en un fluido o en un 
sólido en rotación, Fig. 7.2, v (x, y, z, t); el campo 
eléctrico E(x, y, z, t); el gravitatorio ~(x, y, z); el mag­
nético B(x, y, z, t), etc. De manera análoga a los cam­
pos escalares, se dice que un campo vectorial es esta-
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FIG. 7.1 

donario, cuando la magnitud característica del mis­
mo no es función del tiempo, por ejemplo: el gravita­
torio ~(x, y, z), el electrostático E(x, y, z), etc. 

Entre los campos vectoríales son especialmente im­
portantes los campos de fuerzas. Se dice que en una 
cierta región del espacio existe un campo de fuerzas, 
cuando en todo punto de la misma hay definida una 
fuerza, que toma un valor diferente para cada punto 
y en cada instante de tiempo. A partir .de ahora, nos 
referiremos exclusivamente a los campos estáticos de 
fuerzas. Para poner de manifiesto la fuerza hay que 
colocar en el punto correspondiente un agente sensi­
ble -« testigo»- de naturaleza adecuada a la de la 
fuerza. Es decir, si las fuerzas son de naturaleza eléc­
trica, el agente sensible será una carga eléctrica, en 
reposo o en movimiento; si son magnética$ una carga 
eléctrica en movimiento; si son gravitatorias una par­
tícula con una cierta masa, etc. Por lo tanto, en gene­
ral, F(x, y, z, x) , donde mediante x queremos indicar 
que el valor de la fuerza depende no sólo del punto 
del espacio considerado, sino del valor del agente sen­
sible o testigo utilizado para detectarla. 

Concretemos este concepto para un caso específico: 
interacción electrostática entre cargas eléctricas en re­
poso (§ 5.3). En un punto del espacio existe una carga 
eléctrica q¡ Fig. 7.3; si se coloca en sus inmediaciones 
una carga q2' en un punto B, a una distancia '12' actúa 
sobre ésta una fuerza dada por (5.15). Si en un punto 
e, situado a una distancia '13' se coloca una earga -q3, 
sobre ella actuará una fuerza: 

y así para todos los puntos del espacio. Es evidente 
que el valor de la fuerza definida en cada punto de la­
región perturbada por q¡ depende: a) Del lugar del es­
pacio donde se coloque el agente sensible que sirve 
para detectar el campo de fuerzas: '¡2, '13' etc.; es de­
cir, las coordenadas (x, y, z) del punto considerado. b) 
Del valor numérico del agente sensible, del testigo, 
utilizado: q2' Q3' etc. 

Conviene resaltar que las fuerzas de rozamiento 
quedan fuera de esta interpretación, ya que no pue­
den formar un campo de fuerzas al no estar unívoca­
mente definidas para cada punto de ra región donde 
puedan existir; su valor depende del estado de movi­
miento del cuerpo y en el caso de que se encuentre en 
reposo, del valor de la fuerza aplicada (§ 5.7), y no 
son, por lo tanto, características de la posición. 

ro 
A' A" A'" 

r--Ll1 
A' A" A'" 

FIG.7.2 
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FIG.7.3 
e 

Otros campos de fuerzas que tendremos ocasión de 
considerar a lo largo de esta obra son el gravitatorio 
(capítulo XI), el electrostático (XII), el magnetostáti­
co (XIV) y el electromagnético (XV). 

Como hemos indicado, los campos de fuerzas de­
penden del agente sensible: F(x, y, z, x). Para salvar 
esta dificultad se suele definir un campo de fuerzas 
por unidad de agente sensible, que se denomina in­
tensidad del campo de fuerzas: 

I(x, y, z) - F(x, y, z, x) 
x (7.1) 

Para los campos gravitatorio y electrostático (§ 11.2) 
y(§ 12.2), respectivamente: G = F / m y E = F / q 

_ 1 q 
I=E( x, y, z )= - -Ur 

47r eo r 

Hay que resaltar que cualquier vector caracteristico 
de un campo de fuerzas, tiene dimensiones de fuerza 
[ F], Y su unidad en el SI es el Newton. Sin embargo, 
las dimensiones del vector intensidad dependen de la 
naturaleza del agente sensible, así: 

[ ~ ] = [ F] [M r 1 
= [ L ] [ T r2 

[ E ] = [ F ] [ Q r2 = [ M ] [L ] [T r3 
[ A r1 

Nos podemos preguntar por qué de todas las for­
mas posibles, para visualizar el comportamiento de 
los campos, se ha elegido como más adecuada la más 
abstracta: los campos son simplemente unas funcio­
nes matemáticas de la posición y del tiempo. De esta 
forma se puede dar una imagen del campo asociando 
vectores a muchos puntos del espacio, de tal manera 
que cada uno de ellos indique la intensidad, dirección 
y sentido en ese punto, Fig. 7.4. 
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Se podría también visualizar el comportamiento de 
los campos, y de hecho se hace en los cursos elemen­
tales, trazando unas líneas que en todo punto sean 
tangentes al vector campo definido en el mismo (Fig. 
7.5). Estas líneas, denominadas de campo, indican el 
sentido del campo, mediante las flechitas colocadas 
en ellas. Hay que tener en cuenta que al hacer esto se 
pierde información acerca del módulo de los vecto­
res, pero se puede tener una idea de la magnitud del 
campo, dibujando las líneas más separadas en las re­
giones en que es más débil y más juntas en las que es 
más intenso (Fig. 7.6). 

También se suele adoptar el criterio de que el nú­
mero de líneas por unidad de área perpendicular a 
las mismas sea proporcional a la intensidad del cam­
po. Esto es, por supuesto, una aproximación que re­
quiere, en general, que en ciertas regiones aparezcan 
nuevas líneas a fin de ajustar su número a la intensi­
dad del campo, tal como se indica en la Fig. 7.5. 

~ 
/ 

---~ 

FIG.7.5 
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Región de 
campo menos 
intenso 

FIG.7.6 

1 
Región de 
campo más 
intenso 

Las líneas de campo son una forma bastante in­
completa de describir un campo, ya que es dificil dar 
unas leyes, cuantitativamente correctas, directamente 
en término de dichas líneas. Además el concepto de 
línea de campo no tiene el principio fundamental de 
los campos más usuales: el principio de superposi­
ción. Aunque se conozca la forma de las líneas para 
un conjunto de cargas o de masas y también las de 
otro conjunto, en general resulta muy dificil repre­
sentar las correspondientes cuando los dos conjuntos 
existen simultáneamente. 

Se podría pensar también en representar los cam­
pos, por ejemplo, como el movimiento de las ruedas 
de un engranaje, como tensiones en un cierto mate­
rial, etc.; sin embargo, el mejor método es utilizar el 
concepto abstracto de campo. Lo cual resulta en 
principio para el alumno, desafortunado, pero es ne­
cesario. De esa manera la Física ha interpretado los 
fenómenos que ha ido estudiando: hidrodinámicos, 
gravitatotios, electrodinámicos, etc. 

U na forma más general y estricta de caracterizar a un campo 
vectonal A (x, y, Z, t) , es a través de su divergencia y rotacional, en 
todos los puntos del espacio donde se encuentra definido, y de su 
comportamIento en los límites. Esta caracterización constituye la 
llamada formulación diferencial de las ecuaciones del campo. La di­
vergencia y el rotacional son dos operadores vectoriales diferencia­
les, cuya expresión y significado fisico se encuentran completamen­
te fuera de los objetivos de este texto. 

Otra forma alternativa de caracterizar un campo, que se deduce 
de la anterior, es conociendo el flujo de A a través de superficies y 
la circulación de A a lo largo de líneas pequeñas, situadas tanto 
unas como otras alrededor de cada punto del campo. Esta caracte­
rización constituye la llamada formulación integral de las ecuacio­
nes del campo. Su interpretación fisica se encuentra al alcance de 
los alumnos a que va dirigida esta obra; sin embargo, su potenciali­
dad es inferior a la diferencial. Estas nocion'es de flujo y circulación 
las introduciremos cuando las necesitemos en el estudio del campo 
gravitatorio (§ 11.3); posteriormente las aplicaremos al campo elec­
trostático, magnetostático y electromagnético. 

Esta caracterización de los campos vectoriales mediante su flujo 
y circulación es más general que la indicada anteriormente cuando 
caracterizábamos un campo de fuerzas mediante el vecto; intensi­
dad de campo (7.1). Aquellas definiciones operacionales --es decir, 
mdlcando la forma cómo se pueden medir o detectar- sólo se pue­
den establecer para los dos campos citados (gravitatorio y electros-

tático). En el caso de un campo magnético en el que la fuerza es el 
tipo indicado en (14.1), no es posible dar una definición operacio­
nal de B de la forma (7.1). Por ello es más general y correcto definir 
al vector característico de un campo mediante su circulación y flujo. 
A lo largo de la obra tendremos ocasión de comprobar en proble­
mas prácticos cómo esta caracterización del campo es más útil que 
las operaciones del ti po (7 . 1 ). 

§ 7.2 FUERZAS CONSERVA TIV AS 

Según la definición general de trabajo (6.32), éste de­
pende de la trayectoria a lo largo de la cual se despla­
za la partícula sobre la que actúa la fuerza que lo rea­
liza. La razón reside en que dicho concepto equivale 
al matemático de integral a lo largo de una curva, que 
no coincide con el de integral definida. 

En muchos casos, de gran interés para la Física, las 
fuerzas tienen unas características tales que la infe­
gral (6.32) no depende de la trayectoria seguida por la 
partícula, sino sólo de los puntos final e inicial. Para 
concretar este concepto veamos algunos ejemplos. 

1.° Trabajo realizado por las fuerzas de la gravedad 
en las proximidades de la superficie terrestre 

Sea una partícula de masa m que se desplaza some­
tida a su peso, desde un punto A(xA, YA) a otro B(xB, 
YB)' a lo largo de una trayectoria arbitraria el (Fig. 
7.7). Según (6.29) el trabajo infinitesimal realizado 
por dicha fuerza: P = -mgj, será: 

dff=F.dr=-mgdy (7.2) 

¿cuáles son las componentes de dr? 
Si calculamos el trabajo finito realizado por el peso 

(fuerza característica de este campo), para trasladar la 
partícula m desde A hasta B, a lo largo de el tendre­
mos (6 .32): 

flÁ_B. CJ = -mg S dy (7.3) 
A _B, el 

Si se hubiese elegido otra trayectoria, por ejemplo, e2, 

el resultado a que hubiésemos llegado sería el mismo, 
¿por qué? Por lo tanto: 

esto es debido a que la fuerza que produce el trabajo 
es constante, como le ocurre al peso de un cuerpo en 
las proximidades de ia Tierra. Luego en esta caso par-
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FIG. 7.7 
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I 

A 

x 

ticular, sea cual fuere la trayectoria seguida, el valor 
del trabajo es el mismo; -por consiguiente la integral 
(7 .3) es definida en vez de curvilínea. 

Aplicando las propiedades de las integrales defini­
das, se verifica: 

(7 .5) 

Físicamente equivale a calcular el trabajo realizado 
por una fuerza aplicada a la partícula, que en cada 
punto sea igual y de sentido contrario a la debida al 
campo. De esa forma recorre la trayectoria en sentido 
contrario al anterior y sin estar acelerada. 

2.° Trabajo realizado por las fuerzas debidas a un 
campo electrostático 

Supongamos una carga eléctrica en reposo ql' que 
perturba las propiedades del espacio que le rodea, es 
decir, que crea un campo de fuerzas. Al colocar en 
dicha región una segunda carga q2 aparecerá sobre 
ella una fuerza dada por la ley de Coulomb (5.15) 

F= (7 .6) 

Queremos calcular el trabajo realizado por esta fuer­
za debida al campo, para trasladar q2 desde A(xA, YA ) 
hasta B(xB, YB) (Fig. 7.8a) , a lo largo de cl . El trabajo 
infinitesimal realizado por la fuerza electrostática 
valdrá: 

dff=F·dr= u,dr 
4nGO n (7.7) 
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A 
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u, 

FIG.7.8 (a) 

Calculemos u,dr; para ello dibujamos ampliada la 
zona de interés, (Fig. 7.8b). En esta figura se han exa­
gerado, deliberadamente, los diferentes vectores dife­
renciales con objeto de clarificarla y que se pueda se­
guir el cálculo que realizamos: 

dr.u,=ldrlcosO=PN = MP'=J¡rl=dr (7 .8) 

obsérvese que PN y MP' son infinitésimos equivalen­
tes, ¿por qué? 

Por lo tanto, sustituyendo (7.8) en (7.7): 

dff= dr (7.9) 

El trabajo finito valdrá: 

f dr / r 
A-+B. c. 

(7 .10) 

En este caso no se trata de una fuerza constante como 
en el anterior, sin embargo, debido a la expresión de 
la misma el trabajo tampoco depende de la trayecto­
ria seguida, ya que la función del integrando depende 
de una única variable. Por lo tanto: 

ql~---------------------M~------------~P' 
r+dr 

FIG. 7.8 (b) 
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(7.11) 

También se verifica como en el caso anterior: 

[ :B - r ~ J (7.12) 

¿Cómo se modifican los resultados si las cargas son de 
distinto signo? 

3.0 Trabajo realizado por las fuerzas debidas a 
un campo de interacción gravitatoria 

Teniendo en cuenta que la ley de Newton (5 .9), 
que rige la interacción gravitatoria entre dos cuerpos 
de masa m) Y m 2 , es formalmente análoga a la de 
Coulomb: 

F=-G Ur (7 .13) 

cabe esperar que al calcular el trabajo realizado por 
la misma, al desplazar una partícula de masa m2 , des­
de A hasta B, a lo largo de c) (Fig. 7.9), se obtenga 
'una expresión análoga a (7.11) 

(7.14) 

y también: 

[r~ -*-] (7.15) 

4.0 Trabajo realizado por las fuerzas elásticas de un 
resorte 

Sea un resorte colocado de forma arbitraria respec­
to de un cierto sistema de referencia, Fig.,7.1O. En su 
extremo se encuentra una partícula de masa m. Cal­
culemos el trabajo realizado por las fuerzas elásticas 
del resorte que actúan sobre la partícula, cuando ésta 
se desplaza desde el punto a hasta el b a lo largo de 
c). 

FIG.7.9 

La fuerza que actúa sobre la partícula es (5.20): 

F =- k(r - ro)u r (7.16) 

El trabajo infinitesimal valdrá: 

d y=- k(r - ro)u,dr (7.17) 

procediendo de forma análoga a los casos anteriores: 

d!Y= -k(r - ro) I dr Icoso = -k(r - ro)dr (7.18) 

El trabajo finito será: 

YA-B. c, = -k f (r- ro)dr (7.19) 
A-B. c, 

Para esta fuerza, que tampoco es constante, el trabajo 
no depende de la trayectoria seguida, ¿por qué? Por 
lo tanto, 

rB 

=-k f (r- ro)dr=-1I2k(rB-ro)2 + 1I2k(r[ri 

rA (7.20) 

También se verifica: 

(7.21 ) 

En el caso particular que la posición final (B) sea la 
de equilibrio del resorte: rB = ro, (7.20) y (7.21) se con­
vierten, respectivamente, en: 
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A----
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o x 

FIG.7.10 

:YA_ eqUilibrio = 1I2k(rA-rO)2 ,Yequilibrio-A = -1I2k(rA-ri 
(7 .22) 

Si consideramos que el resorte se encuentra sobre el 
eje OX, (7 .16 y (7.22) toman la forma siguiente: 

F = -k(x - xo)i , 

:fA_equilibriO = 1/2 k (xA-xi , !T.quilibrio_A = - 112 k(xA-xi 

o también, para seguir con una nomenclatura unifor­
me: 

(7.23) 

Llamamos la atención, una vez más, sobre los distin­
tos significados con que tomamos la variable x en las 
cuestiones relativas a resortes. Unas veces representa 
su longitud total en un instante determinado: (5 .21) Y 
(7.23); en otras, deformaciones a partir de la posición 
de equilibrio: (6.4). Creemos que no debe existir difi­
cultad alguna, puesto que se trata de comprender el 
significado de cada expresión y no simplemente de 
aprenderse unas expresiones de memoria (!). Es con­
veniente que en cada ocasión determinemos previa­
mente el significado que vayamos a asignarle. 

Antes de generalizar los resultados obtenidos va­
mos a resolver un ejercicio para fijar las ideas expues­
tas. 
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* Ejercicio 7.1 

Una partícula se encuentra sometida a una fue rza: 
F = 2xyi + x2j. Calcular el trabajo realizado por la misma, 
al desplazar la partícula desde el punto de coordenadas 
(0,0) al (2 ,4), a lo largo de cada uno de los siguientes cami­
nos: 1.0 Según el eje QX desde (0,0) a (2 ,0) y paralelamente 
al O Y desde (2,0) al (2,4). 2.° A lo largo del eje O Y desde 
(0,0) a (0,2) y paralelamente al OX hasta el (2,4). 3.° A 16 
largo de la recta que une ambos puntos. 4.° A lo largo de la 
parábola y = X2 . 

Solución: 

Se trata de calcular el trabajo realizado por una fuerza 
variable, para desplazar una partícula desde un punto 
A(O,O) a otro B(2 ,4), siguiendo diferentes trayectorias. El 
ejercicio es análogo al 6.4 resuelto en el capítulo anterior 

1.0 La trayectoria (a) se puede descomponer en dos par­
tes: AD y DB. La primera tiene por ecuación: y = 0, y la se­
gunda, x = 2 (Fig. 7.11). Teniendo en cuenta la expresión 
general del trabajo (6.32), podemos escribir: 

~-B, a = f(2XY dX +X2 dy)=f(2XY dx+x2 dv)+ 
A- &a A - ~a 

+ f(2XY dX +x2 dy) = f44dV = 16 J 
D -B, a O 

2.° A lo largo de la trayectoria (b) se obtiene de 
forma análoga: 

:fA _ B, b = tiÁ _ C. b +3""c - D, b 

Las ecuaciones de ambos tramos de trayectoria son, respec­
tivamente, x = ° e y = 4, por lo tanto: 

:fA_U = f:8XdX = 16 J 

y 

e 1----------.... 

(b) (a) 

A D(2,0) X 

FIG.7.11 
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3.° La ecuación de la recta AB es: 2x-y= O. El trabajo a 
lo largo de esta tercera trayectoria (c) vale: 

4.° A lo largo del arco de parábola AB, el trabajo 
-como la ecuación de ésta es y = x - vale: 

2 2 

~- B, d = L2xx
2
dX+ fox22XdX=16 J 

Luego, se trata de una fuerza que tiene las mismas caracte­
rísticas que las consideradas anteriormente: el trabajo reali­
zado por la misma no depende de la trayectoria, sino tan 
solo del punto inicial y final. 

No debemos pensar que estamos refutando lo que 
afirmamos al hablar de trabajo realizado por una 
fuerza. En general, el trabajo depende de la trayecto­
ria, pero para ciertos tipos particulares de fuerzas -al 
aplicar su definición general- resulta ser indepen­
diente de la trayectoria seguida. Precisamente para 
algunos de los fenómenos más importantes de la Físi­
ca, hemos encontrado que el trabajo realizado por las 
fuerzas responsables de los mismos es independiente 
de la trayectoria; pero esto no nos permite extrapolar 
este resultado a todos los fenómenos conocidos. 

Después de haber estudiado diferentes ejemplos en 
los que el trabajo es independiente de la trayectoria, 
la pregunta que parece surgir de modo natural es: 
¿que condición debe cumplir un campo de fuerzas 
para presentar este propiedad? La respuesta en el 
caso general se encuentra fuera de los objetivos de 
este libro, ya que es estrictamente matemática, y se 
estudia en el análisis matemático superior. Sin em­
bargo, sí que podemos apuntar algunas consideracio­
nes desde el punto de vista físico, cuya comprensión 
se encuentra a nuestro alcance. 

Para los campos de fuerzas unidimensionales, si la 
fuerza no depende explícitamente del tiempo o de la 
velocidad, el trabajo es independiente de la trayecto­
ria. Se trata, por ejemplo, de fuerzas constantes o de 
la forma F(x). Hay que hacer notar que no es sufi­
ciente que la fuerza dependa únicamente de la posi­
ción, para que el trabajo sea independientede la 
trayectoria. Por ejemplo: F = kxj es una fuerza que 
no presenta aquella propiedad. La condición es que 
dependa sólo de la posición y que actúe a lo largo de 
la línea definida por dicha coordenada. 

En los casos bi y tridimensionales el argumento es 
ligeramente más complicado, sólo diremos que el he­
cho de no depender la fuerza ni de v, ni de t, es en 
este caso, condición necesaria, pero no suficiente, 
para que el trabajo sea inde!)endiente de la trayecto­
ria. Como estos casos no se nos van a presentar, deja­
mos el problema abierto para cursos superiores. 

y 

FIG.7.12 

Por las razones que posteriormente indicaremos 
(7.4) a estas fuerzas, cuyo trabajo es independiente de 
la trayectoria, se les denomina fuerzas conservativas. 
No debemos pensar como ya indicamos, que todos 
los campos de fuerzas o fuerzas importantes de la Fí­
sica son conservativos. Los dos casos más conocidos 
para el alumno, de fuerzas o campos no conservativos 
son las fuerzas de rozamiento y las fuerzas magnéti­
cas, como tendremos ocasión de comprobar. 

Hemos llegado a la conclusión que para las fuerzas 
conservativas el trabajo no depende de la .trayectoria, 
por lo tanto, podremos escribir (Fig. 7.12): 

fF . dr = fF' dr = fF' dr = ... = f~' dr 
A-B,e , A_B,e, A-B.e, A (7.24) 

Al presentar el trabajo, en el último símbolo, me­
diante una integral definida, queremos indicar que es 
independiente de la trayectoria, y que sólo depende 
de los puntos inicial y final. 

Para estas clases de fuerzas se puede, por lo tanto, 
escribir: 

fF.dr= fF' dr= f~' dr 
A-B,e l A-B.eJ A (7.25) 

teniendo en cuenta las propiedades de Iqs integrales 
definidas: 

fF'dr= f~ · dr= - f~·dr 
B-A,e) B A (7.26) 

luego de (7.25) y (7.26): 

fF dr + fF.dr=Ü 
A - R,e¡ B-A,e l 

(7.27) 

9 1 
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que nos indica otra forma de definir a las fuerzas con­
servativas: «El trabajo realizado por una fuerza con­
servativa a lo largo de una trayectoria cerrada es 
nulo ». Por trayectoria cerrada queremos indicar que 
la partícula, sobre la que actúa dicha fuerza, realiza 
un desplazamiento partiendo de un punto y volvien­
do a él. Esta definición se expresa matemáticamente: 

(7 .28) 

que nos indica la condición necesaria para que una 
fuerza sea conservativa. ¿Cómo demostrarías que 
(7 .28) es también la condición suficiente para que F 
sea conservativa? 

La condición necesaria y suficiente para que un 
campo de fuerzas sea conservativo, también se puede 
expresar en función del vector intensidad del campo 
(7.1). En efecto, si en (7.28) dividimos los dos miem­
bros por la unidad de agente sensible: 

f I·dr=O (7.29) 

Esta condición, como veremos al estudiar el campo 
magnetostático, es más general que la anterior. Las 
fuerzas magnéticas (14.1) verifican (7.28), ¿por qué?; 
sin embargo B no es un campo conservativo, ya que 
no cumple (7 .29). Estas cuestiones están relacionadas 
con la caracterización más general de los campos, 
mediante su flujo y circulación (§ 7.1). En capítulos 
posteriores volveremos a este punto. 

En el caso de las fuerzas de rozamiento, aunque es­
trictamente no constituyan un campo de fuerzas 
como indicamos, el trabajo a lo largo de una trayec­
toria cerrada tampoco es nulo. Supongamos un blo­
que que se encuentra sobre una superficie horizontal 
y se desplaza desde una posición Xl hasta otra X 2. El 
trabajo realizado por la fuerza de rozamiento dinámi­
ca -sobre el bloque pueden actuar otra fuerzas o no­
vale: 

(7 .30) 

Si ahora se considera que se desplaza desde X 2 a Xl' el 
trabajo de dicha fuerza es: 

(7.31 ) 

luego: 

92 

§ 7.3 CONCEPTO DE ENERGIA POTENCIAL 
Y DE POTENCIAL 

Las fuerzas que acabamos de considerar, y en gene­
ral casi todas las fuerzas, forman un campo (§ 7.1). 
Por ello se puede hablar de campos de fuerzas conser­
vativas (7 .28) o de campos conservativos (7 .29). 

Si consideramos las expresiones deducidas en el 
apartado anterior (7.4), (7.11), (7.14) y(7 .20), se ob­
serva que en todas ellas, el trabajo realizado por ias 
fuerzas conservativas del campo entre dos puntos A y 

B, no depende de la trayectoria seguida, sino sólo de 
las coordenadas de los puntos final (B) e inicial (A): 

(7.32) 

Estos resultados que hemos obtenido para casos 
particulares, se pueden generalizar: « El trabajo reali­
zado por las fuerzas de un campo conservativo al ac­
tuar sobre una partícula que se desplaza entre dos 
puntos A y B, se puede expresar como menos la dife­
rencia entre los valores que toma una cierta función 
U(x. y. z) -cuya expresión específica depende de la natu­
raleza del campo de que se trate- en los puntos final 
(B) e inicial (A). 

Y"A_S= fF.dr= - f1U= 
A 

(7.33 ) 

Esta función U, característica de todo campo de 
fuerzas conservativas, se denomina energía potencial 
y la expresión (7.33) constituye la definición de dife­
rencia de energía potencial entre dos puntos de un 
campo conservativo. 

Fijémonos que si Y" > 0, L1 U < 0, la energía poten­
cial disminuye; mientras que aumenta, L1 U > ° si el 
trabajo de las fuerzas conservativas es negativo. Estas 
consideraciones las puede concretar el alumno con 
relación al ejercicio 6.5. En el SI sus dimensiones son 
las de trabajo y por lo tanto se medirá en julios. 

A partir de (7.33): dU = F·dr, se puede ver que las 
líneas de fuerza de un campo son normales a las su­
perficies equipotenciales, U = cte. En efecto, si dr se 
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toma sobre una de dichas superficies: dU = 0, 
F·dr = 0, por lo tanto son vectores perpendiculares. 

El concepto anterior es realmente matemático, que 
se utiliza en conexión con las integrales curvilíneas, 
cuando el valor de éstas depende exclusivamente de 
las coordenadas de' los puntos inicial y final, y no de 
la curva a lo largo de la cual se calculen. En matemá­
ticas cuando ésto ocurre se dice que la función a inte­
grar admite una diferencial exacta o un factor inte­
grante, que es lo mismo que en Física -sin una inter­
pretación tan abstracta-llamamos energía potencial. 
Este concepto es de una importancia extraordinaria, 
ya que como indicamos en la introducción a este 
tema; en el momento actual la Física sólo reconoce 
dos formas de energía: la cinética y la potencial. Am­
bas representan la capacidad de un cuerpo, sobre el 
que actúan fuerzas, para realizar un trabajo. 

Evidentemente la expresión concrteta de la energía 
potencial depende la naturaleza del campo de fuerzas 
conservativas de que se trate. Así para los cuatro 
ejemplos anteriores (7.32): 

U(x, y, z) = mgy 

U(x, y, z) 

(7.34) 

U(x, y, z)= 1/2 k(r-ro)= 

= 1/2 k [(K + 1+ i" )112 - (~+ lo + io)I /2] 

para el caso particular de que el resorte se encuentre 
a lo largo del eje OX (7.23), ésta última toma la for­
ma simplificada: 

. '? (,por que .. 

U(x, y, z) = 1/2kK (7.35) 

A esta función U(x, y, z) se le llama energía poten­
cial asociada a un determinado campo conservativo .. 
Se trata de una energía que es característica de este 
tipo de campos; para un campo eonservativo dado es 
función exclusiva de la posición del cuerpo en el inte­
rior del mismo. 

Un error muy común en los alumnos suele ser 
identificar la energía potencial con mgh. El error 
proviene de los cursos de iniciación a la Física, cuan­
do se les dice que la energía potencial depende de la 
posición de un cuerpo, y a continuación se les da la 

expresión anterior. Por supuesto, dicha definición no 
es incorrecta, aunque si imprecisa y corresponde sólo 
al caso de un cuerpo en las proximidades de la super­
ficie terrestre (7.4). La definición correcta es (7.33) y 
su expresión depende de la forma concreta que ten­
gan las fuerzas conservativas de que se trate (7.34). 

La expresión (7.33), define en realidad diferencias 
de energía potencial entre dos puntos de un campo de 
fuerzas conservativas. Si se quiere adjudicar a una 
partícula que se encuentre en cualquier punto del 
mismo, un valor de U hay que tomar -de forma arbi­
traria- la correspondiente a un punto como origen o 
referencia. Esta referencia o cero de energía potencial 
depende en cada caso concreto de la naturaleza del 
campo (Ejercicio 7.2). 

En general, pues: 

S 
P(x. y. z) 

U(x, y,z)- Uorigen=- F·dr 
origen 

Normalmente, Uorigen == O: 

f 
P(x, y, z) f origen 

U(x,y, Z)= - F·dr= F'dr 
origen ' p(x. y, z) 

(7.36) 

(7.37) 

que es la definición correspondiente a la energía po­
tencial en un punto de un campo de fuerzas conserva­
tivas. 

Ejercicio 7.2 

Con objeto de clarificar las ideas que acabamos de expo­
ner, calcular la energía potencial en un punto P, para cada 
uno de los cuatro campos conservativos estudiados. Elegir 
adecuadamente, en cada caso el punto que se toma como 
origen de energías. Resolver el ejercicio aplicando directa­
mente la definición de trabajo (6.32) y (7.36). Interpretar ti­
sicamente los resultados obtenidos. 

Solución: 

1.° El origen se toma en la superficie de la Tierra (<<el sue­
lo» como se dice en lenguaje coloquial). 
Calculemos el trabajo realizado por las fuerzas del 
campo gravitatorio terrestre, para desplazar una partí­
cula de masa m, desde un punto P hasta el punto ori­
gen (el suelo), Fig. 7.13. A partir de (6.32) o de (7.32) 
obtenemos: 
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y 

P 

• I 
I 
I 
I 

h 
dr 1 mgj 

I 

o I suelo I 

FIG.7.13 

según (7 .36): 

Uorigen - Up(X, y, z) = mg(ysuelo - Yp) 

como: Ysuelo == O ..... Uorigen == Usuelo = O. Por lo tanto: 

U(YI) = mgYI = mgh (7.38) 

donde h representa la altura a que se encuentra la par­
tícula sobre el suelo. 
El trabajo que hemos calculado es positivo, ya que es 
el realizado por las fuerzas del campo. Se realiza a ex­
pensas de la energía potencial que poseía la partícula, 
como consecuencia de su interacción con la Tierra, 
cuando se encontraba a la altura h sobre el suelo. 
La partícula no tiende a desplazarse espontáneamente 
desde el suelo al punto P. Para que este desplazamien­
to sea posible, hay que aplicarle una fuerza que por lo 
menos sea igual, en cada punto de la trayectoria, a la 
gravitatoria. Suponiendo un desplazamiento formado 
por infinitos estados de equilibrio (transformación o 
evolución reversible), el trabajo realizado por la fuerza 
aplicada será positivo y quedará almacenado en forma 
de energía potencial , cuando la partícula alcance la al­
tura h. 
El origen para este tipo de campos se toma, en general, 
en el punto del infinito (00). 
a) Supongamos que las cargas son del mismo signo 
(ql ~ O, q2 ~ O; calculemos el trabajo necesario para 
desplazar q2 desde un punto P (Fig. 7.14a) hasta el 
punto origen (el infinito): 

:Y _ ql q2 
P -- origen - ----

41reO 

según (7.36): 

como: l/roo = O ..... Uorigen == U( 00 ) = O. Por lo tanto: 

(7 .39) 

± ql 

• o-
F campo - " 00 

dr infinito 

O r (a) 

± q¡ 

• += q2 

• 
F campo 

• -O ... 00 

O 

P dr 

.. 
r (b) 

FIG. 7.14 

Luego la energía potencial del sistema formado por las 
cargar ql y q2' cuando están situadas a la distancia r 12 , 
representa el trabajo realizado por la fuerza del campo 
(creado por ql) para desplazar a q2 desde la posición 
inicial (r I2 ) hasta el infinito ( 00 ). ¿Por qué hemos el~gi­
do desde P al 00 y no a la inversa? ¿Qué fuerza realiza­
ría en este caso el trabajo? 
El cero de energía potencial tiene un significado físico 
claro: en el infinito, la carga q2 se encuentra tan aleja­
da de ql que no existe interacción entre ellas, siendo 
por lo tanto nula su energía potencial. Desde el punto 
de vista de la teoría de campos, la energía de potencial 
representa la energía de interacción entre el «testigo» 
(q2) o el mismo campo (E), como tendremos ocasión 
de comprobar al estudiar la Electrostática. 
b) Si las cargas son de signo contrario (ql ~ O, 

q2 § O), tendremos que calcular el trabajo realiza­
do por la fuerza del campo para desplazar q2 des­
de el punto origen ( 00 ) al punto P, Fig. 7.14b. 

Ya rigen -+ P = (7.40) 

por lo tanto: 

(7.4 1) 

En este caso, la energía potencial de las dos car­
gas es negativa. Luego, podemos considerar que 
(7.39) es válida sea cual fuere el signo de las car­
gas, con tal de introducir el signo de ql y q2 en 
cada aplicación concreta. 
En este caso se pueden hacer las mismas interpre­
taciones que en el anteríor. 
Otra interpretación de la energía potencial elec­
trostática es que representa la energía necesaria 
para «forman> la distribución . Es decir, la energía 
almacenada por las cargas debida a la posición re­
lativa que ocupan, como consecuencia del trabajo 
realizado para traerlas desde el inf1Jlito (donde no 
interaccionan) hasta la posición final que ocupan 
(distancia relativa r12). En efecto: para «traer» a ql 
desde el infinito al lugar que ocupa en la distribu­
ción, 'no hay que realizar ningún trabajo, ya que 
no interacciona con carga alguna, ¿por qué?; para 
traer a q2' desde el infinito hasta una distancia r12 
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o r 

Fcampo 

•• o 
dr 

FIG.7.15 

de q¡, hay que realizar un trabajo (7.40), como 
consecuencia de su interacción con q¡. ¿Cómo ar­
gumentarías en el caso de cargas de igual signo? 

3.° Es un caso análogo al anterior. Los resultados que se 
obtienen, Fig. 7.15, son: 

(7.42) 

La energía potencial de interacción gravitatoria siem­
pre es negativa. 

4.° El origen se toma en el punto correspondiente a defor­
mación nula del resorte. Ciñéndonos al caso particular 
de un resorte horizontal: 

::T¡, _ origen = 1/2 k x~ 

donde Xp representa la deformación correspondiente al 
punto P (tanto si el muelle se encuentra alargado, 
como si está comprimido). 

U(xp) = l/2k x~ (7.43) 

El trabajo se realiza a expensas de la energía potencial 
almacenada en el resorte. 

Los resultados obtenidos para estos casos particula­
res nos permiten extraer algunas propiedades genera­
les de la energía potencial: 

1.° La energía potencial es una propiedad de un 
sistema de partículas, considerado como un todo, que 
interaccionan entre sí. No tiene sentido hablar de 
energía potencial de una única partícula. El alumno 
puede pensar que en el caso del campo gravitatorio, 
decimos que la energía potencial de un cuerpo, que 
se encuentra a una altura h sobre la superficie de la 
Tierra, es mgh. Realmente la expresión correcta de 
esta afirmación sería: la energía de interacción entre 
un cuerpo de masa m y la Tierra, cuando aquél está a 
una altura h, es mgh. 

2.° La elección del cero o referencia de energía 
potencial es totalmente arbitrario. Se trata además de 
una magnitud escalar que, al contrario de la energía 
cinética, puede ser positiva o negativa. 

3.° La energía potencial es aquella que posee un 
cuerpo en razón de su posición en un campo de fuer­
zas conservativas, o dicho de forma más precisa, es 
una energía que depende de la separación relativa de 
las partículas que interaccionan. Es por lo tanto inde­
pendiente del sistema de referencia elegido. En el 
caso de un resorte, que desde este punto de vista debe 

ser el menos obvio para el alumno, depende de la se­
paración relativa entre las diferentes partes del mis­
mo. 

La energía potencial depende tanto de las coorde­
nadas del punto considerado, como del valor del 
agente sensible o del testigo utilizado para detectar la 
fuerza, esto es evidente a partir de (7.34). Podríamos 
definir también, puesto que resulta útil, una magni­
tud escalar que fuese energía potencial por unidad de 
agente sensible: 

V( ) _U(x, y, z, x) x, y, z = - - --- (7.44) x 

por definición a esta magnitud, que sólo es función de 
las coordenadas del punto campo de fuerzas conside­
rado, le llamamos potencial. A diferencia de la ener­
gía potencial, esta magnitud no tiene unas dimensio­
nes y unidades unívocamente definidas, ya que las del 
agente sensible varían de unos casos a otros. Así para 
el campo electrostático: 

Ve =~ , [ Ve ]= [ M] [L]2 [T f3 [ A t 
q 

el potencial electrostático, en el SI, se mide en Jel
, 

unidad que recibe de Voltio. Para el campo gravitato­
rio: 

el potencial gravitatorio se mide en J kg -1, unidad 
que no tiene ningún nombre especial. 

Si en (7.33) dividimos los dos miembros por el va­
lor del agente sensible: 

expresión que define la diferencia de potencial entre 
dos puntos de un campo de fuerzas conservativas. 

Todo lo que anteriormente se indicó respecto de la 
energía potencial es aplicable al potencial. Este pre­
senta la ventaja de ser la magnitud escalar adecuada 
para caracterizar a un campo de fuerzas conservati­
vas, en el que no pueda utilizarse la definición opera­
cional de la fuerza y deba caracterizarse el campo 
mediante el vector intensidad. 

El concepto de energía potencial es más interesante 
y práctico, desde el punto de vista de un fenómeno fí­
sico mediante consideraciones energéticas. El de po­
tencial es más adecuado para una interpretación den-
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tro de la teoría de campos, ya que dicha función 
constituye un campo escalar, ¿por qué? 

Vemos, pues, que todo campo de fuerzas se puede 
caracterizar mediante una función vectorial F(x, y, z, 
x) ó 1 (x, y, z). Si el campo es conservativo admite 
también una caracterización mediante una función o 
campo escalar, V(x, y, z, x) Ó v (x, y, z). En § 7.5 ha­
remos unas consideraciones sobre la relación que 
existe entre estas dos caracterizaciones alternativas de 
un campo de fuerzas conservativas. 

§ 7.4 TEOREMA DE CONSERVACION DE LA 
ENERGIA PARA UNA PARTICULA 

Supongamos que todas las fuerzas que actúan sobre 
una partícula son conservativas. Según (6.52): 

por ser conservativas (7 .33): 

combinando ambas, obtendremos: 

(7.46) 

Hay que resaltar que cada una de las fuerzas conser­
vativas que actúan sobre la partícula, da lugar a un 
término en la expresión de la energía potencial en 
(7.46): V:: VI + V2 + ... Esta afirmación, que ya está 
implícitamente contenida en (7.33), aparecerá más 
clara al resolver el ejercicio 7.3. 

Si en vez de dos puntos determinados A y B, hubié­
semos elegido uno de ellos arbitrario, por ejemplo el 
B, tendríamos: 

(7.47) 

luego: 

(7.48) 

que nos indica: «Si todas las fuerzas que actúan so­
bre la partícula son conservativas, la suma de su ener­
gía cinética y potencial es la misma para todos los 
puntos del espacio ». Por lo tanto, su energía mecáni­
ca, E -suma de la cinética y potencial- se conserva. 
Resulta ahora evidente la nomenclatura de conserva­
tivas utilizada para aquellas fuerzas cuyo trabajo no 
depende de la trayectoria: para dichas fuerzas se con­
serva la energía mecánica. Esto no significa, como ve­
remos posteriromente, que las fuerzas no conservati-
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vas violen el teorema de conservación de la energía, 
sino que el mismo toma una forma diferente a (7.48); 
ahora bien, cuando actúan fuerzas no conservativas, 
la energía mecánica no se conserva, como comproba­
remos posteriormente. 

Este teorema nos' indica que puede variar la energía 
cinética de un punto sometido exclusivamente a fuer-o 
zas conservativas, así como su energía potencial, pero 
su suma es constante e igual al valor que toma en 
cualquiera de los puntos de la trayectoria. Por eso, se 
indica en los textos elementales que en estos casos la 
energía cinética se convierte en potencial y viceversa; 
y también que la energía potencial representa una 
forma de energía almacenada, que se puede recobrar 
totalmente y convertir en cinética. Este teorema se 
aplica, entre otros casos, a las partículas sometidas a 
los cuatro tipos de fuerzas indicados en (7.32). 

La importancia de las leyes de conservación en la 
Física ya la indicamos en el capítulo anterior; el teo­
rema de conservación de la energía, como ocurre con 
los del momento lineal y angular, tiene un rango de 
validez mayor que el de las leyes clásicas del movi­
miento. Es c1ecir, es válido en el dominio de la Mecá­
nica Cuántica y en el de la Relativista (§ 4.1), donde 
aquellas no lo son. 

Ejercicio 7.3 

Un bloque de masa m se encuentra en el extremo supe­
rior de un plano que está inclinado un ángulo () respecto de 
la horizontal (Fig. 7.16). En la parte inferior del plano exis­
te un resorte, de constante k, inicialmente sin deformar. El 
bloque se encuentra a una distancia e del extremo del resor­
te y está inicialmente en reposo. 

Al deslizar el bloque y entrar en contacto con el resorte 
lo comprime. Calcular la deformación máxima que sufre el 
resorte. 

Se considera despreciable el rozamiento del bloque con el 
plano inclinado. 

Datos numéricos: m=O,5 kg, ()=45°, k=400 Nm-1
, 

e =3 m. 

A 

FIG. 7.16 
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Solución: 

Podemos considerar al bloque como una partícula mate­
rial , ya que sólo tiene movimiento de traslación (§ 2.1) la 
partícula que lo caracterice puede ser cualquier punto del 
mismo, o más estrictamente su centro de masas (§ 8.3). Las 
fuerzas que actúan sobre el bloque antes de entrar en con­
tacto con el muelle, son su peso (P) y la acción de la super­
ficie inclinada sobre él (N). Esta no prod ce trabajo, ¿por 
qué? El peso es una fuerza conservativa; por lo tanto, se 
conservará la energía mecánica del bloque: 

ECA + UA =EcB + UB 

donde ECB Y UB representan la energía cinética y poten­
cial, respectivamente, del bloque justo antes de comprimir 
al resorte. Como parte del reposo (7.46) ECA = O 

La única fuerza que produce trabajo es el peso, como es 
conservativa, la energía potencial del bloque es de tipo gra­
vitatorio (7.34): 

por lo tanto: 
1/2 

VB = (2 ge sen e) (7.49) 

Luego, la energía potencial del bloque va disminuyendo y 
la cinética aumentando, como se comprueba al haber parti­
do del reposo y llegar al punto B con la velocidad calcula­
da. La energía mecánica del bloque permanece constante; el 
valor de dicha constante es: 

Esta energía, respecto al suelo, no se puede calcular con los 
datos que da el problema, ya que no conocemos la longitud 
del plano inclinado o la longitud del resorte sin deformar. 

En cualquier punto intermedio entre A y B, el bloque tie­
ne una energía cinética y potencial diferente de las que po­
seía en A o en B, pero su suma es igual a la correspondiente 
a dichos puntos. ¿Podría el alumno calcular cuánto vale la 
energía cinética del bloque cuando ha bajado 1 m a partir 
de A? 

Al llegar al punto B y unirse al resorte, sobre el bloque 
comienza a actuar una nueva fuerza: la elástica ejercida por 
aquél (Fig. 7 .17). Esta fuerza también es conservativa (7 .22); 
luego, se seguirá conservando la energía mecánica del blo­
que. 

FIG. 7.17 

Hay que hacer, sin embargo, una puntualización: en este 
caso actúan sobre el bloque dos fuerzas conservativas que 
producen trabajo: Felástica Y P, por lo tanto existirán «dos 
energías potenciales» debidas a cada una de estas fuerzas: 

!Y elástica = - A Uelástica !!I peso = -A U gravitatoria 

A E c = - A U elástica - A U gravitatoria (7.50) 

Las expresiones correspondientes a estas dos formas de 
energía potencial ya las conocemos (7.32): 

A U elástica = 1/2 k(:cc - ~) (7.51 ) 

Xc Y XB representan las deformaciones del resorte en los 
puntos e y B, respectivamente. 

A UgravitalOria = -rngh' = -rng Be sen e 

donde e es el punto sobre el plano inclinado que indica la 
máxima compresión del resorte. Esta tendrá lugar cuando 
el bloque, en su trasferencia de energía cinética en poten­
cial, termine por pararse: Ecc = O. Por lo tanto (7 .50): 

-1/2rnv~ =-1/2k x~+ rngxc sene (7 .52) 

ya que X A corresponde a la coordenada del extremo del re­
sorte cuando está sin deformar; y que Xc = Be resulta· evi­
dente y no necesita ninguna aclaración adicional. 

Sustituyendo los valores numéricos: v B = 6,51 m S-I, 

xc =0,24 m 
¿Podrías determinar el valor constante de la energía mecá­
nica del bloque? 

Supongamos ahora que las fuerzas que actúan so­
bre la partícula sean tanto conservativas como no 
conservativas. Es un caso más real que el anterior, ya 
que el rozamiento es una fuerza no conservativa que 
no puede anularse en la mayoría de fenómenos físi­
cos, aunque pueda disminuirse mediante el uso de lu­
brificantes, por ejemplo, cuando se trata de roza­
miento entre sólidos. 

Según (6.52): 

(7.53) 

mediante !!le representamos el trabajo realizado por 
las fuerzas conservativas y por !!INC el de las no con­
servativas. 

Las fuerzas conservativas verifican la relación 
(7 .33): 

(7.54) 

combinando (7.53) y (7.54) obtendremos: 

(7.55) 

¿JE -# O 
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En este caso, la energía mecánica de la partícula no 
permanece constante, sino que aumenta o disminuye 
según ~c sea positivo o negativo. Si las fuerzas no 
conservativas son de rozamiento,.9ivc < O Y la energía 
mecánica de la partícula disminuye. También hemos 
de resaltar que en este caso dicha energía mecánica 
no representa la total de la partícula, ya que no in­
cluye a todas las fuerzas que actúan; por lo tanto di­
cho concepto no resulta, en este caso, tan útil como 
cuando todas las fuerzas que actuaban eran conserva­
tivas. Este trabajo de las fuerzas no conservativas re­
presenta una transferencia de energía del cuerpo al 
medio, que en general es irreversible, es decir, que no 
se puede recobrar volviendo el cuerpo al estado ini­
cial. Sobre estas cuestiones volveremos al tratar el 
primer principio de la Termodinámica (§ lOA). 

Independientemente del tipo de fuerzas no conser­
vativas de que se trate , siempre es posible encontrar 
nuevas formas de la energía que correspondan a este 
trabajo; de manera que siempre podemos afirmar que 
la energía total de la partícula -cinética, más poten­
cial, más otras formas- no cambia. La energía se pue­
de transformar de unas clases en otras, pero no puede 
crearse ni destruirse; permaneciendo constante la 
energía total. 

Este teorema, al cual hemos llegado formalmente , 
es una generalización de nuestra experiencia, que se 
verifica siempre en la Naturaleza. 

Ejercicio 7.4 

Repetir el ejercicio 7.3, suponiendo que ahora existe un 
coeficiente dinámico de rozamiento entre el bloque y el pla­
no inclinado igual a 0,25 . 

Solución: 

Respecto al ejercicio 7.3, en éste actúa la fuerza de roza­
miento, que en aquél se consideró despreciable. Esta fuerza 
es no conservativa. 

Para el trayecto AB el teorema de conservación de la 
energía (7.55) nos permite escribir: 

5"rozamienlO = (UB + E CB)-(UA - E c ) 

la energía mecánica del bloque no se conserva. Calculando 
cada uno de los términos de la expresión anterior obtene­
mos: 

- PdinegcosO=-gh + ll2v~ 

donde hemos dividido por m los dos miembros de la ecua­
ción. Como en el ejercicio 7.3: h = e senO. Obsérvese que si 
Pdin = O la expresión anterior se reduce a la obtenida en di­
cho ejercicio. 

1/2 
v B= [2 g(h-PdinecosO)] = 5,74m sol 

La velocidad que se obtiene es inferior a la del ejercicio 
anterior, debido a que toda la energía potencial gravitatoria 

9R 

del bloque en A no se convierte en cinética en B, ya que 
parte se invierte en trabajo de la fuerza de rozamiento. 

En el tramo Be también actúa el rozamiento, por lo tan­
to (7.55) se escribirá: 

:YrozamienlO = ¿j E c + ¿j U gravita lOria + ¿j U eláslica , 
y por consiguiente: 

-F,x =-l l2 mv~- mgx senO+ l 12 kx2 

donde x representa la longitud que se comprime el resorte, 
y por lo tanto la recorrida por el bloque desde que entra en 
contacto con aquél hasta que se para. Sustituyendo los va­
lores numéricos del ejercicio se obtiene: 

400X2 - 5,30x - 16,50 = O x=0 ,2l m 

Como en el caso anterior, no se ha considerado el signo ne­
gativo de la raíz, por dar lugar a una situación sin significa­
do físico. El resorte, al existir la fuerza de rozamiento, se 
comprime menos que en el ejercicio 7.3 ¿Por qué? 

*§ 7.5 CURV AS DE ENERGIA POTENCIAL 

Tal como indicamos, existe una relación entre las 
dos descripciones alternativas de un campo de fuerzas 
conservativas (§ 7.3). Dicha relación no la vamos a 
establecer ahora en el caso general, puesto que impli­
ca la introducción de un operador vectorial diferen­
cial (el gradiente). La relación general la establecere­
mos en (§ 11.3) para aplicarla al campo gravitatorio; 
en este apartado nos limitaremos al caso unidimen­
sional. 

La relación entre F y U, o entre 1 y V, la introduci­
remos en dos casos particulares. a) problemas unidi­
mensionales: F = fix)i, U(x), es decir para aquellos en 
que la energía potencial sea función de una única va­
riable, por ejemplo la x . b) problemas de fuerzas cen­
trales (§ 11.1): F = fir)u" U(r) , es decir la energía po­
tencial depende sólo de la distancia a que se encuen­
tra, en cada instante, el agente testigo, de aquél que 
crea el campo. Realmente son los dos únicos casos 
que presentan interés a nuestro nivel. El primer tipo 
de problemas incluye a las fuerzas elásticas y a las 
fuerzas constantes; el segundo a las de tipo electrostá­
tico y gravitatorio. 

En el caso unidimensional, (7.33) se reduce a: 

por lo tanto: 

dff = -d U = F(x)dx 

dU 
F(x)=---

dx 

(7.56) 

(7.57) 
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luego, en una dimensión: la componente de la fuerza 
F, la única que tiene, es igual a menos la derivada de 
la energía potencial respecto de la variable de posi­
ción. Por consiguiente, el signo menos indica que la 
fuerza tiene sentido contrario al de valores crecientes 
de la energía potencial. Al estudiar las curvas de 
energía potencial haremos uso de estos result~dos. 

En el caso de fuerzas centrales, se verifica (7.9): 

dff = -d U = F(r)dr 

dU 
F(r)=- --

dr 

(7.58) 

(7.59) 

Hay que resaltar que no se trata de un problema uni­
dimensional, como tendremos ocasión de comprobar 
(§ 11.1). La interpretación se puede hacer de forma 
análoga al caso anterior. 
Veamos una aplicación importante de (7.57). En mu­
chas ocasiones el uso de diagramas de energía U(x), 
por ejemplo del tipo (7.35), es una manera útil de ob­
tener una descripción completa, aunque cualitativa, 
de las posibilidades de movimiento de una partícula 
en un campo unidimensional de fuerzas conservati-
vas. 

A menudo, la información que obtenemos a partir 
de estas curvas, nos permite analizar fenómenos físi­
cos para los cuales las soluciones analíticas, que se 
obtendrían al resolver las ecuaciones fundamentales 
de la Mecánica (6.2), son complicadas e incluso im­
posibles de obtener. De hecho, aún conociendo las 
soluciones analíticas, siempre que éstas no sean fun­
ciones de expresión simple o familiar, no son de utili­
dad para damos a conocer las características físicas 
esenciales del movimiento. 

En muchas situaciones prácticas resulta, además, 
más fácil determinar la expresión de la energía poten­
cial, que la correspondiente a la fuerza, de ahí la im­
portancia de saber interpretar estas curvas y obtener 
de las mismas la máxima información. Esta es la ra­
zón por la que los modelos utilizados para explicar 
las propiedades del núcleo o de las moléculas se sue­
len plantear dando la función energía potencial. 

Supongamos un campo unidimensional de fuerzas 
conservativas, en el que la energía potencial varía de 
la forma arbitraria indicada en la figura 7.18. 

A partir de la misma podemos calcular la fuerza 
que actúa sobre dicha partícula: F(x) . Según (7.57): la 
fuerza en cada punto del campo es igual a la pendiente 
de la curva U(x) en dicho punto. El signo, menos indi­
ca el sentido de la fuerza, así cuando: 

dU -- < ° ~F(x» 0, 
dx 

U E 

~~~----------------------------------

o H D A' A 

FIG.7.18 

lafuerza está dirigida en el sentido positivo del eje de 
abcisas. Si: 

dU 
- > ° ~ F(x) < 0, 
dx 

lafuerza está dirigida en el sentido negativo. 

Estos resultados se visualizan mediante flechas en 
la Fig. 7.18. Obsérvese que la fuerza es positiva en 
aquellas regiones en que disminuye la energía poten­
cial: OA y Be; mientras que es negativa en las que 
aumenta: AB y desde e al infinito. 

Aquellos puntos para los cuales la energía potencial 
presenta un mínimo o un máximo: A, B y e, corres­
ponden a situaciones de equilibrio. Según (7.57) la 
fuerza que actúa sobre una partícula situada en los 
mismos es nula, al serlo la pendiente de una curva: 

d U = ° ~ F(x) = 0, posición de equilibrio. 
dx 

Cuando la energía potencial presenta un mínimo, el 
equilibrio es estable. Los puntos en que es máxima co­
rresponden a posiciones de equilibrio inestable. 

d2 U 
U(x) mínima ~ --2 > ° ~ Equilibrio estable 

dx 

d2 U 
U(x) máxima ~ d~ < ° ~ Equilibrio inestable 

Desde el punto de vista físico la justificación de 
esta afirmaciones es inmediata: supongamos una par­
tícula situada en una posición correspondiente a un 
mínimo de energía potencial (A o C); si se le desplaza 
ligeramente de dicha posición, actúa sobre ella una 
fuerza que tiende a llevarla de nuevo al equilibrio. En 
los puntos en que U(x) es un máximo, un ligero des­
plazamiento a partir de la posición de equilibrio, 
hace que la partícula se encuentre sometida a una 
fuerza que tiende a alejarla de dicha posición. 

x 
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A partir de la curva de energía potencial también 
podemos conocer las posibilidades de movimiento de 
una partícula en dicho campo de fuerzas. Los posi­
bles movimientos que puede presentar son función de 
la energía total de la misma: E = U(x) + Ec(x), que es 
una constante del movimiento, ¿por qué? El valor de 
la energía total depende de las condiciones iniciales 
que se establezcan; así, por ejemplo, en un resorte o 
en un péndulo matemático en condiciones de oscila­
ciones libres, el valor inicial de la energía total, que 
sería puramente potencial, depende de 10 que se les 
separe de su posición de equilibrio. 

Supongamos que la partícula puede presentar dife­
rentes valores de la energía total; analicemos las posi­
bilidades de movimiento para cada uno de ellos: 

a) E = El' por conservarse la dibujamos en la Fig. 
7.18 como una línea recta paralela al eje de abcisas. 
Como: El = U(x) + EAx); Ec(x) = El - U (x). La ener­
gía potencial es mayor que El para todos los valores 
de x; fisicamente, desde el punto de vista de la Mecá­
nica Clásica, esta situación es imposible, ya que daría 
lugar a valores negativos de la energía cinética e ima­
ginarios de la velocidad. 

b) E = E 2• La línea recta correspondiente (Fig. 
7.18) corta a la curva de energía potencial en dos 
puntos A' y A". Las posiciones de la partícula, corres­
pondientes tanto a los puntos que se encuentran a la 
izquierda de A', como a la derecha de A", presentan 
una energía cinética negativa, por 10 tanto son regio­
nes en las cuales no se puede mover la partícula. El 
movimiento de ésta se encuentra limitado al intervalo 
A 'A"; la partícula oscilará entre x = A' y x = A"; en es­
tos puntos su velocidad es cero e invierte su sentido 
de movimiento como consecuencia de la fuerza que 
actúa sobre ella. Esta situación es la que puede co­
rresponder al caso de un resorte. A partir de (7.35) 
podemos enunciar que si la rama de curva U(x), que 
se encuentra por debajo de la línea correspondiente a 
la energía total, es una parábola, el movimiento será 
armónico simple; en caso contrario 10 único que po­
demos afirmar es que el movimiento será oscilatorio. 
¿Por qué? 

Estas situaciones en las cuales el movimiento de 
una partícula está restringido a una cierta región del 
espacio, o si los dos cuerpos que interaccionan se 
mueven de forma que siempre se encuentran próxi­
mos entre sí, se denominan de movimiento finito o de 
estados ligados. Como ejemplos típicos podemos ci­
tar el sistema Tierra - Luna, el átomo de hidrógeno, 
moléculas diatómicas, etc. Aunque estos casos corres­
ponden más a fuerzas centrales que a problemas uni­
dimensionales. Como veremos posteriormente (§ 
11.1) en el caso de fuerzas centrales la energía poten­
cial sólo depende de la distancia de la partícula al 
centro de fuerzas, U(r), y se pueden tratar formal­
mente, por 10 tanto, como un problema unidimensio­
nal. 
100 

c) E = EJ. Razonando de forma análoga al caso 
anterior, podemos concluir que sólo existen dos re­
giones donde es posible el movimiento. Una de ellas 
corresponde a oscilaciones entre los puntos D y E; la 
otra en tre F y G. Si la partícula se encuentra en una 
de estas regiones nunca podrá pasar a la otra, ya que 
ello implicaría atravesar una zona en la que su ener~ 
gía cinética sería negativa, lo cual es imposible dentro 
del marco clásico. En este caso se dice que la partícu­
la se encuentra dentro de un pozo potencial, o que las 
dos regiones donde es posible el movimiento están se­
paradas por una barrera de potencial. En Mecániéa 
Cuántica existe una probabilidad distinta de cero de 
que una partícula atraviese una barrera de potencial, 
sin tener la energía suficiente para superarla; este fe­
nómeno, que no se puede explicar desde el punto de 
vista de la Mecánica Clásica, recibe el nombre de 
efecto túnel. 

el) E =E4' Para una energía total igual a E4 (7.18), 
el movimiento deja de ser oscilatorio y la partícula se 
mueve entre H y el infinito. El punto donde lo inicie, 
así como el sentido, depende de su posición y condi­
ciones iniciales. Este movimiento o estado de la partí­
cula se denomina no acotado o no ligado. 

Supongamos que la partícula penetra en dicho 
campo de fuerzas en un punto tal como el J (Fig. 
7.18), con una cierta energía cinética y moviéndose 
hacia la izquierda (esto constituirían las condiciones 
iniciales a las que antes nos referimos). La partícula 
comenzaría a acelerarse hasta llegar a e, después has­
ta B disminuiría su velocidad, para volver a aumen­
tarla hasta el punto A, a partir del cual sufriría una 
aceleración negativa. Al llegar a H invertiría el senti­
do de su movimiento y se movería ya siempre en el 
de las abcisas crecientes. En cada uno de los tramos 
se puede determinar la velocidad, midiendo directa­
mente sobre la curva las ordenadas que, para cada ab­
cisa, le corresponde a la energía potencial y a la total. 

Hay que prevenir al alumno el pensar, sobre todo 
después de la interpretación anterior, que la curva de 
energía potencial representa la trayectoria que descri­
be la partícula en el campo gravitatorio. No es así, ya 
que no debemos olvidar que se trata de un movimien­
to unidimensional; en el eje de ordenadas representa­
mos valores de la energía, que no tienen nada que 
ver, en general, con la altura de la partícula respecto 
del suelo. 

El uso de estas curvas tiene especial interés en el 
estudio del movimiento de cuerpos sometidos a fuer­
zas centrales: planetas, moléculas, etc. A escala mi­
croscópica de las partículas constituyentes de los áto­
mos, también tienen aplicación, aunque se trate de 
sistemas que no cumplen la Mecánica Clásica, pero 
siempre se puede hacer una aproximación dentro de 
su marco. 
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CUESTIONES 

* l. ¿Qué ventajas ofrece la introducción del concepto de 
campo, frente a la acción a distancia en la interpreta­
ción de los fenómenos de interacción en la Naturale­
za? 

2. Citar ejemplos de campos escalares, diferentes de los 
indicados en el texto. 

3. ¿Cuál de las siguientes definiciones de campo de 
fuerzas consideras la más adecuada? 
a) Fuerza por unidad de masa en cada punto de la 

región donde existe. 
b) Fuerza por unidad de carga en cada punto. 
c) Una función vectorial que tiene un valor único en 

cada punto del espacio; y que viene caracterizada 
por su flujo y su circulación. 

d) La tangente a una línea de fuerza. 
e) El trabajo realizado para traer la unidad de masa o 

de carga desde el infinito al punto del espacio con­
siderado. 

4. ¿Qué representa el campo escalar T(x, y, Z, t)? 
5. Citar tres ejemplos de campos de fuerzas conservati­

vos y otros tres que no sean conservativos. 
* 6. En el caso unidimensional cuando la fuerza depende 

exclusivamente de la coordenada espacial x, el cam­
po es conservativo. ¿Por qué no es cierto para un 
campo tridimensional, en el la fuerza dependa sólo 
de la posición de la partícula en el espacio? Razonar 
la respuesta. 

7. Un resorte no cumple la ley de Hooke, sino que la 
fuerza recuperadora es de la forma F = 0,5x + 0,8.i, 
¿es conservativa esta fuerza? Razonar la respuesta. 
Dos resortes A y B son idénticos, a excepción de que 
el A es más duro que el B: kA > kB• ¿Sobre cuál de 
ellos se realiza un trabajo mayor si: a) se deforman 
por igual; b) se les aplica la misma fuerza? 

8. ¿Existe una fórmula para expresar la energía poten­
cial de un sistema o, por el contrario, existen diferen­
tes expresiones según el trabajo realizado por los di­
ferentes tipos de fuerzas que pueden actuar sobre el 
mismo? Razonar la respuesta. 

9. ¿Existe una energía potencial asociada con el trabajo 
realizado por las fuerzas de rozamiento? Justificar la 
contestación dada. 

10. Si la energía mecánica de un punto es constante, 
¿debe ser necesariamente nula la fuerza externa re­
sultante que actúa sobre el mismo? 

11 . Se deja caer un objeto desde una cierta altura, des­
pués de chocar contra el suelo se observa que alcanza 
el doble de la altura inicial. ¿Qué conclusión se pue­
de extraer de la observación de este fenómeno? 

*12. ¿Se puede imaginar el alumno alguna circunstancia 
en la cual el momento lineal de un punto se conser­
ve, pero no lo haga su energía mecánica? ¿y el caso 
contrario? 

*13. Dos cuerpos de masas respectivas mI Y m2 están uni­
dos mediante una cuerda inextensible y de masa des­
preciable, que pasa por una polea (Fig. 7. . La po­
lea es de masa despreciable y no se considera el roza­
miento entre la cuerda y la polea. ¿Se conserva la 
energía de cada bloque? Explicar la respuesta. ¿Por 
qué la energía mecánica del sistema formado por am­
bos bloque se conserva? 

*14. ¿Por qué para el campo gravitatorio terrestre no se 
toma como cero de energía potencial la correspon­
diente al punto del infinito, como se hace en los ca­
sos de E y ~ , Razonar la respuesta. 

*15. 

*16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

FIG.7.19 

Un experimento se realiza en dos perfiles diferentes, 
como los representados en la Fig. 7.20 a, b. En el 
mismo se observa que la partícula tarda tiempos di­
ferentes en alcanzar el suelo. ¿Se encuentra este re­
sultado en contradicción con el teorema de conserva­
ción de la energía? ¿Para cuál de los tres perfiles di­
cho tiempo es mínimo? (Fig. 7.20 a, b y e). Razonar 
la rspuesta. 

A' A" 

(a) B (b) 

FIG.7.20 

Dos discos se encuentran unidos mediante un resorte 
(Fig. 7.21), ¿seria posible presionar hacia abajo el 
disco superior, de manera que al soltarlo se estirase 
el resorte y fuese capaz de levantar del suelo al infe­
rior? Razonar la contestación en términos energéti­
cos. ¿Se conserva la energía mecánica en este caso? 
Comentar, a partir de la definición de energía poten­
cial estudiada, las siguientes afirmaciones encontra­
das en los textos elementales de Física: «Energía po­
tencial es al que posee un cuerpo en virtud de su po­
sición». «Energía potencia les igual a M gh». 
Expresión del potencial electrostático y gravitatorio 
en un punto. 
Definir la diferencia de potencial entre dos puntos de 
un campo de fuerzas conservativas. 
Citar algunos ejemplos de sistemas que se encuentren 
en situaciones de equilibrio estable. También de 
equilibrio inestable. 
¿Podría el alumno razonar la forma de la curva de 
energía potencial, correspondiente a un cuerpo en 
equilibrio indiferente? Utilizamos este concepto en el 
sentido estudiado en los cursos elementales. 
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FIG.7.21 

22. ¿En qué circunstancias, si es que existen, una partí­
cula se puede encontrar en un estado ligado en el 
campo de fuerzas cuyo potencial es el representado 
en la Fig. 7.22? 

V(x) 

Xl X2 . 
X 

- Vof-------.. ----..... 

FIG.7.22 

PROBLEMAS 

l. Sobre una partícula actúa una fuerza de valor: 
F = (l/r)uo , donde r representa la distancia de la par­
tícula a un cierto origen O y Uo es un vector unitario 
en una dirección tangencial, es decir, perpendicular a 
Uro 

a) Indicar el lugar geométrico de los puntos para 
los cuales la fuerza tiene el mismo valor. Dibujar la 
fuerza definida en distintos puntos del espacio. 
b) Calcular el trabajo realizado por esta fuerza, a lo 
largo de la trayectoria cerrada (1) (Fig. 7.23). 
c) Calcular el trabajo de dicha fuerza a lo largo de 
la trayectoria cerrada (2). d) ¿Es conservativa esta 
fuerza? 

2. ¿Cuál es la energía potencial de un electrón en un 
átomo de hidrógeno,en el cual la distancia protón­
electrón es de unos 5 x 10-11 m, o sea, 0,5 angstrom 
(1 A = 10-10 m)? 

102 

y 

X 

FIG.7.23 

3. Una partícula de 2 kg de masa se encuentra suspen­
dida de un hilo inextensible, de masa despreciable y 
1 m de longitud. Se desplaza un ángulo e = 30° de su 
posición de equilibrio y se suelta. Calcular: 1.0) Tra­
bajo realizado por las fuerzas que actúan sobre la 
partícula, 2.°) Diferencia de energía potencial entre 
dos posiciones arbitrarias, eo y el' de la partícula, 3.°) 
Diferencia de potencial entre dichas posiciones, 4.°) 
Calcular la velocidad de la partícula cuando el hilo 
forma un ángulo de 10° con la vertical, a un lado y 
otro de su posición de equilibrio. 

4. Un resorte de masa despreciable y consta;J.te k se en­
cuentra colocado sobre una superficie horizontal. Un 
extremo está fijo a una pared y el otro unido a una 
partícula de masa m. Representar gráficamente U(x), 
- A ~ X ~ A, donde A es la máxima deformación que 
sufre el resorte. A partir de la curva obtenida, junto 
con la de la Fig. 6.15, justificar la conservación de la 
energía mecánica para la partícula. Calcular cuánto 
vale dicha energía. Se considera despreciable la fuer­
za de rozamiento entre la partícula y la superficie ho­
rizontal. 

5. Se lanza hacia arriba, desde el suelo, un cuerpo de 10 
kg y se observa que alcanza una altura máxima de 2 
m. a) ¿Con qué energía cinética se lanzó? b) ¿Cuánto 
vale la energía cinética cuando se encuentra a un me­
tro sobre el suelo? c) ¿Cuánto vale dicha magnitud al 
llegar nuevamente al suelo? ¿De dónde procede y en 
qué se transforma? 

6. Dada la fuerza F = (7i - 6j)N, calcular la diferencia 
de energía potencial entre el origen y el punto (-3,4) 
m. Determinar la energía potencial en el punto 
r = (7i + 16j)m. Calcular la potencia media si tarda 
0,6 s en ir de un punto a otro. Si la masa de la partí­
cula es de un kg, calcular la variación de su energía 
cinética. 

7. Un satélite artificial describe una órbita circular, con 
velocidad angular constante, alrededor de la Tierra. 
Se encuentra a una distancia de su centro r = 2RT , 
donde RT es el radio de la Tierra. Se puede suponer 
que la Tierra ejerce una fuerza sobre el satélite, como 
si toda su masa estuviese concentrada en su centro; 
también se supone despreciable la fuerza de roza­
miento del satélite con la atmósfera. a) Calcular el 
trabajo realizado por la fuerza de la gravedad que ac­
túa sobre el satélite: (1) en una revolución, y (2) en 
media revolución. b) ¿Cuál es la velocidad del satéli­
te? c) El satélite enciende sus motores y se para com-
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pletamente. Entonces comienza a caer hacia el centro 
de la Tierra, bajo la influencia de la fuerza de la gra­
vedad. ¿Qué trabajo realiza ésta al caer el satélite 
desde r = 2 RT hasta que éste alcanza la superficie de 
la Tierra r=RT? ¿Qué velocidad posee el satélite en 
este instante? 

* 8. Un resorte de masa despreciable, ejerce una fuerza 
recuperadora de la forma: F(x) = -k. x + k2:x!. a) Cal­
cular la energía potencial almacenada por el resorte, 
para una deformación x. Tómese VeO) = O. b) Si la 
energía almacenada para x = -b es el doble que para 
x = +b, calcular k2 en función de k. y b. c) Dibujar 
cualitativamente el diagrama de energía potencial 
V(x), teniendo en cuenta el resultado anterior. d) El 
resorte se encuentra sobre una superficie horizontal, 
con un extremo fijo y en el otro tiene unida una par­
.tícula de masa m. Si para x = O, se le da -en el senti­
do positivo de las x- una energía cinética igual a 
k.b 12. ¿Cuál es su velocidad para x=+b? 

* 9. Un anillo de 10 kg puede deslizar sin rozamiento a lo 
largo de una varilla vertical, Fig. 7.24. El anillo _~e 
encuentra unido a un resorte de constante ION cm , 
y de 8 cm de longitud cuando no es~á deformado. Si 
el anillo parte del reposo en la posición l. ¿Cuál será 
su velocidad al descender 12 cm hasta la posición 2? 

FIG.7.24 

*10. Una partícula de masa m desliza por una semicir­
cunferencia de radio R (Fig. 7.25). Si parte del repo­
so, desde la parte superior (8= nl2), calcular: a) Su 
velocidad al llegar al fondo de la semicircunferencia; 
b) La fuerza normal sobre la partícula en función de 
8. Se considera despreciable el rozamiento. 

y 

FIG.7.25 

*11. Una partícula se encuentra en la cumbre de una cú­
pula, tal como se indica en la Fig. 7.26. Comienza a 
deslizar desde dicho punto, a partir del reposo. a) Si 
se desprecia el rozamiento, ¿para qué ángulo 8, deja 
de estar en contacto con la cúpula? b) Si comenzase 
con una velocidad inicial Vo ¿cuál sería en este caso el 
ángulo? c) ¿A qué distancia de la base, x, hay que co­
locar una caja para que la partícula caiga en su inte­
rior? Tómese R = 8 m. 

\ 
\ 

2R 

FlG.7.26 

\ 
\ 

\ , 
\ 
\ 

x 

\ 
\ 
\ 
\ 

*12 . Una partícula de 10 kg se encuentra unida al techo 
mediante un hilo inextensible y de masa despreciable 
(pénduló matemático o ideal), de 30 cm de longitud. 
Se separa de su pQsición de equilibrio un ángulo de 
60orespecto de la vertical (Fig. 7.27), Y se deja libre. 
En el punto e existe un pequeño obstáculo, cuya po­
sición está definida en la figura. Al incidir el hilo en 
él, la partícula adquiere un movimiento que puede 
caracterizarse mediante el ángulo 8 y su velocidad v. 
a) Energía total de la partícula. b) Velocidad de la 
misma en el instante en que el hilo hace contacto con 
el obstáculo C. c) Calcular el valor máximo de 8. d) 
¿Cómo se modifica el problema si a la part~1ula se le 
da una velocidad tangencial inicial de I m s ? 

FIG.7.27 
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13. Una partícula se encuentra describiendo una trayec­
toria circular en un plano vertical. Está unida al ex­
tremo de u,pa cuerda inextensible y de masa despre­
ciable, fija al centro de la circunferencia. Si la veloci­
dad de la partículasn .el ~unto más bajo de la traye,?­
toria vale 40 m s , /'cuanto vale en el punto mas 
alto? Calcular la tensión de la cuerda en ambas posi­
ciones. 

14. Un cuerpo de 40 kg se lanza a lo lar~? de un plano 
horizontal con una velocidad de 3 m s . Se para des­
pués de recorrer 4 m. Calcular el coeficiente dinámi­
co del rozamiento entre el cuerpo y el plano. 

*15. Un bloque de 25 kg se lanza hacia arriba de un plal!p 
inclinado 37°, con una velocidad inicial de 15 m s . 
El coeficiente dinámico de rozamiento entre ambqs 
es 0,15. Calcular: a) La distancia máxima que el blo­
que recorrerá sobre el plano; b) el coeficiente de ro­
zamiento estático mínimo para que el bloque se 
mantenga en la posición en que se para; c) determi­
nar la velocidad con que pasará por su posición ini­
cial, si el coeficiente estático es justo menor que di­
cho valor mínimo. 

16. Una partícula de masa m se mueve en una región 
donde existe una energía potencial dada por la fun­
ción: U(x) = 3~ - x), donde x se expresa en metros y 
U en julios. a) Dibujar la curva de energía potencial. 
b) Calcular los puntos -sus abscisas- que correspon­
den a situaciones de equilibrio para la partícula. c) 
Distinguir los que sean de equilibrio estable e inesta­
ble. d) ¿Para qué rangos de x la fuerza tiene el senti­
do positivo del eje de abscisas? e) ¿Cuál es el máximo 
valor de la energía mecánica, para que sea posible un 
movimiento oscilatorio de la partícula? t) ¿Cuál es la 
máxima velocidad que la partícula puede tener en 
x = O, si presenta un movimiento oscilatorio? 

17. Una partícula se mueve a lo largo del eje x . Su U(x) 
se representa en la Fig. 7.28. Dibujar aproximada­
mente F(x). Indicar en la gráfica las características y 
relaciones significativas. 

-3b -2b -b 

U(x) 

_ Uo 
2 

FIG.7.28 

18. En la molécula de NH), el átomo N ocupa el vértice 
de un tetraedro con los tres átomos de H en la base, 
tal como se indica en la Fig. 7.29. Parece evidente 
que el átomo de N tiene dos posiciones de equilibrio 
estable. Dibujar una curva esquemática de energía 
potencial para el átomo de N, en función de su dis­
tancia a la base del tetraedro y discutir su posible 
movimiento en función de su energía total. 
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FIG.7.29 

H 

* 19. La energía potencial de una molécula diatómica se 
suele interpretar, entre otros, a través del modelo de 
Lennard-Jones, que considera que la energía está 
dada por la relación: 

U(r) 

12 6 
U(r) = k[ (rolr) - 2 (rol r) 1 

cuya representación gráfica se indica en la Fig. 7.30. 
¿Qué significado tendrá ro? Justificar la respuesta . 
¿Qué ocurre si los átomos que constituyen la molécu­
la se encuentran a una distancia r, r< ro? ¿y si r> ro? 
A partir de estos razonamientos ¿sabrías indicar al­
gunas de las características más relevantes de las 
fuerzas intermoleculares ? A partir de la curva de 
energía potencial anterior ¿qué propiedades químicas 
de la molécula diatómica se pueden deducir? 

r 

FIG.7.30 
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CAPITULO VIII 

DINAMICA DE LOS SISTEMAS 
DE PUNTOS MATERIALES 

Vamos a estudiar la Dinámica de un cuerpo cuan­
do la aproximación de punto material (§ 2, 1) no es 
válida. Este tratamiento es más real que el realizado 
en los capítulos anteriores; como ya indicamos el 
punto material es una abstracción que nos permite 
estudiar, en ciertos casos, el movimiento de los 
cuerpos reales. También indicamos (§ 2.1), que en 
ocasiones no era posible utilizar esta aproximación. 

En este capítulo introduciremos los conceptos 
fundamentales que nos permitirán abordar y resol­
ver este nuevo problema. En el siguiente, bosqueja­
remos su aplicación a un tipo particular d; cuerpos: 
los llamados sólidos rígidos. 

Los conceptos relacionados con estos conteni­
dos son más difíciles y complejos que los tratados 
hasta ahora. Por ello, sólo introduciremos aquellos 
que sean realmente fundamentales desde el punto 
de vista conceptual. Al proponer los ejercicios y pro­
blemas, nos tendremos que limitar a casos muy 
particulares, de lo contrario su complejidad los ha­
ría totalmente inadecuados para el nivel de los 
alumnos a que va dirigido este libro. 

Observaremos que el estudio de la dinámica del 
punto es útil para abordar la de los sistemas. Esta es 
la razón fundamental, y no sólo su simplicidad, para 
haberla estudiado antes. 

Antes de entrar en el desarrollo específico del ca­
pítulo, introducimos los diferentes modelos, de com­
plejidad creciente, que utiliza la Física para 
estudiar el movimiento de los cuerpos materiales (§ 
8.1). También definimos una clasificación de las 
fuerzas (§ 8.2) que será de gran utilidad en el caso 
de los sistemas, y que no tenía sentido establecerla 
para el punto material. Como contenidos específi­
cos se generalizan para los sistemas de partículas 
las magnitudes y teoremas introducidas para el 
punto material: el momento lineal (§ 8.3 Y § 8.4), el 
momento regular (§ 8.5) Y la energía (§ 8.6 Y § 8.7). 

Uno de los objetivos fundamentales de este capí­
tulo , es llegar a conocer cómo se puede describir el 
movimiento de un sistema res¡jecto de un SR!. Su 
movimiento se reduce al de un punto característico 
del mismo (el CDM) respecto del SR!, compuesto 
en cada instante con el que tienen las diferentes 
((partes» del sistema, respecto de un referencial si­
tuado en el CDM. Este referencial debe conservar, 
en todo instante, sus ejes paralelos a los del SR!; 
puede ser inercial o no inercial. 

§ 8.1. SISTEMAS DE PARTICULAS 

Hasta ahora, hemos estudiado el movimiento de 
un cuerpo sin tener en cuenta sus dimensiones. 
Aunque ocupase un cierto volumen en el espacio, 
considerábamos que su movimiento quedaba per­
fectamente definido por el de un punto geométrico 
ligado a dicho cuerpo, y que tuviese una masa igual 
a la de aquél (punto material, § 2.1); recordemos 
por ejemplo los problemas de movimiento de un 
coche, de un avión, o de un bloque rectangular so­
bre un plano horizontal o inclinado. 

El estudio del problema del movimiento se inició 
de esa forma porque es la más simple, como ten­
dremos ocasión de comprobar, pero esta razón por 
sí sola no justificaría el uso de dicha aproximación. 

Recordemos (§ 2.1) que el asimilar un cuerpo en 
movimiento a un punto material. es una aproxima­
ción válida en aquellos casos en que la precisión en la 
localización geométrica del cuerpo sea del orden de 
las dimensiones de éste. También es válida en los ca­
sos en que no se cumpla la condición anterior, 
pero el movimiento del cuerpo sea exclusivamente 
de traslación (§ 9.1). 

Existen ocasiones, como tendremos ocasión de 
comprobar, en las que es necesario tomar en con­
sideración las dimensiones del cuerpo, es decir, su 
estructura interna. EstQ ocurre cuando se necesita 
conocer el movimiento de un cuerpo con un grado 
de detalle que la aproximación anterior no es capaz 
de proporcionar; o cuando su movimiento no es ex­
clusivamente de traslación. 

Para estudiar estos problemas, la Física introdu­
ce unos modelos, a diferentes grados de compleji­
dad, según la estructura de los cuerpos o el grado 
de aproximación que se desee alcanzar en el estu­
dio de su evolución temporal. En la tabla 8.1 se in­
dican los diferentes grados de complejidad que 
suelen establecerse. 

En la aproximación de sistema de partículas se 
toma en consideración la estructura del cuerpo. Por 
sistema discreto se entiende a aquel cuerpo que se 
considera formado por un conjunto finito de puntos 
materiales, y, por lo tanto, con una estructura dis­
creta. Es la aproximación siguiente en complejidad 
a la de punto material. Estrictamente cualquier cuer­
po, a nivel microscópico (es decÍr, tenÍenóo en 

105 

©
D

el
  d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
,  

20
12



TABLA 8.1 

- PUNTO MATERIAL ¡ -DEFORMABLES 
CUERPOS DE DIMENSIONES FINITAS - DISCRETOS 

- INDEFORMABLES 

- SISTEMA DE PARTICULAS 

cuenta su estructura a nivel molecular o atómico), 
tiene una estructura discreta, y está compuesto por 
un número muy elevado de puntos materiales. Sin 
embargo, para explicar su comportamiento a nivel 
macroscópico se le considera formado por una dis­
tribución contínua de materia, es decir, a nivel glo­
bal se prescinde de su estructura discreta (piénse­
se, por ejemplo, en un hilo, un resorte, un coche, 
etc.) y se considera que llena completamente el es­
pacio que ocupa. El concepto de continuidad de la 
materia es el postulado fundamental de la Mecáni­
ca de los medios continuos. 

Dentro de los sistemas discretos se pueden dis­
tinguir los deformables y los no deformables, Fig. 
8. 1. En los primeros, la distancia relativa entré las 
partículas que lo forman puede cambiar en el trans­
curso del tiempo. En los segundos, permanece 
constante sean cuales fueren las interacciones que 
reciba el sistema por parte del medio. 

z 

x 
!06 

P6 p. 

·A 
/ \ 

I \ 
I 

r / \ r ·· 
i \ 1) 

I 
/ . \ 

I PI \ 
/ \ 

/ -_ ......... p¡ _-----r o 
o 

Sistema discreto 

r¡¡ = cte, indeformable 
r¡¡ "" cte, deformable 

FIG.8.1 

y 

- CONTINUOS f - DEFORMABLES 

- RIGIDOS 

En los sistemas o medios contínuos se puede 
establecer la misma división. Los medios deforma­
bies son aquellos cuya forma se modifica al actuar 
fuerzas sobre ellos. En esta aproximación es d~nde 
se estudian los sólidos deformables y los fluidos. 
Respecto de los primeros, se buscan las leyes que 
relacionan las fuerzas que actúan sobre el sólido 
(tracción, cizalladura, esfuerzos, etc.) con las defor­
maciones que les producen. En los fluidos , las 
leyes que rigen su movimiento. 

Los cuerpos que se estudian en la aproximación 
de medios indeformables reciben el nombre genéri­
co de sólidoS rígidos, Fig. 8.2. En ellos se supone 
que las fuerzas que actúan son tan pequeñas, o la 
estructura del cuerpo es tal, que no se deforma 
bajo su acción . Los sólidos reales sólo cumplen 
esta condición de manera aproximada ya que frente 
a cualquier perturbación sufren una deformación a 
nivel microscópico, pero son lo suficientemente pe-

z 

o y 
Sólido rígido 

FIG.8.2 
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queñas como para ser despreciables a nivel ma­
croscópico. 

Como ejemplos típicos de sistemas de medios 
indeformables podemos citar a los sólidos: una 
rueda, la carrocería de un coche, un proyectil , una 
piedra, etc. De medios deformables: un elástico, un 
resorte, un sólido articulado o que sus partes están 
unidas mediante hilos o cables, etc. Aunque sean 
medios continuos, en una primera aproximación se 
pueden considerar como sistemas de partículas, 
para no complicar el estudio con el tratamiento ma­
temático, al tener que utilizar el cálculo diferencial e 
integral. 

A nuestro nivel trataremos los sistemas discre­
tos, fundamentalmente los no deformables, y dare­
mos una pequeña introducción a la dinámica del 
sólido rígido. Los medios deformables quedan 
por completo fuera de los obj'etivos de este li­
bro. 

Una pregunta que surge de forma inmediata es: 
¿cómo puede caracterizarse la posición de un siste­
ma de partículas en el espacio, respecto a un siste­
ma de referencia (SR)? Recordemos como se ca­
racterizaba la posición de un punto material: dando 
sus coordenadas respecto a dicho SR (Figs. 1.11 a 
1.13). Como para fijar su posición se necesitan tres 
coordenadas, se dice que un punto material tiene tres 
grados de libertad. . 

Para un sistema de partículas, la posición del 
mismo se podría determinar fijando la de cada uno 
de los puntos que lo forman. El problema puede ser 
de gran complejidad, si el sistema está compuesto 
por muchas partículas. 

En el caso particular de un sólido rígido basta 
con fijar las posicione~ de tres puntos del mismo 
que no estén alineados (Fig. 8.3). Si se específica 

z 

y 

FIG.8.3 

sólo la posición de uno de los puntos, por ejemplo 
PI ' el cuerpo podrá girar libremente alrededor de 
dicho punto y no estará, por lo tanto, establecida su 
orientación. Si se especifican dos, PI y P2 , el cuer­
po podrá seguir girando alrededor de la recta defini­
da por ellos. Sin embargo, si se especifica también 
un tercer punto, P3, no alineado con los dos an­
teriores, se elimina toda ambigüedad y queda de­
terminada tanto la posición como la orientación del 
sólido, y en consecuencia la posición de todas las 
partículas del cuerpo. 

Según esto, puede parecer que se necesitan nue­
ve coordenadas para caracterizar el sólido en el es­
pacio, los coordenados de cada uno de los tres pun­
tos. Sin embargo, éstas no son independientes 
sino que ~stán relacionadas entre sí: 

donde rt es la distancia constante que separa a Pi 
de Pj' Por tanto, sólo se precisarán seis números 
para especificar la posición y orientación de un sóli­
do rígido, teniendo como consecuencia seis grados 
de libertad. Estos no tienen por que ser seis coor­
denadas, normalmente son las tres coordenadas 
de un punto característico del sólido (§ 8.3) y tres 
ángulos, que son los que forman en cada instante 
un triedro ortonormal, ligado al sólido y localizado 
en dicho punto, con los ejes del sistema de referen­
cia respecto de los cuales se determina la posición 
de dicho punto. 

§ 8.2 FUERZAS INTERIORES Y EXTERIORES 

Dado un sistema comp'.uesto por n partículas: PI' P2, 

... , Pi". " Pm en general éstas interaccionan entre sí de 
forma más o menos complicada; además interaccio­
nan con otras partículas que no pertenecen al siste­
ma: P'I' ... , P'i' .. . , P'm , (Fig. 8.4). Resulta útil clasifi­
car las fuerzas que actúan sobre las partículas de un 
sistema en dos grupos: 

a) Fuerzas exteriores, son las fuerzas que actúan so 
bre las partículas de un sistema, debidas o ejerci 
das por partículas que no pertenecen al sistema. 
En la figura 8.4 son, por ejemplo, F I , F2 , Fk' Las 
representaremos por FexI o simplemente F. 

b) Fuerzas interiores, son las fuerzas que actúan so 
bre las partículas de un sistema debidas a partí 
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z 

Sistema 

o y 

FIG.8.4 

culas que también pertenecen al sistema. En la fi 
gura son, por ejemplo, F12 , F31 , F¡b Fj ¡, etc. 

Recordando la tercera ley de Newton y el principio 
de superposición de fuerzas (§ 4.5), se verificará para 
las fuerzas interiores: 

F12 + F21 + FI3 + F31 + ... + F kl + Flk + .. . = O 

n 

Z Z Fij=O (8.1) 
¡= I j=1 

¡ # j 

es decir, la suma de todas las fuerzas interiores que 
actúan sobre un sistema de partículas es cero, tanto si 
el sistema se encuentra en equilibrio, como si no lo 
está. 

La distinción anterior entre fuerzas interiores y ex 
teriores sólo tiene sentido desde el punto de vista de 
un sistema determinado. Consideremos, por ejemplo, 
dos sistemas diferentes S y S'. Las fuerzas que actúan 
sobre cada uno de ellos y que son debidas a la acción 
del otro, son exteriores para el sistema considerado. 
Estas mismas fuerzas se convierten en interiores si se 
considera el sistema global formado por la unión de S 
y S'. 

Ejercicip 8.1 

Una persona de masa m, tira del extremo de una cuerda, 
que pasa por una polea unida el techo, con objeto de soste­
ner una plataforma sobre la que se encuentra (Fig. 8.5). La 
persona tira de la cuerda con una fuerza F eH; si la platafor 
ma tiene una masa M y el sistema se encuentra en equili 

108 

FIG.8.5 

brio, ¿qué fuerzas actúan sobre cada una de las partes en 
que se puede descomponer el sistema? Clasificarlas en inte­
riores y exteriores. 

Se supone que la cuerda es inextensible y de masa despre­
ciable; la polea es de masa despreciable. AsÍmismo se des­
precia el rozamiento de la cuerda con la polea. 

Solución: 

Conviene recordar que una cuerda de masa despreciable 
(Ejercicio 4.2) transmite a lo largo de ella la fuerza ejercida 
en un extremo. Si la cuerda pasa a través de una polea 
ideal, ésta sólo cambia la dirección en que actúa la fuerza 
aplicada en un extremo de la cuerda, pero no su módulo. 
Por polea ideal se entiende la que es de masa despreciable y 
no presenta rozamiento con la cuerda que pasa por ella. 

Para resolver cualquier problema de Mecánica, insisti­
mos una vez más, es conveniente aislar cada una de las par­
tes en que claramente se pueda considerar formado el siste­
ma, y sustituir la acción de las restantes sobre ella por la 
fuerza que ejercen. 

En el ejercicio propuesto estas partes podrían ser: la po 
lea y la cuerda, la persona y la plataforma. Las fuerzas que 
actúan sobre cada una de ellas se indican esquemáticamen 
te en la Fig. 8.6 a, b, y c. 

Fuerzas sobre el sistema cuerda Be-polea: 

F PA: Fuerza que ejerce la cuerda A sobre la polea. 
F Bp: Fuerza que ejerce la plataforma sobre la cuerda B. 
F eH: Fuerza que ejerce la persona sobre el tramo e de la 

cuerda. 

Fuerzas sobre la persona: 

P: Peso de la persona. (mg) 
F He: Fuerza que ejerce la cuerda e sobre la persona. 
F Hp: Fuerza que ejerce la plataforma sobre la persona. 
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(a) 

Fue 

(h) 

I r 

(e) 

FIG.8.6 

Fuerzas sobre la plataforma: 

Fuerza que ejerce el tramo B de la cuerda sobre la 
plataforma. 

Peso de la plataforma. (Mg) 
Fuerza que ejerce la persona sobre la plataforma. 

Si consideramos el sistema formado exclusivamente por 
la persona, entonces P, F HC , F Hp son fuerzas exteriores (se 
rían interiores, por ejemplo, la que ejerce el antebrazo so­
bre el brazo, y éste sobre aquél). Sin embargo, si se conside­
ra el sistema formado por la persona y la plataforma: P, 
F HC , F pB , PI son fuerzas exteriores, y F Hp , F pH son interio­
res. Si como sistema se incluye a la polea, cuerda Be, per­
sona y plataforma, todas las fuerzas son interiores, a excep­
ción de F PA , P Y PI . ¿Por qué los pesos son fuerzas exterio­
res? 

§ 8.3 MOMENTO LINEAL DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS 

Comenzaremos ahora a estudiar la dinámica de los 
sistemas de partículas, es decir, la evolución temporal 
de éstos bajo la acción de fuerzas interiores y exterio 
res. 

Su movimiento estará perfectamente determinado cuando se co 
nozca la evolución temporal de cada una de las partículas que lo 
forman. Aplicando la segunda ley de Newton (4.6) a cada una de 
las partículas, tendremos n ecuaciones, si éste es el número de pun 
tos en el sistema, de la forma: 

n 

Fext¡ + 2 Fij= m¡a¡ 
} =1 
i "'} 

(8.2) 

donde Fext¡' representa la suma de todas las fuerzas exteriores que 

actúan sobre la partícula i; ! Fij la suma de las fuerzas interiores. 
} 

De esta manera el problema estaría formalmente resuelto. Sin em 
bargo esta solución del problema presenta problemas prácticos. Si 
n es muy grande la solución del sistema de ecuaciones (8 .2) puede 
ser tediosa y compleja. Pero aún suponiendo que mediante las po­
tentes máquinas de calcular esto fuese posible, nos encontraríamos 
con otros dos proble mas de índole más profunda. En las ecuacio­
nes anteriores intervienen de forma explícita las fuerzas interiores, 
que en general no se conocen « a priori» y son, por lo tanto, otras 
incógnitas. Por otra parte, aún suponiendo que llegásemos a dispo­
ner de la solución, ¿cuál sería su utilidad a la hora de extraer de ella 
in formación sobre magnitudes macroscópicamente observables?; 
piénsese, por ejemplo, en el caso de un resorte o de un gas encerra­
do en un globo que va ascendiendo en la atmósfera. Luego, resulta 
prácticamente imposible estudiar el movimiento de un sistema ma .... 
croscópico, mediante la descripción microscópica de sus partículas, 
según la segunda ley de Newton. 

La forma de abordar el problema consiste en intro­
ducir nuevas magnitudes dinámicas que eviten las di­
ficultades anteriores. Algunas de éstas serán una ge­
neralización de las definidas para el punto, otras no 
tienen equivalente en la dinámica de la partícula. 
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Planteemos nuevamente el problema con objeto de 
introducir las dos primeras magnitudes: el momento 
angular y el centro de masas. 

Sea un sistema compuesto por n puntos materiales: 
PI , P2 , ••• , Pi , ... , P n • Si sumamos las n ecuaciones 
(8.2) que verifica cada uno de ellos, tendremos: 

n n n n 

¿ Fext¡+ ¿ ¿ F¡j= ¿ m¡a¡ (8.3) 
¡=1 ¡=lj=1 ¡=1 

¡;,j 

donde el primer sumando del primer miembro repre 
senta la suma de todas las fuerzas exteriores que ac­
túan sobre el sistema, Fext • El segundo representa la 
suma de todas las fuerzas interiores que actúan sobre 
el sistema y que según vimos (§ 8.2) es cero. 

Por lo tanto, (8.3) se reduce a: 

F ext = ¿ m¡a¡= ¿ m¡-' =- ¿ m¡v¡ 
n n dv. d ( n ) 

¡ = 1 ¡ = 1 dt dt ¡ = 1 
(8.4) 

Se define el momento lineal de un sistema de partí 
culas como: 

(8.5) 

se trata simplemente de una generalización de la defi 
nición dada para una partícula (6.14). Sustituyendo 
(8.5) en (8.4): 

dP 
Fext = 

dt 
(8.6) 

luego, llegamos al mismo resultado formal que para 
una partícula (6.15): «La suma de las fuerzas exte­
riores que actúan sobre un sistema es igual a la va­
riación del momento lineal del mismo ». Este enun­
ciado es el que suele denominarse: Teorema del mo­
mento lineal para un sistema de partículas. Nos indica 
que sólo las fuerzas exteriores pueden hacer variar di­
cho momento lineal, las fuerzas interiores no le pro­
ducen ningún cambio. 

CENTRO DE MASAS 

Podemos llevar más lejos el paralelismo indicado 
por (8 .6), entre una partícula y un sistema. Para ello 
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escribamos: 
n 

M=¿m i (8.7) 
i=1 

con lo cual tendremos que el momento lineal·del sis­
tema es igual al de un « punto» de masa igual a la to­
tal del sistema y velocidad V. Esto lo podemos hacer 
si definimos esta velocidad como: 

n 

V=-----
M (8.8) 

integrando (8 .8), ver cuestión 6, conoceremos el vec­
tor de posición de dicho punto, respecto al referencial 
elegido: 

n 

¿ miri 

R= 
i= I 

M (8 .9) 

a este «punto» se le denomina centro de masas del 
sistema. 
Según (8.5) y (8.6), 

v == V CDM , R == RCDM (8.10) 

luego: «el centro de masas (CDM) de un sistema 
cualquiera de pártículas, deformable o no, tiene el 
mismo movimiento que un punto material cuya masa 
fuese igual a la total del sistema y sobre el que ac-
tuasen la suma de todas las fuerzas exteriores que lo 
hacen sobre el sistema ». Este enunciado, que se co 
noce con el nombre de Teorema del centro de masas, 
es una generalización, para un sistema, de la segunda 
ley de Newton. Por lo tanto, se puede estudiar la evo­
lución temporal de un sistema (8.6), a partir del mo­
vimiento que tiene el CDM (8.10) del mismo. La 
ventaja que presenta esta descripción es que no es ne­
cesario hacer intervenir el movimiento de los puntos 
del sistema, ni las fuerzas interiores. 

Veamos algunos ejemplos que clarifiquen los con­
ceptos anteriores: Supongamos un sólido que tenga 
un movimiento muy complicado, por ejemplo un 
bloque o una cadena lanzados al aire. Estos cuerpos 
se desplazarán y girarán sobre ellos de manera com 
pleja, sobre todo la cadena que se puede considerar 
un sistema deformable, pero el CDM de cada uno de 
ellos, que se encontrará sometido al peso como única 
fuerza exterior (si se desprecia la resistencia del aire) 
describirá una parábola (Fig. 8.7). ¿Sabría el alumno 
justificar razonadamente este comportamiento? 
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" , del CDM 

; " 

% ' 
Si imaginamos un proyectil lanzado por un cañón, 

que explota en el aire (Fig. 8.8) el CDM de los frag­
mentos continuará describiendo la parábola original. 
El peso es la única fuerza exterior que actúa, y no 
cambia al producirse la explosión ya que la fuerza de 
atracción gravitatoria es constante en las proximida­
des de la superficie terrestre. Si la fuerza de atracción 
dependiese de la posición, los fragmentos resultantes 
de la explosión estarían sometidos a fuerzas exterio­
res distintas de la original que determinaba la parábo 
la; la trayectoria del CDM no continuaría siendo la 
misma que antes de la explosión, ya que la suma de 
las fuerzas exteriores sería diferente. Por ejemplo, si 
como consecuencia de un cataclismo cósmico explo­
tase un planeta del sistema solar, el CDM de los frag­
mentos resultantes seguiría la órbita elíptica original 
del planeta, ya que las fuerzas exteriores sobre los 
fragmentos serían distintas que las que actuaban so­
bre aquél. 

z 

o 

x 

Z ' 
I 

~.,.,. ... 
, ·1 , 
l. I \ , \ 
I l., 
, • I CDM\ , "'---1--
' ,/ • Y' 
) ,/ . • I 

,/ \ , 
,/ " . ~ 
x' ' .... _ ....... 

Sistema 

FIG.8.8 

y 

FIG. 8.7 

Trayectoria 
del CDM /,/ 

/' 
,/ 

,/ 

En el caso de un sólido con movimiento de tras­
lación (§ 9.1), todos los puntos tienen en un instante 
dado la misma velocidad y aceleración, y en particu­
lar su CDM; el teorema anterior permite reducir el 
problema del movimiento de un sistema al de un 
punto material. Esto es lo que hemos hecho, aún sin 
indicarlo, en los capítulos anteriores, cuando aborda­
mos ejemplos de cuerpos con dimensiones finitas , y 
la teoría sólo se estudiaba para el punto material. 

Propiedades del CDM de un sistema: 

a) Permite reducir el estudio de la dinámica de un 
sistema al de una partícula (8.10). Ahora bien, 
hay que tener en cuenta que este estudio no pro­
porciona una información total sobre el movi­
miento real del sistema; ya que a partir del mis­
mo no se puede concluir nada acerca del movi­
miento de unas partes del sistema respecto de 
otras. Para completarlo hay que estudiar el movi­
miento relativo (§ 3.2) de las partículas del siste­
ma respecto del CDM. 

Resumiendo, podemos decir que para estudiar 
de forma total el movimiento de un sistema res­
pecto de un SR! hay que: 

1. o Conocer cómo se mueve CDM del sistema 
respecto de dicho referencial inercial . 

2.° Describir el movimiento relativo de las partícu 
las del sistema respecto al CDM. 

La forma más simple de abordar esta segunda 
parte del problema es elegir un sistema de refe­
rencia localizado en el CDM -ya que es el punto 
respecto del cual queremos estudiar el movi­
miento relativo- que se mueva con él, pero cuya 
orientación permanezca paralela respecto del 
sistema de referencia inercial, en el que se des­
cribe el movimiento del CDM (punto 1.0), (3 .37; 
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ver cuestión 8). El sistema localizado en el CDM 
no será, en general, inercial. 

b) El momento lineal de un sistema es igual al de su 
CDM: (8.5), (8.7) Y (8 .8). 

c) La expresión (8 .9) localiza el CDM respecto de 
un sistema de referencia inercial. Sus coordena 
das cartesianas serán: 

Obsérvese que si el origen del sistema de referen­
cia se localiza en el CDM (R CDM = O): ~ m ¡ r ¡ = o. 
¿Que representan en (8.11) X ¡ , Y¡ , Z¡ ?/ 

d) La posición del CDM respecto del cuerpo, es in­
dependiente del sistema de referencia utilizado 
para localizar/o; sólo depende de las masas de las 
partículas y de sus posiciones relativas entre sí. 

112 

En efocto, sea el sistema representado en la Fig. 8.9, según 
(8.9): 

¡ miri ¡,n¡ rj 
/ / 

R cDM=--- R'CDM= ---

M M 

pero (3 .21): 

por lo tanto: 

¡ m¡ (r¡ -OO') 

R CDM =' ... R CDM =Rc DM 

z 

M 

(c. q. d.) 

z'. , , , 
I 
I 

R' , 
CDM • CDM: 

\: 
- \ I 
-"'_",,~I 

------------_ .. ~ 
Y' 

o y 

x FIG.8.9 

z 

r· 
'¡ 

I 
I 

I 
I 

o y 

x FIG.8.1O 

e) Para los cuerpos en que se considera una distri 
bución continua de masa (medios contínuos) el 
CDM viene definido (Fig. 8.10) por: 

XCDM~ lím ~Am,x, Jt ~ ~fXdm ~ ~ JXPd' 

ómj~O ¿D.mi lm 

1 f d 1 f d • ZCDM=M
1 rZdm =M

1 
fZPd! YCDM= M Y m= M YP ! J 

donde se ha hecho uso de la definición diferencial 
de densidad volúmica: p = dm/ dr 
Las expresiones anteriores se obtienen dividien­
do el cuerpo en n elementos pequeños de masa 
¿j m · si estos elementos se siguen subdividiendo, 
de ~anera que su número tienda a infinito, y te­
niendo en cuenta el concepto de integral definida 
que se estudia en Matemáticas, se obtienen las 
coordenadas del CDM anteriores. De todos mo­
dos, el alumno puede comprender que este pro­
blema es eminentemente matemático, y por lo 
tanto no adecuado para aplicarlo a nivel práctico 
en este curso, ya que no domina todavía el 
cálculo integral. Cuando se trata de un cuerpo 
homogéneo (p = cte, es decir, la masa se encuen­
tra uniformemente distribuida en todo el vofu­
men) que tenga un punto, una línea o un plano 
de simetría el CDM se encuentra en el elemento 
de simetría que presenta. Por ejemplo, el CDM 
de una esfera homogénea se encuentra en su cen­
tro, el de un cono en el eje del cono, etc. La ra­
zón es la misma por la cual en un sistema discre­
to compuesto por dos partículas, el CDM se en­
cuentra a lo largo de la línea que las une; y si sus 
masas son iguales en su punto medio. 
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f) El CDM es un punto geométrico que no tiene 
porqué corresponderse con la posición de una 
partícula material del sistema (ver cuestión 11) . 
Ahora bien, habrá ocasiones en que el CDM esté 
localizado en un punto donde se encuentre algu­
na partícula del sistema, Fig. 8.10. 

g) Para un cuerpo de dimensiones pequeñas, com­
paradas con las de la Tierra, el centro de grave­
dad (CDG) coincide con su CDM. El CDG es el 
-punto donde se encuentra aplicado el peso del 
cuerpo. Téngase en cuenta que el concépto de 
CDM es mucho más general que el de CDG, ya 
que aquél es independiente de la posible existen­
cia de un campo gravitatorio. 

Ejercicio 8.2 

Un sistema está formado por tres partículas de masas res­
pectivas 3 kg, 2 kg Y 5 kg. La primera tiene una VI = 6j ; la 
segunda se mueve con una velocidad de 8 m S-I, en una di­
rección que forma un ángulo de - 30° con el eje Ox. Cal­
cular la velocidad de la tercera partícula para que el CDM 
se encuentre en reposo respecto al observador. 

Solución: 

La velocidad del CDM para un observador que se en­
cuentre en un sistema de referencia inercial, viene dada por 
(8.8): 

VI =6j V 2 = 8 (cos 30° i - j sen 30°) = 4J3 i - 4 j 

para dicho observador, según dice el enunciado, el CDM se 
encuentra en reposo, por lo tanto V CDM = O , 

O =18j+(8{3i-8j)+5vJ , vJ =-2,77i-2j 

§ 8.4 TEOREMA DE CON SER V ACION DEL 
MOMENTO LINEAL 

A partir de (8.6) se deduce que si las sumas de las 
fuerzas exteriores que actúan \. sobre el sistema es 
nula, el momento lineal del mismo permanece cons­
tante¡. 

Fext=O ..... P =ete (8.12) 

Luego, el momento lineal de un sistema sólo puede 
variar por la acción de las fuerzas exteriores, las fuer-

zas interiores no influyen sobre el mismo. De (8.5) 
también se deduce que aunque permanezca constante 
el momento lineal del sistema, varía el de cada una 
de las partículas que lo forman, pero su suma perma­
nece constante: 

PI + P2 + ... + Pi + ... + Pn = P = ete (8 .13) 

Este teorema es aplicable a muchas situaciones de 
interés físico. Estrictamente sólo para un sistema ais­
lado (que es aquel que no interacciona con ninguna 
partícula exterior al mismo) se conserva el momento 
lineal; un sistema de este tipo seria el universo consi­
derado como un todo. Sin embargo, en muchas situa­
ciones de interés para la Física, existen sistemas que 
pueden considerarse como prácticamente aislados. 
Por ejemplo, un átomo de hidrógeno (sistema forma­
do por un protón, un neutrón y un electrón), se con­
sidera normalmente como aislado, aunque sobre él 
actúen las fuerzas de interacción gravitatoria debidas 
a la Tierra y el Sol, que son exteriores. 

Una aplicación muy importante de este teorema es 
cuando las fuerzas interiores que ejercen unas partes 
del sistema sobre otras son impulsivas. Por fuerzas 
impulsivas se entienden unas fuerzas de gran intensi­
dad, pero que actúan durante un intervalo de tiempo 
pequeño, produciendo un efecto que es fácilmente 
observable. Como ejemplos se pueden citar: la que 
actúa sobre una pelota de golf o de tenis cuando se 
golpean, las que se ejercen entre los diferentes frag­
mentos de una granada al explotar, la colisión entre 
partículas elementales en una reacción nuclear, la 
emisión de partículas en una desintegración radiacti­
va, etc. 

Este tipo de fuerzas son tan intensas que, durante 
los pequeños intervalos de tiempo en que actúan, 
pueden considerarse despreciables todas las demás 
que lo hacen sobre el sistema. 

Como las fuerzas impulsivas son interiores al siste­
ma, su momento lineal se conservará, aunque actúen 
las fuerzas exteriores debidas a la interacción gravi­
tatoria, por ejemplo. Hay que tener en cuenta que en 
estos casos se verificará: 

P ANTES - P DES PUES = O (8.14) 

donde P ANTES Y PDESPUES representan, respectiva­
mente, los momentos lineales del sistema en los ins­
tantes justo antes y después del intervalo de tiempo 
en que actúan las fuerzas impulsivas. Fuera de este 
intervalo de tiempo las fuerzas exteriores no impulsi­
vas no pueden ser despreciadas, y el momento lineal 
no se conserva. Como aplicaciones de (8.14) el alum­
no puede recordar los ejemplos clásicos estudiados en 
cursos elementales: estudio del retroceso de un cañón 
al lanzar un obús, de una escopeta al disparar un 
proyectil, etc. 
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Hay que recordar que para llegar al teorema de 
conservación del momento lineal se ha admitido que 
las fuerzas interiores verifican las leyes clásicas del 
movimiento (capítulo IV). Por lo tanto, parece lógico 
pensar que el mismo sólo tendrá validez dentro del 
marco de la Mecánica Clásica. Sin embargo, su vali­
dez se verifica también en la Física Atómica y Nu­
clear, es decir, a nivel de las componentes elementa­
les de la materia, donde no es válida la Mecánica de 
Newton. Por consiguiente, este teorema tiene, desde 
este punto de vista, un rango de validez mayor que 
las leyes clásicas del movimiento. También este teo­
rema se verifica dentro del marco de la Mecánica Re­
lativista (§ 4.1), aunque en este caso es necesario mo­
dificar de manera apropiada la definición de momen­
to lineal. La razón de esta validez es que el teorema 
se puede demostrar sin hacer uso de la tercera ley de 
Newton, aunque la demostración en esos términos se 
encuentra fuera del nivel de este curso. El teorema de 
conservación del momento lineal es una de las leyes 
fundamentales de la Naturaleza. 

Ejercicio 8.3 

S~I dispara un proyectil con una velocidad inicial de 400 
m s y formando un ángulo de 60° con la horizontal. En el 
punto más alto de su trayectoria explota y se parte en dos 
fragmentos , A y B , de igual masa. El fragmento A cae, par­
tiendo del reposo, siguiendo la vertical del punto de explo­
siór. ¿Cuál esta trayectoria del fragmento B? ¿A qué distan­
cia del punto de partida cae éste? Se supone que el terreno 
es horizontal. 

Solución: 

Ya indicamos que un sistema de partículas se mueve glo­
balmente como si toda su masa estuviese concentrada en el 
CDM y en él se aplicasen las fuerzas exteriores que actúan. 
Sobre el proyectil la única fuerza exterior que actúa es la 
debida a la atracción de la Tierra (es decir, su peso), por lo 
tanto el CDM de los fragmentos seguirá describiendo la 
trayectoria parabólica, que hubiese seguido el proyectil de 
no explotar (Fig. 8.11). 
La explosión es debida a fuerzas impulsivas interiores, por 
lo tanto el momento lineal del sistema inmediatamente an­
tes y después debe ser el mismo, aunque actúe el peso como 
fuerza exterior. 

P ANTES = PDESPUES 

Mproyectil V ANTES = mA v A + mB VB (8 .15) 

Mproyectil = mA + mB = 2m, ya que la masa ha de conservarse; 
puesto que cae partiendo del reposo. Al explotar en el pun­
to más alto de la trayectoria: V ANTES = V ANTES i. Las ecua­
ciones paramétricas, en función de t , del proyectil, así 
como las componentes de velocidad serán (§ 3.1, ejercicio 
3.2): 
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y 

CDM x 

FIG.8 . l1 

VJ, =VOy - g t 

V;x: = Vox 
(8 .16) 

ya que como sabemos se trata de la composición de un mo­
vimiento uniforme según el eje OX y uno uniformemente 
acelerado en el O Y. Puede comprobar el alumno que la 
trayectoria es una parábola de eje OX: 

(8 .17) 

El punto más alto de la trayectoria tiene como característi­
cas: ser la ordenada y máxima y nula la componente vy de 
la velocidad del proyectil. Haciendo uso de la segunda: 

(8 .18) 

que es el tiempo que tarda en llegar a dicho punto, desde 
que se lanzó. La distancia, contada sobre el eje de abcisas, a 
que se encontrará el proyectil en dicho instante es: 

x = voxvay 

g (8.19) 

y su velocidad: vy=O, Vx = VD cosO . Aunque para llegar a 
este resultado no hacían falta los razonamientos anteriores, 
se han incluido para recordarle el alumno la aplicación del 
principio de la independencia de los movimientos (§ 3.1). 

(8 .20) 

En dicho instante el proyectil se encuentra a una altura: 

2 
VOy 

YMAX= 112-­
g 

, Y MAX = 6055,2 m 

d· . di ' VOy ya una Istancla e ongen: x=vox - , x = 6928,2 m. 
g 

A partir de (8.15) y teniendo en cuenta (8 .20): 

400i=(VB i+VB j) --> VB =400, VB =0 x y x y 
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" ............ t--"'---- ::"'-........ 
I " "', 

Trayectoria t--------," -Trayectoria-~"' ir::;:~~~:~ 
fragmen;~ + __________ ~~~ ~Q~ _____ ~, 

FIG.8.12 

El fragmento A cae verticalmente partiendo del reposo; el B 
sale, a partir del punto de la explosión, con una velocidad 
inicial: vs=400 i, Fig. 8.12. 
Se puede demostrar que los dos fragmentos y el CDM, con 
las condiciones indicadas, llegan al suelo en el mismo ins­
tante. Las trayectorias respectivas son las indicadas en la 
Fig. 8.12, ¿por qué? 

Para estudiar el movimiento de los fragmentos después 
de la explosión, elegimos como nuevos ejes O'X'Y', Fig. 
8.12. A partir de (8.11): 

x A +xs(t) 

XCDM(t) 2 
XA =6928,2 m 

Teniendo en cuenta (8.19): 

X'CDM= VCDM 1 = 2001 x's(t) = 400 1 (8.21) 

¿puedes justificar estas relaciones? De (8.19): 

x's (/) = 2 X'CDM (/) 
(8.22) 

Cuando llega al suelo: 

(8.23) 

donde hemos tenido en cuenta (8.11). De (8.22) y (8.23) se 
deduce: 

§ 8.5 

xs=20.784,6 m 

MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS 

Se define el momento angular de un sistema de par­
tÍCulas respecto de un punto O como: 

Lo = ~lo .= ~ r¡ x m¡v¡ 
1 

(8.24) 
¡= 1 ¡= 1 

se trata también de una generalización de la defini­
ción dada para una partícula (6.16). 

Resulta útil relacionar el momento cinético respec­
to de un punto o con el momento respecto al CDM 
del sistema (Fig. 8.13): 

Lo = LCDM + RCDM X MV CDM (8.25) 
n 

donde L CDM = ~ r x mv' representa el momento an-
i= 1 1 , 

guIar del sistema respecto de un referencial situado 
en el CDM del sistema, y cuya orientación no varie 
respecto al referencial fijo OXyz. M es la masa total 
del sistema y V CDM la velocidad del CDM. Fíjese el 
alumno que para demostrar (6.17), y su equivalente 
para un sistema de partículas, se exigía que O' estu­
viese en reposo respecto de O, sin embargo (8.25), que 
es formalmente análoga a aquellas, se verifica sin que 
el CDM tenga que estar en reposo. 

Demostración de (8.23): Por definición del momento angular (8.24) 
y teniendo en cuenta la Fig. 8.13 y (3 .29): 

n 

Lo = ¿ r¡ x m¡v¡ = ¿ (r; + R CDM) x m¡(v; + V r:DM) 
i = 1 i = 1 

donde hemos cambiado ligeramente la notación respecto de (3.29): 

VO ,=VCDM , v,=v' 

Recordando (1.25): 

n n 

Lo = t r; x m¡(v; + V CDM) + R CDM x ¿ m¡(v; + V CDM) = 
i = 1 i = 1 

n n 

= ¿r;xm¡v;+ ¿r;xm¡VCDM+RcDM X ¿m¡v;+ 
i = 1 i= 1 i = 1 

+RCDM X V CDM ¿ m¡ 
i = 1 

Veamos el significado de cada uno de estos cuatro sumandos: 

*~ r¡ x m¡ vi = L CDM , momento angular del sistema respecto del 
¡ 

CDM. 

~ ri x m¡ V CDM = ¡ ri m¡ x V CDM = O, por definición de CDM, 
¡ 1 

ya que en (8.9) las r¡ represen~n los vectores de. I?~sición de cada 
partícula respecto del referencIal del cual la pOSlClOn del CDM es 
R CDM' Como ri es el vector de posición de una partícula resI?ecto 
de un referencial localizado en el CDM, respecto del mIsmo 

R CDM = O luego ~ m¡ r¡ = O. 

*RCDM x~ . m¡ vi = O, por la misma razón anterior, haciendo uso 
1 

ahora de (8.8). 

*RCDM x MV CDM, representa el momento angular del CDM, su­
puesta concentrada en él toda la masa del sistema, respecto del 
SR/, luego queda demostrada la relación (8.25). 
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FIG.8.13 

La relación (8.25) también suele escribirse: 

Lo = Linlrinseco + Lorbilal 

y 

(8.26) 

Mediante Lorbilal se designa al momento angular res­
pecto del origen de un SR!: 

Lorbital = R CDM X MV CDM (8 .27) 

La terminología está tomada del estudio del movi­
miento de los planetas. Representa el momento angu­
lar del sistema en su movimiento de traslación (§ 9.1). 

El sumando Lintrínseco representa el momento angu­
lar del sistema respecto del referencial localizado en 
el CDM. Está determinado exclusivamente por mag­
nitudes referidas al movimiento del sistema respecto 
al CDM del mismo, lo cual justifica el apelativo de 
« intrínseco ». Esta separación del momento angular 
total en dos partes resulta muy conveniente, en parti­
cular cuando se estudia el movimiento de sistemas rí­
gidos, discretos o continuos, que giran sobre sí mis­
mos, al mismo tiempo que alrededor de otro cuerpo. 
Se puede demostrar, que en el caso de sistemas rígi­
dos el único movimiento posible alrededor del CDM 
es una rotación. 

Esta descomposición de Lo encuentra aplicación, 
por ejemplo, en el estudio del movimiento de los pla­
netas alrededor del Solo de las partículas atómicas y 
subatómicas que constituyen la materia. En este caso 
el momento intrínseco también se denomina momen­
to angular de spin, ya que el «movimiento de rota­
ción» sobre sí mismas se denomina mediante dicha 
palabra inglesa. El momento orbital, para dichos sis­
temas, es el que tienen los electrones en su movi­
miento alrededor del núcleo o la Tierra alrededor del 
Sol. 
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En Mecánica Cuántica y en Química el alumno 
hará uso exhaustivo de estos conceptos y verá que el 
momento angular es una magnitud fundamental para 
describir el comportamiento de las moléculas y áto­
mos. Allí estudiará que según las reglas de cuantifica­
ción para describir el comportamiento de los electro­
nes en un átomo, Lorbilal es un múltiplo entero de 
h /2 n, donde h es la constante de Plank. 

A partir de (8.25) se observa que si el CDM de un 
sistema en movimiento se encuentra en reposo, el 
momento angular del sistema es el mismo para el 
punto 0, que para el CDM: Lo =LCDM' Por ejemplo, 
al momento angular de la rueda de un molino de 
viento le ocurre ésto. En (8.25) sólo queda L CDM ; el 
movimiento de las aspas alrededor del CDM es una 
rotación, L CDM es la aportación a Lo debida a dicha 
rotación. 

El caso opuesto, es el de un sistema que sólo pre­
sente movimiento de traslación. En este caso veremos 
que todos los puntos del mismo tienen, en cualquier 
instante la misma velocidad. Por lo tanto: L CDM = 0, 
ya que v; = O; en (8.25) sólo queda el término Lorbilal 

(8.24), con lo que se ratifica nuestra firmación ante­
rior' L b· I representa la aportación del movimiento • or /la 

de traslación del sistema a Lo. 
De manera análoga a (6.21) se puede demostrar el 

Teorema del momento angular para un sistema de 
partículas, respecto del CDM: 

dLcDM 
MexlCDM = ---

dt (8.28) 

Este teorema expresa que la variación temporal del 
momento angular de un sistema respecto del CDM, 
es igual al momento total de las fuerzas exteriores 
que actúan sobre el mismo, tomado dicho momento 
respecto del CDM. 
Esta expresión (8.28) es la que nos permitirá estudiar 
el movimiento de un sistema no deformable o rígido 
respecto del referencial situado en el CDM. Este mo­
vimiento, como ya hemos reiterado, es de rotación. 
Ahora estamos en condiciones de comprender la afir­
mación que hicimos en (§ 6.3) respecto a la analogía 
formal que existe entre (8.10) y (8.28), ¿serías capaz 
de establecerla? De cualquier forma, en el ejercicio 
8.4 haremos uso de ellas, y creemos que quedarán 
claras todas estas afirmaciones. 

Demostración de (8.28): Para simplificar el tratamiento formal, su­
pongamos un sistema formado por dos partículas (Fig. 8.14). Sobre 
ellas actuarán las fuerzas exteriores F, y F2, Y las interiores F12 y F2, 

Lo' ' 

(8.29) 
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z 

Según (6.21): 

/ 
/ 

/ / 
/ / f2 
/ 

FIG.8.14 

dlol dlo2 F ) 
=r\x(F\+F12) , =r2x(F2+ 2\ 

dI dI 

sustituyendo en (8.29) y teniendo en cuenta (6.18): 

y 

donde hemos hecho uso del principio de acción y reacción . El mo­
mento total de las fuerzas interiores es nulo, tanto si el sistema es 
deformable como si no lo es: 

(r\-r2)xFI2=~ M¡=M¡nl=O 
1 

¿por qué? Luego: 

dLo 
--=MextO 
dt (8 .30) 

o es el origen de un SR/o Calculemos ahora la relación que existe 
entre M exto y M extcDM : 

2 2 

M exto =¿ r¡x F¡=~ (r;+ RCDM) x F¡= 
r= I 1= I 

, 
en estos cálculos hemos hecho uso de la Fig. 8.13. Por otra parte, 
derivamos (8 .25) respecto al tiempo: 

dLCDM 
--- + RCDM x M a CDM (8.32) 

dI 

Igualando (8.29) y (8.30), obtenemos lo que queríamos demostrar. 
Justificar esta última afirmación. 

TEOREMA DE CONSERV ACION 

Si el momento total respecto al CDM de las fuerzas 
exteriores que actúan sobre el sistema es nulo, el mo­
mento angular del mismo respecto al CDM permane­
ce constante en el transcurso del tiempo. A partir de 
(8.26): 

M extCDM = O -+ L CDM = ete 

(8.33) 

La conservación del momento angular intrínseco se 
verifica, aunque tengan lugar reajustes internos en el 
sistema, siempre que el momento respecto del CDM 
de las fuerzas exteriores que actúan sobre el sistema 
sea nulo. 

Por reajustes internos, se entienden los momentos 
impulsivos debidos a las fuerzas interiores que pue­
dan existir. Los acróbatas, saltadores de trampolín, 
bailarinas de ballet, patinadores sobre hielo, etc., ha­
cen uso de este teorema; en todos estos casos la única 
fuerza exterior que actúa, despreciando la resistencia 
del aire, es el peso. Su momento respecto del CDM es 
nulo, por lo tanto L CDM se conserva, de esa forma va­
riando la disposición relativa de las distintas partes 
del cuerpo, pueden cambiar su velocidad de rotación 
w , alrededor de su CDM y conseguir bellos efectos 
estéticos (Fig. 8.15). En este caso el CDM del saltador 
describe un movimiento parabólico, al ser el peso la 
única fuerza exterior que actúa. 

Como ocurría con el teorema de conservación del 
momento lineal, la conservación del angular es válida 
fuera del marco de la Mecánica Clásica. La demostra­
ción del teorema se puede hacer utilizando unas hi­
pótesis mucho menos restrictivas que las tomadas por 
nosotros (validez de las leyes de Newton), pero ello se 
encuentra fuera del nivel de este texto. 

Como aplicación de los conceptos estudiados en 
este capítulo, resolveremos el siguiente ejercicio. 

~i' 
~ctOriadelCDM 
~\ " r. nadado, 

\ 

= ? 

trampolín 

\ I 

FIG.8.I5 
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* Ejercicio 8.4 

Dos puntos materiales de masa m cada uno de ellos, es­
tán unidos mediante un alambre rígido al que se le ha dado 
la forma indicada en la Fig. 8.16. El sistema puede deslizar 
libremente sobre una mesa horizontal exenta de rozamien­
to.La masa del alambre es despreciable. Inicialmente el sis­
tema tiene una velocidad constante vo. En un cierto instan­
te, el ganchito engarza una tercera partícula de masa 2m, 
que inicialmente se encontraba en reposo. Después de esta 
captura, describir el movimiento del sistema, calculaRdo el 
valor de los parámetros más signifi '<;vos del mismo. 

m 

Vo 
d • 

m 2 
Vo 

• 

• 3 

FIG.8.16 2m 

Solución: 

Se trata de un ejercicio adecuado para aplicar los concep­
tos desarrollados en este capítulo, a la determinación del 
movimiento de un sistema. Tomamos como SR! uno loca­
lizado sobre la mesa horizontal. 

Sea el sistema formado por las dos masas m, unidas por 
el alambre, y la masa 2m. Se trata de un sistema deforma­
ble, antes de la captura de la masa 2m por el ganchito, ¿por 
qué? 

Sobre el sistema las únicas fuerzas exteriores que actúan 
son el peso de cada uno de los puntos materiales y las reac­
ciones normales de la mesa horizontal. Al estar obligado el 
sistema a moverse sobre la mesa: 

La suma de las fuerzas exteriores que actúan sobre el siste­
ma es nula. Análogamente lo es la suma de los momentos 
de las fuerzas exteriores o momento total, respecto de cual­
quier punto del plano que se elija, ¿por qué? Como conse­
cuencia: 

P ANTES CAPTURA = PDESPUES CAPTURA 

L cDM, ANTES CAPTURA = L CDM. DESPUES CAPTURA (8.34) 

Durante la captura, las fuerzas que intervienen son impulsi­
vas interiores: las de interacción del ganchito con la partí­
cula 3. Estas fuerzas no modifican ni P, ni L CDM ' 

a) Movimiento del CDM del sistema: Para calcularlo ha­
cemos uso de la conservación del momento lineal. Según 
(8.7) y (8.8): 
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y' 

A 

Vo, 
2 

...:::{IH--__ --._---.- y= 3/4d 
X' 

3 X 

FIG.8.17 

P ANTES CAPTURA = 4 m V CDM = m Vo + m Vo 

(8.35) 

Al conservarse P, V CDM no varía como consecuencia de 
la captura. El movimiento del CDM será rectilíneo y uni­
forme, con la velocidad (8.35). 

Intentemos localizar el CDM: XCDM (t). Sea la posición 
arbitraria representada en la Fig. 8.17. Al ser su movimien­
to rectilíneo y uniforme, y estar definido por la dirección y 
sentido de vo, el CDM se encuentra sobre la recta: y=3/4 d 

2 m X J (t) 
XCDu<t) = 1/2 X J (t) (8.36) 

4m 

En cada instante antes de la captura, el CDM se encuen­
tra en la intersección de la recta que va desde el punto me­
dio entre la partícula l y 2 a la posición de la 3, con la rec­
ta y= 3/4 d. Este punto de intersección es el punto medio 
de la recta AB, ¿por qué? Evidentemente los referenciales 
OXY y O'X'Y' de la Fig. 8.17 también son inerciales, ¿no? 

Después de la captura, el CDM se encuentra en el alam­
bre que une a los tres puntos materiales. Ahora el sistema 
se ha convertido en indeformable, ¿por qué? La posición 
del CDM se indica en la Fig. 8.18, como se puede compro­
bar fácilmente. 

3 

m 

m 
l/4d 

t+--.... -._._.-.-._._.-. 
3/4 d V CDM= vo/2 

2m 

FIG.8.18 
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~~-- - - - --- .- - - - - - --

5/4 d 

y 
2 - ------ ----41/4i 

_._._ . .1.!. .. _ 

x z 

FIG.8.19 

Resumiendo, el movimiento del CDM respecto de un SR! 
es rectilíneo, a lo largo de la recta y = 3/4 d, Y uniforme 
(V CDM= vof2), tanto antes como después de la captura. La 
ecuación vectorial de la trayectoria es: 

b) Movimiento de las partículas del sistema respecto del 
CDM: Antes de producirse la captura el movimiento de 1 y 
2 es una traslación; 3 está en reposo. Las velocidades de 
cada una de las partículas, Fig. 8.17, respecto del CDM son 
(3.29): 

V¡=V;+VCDM 
v; = va/2 i 
v; = va/2 i 
v; =- vol2 i 

Define el mOVImiento de cada una de estas partículas. 
El apartado anterior carece realmente de interés, ya que 

en el enunciado del problema nos proporciona la velocidad 
absoluta de cada partícula. 

Al producirse la captura, el sistema se conviert.e en inde­
formable, ya que la distancia entre los tres puntos que lo 
constituyen permanece inalterable en el transcurso del 
tiempo. En estas circunstancias, el único movimiento posi­
ble, de los puntos que constituyen el sistema, alrededor del 
CDM es una rotación. Argumenta que no es posible otro 
tipo (§ 9.1) de movimiento. 

En estas circunstancias, el movimiento vendrá caracteri­
zado por (8.28), teniendo en cuenta (8.33). Calculamos 
LCDM antes de la captura, Fig.8.19: 

\ 

LCDM,ANTES = ICDM ¡ ANTES + ICDM2 ANTES + 1CDM3 ANTES 

teniendo en cuenta (6.16) y (8.34): 

LcDM. ANTES = - m(vol2)(S/4)d k - m (vof2)( 1/4 ) d k-

-2 m( vof2 )(3/4 )dk=- 312 m vadk (8.38) 

¿por qué ICDM 3 ANTES no es. nulo? 

2 

3 

v; 

v; 

CDM 

v' l 

FIG.8.20 

El momento angular después de la captura valdrá: 

LCDMOESPUES = (m v; 5/4 d - m v; 1/4 d + 2 m v; 3/4 d)k 
(8.39) 

En el instante representado en la Fig. 8.20, la velocidad li­
neal de los puntos 1, 2 y 3, en el movimiento de rotación 
alrededor del CDM, será la indicada.¿Por qué serán dife­
rentes? 

En un movimiento de rotación (§ 9.1) la unidad de rota­
ción es la misma, en cualquier instante, para todos ellos por 
tratarse de un sistema no deformable. Recordando (2.25): 

v; =w 5/4 d v; = w 1/4 d v; = w 3/4 d 

Sustituyendo en (8.36) : 

LCDMOESPUES= [(5/4 d)2 m w -(1/4 d)2 m w + 

+(3/4 d)2 2 m w] k (8.40) 

luego: 

L CDM, OESPUES = - 1/2 m d2 
w k (8.41) 

En la expresión (8.37) los factores elevados al cuadrado 
multiplicados por las respectivas masas son los momentos 
de inercia (§ 9.2) de cada uno de los puntos materiales res­
pecto al eje de giro perpendicular a la mesa y que pasa por 
el CDM. 

Como se conserva el momento angular, igualamos (8.38) 
y(8.41): 

3 Va 
w=--

d 

Luego, el movimiento alrededor del CDM después de la 
captura es una rotación (§ 9.1) uniforme, en el sentido de 
las agujas de un reloj (- k), de velocidad angular 3vofd. La 
trayectoria respecto del SR! descrita por el sistema después 

de la captura es la indicada en la Fig. 8.21. 
Somos conscientes de la dificultad de este ejercicio, pero 

creemos que sirve para ilustrar claramente la forma de ca­
racterizar el movimiento de un sistema. 
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Trayectoria 
delCDM 

2 

3 

-

3 

,/ 

FIG.8.21 

* § 8.6 ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS 

Se define la energía cinética de un sistema respecto 
de un SR! como: 

n n 

(8.42) 

es una generalización de la definición dada para una 
partícula (6.51). 

La energía cinética depende del sistema de referen­
cia respecto del que se mide, ¿por qué? Por otra par­
te, para caracterizar de forma completa el movimien­
to de un sistema es necesario conocer el movimiento 
de su CDM y el que tiene el sistema alrededor de este 
punto. Resultaría útil, por consiguiente, relacionar 
(8.42) con la energía cinética asociada con cada uno 
de estos movimientos: 

(8.43) 

Esta expresión es formalmente análoga a (8.25). El 
primer sumando, que representa la energía cinética 
del sistema respecto de un referencial situado en el 
CDM y cuya orientación permanezca fija en el espa­
cio, se le suele llamar energía cinética interna del sis­
tema. El segundo por razones obvias se le denomina 
energía cinética de traslación del sistema. Esta rela­
ción, que en algunos libros se suele llamar Teorema 
de Koening, nos indica que la energía cinética total 
-por ejemplo- de la Tierra en su movimiento alrede­
dor del Sol, es igual a la suma de la energía cinética 
de traslación, que corresponde al movimiento en su 
órbita, más la correspondiente al movimiento de ro­
tación alrededor de su propio eje. 

Demostración de (8.43): Sustituyendo (3 .29) en (8.42) 

n 1 n 1 
E, = I - mi(vi + VCDM )2 = I - mi v· 2 + 

i = 1 2 i = 1
2 

+ VCDM ·1 mi vi + 1/2 MVCDM 

120 

Tal como hicimos para demostrar (8 .25), veamos el significado 
de cada uno de estos sumandos: 

*1 . 1/2 m vi2 
, representa la energía cinética del sistema respecto 

del' referencial situado en el CDM, ya que vi es la velocidad de las 
diferentes partículas respecto a dicho referencial. La representare­
mos mediante el símbolo ECCDM' 

*VCDM • ¡ mi vi = o, por definición de velocidad de CDM (8.8) . 
1 

*1 /2 MV~DM ' representa la energía cinética del CDM respecto del 
SR/o 

Ejercicio 8.5 

Dado el sistema de la Fig. 8.22, formado por dos partícu­
las: mI = 4 kg, m2 = 6 kg; en un cierto instante sus velocida­
des respectivas son: VI = 2 i m S-I y V2 = 3 j m S-l . Calcular la 
energía cinética total del sistema respecto del referencial 
OXY, así como la referida al CDM. Comprobar la relación 
(8.43) entre ambas. 

y 

V2 

o (4,0) X 

FIG.8.22 

Solución: 

Las velocidades que figuran en el enunciado son las que 
poseen las partículas respecto del SR!; son por lo tanto sus 
velocidades absolutas. 
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La energía cinética del sistema respecto a este referencial 
será (8.42): 

(8.44) 

El CDM, en el instante considerado, está situado sobre la 
línea que une a ambas partículas, en un punto cuyo vector 
de posición, respecto de O, es (8.9): 

R m¡r¡+m2r2_24" 12" 
CDM <= - , I + , J 

mi +m2 

El alumno puede comprobar que el CDM se encuentra 
sobre la recta: 3x + 4y - 12 = 0, definida por las partículas. 

Si consideramos unos ejes localizados en el CDM y para­
lelos a OXY (Fig. 8.23), la energía cinética del sistema res­
pecto de ellos, o energía cinética interna, valdrá: 

y 

o 

Y' I , 

"" :;' V

CDM 

"" , 
" CDM 1::: X' 

" 

FIG.8.23 

(8.45) 

x 

para calcularla debemos conocer previamente las velocida­
des relativas. de las partículas respecto al CDM, como 
(3 .29): 

V ¡ = V ¡ - V CDM, V 2 = V 2 - V CDM 

hay que determinar en primer lugar V CDM (8 .8): 

por lo tanto: 

v'¡ = 1,2i -1,8j, v ~ = - 0,8 i + 1,2j 

La energía cinética interna (8.45) vale: E
CCDM 

= 15,6 J. 
Según (8.43) si restamos de (8.44) el valor anterior, obte­

nemos la energía cinética de traslación del sistema: 19,4. 
Este valor también se puede calcular de manera directa: 

1/2 MV~DM= 112 x 10 x 3,88 = 19,4 J 

que coincide con el calculado a partir de (8.43); luego, he­
mos comprobado la validez de dicha expresión para este 
ejemplo numérico. 

TEOREMA DEL TRABAJO Y LA ENERGIA CI­
NETICA 

Para una partícula habíamos llegado a la relación 
(6.52): 

donde el primer sumando representa el trabajo reali­
zado por todas las fuerzas que actúan sobre la partí­
cula. Queremos ahora llegar a la expresión equiva­
lente para un sistema de partículas, teniendo en 
cuenta que las fuerzas que actúan sobre el mismo 
pueden ser tanto interiores como exteriores: 

Para un sistema se verifica: 

(8.46) 

Luego: la variación de la energía cinética de un siste­
ma es igual al trabajo realizado sobre el sistema, tan­
to por las fuerzas interiores como por las exteriores. 
Este resultado puede parecer sorprendente, si tene­
mos presente que la suma de las fuerzas interiores de 
un sistema siempre es nula; sin embargo, el trabajo 
realizado por las mismas no lo es. ¿Podrías justificar 
cualitativamente esta aparente contradicción? 

z 

FIG.8.24 
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Demostración de (8.44): Para no complicar la demostración su­
pondremos un sistema formado sólo por dos partículas, posterior­
mente generalizaremos el resultado a un número arbitrario de ellas. 
Esta técnica, ya usada anteriormente, no resta validez al resultado, 
y evita utilizar notaciones demasiado complicadas para el alumno. 

Sea un sistema formado por dos partículas (Fig. 8.24), y sobre el 
que actúan tanto fuerzas exteriores: FI y F2 , como imeriores F I2 y 
F21 . Las partículas se mueven con velocidades VI y v2 , respectiva­
mente, a lo largo de las trayectorias indicadas en la figura. 

En un intervalo de tiempo dt, las partículas se desplazarán a lo 
largo de sus trayectorias respectivas dr l y dr2• Aplicando (4.6) a 
cada una de las partículas y multiplicando escalarmente por los co­
rrespondientes desplazamientos elementales: 

F2 · dr2+F21 · dr2 =m2 a2 · dr2 

ahora bien: 

y análogamente para la otra partícula: 

a2 · dr2 =v2 • d~2 

Sustituyendo en (8.47) y sumando ambos: 

El trabajo finito valdrá: 

B 

S (FI . dr l + F2 . dr2 + F I2 . dril) = 
A 

(8.47) 

= 1/2 mlv;B - 1/2 m lv;A + 1/2 m2V~B - 1/2 m2y22 A = ECB - ECA 

los límites A y B son simplemente unos símbolos para indicar las 
situaciones inicial y final. Estos símbolos tendrán que sustituirse 
por unos valores concretos, adecuados a la integral que se vaya a 
calcular. Nótese que en realidad hay tres integrales diferentes en el 
primer miembro; lo mismo hay que indicar respecto de las trayec­
torias de integración. 
Por lo tanto: YeXI,A _ B + 3;nlA _ B = LI Ec, como queriamos demos-

trar ¿cuándo será nulo ~nt?' ver cuestión 19. 

*§ 8.7 ENERGIA POTENCIAL DE UN SISTE­
MA DE PARTICULAS. TEOREMA DE 
CONSERV ACION DE LA ENERGIA 

Como ya indicamos para el caso de dos partículas 
interaccionando, podremos definir una energía po­
tencial cuando las fuerzas que actúan sobre las partí­
culas del sistema sean conservativas. Pero en este 
caso la situación es más compleja y conviene que la 
revisemos detalladamente. 

Podemos definir como energía potencial de un sis­
tema, la suma de las energías potenciales de sus partí­
culas: 

122 

n 

u=IUi(rjk) (8.48) 
i = 1 

en esta expresión indicamos explícitamente que la 
energía potencial es función exclusivamente de las 
posiciones relativas de las partículas del sistema. 

Supongamos que' las fuerzas interiores son conser­
vativas: 

(8.49) 

a esta función definida según (8.49) le llamaremos 
energía potencial interna del sistema. Si las fuerzas in­
teriores actúan a lo largo de la línea que une cada par 
de partículas, Uint depende sólo de las separaciones 
mútuas, rij entre ellas, como ya vimos (7 .39) y (7.42). 
En este caso la energía potencial es independiente del 
sistema de referencia elegido. Esta situación la pre­
sentan la mayor parte de las interacciones presentes 
en la naturaleza. 

Llevando (8.49) a (8.46) obtendremos: 

!1E c + !1U int = !Text (8.50) 

que podremos escribir: 

!T = (E + U \ - (E + U \ ext e mtJ final e mtJ inicial (8 .51 ) 

a la magnitud E c + Uint se le suele llamar energía 
propia del sistema. Es igual a la suma de las energías 
cinéticas de las partículas respecto de un observador 
inercial y de su energía potencial interior. Por lo tan­
to (8 .51) nos indica que el trabajo de las fuerzas exte­
riores es igual a la variación de la energía propia del 
sistema. Este teorema expresa la interacción de un 
sistema con el mundo exterior, en función de la va­
riación de su energía. 

Si se trata de un sistema aislado: ffext = O, por tanto, 
la energía propia del sistema se conserva. Esta es una 
forma alternativa de expresar el teorema de conser­
vación de la energía. Para llegar a ella hemos supues­
to que las fuerzas interiores eran conservativas y de 
naturaleza newtoniana; sin embargo, este teorema 
tiene un rango de validez superior al de las hipótesis 
que sirvieron para demostrarlo. Es decir, que fuera 
del marco de la Mecánica Clásica, este teorema de 
conservación se sigue verificando, aunque no sean 
ciertas las leyes de Newton. 

Puede ocurrir que las fuerzas exteriores que actúen 
sobre el sistema sean también conservativas, en cuyo 
caso: 

en este caso (8.50) toma la forma: 

!1E propia + !1 U ext = O 

(8 .52) 

(E propia + UexJr, )-(Epropia + UexJ . '01=0 (8 .53) 
!na miel 
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a la magnitud Epropia + Uex! se le suele llamar energía 
mecánica total del sistema. Luego la energía mecáni­
ca total del sistema permanece constante durante su 
evolución, si tanto las fuerzas interiores como las ex­
teriores que actúan son conservativas. Este resultado 
es equivalente al (7.48) deducido para una partícula. 

Si tenemos en cuenta (8.43), podemos definir una 
nueva magnitud: energía interna del sistema, como la 
suma de sus energías internas, cinética y potencial: 

(8.54) 

Este concepto resulta de gran utilidad en el trata­
miento de sistemas formados por gran número de 
partículas, es decir, de los fluidos. Al tratar del pri­
mer principio de la Termodinámica (§ 10.4) volvere­
mos a considerarlo. 

CUESTIONES 

l . Citar diferentes ejemplos de cuerpos que puedan considerar­
se como sistemas deformables y otros como indeformables. 

2. ¿Por qué un sólido rígido tiene seis grados de libertad? 
¿Cuántos tiene un sistema formado por dos puntos matena­
les unidos por una barra delgada? 

* 3. Para determinar la posición, respecto de un cierto SR!, de un 
sólido que se mueve en un plano, hay que conocer: a) la 
trayectoria que describe uno de sus puntos re~pecto del SR!; 
b) la orientación en cada instante,. de unos ejes slt~~dos en 
dicho punto, respecto del SR!. Justificar esta efirmaclOn. 

4. ¿Por qué la clasificación de las fuerzas en mtenores y exte­
riores sólo tiene sentido desde el punto de vista del sistema? 

5. ¿Por qué es nulo el segundo sumando del primer miembro 
w~~ . 

* 6. ¿Qué« condición inicial» hay que suponer . para mtegrar 
(8.8) y obtener (8 . lO)? ¿Resulta, dicha condlclOn, razonable 
fisicamente? . 

7. Indicar las propiedades más relevantes del CDM de un siste­
ma. ¿En qué condiciones el sistema de referenCia localizado 
en el CDM es inercial? 

8. ¿Por qué la orientación del referencial localizado en el C.DM 
respecto del SR!, no debe variar en el transcurso del tiem-
po? Sugerencia: recordar (3 .37). . 

9. ¿Cuál es la trayectoria del CDM de un cuerpo .no sometido a 
fuerzas exteriores? Si se lanza un cuerpo con cierta velocidad 
inicial en las proximidades de la superficie terrestre, y.se en­
cuentr~ sometido únicamente a su peso, ¿qué trayectona des­
cribe? 

10. Demostrar que el CDM de dos partículas se encuentra en la 
línea que las une, en un punto cuya distancia a cada una de 
las partículas es inversamente proporCIOnal a sus masas 

11. Calcular el CDM de la placa metálica de la figura 8: 25 que 
está formada por un material de densidad uniforme. Supón­
gase que la masa de cada rectángulo es proporcional a su 
área. 

*12. Si las únicas fuerzas que pueden modificar el movimiento de 
un CDM de un cuerpo son las exteriores, ¿cómo las fuerzas 
interiores desarrolladas por los frenos de un vehículo pueden 
pararlo? 

13. ¿Cómo varía con el tiempo el momento lineal de un satélite 
que describe una órbita circular? ¿Cómo depende su módulo 
del radio de la órbita? 

*14. ¿Cómo se aplica el teorema de conservación del momento li­
neal a un atleta que realiza un salto de altura? 

7cm 

2cm 

11 cm 
~ ______ ~ __________ -J 

6cm 
FIG. 8.25 

15. Demostrar que la relación entre los momentos angulares de 
un sistema respecto de dos puntos O y O' viene dada por: 
Lo = Lo'+ 00' x P , donde' el punto O' ha de estar en reposo 
respecto del O. 

* 16. Suponga el alumno que está caminando sobre una viga estre­
cha y que pierde el equilibrio. Si comienza a caer hacia la iz­
quierda, ¿cómo hace girar su cuerpo para recuperar el equili­
brio? Razonar la respuesta. 

17. Justificar que la energía potencial interna de un sistema es 
independiente del referencial elegido. 

18. Enunciar los diferentes teoremas y relaciones desarrollados 
en este capítulo respecto del CDM, para un punto O locali­
zado en un SR!. 

*19. Demostrar que para un sólido rígido (r¡=cte), el trabajo de 
las fuerzas interiores es nulo. J 

PROBLEMAS 

* l. Un hombre de masa m tira , mediante una cuerda inextensi­
ble y de masa m, , de un bloque de masa M , que desliza so­
bre unos raíles verticales, tal como se indica en la figura 
8.26. Entre el bloque y los raíles existe una fuerza de roza­
miento Fr' Dibujar todas las fuerzas que actúan sobre el blo­
que, el hombre, la cuerda, los raíles y el suelo sobre el que se 
apoya el hombre. Para el sistema cuerda-bloque, clasificarlas 
en interiores y exteríores. 
Si el bloque se mueve con velocidad uniforme ¿qué relación 
existe entre las fuerzas? ¿y si se mueve con aceleración cons­
tante a? 

FIG.8.26 
123 
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FIG.8.27 

* 2. Do.s cuerpo.s A y B de masas respectivas mA = 2 kg Y mB = 3 
kg, están unido.s mediante un reso.rte de co.nstante k = 50 
Nm- I y 0,5 m de lo.ngitud cuando. está sin defo.rmar; su masa 
es depreciable.EI sistema se encuentra so.bre una superficie 
ho.rizontal lisa, co.mo. se indica en la Fig. 8.27. El sistema se 
encuentra inicialmente en repo.so.. 
En un cierto. instante se le aplica al cuerpo. A una fuerza 
co.nstante F) = 25 i (N). Se pide: a) Fuerzas que actúan so.bre 
cada parte del sistema; clasificarlas en interio.res y exterio.res. 
b) ¿Cuál es la aceleración del CDM antes de aplicar F)? c) 
¿y al aplicar F)? Desplazamiento. del CDM en función del 
tiempo., xCDM<t) . d) ¿Cuál es la aceleración inicial, es decir en 
el mismo. instante de aplicar F) , de A y B? e) ¿Cuál es la 
aceleración de A y B en el instante en que el reso.rte está 
co.mprimido. 10 cm, mientras que A sigue so.metido. a la fuer­
za F)? 

3. Tres partículas se encuentran inicialmente en lo.s punto.s: 
A (0,2), B (0,0) Y C (0,- 1). Inician su mo.vimiento. co.n velo.ci­
dades co.nstantes: vA = 5 i + 3 j m s-l, v B = 6 i m S-l 
y vc,:,.4i-2jms-J • Calcular: a) Velo.cidad del CDM, b) 
ecuaClOn de su trayecto.na, y c) mo.mento. lineal del sistema. 

* 4. Do.s cuerpo.s iguales de 500 g de masa están unido.s mediante 
un hilo. de masa despreciable, que pasa so.bre una po.lea lige­
ra de 5 cm de diámetro. . Los do.s cuerpo.s están al mismo. ni­
veL Se desprecia el rozamiento. entre el hilo. y la po.lea. a) Lo­
calIzar el centro de masas del sistema. b) Se pasan 20 g de un 
cuerpo. a o.tro, pero se impide que lo.s cuerpo.s se muevan. 
Enco.ntrar la po.sición del nuevo. centro de masas.c) Aho.ra se 
sueltan lo.s do.s cuerpo.s. Describir el mo.vimiento. del centro. 
de masas y determinar su aceleración. 

5. Una granada que se desplaza ho.rizo.ntalmente a la velo.cidad 
de 8 km S-l co.n respecto. de la Tierra, explo.ta y se desco.m­
po.ne en tres pedazos de la misma masa. Uno. de ello.s co.nti­
núa mo.viéndo.se ho.rizontalmente a 16 km S-I ; el segundo. se 
mueve hacia arriba en una dirección que fo.rma 45° co.n la 
ho.rizontal , y el tercero. en una dirección de 45° po.r debajo. de 
la ho.nzo.ntaL Calcular las velo.cidades del segundo. y tercer 
fragmento.. 

6. El isóto.po. del radio. Ra226 tiene una masa de 3,8 x 10-25 kg. 
Este núcleo. atómico. se desintegra radiactivamente dando. 
una partícula o: (que es un núcleo. de helio., de masa 
6,7 x 10-27 kg) Y el isóto.po. Rn del radón (masa 3,7 x 10-25 

kg) . En esta desintegración la partícula o: se emite co.n una 
velo.cidad de 1,5 x 107 m S-l. ¿Cuál es la velo.cidad del iSóto.­
po. del radón? 

7. Un. ~úcleo. radiactivo., o.riginalmente en repo.so., se desintegra, 
emItIendo. un electrón co.n um mo.mento. lineal 9,22 x 10-21 

m kg S-I y, en una dirección perpendicular a éste, un neutri­
no. de mo.mento. 5,33 x 10-21 m kg s-l . ¿En qué dirección re­
trocede el núcleo. residual? ¿Cuál es su mo.mento.? Si la masa 
del núcleo. residual es 3,90 x 10-25 kg, ¿cuál es su velo.cidad? 

.................. 1 ........... . 
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..... 1 

8. Un ho.mbre de masa M camina, co.n velo.cidad co.nstante, So.­
bre un tablón de lo.ngitud L y masa M 13, que se encuentra 
apo.yado. so.bre una superficie sin rozamiento.. ¿Qué distancia 
habrá reco.rrido. el ho.mbre, respecto. de la superficie, cuando. 
ha atravesado. to.do. el tablón? (Fig. 8.28). 

9. Tres patículas A. By C de masas respectivas I kg, I kg Y 2 
kg están unido.s po.r barras de masa despreciable (Fig. 8.29). 
El sistema se encuentra en repo.so. so.bre una mesa ho.rizontaL 
a) Co.o.rdenadas del CDM del sistema. b) Una partícula co.n 
un mo.mento. lineal de 5 kg m S-I y dirigida según el sentido. 
po.sitivo. del eje OX cho.ca co.n A y queda en repo.so. a co.nse­
cuencia del cho.que. ¿Cuál es la velo.cidad del CDM, del sis­
tema inicial , después del cho.que? 

*10. 

* 11. 

0,5 m 
B-------C 

1m 

y 

FIG. 8.29 

Tres bo.tes de la misma masa M navegan en línea recta uno. 
detrás del o.tro, co.n la misma velo.cidad v. Desde el bo.te cen­
tral se lanzan simultáneamente al de delante y al de atrás 
sendo.s cuerpo.s de masa M) , co.n la misma velo.cidad relativa 
u respecto. del bo.te. ¿Cuáles so.n las velo.cidades de lo.s tres 
bo.tes una vez lanzado.s dicho.s cuerpo.s? 
Un blo.que de masa m descansa so.bre una cuña de masa M , 
la cual , a su vez, descansa so.bre una mesa ho.rizontal co.mo. 
se muestra en la Fig. 8.30. To.das las superficies so.n si~ ro.za­
miento.. Si el sistema se encuentra inicialmente en repo.so., es­
tando. el punto. P del blo.que a una distancia h so.bre la mesa, 
enco.ntrar la velo.cidad de la cuña en el instante que P llega a 
la mesa. 

FIG.8.30 

12. En una colisión elástica se Co.nserva tanto. el mo.mento. lineal 
del sistema, co.mo. su energía mecánica, en lo.s mo.mento.s in­
mediatamente antes y después de la co.lisión. Teniendo. en 
cuenta esta pro.piedad reso.lver el siguiente problema: 
Un protón que ~e mueve a lo. largo. del eje x co.n una velo.ci­
dad de 107 m s- , colisio.na elásticamente co.n un núcleo. de 
berilio., que se encuentra en reposo.. Después de la co.lisión se 
o.bserva que el núcleo. de berilio. se mueve en el plano. xy, fo.r­
mando. un ángulo. de 30° co.n el eje x. Calcular: a) Velocidad 
del núcleo. de berilio. después de la co.lisión. b) Velocidad del 
protón después. de la co.lisión. c) Velo.cidad del protón des­
pués de la co.lisión, respecto. del CDM. d) Velocidad del 
CDM antes de la co.lisión. e) Energía cinética del sistema 
después de la co.lisión. La relación entre la masa del núcleo. 
de berilio. y la del protón es de nueve a uno.. 
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1 kg 

~-------J---8cm 

FIG.8.31 
13. Se suelta un cuerpo de I kg desde 8 cm sobre una placa hori­

zontal que pesa 500 gr (Fig. 8.31,). La placa se encuentra 
montada sobre un resorte de constante 5 N m- l. Si se despre­
cia la masa del resorte y se supone el choque perfectamente 
elástico, calcular la máxima conftacción que experimenta el 
resorte después del choque. 

14. Sobre el bloque de la Fig. 8.3 2.de l kg de masa, se dispara 
paralelamente al plano una bala de 20 g que atraviesa el blo­
que, saliendo con la mitad de la velocidad que llevaba antes 
del choque. Si la constante del resorte es de 2 N cm-I y éste 
llega a contraerse 12 cm, determinar la velocidad inicial de 
la bala. El coeficiente dinámico de rozamiento entre el blo­
que y la superficie vale 0,2 . Despréciese el tiempo que tarde 
la bala en atravesar el bloque. 
Este es un ejemplo típico de colisión inelástica, en la que no 
se conserva la energía mecánica del sistema. 

20 gr 

1 kg c=J-

FIG.8.32 

15. Un satélite de 1.000 kg de masa describe una órbita circular 
alrededor de la Tierra, a una altura de 1.000 km. Cada 86,4 
min describe una órbita completa. Calcular: a) La velocidad 
orbital del satélite. b) Momento angular orbital del satélite 
respecto al centro de la Tierra. Radio de la Tierra: 6,37 x 106 

m. 
16. Cuando la Tierra se encuentra en el afelio, hacia el 21 de ju­

nio, su distancia al Sol es de 1,52 x 10 11 m y su velocidad or­
bital 2,93 x 10' m S-l. Calcular su velocidad orbital cuando 
se encuentra en el perihelio, seis meses más tarde, y en la 
cual su distancia al Sol es de 1,47 x 1011 m. Calcular, para 
ambas posiciones su velocidad angular respecto al Sol. 

* 17. Dos patinadores de 50 kg de masa cada uno, se aproximan 
siguiendo caminos paralelos 3 m. Los patinadores llevan ve­
locidades de" igual dirección, sentidos opuestos y de módulos 
iguales (10 m S-I). El primer patinador transporta una pérti­
ga de masa despreciable de 3 m de longitud, y el segundo la 
agarra por el extremo al pasar. Si se desprecia el rozamiento 
de los patinadores con el suelo: a) Describir, dando sus velo­
cidades, el movimiento de los patinadores después de estar 
unidos por la pértiga. b) Supongamos que uno de los patina­
dores va tirando de la pértiga hasta reducir a l metro su dis­
tancia al otro, ¿cuál es entonces su velocidad? 

* 18. Si se designan a las magnitudes referentes a la Tierra la 
Lun~ y el Sol, mediante los subíndices respectivos, T, L Y S, 
escnbir la expresión de la energía propia para cada uno de 
los siguientes sistemas: a) la Tierra y la Luna, b) la Tierra, la 
Luna y el Sol. Comentar la expresión (8.49) para cada uno 
de los dos casos. 

* 19. Sean dos partículas de masa m 1 y m2, unidas mediante un re­
sorte de masa despreciable y constante recuperadora k . El re­
sorte se lanza al aire en el interior del campo gravitatorio te­
rrestre. Calcular: a) energía cinética del sistema respecto de 
un observador inercial; b) energía potencial interna, en fun­
ción de la deformación del resorte; c) energía propia del sis­
tema; d) energía total del sistema. ¿Se conserva ésta? Razo­
nar la respuesta. Se desprecia la resistencia del aire. 
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CAPITULO IX 

INTRODUCCION AL MOVIMIENTO 
DEL SOLIDO RIGIDO 

En este capítulo no vamos a introducir, práctica­
mente, ningún concepto nuevo', tan sólo aplicar los 
estudiados en el anterior al caso de un sólido rígido 
(SR). Consideraremos las mismas magnitudes y teore­
mas allí tratados, pero expresados ahora en función 
de variables características del sólido y del movi­
miento en consideración. No se tratará, por consi­
guiente, de definiciones nuevas, sino de las mismas 
del capítulo anterior particularizadas para este tipo 
de sistemas. 

Sólo vamos a considerar los movimientos elemen­
tales del sólido: traslación y rotación. Dentro de las 
rotaciones, estudiaremos las que tienen lugar alrede­
dor de un eje que se encuentra fijo respecto de un 
SR! o, aunque no sea fijo, que pase por el CDM del 
sólido y mantenga constante su orientación en el es­
pacio. Aún este estudio, de por sí tan particular, lo 
haremos sin desarrollarlo en su totalidad, sólo esbo­
zando la forma de llevarlo a cabo. Creemos que para 
un nivel como el de este texto es suficiente, tanto por 
no aportar conceptualmente casi nada nuevo, como 
por su complejidad. 

Comenzaremos el capítulo definiendo los movi­
mientos elementales del sólido rígido (§ 9.1), para 
abordar a continuación el estudio elemental del de 
rotación alrededor de un eje fijo (§ 9.2). En este apar­
tado, expresaremos el momento angular en función 
de variables características del sólido y de las rotacio­
nes; llegaremos a la ecuación fundamental del movi­
miento, al teorema del trabajo y la energía cinética, y 
al de conservación del momento angular. La ecua­
ción básica de partida será (8.26), como ya apunta­
mos. 

En (§ 9.3) aplicaremos la caracterización completa 
del movimiento de un sistema, estudiada en el capí­
tulo anterior, a un sólido que se mueva en un plano. 
Es el mismo caso que desarrollamos en el ejercicio 
8.4, pero ahora con relación a un SR. El movimiento 
de su CDM y el que tiene lugar alrededor de él, los 
expresaremos en función de los movimientos elemen­
tales del sólido. 

Por último, trataremos las condiciones de equili­
brio para un SR (§ 9.4); éstas son inmediatas después 
de haber estudiado la Dinámica. 

126 

§ 9.1 MOVIMIENTOS ELEMENTALES DE UN 
SOLIDO 

Un sólido rígido puede presentar dos tipos elemen­
tales de movimientos: de traslación y de rotación. Se 
puede demostrar, aunque por su complejidad está 
fuera de nuestros objetivos, que el movimiento más 
general que puede tener un sólido es una combina­
ción en cada instante de una traslación y una rota­
ción (por ejemplo, el movimiento de una piedra al 
lanzarla al aire). 

MOVIMIENTO DE TRASLACION 

Se dice que un sólido tiene un movimiento de tras­
lación, cuando el vector que une dos puntos arbitra­
rios del mismo, AB, permanece constantemente para­
lelo a sí mismo en el transcurso del movimiento (Fig. 
9.1). Sean A, B Y A', B' las posiciones de estos dos 
puntos en el instante t y t', respectivamente; si: 
AB = A'B' , por ser un sólido y además tener un movi­
miento de traslación, los vectores AA' y BB' también 

.<~~wy;> 
z 

o~----------------------------~ 
y 

x FIG. 9.1 
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serán iguales; estos vectores representan, respectIva­
mente, los desplazamientos de los puntos A y B. Por 
lo tanto, las velocidades medias de dichos puntos, en­
tre los instantes t y t', son iguales. Como estos instan­
tes son arbitrarios, se deduce de forma inmediata que 
todos los puntos de un sólido que tenga un movi­
miento de traslación tienen, en un instante dado, la 
misma velocidad. Este vector, común a todos los pun­
tos, se le llama velocidad de traslación del sólido en 
ese instante. 

Si el vector velocidad es constante, se dice que el 
movimiento de traslación es uniforme; cada uno de 
los puntos del sólido tiene entonces un movimiento 
rectilíneo uniforme. Conviene resaltar, sin embargo, 
que éste no es más que un caso muy particular del 
movimiento de traslación; en general, el vector velo­
cidad varía de unos instantes a otros (siendo en cada 
instante el mismo para todos los puntos), tanto en 
módulo como en dirección, y la trayectoria de un 
punto arbitrario A puede ser una curva cualquiera e; 
la trayectoria de otro punto B será una curva igual a 
e, que se puede generar a partir de e por una trasla­
ción AB (Fig. 9.2). 

Si en un instante todos los puntos tienen la misma 
velocidad, también tienen, por supuesto, la misma 
aceleración. Por lo tanto, un sólido con un movi­
miento de traslación se comporta como un punto ma­
terial. Esta propiedad la hemos utilizado de forma 
implícita en los capítulos anteriores de este libro. El 
punto que «representaba» al sólido era su CDM, aun­
que hubiese podido ser otro cuando el momento sólo 
es de traslación, ¿no? 

A 

FIG.9.2 

Como ejemplo de movimiento de traslación se pue­
den citar el de la carrocería de un coche, el de las bar­
cas de una noria (Fig. 9.2), el del pistón del motor de 
una motocicleta, etc. 

MOVIMIENTO DE ROT ACION 

Se dice que un sólido tiene un movimiento de rota­
ción alrededor de un eje de giro ZZ' cuando todos los 
puntos del sólido que coinciden con el eje permane­
cen inmóviles en el transcurso del movimiento. Se 
demuestra fácilmente, que todo punto P del sólido 
describe entonces una circunferencia, que se encuen­
tra en un plano perpendicular al eje de giro y cuyo 
centro se encuentra en dicho eje; los movimientos cir­
culares que describen los diversos puntos tienen, en 
un instante dado, la misma velocidad angular w (Fig. 
9.3). La dirección de w es la del eje de giro. 

El vector velocidad v del punto P es, en dicho ins­
tante, tangente en P a la circunferencia que describe, 
es decir, una dirección perpendicular al plano ZZ'P, 
y su módulo es wr, donde r es la distancia AP del 
punto P al eje de rotación. Por lo tanto se puede es­
cribir: 

v=PAxw (9.1) 

como se puede comprobar, aplicando la definición de 
producto vectorial de dos vectores. Obsérvese, que en 
un instante, la velocidad lineal no es la misma para 
todos los puntos del sólido. ¿Cuál es el sentido de w? 

Z' 

w 

FIG.9.3 
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El movimiento de rotación es uniforme cuando la 
velocidad angular ú) es constante. Este es un caso 
muy particular del movimiento de rotación; en gene­
ral será no uniforme, y la aceleración angular de to­
dos los puntos del sólido será, en un instante de tiem­
po, la misma pero variará de unos instantes a otros. 
Si la aceleración es constante el movimiento de rota­
ción será uniformemente acelerado. 

Debemos reiterar que una cosa es el movimiento 
del sólido y otra diferente el de los puntos que lo 
«componen»; el de éstos ya lo estudiamos en el capí­
tulo 11. Por eso, puede resultar al principio un poco 
paradógica la Fig. 9.2: el sólido (una de las barcas) 
tiene un movimiento de traslación, un punto del mis­
mo (A ó B) un movimiento circular. 

Ejercicio 9.1 

Un hilo inextensible y de masa despreciable está arrolla­
do sobre una polea de 10 cm de radio, que se encuentra fija 
en un punto O. De su extremo cuelga un cuerpo (Fig. 9.4). 
Debido a su peso, el cuerpo comienza a descender con mo­
vimiento de traslación rectilíneo y aceleración constante de 
0,5 m S-2. Calcular: 1.0) La velocidad de un punto de la pe­
riferia de la polea, así como la velocidad angular de ésta, 
cuando el cuerpo ha descendido lO m. 2.°) La aceleración 
angular de la polea. 

dx 

d{ 
T 1, 
I ,.,-, 

I ~ I 
I I 
L __ .J 

FIG. 9.4 

Solución: 

Cualquier punto de la periferia describe un movimiento 
circular cuyo radio es el de la polea. La relación entre la ve­
locidad de un punto de ésta, P y la velocidad angular de la 
polea es: v= w R. 

La velocidad de un punto de la periferia es la misma que 
la de un punto del hilo, al ser éste inextensible: ds = dx. Por 
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lo tanto, como cualquier punto del hilo tiene un movimien­
to rectilíneo uniformemente acelerado: 

e= 1/2 a r v=al v=wR 

donde hemos supuesto que el sistema partió del reposo. 
Cuando el cuerpo ha descendido 10m: 

v=3,16ms-1 w=31,6 rads- I 

La aceleración angular de la polea valdrá: ex = al R, ex = 5 
rad S-2 

¿Por qué el movimiento de la polea es de rotación unifor­
memente acelerado? ¿En qué caso sería uniforme? 

§ 9.2 MOVIMIENTO DE ROTACION DE UN 
SOLIDO ALREDEDOR DE UN EJE 

Ya hemos indicado que la dinámica de traslación del 
sólido la tenemos resuelta (8.6), ¿por qué? Por lo tan­
to, estudiaremos la dinámica de la rotación. Ahora 
bien, su tratamiento en el caso general no es ni ade­
cuado, ni interesante para nuestro nivel. Nos limita­
remos al estudio elemental de la dinámica de rota­
ción del sólido, cuando éste gira alrededor de un eje 
que se encuentra fijo respecto de un SR/o Ahora bien, 
los resultados serán válidos también cuando gire alre­
dedor de un eje que pase por su CDM y cuya orienta­
ción en el espacio, respecto de un SR/, se mantenga 
constante. 

z' 
ú) 

z 

FIG.9.5 
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Ya indicamos que la ecuaClOn fundamental para 
analizar la rotación de un sistema no deformable es 
(8.26). Se puede demostrar (ver cuestión 6) que res­
pecto de un punto O fijo en un SR!, se verifica una 
relación formalmente análoga a (8.26): 

M =dLo 
exto 

dt 
(9.2) 

aunque entre ambas existe una diferencia básica, 
¿cuál es? La analogía formal entre (8.26) y (9.2) nos 

. permite establecer la afirmación anterior, sobre la 
equivalencia del estudio respecto de ambos ejes. 

Sea un sólido rígido que está girando alrededor de 
un eje ZZ'(Fig. 9.5), que cumpla alguna de las condi­
ciones anteriores. El sólido tendrá un movimiento de 
rotación (§ 9.1). Para conocer S],l movimiento tendre­
mos que hacer uso de (8.26) ó de (9.2), según las cir­
cunstancias. Pero antes vamos a expresar el momento 
angular en función de variables características del só­
lido y de las rotaciones. 

La velocidad angular es un vector que tiene la di­
rección del eje de giro; por lo tanto, si éste es fijo, su 
dirección, así como la de Gr, aceleración angular, per­
manece constante en el tiempo. Tomemos un punto 
arbitrario del eje como referencia, por ejemplo el O, 
y consideremos una partícula A¡ del sólido. El mo­
mento angular de ésta respecto de O valdrá (6.16): 

IO i = r¡ x m¡ V¡ 

Al ser r¡ y V¡ perpendiculares, su módulo valdrá 
lo¡=r¡m¡ Vi 

¿Por qué estos dos vectores son perpendiculares?, 
¿ro son para todos los puntos del sólido? La razón re­
side en la relación general entre velocidad angular del 
sólido y la velocidad lineal de uno de sus puntos: 
v¡ = w x r¡. Ver cuestión 3. 

La proyección del momento angular en la direc­
ción del eje vale: 

pero (Fig.9.5), d¡ = r¡ sen 8¡, por tanto: lo. = m¡ d¡ v¡ 
por otra parte, (2.25), V¡ = wd¡ : lo = m¡ cf;;;;. 

lZ 

El valor de esta componente, para todos los puntos 
que forman el sólido rígido, vale: 

(9.3) 

Estamos considerando el sólido como un sistema dis­
creto indeformable (§ 8.1); la razón es simplificar los 
cálculos matemáticos, sin perder contenido físico. 
Esta expresión nos indica la relación existente entre 
la componente de L, momento cinético del sólido 
respecto de O, en la dirección del eje de giro y la ve­
locidad angular. Hay que resaltar que la misma no es 

una relación entre L y w, ya que en general dichos 
vectores no tienen la misma dirección. (Fig. 9.5). 

A la nueva magnitud: ¿ m¡ d;, que sirve para ca­
¡ 

racterízar las rotaciones alrededor de un eje, se le lla­
ma momento de la inercia del sólido respecto del eje 
ZZ', 1. Se trata de una magnitud escalar, cuyas di­
mensiones son [M] [L]2 Y que se mide en kg m2. 

(9.4) 

Esta magnitud es igual a la suma de la masa de cada 
partícula en que se puede considerar formado el sóli­
do, por el cuadrado de su distancia al eje del giro; 
luego, dado un sólido depende del eje particular alre­
dedor del cual está girando. 

Esta magnitud caracteriza a las rotaciones. De (9.4) 
resulta evidente que depende de dos factores: a) De la 
distribusión de masas en el sólido y b) del eje elegido 
para calcularlo. Por lo tanto, no podemos decir a 
priori que se trate de una magnitud característica de 
un sólido. 

Desde un punto de vista macroscópico, un sólido está fonnado 
por una distribución continua de masa, por lo tanto --del mismo 
modo que hicimos con el centro de masas- podemos en (9.4) reem­
plazar la suma por una integral, para tratar el sólido desde este 
punto de vista: 

1 = fr 2 dm (9.5) 

donde r es la distancia de un punto arbitrario del sólido (x, y, z) al 
eje de giro; dm representa la masa de un elemento diferencial, es 
decir: dm = p dr, donde p es la densidad volúmica de masa y dr el 
elemento diferencial de volumen. La integración de (9.5) implica 
de hecho tres integrales, una para cada una de las dimensiones del 
espacio; se trata de las llamadas integrales de volumen en el análisis 
matemático. El problema de calcular momentos de inercia es ex­
clusivamente matemático, por lo que no lo abordaremos en este 
texto, dada su complejidad para el· nivel de fonnación del alumno. 
Para sólidos de fonnas sencillas, es decir, que presenten una eleva­
da simetría, tales como: discos, cilindros, esferas, cubos, etc. se pue­
de calcular de fonna relativamente simple. Si en algún ejercicio se 
necesita el valor de un cierto momento de inercia, se dará como 
dato. 

La expresión (9.3) se puede escribir (9.4): 

(9.6) 

Insistimos que (9.6) no es una relación vectorial, sino 
una relación entre la componente Lo de L y el mó-

z 
dulo de w. 

Ahora bien, existen ciertos ejes particulares, espe­
cificas para cada sólido concreto, respecto de los cua­
les L es paralelo a w. Estos reciben el nombre de ejes 
principales de inercia; luego, cuando un sólido gira 
alrededor de uno de estos ejes: 

L=!w (9.6)* 

en este caso la rotación está caracterizada por el mo­
mento príncipal de inercia respecto de dicho eje. 
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Indicaremos que para todo cuerpo, independiente­
mente de su forma, existen tres ejes principales de 
inercía que son perpendiculares entre sí. Cuando el 
cuerpo presenta algún tipo de simetría, los ejes prin­
cipales coinciden con los de simetría. Por ejemplo: 
para una esfera cualquier eje que pase por su centro 
es principal; para un cilindro el de simetría y cual­
quiera perpendicular a él, etc. 

ECUACION DEL MOVIMIENTO 

Sustituyendo (9.6) en (8.26) ó en (9.2): 

M _ d(I 0)) 
ext - (9.7) 

dt 

esta sustitución ya implica que el eje de giro sea prin­
cipal de inercia, ¿no? 

Si el eje permanece fijo respecto del sólido, el mo­
mento de inercia es constante, por lo tanto: 

dO) 
M = l--;¡¡ = la. (9.8) 

donde hemos hecho uso de la definición de acelera­
ción angular (2.24). Esta es la ecuación que se le ha 
presentado al alumno como fundamental para el es­
tudio de las rotaciones, en los cursos elementales. Sin 
embargo, ahora hemos comprobado que la misma es 
la forma que toma la expresión general (9.2), cuando 
se cumplen una serie de condiciones. ¿Sabe resumir 
el alumno cuáles son éstas? 

La expresión (9.8) indica que siempre que actúe so­
bre un sólido un momento debido a fuerzas exterio­
res, adquiere una aceleración angular. La compara­
ción de las ecuaciones (9.7) y (9.8) con (8.6) y (8.10) 
sugieren una gran analogía entre el movimiento de 
rotación de un sólido alrededor de un eje principal de 
inercia, y el de traslación, y por lo tanto con el movi­
miento de una partícula. 

M = d(I 0)) 
exl d t 

F _ d(MV c DM) 

exl - d t 
(9.10) 

Si M = O, (9.8) nos indica que O) = cte, es decir: la 
velocidad angular de un sólido rígido que gira alrede­
dor de un eje principal de inercia, permanece cons­
tante cuando sobre él no actúan momentos debidos a 
fuerzas exteriores. 

Si el sólido no gira alrededor de un eje principal de 
inercia, pero es fijo, aplicando (9 .6): 
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d Lo dO) M = __ z=I--
eXlz d t d t (9.11 ) 

Esta ecuación difiere de. (9.7) en que M exlz no es el 
momento total debido a las fuerzas exteriores, sino 
sólo su proyección sobre el eje de giro. Quiere esto 
decir que además de M exI pueden existir otros mo-

z 
mentos para mantener el cuerpo en una posición fija 
respecto del eje de rotación. 

Ejercicio 9.1 

Una polea de masa M y radio R está montada sobre un 
eje, que se apoya sobre unos rodamientos que ofrecen un 
rozamiento despreciable (Fig. 9.6). La polea tiene arrollada 
una cuerda de masa despreciable e inextensible; se tira ha­
cia abajo de ésta, con una fuerza F. Calcular al aceleración 
angular y lineal de la polea. 

Si en vez de tirar de la cuerda, se cuelga un cuerpo de 
masa m. ¿Cómo se modifican los resultados anteriores? 

Datos numéricos: F= 10 N, R=0,5 m, M=20 kg, m= I 
kg. El momento de inercia de la polea respecto de un eje 
perpendicular y que pasa por su centro vale: 1 = 1/2 MR l

. 

M.R 

j 
FIG.9.6 

Solución: 

Sea el sistema formado por la cuerda y la polea. Si se tira 
hacia abajo con una fuerza F, las únicas fuerzas exteriores 
que actúan sobre el sistema son F, la reacción de los roda­
mientos sobre la polea, que se puede caracterizar mediante 
una fuerza F', y el peso de la polea. La polea es un sólido 
rígido que únicamente tiene movimiento de rotación, alre­
dedor de un eje perpendicular al plano de la figura y que 
pasa por O su centro de masa. Este eje es principal de iner­
cia. 

Como el centro de masas se encuentra en reposo (8 .10): 

F+Mg-F'=O 

la reacción de los rodamientos sobre la polea vale: F' = 210 
N. 

Para calcular la aceleración de la polea hacemos uso dí;; 
(9.8) tomada respecto del CDM. La única fuerza que pro­
duce un momento no nulo respecto del centro de masas es 
F (Fig. 9.7). Tengamos en cuenta que al ser la cuerda de 
masa despreciable, la fuerza ejercida en un punto se trans­
mite a lo largo de toda ella (ejercicio 4.2). 
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Sustituyendo en (9.8): 

2F 
()(=--=2 rad S - 2 MR (9.12) 

La polea tiene un movimiento de rotación uniformemen­
te acelerado. La aceleración lineal de un punto de su perife­
ria, y por lo tanto, de la cuerda será: 

-2 
a=aR= l m s 

En el caso de colgar de la cuerda un cuerpo de masa m, 
sobre éste actuará su peso: mg y la tensión de la cuerda: T. 
Sobre el sistema cuerda - polea: T , Mg Y F' . El valor de esta 

F' 

F 

FIG.9.7 
fuerza de reacción no puede ser el mismo que en el caso an­
terior, ya que las fuerzas que actúan sobre el sistema no son 
las mismas, concretamente T #- F. 

La ecuación del movimiento del cuerpo para un sistema 
de referencia localizado en O será: 

mg- T=ma 

pero a=aR (ejercicio 9.1), mg- T=maR. En esta expre­
sión tenemos dos incógnitas: T ya. Aplicando (9 .8) a la po­
lea: 

luego eliminando T entre las dos ecuaciones: 
mg 2 

()(= 1,82 rad s -

(m+~M)R 
Esta aceleración es menor que la obtenida en el caso ante­
rior; esto es debido a que la tensión en la cuerda es inferior. 
Esta fuerza es la que origina el momento que da lugar al 
movimiento de rotación de la polea. El valor de la tensión 
es: Mm 

T= M +2 m g '=9,09 N 
'-

que es menor que la tensión en el primer caso. 
La aceleración lineal con la que desciende el cuerpo, o de 

un punto de la periferia de la polea, es: a = aR = 0,91 m S-2; 

también menor, como es lógico, al serlo la fuerza neta apli­
cada a la cuerda. 

Recomendamos al alumno que consulte la cuestión 17 , 
para que sea consciente de cómo influye la masa de la polea 
y el rozamiento entre la cuerda y la polea. Hasta este capí­
tulo habiamos considerado despreciables a ambos. 

TRABAJO Y ENERGIA CINETICA DE ROT A­
CION 

Se trata de calcular el trabajo realizado por las 
fuerzas que actúan sobre un sólido en rotación. La 
expresión del mismo, obtenida a partir de la defini­
ción de trabajo elemen.tal (6.29), y expresada en fun­
ción de magnitudes características de las rotaciones 
es: 

(9.13) 

donde M exl es la proyección del momento total de las 
z 

fuerzas exteriores, que actúan sobre el sólido respecto 
del eje de giro ZZ'; de es el ángulo girado en el tiem­
po dt. ¿Por qué sólo interviene la componente M ext 

z 
del M ext? Razónalo físicamente. 

Demostración de (9.13): La velocidad de un punto p¡ del sólido en 
un instante t será (9.1): v¡ = P¡A x w. El trabajo realizado por la 
fuerza F¡ aplicada en el punto Pi' durante el intervalo dt, valdrá 
(6.29): 

d5;=F¡ . dr¡=F¡. v¡dt=F¡ . (p¡Axw)dt= 

=w.(AP(xF¡}dt 
(9.14) 

donde hemos hecho uso de una propiedad del producto mixto de 
vectores (operación que no habíamos definido en el capítulo 1). Da­
dos tres vectores A, B Y e se denomina producto mixto de ellos, al 
producto escalar de uno de ellos por el producto vectorial de los 
otros dos (cuestión 18). Una propiedad de dicho producto es: 
A . (B x C) = - e . (B x A); de esta propiedad hemos hecho uso en 
(9 .14). 

El vector (AP¡ x F¡) representa el momento de la fuerza F¡ respec­
to del punto del eje A (6.18): M A ¡ , por lo tanto: 

df'J;=w· MA¡dt 

El trabajo de todas las fuerzas que actúan sobre el sólido es: 

dff="i. w .MA¡dt=w·Mext dt (9 .15) , 
donde M ext es el momento total de las fuerzas exteriores que ac­
túan sobre el sólido, respecto de un punto del eje de giro. Recorde­
mos que para un sólido rígido, el trabajo de las fuerzas interiores es 
nulo (cuestión 19, capítulo VIII). 

Si M ext es la proyección de Mext sobre el eje de giro, (9.15) que-
da: Z 

como queríamos demostrar. 

En (8.40) definimos la energía cinética de un siste­
ma de partículas. Para el caso de un sólido con movi­
miento de rotación aquella expresión toma la forma 
particular: 

Ec="i. 1/2 m¡v~="i. 1/2 m¡(d¡ 0)2 = 
i i 

= 1/2 ("i. m,d7> 0)2 
¡ 

donde hemos hecho uso de v¡ = O) di , para cada partí-
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cula del sólido (Fig. 9.5). Teniendo en cuenta la defi­
nición de momento de inercia (9.4): 

(9.16) 

esta relación indica que la energía cinética de rota­
ción, para una velocidad angular dada, no sólo de­
pende de la masa del sólido, sino de la forma cómo 
ésta se encuentra distribuida. Esta expresión es co­
rrecta aunque el eje de rotación no sea principal de 
inercia, ya que en su deducción no hemos hecho uso 
de dicha condición. 

La variación de energía cinética entre los instantes 
t y t + dt será: 

dEc = d ( /2
ai 

) 
dw 

=Iw- dt 
dt 

(9.16) 

Durante el mismo intervalo, el trabajo de las fuerzas 
exteriores es (9 . 13).Por lo tanto, el teorema del traba­
jo y la energía cinética (6.50) nos permite escribir: 

dw 
M exl =/--

Z dt 

cuyo significado ya discutimos. Para una rotación fi­
nita, se obtiene: 

!!lo - 0= 1/2 /w 2 
- 1/2 / w~ = ¿JEc o 

(9.17) 

con las mismas consideraciones que hicimos en § 6.5. 
En toda esta deducción hemos supuesto que el eje de 
giro permanece fijo respecto del sólido, ¿dónde lo he­
mos supuesto de forma concreta? La expresión (9 .17) 
constituye también una integral primera del movi­
miento (§ 6.1). 

Creemos que no hace falta insistir, para un sólido 
rígido, en el teorema de conservación de la energía, 
ya que su planteamiento es análogo al estudiado en § 
8.7. Quizás convenga insistir que para un sólido rígi­
do, el trabajo de las fuerzas interiores es siempre 
nulo, por lo tanto su energía potencial interna perma­
nece constante y no hay que tomarla en considera­
ción al tratar los balances energéticos. La energía to­
tal del sólido (8 .51) es simplemente la suma de la 
energía cinética total, más la energía potencial debida 
a las fuerzas exteriores, en el caso -por supuesto- que 
éstas sean conservativas. 

TEOREMA DE CONSERV ACION DEL MO­
MENTO ANGULAR 

Se trata conceptualmente de lo estudiado en § 8.5; 
aquí queremos presentarlo en función de las magnitu­
des características de las rotaciones, y aplicarlo a sis­
temas que siendo esencialmente sólidos, pueden cam-
132 

biar su forma o tamaño. 
Según vimos, para que se conserve el momento an­

gular de un sistema, y por lo tanto de un sAlido, debe 
ser nulo el momento de las fuerzas exteriores que ac­
túen sobre el mismo (9.2). Si el sólido gira alrededor 
de un eje principal de inercia (9.7): 

1 w = cte (9.18) 

Recordemos que esta magnitud se conserva aunque el 
sistema no se encuentre aislado. Por ejemplo, en el 
caso que sobre el cuerpo sólo actúe su peso y el giro 
tenga lugar alrededor de un eje que pase por su 
CDM. 

Ejemplos de la conservación del momento angular 
ya se indicaron en § 8.5 (Fig. 8.15). Vamos a interpre­
tarlos a partir de (9.18); al variar -por ejemplo, el sal­
tador- la posición relativa de las diferentes partes de 
su cuerpo, cambia su momento de inercia respecto 
del CDM y por lo tanto la velocidad con que gira. 
Cuanto mayor sea su velocidad inicial -que toma al 
saltar sobre el trampolín- y más pueda reducir su 
momento de inercia -por ejemplo, juntando brazos y 
piernas y doblándose- mayor número de revolucio­
nes podrá dar en un tiempo determinado. De esa for­
ma tiene más posibilidades de componer diferentes 
posturas estéticas con su cuerpo. Obsérvese que la 
energía cinética de rotación del saltador no permane­
ce constante, ya que aumenta al disminuir el momen­
to de inercia. ¿Por qué? Este aumento se debe al tra­
bajo realizado por las fuerzas interiores, es decir, por 
el propio saltador, al juntar las diferentes partes de su 
cuerpo. En conjunto, el sistema saltador no es, pues, 
un sólido rígido. 

La variación de velocidad angular debida a cam­
bios en la distribución de masas, es un fenómeno 
muy usual en las actividades deportivas: gimnastas en 
la «barra horizontal», saltos de trampolín, saltos con 
esquíes, patinaje artístico, etc. 

Si el cuerpo gira alrededor de un eje fijo, / = cte, 
este teorema simplemente nos indica que su veloci­
dad angular permanece constante. Esta aplicación del 
teorema es mucho menos interesante que la anterior. 

* Ejercicio 9.2 

U na persona se encuentra de pie en el centro de una pla­
taforma, que puede girar sin que exista rozamiento -debido 
a un juego de rodamientos existentes en el eje que la sostie­
ne- alrededor de un eje vertical que pasa por su centro. La 
persona está situada de forma que su centro de masas se en­
cuentra en la vertical del eje de rotación. En sus manos sos­
tiene unas «pesas» de gran masa M, que mantiene en la po­
sición indicada en la Fig. 9.8-a. Supóngase que mediante el 
procedimiento que sea se le comunica al sistema platafor­
ma-persona una velocidad angular constante W l' En cierto 
instante, la persona junta sus brazos, de modo que la di s-
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R R 

(a) (b) ' 

FIG.9.8 

tancia de cada «pesa», al eje de giro se reduce de R a R/2 
(Fig. 9.8 - b). 

Se desprecia la contribución de la masa de la persona y 
de la plataforma al momento de inercia del sistema. Esta 
aproximación es bastante realista si las «pesas» tienen, cada 
una, una masa del orden de 3 kg por lo menos. 

Calcular: a) Fuerzas exteriores que actúan sobre el siste­
ma, ¿se conserva su momento angular? ¿se trata de un sóli­
do rígido? b) Velocidad del sistema cuando la persona jun­
ta sus brazos al cuerpo. c) Trabajo realizado por las fuerzas 
exteriores que actúan sobre el sistema. ¿Se conserva su 
energía cinética? d) A partir del del resultado anterior, ¿se 
puede afirmar que se viola el teorema del trabajo-energía 
cinética? Razonar la respuesta. Calcular el trabajo respon­
sable de la variación de energía cinética del sistema. 

Los momentos de inercia del sistema para cada una de 
las posiciones indicadas en la figura son, respectivamente,. 
Ia=2 M R2 

Y h= 1/2 M R 2
• 

Solución: 

Este ejercicio tiene como objetivo analizar cuantitativa­
mente, y en un caso real, los conceptos estudiados en éste 
último apartado. 

a) Las fuerzas exteriores que actúan sobre el sistema, 
una vez que ha adquirido la velocidad W 1 Y se ha dejado li­
bre, son el peso de la persona-plataforma, P, y la acción 
(N) de los soportes que ma~tienen vertical al eje de la plata­
forma, a través de los rodamientos. No se trata por consi­
guiente, de un sistema aislado. Sin embargo, el momento de 
ambas fuerzas exteriores respecto al eje de giro es nulo. El 
sistema gira alrededor de un eje principal de inercia, ya que 
lo consideramos simétrico. 

Al ser nulo el momento de las fuerzas exteriores se con­
serva el momento angular del sistema (9.7). 

No podemos afirmar que se trate estrictamente de un só­
lido rigido, ya que la persona puede variar la posición de 
sus brazos respecto de su propio cuerpo no manteniéndose 
constante el momento de inercia del sistema. 

b) Según (9 .18): 

Lposición a = Lposición b (9.19) 

es decir, el momento angular es el mismo en las dos situa­
ciones consideradas en la Fig. 9.8. Como el eje de rotación 
es fijo podemos prescindir del carácter vectorial de esta 
magnitud. ¿Por qué si el eje de rotación es fijo, I no perma­
nece constante? ¿Se contradice ésto con lo afirmado en el 
texto? Sustituyendo (9.6) en esta relación: 

(9.20) 

Sustituyendo los momentos de inercia en (9.20), obtene­
mos: W b = 4 Wa' La persona gira cuatro veces más rápida 
que en la situación anterior. Posiblemente llegará a marear­
se. 

c) El trabajo realizado por las fuerzas exteriores es nulo. 
Por lo tanto según (9.17) la energía cinética de rotación del 
sistema debería de permanecer constante. No actúa tampo­
co rozamiento sobre los soportes, que podría dar lugar a un 
trabajo negativo. 

Sin embargo, calculemos la energía cinética del sistema 
(9 .16) en las dos situaciones: 

Eca = 1/2 la W~ = M R
2 W! , ECb = 1/2 lb W~ = 4 M R

2w! 

El sistema ha ganado energía cinética: 

(9.21 ) 

este resultado parece violar el sistema de conservación de la 
energía. 

d) La contestación a la aparente contradicción anterior 
reside en que no se trata de un sólido rígido y las fuerzas in­
teriores realizan un trabajo al contraer los brazos. 

Aunque sea un poco complicado trataremos de calcular 
el trabajo realizado por dichas fuerzas. En un sistema de re­
ferencia localizado en la plataforma, y por lo tanto no iner­
cial, actúan sobre las pesas unas fuerzas de inercia que va­
len: 

F(r)=M w 2 r (9.22) 

para aproximar las pesas hay que realizar, por parte de los 
músculos, un trabajo en contra de las mismas. Por lo tanto: 

(9 .23) 

¿Por qué aparece el factor dos? Esta integral parece, en 
principio, un poco complicada, ya que W es función de r. 
Se puede simplificar expresando W en función de L , que es 
una constante del movimiento, y cuyo valor conocemos: 
20 : 

L=2 M? W (r) 

por lo tanto (9.23) se convierte en: 

L2fRi
2

dr 3L2 
.aI=-2M R -;X=4MR 2 

e introduciendo el valor del momento angular: 

.al =3 M R2 w! 

(9.24) 

r~su~tado que coincide con el cambio de nergía cinética, ve­
nficandose el teorema del trabajo-energía cinética (8.44). 

En este proceso se conserva la energía ya que el sistema 
ha ganado energía cinética a expensas de la energía química 
(muscular) almacenada en el cuerpo de la persona. 
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* § 9.3 MOVIMIENTOS COMBINADOS DE 
TRASLACION y ROT ACION EN UN 
SOLIDO 

Vamos a aplicar la caracterización completa del 
movimiento a un sólido de forma cilíndrica o esférica 
que se mueva sobre una superficie plana; se trata de 
un caso particular práctico e interesante. 

Comenzaremos por dar una idea de definiciones 
propias de la Cinemática de esta clase de movimien­
tos. Supongamos un sólido homogéneo de forma ci­
líndrica que se desplaza sobre una superficie horizon­
tal. Las posibles formas de desplazamiento son: 
a) Que el cilindro deslice, es decir, que tenga un 

movimiento de traslación. En este caso todos sus 
puntos tienen la misma velocidad en un instante 
cualquiera de tiempo (§ 9.1) (Fig. 9.9). 

FIG.9.9 

b) Que el cilindro ruede sin deslizar. En este caso el 
cilindro avanza sobre el plano horizontal, de ma­
nera que sólo un punto de su periferia, diferente 
en cada instante, se encuentra en contacto con la 
superficie. La definición formal de rodar sin des­
lizar es que la velocidad instantanea del punto de 
contacto es o. 
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Para entender su significado, pensemos que la ve­
locidad v de cualquier punto, A, del sólido se 
puede expresar como: 

V=VCDM+W xR (9.25) 

donde V CDM es la velocidad del centro de masas 
(movimiento del CDM) y w es la velocidad angu­
lar del sólido en su movimiento alrededor del 
CDM (Fig.9.1O). ¿Qué dirección tiene w? ¿y 

D 

l· 

C' -- ...... " , 

R n 
2 

E. '\ "DI J 
/ 

-l' 
nR 

FIG.9.l0 

E" 

·1 

w x R? La velocidad del punto de contacto será, 
por ejemplo, cuando éste sea el B: 

vB = V CDM - W R (9.26) 

para otros puntos' de la periferia, se representa 
gráficamente en la Fig. 9.11. 

V CDM 

----.. 
D 

~ 
e • • 

o V CDM 

B 

VCDM 

FIG.9.11 

Para que se verifique la condición de rodar sin 
deslizar, según la definición dada, la velocidad 
del punto de contacto debe ser cero, por lo tanto 
de (9.26), resulta: 

V B = O , V CDM = w R (9.27) 

Para este caso particular, la distribución de velo­
cidades es -para algunos puntos del cilindro- la 
representada en la Fig: 9.12 

2 VCDM 

I 
I 
I 

:VCDM 
I . .. 

Movimiento 
deCDM 

Movimiento 
alrededor 
del CDM 

VCDM wR 

= {v;S+r:;\ 
~~ 

wR 

FIG.9.12 
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Como la velocidad instantánea del punto que en cada mo­
mento se encuentra en contacto con la superficie es cero, di­
cho punto se puede considerar como fijo en cada instante. Po­
demos pensar que instantáneamente el sólido realiza una rota­
ción alrededor del punto de contacto, con una velocidad an­
gular igual a w. ¿Por qué? La velocidad de cualquier punto 
del sólido viene dada por: 

(9.28) 

donde A representa un punto genérico del sólido, que en el 
instante considerado se encuentra en contacto con la superfi­
cie. En efecto, a partir de (9.25) y de acuerdo con la Fig. 9.13: 

por definición, VA = O, luego queda demostrada (9.28). 
Un eje normal a la figura que pase por el punto de contacto se 
denomina eje instantáneo de rotación. 

v 

v 

FIG.9.l3 

c) Que el cilindro ruede y deslice. Es el caso general 
en que la velocidad del punto de contacto no sea 
nula, es decir, se verifique (9.26) Y v B #- O. 

Una vez realizadas estas consideraciones cinemáti­
cas, pasaremos a tratar los aspectos dinámicos de este 
movimiento. 

Las características del deslizamiento, al ser las pro­
pias de un movimiento de traslación, no es necesario 
insistir sobre ellas porque ya son conocidas. Sólo in­
dicar que puede existir o no rozamiento, según se 
considere éste despreciable o no; en un problema 
concreto esto se indica en el enunciado. La ecuación 
a aplicar es (8.9). \. 

El caso más interesante es el de rodar sin deslizar. 
Esta forma de desplazamiento no puede existir en au­
sencia de rozamiento, y como se considera que el 
punto de contacto de encuentra instantáneamente en 
reposo, la fuerza de rozamiento que actúa es la estáti­
ca, no la dinámica (§ 5.7). ¿Por qué? Es decir, que en 
cualquier problema en el que nos digan que un cuer-

po se desplaza sobre una superficie rodando sin desli­
zar, existe rozamiento, aunque no se especifique en el 
enunciado. 

Otra característica del rodar sin deslizar es que 
aunque exista fuerza de rozamiento ésta no produce 
trabajo. Al estar aplicada en el punto de contacto y 
encontrarse éste instantáneamente en reposo el traba­
jo es nulo, ¿por qué? Como consecuencia: ia pesar de 
existir fuerza de rozamiento se conserva la energía 
mecánica del sólido, siempre que las restantes fuerzas 
que actúen sean conservativas! 

El estudio del rodar y deslizar no ofrece ninguna 
novedad, ya que se trata de la aplicación a un caso 
particular del movimiento general del sistema. Com­
binación de una traslación, la de su CDM, y una ro­
tación alrededor de él, respecto de un eje perpendicu­
lar al plano del papel y cuya orientación en el espa­
cio permanece fija. En este caso el módulo de la velo­
cidad de traslación y el de la lineal asociada a.la rota­
ción no coinciden: V CDM #- I OJ x R I . Las ecuaciones a 
aplicar son (8.9) y (9.8) referida al CDM. Debe existir 
rozamiento, que será el dinámico, y dicha fuerza pro­
duce trabajo, no conservándose -por consiguiente- la 
energía mecánica del sólido. 

Para clarificar estas ideas, recomendamos la resolu­
ción del problema 10. 

§ 9.4 CONDICIONES DE EQUILIBRIO EN UN 
SOLIDO 

Un sólido rígido se dice que se encuentra en equili­
brio cuando no sufre evolución temporal alguna, es 
decir, no se desplaza su CDM y no gira alrededor del 
mismo. En estas condiciones no se puede asegurar 
que se encuentre en reposo. 

Las ecuaciones fundamentales para estudiar el mo­
vimiento de un sólido (8.9) y (9.7), nos describen la 
evolución temporal del mismo. Si: 

dPcDM 
---=0 

dt 

dLcDM =0 

dt 
(9.29) 

el sistema no evolucionará temporalmente: 
P CDM = cte, LCDM = cte. 

Ahora bien,. estas condiciones no garantizan que el 
sólido permanezca en reposo. Para ello, es necesario 
que inicialmente el sólido se encuentre en reposo, de 
lo contrario presentará un movimiento uniforme, en 
el que no varía ni su velocidad lineal de traslación, ni 
la de rotación. 

Por lo tanto, si en un sólido rígido la suma de to­
das las fuerzas exteriores que actúan es cero, así 
como el momento de las mismas respecto del CDM, e 
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inicialmente se encuentra quieto, seguirá en estado 
de reposo. 

(9.30) 

Si el sólido tiene un punto o eje fijo, es suficiente 
con la segunda de las ecuaciones (9 .30), para asegurar 
que se encontrará en equilibrio, ya que la única posi­
bilidad que tiene es la de rotación. 

En § 7.5 estudiamos las condiciones de equilibrio 
para un punto material. Las mismas condiciones se 
aplican para un sólido rígido: el equilibrio es estable 
cuando la energía potencial es mínima; es inestable 
cuando es máxima. 

Como le ocurre a un punto material, un sólido 
siempre tiende a la posición de mínima energía po­
tencial, compatible con las ligaduras a que esté some­
tido. En el caso de equilibrio bajo la acción del cam­
po gravitatorio terrestre, las condiciones anteriores 
son equivalentes a las siguientes: el equilibrio es esta­
ble cuando, al desplazar el cuerpo de su posición de 
equilibrio, se eleva su CDM; inestable cuando des­
ciende; e indiferente cuando no cambia su altura so­
bre el suelo. ¿Por qué? 

Ejercicio 9.3 

El sistema de la Fig. 9.14 se encuentra en equilibrio. Se 
supone que no existe rozamiento en el apoyo de la varilla 
con el suelo, y que el cable que las une con el techo es flexi­
ble y de masa despreciable. Dibujar las fuerzas que actúan 
sobre la varilla, el cable y el apoyo. Calcular las reacciones 
en el apoyo. La varilla tiene una masa M y una longitud l. 

FIG.9.14 

Solución: 
En todo p~oblema de Estática para estructuras planas, 

que son muy Importantes en ingeniería, hay que conocer el 
tIpo de apoyo utilizado entre los diferentes elementos que 
forman la estructura. Los tipos ideales que se suelen consi­
derar, se reconocen por el símbolo empleado; éstos se en­
cuentran ya estandarizados. Aunque éstas son cuestiones 
muy específicas, que a nosotros no nos interesan, indicare­
mos que el representado en la Fig. 9. 14 es el llamado: 
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apoyo ideal de pasador. Este apoyo impide el movimiento 
relativo en las direcciones y y z entre el punto perteneciente 
a la varilla y el sistema de referencia. 

Analicemos las fuerzas que actúan sobre cada parte del 
sistema. Para ello sustituimos la acción del medio exterior 
sobre cada parte, por -las fuerzas que ejerce sobre ella, Fig. 
9. 15. ¿Qué fuerzas son de acción y reacción? La reacción 
qUé ejerce el apoyo sobre la varilla la hemos descompuesto 
en sus dos componentes: R VA ,R VA ' 

y z 

R VA y 

FIG.9.15 

Aplicando (9.30) a la varilla: 

tomando momentos respecto del punto de apoyo: 

Mg(ll2) cos 45°-Fvc lsen 75°=0 

(9 .31) 

(9.32) 

?qu~ dirección y sentido tienen estos momentos? ¿Podrías 
JustIficar que el ángulo que forma la varilla con la dirección 
de la cuerda es 75°? 

De (9.32): 

y de (9.31): 

I+D 
=-N 

2Mg 
R 

( 
v3+3) , VAz= Mg- --- N 
2Mg 
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TABLA 9.1 

ANALOGIAS ENTRE EL MOVIMIENTO DE 
TRASLACION y DE ROTACION 

Magnitud Traslación Rotación 
fisica 

Desplazamiento 
elemental dr dO 

Velocidad v w 
Aceleración a a 
Fuerza F Momento M 
Masa m Momento Inercia / 

F=rna M =/a (*) 
Momento lineal P=rnv angular / w = L(*) 
Energía cinética 1/2 rnvf 1/2/w2 

Potencia F · v M · w 
Trabajo F·dr M·dO 

(*) Las fórmulas con asterisco sólo son validas para rotacio­
nes alrededor dI ' un eje princi pa!. 

CUESTIONES 

1. Citar ejemplos de movimientos de traslación diferentes a los 
indicados en § 9.1. 

2. ¿Por qué en un movimiento de rotación todas las «partícu­
las» del sólido tienen la misma velocidad angular? 

3. ¿Qué relación existe entre (9 .1) Y Vi =w x fi (Fig. 9.5)? ¿y en­
tre (9.1) y (2.26)? 

4. Si un cuerpo tiene un movimiento de rotación, ¿necesaria­
mente debe actuar sobre él un momento, debido a las fuerzas 
exteriores, distinto de cero? 

5. En los cursos de introducción a la Física se asocia toda rota­
ción con la existencia de un par de fuerzas, mientras que 
aquí se ha indicado que está asociada al momento de una 
fuerza respecto de un punto. ¿Cómo se compaginan ambos 
puntos de vista? 

* 6. Demostrar que si O es un punto fijo respecto de un SR] se 

. dLo 
venfica: Mexto =-- . Esta condición no hace falta exigir 

d/ 
la si se toma como punto O el CDM. La demostración se 
puede hacer siguiendo la pauta de (6.21). 

* 7. El efecto estático de una fuerza aplicada a un sólido no varía 
si ésta se lleva a 10 largo de su recta de acción. Justificar la 
afirmación anterior tomando, por ejemplo, un sólido con un 
punto fijo. La generalización de este resultado permite afir­
mar que dichas fuerzas son vectores des/izan/es. 

8. El momento angular de un sólido, ¿siempre es paralelo a la 
velocidad angular? Razonar la contestación. 

9. Explicar el concepto de «eje principal de inercia». 
*10. Justificar, intuitivamente, por qué un eje de simetría debe ser 

principal. , 
11 . ¿Cuándo son válidas cada una de las siguientes expresiones: 

=1 w? 
12. Justificar claramente por qué el único movimiento 

posible de un sólido respecto de su CDM es una ro­
tación. 

13. El momento lineal de un sistema de partículas no de­
pende del movimiento relativo de las mismas respec­
to del CDM. ¿Podemos hacer la misma afirmación 
respecto de la energía cinética total? 

14. Explicar brevemente, aplicando el teorema de con­
servación del momento angular, cómo un saltador de 
trampolín puede -<lurante el salto- controlar su velo­
cidad de rotación alrededor de un eje horizontal que 

15. 

*16. 

*17. 

pase por su CDM. 
Supongamos que montamos en bicicleta a lo largo de 
una carretera horizontal en la dirección Norte. ¿Qué 
dirección tiene el momento cinético de la bicicleta 
respecto de un punto fijo en la carretera? 
Supongamos de nuevo la cuestión anterior, y que en 
un instante dado nos ladeamos hacia el lado izquier­
do. ¿Qué dirección tiene el momento de las fuerzas 
que actúan sobre la bicicleta, respecto de un punto 
de la carretera que instantáneamente se encuentra en 
contacto con una de las ruedas? Justificar por qué la 
bicicleta tiene tendencia a girar hacia la izquierda 
como consecuencia de este momento. 
Justificar que una polea fija sólo puede girar si son 
distintas las tensiones en los dos extremos de la cuer­
da que pasa por ella. Esto exige la existencia de una 
fuerza de rozamiento entre la cuerda .y la polea. 
¿Cómo influiría esta fuerza, y la masa de la polea, en 
los problemas resueltos en capítulos anteriores, en 
los que siempre se consideraron despreciables? 

*18. Demostrar que el producto mixto de tres vectores re­
presenta el volumen del paralelepípedo formado por 
ellos. 

19. ¿Cuándo se dice que una esfera rueda sin deslizar? 
¿Qué condiciones dinámicas se cumplen en este caso? 

*20. La condición necesaria y suficiente para que un sóli­
do se encuentre en equilibrio es (9.30). ¿y para un 
sistema deformable? 

PROBLEMAS 

* 1. Un sistema está formado por dos partículas de masa 
m, unidas mediante una varilla de masa despreciable 
y longitud 2 r. Calcular el momento angular del siste­
ma cuando: a) Gira alrededor de un eje perpendicu­
lar a la varilla por su punto medio; b) alrededor de 
un eje que forma un ángulo () con la varilla. ¿Qué 
conclusiones se deducen comparando ambos resulta­
dos? 

2. Un cuerpo gira alrededor de un eje fijo con una ace­
leración angular de 3 rad S-2. Inicialmente se encontraba 
en reposo. El momento de inercia respecto de dicho eje vale 
5 kg m2

• Calcular: a) velocidad del cuerpo al cabo de 5 s de 
haber iniciado el movimiento, b) energía cinética en dicho 
instante. c) ¿Qué trabajo realiza la fuerza que actúa sobre él 
durante los primeros 5 s? 

3. Una rueda está girando y, debido al rozamiento con el eje de 
giro, se encuentra sometida a un par de \O N m. El radio de 
la rueda es de 0,6 m, su masa es \00 kg y está girando a una 
velocidad angular de 175 rad S-l. ¿Cuánto tiempo tardará la 
rueda en parar? ¿Cuántas vueltas dará antes de pararse? Su­
póngase toda la masa de la rueda concentrada en la periferia. 

4. En el sistema representado en la Fig. 9.\6 la cuerda arrastra 
a la polea sin deslizar sobre ella. Calcular la aceleración de 
los bloques, así como la tensión de la cuerda en los dos tra­
mos. Se desprecia el rozamiento entre el bloque y la superfi­
cie. ] = 1/2 M R2

• 

5. Calcular la aceleración de las masas M, y M2, así como las 
tensiones de la cuerda en el esquema indicado en la Fig. 
9. 17 La polea tiene una masa M y se supone que no hay 
deslizamiento entre la cuerda y la polea. ¿Qué implica esta 
hipótesis? Calcular la fuerza que actúa sobre A. 1 = 1/2 M R2

• 

1.\7 
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150 g 

FIG.9.16 

FIG.9.17 

M= 100 g 
R= 10 cm 

100 g 

6. Un disco de masa 50 kg Y I,!! m de radio puede girar alrede­
dor de un eje vertical perpendicular al disco. Se le aplica en 
el borde una fuerza constante de 20 N, tangente a la circun­
ferencia del disco. Calcular: 1.° Su aceleración angular. 2.° 
Su momento angular, energía cinética y el ángulo descrito a 
los 5 s de aplicarle la fuerza. 1 = 1/2 M R2

, respecto al eje que 
pasa por su centro. 

FIG.9.l8 
138 

* 7. En el sistema de la Fig. 9.18 , que representa dos poleas con­
céntricas de radios respectivos: RI = 0,5 m y R2 = 0,4 m y ma­
sas MI = 6 kg, M 2 = 5 kg, cuelgan dos masas mA = I kg Y 
mB = 0,5 kg de la forma indicada. Calcular: a) Aceleración 
angular de cada polea. Aceleración lineal de los puntos de su 
periferia. b) Aceleración de las masas A y B. ¿En qué sentido 
gira el sistema? c) TeQsión en cada cuerda. d) ¿Cómo se m9-
difica el problema si se desprecia el momento de inercia 
(MI = M 2 = O) de las partes que giran, así como el rozamiento 
de las cuerdas con las poleas? 1 = 1/2 M R2

• 

8. Un patinador tiene un momento de inercia de 4.000 kg cm2 

cuando sus brazos están extendidos, y de 3.000 kg cm2 cuan­
do los tiene caídos a lo largo del cuerpo. Su velocidad angu­
lar es de 3 rps. cuando los brazos están extendidos. a) ¿Cuál 
es su velocidad angular cuando baja los brazos? b) ¿Cuáles 
son su energía cinética inicial y final? ¿Por qué no son igua­
les éstas? 

* 9. Sobre un plano horizontal se encuentra una barra homogé­
nea delgada, de longitud I y masa M. Entre ambos no existe 
rozamientos. Una pelota de hockey (maciza y bastante pesa­
da) de masa m y velocidad v golpea a la barra en su borde y 
en una dirección perpendicular a la misma. Después de la 
colisión la pelota queda en reposo. a) Describir el movimien­
to de la barra. b) Calcular el cociente m / M , para que la pe­
lota quede en reposo después de la colisión. c) ¿Cómo se mo­
difica el movimiento de la barra, si la pelota la golpea en su 
centro? 1 = 1/12 M f. 

*10. Un cilindro homogéneo de radio R y masa M desciende por 
un plano inclinado un ángulo 8 respecto de la horizontal 
(Fig. 9.19). Parte del reposo en A y hasta un punto B baja ro­
dando sin deslizar. Desde B hasta C no existe rozamiento en­
tre la superficie y el cilindro. Calcular la velocidad del CDM, 
y la rotación del cilindro, cuando éste se encuentre en B y en 
C. 1 = 112 M R2

, alrededor de un eje que pasa por su centro y 
es paralelo a la generatriz. 

11. Una tabla de I m está colocada sobre un bloque con uno de 
sus extremos sobresaliendo de la superficie en que se apoya 
(Fig. 9.20). La tabla pesa 300 N, y al aplicar al extremo B 
una fuerza de lOO N, el extremo A empieza a levantarse. 
¿Cuánto mide el trozo de la tabla que sobresale del bloque? 

A 

FIG. 9.20 t 100 N 
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12. Un puntal homogéneo de 10 m de longitud y ISO N de peso 
está empotrado en una pared de la forma indicada en la Fig. 
9.21. En su extremo libre sostiene un peso de 500 N. a) Di­
bujar todas las fuerzas que actúan sobre el puntal. b) Calcu­
lar la tensión del hilo y la fuerza que ejerce la pared sobre el 
puntal. 

FIG. 9.21 500 N 

13 . Una varilla homogénea de 30 m de longitud y ISO N de peso 
está montada de la forma indicada en la Fig. 9.22. La distan­
cia AO vale 30 m; la varilla está articulada en su extremo O. 
¿Cuánto vale la tensión de cable AB? 

FIG.9.22 

*14. Una barra uniforme de longitud L y masa m se mantiene en 
equilibrio en un plano vertical , según se indica en la Fig. 
9.23. La anchura de la zanja que sostiene la barra es 1 = L/3. 
La fuerza de rozamiento es máxima en A y se puede despre­
ciar en B. ¿Cuál es el coeficiente de rozamiento en A y cuál 
la dirección de la fuerza de rozamiento que se ejerce sobre la 
barra? 

FIG.9.23 
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CAPITULO X 

GENERALIZACION DE LA LEY DE 
CONSERVACION DE LA ENERGIA 

Hasta ahora hemos estudiado la evolución tempo­
ral de los cuerpos, primero en la aproximación de 
punto material y después en la de los sistemas. En la 
división tradicional de la Física, que se estableció en 
el s. XIX, este objetivo forma el cuerpo de la Mecáni­
ca. 

En todos los fenómenos considerados hasta el mo­
mento, no se producían más que cambios en la posi­
ción del cuerpo en estudio, se trataba de fenómenos 
puramente mecánicos. Cualquier otro tipo de cam­
bios si los habían, por ejemplo los caloríficos, no se 
tomaban en consideración. Bajo este punto de vista, 
los fenómenos que habíamos estudiado son sólo un 
caso muy particular de los que se presentan en la na­
turaleza. 

En la mayor parte de situaciones reales, se presen­
tan al mismo tiempo fenómenos caloríficos, íntima­
memente ligados a los mecánicos. El movimiento re­
lativo de dos cuerpos en contacto (p. e.: una cuerda 
que pasa por la acanaladura de una polea, una piedra 
que cae a través del aire, las partes móviles de cual­
quier máquina, etc.) siempre da lugar a un desprendi­
miento de calor, como consecuencia de los rozamien­
tos presentes. El considerarlos despreciables no es 
más que una abstracción, que facilita un primer estu­
dio. En la Mecánica, aún considerando el efecto de 
las fuerzas de rozamiento, se suelen ignorar los fenó­
menos térmicos que acompañan a todo desplaza­
miento; su efecto, a lo sumo, se incluye dentro del 
término fliÑc (§ 8.7). 

En algunos casos, el ignorar los fenómenos calorífi­
cos asociados no afecta al análisis de la situación real; 
por ejemplo, al estudiar la caida de un cuerpo toman­
do en consideración la presencia del aire. En otros, el 
ignorarlos puede falsear por completo el análisis; por 
ejemplo, al estudiar el comportamiento de un gas que 
se comprime en un cilindro, su temperatura se eleva 
dando lugar a una variación de sus propiedades elás­
ticas. En estos casos hay que tomar en consideración 
tanto los fenómenos mecánicos, como los térmicos a 

14() 

ellos asociados. 
Estos fenómenos caloríficos, en ocasiones, dan lu­

gar a modificaciones completas de la materia, tales 
como cambios de estado, de composición químIca, 
etc. 

En este capítulo vamos a tomar en consideración 
los fenómenos caloríficos que siempre acompañan a 
los mecánicos. Nuestro único objetivo es llegar a una 
generalización de la ley de conservación de la energía 
(§ 8.7), cuando se toman en consideración los fenó­
menos caloríficos. No nos proponemos otra cosa, de 
ahí el título que le hemos dado al capítulo. Esta gene­
ralización es la que suele conocerse bajo el nombre 
de primer principio de la Termodinámica (§ 10.4). 

Con un objetivo tan modesto, carecía de sentido haberlo titulado 
Termodinámica. Esta disciplina incluye el problema que nos he· 
mos propuesto, pero también otros muchos. En su sentido más ám­
plio estudia las propiedades de los sistemas fisicos reales, en la me­
dida en que son afectadas por los cambios de temperatura. Los sis­
temas fisicos pueden ser sólidos o fluidos, o una mezcla de ambos, 
o incluso el vacío en el que sólo se encuentre radiación electromag­
nética. 

En un sentido más restringido, sus objetivos son menos ambicio­
sos y más concretos. Es la llamada Termodinámica Clásica o fe no­
menológica , en la que se engloba el problema que nos hemos plan­
teado. En esta acepción no se toma en consideración la estructura 
atómica de la materia. Se propone tan sólo deducir, a partir de cier­
tos postulados básicos, las leyes de la Termodinámica: relaciones 
entre propiedades observables de la materia (descripción macroscó­
pica). 

La Termodinámica Clásica no se preocupa, porque no es su ob­
jetivo, en explicar desde el punto de vista de la Mecánica las pro­
piedades macroscópicas de la materia. Su propósito es relacionar 
las numerosas propiedades observables, en función de unas pocas, 
normalmente el volumen, la presión y la temperatura. 

Otra forma de plantear la teoría termodinámica, es tomando en 
consideración la estructura atómica y molecular de la materia (des­
cripción microscópica). En este planteamiento se aplican estadísti­
camente las leyes de la Mecánica al conjunto de entes dementa les 
(átomos y moléculas) que la forman, con objeto de explicar las pro­
piedades macroscópicas de la materia. Esta aplicación se hace a dos 
niveles diferentes: la Teoria Cinética. y la Mecánica Estadistica. 

En la Teoría Cinética se procede de una manera más bien fisica y 
concreta, aplicando técnicas estadísticas relativamente simples (va­
lores medios). Se suele aplicar de manera casi exclusiva a los gases, 
ya que en ellos las interacciones entre los átomos son mucho más 
débiles que en los sólidos y líquidos; ésto simplifica extraordinaria­
mente el tratamiento matemático. 
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En la Mecánica Estadística se emplean técnicas estadísticas que 
son más formales y abstractas que las de la Teoría Cinética. Apli­
cando estas técnicas se pueden deducir las leyes de la Termodiná­
mica, quedando ésta como una rama de la Mecánica. 

Como hemos indicado, desarrollaremos la primera 
ley de la Termodinámica. Nos interesa sobre todo 
mostrarla como una generalización de los conceptos 
tratados en § 8.7, más que como uno de los principios 
fundamentales de la Termodinámica. Introduciremos 
exclusivamente las definiciones y relaciones que son 
necesarias para llegar a la formulación de dicha ley, y 
no trataremos ninguna de las aplicaciones que surgen 
de manera natural de ella, como puede ser la dinámi­
ca de fluidos. Creemos que en un texto de introduc­
ción a los conceptos fundamentales de la Física, 
como es éste, resulta suficiente. 

No obstante, seguiremos la pauta tradicional de de­
sarrollo de la Termodinámica, aunque a un nivel mo­
desto. Como esta disciplina se suele presentar con un 
elevado grado de formalización, es conveniente co­
menzar definiendo de forma precisa una serie de con­
ceptos y magnitudes fundamentales (§ 10.1, § 10.2 y § 
10.3), que permitan ir construyendo mediante razo­
namientos lógicos el cuerpo de la Termodinámica. 
Dado lo limitado de nuestro objetivo, quizás no fuese 
necesario hacerlo de este modo, sin embargo pensa­
mos que este planteamiento le resultará rentable al 
alumno. Comenzar por ellos le permitirá proseguir el 
estudio de la Termodinámica, cuando lo necesite. 

Como consecuencia, y como ocumó con las leyes 
del movimiento, tampoco seguiremos aquí el desarro­
llo histórico de la Termodinámica. 

Suponemos que los alumnos conocen, de sus cur­
sos elementales de Física, el concepto de presión, las 
escalas prácticas de medida de temperaturas, la ecua­
ción de los gases perfectos y los métodos calorimétri­
cos. Creemos que nuestra suposición no es excesiva. 

* § 10.1 DEFINICIONES FUNDAMENTALES 

El tratamiento formal de la Termodinámica Clási­
ca comienza con una serie de definiciones básicas, 
que permiten mostrar cómo los conceptos fundamen­
tales de temperatura y calor, pueden formularse siste­
máticamente sobre bases experimentales. De esta ma­
nera todo el desarrollo posterior de la disciplina no 
está basado en conceptos intuitivos o en interpreta­
ciones microscópicas no observables. 

Algunas de estas definiciones son una generaliza­
ción de nociones ya estudiadas en Mecánica. 

La región del espacio que interesa estudiar, bajo el 
aspecto que fuere se denomina sistema. Esta idea ya 
la utilizamos en el estudio de la evolución temporal 
de una partícula (§ 4.1) o de un sistema de partículas 
(§ 8.2). La elección del sistema es totalmente arbitra­
ria y subjetiva, está basada únicamente en los objeti-

vos de la persona que realiza el estudio (§ 8.2). Todo 
lo que rodea al sistema, sin formar parte de él, recibe 
el nombre de medio exterior, alrededores o entorno (§ 
4.1 ). 

El sistema y el medio están separados por un con­
torno o frontera. Esta separación puede ser fisica (en 
cuyo caso se le suele llamar pared) o imaginaria (una 
porción de un fluido aislada del resto del mismo). 
Normalmente se supone que el sistema no reacciona 
químicamente con las paredes. 

Todo sistema se caracteriza mediante una serie de 
magnitudes fisicas, o mediante el análisis de sus inte­
racciones con el medio, o mediante ambos procedi­
mientos a la vez. Las magnitudes a utilizar en cada 
caso son características del sistema y dependen de su 
propia naturaleza. ¿Cuáles son éstas en el caso de un 
sistema mecánico? Las variables mecánicas, por 
ejemplo, nos han servido para determinar la energía 
mecánica respecto de un SR/o 

En el caso de la Termodinámica noS interesa, como 
ya hemos indicado, una descripción fenomenológica; 
por lo tanto, las variables a utilizar deben de ser ma­
croscópicas. Su número debe ser el tnenor posible y 
deben poderse medir experimentalmente. 

Nuestro interés se centra en los sistemas termodi­
námicos, que son los caracterizados por las variables 
o coordenadas termodinámicas. Estas variables deben 
servir para determinar la energía interna del sistema 
(8.54). Ejemplos de sistemas termodinámicos son: un 
fluido encerrado en un cilindro con una pared móvil , 
un hilo metálico (!), una lámina fina de líquido (!), 
una pila electroquímica (!), un sólido magnético (!), 
etc. Variables termodinámicas típicas son: la presión 
y el volumen de un fluido, la temperatura, la compo­
sición de un gas, la longitud de un hilo metálico, el 
coeficiente de tensión superficial, la fuerza electro­
motriz de una pila, el vector imanación, el vector 
campo magnético, etc. 

Las paredes son las fronteras que separan el sistema 
del medio exterior. A su través tienen lugar los inter­
cambios de energía y de materia. En nuestro estudio 
nos limitaremos a procesos en los que sólo existe in­
tercambio de energía. La pared a través de la cual 
puede existir un intercambio de materia recibe el 
nombre de membrana semipermeable, como sin duda 
recordará el alumno de cuando estudió los fenómenos 
de difusión y ósmosis en Química. 

Existen diferentes mecanismos por los que una pa­
red transfiere energía al sistema; estos mecanismos 
dependen de la propia naturaleza de la pared. Por 
ejemplo, es mucho más fácil suministrar energía calo­
rífica a una masa de agua (el sistema) contenida en un 
matraz de vidrio (la pared), que si se encuentra ence­
rrada en una vasija Dewar (otra pared diferente). 
Como consecuencia se suelen definir distintos tipos 
de paredes: 
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a) Pared aislante: es aquella que no permite la tras­
ferencia de ningún tipo de energía (§ 10.3) entre 
el medio y el sistema. Se trata de una idealiza­
ción, ya que no existe pared real alguna que cum­
pla estrictamente con esta condición. 

b) Pared adiabática: es aquella que no permite la 
trasferencia de calor (§ 10.3) entre el medio y es 
sistema. Los intercambios son, generalmente, de 
naturaleza mecánica: los que en § 10.3 denomi­
naremos trabajo. Un sistema termodinámico, por 
ejemplo un fluido, que se encuentre encerrado en 
un recinto de paredes adiabáticas y fijas, se en­
cuentra totalmente aislado del medio, ¿por qué? 

No es difícil de conseguir una pared real que se 
aproxime bastante en su comportamiento a una 
adiabática. Se puede fabricar con láminas de ma­
dera gruesa, con cemento y grava, con material 
enguatado, etc. 

c) Pared diatérmana: es aquella que permite la tras­
ferencia de calor entre el medio y el sistema. Pue­
de también permitir, o no, otros tipos de inter­
cambios energéticos, dependiendo de las circuns­
tancias. Así por ejemplo, una pared diatérmana 
móvil permite intercambios tanto de calor como 
de trabajo mecánico (§ 10.3) entre el medio y el 
sistema. Una lámina metálica es un ejemplo de 
este tipo de pared. 
En el resto del capítulo, nos limitaremos a consi­
derar como prototipo de sistema termodinámico 
a un fluido homogéneo encerrado en un cilindro 
con o sín una pared móvil. Esta restricción sim­
plifica extraordinariamente el tratamiento sin 
merma del contenido físico , por lo tanto es la 
adecuada para un texto como este. 

EQUILIBRIO 

Vamos a establecer el concepto de equilibrio para 
los sistemas termodinámicos, en los que no es posible 
ignorar los fenómenos caloríficos que acompañan 
siempre a los mecánicos. Las condiciones de equili­
brio mecánico (§ 9.4) aparecerán como un caso parti­
cular del equilibrio termodinámico. 

Para establecer las condiciones de este equilibrio, 
utilizaremos argumentos basados en la dinámica de 
los sistemas, ya que son los más familiares para el 
alumno, aunque sin descender a una descripción mi­
croscópica del sistema. Queremos establecer las con­
diciones de equilibrio, a través de magnitudes ma­
croscópicas que puedan ser medidas. 

Sea nuestro sistema termodinámico, cuyas condi­
ciones de equilibrio queremos definir, un gas formado 
por moléculas que suponemos puntuales. Estas se en­
contrarán sometidas a interacciones gravitatorias mu­
tuas; la acción de la Tierra sobre ellas la considera­
mos despreciable, ¿es razonable esta suposición? 
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FIG. 10.1 

Admitamos que el gas está encerrado en un recinto 
de paredes aislantes, Fig. 10.1 . Dividamos mental­
mente el recinto en pequeños elementos de volumen 
iguales, L1 r . Su tamaño debe ser tal que pueda hacerse 
todavía una descripción macroscópica de su evolu­
ción temporal; para ello deben contener un número 
suficientemente elevado de moléculas. Si todos los 
elementos de volumen presentan, en un instante 
dado, las mismas propiedades mecánicas globales 
(L1P, L1L, L1Eint Y número de partículas L1N) diremos 
que el gas se encuentra en estado uniforme. Si este es­
tado no cambia en el transcurso del tiempo, lo cual se 
puede observar experimentalmente, afirmaremos que 
el gas se encuentra en un estado de equilibrio. En el 
estado de equilibrio, por consiguiente, las variables 
anteriores tienen el mismo valor para todos los ele­
mentos L1r del gas. 

Analicemos las condiciones que deben cumplir las 
variables termodinámicas del gas, para que se en­
cuentre en equilibrio. Estas condiciones las deducire­
mos a partir de la definición de equilibrio dada en el 
párrafo anterior. 
a) Equilibrio químico: Si el número de partículas, 

L1N, debe ser el mismo en todos los elementos de 
volumen, la distribución de moléculas en el re­
cinto será uniforme, ¿por qué? Luego, en estado 
de equilibrio, se debe verificar que el número de 
moléculas por unidad de volumen sea el mismo 
en todos los puntos del gas y en cualquier instan­
te: 

n= NI V n #- f(t) (l 0.1) 

donde N es el número total de partículas del gas y 
Vel volumen del recinto. 

Esta conclusión permite afirmar que la compo­
sición del gas es uniforme en todo el recinto, si el 
sistema se encuentra en equilibrio (ver cuestiór 
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6). Esta situación define la condición de equili­
brio químico de un sistema. Como sólo vamos a 
considerar fluidos homogéneos encerrados en un 
recinto, esta condición se cumplirá siempre, y no 
proporcionará información alguna acerca del 
equilibrio del gas, ¿por qué? 

En el caso general, el equilibrio químico impli­
ca que el sistema no tienda a experimentar un 
cambio espontáneo de estructura interna, tal 
como una reacción química o un paso de materia 
de unas partes a otras, como ocurre en una difu­
sión o en una disolución aunque sea lenta. Si tie­
nen lugar estos fenómenos, el equilibrio químico 
se alcanzará cuando hayan trascurrido completa­
mente. 

b) Equilibrio mecánico: si AP debe ser el mismo en 
todos los elementos de volumen, la única posibi­
lidad es que sea idénticamente nulo en todos 
ellos, ¿por qué? Como consecuencia, el CDM de 
cada elemento de volumen está en -reposo (8.7). 
En estas condiciones, AL coincide con ALcDM 

(8.25), que también debe de ser nulo. Téngase en 
cuenta que LlLcDM # O implicaría rotaciones ma­
croscópicas de cada elemento LIT y, por tanto, 
una falta de uniformidad del gas. 

Por consiguiente, en estado de equilibrio mecá­
nico no debe existir ningún tipo de movimiento 
macroscópico en el seno del gas. Compara esta 
condición de equilibrio con la obtenida en § 9.4, 
¿cuáles han sido los argumentos de partida en 
cada uno de los dos casos? 

La condición anterior implica la igualdad de 
presión en todos los puntos del recinto ocupado 

- por el gas. La existencia de una diferencia de pre­
siones entre dos puntos próximos del gas daría 
lugar a fuerzas no compensadas, que se traduci­
rían en desplazamientos de los elementos de vo­
lumen, y como consecuencia no se encontraría 
un equilibrio. 

c) Equilibrio térmico: Para la existencia de equili­
brio es necesario, finalmente, que la energía in­
terna, LlEiot (8.54) (cuestión 8) de todos los ele­
mentos de volumen LIT sea la misma. 

Si las moléculas están uniformemente reparti­
das en todo el volumen, ocuparán las mismas po­
siciones en todos los elementos LIT, por lo tanto 
la energía potencial, LI Viot (8.48), será la misma 
en todos ellos. Según (8.54), LlE

ccDM 
también 

debe ser la misma en todos los elementos de volu­
men. Luego, en el equilibrio térmico la energía 
cinética, respecto del CDM, de todos los elemen­
tos del gas es la misma. Por supuesto la energía 
cinética respecto de un SR! también es la misma, 
¿por qué? 

Posteriormente veremos (ejercicio 10.2) que el 
equilibrio térmico implica que la temperatura en 
todos los puntos del gas sea la misma. 

(a) 

(b) 

(e) 

FIG. 10.2 
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La presencia simultánea de equilibrio qUlmlco, 
mecánico y térmico son las condiciones necesarias 
para que cualquier sistema fisico se encuentre en 
equilibrio termodinámico. ¿Podrías demostrar que di­
chas condiciones son suficientes? 

Cuando un sistema se encuentra en un estado de 
equilibrio termodinámico, se caracteriza por los valo­
res que toman las variables termodinámicas. Estos 
valores son iguales en todos los puntos del sistema. 

Si el sistema no está aislado del medio, interaccio­
na con él. Esta interacción da lugar a una variación 
de la energía interna del sistema (8.54). La forma es­
pecífica de la interacción depende de muchos facto­
res, pero de manera especial del tipo de pared que 
forma la frontera entre ambos. Si un sistema interac­
ciona con el medio alcanza al cabo de un cierto tiem­
po, otro estado de equilibrio compatible con la natu­
raleza de la pared existente. 

Para concretar estas ideas, consideremos un caso 
concreto. Sean dos fluidos homogéneos A y B que se 
encuentran en equilibrio, cada uno de ellos por sepa­
rado, Fig. 1O.2a. 

Para un sistema de este tipo, su estado se encuentra 
especificado conociendo dos de sus variables termodi­
námicas, por ejemplo la presión y el volumen. Este 
hecho se encuentra confirmado experimentalmente. 

En la situación indicada en la Fig. 10.2 a los valo­
res que toman ' las respectivas variables: A (p, V), 
B (P', V') son completamente arbitrarias e indepen­
dientes de un fluido a otro. 

Si sustituimos la pared aislante que los separa, por 
una adiabática, Fig. 10.2 b, los sistemas evoluciona­
rán hacia nuevos estados de equilibrio, compatible 
con este tipo de pared, que alcanzarán al cabo de al­
gún tiempo. Hasta llegar a ellos habrá existido una 
interacción entre A y B; los nuevos estados de equili­
brio se caracterizarán por nuevos valores constantes 
de las respectivas variables: A (p" V,), B (p; , V;), que 
también serán completamente independientes de un 
fluido a otro. 

Si ahora cambiamos la pared intermedia por una 
diatérmana, Fig. 10.2 e, variarán espontáneamente 
los valores de los variables de ambos fluidos, hasta al­
canzar un nuevo estado de equilibrio cada uno de 
ellos. En este nuevo estado, (P2' V2) y (p;, V;) no son 
independientes, se habrá alcanzado un equilibrio tér­
mico y su temperatura será la misma (§ 10.2). Por 
ello se dice, también, que una pared diatérmana per­
mite el equilibrio térmico entre los dos sistemas que 
separa. 

Volvamos a insistir, precisando, sobre la caracteri­
zación del estado de un sistema. El estado de equili­
brio de un fluido homogéneo encerrado en el interior 
de un .recinto de paredes fijas o móviles (sistema ce­
rrado), cuyas interacciones mecánicas con el medio se 
realizan a través de presiones estáticas constantes, 
está caracterizado por un par cualquiera de sus va-
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riables termodinámicas: presión (P), volumen (V), 
temperatura (n. La presión estática constante, signi­
fica que la fuerza que ejerce el fluido sobre la pared 
móvil (pistón) es del tipo: F = p S, donde S es la su­
perficie del pistón, y p es la presión media ejercida 
por el fluido sobre dicha superficie. 

Para sistemas termodinámicos más complicados 
(p.e. sólidos sometidos a interacciones distintas de 
presiones estáticas o cuerpos sobre los que actúan 
campos eléctricos o magnéticos) se necesitan más de 
dos variables para que el estado esté determinado de 
forma unívoca. 

Para el fluido homogéneo anterior, cualquier pro­
piedad del sistema, susceptible de ser medida, puede 
expresarse como función de cualquier par de sus va­
riables termodinámicas. Entre éstas debe existir, en 
todo estado de equilibrio, una relación: f(P, V, n = O 
(¿por qué?), que recibe el nombre de ecuación de esta­
do del sistema. Para el caso de un gas ideal esta ecua­
ción es la ya conocida: 

p V=nR T , p V=(m/M)R T , 
p=p(R/M) T (10.2) 

En estas expresiones alternativas, el significado de los 
parámetros utilizados es el siguiente: n es el número 
de moles (recuérdese que el mol es una unidad funda­
mental en el SI); R la constante universal de los gases 
(R = 8,31 J molo' K-'); m la masa del gas; M su masa 
molecular; y p la densidad del gas. 

Un gas en las condiciones consideradas, constituye 
un sistema p VT. Es decir, está caracterizado por su 
ecuación de estado (10.2), la cual expresa la relación 
que existe entre las variables termodinámicas p, V, T; 
esta relación (10.2) sólo es válida en situaciones de 
equilibrio. En el ejercicio 10.2, indicaremos una pro­
piedad de los gases ideales que, junto a (10.2), sirve 
para caracterizarlos. 

Una vez definido el equilibrio y su caracterización, 
consideraremos el paso de un sistema de un estado de 
equilibrio a otro (transformación). 

f>ROCESOS REVERSIBLES E IRREVERSIBLES 

Supongamos un sistema que pasa desde un estado 
de equilibrio inicial (i) a uno final if). El paso se pue­
de hacer de una manera brusca, de forma que los es­
tados intermedios entre el inicial y el final no sean es­
tados de equilibrio. Un proceso o transformación de 
este tipo recibe el nombre de irreversible. 

Ahora bien, también podemos pensar en una trans­
formación idealizada (es decir que sólo exista en 
nuestra mente) en la que cada estado intermedio tam­
bién sea de equilibrio. U na transformación de este 
tipo, que se efectuaría muy lentamente, recibe el 
nombre de transformación reversible o cuasi-estática. 
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-- -r-f - ----x-dx 
--x - ---- ----

--- ------------

F aplicada - d F 

Faplicada 

FIG.10.3 

De ellas ya hablamos en los ejercicios 5.1 y 6.6, al es­
tudiar el comportamiento de los resortes elásticos 
(con la nomenclatura de este capítulo les llamaríamos 
sistema). 

Podemos afirmar, que una transformación reversi­
ble es aquella que mediante un cambio diferencial en 
el medio, permite que el sistema invierta el sentido de -
recorrido de su trayectoria. En el caso del resorte que 
se está estirando bajo la acción de una cierta fuerza 
aplicada, si se disminuye ligeramente ésta, el resorte 
deja de estirarse y se comprime respecto de la posi­
ción anterior, Fig. 10.3. 

No todas las transformaciones que se efectúan muy 
lentamente son reversibles. Si existen fuerzas de roza­
miento, al realizar un cambio diferencial en el medio, 
no se invierte el sentido del movimiento. Por ello, el 
criterio de reversibilidad es el que hemos enunciado 
en el párrafo anterior. 

Un sistema p VT, si la transformación es irreversi­
ble, pasa del estado de equilibrio inicial (i) al final (f), 
por una serie de estados intermedios que no son equi­
librio. Su representación en un diagrama p - V es la 
indicada en la Fig. 10.4 a, ¿por qilé? Si, por el con­
trario, la transformación es reversible el gas pasa por 
una sucesión continua de estados de equilibrio, que 
se pueden representar como una línea continua en el 
diagrama p - V, Fig 10.4 b. 

Como una cGnsecuencia del segundo principio de 
la Termodinámica, se demuestra que todos los fenó­
menos de la naturaleza son irreversibles. 

p 

f. 

• i 

o V 
(a) 

p 

i 

o V 
(b) 

FIG.lO.4 

* § 10.2 CONCEPTO DE TEMPERATURA 

En el apartado anterior hemos estado utilizando la 
palabra temperatura, lo cual estrictamente carece de 
sentido puesto que todavía no ha sido definida. El 
alumno puede pensar que lo mismo ocurre con la 
presión, pero debemos recordar que dicha magnitud 
la tomamos con la definición conocida de los cursos 
elementales. 

Todos tenemos una idea intuitiva (sensorial) de lo 
que es la temperatura, e incluso se trata de una pala­
bra que forma parte del lenguaje coloquial. Ahora 
bien, como ya hemos dicho en varias ocasiones a lo 
largo de este libro (¿dónde?), cuando se introduce una 
magnitud fisica hay que dar una definición formal de 
la misma. Es la única manera de poderla utilizar en 
la elaboración de una teoría científica. 

Supongamos dos sistemas que se encuentran por 
separado en equilibrio, Fig. 10.2 a. Aunque para defi-
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nir el concepto de temperatura no es necesario refe­
rirse a ningún sistema termodinámico en concreto, 
particularizaremos de nuevo para fluidos homogé­
neos. 

Si sustituimos la pared aislante que los separa por 
una diatérmana (Fig. 10.2 b), el sistema compuesto 
alcanzará -al cabo de un cierto tiempo- un nuevo es­
tado de equilibrio, como ya indicamos en el apartado 
anterior. En este estado los dos sistemas se encontra­
rán en equilibrio el uno con el otro. 

Hay que resaltar que inicialmente estaban en equi­
librio y aislados. Los valores que tomaban en las va­
riables de estado de cada uno de los gases: (PI , VI ) Y 
(P¡ , V¡) eran arbitrarios e independientes. 

El « sistema compuesto» formado por los dos que 
se encuentran en equilibrio (Fig. 10.2 c) estará carac­
terizado por sus respectivas variables: (P2 , V2 ) y (P; , 
V; ); el valor de tres cualquiera de ellas puede ser ar­
bitrario, el de la cuarta está determinado por el de las 
otras tres. ¿Cómo se podrían fijar, por ejemplo, P2 , 

V2 y V;? Vamos a expresar este resultado de una 
manera formal: 

(10.3) 

La forma concreta de la función (10.3) depende de los 
fluidos considerados y puede determinarse experi­
mentalmente, ¿cómo se haría? Si se trata de gases 
ideales (l0.2), ¿cuál sería? 

Para poder establecer la existencia de esta propie­
dad importante del sistema (¿cuál?), que posterior­
mente caracterizaremos mediante la magnitud fisica 
temperatura, es necesario demostr:ar que (10.3) siem­
pre se puede escribir de la forma: 

(10.4) 

en la que se encuentran separadas las variables que 
caracterizan a cada uno de los dos sistemas. 

La demostración está basada en unos resultados ex­
perimentales tan importantes, que reciben el nombre 
de ley cero de la Termodinámica: si de tres sistemas 
A, B Y e, A y B se encuentran por separado en equili­
brio con e, entonces A y B también están en equili­
brio entre sí. Esta ley se resume simbólicamente en la 
Fig. 10.5 (ver cuestión 13). 

También es conveniente enunciar, por razones que 
serán obvias, la inversa de la ley cero: Si tres o más 
sistemas se encuentran en contacto a través de pare­
des diatérmanas y en equilibrio todos en conjunto, 
entonces cualquier par de ellos por separado también 
se encuentra en equilibrio entre sí. 

Demostración de (10.4): Sean tres fluidos A, B Y C. La condición 
para que A y e se encuentren en equilibrio es (10.3): 

(10.5) 
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(a) 

(b) 

FIG.1O.5 

de esta función se puede despejar, por ejemplo, Pe: 

Análogamente para el equilibrio entre B y e 

(10.7) 
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El equilibrio por separado de A y B con e, puede expresarse, a 
partir de (10.6) y (10.7), mediante la ecuación: 

(10.8) 

Ahora bien, si A y B se encuentran en equilibrio con e por sepa­
rado, según la ley cero estarán en equilibrio entre sí. Por lo tanto, 
(10.8) es equivalente a: 

(10.9) 

Si (10.8) y (10.9) son equivalentes significa que las funciones.t; y 
¡, contienen a Ve de forma tal que se cancela en los dos miembros 
de (10.8), ya que en (10.9) no aparece dicho parámetro. Si llevamos 
a cabo dicha cancelación, quedará: 

(10.10) 

Aplicando el mismo argumento a B y e en equilibrio con A, y a B 
y A con e , podremos escribir: 

(10.11) 

y lo mismo para cualquier número de sistemas que se encuentren 
en equilibrio unos con otros. 

Por consiguiente, hemos demostrado que para cada 
sistema es posible encontrar una función p (p, V) de 
sus variables de estado; esta función es diferente para 
cada fluido específico. ¿Qué ocurre si el sistema es un 
sólido? La función p tiene la propiedad de que su va­
lor numérico (por ejemplo 8) es el mismo para todos 
los sistemas que se encuentren en equilibrio entre sí. 
El número 8 se denomina temperatura empírica, y la 
ecuación: 

rp(p, V)=8=t (10.12) 

recibe el nombre de ecuación de estado del fluido . 
Esta es la razón por la que afirmamos en el apartado 
anterior, que el estado de equilibrio de un fluido está 
completamente especificado por dos de las variables 
P. V, t. Para un gas ideal, ¿qué forma específica toma 
(10.12)? 

Cada una de las relaciones: 

(10.13) 

representan la ecuación de una isoterma del sistema 
A. B Y C. respectivamente. Si el fluido es un gas ideal, 
las ecuaciones (10.13) representan hipérbolas equilá­
teros, ¿por qué? 

Concretemos un poco estos conceptos, respecto de 
la temperatura y las isotermas, que tan abstractos y 
confusos resultan. Una isoterma es el lugar geométri­
co de todos los puntos que representan estados en los 
cuales un sistema (A) se encuentra en equilibrio tér­
mico con un estado de otro sistema (B). También es­
tán caracterizadas por (10.5), por ejemplo, con Pe Y 
Ve constantes y variar PA y VA; o por (10.7) con Pe Y 
Ve constantes y variar PA y VA' En la Fig. 10.6 repre-

P' P 
SISTEMA A SISTEMA B 1; 

~ 
i; 

íJ 

í2 w.~ 
(P2 V 2 ) i l 

(p) ' V) 

v 0=--------o 
(a) (b) 

FIG.IO.6 

sentamos las isotermas correspondientes a los siste­
mas arbitrarios A y B, ¿cómo se pueden obtener las 
diferentes isotermas i l , i¡, i2 , i;, etc.? Todos los esta­
dos sobre la isoterma i l del sistema A se encuentran 
en equilibrio, en una correspondencia biunívoca, con 
todos los estados sobre la isoterma i¡ de B, ¿por qué? 
Las curvas i l e i¡ reciben el nombre de isotermas 
correspondientes de los dos sistemas. 

Resumiendo, todos los estados de isotermas corres­
pondientes de cualquier sistema (10.13) tienen algo 
en común: que se encuentran en equilibrio entre sí. 
Podemos decir que los sistemas, en dichos estados, 
poseen una propiedad que asegura que se encuentran 
en equilibrio. A esta propiedad la caracterizamos me­
diante una magnitud física: la temperatura; esta mag­
nitud nos permite asegurar si un sistema se encuen­
tra en equilibrio o no con otros. ¿De qué manera nos 
permite asegurarlo? 

La temperatura de todos los sistemas en equilibrio 
se representa mediante un número, se trata por lo 
tanto de una magnitud escalar. La elección de una es­
cala concreta de temperaturas consiste simplemente 
en adoptar un conjunto de reglas para asignar un nú­
mero a un conjunto de isotermas correspondientes y 
otro número diferente a otro conjunto distinto de iso­
termas correspondientes. Estas cuestiones de medida 
concreta de temperaturas se escapan a los objetivos 
de este libro. 

Suponemos que los alumnos conocen la escala cen­
tígrada de temperaturas utilizada en todos los países, 
excepto en los de origen anglosajón. Dicha tempera­
tura se representa mediante el símbolo t y se mide en 
grados centígrados r C). Admitimos, sin entrar en 
más detalle, que sabemos medir temperaturas. 

El símbolo T representa a la temperatura termodi­
námica o absoluta. Se trata de una magnitud funda­
mental en el SI, su unidad es el Kelvin (K). Nombre 
dado en honor de Lord Kelvin, ingeniero inglés del s. 
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XIX; Kelvin, junto con Clausius, fue el primero que 
configuró la Termodinámica como una disciplina 
con estructura teórica formal. 

La temperatura termodinámica es una magnitud fí­
sica que se introduce a partir del segundo principio 
de la Termodinámica, por lo que no daremos aquí su 
definición, ni sus propiedades más relevantes. Sim­
plemente indicaremos una relación para que los 
alumnos la puedan utilizar, puesto que se trata de 
una magnitud fundamental en el SI. La temperatura 
termodinámica de un sistema está relacionada con la 
centígrada mediante la expresión: 

t= T-273,16 K (10.14) 

Los 273,16 K representan la temperatura del punto triple del agua 
(es el estado en el que coexisten en equilibrio el hielo, el agua y el 
vapor de agua, a una determinada presión). Esta temperatura es el 
punto fijo estándar que se utiliza hoy en día en ~ermometría. Para 
establecer una escala de temperaturas, es necesario siempre asignar 
valores numéricos a las isotermas de un sistema estandard elegido 
arbitrariamente. La isoterma elegida desde 1954 es la correspon­
diente al punto triple del agua. El alumno debe ser consciente que 
todas estas afirmaciones son una mera información para él, por lo 
que no debe pretender profundizar en ellas. 

Debemos resaltar que el conocimiento que tenemos 
de la temperatura hasta el momento, es insuficiente 
para poder relacionar la temperatura empírica de un 
cuerpo con la sensación de «frío» o «caliente». No 
existe ninguna razón para que un cuerpo que tenga 
un valor elevado de t, deba necesariamente estar 
«más caliente» (en el sentido subjetivo, o en cual­
quier otro) que otro que lo tenga menor, puesto que 
la elección de una escala de temperaturas es comple­
tamente arbitraria. Se puede, y es lo que se hace, esta­
blecer que el «grado de caliente» de un cuerpo sea 
una función monótona (¿qué significa esta palabra?) 
de su temperatura, pero no podemos demostrarlo 
mientras no investiguemos el significado de «calien­
te» y «frío», y encontremos una definición que esté 
basada en algo menos subjetivo que la pura sensación 
fisiológica. Para ello hay que definir previamente el 
concepto de calor (§1O.3) (cuestión 16). 

§ 10.3 CALOR Y TEMPERATURA 

Vamos a analizar los intercambios energéticos que 
pueden tener lugar entre el sistema y el medio exte­
rior a través de las paredes que los separan. 

Una vez más insistimos en que a nuestro nivel no 
es adecuado plantear el problema con toda generali­
dad. Tal como hicimos en los apartados anteriores 
nos limitaremos a casos sencillos; de esa forma es po­
sible conservar todo el contenido físico del problema 
sin complicarlo innecesariamente. A pesar de tratar 
con sistemas específicos y limitados en cuanto a sus 
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interacciones con el medio, el tratamiento es riguro­
so. El rigor no reside en plantear un problema con 
toda su generalidad, sobre todo a nuetro nivel , sino 
en especificar con claridad las hipótesis bajo las cua­
les se estudia un problema. 

Sea un gas ideal bomogéneo que no intercambia 
materia con el medio. En estas condiciones, para una 
masa dada de gas, su estado de equilibrio esta unívo­
camente determinado por dos de sus variables termo­
dinámicas: p, V, T; la relación entre ellas, para cada 
estado, viene definida por la ecuación (10.2). Supone­
mos, además, que las acciones mecánicas entre el sis­
tema y el medio son debidas exclusivamente a presio­
nes estáticas uniformes. Por último, suponemos que 
la evolución del sistema entre dos estados de equili­
brio tiene lugar por vía reversible. 

En estas condiciones los intercambios (o trasferen­
cia) de energía entre el medio y el sistema pueden ser 
de dos tipos: 
a) Intercambios acompañados de una modificación 
del volumen ocupado por el sistema (que pueden te­
ner lugar si el recinto que contiene al gas dispone de 
una pared móvil). En estos intercambios se realiza un 
trabajo mecánico (§ 6.4), que para el tipo de fuerzas 
supuestas (F = p S) se puede expresar como fuerza por 
desplazamiento, Fig. 10.7. A este mecanismo de tras­
ferencia de energía le llamaremos trabajo. 

b) Intercambios que no van acompañados de una mo­
dificación del volumen ocupado por el gas (tienen lu­
gar si las paredes son fijas y diatérmanas, Fig. 10.8). 
Se trata de una trasferencia de energía que no se pue­
de expresar, para el tipo de fuerzas supuestas, como 
fuerza por desplazamiento. A este mecanismo de 
trasferencia de energía le llamaremos calor. 

Con estas definiciones, tanto el trabajo como el ca­
lor son dos mecanismos de trasferencia de energía, 
que reciben nombres diferentes. Fijémonos que esta 
nueva interpretación del trabajo no está en contradic­
ción con la dada en § 6.4, sino que la engloba como 
un caso particular, ¿por qué? 

MEDIO 
~~""~~~~~~~~~~~~~~'// 

, 
1"'''"'''''1''=f'"'''~~ - - - - -- -' 

FIG. 10.7 
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MEDIO 

FIG.1O.8 

El calor, como el trabajo, tendrán dimensiones de 
energía ([ Q ] = [ M ] [ L]2 [ T ]-2) Y su unidad en el SI 
es el julio. El uso de la caloría (cal) como antigua me­
dida para medir el calor, ha sido desaconsejada por la 
Conferencia General de Pesas y Medidas. Su equiva­
lencia con el julio ya la dimos (§ 6.4). 

En calor y el trabajo sólo se ponen de manifiesto 
cuando el sistema cambia de estado. Representan la 
energía trasferida a través de las paredes del sistema. 
No tiene sentido, por lo tanto, hablar del «calor que 
tienen un cuerpo» o «del trabajo de un cuerpo». 

En ocasiones, se suele dar una definición calorimé­
trica de calor. El calor, se dice, es la energía que fluye 
entre un sistema y su medio, como consecuencia ex­
clusivamente de la diferencia de temperaturas entre 
ambos. De la misma manera, se puede definir el tra­
bajo como la energía que se transfiere entre el siste­
ma y su medio, cuando no interviene directamente la 
diferencia de temperaturas entre ambos. 

En la definición calorimétrica, se supone que el ca­
lor fluye desde el cuerpo que se encuentra a mayor 
temperatura hacia el que lo está a menor. En esta 
transferencia, tiene lugar un cambio de estado de am­
bos, hasta que alcanzan la misma temperatura y por 
consiguiente el equilibrio común. Este es el principio 
en el que se basan todos ios métodos calorimétricos 
(ejercicio 10.1). 

Los intercambios de energía, tanto en forma de tra­
bajo como de calor, entre el medio y el sistema pue­
den tener lugar en ambos sentidos. Por esta razón, la 
energía se considera como una magnitud algebraica, y 
se ha establecido de forma arbitraria un criterio de 
signos para la misma. En la Fig. 10.9 se simboliza di­
cho criterio de signos; la energía que fluye desde el 
sistema al medio en forma de trabajo es positiva 
(;Y> O), y la que fluye en sentido contrario negativa 
(5< O). La energía, en forma de calor, transferida por 
el medio al sistema se considera positiva (Q > O), la 
del sistema al medio negativa (Q < O). 

Q >0 

~>o FIG.1O.9 

Como consecuencia de estos intercambios energéti­
cos, varía la energía interna del sistema. La forma 
como lo hace lo expresa la primera ley de la Termo­
dinámica (§ 10.4). 

En general, los intercambios energéticos entre un 
sistema y el medio tienen lugar tanto bajo la forma de 
trabajo, como de calor. Por ejemplo, si en la Fig. 10.7 
las paredes aislantes se sustituyen por paredes diatér­
manas, tienen lugar ambos mecanismos de transfe­
rencia, ¿por qué? 

A continuación, expresaremos el trabajo (§ 6.4) en 
función de las variables termodinámicas de un gas 
ideal. Sea el sistema representado en la Fig. 10.7. 
Como ya dijimos, las· únicas fuerzas que actúan son 
las debidas a presiones estáticas uniformes: F = p S, 
donde S es la superficie del pistón y p la presión me­
dia ejercida por el gas sobre la · cara interior del pis­
tón; de ahora en adelante la representaremos simple­
mente por p. 

Inicialmente el pistón se encontrará en equilibrio 
bajo la acción de la fuerza ejercida por el gas y una 
F ext aplicada; ambas fuerzas son debidas a sendas pre­
siones estáticas uniformes, el origen de las cuales nos 
es irrelevante. Supongamos que el gas se expande; el 
trabajo realizado por el gas en un deplazamiento ele­
mental dx del pistón valdrá (6.29): 

d~istema =F dx=p S dx=p dV 
(10.15) 

como el desplazamiento se realiza por vía reversible 
(ejercicio 6.6), el trabajo realizado por la fuerza exte­
rior en el mismo desplazamiento valdrá: 

d :Y:nedio = - ~istema 

En el desplazamiento finito, desde un estado inicial 
(i) hasta un estado final (f): 

Ir . -SpdV--~ . 1 ...... f, sIstema - - / -+ f, medIO 
i ~f 

(10.16) 
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Como la transformación se realiza por vía reversi­
ble, p puede expresarse en cada estado intermedio en 
función de V y T, a través de la correspondiente 
ecuación de estado (10.2). La evaluación de la inte­
gral (10 .15) se puede llevar a cabo una vez especifica­
do el comportamiento de T, ya que entonces es posi­
ble relacionar p con V; de esta forma queda determi­
nada la «trayectoria» (en nomenclatura de la Termo­
dinámica se dice «del tipo de trasformación») a lo lar­
go de la cual se calcula el trabajo. El ejercio 10.3 nos 
aclarará esta idea. 

Debemos llamar la atención sobre el criterio de sig­
nos, referido al trabajo, que antes se introdujo. Toma­
mos el convenio de disignar el trabajo, para no ir 
arrastrando subíndices, mediante la expresión: 

!Y=JPdV (10.17) 
I 

Mediante (10.17) representamos el trabajo debido a la 
presión característica del gas; por lo tanto es la ener­
gía intercambiada entre el gas y el medio, en forma 
de trabajo. Si dicho trabajo es positivo estará realiza­
do por el sistema sobre el medio, si es negativo por el 
medio sobre el sistema. 

Recomendaríamos al alumno que volviese a repa­
sar el ejercicio 6.6; aplicando los criterios que acaba­
mos de introducir. Para ello, considera como sistema 
la partícula de masa m y como medio el resorte. El 
resultado a que se llega es descorazonador, ¿no? Los 
signos que allí obtuvimos, para los diferentes traba­
jos, son los contrarios a los que les corresponderían 
con el criterio que acabamos de enunciar (j). La única 
explicación posible, es que el criterio se introdujo en 
Termodinámica para analizar el comportamiento de 
·las máquinas térmicas. Estas funcionan absorbiendo 
calor del medio (Q > O) y realizando trabajo contra 
el medio (.9" < O), de esa forma ambas magnitudes son 
positivas. No obstante, si hemos captado claramente 
estas nociones, no tendremos ningún problema. 

Como el gas evoluciona entre los dos estados (ini­
cial y final) por vía reversible, el trabajo se puede re­
presentar en el diagrama p-V mediante una línea 
continua (§ 10.1), Fig. 10.10. Tal como hemos argu­
mentado anteriormente, el trabajo depende no sólo 
del estado inicial y final, sino también del tipo de 
trasformación que siga el gas, para pasar del uno al 
otro (ejercicio 3.10), ¿por qué? 

Razonando de la misma manera con el calor 
(10.21) se llega a la conclusión que también depende 
del tipo de trasformación, no sólo del estado inicial y 
final. 

En Termodinámica, a las magnitudes que presen­
tan esta propiedad se les denomina funciones de lí­
nea; sus variaciones elementales se suelen representar 
mediante un símbolo característico: () Q, ()!T, con ob­
jeto de resaltar dicha propiedad. Es decir no se utiliza 
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p 

f---.... 

FIG.lO.lO 

DJY, 
B y, 
~&; 

el símbolo clásico dQ, dfY. ¿Qué representa ()~? De 
ahora en adelante utilizaremos esta notación; la tradi­
cional queda para las magnitudes que no dependen 
del tipo de trasformación, sino sólo del estado final e 
inicial (§ 10.4), que llamaremos funciones o variables 
de estado. 

Ejercicio 10.1 

Un depósito fabricado de un cierto metal pesa 35,6 N Y 
contiene además 133,5 N de agua. El sistema se encuentra a 
la temperatura inicial de 15,5' C. En un momento dado, se 
arroja en el agua un trozo del mismo metal, que pesa 17 ,8 
N Y que se encuentra a la temperatura de 177' C. Al cabo 
de un tiempo, cuando el sistema compuesto alcanza el 
equilibrio, la temperatura común es 18,3' C. Calcular el ca­
lor específico del metal. El calor específico del agua es 4,18 
kJ kg-I K-l. 

Solución: 

Este ejercicio está propuesto para recordar algunos concep­
tos estudiados en los cursos elementales y, al mismo tiem­
po, fijar alguna de las ideas que acabamos de introducir. 
Sabemos que la capacidad calorífica de un sistema es la 
cantidad de calor que debe suministrarle el medio, para que 
su temperatura aumente desde T hasta T + dT: 

c= bQ 
dT 

(10.18) 

La capacidad calorífica dividida por la masa del sistema, 
recibe el nombre de calor específico del sistema en cuestión: 

c 
c=­

m 

bQ (10.19) 
m dT 

También se suele definir el calor específico molar: capa­
cidad calorífica dividida por el número de moles del siste-
ma: 

bQ 
cn=l/n --

dT 
(10.20) 
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Para poder calcular la cantidad de calor que debe recibir el 
sistema para elevar su temperatura desde TI a T2, hay que 
integrar (10.19). Ahora bien, dicha integral es especialmen­
te dificil de resolver en el caso de los gases, puesto que el 
calor específico depende de la temperatura y además del 
tipo de transformación que experimenta el gas al suminis­
trarle el calor. Así se define el calor especifico a volumen 
constante y a presión constante: 

cv= l/m (DQ) 
dT v 

(10.21) 

Esta afirmación concuerda con la anterior, cuando indicá­
bamos que el calor no es una función de estado. 

La integral de (10.19) se puede evaluar aplicando el teo­
rema del valor medio del análisis matemático: 

T T, 

Q=S' DQ=m J c(1)dT=mc(T2-!I) 
TI ~ 

(10.22) 

Por esta razón en el ejercicio nos indican el calor específico 
medio del agua, y no simplemente su calor específico. 

Una vez recordado el concepto de capacidad calorífica, 
estamos en condiciones de abordar el ejercicio. Inicialmen­
te tenemos un sistema (A) formado por el depósito y el agua 
que contiene; ambos se encuentran en equilibrio térmico y 
por lo tanto a la misma temperatura (tiA)' Consideramos 

que este sistema se encuentra aislado del medio que le ro­
dea. 

Otro sistema es el trozo de metal (B) que inicialmente se 
encuentra en un estado caracterizado por su temperatura 
(ti ). ¿Te das cuenta que estos sistemas no pueden venir ca-

racterizados exclusivamente por las variables termodinámi­
cas p, V, TI 

Al poner en contacto los dos sistemas (A y B) y aislarlos, 
se alcanzará, al cabo de un cierto tiempo, Un nuevo estado 
de equilibrio. Este se caracterizará por una temperatura co­
mún para el sistema compuesto (tI

A
+

B
) ' En el proceso ha 

habido una transferencia de energía desde el sistema B al A, 
del tipo que hemos denominado calor. ¿Por qué es de este 
tipo y no del que hemos llamado trabajo? Es un caso en el 
que tampoco ha habido transferencia de materia, ni varia­
ción en la composición química de los sistemas. 

El sistema A necesita una «cantidad de calor» QA para 
pasar de la temperatura tiA a la tIA+B: 

QA = (maguaCagua + mdepósito Cmetal) (tiA + 8 - ti) (10.23) 

El sistema B ha cedido a su medio (el sistema A) una «can­
tidad de calor» QB' para pasar de la temperaturatiB a la 
tlA+8 : 

QB = mmetal cmetal,. (tiB -tiA +B) (10.24) 

Cuando se ha alcanzado el equilibrio: QA = Q8- Por consi­
guiente: 

cmetal = (10.25) 

mmetal (tiB -tiA -8) - mdepósito(tIA +8 -ti) 

y sustituyendo los valores numéricos: Cmetal = 0,57 kJ kg - 1 
K-l . 

* § 10.4 PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMI­
CA 

Vamos a relacionar los diferentes conceptos desa­
rrollados hasta el momento; seguimos con el sistema 
y condiciones especificadas en el apartado anterior. 
Cuando un sistema interacciona con su medio, lo 
hace en general a través de dos mecanismos de trans­
ferencia de energía, que hemos llamado calor y traba­
jo. Se trata de dos magnitudes que no sólo dependen 
del estado inicial (A) y final (B) del sistema, sino tam­
bién del tipo de transformación (trayectoria en el dia­
grama p - Ji') que siga para pasar de uno al otro. 

Experimentalmente se demuestra, que la diferen­
cia: Q -ffentre ambas no depende del tipo de trans­
formación que siga el sistema para pasar del estado 
inicial al final, Fig. 10 .11 : 

(Q - &')A - B. c, = (Q -fí)A _B. c, = .......... = (Q -ff)A - 8. Cn 

(10.26) 

Creemos que no es necesario especificar el tipo de ex­
perimentos que permiten establecer la afirmación an­
terior, ya que el alumno los puede imaginar con faci­
lidad, ¿no? ¿Qué representa cada una de las diferen­
cias anteriores? 

Nos encontramos, pues, con una situación que nos 
es familiar (§ 7.2 y § 7.3): La diferencia, Q -5 depende 
sólo de las coordenadas termodinámicas correspon­
dientes a los estados inicial (A) y final (B)y no de la 
trayectoria seguida entre los dos puntos extremos. 
Luego, se puede expresar como la diferencia entre los 
valores que toma una cierta función U (p, V, n en los. 
puntos final (B) e inicial (A). 

p 

o 

ESTADO 
FINAL 

FIG.1O.11 

A 

(10.27) 

ESTADO 
INICIAL 

v 
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Esta función U se denomina energía interna del siste­
ma y la expresión (10.27) constituye la diferencia, o 
cambio, de energía interna entre dos estados de equi­
librio. Se trata de una magnitud escalar, que tiene di­
mensiones de trabajo y que, por lo tanto, su unidad es 
eljulio. 

Si deseamos adjudicar a cada estado un valor de U 
hay que elegir -de forma arbitraria- la correspon­
diente a un cierto estado origen o referencia; es algo 
análogo a lo que hicimos con la energía potencial 
(§7.3). 

La relación (10.27) constituye la primera ley de la 
termodinámica. Es una ley de validez universal y has­
ta el momento actual, no se ha encontrado ningún fe­
nómeno de la naturaleza que la viole. 

Si el sistema sufre una transformación infinitesimal, la primera 
ley se escribe enforrna diforencia/: 

(10.28) 

donde los elementos diferenciales los representamos mediante dos 
símbolos diferentes (15 y el) para distinguir los que corresponden a 
funciones de estado (dU) de los que no lo son (t5Q,t5.'?/)tal como in­
dicamos en el apartado anterior. 

La primera ley de la termodinámica se aplica a 
todo fenómeno de la naturaleza que tiene lugar entre 
dos estados de equilibrio, aunque los estados inter­
medios no sean de equilibrio (es decir la transforma­
ción sea irreversible). 

Tal como hemos presentado esta ley, contiene dos 
ideas fundamentales: a) la definición de energía inter­
na y b) el principio de conservación de la energía. 

Vamos a desarrollar esta segunda idea en conexión 
con el apartado § 8.7. En Mecánica habíamos llegado 
a enunciar el teorema, o la ley (el designarlo de una 
forma u otra depende de como se presente ver cues­
tión 1), de conservación de la energía: si el trabajo de 
las fuerzas exteriores es nulo (1e'xt = O), la energía pro­
pia del sistema se conserva, 

o de forma alternativa, (8.43) y (8.54), 

(ECCDM + 1/2 M V~DM + Uint) = 

= (ECCDM + 1/2 M V~DM + Uint 

(Eintema + 1/2 M V~DM)f= (Eintema + 1/2 M V~DM)i 

(10.29) 

(10.30) 

Este enunciado se encuentra incluido, como caso 
particular, en la primera ley de la termodinámica. En 
efecto, si en (10.27) suponemos que no existen inter­
cambios de calor entre el sistema y su medio: Q = O, 

(10.31) 
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en Mecánica se verifica siempre esta condición, ya 
que se ignoran (porque no tienen normalmente nin­
guna influencia, tal como se indicó en la introduc­
ción) los «fenómenos de tipo calorífico». Ahora hay 
que tener en cuenta"el criterio de signos elegido en la 
Termodinámica y (10.17). Cuando 5i ... ¡< O, significa 
que el trabajo está realizado por el medio sobre el sis­
tema. En Mecánica consideramos siempre el trabajo 
realizado por las fuerzas exteriores, es decir por el 
«medio» sobre el «sistema»; con la nomenclatura de 
la Termodinámica, por consiguiente: 

ffext = 11 U (10.32) 

Si el trabajo de las fuerzas exteriores es nulo (en Me­
cánica, y en un sentido más restringido que en Ter­
modinámica, decimos «si el sistema está aislado): 

(10.33) 

Ahora bien, en Termodinámica un estado de equili­
brio (como son el inicial y el final) implica el equili­
brio mecánico (§ 10.1): 1/2 M V~DM = O, situación que 
no ocurre normalmente con Mecánica, ¿por qué? Por 
lo tanto, las expresiones (10.30) y (10.33) son equiva­
lentes. La energía interna definida en (10.27) coincide 
con la definida en (8.54): 

(10.34) 

La interpretación física de esta magnitud, desde el 
punto de vista microscópico, se realiza dentro de la 
Termodinámica Estadística, y queda --como ya indi­
camos- fuera de los objetivos de este texto. 

Luego, con esta nueva visión más amplia podemos 
afirmar (10.27): Que la energía se conserva si se toma 
en consideración el calor que un sistema intercambia 
con el medio. Por lo tanto, la primera ley de la termo­
dinámica representa una generalización de la ley de 
conservación de la energía cuando se considera el ca­
lor. Dicha ley indica los cambios de estado que un 
sistema puede llevar a cabo en la naturaleza: sólo 
aquellos para los cuales se conserve la energía. 

Sin embargo, no todos los cambios que permite la 
primera ley se presentan en la naturaleza. Así por 
ejemplo, calentando un cuerpo no lo podemos hacer 
ascender por un plano inclinado, o que el calor se 
transfiera de un cuerpo frío a uno éaliente. Estos as­
pectos los aborda el segundo principio de la termodi­
námica. 

En el estudio de la teoría cinética de los gases ideales (donde se 
toma en consideración la estructura microscópica del sistema) se 
hacen una serie de hipótesis de las que destacaremos dos: a) El vo­
lumen de las moléculas es una fracción muy pequeña del volumen 
ocupado por el gas. b) La interacción entre las moléculas es despre­
ciable, salvo en los instantes en que chocan. Con estas hipótesis: 
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Vint = O, ¿por qué? Por lo tanto, V= ECCDM' aplicando las leyes de 

la mecánica, se llega a la conclusión de que ECCDM eX T Esta es 

la interpretación estadística de la temperatura. Creemos que ahora se 

comprenderá mejor el argumento que utilizamos para justificar la 

condición de equilibrio térmico de un sistema, así como que dicha 

condición equivale a que la temperatura es una magnitud caracte­

rística de un sistema en equilibrio térmico. 

Ejercicio 10.2 

U n gas ideal evoluciona desde un estado i hasta un estado f 
(Fig. 10.12). Siguiendo la transformación (1) se observa que 
el trabajo realizado por el sistema vale 84 J Y el calor ab­
sorbido por el mismo 210 J. A lo largo de la transforma­
ción (2), Q2 = 271 J. Calcular: a) Trabajo realizado por el 
sistema a lo largo de la transformación (2). b) Si ff¡ = - 55 J, 
a lo largo de la transformación (3), ¿cuánto vale, para ésta, 
el calor intercambiado entre el sistema y el medio exterior? 
c) Si U¡ = 42 J, ¿cuánto vale u¡. d) Si UB = 92 J, ¿cuánto vale 
Q para la transformación iB a lo largo de la trayectoria in­
dicada en la figura? ¿y para la Bf? 

p 

A _---..... --~;....-. ji 

__ --------.----~~B 
(2) 

o v 
FIG. 10.12 

Solución: 

Analicemos en primer lugar los datos del enunciado: 
!Ji-+ JI = 84 J, al ser positivo implica que está realizado por 
el sIstema sobre el medio exterior; Q¡-+ JI = 210 J, calor ce­
dido por el medio al sistema; análogamente Q¡ _ f .2' que 
también es positivo. 
a) Las transformaciones (1) y (2), en el diagrama p - V, son 
dos transformaciones diferentes que llevan el sistema desde 
el mismo estado inicial al mismo estado final. Por lo tanto 
(10.27): 

(10.35) 

ya que la energía interna sólo depende del estado inicial y 
final. 

Ur U¡ = 210 - 84 = 126 J (10.36) 

Para interpretar físicamente el proceso, supongamos una 
pared móvil (pistón). Todas las paredes fijas del cilindro 
son aislantes, menos la inferior qu.e es diatérmana; la pared 

, 
l. •• • 

FIG.1O.13 

móvil es adiabática Fig. 10 .13. ¿Qué significa cada uno de 
estos términos? 

La transformación (1) puede tener lugar de la siguiente ma­
nera: Desde i hasta A calentando el cilindro por la parte in­
ferior y manteniendo fijo el pistón; así aumenta la presión 
que ejerce el gas sobre sus paredes, y no varia el volumen 
(transformación isócora), por consiguiente no se «realiza» 
trabajo (10.17). Desde A hasta f, el gas evoluciona mante­
niendo constante su presión (transformación isóbara) y au­
mentando su volumen; el cilindro se sigue calentando, y 
por aumentar su volumen el gas «realiza» un trabajo contra 
el medio (flj -+J> O). 

En la transformación i -+ A todo el calor absorbido por el 
~as (Q¡-+A>O) se invierte en aumentar su energía interna, 
¿por qué? En la A -+ f, en aumentar ésta y en realizar traba­
jo. 
Para calcular&;, hacemos uso de (10.35) y (10.36): &;: 145 
J. 
b) El trabajo negativo significa que es realizado por el me­
dio exterior contra el sistema, en este caso concreto se tra­
duce en una disminución del volumen ocupado por el gas. 
Haciendo uso de (10.27): 

Ur U¡= Q3 -53' {t3 =-181 J 
En esta transformación, el gas desprende (Q3 < O) una canti­
dad de calor igual a 181 J 
c) Ur U¡= 126 J , Uf = 168 J 
d) Todo el intercambio de energía en forma de trabajo, en­
tre el gas y el medio, tiene lugar en el tramo i-+B, ¿por qué? 
Luego: 

UB-U¡=92-42=50J , Q¡ _B.2=AUiB +&;_B,2 =195J 

En el tramo B -+ f 
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Ejercicio 10.3 

Un sistema formado por n moles de un gas ideal, evolucio­
na por vía reversible desde un estado I hasta otro estado 2, 
ambos perfectamente conocidos. Calcular:§¡'" ..... 2, QI ..... 2' AV 
Y la función f (P, V. 1) específica, según la transformación 
sea: a) isóbara, b) isócora, c) isoterma, d) adiabática. 
Se suponen conocidos losca.lores específicos del gas a volu­
men y a presión constante, así como su masa molecular. 

Solución 

Comenzaremos definiendo el gas ideal y una propiedad de 
la energía interna que no hemos considerado hasta el mo­
mento y a la que hace alusión el enunciado. 

Rossini y Frandsen demostraron exprerimentalmente 
(1932) que la energía interna de un gas real depende tanto 
de la presión como de la temperatura. Un gas ideal se defi­
ne como aquél que cumple las ecuaciones: 

p V=nR T 

(
O V) =0 ..... V=f(T) 
c5p T 

(10.37) 

Las propiedades de un gas ideal no corresponden a las de 
ningún gas real, son aproximadamente las de un gas real a 
bajas presiones. 
Si los estados 1 y 2 son perfectamente conocidos, significa 
que conocemos -para cada uno de ellos- el valor de dos de 
sus variables termodinámicas (por ejemplo: PI' TI Y V2, T2). 

El valor de la tercera se calcula a partir de la ecuación de 
estado (10.37). Por lo tanto, suponemos conocidas (PI' VI' 
TI) Y (P2, V2, T2)· 
a) Transformación isóbara: es aquella que tiene lugar a pre­
sión constante, Fig. 10.14. La ecuación de una transforma­
ción isóbara (lo que el enunciado llama función específica f 
(V, p, T) es p = cte, luego (10.3 7): el volumen ocupado por 
el gas eS,en cada estado, proporcional a su temperatura ab­
soluta. 

V=(nR/p) T (10.38) 

El trabajo intercambiado con el medio es (10 .17): 

(10.39) 

p 

2 

• • 

o v 
FIG.IO.14 
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si V2> VI' como ocurre en la Fig. 10.14,&; ..... 2>0 el gas se 
expande; si VI < V2 , se comprime. 

Por definición de calor específico a presión constante 
(10.21): 

(10.40) 

" donde los diferentes símbolos tienen el significado que indi-
camos en (10.2). Integrando (10.40): 

(10.41) 

este calor intercambiado (Fig. 10.14) es negativo, ¿por qué? 
¿qué significado fisico tiene? 

La variación de energía interna, según (10.27), se calcula 
por diferencia entre (10.41) y (10.39). 
b) Transformación isócora: es aquella que tiene lugar a vo­
lumen constante, Fig. 10.15. La ecuación de una transfor­
mación isócora es V = cte; la presión es proporcional a la 
temperatura absoluta. 
El trabajo en la transformación isócora es nulo, ¿por qué? 

El calor intercambiado es (10 .2 1): 

La variación de energía interna vale (10.42), ¿por qué? In­
terpretar fisicamente el resultado. 
Realmente no era necesario que nos diesen como datos, 
tanto cp comocv ya que entre ellos existe una relación: 

(10.43) 

conocida como relación de M ayer. 
Demostración de (10.43): A partir de (10.28), teniendo en cuenta 
(10.21) y (10.17) se puede escribir siempre: 

(10.44) 

ya que: dV = m cvdT, ¿por qué? 
Si la transfonnación es isóbara, la expresión (10.44) toma la fonna 
(10.21) 

(10.45) 

diferenciando (10.37) para una transfonnación isóbara y susti­
tuyendo en (10.45) queda: 

m(cp-cv)=nR (10.46) 

p 

2 

o v 
FIG. I0.15 
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donde M es la masa molecular del gas. Introduciendo los calores 
específicos molares (10.20): 

(10.47) 

como queríamos demostrar. 

p 

o v 
FIG. 10.16 

c) Transformación isoterma: es aquella que tiene lugar a 
temperatura constante, Fig. 10.16. La ecuación de una 
transformación isoterma es p V = cte, expresión conocida 
con el nombre de ley de Boyle-Mariotte, en honor de sus 
descubridores, el científico inglés R. Boyle y el francés Ma­
riotte (s. XVII). 
El trabajo vale: , 

/Ji _ 2, isoterma = f'p d V = n R T S d VI V = , 

(10.48) 

La variación de energía interna es nula, ¿por qué? Por con­
siguiente: Q 1 ..... 2 isoterma =~ ..... 2 isoterma ' ¿Cuál es el significado 
físico? ' , 
c) Transformación adiabática es aquella que tiene lugar sin 
que se intercambie calor entre el gas y el medio exterior, 
Fig. 10.16. La ecuación de una adiabática es: 

p VY =cte (10.49) 

donde y = cp / cv. 

Demostración de (10.49): Para un proceso adiabático (10.44) se es­
cribe: 

O=m cv dT+pd V (JO. 50) 

Diferenciando (10 .37): 
\. 

P d V + V dp=n RdT (10.51) 

sustituyendo (10.50) en (10.51), y teniendo en cuenta (10.43) y la 
definición de JI: 

dp / p=- y (d V / v') (10.52) 

integrando esta ecuación: 

In p + y In V = cte 

donde la constante depende de las «condiciones iniciales» de la 
transformación (valor de p y V en un estado determinado). La 
ecuación anterior equivale a: 

por lo tanto queda demostrada (10.49) 
En la práctica, una transformación muy rápida se puede 

considerar como adiabática, ¿por qué? 
El trabajo en una transformación adiabática vale: 

51 - 2, adiabática = J> d V = PI Vi f y-Y dY (10.53) 

donde hemos elegido como constante de (10.49): PI Vi. Jus­
tificar que se puede hacer dicha elección. 
Integrando (10.53) y teniendo en cuenta (10.49): P I VíY~ P2 V2

Y 

51 _ 2, adiabática = (1 I 1 - y) (P2 V2 - PI VI) (10.54) 

La variación de energía es igual a menos el trabajo inter­
cambiado entre el sistema y el medio durante la transfor­
mación, ¿por qué? Interprétalo físicamente . 

CUESTIONES 

* l. En el capítulo VIII hablamos del teorema de conser­
vación de la energía, en éste de la ley de conservación 
de la energía. ¿Qué diferencia existe entre una ley y 
un teorema? ¿Son correctas las acepciones utilizadas 
en cada uno de los capítulos, para referimos a la con­
servación de la energía? Justificar la respuesta. 

2. Señalar las «coordenadas» o «variables» mecánicas 
necesarias para caracterizar a un punto material y a 
un sólido rígido. 

3. Resume las características de las variables termodi­
námicas macroscópicas. 

* 4. Cita variables termodinámicas diferentes a las que se 
han incluido en el capítulo. 

5. Una pared movil ¿puede ser aislante? Razona la res­
puesta. 

* 6. ¿Cómo se aplica la condición de equilibrio químico a 
un sistema compuesto por diferentes especies mole­
culares? 

7. Define con precisión la presión media sobre una su~ 
perficie y la presión en un punto. 

8. Justifica que para un sistema aislado, la energía pro­
pia coincide con la energía mecánica total. 

9. ¿En qué condiciones un bloque que se encuentra en 
reposo sobre una superficie horizontal, se encontraría 
en equilibrio termodinámico? 

10. ¿Cuáles son las «variables termodinámicas» de un 
cuerpo suspendido del extremo de un resorte? 

11 . Busca el significado de temperatura en un dicciona­
rio y compáralo con el concepto definido en § 10.2. 

* 12. ¿Por qué se suele elegir como ejemplo típico de siste­
ma termodinámico a un fluido y no a un sólido? 

*13. Describe un experimento simple sobre el que pueda 
basarse el enunciado de la ley cero de la termodiná­
mica. Sugerencia: Sea el sistema e un termómetro de 
mercurio, en el que el mercurio es un fluido que se 
encuentra a una presión prácticamente nula. Su vo­
lumen está determinado por su altura en el tubito del 
termómetro; la altura de la columna es suficiente 
para determinar su estado. 

* 14. Justifica que si un fluido no es homogeneo, sus varia­
bles termodinámicas son: p, V, T y su composición. 
Su masa, ¿hay que especificarla? . 

15. Cita diferentes ejemplos de sistemas abiertos y cerra 
dos. 
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*16. ¿Cómo se relaciona el que un cuerpo se encuentre a 
mayor o menor temperatura, con la sensación de 
«caliente» o «frío» que da? 

*17. Una pregunta típica es: «diferencia entre calor y tem 
peratura». ¿Qué opinas de la misma? 

18. aiene sentido emplear los símbolos L1 Q y L1:'F? Jus­
tifica la respuesta. 

19. Define calor específico y calor específico molar de un 
fluido. 

20. ¿Qué es un gas ideal? 
*21. Justifica que la interpretación microscópica de tem­

peratura que hemos esbozado, permite afirmar que 
para un gas perfecto U depende exclusivamente de la 
temperatura. 

*22. Justifica que la ecuación de una adiabática (10.49) 
también se puede expresar como T Vy

-
I = ete y como 

TY p-(y-I) = cte. 
23. ¿Por qué una transformación muy rápida se puede 

considerar como adiabática? 

PROBLEMAS 

l. Un bloque de hielo (0° C) tiene una masa de 50 kg. 
El bloque comienza a deslizar por un plano horizon­
tal con una velocidad inicial de 5,38 m S-I y se detie­
ne despúes de haber recorrido 28, 3 m. Calcular la 
masa de hielo que se ha fundido como consecuencia 
de su rozamiento con el plano. Indicar claramente 
las hipótesis que hay que establecer para resolver el 
problema. Calor específico medio del hielo: 4,22 kJ 
kg- I K-l. 

2. Un termómetro de 0,055 kg de masa y de calor espe­
cífico 0,84 kJ kg- I K- I marca 15° C. Se introduce en 
0,300 kg de agua, y el sistema compuesto termina 
por alcanzar un nuevo estado de equilibrio. Si en este 
estado el termómetro marca 44,4° C, ¿cuál era la 
temperatura antes de introducir el termómetro? ¿Qué 
hipótesis se realizan para resolver el problema? ¿En 
qué concepto teórico se basa su resolución? 

3. Una bala de plomo de 2 g se mueve con una veloci­
dad de 200 m S-l. En un cierto instante, se incrusta 
en un bloque de madera de 2 kg que se encuentra 
suspendido del techo mediante un cable de masa des­
preciable e inextensible (péndulo balístico). Calcular 
la elevación de temperatura de la bala, suponiendo 
que todo el calor generado se invierte en elevar la 
teI?peratura de loa bala. ¿Qué implica esta s~posi­
clOn? Calor especIfico del plomo: 0,13 kJ kg- I K . 

40 

20 

o 
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p (N m-2) 

e 

4---..... - ... B 
Al 

I 

3 

FIG.I0.17 

4. Un gas ideal describe el ciclo indicado en la Fig. 
10.17. Indicar los signos de Q,;Yy L1 U para cada una 
de las transformaciones que forman el ciclo. Calcular 
el trabajo realizado por el gas al describir el ciclo. 

* 5. Un cilindro, de paredes diatérmanas con un pistón, 
está lleno de un gas ideal. El cilindro se encuentra en 
el interior de un recipiente en el que hay una mezcla 
de hielo yagua. El pistón se mueve rápidamente ba­
jándolo desde la posición 1 a la 2, Fig. 10 .18. Se de­
tiene el pistón en la posición 2 hasta que el sistema 
compuesto se encuentra en equilibrio a 0° C; poste­
riormente se levanta lentamente el pistón hasta llegar 
a la posición l. Si durante el ciclo se han fundido 100 
g de hielo. ¿Qué trabajo se ha realizado sobre el gas? 
¿Qué significan las palabras en cursisva, en orden a 
la resolución del problema? 

p 

2 

o V2, VI v 
FIG.I0.18 

6. Un mol de un gas ideal monoatómico (cnv= 3/2 R) 
realiza el ciclo indicado en la Fig. 10.19. Calcular: a) 
Q,g; L1 U para cada una de las transformaciones que 
forman el ciclo, y para el ciclo en conjunto. b) Si 
PI = 1,013 X 105 N m-2 , calcular P2' V2 , p] , V]' 

PI 

I 2ts: I adiabática 

1 3 

01 .. 
TI = 300 K T2 = 600 K v 

FIG. 10.19 

* 7. Un litro de un gas ideal, cuya yes 1,3, se encuentra a 
273 K y a una presión de 1,013 x 105 N m-2

• Se com­
prime repentinamente a la mitad de su volumen ori-­
ginal. Calcular su presión y temperatura final. 
El gas se enfría después a 0° C a presión constante, 
¿cuál es su volumen final? 
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CAPITULO XI 

CAMPO GRAVITATORIO 

En este capítulo y en el siguiente aplicaremos los 
conceptos relativos a la teoría de campos (§ 7.1), a 
dos casos particulares de gran importancia práctica. 
En éste estudiaremos el campo gravitatorio y en el si­
guiente el electrostático. 

Estos dos campos presentan una gran analogía for­
mal, puesto que las fuerzas que los originan, (5.9) y 
(5.15) respectivamente, son del mismo tipo: fuerzas 
centrales con simetría esférica (§ 11.1). A pesar de la 
analogía formal, hemos optado por estudiarlos en dos 
capítulos consecutivos, en vez de realizar un trata­
miento en paralelo. Creemos que así se resalta la dife­
rente naturaleza física de los fenómenos que abordan 
cada uno de ellos. Esto en nuestra opinión, y al nivel 
de conceptos básicos que pretendemos desarrollar 
este libro, es mas importante que la pura analogía 
formal. 

A partir de la ley de fuerzas de la interacción gravi­
tatoria (5.9), caracterizamos al campo gravitatorio a 
través de las descripciones que ya estudiamos en § 7.3 
(§ 11.2). Tratamos tanto distribuciones discretas de 
masas, como continuas; hasta ahora habíamos evita­
do abordar las distribuciones continuas de masas (re­
cordemos el tratamiento del CDM o del momento de 
inercia), pero creemos que a estas alturas del desarro­
llo de la disciplina, el alumno ya se encuentra en 
condiciones de enfrentarse con pequeños problemas 
de cálculo integral. Como ya indicamos, las distribu­
ciones continuas son las que se encuentran en la na­
turaleza, cuando se estudia macroscópicamente el 
comportamiento de la materia. 

Aprovechamos también el estudio del campo gra­
vitatorio, para introducir la caracterización de los 
campos vectoriales mediante su formulación integral 
(§ 7.1). Como sabemos esta" forma de caracterizar 
cualquier campo vectorial es más genera} " estricta 
que la desarrollada en el capítulo VII. A partir de 
esta formulación, llegamos a las ecuaciones funda­
mentales del campo gravitatorio (§ 11.3). La razón de 
introducir en este capítulo la formulación integral de 
las ecuaciones del campo es, fundamentalmente, que 
la vamos a necesitar a partir de él. Además, creemos 

que es adecuado desde el punto de vista pedagógico: 
en el capítulo VII se introducen muchos conceptos fí­
sicos de gran importancia, y no es conveniente abru­
mar más a los alumnos con defíniciones matemáticas, 
e interpretaciones físicas, innecesarias. 

En este capítulo no tratamos el problema general 
del movimiento de una partícula en un campo de 
fuerzas centrales. La razón es que una vez introduci­
das las bases físicas (§ 11.1), el resto es un mero ejer­
cicio de matemática aplicada. El problema es tedioso 
desde el punto de vista matemático, y no lo conside­
ramos adecuado para el nivel de este texto, a pesar 
del indudable interés práctico que presenta. 

Creemos que sería muy conveniente para la forma­
ción del alumno, la lectura de algún libro sobre la 
evolución de la concepción del Universo a través de 
los tiempos, con su impacto en el mundo intelectual 
y en la sociedad, especialmente en los siglos XVII y 
XVIII. Las teorías de N. Copémico (1473-1543), Ty­
cho Brahe (1576-1601), J. Kepler (1571-1630), Gali­
leo Galilei (1564-1642) e 1. Newton (1642-1727), re­
presentan una fuente extraordinaria para el estudio 
del espíritu y método de la Física, así como para tra­
tar las influencias mútuas entre la ciencia y la socie­
dad, a través de las creencias de la época. Estos aspec­
tos de Historia de la Ciencia e incluso de Filosofía de 
la Ciencia están, desgraciadamente, ausentes en los 
programas de formación de los alumnos de Ciencias, 
aún en los estudios superiores. Al finalizar el capítu­
lo, se resume la evolución de las ideas acerca del mo­
vimiento de los planetas, para que pueda servir de 
pauta a la lectura que se recomienda. 

* § 11_1 CAMPOS DE FUERZA S CEN1'~~ 
CARACTERISTICAS GENERALES 

En capítulos anteriores, ya hicimos algunas alusio­
nes a las fuerzas centrales. En éste, queremos presen­
tar de forma sistemática las características generales 
de los campos de fuerzas centrales. 
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F 

~ 

HG. 11.1 

Un campo de fuerzas se dice que es central cuando 
la dirección de la fuerza, definida en cada punto de la 
región de existencia del campo, pasa siempre por un 
punto fijo denominado centro de fuerzas (Fig. 11.1). 
El estudio de este tipo de campos es muy importante 
porque muchas fuerzas en la naturaleza son centrales. 
Por ejemplo, la Tierra, u otros planetas, se mueven 
alrededor del Sol bajo la influencia de una fuerza 
central. El electrón en el átomo de hidrógeno, en la 
aproximación clásica, se mueve bajo la acción de la 
fuerza central, debida a su interacción electrostática 
con el núcleo. Por supuesto, otras fuerzas no son cen­
trales: en una molécula la fuerza que actúa sobre un 
electrón; las fuerzas nucleares en generai; las fuerzas 
magnéticas, etc. 

Sea una partícula P' de masa m, que se mueve so­
metida a una fuerza central F, con velocidad v a lo 
largo de una trayectoria arbitraria (Fig. 11 .2). Supon­
gamos que inicialmente la partícula tiene una veloci­
dad Vo y un vector de posición ro, respecto al centro 
de fuerzas . Como la fuerza que actúa sobre ella se en­
cuentra en el plano determinado por dichos vectores, 
¿por qué?, y no existe componentes de la velocidad 
inicial perpendicular a él, su movimiento tendrá lu­
gar siempre en el plano determinado por ro y vo. Todo 
cuerpo sometido a fuerzas centrales describe un mo­
vimiento plano. 

Para analizar este movimiento y simplificar al má­
ximo su tratamiento matemático, hay que elegir un 
sistema de coordenadas adecuado (§ 1.3). Debido a 
que en los ejemplos más importantes de fuerzas cen-

y 

o 
..­.-:..--

x 

HG. 11.2 

trales, éstas presentan también simetría esférica, es 
decir, su módulo es función únicamente de la distan­
cia (r) al centro de fuerzas, resulta evidente utilizar 
coordenadas polares (r, 8) en vez de cartesianas (x, y) 
(Fig. 11.3). En esta figura se indican también los vec­
tores unitarios (u" uo) asociados con las direcciones 
radial y axial en un sistema de coordenadas polares. 
El sistema de coordenadas polares equivale a conside­
rar el de coordenadas esféricas (Fig. 1.12 a) proyecta­
do en un plano cartesiano, ¿por qué? 

En estas coordenadas los vectores r, v ya toman las 
expresiones siguientes: 

y 

r = ru 

r 1 

FIG.11.3 

(11.1) 

x 
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dr dO 
y = dt Ur + r dt Uo= V/rUr + VoDo (11.2) 

a ~ [ ~:; _ ,( ~~)2 ]u, {~:~ + 2~; ~~]U, (l \3) 

*Ejercicio 11.1 

Demostrar que las expresiones del vector de posición, ve­
locidad y aceleración en coordenadas polares son las indi­
cadas en (11.1), (11.2) Y (11.3), respectivamente. 

Solución: 

A partir de la Fig. 11.3: r = roro Tanto r como O son fun­
ciones del tiempo. Según la definición de vector velocidad: 

dr d dr dUr 
y = - = -;-(rur ) = - Ur + r-

dt dt dt dt 
(11.4) 

pero: ur = cos Oí + sen O j; Uo = - sen Oí + cos 8j (Fig. 11.4). 
Por lo tanto: 

dUr de. de. de 
- = - sen e- I + cos e- J = - Uo (11.5) 
dt dt dt dt 

¿por qué di dj 
- = - =o? 
dt dt 

Llevando (11.5) a (11.4) queda demostrado (11 .2). Obsérve­
se que: vr=dr/dt, vo=rdOldt=wr. En un movimiento cir­
cular, por ejemplo, r=cte, vr=O, la velocidad sólo tiene 
componente axial o transversal, es' decir, normal al radio. 

A partir de la definición de vector aceleración y teniendo 
en cuenta (11.2): 

dv d2r dr dUr dr de d2e de duo 
a= dt = dt 2Ur + dt Tt+ dt dtUO+rdtTuO+r dt Tt 

(11.6) 

y 

00 j 

8 

x 

FIG.ll.4 

como el alumno puede comprobar recordando el ejercicio 
(1. 7). Calculando las derivadas de los vectores unitarios de 
forma análoga a como operamos para el vector velocidad. 

dUr de duo de 
Tt = dt Uo , dt = - dt Ur 

(11.7) 

y sustituyendo en (11.6), se obtiene (11.3). En el caso de un 
movimiento circular: 

que coincide con el resultado (2.27), particulanzado para el 
caso de que el plano del movimiento sea el XY. La compo­
nente radial es la que allí llamamos aceleración normal, 
¿por qué aparece el signo menos?; la componente transver­
sal es la aceleración tangencial. 

La fuerza que actúa sobre una partícula sometida 
a un campo de fuerzas centrales sólo presenta com­
ponente radial, Fo = O. ¿Por qué? 

Si además el campo tiene simetría esférica, dicha componente sólo 
depende de la distancia al centro de fuerzas: Fr = j{r). Por lo tanto: 
ao = O, teniendo en cuenta (11.3): 

d2(J dr d(J 
r-+2' --=0 (11.8) 
dt 2 dt dt 

multiplicando por r los dos miembros de la ecuación: 

r2d2 (J +2/r d(J=~(r2d(J)=0 
dt 2 dt dt dt dt 

(11.9) 

como fácilmente se puede comprobar aplicando las reglas de la de­
rivación. Si integramos la expresión anterior: 

(11.10) 

Veamos el significado físico de esta ecuación: En la Fig. 11.5 mos­
tramos mediante sombreado, el área barrida por el radio vector r 
en un intervalo pequeño de tiempo Lfl. En primera aproximación, 
tanto más válida cuanto menor sea Lfl, podemos considerar que el 

r+L\r 

FIG. 11.5 

I , 
I 
I 

Q 

x 
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triángulo curvilíneo POQ tiene todos sus lados rectos. En este caso 
su área valdrá: 

1 
/l,.S = -r(r 1- /l,.r) sen /I,.() 

2 

El área barrida por unidad de tiempo será: 

/l,.S =~r2(1 + /l,.r)sen /I,.() 
/l,.t 2 r /l,.t 

y en el límite: /I.r 
/l,.t...,.O, - -+0, sen /I,.() ..... () 

r 

/I.S dS 1 d() 
Iím - = - = _r 2_ 

M-O /I.t dt 2 dt 

comparando (11.13) con (11 .10): 

dS 1 d() 
- =-r2-=cte 
dt 2 dt 

(11.11) 

(11.12) 

(11.13) 

(11.14) 

Luego, en un movimiento bajo la acción de fuerzas centrales, el ra­
dio vector de la partícula barre áreas iguales en tiempos iguales. A 
este resultado llegó experimentalmente Kepler al analizar el movi­
miento de los planetas, que lo enunció como la segunda ley que lle­
va su nombre. Newton fue el primero que lo presentó de la forma 
que lo hemos hecho: como una caracteristica del movimiento de un 
cuerpo sometido a fuerzas centrales de cualquier clase. Este resulta­
do se conoce también como ley de las áreas y a dS/dt se le suele de­
nominar velocidad aerolar, ¿tiene dimensiones de velocidad? A 
continuación indicaremos una manera más elegante de llegar al 
mismo resultado, y calcular al mismo tiempo el valor de la cons­
tante. 

A partir de (6.21) resulta evidente que el momento 
angular de una partícula sometida a fuerzas centrales 
permanece constante en el transcurso del tiempo, es 
decir, se conserva. Ya que el momento de la fuerza 
respeci':O del centro de fuerzas es nulo, ¿por qué? 

lo = cte (11.15) 

Como ya hemos demostrado que el mOVimiento 
siempre tiene lugar en un plano, basta que analice­
mos el módulo de lo, ya que su dirección siempre será 
perpendicular a dicho plano (Fig. 11.2 Y 11.4). 

lo =rmvo=mr2d8 =cte 
dt 

Luego, de (11.14) y (11.16): 

dSlo 
Tt=2m 

(11.16) 

(11.17) 

que es otra forma alternativa de ll~gar a la ley de las 
áreas: la velocidad aerolar de la partícula permanece 
constante. De esta manera podemos incluso determi­
narel valor de la constante, puesto que lo es una 
constante del movimiento de la partícula. 

Cuando las fuerzas centrales presentan simetría 
esférica: F = F(r) Uf) son conservativas. La demostra­
ción es inmediata, sin mas que recordar (7.9), por 
ejemplo: ~, 

dff=F(r)dr (11.18) 

donde en vez de la componente específica de la fuer­
za electrostática en la dirección de U" hemos con si-

160 

derado una fuerza central y con simetría esférica ge­
nérica. El trabajo finito valdrá: 

B 

ffA _ B = S F (r) dr 
A 

(l1.l9) 

el trabajo es independiente de la trayectoria ya que la 
componente radial de la fuerza sólo depende de r. 
Como consecuencia de (11.19) y (7.33), la energía 

, potencial de un punto sometido a fuerzas centrales 
, con simetría esférica depende sólo de su distancia al 
centro de fuerzas U(r). 

Como la fuerza es conservativa, una particula so­
metida a fuerzas centrales con simetría esférica con­
serva su energía mecánica. En este caso conviene es­
cribir (7.48) en función de las variables características 
de ~ste tipo de fuerzas, según (11.2): 

1 .~ 1 2 2-, 1 2 2-, 
EC =2mv: =2m (vr+vO) 2m (vr+VO) +Ur=E 

(11.20) 

donde E es la energía total o mecánica de la partícu­
la, que es una constante del movimiento. 

A partir de (11.16), (11.20) se puede escribir: 

mv2 f2 mu2 
_'._' + o + U(r.)=E; _ r + Uf(r)=E 

2 2mr2 2 
(11.21) 

donde 

Uf =~ + U(r) ,recibe el nombre de energía po­
r 2mr 

tencial efectiva de la partícula. La (11.21) presenta 
una semejanza formal con la (7.48) que correspondía 
a una partícula con movimiento unidimensional. La 
diferencia estriba en q~e (11.21) sólo incluye la parte 
radial del movimiento de la partícula. La magnitud 
U' (r) representa una energía potencial, equivalente a 
U (x), en el problema radial unidimensional. El tér­
mino adicional e12mr2 incluye, en cuanto al movi­
miento radial se refiere, el hecho de que durante el 
movimiento r cambia continuamente de dirección. 
Hay que resaltar que en (11 .21) no aparece ningún 
sumando que dependa explícitamente de la coorde­
nada angular, e, o de su derivada. 

Debemos insistir en que la «energía potencial efec­
tiva» lleva una parte de la energía cinética de la partí­
cula. La parte correspondiente a su movimiento 
transversal (perpendicular a la dirección instantánea 
del radio vector). El hecho de que este término pueda 
expresarse en función únicamente de la posición ra­
dial, permite tratar al movimiento radial como un 
problema unidimensional independiente. 

Como consecuencia de todo esto, se le puede apli­
car a la energía potencial efectiva todas las considera­
ciones que se hicieron para U(x); especialmente las 
referentes a las curvas de energía potencial: U'(r) fren­
te a r (§ 7.5). Existen, sin embargo, dos diferencias 
significativas entre su uso para el caso unidimensio-
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U(r) 

Or-----------------------------~ r 

, , 
I 

I 

'" '" ;' 
;' 

I 

'" 

,; 
,," 

" 
,,/' 10 =,0 

" (b) 

HG. 11.6 

nal y su aplicación para un movimiento bidimensio­
nal , que puede descomponerse en dos movimientos 
unidimensionales, como ocurre en el caso de campos 
de fuerzas centrales. 
a) En el caso unidimensional, la energía total deter­
mina por sí sola las características del movimiento de 
la partícula en un campo conservativo. En los de 
fuerzas centrales, no es suficiente especificar la ener­
gía total; debe especificarse también el momento an­
gular lo' Las características del movimiento dependen 
de ambos parámetros E y lo' En las Fig. 11.6 se mues­
tra cómo U'(r) es diferente para distintos valores de lo' 

b) Hay que recordar, también, que en el transcurso 
del movimiento, varía tanto la coordenada radial r, 
como la axial 8. Los cambios en r van acompañados 
por una rotación simultánea de r, y la órbita real de 
la partícula depende de ambos. La rotación de r es no 
uniforme a excepción del caso particular de movi­
miento circular (r = cte). 

Como el problema es bidimensional se necesitan 
en total cuatro condiciones iniciales para tener com­
pletamente especificado el movimiento. Estas cuatro 
condiciones iniciales pueden ser las dos componentes 
de cada uno de los vectores, ro y Vo; o bien uno de es­
tos vectores y las constantes (E,' lo) del movimiento. 
La relación entre los valores de los vectores en el ins­
tante inicial y estas constantes es: 

( 11.22) 

Ejercicio 11.2 

Una partícula de masa m se mueve bajo la influencia de 
una fuerza central atractiva: F = - (K/ r ) Uro A distancias 
muy grandes (prácticamente infinitas) tiene una velocidad 
vo, que no tiene componente radial (Fig. 11.7). Construir la 
curva de energía potencial efectiva para la componente ra­
dial del movimiento. ¿Qué conclusiones se pueden deducir 
a partir de la dependencia de Vr con r? 

Solución: 

lo 2 
U '(r) = --+ U(r) 

2mr2 

esta función es la que nos piden que representemos gráfica­
mente. Cuando la partícula se encuentra infinitamente ale­
jada del centro de fuerzas: U'( 00 ) = 0, ¿por qué? 
Condiciones iniciales (11 .22): 

mv2 

E= _ o 'o =mbvo 2 ' (11.23) 

A estas distancias la partícula se mueve en línea recta; la 
distancia b recibe el nombre de parámetro de impacto. Se 
trata de una magnitud muy importante para caracterizar si­
tuaciones en las que una partícula -en una órbita abierta o 
no acotada (por ejemplo correspondiente a una energía to­
tal El en Fig. 11.6 b) - se aproxima al centro de fuerzas des­
de una distancia muy alejada del mismo. Para un valor 
dado de vo' b define completamente al momento angular. 

A medida que la partícula se aproxima al centro de fuer­
zas, éste ejerce una fuerza atractiva que hace curvar su 
trayectoria (Fig. 11.7). Para tener U'(rJ hemos de calcular 
U (rJ, que podemos hacerlo a partir de la definición de 
energía potencial (7.33): 

I' I' dr K 
U(r) = - Fdr=K - = - -, ,3 2r2 

o o 

(11.24) 

16 1 
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o 
f - - - - - - - - - - - - - - -.-/ 
I / \ 
I I \ 

lb 
I 
I , 
~--~-----~-~- ~---- - - ------- -------

t=O Vo 

FIG. 11.7 

por lo tanto: 
mb 2 2 -K 

U'(r) = vo 
. 2,2 

(11.25) 

Dependiendo de la relación entre las constantes del nu­
merador: mb2 v~ - K ~ 0, la curva de energía potencial 
efectiva estará en el cuadrante superior, inferior o será nula 
(Fig. 11.8 a y b). 

La energía total (11.23) es positiva, luego, la única posibili­
dad de movimiento es para U'(r) > 0, '- 'ira todo valor de r . 
La órbita de la partícula es abierta, ¿por qué? La energía 
total (11.22) vale: 

(11.26) 

U (r) 

r 

-K/2 r2 

(a) 

La partícula se acerca hasta una distancia mínima del cen­
tro de fuerzas igual a r 1: 

" 

( 
2 K 'V /2 

r1 = b - ~.~J 
mv~ 

( 11.27) 

Justifica que para r = r 1 , v, = o. . 
La dependencia de v, con r la podemos calcular a partir de 
(11 .26): 

(11 .28) 

para r -+ 00, v, = Vo; cuando r = r1, v, = 0, pero la partícula no 
se encuentra en reposo, ya que la componente radial sólo es 
una parte de su velocidad: v = Ve ue. Esto significa que para 
r = r1, v es perpendicular a dicho vector de posición. A par­
tir de esta distancia vuelve a aumentar V" alejándose de 0 , 
hasta que para puntos infinitamente alejados vuelve a ser Ve 
y su trayectoria una recta. 

Todas estas consideraciones no tienen sólo un interés teó­
rico o académico, sino que son de aplicación inmediata en 
el estudio de los fenómenos de dispersión de partículas car­
gadas por los núcleos de los átomos; es el caso -por ejem­
plo- de los experimentos de Rutherford que dieron lugar a 
los primeros modelos sobre la estructura del átomo. (§ 
19.3). 

§ 11.2 CARACTERIZACION DEL CAMPO GRA­
VITATORIO 

Ya indicamos que la interacción entre masas gravi­
tatorias se puede describir mediante la introducción 
del concepto de campo (§ 7.1). La fuerza que origina 
la interacción gravitatoria es la ley de la gravitación 

U'(r) 

E 

r 

(b) 

FIG.l1.8 
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universal de Newton (5.9); ahora, ya sabemos que se 
trata de una fuerza central con simetría esféríca (§ 
11.1). Entre las diferentes características que demos­
tramos en el apartado anterior, para estos campos de 
fuerzas queremos resaltar el que son conservativos. 
Nosotros ya lo sabíamos desde capítulos anteriores, 
puesto que en § 7.2 lo habíamos demostrado para al­
gunos campos concretos, entre ellos el gravitatorio. 

Todo campo conservativo admite dos descripcio­
nes alternativas (§ 7.5), una en función de los vectores 
F e 1, y otra en función de los escalares U y V. Las 
expresiones de estas cuatro magnitudes para el campo 
gravitatorio las recordamos a continuación: 

(1 1.29) 

(11 .30) 

(11.31) 

m, 
V(r)= -G- (11.32) 

r 

en estas expresiones hemos considerado que mI es el 
agente que crea el campo Y m2 el que sirve para de­
tectar la existencia de las fuerzas. Las unidades y di­
mensiones de cada magnitud ya las conocemos desde 
(§ 7.1 y § 7.3), ¿las recuerdas? 

Las expresiones (11.30) y (11.32) proporcionan, 
respectivamente el campo y el potencial creados por 
una partícula de masa mI en el punto que dista r de 
la misma. 

El principio de superposición de fuerzas (§ 4.4) se 
verifica en el caso del campo gravitatorio: 

F TOTAL = ¿ F¡ , ~TOTAL = ¿ ~~ 
¡ ¡ 

(11.33) 

Recordando la definición de energía potencial 
(7.33) Y (7.32), también se verifica: 

g- A- B'= - [V B- VA] = Gmlm2[~-~J 
r B r A 

(11.34) 

Interpreta físicamente esta expresión (ejercicio 7.2). 
En el capítulo VII no abordamo~, en los cálculos de 

la energía potencial, el estudio de sistemas discretos 
de masas puntuales. El problema se puede plantear 
en los siguientes términos: Dado un sistema de n ma­
sas puntuales, que se encuentran a unas distancias fí­
jas y determinadas, ¿cuánto vale la energía potencial 
de la distribución de masas? La resolución es inme­
diata, sin mas que, partir de (11 .35) y aplicar el prin-_ 

ClplO de superposición (recomendamos repasar el 
ejercicio 7.2). Dejamos la demostración como ejerci­
cio para el alumno; el resultado a que se llega es: 

1 n n 
V=- - G L L m¡mj 

2 ¡ = 'I j = I r¡j 
j #j 

(1 1.36) 

Se puede comprobar que el particularizar la compli­
cada notación anterior, para el caso de dos cargas 
(n = 2) se obtiene (11.35). 

El significado físico de (11.36) se deduce fácilmente 
del de (11.35): es la energía necesaria para «formar» 
la distribución (ejercicio 7.2). Para un caso concreto, 
y sin tener necesidad de utilizar la notación excesiva­
mente formalizada de (11.36), se calcula evaluando la 
energía potencial (11 .35) debida a cada par de cargas 
que forman la distribución. En el ejercicio 11.3 ten­
dremos ocasión de comprobarlo. ¿Podrías demostrar 
que esta «regla» para el cálculo de U, coincide con 
(11.36)? 

El principio de superposición también lo verifica el 
potencial gravitatorio. Así el potencial creado en un 
punto P, debido a n masas puntuales (m¡) que se en­
cuentran a unas distancias fijas y determinadas de P, 
vale: 

11 m. 
v= -G L ~ 

P ¡ = I r¡ 
(11.37) 

Teniendo en cuenta (11.37), (11.36) se puede escribir 
de forma alternativa: 

(11.38) 

donde V¡ es el potencial creado en el punto ocupado 
por la masa mj' por todas las demás masas puntuales. 

Ejercicio 11.3 

Tres partículas de la misma masa m se encuentran en los 
vértices de un triángulo equilatero de lado a (Fig. 11 .9), 
Calcular en el centro del triángulo. Valor de la fuerza 
que actúa sobre cualquiera de las tres partículas. Determi­
nar el potencial gravitatorio en el centro del triángulo. 
¿Qué trabajo se realizó para formar la distribución, si ini­
cialmente las partículas se encontraban infir.itamente aleja­
das unas de otras? 

Solución: 

Al ser un triángulo equilátero su centro es el baricentro, 
punto donde concurren las tres alturas, medianas o bisectri­
ces, O, Dicho punto dista lo mismo de los tres vértices, 
como el alumno recordará de los cursos elementales de ma-
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temáticas. Por lo tanto, el módulo de los campos creados 
por las tres masas en O es el mismo (11.30): 

(11.39) 

ya queAO=CO=BO=al{3 

m H m 

FIG. 11.9 

El campo total será la suma de los debidos a cada una de 
las cargas; ~ = ~ A + ~ R + C(j e ' cuyas direccio­
nes y sentidos se indican en la Fig. 11.10. Estos vectores 
forman entre sí ángulos de 1200 

, por lo tanto su suma es el 
vector cero. El campo en el centró del triángulo equilátero 
es nulo, si las tres masas son iguales (11.39). 

Calculemos la fuerza que actúa, por ejemplo, sobre la 
carga situada sobre el vértice A. Para ello determinaremos 
en primer lugar el valor del campo creado en dicho punto, 
por las cargas situadas en B y C; en este caso la partícula si­
tuada en A será el «agente sensible» o testigo, que permite 
detectar la fuerza que actúa en dicho punto (11.30). 

(11.40) 

Los campos ~ 8 Y f§ e tienen el mismo módulo, pero dife­
rentes direcciones (Fig. 11.11). 

Según la Fig. 11.11: C(j total = 2 ~ 8 cos30° = {3 G m I a2
• 

Por lo tanto: 

m2 

FTOTAL=-{3 G a2 

el signo negativo se debe al sentido con que se han elegido 
los ejes de referencia. 
El potencial en el punto O valdrá (11.37): 

3 

V=~ V;=-3{3mla 
;: 1 
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m~A 
/ I \ 

/ I \ 
/ \ 

/ , 
/ C(jA \ 

/ \ 
/ \ 

/ " O \ 
I \ 

/ \ 
/ \ 

I ~c rP. \ 
// 7Jf8 ..... \ / /' ..... 

c~-:--------- - --- -'--"'B 
m m 

FIG. 11.10 

j El campo en el centro es nulo, pero el potencial no ! ¿Po­
drías justificarlo fisicamente? 

El trabajo necesario para formar la distribución será: 

Para traer la primera masa, mA • no hay que reali­
zar ningún trabajo, ya que todas las demás se encuentran 
infinitamente alejadas, y por lo tanto, no existen fuerzas de 
interacción entre ellas. ¿Contradice esto la definición de 
trabajo? Manteniendo esta primera masa fija, traemos la se­
gunda hasta el vértice superior del triángulo (7.42): 

Para traer la tercera hay que realizar un trabajo: 

ya que ahora existen dos masas, situadas a una distancia a 
del vértice C. El trabajo total o energía potencial del siste­
ma será: 

u = - G m2 I a - 2 G m2 I a = - 3 G m2 I a 

Comprueba que aplicando directamente (11.36) o (11.38) se 
llega al mismo resultado. 

A 

Yl '§~, m,:, 
-h /:, /\ 

/ \ / \ 
/ \ / \ 

/ ~ I \ 

/ al \ 
/ ~TOTAL \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ 

C.-------------------.B 
m m 

FIG. 11.11 
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El concepto de masa puntual que hemos estado utilizando hasta 
el momento, sólo es una aproximación que en muchos casos no es 
válida (§ 8.1). Cuando estudiamos los efectos gravitatorios de un 
cuerpo real a distancias del orden, o menores, que sus dimensiones 
lineales, la aproximación no es válida. El cuerpo se comporta, ma­
croscópicamente, como si fuera una distribución continua de masa. 
Estrictamente es una distribución discreta de moléculas o átomos 
(descripción microscópica), pero normalmente se estudian sus pro­
piedades a nivel macroscópico, es decir en función de magnitudes 
mensurables. En estos casos resulta útil introducir la densidad voló­
mica de masa (Pm), como función puntual adecuada para ca­
racterizar el problema. De la misma manera se definen la 
densidad superficial (O'm) y lineal (Aro)' dependiendo de que 
la distribución continua tenga una dimensión o dos despre­
ciables, frente a las restantes. Las definiciones respectivas 
son: 

dm 
O' =-

m dS 
A =dm 

m dI (11.39) 

donde dt, dS, di representan, respectivamente, el volumen, la su­
perficie o la longitud del elemento infinitesimal elegido. 

En el caso de una distribución volúmica de masa (Fig. 11 .12), 
elegimos un elemento infinitesimal de volumen dr, de forma ade­
cuada a la simetría que presente la distribución. Este elemento 
contiene una masa (11.39): dm = Pm dr; y crea un campo, en un 
punto P, que dista r del mismo, (11 .30). 

FIG. ll.l2 

dm Pmdr 
dCf} =-G -- u,=-G --- Ur 

; ; 

\ r 
\ 

\ 
\ 

\ 

(11.40) 

~p 
El campo gravitatorio total en P se obtiene integrando la expresión 
anterior a lo largo de toda la distribución. Como el alumno puede 
fácilmente comprender se trata de un problema extrictamente ma­
temático, que puede ser bastante complicado, ya que se trata de 
una integral de volumen ~ tripl~ en la que p y r son variables. 
Además se trata de una expresión vectorial. Por supuesto, este tipo 
de problemas queda fuera del nivel de este texto. 

Para ilustrar el procedimiento, eligiremos un caso sencillo de una 
distribución lineal de masa, en el que el problema matemático re­
sulte abordable para el alumno. 

Ejercicio 11.4 

Calcular el campo gravitatorio creado por una barra homogénea 
de longitud 2a, en un punto que dista a = 10 cm del centro de la 
misma. La masa total de la barra es M = 100 kg. 

Solución: 

Dividimos la barra en elementos infinitesimales de longitud dx 
(Fig. 1l.l3). Según (11.39): ). = M I 2a ya que la barra es homogé­
nea (). = cte). La masa del elemento infinitesimal es: dm = Mx. Su-

" " " " " " "-

dx 

"-
"-
" 

X I 
¡- -1-

" " 

I 
la 

x 
-\ 

dx 

T 
I 

/ 
/ 

/ r 
I 

3 

FIG. 1l.l3 

pongamos que .dx dista x del centro de la barra, el campo que crea 
en P será (11.30): 

Adx 
d t'§ = - G-

2
- u, 

r 
(11.41) 

Ahora bien, todo elemento dx tiene otro simétrico respecto de la 
perpendicular a la barra. Los campos elementales creados por cada 
par de elementos simétricos se suman dando un campo resultante 
en la dirección perpendicular a la barra (Fig. 11.13). 

dt'§.L =dt'§ cos 8 (11.42) 

A partir de dicha figura podemos comprobar que se verifican las si­
guientes relaciones trigonométricas: cos 8= alr 

Adx 
d t'§ = G---:--~ 

(a jeos W 
cos 38 

dt'§.L = JeG -
2
-dx . a (11.43) 

Con objeto de tener (11.43) en función de una única variable: 

x a 
- = tg 8, por lo tanto dx = ad(tg8) = ----r-() de. 
a cos . 

Sustituyendo en (11.43), 

Integrando a lo largo de toda la barra, para tener en cuenta las coo­
peraciones de los infinitos elementos de que la componen: 

t'§= t'§.L = - cos fJdfJ= - sen 8 = - J2 
JeG fn'4 JeG ¡n1

4 JeG 

a - n14 a - n14 a 

Teniendo en cuenta que: }e = M í 2a, 

y dirección la perpendicular a la barra. Sustituyendo los valores 
numéricos, se obtiene: f§ =4,76 x 10-7 N kg-I, su dirección es per­
pendicular a la barra y sentido hacia ella. 
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11.3 ECUACIONES FUNDAMENT ALES 
DEL CAMPO 

En § 7.1 indicamos que una manera general y es­
tricta de caracterizar a un campo vectorial A, era co­
nociendo su flujo a través de superficies y su circula­
ción a lo largo de líneas situadas ambas alrededor de 
cada punto del campo. Esta caracterización consti­
tuye la llamada formulación integral de Ías ecuaciones 
del campo. A continuación, vamos a introducir las 
definiciones del flujo y cisculación, así como su inter­
pretación física; posteriormente las aplicaremos al 
campo .rg , con objeto de establecer las ecuaciones 
fundamentales del campo gravitatorio. 

La teoría de los campos vectoriales se desarrolló inicialmente en 
conexión con el estudio del movimiento de los fluidos; por ello, el 
vocabulario que ha quedado es el típico de esta parte de la Física, 
como tendremos ocasión de comprobar. 

Supongamos el campo de velocidades de un fluido; imaginemos 
una superficie cerrada en el interior del mismo. Nos podemos pre­
guntar si el fluido fluye hacia dentro o hacia fuera de dicha superfi­
cie. La operación matemática que permite contestar a esta pregun­
ta, nos dará la cantidad total del fluido que sale de la superficie por 
unidad de tiempo. Si la velocidad tiene siempre la dirección de la 
normal exterior a la superficie, habrá más fluido saliente que en­
trante en la misma. A esta magitud física la denominamos flujo y 
es igual al producto de la componente de la velocidad normal a la 
superficie por el área de dicha superficie (Fig. 11 .14). El flujo neto 
saliente a través de la superficie cerrada será: 

Flujo = (componente normal media de la velocidad). 
(área de la superficie) 

(11.44) 

Hemos indicado componente normal media de la velocidad, ya 
que en general ésta no será la misma en unos puntos de la superfi­
cie que en otros. Otro caso en el que también se puede visualizar 
esta propiedad matemática es en el de la propagación del calor; en 
este caso el vector característico es h, cuyo módulo en cada punto 
representa la cantidad de calor que atraviesa, por unidad de tiempo 
y superficie, un elemento infinitesimal perpendicular a la dirección 
de propagación. Hay que destacar que no sólo es útil hablar de flu­
jo a través de una superficie cerrada, sino también si ésta es abierta. 

/ 

FIG. 11.14 
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Componente 
perpendicular 
a la superficie 

s 

h 

FIG. 11.15 

Por lo tanto, resulta adecuado dar una expresión matemática 
para el flujo que incluya a (11.44) como caso particular. Si desea­
mos calcular la cantidad total de calor, o de fluido, a través de una 
superficie cualquiera, tendríamos que comenzar por calcular la que 
atraviesa un elemento de superficie diferencial, d S: d rp, Fig. 11 .15. 
d S es un vector de módulo el área de la superficie que representa, 
dirección normal a la misma y sentido el exterior a la superficie. 

drp = (componente de h o v normal a la superficie). (área del ele­
mento diferencial). 

drp=h · ndS=h· dS (11.45) 

en el caso de un campo de velocidades: drp = v . d S 

Para obtener la cantidad total de calor, o fluido, que fluye a tra­
vés de una superficie cualquiera, sumamos las contribuciones de 
todos los elementos a la superficie S, es decir, integramos (11.45) 
sobre toda la superficie: 

Flujo total de calor que sale de S == <P = L h . d S (11.46) 

a esta integral se le denomina «Flujo del vector h a través de la su­
perficie S». El alumno no debe preocuparse por la presencia de la 
integral de superficie en la definición anterior; a nuestro nivel sólo 
es importante que conozca el sentido físico de la misma y no la for­
ma de calcular desde el punto de vista matemático, que por supues­
to no se encuentra a su alcance. 

Esta operación matemática, que originalmente se aplicaba, como 
hemos dicho, a los fluidos, se puede generalizar al caso de que el 
vector no represente el fluir material de nada; por ejemplo, en el 
campo gravitatorio, electrostático, magnético, etc, quedando sim­
plemente como una definición matemática. 
- La otra definición matemática importante de los campos vecto­

riales, a la que nos referimos anteriormente, es la que nos indica si 
un fluido está circulando, es decir, si hay un movimiento neto del 
mismo a lo largo de un cierto camino o conducción. A la operación 
matemática que nos permite determinar esta magnitud, se la llama 
circulación. Se trata de una operación que se puede aplicar a cual­
quier vector, aunque no exista nada material que fluya (Fig. 11 .16 
a y b). 

Líquido 

FIG. 11.16 (al 
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di 

dirección positiva 

FIG. 11 . 16 (b) 

Circulación = (componente tangencial media de la velocidad). (lon-
gitud del camino) (11.47) 

r es un vector unitario, tangente a la trayectoria o camino, y senti­
do el del recorrido. 

Circulación total del fluido a lo largo de e == e = f v ' dI 
(11.49) 

En la teoría de campos, resulta de gran utilidad intro­
ducir también, una operación matemática que indi­
que cómo varía de unos puntos a otros, una cierta 
magnitud escalar característica del campo. Pensemos 
por ejemplo en la temperatura, presión, densidad, po­
tencial, etc. Esta variación debe estar definida me­
diante un vector, puesto que en general no será la 
misma en todas las direcciones del espacio, además 
así será independiente del sistema de coordenadas 
elegido (§ 1.3). Este vector recibe el nombre de gra­
diente del escalar en cuestión. Su módulo indica el 
valor de la variación del escalar en la dirección en 
que dicha variación es más rápida, su dirección es 
perpendicular a la superficie equiescalar que pasa por 
el punto donde está definido y sentido, es de los valo~ 
res crecientes del escalar. Estas características se re­
presenta esquemáticamente en la Fig. 11 .17. 

Vamos a justificar las afirmacions anteriores para 
el caso concreto de coordenadas cartesianas, aunque 
ya sabemos que son independientes del sistema de 
coordenadas utilizadas. Sea un campo escalar genéri­
co (/) (x, y, z) y calculemos la relación entre el valor 
del escalar en dos puntos muy próximos; este proble­
ma equivale matemáticamente a calcular la diferen­
cial total de la función escalar: 

0<1> 0<1> 0<1> 
d<1>= - dx+ - dy+ - dz (11.50) 

OX oy oz 

FIG. 11.17 

---- (/)4 

(/)) 

(/)2 

(/)1 

Esta es una operación que el alumno todavía no ha estudiado en 
matemáticas ya que a este nivel es nonnal haber considerado sólo 
funciones de' una sola variable: y = j(x), dy = j(x)dx . La función que 
nosotros tratamos es de tres variables, y la fonna de calcular su di­
ferencial es la indicada mediante (11.50). En la misma aparecen los 

símbolos: al!> al!> al!> 
ax' ay ' Az' 

, que se leen «derivadas parciales de la 

función rp (x, y, z) respecto de las variables x, y, z, respectivamen­
te». La derivada parcial de rp respecto de x se calcula derivando, 
mediante los procedimientos habituales, dicha función respecto de 
x y considerando que las demás variables y, z pennanecen constan­
tes; y así las restantes derivadas parciales. 

Supongamos dos superficies equiescalares muy 
próximas (Fig. I 1.18), una de ellas correspondiente al 
valor (/) del escalar, la otra al (/) + d(/). Sea un punto P 
de la primera, la expresión (11.50) se puede interpre­
tar como el producto escalar (1 .2 1) de dos vectores, 

(
0<1> 0<1> 0<1» 

uno de componentes -, -, - , y ox oy oz 
el otro de componentes (dx, dy, dz). Este segundo es 
el que siempre hemos simbolizado mediante dr. Si a 
partir de P tomamos un desplazamiento elemental dr, 
llegaremos a un punto arbitrario Q que se encontrará 
en la curva de nivel (/) + df/J (Fig. 11 .18). 

Veamos qué representa el primero de ellos. Vamos 
a designarlo mediante un nombre específico gradiente 
del escalar (/), grad (/). Analicemos su significado y ca­
racterísticas: 

0<1> • 0<1> . 0<1> 
grad <1>= - I+-J+- k ox oy oz (11.51) 

Según hemos indicado (11.50) se puede escribir: 

d<1> = grad <1>. dr (11.52) 

Si el desplazamiento dr tiene lugar a lo largo de 
una superficie equipotencial: d(/) = O y los vectores 
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grad rp y dr son perpendiculares; luego: el grad rp es 
un vector cuya dirección es perpendicular a la superfi­
cie equiescalar que pasa por el punto donde está defi­
nido (Fig. 11.18). 

Supongamos que drp > 0, es decir, el desplaza­
miento lo hemos tomado en el sentido de los valores 
crecientes del escalar. A partir de (11.52): 

drp = I grad rp I dr cos () (11.53) 

FIG. l1.18 

cos () debe ser una magnitud positiva, los otros dos 
factores ya lo son al tratarse de los módulos de dos 
vectores. Si cos () > 0, nl2 < () ~ 0, luego el grad rp 
tiene el sentido de los valores crecientes del escalar 
(Fig. 11.18). Si drp < 0, hubiésemos llegado a la mis­
ma conclusión, respecto al sentido del vector grad rp. 
Justifica esta afirmación. 

Sólo nos falta determinar el módulo del vector gra­
diente, para tenerlo completamente definido. Supon­
gamos que el desplazamiento, a partir del punto P, se 
hace según la dirección normal a la superficie equi­
potencial que pasa por él: 

( 11.54) 
drp = I grad rp I dn 

por lo tanto, (11.53), la relación de este desplaza­
miento con uno arbitrario que nos llevase a un punto 
de la superficie equipotencial rp + drp es (Fig. 11 .18): 

dr cos ()=dn (11 .55) 

Como podemos escribir la identidad matemática: 

d<1> 
d<1>=-dn 

dn 

obtenemos, comparando (11.54) y (11.56): 

d<1> 
Igrad rpl= -

dn 

(11.56) 

El módulo del vector gradiente de un escalar es igual 
a la variación de dicho escalar en la dirección normal 
a la superficie equiescalar considerada. Luego pode­
mos escribir (11.51) de manera alternativa como: 

168 

d<1> 
grad <1>= - n 

dn 
(11.57) 

donde n representa un vector unitario, perpendicular 
a la superficie equiescalar en el punto donde se defina 
el gradiente, y sentido el de los valores crecientes del 
escalar. 

También podríamos haber hecho uso de la identi-

dad: d<b d<1> dn 

dr dn dr 
(11.58) 

donde el primer miembro representa la variación del 
escalar en la dirección definida por dr . Haciendo uso 
de (11.55) y (11.57) podemos escribir: 

d<1> 
dr =Igrad rplcos () (11.59) 

Luego, el módulo del vector gradiente es igual al va­
lor de la variación del escalar en la dirección en que 
dicha variación es más rápida para un mismo despla­
zamiento dr; esta dirección es, como ya hemos dicho 
la de la normal a la superficie equiescalar considera­
da (cos ()= 1). 

Puntualicemos esta idea un poco más; considere­
mos un campo en dos dimensiones; en este caso las 
superficies equiescalares serán líneas de nivel , tal 
como ocurría en la Fig. 11.18. Si representamos dos 
de ellas, una con rp = rpo Y la otra con rp = rpo + Ll rpo 
(Fig. 11.19), podemos desplazarnos partiendo de P 
hasta la siguiente línea siguiendo un número infinito 
de direcciones. Sin embargo, para una variación dada 
del campo escalar de que se trate Llrp, debemos mo­
vernos a lo largo de la línea de campo que pase por P, 
para alcanzar dicha variación con el menor desplaza­
miento posible Llr. La variación del escalar con la 
distancia es máxima para esta dirección, que coincide 
con la del gradiente del escalar. En la figura anterior: 

FIG. 11.19 

Acabamos de definir una magnitud vectorial que 
nos indica, en cada punto, el grado de variación de 
una función escalar característica del campo. Si inte­
gramos este grado de variación 01.52) podemos obte­
ner la variación total 

B 

Ll rp=rpB- rpA = L grad rp. dr (11.60) 
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¿por qué esta integral no depende de la curva a lo lar­
go de la cuál se realice la integración? 

La expresión (11.60) tiene una gran importancia en 
la teoría de campos; si recordamos (7.33) ambas pre­
sentan una completa analogía formal. Si el escalar ti> 
en (11.60) es la energía potencial U (11.60) Y (7.33) 
son la misma expresión, por lo tanto: 

F=-grad U (11.61) 

análogamente para I y V (7.45): 
(11.62) 

I=-grad V 

Interpreta fisicamente estas expresiones. Ahora pode­
mos comprender que (7.57) es un caso particular de 
(11.61), ,¿no? 

Ahora ya estamos en condiciones de aplicar esta 
caracterización integral, así como (11.61) Y (11.62), al 
campo gravitatorio ya que es conservativo. Luego, un 
campo de fuerzas conservativas tiene 'la circulación 
(11.49) nula. 

A partir de (11 .61) y (11.62) se verifica: 

(11.64) 

como se trata de una fuerza central, F G sólo tiene 
componente radial; luego, igualando las componentes 
radiales de ambos vectores: 

(11.65 

expresión ya introducida (7 .59), y utilizada, aunque 
sin haber sido justificada. 

Para tener completamente caracterizado a <§ . nece­
sitamos conocer su flujo a través de una superficie ce­
rrada. Su cálculo lo vamos a realizar a continuación. 

TEOREMA DE GAUSS 

Supongamos una región del espacio en la que exis­
ten un conjunto de masas puntuales: mi' m 2 , m 3, ••• , 

m n• El flujo de <§a través de una superficie arbitraria 
cerrada e imaginaria (es decir, no necesariamente 
real) es igual a: 

Ss <§ , d S = - 4 1C G (ml~tal )encerrada (11.66) 

donde (m lOtaJencerrada es la suma de las masas encerra­
das por la superficie, a través de la cual se calcula el 
flujo . Este enunciado se conoce con el nombre de 
Teorema de Gauss. Hay que resaltar que al flujo de <§ 

sólo cooperan las masas encerradas por la superficie y 
no las que se encuentran en su exterior (Fig. 11.20). 

FIG.ll .20 

Demostración de (11.66): Sea una superficie arbitraria que encierra 
a una partícula de masa m, situada en un punto 0 , Fig. 11.21. 

s 

FIG. ll.21 

FIG. 11.22 
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Consideremos un elemento diferencial de superficie dS, Fig. 
11 .22. El flujo a través del mismo vale (11.45): 

dlfl=;§' dS= G ~ dScosa 
r2 

(11.67) 

El ángulo sólido elemental subtendido por dS desde O será dil. El 
ángulo sólido elemental subtendido desde O por una superficie dS', 
se define como el área dil delimitada, sobre una esfera de radio 
unidad y centro O, por el haz de rayos que partiendo de O abarcan a 
dS', Fig. 11 .22. Su unidad en el SI es el estereorradián (sr). Se veri­
fica , por lo tanto, a partir de su definición: 

dil=dS'/r2 (11.68) 

FlG. 11.23 

Si trazamos diferentes esferas concéntricas en O, de radios respecti­
vos r l , r2, ••• se verificará (11.68): 

d il=d s'll =d S;/~ =d Si/r; = ..... . (11.69) 

¿por qué? dS y dS' subtienden el mismo ángulo sólido desde O, 
pero dS no corresponde a un elemento de esfera concéntrica en O' 
por lo tanto hay que proyectarlo en la dirección de d s' . Est~ 
proyección vale: dS cos a (Fig. 11.23) 

cos ex (11.70) 

Sustituyendo (11.70) en (11.67) 

dlfl=-Gm l dil 

e integrándola para toda la superficie S: 

lfI = f <§ • d S = - 4 7C G mi 
s 

ya que el ángulo sólido total alrededor de un punto es 4 n sr. Si 
en vez de una partícula hubiese varias, aplicando el pnncipio de 
superposición de campos en (11.67), hubiesemos llegado a (11.66), 
como queriamos demostrar. 

170 

P~ra que la demostración esté completa, hay que probar que las 
particulas que se encuentran en el exterior no contribuyen al flujo a 
través de S. En efecto, Fig. 11.24 a y b. 

dlfl = dlflentra + dlflsale , 

d lfIentra = ( G m I~ ) d SI d lflsale = - ( G mi"; ) d S2 

como dS l Y dS2 subtienden el mismo ángulo sólido, los valores ab-' 
solutos de dlflentraY dlflsale son iguales, ¿por qué? Por lo tanto: dlfl = O; 
el flujo neto evidentemente también es nulo. Luego la demostra­
ción ha quedado completa. 

Acabamos de justificar que sólo las masas encerra­
das en la superficie contribuyen al flujo a su través. 
Sin embargo, el campo gravitatorio existente en cual­
quier punto del medio -entre ellos los puntos de la 
superficie- es debido tanto a las masas que están en 
su interior, como a las que se encuentran fuera. 

(b) 

FlG. 11.24 
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¿Existe contradicción entre estas dos afirmaciones? 
El Teorema de Gauss (11.66) es una propiedad de 

todos los campos de fuerzas centrales con simetría es­
férica y que presentan una dependencia con la distan­
cia de la forma l / r2• 

Hay que resaltar que para poder conocer el campo 
creado por una distribución, discreta o continua, de 
masas, hay que resolver simultáneamente -con las 
condiciones de contorno adecuadas- (11.63) y 
(11.66). No obstante en muchos libros se suele indi­
car que a partir del Teorema de Gauss (11.66) -y 
como una de sus principales aplicaciones- es posible 
calcular el campo creado por una distribución. Entre 
ambas afirmaciones no existe contradicción, ya que 
la segunda es cierta cuando la distribución presenta 
simetrías, que nos permiten determinar a priori la di­
rección del campo, por meras consideraciones fisicas 
basadas en la simetría existente; posteriormente, a 
partir de (11.66) se calcula el módulo del campo. 

Ejercicio 11.5 

Calcular el campo gravitatorio creado por una distribu­
ción esférica de masa. La masa se encuentra homogénea­
mente distribuida en todo el volumen. El radio de la distri­
bución es R y la masa total M, Fig. 11.25. 

M 

FIg. 11 .25 

Solución: 

La distribución presenta simetría esférica -es decir, cual­
quier rotación alrededor de un eje que pase por su centro, 
no cambia las condiciones físicas del problema- el campo 
gravitatorio por consiguiente, tiene la dirección radial y 
sentido hacia adentro de la esfera. ¿Por qué? Se trata de uno 
de los casos anteriormente citados en el que el módulo del 
campo lo podemos obtener a partir del Teorema de Gauss, 
puesto que su dirección y sentido ya lo conocemos a priori: 

Distinguiremos dos casos: 
a) Puntos que se encuentran fuera de la distribución: 

r ~ R (Fig. 11.26). Al aplicar el Teorema de Gauss toda la 
dificultad reside en la elección de la superficie -puesto que 
su forma puede ser arbitraria- a través de la cual se calcula 

el flujo. Para ello se elige una que presente la misma sime­
tría que la distribución y así simplifique el cálculo del flujo. 

En est '! caso, parece lógico elegir -para calcular el campo 
en un punto P- una esfera de radio r y centro el de la distri­
bución (Fig. 11 .26). Para cada punto de esta superficie el 
campo tiene el mismo valor, cosa que no ocurriría de haber 
elegido otra, por ejemplo, un cubo centrado en O, Y en uno 
de cuyos lados se encontrase P, ¿por qué? 

I 
I 

I 
I , , 

I , 
\ 

I 
I 

, 
, , 

,-

\ 97 

----- ........ 

p 

FIG. l1.26 
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I 

I 
I 

/ 

La distribución está caracterizada por su sIensidad volú­
mica (11 .39), que al ser homogénea es constante: 

Aplicando (11.66) a través de la esfera de radio r, sobre la 
que se encuentra P: 

f ~. dS =- f '§ dS=-~.f dS=-4 1! GM 

(g cm - 3) 

p(r) ......... ....... 
~ 
\ 

14 

L---~ ..... 10 

---r-.. ......... 
6 

[""... 
2 

1.0 

0,2 0,4 0,6 0,8 

FIG. 11.27 
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ya que el módulo del campo es constante para todos los 
puntos de la superficie de radio r. Por lo tanto: 

(11.71) 
~ext=GMlr2 

Físicamente indica que el campo creado por una esfera 
de masa homogégea, en un punto exterior de la misma, es 
el mismo que crearía una masa puntual situada en el cen­
tro de la esfera, y cuyo valor fuese igual al de la masa total 
de la distribución. Este resultado es válido tanto si la masa 
se encuentra distribuida en la supe;cie de la esfera (caso 
de una esfera hueca), como si se encuentra distribuida de 
cualquier forma en el interior de la esfera, siempre que di­
cha distribución presente una simetría esféríca, es decir, 
que p sea función exclusivamente de r, distancia al centro 
de la distribución. En el caso de la Tierra la variación ra­
dial de su densidad es la indicada en la Fig. 11.27. ¿Qué 
consecuencias se extraen a partir de dicha gráfica? 

Este resultado nos permite extender el enunciado de la 
ley de la gravitación universal a cuerpos extensos, que pre­
senten las características indicadas. 

b) Puntos que se encuentran dentro de la distribución: 
r < R (Fig. 11.28). Para calcular el campo en un punto in­
terior de la distribución tal como el P, tenemos en cuenta 
que también el campo tendrá la dirección radial, debido a 
la simetría esférica de la distribución que se encuentra en el 
interior de la esfera de radio r. De forma análoga al caso 
anterior: 

f§int 4nr2 = 4n Gm' 
(11. 72) 

FIG.ll.28 

donde m' es la masa encerrada en la esfera de radio r, y que 
por supuesto no es M. Como la densidad volúmica es cons­
tante: 

(11.73) 
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Sustituyendo (11.73) en (11. 72): 

'§int '= GMrlRl 

Luego, el campo en los puntos interiores de la distribu­
ción crece linealmente con su distancia al centro. Por su­
puesto si la distribución se encuentra en la superficie de 
una esfera hueca el campo en el interior es nulo, ¿por qué? 
Para ver si el campo es continuo o no, justo en la superficie 
de la distribución, hacemos r igual a R, en (11. 71) y 
(11.73); observamos que en ambas expresiones nos da el 
mismo valor: 

l'§ (r=R) = GMIR2 
luego el campo es continuo en la superficie de discontinui­
dad. En la Fig. 11 .29 se representa ~(r), para todo valor de 
r. 

olL----...L-----------'----R r 

FIG. 11.29 

Dejamos como ejercicio para el alumno que calcule el 
potencial para los puntos exteriores e interiores de la distri-
bución. Estos potenciales tienen como expresiones: . 

GM 
Vext = - --, r>R 

r 

GM 2 2 
V¡nt= - 2R 3 (3R -r ), r<R 

¿Es consciente el alumno de la simplificación que ha sig­
nificado la utilización del Teorema de Gauss en el cálculo 
de :§', frente a su cálculo mediante el método directo 
(lIAD)? 

RESUMEN SOBRE LAS TEORIAS ACERCA 
DEL MOVIMIENTO DE LOS PLANETAS 

* 

* 

La contemplación de las estrellas, la Vía Láctea, 
el Sol, la Luna, la Tierra y los cinco planetas fácil­
mente observables (Mercurio, Venus, Marte, Júpi­
ter y Saturno) ha preocupado a la humanidad des­
de sus albores. 
Cultura griega: ~ 400 años A.e. Las «estrellas fi­
jas» y la Vía Láctea se encontraban sobre la super­
ficie de una gran esfera (la esfera celeste), dentro 
de la cual estaba colocado el resto del universo. 
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Se conocían muchos fenómenos astronómicos. 
- El problema de Platón: «Las estrellas, que son se­

res eternos, divinos e inmutables, se mueven alre­
dedor de la Tierra en esa trayectoria eminente­
mente perfecta que es la circunferencia. Algunas 
«estrellas» parecen más bien desplazarse desorde­
nadamente a través del firmamento, describiendo 
sorprendentes figuras irregulares en sus trayecto­
rias anuales; estas estrellas son los planetas. Segu­
ramente ellos también deben realmente moverse 
en circunferencias uniformes y ordenadas, o qui­
zás, en combinaciones de circunferencias. ¿Cómo 
podemos explicar las observaciones sobre movi­
mientos planetarios en función de los movimien­
tos u,niformes y ordenados? 
Trataron de construir un sistema de universo que 
permitiese a los objetos celestes moverse sólo en 
movimientos circulares uniformes o en combina­
ción de diferentes movimientos de éstos. 

- Teoría geocéntrica: La Tierra se encuentra en el 
centro de la esfera celeste; ésta traza o 'marca la di­
rección del movimiento, como un todo, de las es­
trellas fijas. La esfera celeste, que no es un ente 
material , es un indicio del orden que existe en el 
Universo. 

El Sol, la Luna y los cinco planetas visibles se 
encuentran, cada uno de ellos, en su propia esfera 
ideal y transparente; las siete esferas son concén­
tricas, siendo su centro la Tierra. 
Aristóteles 

- Teoría heliocéntrica: El Sol se · encuentra en el 
centro del Universo. La Luna, la Tierra y los pla­
netas giran a su alrededor en órbitas de diferentes 
magnitudes y velocidades. 
Aristarco de Samos. 
Fue combatida por el «saber establecido» de su 
época. Los griegos eran geocentristas, como conse­
cuencia de su antropocentrismo. Para ellos, el 
hombre es el único ser del Universo; todo debe gi­
rar alrededor del individuo, puesto que sólo él 
puede observar su entorno. 

La razón de su antropocentrismo es doble: por 
una parte política y por otra filosófica. La prime­
ra, como consecuencia del orgullo helenístico; 
Grecia se considera un pueblo generador, receptor 
y transmisor de culturas, este sentimiento se extra­
pola y se toma al hombre como centro del Uni­
verso. Desde el punto de vista filosófico, los grie­
gos siempre tratan salvar apariencias; siguen el 
principio de la simplicidad explicativa: la obser­
vación inmediata da la apariencia de que el hom­
bre es el centro. 

- Teorías geocéntricas modificadas: Permiten que 
los planetas tengan distancias variables desde la 
Tierra; se sigue con la creencia de una Tierra in­
móvil y en el centro del universo. El sistema de 
esferas concéntricas fue modificado en formas in-

gemosas. 
Hiparco de Rodas y Claudio Tolomeo de Alejan­
dría (s. 11 A.C.). 
El sistema de Tolomeo resultó aún ser útil más de 
catorce siglos después. 

* El mundo medieval: Sto. Tomás de Aquino (s. 
XIII) había reunido las ideas aristotélicas de los 
movimientos celestes con la teología. Dudar de la 
teoría geocéntrica era atacar a la doctrica cristia­
na. 

La idea antropocentrista de la cultura griega se 
utiliza, reforzada, por el pensamiento aristotéli­
co-tomista de los s. XII al XIV. Se considera que 
el hombre está creado por Dios; lo creado a su 
imagen y semejanza debe ser, por consiguiente, el 
centro del Universo. 

* El Renacimiento (s. XVI): Aparece un nuevo ideal 
de hombre: el individuo lleno de confianza de cu­
riosidad y de ganas de vivir. 

- El sistema de Copérnico: N. Copérnico 
(1473-1543). Estaba interesado en el antiguo pro­
blema de Platón: la construcción de un sistema 
planetario o la combinación del menor número 
posible de movimientos circulares uniformes. Pos­
tula su sistema heliocéntrico. Demostró algunas 
de las intuiciones de Aristarco. 
Fuerte oposición a la teoría de Copérnico, siendo 
la principal razón: todas las religiones de Europa 
aseguraban, con citas bíblicas, que el Divino Ar­
quitecto había trabajado a partir de un esquema 
tolomeico. 
Significado para la Ciencia: una formulación he­
liocéntrica abre el camino para una integración 
del problema del movimiento planetario con las 
leyes simples de la mecánica terrestre. 
Desafió la concepción universal de su época; su 
teoría resultó una fuerza principal en la revolu­
ción intelectual que se estaba gestando, y que ter­
minó por sacar al hombre de sus preocupaciones 
centradas en sí mismo. 

- Tycho Brahe (15461601): Astrónomo danés que 
realiza gran cantidad de observaciones del movi­
miento planetario, con una presición nunca vista. 
Sus datos a menudo son exactos en menos de me­
dio minuto de arco; el telescopio aún no había 
sido inventado (!). Seguramente hubiese aceptado 
el sistema de Copérnico, si no hubiese visto el 
obstáculo insalvable de su oposición a la Biblia. 
Elaboró un sistema geocéntrico propio. 

- J. Kepler (1571-1630): Alemán, ayudante del an­
terior. Seguidor de Copérnico. Para él la clave de 
la mente de Dios era el orden geométrico y la re­
lación numérica expresadas en las características 
del sistema heliocéntrico. 
Enuncia, a partir de datos experimentales, sus fa-
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mosas tres leyes. Formula por vez primera, junto 
con Galileo, las leyes fisicas en forma matemática, 
en el lenguaje de la Geometría y el Algebra. 
Su ciencia fue verdaderamente moderna: se incli­
nó ante el inexorable y supremo árbitro de la teo­
ría fisica, que es la evidencia de la observación 
cuantitativa y precisa. 

- Galileo Galilei (1564-1642): su trabajo se comple­
menta con el de Kepler. Sus aportaciones prepa­
ran al mundo para la aceptación de la teoría he­
liocéntrica, sobre todo combatiendo las objeciones 
dogmáticas y ayudando (en su trabajo sobre la Ci­
nemática) a derribar toda la estructura de la fisica 
escolástica con la que estaba concatenada la anti­
gua cosmología. 
Costruyó un telescopio en 1609, con el cual reali­
zó observaciones. 
Para Galileo los resultados de sus observaciones 
eran ilustraciones de una verdad que le parecía 
necesaria, aún desde un punto de vista no experi­
mental. Según Galileo, «las observaciones por sí 
solas no deciden entre una hipótesis heliocéntrica 
y una geocéntrica, pues los mismos fenómenos 
responden a cualquiera de las dos hipótesis». 
De todos son conocidos los problemas que tuvo 
con la Inquisición. 

* El siglo XVII: la filosofia aristotélica, y como con­
secuencia la escolástica, fue perdiendo pujanza 
ante los ataques de personas como Galileo en Ita­
lia y F. Bacon (1561-1626) en Inglaterra. 
La ciencia moderna, tal como la entendemos hoy 
en día, la construyeron hombres como R. Descar­
tes (1596-1650), B. Pascal (1623-1662), Ch. Huy­
gens (1629-1695), W. Harvey (1578-1657), R. 
Boyle (1627-1691), R. Hooke (1635-1703), y so­
bre todo I. Newton (1643-1727). 

- 1. Newton: Según I. Asimov, Newton ha sido el 
científico más grande que jamás existió. En el as­
pecto que aquí nos interesa fue el que estableció la 
ley de la gravitación universal, a partir de la cual 
se explica y se predice el movimiento planetario. 
Esta ley permitió interpretar las observaciones 
realizadas hasta entonces englobándolas en una 
verdadera teoría científica. 

* Descubrimientos de nuevos planetas: La ley de la 
gravitación universal de Newton, ayudó cien años 
después de su muerte, a descubrír nuevos plane­
tas. El .procedimiento seguido dió lugar, en la me­
todología de la investigación científica al concepto 
de método de los residuos, término acuñado por 
J ohn Stuart MilI (1806-1873). 

- En 1781, el astrónomo inglés W. Herschel descu­
bre Urano. 

- En 1830, se observaron unas anomalías en el mo­
vimiento de Urano, respecto de la trayectoria que 
debía describir teniendo en cuenta la interacción 
gravitatoria de los otros planetas. J. C. Adams y 
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U. Leverrier justificaron, independientemente uno 
de otro, que dichas anomalías eran debidas a «un 
cuerpo perturbador desconocido». Ambos locali­
zaron las posiciones de este hipotético cuerpo a 
partir solamente de los movimientos observados 
de Urano, utiliz'41do exclusivamente la ley de gra­
vitación. Leverrier mandó (1846) sus predicciones 
al director del observatorio de Berlin, quien la 
misma noche de la llegada de la carta, observó al 
«cuerpo desconocido», se trataba de Neptuno. 

- Mediante un procedimiento semejante se descu­
brió en el observatorio de Arizona (1930) Plutón. 
Los trabajos teóricos fueron realizados por P. Lo­
well en Arizona y W. H. Pickering en Harvard. 

* ¿Existirá un décimo planeta? Esta es la pregunta 
que por el momento queda abierta. 

CUESTIONES 

l . Indicar las características principales del movimiento 
de una partícula sometida a fuerzas centrales. 

2. De las anteriores, ¿cuáles son generales de todos los 
campos de fuerzas centrales?, ¿y específicas de los 
que además poseen simetría esférica? 

3. Enunciar la ley de las áreas. ¿Qué dimensiones tiene 
dS/dt? 

4. Justificar razonadamente ¿por qué una fuerza cen­
tral, en general, no es conservativa? 

5. Analogías y diferencias entre U(x) y la energía poten­
cial efectiva U'(r), correspondiente a la parte radial 
del movimiento de una partícula sometida a fuerzas 
centrales. 

*6. Justificar las leyes de Kepler a partir de los conteni­
dos de este capítulo. 

*7 . ¿Se complicarían mucho las expresiones de las dife­
rentes magnitudes características de una partícula en 
un campo de fuerzas centrales, si se utilizasen coor­
denadas cartesianas en vez de polares? Justificar la 
respuesta. 

8. Justificar la razón por la que un campo de fuerzas 
centrales repulsivas -iqué significa esto?- da lugar a 
una energía que es positiva en todos los puntos del 
espacio. Si son atractivas, a una energía potencial ne­
gativa. 

9. ¿Qué dimensiones tienen las densidades volúmicas, 
superficiales y lineales de masa? Unidades de cada 
una de ellas en el SI. 

10. ¿El campo «gravitatorio» es una propiedad fisica que 
existe en el espacio, o simplemente se trata de una 
interpretación adecuada de los fenómenos de interac­
ción que simplifica sus cálculos? 

*11. Hacer un dibujo de las líneas de fuerza de un campo 
gravitatorio, correspondiente "a dos masas iguales se­
paradas una cierta distancia. 

12. ¿Qué diferencia existe entre una superficie abierta y 
una superficie cerrada? 

13. ¿Por qué en un punto de una región donde existe una 
distribución de masas puede ser nulo el campo y no 
el potencial? ¿Podría ocurrir al revés? 

14. Interpretar fisicamente las relaciónes (11.61) y 
(11.62) 
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15. ¿Por qué si el flujo a través de una superficie cerrada 
es debido exclusivamente a las masas situadas en su 
interior, el campo se debe tanto a las que se encuen­
tran en el interior como en el exterior? Razonar la 
contestación. 

16. ¿Por qué cuando existen ciertas simetrías en las dis­
tribuciones, el campo '§ creado por ellas, se puede 
determinar a partir exclusivamente de! Teorema de 
Gauss? Poner algún ejemplo en que esto ocurra . 

17. La hipótesis de suponer que la Tierra ejerce una 
fuerza de atracción gravitatoria sobre cualquier cuer­
po, como si toda su masa estuviese concentrada en su 
centro, que se hace a menudo, ¿es estrictamente co­
rrecta? Razonar la respuesta. 

* 18. ¿Por qué el resultado (11. 71) es válido aunque la es­
fera o la distribución no sea homogénea, con tal de 
que p(r)? Razonar la respuesta. 

* 19. Demostrar que: 

donde MT Y RT son, respectivamente, la masa y el 
radio de la Tierra; g la aceleración de caída de una 
partícula que se encuentra a una distancia r del cen­
tro de la Tierra (r "" RT). 

*20. Demostrar cómo varía g con la distancia de la partí­
cula al centro de la Tierra r: 

*21. 

22 . 

*23. 

*24. 

dg/ g "" - 2 dr/R T 

¿Qué efectos influyen sobre e! valor constante de g 
calculado como si la Tierra fuese una esfera perfecta 
y que estuviese en reposo respecto de sí misma? 
¿Cómo encajan estas previsiones con los resultados 
experimentales encontrados por Galileo? 
A partir de las leyes de Kepler y de las propiedades 
de los campos de fuerzas centrale~ ¿cuándo se mueve 
más rápidamente la Tierra, respecto del Sol, cuando 
se encuentra en el Afelio o en el Perihelio? Razonar 
la respuesta. 
¿Podría el alumno indicar cualitativamente, cómo a 
partir de la ley de gravitación se ha podido predecir 
la existencia de otros planetas del sistema solar? 
Algunas revistas de temas generales han publicado la 
noticia de que en el año 1982, todos los planetas del 
sistema solar se encontrarán alineados con el Sol. 
¿Por qué puede suceder esto? ¿Ocurrirá muy a menu­
do? ¿Qué consecuencias se le ocurren al alumno que 
pueden producir para la Tierra dicho fenómeno? 
Discutirlo a un nivel cualitativo y elemental. Consul­
tar las constantes básicas del sistema que se necesi­
ten. 

PROBLEMAS 

* l . Sobre una partícula A de masa m, actúa la fuerza de 
interacción gravitatoria debida a una segunda partí­
cula B, que se mantiene fija. Cuando A se encuentra 
muy alejada de B (r ..... 00), tiene una velocidad Vo (Fig. 
11.30). La trayectoria de A se curva, en el sentido in­
dicado en la figura . La mínima distancia a la que A 
se acerca a B es d. Calcular la masa de B en función 
de G, vO, D, d, m. 

A Vo 
m -----------------

D 

FIG. 11.30 

2. Dos satélites A y B de masas iguales, m, se mueven 
en la misma órbita circular de radio Ro , alrededor de 
la Tierra, pero en sentidos opuestos, de forma que 
llega un momento en que se ensamblan; esta opera­
ción puede considerarse como una colisión inelásti­
ca. a) Calcular la enrgía mecánica total del sistema 
satélites-Tierra, en función de G, M T , m, Ro. b) Cal­
cular la energía mecánica total después de unirse los 
satélites. c) Describir el movimiento de los satélites 
cuando viajan juntos. 

*3. Dadas dos capas esféricas huecas, concéntricas, de 
densidad uniforme, y masas MI y M 2 , respectivamen­
te (Fig. 11.31). Calcular la fuerza gravitatoria que 
ejercen sobre una partícula de masa m, según se en­
cuentre situada en A, B o C. 

FIG. 11.31 

4. Un cuerpo de masa 5 kg se encuentra a un metro de 
otro de masa 2 kg. ¿Cuál es la fuerza gravitacional: 1) 
que el cuerpo de 5 kg ejerce sobre el de 2 kg; 2) la 
que ejerce el de 2 kg sobre el de 5 kg? 3) Si los dos 
cuerpos pueden moverse libremente, ¿qué aceleracio­
nes adquieren suponiendo que sobre ellos no actúan 
otras fuerzas más que las ejercidas por efecto de la 
atracción mutua? 

5. Un hombre pesa 784 N. Si suponemos que e! radio 
de la Tierra se doblase, ¿qué le ocurriría al peso del 
hombre, a) si la masa de la Tierra permaneciese 
constante, b) si permaneciese constante la densidad 
media de la Tierra? 
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*6. Un satélite de masa m, describe una órbita circular, a 
una distancia r del centro de la Tierra, con una velo­
cidad uniforme v. Comprobar para este caso particu­
lar las tres leyes de Kepler. Calcular: a) Energía total 
del sistema Tierra-satélite. Dibujar U(r). 

*7. Considérese el sistema Tierra-Luna, y un satélite de 
masa m que quiere lanzarse desde la superficie de la 
Tierra, de modo que escape a la acción conjunta de 
dicho sistema. a) Calcular la energía potencial del sa­
télite en función de su posición a lo largo de la línea 
que une el centro de la Tierra con el de la Luna. b) 
¿Para qué posición del satélite se cancelan ambas 
fuerzas de atracción? c) ¿Cuánto vale la velocidad de 
escape? Datos: Masa de la Tierra = 5,983 x 1024 kg, 
masa de la Luna = 0,012 M T> distancia entre la Tie­
rra y la Luna D = 34 x 104 Km, radio de la Tie­
rra = 6,371 xlOl km. 

8. Calcular el flujo a través de una cara de un cubo de 1 
m de lado, si en el centro del cubo se encuentra situa­
da una masa puntual de 10 kg. 

9. Calcular el flujo a través de la superficie de una esfe­
ra de 2 m de radio debido a una masa de 100 kg si­
tuada a 3 m del centro de la esfera. 

*10. Un satélite terrestre se mueve en una órbita circular, 
a una altura de 300 km sobre la superficie de la Tie­
rra. Calcular: a) su velocidad, b) período de revolu­
ción, c) aceleración centrípeta. 

*11. Calcular la intensidad de campo gravitatorio y el po­
tencial producido por un anillo de masa M y radio 
R, en los puntos de un eje perpendicular al mismo y 
que pase por su centro. 

12. Repetir el ejercicio 4.5, aplicando el Teorema de 
Gauss. 

176 

* 13. En una esfera de radio R se practica un agujero esfé­
rico de diámetro igual al radio de la esfera. La posi­
ción del agujero está indicada en la figura. La masa 
de la esfera, antes de practicar el agujero, era M, ¿con 
qué fuerza atraerá la esfera de radio R a otra pequeña 
de masa m, que se encuentra a una distancia d del 
centro de la esfera grande, en: 1) la posición A; 2) la 
posición B (Fig 11.32). 

B­I 
I 
I 

FIG. 11.32 

A 
--- .... 
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