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En este trabajo se presenta el desarrollo, con un planteaniiento básicamente matcmá- 
tico, de una ecuación polinómica sencilla, útil para correlacionar las cantidades que sur- 
gen en los procesos de mezclado de sistemas multicomponenies en fase fluida Se ex- 
tiende su utilidad con una posible significación iísica de los parametros, incluyendo la a 

ilamada,frucci<in vohrtn¿/r~cn q%ctzvu y teniendo en cuenta el orden interaccional entre = m 
O 

las moléculas presentes El modelo propuesto adopta la siguiente forma general 
- 

o 
Se muestran las correspondientes aplicaciones particulares del modelo para sistemas n 

E binarios y ternarios y se ofrece una gerieralización del mismo a sistemas de n- a 

Componentes. Por iiltimo se realiza una aplicación sobre una propiedad, como es el vo- 
n 

lurnen de exceso, haciendo intervenir los volúmenes molares de las sustancias que n 

coiisti~uyeii el sistema en estudio, binario o ternario, empleando datos de la literatura y 
3 

obteniéndose una excelente bondad de ajuste en los casos considerados. O 

Summary 

In this paper a mathematical model is presented in order to describe and predict the 
quantitics that emerge in the rnixing process of multicomponent systems in fluid phase 
The model is built from basic principies and has the form of a rather simple polynomial ,,..,+;,.. TI., ..",C..I ,,,, -4-4-L, ,,A,1 ,.,+,,A" c,  ,,". :Ct- ,L.. ,:,,1 ,,,..:,.., ,&.&l., :, 
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tervening parameters, arnong thern the so-called effective volumetric fraction by taking 
irito account the orders of iriteraction between molecules in the global tluid The model 
proposed adopts the following general forrn. 

An application of the model to binary and tertiary systems is shown, as well as a 
theoretical generalization to n-component systerns. The model is tested for the excess 
voluine computed after the molar volumes o[ the system constituents in binary or ter- 
tiary in some study cases taken from the literature, obtaining in al1 instantes an exce- 
llent goodness of fit. 



1. htrodliicci6ira 

En el campo de la ingeniería química y particularmente para los estudios que se rea- 
lizan en el área de los procesos de separación de sistemas multicomponentes rio-ideales, 
se necesitan datos de los equilibrios que constituyen las distintas fases que forman el 
proceso en estudio. Se destaca especialmente dicha necesidad en el campo de la destila- 
ción fraccionada de mezclas o sistemas multicomponentes, donde los datos de equilibrio 
son escasos. Como el número de sistemas binarios, ternarios y de un mayor número de 
componentes que pudieran estudiarse en laboratorio constituiría una labor casi imposi- 
ble, es importante al menos reducir al mínimo el número de medidas que son necesarias 
para conocer con profundidad los sistemas en estudio y en todo el rango de concentra- 
ciones. Por ello resulta fundamental el empleo de ecuaciones de inter- o extrapolación 
de valores, las cuales aumentarían aún más en interés, si además de su empleo para CO- 

rrelacionar datos, tuviesen una base teórica. 
En los últimos cincuenta años la Termodinámica ha dado un gran impulso al objeti- 

vo planteado para el caso de los sistemas fluidos, aportando un sinfin de artículos donde 
se muestran ciertas ecuaciones que permiten relacionar las cantidades interesadas. En 
muchos casos, el empirismo de las expresiones no ha permitido asignar un significado 
físico a los parámetros que intervienen, dificultando la generalización de las aplicacio- 
nes y sobre todo la interpretación del comportamiento de los sistemas materiales en el g 
estado de líquido o de gas. Sin embargo, los investigadores en esta área piensan que este 
tema debe continuar a través de una vía correcta de estudio y que los progresos en esa f 
dirección serán adecuados cuando se consigan modelos precisos, y a ser posible senci- 1 
llos, que reproduzcan fielmente las cantidades que estudia la Termodinámica de fluidos g 
y que luego son de aplicación en el diseño de sistemas ingenieriles. La participación en E 
la construcción de un determinado modelo de otros campos de la Ciencia, como son la 
Física y las Matemáticas, junto a las potentes herramientas computacionales de que se { 
dispone actualmente, es fundamental. En la interpretación del comportamiento de los 
sistemas multicomponentes utilizando valores de cantidades macroscópicas de la Ter- g 
modinámica clásica, y donde se hace intervenir a la Termodinámica Molecular y a las E 
materias de npuh indicadas antes, parece una adecuada combinación para profundizar 
en el conocimiento sobre el comportamiento de la materia. 

Concretamente, en el campo del equilibrio de fases sería muy conveniente conseguir 
una ecuación sencilla que relacione la función más característica del equilibrio, como es 
la función de energía de Gibbs, con la concentración y la temperatura. Un objetivo más 
amplio sería la generalización del modelo para la estimación de cantidades terrnodiná- 
micas relacionadas para sistemas m&i-omp~nc.ntc.r. principie, &e tríiht!je pretende 
ser sólo una sencilla aportación al objetivo que aquí se comenta y debe servir fin, d 1 mente 
para proporcionar una expresión que correlacione de forma adecuada las cantidades 
medíbles o estimadas de sistemas multicomponentes no-ideales, permitiendo su precisa 
extrapolación para cuando fuese necesario. 

Con el fin de verificar o incluso modificar los modelos teóricos existentes, en nucs- 
ii-u iaboratorio -y durante más de veinte años- se han iievado a cabo exhaustivas y sis- 
tematicas investigaciones, centradas de manera especial en el trabajo experimental, que 
ha permitido conocer algunas de las cantidades que surgen en un proceso de mezclado. 
Debido a la enorme dificultad de conseguir una teoría general de aplicación a todas las 
clases de fluidos, el trabajo se concentró únicamente en conocer las propiedades tcrtno- 
dinámicas para un conjunto restringido de mezclas líquidas y utilizando determinados 
compuestos que pertenecen a una misma clase de sustancias orgánicas. En un trabajo 



anterior de Ortega ( 1  998), se puso de manifiesto la necesidad de poseer una buena base 
de datos experimentales para conocer el comportamiento de los sistemas fluidos Allí se 
relacionaron albwnas de las bases existentes y el estado actual de las investigaciones en 
este campo, incluyendo algunos modelos empíricos utilizados, paso previo importante 
para abordar de forma organizada el objetivo que se pretende La bibliografía recoge 
continuamente modelos teóricos de comportamiento basados cn hipótesis lógicas, pero 
referidas sólo a unos pocos datos reales y por ello la experiencia viene demostrando en 
la mayoría de ellos, que los planteamientos de las teorías resultan inadecuados cuando 
se desea generalizar su aplicación a otros casos complejos. Una de las ecuaciones más 
utilizadas en la correlación de cantidades termodinámicas es la propuesta por Redlich- 
Kister (1 948) Como un paso fundamental y decisivo para elaborar un modelo de solu- 
ción y en eso, como se comentó antes, se ha centrado en los últimos veinte años el tra- 
bajo de nuestro grupo, sigue siendo necesaria la elaboración de un densa base de datos 
reales que permita verificar paso a paso la bondad del modelo que se considere 

En los estudios termodinámicos de soluciones reales se introduce el concepto de 
solución ideal como un estado de referencia, ver Ortega (1998), pero esto no es un he- 
cho específico de la Termodinámica en cualquier campo científico resulta común utili- 
zar la idealización de un fenómeno natural que sirva luego de base al estudio y análisis 
de su comportamiento real 

En el campo de la 'l¿rrnodrn~irnrcu y de la l+i,srcoqi~irn~cu de fluidos es bien conocida 
Iü definición de una cantidad de exceso, concepto propuesto por Scatchard (1937), como 
!i diferencia entre !a prqiedad en es t~d ie  de U, s!stema rpl! y !Y de! sistema idea! a !a 
misma presión, temperatura y concentración Estas cantidades permiten conocer con 
mayor exactitud el comportamiento de los sistemas materiales y en particular de aquc- 
110s en estado fluido, asignando las cantidades de exceso a los efectos de las interaccio- 
nes moleculares de las sustancias presentes en el sistema y por eso, sobre dichas canti- 
dades que gcnéricamente se representan por M", se conccritran los estudios de sistemas 
constituidos por dos, tres, o más sustancias, calificados, respectivamente, como bina- 
rios, ternarios y, en general, sistemas multicomponentes 

Supongamos en primer lugar un sistema homogéneo multicomponente constituido 
por ri sustancias diferentes s, (1 1,2, ..., r r )  y donde cada una de ellas dispone de volú- 
menes respectivos v,, verificándose que la concentración en volumen referida a una de- 
termixr!a sustxxia ! viene dadu pur x, -v,/Z!;, cnn E x ,  !. En. dicho sistema de refe- 
rencia también se cumple que cada molécula estará rodeada de otras de una misma sus- 
tancia "! " y también de moléculas diferentes La proporción de moléculas "z " presentes 
viene determinada por la fracción molar de dicha especie 1. Para plantear un modelo 
referido a una función o cantidad termodinámica de exceso que es observable directa o 
indirectamente, parece necesario establecer un conjunto de hipótesis iniciales 

1 . -  La cantidad de exceso asignada a una magnitud termodinámica y recogida 
en una función M", estaría ocasionada por la interacción entre moléculas de 
distinta especie o naturaleza, o sea que, en el desarrollo se descartarán aquellos 
efectos ocasionados exclusivamente por las interacciones de una molécula i 
consigo misma 



2.- Para evaluar los efectos producidos por las interacciones entre moléculas se 
necesita concretar un detalle de las mismas y que será fundamental en la apli- 
cación del modelo. Es conveniente y necesario establecer como primera medi- 
da las interacciones que puedan darse entre 2, 3, 4, . .  . moléculas de las i sustan- 
cias distintas que constituyen a un sistema multicomponente. Un ejemplo de las 
interacciones existentes entre varios tipos de moléculas y su calificación se re- 
presenta en el siguiente esquema: 

interacciones de 
segundo orden 

interacciones de tercer 
y cuarto orden 

Figura 1. Presentación csquemhtica dc diferentes casos de interacciones rnolecularcs y su 
calificación de acuerdo con el niimero de inoléculas presentes. 

Una consecuencia de lo anterior, al no considerar las interacciones de 
- 
0 
m 

E cualquier orden entre moléculas de una misma sustancia, es que el número de 
pusibles iiiieracciíiiies de orden p eriii.e las i i  j~siancias podria plariiearse ice- 

O 

diante la relación n 

E 
a 

[l l  CI? *@,p) =Clt(n,p}-n 
n n 

n 

donde Clt(r~,p) es el número de combinaciones con repetición de n elementos 
tomados de p en p y n el número posible de grupos de p elementos cuyos 

3 
O 

componentes son todos iguales Denotaremos una combinación de esta 
naturaleza como 1,,z2,13, ..., I,,, donde cada r, puede tomar cualquier valor entre 1 
y n, excluyéndose como ya se estableció, que todos los z, sean iguales 

3.- Para una determinada concentración x, de una sustancia i en ei sistema, se 
asignará un "coqficiente de interaccidri" v,, que describe su contribución parti- 
cular a la "cunlidadde exceso" y que se origina en el proceso de mezclado. De 
esta forma puede realizarse una 'izormalizacicin" respecto a las cantidades 
mencionadas definiendo la llamada 'jcrncción volumétrica ejiectiv~r" z,, como el 
cociente: 

de modo q u e 2 z , = l .  Para todo i -  1, 2, 3, ..., rz, se puede escribir entonces. 



XI - 
ZI = ,, - 

E(u] ' U !  )x] XZ +&x,, J f  I 

A modo de ejemplo, en el caso mas sencillo con 11-2 se tienen dos coefi- 
cientes de interacción u, y 0 2 ,  de forma que las.fiaccione.s ~~c~lurnétricas efecti- 
i m ,  referidas a las sustancias 1 y 2 se expresan, respectivamente, por: 

siendo ~ , ~ - - I / ~ ~ I = I ) , / u z  Para evitar la presencia simultánea de un parámetro k,, 
y su inverso, puede elegirse una determinada sustancia del conjunto como "de 
ryferencia en los cálculou", lo que permitirá expresar siempre cualquier z, de 
una manera más homogénea Así, si la sustancia de referencia es la " S ,  ", el 
valor de z, podría expresarse en forma genérica como 

que es otra Sorma de presentar la relación [3], siendo kl l -  u,/u, 
Asumiendo las tres hipótesis mencionadas, puede plantearse un modelo matemático 

simple para significar las cantidades termodinimicas que surgen en el proceso de mez- 
clado, las conocidas como cantidades de exceso, de la forma siguiente La función de 
exceso vendrá definida como la suma de las contribuciones de los efectos de todas las 
posibles interacciones y-ar~us de las w fracciones volum¿tr~cas efecliva.~, donde y -2, 3, 
4, elc. Matemáticamente, la función genérica de exceso M' puede expresarse por 

donde N representa el máximo orden de las interacciones moleculares que se conside- 
ren, mientras que el a,,,* ,, es el cocfic~cntc yartic~rlur de ~r$hrencia de la combinación 

p-arru en la cantidad de exceso que se esté considerando, incluso en algún caso concre- 
te, vririns de cgeficienter p u ~ & g  nii!o$ .A! ~ ~ ~ r i h i r  !;!; ... jp&R*('n,~$ indica 
que el orden no influye en la interacción de p fracciones volumétricas aunque también 
podría pensarse en la influencia de la ordenación, en ese caso se consideraría VZ<*(n,p) 
(var~ucrorrcs con repe/món) en lugar de 17R"r1,p) La utilización de la expresión [6], 
particulariztlda a un nhmero Ijmitado de sustancias, podrja jdeniifícarse c m  un modelo 
empírico planteado por Wohl (1946) para correlacionar valores de la iunción de Gibbs 
para sistemas multicomponentes En las siguientes secciones se utiliza la aplicación de 



161 a casos niás sencillos y para los quc se disponc de resultitdos procedentes de la expe- 
rinientación. 

2.1. Caso de un sistema binario 

Los sistemas binarios y ternarios son bastante frecuentes en la actual práctica expe- 
rimental y por ello parece necesario presentar una aplicación particular del plarilea- 
miento anterior con el fin de validar el modelo que se ofrece. Así, la ecuación [6] con 
rr-2, toma la forma, 

donde 1, únicamente puede tomar los valores 1 y 2 Para la mayor parte de los casos sc- 
ría suficiente considerar interacciones como máximo de cuarto orden, esto es con N 4, 
por lo que la expresión [7] se plantea como una suma de los siguientes termirios. 

n 

Esta expresión también puede escribirse de manera más simple en iiiricion de una Ijntctr j 
fracción vol~~métr?ca. En efecto, al extraer el producto z1z2 como factor común en [O) y $ 
sustituyendo z2 por su compiemenlario (1-z,), dicha expresión quedará ahora coino O 

o bien, de Cur~na más reducida, 

haciendo que los A k  sean combinaciones lineales de los cot$cioenles pcrrf~culrrres de rn- 
ff,,,>n/.,," ,f<, ,,m,-, ~>'v,,,,4;Anfl , ~ > / , , % . , " , 3 < ~ , , < " .  f i " + m h l - n :  A - n  e--- ~ ' " . v , & v , w  MC w I I í <  G L I 1 / C U $ / I C . U  I l l l G l L < L b l V I I ,  L i ) L C I U L G C I l U U >  LUILIU 1- -..- 1 -- -1 . A  1': 
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cilmente de los paréntesis de [ lo]  Esa misma ecuación polinómica indica en una prinie- 
ra lectura, los sibwientes aspectos que deben considerarse con detalle 

Si el sistema se reduce a un único componente, esto es para los casos donde zl O O 
~1'1 ,  no hay cantidad o propiedad de exceso, lo cual está acorde con la realidad pero si 
el sistema considerado es binario, entonces y según se deduce de [ 1  11, la cantidad de 



exceso viene "caracterizada" por la interacción z!.z--z!(l-z!) modulada por un polino- 
mio en z ,  Si se hubiesen admitido interacciones N de orden superior a cuatro, la expre- 
sión [ l  11 se escribiría de manera genérica como, 

siendo N el mayor orden de interacción que se considere. Cada término A,Z: con (k -O, 
1, ... , N-2) representa en qué medida las interacciones de orden (k I 2) modifican el pa- 
trón interactivo básico z!zz. 

Por otro lado, si en el tratamiento de algunos sistemas se considerase únicamente 
interacciones de tercer orden (lo cual también podría ser aplicado de forma razonable a 
un buen número de casos), entonces el polinomio modulante resultaría de primer grado, 
con coeficientes AO y A , .  En las figuras 2(a) y 2(b) se observan, respectivamente, las 
formas de las curvas que ofrece el modelo rnás sencillo y la influencia que ejerce el po- 
linomio sobre el producto de 1as.fraccione.s volumétricas, creando formas asimétricas de 
la representacihn. Esta versión puramente analítica también ocurre en ciertos casos rea- 
les, donde la presencia de uno de los compuestos ofrece efectos distintos en diferentes 
zonas de concentración y que normalmente dependen del tipo de interacción y también 
de la mayor o menor presencia de uno de los componentes frente al otro. La representa- 
ción de ia cantidad de exceso M', que se ha iievado a cabo en la figura ¿ también puede 
realizarse en hnción de la concentración directa x, en lugar de z,, si bien entonces, la 
forma de la curva depende también de los k,, como se detalla en un apéndice de 
articulo. 

este 

axlmo en R p r a  2 Función de exceso dada por la eci~ación ( 111 (a), represcntiición de A(gl(l-zJ cor~ ni ' 
z, -112, (b), rcprcscntacióii de la fuiicion de exceso bisica modific~da por un polinomio, el mixinio se 
desplwn y canibia de valor 



En principio, la ecuación obtenida en su forma [11] o 1121 puede ser utilizada para 
correlacionar las diferentes cantidades termodinámicas de mezcla que surgen en los 
estudios de sistemas binarios, así como de otras cantidades que puedan establecerse y 
que cumplan con ciertas condiciones, algunas de las cuales ya se revelan en la figura 2 
para la ecuación, y que serán analizadas con mas detalle. Una de las condiciones de 
contorno más claras de la expresión [ 1  11 es que, por la propia definición, la curva debe 
atravesar los puntos (0,O) y (O,]) del plano de coordenadas (z,, hf?, intervalo que coin- 
cide con el de existencia de la,fracción molar x,, como variable de medida de concentra- 
ciones. En trabajos anteriores de esta naturaleza llevados a cabo en nuestro laboratorio 
por Ortega (1991), Postigo y col. (1995), Ortega y Hernández (1996), se utilizó una 
ecuación similar a la [11], pero donde se sustituía el producto zl(l-zl)=zlzz simplemente 
por x~(l-x~)=x~xz, hecho que, si bien da buenos resultados en la correlación de datos, 
hace perder el sentido físico que con este trabajo se trata de asignar a la ecuación pro- 
puesta. Un intento de diferenciar los resultados obtenidos con esas dos expresiones se 
llevó a cabo por Ortega y Alcalde (1992); no obstante, la justificación o no de dicha 
suslitucion y su generalización a sistemas de mayor número de sustancias, se detalla con 
rigor en el apéndice 5.2. 

En el trabajo experimental de sistemas binarios, una de las valoraciones más signifi- 
cwtivus s d x r  e! ccrnpartamiefita de las mszclüs süelcn ser !GS rcsültüdos qüe se cuiisi- 
guen para los volúmenes de exceso ?', ver Ortega (1998), donde la relación entre el 
modelo conseguida y el hecho real parece, al menos en principio, más directa, ya que se g 
parte de sistemas donde se considera que las interacciones entre compuestos de dife- 

N 
- - 
m 

rente naturaleza son no-reactivas. Dicho de otra forma, los efectos de cambio de volu- O 

men son asignados únicamente a interacciones de naturaleza física y10 de volumen. Por 
ello, basándonos en multitud de experiencias reales, con mediciones experimentales 
sobre sistemas binarios y ternarios, y siempre con la intención de conseguir un modelo O 

teórico que reproduzca fielmente el comportamiento de sistemas fluidos, puede introdu- g n 
cirse también aquí otro hecho aplicable a los volúmenes molares de los compuestos pu- % 
ros u,, los cuales pueden ser reemplazados por unos parámetros de volumen r, ~itilizando 
un método sencillo de contribución de grupos, todo ello sin una pérdida apreciable cn la 
precisión de los cálculos. De esta forma, cualquier r ,  vendria definido como,. 

3 
O 

donde los S, son números enteros y cada uno de ellos se corresponde con el número de 
grupos de tipo k en la molécula I A los parámetros de grupo /& se les asigna el volumen 
de grupo de van der Waals, dados por Bondi (1968) Ello supone que una propiedad 
física como es el volumen de un compuesto puro, vendría dado por la suma de las con- 
tribuciones fisicas7 también de vi!nmen, de !E gn~pes lur?ci~na!v:: de !as .;r,o!écü!as qüc 
integran dicho compuesto, así el TI-hexuno estaría constituido por 2CH3 y 4CHz De esta 
forma, si volviéramos a referirnos a las ecuaciones [l  11 o [12], los valores de k,, vendrán 
dados por el ~ociente de kj,-r /r 

j .  ' Por último, consideramos importante resaltar, aunque un tratamiento demasiado ex- 
haustivo se saldría hera de la mera presentación del modelo. cutí1 sería un objetivo más 
amplio de este estudio, donde si bien se trabaja con los coeficientes A k  de la ecuación 
[11] o la [12], no debe olvidarse que sus orígenes son los a,,l2 denominados en el $2 
coeficrcrites parrlculc~res de znflz~enczu para una deterrnznadu rníer~icc~ón, tal como se 



dedujo de la ecuación [lo].  Si se desea calcular los a partir de los A k ,  el sistenia 

de eci'acimes que  surgió allí y qne planteamn~xp!lcitam~nte -,hnra: 

es claramente indeterminado, pues el número de incógnitas duplica al de ecuaciones. Su 
resolución sería factible si, por un lado, pudieran adoptarse criterios de simplificación, o 
bien por otro, considerando su aplicación a casos concretos en los que se conozca o se 
permita la evaluación de algunos de los coeficientes que intervienen en [14]. Podría por 
ejemplo, asociársele valores a los a,l,2,,,,p teniendo en cuenta albwna regla de combina- 

ción relacionada con el número y la clase de interacción, ver figura 1.  Un estudio en 
profundidad resultaría ledioso pero necesario y a la vez algo complejo por la gran canti- 
dad de datos que sería preciso utilizar para definir el sistema de ecuaciones [Id], de aquí 
esa "r~ecesidud de vcr10re.s experimeniales " que se planteaba al comienzo del artículo. 

Para avanzar en la idea de lo que aquí se viene planteando y observar la utilidad del 
modelo construido, seleccionaremos dos familias muy amplias de sistemas binarios para 
los que existen datos de $I (posiblemente la literatura actud no recoja ninguna otra tan 
experimentada). Dichas familias son las formadas por un hidrocarburo saturado, tal co- 
mo el n-penlnu'ecnrio, con los ¿sleres de mefilo y elilo (desde el elanoalo al pentudeca- 
noulo), cuyos valores fueron publicados por Ortega y Alcalde (1992) para el primero de 
los conjuntos y por Vidal y col. (1997) y Ortega y col. (1999) para el segundo. De igual 
forma podría haberse realizado el aniilisis de otros sistemas y también el de otra propie- 
dad relacionada con los efectos de mezclado. 

Los coqflcisntes purticuluivs de ieinfmwin en una interuccicín L I ~ , , ~ , , , , ~  podrán de- 

terminarse correlacionando en primer lugar los sistemas binarios con la ecuación [l l ]  y 
considerando para cada uno de ellos, de forma sucesiva, interacciones de segundo, ter- 
cer y cuarto orden. De esta forma, la primera aplicación permite conseguir el coeficiente 
correspondiente a la interacción binaria u,,, luego, con este valor y considerando interac- 
ciones de tercer orden, se calculan los a,k y, por último, con aquellos y utilizando inte- 
racciones de cuarto orden, los a~kl. Este procedimiento sistemático aplicado a las dos 
familias de sistemas binarios antes mencionados, da lugar a los coef~cientes particulares 
de in/lzmcia en la interacción que corresponda, los cuales al ser representados en tbn- 
ción de la cadena del éster como se ha elegido aquí, o bien de su peso molecular, o in- 
cluso de otra propiedad que sea característica de la sustancia utilizada corno de referen- 
cia, ofrecen unas distribuciones como las mostradas en las figuras 3(a) y 3(b). Lo más 
destacado es la variación uniforme de cada uno de los coeficientes, que disminuyen en 
valor absoluto en este caso con la cadena del éster, es decir con el decrecimiento de la 
propiedad estudiada y de las interacciones moleculares existentes. Se obtienen impor- 
tantes consecuencias de los resultados presentados en la figura 3 pero que, por ahora, su 
explicación sale fuera de las pretensiones de este artículo. 

Para resumir puede destacarse, en base a ia observación y a ias iógicas Seducciones 
que permite obtener la regular distribución de los valores representados, el interés que 
suscita el modelo que se propone, dejando para futuros trabajos otros análisis con dife- 
rentes aplicaciones y sobre todo, la significación física que podría asignarse a los coefl- 
cienks pcrrficul~nci de inflilcncirr de cada interacción. 
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Figura 3. Representación de los valores oblenidos para los distintos coclficienles pnrficulnres de in- 
fluewdn en la interaccion, en fiinción de la cadena del dsier para los sistcnias binaiios: (a), cstcres dc 
~netilo+pcn-tadecano y (b), ésteres de etilo+pcntadecano. 

2.2. Caso de uri sistema terriario 

Cuando se trabaja con un sistema ternario, el modelo general definido por [6] se 
concreta como sigue: 

si ahora, al igual que para el caso del sistema binario, se restringe el planteamiento a 
N-4, o sea considerando irileracciones de cuarto orden corno máximo, se puede escribir. 

M : ~  =[térm~nosde ~"orden~[t~rmint,s  de 3°~rden~[t¿rmin~)Ls de 4" orden]= 



reorganizando ahora esta expresión, después de simplificar y agrupar convenientemente 
aquellos términos que tendrían que ver con posibles interacciones binariars de las molé- 
culas que constituyen el sistema, y que corresponden en este caso a las posibles parejas 
de las sustancias 1, 2 y 3, se obtiene finalmente lo siguiente 

para llegar a esta expresión se ha utilizado la relación Z I  I z2+z3=l, que también se cum- 
ple para las Xi, o sea xl-t-xZ-tx3=1. Aquí, los M::-" se refieren a la contribución parcial 
de la función de exceso del sistema binario i-j con interacciones máximas de 4" orden. 
Cada par i j  reúne a las P(3 ,2 ) ,  combinaciones de 3 elementos tomados de dos en dos. 
De acuerdo a las expresiones de z, que surgen considerando la relación [2], ahora en los 
tres términos de la suma establecidos por la ecuación [17] se recogen los diferentes va- 
lores de k,,=u,/v, (O bien los k,,-=rJr,), que son, respectivamente, k21, k?, y k32. 

Al igual que se comentó en la sección anterior para las mezclas binarias y este as- 
pecto se concreta en el apéndice 5.2, no resulta adecuada la simple sustitución del pro- 
ducto de las ji.ncciorie,s vol~m¿tricas efeclivas por el de las respectivas fracciones mola- 
res, si no se desea perder el sentido fisico del modelo aquí desarrollado, aunque pueda 
obtenerse una mejora en la correlación de datos. 

2.3. Caso geiiersliz;id» para sistemas multlcomponcriles 

El planteamiento llevado a cabo en las secciones anteriores para los sistemas bina- 
rios y ternarios sugicre una formulación global y genérica del modelo para el caso de n 
componentes y considerando interacciones entre ellos hasta de orden N Incluso, podría 
obtenerse una generalización suponiendo que N n, y obviamente n 2 Partiendo de la 
observación hecha para el último caso de los sistemas ternarios, la expresión [17], gene- 
ralizada a interacciones de orden N. se escribe como 

M:, - CM;; "+[f¿rmrno de rnferaccrón brnarra modulado por un polrnomro] [18] 
1 / f  ('( 7 2 )  

por tanto, una generiilización natural para el caso de n sustancias vendrá dada por una 
expresión recurrente que se resume en la siguiente fórmula: 

donde M~~ '~ ( , "  " " representa la fracción o contribución parcial de la cantidad de 
exceso debida a la interacción de (n-1) componentes hasta un máximo de N moléculas 
elegidas entre las es!)ecies , f j  f2. . L./. estos índices pueden variar de 1 a n sin repeti- 
ción Cada una de esas fiinciones de exceso puede a su vez reducirse a las M:, , co- 
rrespondientes y así hasta llegar únicamente a las interacciones binarias El término 
I ; ,+~)N representa eseiicialmente al producto múltiple de z1z2 ... z, y un polinomio cuyo 
grado dcpende de N Recuérdese que, en el caso de sistemas binarios con interacciones 
de cuarto orden (n  2,N 41, la expresión [ l  11 análoga a [18] se reduce al término 11',,.1'~, 



donde 61 polinomio PN tiene grado N-n=4-2 -2, sin embargo, para un sistema ternario 
con interacciones de cuarto orden (n=3,N=4), el grado de PN resulta ser la unidad En 
general lJN será de grado N-n si se supone, como se lia hecho aquí, que N / n  En caso 
contrario, si 4 x 1 1 ,  la expresión general se simplifica pues los términos complementarios 
desaparecerán hasta que el orden de las interacciones consideradas sea menor que N, en 
cuyo caso volverán a tenerse en cuenta La forma general de T,, expresada en términos 
de las.fkiccronr.\ volirm~~rz'rrcns <ft.ctzi~as resulta ser, aplicando la expresión [5] 

recordando que kI,-=vl/vl Resumiendo, con la expresión [19] complementada con la [20] 
se representa un modelo matemático para correlacionar las cantidades de exceso de sis- 
temas n-arim con resultado de interacciones N-arias. 

3. Aplicación práctica. Correlación de volúmenes 
a 

Supongamos que inicialmente se dispone de un conjunto de datos que corresponden g 
a una cantidad de exceso genérica que surge de un sistema con varios componentes 
1, 2, ... . Para llevar a cabo el ajuste de datos experimentales a la ecuación propuesta en 
este articulo en su forma polinomica, puede emplearse un método de regresión haciendo E 
mínima una función objetivo que se establece previamente Dicha fiinción puede ser la 
desviación cuadrática media o la desviación estándar de los datos, S, definida de la for- 
ma siguiente. - E 

a 

2 

donde D es el número de datos experimentales utilizados en la correlación Pueden esta- 
blecerse dos casos diferentes, dependiendo del método utilizado para asignar los valores 
de k,, En el primero (a), y siempre de acuerdo con lo planteado en las secciones prece- 
dentes, se fijarán valores del parámetro 4, como el cociente entre los volúmenes molares 
de las sustancias puras que intervienen en el sistema, determinándose posteriormente en 
el procedimicnto de regresión los coeficientes adecuados para cl mejor ajuste de los 
dates uti!izuciSr! de uc /?=les? permitir& inc!üYa Gptimizar e! de! i;a!inc;miG 
que, como ya se ha visto, está rclacionado con el orden de las interacciones que se con- 
sideren en cada caso Dentro de este apartado también podría tenerse en cuenta la apli- 
cación del método de contribución grupa1 dado por [13] para fijar los k,, 

En el segundo caso, (b), se comienza el procedimiento de regresión con unos valo- 
res arbitrarios de k,,, obteniéndose así un primer conjunto de coeficientes y un valor de 
.S Se elige otro valor del parámetro cercano al primero y la regresión da lugar a un nue- 
vo conjunto de coeficientes y una nueva desviación estándar S,  que comparada con la 
anterior, permitirá escoger el camino a seguir para llegar a unos valores de k,, que oca- 



sionen un mínimo absoluto de s.  Este segundo caso, si bien produce el mejor ajuste de 
los datos experimentales, puede dar lugar a valores de k,, diferentes al obtenido en el 
caso (a); la finalidad u objetivo del trabajo permitirá una elección mas adecuada por 
parte del autor; en cualquier caso hay que resaltar que el tanteo propuesto es poco ele- 
gante. En la sección siguiente se desarrolla algún ejemplo. Si se desea utilizar como 
algoritmo el método de mínimos cuadrados, la determinación de los coeficientes de la 
ecuación [ 1 1 ]  o de la forma genérica [12], se IIeva a cabo minimizando el momento 
cuadrático definido por la diferencia entre los valores experimentales de la cantidad de 
exceso y los correspondientes a la función de ajuste para cada x, o su correspondiente zi. 

La expresión se plantea corno: 

para el conjunto de puntos (z,, M,'Z). Los N parámetros, (N-/) de Ak y el k,,, pueden cal- 
cularse resolviendo el sistema definido dc N ecuaciories que surgen de anular las deri- 
vadas siguientes: 

=O . . . [(N-/) ecuaciones] y 

para todo k,,. En la práctica habitual todos estos cálculos se resuelven casi de manera 
automática y rápida con los paquetes estadísticos comerciales. 

3.1. Volíimeiies de exceso de iiri sistema biiiario 

Para mostrar la utilidad del modelo planteado con las indicaciones de proccdi- 
miento de la sección anterior, se emplea la ecuación [ l  11 para correlacionar los datos 
experimentales de una propiedad importante como son los volúmenes de exceso, pro- 
piedad que complementa la información sobre el comportamiento fisicoquímico de un 
sistema binario o multicomponente y que son obtenidos habitualmente por la experi- 
mentación sobre un sistema real Como aplicación de todo lo anterior se han elegido 
aquí los datos determinados en nuestro propio laboratorio para la mezcla nonunoafo de 
rncl~ko{l) I 0cnluu'ecurro(2), cuyos resultados experimentales de 1,'" fueron publicados por 
Ortega y Alcalde (1 992) Con la metodología recogida en los dos casos que se plantea- 
ron en la sección anterior se llega a lo siguiente 

Caso (a) Las medidas experimentales de los volúmenes molares u,, de las sustancias 
que intervienen en el sistema binario permiten fijar un valor para kz,=uz/u/ que aquí, 
para la mezcla elegida, resultó ser de k2/=1.402, el ajuste con la ecuación [I 11 y un 
método de mínimos cuadrados dio los siguientes coeficientes, Ao-3043.2, A /  -2438.2, 
y A2 889.5 con una s(v"~-2.9.10-" m'mot'. En la figura 4 se representan los residuos o 
diferericias individuales entre cada punto experimental y los estimados por dicha curva, 
la distribución de residuos muestra la adecuación del ajuste obtenido y la correlación 
global presenta una bondad media del error del 1% 



Tal como se indicó al final de la sección 2 1 también pudo haberse utilizado el pro- 
cedimiento de contribución de grupos para determinar el parámetro k,,, establecido co- 
nlo el cociente entre los volúmenes molares de las sustancias puras que intervienen en la 
mezcla Los valores de los volúmenes de grupo propuestos por Bondi (1968), fueron 
l(cr1~=0.9011, 0.6744, Rcw -1.002, el número de grupos participantes en la mo- 
lécula de norimocrto de i~'rnh(1) son 2(,'H3, 7C1H2, 1 COO, y en la de pct1t~1decur~(2), 
2CIH3, 1 3CH2 Llevando a cabo la operación indicada en 113 J se obtienen, respectiva- 
mente, unos valores de rl-  7.525 y r2-10,560, y un cociente de kai -1.404, valor casi 
idéntico al determinado antes utilizando valores experimentales de los u, 

Caso (b) La otra forma de proceder, ver $ 3, es conseguir un valor de k21 por tanteo 
dentro del mismo método de regresión, siempre de acuerdo con la sistemática del pro- 
cedimiento indicado en la sección anterior, intentando minimizar la desviación entre los 
valores experimentales y los calculados utilizando la función objetivo de [21] Aquí los 
resultados finales fueron k71= 1 372, Al,-2992.3, Al--2298.4, A2 842.2 con una 
s(v';)=2.8~1íT9 m'mo~' Las diferencias con el caso anterior no son relevantes y de llevar 
a cabo ambas representaciones en una misma figura, las curvas quedarían casi super- 
puestas Con ello se conviene que, si bien los valores de k,, son ligeramcnte diferentes, 
la bondad de ajuste es excelente en ambos casos, prefiriéndose el procedimiento seguido 
en el caso (a) frente al (b) por el propio planteamiento del modelo descrito en la sección 
2 y ia vaiidación que pretende ciárseie ai mismo 

l 
Bigitra 4. Rcpresctitxión dc las dikren- n 

cies o residuos oblcriidos para c d a  puiiio 
n 
n 

de v",  eiltrc cl víilor cxperiniciit:il y el 
estirníido por la ciirw dc ajuste dcl sisicni:i 3 

O 

biriario (xl~~ownncin/o de rnetilo 1 x2ri-pen- 

tntlecnno). ~ I J "  :=v: ,x,, - I J ;  . O. valores 

oblciiidos en caso (a); 11, volorcs obleiiidos 
cii el caso (b). 

3.2. Volúmenes de exceso de  un sistema ternario 

De forma análoga al caso anterior, hemos querido observar la utilidad del modelo 
sobre un conjunto de datos reales de un sistema algo más complejo, como es el ternario, 
y para los Que también se poseen los valores cor r~pnnt ' i rn t~s  -i !E me:cc!us Yifiarius 
posibles de los compuestos que intervienen. En la literatura consultada, Rastogi y col. 
(1977) presenta valores de la magnitud v"-q@,,x2,x3) a la temperatura de 303,15 K del 
sistema ciclohexc~no(I)-i-telraclorometano(2)-t-tol1~eno(3), así como de los correspoti- 
dientes binarios ciclohexuno(1) 1 -  telracbromehno(2), ciclohexano(1) -1- fohteno(3) y 
telrcrcklromefan»orcl~rumian(2-1-iol1~eno(3), todos a la misma temperatura indicada. 



En la aplicación de la ecuación [17] se recogen ttes sumandos del tipo " que 
representan las tres contribuciones posibles de interacciones binarias I:] como si las co- 
rrespondientes parejas de sustancias estuviesen solas en el sistema global y que pueden 
obtenerse aplicando la expresión [ I  I] a cada uno de los casos Ello nos lleva a normulr- 
zur las variables de las fracciones molares x, y las correspondientes fruccmnes volz~mé- 
trzcas ~fixtrvu;v z,, para que en las contribuciones parciales continúe verificándose que Z 
x, -1 y C z ,  1 En la bibliografía consultada, Tsao y Smith (1953), Kohlei (1960) y 
Rastogi y col (1977), se plantean varios procedimientos de normalización de las varia- 
bles en el caso dc sistemas multicomponentes, incluyéndose también el caso de la no- 
normalización Para esta aplicación, las variables se redefinen de acuerdo a la indicación 
de los autores de la última de las referencias indicadas como sigue, x,"=x,/(x,+x,), las 

cuales lógicamente darían lugar a otras fracciones volumetricas z:; no obstante, estas 

también podrían determinarse de forma directa como z~=z,/(z,+z,), verificándose aho- 
* * 

ra que z, -1-z, = f .  Estas cantidades serán utilizadas en los cálculos de las interacciones en 

los subsistemas binarios que se "crean" por un "pse~~doaislamiento" del tercero de los 
componentes El termino de la contribución ternaria de [17] representa a la interacción 
básica modulada por un polinoinio de primer grado en las~ftzrccrones iw1umétr1cu.s qfec- 
t ~ v m  21, zz y z.7 de cada una de las sustancias que intervienen en la mezcla 

Con todo csto, la correlacion de valores se llevo a cabo minimizando la funcion 1211, 
tanto para los casos binarios parliculares como para el ternario de los compuestos que 
intervienen Para el cálculo de los k,, se ha tenido en cuenta lo comentado en 8 3 1, con- 
sider ando los volúmenes molares de los compuestos puros de cada mczcla binaria, que 
fueron extraídos dc diferentes bases de datos Los coeficientes del polinomio modulante 
resultaron ser ('0 23.135, ( ' 1  --80.375, ('2--4.519 El coeficiente de ajuste r2-0.98 in- 
dica que el modelo explica aceptablemente el comportamiento del sistema ternario La 
figura 5 recoge la representación de los residuales para cada uno de los datos experi- 
mentales, calculados por la diferencia entre el valor obtenido directamente y su corres- 
pondiente cstimado por el modelo Dichas discrepancias corresponden a un error por- 
;entual medio inferior al 10% 
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A.1. Análisis de la función que define I R  Fracción voliiniétrica - 
0 
m 

En la figura A. 1 se ha llevado a cabo una representación de la función que delíne la  
fracción volumétrica expresada en [4] para el caso de una mezcla binaria y para dife- 
rentes valorcs de k,, De su análisis se destaca lo siguiente n 

Figura A. 1. Rcprcscntación dc 1;i fracción 
volumclrica cfcctiva z, cii función dc la 
fracción iiiolar x, Campo dc cxistcncia de 
z, pira distitilos valorcs dcl paráiiictro k 



- La variable x,, que representa la concentración de uno de los compuestos r en el sis- 
tema binario, sólo varía entre O y 1 

- La función 141 representa una función continua excepto cuando x,=k,,/(k,,-1) 
- Si k,, es negativo, el punto crítico ~ ~ = k ~ ~ / ( k , ~ - l )  siempre pertenece al intervalo [O,]], 

esto es, existirá un valor x, de la concentración para el cual la fracción volumétrica 
se hace infinita, lo que carece de sentido fisico, luego k,- O 

- Hay que distinguir entre k,,. 1 y kJ,>l En el primer caso, el punto sinbwlar es negati- 
vo y dado que no existen concentraciones negativas, se deduce que la expresión [4] 
está bien definida en este caso Cuando kJ,>l, la coordenada del punto crítico es 
x, 1, y como no existen concentraciones superiores a la unidad, se concluye que 
también en este caso esta bien definida la expresión [4 ] .  

Por tanto, solo resultarán admisibles los valores de k,,-,O y establecido esto, las 
Sórmulas (41 y [5] indican que el rango de variación de las z, es el intervalo [0,1] como 
el de las concentraciones x, 

A.2. La equivalencia entre las productos nzi y nxh 

En la correlación de datos de propiedades de sistemas multicomponentes utilizando a 
la ecuación general [lo] (para sistemas binarios [I 11 y para ternarios [17]) es conve- 

= m 

niente conocer cómo influye la sustitución del producto de fracciones volumétricas z, O 

por el producto de fracciones molares x,. 
- e m 

En el texto principal de esle arlículo se ha establecido un modelo general para repre- E 

sentar una cantidad de exceso en un sistema n-ario en la forma [19], la cual puede rees- O 

cribirse ahora corno: o 
n 

E 

M " -~ [ co r i l r i h~ l c i one .s  debidas a IUS intemcciones entre 2,3, .. ., n- 1 sustmcias] 
a 

,, 

El segundo sumando del segundo miembro, escrito genéricamente es: 

donde el grado del polinomio PN depende del número máximo de moléculas que inter- 
vienen en las interacciones 

n 

El producto n[z, de las fraccrones i)ol».rnétricos ejkctrvas se puede sustituir por su 
1 1  

expresión correspondiente en función de las fracciones molares x,, teniendo en cuenta la 
rclacibn [2], obtenikndose una expresión como la [20] Se tienen por tanto dos relacio- 
nes para ser utilizadas por el producto de 7 ; , P N  en el modelo final [19j 



En la práctica de trabajos anteriores, (Ortega, 199 1,  Ortega y Alcaldc, 1992) en los 
casos de w-2 y n =3, se ha utilizado la expresión [A 41 considerando que el coeficiente 

se hace igual a la unidad. 
Para [tratar de] justificar esta elección se ha procedido a calcular el valor medio de 

este cociente Teniendo en cuenta que x,- 1-x,-XJ- . . .-x,,.,, puede escribirse, 

luego el valor medio G de G será: 

[A. 71 

donde el V d ( Q  es el volumen (n-1)-dmensronal de la región L2 en el espacio Y?'-' li- 
mitada por los hiperplanos coordenados x,=O (I 1 ,  2, ... , n-1) y el de la ecuación 
xl 1 x2+ . . . tx ,  l. Si como ejemplo se concreta este mismo planteamiento para cl caso 
de un sistema binario se tiene que R /O, 1/ ,  cuya longitud (o volurnen 1-tlimenaonal) es 
1, y la función G viene dada por 

siendo su valor medio, considerando [A.7], G(x,)=l, con independencia de k21 ver fi- 
gura A.2. 

Para el caso ternario, el recinto 52 es el espacio indicado en la figura A.3, cuya área 
(volumen 2-d~met~s~onnl) es %. El cálculo directo es análogo al anterior. En primer lugar 
la hnción G es ahora: 

y el valor medio es, 



[A. I O] 

y que, como en el caso anterior, resulta independiente de los k,, En general para n sus- 
tancias, hay que calcular el volumen (r~-l)-d~rncri,~lowa/O, que es 

f~igiirii A.Z. V~iriacihii cualitnlini dc la ruiicibii 
i i(x,) cii liiiicihii del pirdiiictro lb1 p:ir;i cI C;ISO 

dc ~iiia inczcls biriiiri~i. l a s  iiíiiricros cii la grd- 
Iicii iiidicnii valores de 1 ~ 1 .  

como por otra parte se tiene 

[A.  111 

Figurii A.3. Doininio de iiitegracihn dcl recinlo 
f.. dc eciicrdo ii las concciitracioiics de 1;is dos 
primcr:is susl~iiicias para el caso dc un sisteina 
tcrnmo, 

[A. 121 

cI valor medio del coeficiente (; es siempre igual a la unidad con independencia de los 
k,, Esto justilicaria SLI eliminación en los cálculos aunque sin una base fisica para ello 
Sin embargo, un análisis de las funciones 

en sus respectivos dominios de dcfinicion indica en qué sentido seria posible despreciar 
el cocficicnte. Pi11.a un sisknia binnrio por ejemplo se tiene que, ver figura A.4. 



aquí, cuando k2/==l  ocurre que H ( x l ) s x l ( l - x l )  rz lzz  Para cualquier valor de k l ,  la fun- 
ción tiene el aspecto de una parábola (es una verdadcra parábola cuando la constante 1~2, 
es la unidad) con el vértice hacia arriba, que pasa por los puntos (0,O) y (1,O) y que al- 
canza su valor máximo en las coordenadas (k2,/(l I k ~ , ) ,  '/',) Además, según sea I C ~ I  1 o 
k 2 1 ~  1 el vértice se desplaza hacia la derecha o izquierda, dando lugar a curvas simétri- 
cas para valores inversos de ese parametro, ver figura A 4 
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Figurii A.4. V;iriacioii cualilüliv~i dc la ftiii- 

cióii 1t(x1) p x i  diferentes valores dcl pad1111c- ; 
tro /í2, para CI coso dc uii sislcrii~i biiiario. n n 
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Como la expresión de t-l(x,) es continua en k21, podemos concluir que para valores de 
lc21 próximos a la unidad, no se comcte un error grave al climinar el coeficiente Por el 
contrario, para valores de k2, alejados de la unidad no debe obviarse el coeficiente, que 
en esta sección se ha caracterizado por C;, ver figura A 4 

En el caso ternario la función H viene dada por 
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cuya gráfica es una superficie que pasa por los tres lados del recinto triarigular R (figura 
A.5). 

En el interior de dicho recinto es positiva y cuando k2, - k j l - I  se reduce a 

y para valores distintos de la unidad en la pareja de parametros k2, y k31 se obtiene, al 



igLl;lI qlie en el caso binario, un desplazamiento del mkxirno en el ititerior del recinto R 
Sii) eillt~aigo, el valor tnilxiriio en este caso cs sicmpre 1/27, ver figura A . 5 ,  

A] igual quc antes, la continuidad de I-I respecto de los parkmctros k,, indica que el 
CocIjcietitc piiede < & V ~ ~ ~ I I S C  pi~ri1 ~ i 1 l ~ ~ g r 6 x i r ~ ~ ~ ~ ~ I ~ i i t 1 i d a d  y no en los otros casos. 

It'igui.;~ A S .  Vori;iciiiii cti;ili(;i~iv;i de Il(r,,x,) cii liiiició~i dc disiiiiios v;ilorcs dc los p;irÍíiriclroc k21 y k,, 
p r n  C I  caso de ~ i i i  sislciiiii Icriiario. 


