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RESUMEN 

La triangulación de Delaunay en 
dimensión dos y tres es uno de los 
métodos de generación de mallas no 
estructuradas que más se utiliza en 
la actualidad. Sus características 
geométricas y algorítmicas la hacen 
muy adecuada para la aplicación del 
método de elementos finitos. El 
objetivo principal de esta 
investigación es construir un 
programa, basado en la 
triangulación de Delaunay, para la 
generación automática de mallas 
tridimensionales, que resuelva de 
forma eficaz algunos problemas 
intrínsecos al método de 
triangulación. 
Entre los numerosos algoritmos 
existentes, se ha escogido el de 
Watson, de tipo incremental, que 
crea la triangulación de Delaunay 
por adición de puntos uno a uno. La 
ventaja que ofrecen estos algoritmos 
estriba en su capacidad de 
adaptación a un proceso de 
refinamiento local de la malla. 

ABSTRACT 

Mesh generation applications 

Delaunay triangulation in 
dimensions bi and tri is one of the 
most commonly used methods in 
non-structured mesh generation 
nowadays. It is very suitable for the 
application of the finite elements 
method, due to its geometrical and 
algorithmical characteristics. The 
main aim of this work is to develop 
a programme, based on Delaunay 
triangulation, for the automatic 
generation of three-dimensional 
meshes and able to efficiently salve 
sorne intrinsic problems of the 
triangulation method. 
Among all the existing algorithms, 
one based on the well-known 
Watson algorithm has been chosen. 
This is an incremental type 
algorithm, that is, it builds 
Delaunay triangulation by adding 
points one by one. The advantage 
offered by that kind of algorithms 
lies in their ability to adapt 
themselves to a local refinement 
process of the mesh. 
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"' GENERACION 
"' AUTOMATICA DE 

MALLAS PARA LA 
RESOLUCIÓN 

"' NUMERICADE 
ECUACIONES 
DIFERENCIALES 

a mayoría de los pro­
blemas de la física, la 
ingeniería, etc. son for­
mulados por medio de 
ecuaciones diferenciales 

en derivadas parciales. En es­
tas ecuaciones la incógnita, que 
puede depender de una o más 
variables, aparece bajo el sig­
no de derivación. Para fijar ideas; 
supongamos que deseamos cal­
cular los parámetros que carac­
terizan a una línea de transmi­
sión con una geometría más o 
menos complicada (un ejemplo 
de línea de transmisión es el 
cable coaxial de una televisión). 
En la figura 1 se muestra la 
sección transversal de una po­
sible línea de transmisión. 

Los parámetros de una línea 
de transmisión están relaciona­
dos con una función potencial 
<I>Cx,y)que satisface una ecua­
ción diferencial, conocida como 
ecuación de Laplace, que en di­
mensión dos es: 

Salvo en los casos particu­
lares en que la geometría de la 
sección de la línea sea muy sim­
ple, por ejemplo un rectángu­
lo, una circunferencia, etc., la 
resolución exacta de la ecuación 
anterior es imposible. No obs­
tante, resulta de gran interés co­
nocer su solución, aunque sólo 
sea de forma aproxima. 
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Figura 1. Sección transversal de una linea de transmisión. 

Los ordenadores posibilitan 
el empleo de técnicas de cálcu­
lo numérico para hallar solu­
ciones aproximadas a diversas 
ecuaciones diferenciales. En 
concreto, el método de los ele­
mentos finitos (MEF) se ha re­
velado como un potente méto­
do de resolución numérica de 
ecuaciones diferenciales. La 
esencia de este método consis­
te en el cálculo de la solución 
de la ecuación en algunos pun­
tos del dominio de interés, de­
nominados nodos. A partir de 
estos valores se puede calcular 
la solución en cualquier otro 
punto mediante el uso de fun­
ciones de interpolación. Los 
cálculos precedentes requieren, 
como primer paso, que el do­
minio esté discretizado en pe­
queñas parcelas, los elementos. 
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El conjunto de estas parcelas 
se denomina malla del domi­
nio. La malla será unidimen­
sional, bidimensional, tridimen­
sional, etc. según el número de 
variables de las que dependa la 
incógnita. 

Este preproceso tiene una 
importancia crucial en la con­
vergencia de las soluciones nu­
méricas y en su aproximación 
a los verdaderos valores. La malla 
debe acercarse lo más posible 
a algunos requisitos generales, 
tales como: 

- Adaptarse lo mejor posible 
a la forma del objeto. 

- Debe haber mayor densidad 
de elementos en las zonas 
donde la solución varíe más 
rápidamente. 

~ 
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Figura 2. Malla bidimensional de la sección de la linea de transmisión anterior. 
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¡GRÁFICO 11 

,j 

IGKÁFICO 21 

Triangulación de una silla 
con densidad uniforme de puntos 

Líneas de la triangulación 
de la superficie 

- La transición de una zona 
donde los elementos sean 
grandes a otra donde sean 
pequeños debe ser gradual. 

- No debe haber elementos muy 
degenerados. El sentido pre­
ciso de la palabra degenera­
do depende del tipo concre­
to de elementos de que se 
trate. Por ejemplo, si los ele­
mentos son tetraedros, és­
tos se deben aproximar lo 
más posible al tetraedro re­
gular. Así, un tetraedro será 
degenerado si es muy pla­
no, o muy puntiagudo, o si 
la diferencia entre la esfera 
circunscrita y la inscrita es 
muy grande. 

Otros requisitos, como la 
orientación de los elementos, 
etc. , pueden estar motivados por 
el problema concreto que se pre­
tenda resolver. 

Existen dos tipos fundamen­
tales de mallas: estructuradas 
y no estructuradas. En las ma­
llas estructuradas la conexión 
entre elementos obedece a un 
patrón fijo; en las no estructu­
radas no existe tal patrón, el 
número de nodos vecinos de uno 
dado es variable. Las mallas 
formadas por una transformación 
de coordenadas, de un cuadrado 
en dos dimensiones o un cubo 
en tres, son ejemplos de mallas 
estructuradas [KunSte93]. En 
ellas, el nodo de índices (i,j ,k) 
siempre tiene como vecino por 
la izquierda al (i- 1, j , k) y por 
la derecha al (i + 1, j, k), etc. 

Las mallas estructuradas 
tienen ciertas ventajas sobre 
las no estructuradas. Son más 
simples, y también más con­
venientes para su uso en el 
método de diferencias finitas. 
Requieren menos memoria para 
su almacenamiento en el orde­
nador y es más fácil controlar 
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la forma y el tamaño de los 
elementos. 

La gran desventaja que ofrecen 
estas mallas es la poca flexibili­
dad para adaptarse a dominios 
con geometrías complicadas. Se 
han desarrollado numerosas téc­
nicas para encontrar las trans­
formaciones de coordenadas 
adecuadas: transformación con­
forme, métodos algebraicos, etc. 
Incluso con estas técnicas es 
imposible encontrar una trans­
formación que se adapte satis­
factoriamente a la forma de un 
dominio complicado. Existen 
multitud de problemas formu­
lados en dominios cuya forma 
no es adecuada para una dis­
cretización mediante mallas es­
tructuradas. En estos casos es 
necesario utilizar mallas no es­
tructuradas. Por lo general, los 
elementos que componen las 
mallas no estructuradas son 
símplices, esto es, triángulos 
en dimensión dos y tetraedros 
en dimensión tres. La utiliza­
ción de símplices es debida, entre 
otras cosas, a su capacidad para 
llenar el espacio y para adap­
tarse a los contornos del domi­
nio sin que se produzcan dis­
continuidades. La malla formada 
por símplices recibe el nombre 
de triangulación. Siempre es 
posible descomponer un domi­
nio poliédrico (poligonal en di­
mensión dos) en tetraedros (trián­
gulos). El problema está en 
encontrar una triangulación que 
se aproxime lo más posible a los 
requisitos mencionados anterior­
mente, o a cualquiera otros que 
determine el problema a tratar. 

Muchas de las medidas de 
calidad de una triangulación están 
motivadas por la aplicación del 
método de los elementos f ini­
tos. Estas medidas toman en 
consideración las longitudes, án­
gulos y áreas o volúmenes de 

loRÁFICO 31 Líneas de la triangulación 
de la superficie y el interior 

los triángulos o tetraedros de 
la triangulación. En ocasiones, 
la relación entre el círculo (es­
fera) inscrito y circunscrito a 
un triángulo (tetraedro) da una 
buena medida de la calidad del 

elemento. El condicionamien­
to de las matrices asociadas al 
MEF depende, entre otros as­
pectos, del mínimo ángulo de 
todos los triángulos de la trian­
gulación. 

1 GRÁFICO 4 1 Tiempo de CPU en función del número 
de puntos incluidos (silla) 
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1 GRÁFICO -~ 1 Triangulación del puente 

Si el tamaño de los elemen­
tos de la malla es uniforme, el 
error cometido por el MEF suele 
ser mayor en las regiones don­
de la solución varía más rápi­
damente, esto es, regiones donde 
el gradiente de la solución es 
mayor. Una forma de dismi­
nuir el error consiste en aumentar 
la densidad de elementos en estas 
zonas. Esta operación se cono-

1 l. 

ce con el nombre de refinamiento 
local. En problemas evolutivos, 
es decir, problemas donde la 
solución depende del tiempo ex­
plícitamente del tiempo, la lo­
calización de la zona donde el 
gradiente de la solución es ma­
yor puede variar con éste. El 
refinamiento global de toda la 
malla puede hacer que el nú­
mero de nodos aumente prohi-

1 GRÁFICO al Líneas de la triangulación del puente 

bitivamente. En dimensión dos 
existen técnicas de desrefina­
miento que disminuyen la den­
sidad de elementos en las re­
giones en las que la solución 
es más uniforme. Sin embargo, 
en dimensión tres el desre­
finamiento está aún en su fase 
inicial de desarrollo. 

La triangulación de Delaunay 
reúne algunas características que 
la hacen adecuada para la apli­
cación del MEF. Dado un con­
junto X de puntos del plano o 
del espacio, la triangulación de 
Delaunay crea una triangulación 
en la que los vértices de los 
símplices son los puntos de X. 
Para crear la triangulación de 
Delaunay existen algoritmos de 
tipo incremental, como el de 
Watson, que construyen la trian­
gulación de un conjunto X por 
adición de puntos uno a uno. 
Los algoritmos incrementales 
permiten un refinamiento local 
de la malla incrementando la 
densidad de puntos en las zo­
nas en las que se ha cometido 
más error. Además de la capa­
cidad de refinamiento, la trian­
gulación de Delaunay posee pro­
piedades geométricas óptimas 
desde el punto de vista del MEF. 
De todas las triangulaciones de 
un conjunto de puntos del pla­
no, la de Delaunay es la que 
hace máximo el mínimo ángu­
lo de cualquier triángulo. Sin 
embargo, no existe una gene­
ralización de esta propiedad para 
dimensión tres, al menos en tér­
minos de alguna medida angu­
lar de los tetraedros. En dimensión 
tres hay propiedades que hacen 
referencia al tamaño de las es­
feras que contienen a los te­
traedros de la triangulación, pero 
que no nos dan una idea tan 
clara de la calidad de ésta como 
la que da la propiedad anterior 
[Fort92]. A pesar de ello, los 
resultados experimentales revelan 
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que las mallas tridimensiona­
les, construidas a partir de la 
triangulación de Delaunay, dan 
buenas medidas de calidad cuando 
la distribución de puntos es su­
ficientemente regular. 

Una de las principales difi­
cultades que plantea la utiliza­
ción de la triangulación de 
Delaunay para generar mallas 
es conseguir que la triangula­
ción respete la frontera del do­
minio de definición, esto es, 
que no baya ningún tetraedro 
que corte su superficie. Cuan­
do esto ocurre decimos que la 
triangulación es conforme con 
la frontera del dominio. En di­
mensión dos se resuelve este 
problema, bien imponiendo que 
la triangulación contenga todas 
las aristas que definen el con­
torno del dominio (Constrained 
Delaunay Triangulation) , bien 
colocando puntos sobre las aristas 
del dominio en posiciones ade­
cuadas de manera que éstas sean 
la unión de aristas de la trian­
gulación (Conforming Delaunay 
Triangulation) . En dimensión 
tres hay algoritmos (ver por ejem­
plo [GeoHec91a] y [WeaHas94]) 
basados en el intercambio de 
aristas y caras que consiguen 
la conformidad con la frontera 
del dominio. Una vez que se 
ha definido una malla confor­
me con la frontera del domi­
nio, una buena estrategia para 
adaptar la malla, asegurando que 
en todo momento se mantiene 
dicha conformidad, sería utili­
zar métodos de refinamiento/ 
desrefinamiento de mallas en­
cajadas. Esta estrategia se ha 
desarrollado para triangulacio­
nes bidimensionales [FerMon94] 
[Plaz93], pero en la actualidad 
es una linea de investigación 
abierta en tres dimensiones. 

Por otra parte, la realización 
práctica de algoritmos que ge-

! GRÁFICO 71 Detalle de los tirantes del puente 

neren 1 a triangulación de 
Delaunay tiene serios proble­
mas cuando los puntos no es­
tán en posición general, es de­
cir, cuando hay más de tres puntos 
del plano sobre la misma cir­
cunferencia o más de cuatro sobre 

la misma esfera. Incluso cuan­
do los puntos no están clara­
mente en posición general existen 
problemas debidos a los erro­
res de redondeo que comete el 
ordenador al trabajar con nú­
meros en coma flotante . 

1 GRÁFICO si Tiempo de CPU .en f~nción del número 
de puntos mcluados (puente) 
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