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RESUMEN

En este articulo se presenta un estudio y andlisis sobre el comportamiento dindmicc de pautas espaciales generadas
por sistemnas de ecuaciones de reaccion-difusion. Se estudié un modelo general de dos ecuaciones en dimension
espacial 1 y se consider6 dos expresiones cinéticas para la reaccion. Se propone un método grafico para decidir
acerca del movimiento espaciai de las pautas obtenidas. Se encontré que el método propuesto describe adecuada-
mente el movimiento espacial.

GRAPHICAL ANALYSIS OF THE DYNAMIC BEHAVIOR OF SPATIAL PATTERNS IN REACTION-DIFFUSION
SYSTEMS
ABSTRACT

The dynamic behavior of spatial patterns generated by reaction-diffusion systems has been analyzed and is
presented in this article. A general model for the one-dimensional case was studied considering two kinetic
expressions for the reaction. A graphical method is proposed in order to decide about the spatial transiation of the
obtained patterns. It was found that the proposed method is accurate for the description of the patterns movement.
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MODELO CON PAUTAS ESPACIALES Este modelo se ha estudiado anteriormente por los
autores (Garcia-Corti et al, 1996) mostrando que

Se trata de modelizar la evolucién espacio- cumple las condiciones bajo las que se producen pau-
temporal de las concentraciones Xi(z,t) y X2(z,t) tas espaciales. En el presente trabajo se analizara
de dos especies que interaccionan entre si en pre- la existencia de bifurcaciones para el modelo con
sencia de una tercera, que actia como catalizador. cinéticas de retroalimentacién positiva y de acti-
Bsta iiltima no reacciona con las otras. Restringimos vacién-inhibicion, siendo \/d/k el pardmetro de bi-
aqui el problema al caso espacialmente unidimen- furcacién. El proceso de resolucién consiste en li-
sional, considerdndose que la difusién del catalizador nealizar en torno a un punto singular del sistema sin
estd regida por un coeficiente constante, mientras difusién y resolver el sistema asi obtenido bajo la
que los coeficientes de difusién Dy y D; dependen hipétesis de que posee soluciones de la forma:

de la concentracién del catalizador. Asi el modelo
puede escribirse (Murray, 1989):

X, =X1Q+EMY1(.’L'), (8)

s ch00, X+ (D5, O Xy = Xon +X¥a(2). @

axX. ax. Todos los célculos, simbélicos y numéricos, de este
at2 vf2(X1, X2) + x(DZ(Xs) 2), (2) trabajo han sido efectuados con Mathematica.

Se presentan dos versiones del sistema (1)(2)(3)
80X %X con diferentes términos de reaccién. El primero co-
i 922 3 rresponde a Ia llamada cinética de Schnackenberg:

fi=w— X1+ X{X, (10)

El dominio espacio-temporal es [0, 1] % [0,00) y las
condiciones de contorno son flujo cero para X; y X2
en los extremos del intervalo, mientras que X3 estd fo=1w2~ X1 X, (11)
sujeto a flujo cero en z = 0 y toma un valor cons-
tante en = 1, esto es Xa(1,t) = c. X3 alcanza

un equilibrio estable en un periodo corto de tiempo En los experimentos numeéricos realizados los
en el cual las concentraciones X; y Xz no cambian pardmetros elegidos son:

significativamente, por lo que la ecuacién (3) puede _

ser reemplazada por la concentracién de equilibrio de a=-1,8=20,v=1000,c=15m = 10, w, = 0.1,
X3: wy = 0.9y \/d/k = 1 para las figuras l.a y Lb,

mientras 1/d/k = 2 para las figuras 1.c y 1.d.

X3(z) = e @ El segundo es el sistema activador-inhibidor
Cosh(/ %) donde:
y el modelo se reduce a: X2
=w —we Xy + =1 12
fl w waX) + X2(1+0X12) ( )
aXx, 3X1
— =7fi(%1,X2) + —(D1 (Xa(2)) 7~ (%)
o ( ) fa=XE— X, (13)
a .
3§2 vfe(X1, X2) + —(DQ(X3($)) Xz) (6) Los parametros elegidos son:
a=-1,=20,vy=1000,¢=15,m = 12, w; =0.1,
Una condicién para la aparicién de pautas desarro- wq = 1, § = 0.03, con \/d/k = 0.1 para las figuras
lladas espacialmente es que los coeficientes de di- 2.0 y 2.b, mientras \/d/k = 2 para las figuras 2.c y
fusién sean diferentes (Turing, 1952). En la practica 2.d.

D5 se toma como algiin miiltiplo mD, de Dy, y aqui
vamos a considerar que D;(X3) es una funcién afin

de X3, esto es: Estos experimentos muestran que la raiz cuadrada

\/d/k del cociente entre los elementos caracteristicos

Di(X3) = aX;3 + 8, Do =mD;, de la cinética del catalizador actiia como pardmetro
de bifurcacién, en la formacién de pautas espaciales
(¢ <0,8>0,m>0). (7) para las concentraciones X; y X2.
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ANALISIS GRAFICO

Una observacién cuidadosa de las graficas corres-
pondientes a los modelos analizados indica que la
solucién obtenida para cada una de las variables
Xi(z,t), para t fijo, es una funcién de = que difiere
“poco” de una constante, presentando un Unico ex-
tremo en el intervalo de trabajo [0, 1]. Por otra parte,
al variar ¢ se constata que este extremo se desplaza
sobre el intervalo [0,1]. De este modo se plantea
de manera natural el estudio del siguiente problema:
i1 Cémo formular matemdticamente el movimiento -o
desplazamiento- de las pautas en el espacio?

En trabajos experimentales, se ha comprobado
la existencia de tales desplazamientos en reacciones
quimicas con difusién dependiente del espacio. Los
modelos con catalizador estudiados anteriormente
desembocan en modelos de reaccién-difusién con di-
fusividades dependientes del espacio, lo cual justifica
emprender este anglisis.

Existen trabajos tedricos que demuestran tal
movilidad para un cierto tipo de cinéticas (Panfilov
y Keener, 1995).

En otros de los casos analizados se observa un tipo
de movimiento acompafiado de evolucion, esto es,
crecimiento o decrecimiento de la concentracion, en
uno de los extremos del intervalo [0, 1]. Para obtener
una relacién que nos dé informacién tanto acerca de
la direccién, como de la velocidad en que se produce
la acumulacidn, se considera la funcién:

F(p) = na, ne (1), (14)
que representa una parte fijada del rea bajo la curva

trazada en el plano t = tx, que se obtiene al cortar
la superficie:

X = X(z,t), (15)
por el plano t = t,. Por tanto u es un punto variable
del intervalo {0, 1}, que depende del tiempo. Esto es;
u = pt).

Lo anterior conduce a definir (para un t fijo):

1
Flu@) = [ Xi(z,0)dz =, (16)
P
o bien:
i
Flu@) = [ Xz t)dz = (1 - n)As, (17)
0
con:
1
A =/ Xi(z.)dz  y  ne0) (1)
Q
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A la curva que describe un punto interior del inter-
valo [0, ;(t)] (o bien [u(2),1] ), que se denota v(t),
se le llama “variedad guia”. De esta manera v(t)
describe la direccién en que aumenta o disminuye la
concentracion, y su derivada da la velocidad con que
esto ocurre.

En el caso de la figura 3.a se ha considerado el
sistema activador-inhibidor, con:

fl(Xl,Xg)=X1+5—X2, (lg)
fa( X1, X2) = nX) — 3Xs. (20)

Los valores de los pardmetros elegidos son:
a=-1,0 =20, v = 1000, = 4, c=15, m=20,
d/k=2. Con esto, los resultados obtenidos (me-
diante un ajuste no lineal) son:
n(t)=a+bet (21)
en donde en el caso de X;:

a=4.719 10-5, 5=0.448 y c=998.604

La figura 3.b representa a la “variedad guifa” co-
rrespondiente.

0.4

0 t 6000
3.b
Fig. 3: Activador-inhibidor: (a) L2 acumulacién de con-
centracién X se producs en torno a z = 0. (b) Variedad

guia eorrespondiente.
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En otros casos la acumulacién de concentracién
no se produce tnicamente en los alrededores de uno
de los extremos del intervalo. Asi, en la figura 4 el
fenémeno se produce tanto en un extremo como en
el interior del intervalo, mientras que en la figura 3

la acumulacion tiene lugar en ambos extremos. 10000\
Para tales casos (y para otros més generales), se X £
define una particién P = {pg,py, ..., P} del intervalo z \

{0,1], y en cada subintervalo [p;_1,p;] se consideran
las funciones:

r; 0
Fu(p;(t =/X~ ,t)dz = nA;j, 22 1
Jl(#lJ( ) i(z.7) ’ (22 Fig. 5: La acumulacidn de concentracién se produce en
mi torno a los extremnos del intervalo [0, 1).
Baj La grifica 4 representa el comportamiento de
Fja(pa;(t)) = X;(z,t)dz = mA;;, (23) X1. Aqui la particién considerada ha sido P =
(0 (8) : (=) N {0,035, 1}, obteniendo para el intervalo [0,0.35] los
Pi=t siguientes resultados:
con: R
nit)=a+be e, (26)
Pj
Ay = / Xi(z)dx y =n,me(0,1). (24) en donde:
Pi-1

2=2.214 103, 5=0.139 y ¢=0.997

Los signos de 1, —p;_1 y de p2j —p; nos ofrecen una
interpretacién cualitativa de lo que ocurre con res-
pecto al crecimiento y decrecimiento de acumulacién 0.14

en [p;—1,p;]. Aqui, definimos la funcién:
Hij + p2;
vyt = LTl (25) .
a cuya grifica llamamos también “variedad gufa”, y
que nos ofrece una aproximacién del movimiento de
la pauta.
< . 0
En los casos de las fizuras 4 y 5, se ha consi- 0 ¢ 5
derado el sistema de reaccién-difusién con cinética
de Schnackenberg. - 6.2
. 0.675
£
0.674
2 t 10
0.673
6.b
Fig. 4 La acumulacién de concentracién se produce en Fig. 6. Variedades guias para la concentracién X; con
torno a un extremo y & un punto interior del intervalo cinética de Schnackenberg. (a) En el intervalo [0,0.33].
0.1 (b) En el intervalo [0.35, 1)
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La figura 6.a representa a la “variedad guia” en el
intervalo [0,0.35), y puede observarse el crecimiento
exponencial de la acumulacién hacia las proximi-
dades de z = 0.

En el intervalo [0.35, 1] los resultados son:

a+ct +et?
t) = ————, 27
va () 1+ bt + dt? (27)
con:

a=0.674, b=-0.680, c=-0.459, d=0.161 y e=0.108.

2.M

La figura 6.b representa a la “variedad guia” en
este intervalo, y como puede verse, el crecimiento de
acumulacién tiende a producirse en los alrededores
de z = 0.675.

La figura 5 representa el comportamiento espacio-
temporal de X3. La particién considerada es: P =
{0,0.75, 1}, obteniendo para el intervalo [0,0.75] los

0.12
by
0
7.2
0 t 10
1
Y
0.94
7.b

Fig. 7: Variedades guias para la concentracién X2 con
cinética de Schnackenberg. (a) En el intervalo [0,0.75].
(b) En el intervalo [0.75, 1).
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resultados:
nit)=a+ be®, (28)
con:

a=3.560 10-%, 5=0.355, ¢=0.997.

La figura 7.a representa a la “variedad guia” en el
intervalo [0,0.75).

En el intervalo [0.75, 1] los resultados son:
va(t) = a+ bt + ct Vi +de? (29)

con:
2=1.001, 5=-0.0008, c=0.0002, d=-0.119.

La figura 7.b representa a la “variedad guia” en
este intervalo, y como puede verse, el crecimiento de
acumulacién tiende a producirse en los alrededores
dex=1.

CONCLUSIONES

Se muestra grificamente que para cinéticas, tanto
de activacién-inhibicién como de retroalimentacién
positiva, se producen movimientos acompafiados de
evolucién de las pautas espaciales. Todo ello, en un
modelo de reaccién-difusién unidimensional donde la
interaccién entre dos especies estd regida por otra
especie, que actia como catalizador. Este mode-
lo se ha estudiado anteriormente por los autores,
mostrando que cumple las condiciones bajo las que
se producen pautas espaciales.
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