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RESUMEN 

En este articulo se presenta un estudio y análisis sobre el comportamiento dinámico de pautas espaciales generadas 
por sisiernas cie ecuaciones de reaccion-oiiíusión. Se esiudió uri rriweiü yeñerai de dos ewacioíies en Uiiiieiisiíh 
espacial 1 y se consideró dos expresiones cin6ticas para la reacción. Se propone un metodo gráfico para decidir 
acerca del movimiento espacial de las pautas obtenidas. Se encontró que el mhtodo propuesto describe adecuada- 
mente el movimiento espacial. 

GRAPHICAL ANALYSlS OF THE DYNAMIC BEHAVIOR OF SPATIAL PATTERNS IN REACTION-DIFFUSION 
SYSTEMS 

ABSTRACT 

The dynamic behavior of spatial patterns generated by reaction-diffusion systems has been analyzed and is 
presented in this article. A general model for the one-dimensional case was sludied considering two kinetic 
expressions for the reaction. A graphical method is proposed in order to decide about the spatiat translation of the 
obtained patterns. It was found that the proposed method is accurate for the description of the pattem movement. 
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MODELO CON PAUTAS ESPACIALES 

Se trata de modelizar la evolución espacio- 
temporal de las concentraciones XI(x,t) y Xz(z, t) 
de dos especies que interaccionan entre sí en pre- 
sencia de una tercera, que actúa como catalizador. 
Esta última no reacciona con las otras. Restringimos 
aquí el problema al caso espacialmente unidimen- 
sional, considerándose que la difusión del catalizador 
está regida por un coeficiente constante, mientras 
que los coeficientes de difusión DI y D2 dependen 
de la concentración del catalizador. Así el modelo 
puede escribirse (Murray, 1989): 

ax, a 3x1 - = 7fi (Xl ,X2) f z ( D ~  (X3)-& ac 

El dominio espacio-temporal es [O, 11 x [O,-) y las 
condiciones de contorno son flujo cero para X1 y X2 
en los extremos del intervalo, mientras que X3 está 
sujeto a flujo cero en z = O y toma un valor cons- 
tante en z = 1, esto es X3(l, t) = c. X3 alcanza 
un equilibrio estable en un periodo aorta de tiempo 
en el cual las concentraciones Xi y X2 no cambian 
significativamente, por lo que la ecuación (3) puede 
ser r m p ! a m h  POT la concentración de equilibrio de 
x3 : 

y el modelo se reduce a: 

Una condición para la aparición de pautas desarro- 
lladas espacialmente es que los coeficientes de di- 
FTiciÁn sean riif~rent.cu; ~- (Twing; 1952). En la práctica 
D2 se toma como algún múltiplo mDi de Di, y aquí 
vamos a considerar que Di(&) es una función afín 
de X3, esto es: 

Este modelo se ha estudiado anteriormente por los 
autores (García-Corti et al., 1996) mastrando que 
cumple las condiciones bajo las que se producen pau- 
tas espaciales. En el presente trabajo se analizará 
la existencia de bifurcaciones para el modelo con 
cinéticas de retroalimentación positiva y de acti- 
vación-inhibición, siendo Jd/- el parámetro de bi- 
furcación. El proceso de r~solución consiste en li- 
nealizar en torno a un punto singular del sistema sin 
difusión y resolver el sistema así obtenido bajo la 
hipótesis de que posee soluciones de la forma: 

Todos los cálculos, simbólicos y numéricoc, de este 
trabajo han sido e f e c t u h  con Mathernatica. 

Se presentan dw versiones del sistema (1)(2)(3) 
con diferentes términos de reacción. El primero co- 
rresponde a la ¡¡amada cinetica de Scnnackenberg: 

En los experimentos numéricas realizados los 
parámetros elegidos son: 

n = - l i p = 2 0 . r =  1000,c= 15!t~= 1 0 . ~ 1  =0.1, 
= 0.9 y = 1 para las figuras 1.a y l.b, 

mientras Jd/k = 2 para las figuras 1.c y 1.d. 

Los parámetros elegidos son: 

u = -1, p = 2 0 , ~  = 1000 c = 15, m = 12, tul = 0.1, 
tu2 = 1, 6' = 0.05, con JdTk = 0.1 para las figuras 
2.a y 2.b, mientras Jd/k = 2 para las figuras 2.c y 
2.d. 

Estos experimentos muestran que la raíz cuadrada 
Jd/k del cociente entre los elementos característicos 
de la cinética del catalizador actúa como parámetro 
de bifurcación, en la formación de pautas espaciales 
para las concentraciones Xi y X2. 
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Fig. 1: Cinética de Schnackenberg: (a) y (b) Concentra- 
ciones Xl y X2, w n  parárnetro de bifurcación igual a 1. 
(c) y (d) con parárnetro de bifurcación igual a 2. 
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Fig. 2: Acti~dor-inhibidor: (a) y (b) Concentraciones 
XI y X 2 ,  con parámetro de bifurcación igual a 0.1. (c) y 
(d) con parárnetro de bifiircaci6n i ~ i a l  a 2. 



Una observación cuidadosa de Las gráficas corres- 
pondientes a los modelos analizados indica que la 
solución obtenida para cada una de las variables 
Xi(r,t), para t fijo, es una función de z que difiere ' 

"poco" de una constante, presentando un único ex- 
tremo en el intervalo de trabajo [O, 11. Por otra parte, 
al variar t se constata que a t e  extremo se desplaza 
sobre el intervalo [O, 1). De este modo se plantea 
de manera natural el estudio del siguiente problema: 
¿Cómo formular matemáticamente el movimiento -o 
desplazamiento- de las pautas en el espacio? 

En trabajos experimentales, se ha comprobado 
la existencia de tales desplazamientos en reacciones 
químicas con difusión dependiente del espacio. Los 
modelos con catalizador estudiados anteriormente 
dsembocan en modelos de  reacción-difusión con di- 
fusividades dependientes del espacio, lo cual justifica 
emprender este anslisis. 

Existen trabajas te6riws que demuestran tal 
movilidad para un cierto tipo de cinéticas (Panfilov 
y Keener, 1995). 

En otros de los casos analizadas se observa un tipo 
de movimiento acompañado de evolución, esto es, 
crecimiento o decrecimiento de la concentración, en 
uno de las extremos del interv+io [O, 11. Para obtener 
una relación que nos dé información tanto acerca de 
la dirección, como de h velocidad en que se produce 
la acumulación, se considera la función: 

que representa una parte fijada del área bajo la curva 
trazada en el plano t = tk,  que se obtiene al cortar 
la superficie: 

X = X ( z ,  t ) ,  (15) 

por el plano t = tk. Por tanto p es un punto variable 
del intervalo [O, 11, que depende del tiempo. Esto es; 

P = &). 

Lo anterior conduce a definir (para un t fijo): 

o bien: 

con: 

A i  = X,(x,t)dz y n c (0: I ) .  1' (!S) 

A la curva que describe un punto interior del inter- 
valo [O,p,(t)] (o bien [pi(t), 11 ), que se denota ~ ( t ) ,  
se le llama "variedad guía". De esta manera u(t) 
describe la dirección en que aumenta o disminuye la 
concentración, y su derivada da la velocidad con que 
esto ocurre. 

En e! caro de !a figura ?.e se hz eoncid~r=.li e! 
sistema activador-inhibidor, con: 

Los valores de los parámetros elesidos son: 

a = -1, p = 20, 7 = 1000,q = 4, c=13, m=20, 
Jd/=2. Con esto, los resultados obtenidos (me- 
diante un ajuste no lineal) son: 

en donde en el caso de X1: 

La figura 3.b representa a la "variedad guía" co- 
rrespondiente. 

Fig 3: Xctivador-inhihidor: (a) La acumidación de con- 
<:entrncirin ,\'! se proJuca en torno a z = O. (b) Variedad 
guia corresp~mdiente. 
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En otros casos la acumulación de concentración 
no se produce únicamente en los alrededores de uno 
de los extremos del intervalo. Así, en la figura 4 el 
fenómeno se  produce tanto en un extremo como en 
el interior del intervalo, mientras que en la figura 5 
la acumulación tiene lugar en ambos extremos. 

Para tales casos (Y para otros más se 

define una partición P = {fi,pl, . . . , p , )  del intervalo 
[O, 11, y en cada subintervalo Lpj-i,pj] se consideran 
las funciones: 

Los signos de  pu -pj - y de ~j -pj nos ofrecen una 
interpretación cualitativa de lo que ocurre con res- 
pecto al crecimiento y decrecimiento de acumulación 
en [Pi-1 ,pj]. Aquí, de6nimos la función: 

vj ( t )  = Pi j + P2j 
2 '  

a cuya grá6ca llamamas también "variedad guian , y 
que nos ofrece una aproximación del movimiento de 
la pauta. 

En los casos de las ñguras 4 y 5 ,  se ha consi- 
derado el sistema de reacción-difusión con cinética 
de Schnackenberg. 

-. 
r:g. 4: La acum~llación de concentración se producc en 
turno a extremo y a un punto inrerior de! intervalo 
:o. 11. 

torno a los estremos del intervalo [O, 11. 

La gráfica 4 representa el comportamiento de 
Xi. Aquí la partición considerada ha sido P = 
{O, 0.35,1), obteniendo para el intervalo' [O, 0.351 lo5 
siguientes resultados: 

en donde: 

Fig. 6. Variedades guías para la concentración Xi con 
cinética de Schnackenberg. (a) En el intervalo [0,0.35]. 
(b) En el ir:tcrvalo [0.35, 11. 
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La figura 6.a representa a la "variedad guía" en el 
intervalo [O, 0.351, y puede observarse el crecimiento 
exponencial de la acumu1ación hacia las proximi- 
dades de z = 0. 

resultados: 

con: 
En el intervalo [0.35,1] los resultados son: 

con: 

La figura 6.b representa a la ;variedad guía" en 
este intervalo, y como puede verse, el crecimiento de 
acumulación tiende a producirse en los alrededores 
de z = 0.675. 

La figura 5 representa el comportamiento espacio- 
temporal de X2. La partición considerada es: P = 
{O, O.75,1), obteniendo para el intervalo [O, 0.751 los 

La figura 7.a representa a la "variedad guía" en el 
intervalo [O, 0.751. 

En el intervalo [0.75,1] los resultados son: 

con: 

La figura 7.b representa a la "variedad guía" en 
este intervalo, y wmo puede verse, el crecimiento de 
acumulación tiende a producirse en los alrededores 
d e z =  1. 

CONCLUSIONES 

Se muestra gráficamente que para cinéticas, tanto 
de activación-inhibíción como de retroalimentación 
positiva, se producen movimientos acompañados de 
evolución de las pautas espaciales. Todo ello, en un 
modelo de reacción-diiusi6n unidimensional donde la 
interacción entre dos especies está regida por otra 
especie, que actúa como catalizador. Este mode- 
lo se ha estudiido anteriormente por los autores, 
mostrando que cumple las condiciones bajo las que 
se producen pautas espaciales. 
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