UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA
INSITUTO UNIVERSITARIO DE SISTEMAS INTELIGENTES Y
APLICACIONES NUMERICAS EN INGENIERIA

Trabajo de Fin Master :

Aplicacién del analisis isogeométrico a un
problema bidimensional de Poisson

Tutores:
José Maria Escobar Sanchez,
Rafael Alejandro Montenegro Armas

Marina Brovka
Las Palmas de Gran Canaria, 18 de junio de 2012



INDICE

Indice

1. Introduccién

2. Conceptos basicos
2.1. B-splines . . . . ..
2.2. Curvas y superficies B-spline . . . . . . .. .. ... ... ... ...

2.3. Non-uniform rational B-splines (NURBS) y T-splines . . . . . ... ..

3. Resolucién del problema mediante andlisis isogeométrico
3.1. Problema aresolver . . . . . . . .. ... ...
3.2. Parametrizaciéon del dominio . . . . . . . ..o
3.3. Concepto del analisis isogeométrico . . . . . . . . . . . . ... ... ..
3.4. Formulacién variacional . . . . . . . .. .. .. ... ...

3.5. Ensamblaje del sistema . . . . . . ... .. L

4. Resultados

4.1. Error y convergencia . . . . . . . . ... ..o

5. Otros ejemplos
5.1. Ejemplo 1 . . . . . ..
5.2. Ejemplo 2 . . . ..o

5.3. Ejemplo3d . . . . . .

11

13

13

16

16

19



INDICE

54. Ejemplo4 . . . . . .

6. Conclusiones y lineas futuras

Bibliografia

26

27



1 Introduccion

1. Introducciéon

El principal inconveniente del método de elementos finitos (FEM) clésico es el
problema de precision producido por la aproximacion de la geometria. El analisis iso-
geométrico (IGA)[1, 2] surge en un intento de solucionar dicho inconveniente unificando
FEM clasico con el campo del diseno asistido por ordenador (CAD). La principal idea
de este método consiste en utilizar para el espacio de soluciones las mismas funciones
de base que se han utilizado para modelado de la geometria del dominio. Otra ventaja
de este método, comparado con FEM, es la mayor suavidad de la solucién numérica
obtenida. Utilizando las funciones de base NURBS de grado 3, por ejemplo, se consigue
una solucién de clase C? frente a C° del FEM.

Sin embargo, IGA es un método muy reciente que todavia tiene numerosos frentes
abiertos. Por un lado la distorsién inherente a la parametrizacion del dominio puede
llegar a producir elementos con jacobiano negativo, lo que dificultaria la aplicacién
del método. Por otro lado, no existe, por el momento, una manera completamente
satisfactoria de simultanear condiciones de contorno de tipo Dirichlet y Neumann.
Tampoco esta clara la convergencia del método en geometrias complejas.

Para la aplicacién del andlisis isogeométrico se pretende hacer uso de T-splines[3]
que, a diferencia de NURBS [4], permiten hacer un refinamiento local de malla. Esto
conlleva algunas dificultades a la hora de elaborar un cédigo eficiente y deja abiertas
muchas cuestiones de caracter técnico y tedrico sobre la implementacion del método.
Todas estas cuestiones se pretende abordar conjuntamente en nuestro grupo de trabajo.

Como primer paso en estudio de analisis isogeométrico para abordar las cuestiones
planteadas, se pretende desarollar un cédigo para resolucion de la ecuacién de Poisson
en 2-D mediante IGA, utilizando lenguaje de programacion el paquete Mathematica.
Paralelamente, en otros trabajos fin de méster, se va a elaborar un cédigo para gen-
eracién de una T-mesh y otro cédigo para la optimizacion de la calidad de la malla,
necesarios para obtener un cédigo general y eficiente de elementos isogeométricos en 2-
D. El codigo que se propone elaborar va a servir posteriormente como una herramienta
para experimentar con el método de IGA.



2 Conceptos basicos

2. Conceptos basicos

2.1. B-splines

El conjunto de n funciones de base B-spline de grado p en un knot vector {&;, &, . .

se define recursivamente con la formula :

1A G <€ <,
Nio(§) = { 0 othewise. "
Nipl€) = %Nw—l@ e

€;i1D%+1p—l(§)

Cada funcién de base es una funcién polinémica a trozos con un soporte compacto.
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Figura 1: B-splines de grado 1 para
un knot vector {0,1,2,3,4}.
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Figura 2: B-splines de grado 2 para
un knot vector {0,1,2,3,4,5}
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2.1 B-splines

Para definir n funciones de base de grado p se necesita n+p+1 knots. El soporte de
la funcién N;, es intervalo [&;, &1p11]. Las funciones son de clase C*° en los intervalos
(&,&i41) v de clase CP~F en los knots, donde k es multiplicidad del knot.

Propiedades:

» Particién de unidad: } ;' | N; ,(¢) = 1.
» No negatividad: N;,(£) > 0.

» Linealmente independientes

10f

Figura 3: Funciones B-spline de grado 3 para un knot vector {0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1}.
Los knots de las funciones: Ny 3 —{0,0,0,0,0.25}, N23 —{0,0,0,0.25,0.5}, N3 3 —{0,0,0.25,0.5,0.75},
Ny 3 —{0,0.25,0.5,0.75,1}, N5 3 —{0.25,0.5,0.75,1,1}, Ng 3 —{0.5,0.75,1,1,1}, N7 3 —{0.75,1,1,1,1}.

Funciones B-spline en 2D se definen como producto tensorial de 2 funciones de base
univariantes:

Ni,p(€7 77) = Nihp(g)' Ni%p(n)'

Figura 4: Una funcién B-spline bivariante.



2.2 Curvas y superficies B-spline

2.2. Curvas y superficies B-spline

Una curva B-spline en RY (d = 2, 3) se define como combinacién lineal de las
funciones B-spline univariantes :

C(¢) = Z P; N,y (6),

donde los coeficientes P; € R se llaman puntos de control. En general, los puntos de
control no se interpolan por la curva B-spline, salvo el primero y iltimo punto del knot
vector que se repiten p+ 1 veces, en ese caso se dice que el knot vector es abierto. Toda
curva B-spline tiene la propiedad de estar contenida en la envolvente convexa de sus
puntos de control.

Figura 5: Curva B-spline y su poligono de control

Analogamente, una superficie B-spline en R3 se define como combinacién lineal de
las funciones B-spline bivariantes :

C(§7 77) = Z B Ni,P(S? n)a

=1

donde los puntos de control P; € R3.



2.3 Non-uniform rational B-splines (NURBS) y T-splines

2.3. Non-uniform rational B-splines (NURBS) y T-splines

Una funcién racional NURBS se define a partir del conjunto de las funciones B-
spline polinémicas:
wiNip(§)

Rz’ D = n )
#{¢) > i1 wj Njp(8)

donde w; > 0 es el peso correspondiente a la componente N;,. Funciones NURBS
consiguen una parametrizacién exacta de las secciones cénicas (circulo, elipse). Si todos
los pesos w; son iguales - las funciones NURBS se convierten en funciones polinémicas
B-spline.

Figura 6: Funciones NURBS de grado 3 en un knot vector no uniforme {0,0,0,0,0.2,0.5,1,1,1,1} con
pesos w={1,2,1,1,2,1}.

La principal desventaja de las funciones NURBS es que la insercion de los knots es
una operacién global, con lo cual solo es posible un refinamiento global. Este problema
se resuelve con T-splines que permiten hacer un refinamiento local.

(a) (b)

Figura 7: (a) Refinamiento global uniforme, (b) T-mesh con un refinamiento local.



2.3 Non-uniform rational B-splines (NURBS) y T-splines

Las T-splines son NURBS definidas sobre una estructura similar a la de la figura
8, conocida como T-mesh. Los knots de la T-spline se definen por las intersecciones de
lineas horizontales y verticales con las aristas de la T-mesh, tal como se muestra en la

figura 8.
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Figura 8: Knots de la funcién T-spline centrada en (£3,73) con soporte [£1,&5] X [n1, 73]



3 Resolucion del problema mediante analisis isogeométrico

3. Resolucion del problema mediante analisis iso-
geométrico

3.1. Problema a resolver

Se propone resolver una ecuacién de Poisson en un dominio circular con condiciones
de contorno tipo Dirichlet:

Au = —40(102° + 10y> — 1) e 0@+ (2 ) € Q = {2+ ¢* < 11,

., L. _ 2,2
La solucién analitica : u(z,y) = e 0@ +v°),

3.2. Parametrizacion del dominio

El problema se resuelve en el espacio paramétrico, por lo tanto el primer paso es
conseguir una parametrizacion del dominio real mediante funciones spline. Para ello
construimos una malla (fig. 9) en el espacio paramétrico (un cuadrado 1 x 1) y defi-
nimos en ella una base de funciones bivariantes T-spline: { B;(£,7)}i=1..n. Necesitamos
una transformaciéon geométrica biyectiva T : R? — R? que transforme el espacio
paramétrico en espacio fSico del problema:

M T(&"/) = (Ivy)
Q >

0 1 f

Buscamos la transformacion T' como combinacion lineal de las funciones de base :
N
i=1

Para hallar puntos de control C; definimos N puntos de interpolacién en espacio
paramétrico { P;}, y en espacio fisico {Q;} y planteamos un sistema de ecuaciones:

T(P) =) CiBi(P)=Q: i=12_.N.



3.2 Parametrizacion del dominio

Resolviendo el sistema, obtenemos los coeficientes C; y, por lo tanto, la transformacion
geométrica T. Como puntos de interpolacién P; del espacio paramétrico se toman nor-
malmente las anclas de las funciones (vértices de la malla) mas otros si hay repeticién
de knots, mientras que los puntos @; del espacio fisico deben ser elegidos convenien-
temente para conseguir una malla de buena calidad. Una buena calidad de la malla
supone que el jacobiano de la transformacién 7" no tome valores negativos, valores
proximos a cero y no tenga variacion muy grande.

Figura 9: Ejemplo de una malla 8 x 8 celdas en espacio fisico y paramétrico con sus puntos de
interpolacion.

L —

Figura 10: Jacobiano de la transformacién T para la malla de la figura 9.

Una vez definida la transformaciéon T, para cualquier funcién f(x,y) en espacio
fisico €2 se puede definir funcién f en espacio paramétrico como:

~ ~

F(&mn) = f(T(&n) = flx,y), o también f(z,y) = f(T ' (x,y)) = f(&n).

Nota 3.1 A partir de ahora Q) significa la aproximacion por splines del dominio real.
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3.3 Concepto del analisis isogeométrico

3.3. Concepto del andlisis isogeométrico

Consideremos en general el problema de Dirichlet:
—Au= f(z,y), (z,y)€eQ={2?+y* <1},

= b(z,y).

Buscamos la solucién 4y, en espacio paramétrico como una combinacién lineal de las
mismas funciones de base definidas anteriormente para la parametrizacion del dominio:

N

in(&n) =Y a;Bi(&n), a; R (1)

=1

La solucién en el espacio fisico se define como uy,(x,y) = 0, (T (x,y)) = n(€, 7).

Las funciones de base {B;};=1. n se dividen en dos grupos:

» {B;}i=1...4 - las que se anulan en el contorno y

» {B;}icat1...~ - las que no son nulas en el contorno 0f2.

10
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Figura 11: Las funciones {B;}i=1... 4y {Bi}i=a+1,. n para una malla de 16 celdas con A = 25
y N =49.

Partimos el sumatorio (1) en dos partes:
A N
= a;Bi+ »  a;B; (2)
i=1 i=A+1

donde los coeficientes a; (i = A+ 1,...,N) en el ultimo sumatorio se puede hallar de
las condiciones del contorno: u‘ a0 = b(7,y). Para ello se plantea un sistema de N — A

11



3.3 Concepto del analisis isogeométrico

ecuaciones:
N

> @i Bi(&,m) = b(T(&,m;), j=1.N—A4,
1=A+1

donde P; = (;,n;) - puntos de interpolacion en el contorno.

N

Denotemos g(§,n) = > a; B;i(&,n).
= A1

Entonces
A

=1

Por lo tanto tenemos A incégnitas: a; (i =1, ..., A.)

Nota 3.2 La funciones B;(§,n) estdn definidas en espacio paramétrico Q, y cuando
decimos B;(x,y) - nos referimos a las funciones del espacio fisico Bi(z,y) = B;(T"(z,y)) =
B;i(&,m). De manera similar se hace la misma consideracion para la funcion g(&,n).

12



3.4 Formulacién variacional

3.4. Formulacion variacional

Método de residuos ponderados:
/(Au + f)B;dQ2=0, i=1,.. A
Q

Integramos por partes:

/Vu-vBidQ—/@BidF:/fBidQ.
Q r on 9

La funciones de peso B; son nulas en el contorno, por lo tanto:

/vvaidQ:/fBidQ.
Q Q

Segun (3):

A
/ > a; vV B+ vy -vBidQ:/fBidQ.

Jj=1

En forma matricial tenemos: K @ = f, donde
Ki,j = / VBJ . sz dQ7
Q

fi:/fBidQ_/Vg'VBian 6J =10 A
Q Q

Nota 3.3 V=V, y A=A,

3.5. Ensamblaje del sistema

Calculamos la matriz K en cada celda .. Realizamos el cambio de variable (x,y) =
T(&,n) para calcular las integrales en el elemento €2, del espacio paramétrico.

v =x(&n)
Cambio de variable: T(&,n):
y=y(&n)

13



3.5 Ensamblaje del sistema

P ,I./_‘“____H““H’ §
o I' | \h\
’ |‘ — - |I \\
T
Qe I|Illi lllfl Qe |‘ ‘\I'ul
1 1
"\\ “I"-,I ."II ;"
1
. ." |'. A
) .- e
Figura 12: Elemento en espacio fisico y parametrico.
or Ox
dx o On d& d&
dy 9y Oy dn dn
¢ In
Tal que dQ = da dy = |J| d¢ dny = |J| d,
0r 0
¢ On
donde |J| = - jacobiano de la transformacién 7.
9y Oy
¢ In
Oy O
— J_]‘ = —
dn dy 9 Oy Oz dy
o6 0

VayBi(T(§,m)) = Ve Bi(§,m) I7L.

Por lo tanto:

14



3.5 Ensamblaje del sistema

Kf,j:/ﬂ vB]vaZ-dQ:/Q VenBi (&) I ey Bi(€,m) I |3,

ff= /Q f(x,y)Bi d — /Q Vg VB dQ = /Q f(&nm)B; |3 d2 - / Veng I VeyBi I [I] dC2.
e e e Qe

Evaluamos las integrales por cuadratura de Gauss con 16(4 x 4) puntos de integracion.

T,
"
20 . . \\-—mg
1 100 200 2

Figura 13: Ejemplo de la matriz de rigidez K, malla 16 x 16 celdas, 289 grados de libertad.
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4 Resultados

4. Resultados

4.1. FError y convergencia

Se han obtenido los siguientes resultados:

(&,05) — solucion analitica |vU(&,0.5)]
— solucion numerica

10F
25f
osf
20f
16 celdas
o6l L5
0af 1ol
02 05
02 04 06 0B 10 ¢ ¢
u(,0.5) |vu(£,0.5)|
10f
25f
osf 2ol
64 celdas
06 15}
04r 10F
02} osf
‘ ‘ L. ¢
02 04 06 08 10
(a) La solucién (b) El gradiente

Figura 14: Evolucién de la solucién y su gradiente en las primeras dos iteraciones: 4 x 4y 8 X 8
celdas.

Figura 15: (a) Solucién numerica 4y, en el espacio paramétrico, (b) Solucién nimerica uy, en el
espacio fisico, 289 grados de libertad, 256 celdas.
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4.1 Error y convergencia

Figura 16: (a) Representacion gréfica del error |up, — u|, (b) Representacién gréfica del error de
gradiente |Vuy — Vu|, 289 grados de libertad, 256 celdas.

Para analizar la convergencia se ha calculado el error de aproximaciéon en normas
1
Lo, Lo y H'.

e =up — U.

el = méx le(a,)].

)

1

lellz, = (/Q(uh - u)2dQ) -

el = (/Q(wh — Vu)? + (up — u)? dQ)

2

El orden de convergencia que se observa en norma Ly es ~ 2.1 y en norma H'! es
~ 1.6.

Log[llell]

‘6 Log [ grado de libertad |

pendiente — 1.61
— norma H'

—  norma L,

8l

pendiente - 2.1

Figura 17: Error |le|| en funcidn del numero de grados de libertad con refinamiento global.
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4.1 Error y convergencia

También se calcul6 estimador de error:

PO =3 BO = (f I+ ) @),

e

donde h, didmetro de la celda €.

Log(llel]

o . \ . L 4 Log [ grado celiberta

—  norma H'
50 —  norma L,

—  EW@

Figura 18: El error en normas Ly, H' y estimador de error E().

Segtn los resultados obtenidos, el estimador de error E(§2) tiene el mismo orden de
convergencia que el error en norma H' y se comporta como:

E(Q) = Clle||lgr = 5.8]|e]| 4.

Las celdas con el valor del estimador mas elevado coinciden con las que tienen el
error en H' mas alto comparado con otras celdas.

Figura 19: Estimador E(Q) y error H' en una malla de 32 x 32 celdas.

18



5 Otros ejemplos

5. Otros ejemplos

5.1. Ejemplo 1

—Au=4, (z,9)€Q={2"+y* <1},

U =0.

Solucién analitica : u(x,y) = 1 — (22 + y?).

Figura 20: (a) Solucién numerica 4y, en el espacio paramétrico, (b) Solucién numérica uy, en el
espacio fisico, 1089 grados de libertad, 1024 celdas.

Figura 21: Representacién gréfica del error |uj, — u|, 1089 grados de libertad, 1024 celdas.
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5.2 Ejemplo 2

Log(error en H1)
0 Log(grad de libertad)

Figura 22: Error |le|| en funcién del ndmero de grados de libertad con refinamiento global de

una malla uniforme.

5.2. Ejemplo 2

8(1+a?+y?) — 16

Ay = Q={2?+y*<1
“ (1+a2+y%)3 o +y = 1h
ul =0,
o9
Solucid it (z,9) 2
olucién analitica : u(z,y) = ———.
AR PPNy

L FIRN
TIPS NS
. %’,&iﬁ,«»\}\‘.}

LRSS

0.0

Figura 23: (a) Solucién numérica 4y, en el espacio paramétrico, (b) Solucién niimerica uy, en el
espacio fisico, 289 grados de libertad, 256 celdas.
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5.2 Ejemplo 2

Figura 24: Representacién grafica del error |up, — u|, 289 grados de libertad, 256 celdas.

Convergencia:

Log(error en H1)
0 L L L L Log(grad de libertad)

2+

3t

— norma H'

— norma L,

Figura 25: Error ||e|| en funcién del ndmero de grados de libertad con refinamiento global de
una malla uniforme.
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5.3 Ejemplo 3

5.3. Ejemplo 3

( 2
—Au= (@ +yt)sin Y, Q={0<2<1,0<y <1},
u|x:0 =0,
u|y:0 =0,
u|y:1 = sin %57,
\ u|x:1 = sin %/

TTY

Solucién analitica : u(z,y) = sin =5

k077

251077

Lx1?

Figura 26: Solucién ndmerica uy, (a) y su error |up —ul (b), 289 grados de libertad, 256 celdas.

2.x10°%

1.x101

Figura 27: Estimador E(Q) (a) y error H! (b) en las celdas, 256 celdas.
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5.3 Ejemplo 3

Log [ llefl 1
3~

— normaH?!

— normaL,

—_— estimador E (Q)

L L L z‘t Log [ grado delibertad ]

Figura 28: Error |le]| en funcién del numero de grados de libertad con refinamiento global de
una malla uniforme.

Nota 5.1 En este ejemplo la transformacion geometrica T es la identidad.
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5.4 Ejemplo 4

5.4. Ejemplo 4

El problema resuelto en una T-mesh:

Au = —40(102% + 10y* — 1) e~ 10 +y?), (z,y) € Q= {a? +4> <1},

Solucién analitica : u(x,y) = e~ 10(a?+y?)

Figura 29: T-mesh para para ejemplo 4, 61 grados de libertad, 40 celdas.

. e

L | |

Figura 30: Jacobiano de la transformacion 1" del ejemplo 4, 40 celdas.
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5.4 Ejemplo 4

Figura 31: Solucién numérica 4y, y su error en el espacio paramétrico, 61 grados de libertad.

lle]l .. = 0.016,
lle]|, = 0.006,
”6||H1 =0.1

25



6 Conclusiones y lineas futuras

6. Conclusiones y lineas futuras

El método parece ser muy sensible a la calidad de parametrizacion del dominio real
que hacemos y, en particular, a la aproximacion del contorno. La mejor convergencia se
ha conseguido en los casos donde la transformacion geométrica es la identidad (véase
seccién 5.3) o en casos en los que la solucién y su gradiente son bastante pequenos
cerca del contorno, comparados con los valores en el interior del dominio (seccién 4.1).

Todos los ejemplos mostrados en el trabajo, salvo el iltimo, fueron resueltos en una
malla uniforme y con un refinamiento global. El siguiente paso es resolver los problemas
propuestos realizando refinamientos locales con una T-mesh para intentar mejorar la
convergencia del método.
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