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Abstract

In this thesis an asset price model of speculative financial market is analysed.
The model introduces two groups of traders: fundamentalists, who form rational
expectations on the fundamental value of asset, and chartists, who base their trading
decisions on an analysis of past price trends

Our model explains bursts of volatility in financial markets, which are not well
explained by the traditional finance paradigms, as we will show. Speculative bubbles
arise as a complex non-linear dynamic phenomenon brought about naturally by the
dynamic interaction of heterogeneous market participants.

Depending on the time lag in the formation of chartists' expectations, the system
evolves through several dynamic regimes finishing in a strange attractor. Chaos
provides a self-sustained motion around the rationally expected equilibrium that
corresponds to a speculative bubble.

In order to explain the role of Chartism, chaotic motion is a very interesting
theoretical feature for a speculative financial market model. It provides a complex non-
linear dynamic behaviour around the Walrasian equilibrium price produced hy
deterministic interactions between fundamentalists and chartists.

This model could be a link between two opposite views over the behaviour of
financial market: the theorist's literature one that claims the random motion of asset

prices and the chartist's position extensively spread by the market professionals.
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CAPITULO 0

INTRODUCCION Y OBJETIVOS

0.1. Expectativas Racionales

En Economia, como disciplina que estudia la asignacion eficiente de recursos
escasos, los procesos de decisién son basicos. Dado que los resultados de estos
procesos generalmente se extienden en el tiempo, se hace necesario considerar el
futuro, por lo que la formacion de expectativas se constituye de esta forma en un

elemento fundamental de dicha ciencia.

En efecto, para adoptar una decision, los agentes econémicos no tienen en
cuenta solo los valores actuales y pasados de las variables relevantes, sino que
formulan y consideran predicciones sobre valores futuros, por lo que en los modelos
econdmicos es necesario describir los mecanismos de formacion de expectativas que

permitan generar dichas predicciones a partir de la informacién disponible.

En la literatura se han propuesto varios mecanismos de formacion de
expectativas. En Begg (1982) podemos encontrar una amplia informacion al

respecto.



Keynes (1936), en su "Teoria General", sefialo la importancia de las
expectativas, asi como la posibilidad de que podrian obedecer a motivaciones mas
psicologicas que econémicas (los denominados por Keynes amimal spirits),
constituyendo una de las causas de la inestabilidad de la economia. Asi, en su famoso
pasaje sobre el comportamiento del mercado bursatil como un casino, Keynes (1936)
describe dichos mercados como lugares donde, especuladores en busca de ganancias
de capital inmediatas, anticipan "lo gque la opinién media espera que sea la opinién

media", en lugar de centrarse en los determinantes fundamentales del mercado.

Las primeras formulaciones sobre formacion de expectativas tomaron la forma

de mecanismos de expectivas adaptativas y de expectativas extrapolativas.

Segiin la hipOtesis de expectativas adaptativas propueéta por Cagan (1956),
los individuos usan la informacion referente a errores de prediccion pasados para
revisar las expectativas corrientes. De esta forma, si ,.; X", representa el valor que
los agentes que forman sus expectativas al final del periodo t - 1 esperan tome la
variable X en el momento t, tendriamos que el mecanismo de expectativas postulado

podria escribirse como
1 X X =A (X - X)), 0<A<]
reagrupando términos se obtiene
X = AX  F(1-A) L, X

y por sustituciones sucesivas podemos transformar esta expresion en la siguiente



1 X = A X AN X A X
o M- X AL L X

donde todos los términos, excepto el Gltimo, son observables. Puesto que A es una

fraccion positiva, (1- A)" *! se hace cada vez menor conforme aumenta n. Para un

valor de n suficientementc clevado podemos despreciar ¢l tltimo término y escribir

e Xy — A E (]"‘7‘-)i Ki-ian 0.1.1)
ia0
Asi pues, segiin ésta hipotesis las expectativas corrientes sobre el valor futuro
de una variable se basan en una media ponderada de valore= corrientes pasados,

donde las ponderaciones decaen geométricamente.

Por su parte, el mecanismo de expectativas extrapolativas sugen‘do por

Modigliani y Sutch (1966) vendria dado por la siguiente expresion :
M .
G X =AL o Xt (DB (X - X)), 0<A<T . (012)

donde X% _, es el valor considerado de equilibrio de la variable X, _,, que se especifica

generalmente como sigue.

X4, =T b X

Con lo que (0.1.1) seria un caso particular de (0.1.2).



Si bien estas dos hipOtesis supusieron un importante avance en la
consideracion de las expectativas, no estan exentas de cﬁticas. En primer lugar,
parece logico suponer que los agentes econdmicos, al formar sus expectativas, tienen
en cuenta otros factores ademas del comportamiento pasado de la variable que
intentan predecir. En segundo Ingar, ambos mecanismos de generacion de
expectativas conceden a los agentes muy pbca capacidad de aprendizaje, al obligarlos
a cometer una y otra vez los mismos errores. En tercer lugar, no se ofrece ninguna

explicacion tedrica a la magnitud del parametro de ajuste A.

Como reaccion a estas criticas aparece la hipotesis de las expectativas
racionales. Esta hipdtesis, definida originariamente por Muth (1961), formalizando
un trabajo previo de Modigliani y Grunberg (1954), implica simplemente que los
agentes no cometeran errores sistematicos al predecir los valores futuros de las
variables economicas. Para ello utilizan toda la informacion Eiisponible de la mejor
manera posible, lo que significa que la.expectativa de una variable coincidir;i conla
esperanza matematica de dicha variable, condicionada al conjunto de informacion

disponible por el agente en el momento de formar sus expectativas.

Siguiendo a Mishkin (1983), la hipotesis de expectativas racionales afirma
que la distribucion de probabilidad subjetiva de cualquier variable es idéntica a la
distribucion de probabilidad objetiva dc esa variable, condicionada a toda la
informacion pasada disponible; es decir, las esperanzas impuestas por el mercado son

iguales a las esperanzas condicionadas reales usando toda la informacion disponible

LX) - EX /S, )

donde E,, es la esperanza subjetiva proporcionada por el mercado y E s¢ refiere a la

esperanza objetiva condicionada a la informacion disponible ¢,



Las implicaciones de las expectativas racionales se investigaron
sistematicamente en los afios siguientes. En la demanda agregada se introdﬁjeron en
la teoria de la renta permanente del consumo por Hall (1978) y Flavin (1981) yenla
funcion de inversion por Abel (1982) y Hayashi (1982).

La introduccion de las expectativas racionales también dio lugar a resultados
importantes en la oferta agregada. Asi, por ejemplo, Lucas (1972, 1973) considerd
que los agentes racionales individuales se encuentran dispersos en un gran namero de
mercados competitivos, y la informacion disponible es imperfecta en el sentido que
no pueden distinguir entre variaciones del nivel general de precios y variaciones de
los precios relativos, siendo estas tltimas las que afectan a sus décisioﬁes. Entonces,
ante una variacion mayor que la esperada en el nivel general de precios, los agentes
tenderan a pensar que o que realmente ha aumentado es €l prec'nb relativo de los

bienes que producen, lo que les llevaria a incrementar la cantidad ofrecida.

~ Esta situacion se generalizaria al conjunto de la economia, de manera que la
desviacion positiva de Ia inflacidon actual con respecto a la esperada haria aumentar
los niveles de produccion y empleo por encima de su nivel "natural”. Ahora bien,
puesto que segun la hipdtesis de expectativas racionales el error de prediccion es
aleatorio, resulta que la tasa de desempleo no puede diverger de la natural de una
manera sistematica sino aleatoria; esto es, si los agentes reciben una sorpresa que les

hace equivocarse en sus expectativas.

De aqui se deduce una implicacion basica para la politica economica: las
politicas de estabilizacion s0lo tendran efectos sobie los niveles de produccion y
empleo en el corto plazo si sorprenden a Yos agentes. Para ello, la politica econdmica

deberia llevarse a cabo de una manera aleatoria, imposible de prever por los agentes.

6



En este sentido, Sargent y Wallace (1975) demuestran que si los agentes tienen la
informacién sobre la politica que la autoridad monetaria va a seguir, pueden anticipar
correctamente sus efectos, y sus decisiones 6ptimas haran que la politica monetaria

no tenga efectos reales.

La aplicacion de la hipotesis de expectativas racionales a los mercados
financieros se realizo de la mano de la denominada hipdfesis de mercado eficiente,
formulada originariamente por Fama (1965), que define tales mercados como
aquellos "donde hay un nitmero elevado de agentes racionales maximizadores de
beneficios compitiendo activamente, cada uno de ellos tratando de predecir el valor
futuro de valores individuales, y donde toda 1a informacion corriente importante es
disponible sin coste para todos los participantes en dicho mercado". Asi pues, en un
mercado eficiente las cotizaciones reflejarian en todo momento la informacién
disponible, por lo que no quedarian oportunidades de beneficios sin ser explotadas:

al precio de hoy, los inversores no pueden esperar ganar mas que el rendimiento

normal invirtiendo en una accién.

Seguin la hipotesis de expectativas racionales, en un mercado de valores los
agentes econémicos forman sus expectativas en base a predicciones del modelo
econémico que describe la estructura del sistema econémico relevante. Sus
predicciones no estan sesgadas y se basan en toda la informacion disponible. El
conocimiento de la teoria econdmica y la informacion existente dio paso al andlisis
Sundamental, el cual deberia ser capaz de comprender todas las i"eglas y estrategias

sistematicas que utilizan los mercados.

El analisis fundamental se basa en estudios tedricos y fundamentados con el

fin de determinar el valor real o intrinseco de una accion. Los agentes que actian

7



dentro de este esquema de comportamiento se les denomina fundamentalistas.
Dichos agentes fijan el precio de las acciones de forma racional segun el valor
descontado o presente de la serie futura de dividendos que se espera obtener. Para
los fundamentalistas, el valor intrinseco de una accion es, por tanto, el valor actual
de los beneficios que se espera recihir, teniendo en cuenta que existe una diferencia
entre el valor que se espera de manera inmediata y el que se espera recibir

posteriormente, que se debe descontar.

Es bien sahido que el valor de una accién depende de muy distintos factores
como som, entre otros, la tasa de crecimiento esperada, las expectativas de reparto de
dividendos, las ampliaciones de capital, el grado de riesgo, el nivel de los tipos de
interés del mercado, etc. Realizando la estimacion de los distintos factores que
intervienen en el precio de una accion, los fundamentalistas, o partidarios de la base
solida, llegan a una estimacion del valor intrinseco de un titulo; si este se encuentra

por encima del precio de mercado, se aconseja al inversor que compre.

Formalmente, los inversores con expectativas racionales buscan la eficiencia
media-varianza. Los rendimientos potenciales se miden por un método probabilistico
ponderado que promedie los rendimientos medios esperados, pénalizando los activos
con alto riesgo. El riesgo de un activo se mide por la desviacion tipica de sus
rendimientos. La adversién al riesgo que caracteriza al inversor que actia
racionalmente conlleva la busqueda de activos que proporcionen el maximo

rendimiento esperado para un nivel dado de riesgo.

La hipotesis de expectativas racionales trasladada a los mercados financicros

conduce a la teoria de los Mercados Eficientes.



0.2. Mercados Eficientes

Desde hace mas dc tres décadas, la teoria financiera moderna ha basado su
analisis de las cotizaciones bursatiles en el concepto de eficiencia de los mercados
financieros. Un mercado es eficiente cuando la nueva informacion, que es
comprendida rapidamente por todos los participantes, se absorbe intantaneamente y
s¢ incorpora a los precios del mercado. Asi pues, en un mercado eficiente los precios
de los distintos valores reflejan instantaneamente toda la informacion relevante. El
ajuste inmediato de los precios a la nueva informacion implica que los sucesivos
cambios en los precios de cada accion son independientes. Esto es, por definicion, un
mercado de "camino aleatorio”, lo cual indica que el mercado no tiene memoria; es
decir, las series histéricas de precios no se pueden utilizar para predecir los precios
futuros.

La Hipotesis de Mercado Eficiente se puede expresar matematicamente como
P, - E_(Pr.lllt)

donde I, es el conjunto de informacion disponible en t, que incluye la historia pasada
de la serie de precios junto con el flujo de innovaciones o noticias &, , que es recibido
por el mercado, y E es el operador prediccion que en el equilibrio de expectativas
racionales es idéntico, con la esperanza matematica condicionada al conjunto de
informacion I,. Esta hipotesis supone que todos los individuos poseen de forma
homogénea los conjuntos de informacion. La solucién lineal de la expresion

matematica de la Hipotesis de Mercado Eficiente es el camino aleatorio

Pr = Pt-l+e!'
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Un mercado eficiente es una martingala (juego equitativo y limpio), ya que
no solo los precios reflejan toda la informacion conocida, sino que la eficiencia impide
el exceso persistente de beneficios extraordinarios. La clasel de inversores que son
considerados racionales conocen en un sentido colectivo cuél es la informacion
importante y cual no. Después de recopilar toda la informacion y tasar el riesgo

involucrado en la misma, el conocimiento colectivo del mercado encuentra un precio

de equilibrio.

Aunque sin formalizar, podria decirse que la Hipotesis del Mercado Eficiente
(HME) comienza a desarrollarse desde pricipios de siglo. Su objetivo fundamental era
justificar el uso del calculo de probabilidades en el analisis de los mercados de
capitales. La HME, utilizando una metodologia de tipo estadistico y econométrico,
trata de comprobar i los precios que rigen en el mercado descuentan
automaticamente toda la informacion que afecta al vélbr intrinseco de los titulos. En
investigaciones posteriores se aprecia una considerable rélaciér; entre la Hip(’);esis del
Mercado Eficiente y la Teoria del Mercado de Capitales. La finalidad de ésta ultima
teoria es estudiar los mecanismos intcrnos para que cl funcionamiento del mercado
conduzca a una situacién de equilibrio utilizando los precios resultantes para

contrastar su veracidad.

El primer estudio que utiliza métodos estadisticos para analizar la rentabilidad
de los precios fue realizado en 1900 por Louis Bachelier. Sus conclusiones afirmaban
yue las rentabilidades eran vaiiables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Sin embargo, éste trabajo fue olvidado durante mucho tiempo y sélo en
los altimos afios, a proposito del estudio del comportamiento de los precios en el

mercado, ha vuelto a cobrar actualidad.

10



En la década de los treinta, Cowles (1933) y Wbrking (1934) observaron que
los métodos convencionales de prediccion de los precios de las acciones no producen
mejores resultados que los que se obtendrian siguiendo un pr6cedimiento aleatorio.
A este mismo resultado llegaron Kendall (1953), concluyendo que los coeficientes de
correlacion de los precios de las acciones en el mercado no difieren significativamente
de cero, y Roberts (1959), que comprob6 que las primeras diferencias de los precios
de las acciones guardaban una gran analogia con una sucesién de nimeros aleatorios.
Un trabajo que influy6 decisivamente fue el de Osborne (1959), donde manifestaba
que el precio de las acciones se ajusta bastante bien a la ley fisica que gobierna el

"movimiento browniano" (movimiento de una particula suspendida en un liquido).

Sin embargo, el proceso de formacion de precios de las acciones en los
mercados de valores recobré verdadera actualidad en la década de los afios sésenta.
En ésta década, Cootner (1964) realizo diversos estudios de las caracteristicas del
mercado utilizando el analisis cuantitativo. En este mismo periodo aparece el estudio
sobre la Teoria de Seleccion de Carteras de Markowitz (1959) a raiz de un famoso
trabajo de Tobin (1958). Fueron, sin embargo, Sharpe (1964) y Lintner (1965)
quienes completaron el estudio de la composicion optima de una cartera de valores.
El Modelo de Valoracion de Activos Financieros (CAPM) surge ideado por Sharpe
en la década de los setenta, en donde el riesgo sistemético, también llamado riesgo
de mercado, encierra la reaccion de las acciones hacia los cambios del mercado en

general.

El trabajo que formaliza la racionalidad de la Hipétesis de los Mercados
Eficientes fue descrito por Fama (1970). La HME, en su forma pura, establece que
el mercado es una martingala; la informacioén no puede ser usada para obtener

beneficios extraordinarios.
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Segtn Lorie y Hamilton (1973), la afirmacién de qué un mercado es eficiente,
tiene mas peso que asegurar que los sucesivos cambios en los i)recios de las acciones
son independientes unos de otros. Esta dltima suposicion indica simplemente que el
anélisis de los esquemas del precio en el pasado no sirve para pronosticar el precio
en el futuro, ya que toda la informacion deducible de tal analisis habra sido
incorporada a los precios del mercado. Sin embargo, en un mercado eficiente los
precios no solo reflejan toda la informacion contenida en las series historicas, sino
también toda la informacién hecha piblica y toda la informacion privada. Esto sugiere

la infructuosidad del esfuerzo para obtener rendimientos superiores mediante el

analisis de los parametros fundamentales.

El término "eficiencia” no es facil de concretar cuando se enfrenta al mundo
real. Un mercado eficiente es un mercado perfecto, pero la realidad puede alejarse
mas o menos de esta situacion ideal. El ataque al analisis fundamental dividio la HME
en tres distintos niveles de eficiencia: la forma "débil", la forma "intermedia" y la

forma "fuerte".

En la hipotesis daebil del mercado eficiente los precios solo reflejan la
informacion contenida en las series historicas; por tanto, exarhinar el pasado de las
cotizaciones no sirve para predecir los precios futuros. El ajuste de los precios es
instantaneo. Los cambios en los precios son independientes entre si, por lo que el
nivel de precios es aleatorio. Ningin inversor podra obtener, por tanto, una

rentabilidad superior a la normal.

12



La hipdtesis intermedia o semifuerte del mercado eficiente postula que los
precios reflejan toda la informacion hecha publica que pueda afectar al valor
intrinseco de una accién. El ajuste de los precios se produce después de un periodo
de adaptacion o aprendizaje del mercado. Existe, por ianto, un desfase temporal en
el ajuste de los brecios, que éeré tanto menor cuanto mis eficiente sea el mercado.

Solo los inversores con informacion privilegiada podran obtener una rentabilidad

superior.

Por ultimo, en la hipdtesis fuerte del mercado eficiente, los precios reflejan
toda la informacion pablica y privada. Los cambios en los precios son variables
aleatorias independientes que incorporan toda la informacién conocible. Nadie puede
obtener una rentabilidad superior a la que bobte‘:ndria cualquier inversor con una

cartera aleatoria.

A mediados de los afios 70, la versién semifuerte de la HME fue la teoria
aceptada generalmente. La evidencia estadistica en favor de la eficiencia de los
mercados discutida por Fama (1976) ha sido tomada como soporte para el modelo
de camino aleatorio, y hasta hace muy poco los economistas financieros no han tenido
la menor duda en aceptar este punto de vista como explicacion del comportamiento
de las series temporalés de los precios de los activos. Pero el mundo econémico, en
general, es incierto, ¢l valor intrinseco de una accion o de cualquier otro titulo no
puede determinarse con exactitud. Las estimaciones (expectativas) de los dividendos
futuros de una determinada empresa, el horizonte econdmico o periodo de
planificacion, las predicciones acerca de la evolucion del marco socioecondmico, etc.,
son diferentes para los distintos inversores, aun en ¢l supuesto de que todos cllos

dispongan de la misma informacion.

13



Estas podrian ser algunas de las distintas razones por lo que la teoria de los
mercados eficientes no concuerda con los acontecimientos sucedidos en octubre de
1929 o en octubre de 1987. La observacién directa del ﬁméionamientn de los
mercados financieros a lo largo de éstas jornadas historicas permite comprender la
logica de Ia evolucién de los precins. Fl crash de los mercados financieros de 1987
ha inducido a considerar mas profundamente la virtualidad del paradigma de los
mercados eficientes, y ha propiciado nuevas visiones sobre los mercados
especulativos y nuevos modelos dinamicos para explidar su funcionamiento. Incluso
en los periodos llamados normales, la teoria de la eficiencia de los mercados
financieros es criticada por algunos tedricos. Recientes trabajos empiricos manifiestan
diversas objeciones a los principios basicos del modelo de mercados eficientes, o al

menos al punto de vista que dicho modelo sugiere para la dindmica de los precios.

A partir de la década de los 80, ya eran muchos los invesiigadores que
presentaban scrias dudas sobre la cficacia del mercado, mostrando distintas evidencias
contradictorias con la HME. Algunos de estos estudios han sido inconsistentes con
¢l modclo puro del camino aleatorio o forma débil de 15. IIME. Otros trabajos
reportari_ anomalias relativas al exceso de rendimientos debidos a una variedad de
factores tales como tamafio de la firma, sentimientos del mercado, dias de la semana,

mes del afio, etc.

Muchas de estas anomalias son revisadas por Keim (1986), Lo y MacKinlay
(1988), que utilizan tests basados en estimadores de la varianza.’ En sus trabajos se
concluye que el modelo de camino aleatorio es, en general, no consistente con el
comportamiento estocastico de las rentabilidades bursatiles semanales; también
encuentran una correlacion significativamente positiva para periodos productivos

semanales y mensuales.
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Trabajos realizados a lo largo de los afios 80 llegan a la conclusmn de que la
evidencia relacionada con las reversiones de beneficios es mconsxstcnte con la
hipétesis del mercado eficiente, que afirma que los beneficios de la inversién son
serialmente independientes. Los precios de los titulos cambian de direccion con el
tiempo, y por tanto los ‘beneﬁcios tienden también a -cambiar. Este es el
descubrimiento de la investigacion realizada por Fama y French (1988), los cuales
comprueban que aunque los beneficios de las acciones en periodos cortos de tiempo
pueden tener una correlacion serial positiva, en periodos mas largos muestran una
correlacion serial negativa. 'Igualmente,. Poterba y Summers (1987) encuentran
evidencia de componentes transitorias para una fraccion larga de la varianza en las

rentabilidades bursatiles,

Las reversiones dc los beneficios cn distintos periodos de tiempo estan
generalmente enraizadas en hechos econémicos. La volatilidad de los tipos de interés
constituyc una dc las principales influencias economicas cn los precios dc las
acciones. Puesto que los bonos (que son los que reﬂejan la orientacion de los tipos
de interés) compiten con las acciones para conseguir el dmero delosi inversores, se
podria esperar de forma logica relaciones sistematicas entre los tipos de mteres y los
precios de las acciones. Por tanto, en un ciclo de fluctuaciones de los lipus de inter€s,
se observara unos rendimientos de acciones relafivamentc elevados seguidos de

rendimientos bajos de las acciones.

El trabajo realizado por los autores French y Roll (1986) revisa la idea basica
de la HME segun la cual los movimientos del mercado son ocasionados por la llegada
de informacion nueva. Estos autores demostraron que esto no sucede asi. Su estudio
refleja que la difusion de informacion privada es la causa principal de las varianzas de -

los precios en el mercado. Este analisis deja abierta la posibilidad de influencias
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adicionales en el mercado, aparte de la llegada de informacion pablica nueva. Enun
trabajo posterior, Roll (1988) mostrd que una parte de la volatilidad en los precios
de las acciones se puede explicar por noticias relacionadas con la economia, la
industria y noticias especificas sobre empresas privadas. La informacion privilegiada

y la actuacion de los profesionales y otros inversores puede jugar un papel importante

en el proceso de formacion de precios.

Por otro lado, existe un numero creciente de investigaciones relativas al
exceso de volatilidad de los precios de los activos. Una recopilacion de estos datos
es posible encontrarlos en West (1988), que ponen en cuestion el punto de vista de
que el precio de los activos esta determinado exclusivamente por los valores
fundamentales esperados racionalmente, que de acuerdo con Samuelson (1965)
deberian seguir un camino ale#torio. Un test estadistico, propuesto por Shiller (1989),
muestra que los precios de los titulos presentan "demasiada variabilidad" para poder
ser expliéada por una teoria de valoracion de precios de mercado eficiente, y se deben
tener en cuenta consideraciones de comportamiento y de psicologia de multitudes

para explicar el proceso de la determinacion de precios en el mercado de valores.

Peters (1991) investiga la funcion de densidad de los rendimientos de los
mercados de Qalores 'y observa que su comportamiento se ajusta solo a una
distribucion "aproximadamente normal". Los rendirﬁientos estan sesgados
negativamente (Fama, 1965) y existen demasiadas observaciones en las colas lejos de
- la medié (Osborne, 1959). Asimismo, Peters observa que el pico que se produce
alrededor de la media es mas alto que lo predicho por una distribucion normal. Esta
leptokurtosis (anchas colas y alto pico) advertida en la funcién de densidad de las
rentabilidades bursatiles, es otra de las inconsistencias con la HME. Segun Sterge

(1989), pueden esperarse cambios en los precios mucho mayores y ocurriran dos o
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tres veces mas a menudo de lo que predice una distribucion normal. Ya en 1964
Mandelbrot propuso sustituir la normal por una distribucién paretiana estable

caracterizada por varianza infinita o indefinida.

Lo que es incuestionable es que el mercado reacciona a muy distintos factores
que afectan a los precios. Tanto los inversores que acuden a los mercados de.valores
en busca de colocacion para sus vahorros, como los empresarios que acuden a los
mismos en busca de recursos con los que financiar sus actividades productivas,
utilizan inmumerables trucos y estratagemas con el objeto de obtener una mayor
rentabilidad o pagar un menor coste por la financiacién, Como sefiala Peters (1994),
"es inconcebible que una institucion hecha por el hombre, como es el caso del
mercado, pueda ser mecanicamente perfecta de forma que todas las discrepancias que

surjan puedan ser totalmente controladas antes de que sea posible observarlas".

Es por lo que cabe plantearse la pregunta: son eficientes los rpercadbs? La
HME supone que los inversores son racionales, es decir, valoran las acciones en base
a toda la informacion disponible y obtienen un preéio acorde a la misma. Los
rendimientos se fijan mediante un método probabilistico ponderado, y en particular
son adversos al riesgo. ;Pero es la gente racional considérada incluso agregadamente?
Peters (1991) analiza distintas razones por las que los inversores no se comportan de

la manera descrita en la teoria de expectativas racionales.

Los inversores pueden no conocer la manera de interpretar toda la
informacion conocida, y pueden reaccionar por esta causa a las tendencias; la
sobrerrcaccion ante la informacion sobre dividendos futuros es una rcalidad cuando
la gente se enfrenta a una pérdida o ganancia potencial. La existencia de amplias

influencias en los precios del mercado sugiere la posibilidad de que los inversores no
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acepten el precio establecido como el mejor reflejo de su valor intrinseco. No hay
necesariamente aversion al riesgo cuando existen pérdidas seguras por no jugar. La

gente no es insesgada, usa probabilidades subjetivas.

Existe una reaccion no lineal ante la informacién. Las noticias se acumulany
la reaccidn se produce a partir de un cierto nivel. El pasado puede influir sobre el
presente originando una reaccién retardada. Los cambios en los precios son
demasiado volatiles, no pudiendo achacarse esta variabilidad a cambios en los
dividendos esperados. Las anchas colas de densidad pueden ser explicadas por la

reaccion no lineal de los inversores ante la llegada de nueva informacion.

De acuerdo con ésto, se espera que los profesionales de la inversion especulen
sobre lo que ellos perciben de cual seria la dircecidn del mercado. Cuando los agentes
intentan aprovecharse de las imperfecciones del mercado y actian segin su
percepeion de la tendencia del precio actual, sus acciones pueden causar fendmenos
que son totalmente inconexos con los fundamentos econdémicos, y son impredecibles
por el analisis fundamental. Este comportamiento describe una dinamica endégena
que se basa esencialmente en las interacciones de los agentes y que tiene un efecto

sobre los precios.

Se plantea, por tanto, la necesidad de considerar modelos alternativos para
analizar la dinamica de los precios de los activos: alternativas desde el punto de vista
de que los precios no slo reﬂéjan los valores fundamentales de los activos esperados
racionalmente por los agentes. Estos modelos deberan tener en cuenta la
incorporacion en el mercado de los chaftistas, un gfupo de agentes que basan su

actuacion en el anélisis de las tendencias de los precios ocurridas en el pasado.
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0.3. El Analisis Técnico o Chartismo

El término #écnico, aplicado al mercado de valores, se refierc al estudio de la
actividad del mercado en si misma en tanto que se opone al estudio de los bienes de
que sc ocupa csc mercado. El analisis técnico consiste, en csencia, en crear ©
interpretar graficas de titulos. A sus profesionales se les denomina chartistas.
Estudian el pasado, tanto los movimientos de las cotizaciones como el volumen de
negocio, buscando la direccion de los cambios futuros. Los chartistas son inversores
que basan su estimacion en el comportamiento del mercado en sf mismo, usando ¢l

comportamiento pasado para predecir el comportamiento futuro.

El primer principio del analisis técnico es que toda la informacion sobre los
beneficios, los dividendos, y el desarrollo futuro de una empresa queda reflejado
automaticamente en las cotizaciones de las acciones de la empresa en el pasado. Una
grafica que muestre €stos precios y el volumen de negocio, incluyé toda la
informacion fundamental que debe saber el analista de inversion. El segundo
principio es que los precios tienden a moverse siguiendo una tendencia. El analista
técnico afirma que existe un momento dé inercia en el mercado: los titulos que han
estado subiendo lo van a seguir haciendo, y los que empiezan a bajar continuaran del

mismo modo.”

Para los chartistas, los principios del analisis técnico tienen sentido dentro del
mercado de valores por dos razones fundamentales: la primera se refiere al instinto
de la multitud, de 1a psicologia de masas, y la segunda es la existencia de un acceso
desigual ala informacién fundamental de una empresa. El precio del mercado no sélo
refleja toda la informacién fundamental que el analista éstadisticb puede esperar

aprender (y de alguna otra que quizas sea secreta para €l y que solo conocen algunos
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iniciados), sino también todas las esperanzas, temores, conjeturas y estados de animo,
ya sean racionales o no, de todos los posibles compradorés y vendédores, asi como
sus necesidades y recursos. El analisis técnico defiende, por tatlim, que la variabilidad
de los précios no depende del estudio y analisis de los parametros fundamentales, sino
de la evolucién constatada de las cotizaciones y la observacién del comportamiento

de los otros inversores.

Los graficos son herramientas de trabajo del analista técnico. Han sido
desarrollados en multitud de formas y estilos para representar casi todo lo que ocurre
en el mercado o para trazar un indice a partir de ellos. En los graficos aparecen
ciertos esquemas de formaciones, niveles y areas qﬁc tienen significado y puedeh

interpretarse en términos del futuro desarrollo de una tendencia.

La construccién de una grafica dentro del analisis técnico consiste
basicamente en una linea vertical, cuya base es la cotizacion minima del titulo ese

dia y cuya parte superior es la cotizacion maxima, dicha linea se cruza para indicar

la cotizacion al cierre del dia (Figura 0.1).

El proceso se repite por cada dia de contratacion. A menudo, el analista
técnico también indica el volumen de acciones de un titulo que se negocian durante
el dia con otra linea vertical en la base de la grafica. Los altos y bajos de la grafica del
titulo analizado reproducen una figura cuya interpretacion es fundamental para el
chartista.
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Coﬁmi&n

Tendencia hacia arriba:
uns sefial alcista

Dias de contratacion

Figura 0.1

Construccion de una Grdfica dentro del Andlisis Técnico

El principal objetivo de los graficos es descubrir las tendencias de los precios
a medio y largo plazo; de los mismos pueden derivarse lineas y canales o pistas de
tendencia, formaciones de cabeza y hombros, tridngulos, etc. Pero la formacion mas
tipica de estos graficos es la llamada "area de congestion”, que acota el campo de
variacion del precio de una accion. Cuanto mas estrecha sea el irea de congestion
menor seré la fluctuacion de la cotizacion, y viceversa. Los analistas suelen suponer
que entre los limites maximo y minimo del area o banda de congestion esta

comprendido ¢l valor intrinseco de la accion.

Puesto que se asume que el momento en el mercado tiende a perpetuarse,
como escribio John Magee uno de los precursores del analisis técnico, en su obra

sobre "Las Tendencias de los Valores" (Edwards y Magee, 1989): "los precios se
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mueven por tendencias y las tendencias siguen igual hasta que sucede algo que hace

que cambie el equilibrio oferta-demanda".

El analisis téénico ha gozado de una amplia influencia a lo largo del presente
siglo, sobre todo desde que se formul6 la llamada "Teoria de Dow", técnica que se
ocupa de la prediccion en los movimientos bursatiles. Charles H. Dow fue uno de los
analistas mas profundos sobre los movimientos del mercado de valores. Fundé el
servicio de noticias financieras Dow-Jones. Su teoria, que se basa en la observacion
de una cierta repeticion en los giros continuos del mercado, fue publicada en el Wall
Street Journal. A su muerte, en 1902, Hamilton W.P., editor de dicho periddico,
adopté sus principios y publicé en 1922 un libro sobre lo que hoy se conoce como la

Teoria de Dow.

Cotizacién

" Dias de contratacion

Figura 0.2
Evolucion del Mercado en General segin {a Teoria de Dow
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La Teoria de Dow parte del supuesto de que en la evolucion del mercado se
producen tres tipos de movimientos o tendencias: 1) una tendencia primaria a largo
plazo, cuya duracién puede oscilar entre nueve y dieciocho meses, y que puede ser
alza o baja; 2) un movimiento secundario, que puede durar entre una y ocho semanas;
y 3) unos movimientos diarios, fruto de la oferta y la vdemanda,' que se superponen

sobre los dos movimientos anteriores (Figura 0.2).

Si la tendencia primaria es alcista se debe a que previamente los inversores
mas informados han ido acumulando titulos (volumen como indicador secundario);
posteriormente, cuando comienzan a surgir estudios‘ de analistas informando de los
buenos resultados empresariales se produce el "boom bursatil” cuya culminacion tiene
lugar con la llegada en masa a la bolsa de valores de los pequefios inversores. Las
tendencias secundarias suclen scr correccioncs de la tendencia primaria, mientras que

los movimientos terciarios aparecen como rectificaciones de los secundarios.

Otros conceptos fundamentales del analisis técnico son los llamados soporte
y resistencia representados en la Figura 0.3. Cuando el mercado toca techo y
comienza a bajar, el pico anterior define un area de resistencia, puesto Que el inversor
que no pudo vender en ¢l punto de alza guerra hacer 1o si tiene otra oportunidad. Si
el mercado sube de nuevo y se aproxima al pico anterior, se dice que esta "probando”

el area de resistencia.

Si el mercado penetra el 4rea de resistencia, es probable que siga subiendo y
el area anterior se convierte en un area de soporte. Por otra parte, si el mercado no
logra penetrar en el area de resistencia y 'cae mas alla del punto de baja precedente,
donde anteriormente existia un area de soporte, se produce una sefial de mercado

bajista y se aconseja al inversor que venda. Un nivel de soporte es, por tanto, un nivel
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de precios en el que la demanda suficiente de una accién parece detener, al menos

temporalmente, una tendencia bajista y cambiar su direccion. La resistencia es la

antitesis del soporte.

Cotizacién

drea de resistencia

drea de soporte

Dias de contratacion

Figura 0.3
Areas de resistencia’y de soporte. Si el mercado penetra el drea de resistencia, es
probable que siga subiendo y el drea anterior se convierta en un drea de soporte.

Dow enunci6 dos principios que se han mantenido a lo largo de los afios. El
primero afirma que el mercado, en su tendencia alcista primaria, est4 caracterizado
por tres oscilaciones al alza. El segundo principio apunta que en algin determinado
momento y en todas las oscilaciones de mercado, ya fueran al alza o a la baja, se
produciria un fendmeno de vuelta que cancelaria la oscilacion. La teoria de Dow
supone, por tanto, una estrategia de compra cuando el mercado sube por encima del
ultimo pico, y de venta cuando se hunde mas alla del valle anterior. Estas estrategias
sugieren que cuando la cotizacion de un titulo (o del mercado en general) se

acrecienta con un volumen de contratacion grande o en aumento, existe un deseo

insatisfecho de compra y se puede esperar que el titulo siga subiendo, y viceversa.
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El analisis de la Media Movil es otro de los instrumentos de seguimiento de
tendencia dentro del anlisis técnico. Ofrece la ventaja de emitir sefiales de gran
precision y no sujetas a interpretacion. La Media Movil de los Gltimos n dias, por
ejemplo, se calcula sumando los precios de cierre del indice general de los ultimos n
dias y dividiendo esta cifra por n. El calificativo de "mévil" se explica porque en el
calculo se utilizan inicamente los precios de las n titimas sesiones bursatiles, de tal
forma que el conjunto de datos sobre los que calcula la media va a registrar un

movimiento de avance en cada nueva sesion bursatil.

Las medias moviles tienen como finalidad fundamental reflejar las tendencias
de los precios a corto, medio y largo plazo. Ademas actan como soportes
(impidiendo mayores caidas en los precios), y como resistencias (frenando subidas de
precios). Cada vez que la linca del indice general cruza una media genera una sefial,

y cada vez que dos medias se cruzan generan, a su vez, sefiales (Figura 0.3a)

Indice General

—— Madia Largo Plazo
—  Media Medio Plazo

Figura 0.3a
Las Medias Moviles como Indicadores de Tendencias.
Si la linea del Indice General cruza una media, genera una sehal.
Cada vez que dos medias se cruzan generan, a su vez, sefiales.
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Otra posible forma de utilizacion de las medias moviles con la finalidad de
generar sefiales de compra o venta es su uso en forma de osciladores. Los osciladores
son indicadores técnicos para el corto plazo que tienen como objetivo medir la
aceleracion del movimiento de los precios. Por tanto, la utilizacion de las medias
moviles como oscilador pretende, ademas de medir la divergencia o convergencia
entre dos medias moviles para generar sefiales, el constatar si confirman o no la linea
de precios. (Una valoracién de las medias maviles en la holea espafiola ha sido

ampliamente constatada por Alvarez (1992)).

Ralph N. Elliott realizé un estudio del mercado de valores profundizando y
extendiéndose en la historia y en los movimientos de las medias. Postuld que el
movimiento de los precios formaba pautas distinguibles y repetitivas en cuanto a
forma, pero no en lo que se refiere a tiempo o amplitud. Su idea consiste basicamente
en un sistema de reglas deducidas empiricamente que interpretan la accion de las

principales medias del mercado dc valorcs.

Eltiott introdujo la idea d¢ que el mercado de valores tiende a expandirse en
series de ondas, con ello surge el Principio de la Onda de Elliott que observa los
movimientos de las cotizaciones en el mercado. El principio fundamental de Elliott
consiste en la afirmacion de que el mercado de valores se desdobla de acuerdo con

‘una pauta de cinco ondas al alza y tres ondas a la baja para formar un ciclo completo
de ocho ondas (Figura 0.4). Las ondas 1, 3 y 5 se denominan ondas de impulso y las
ondas 2 y 4 se conocen como ondas correctivas. Un ciclo completo que consta de
ocho ondas esta formado por dos fases distintas: la fase de nimeros, conocida como
"cinco", y la fase de letras, llamada a veces "tres". Dentro de analisis técnico, también
se reconocen fres fases en el avance del mercado que tienen esencialmente las mismas

caracteristicas que las fres ondas de impulso de Elliott
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Figura 0.4
Pauta Basica del Principio de Onda de Elliot.
Consiste en un ciclo completo de ocho ondas: cinco ondas al alza (fase de niimeros)
y tres ondas a la baja (fase de letras).

Después de un primer ciclo se desarrolla otro similar de ocho ondas (cinco al
alza y tres a la baja), para terminar con un ultimo avance de cinco ondas al alza; asi
se completa un movimiento "alcista" mayor de cinco ondas, produciéndose a
continuacion un movimiento-"bajista" mayor de tres ondas. La Figura 0.5 representa
dos ondas de grado superior que se descomponen en ocho ondas del siguiente grado
inferior, y que a su vez se subdividen en treinta y dos ondas del siguiente grado

inferior.

Dado que la forma es repetitiva a todos los niveles y en todos los periodos de
tiempo, tiene valor de prediccion. Un ciclo completo, en el contexto general de la
formacion de la onda, revela lo que se debe esperar, tanto en lo que se refiere al

equilibrio del ciclo actual como al proximo ciclo de mayor grado.
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Figura 0.5 _
Dos ondas de grado superior se descomponen en 8 ondas del siguiente grado inferior
subdividiéndose en 32 ondas del grado inferior siguiente.

En un ciclo completo del mercado, las ondas se subdividen en ondas de ciclo
primarias, intermedias y menores. La formacion de onda se rige por los siguientes
principios basicos: 1) la accion viene seguida de la reaccion; 2) las ondas de impulso
(movimientos en la direccion de la tendencia principal) se subdividen en cinco ondas,
y las ondas correctivas (movimientos en contra de la tendencia principal) se
subdividen en tres ondas; 3) un ciclo completo se obtiene al finalizar un movimiento
de ocho ondas (cinco al alza y tres a la baja) y 4) el marco temporal no hace variar
la pauta, ya que el mercado sigue reflejandose en su forma basica; las ondas se pueden

alargar o comprimir, pero la pauta subyacente es constante.
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De alguna manera, las medias del mercado desarrollan tendencias que se
despliegan siguiendo pautas de la Onda de Elliott, al margen de los movimientos de
precio de las acciones individuales. La filosofia de Elliott per}mite que las actitudes
individuales y circunstanciales afecten a la formacion dél precio de cualquier accion,
ya que lo que el Principo de Onda refleja es sdlo ésa parte del proceso de decision de

cada persona que es compartida por el conjunto de todos los inversores.

El Principio de Onda tiene un trasfondo historico y matematico en la
secuencia de nimeros de Fibonacci, en donde la suma de dos miimeros consecutivos

es igual al siguiente n(imero superior:

Koz = Xat X0y
cuya solucionpara X, =1yX,=1esla sucesion:
{1,1,2,3,5,8, 13,21,34, ...}

Esta serie de nimeros proporciona una funciéon de medida conveniente para
las ondas de tiempo. La serie de Fibonacci es util para estudiar las series de tiempo
economico y éstas se pueden analizar partiendo de una base horaria, diaria, semanal,
mensual o anual. Un estudio de la estructura del tiempo indica que los cambios del
precio del mercado tienden a desarrollarse en movimientos de onda, y que éstos
movimientos no se pueden describir adecuadamente mediante un anlisis de camino

aleatorio.

Aunque el tiempo no es una propiedad predecible del Principio de Onda,

frecuentemente las secuencias de tiempo basadas en la serie de Fibonacci parecen
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encajar duraciones de onda con una gran exactitud, dando al analista una perspectiva
adicional. Elliott afirm6 que el factor tiempo suele "ajustarse a la pauta”, de ahi su
importancia. En el analisis de onda, los periodos temporales sirven para indiéar
posibles dreas de giro, sobre todo si sus duraciones coinciden con'objetivos de precio

y computo de onda.

El Principio de Onda ratifica-gran parte de 1a Teoria de Dow y prueba la
validez del analisis técnico, pero no ocurre en el caso contrario ya que aquél tiene una
base matematica, sdlo requiere una media de mercado para su interpretacion y se
desarrolla siguiendo un ritmo basico o pauta. Sin embargo, ambas teorias estan
basadas en observaciones empiricas y se complementan entre si, siendo de gran

utilidad al analista técnico para decidir qué formaciones son de mayor importancia.

En cualquier caso, y a pesar de que muchos analistas no‘lo tratan como tal,
El Principio de Onda de Llliott ¢s un cstudio scrio y objctivo, pudiéndose considerar
como "un tipo disciplinado de anilisis técnico". Segiin los autores Frost y Prechter
(1985), el Principio de Onda se muestra claramente en ¢l mercado, ya que "el
mercado de valores se puede considerar como una manifestacion de la estructura

formal del progreso del hombre en vez de un revoltijo informe que reacciona ante los

‘nuevos acontecimientos".

A pesar del dominio en la literatura académica del paradigma camino
aleatorio/mercados eficientes, algunas instituciones de inversores, cada vez mas
numerosas, dedican una considerable cantidad .de recursos al anilisis técnico

declarando incluso que es posible "anticiparse al mercado" con tales procedimientos

(Pruitt y White, 1988).
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0.4. Un Modelo Especulative de Mercados de Cambio

Un capitulo de especial relevancia en el campo de la economia lo constituyen
los mercados de tipos de cambios. Existen distintos planteamientos tedricos sobre la
cuestion de determinar los tipos de cambio que estan estrechamente vinculados al
mecanismo de ajuste de la balanza de pagos. Dos enfoques predominan en la
literatura economica. El primero engloba al modelo comercial, mientras que el
segundo enfoque engloba los modelos monetarios y los modelos de equilibrio de

cartera. (Para una panoramica general véase Bajo y Sosvilla, 1993).

En el modelo comercial, en donde se utilizan variables flujo, el tipo de cambio
de equilibrio viene determinado por la interseccion de las curvas de demanda y oferta
de divisas. La demanda de divisas se produce a partir de las partidas deudoras de la
balanza de pagos (importaciones de bieﬁes y servicios y exportaciones de capital),
mientras que la oferta de divisas se origina en las pértidas acreedoras (exportaciones
de bienes y servicios e importaciones de capital) (Fernandez Diaz, Parejo Gamir y
Rodriguez Saiz, 1993). La inestabilidad del equilibrio dependera de las interacciones
que se produzcan entre los niveles de precios y los tipos de interés de los distintos
paises, asi como de las expectativas de ambas variables y las-del propio tipo de

cambio.

El segundo enfoque utiliza variables stocks para su descripcion. El modelo
monetario de los tipos de cambio tiene como factor determinante las politicas
monetarias en el mercado de dinero nacional y extranjero. Los modelos monetarios
que utilizan tipos de cambio rigidos a corto plazo son los llamados modelos de

sobrerreaccion; su caracteristica es que a consecuencia de las perturbaciones el tipo
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de cambio alcanza el equilibrio a largo plazo. El modelo monetario con tipo de
cambio flexible comenzé a utilizarse a partir de la década de los setenta cuando
comenzaron a producirse distintas modelizaciones utilizando otras variables
macroeconomicas. Los modelos de equilibrio de cartera amplian el analisis incluyendo
otros tipos de activos. La caracteristica de estos modelos consiste en considerar que
el tipo de cambio no sélo fluctia cuando hay perturbaciones en los mercados de

dinero sino que tambien influyen los mercados con otros activos financieros.

En los Gltimos afios se ha abierto una linea de. investigacion alternativa
consistente en justiﬁcar_la alta volatilidad registrada en este tipo de mercados (Bajo,
Fernandez y Sosvilla, 1992a,b). E.l papel fundamental que desempefian las
innovaciones o nueva informacion disponible para los agentes en los mercados
cambianios, podrian explicar las desviaciones observadas en los tipos de cambio con
respecto al modelo de camino aleatorio. Existen distintos modelos tedricos
propuestos que consideran que los tipos de cambios pueden verse como precios de
activos, ¢ introducen elementos no lineales que surgen fundamentalmente de los
mecanismo de generacion de expectativas por parte de los agentes que intervienen en

el mercado.

La no linealidad y las expectativas de los agentes qué intervienen en el
mercado podria ser una explicacion al problema de la volatilidad en loé mercados de
tipos de cambio. En la actualidad el proceso de modelizacion esta teniendo en cuenta
estos dos factores determinantes en las vafiacioncs del tipo de cambio, y tienen como
conclusion que en un determinado rango de los parametros el modelo presenta alta.
sensibilidad a las condiciones iniciales, dando lugar a movimientos ciclicos del tipo

de cambio y caos.
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En este sentido, se establece que en el mercado existen dos tipos de agentes:
los chartistas y los fundamentalistas, que utilizan distintos niveles de informacion.
La interaccion de ambos agentes introduce un nimero suﬁcii:nte de no linealidades
que origina movimientos cadticos en el mercado que pueden ser interpretados como
aleatorios, pero en donde subyace una estructura determinista. En este contexto es |

posible realizar predicciones a corto plazo.

De Grauwe y Vansanten (1990) realizaron un estudio que introduce no
linealidades a partir de ciertas suposiciones sobre la actuacién en la balanza comercial
y en la formacion de expectativas, considerando la variacion esperada del tipo de
cambio entre dos periodos consecutivos cémo la media ponderada de las expectativas
mantenidas por los chartistas y fundamentalistas. Sus conclusiones determinan que
para un determinado rango de los pardmetros, el modelo presenta una dinamica de
caracter caotico. Més recientemente, De Grauwe, Dewachter y Embrechts (1993)
utilizan un enfoque similar. A continuacién vamos a dcsarrollar csta nucva version

como prototipo de modelo que presenta comportamiento caético.

Sea R, el tipo de cambio en el periodo t y X, la ecuacion en forma reducida
que describe la estructura del modelo y las variables exgenas que hacen funcionar
el tipo de cambio en el periodo t. La primera premisa consiste en considerar que el

tipo de cambio se ajusta a la siguiente ecuacion
R, - XER,," (0.4.1)

siendo E (R, ,)las expectativas del tipo de cambio en el periodo t para el periodo t+1

y donde b es el factor de descuento.
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La segunda premisa postula que la variacion esperada del tipo de cambio entre
los periodos t-1 y t+1 es una media ponderada entre las variaciones esperadas por los

chartistas y fundamentalistas en este mismo periodo
Et(Rbl)/Rt-l = (E"(R'.,)/R{‘l)"'. E_rt(Rt.l)/Rt-l)I o (0'4’2)

siendo E_ (R, ) ¥ E (R, las expectativas de los chartistas y los fundamentalistas

respectivamente, y donde m, es el factor de ponderacion.

Fl comportamiento chartista lleva a suponer que la variacién esperada del tipo

de cambio para los mismos sera una funcion de los tipos de cambio, en los ultimos N

periodos

E, R, )R, | - fR, srR,y) (0.4.3)

Asumiendo que las expectativas de los fundamentalistas se comportan segin
la expresion E,R,)-=R", =R, se deduce que la variacion esperada por los
fundamentalistas sobre el tipo de cambio entre los periodos t-1 y t+1 se ajusta a la

ecuacion

E,R, /R, - R IR,) (0.4.4)

donde ot es la velocidad de retorno a la posicion R, - (X,)"/®® esperada por los
fundamentalistas, si a=1 significa que los fundamentalistas esperan que el tipo de

cambio vuelva a su valor fundamental en un periodo.
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Por otra parte, en un ambiente de incertidumbre respecto al valor fundamental
del tipo de cambio, la ponderacion de las expectativas de los fundamentalistas
aumentara cuando el tipo de cambio del mercado se separa del valor de equilibrio, por

tanto el factor de ponderacion vendra dado por la expresion

1
. (2
PR \-Rpy)

(0.4.5)

donde P es el grado de precision de las estimaciones fundamentalistas.

Sustituyendo las ecuaciones (0.4.3) y (0.4.4) en la ecuacién (0.4.2), y esta

ultima en la (0.4.1), resulta

' . (1-m)) b
R, - X,[R,, fR, s . R )RR, DT ] (0.4.6)

Ll modelo queda definido por el sistema de ccuaciones en diferencias (0.4.5)

y (0.4.6), que dada su naturaleza no lineal es muy dificultoso resolverlo

analiticamente.

Particularizando la actuacién de los chartistas en el mercado en el sentido de
utilizar el método de las medias moviles segiin el cual los chartistas actuan en funcion

de los promedios a corto y a largo plazo, se puede establecer

Ect(Rt-l ) /Rr-l = (Rr-l /Rr-z)y g (Rt-B/Rt-’z)Y
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siendo v el grado de extrapolacion de la evolucion del tipo de cambio en el pasado
llevada a cabo por los chartistas. El sistema que describe la dinamica del modelo de

tipos de cambio resulta ahora de la siguiente forma

R, - R:ll R:; Rtf; (0.4.7)
1

m, = 0.4.8

1+B(R,,-1) (0.4.8)

que es un sistema de ecuaciones en diferencias de tercer orden y donde

a = b[leym-a(l-m)]
a, - 2bym,
a, = bym,

i

Manteniendo fijos el parametro de descuento b y el parametro f (que mide
el grado de precision de las estimaciones fundamentalistas) el modelo dependera
solamente de los parametros o y y que han sido descritos con anterioridad. Los
resultados que se derivan de las simulaciones numéricas realizadas por los autores
concluyen que para valores de y < 1 las soluciohes convergen al valor fundamental del
tipo de cambio, mientras que si y > 1, se producen movimientos ciclicos del tipo de
cambio en torno a su valor fundamental, aumentando suficientemente el valor de y
el modelo responde con una dinamica caética. El paréfnetro o que mide la velocidad
con que el tipo de cambio vuelve a la posicion de equilibrio también afecta a la

naturaleza de la dinamica. El caos puede surgir tanto con valores bajos 0 <« <1,
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como con valores altos e¢>1.

Segiin Fernandez Diaz (1994), las conclusiones de éste modelo ponen en tela
de juicio las posibilidades y operatividad de la aplicacion de la teoria de las
expectativas racionales al problema de la-modelizacion de los tipos de cambio. Este

aspecto sera comentado con mas detalle en el apartado de conclusiones de esta Tesis.

0.5. Un modelo especulativo de mercados de capitales

Existen buenas razones ccondmicas para el aumento dc la volatilidad cn los
mercados financieros. En los afios 50 y 60 la inflacion permanecid muy baja y estable,
los tipos de interés y los precios de los bonos variaron mﬁy poco. Existian tipos de
cambio fijos y relativamente estables con todos los principales paises con los que se
mantenian relaciones comerciales. La actividad economica estaba también proxima
al empleo total. El entorno econémico basico se hizo mucho menos estable en los
afios 70 y 80. La inflacion se aceler¢ y los precios de los bonos se hicieron mas
volatiles. A medida que se reunificaron los mercados de capital mundiales, el tipo de
cambio también se hizo muy volatil. Las tasa de desempleo se hicieron mas volatiles
en los afios 80, y llegaron a alcanzar niveles que no se habia experimentado desde los
afios 30. Por tanto, aumento draméticamente la incertidumbre econémica basica,

afectando a todos los mercados.

Los productos derivados como los futuros,.las opciones sobre indices
bursatiles, el arbitraje con los indices y las estrategias - guiadas por ordenador,
surgieron para hacer frente a esta incertidumbre en aumento. Actualmente los

analistas se cuestionan si existe un papel economico 1til para estos instrumentos.
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El crash bursitil de octubre de 1987 y sucesos més recientes han llevado a los
economistas financieros a reconsiderar el comportamiento de los mercados de' valores
en particular y los mercados especulativos en general. La teoria del camino aleatorio
y el paradigma de los mercados eficientes ha comenzado a ser cuestionado como una
explicacion plenamente satisfactoria del comportamiento de los mercados bursatiles
(Peters, 1994). La alta volatilidad registrada en los mercados financieros durante los
ultimos afios ha puesto de manifiesto la necesidad de elaborar teorias que expliquen
dicha volatilidad en funcion del comportamiento especulativo de los agentes que

intervienen en los mercados.

Teland (198R8) sugiere diversas teorias para el comportamiento de los
mercados de valores, algunas de ellas estAn firmemente arraigadas dentro del
paradigma tradicional de los mercados eficientes; en cambio otras estan basadas en

la perspectiva del fracaso del mecanismo del mercado o sobre la posibilidad de

considerar diferentes clases de inversorces.

Diversos autorcs consideran la especulaciéﬁ como la principal causa de la alta
volatilidad registrada actualmente en los mercados financieros. La especulacion suele
entenderse como la interaccion generada' por dos tipos de agentes del mercado: los
fundamentalistas, que forman su expectativa racional en base a los valores que sobre
los activos indica la teoria econdmica, y los chartistas, un grupo de agentes que basan
su actuacion en el mercado por medio del analisis de las tendencias de los precios en

el pasado.

En este sentido cabe citar diversos trabajos pioneros como ¢l de Zeeman
(1974), que explica el comportamiento inestable en un mercado de valores con

especuladores mediante un modelo basado en la teoria de catastrofes de Thom.
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Frankel y Frott (1986) sostienen que la gran apreciacion del dolar desde 1980
a 1985 no fue debida a cambios en las variables fundamentales que afectaron a dicha
moneda (como son los tipos de interés o el aumento de la demanda de activos en
dolares en relacion con otras divisas), sino que el dolar pudo haber caido en una
burbuja especulativa. En su modelo actiian tres clases de agentes: fundamentalistas,
chartistas y administradores de cartera cuya actuacion se basa en establecer una media
ponderada de 1as predicciones fundamentalistas y chartistas. Su desarrollo no supone
un comportamiento plenamente racional de las tres clases de agentes en el sentido en
que ninguno de ellos condiciona sus predicciones al conocimiento del modelo en su

conjunto. La burbuja es el efecto del intento de los administradores de cartera de

aprender del modelo.

Bowden (1990) plantca una revision de la teoria de mercados cficicntes sobre
la base del equilibrio de un juego predictivo con el fin de explicar la alta volatilidad
que cxiste cn muchos mercados de activos. Bn su modelo considera la existencia de
una mezcla de reglas chartistas de mercado, llegando a la conclusion de q'ue tales
reglas tienen qué estar sujelas a una dindmica evolutiva, siendo imposible la creacion
de genuinos patrones de comportamiento a nivel global. Los intentos de los agentes
de predecir en base a la historia de las cotizaciones conduce a la evolucién de los

patrones temporales y a la entrada de nuevas reglas de caracter eventual.

Si mucha gente sigue las reglas iniciales, entonces tales reglas pueden
autojustificarse, pero en la medida en que se mantenga el nivel de soporte de los
chartistas, surge un continuo incentivo para revisar las mejores reglas predictivas del
mercado. La mezcla de reglas va cambiando sucesivamente mientras los agentes van
permutando las reglas viejas por nuevas o por la entrada de nuevos agentes con reglas

distintas. Diversos patrones de comportamiento son generados cuando se llega a un
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estado de desequilibrio ocasionado por la continua revision de reglas. Cuando un
patron se hace evidente, tienen éxito local diversas reglas eventuales como
expectativas adaptativas o extrapolativas. Se produce un comportamiento que, a
posteriori, puede transgredir las recomendaciones de los chartistas originales y

ocasionar la aparicion de burbujas especulativas.

Finalmente, Bowden sugiere, a partir de diversos analisis empiricos con los
tests econométricos habituales, que los patrones temporales a corto plazo creados
como trayectorias en desequilibrio pueden ser distinguibles con muy poca

probabilidad de un camino aleatorio a corto plazo.

Goldman y Beja (1979) resaltan el papel de los especialistas del mercado y su
influencia sobre los precios, utilizando un modelo de ajuste de precios con ecuaciones
diferenciales estocasticas. Posteriormente, Beja y Goldman (1980) desarrollan un
modelo en el que cl pfccio dc los activos sc ajusta con velocidad finita a la demanda
agregada de los inversores e introducen un proceso de expectativas adaptativas para
determinar la actuacion de los chartistas en el mercado de w}alorcs, analizando las

distintas tasas de convergencia hacia un equilibrio intertemporal walrasiano.

La aportacion de Chiarella (1992) a este ultimo modelo es la introduccién de
no linealidades en el exceso de demanda chartista, lo cual da lugar a una dinamica de
los precios donde el nivel de equilibrio puede ser estable o inestable. En el caso
estable, los precios convergen al equilibrio tras un shock que lo haya perturbado
inicialmente, mientras que en el caso inestable, los precios tenderan a un ciclo limite
estable alrededor del mismo. A continuacién explicamos el modelo de Chiarella y

analizamos sus conclusiones.
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El modelo especulativo que vamos a desarrollar es una alternativa al punto
de vista de que el precio solo refleja el valor fundamental del activo esperado
racionalmente. El estudio se concentra en analizar las dinamicas del precio de un
activo, considerando la interaccién generada por las dos clases diferentes de

inversores: los fundamentalistas y los chartistas.

Por simplicidad, se considera un mercado especulativo donde se negocia un
Gnico activo. Inicialmente, se admite que los intercambios comerciales pueden
realizarse de forma continua. Se adopta como premisa basica que los cambios del

precio estan forzados por el exceso de demanda agregada de los inversores

B(1) - D;() (0.5.1)

donde P(r)es el logaritmo de los precios del activo en un tiempo t, y D,” la funcion
del exceso de demanda de los inversores para el activo, en el tiempo t. El exceso de
demanda de los inversores depende de su percepcion sobre el mecanismo del
mercado. Se supone que existen las dos tendencias clasicas sobre el funcionamiento
del mercado de valores: una tendencia basada en el analisis fundamental, y otra
tendencia basada en el analisis técnico. El chartista, al contrario quec el
fundamentalista, es un operador a corto plazo. Ambas tendencias son compatibles
dentro del mercado de valores. Es por esto por lo que la segunda premisa del modelo
es considerar que el exceso de demanda de los inversores tiene una componente

fundamental y una componente especulativa

D;() = D,()+d,() (0.5.2)
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donde D, se refiere al exceso de la demanda fundamental v d, al exceso de la demanda
chartista.

Sea W(t) el logaritmo del precio que la demanda fundamental justifica en un
tiempo t, esto es, ¢l precio de equilibrio subyacente de la accion. Es posible expresar
el exceso de demanda fundamentalista como una funcion lineal monétona creciente

que se anula en cero

D) - a(W®)-P() , ack’ (0.5.3)

donde "a" es la pendiente de la demanda fundamentalista. Esto sugiere que dicha
demanda se ajusta con una dinamica de expectativas racionales. Si la estimacion del
valor intrinseco de una accidon es mayor que el precio real de mercado, la demanda

fundamentalista aumentara y disminuira en el caso contrario.

El exceso de demanda chartista se determina definiendo una nueva variable
¥(t), quc mide la estimacion (media) de la tendencia ac;,tual de P(1); sea también g(t)
la tasa creciente de inversiones alternativas, como es el caso de bonos
gubernamentales (sin riesgo). Se considera, por tanto, que el exceso de demanda
chartista es una funcion de la diferencia entre el rehdimiento esperado del activo,
medido por la estimacion chartista de la tendencia del precio, y el rendimiento de

algan activo alternativo, esto es, ¥(t) - g(t)

d() - h(T@)-g) (0.5.4)

donde h es una funcion no lineal, creciente, que pasa por €l origen, con un punto de
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inflexion en (-g) y acotada superior e inferiormente, lo que indica que el volumen de

contratacion especulativo esta controlado en funcién del activo.

El modelo se cierra especificando el modo en que los chartistas forman su
estimacion de la tendencia del precio. Los chartistas consideran estimaciones sobre
el estado del mercado basandose en la hipotesis de que los precios varian siguiendo
tendencias de los precios pasados. Todo ello nos lleva a suponer que la dinamica de
un mercado especulativo fuera del equilibrio se basa en un procéso de expectativas

adaptativas de acuerdo a la siguiente ecuacion

¥() - c(PO-F(), 0<cse . (0.5.5)

que describe la variacion chartista de la tendencia del precio y donde ¢ es la velocidad
de ajuste‘chanista. Esta ecuacion pretende describir la base del analisis técnico, donde
la estimacion de la tendencia se ajusta al alza si el cambio de precio es mas alto que
el esperado, y viceversa. Alternativamente, la cantidad © (=1/c) indicara el tiempo de

retardo en la formacion de expectativas.

De las ecuaciones (0.5.1) - (0.5.5) se obtiene que las dinamicas del precio del

activo se rigen por

.

a(W-P)+h(F-g)

(0.5.6)
a(W-P)-P .h(P-g)

a
v

que constituye un sistema de segundo orden de ecuaciones diferenciales no lineales.

43



Siguiendo a Chiarella (1992), consideramos que W(t) y g(t) son constantes.

En tal caso, el punto de equilibrio del sistema (0.5.6) viene dado por ¥-0

y P W-h(-g)/a Yy el sistema se transforma en

P
a4

-ap+k(¥)

_ap-¥ k(P (0.5.7)

u

siendo p - P-P la desviacion del precio de equilibdo y donde
E(¥) - h(P-g)-h(-g). Eneste caso el punto de equilibrio es P-9-0

Sc vbserva que la funcion k() tiene las mismas caracteristicas que h(¥-g),
salvo que ahora el punto de inflexion -esta en el origen. Por otra parte, como
k'(¥) = R'(¥-g) > 0, enel punto de equilibrio ocurre quek’(0) = A'(-g) = & > 0,

donde el parametro b refleja la péndiente en el equilibrio de la demanda chartista

o0 especuiativa.

Analisis Lineal Local

Para hacer el analisis lineal local del sistema (0.5.7) calculamos la matriz

jacobiana en el punto de equilibrio, esto es

[ -a b ]
J =
-alt (b-1)/t

Notemos que det(J) = a/t > 0, lo que excluye la posibilidad de punto de silla.

Para determinar la estabilidad o inestabilidad local calculamos traz(J) = -a + (b-1)/1.
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Si © > (b-1)/a = t", el equilibrio resulta ser localmente estable mientras que si se

verifica T <(b-1)/a = 1", el equilibrio es localmente inestable.

Se observa que el equilibrio se hace localmente inestable cuando los chartistas
basan su estimacion de la tendencia en los cambios de precio mas recientes.
Aumentando el impacto del mercado de los chartistas, el sistema oscila y se hace
inestable, como se espera. La estabilidad e inestabilidad del equilibrio y 1a naturaleza
de las fluctuaciones que se producen en el caso inestable, dependeran de la interaccion
entre la intensidad de la demanda fundamental, la intensidad de la demanda
especulativa y la velocidad con la que los chartistas revisan sus estimaciones de la

tendencia del precio.

El Ciclo Limite

Aplicando el Teorema de Bifurcacion de Hopf, discutido entre otros por
Lorenz (1993), que establece la existencia de Orbitas cerradas en las proximidades del
punto fijo péra valores apropiados del parametrot, calculamos la ecuacion

caracteristica de la matriz jacobiana, y los autovalores vicnen dados por

a (1-5) + Jai (1-12 - Aa
T R
1, - ‘ - :

Si t=t", los autovalores son imaginarios puros A, ,=+V'a /7 i, y la parte real de A
verifica dRe(A(1))/d1 = -a/27" <0. Esto permite afirmar que aparece un ciclo limite

cuando T pasa a través de T* (desde t>t* a 1<1"), ya que el punto fijo pasa de ser
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estable a inestable.El punto de equilibrio cambia su estabilidad a causa de que la parte

real de A pasa de ser negativa a positiva.

El teorema de bifurcacion de Hopf establece solo la existencia de Orbitas
cerradas en un entorno del punto de equilibrio, pero no afirma nada sobre la
estabilidad de las Orbitas. Para determinar la estabilidad del ciclo limite y sus
caracteristicas, el proceso de Chiarella consiste en construir un modelo no lineal que
tenga la propiedad de ser capaz de generar un movimiento de ciclo limite alrededor
del punto inestable, esto es, trayectoﬁaé auto-sostenidas que persisten para ur; amplio
rango de cambios arbitrarios de valores en los parametros del modelo. Para ello se
realiza un andlisis del modelo no lineal a través de su ecuacion diferencial de segundo

orden, obtenida del sistema (0.5.7), una vez se halla eliminado p en ambas ecuaciones,

resultando
t¥ +ac+b-K(¥)¥+a¥ =0, siendoe=v-7’ (0.5.8)

Es posible dar una descripcion global de la dinimica de ¥ sin hacer ninguna
simulacion mumérica, ya que podemos aplicar dos teoremas referentes a ecuaciones
diferenciales no lincales. El teorema de Olech (1963) afirma que la ec diferencial
(0.5.8) es global y. asintoticamente estable para €>0. Por otra parte, haciendo
U(¥)=(aet+b-k'('P))/t y V(¥)=a¥/v, la ecuacion (0.5.8) puede verse como una
ecuacién de Liénard generalizada, que ha sido discutida por Gandolfo (1983),
utilizando la version del Teorema de Levinson y Smith, lo que permite afirmar que la

ecuacion (0.5.8) tiene un #nico ciclo limite para e<0.

Las graficas que se obtienen por métodos de aproximacion son globalmente

validas, pero esta aproximacion no dice mucho sobre el comportamiento cualitativo
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del ciclo limite, esto es, el efecto del cambio de los parimetros estructurales del
modelo sobre la amplitud del ciclo. Para estudiar la forma en que los parametros del
- modelo afectan a las fluctuaciones, se aplica el método de la media (Chiarella, 1990)
con el fin de investigar la naturaleza del ciclo limite en el punto de bifurcacion e=0.
Para ello, primero resuelve la ecuacion diferencial (0.5.8) ignorando los efectos no

lineales; la solucion en este caso es de la forma
Y(t)=A-sen(Va /t-t+0)
siendo A la amplitud y 0 el angulo de fase; el método de la media busca una solucion

de este tipo para la ecuacién diferencial (0.5.8) cuando ¢ +0, esto es, una solucion de

la forma
P(t)=A(t)sen(v a / A+ 6(1))
donde ahora la amplitud y el angulo de fase son dependientes del tiempo.
Realizando en el sistema de ecuaciones (0.5.7) una transformacion en
coordenadas polarses: p—A-uus 0, ¥—A-sen 0, se llega a una aproximacion de primer
orden de la amplitud de fase A(t) que vendra dada por la solucion de la ecuacion
diferencial

A= A(K(A)-ae/2)/t (0.5.9)

siendo

K@) - - f:" [k'(Aseny) - b1 cosy dy
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La funcién k' (F) es simétrica respecto del eje vertical, como k' (0 )= b, la funcion
est4 acotada superiormente por el parametro de impacto especulativo, y ademas se
cumple que lim k'(*P)= 0, cuando ¥ —, + o ; por tanto es posible asegurar que la
funcion K(A), cuya grafica esta representada en la Figura 0.6, tiene las siguientes

caracteristicas

(@) K() <0 ya que kE'(§) < b, v}

@) K() - fo’“ [£'(0) - ] cos?y dy - 0

1
2%
R , b 2n 2 b
(i) Sid—~ w, lim K(Ay = ~ —— s = - -

) Py fo y & 3

(@iv) K’(A).-.»]-fzn k(4 seny) seny cos’y < 0
2% Jo
ya que k(4 seny) <0 (>0) siseny>0 (<0)

) Sid=o, limX'(4)- RS f"‘ k(=) seny cos’y dy - 0
2x Jo

K

-~

v >

A
E
\E
ael2l . __-_________-___-.'______._ _______

Figura 0.6

La Funcion K(A)
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Estudiando el comportamiento cualitativo de la ecuacion diferencial (0.5.9),
podremos determinar como evoluciona la amplitud de ilas fluctuaciones del precio del
activo. Si €>0 el término K(A) - ae/2 < 0, V A, luego A<0 y por tanto A - 0, el
equilibrio es local y asintoticamente estable (Figura 0.7a). Si por el contrario, €<0, la
ecuacion K(A) - ae/2 = 0 tiene una solucién A; por tanto, A>0 para A<A y A<0
para A>A. Y en consecuencia, desde un valor injcial; la amplitud A converge hacia

A.ie. A~ A (Figura 0.7b).

w»e
e

>
2
- >

T\\

(8) e>0 . ‘ {®) <0

Figura 0.7

Comportamiento Dinamico de la Amplitud

Analisis Geométrico del Ciclo Limite

A continuacién se analizan las isoclinas =0, ¥ =0, en el sistema (0.5.7),
considerando unicamente el caso donde se presenta inestabilidad local; esto es,
cuando b>1+at, y donde ya se ha comprobado que las oscilaciones de p y ¥ son

atraidas hacia un anico ciclo limite.
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La primera de las isoclinas p=k(¥)/a, es una curva que tiene las
caracteristicas de la funcion k(P), esto es, una curva monotona creciente con un
punto de inflexion en el origen y acotada superior e inferiormente, mientras que la
segunda isoclina, p=(k(¥)-¥)/a, en el caso b>1, es una curva creciente en el origen

y tiene dos puntos criticos, como se muestra en la Figura 0.8.

| p=k(®) a -
\ T e
\ 7\ .l
P N
VB
L P ¥)- ¥y

,
B '\

a

b>1
Figura 0.8

Andlisis Geométrico del Ciclo Limite

Se pueden distinguir cuatro fases en las fluctuaciones de py ¥. Enla {Jrin_tera
Jase de A u B, el precio del aCIivé empieza a crecer, por lo que la demanda
fundamentalista disminuye y aumenta la demanda chartista. La estimacion chartista
de la tendencia del precio se ajusta al alza y en consecuencia se incrementa la
especulacion. En la segunda fase de B a C, € precio sigue aumentando, por o que

la demanda chartista es aun mayor que la fundamentalista, pero la expectativa
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- chartista empieza a disminuir y la especulacion se reduce. En la fercera fase de C a
D, el precio comienza a ajustarse a la baja, la demanda fundamentalista comienza a
aumentar, por lo que la expectativa chartista, y en consecuenciél la especulacion, sigue
disminuyendo. En la cuarta fase de D a A, el precio del activo sigue reduciéndose
todavia mas, la demanda fundamentalista es ahora mucho mayor que la demanda
chartista, pero la expectativa chartista de la tendencia del preciov comienza a ajustarsé

al alza v la especulacion aumenta. El ciclo entra ahora en la primera fase y se repite

en si mismo.

El precio fluctuara alrededor del equilibrio walrasiano hasta que se produzcan
cambios en los parametros del modelo, de esta forma el sistema es capaz de generar

componentes transitorias significativas y fluctuaciones predecibles alrededor del punto

de equilibrio.

Comportamiento Especulativo

Para analizar como afectan los parametros del modelo a la amplitud de las
fluctuaciones tendremos en cuenta que ¢l comportamiento cualitativo de la amplii.ud
A viene dado por la ecuacion (0.5.9), siendo e=t-(b-1)/a; por t‘anto,‘diferenciando
implicitamente la ecuacion K(A)-ae/2=0 con respecto a cada uno de los parametros

estructurales del modelo, se puede observar los resultados siguientes.

a) Efecto de la variacion de la pendienté de la funcion de demanda
JSundamentalista "a":
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K’(I)-é—"!—-—l—.(embe):O L 8 l-_‘(ex‘b—l)= ‘c_
da 2 da da 2k 4) a 2K'4)

<0

en igualdad de condiciones, un crecimiento de a en la demanda fundamental conduce

a un decrecimiento de la amplitud A de las fluctuaciones del precio del activo.

b) Efecto de la variacion de la pendiente de demanda chartista "b":

.04 ade a1

)22 28

= — >0
86 2 8b LLE) €7}

en contraposicion con el caso anterior, se observa que un crecimienio de b en la
funcion de demanda chartista produce un crecimiento en la amplitud de las

fluctuaciones.

c) Efecto del fiempo de retardo medio en la formacién de la estimacién de la

tendencia chartista "t":

K'(I).b_‘d:ﬂ._‘"_e L M a_
3t 2 81 8t 2K'(4)

en igualdad de condiciones, un decrecimiento de T, esto es, cuando los especuladores
reaccionan més rapidamente a los cambios del precio del activo, ocasiona que la

amplitud de las fluctuaciones también aumente.
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Oscilaciones relajadas

El modelo bidimensional que estamos considerando permite oscilaciones en
las dos variables estado. En muchas de las investigaciones en modelos de dindmica

economica surgen ecuaciones que presentan una forma similar a la segunda de las

ecuaciones del sistema (0.5.7)
¥ =[-ap-¥+k(P)]/7 (0.5.10)

donde el factor 1/t se considera como un coeficiente de ajuste que se supone muy
grande, (caso v — 0). Esta suposicion se justifica usualmente en los mercados bien
organizados (como son los mercados financieros con un flujo de infor_maciéh
continua) que reaccionan mucho mas rapidamente é\ desequilibrio que otros. 1.a
consecuencia importante de esta suposicion consiste en el hecho de que la dimension

efectiva del sistema dinamico puede ser reducida con este procedimiento.

En este punto es notable analizar qué sucede cuando t — 0. Si el tiempo de
retardo en la formacion de expectativas chartista tiende a cero, la segunda ecuacion

del sistema (0.5.7) queda de la forma
p=(k(¥)-¥)a =RY¥) (0.5.11)

y sustituyendo p en la primera de las ecuaciones resulta g = ¥ . Por tanto, ¢l
movimiento dinamico esti gobernado por la curva p - f{p), i.e., una unica ecuacion
de movimiento para la variable estado p. Esto es debido a que los posibles tipos de
movimiento de estos sistemas estan restringidos a aquellos conocidos de sistemas

lineales en una dimension, ya que el comportamiento oscilatorio solo puede
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presentarse para sistemas de dos dimensiones en tiempo continuo. Sin embargo,
debido al movimiento sobre una variedad en lugar de en un éspacio de fase, puede

observarse un fendmeno dinamico diferente.

La dinamica en el caso b<1 es manifiesta ya que la curva es decreciente en el
origen y no hay puntos criticos; ademas si '¥>0 (<0) entonces p<0 (>0), por tanto, el

movimiento sera a lo largo de la curva hacia el origen, que es el punto de equilibrio.

El analisis resulta mas interesante si b>1, en orden a obtener una idea del
posible movimiento, consideramos el espacio de fase de la ecuacion (0.5.11) enla
Figura 0.9. La curva {'¥) es creciente en el origen y tiene dos puntos criticos; el

movimiento es ahora a lo largo de la curva LL', siendo el punto de equilibrio inestable.

Figura 0.9

El Ciclo Limite cuando 1> 0
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Todo el movimiento fluye hacia los puntos A y C, pero el movimiento no
puede ser estacionario en esos puntos ya que no son puntos de equilibrio; es necesario

imponer alguna hipétesis de salto para que los puntos pasen desde A a la rama BC o
desde C a la rama DA,

Teniendo en cuenta la ecuacion (0.5.10), se observa que si T — 0 entonces
¥ _, =, excepto en las proximidades de la curva p = (k(*P)-¥)a donde el

movimiento esta gobernado por la ecuacion diferencial unidimensional p=f{('¥).

Si consideramos un punto inicial I, la variable ¥ se mueve muy rapidamente
y casi horizontalmente (en realidad el movimiento es horizontal e instantaneo cuando
7=0) hacia la proximidad de la curva p=f('¥), donde el movimiento esta gobernado

por la ecuacion unidimensional p = f{p).

Si b<1, las trayectorias son arrastradas hacia el punto de equilibrio; pero st
b>1, en la Figura 0.9 se observa que las trayectorias son arrastradas hacia la rama LD
y desde alli al punto A desde el cual, y bajo la influencia de la ecuacion diferencial
(0.5.10), '¥ se mueve ahora muy rapidamente hacia las proxir_nidgdes de la rama L'B;
las trayectorias son cntonces arrastradas hacia el punto C, desde doudé ¥ salta muy
rapidamente hacia la rama LD y el ciclo se repite en si mismo. En el caso de que =0,

el ciclo limite es la curva ABCD, con movimiento instantaneo desde A a B y desde
CaD.

. Andronov (1966) prueba con argumentos geométricos rigurosos que el
comportamiento cualitativo de cierta clase de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, en donde se ajusta e sistema (0.5.7), es €l mismo para un T pequefio y positivo

que si consideramos el caso t=0. Este tipo de movimiento de ciclo limite es
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denominado por Chiarella (1990) como oscilaciones relajadas o discontinuas. En la
literatura actual este movimiento se conoce como el producido por ciclos limites

rdpidos-lentos.

Las conclusiones del estudio de Chiarella son las siguientes: El equilibrio se
hace locélmente inestable cuando los chartistas basan su estimacion de la tendencia
en los cambios de precio mas recientes. Las dindmicas no estan completamente
determinadas por los valores relativos de impacto en el mercado a y b de la demanda
fundamental y especulativa respectivamente, pero si por los valores conjuntos.
Aumentando ellimpacto de los chartistas en el mercado, el sistema oscila y se hace
inestable, como se espera. La estahilidad e inestabilidad‘de! equilibrio y la naturaleza
de las fluctuaciones que se producen en el caso inestable, dépendcrém de la interaccion
entre la intensidad de la demanda fundamental, la intensidad de la demanda
especulativa y la velocidad con la que los chartistas revisan sus estimaciones de la

tendencia del precio.

Este modelo presenta un comportamiento asintético de punto fijo estable o
ciclo limite estable, segun las magnitudes de los parametros fundamentalistas y
chartistas. La transicion de uno a otro comportamiento dinamico se realiza por medio
de una bifurcacion de Hopf, que se produce al reducif el tiempo de retardo en la
formacion de expectativas. Cuando el tiempo de rgtard§ tiende a cero, el ciclo limite
estable se convierte en un ciclo limite de tipo rapido-lento, cuya dinamica se explica

en funcion del comportamiento del precio del activo y de la expectativa chartista.

A modo de resumen de este apartado podemos afirmar que la dindmica del
comportamiento especulativo y la consiguiente interaccion en los mercados de

diversos tipos de agentes (chartistas y fundamentalistas), permite una comprension
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mas realista del comportamiento de los activos fuera del equilibrio. Beja y Goldman
(1980) han considerado modelos qué implican la converget;cia hacia el equilibrio
intertemporal walrasiano para ciertos valores de los parametros, y Chiarella (1992)
demuestra la existencia de un ciclo limite estable alrededor del precio de equilibrio

para mercados con un elevado componente especulativo.

Estos modelos tienen el problema que presentan un comportamiento dinamico
demastado simple, que no se ajusta a la logica de las expectativas racionales de los
agentes que, de conocer de antemano una dinamica determinista, la destruirian
mediante actuaciones que intentan anticiparse a dicha dinamica con el fin de
maximizar sus beneficios. Las expectativas racionales sugeririan‘por tanto versiones

estocasticas de los modelos de mercado.

Un objetivo que se pretende en esta Tesis es desarrollar modelos de
comportamiento mas complejo que el de Chiarella, emulando de forma mas verosimil
el comportamiento de un mercado real con el fin de intentar explicar la alta volatilidad

registrada en los mercados financieros en los ultimos afios.
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OBJETIVOS

De forma esquematica, un mercado es eficiente si evaliia "correctamente” los
activos que cotiza, es decir, si sus cotizaciones obedecen a un valor fundamental que
esta en funcion de la capacidad econdmica real de las empresas para obtener

beneficios.

Durante las pasadas décadas la feoria financiera moderna ha analizado las
cotizaciones de los mercados por medio del concepto de eficiencia, seg(’m ésta teoria,
¢l precio de cotizacién en el mercado ¢s una estimacion insesgada del valor
fundamental del activo. Las variaciones del precio son modificaciones de la
estimacion del valor fundamental a consecuencia de nueva informacion relevante
respecto a la situacion econémica de la empresa. La teoria de la eficiencia no
ooncucrda, sin embargo, con numecrosas observaciones dc tipo cmpirico y no es capaz

de explicar los acontecimientos de octubre de 1987 u octubre de 1929.

Para dar una explicacion a estos hechos es preciso considerar diversos
aspectos ignorados por la teoria de los mercados eficientes. Por un lado, el papel
desempefiado por los fenémenos de contagio y de imitacion; lo que dispara las
6rdenes de venta en un dia critico, no es el examen de los parametios fundamentales,
sino la evolucion pasada de las cotizaciones y la observacion del comportamiento de
otros inversores.'Por otro, la existencia dentro de los mercados financieros reales de
un elevado componente chartista, es decir, de agentes que basan sus actuaciones de

compra y venta en un examen de la evolucion de las cotizaciones en el pasado.
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Todo ello ha conducido a la apariciéon dentro de la literatura econémica de un
nimero creciente de estudios sobre la dinamica del comportamiento de los precios
fuera del equilibrio. Su denominador comin podria resumirse en los siguientes

aspectos:

a) Dentro de los mercados se encuentra presente una dinamica interna,
enddgena, basada en la interaccién de grupos de agentes con diferente horizonte
temporal de inversion y diferentes concepciones sobre el comportamiento del
mercado. Por un lado habria que considerar un grupo de agentes fundamentalistas,
en el sentido que basan sus acciones de inversion en la ortodoxia econémica y en la
existencia de un precio de equilibrio intertemporal walrasiano; por otro, un grupo de
agentes chartistas, especuladores a corto plazo, cuya demanda est4 inducida por
expectativas sobre ¢l incremento de los precios basadas en el estudio de las

cotizaciones del activo en el pasado.

b) Parte del comportamiento de los agentes es de caracter autorreferencial
y se retroalimenta; es decir, los precios se forman como resultante de los flujos de
compras y ventas, y dichos flujos son a su vez activados pof el Icomp:ortamiento de
los precios (lo gue induce a considerar la actuacion de algunos agentes bajo la

perspectiva de expectativas adaptativas).

¢) Las interacciones que se producen dentro del mercado pueden ser no
lineales. La informacion se acumula y una reaccion solo se produce a partir de cierto

nivel. En éste sentido pueden darse, igualmente, reacciones retardadas del pasado

sobre el presente.
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d) El mercado amplifica las consecuencias de las nuevas informaciones que
recibe, y su volatilidad es muy superior a la que se justifica por los cambios en su

valor fundamental.

) La posibilidad de dinamicas estables de los precios fuera de sus valores de
equilibrio revela que, incluso en periodos normales no especialmente turbulentos, es

completamente factible la existencia de burbujas especulativas.

En ésta linea consideramos de interés abordar los siguientes aspectos de la

dinamica del comportamiento especulativo que van a constituir los objetivos de esta

Tesis.

1. Recientes trabajos sobre la dindmica del comportamiento de los mercados
han dado entrada en los modelos al chartismo como forma de especulacién muy
extendida dentro de los mercados reales. Dichos modelbs, al incorporar la no
linealidad de ciertas funciones entre sus premisas, dan 'lugar a un tipo de
comportamiento en forma de ciclos limites o variedad. rapido-lenta. Tal
comportamiento, pese a dar una buena vision de los efectos del chartismo dentro de
un mercado, resulta poco rico y demasiado ingenuo para explicar un fenémeno tan

complejo como puede ser un mercado financiero real.

Consideramos como un objetivo central de esta Tesis el construir modelos de
comportamiento especulativo que den una mejor explicacion al problema de la alta
volatilidad que registran los mercados financieros. En cfecto, cn los modelos de
dinamicas fuera del equilibrio con un ciclo limite, la volatilidad esta directamente

asociada con la longitud del ciclo. Estos modelos encierran, en si mismos, una abierta
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contradiccion: la volatilidad debe estar asociada no con la magnitud de las
fluctuaciones de las series econémicas, sino con la incertidumbre que puedan generar
tales fluctuaciones. Por el contrario, en los modelos deterministas clasicos los ciclos

limites son perfectamente predecibles.

2. Revision de los modelos de especulacion en los mercados, especialmente
¢l de Chiarella (1992), buscando enriquecer su comportamiento con la introduccion
de dinamicas caéticas. Estas dinamicas, pese a su caracter determinista, tienen una
considerable riqueza y un sorprendente parecido con las evoluciones estocasticas. En

cste sentido cabria pensar cn una doble accion.

a) Discretizar modelos formulados previamente en tiempo continuo.

En tal caso, el comportamiento cadtico puede aparecer incluso en los sistemas

dinamicos unidimensionales.

b) Aumentar la dimension de los modelos continuos con el fin de

estudiar su comportamiento en presencia de varios activos.

El dﬂdllbls técnico o chartismo es una forma de i.ntervcncién cn los mercados
ampliamente extendida. Postula la existencia de diversas escalas de memoria dentro
de los mercados que dan lugar a la aparicion, segun la teoria de Dow, de tres tipos
de tendencias: primaria (de uno a varios afios), secundaria (de uno a cuatro meses)
y terciaria (varios dias). En este sentido, es primourdial considerar €l siguicnte

objetivo:
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3. Contrastar la existencia de movimientos de tipo ciclico y en general
procesos de memoria a corto o largo plazo en los movimientos de las cotizaciones de
los mercados financieros. El resultado de dicho contraste tendria como finalidad
averiguar la utilidad de multitud de reglas que aparecen en el Analisis Técnico asi

como su propia razon de ser.

4. Por ultimo, es preciso dar respuesta a la paradoja que encierra, en si
misma, la posibilidad de prediccién en un mercado financiero resultante de cualquier
modelo determinista o del propio Analisis Técnico. Si todo el mundo sabe que las
cotizaciones van a subir, por ejemplo, pasado maiana, todos comprarian mafiana y

destruirian 1a propia prediccion; es decir, "las profecias en la Bolsa se anulan a si

mismas".
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Capitulo 1



CAPITULO 1

DOS MODELOS COMPLEJOS DE
COMPORTAMIENTO ESPECULATIVO

1.1. Un Modelo Discreto de Fundamentalistas y Chartistas

Los progresos efectuados en la comprension de las dindmicas no lineales han
suscitado un gran interés en los economistas financieros. El motivo se comprende
facilmente: la teoria del caos determinista y el analisis de los atractores extrafios han
puesto de manifiesto la sorprendente semejanzé que existe entre las trayectorias
caoticas y las evoluciones estocasticas. Sin embargo, se trata de fenomenos cuya
logica puede contraponerse y es posible distinguirlos tedricamente. Son muchos los
trabajos que han discutido tests que permiten separar estos dos conceptos, asi como
el analisis en los distintos campos de aplicacion, especialmente en el analisis del
crecimiento y de las fluctuaciones ciclicas, y también en el estudio de los mercados

financieros.

En nuestro caso, la interaccion de fundamentalistas y chartistas puede
presentar una dinamica cadtica para determinado rango de los pardmetros. La

caracteristica clave del movimiento cadtico es que un sistema determinista puede
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generar una serie temporal que parezca completamente aleatoria y que la historia
temporal que comienza en puntos iniciales muy proximos tengan un aspecto

completamente diferente.

Como la expresion matémitica del modelo especulativo analizado por
Chiarella (1992) es un sistema diferencial bidimensional en tiempo continuo, para
estudiar la posibilidad de un comportamiento cadtico es necesario considerar la
versién del modelo en tiempo discreto, ya que, segiin el teorema de Poincaré-
Bendixon, la posibilidad de que se genere un movimiento cadtico en un modelo en

tiempo continuo requiere que el sistema sea de al menos tres ecuaciones diferenciales.

En este sentido vamos a discretizar el sistema determinista obtenido por
Chiarclla

-ap+k(¥®)
-ap-P+k(F)

p
'3 4

(1.1.1)

n

siendo p el precio del activoy ¥ la estimacion (media) de la tendencia actual del
precio para los chartistas. El parametro "a" es la pendiente del exceso de demanda
Sundamentalistay "t" indica el tiempo de respuesta en la formacion de expectativas
chartista. La funcion k esta definida en el modelo como: k(¥) - A(P-g)-h(-g),
donde h indica una funcién no lineal de la diferencia entre el rendimiento esperado del
activo y una tasa creciente de inversiones alternafivas sin riesgo (como puede ser el

caso de bonos gubernamentales) indicada por g. En nuestro modelo g se supone

constante.
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La funcién k('P) tiene, por tanto, las mismas caracteristicas que la funcion
h('¥-g), salvo que ahora el punto de inflexion esta en el origen, y en consecuencia

verifica:

® k©0)=0

@) k'(¥)>0

(i) K"(P)<0 paraP >0 v Kk"(¥)>0 para ¥ <0
@iv) limk'(¥)=0 si ¥ w+w

() k(o) =k, y k(=)=k,y

Figura 1.1

Gradfica de la funcién k ('¥)

Ademas, como k'(¥) = h'(¥-g) > 0, en el punto de equilibrio se verifica
que: k'(0) = h'(-g) = b > 0, donde el parémetfo "b" refleja la pendiente en el

equilibrio de la demanda chartista o especulativa.
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Haciendo p =p,,-p., ¥ =¥, - ¥, enelsistema (1.1.1), resulta

Py = (1-a)p k(T )

¥ - -altp(1-1/1)F k(T )T (1.1.2)

t

que representa un sistema no lineal de dos ecuaciones en diferencias unidimensionales,

cuyo unico punto de equilibrio es el origen

Dadas las caracteristicas que presenta la funcion k(\I’); nosotros la hemos
supuesto equivalente a la funcion tangente hiperbolica que presenta una combinacion
de funciones cxponenciales. Aunque esto no es esencial para cl desarrollo analitico del
modelo, si resulta imprescindible para la realizacion de las simulaciones numercas que
hemos efectuado. |

b(e?™-1)

2"‘1

» e

siendo b la cota superior de la funcion. En los siguientes apartados de esta seccion

realizaremos un estudio analitico del modelo (1.1.2).
1.1.1. Analisis Lineal Local. Bifurcaciones

Para realizar el analisis lineal local calculamos el Jacobiano en el punto de

equilibrio
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siendo |
T=trly =(1-a) +(1-1/7) +b/t
D =det J; = (1-a)(1-1/t) + b/t

Los autovalores de esta matriz vendran dados por la soluciones de la ecuacion

caracteristica

AZ_trJ, A +det], =0

esto es:

i & () - 4dety

12 7 2

Si los autovalores Al' y A, son reales, siempre es posible (Hirsch y Smale,
1974) encontrar una transformacion invertible del sistema discreto linealizado. El
problema se desdobla en dos ecuaciones diferenciales discretas unidimensionales, y

la cuestion de la estabilidad es inmediatamente resuelta; el sistema es asintoticamente
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estable si modA, ,<1, pero si uno o ambos autovalores son mayores que 1 en valor

absoluto, entonces el sistema sera inestable. Si uno de los autovalores tiene médulo
q ' | . - .

igual a uno y el otro es menor que uno en valor absoluto, entonces la aproximacion

lineal no es suficiente para establecer la estabilidad o inestabilidad del puntd fijo.

Si los autovalores son complejos conjugados, la estabilidad del punto fijo
quedara determinada por su modulo ya que es posible obtener A, = o+ pi =p i
Si p<1, la trayectoria entra hacia dentro en espiral y el punto fijo es estable, mientras
que si p>1, la trayectoria sale hacia afiiera en espiral y el punto fijo es inestable. Si
p=1, el punto de equilibrio es llamado centro, la estabilidad puede ser descrita como

neutral, y la aproximacion lineal no es suficiente para establecer la estahilidad.

En el caso en que los autovalores sean comﬁlejos conjugados y corten al
circulo unidad -en un angulo 6 distinto de 0 y m, nos encontraremos con una
inestabilidad de Neimark (Thompson y Stewart, l1993); -ésta inestabilidad es mas
compleja que su aniloga, la bifurcacion de Hopf, en el caso de ecuaciones

diferenciales en tiempo continuo.

El criterio de estabilidad en el plano ( T,D ) esta dibujado en la Figura 1.2. La
divergencia ocurre sobre la recta T- D = 1; nﬁeﬁtras que una bifurcacion flip
(fendmeno de periodo doBle), enlarecta T + D = -1, y una bifurcacion de Neimark
se encuentra sobre la recta D = 1. El limite de estabilidad es el triangulo LMN, los
puntos que estan dentro de este triangulo representan la estabilidad asintotica del

sistema.
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Figura 1.2

Estabilidad asintética del sistema

La region donde el sistema oscila y se hace inestable se encuentra en aquella
region donde los autovalores son complcjos y se encuentren fucra de la Jinca de

Neimark (D>1). La bifurcacion de Neimark se produce si D=1, esto es cuando los

parametros verifiquen la relacion © - 1.+ -1

a

Si t© > 1+ (b-1)/a, el sistema permanece estable, mientras que si
T < 1+ (b-1)/a, el sistema oscila y se vuelve inestable. Se observa que la dinamica
del modelo discreto no depende unicamente de los valores de impacto en el mercado
que pueden alcanzar las demandas fundamentalistas y chartistas, pero si depende de
los valores conjuntos. A medida que el tiempo de retardo en la formacion de

expectativas chartista disminuye, el sistema pierde estabilidad.
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Situandonos en la linea de Neimark, el comportamiento de la bifurcacion
depende del valor que tome la traza que puede variar entre -2 y 2. La Figura 1.3
representa una simulacion numérica para un rango de parémetroé cuya traza €s mayor
que uno. El sistema pasa de ser estable a inestable cuando el tiempo de retardo pasa

a través de 1.2 donde ocurre una bifurcacion.

02 - 02 - 1

0.1}

Figura 1.3
Bifurcacién de Neimark. El sistema pasa de ser estable a inestable.
a=.6; b= 112; t=13; 1.2; 1.1 respectivamente. .

Si disminuimos el valor de t hasta el valor minimo que nos permite la
simulacion realizada, observamos como el sistema degenera en un atractor. La Figura
1.4 ilustra esta idea. El valor de los parametros a yb se ha mantenido igual que en la
Figura 1.3; sélo 7 disminuye; de esta forma nos alejamos de la linea de Neimark hacia

la zona de inestabilidad.
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Figura 1.4
A medida que disminuye el tiempo de retardo, el sistema
degenera en un atractor. v=.7;.5; .3; respectivamente.

El comportamiento del sistema tiene una respuesta periodica si los autovalores
son raices de la unidad. Cste seria el caso en que T = - 1 y D = 1; los autovalorcs
complejos son &, , = (-1%y31)/2 y cruzan el circulo unidad en un angulo 8-%120 °;
por tanto A%-1 y el sistema tiene periodo 3. La Figura 1.5 representa éste caso, el
sistema se dice que tiene una resonancia fuerte (Thompson y Stewart, 1993). Se
observa que el sistema pasa de ser estable a inestable con un comportamiento
triangular. Analogamente, si T=0yD = 1, los autovalores A,, - +i cortan al circulo
unidad en un angulo 8-+90°, por lo que A*-1y el movimiento del sistema tiene

periodo 4 (Figura 1.6).
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Figura 1.5
Si los autovalores son la tercera raiz de la unidad, el sistema tiene periodo tres,
lo que indica una resonancia fuerte. a= 6, b= 52, r=_3; .2; 178 respectivamente
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0.1}k
of - of 0
01
001} E -001}f
02
0062} - 002}
0 0 03 0 1
Figura 1.6

Si los autovalores son la cuarta raiz de la unidad, el sistema tiene periodo cuatro
o resonancia fuerte. a =.6; b=.58; v=.4;.3; .2 respectivamente
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Sintetizando lo que ocurre sobre la linea de Neimark (Figura 1.7), observamos
que se obtiene una divergencia silla-nodo cuando ©=0 con A=1, y una bifurcacion flip
cuando ©=x con A=-1. Ambos son en esencia fenémenos unidimensionales y pueden
ser estudiados restringiendo la atenciéon a la variedad central unidimensional. A
continuacion se encuentran dos casos especiales denominados resonancias fuerles
asociados al fenomeno no lineal, cuando 8=21/3 6 n/2 y donde los autovalores son

la tercera y la cuarta raiz de la unidad respectivamente.

-4 T+D=-]

Figura 1.7

Bifurcaciones sobre la Linea de Neimark D=1

En el caso de que los autovalores no sean la tercera ni la cuarta raiz de la

unidad, es posible proceder a un analisis general de la bifurcacion de Hopf. -
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1.1.2. La Bifurcacion de Hopf en Sistemas Dinamicos en Tiempo Discreto

|
La mayoria de los planteamientos matematicos sobre Orbitas cerradas en
sistemas dinamicos se refieren a sistemas en tiempo continuo. Una excepcion de esta
regla es el teorema de bifurcacion de Hopf en tiempo discreto en R? aunque

desafortunadamente no existe una generalizacion del teorema al caso n-dimensional.

Recientemente, el teorema de bifurcacion de Hopf ha sido aplicado en
modelos econémicos. Este es el caso del estudio en la versién discreta del modelo de
Goodwin, argumentando precios flexibles, realizado por los autores Cugno y
Montrucchio (1984). En un modelo de generaciones solapadas trabajado por Reichlin
(1986), se encuentran condiciones de estabilidad. Lorenz HW. (1993) también

comprueba la existencia de una bifurcaciéon de Hopf en el modelo discreto de Kaldor.

El siguiente resultado, debido a Ruelle y Takens (1971), es una version de
Tooss (1979), y mas recientemente de Guckenheimer y Holmes (1983). El teorema de

bifurcacion dc Hopf cn ticmpo discrcto afirma en su parte de existencia lo siguiente.

Teorema 1.1. (Bifurcacion de Hopf en el caso discreto.) Sea el sistema de
ecuaciones en diferencias x,,, = F(x, i), donde x, €R?, peR con una familia
de punto fijos x*(11), en donde los autovalores son complejos conjugados. Si

existe un p, tal que

mod A(py) =1 com A"(m,) = 1, n-1,23,4
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d(mod A(p,)) <0
dp

entonces existe una bifurcacion en una curva cerrada en el valor u=p,.

Hay una gran analogia de este terorema con el teorema de bifurcacién de Hopf
para flujo. El requerimiento que los autovalores cruzan el eje imaginario es sustituido
por la condicion de que los autovalores complejos conjugados cruzan el circulo
unidad; esto es, mod A=1 en el punto de bifurcacion p=p,. Por ‘otra parte, también
se precisa que las raices no sean reales cuando sean iteradas sobre el circulo unidad.
Finalmente, los autovalores deben cruzar el circulo unidad con velocidad no nula

cuando M pasa a través de p, (desde p>pya p<py) .

En nuestro caso, el valor del modulo puede ser determinado considerando la

ecuacion caracteristica : A2-trJ; A +det J;=0, siendo sus soluciones:

trdy & (i) - 4detJ,
12 ° 2

En el caso que las soluciones sean complejas conjugadas, podemos escribir

A, - akBi, siendo « - T /2y B - \J(4detd - (#J,)") /4. El modulo se

12

define

mod (1) = a2+ B2 « (T )2 4+ (4det - ()1 /4. - \JaetJ,
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siendo det J; = (1-a)(1-1/7) + b/x. Los‘autovalores_serén complejos conjugados si

(trJ )’

detJ, >

En el rango de parametros en donde dicha desigualdad es verdadera, se obtiene una
bifurcacion de Hopf para el sistema dinamico en tiempo discreto, en el valor t-7, si

det J; = 1 cuando -t . esto es, si se verifica

a-a)(1- 2.2 .1 > -1

T To a

Ademasen t-t, se demuestra

d (mod A(1)) a?
d< 21

Por tanto el modulo cruza el circulo unidad con velocidad no nula cuando el
parametro t cambia (de 1>t a 1<1t,)y el punto fijo pasa de ser estable a inestable.
Estableciendo el requisito que las iteraciones A" , n=1,2,3 4, sobre el circulo unidad
sigan siendo complejas conjugadas, todas las condiciones del teorema de bifurcacion

de Hopf para el caso discreto se cumplen cuando t=1,.
Por ejemplo, en el caso que los autovalores corten al circulo unidad en un

angulo ©-+60° entonces A,A-e*™ son las raices sextas de la unidad y el sistema

tiene periodo 6. En la Figura 1.8 se observa una b1ﬁlrcacxon cuando 1=.6
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Figura 1.8

Bifuracién de Hopf cuando el médulo de los autovalores atraviesa el circulo unidad.
Si los autovalores son las raices sextas de la unidad el sistema tiene periodo seis.
a=.6: h=.76; 1=_7:.6: .5 respectivamente.

Mais generalmente podemos observar en la Figura 1.9 una bifurcacion de
Hopf. La bifurcacion se produce en el valor 1= 0.45, que corresponde al ségundo
grafico de la fila superior. En los tres graficos de la fila inferior de la Figura 1.9 el
valor de T disminuye. Se observa que el sistema pasa de un ciclo limite a un sistema
de periodo cuatro, y por ultimo se concentra en un atractor. Las traxectodas
temporales del précio del activo las podemos ver en la Figura 1.10. En los tres
graficos de la fila superior la trayectoria temporal del precio pasa de ser estable a
inestable. En la fila inferior, al disminuir el tiempo de retardo, la trayectoria temporal
del precio pasa por un estado de comportamiento ciclico y regular (en nuestro caso,
de periodo cuatro) para posteriormente concentrarse en un atractor. Esta situacion

transitoria que se produce en el sistema la veremos con mas detalle posteriormente.

78



0.2 . : 0.2 05
L 7= | k

0 _".' . 0 op
0; 2 0 0.2 ‘0;%.2 0 02 -0 5 0 05
05 1 1

05 uT

0 0 . 0 ‘.E“‘-"_"

03, 0 1 05 o 1 N 0 1

Figura 1.9
En las tres figuras superiores el sistema pasa p:)gru una bifurcacion de Hopf a medida que el tiempo de
retardo disminuye a =.3; b=.835; v=_5;.45; .4; Enlas tres figuras inferiores el tiempo de retardo
sigue disminuyendo v=_.2; .15; .12; el sistema pasa de una 6rbita atractor cerrada a establecerse en
un periodo cuatro para finalmente concentrarse en un atractor. n=1000 iterac.

02 - 02
it R

0 50 100

Figura 1.10
Trayectorias temporales del precio al disminuir el tiempo de retardo. En la fila superior,
de izquierda a derecha, la trayectoria pasa de ser estable a inestable. En la fila inferior la
trayectoria pasa por una fase transitoria antes de concentrarse en un atractor
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1.1.3. Deteccion del Caos por medio de un Punto Fijo Expansivo

La mayor parte de los estudios que se caracterizan por tenmer un
comportamiento complejo y que han podido modelizarse en economia se refieren, en
el caso discreto, a sistemas dindmicos unidimensionales. En el caso de sistemas
discretos bidimensionales el sistema de Henon, que se utiliza frecuentemente como
ejemplo clasico para la dindmica cadtica en R, tiene la caracteristica de ser invertible
bajo una determinada condicion. Sin embargo, el comportamiento complejo puede ser
observado también en sistemas no invertibles. Marotto (1978) estudia un sistema
bidimensional no invertible, que con determinadas condiciones resulta
cualitativamente igual a la ecuacion logistica. Sus resultados calculados mediante
simulaciones numéricas para determinados valores en los parimetros, da lugar a
diversos objetos geométricos. Estos objetos resultan ser atractores en el sentido en
que puntos iniciales localizados lejos de los mismos se aproximan a ellos rapidamente.
La forma inusual de estos atractores, los cuales no son ni puntos fijos ni 6rbitas

cerradas, es la razén por la que han sido llamados atractores extrafios.

Un intento de generalizar el resultado del teorema de Liy Yorke (1975) para
sistemas discretos n-dimensionales es el trabajo realizado por Diamond (1976), el
cual no ha tenido suficiente aplicacion en el campo economico. Nosotros nos
basaremos en el concepto de snap-back repeller (repeledor de salto hacia atras)

introducido por Marotto (1978) para la deteccion del caos en el modelo especulativo.

Definicion 1.1. (Punto fijo expansivo). Se considera un sistema dindmico en
tiempo discreto x,, ; = £ (x, ) con un punto fijo inestable x* = f (x*), siendo
B, (x*) una bola cerrada con radio r en R* centrada en x*. Se dice que el

punto x* perteneciente a R™ es un punto fijo expansivo de f (x) en términos
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de Marotto (1978), si x* es un punto fijo y todos los autovalores del
jacobiano de f (x) son en valor absoluto mayores que uno para todo x

perteneciente a la bola B, (x*).

Esta definicion no implica que la serie temporal se mueva siempre lejos de x*.
Si x no pertenece a B, (x*), para un r arbitrario los autovalores podran ser menores
o iguales que uno. Un punto x, que se encuentre fuera de B, (x*).puede saltar dentro

de ella e incluso.coincidir con x*; en este caso, el punto fijo se denomina snap-back

repeller en términos de Marotto.

T.a Figura 1.11 muestra la idea de un snap-back repeller : Una trayectoria que
comienza en un punto x, arbitrariamente cerca del punto fijo x*, es repelida del punto
fijo después de tomar algunos valores dentro de la bola B, (x*), pero al cabo de

ciertas iteraciones salta hacia atras sibitamente para caer exactamente en el punto fijo.

Figura 1.11

Un Snap-Back Repeller
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El teorema en el que nos vamos a basar afirma:

Teorema 1.2. (Marotto, 1978). Si { posee un snap-back repeller, entonces

el sistema dinamico en tiempo discreto es cadtico.

En nuestro modelo bidimensional en tiempo discreto, el jacobiano del sistema
(1.1.2) es

- + l k’(T) Fu . 1 1_;“,Q
J = / -
a k'(F)-1
' -= 1 Fy Fpel
T T
siendo
F“ = -a
Fp, = k'(¥)
Fo._a
21 N
k'(P)-1
F, . B
T

Los autovalores de J vendran dados por

A

1,2

2
:(Fu'l)’(Fzz*l)iJ(Fu'Fzz)*4F12F21
2 4

Para el rango de parametros tales que a<l, k'(¥) >1y t<1+(b-1)/a, el

modulo de los autovalores es mayor que uno, lo que implica que los autovalores
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permanecen fuera del circulo unidad y el punto fijo es un punto fijo expansivo en

términos de Marotto.

Herrmann (1985) fue capaz de encontrar un snap-back repeller en el modelo
de Kaldor en tiempo discreto, de tal forma que en la 12™* iteracion dicho punto
saltaba para caer exactamente en el punto fijo. La busqueda dentro de un sistema
complejo de un punto repeledor no es tarea sencilla y su localizacién casi puede ser

producto de la casualidad, por esto hemos ideado un método que nos permite detectar

dicho punto de una forma mas directa.

El procedimiento que hemos seguido para encontrar en este rango de

parametros un snap-back repeller es considerar las iteraciones inversas del punto fijo

de la siguiente forma:

S U H@))) = x,

Para ilustrar esta idea consideremos la logistica x

dada por

e - e
1 = 4%, (1-x,), cuya funcidén mversa viene

Si partimos del valor 0, que es el punto fijo inestable para la funcion logistica, se obtiene que
X, = 1, ya que la solucién 0 ha de ser rechazada. Iterando el proceso se tiene como siguiente
valor x,= 1/2 , y asi sucesivamente se consigue una sucesion cuyos primeros términos vienen

~ dados por la siguiente expresion:



que cs una sucesion decreciente desde de su segundo término, de tal forma que si partimos de
cualquier punto de esta sucesién suficienternente proximo al punto fijo inestable, los puntos que
s¢ irdn obteniendo .cn la ecuacion logistica sc irdn alejando del mismo hasta llegar al valor 1,
desde donde se produce un salto hacia atrds que va a parar al mismo punto fijo. El origen es un

repeledor de salto hacia atras para la ecuacion logistica, en el sentido de Marotto. -

En nuestro modelo, y para el rango de parametros en donde se verifica que
el punto fijo es un punto fijo expansivo, partiendo del mismo ocurre (como veremos
en la simulacion rcalizada) que en la primera iteracion el punto salta a un valor que se
encuentra fuera de una bola de centro el origen y radio 1, esto es, una bola 8,("), a
partir del cual las proximas iteraciones se iran acercando tanto como queramos al

punto fijo (Figura 1.12).

B (0,1)

Figura 1.12

Un Snap-Back Repeller mediante iteraciones inversas
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A continuacién se muestran los resultados de la simulacion numerica para las

veinte primeras iteraciones, tomando como valores de los parametros [ab T '¥; P, ]

=1.015 1.5 .001 0 0], siendo ¥; v P, valores iniciales de ¥ y P respectivamente.

a b T b Y P

i=1; cor= 00150 1.5000 0.0010 0 0
2, cor= 0.0150 1.5000 0.0010 1.3221 -1.3208
3; cof—”— 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0359 -1.2862
4; cor= 00150 1.5000 0.0010 -0.0375 -1.2487
5, cor= 00150 1.5000 00010 -0.0364 -1.2123
i=6; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0354 -1.1769
7; cox"-: 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0343 -1.1426
8, cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0333 -1.1093
9, cor= 0.0150 1.5000 00010 -0.0323 -1.0769
i=10; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0314 -1.0455
i=11; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0305 -1.0151
1=12; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.029% -0.9855
i=13; = 00150 15000 0.0010 -0.0287 -0.9567
i=14; cor= 00150 15000 00010 00279 -0.9288
i=15; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0271 -0.9018
i=16; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0263 -0.8755
1=17; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0255 -0.8500
i=18; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0248 -0.8252
1=19; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0240 -0.8011
i=20; cor= 0.0150 1.5000 0.0010 -0.0233 -0.7778

Las dos ultimas columnas corresponden a los valores inversos de las variables
¥ yP. Asi, partiendo del punto fijo se observa que, en la doceava iteracion, el punto
entra dentro de la bola de radio 1 y se aproxima al centro de la misma tanto como

queramos. Por lo que se deduce que el modelo en su version discreta tiene un snap-
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back repeller para un determinado rango de los parametros y, en consecuencia, el
sistema tiene un comportamiento cadtico en ese rango. Es interesante resaltar -tal y

como apunta Marotto- que los snap-back repeller perlsisten bajo pequefias
perturbaciones de los parametros. |

20 T T I

15

10

-5

-10

-15

_20 1 ] 1 ‘ 1 ]

Figura 1.13a

Atractor cadtico (10.000 iteraciones); a =.015, b=1.5,1=.217

Los resultados graficos de esta simulacion numérica pueden observarse en las
Figuras 1.13a y 1.13b. Para valores altos de <, las series temporales convergen hacia
el Ginico punto fijo. Cuando © comienza a disminuir, la secuencia {(P,,% )};, es
localizada primero sobre una 6rbita atractor cerrada. Para valores muy pequefios de
1, el sistema se concentra sobre un atractor extrafio (Figura 1.13a). Las trayectorias

por separado de las series temporales P, y ¥,, reflejadas en la Figura 1.13b,
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muestran el comportamiento tipicamente cadtico con una gran sensibilidad a las

condiciones iniciales.

5 T T T T
0 :il".«_‘,"‘-f'a.,*, o, .. N‘W\:&_“\
A
¥
'50 100
20
-
/ 4
B # )
10 i./,
ff/
0 a 2 ! 1 . 1 :
0 20 40 60 - 80 100

Figura 1.13b

Series temporales de P (grdfico superior) y W (grdfico inferior) correspondientes
al atractor cadtico simulado en la Figura 1.13a haciendo variar las condiciones iniciales

Los puntos repeledores de salto hacia atras se mantienen en un amplio rango
si se producen pequefias perturbaciones en el valor de los pardmetros. En
determinados rangos, los puntos pueden entrar en una bola de radio uno con relativa
rapidez. Este el caso de la simulacion realizada tomando como valores de los
parametros [abt‘¥;P;]1=[.21.5.10 0], siendo ¥; P; los valores iniciales de ¥’ y

P respectivamente
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a b T Y P
cor= (.2000 1.5000 0.1000 0 0
cor= (02000 1.5000 0.1000 2.0098 -1.8088
cor= 02000 1.5000 0.1000 -0.2699 -1.7669
cor= 02000 1.5000 0.1000 -0.6041 -1.1963
cor= (.2000 1.5000 0.1000 -0.4101 -0.7667
cor= 0.2000 1.5000 0.1000 -0.2482 -0.5023
cor= 02000 1.5000 0.1000 -0.1567 -0.3365
cor= 02000 1.5000 0.1000 -0.1030 -0.2281
cor= 02000 1.5000 0.1000 -0.0693 -0.1554
cor= 0.2000 1.5000 0.1000 -0.0470 -0.1062

Il
SO0 WA W =

Vemos como partiendo del origen, los valores inversos de ¥ y P saltan fuera
de una bola de centro el origen y radio uno; a la quinta iteracion entran dentro de la
bola para ir acercandose al centro de la misma tanto como queramos. Las
caracteristicas generales subsisten pero la forma del atractor puede variar como

observamos en la Figura 1.14

Figura 1.14
Atractor cadtico (10.000 iteraciones); a =.2, b=1.5 t=.26
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1.1.4. Caos Transitorio

La literatura econémica sobre dinamica cadtica suele concentrarse en estudiar
el comportamiento en apariencia estocastico de los sistemas dindimicos con un tnico
atractor. Mientras que el conocimiento de un atractor es un concepto familiar en
economia cuando aparecen puntos fijos estables (localmente o globalmente), u 6rbitas
cerradas estables, el concepto de atractor cadtico esto es, atractores que no son ni un
punto ni una curva cerrada, resulta ser una extension util del concepto de estabilidad
en la dinamica economica. Sin embargo, segiin Lorenz (1992), la concentracion del
estudio del movimiento sobre un tinico atractor ha distraido la atencién de considerar:
1) que el movimiento en un sistema dindmico puede tener multiples atractores, y 2)
detectar el movimiento transitorio que ocurre antes del establecimiento de una

trayectoria sobre un atractor particular.

El comportamiento complejo de un sistema no soélo puede ocurrir en los
atractores extrafios, sino también puede ser una propiedad del movimiento en la fase
transitoria antes de que aparezca el atractor. Una trayectoria transitoria puede parecer
un comportamiento complejo incluso si el atrator es no cadtico. Este comportamiento
complejo transitorio persiste durante un tiempo considerable justo antes de que una

trayectoria converja hacia un atractor periddico.

El movimiento transitorio complejo en sistemas dinamicos no lineales es una
propiedad particularmente interesante en economia. Cuando el comportamiento de la
economia es modelizada mediante un sistema deterministico, puede suceder que el
estado econdmico real haya cambiado (y el modelo determinista ya no sea valido),

antes de que una trayectoria del modelo investigado haya encontrado un atractor. La
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presencia de innovaciones y los cambios estructurales pueden implicar cambios en los
parametros de un sistema dado; las formas de las funciones pueden variar o incluso

|
la dimension del sistema puede cambiar a causa de la aparicion de nuevos activos y

expectativas de los agentes.

Asi, no puede excluirse que el movimiento sobre un atractor refleje el
movimiento general de la economia real aunque el sistema dinamico solo represente
una proyeccion correcta de la realidad en su fase inicial (Lorenz, 1993). Cuando un
sistema dindmico genera un comportamiento transitorio complejo, es posible
encontrar una fase irregular durante el espacio de tiempo en qﬁe el sistema
considerado sea verdaderamente valido. Asimismo, Lorenz (1992) demuestré la

existencia de un movimiento complejo transitorio en el modelo de Kaldor. .

En este apartado usamos el modelo especulativo en tiempo discreto con el fin
de demostrar la existencia de un complicado movimiento transitorio que se genera con
anterioridad al movimiento cadtico. Conocemos, por resultados anteriores, que el
modelo ¢s capaz dc gencrar caos para bajos valores del parametro fundamentalista,
altos valores del parametro chartista y tiempo de respuesta chartista suficientemente
bajo. La Figura 1.15 muestra la trayectoria temporal de la estimacion de la tendencia
actual del precio ¥ para un valor ligeramente mayor de T en igualdad de condiciones

en que se ha realizado la simulacion previa.

El modelo especulativo genera un complicado movimiento transitorio que
converge hacia una Orbita regular. Mientras que para estas condiciones la fase
transitoria persiste durante mucho tiempo (aproximadamente 2.500 periodos), en

otras condiciones iniciales puede durar mucho menos (sobre 700 periodos), la

90



trayectoria converge hacia una Orbita atractor despues de ser colapsada por un

complejo movimiento.

1 —1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 . 700 800

Figura 1.15

Trayectoria temporal con fase transitoria

La Figura 1.16 muestra el éspacio de fase para las primeras 5000 iteraciones.
Su contorno es similar al atractor cadtico de la Figura 1.13a, pero para este valor
particular del parametro la mayoria de los puntos en el espacio de fase representan
puntos transitorios. El atractor esta geométricamente organizado en una orbita de
ocho grupos donde cada uno de ellos incluye el mismo nimero de puntos. Los 8
grupos del atractor han sido enfatizados en la Figura 1.17 con circulos, que indican

1a localizacion correspondiente dentro del atractor en el espacio de fase.
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Atractor cadtico (n=5000 iteraciones) donde se muestra, enfatizado con circulos,
dénde se concentran las ocho érbitas periddicas
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Figura 1.17. Ocho é‘rbifas periodicas, n=2500-5000
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El estudio del maximo exponente de Lyapunov en el atractor cuando sélo se
considera el movimiento transitorio resulta ser positivo, lo que indica un movimiento
cadtico. Sin embargo, se obtiene un maximo exponente de Lyapunov negativo cuando
se consideran todas las iteraciones, incluido el movimiento transitorio. Asi, la serie

temporal transitoria se comporta como una serie temporal cadtica para posteriormente

pasar a un atractor regular.
Las conclusiones que se derivan en esta fase son las siguientes:

1) el sistema especulativo en tiempo discreto posee otra caracteristica notable
para un determinado rango de los parametros: un movimiento transitorio de
naturaleza compleja que desemboca en un atractor regular, Esta caracteristica también

la verifican otros sistemas discretos bidimensionales, ya clasicos, como el Henon y el
de Kaldor.

2) para los valores de los parametros que‘implican atractores no cabticos, el
sistema puede poseer multiples atractores para diferentes condiciones iniciales. Los
atractores consisten eﬁ orbitas de 8 periodos organizadas en grupos desconectados
de puntos periddicos. Las iteraciones desde un punto inicial de un atractor particular
estan caracterizadas por un compléjo movimiento transitron'o, un colz;pso del
movimiento transitorio y al final una convergencia suave hacia una 6rbita de periodo

8. Las cuencas basicas de atraccion pueden ser complicados objetos en el espacio de

fase.
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1.1.5. Estudio del Caso T — 0

Ya se ha justificado suficientemente el interés que supone que el tiempo de
respuesta en la expectativa chartista disminuya. En este rango es cuando el sistema
presenta un movimiento cadtico y se concentra sobre un atractor extrafio. En este
apartado analizaremos el caso particular del modelo especulativo suponiendo que el
tiempo de respuesta chartista es cero, esto indicara que los chartistas forman su
estimacion de la tendencia del precio del activo basandose s6lo en los cambios de
precios mas recientes. El interés que tiene este caso particular es analizar qué sucede
en el modelo cuando la demanda chartista muestra cambios inesperados, y en

consecuencia el precio del activo podra cambiar de direccion bruscamente.

El sistema de ecuaciones en diferencias (1.1.2) puede ser transformado, una

vez climinadas las variables p, y pt‘ﬂ, en la ecuacion en diferencias de segund,o orden
¥, - (2t-at-D¥,,, + (l-a)('r—l)‘P; =k(¥,.,) - k()
Si T — 0, ésta ecuacion se reduce a una ecuacion en diferencias de primer orden
Py - (107, = K(Po) - K(T)
haciendo

H(THI) = k(‘Ptﬂ) = Tul
G( ‘Ft) = k( Tt) - (l'a)‘l’t ‘
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se obtiene la ecuacion en diferencias unidimensional
Y. =H' (G(¥,)) =F(¥,) (1.1.3)
cuyo unico punto fijo es el origen.

Como la funcidn k es no lineal, es imposible dar una expresién analitica para
la funcion F, por tanto vamos a estudiar por separado las’ caracteristicas de las
funciones Hy G para poder justificar, en los distintos valores de los parametros, las

propiedades que se derivan de la funcion F.
Caracteristicas cualitativas de la funcion H(¥)=k(¥)- ¥

(1) Si ¥ — + o, entonces H('¥) — ~», ya que imk(¥)=b si ¥ — + .
Anialogamente, st ¥ — - -, entonces [I('F) — +« , ya que im k("F) =-b si ¥ — -;
por tanto, H('P) tiene una asintota oblicua a la derecha: b - ¥, y una asintota oblicua

alaizquierda: -b - ¥,

(i) La pendiente de H('P) viene dada por H'(¥) =K'(¥) - 1, por lo que sera

mayor o menor que cero en el origen si b es mayor 0 menor que uno respectivamente.
(iif) Los puntos criticos de H('¥) seran las posibles soluciones de la ecuacion

K'(‘F)=1. Si b>1, la funcion H tiene dos soluciones, H, y H,, y no hay solucion para
S b<l. |
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Los dos casos posibles para la funcion H(¥), segan que el parametro b sea

menor o mayor que 1 esténlreﬂeja;dos-cn la Figura 1.18.

AN

\
b<1 b>1.

Figura 1.18 Graficade H (Y )

Caracteristicas cualitativas de la ﬁmcio’n. G(¥P) =k(P)-(1-a)¥

(i) Si P — + =, entonces G(F) — ~o (+00), seglin que a< (>) 1; analogamente
si ¥ — - =, cntonces G('F) — 1+ (=), segun que a< 1, por tanto la funcidon G('F)

tiene dos asintotas oblicuas: b - (1-a)'¥P a la derecha, y -b - (1-a)'¥ a la izquierda.

(i) La pendiente de G('P) viene dada por G'(¥) = k'('¥) - (1-a), por lo que si
a<l, sera positiva si b>1-a y negativa en caso contrario; pero si a>1, la pendiente en

el origen sera siempre positiva.

(iii) Los puntos criticos de G seran las posibles soluciones de la ecuacion

kK'('Y) = 1-a, la cual sélo tendra dos soluciones, Gl y G, en el caso b>1-a. .
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Los tres casos de la funcion G('¥) estan reflejados en la Figura 1.19.

S N

b<l-a b>1-a a>1

Figura 1.19 Grdficade G('¥)

Un gran numero dé subcasos seran posibles para la' funcion F(¥). La
estabilidad del punto de equilibrio dependera de que el valor de la pendiente de F,
evaluada en el punto fijo, permanezca dentro del circulo unidad; esto es, que verifique
|dF (¥)/d¥ | =|A|<1. Las bifurcaciones o cambios en el comportamiento cualitativo

del modelo sélo pueden ocurrir cuando A tome el valor +1 6 -1.

Como H(¥,, ) = G(¥, ), derivando implicitamente con respecto a ¥,

obtenemos 4 ¥, /d ¥ -G'(¥,)/H'(¥,,),ycomo ¥  -F(¥),resulta
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G'(¥)

— 1.14
H'(¥,)) (19

F(®) -

por tanto, en el punto de equilibrio se verifica:

G0 1. 8
H (0) b-1

F'(0) =

La estabilidad e inestabilidad del punto de equilibrio dependera de la
interaccion entre los parametros chartistas y fundamentalistas. A continuacién vamos
a analizar todos los casos posibles, manteniendo fijo el parametro a y haciendo variar

el parametro b.

Si a<1, se tienen los tres subcasos siguientes.

i) Sib<1-a, entonces F'(¥,) > 0y la funcién F(¥) es monétona creciente.
Ademas, lim F(¥,) - b+a¥, cuando ¥ ~~ ylim F(¥) - -b+a¥ cuando ¥ -
por 1o que la funcion F tiene dos asintotas oblicuas y no existen puntos criticos. El
punto de equilibrio sera siempre localmente estable ya que 0 < F'(0) < 1 [Figura
1.20()].

(i) Sib > 1-a, entonces G'(Y, ) = O tiene dos soluciones, ¥, y ¥,
(supongamos que ¥,< ¥,) y H'(¥)<0, por tanto F'(¥,) <0 en (¥, , ¥,) la funcion
decrece en ese intervalo y crece en el resto del dominio, por lo que ¥, y ¥, son

puntos criticos de F.
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Las asintotas son las mismas que en el caso (i). En el punto de equilibrio se verifica
F'(0) < 0, la funcion es mondtona decreciente en el origen, el equilibrio sera

localmente estable si -1 <F'(0) <0, esto es, cuando 0 <b <1 - a/2, y sera localmente
inestable si 1 - a/2 <b < 1 [Figura 1.20(ii)].

(iii) Sib> 1, entonces G'(¥, ) = 0 tiene dos soluciones, G, y G,, y también
H'(¥, ) = 0 tiene dos soluciones, H, y H, (suponemos G;>H, y G,<H, ), llamando
H*=H'(G(G)) y H,*=H'(G(G,)), es posible demostrar bajo dichas suposiciones

que en las proximidades del origen se verifica que

>0 W<H]/\T>H2

<0 H<¥<H AH,<¥<H,
>0 H<P<H,

indef W-H, A P-H,

FU(®) -

en estas condiciones los puntos criticos de F son H, y H,. Bajo otros supuestos, la
curva puede presentar otras discontinuidades aparte de la que se obtiene en los puntos
H,* y H,*; pero en las proximidades del origen, la grafica de F no cambia
sustancialmente. En el punto de equilibrio, F'(0) > 0, por lo que la funcion es

mondtona creciente en el origen y sera siempre localmente inestable, ya que se verifica

F'(0) > 1 [Figura 1.20(iii)].
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Figura 1.20 Grdfica de la funcion F('¥) siendo a<1 -

Sia> 1 se tienen los dos subcasos siguientes

(iv) Sib <1, entonces H(¥, ) < 0 y G'(¥,)> 0; por.tanto F'('¥,) <0, y en
consecuencia la funcion F('P) es monétona decreciente. Ademas como se verifica que
lim F(¥,) = -b+a¥, cuando ¥~ y lim F(¥,) = b+a¥?, cuando ¥ ~-«, la
funcion F tiene dos asintotas oblicuas y no existen puntos criticos. En el origen sera
F'(0) <0, por lo que el equilibrio sera localmente estable si -1 <F'(0) < 0; esto es,
cuando 0 <b <1 -a/2, y sera localmente inestable si 1 - a/2 <b < 1 [Figura 1.21(iv)].
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(v) Sib > 1, entonces G'(¥,) > 0, mientras que H('¥, ) tiene dos puntos

criticos, ¥, y ‘¥, (sea ¥, <'¥, ), por tanto se verifica para la funcion F(¥)

>0 ¥ <¥<¥,
F(¥,) - <0 T<T’,A‘E’>T2
indef W:le\ T:‘!f‘z

en el origen F'(0) > 0, y el punto de equilibrio sers siempre localmente inestable ya
que F'(0) > 1 [Figura 1.21(v)].
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T 0 1 2 B — 0 1 2
(iv): b1 (v): b>1

Figura 1.21 Grdfica de la funcién F('¥) siendo a>1
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1.1.5.1. Bifurcaciéon Flip

Este tipo de bifurcacion solo se puede dar en modelos en tiempo discreto. En
el caso unidimensional ocurre cuando dF (¥7)/d ¥ - A -- 1. El teorema de existencia

de bifurcacion Flip (Whitley, 1983) afirma:

Teorema 1.3. (Rifurcacion Flip) Seax,,, = f(x, 1), xeR,peR una ecuacion
en diferencias unidimensional con un punto fijo x* tal que f (x*,p,) = x* y que

tenga autovalor 1. 8i en (x*,p,) se verifican las condiciones

(1) (ﬁﬁ,2_§l]#o

du gx?  Oxdu
3 202
2 -2 of -3 af =0
dx 3 dx?

entonces, dependiendo de los signos de las expresiones (1) y (2), se verifica:

1°) el punto fijo x* es estable (inestable) para p < py (> ), ¥
2%) ¢l punto fijjo x* se hace inestable (estable) para [ > Py (0 < Ry,
apareciendo una rama de puntos fijos estables (inestables) de orden dos

alrededor de x*.

Un punto fijo de orden 2 es un punto fijo de la segunda iteracion de 1, esto es,
de fo f=f? yse verificara x* = f @ (x*). La bifurcacion flip es normalmente
denominada por estas razones una bifurcacion de periodo doble. Si el signo de la
expresion (2) es negativo, los puntos fijos de orden 2 que aparecen son estables, esto

indica que x, toma dos valores fijos en toda su trayectoria temporal. En este caso la
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bifurcacion flip se denomina supercritica. En caso contrario, si el signo de la

expresion (2) es positivo, los puntos fijos de orden 2 son inestables y la bifurcacion

es llamada subcritica.

En el modelo especulativo unidimensional (1.1.3) se produce una bifurcacion
flip en el parametro b, cuando F'(0) = - 1; esto es, cuando b, = 1-a/2 (notemos que
el punto de bifurcacion es positivo y entonces a<2). Teniendo en cuenta la ecuacion
(1.1.4) y que en la expresion analitica que hemos espéciﬁcado para la funcion k('¥),
en el punto critico se verifica: k'(0)=b, k"(0)=0, k™(0)=-2b, es facil demostrar que
las dos condiciones del teorema de bifurcacion flip Se cumplen, obteniendo en los

valores (‘F* , b,) = (0, 1-a/2)

) iﬁf——@f—fﬂziﬁr—)d 2ak” ) 2] —2 )10 2] —2—)--2<0
op 9x?  Oxop (k'-1)? (k'-1)? (b,-1y*) 4

2
2) —2[—&]-3(&] =-2(M)—3(0)<0, ya que a<2

ax? dx? a

por tanto, existe una bifurcacion flip supercritica en b, en donde la trayectoria

temporal se caracteriza por un ciclo estable de periodo 2.

Si fijamos a<1, el pardmetro de impacto chartista b es el que mide la evolucién
de la trayectoria temporal de Y. Para valores pequefios de b (0<b<l-a/2), la

trayectoria temporal permanece estable. A medida que b aumenta (1-a/2<b<l), la
dinamica pasa por una bifurcacion flip que se caracteriza por tener una trayectoria de

periodo dos superctitica (cuya amplitud depende del valor que tome b) (Figura 1.22).
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trayectoria completamente caotica (Figura 1.23).

Figura 1.22 Evolucion de la trayectoria temporal para a<l fijo (a=.2) variando el parametro b.
Emergencia de una bifurcacion flip en el valor by=1-a/2. Concretamente: (i) la trayectoria siempre es
estable si b<1-a; (iia) la trayectoria permanece estable si b aumenta 1-a< b<I-a/2; (iib) se produce
una bifurcacion de flip de periodo doble en el rango 1-a/2<b<l. Los grdficos de la derecha
corresponden a la funcion F('P) donde se observa los valores de la trayectoria temporal sobre la curva.

entremezclados con trayectorias aperiddicas para posteriormente convertirse en una




M

o

2 i N N T v <
i LAk i T o

T I R
0 20 30 4

0 0 A 0 1 2

2 — . . 2 . . .
s o\ N AN AN
s o\ A, 7y o e
2 10 20 30 40 ) A 0. A 2
2 — = g —
~ | { - a,
o, Op~/ ‘—J /J\ /—J, 0o o o . n,
ol v : Y ) S e
0 10 20 30 40 "2 -1 0 1 2
2 . — 2 = —
o J\ V—MA of v s ®-.
2[ v I 5 ,  @eaguger
0 10 20 30 40 T2 -1 0 1 2

Figura 1.23 Evolucion de la trayectoria temporal para un a<1 fijo (a=.2) variando el parametro b.
Concretamente: (1) la trayectoria permanece con un periodo dos estable si 1<b< 1.355, en esta
simulacion b=1.3; (2) aparece un ciclo de periodo 6 si b=1.3554; (3) ciclo de periodo 7 para b=1.4;
(4) aparecen también trayectorias aperiodicas, aqui b=1.45. Los grdficos de la derecha corresponden
a la funcion F('¥) donde se observan los valores que toma la trayectoria temporal sobre la curva.

En las simulaciones de las Figuras 1.22'y 1.23, el periodo dos perdura para un
rango de b relativamente grande (.9 < b < 1.3553 para a=2); esto no ocurre
generalmente asi. En el caso a<<1 la trayectoria comienza a volverse cadtica casi

cuando b cruza el umbral de 1 como se muestra enla Figura 1.24 y en la Tabla 1.
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Podemos asegurar, por tanto, que en el caso a<1 el rango donde la trayectoria

0 100

Figura 1.24 Evolucion de la rayectoria temporal para un a<<I fijo (a=.015) variando el parametro
b. Concretamente: (I) b= .8, el punto de equilibrio es estable; (2) b= .995, bifurcacion flip
supercritica alrededor del punto de equilibrio; (3) b=1.0227, ciclo éstable de periodo ocho; (4),(5)
region cadtica donde la trayectoria temporal depende del valor zmctal con (4) b=1.03 (¥,=.01); (5)
b=1.03 (¥,=.1);

se vuelve cadtica es para valores de b>1. Esto contradice los resultados de Chiarella
(1992) donde sugiere la posibilidad del movimiento caético en el rango donde los
parametros verifican 1-a/2<b<1, apoyandose en los resultados de May (1983), ya que

la funcion F en este rango se puede aproximar a una ciibica, y afirmando que la
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funcidn podria presentar una transicion directa de un periodo doble hacia el caos.

Nuestros resultados indican que en ese rango de parametros permanece un constante

ciclo de periodo dos estable y el caos surge sdlo para valores de b>1.

Tabla 1

Dindmica del modelo especulativo discreto cuando 1 = 0, con a<1 fijo (a=0.015)

Comportamiento dinamico . Parametro chartista b

Tlustracion

Pto equilibrio globalm.estable 0<b<0.9925
Ciclo periodo dos globalm.estable 0.9925 <b <1.0227
Ciclo periodo ocho globalm. estable 1.0227 <b < 1.03
Caos (ciclos de periodos arbitrarios

0 comportamiento aperiodico, b>1.03

dependiendo de condic. iniciales)

Figura 1.24(1)
Figura 1.24(2)
Figura 1.24(3)

Figura 1.24
(4).(5)

Si fijamos ahora a>1, la trayectoria temporal pasa, por medio de una

bifurcacion flip en el valor b§=1-a/2, de ser estable (0<b<1-a/2) a un ciclo estable de

periodo dos (cuya amplitud depende del valor que tome b), pero su dinamica no se

modifica al aumentar el valor del parametro chartista b, como se puede observar en

la Figura 1.25.
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Figura 1.25 Evolucion de la trayectoria temporal para un a>1 fijo (a=1.2) variando el parametro
b. Concretamente: (iva) la trayectoria permanece estable para 0<b<l1-a/2, (b=.2); (ivb) aparece una
bifurcacion flip y la trayectoria se vuelve periodica de periodo dos 1-a/2<b<1, (b=.6); (v) aunque b
aumente b>1 (b=1.5) la trayectoria permanece en un constante periodo dos estable. Los grdficos de

la derecha corresponden a la funcién F('P) donde se observan los valores de la serie temporal sobre
la curva. ’

Es interesante notar que en el modelo discreto unidimensional (1.1.3) no existe
ningln otro tipo de bifurcacion salvo la flip, ya que la condicién dF (T)/d¥-A--1

no puede ocurrir.
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Los resultados que Se obtienen al analizar la dinamica de la ecuacion
unidimensional (1.1.3), una vez hecho cero el tiempo de respuesta chartista,
concuerdan con los deducidos en el analisis del sistema discreto bidimensional. La
dinimica viene determinada por la interaccion entre los dos parametros estructurales
a y b que miden la respuesta fundamentalista vy chartista respectivamente. El caos
surge para valores pequefios del parametro fundamentalista a<1 y para valores altos
del parametro chartista b>1, lo que induce a pensar que es precisamente la actuacion

de los agentes chartistas lo que produce la desestabilizacion dentro del mercado.

1.1.6. A Modo de Sintesis

El modelo especulativo de fundamentalistas y chartistas en tiempo discreto
[Ecuaciones (1.1.2)], que hemos analizado en esta seccion, ha revelado una dinamica
mucho mas rica que la deducida del sistema en tiempo continuo. El comportamiento
del modelo depende de la interaccion entre el parametro de impacto fundamentalista,
el parametro de impacto chartista y el tiempo de respuesta en la formacion de

expectativas chartista.

El modelo discreto presenta un comportamiento asintotico de punto fijo
estable que degenera, por medio de una bifircacion de Hopf, en un ciclo limite cuando
la velocidad de ajuste de la expectativa chartista aumenta. En éste caso también
aparecen comportamientos del tipo variedad répido-lenté, que se caracterizan porque
la trayectoria temporal del precio asi como la expectaﬁVa chartista presentan cambios

muy abruptos.
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Las bifurcaciones de Neimark y de Hopf, como transicién hacia la zona
cadtica, ocurren cuando el tiempo de respuesta chartista disminuye. El sistema se
concentra sobre un atractor cadtico cuando en el mercado domina la demanda
chartista y cuando su estimacion de la tendencia del precio se basa en los cambios de

precio mas recientes.

Este modelo es capaz de generar también un complejo movimiento transitorio,
que puede confundirse con un movimiento cadtico, pero que ocurre antes de que las
trayectorias se estabilicen sobre el atractor. El interés que supone ésta caracteristica
es la posibilidad de encontrar una fase irregular durante el espacio de tiempo en que

el sistema considerado sea verdaderamente valido.

Cuando el tiempo de respuesta en la expectativa chartista tiende a cero, la
dinamica del modelo depende de la interaccion de los chartistas y los
fundamentalistas Pueden presentarse diversas situaciones dindmicas (estabilidad,
bifurcacion flip y comportamiento periédico), dependiendo de los valores tomados
por los parametros del modelo. Solo en el caso en que la influencia del parimetro de
impacto de la demanda chartista supere al parsmetro de impacto fundamentalista, es

posible encontrar un movimiento caético en el modelo.
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1.2. Un Modelo de Fundamentalistas y Chartistas con Dos Activos

En csta scccion vamos a ampliar el modelo eﬁpcculativo de Chiarella (1992)
en tiempo continuo suponiendo que en el mercado estan intéractuando dos activos
con dos funciones distintas yue expresan el exceso de demanda especulativo de los
diferentes activos y que contienen a sus diferentes precios. Analogamente al caso de
un 4ctivo, se admite que los intercambios comerciales puedan realizarse de forma
continua. Se adopta como premisa basica que los cambios de los precios estan

forzados por el exceso de las demandas agregadas de los inversores

P()=D"() (1.2.1a)
B,()=D?() (1.2.1b)

siendo P (t) y P, (t) los logaritmos de los precios de los activos en un tiempo t, y D"‘
y D, las funciones del exceso de demanda de los inversores para los dos activos en

el tiempo t.

Supondremos también que para ambos activos el exceso de demanda de los

inversores tiene dos componentes, una componente fundamental y una componente

chartista

DX()=D () +d/ () (1.2.2a)
D*()=D¢ () +4d7 () (1.2.2b)

donde D; se refiere al exceso de las demandas fundamentales y d al exceso de las

- demandas chartistas, siendo i=1,2.
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Sean W, (t) y W, (t) los logaritmos de los precios que cada una de las
demandas fundamentales justifica en un tiempo t, es decir, los precios de equilibrio
subyacentes para cada uno de los activos. Podemos expresar las funciones de

demanda fundamental como funciones lineales mondtonas crecientes que se anulan

en cero

Dtl =a,, (W;-P)) - a;, (W,-P,) (1.2.3a)
D:Z = ay, (Wy-P,) - a,, (W,-P)) (1.2.3b)

donde todos los coeficientes a;eR", ij=1,2.

Sean ¥, (t) y ¥, (t ) las estimaciones (medias) de las tendencias actuales que
corresponden a los precios de los dos activos P, (1) y P, (1), y sea también g (1) 1a tasa
creciente de inversiones alternativas (sin riesgo). El exceso de las demandas chartistas
se considera como fiinciones de la diferencia entre el rendimiento’ esperado para cada
uno de los activos (medido por la estimacion chartista de la tendencia del precio), y
la adicién que supone el rendimiento esperado del otro activo junto con el rendimiento

de algun activo alternativo

d) =h, (%, © - ¥, (1) -8 (®) (1.2.4a)
42 =h, (%, () - ¥, () - £ () (1.2.4b)

donde las funciones h, y h, son [unciones no lineales mondtonas crecientes que pasan

por el origen con un punto de inflexion en (-g) y acotadas superior e inferiormente por

by s ¥ Diing i=1,2 respectivamente. Figura (1.206).
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Figura 1.26 La Funcion de Demanda Chartista

Y indica la diferencia entre las estimaciones de las dos tendencias chartistas para
cada uno de los activos: para la funciénh,, ¥Y=\¥\-¥, y para funcion h,, ¥=¥,-¥,

En orden a cerrar el modelo, especificamos el modo en que los chartistas
forman su estimacion de la tendencia del precio para cada uno de los activos.
Asumimos que la demanda en un mercado especulativo fuera del equilibrio sigue una

dinamica de expectativas adaptativas de acuerdo a las siguientes ecuaciones

¥ =c, (P - %) O0<cze (1.2.5a)
¥, o=c,(P,-¥F,), 0<c,s (1.2.5b)

quc describen la variacidn chartista de la tendencia para cada uno de los precios y
donde c, y ¢, indican la velocidad de ajuste para los chartistas. Alternativamente, la
cantidad t; (=1/c), i=1,2 indicara ¢l tiempo de retardo en la formacion de

expectativas. En orden a simplificar el modelo, suponemos que los tiempos de
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retardo en la formacion de expectativas para cada uno de los activos son iguales, esto

es, T,=T,=T.

De las ecuaciones (1.2.1) - (1.2.5) podemos obtener que la dinamica de los

precios de los activos se conducen por

B, = a, (W,-P)-a, (WoP)+h (¥ F,-g) (1.2.6a)
P, = a, (WyP,)-a, (W-P)+h, (¥, ¥,-82) (1.2.6b)
T¥, = a, (W,-P) -2, (Wy-P)+h (¥ - ¥,-9)- F, (1.2.6¢)
TY, = a, (WP -ay (Wi-P)+h, (F,- ¥,-9)- ¥, (1.2.6d)

que constituye un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales.

Suponemos que W, (t), W, (t) y g (t) son constantes, de este modo el punto

de equilibrio del sistema (1.2.6) viene dado

¥ -0
¥,-0
Fl =W, +[ay hy (-g) +a, h, (-g)]/ (a1 3 - 31, 3y)

P,=W, +[a, hy (-g) +a;; hy (-2)]1/ (a;; ay, - 2, ay)
siendo A= a,; a,, - 3,, 3, > 0.

Introduciendo un cambio de variable en los precios p; = P, —Fi, i=12;el

sistema (1.2.6) se transforma
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P, =-agp ta,p, tk (¥-¥,) (1.2.7a)

P, = ayp-app, T k(¥ ¥)) (1.2.7b)
¥, =-anp tapp,t k(¥ ¥,) - ¥, (1.2.7¢)
T¥,= ayp - anpt k(¥ ¥) - ¥, (1.2.7d)

el punto de equilibrio es ahora el origen, siendo

kl(wl’ Y2)=h1 (Yl— Yz- g)‘ hl(_g)
k (P,- ¥ )=h, (¥, ¥,-g)-h,(-g)

Las funciones k, y k, tienen las mismas caracteristicas que las funciones h, y
h,, solo que ahora ambas tienen el punto de inflexion en el origen. Sus expresiones
analiticas, dadas las caracteristicas de cada una de ellas, las hemos supuesto

equivalentes a funciones tangentes hiperbolicas

b, (e TP 1)

~ 1
k(T - L
b o (1.2.8)
A€ -1)
k,(¥,-F) - e
e YL ¢ *1

donde b, y b, son las cotas de las respectivas funciones, ademas se verifica

Ok (¥, -F) Oh(F-¥rg) Ok(¥-F) k(¥ ¥, g)

0¥, oY, 0¥, oY

2
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k(T ¥)  Oh(F ¥ g) k(T F)  Ohy(F,F,g)
0¥, o¥, oY, 0¥

2

por tanto, en el punto de equilibrio resulta

(=)= by (==)p=-b
8%, F U Tav,” !
(ak2) (akz) ,
a‘PlE— 2° aTzE 2

donde los parametros b, y b, indican la pendiente en el equilibrio para cada una de las

dos funciones de demanda chartista.

1.2.1. Analisis Lineal Local

Para realizar el analisis lineal local del sistema (1.2.7) calculamos la matriz

jacobiana en el punto de equilibrio
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-a, 4, b b

a, Ay ‘bz b

J -| % 9 b,-1 1
gL 2 1 1
T T T T
ay, _azz ﬁg b,-1

| T T T T

donde se obtiene el determinante det(J,) - (a,a, 4,4, )/ 12=A/1? y la traza

traz (JE) = —(a“+a22) + (b1+b2-2)/1: = -a+ (b-2)/t, siendo aray=ay bl‘+b2'=b.

Se observa que det (J;) es positivo ya que A > 0, con lo cual obtenemos una
condicion necesaria, aunque no suficiente, para excluir la posibilidad de punto de silla.
Consideraremos por tanto que a

>
n>dn Y ap>a,.

1.2.2. La Bifurcacion de Hopf

En el caso de sistemas de dimension mayor o igual que tres, ¢l leorema de
Poincaré-Bendixon no puede ser aplicado en el estudio de la existencia de un
comportamiento de ciclo limite. El teorema de bifurcacion de Hopf puede consti;uir
una herramienta idonea para establecer la existencia de 6rbitas cerradas, para ello

calculamos la ecuacion caracteristica de la matriz jacobiana ert el punto de equilibrio

1447

Det (T - ML) - —=

[tA%+(at-b+1)A% [a+4T-BlA+A]  (1.2.9)
T
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donde B - b\(ay-a,)+b(a,-a,,) > 0. Esta ecuacion tiene una raiz real - -1/7,
para analizar las otras tres soluciones nos basamos en Lorenz (1993), que afirma que

la ecuaciéon

eLl@rpyat Liadesn.4 C o
T T T
o lo que es lo mismo
AP+ yAT dA+p=0 (1.2.10)
siendo
1
v=—(at-b+1)
T
1
8-—[a+A7-B]
T
A
p=—
T

tiene una raiz real y dos autovalores complejos conjugados si el discriminante

A - M%4N? es positivo, donde

w

Yo
6

<

M -

LB
2

3l

.N:

w | oe

X
9

Podemos establecer por tanto que N > 0, esto es, 35 > y* es una condicion suficiente

para que la ecuacion (1.2.9) tenga dos raices reales y dos complejas conjugadas.

(Notemos que dicha condicién implica automaticamentc que >0).
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El problema que se nos plantea ahora es comprobar la estabilidad de las raices
de la ecuacién (1.2.9) mediante inecuaciones que contengan solamente los
coeficientes de la ecuacion caracteristica misma. Por una raiz éstable se entiende una
raiz que tiene pafte real negativa, esto es, esta situada en la mitad izquierda del plano
complejo, lo que incluye tanto raices reales como cc‘)mpléjas. La dondicién de que
todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica (1.2.9) tengan el mismo signo
excluye, por el teorema de Descartes, la posibilidad de que hayan raices reales
positivas, y la condicion de que el término independiente de (1.2.9) sea distinto de
cero excluye la de raices nulas; pero todo esto no es suficiente para eliminar la

‘posibilidad de que las raices'complejas tengan parte real no negativa. No obstante,

existen condiciones generales que son necesarias y suficientes para que todas las

raices sean estables.

Un criterio en este sentido que nos permite analizar la estabilidad de un
sistema dinamico de alta dimension es el criterio de Routh-Hurwitz (ver por ejemplo
Gandolfo, 1983) que establece un analisis cualitativo de la convergencia de la
trayectoria temporal. En nuestro caso, dado que el primer autovalor calculado de
(1.2.9) es negativo, A= -1/t <0, centraremos el criterio en la ecuacion (1.2.10)

construyendo la matriz de coeficientes

Yy pn 0
A-=[1 80 (1.2.11)

0 vy u

Ll teorema de Routh-Hurwitz establece que las condiciones neccsarias y
suficientes para que todas las raices de (1.2.10) tengan parte real negativa vienen

dadas por las siguientes desigualdades (que deben cumplirse todas simultaneamente)
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A,>0, A,>0, A,>0

donde A ,A,, A, son los menores complementarios de (1.2.11), esto es

Al=y>0
Y B
Bpm| 4| YOm>0 (1.2.12)

Ay =]al= p(yd-p) =0

dado que j1= A/t >0, podemos prescindir de la tercera desigualdad, estableciendo
que las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema dinamico sea estable

es que se verifiquen las dos primeras desigualdades de (1.2.12).

En estas condiciones podemos afirmar que la ecuacion caracteristica (1.2.9)
tiene dos autovalores reales negativos y dos autovalores complejos conjugados con

parte real negativa. Siendo A= -1/t y A -«, «>0, las dos raices reales, entonces

la ecuacidon
Ae(y-e)hs [8-a(y-®)] = 0

tiene dos raices complejas conjugadas con parte real negativa.

A

(e Ey(y-a)’-4 [b-e(v-a) ]

3,4 2

donde y-0a>0 y (y—0)*~4[6—a(y-o)]<0.
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Para demostrar la existencia de una bifurcacion de Hopf, es suficiente probar
en nuestro caso que para valores decrecientes del parametro t existen autovalores
complejos conjugados, la parte real de los autovalores complejos conjugados es cero
en el punto de bifurcacion t*, todas las demas raices reales son distintas de cero en
el punto de bifurcacion, y ademas la parte real de los autovalores complejos

conjugados es distinta de cero para t© < 1°.

Como y>0 y a >0, la parte real de los autovalores complejos pasa de ser

negativa a positiva cuando ¥ = a, esto es, cuando (at-b+1) / T = a, por tanto

Tt = b1 ,donde 6>1 y (a-x)>0

a-o

es el valor de bifurcacion ya que en este punto la parte real de los autovalores

complejos se anula (permaneciendo distintos de cero los autovalores reales),

abteniendo

Ay =k 8

yaque 0 =(atA1-B)/1 >O, ademas en el punto de bifurcacion

R(A() _  (a-e)
ot 2(6-1)

<0

Por lo que podemos afirmar que existe un ciclo limite cuando T pasa a traves
de t* ya que la parte real de los autovalores complejos conjugados pasa de ser

negativa a positiva si T disminuye. Por tanto, la trayectoria temporal es convergente

121



b-1

si >t - y el punto de equilibrio sera localmente estable. En el valor t - t*
a-o , ‘ ‘
ocurre una bifurcacion y el punto de equilibrio pasa de ser estable a inestable, cuando
. b-1 . . )
T < v° = — la trayectoria temporal tiende hacia una curva cerrada.

.oa-o

Observamos que la inestabilidad se produce cuando los chartistas basan su
estimacion de la tendencia del precio para cada uno de los activos en los cambios de
precio mas recientes. Considerando que "a" es la suma de los valores relativos de
impacto de la demanda fundamental y "b" la suma de los valores de impacto de la
demanda chartista, la dindmica de los precios queda determinada por los valores
conjuntos; aumentando el impacto de los chartistas en el mercado, el sistema oscila

y se hace inestable.

Observamos también que en el punto de bifurcacion los autovalores de la
ecuacion caracteristica (1.2.9) estdn perfectamente definidos en funcion de los
coeficientes de la misma: A, -1/t; A,--y; A s, 4=i\/3 i. Podemos aplicar el teorema de
Vieta en la ecuacion (1.2.10), ya que #,8,11 > 0, obteniendo

Aphgad,=-y
Ajd A =-p

‘de donde se deduce que en el punto de bifurcacion y3 = . Si yd < i, el sistema

dinamico se vuelve inestable concentrandose en una curva cerrada.

Las ilustraciones correspondientes a la Figura 1.27 muestran el
comportamiento de la bifurcacion cuando T pasa a través de t* para cada uno de los
activos. En estas simulaciones, 1os coeficientes que miden la respuesta fundamentalista

se han considerado menores que uno: a;; = .6; a;, = .2; a, = .4; a,=.7, y los que
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miden la respuesta chartista, mayores que uno: b, = 1.2; b, = 1.7. Para estos valores

de los parametros, T = 2.01955 es el valor de bifurcacion.

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-03
-1

02

-0.2

-0. -05
041 0 1 -1 0 i

Figura 1.27

Bifurcacion de Hopf para las funciones Py ¥ del activo 1 (ilustraciones superiores) y del activo 2
(ilustraciones inferiores). De izquierda a derecha ttoma los valores 2.1, 2.01955 y 1.9
respectivamente. El comportamiento dindmico pasa de ser estable a inestable

por medio de una bifurcacién de Hopf cuando tdisminuye.
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1.2.3. Anilisis Ge()metrico del Ciclo Limite en Tres Dimensiones

En esta seccion vamos a analizar las superficies isoclinas, es decir las
variedades que se obtienen haciendo p -0, ¥ -0, i=1,2 en el sistema de ecuaciones
(1.2.7), considerando unicamente el caso donde el punto de 'equilibrio presenta
inestabilidad local; esto es, cuando se verificab > 1+ 1 (a - o), siendo (a- ) >0y
donde ya se ha comprobado que las oscilaciones de p;, y W¥;, i=1,2 son atraidas hacia
un ciclo limite. Nuestro estudio estard centrado en analizar el efecto de las
oscilaciones sobre el primero de los activos cuando estan interactuando - las

expectativas chartistas de los dos activos.

La primera de las variedades, obtenida al hacer p =0, i-1,2 en las ecuaciones
(1.2.7a) y (1.2.7b), y tenicndo cn cuenta la rclacion existente entre las funciones k; y
k, deducidas de (1.2.8), tiene como expresi()n Py = [(ayh,-a,0,)/Ab k(R ,-F ),

cuya grafica esta representada cn al Figura 1.28a. .

Figura 1.28a
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La segunda variedad se deduce al hacer ¥ =0, i= 1.2 en las ecuaciones
(1.2.7c) y (1.2.7d), y teniendo en cuenta las anteriores observaciones; por lo que se
obtiene p, ~ [(a,,-a,,5,)/48 1k (¥ - ¥,)-(a,,¥,+a,,¥,)/A, representada en la
Figura 1.28b |

Figura 1.28b

Se obserQa que ambas variedades son simétricas respecto del plano ¥, = -'¥,.
Con el fin de tener una idea maés clara de lo que sucede en el espacio tridimensional
vamos inicialmente a seccionar ambas variedades por dicho plano y analizar el
movimiento para el primero de los activos. Por tanto, la expresion que se deduce para
la primera y segunda de las isoclinas resultan @ : p, = [(a,,b,-a,b,)/4b)k,(2¥))
@: p, = [(ayh,-a,b,)/Ab 1k (2% )-|(a,-a,,)/A] ¥, cCuya representacion grafica
se indica en la Figura 1.29 y donde se realiza el analisis geométﬁco del ciclo limite que

se deduce para el primer activo.
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b>1

Figura 1.29

Andlisis Geométrico dél Ciclo Limite para-el Primer Activo

Se distinguen cuatro fases en las fluctuaciones del primer activo. En la primeia
fase, situada en el primer cuadrante, el precio del activo aumenta, por lo que segin
la ecuacion (1.2.3a) la demanda fundamentalista del primer activo diminuye a la vez
que la expectativa chartista también disminuye. En la segunda fase, situada en el
segundo cuadrante, el precio del primer activo empieza a disminuir y en consecuencia
la demanda fundamentalista aumenta y la expectativa chartista continiia ajustandose
a la baja por lo que la especulacion se reduce. En la tercera fase, situada en el tercer
cuadrante, el precio sigue disminuyendo pero la expectativa chartista sobre el primer
activo empieza a aumentar. Por ultimo, en la cuarta fase, situadd en el cuarto
cuadrante, el preéio del primer activo comienza a aumentar disminuyendo la demanda
fundamentalista pero la estimacion de la tendencia cha’rtisfai sigue ajustandose al alza
y aumenta la especulacién El ciclo entra ahora en la primera fase y se repite en si
mismo. Este mismo analisis resultaria considerando el comportamiento del ciclo limite

para el segundo de los activos.
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El movimiento del ciclo limite en tres dimensiones resulta ahora mas

comprensible. Aunque se producen ocho fases, vamos a considerar Ginicamente las
: . ‘

cuatro mas representativas correspondientes a los cuatro octantes frontales tal y como

se muestra en la Figura 1.30.

v

L

Figura 1.30

Andalisis Geométrico del Ciclo Limite en Tres Dimensiones

En la primera fase de A a B, el precio del aétivo esta aumentando por lo que
segun las ecuaciones (1.2.3a) y (1.2.3b) la demanda fundamentalista del activo 1
disminuye y la del activo 2 aumenta, a la vez que la expectativa chartista del activo
1 aumenta y la del activo 2 disminuye.v En la segunda fase de B a C, el precio empieza
a ajustarse a la baja, por lo que @hofa para el éxctivo '1_aumenta la demanda
fundamentalista y i)ara el activo 2 disminuye, las expectativas chartistas contintian
igual que en la primera fase. En la tercera fase de C a D, el precio sigue disminuyendo

la expectativa chartista sobre el activo 1 empieza a disminuir y la del activo 2 empieza
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a aumentar. En la cuarte fase de D a A, el precio comienza a ajustarse al alza aunque
las expectativas sobre los dos activos continGian igual que en la fase anterior. El ciclo
entra ahora en la primera fase y se repite en si mismo. Un anélisis similar se deduciria
de haber considerado el precio del segundo activo cuando estan intéractuando las

expectativas chartistas sobre ambos activos

En la Figura 1.31 se muestra la simulacién numérica del ciclo limite en tres
dimensiones, analizando el precio de cada uno de los activos frente a las estimaciones
chartistas de la tendencia actual sobre cada uno de los precios. En estas simulaciones
se han considerado los coeficientes a;; <1y b, > 1,1j=1,2 y 1 <(b-1)/(a-0t) que es

el rango de parametros donde el punto de equilibrio tiene un comportamiento

inestable.
08 15y
06 :
oA
02 05

Figura 1.31

El Ciclo Limite en Tres Dimensiones. © =1.5. n= 2000 iteraciones
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1.2.4. Variedad Central y Reduccién de la Dimension Efectiva

Una vez comprobado que ‘el sistema posee Orbitas cerradas” en las
proximidades del punto de bifurcacion, es interesanté estudiar la estabilidad de las
mismas. Para ello es necesario reducir la dimension efectiva del sistema (1.2.7)
restringiéndolo a una variedad central (Guckenheimer y Holmes, 1983).
Aproximando mediante el desarrollo de Ta;ylor las funciones k,(¥,-¥,) y k(¥ ,-¥))

obtenidas de (1.2.8), el sistema de ecuaciones diferenciales (1.2.7) puede aproximarse

i

b
1 3
B, "'allpl'alzpfblwl-blwf?(T 7))

P, - a21p1-a22p2—b2'1’1+b2‘1’2+?(Tl~fl’2)a

a, a, b1 b, b, '
‘l’l = -T--;—-pﬁ p,+—;—"T‘—~;Y2-;r-(?!'T2)3
a a b b,-1 b
‘Pz = “"2'1‘1’1'—2‘%?2“ "'Z‘Pl’ ? ‘sz—-z-(‘l’l-'fz)"
T T T T 3r .
en su forma matricial:
-b
p ) l
1 pl b2
p2 p2
: 1 b
| =T s = (TP
L A E : 3 3 1" %2
¥ ¥, b
. | =

Siendo los autovalores de la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio J:
A - —%; h, = -¥; Ay, = £y/8i en el punto de bifurcacion, construimos la ma;xiz

de paso P formada por los autovectores generados por cada autovalor
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0 yt-l 1+/8ti  1-y/8ti

0 '(Yr-l)c,'2 (1+/82)C, (1-y3tiC,

P -
1 Y \/b—i -\/gi
1 e, Joc, i | -/8C, i
siendo
C . (a,-¥)(1-y1)+by
by a,(1-¥yv) b,y o
c a(a,-8t)8(a, t-b+1)(a,t-b))

T 2
Caprd(a,t-b)?

+ V8a,(a,t-b+1)-(a,- 81)(a,,t-b,) i

aled(a,t-b )’

ydonde C 1, 8 el conjugado de C 1y Efectuando el cambio

/ \
p, rxl
P, Xy

=P
‘1’] 1 »
¥, Y,

se obtiene

e

R 2 CARCY R AT
2 = XpY,Cyr \/S(Cxay i

]
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y €n consecuencia
w]‘wz - Y(l‘clz)_xg*\/s-[(I’C,\g)yf(l’c_;h)y2]i = szz'(c3y1;c_3y2)i

donde C‘2 = y(l-C,Lz)eR yC, - ,\/a_(l-Ch) € Cy siendo 53 el conjugado de’C,, por

tanto

( ‘b‘
' x
1 1 b,
X xz
. 1 und 3 -1 bl
- diag (A,A h k) v [C,xp (Coyy-Coyil P[22
yl yl 3 T
\Y2 Y2) 5,
\ T )

siendo P "JEP = diag (Ay,A A ,A,). Llamando ahora para simplificar

)

A

1 5,

A

| . po _ﬁ

B, T

B, fl
\ T

el sistema no lineal de dimension cuatro puede escribirse
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i’l 13 0 x, 1 ‘ 3 . Al
1o | SCxp (Coy-Coy T | 1.2.1
o) Lo a) |y 3EEeWT], | 025

1

B
1.2.13b
3 (1.2.13b)

4 1 = 43
. ;[szz; (Csyl—C3y2)l]
2

donde la matriz ‘diag (A,.1) tiene autovalores complejbs conjugados con parte real
cero y la matriz diag (A ,1,) tiene autovalores reales n‘egaﬁvos, por io que el sistema
asume implicitamente que la variedad inestable es vécia. El teorema de la variedad
central gérantiza' que existe una variedad central para el sistema (1.2.13), pero puede

no ser necesariamente unica (Lorenz, 1993).

Supongamos que la variedad central puede ser descrita por un sistema de

ecuaciones de la forma

(1.2.14)

v (pG&) e xirexive, 2 O@))
Y, p(x,)

2 3 4,4 5
d2x2+d3xz+d4x2+0(x2)

donde O(x,s), i=1,2 incluye todos los términos de grado mayor o igual que cinco.
Derivando la expresion (1.2.14), es posible estudiar el cq'mportamiento. en las

proximidades del punto fijo con la ayuda del sistema dindmico bidimensional
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i (1.2.15)

[2d,x,3d,x.+4d x )+ O(x)] %,

A2 [Zc2xl+303x12«4c4x:+ O(xl‘)] X,
Y,

Asi el sistema original (1.2.13) queda-de la forma

% 1.3 0 x _ Al
- . —1-[C2x2f [Calestiocstivegers)-Coldyxgrdyrssd zye. T
0 A.4 3 ‘42

*2

. 2 3
» A, 0 C4X 1 Ca Xy v
¥y 0 1, dzxzzfdax;....

- Bl
+—;—[C2x2+ [Cylegriscsxise gys.y-Coldyrrsdgrsrdggss. iP {B ]
2

y teniendo en cuenta (1.2.15), resulta

Acxlhc 3+£lC3x3+0(x‘ )
2}_382x,2+3l303x13+0(x:2) 165174655 3 272 12

2 3, 4 : B
Ay 3hdg 06ay) hodxhodie R0 0 ()

Identificando  coeficientes término a  término, se  obtiene
c,=0; ¢,=0; 4,-0; d3=B2C23/3(3)~4-).2), por lo que la variedad central puede

aproximarse por
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0

» o,
y = B.C, o
o\ 3BAA) P
siendo ¢l movimiento sobre la variedad descrito por

x_l )‘3 0 X 1 BZC:C_‘3 3.3 Al
= + —[C,x,- ————x,i]
X, 0 a,) {x, 3 3(3).4—).2_) A

2

de donde resulta el sistema

AC]

X, = Ayxp 13 2 x:+0(x5
4,6,

Xy = Ay ——x240(x))

en el cual despreciamos los términos de orden superior a tres, por lo que se considera

finalmente que la variedad central esta determinada

(1.2.16)

donde C,cR y a, y A, son complejos _conjugadbs. El dﬁgen es un punto de
equilibrio del sistema; el jacobiano en el punto de equilibrio tiene traza nula y

determinante positivo, por tanto el origen es un centro.
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Teniendo en cuenta que en el sistema de ecuaciones diferenciales resultante
que define a la variedad central (1.2.16) las dos ecuaciones son conjugadas una de la
otra, ya que x, y x, son complejos conjugados, es posible reducir el sistema a una
sola ecuacion. Sea por tanto x, = x + yi, y, = x -yi; A, =m+ ni, A, = m - ni; por

lo que la primera de las ecuaciones del sistema (1.2.16) resulta

c?
Xepi = \[gi(x+yi)+—3—2-(mmi) (x-yi)®

Identificando ahora parte real y parte imaginaria se obtiene el sistema de
ecuaciones diferenciales real

2

%= -3y 2’ [mx(x™3y*)-ny p*-3x7)]
P« fbxe—=[nx(x™3yNemy(y*3x )]

en su forma matricial

(x] 0 —\/:S_ (x] C; mx % 3nx2y-3mxy-ny?

3 \nx*3mx?%-3nxyimy?

x C:
L y "3 g(x,y)

El sistema dinamico asi descrito se dice que esta en su forma normal. Las
propiedades de estabilidad de las orbitas cerradas dependen de los términos no
lineales de g(x,y), ya que en la bifurcacion de Hopf las partes reales de los

autovalores de la matriz jacobiana en el punto de bifurcacion son nulas. Es posible
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demostrar (Guckenheimer y Holmes, 1983), que la estabilidad del ciclo limite
depende de las derivadas de tercer orden de la funcion no lineal g(x,y). Considerando

la expresion

1

16y/8

1 1 1 2 2 24 1 2 1 2
(8,(8o8y) 858 8))- B8 £,,8,y)

1 1 1 2 2
X - -*l—;—-(gm+gw+gm+gm) *

con g(x.y) = (g'(x.y).27(x.»))" y donde los subindices denotan las derivadas
parciales con respecto a los argumentos x e y, respectivamente. El ciclo limite es

estable si X < Oeinestablesi X > 0. Siendo

g'(xy) = mxs*3hx2y—3}ﬁxy2-ny’
82(35,}’) = nx3-3mx2y—3nxy2+my3

las derivadas parciales son
g, = 6(mxemy); g,', = 6(mx-my); g,; = -6(mx+ny)

g, = 6(m-my); g = -6(mx+ny); g, = -6(me-my)

g, - 6m;g;;,y= -6m; g:‘y= —6m;‘g;w= 6m

de donde se deduce que X - 0 y por tanto el criterio no nos permite asegurar la
estabilidad de las rbitas, no obstante las simulaciones nimericas que hemos realizado

(Figura 1.31) nos mucstran la cstabilidad dc las mismas.
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1.2.5. Estudio del Casot-> 0

El modelo dinamico que estamos considerando permite oscilaciones en las
cuatro variables estado. Es interesante investigar qué ocurre en el sistema cuando el
coeficiente de ajuste (1/&) es muy grande. Esta suposicion se justifica en los mercados
bien organizados, como son los mercados de valoreé? que disponen de un flujo de
informacion continua y que reaccionan mucho mas répidameﬁte al desequilii)rio que
otros. La principal consecuencia de esta suposicion reside en el hecho de que la

dimension efectiva del sistema puede ser reducida con este procedimiento.

Si el tiempo de retardo en la formacién de expectativas chartista tiende a cero,

las ecuaciones (1.2.7c) y (1.2.7d) quedan de la forma

a,p k(¥ -¥,)-¥,

p, = a "“fl(‘pz.’wpyg)
n ‘
1.2.17
aypy 2(‘!2"!1)“‘1’2 ; ( )
Py - p = L%, ¥))

22

y sustituyendo en las ecuaciones (1.2.7a) y (1.2.7b) resulta
p 1=T1
P 2=T2
por tanto, el movimiento dinamico esta gobernado por las curvas

p1 = .fl(pza.p.pp‘z)
P, = f;(PpI’pﬁz)
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obteniendo dos ecuaciones de movimiento para las variables estado p, y p,.

Operando ahora en las ecuaciones (1.2.17), resulta

022[k1(w 1"Y2)' ¥ 1]"“12[k2(T2"‘P1)" 11'2]
‘ A

1

(1.2.18)
_ £y(F -F)-¥ ]+a,[k(F,-F,)-¥ ]

A

Centraremos el estudio en la primera de las ecuaciones (1.2:18). De esta forma
vamos a analizar el compdrtamiento del precio del primer activo cuando estan
interactuando las expectativas chartistas sobre el precio de los dos activos
conjuntamente. Este andlisis resultaria similar, por la estructura de las ecuaciones
(1.2.18), en caso de haberse elegido la segunda de las ecuaciones. Teniehdo en cuenta
las expresiones analiticas de las funciones k, y k, . deducidas de (1.2.8), y la relacion
que existe entre ellas: k, = (- b,/ b, ) k, , podemos expresar la primera de las

ecuaciones de (1.2.18) de la forma

) (@yb,-a,b )k (¥ -¥,))-b,(a,, ¥ +a,¥ )
Ab,

\ (1.2.19)

cuya representacion grafica, considerando los coeficientes a;<1l,y b>1,ij=1,2se

ilustra en la Figura 1.32. En este caso el origen es inestable. |
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Figura 1.32

Todo el movimiento fluye a lo largo de la variedad descrita por la Figura 1.32.

Si seccionamos la variedad por el plano ¥, = —'¥,, se obtiene la curva

(@, b.-a_ b )k (2%.)-b (a,-a.,)¥®
L 271 1272771 1 1V22 712 1 - F(T 1)' (1.2.20)
Ab,
que por ser a,>a,,, el coeficiente de k, (2¥)) es positivo, y el coeficiente de ¥, es
negativo, por tanto es creciente en el origen y tiene un maximo y un minimo. Con el
objeto de calcular éstos valores y sin pérdida de generalidad supondremos b, =b,.

La ecuacion (1.2.20) toma la forma

("22'“12)

P, - —T—[kl(ﬂ’,)—‘l’,] = F (¥) (1.2.21)
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por tanto

F'(T) - ffﬂ;-ﬁl)-[zk',(zwl)-l]

se observa que la funcién es creciente en el origen ya que k', (0) = b, > 1. Los puntos

criticos seran entonces las soluciones de la ecuacion 2k’ (2¥,)=1, esto es

v . .}‘.Ln[(4b1—l)i2,/2b1(2b151)] (1.2.22)

que constituyen el minimo A y el maximo C de la funcién F, de la Figura 1.33.

Fl(‘l'1) 4—1 P,

Figura »I.33

ElI Ciclo Limite Rapido-Lento

Observamos en la Figura 1.33 que el movimiento de una trayectoria particular

sobre el plano (¥, p,), enel caso b, > 1, se concentra a lo largo de la curva F, (¥)),
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siendo el origen inestable. Todo el movimiento fluye hacia los puntos A y C de la
curva pero el movimiento no es estacionario porque no son puntos de equilibrio. Si
consideramos un punto inicial I cualquiera, cuando t —> 0, la variable ¥, se mueve
a una gran velocidad (¥ y~*) Y casi horizontalmente (el movimiento es horizontal ¢
instantaneo cuando 1 =0) haciala curva F, (¥,). La trayectoria se mueve lentamente
hacia el punto A, desde el cual salta horizontalmente y otra vez auna gran velocidad
hacia la otra rama de la curva F, (‘). desde donde se desplaza hacia el maximo C,
reiniciandose otra vez el mismo movimiento. Esto da lugar a un ciclo limite ABCD
llamado rapido- lento por tener ambas dinamicas en la misma 6rbita. La amplitud del

ciclo viene dada por los valores maximo y minimo de la curva indicados en la

expresion (1.2.22).

Con el fin de obtener una idea del posible movimiento que se produce sobre
la variedad obtenida de la ecuacion (1.2.19), observamos que la variedad es creciente
en el origen y simétrica respecto del plano W, = —\¥,, conteniendo a una recta de
maximos y a una recta de minimos, siendo el origen el inico punto de equilibro. Si
b<1 el movimiento seria a lo largo de la varicdad hacia cl origen, que en este caso es
estable. La dinamica resulta mas interesante en el caso b>1, todo el movimiento fluye
hacia la variedad y desde alli hacia la linea de maximos y la linea de minimos, pero el
movimiento no puede estacionarse en ninguno de los puntos de dichas lineas ya que
éstos no son puntos de equilibrio. Es necesario imponer alguna hipotesis de salto para
que los puntos que se encuentren en la linea de maximos pasen desde alli hasta la otra
cara de la variedad desde donde caeran hasta la linea de minimos, volviendo a saltar

de nuevo hacia la otra parte de la variedad y asi sucesivamente.

En la Figura 1.34, y para el caso particular 1—> 0, se observa que dado.un

punto inicial I el movimiento fluye muy rapidamente hasta la variedad, y desde alli la
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trayectoria se desplaza hasta que encuentra un méaximo C de la linea de maximos de
la variedad. El movimiento no puede estacionarse en C ni desplazarse hacia el origen
que es inestable. De esta forma y bajo la influencia de las ecuaciones (1.2.7c,d),
cuando t —> 0, ocurre que ¥ ~= y ¥ -+ por tanto, la trayectoria salta muy
rapidamente hacia la otfa cara de la variedad encontrando un punto D de la misma y
desplazandose lentamente por la variedad hasta que encuentra un minimo A de la linea
de minimos. De la misma forma, la trayectoria, al no pode;' estacionarse en A ni
tampoco dirigirse hacia el origen que la repele, vuelve a saltar por debajo de la
variedad hasta encontrar un punto B de la misma, para seguidamente desplazarse
lentamente por la variedad y encontrar un punto C de la linea de maximos, por lo que

el movimiento vuelve a repetirse.

Figura 1.34

El Ciclo Limite Répido-Lento en Tres Dimensiones
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Estos resultados estan avalados por las simulaciones numéricas que hemos
realizado cuando el tiempo de respuesta chartista es muy bajo, concretamente para el
valor 1= 01, y que se muestran en las Figuras 1.35 y 1.36. En la parte superior de la
Figura 1.35 podemos observar el ciclo limite rapido-lento cuando actta el precio del
primer activo p, frente a la expectativa chartista del primer activo ¥, (cuya dinamica
hemos explicado con la Figura 1.33). En las graficas inferiores se indican las
trayectorias temporales de p, y ¥, respectivamente; se observa como la trayectoria
del precio muestra cambios abruptos mientras que a lo largo de toda la trayectoria de

la expectativa chartista se van produciendo saltos.

2 0 05 1 15 2
Psit
1 2
\‘ 1
05 1-\\ \ ‘\\ \.\ \ \ \
VY
0{ ot i §l ;
P
YR
05 -1 AR V e[l /
H
0500 1000 1500 2000 20 500 1000 1500 2000
p1 Psi1
Figura 1.35

En la figura superior se observa el ciclo limite rapido-lento para el primer activo.
En las figuras inferiores se muestran sus trayectorias temporales. = .01, n = 2000 iteraciones.
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En la parte izquierda de la Figura 1 36 se muestra, en las mismas condiciones
en que se ha realizado la simulacion previa, el cicld limite rapido-lento cuando actia
el precio del primer activo frente a las dos expectativas chartistas. En los tres graficos
de la parte derecha estan las trayectorias temporales del precio y de ambas

expectativas chartistas que muestran la caracteristica similar de venir determinadas por
saltos bruscos.

\ \/\./\ AN

0

'1 1000 1500 2000
pi

2 1000 1500 2000
Psi1 -

5

°VWW\)\M

55

1000 1500 2000
Psi2

Figura 1.36
Simulacion del Ciclo Limite Rapido-Lento en Tres Dimensiones.

En los grdficos de la derecha se muestran las trayectorias temporales del precio del primer activo 'y
' de las expectativas chartistas de los dos activos considerados. v = .01, n = 2000 iteraciones.
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1.2.6. Discretizacién del Modelo: Aparicién del Movimiento Caético

El anilisis del modelo especulativo en tiempo continuo cuando actuan dos
activos ha revelado un comportamiento similar al deducido por Chiarella (1992)
cuando s6lo actua un activo. El modelo de fundamentalistas y chartistas presénta una
convergencia hacia el precio de equilibrio intertemporal walrasiano (el equilibrio es
local y asintéticamente estable) y muestra también fluctuaciones de ciclo limite
alrededor del precio de equilibrio (el equilibrio es local y asint6ticamente inestable).
En esta seccion vamos a discretizar el modelo continuo de cuatro ecuaciones con el
fin de detectar la posibilidad de que la interaccion dinamica de fundamentalistas y

chartistas, cuando actiian dos activos, presente también un comportamiento cadtico.

Discretizamos por tanto el sistema de ecuaciones (1.2.7) haciendo

Bi= Pina-Piys o= ¥ ¥y, 112

Purr =(1-ay) Pyt anpy, + ki (Fyo- ¥y )  (12.23a)
Poir1 =2y Py, +(1- azz)pl‘ + k, (¥, - ¥,,) : (1.2.23b)
W e =-ayptappyt (t-1) ¥, +k (P, - o) (1.2.23¢)
W1 = ayPyy ~anpyt (- 1)WY, +k (¥, - ¥yy) (1.2.23d)

donde las funciones k, y k, son las descritas por las expresiones (1.2.8). Aceptando
el hecho (ya comprobado en la discretizacion del sistema de dos ecuaciones) que el
rango de pardmetros donde ¢l comportamiento se vuelve caotico resulta ser cuando
los parametros de impacto fundamentalista son pequefios: a;; < 1, i,j=1,2; los
parametros de impacto chartista son grandes: b; > 1, i=1,2; y cuando el tiempo de
respuesta chartista tiénde acero:t—>0, hemoé realizado con el sistema discreto

algunas simulaciones que nos avalen esta tesis.
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Dada la estructura de las ecuaciones (1.2.23), nuestro estudio esta basado en
analizar el comportamiento del activo 1 dado que el segundo de los activos tendria
una estructura similar. Los valores de los parametros para laslprimeras simulaciones
realizadas son a;, = .6; a,, = .2; a,, = 4; a5, = .7, b, = 1.2; b, = 1.7, haciendo variar

el parametro 1.

0
Psi1 05 -05  pgp

2 T ey
] |

0 ; 5 05 A !
psit -1 -05  pgo 0 50 100
Ciclo limite
2 . S,
2 L R
Y 3T 0 ° 2
Psi1 - Psi? 0 50 100 150 200
: Periodo 4 .
Figura 1.37

La primera columna muestra el comportamiento del primer activo cuando estdn interactuando las

expectativas chartistas de los dos activos conjuntamente. La segunda columna indica la trayectoria

temporal del precio del primer activo. De arriba a abajo, el tiempo de respuesta chartista toma los
valores t=33, 25y .7
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Asi, en la primera columna de la Figura 1.37 se observa como varia el espacio
de fase del precio del primer activo cuando estan interactuando las expectativas
chartistas de los dos activos conjuntamente. La segunda columna muestra la
trayectoria temporal del precio del primer activo a medida que el tiempo de retardo
disminuye. Para un valor de T = 3.3, la trayectoria converge hacia el precio de
equilibrio. Si disminuye el valor del tiempo de respuesta chartista T = 2.5, aparecen
fluctuaciones de ciclo limite alrededor del precio de equilibrio. Si seguimos bajando
7, la trayectoria se vuelve periddica con ciclos de periodo arbitrario. Pero lo Elue mas
perdura son trayectorias de periodo cuatro, como sé muestra en la Gltima fila de la

Figura 1.37.

Las observaciones se vuelven mas interesantes cuando los parametros que
miden la respucsta fundamentalista son muy pequefios: a;; << 1, i,j = 1,2; tal y como
ocurre en el modelo discreto cuando s6lo interviene un activo. En las simulaciones
succsivas: a;; =.06; a;; = .02;' a; =.04; a,, = .07; b, = 1.2; b, ~ 1.7. En este caso, y
cuando disminuye el tiempo de retardo, el fnodelo pasa de ser estable a fluctuar
alrededor del precio de equilibrio. A medida que 1 sigue disminuyendo, el ciclo limite
se convierte en un ciclo rapido-lento, permaneciendo todas las prdpiedades que
caracterizan a los mismos. Por ultimo, el sistema se vuelve cadtico concentrandose

en un atractor extrafo.
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En la Figura 1.38 se observa que el ciclo limite se vuelve del tipo rapido-lento
para T = .9. La trayectoria temporal del precio tiene la caracteristica de poseer
cambios abruptos en su estructura, mientras que las trayectorias temporales de las

expectativas chartistas con respecto al precio de los dos activos, ¥, y 'V, presentan
grandes saltos.

‘IU/| o v { ‘ ,‘
8 =
6 % 0 200 300
4
2
a0 =
2 a
4
-6
VMY
o 100 200 300

Figura 1.38

El Ciclo Limite Rdpido-Lento en el Modelo Discreto cuando 7=.9
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Si seguimos disminuyendo el valor de t, el precio del activo sigue
manteniendo una estructura similar, pero las trayeCtorias de ¥, y ¥, se vuelven
cadticas. La Figura 1.39 muesfra en la fila superior la trayectoria temporal del precio
del primer activo y su correspondiente espacio de fase cuando T = .5; la segunda fila

presenta el mismo analisis para la expectativa chartista ¥, , con respecto al primer

activo.

10 : : 10
5.
o} . I

5t

10 : 300 Mo 0 5 o
. Espacio de Fase p1

Psi1

300 -4

Espacio de Fase Psi1

Figura 1.39
Andlisis de la trayectoria temporal del precio del primer activo )

y de la expectativa chartista ¥, con sus correspondientes espacios de fase
cuando el tiempo de respuesta chartista es pequefio T=.5
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Si consideramos primero el precio del activo 1 frente a la expectativa chartista
del activo 1, observamos en la Figura 1.40 el comportamiento del sistema para el

primero de los activos (el segundo muestra un comportamiento similar).
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__,_,.‘.,‘ o2 - *‘S\ 1
__'._-1‘ \
2k '{:’. { Y i
-“’.g__‘.“'" . Lol ‘P-ﬁ"’\
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‘s?\m__ﬁ A \ - habade N Rl e,
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'6 " k ‘ amén!-. m- . .1
s womeens

-8 1 3 ! 1 1

3 2 -1 0 1 2 3

Psi1
Figura 1.40

Atractor Cadtico del Sistema Abara el Activo 1. (n = 10.000 iteraciones)

La Figura 1.41 muestra el atractor cadtico cuando estan interactuando el
precio del primer activo frente a las expectativas chartistas de los dos activos
conjuntamente. En la Figura 1.42 podemos observar la formacion del atractor cuando

aumenta el nimero de iteraciones.
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PS” 5 -3 Psi?
Figura 1.41

_ Atractor Extraiio cuando estan interactuando el precio del primer activo frente
a las expectativas chartistas de los dos activos conjuntamente. (n = 10.000 iteraciones)
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Figura 1.41

Formacion del Atractor Cadtico en Tres Dimensiones’
cuando el niimero de iteraciones aumenta, n = 100, 500, 1000y 2000 respectivamente
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1.2.7. A Modo de Sintesis

Al aumentar la dimension en el modelo especulativo en tiempo continuo de
fundamentalistas y chartistas [Ecuaciones (1.2.7)], considerando un mercado con dos’
activos, no se modifica la dindmica que Chiarella (1992) obtenia para el caso de un solo

activo. En este sentido, la generalizacion del modelo continuo a diversos activos no

enriquece esencialmente la dinamica original.

El modelo continuo con dos activos presenta una convergencia hacia el precio de
equilibrio intertemporal walrasiano, revelando también comportamientos de ciclos limites
en tres dimensiones alrededor del cquilibrio cuando cstén interactuando el precio de un |
activo y las expectativas chartistas de todos los activos conjuntamente. Esto indica la
posibilidad del movimiento de los precios fuera del equilibrio, apareciendo posibles burbujas
especulativas cuando la influencia de la demanda chartista es mayor que la demanda

fundamentalista, y cuando los chartistas tevisan sus estimaciones de la tendencia del precio

a gran velocidad.

En los mercados eficientes, la nueva informacion se absorbe rapidamente y es
comprendida de forma inmediata por los agentes de modo que se incorpora casi
instantaneamente a los precios del mercado. En nuestro modelo continuo con dos activos,
" en la medida en que la velocidad de ajuste de las expectativas chartistas sea muy rapida, se
abre la posibilidad de que aparezcan comportamientos del tipo variedad rapido-lenta en tres
dimensiones. Este tipo de dinamica se caracteriza por saltos muy abruptos, tanto en el -
comportamiento de los precios del mercado como en las expectativas de los agentes. La
dinamica de la variedad rapido-lenta parece por tanto una buena descripcion de un mercado
real en momentos de incertidumbre y alta volatilidad como los ocurridos en octubre de 1929

o en octubre de 1987. Es de resaltar que las variaciones abruptas y la alta inestabilidad se
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deben a factores puramente especulativos y por tanto propiamente intrinsecos del mercado,

como son la velocidad de ajuste y formacion de expectativas.

No hemos detectado comportamiento cadtico en el modelo continuo con dos
activos. Sin embargo, al discretizar el sistema, nuestras simulaciones nos han permitido
observar la presencia de caos determinista, concentrandose la trayectoria en un nuevo

atractor extrafio en el espacio tridimensional obtenido a partir del precio de cada activo

frente a las dos expectativas chartistas.
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Capitulo 2



CAPITULO 2

CONTRASTACIONES EMPIRICAS

2.1. Introduccién

En este capitulo pretendemos contrastar empiricamente la actividad chartista

y sus efectos dentro de los mercados financieros.

El chartismo o analisis técnico, cdmo forma de especulacion, parte como
premisa basica de la existencia de diversos procesos de memoria dentro de las series
financieras. La teoria de Dow éonsidera tres tipos de movimientos o tendencias en las
cotizaciones bursatiles. El primero con una duraciéon aproximada entre nueve y
dieciocho meses, el segundo entre una y ocho semanas y por ltimo, movimientos
diarios fruto de la oferta y la demanda que se superponen a los anteriores. Los
chartistas han ido igualmente, a lo largo de su historia, formulando multitud de reglas
de mercado basadas en el comportamiento de las cotizaciones de periodos anteriores.
El empleo de reglas chartistas abre, pretendidamente, la posibilidad de obtener

rendimientos superiores a los normales en las inversiones.
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El conjunto de reglas chartistas apunta hacia una doble hipétesis sobre las
series temporales de precios en los mercados ﬁnancieros,v Por un lado, en las
cotizaciones se mezclan diversos procesos de memoria a largo aplazo que darian lugar
ala existencia de algiin tipo de comportamiento ciclico; por otro, persisten diversos

patrones de comportamiento, predecibles a corto plazo, en las citadas series

temporales.

Intentaremos contrastar la presencia de procesos de memoria a largo plazo
por medio del Analisis de Fourier. Como la utilizacion de estas técnicas espectrales
solo revelan la presencia de ciclos periddicos dentro de las series, emplearemos
también otro procedimiento conocido como analisis de rango reescalado (R/S) que

posibilita la deteccion de ciclos no periddicos (Hurst, 195 1);

Para contrastar la existencia de patrones de comportamiento emplearemos un
procedimiento estadistico, tipicamente no lineal: el test BDS (Brock, Dechet y
~ Scheinkman, 1987). Igualmente estudiaremos la posibilidad de realizar predicciones,
a corto plazo, sobre las series financieras por medio de predictores empleados

habitualmente en las series generadas por procesos deterministas caodticos
(Fernandez-Rodriguez, 1092).

2.2. Espectros de Fourier

El Analisis Espectral se ha revelado como una herramienta particularmente
util para investigar el comportamiento periodico con pocas frecuencias en sistemas
dindmicos de alta dimension. El objetivo es tratar de descubrir componentes

periodicas en una serie temporal expresando los datos como una combinacion lineal
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de funciones trigonométricas. Los picos en el espectro de potencias resultante son

considerados como evidencia de comportamientro ciclico de la serie temporal
analizada.

Granger (1966) fue el primero en intentar aplicar el analisis espectral a las
series de mercados financieros. Buscando con ello alguna evidencia de
comportamiento ciclico, identifico la forma tipica del especiro dé potencias de una
serie econdmica discutiendo sus implicaciones. Granger y Hudghes (1971)
encontraron un pico en la frecuencia de un ciclo de 13 afios cuando analizaron la serie
del indice de precios anuales del trigo. La serie que disponian cubria un periodo de
369 afios, que es muy superior a la longitud de la mayoria de las conocidas en

economia, a excepcion de las series financieras.

Chatﬁeld (1974) intent6 nuevamente aplicar el analisis espectral a series de
precios de mercado. Sus resultados fueron poco concluyentes pues las series
resultaban demasiado cortas y las variaciones estacionales demasiado largas para dar
resultados Utiles mediante el anélisis espectral. En sus conclusiones, Chatfield (1980)

observa que series temporales de forma muy irregular pueden obtenerse como suma

de senoides de diferentes frecuencias y amplitudes.

Si partimos de una serie temporal x(t),.podemo's considerar la representacion
en el dominio de frecuencias X(), donde las unidades de ® vienen dadas por
1/tiempo. En définitiva, X(w) es la Transformada de Fourier de la serie temporal
original. Por otra parte, x(t) puede ser considerada como la Transformada Inversa

de Fourier de X(o). Asi:
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X(w) - f“x (D e ™t

-

x(f) = f;‘X(m)e it iy

Un hecho importante proporcionado por el Teorema de Parseval es que el

cuadrado de la amplitud, llamado usualmente potencia, es invariante bajo estas

transformaciones. Esto es, verifica

[Tlx@Pd - ["Ix@)do

donde 1a primera parte de 1a igualdad indica la varianza total y la segunda expresa la
potencia. El objetivo del Analisis Espectral es determinar la fraccion de la varianza

total explicada por las frecuencias en algan intervalo [@, o + do].

Esta teoria puede trasladarse de forma inmediata al caso discreto para

aplicarla a las series temporales

Dada una serie temporal x;, j=1, ..., n de una Unica variable observada en

instantes equidistantes del tiempo, la transformada de Fourier de la serie x; se define

x.e UM Eo1n

xk= J

n
-1

fl-
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siendo i* = - 1. La transformada de Fourier inversa x; es ahora periodica x; =X,

1 - =, -2nifkin
X, = — Exke A S PO

\/; k-1

Considerando la Funcion de Autocorrelacion definida como

siendo m el retardo entre los valores correlados; si aplicamos la transformada de

Fourier y sustituimos el valor de x; , la expresion anterior se transforma

.-~ % 15,,|’eos(——2"n"’"]

n ia

cuya inversa (Bergé, Pomeau y Vidal, 1986) es

|5E|,|2 1 v *,.009( 21tmk)
n n

m-1
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de esta forma, la funcién . |%,|? es proporcional a la transformada de Fourier de la

funcion de autocorrelacion. El grafico de |x,|%, que usualmente se indica como I(w),

frente a la frecuencia ® = 2n / n, se le denomina Espectro de Potencia.

Un espectro de potencia puede ser considerado como la contribucion de cada
frecuencia al movimiento total de la serie temporal. Por ejemplo, si existe una
componente no periddica en una serie dada, el espectro de potencia sera una curva
monotona suave con un pico en el origen (dependiendo del procedimiento estadistico
particular la pendiente de la curva podra ser diferente). Si existen frecuencias para las
cuales los valores de I(®) son significativamente mas altos que otros, el analisis
espectral indica la existencia de comportamiento periddico. La interpretacion de los

picos dependera del concepto temporal que se tome como base.

Cuando el sistema dinamico viene formulado en tiempo continuo, un Gnico
pico en el espectro de potencia equivale a la existencia de una tinica brbita cerrada
con la frecuencia correspondiente. Un espectro de potericia con varids picos
distinguibles indica la existencia de comportamiento cuasi-peridédico. Los picos
dominantes indican las frecuencias inconmesurables basicas del movimiento, mientras

que los picos menores son combinaciones lineales de las frecuencias basicas.

Si ¢l sistema viene dado en tiempo discreto, un tnico pico corresponde a un
ciclo de periodo 2, la aparicion de dos picos adicionales, uno a la derecha y otro a la
izquierda del primer pico, corresponde a un ciclo de periodo 4; generalizando esta
idea, n picos corresponderan a un ciclo de periodo n+1. Un atractor en forma de ciclo
limite presentara un espectro de potencias de funciones delta con pequefios
ensanchamientos en sus bases debidos al caracter discreto de los datos. Si se presenta

un continuo de picos se dice que el espectro de potencia refleja un espectro de banda
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ancha, el movimiento puede ser aleatorio o cadtico para los dos conceptos
temporales. El espectro de potencias de un atractor. extrafio contiene claros picos

agudos y bandas anchas. A medida qué un atractor adquiere mas complejidad, su

espectro contiene picos menos pronunciados.

A modo de ejemplo, en la Figura 2.1 se puede observar la trayectoria de una
serie temporal que contiene 1000 observaciones, y que hemos muestreado a partir de
la funcion X, = sen 2mt/100+sen 67t/100+sen 107t/100. En esta serie se advierten
ciclos periddicos en su estructura. El analisis de su espectro de Fourier realizado en

la Figura 2.2 indica claramente la existencia de tres ciclos de frecuencias 1/100, 3/100
y 5/100.

T.a trayectoria temporal de la serie de 2000 observaciones muestreada a partir
de la variable x en el atractor de Lorenz esta representada en la Figura 2.3. El
espectro de Fourier de la serie diferenciada se muestra en la Figufa 2 4, donde se
observa la existencia de un pico dominante de baja frecuencia y una serie de picos

menores que son combinaciones lineales de la frecuencia basica.

La Figura 2.5 muestra la trayectoria temporal del precio del modelo
especulativo en tiempo discreto que hemos desarrollado, en elvrango de parametros
donde hemos demostrado que el comportamiento del sistema es cadtico (Cap.1
Secc.1.1.). Su espectro de Fourier para la serie una vez se ha tomado primeras
diferencias se representa en la Figura 2.6, donde se observa la existencia de picos

adicionales en las bajas frecuencias alrededor de un pico mas dominante.
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Figura 2.1

Trayectoria Temporal de la Serie X, = sen2 /100 + sen6z/100 + senl0nt/100
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Figura 2.2

Espectro de Fourier de la Serie X, = sen2nt/100 + sen6/100 + senl0x/100
donde se observan tres picos distinguibles con las frecuencias 1/100, 3/100y 5/100
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Figura 2.3
Trayectoria Temporal de la Serie de Lorenz
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Espectro de Potencia de la Serie de Lorenz. Los picos dominantes indican las
[recuencias inconmesurables bdsicas del movimiento, mientras que los picos menores
son combinaciones lineales de las frecuencias bdsicas
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Trayectoria Temporal de la Serie Precio Generada por el Modelo Discreto
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Espectro de Potencia de la Serie Precio
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También generamos la trayectoria temporal de la expectativa chartista en el
modelo especulativo discreto para ese mismo rango de parametros. Su grafica se
muestra en la Figura 2.7, y el espectro de Fourier de la serie diferenciada esta

representado en la Figura 2.8.
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Figura 2.7
Trayectoria Temporal de la Expectativa Chartista Generada por el Modelo Discreto
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Figura 2.8
Espectro de Fourier de la Expectativa Chartista donde se observa un espectro de
banda ancha que decae hacia las bajas frecuencias
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Scheinkman y Le Baron (1987) son los autores de un sencillo procedimiento
destinado a diagnosticar el caos y distinguirlo del ruidd blanco. Consiste en una
técnica de barajado o randomizado que trata la serie original como una urna en la
que se toman mﬁestras aleatorias sin reemplazamiento, creando de este modo una
serie aleatorizada de la misma longitud que la anterior. Si la serie original fuese
cadtica, el tratamiento introducido destruiria su coherencia y haria crecer su
dimensionalidad. Nosotros hemos aplicado este procedimiento a la serie de Lorenz,
su espectro de potencia, una vez se ha aplicado primeras diferencias, esta reflejado

en la Figura 2.9 donde se observa, en comparacion con la Figura 2.4, la no existencia

de picos dominantes.
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Figura 2.9

Espectro de Potencia de la Serie de Lorenz Randomizada.
La Técnica de Randomizado destruye su coherenciay hace crecer su dimensionalidad
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Como caracter representativo, la Figura 2.10 muestra la trayectoria temporal
del Indice General de la Bolsa de Madrid. Su Espectro de Fourier, una vez tomadas

diferencias logaritmicas, se muestra en la Figura 2.11.
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‘ Figura 2.10
Trayectoria Temporal del Indice General de la Bolsa de Madrid
datos diarios durante el periodo Enero-1966 a Julio-1992
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Espectro de Fourier de la Serie del Indice General de la Bolsa de Madrid
donde se observa un espectro de banda ancha sin picos distinguibles
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También mostramos la serie temporal del tipo de cambio Peseta-Marco en

la Figura 2.12, con su correspondiente Espectro de Potencia en la Figura 2.13.
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Figura 2.12
Trayectoria Temporal de la Serie de Tipo de Cambio Peseta-Marco
datos diarios durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995
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Figura 2.13
Espectro de Potencia de la Serie de Tipo de Cambio Peseta-Marco
donde se observa un espectro de banda ancha sin picos distinguibles
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Los espectros de potencias obtenidos en estos ejemplos muestran que el
analisis de Fourier no puede diferenciar el comportamiento cadtico del aleatorio,
incluso le es imposible discriminar entre el compo’rtarfﬁenéo cadtico y el cuasi-
periddico. El analisis de Fourier es incapaz de discernir, en determinadas series
econénﬁcas, la presencia de caos determinista de otras explicaciones estocasticas
alternativas, debido a que la mayoria de los espectros de dichas series presentan la
tipica forma consistente en un espectro de banda ancha que decae hacia las bajas
frecuencias (Granger, 1987). Esta caracteristica espectral se detecta no solo en el
caos determinista, sino también es compatible con un proceso estocastico altamente

persistente que posee una raiz unitaria en su ecuacion caracteristica (Brock y Dechert,
1989).

En las siguientes secciones presentamos otros contrastes estadisticos que
podran proporcionar soluciones mas definitivas sobre el reconocimiento de patrones

subyacentes, ciclos no periadicos y procesos de memoria a largo plazo en una serie

temporal.
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2.3. Estadistico BDS

Una de las hipotesis mas frecuentemente consideradas sobre las series
financieras es que los precios siguen un camino aleatorio. Los estudios tradicionales
para observar dependencias no lineales en las series financieras se planteaban a través
de contrastes de autocorrelacion y contrastes espectrales, de tal forma que la ausencia
de dependencia lineal se entendia coma justificacion del mantenimiento de la hipotesis
de independiente e idéntica distribucion. Una via utilizada actualmente para el rechazo
de la hipdtesis de que las rentabilidades de los activos o los tipos de cambio son
variables independientes e idénticamente distribuidas, puede poherse de manifiesto

a través de la aplicacion del estadistico BDS sobre las series originales.

Es posible contrastar, por tanto, la presencia de caos determinista, o
comportamiento no lineal en general en una serie temporal por medio del test B.D.S.
de Brock, Dechet y Scheinkman (1987), cuyos conceptos basicos exponemos a

continuacion.

Sea {x,, ..... ,X,} una serie finita de observaciones escalares que supondremos
estacivnaria. El concepto de Espacio de Fases asociado a la serie temporal permite
examinar fa evolucion de los patrones de comportamiento dentro de la serie
(Schuster, 1988). En este esquema, los segmentos formados pdr d términos
consecutivos de la serie temporal se consideran puntos de un espacio vectorial real
cuya dimension es denominada Dimension de Inmersion (DI=d). Tales puntos,

llamados d-historias, se denotaran a partir de ahora como



El conjunto de todas las d-historias es considerado como el espacio de fases
de un sistema dinimico d-dimensional, definido por la serie temporal, y reflejara sus

propiedades. El espacio d-dimensional R? se denomina entonces espacio de fases de

la serie temporal.

El paradigma ca6tico establece que, pese a la apariencia ruidosa de la serie
original, un ajuste correcto de la dimensién de inmersi6n daria lugar a una compleja
configuracion en el espacio de fases conocida como un atractor extrafio. Estos
atractores, lejos de estar formados por puntos distribuidos al azar, tienen

caracteristicas geométricas y dinamicas deterministas (Schuster, 1988).

El desarrollo basico del test BDS se fundamenta en el concepto de
Correlacion Entera C,(g), que se define como la probabilidad de que dos puntos del

espacio de fases reconstruido se encuentren a una distancia menor que €.
coa g d _d . . 2
C (&) = v{iN/|x, -x; | <e, d<ijs<n, i*j}y/(ng-n,)

donde n; = n - (d - 1) es el namero de d-historias que pueden considerarse en la

muestra de tamafio n y v representa el nimero de elementos del conjunto.

El test BDS contrasta la existencia de estructuras potencialmente predecibles
dentro de la serie temporal. Si dicha serie es un ruido blanco, la proximidad de dos
patrones en una determinada dimensiéon no condiciona la proximidad de dichos

patrones en una dimension superior, por lo que
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Timn Cd(e)=Cl(s)d con probabilided 1

n+w

Brock, Dechet y Scheinkman (1987) demuestran que, bajo la hipotesis nula de ruido
blanco para la serie temporal, la serie | C,(e)-C, (¢)*|n ' tiene media cero y esta
normalmente distribuida. Llamando s, (€) a la desviacion tipica de las correlaciones

enteras, el estadistico BDS, representado usualmente por w, estara también

normalmente distribuido

|C (2)-C ()| n'™

s,(8)

w,(e) -

cuando w > 1.96, podemos rechazar con un 95% de confianza la hipétesis nula de

ruido blanco (Brock, Hsieh and Lebaron, 1992).

Este estadistico es robusto frente a una gran variedad de no linealidades sin
que se precise de una formulacion especifica del comportamiento subyacente en la
serie temporal, bien sea estocastico o determinista. La aplicacion del estadistico BDS
supone por tanto disponer de un nimero de datos relativamente grandes, ya que
series con una longitud inferior a unas 500 observaciones representaria una

aproximacién poco representativa de su distribucion muestral (Blasco y Santamaria,
1995).

Nosotros hemos aplicado este estadistico a series spot de tipos de cambio y
a scries financicras de activos de 5000 datos aproximadamente. La eleccion de la
dimension de inmersion "m" sugerida por los autores del test es que verifique

T/m2 200, siendo T el tamafio total de la muestra. Por tanto, segun el tamafio de
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nuestras series, las dimensiones de inmersion estarian bien representadas tomandolas
de 2 a 10. Otra cuestion a dilucidar es la eleccion de € o rango de distancias. Nuestro
criterio ha sido tomarlo igual o muy proximo a la desviaciérhl tipica dividida por el
rango de cada serie, ya que variaciones pequefias de € no son _claramehte significativas
en el calculo del BDS.

En la Tablas 2.1-2.6 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el
estadistico BDS a distintas series spot de Tipos de Cambio con datos diarios desde
el 1-1-74 al 18-4-95. En la Tablas 2.7-2.8 se aplica el estadistico al Indice General de
la Bolsa de Madrid con datos diarios del 1-1-66 al 30-7-92, y al Indice S&P de la
Bolsa de Nueva York con datos diarios durante el periodo 1-1-68 al 30-5-92.
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Tabla 2.1, Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Marco-Libra

Initial Obs : 1, Num Obs : N =4904, SD/Spread = 7.3077E-0002

Epsilon m Cl Cm BDS SD BDS/SD
0.080000 2 7637449 5096572 1.4370E+0000 9.0502E-0002 1.5878E+0001
0.080000 3 7637449 3520565 2.5689E-+0000 1.3001E-0001 1.9759E+0001
0.080000 4 7637449 2513372 3.2511E+0000 1.4000E-0001 2.3222E+0001
0.080000 5 7637449 1840045 3.4882E+0000 1.3198E-0001 2.6429E+0001
0.080000 6 7637449 1380665 3.4537E+0000 1.1514E-0001 2.9995E-+0001
0.080000 7 7637449 1055048 3.2343E+0000 9.5459E-0002 3.3881E+0001
0.080000 8 7637449 818783 2.9231E+0000 7.6338E-0002 3.8292E+0001
0.080000 9 7637449 643141 2.5762E+0000 5.9429E-0002 4.3349E+0001
0.080000 10 7637449 510715 2.2340E+0000 4.5314E-0002 4.9301E-+0001
Tabla 2.2. Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Peseta-Marco

Initial Obs : 1, Num Obs : N = 5322, SD/Spread = 1.9540E-0002 '

Epsilon m Cl Cm BDS SD BDS/SD
0.019500 2 10368407 7889786 1.5467E+0000 8.9260E-0002 1.7328E+0001
0.019500 3 10368407 6169603 3.1651E+0000 1.4738E-0001 2.1476E+0001
0.019500 4 10368407 4912872 4.3633E+0000 1.8232E-0001 . 2.3932E+0001
0.019500 5 10368407 3957209 5.0569E+0000 1.9742E-0001 2.5615E+0001
0.019500 6 10368407 3222098 5.3817E+0000 1.9779E-0001 2.7210E+0001
0.019500 7 10368407 2644426 5.4158E+0000 1.8828E-0001 2.8764E+0001
0.019500 8 10368407 2183720 5.2458E+0000 1.7287E-0001 3.0346E+0001
0.019500 9 10368407 1808531 4.9257E+0000 1.5449E-0001 3.1884E+0001
0.019500 10 10368407 1506875 4.5520E+0000 1.3521E-0001 3.3667E+0001
Tabla 2.3. Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Franco-Marco

Initial Obs : 1, Num Obs : N = 5303, SD/Spread = 4.2632E-0002

Epsilon m Cl Cm BDS SD BDS/SD
0.042600 2 10058781 7898496 3.6482E+0000 1.1181E-0001 3.2629E+0001
0.042600 3 10058781 6489921 6.9669E+0000. 1.8084E-0001 3.8526E+0001
0.042600 4 10058781 5468693 9.2712E+0000 2.1925E-0001 4.2287E+0001
0.042600 5 10058781 4702582 1.0736E+0001 2.3270E-0001 4.6136E+0001
0.042600 6 10058781 4110472 1.1556E+0001 2.2855E-0001 5.0562E+0001
0.042600 7 10058781 3638832 1.1894E+0001 2.1332E-0001 5.5757E+0001
0.042600 8 10058781 3246990 1.1854E+0001 1.9204E-0001 6.1724E+0001
0.042600 9 10058781 2920483 1.1586E+0001 1.6831E-0001 6.8837E+0001
0.042600 10 10058781 2647017 1.1188E-+0001 1.4447E-0001 7.7439E+0001
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Tabla 2.4. Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Lira-Marco

Initial Obs :
Epsilon

0.047800
0.047800
0.047800
0.047800
0.047800
0.047300
0.047800
0.047800
0.047800 1

Tabla 2.5, Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Escudo-Marco

m

2
3
4
5
6
7
8
9
0

Cl

10083605
10083605
10083605
10083605
10083605
10083605
10083605
10083605
10083605

Cm

7740534
6191170
5088566
4264563
3620965
3113126
2706680
2377324
2104818

BDS

3.3078E+0000
6.1408E+0000
8.0700E+0000
9.1808E+0000
9.6363E+0000
9.6756E+0000
9.4523E+0000
9.0735E+0000
8.5986E+0000

1, Num Obs : N=15354, SD/Spread = 4.7870E-0002

SD

1.0902E-0001
1.7344E-0001
2.0682E-0001
2.1550E-0001
2.0857E-0001
1.9147E-0001
1.6955E-0001
1.4615E-0001
1.2339E-0001

Initial Obs : 1, Num Obs : N = 5342, SD/Spread = 2.8784E-0002

Epsilon

0.028700
0.028700
0.028700
0.028700
0.028700
0.028700
0.028700
0.028700
0.028700 1

m

2
3
4
5
6
7
8
9
0

Cl

9902235
9902235
9902235
9902235
9902235
9902235
9902235
9902235
9902235

Cm

7370600
5667731
4453313
3555809
2887556
2368592
1961465
1639061
1378961

BDS

2.5614E+0000
4.6153E+0000
5.8732E-+0000
6.4656E-+0000
6.6439E+0000
6.4846E+0000
6.1330E+0000
5.684GE+0000
5.1868E+0000

SD

9.6870E-0002
1.5187E-0001
1.7845E-0001
1.8354E-0001
1.7469E-0001
1.5799E-0001
1.3782E-0001
1.1704E-0001
9.7336E-0002

Tabla 2.6. Estadistico BDS para el Tipo de Cambio Florin-Marco

Initial Obs :
Epsilon

0.037800 .
0.037800
0.037800
0.037800
0.037800
0.037800
0.037800
0.037800
0.037800 1

SV HWN

m

Cl

9267575
9267575
9267575
9267575
9267575
9267575
9267575
9267575
9267575

ka

7157976
5743028
4744023
4005786
3446244
3004599
2648420
2360947
2127889

BDS -

3.6958E+0000
6.5998E+0000
8.5744E+0000
9.737TE+0000
1.0315E+0001
1.0444E+0001
1.0278E+0001
9.9526E+0000
9.5515E+0000

1, Num Obs : N=5150, SD/Spread = 3.7816E-0002

D

1.0792E-0001
1.7054E-0001
2.0202E-0001
2.0950E-0001
2.0104E-0001
1.8334E-0001
'1.6128E-0001
1.3810E-0001
1.1583E-0001
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BDS/SD

3.0340E+0001
3.5407E+0001
3.9020E+0001
4.2523E+0001
4.6202E+0001
5.0534E+0001
5.5750E+0001
6.2082E+0001
6.9684E+0001

BDS/SD

2.6441E+0001
3.0390E+0001
3.2913E+0001
3.5226E+0001
3.8033E+0001
4.1044E+0001
4.4499E+0001
4 8571E+0001
5.3287E+0001

BDS/SD

3.4245E+0001
3.8698E+0001
4.2443E+0001
4.6481E+0001
5.1306E+0001
5.6966E+0001
6.3727E+0001
7.2066E+0001
8.2462E+0001



Tabla 2.7. Estadistico BDS para el Indice General de la Bdlsa de Madrid

Initial Obs: 1, Num Obs : N = 5605, SD/Spread = 4.8367E-0002

~ Epsilon

0.048000
0.048000
0.048000
0.048000
0.048000
0.048000
0.048000
0.048000
0.048000 1

‘m

2
3
4
5
6
7
8
9
0

Cl

9600431
9600431
9600431
9600431
9600431
9600431
9600431
9600431
9600431

Cm

6675712
4857679
3667264
2834984
2240733
1799899
1465142
1208098

1002662

BDS

3.8583E+0000
6.0707E+0000
7.0448E+0000
7.1408E+0000
6.7913E+0000
6.2073E+0000
5.5386E+0000
4.8797E+0000
4.2462E+0000

SD

9.7248E-0002
1.3466E-0001
1.3982E-0001
1.2711E-0001
1.0695E-0001
8.5526E-0002
6.5977E-0002
4.9551E-0002
3.6453E-0002

BDS/SD

3.9675E+0001
4.5082E+0001
5.0385E+0001
5.6176E+0001
6.3498E+0001
7.2577E+0001
8.3948E+0001
9.8477EHNIL
1.1648E-+0002

Tabla 2.8, Estadistico BDS para el Indice S&P de la Bolsa de Nueva York

Initial Obs :
Epsilon

0.050000
0.050000
0.050000
0.050000
0.050000
0.050000
0.050000
0.050000

m

Cl

15328286
15328286
15328286
15328286
15328286
15328286
15328286
15328286
15328286

Cm

BDS

12675435 8.8499E-0001
10595415 1.9247E-+0000

8943547
7620601
6559667
5674785
4932233
4313071
3793166

2.9340E+0000
3.8388E+0000
4.6361E+0000
3192 1EH000
3.5483E+0000
5.7741E+0000
5.8893E+0000
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1, Num Obs : N = 6140, SD/Spread = 3.0210E-0002

SD

6.6540E-0002
1.2162E-0001
1.6648E-0001
1.9941E-0001
2.2097E-0001
2.3263E-0001
2.3618E-0001
2.3338E-0001
2.2582E-0001

BLSASD

1.3300E+0001
1.5R25F+0001
1.7624E+0001
1.9251E+0001
2.0981E+0001
2.2319E+0001
2.3492E+0001
2.4741E+0001
2.6079E+0001



Los resultados que se deducen para las series diarias de tipos de cambio
manifiestan el rechazo a la hipétesis nula, ya que los valores obtgnidos del BDS son
generalmente mayores que dos, y por tanto revelan la existencia de procesos de
dependencia no lineal en las series. Estas mismas conclusiones se derivan del anélisis
del Indice General de la Bolsa de Madrid y del Indice S&P de la Bolsa de Nueva
York, lo que sugiere también la existencia de patrones de comportamiento en las

series de rentabilidades.

Un trabajo reciente sobre no linealidades en el mercado de valores espaiiol
debido a Blasco y Santamaria (1995) llega a estas mismas conclusiones. Su estudio,
compuesto por las rentabilidades diarias del Indice General de la Bolsa de Madrid y
10 activos de distintos sectores (que pretenden ofrecer cierta representaéién del
mercado de valores espafiol durante el periodo Enero de 1980-Diciembre de 1992),
muestra evidencias favorables para afirmar que las rentabilidades presentah
adicionalmente dependencias no lineales claramente si gnificativas, aunque éstas sean
de especificacion mas compleja que la deducida de los modelos de caos blanco. Estos
modelos se caracterizan por tener media cero, varianza constante y covarianza nula,
propiedades que distinguen a las series aleatorias. Es por lo que a éstos procesos

cadticos se les denomina caos blanco por su similitud con el ruido blanco.

Sin embargo, algunos autores como Provenzale et al. (1992) han sugerido que
la distincion entre caos determinista de baja dimension y el auténtico ruido blanco no
deberia basarse solamente en estimaciones de la Dimension de Correlacion o el test
B.D.S., y deberian aplicarse otros métodos para analizar series temporales con el fin
de extraer tanta informacién dinamica como sea posible. En este sentido, y para
abordar la deteccion de memoria en las series financieras, plantearemos otras técnicas

adicionales al estadistico BDS.
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2.4. Estadistico de Hurts

La dependencia a largo plazo de las series econdmicas ha sido una hipotesis
de trabajo basica en las primeras teorias sobre el ciclo economico. Igualmente, la
existencia de memoria estadistica de las rentabilidades del mercado de valores ha sido
un tema desde siempre muy atractivo para los analistas financieros. La existencia de
memoria estadistica esta directamente relacionada con la predecibilidad de los precios
de los valores y ha sido negada sistematicamente por la literatura economica. Asi, la
teoria de las Expectativas Racionales, que a nivel financiero se concreta en la
Hipoétesis de los Mercados Eficientes afirma, de forma genérica, que los beneficios
no pueden ser incrementados de modo consistente actuando en el mercado por medio

de la informacion obtenida a partir del comportamiento pasado de las cotizaciones.

2.4.1. La Memoria a Largo Plazo en los Precios de los Mercados de Valores

Es preciso distinguir entre dependencia estadistica, y por tanto memoria, en
una serie temporal a corto y a laigo plazo. intuitivamcnlc, la memoria interna de una
serie temporal se puede considerar como Ia influencia del pasado sobre el futuro. A
efectos practicos, la memoria interna suele medirse por medio de la funcién de
autocovarianzas de la serie. En las series econdmicas y financieras, la funcion de
autocovarianzas tiende a cero en una forma tal que puede ser considefada como una
caracteristica de la serie. La velocidad de esa caida representa una medida de la

memoria interna de la serie (Crato, 1994).
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Una serie temporal tiene dependencia a corto plazo cuando la dependencia
maximal entre eventos, en cualquier par de fechas, se hace muy pequefia al aumentar
el tiempo que media entre los eventos. Una serie temporal f)resenta dependencia a
largo plazo cuando podemos encontrar eventos dépendientes en fechas muy
separadas. En Lo (1991) encontramos una compleja‘ definicion formal de la
dependencia a corto y largo plazo, que finalmente se traduce en cuantificar la

velocidad de caida de la funcion de autocorrelacion como pasamos a resumir.

Partimos de una serie estacionaria X, donde sus primeros y segundos
momentos no dependen de t; por lo tanto E (X,) =cte y Cov (X,,X,,,, ) =Y(h) es
solo funcion del retardo h. Silim y (h) = 0 cuando h-«, la influencia de los valores
pasados disminuye con el retardo h. En tal caso la velocidad con que y (h) decae es
una medida de la memoria interna del proceso aleatorio. Consideremos varios casos

paradigmaticos del decaimiento de vy (h).

El ruido blanco es un proceso que carece de memoria. En la prébtica, rara vez
ocurrc cstc caso cxtremo, no obstante, una implicacién de la hipétesis de los
mercados eficientes es que las renfabilidades del mercado de.valores se comportan
como un ruido blanco. Ejemplos tipicos de memoria corta son los procesos ARMA,

donde el decaimiento de la funcion y (h) esta geométricamente acotado, es decir

3¢>0, 3re(0,1) / |y(®)| < crt

resultando por tanto que la serie numérica generada por la sucesion y(h) es

absolutamente sumable (Crato, 1994).
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La memoria larga se caracteriza por una funcion de autocovarianzas que
decac mucho mas lentamente con el tiempo, siguiendo asintéticamente un

decaimiento de tipo hiperbélico, esto es
3650, 3a<0 / = HOL gy por o [y = ch®

si o>~ 1setiene que T [y(h)] - =, la serie temporal X, tiene memoria larga y se

dice persistente.

Diversos autores como Mandelbrot y Van Ness (1968), Granger (1980),
Granger y Joyeux (1980) y Hosking (1981), han desarrollado modelos que muestran

dependencia incluso sobre periodos de tiempo muy largos.

2.4.2. Anilisis del Rango Reescalado

El objetivo del andlisis de rango reescalado (mas brevemente analisis R/S),
consiste en detectar en series temporales memoria a largo plazo. Se pretende
distinguir procesos estocasticos generados por familias de variables aleatorias I.1.D.
de otros tipos de procesos estocasticos "ruidosos" que, careciendo de memoria a

corto plazo, pudiesen tenerla a largo plazo.

El anélisis R/S es una metodologia no paramétrica, muy robusta, descubierta
por el hidrdlogo britanico H. E. Hurst en 1951 al estudiar los problemas derivados
del mantenimiento de la capacidad en la presa de Asuan en el rio Nilo. Hurst disefi6

un exponente destinado a medir el nivel de fluctuacion de los valores de una serie
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temporal respecto a su media en las diferentes escalas de tiempo.

Dada una serie temporal x,, ... ,x, , de media aritnlnética muestral x_y
desviacion tipica S, , normalizamos primeramente los datos sustrayendo su media
muestral Z, - x,-x,, i=1,2,...n. A continuacion formamos las sumas acumuladas

r
delaserie ¥, - Y z,, r=1,2, ... n Y finalmente calculamos el rango ajustado,
es decir, la difere;-lt:ia entre las desviaciones acumuladas méaxima y minima respecto

a la media de la serie

R, = Max {¥,....Y,}-Min {¥},.....Y } (2.4.1)

como las variables Y, tienen media cero, el valor maximo de ¥, , r =1, 2, ... nsera

mayor que cero y el valor minimo sera menor que cero y en consecuencia el rango R

sera siempre no negativo

El estadistica R/S, o rango reescalado de fluctuaciones, es el rango de la suma

parcial de desviaciones de la serie respecto de su media, expresado en unidades de su

desviacion tipica

®/S), - R/S,

este rango crece al aumentar la escala temporal n. Hurst propuso la siguiente ley

empirica de tipo potencial para describir dicho crecimiento

R/8), = cn , CER
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El exponente de Hurst, H, puede aproximarse representando log (R/S) frente
log n y calculando la pendiente mediante una regresion minimo cuadratica ordinaria,

a través de la siguiente ecuacion

log R/B), = log c+Hlogn

Por el reescalamiento de los datos a media cero y desviacion tipica uno, es
posible comparar fendmenos y escalas de tiempo diferentes. Hurst concluyé mediante
sus simulaciones que si un sistema fuese independientemente distribuido, entonces se
verificaria H = 0.5, es decir que el rango reescalado se veria incrementado a una tasa
de la raiz cuadrada del tiempo. En sus investigaciones sobre la serie historica de

desbordamientos del rio Nilo encontro que H « 0.75.

Feller (1951) intent6 estudiar este tipo de anomalias desde el punio de vista
de la teoria estadistica standard, buscando demostraciones en sentido formal. Feller
trabajo exclusivamente con el rango ajustado R, y demostro que para una familia de

variables aleatorias independientes se verificaban las siguientes formulas:

ER@)] - (@x/2)!?
Var [R(n)]= (n2/6-%/2)n

(2.4.2)
Feller consider6 que el rango reescalado (R/S), era intratable debido al
comportamiento de la desviacion tipica muesiral, especialimenie para pequefios

valores de n. El rango reescalado podria s6lo ser tratado buscando su equivalencia

asintética con ¢l rango ajustado.
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El problema basico suscitado por el estadistico de Hurst se convirtio entonces
en identificar bajo qué circunstancias una familia de variables aleatorias podia dar
lugar a un exponente H > 1/2. Moran (1964) demostro en éste terreno un importante
resultado negativo. Considerando una familia de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con "colas anchas" en su distribucion, intentando con ello

que S, sirviese para compensar las fluctuaciones de R, , obtuvo de nuevo H = 1/2.

El primer resultado positivo fue obtenido por Mandelbrot y VanNess (1968).
En un modelo estacionario de variables aleatorias gaussianas, fuertemente
dependientes con momentos de todos los drdenes, encontraron H > 1/2, Mandelbrot
(1972) demuestra que el exponenfe H varia entre O y 1, siendo H = 1/2 para el caso
de una serie generada por una familia de variables aleatorias independientes,
gaussianas 0 no, que por tanto carece de cualquier clase de posibilidad de
dependencia estadistica a largo plazo. Si H > 1/2, la familia de variables no es
independiente y aparece el efecto de persistencia o memora larga que puede
considerarse como una dependencia estadistica no ciclica a largo plazo. SiH< 1/2,

Mandelbrot llamé a este efecto antipersistencia.

Mandelbrot (1972) también desarrollé un tipo especial de correlacion

destinada a medir el impacto del presente sobre el futuro
C . 2%
llegando a las siguientes conclusiones:
si H=1/2 = C=0, no hay dependencia estadistica a largo plazo

si H>1/2 = Ce(0,1), hay correlacion positiva a largo plazo o persistencia

st H<1/2 = Ce(-1,0), hay correlacion negativa a largo plazo o antipersistencia
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Mandelbrot demuestra igualmente que la dimension fractal D de la serie es la
inversa del exponente de Hurst, D =1/ H. El ruido blanco gaussiano tiene por tanto

dimension fractal D = 2.

Los valores simulados del estadistico (R/S),, eran_convergentes en los
experimentos numéricos hacia los valores pronosticados por las formulas (2.4.2) de
Feller iinicamente para grandes valores de n. La causa de tales desviaciones solo pudo
ser encontrada muchos afios mas tarde cuando Anis y Lloyd (1976) desarrollaron la
formula del valor medio del estadistico para pequefios valores de n, que era

ciertamente diferente a la predicha por la teoria de Feller.

a-1
ER/S), = [T(0.5@-1)/(x"2T'0.50)]T [(@-r)/r)*2 (2.4.3)
r-1

para valores de n grandes, usando la formula de Stirling, la expresion anterior se

simplifica

n-1 .
ER/S), = (ax/2y'? T [@-1)/1]"?
. =1

y suele usarse para aproximar el exponente de Hurst con n>300.

2.4.3, Deteccion de Ciclos No Periédicos

La idea de que los mercados financicros poscan comportamientos ciclicos
regulares, ocultos por ruido y otro tipo de perturbaciones irregulares, es antigua y

controvertida. Esta idea se encuentra en la base del Analisis Técnico y ha sido
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ampliamente contestada por la comunidad cientifica a través de la Teoria de los

Mercados Eficientes.

La comprobacién empirica de la existencia de ciclos periddicos se realiza
utilizando el Anélisis de Fourier o Analisis Espectral. Los picos en el eSpcctro de
potencids son considerados como evidencia de comportamiento ciclico como ya
vimos anteriormente en la Seccion 2.2. En la actualidad existe un consenso bastante
general sobre que el Analisis Espectral puede ser una herramienta inapropiada para
analizar comportamientos ciclicos en un hmeréado. Una razon es, naturalmente, que
tales ciclos pudiesen no existir porque las fluctuaciones que se perciben en las graficas

son sencillamente una ilusién, efecto de un camino aleatorio (Malkiel, 1990).

Otra razdn, en un sentido completamente distinto, es que los ciclos que
pudiesen aparecer en el comportamiento de los mercados no tienen porq\mé ser
adecuadamente. descritos mediante ondas sinusoidales, u otro tipo de
comportamientos periédicos tipicos de los osciladores lineales. Los sistemas
dinamicos no lineales son capaces de generar ciclos no periédicos, de duracién

-

variable, donde solo podria hablarse de una duracion media.

Los ciclos no periédicos pueden sér explicados matematicamente desde dos
teorias completamente diferentes. Puéden ser concebidos como ciclos estadisticos,
conocidos en la actualidad como procesos persistentes de Hurst. Se trata de caminos
aleatorios con deriva que consisten en procesos estocasticos con memoria y cambios
abruptos en direccion y magnitud. En tal caso la duracion del ciclo carece de

significado y no tiene sentido plantearse una duracion media del ciclo (Mandelbrot,
1972).
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Por otra parte, los ciclos no peribdicos también pueden considerarse
originados por dinamicas deterministas no lineales conocidas genéricamente como
caos determinista. Tales sistemas admiten en sus atractores extrafios ciclos
irregulares, ciertamente no periodicos, cuya forma y duracion evoluciona a través del
tiempo. Una herramienta mucho més robusta que el analisis de Fourier para el estudio
de ciclos, es el analisis R/S pues permite detectar tanto los ciclos periddicos como los

no periodicos.

Analisis RIS serie de Lorenz
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Figura 2.15

Las series temporales que generan los sistemas cadticos tienen exponentes
de Hurst netamente distintos de 0.5. Este es el caso del analisis R/S correspondiente

a la serie temporal de Lorenz (Figura 2.3) reflejado en la Figura 2.15, en la cual se
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observa como el estadistico de Hurts crece inicialmente con un exponente H>1/2, lo
que indica una correlacion positiva a largo plazo o persistencia. A partir de tamafios
muestrales superiores a un cierto valor criﬁco situado entre 3 y 4, su crecimiento se
produce con un exponente H=1/2, es decir, similar al camino aleatorio. Esto indica

la existencia de un ciclo de periodo aproximadamente igual a exp (3.5).

Mandelbrot y Wallis (1969a,b,c,d) desarrollaron un amplio conjunto de
simulaciones destinadas a mostrar la capacidad del analisis R/S en la deteccion de
periodicidades. Como una de las ideas clave, considerarerﬁos una serie temporal de
tipo sinusoidal muestreada a partir de la serie seno, de forma que dé lugar a ciclos de
longitud 100. Sea por tanto una serie temporal de 1000 ohservaciones muestreada a
partir de la funcion X, = sen2nt/100 + sen6mt/100 + sen10nt/ 100, cuya grafica ya se
mostraba en la Figura 2.1 y cuyo espectro de Fourier denotaba la existencia de tres

ciclos de frecuencias 1/100, 3/100 y 5/100.

Si le aplicamos el analisis (R/S), a dicha serie temporal, para valores de n
sucesivamente crecientes, nos encontramos que cuando n sobrepasa la longitud 100
para cada uno de los ciclos, el rango reescalado alcanza en 100/5, 100/3 y en 100 su
maxima amplitud y a partir de este valor deja de crecer. En la Figura 2.16 se muestra
el analisis R/S de esta serie, donde podemos observar la existencia de los tres ciclos

periddicos para los valores aproximados a exp(3), exp(3.5) y exp(4.6).

En diversos trabajos, como los de Mandelbrot y Taqqu (1979) y Mandelbrot
y Wallis (1969a,b,c,d), se comprueba la superioridad del analisis R/S para detectar
dependencias a largo plazo en las series temporales respecto a otros métodos mas

convencionales, tales como anilisis de autocorrelaciones o descomposicion espectral.
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Figura 2.16
Andlisis RS de la Serie X, = sen2nmt/100 | senSat’/100 \ senlOnt/l 00

Mandelbrot y Wallis (1969a) demostraron, médiante simulaciones de Monte
Carlo, que el estadistico R/S puede detectar dependencia a largo plazo en procesos
estocasticos no gaussianos de gran sesgo y kurtosis. Mandelbrot (1972, 1975) analiz6
la convergencia del estadistico R/S para procesos estocasticos con varianza infinita.
Tal extremo daba considerables ventajaé al cstadistico R/S sobrc los métodos de

autocorrelacion no necesariamente bien definidos para tales procesos.

Hurst (1951) propuso el Estadistico V' para estudiar cuando se rompe el

crecimiento del rango reescalado en la representacion log (R/S) / log n. Tal
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estadistico da una medida méas precisa de la longitud del ciclo y es bastante robusto

ante la presencia de ruido. El estadistico V se define como

®R/S),
R A

A%

En la medida que la serie temporal estudiada constituya un proceso de
variables aleatorias independientes vy el rango reescalado se comporte por tanto en la
forma (R/S),=c n'?, la representacion de logV, frente a log n resultara una linea
casi horizontal que puede aproximarse por el estadistico de Anis y Lloyd deducido
de la ecuacion (2.4.3). Si el proceso fuese peréistente y el rango reescalado creciese
con un exponente superior a 1/2, esto es, si (R/S), = ¢ n con H>1/2, la
representacion grafica de logVn frente a log n dara lﬁgar a una pendiente positiva;

por el contrario, si H < 1/2 la pendiente entonces seria negativa.

También es interesante notar que en la representacion grifica de logV,, frente
alog n, los escalones en la grafica se produciran en aquellos tramos donde logV, se
mueve horizontalmente. En tales puntos de ruptura se disipa la memoria larga del
proceso. En la Figura 2.17 puede observarse el estadistico V, una éede temporal
muestreada a plartir de la funcién X, = sen2nt/ 100 + sen6mt/100 + sen10xt/100,
donde se aprecian puntos de pendiente horizontal en los vailbres aprdﬁmados exp(3),
exp(3.5) y exp(4.6),’que se corresponden con el final de cada uno de los periodos
100/5, 100/3, y 100 de los ciclos de la serie.
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Figura 2.17

Andlisis V de la serie X,= sen2m/100 + sen6 /100 + sen10nt/100
compardndolo con el Estadistico de Anis y Lloyd que simula el camino aleatorio

Recientemente Lo (1991) ha manifestado diversas objeciones al estadistico
R/S, puntualizando que es sesgado e incapaz de distinguir, en muestras finitas, la
memoria a corto plazo de la memoria a largo plazo. En su intento de solventar tales
problemas, Lo (1991) desarrollé una version modificada del estadistico R/S. Su
aplicacion contradice diversas conclusiones sobre varios indices norteamericanos de
rentabilidades bursétiles, poniendo de manifiesto que sélo puede detectarse memoria

a corto plazo en tales series de rentabilidades.
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El estadistico modificado R/S, el cual sera representado por V," , pretende
eliminar la dependerncia a corto plazo y dar lugar a una nueva version del estadistico
de Hurst que sea robusto frente a la presencia de autocovarianzas dentro de las series
temporales. La diferencia estriba en considerar un nuevo estimador para la varianza

de la forma

2 1l s, =22 . o _
Sng= = 2 (xi'xx)z’"wq(’) PP IR ISR
o1 n il juied

q
R2 » A
ﬂn"zz Wq(a)'((f)
-1

donde &i y (i) representan los estimadores usuales para la varianza muestral y la

covarianza respectivamente, y w NO) indica pesos ponderados que vienen definidos

como

w () =1~
q() g+l

> g<n

S,.. consiste, por tanto, en una expresion que recoge las sumas parciales de
las varianzas y, en presencia de autocorrelacion, incluye ademas las autocovarianzas.
El nimero q de pesos w, que aparece en la expresion viene sugerido por Newey y

West (1987) de la siguiente forma

192



donde [.] indica la parte entera y p(1)es el estimador usual del coeficiente de

autocorrelacion de primer orden.

El rango reescalado modificado se define ahora como

R
RIS, « =™
S'u' q

donde R, esta descrito por la ecuacion (2.4.1). Lo (1991) demuestra, bajo la hipotesis

nula de dependencia a corto plazo, que el estadistico V modificado

L RIS

o

n
converge débilmente al movimiento browniano en el intervalo unitario.

Teniendo en cuenta las sugerencias de Lo, y con el objeto de obtener
evidencia de memoria en las series de tipos de cambio y en las series de
rentabilidades, hemos representado el estadistico de Hurst y €l estadistico modificado
de Lo en un mismo grafico. También hemos randorhizado* ocho veces cada una de las
series estudiadas y aplicado el estadistico de Hurst a esta 'serie, con el fin de comparar
los resultados. Se constata qué tras el proceso de r_andomizacién, la serie temporal
pierde todas sus caracteristicas inicialés, lo qhe indica un proceso de memori? dentro
de las mismas. Igualmente, los graficos incluyen la simulacion de Anis y Lloyd sobre
el estadistico V de Hurst del camino aleatorio, tal y como seiiala la ecuacién (2.4.3),

con el fin de realizar comprobaciones.
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También hemos elaborado unas tablas que recogen los datos obtenidos para
la representacion de los graficos. Cada tabla consiste en siete columnas que indican

lo siguiente:

1* columna: n = n° de elementos en que se va agrupando la serie

2* columna: R/S = Estadistico V de Hurst

3% columna: R/S RAN = Estadistico V de Hurst de la serie randomizada
4* columna: STD = Desviacion Tipica del Estadistico V de Hurst

5 columna: CA = Simulacion del estadistico V deducido por Anis y Lloyd
6* columna: LO = Estadistico V de Lo

7% columna: STD LO = Desviacién Tipica del estadistico V de Lo
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Figura 2.18

Andlisis del Estadistico V, de [lurst y del Estudistico V! modificado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Marco-Libra con datos diarios N=4904, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

En la Figura 2.18 se observa claramente un proceso persistente en el tipo de
cambio spot Marco-Libra indicando existencia de memoria a largo plazo. El
estadistico de Lo modificado se comporta de forma muy similar al estadistico de
Hurst, sefialando con ello que los procesos de memoria detectados no se deben a
valores significativos de la funcién de autocovarianza a corto plazo. El maximo local
encontrado para valores de log n entre 5 y 6 parece sugerir la existencia de un ciclo
no periddico de una amplitud aproximada comprendida exp(5) y exp(6). A
continuacion, en la Tabla 2.9 se observan los datos resultantes para la obtencion del

grafico.
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Tabla 2.9 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo‘de Cambio Marco-Libra
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003)

n R/S RS SID CA LO STD
RAND , LO

0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
0.0070 00022 0.0022 0.0004 0.0009 0.0022 0.0004
0.0100 0.0029 0.0028 0.0005 0.0010 0.0029 0.0005
0.0140 0.0036 0.0036 0.0007 0.0010 0.0038 0.0005
0.0200 0.0046 0.0045 0.0009 0.0010 0.0047 0.0008
0.0250 0.0053 0.0051 0.0011 0.0011 0.0054 0.0009
0.0280 0.0056 0.0055 0.0011 0.0011 0.0057 0.0009
0.0350 0.0066 0.0062 0.0014 0.0011 0.0067 0.0012
0.0490 0.0078 0.0077 0.0017 0.0011 0.0078 0.0014
0.0500 0.0079 0.0078 0.0017 0.0011 0.0079 0.0014
0.0700 0.0099 0.0093 . 0.0022 0.0011 0.0099 0.0018
0.0980 0.0120 0.0112 0.0023 0.0011 0.0119 0.0019
0.1000 0.0121 0.0116 0.0029 0.0011 0.0119 0.0025
0.1400 0.0155 0.0137 0.0033 0.0012 0.0155 0.0031
0.1750 0.0179  0.0160 0.0030 '0.0012 0.0177 0.0029
0.1960 0.0194 0.0167 0.0035 0.0012 0.0191 0.0029
0.2450 0.0210 0.0182 0.0042 0.0012 0.0208 0.0036
0.3500 0.0259 0.0212 0.0069 0.0012 0.0255 0.0062
0.4900 0.0331 0.0256 0.0057 0.0012 0.0323 0.0053
0.7000 0.0410 0.0288 0.0070 0.0012 0.0399 0.0066
0.9800 0.0496 0.0378 0.0076 0.0012 0.0480 0.0062
1.2250 0.0559 0.0403 0.0103 0.0012 0.0540 0.0093
24500 0.0792 0.0486 0.0204 0.0012 0.0774 0.0217
49000 0.0982 0.0660 0 0.0012 0.0950 0
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Andalisis del Estadistico V,, de Hurst y del Estadistico V! modificado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Peseta-Marco con datos diarios N=5322, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

La Figura 2.19 muestra que él hipotético proceso de Hurst sefialado por el
estadistico V, en el tipo de cambio Peseta. Marco, queda desmentido por el estadistico
modificado V,* que tiene un crecimiento similar al simulado por Anis y Lloyd del
camino aleatorio. En el tipo de cambio Peseta-Marco no se aprecian por tanto
sintomas de un proceso de memoria a largo plazo. En la Tabla 2.10 se muestran los

datos obtenidos para la obtencion de estos graficos.
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Tabla 2.10 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo de Cambio Peseta-Marco
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+00§)

n RS RS SID CA LO  SID
RAND LO

0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0046 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
0.0100 0.0027 0.0028 0.0005 0.0010 0.0027 0.0005
0.0200 0.0040 0.0043 0.0009 0.0010 0.0047 0.0008
0.0250 0.0045 0.0050 0.0011 0.0011 | 0.0053 0.0010
0.0500 0.0068 0.0077 0.0017 0.0011 0.0079 0.0014
0.0530 0.0070 0.0077 0.0017 0.0011 0.0081 0.0015
0.1000 0.0103 0.0112 0.0023 0.0011 00118 0.0021
0.1060 0.0104 0.0114 00025 00011 00120 0.0022
02120 0.0165 0.0165 0.0037 0.0012 0.0187 0.0033
0.2650 0.0181 0.0182 0.0036 0.0012 0.'0209 - 0.0042
0.5300 0.0275 0.0246 0.0051 0.0012 0.0309 0.0046
1.0600 0.0390 0.0400 0.0041 0.0012 . 0.0428 0.0059
1.3250 0.0500 0.0443 0.0088 0.0012 0.0559 0.0153
2.6500 0.0753 0.0554 0.0259 0.0012 0.0832 0.0338
53000 0.0983 0.0828 0 0.0012 0.1038 0
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Figura 2.20

Andlisis del Estadistico V, de Hursty del Estadistico V, modificado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Escudo-Marco con datos diarios N=5342, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

En el tipo de cambio Escudo-Marco reflejado en la Figura 2.20 se observa
antipersistencia del estadistico V de Hurst poco significativa, seglin indica la grafica
del estadistico V de Lo. La Tabla 2.11 muestra los datos obtenidos para la obtencion
del grafico.
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Tabla 2.11 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo de Cambio Escudo-Marco
(los datos vienen dados de la forma 1.’Oe+003;)

n R/S R/S STD CA LO STD
RAND LO

0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
00100 00026 00028 00005 00010 00026 0.0005
00200 0.0037 0.0045 00008 0.0010 0.0049 0.0008
0.0250 0.0042 0.0050 0.0010 0.0011 0.0055 0.0010
0.0500 0.0061 0.0074 0.0016 0.0011 0.0081 0.0014
0.0530 0.0062 0.0077 0.0017 0.0011‘ 0.0082 0.0013
0.1000 0.0086 0.0111 0.0024 0.0011 0.0115 0.0019
0.1060 0.0089 0.0113 0.0026 0.0011 _0.0119 0.0022
02120 00129 00172 0.0038 0.0012 0.0172 0.0037
02650 0.0146 0.0199 0.0038 00012 0.0193 0.0044
0.5300 0.0202 0.0294 0.0059 0.0012 0.0266 0.0060
1.0600 0.0346 0.0393 0.0121 0.0012 0.0449 0.0106
13250 0.0434 00466 0.0072 0.0012 0.0582 0.0057
26500 0.0583 0.0689 0.0002 0.0012 0.0814 0.0183
53000 0.1234 0.0887 0 00012 0.1575 0
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Andlisis del Estadistico V, de Hurst y del Estadistico V,} modificado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Florin-Marco con datos diarios N=5150, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

La Figura 2.21 indica que el tipo de cambio Florin-Marco muestra
antipersistencia sefialada por el estadiético de Hurst, péro no dueda contrastada por
el estadistico modificado de Lo con lo cual no es posible obtener conclusiones
significativas. Los resultados numéricos obtenidos para la realizacion de estos

graficos se muestran en la Tabla 2.12.
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Tabla 2.12 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo de Cambio Florin-Marco
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003)

n R/S R/S STD . CA LO STD
RAND ‘ -LO
0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0030 0.0011 0.0011 0.0000 0.0008 0.0011 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
0.0060 0.0019 0.0020 0.0003 0.0009 0.0019 0.0003
0.0100 0.0025 0.0028 0.0005 0.0010 0.0025 0.0005
0.0120 0.0028 0.0032 0.0005 0.0010 0.0037 0.0007
0.0150 0.0031 0.0037 0.0007 0.0010 0.0043 0.0008
0.0170 0.0033 0.0039 0.0007 0.0010 0.0046 0.0009
0.0200 0.0035 0.0044 0.0008 0.0010 0.0050 0.0009
0.0250 0.0039 0.0050 0.0010 0.0011 0.0056 0.0011
0.0300 0.0043 0.0055 0.0011 0.0011 0.0063 0.0012
0.0340 0.0045 0.0060 0.0012 0.0011 0.0067 0.0013
0.0500 0.0053 0.0076 0.0015 0.0011 0.0083 0.0016
0.0510 0.0055 0.0076 0.0016 0.0011 0.0085 0.0018
0.0600 0.0058 0.0083 0.0016 0.0011 0.0092 0.0020
0.0680 0.0063 0.0088 0.0021 0.0011 0.0099 0.0021
0.0750 0.0066 0.0095 0.0020 0.0011 0.0103 0.0020
0.0850 0.0069 0.0101 0.0021 0.0011 0.0111 0.0023
0.1000 0.0074 0.0110 0.0025 0.0011 0.0121 0.0025
0.1020 0.0075 0.0111 0.0025 0.0011 0.0121 0.0028
0.1500 0.0095 0.0139 0.0034 0.0012 0.0156 0.0031
0.1700 0.0101 0.0146 0.0035 0.0012 0.0172 0.0035
0.2040 0.0099 0.0165 0.0034 0.0012 0.0169 0.0038
0.2550 0.0112 0.0184 0.0039 0.0012 0.0197 0.0047
0.3000. 0.0116 0.0194 0.0043 0.0012 0.0206 0.0043
0.3400 0.0121 0.0224 0.0036 0.0012 0.0220 0.0051
04250 0.0137 0.0236 0.0042 0.0012 0.0251 0.0047
0.5100 0.0134 0.0286 0.0034 0.0012 0.0265 0.0062
0.8500 0.0162 0.0354 0.0032 0.0012 0.0333 0.0062
1.0200 0.0178 0.0346 0.0031 0.0012 0.0375 0.0077
1.2750 0.0181 0.0426 0.0025 0.0012 0.0401 0.0115
1.7000 0.0208 0.0481 0.0041 0.0012 0.0421 0.0029
2.5500 0.0220 0.0535 0.0011 0.0012 0.0542 0.0217
5.1000 0.0417 0.0903 0 0.0012 0.0799 0
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Figura 2.22

Andlisis del Estadistico V,, de Hurst y del Estadistico V,} modificado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Franco-Marco con datos diarios N=5303, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

Del anilisis obtenido para el tipo de cambio Franco-Marco, que nos muestra
la Figura 2.22, se observa una clara antipersistencia tal y como indica el estadistico
de Hurst, pero no es posible contrastarla mediante el estadistico Vde Lo modificado.

Los resultados numéricos se presentan en la Tabla 2.13.
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Tabla 2.13 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo de Cambio Franco-Marco

(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003‘)

n RS RS SID CA LO STD

~ RAND LO
0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017° 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
0.0100 0.0026 0.0028 0.0005 0.0010 0.0026 0.0005
0.0200 0.0039 0.0043 0.0010 0.0010 0.0048 0.0009
0.0250 0.0044 0.0050 0.0011 0.0011 0.0054 0.0010
0.0500 00065 0.0075 00016 00011 0O00RD 0.0015
0.0530 0.0069 0.0078 0.0018 0.0011 0.0084 0.0015
0.1000 0.0100 0.0107 0.0023 0.0011 0.0122 0.0021
0.1060 0.0103 00106 0.0029 0.0011 00123 0.0022
02120 0.0158 0.0153 0.0045 0.0012  0.0191 0.0033
0.2650 0.0181 0.0167 0.0042 0.0012 0.0214 0.0035
0.5300 0.0242 0.0244 0.0061 0.0012 Q_0279, 0.0063
1.0600 0.0397 0.0378 0.0120 0.0012 00452 0.0115
13250 00441 00345 00098 0.0012 0.0509 0.0097
2.6500 0.0571 0.0635 0.0100 0.0012 0.0654 0.0073
5.3000 0.1177 0.1043 O 0.0012 0.1312 0
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Figura 2.23

Andlisis del Estadistico V,, de Hurst y del Estadistico V* modgficado de Lo a la Serie de Tipo de
Cambio Lira-Marco con datos diarios N=5354, durante el periodo Enero-1974 a Abril-1995

Para el tipo de cambio Lira-Marco observamos resultados similares a los
obtenidos por los tipos de cambio Franco-Marco y Florin-Marco. Los tres muestran
antipersistencia indicada por el estadistico V de Hurst, concluyendo que el estadistico
V de Lo modificado no permite deducir conclusiones significativas. Los datos

numéricos obtenidos se muestran en la Tabla 2.14.

En general, para las series de tipos de cambio, los resultados no sugieren
ninguna relacion, para las monedas y periodos analizados, entre persistencia y
credibilidad de l6s compromisos cambiarios asumidos por las autoridades monetarias

de los paises correspondientes.
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Tabla 2.14 Datos Obtenidos en la Serie de Tipo de Cambio Lira-Marco
1
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003)

n R/S R/S STD CA LO STD
RAND LO

0.0020 00007 0.0007 00000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0002 0.0008 0.0014 0.0002
0.0050 0.0017 0.0017 0.0002 0.0009 0.0017 0.0002
0.0100 0.0027 0.0028 0.0005 0.0010 0.0027 | 0.0005
0.0200 0.0039 0.0044 0.0009 0.0010 0.0048 0.0009
0.0250 0.0045 0.0050 0.0010 0.0011 0.0054 0.0010
0.0500 0.0066 - 0.0076  0.0019 0.0011 0.0078 0.0015
0.0530 0.0070 0.0078 0.0021 ’0.0011 ,0'0083 0.0016
0.1000 0.0101 0.0117 0.0028 0.0011 0.0120 0.0025
0.1060 0.0104 0.0121 0.0029 0.00il 0.0123 0.0021
0.2120 0.0153 0.0171 0.0046 0.0012 0.0182 0.0030
0.2650 0.0185 0.0193 0.0058 0.0012 0.0207 0.0036
0.5300 0.0271 0.0297 0.0101 0.0012 0.0295 0.0058
1.0600 0.0371 0.0430 0.0116 0.0012 0.0410 0.0062 -
1.3250 0.0417 0.0491 0.0106 0.0012 0.0478. 0.0022
26500 0.0626 0.0664 0.0047 0.0012 0.0651 0.0058
53000 0.1135 0.0789 0 00012 0.1205 0
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Figura 2.24

Andlisis del Estadistico V,, de Hurst y del Estadistico V! ihoa’iﬁcado de Lo al Indice General de la
Bolsa de Madrid con datos diarios N=5605, durante el periodo Enero-1966 a Julio-1992

En el analisis de la Figura 2.24 se observa un proceso persistente indicando
existencia de memoria a largo plazo en el Indice General de la Bolsa de Madrid. El
estadistico de Lo modificado se comporta de forma muy similar al estadistico de
Hurst, por tanto los procesos de memoria no se deben a valores significativos de la
funcién de autocovarianza a corto plazo. No obstante, los valores del estadistico V
modificado de¢ Lo se mucstran supcriores a la simulacion de Anis y Lloyd dc forma
menos significativa que el estadistico V de Hurst. Esto concuerda con el estudio
realizado por Blasco y Santamaria (1994). A continuacion, en la Tabla 2.15 se

observan los datos resultantes para la obtencion del grafico.
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[abla 2.15 Datos Obtenidos en el Indice General de la Bolsa de Madrid
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003)

n RS RS SID CA LO  SID

| ~ RAND LO
0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0015 0.0014 0.0001 00008 0.0015 0.0001
0.0050 0.0018 0.0017 0.0002 0.0009 0.0018 0.0002
0.0070 0.0025 0.0022 0.0004 0.0009 0.0025 0.0004
0.0080 0.0028 0.0024 00004 0.0009 0.0028 0.0004
0.0100 0.0033 0.0028 0.0006 0.0010 0.0033 0.0006
0.0140 0.0043 0.0036 0.0008 0.0010 0.0037 0.0005
0.0160 0.0047 0.0039 0.0009 00010 0.0041 0.0006
0.0200 0.0056 0.0045 0.0012 0.0010 0.0047 0.0007
0.0250 0.0066 0.0051 0.0015 0.0011 0.0054 0.0008
0.0280 0.0070 0.0055 0.0016 0.0011 0.0057 0.0008
0.0320 0.0078 0.0058 0.0017 0.0011 0.0063 0.0008
0.0350 0.0084 0.0061 0.0018 0.0011 0.0067 0.0010
0.0400 0.0092 0.0066 0.0019 0.0011 0.0073 0.0010
0.0500 0.0109 0.0076 0.0023 0.0011 0.0085 0.0013
0.0560 0.0116 0.0080 0.0026 0.0011 0.0090 0.0014
0.0700 0.0139 0.0093 0.0034 0.0011 0.0105 0.0018
0.0800 0.0145 0.0099 0.0033 0.0011 0.0111 0.002]
0.1000 0.0172 0.0115 0.0035 0.0011 0.0130 0.0022
0.1120 0.0180 0.0120 0.0038 0.0012 0.0136 0.0026
0.1400 0.0201 00135 0.0042 0.0012 0.0150 0.0029
0.1600 0.0219 0.0150 0.0045 0.0012 0.0163 0.0030
0.1750 0.0229 0.0159 0.0038 .0.0012 0.0168 0.0031
0.2000 0.0258 0.0167 0.0039 0.0012 0.0190 0.0035
0.2240 0.0266 0.0180 0.0052 0.0012 0.0194 0.0033
0.2300 0.0293 0.0195 0.0043 0.0012 0.0214 0.0036
03500 0.0330 0.0233 0.0067 0.0012 0.0234 0.0037
0.4000 0.0371 0.0225 0.0064 0.0012 0.0265 0.0039
0.5600 0.0461 0.0262 0.0113 0.0012 0.0321 0.0048
0.7000 0.0548 0.0291 0.0163 0.0012 0.0375 0.0090
0.8000 0.0563 0.0318 00141 0.0012 0.0386 0.0079
1.1200 0.0714 0.0357 0.0220 0.0012 0.0482 0.0099
1.4000 0.0699 0.0387 0.0162 00012 0.0463 0.0066
2.8000 0.1577 0.0641 0.0382 0.0012 0.1037 0.0188
5.6000 0.1934 0.1010 0 0.0012 0.1261 0
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Andlisis del Estadistico V,, de Hurst y del Estadistico V,} modificado de Lo al Indice S&P de la
Bolsa de Nueva York con datos diarios N=6140, durante el periodo Enero-1968 a Mayo-1992

El estadistico V de Hurst da signos de existencia de memoria a largo plazb
en el anilisis del Indice S&P de la Bolsa de Nueva York. Tales signos se muestran
poco significativos ya que el estadistico V modificado de Lo evoluciona siguiendo las
pautas de Anis y Lloyd para el camino aleatorio. Los. resultados numéricos se

muestran en la Tabla 2.16.
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Tabla 2.16 Datos Obtenidos en el Indice S&P de la Bolsa de Nueva York
(los datos vienen dados de la forma 1.0e+003)

n R/S R/S STD CA LO STD
RAND LO

0.0020 0.0007 0.0007 0.0000 0.0007 0.0007 0.0000
0.0040 0.0014 0.0014 0.0001 0.0008 0.0014 0.0001
0.0050 0.0018 0.0017 0.0002 0.0009 0.0018 0.0002
0.0100 0.0030 0.0028 0.0005 0.0010 0.0030 0.0005
0.0200 0.0049 0.0044 0.0010 0.0010 0.0046 0.0007
0.0250 0.0056 0.0050 0.0011 0.0011 0.0053 0.0008
0.0500 ©0.0086 ©0.0075 0.0020 00011 0.0070 0.0015
0.0610 0.0093 0.0083 0.0022 00011 0.0086 0.0017
0.1000 00129 0.0116 0.0030 00011 0.0118 0.0023
0.1220 0.0140 0.0126 0.0033 00012 0.0128 0.0025
0.2440 0.0205 0.0173 0.0050 0.0012 0.0185 0.0033
03050 0.0225 00204 0.0052 0.0012 0.0202 0.0038
0.6100 0.0346 0.0302 0.0077 0.0012 0.0308 0.0055
12200 0.0550 0.0421 0.0159 0.0012 0.0483 0.0102
15250 0.0573 0.0422 0.0154 -0.0012 0.0509 0.0105
30500 00708 0.0872 0.0151 0.0012 0.0643 0.0070
6.1000 0.0968 0.1439 0 00012 0.0903 0
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2.5. Patrones de Comportamiento y Predictores Locales

en Series Temporales

Con frecuencia se habla de la existencia de comportamiento caétice dentro
de las series financieras. La teoria del caos determinista ha posibilitado la
modelizacion y prediccion de muchas series temporales consideradas tradicionalmente
como ruidos de comportamiento puramente aleatorio. No obstante, la deteccion
empirica de diniamicas deterministas, ‘1o lineales, cadticas, es un problema
extremadamente sutil debido a qué la reconstruccion del atractor es sumamente

sensible a los parametros usados en los tests no lineales (Chen, 1992).

En ciencias como la Economia, el debate entire la existencia de
comportamiento aleatorio o cadtico es mas agudo, si cabe, debido a que la longitud
de las series disponibles es, por lo general, demasiado pequefia para garantizar la

fiabilidad estadistica de los tests que suelen usarse para detectar el caos.

Diversos autores como Ramsey, Sayers y Rothman (1990), concluyen que los
métodos clasicos de deteccion experimental del caos, tales como la Dimension de
Correlacion, los Exponentes de Lyapunov y la Entrbpia de Kolmogorov, no pueden
aplicarse de modo fiable a pequefios grupos de datos tales como los que se utilizan

en la Economia.

En la presente seccion desarrollamos un contraste para comprobar la
existencia de patrones de comportamiento en una serie temporal en apariencia ruidosa
por medio de la prediccion. Para ello nos basaremos en la idea de que en una serie

temporal cadtica es posible realizar predicciones a corto plazo a base del estudio de
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pairones de comportamiento, analogos al presente, ocurridos en el pasado. Esta

situacion no se daria en el caso del ruido blanco.

El método que usaremos en este apartado para detectar el determinismo en
una serie consiste en analizar, para cada una de las observaciones finales de la serie,
en nuestras simulaciones hemos considerado las cien ultimas, las posibilidades de
prediccidn a corto plazo. Estudiaremos si los puntos del espacio de fases reconstruido
se comportan de acuerdo al principio de prediccion por ocurrencias anlogas, es
decir, tratamos de ver si puntos proximos evolucionan, a corto plazo, con trayectorias

similares dentro del espacio de fase.

Nuestro método puedé ser considerado como un caso particular del test BDS,
porque permite analizar separadamente las posibilidades de prediccion de los

diferentes patrones de comportamiento dentro de una serie temporal.

Seguimos igualmente la idea central de Farmer y Sidorowich (1987) o
Sugihara y May (1990). Tales autores consideran que la posibilidad de hacer
predicciones a corto plazo es crucial para detectar la presencia de ;caos. En esta
misma linea, en Bajo, Fernandez y Sosvilla (l992a,b) se realizaron este tipo de

predicciones sobre series de tipos de cambio que mejoran las del camino aleatorio.

Con el fin de separar el comportamiento aleatorio del deterministico no lineal,
usaremos varias técnicas no paramétricas de prediccion por ocurrencias analogas,

introducidas ya por Farmer y Sidorowich (1987), y que describimos a continuacion.

Dada una serie temporal {x, , ....., X, }, un predictor es simplemente una

regla para obtener una estimacion £_, para la observacion siguiente a la ultima de

.13
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la serie.

La prediccion por ocurrencias analogas es una técnica de prediccion donde
los segmentos de observaciones sucesivas con un comportamiento dinimico similar
son empleados para predecir, por extrapolacion, el término siguiente al que ocupa el
final de la serie. Este término se calcula como algin tipo de promedio de las
observaciones siguientes a los segmentos que se utilizan. En Gershenfeld y Weigend

(1994) podemos encontrar una panoramica amplia y actual de este tipo de

predicciones.

La ocurrencia analoga en un comportamiento dinamico se mide en términos
de alglin concepto métrico del espacio vectorial real d-dimensional: puntos proximos
en ¢l espacio de fase reconstruido corresponden a segmentos similares en 1a serie
temporal. Generalmente se emplea la distancia euclidea entre puntos, aunque, en

muchos casos, pueden emplearse conceptos mas sofisticados.

La forma mas comun de buscar la ocurrencia analoga a xnd (segiin la notacién
introducida en la secc. 2.3) consiste en encontrar un determinado nimero k de puntos

d .
x,” del espacio de fases

d

X; = (xi’xi-]’ """ ’xi-(d-l))

e . ., d d . e .
que minimicen la funcion | x; %, |- Alternativamente, podemos minimizar cualquiera

de las funciones: 1-p (x,.d,xnd) 6 1-cos (x,d,xf).

En Fernandez-Rodriguez (1992) se establece la equivalencia entre las

ocurrencias analogas que se obtienen al utilizar las tres funciones para una serie
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P . . . , d d
caotica. LeBaron (1990) estudia la funcion de ocurrencias analogas ||x, || -] x, ||. En
tal caso, la informacion previa que se considera para realizar la prediccion es la

volatilidad de la Gltima d-historia x,” de la serie temporal.

Suelen emplearse cotas superiores e inferiores en el nimero de puntos
proximos (NPP) a la hora de construir el predictor (Farmer y Sidorowich, 1988). Esta
s una cuestion no trivial, especialmente cnanda el niimero de datos de la serie no es
demasiado pequefio ni demasiado elevado. Nosotros emplearemos aproximadamente

el 2% del mimero total de observaciones de la serie.

Contrastaremos la existencia de patrones de comportamiento estudiando las
posibilidades de prediccidn por ocurrencias analogas. Para ello se analiza la calidad
de las predicciones de los sucesivos datos de la serie. Cada prediccion utiliza todas
las observaciones inmediatamente anteriores, generando una serie paralela de
predicciones que puede ser comparada con la serie original. La calidad predictiva

puede ser establecida por medio del estadistico

100 . 5
- E (X}hl lvi)
E(ne1) - \Nn a _ EeM
: 100 ) STD
= 2 Xy X)
LS|

donde X es la media aritmética de las observaciones y donde el cociente ECM/STD

indica el error cuadratico medio dividido por la desviacion tipica.

Si E(nt+1) < 1, nuestra prediccion es mas precisa que la prediccion constante

dada por la media de la serie, y por lo tanto muestra patrones de comportamiento.
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Si E(n+1) > 1, la prediccion es peor que la proporcionada por la media y en

consecuencia no es posible detectar patrones de comportamiento.

Tales errores permiten también la obtencion de diversas medidas -de
volatilidad para series financieras (Bajo, Fernandez y Sosvilla, 1992b), (Bajo,

Fernandez, Mora y Sosvilla, 1994) y (Fernandez-Rodriguez y Mora, 1995).

Dada la serie temporal {x,, ..... , X, }, consideraremos ahora los predictores
autorregresivos ajustados localmente
Epap = Ao 2y e @y ()%, s+ sy ()X, (g 1y Bo()

cuyos coeficientes se ajustaran localmente en el punto x,* a partir del cual realizamos

la prediccion. Estos predictores se construyen por medio de una regresion minimo

cuadratica basada en los k puntos mas proximos a x,, esto es: led, ..... X, Y las
observaciones siguientes en la serie a cada uno de tales puntos x, ,....,x, ., de
- Ty Tl

modo que la suma cuadrética de los errores 3 (x,

n 2 e :
1-%;,,)" sea minima. Este tipo

i-1 ,
de predictores esta ampliamente estudiado en Fernandez -Rodriguez (1992).

La prediccion de los datos esta condicionada por dos parametros que deben
ser elegidos a priori, la dimension de inmersion (DI) y el nimero de puntos préximos

(NPP). -

Para series caoticas, el teorema de Takens (1981) asegura que si de un sistema
dindmico m-dimensional extraemos como observable una Gnica serie temporal, de
modo genérico, la dindmica reconstruida por medio del espacio de fases R® de la

serie es equivalente para d>2m, a la dinimica del sistema original. En la practica,
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existe un procedimiento simple para determinar la DI adecuada para realizar
predicciones en una serie temporal, basado en minimizar el error cuadratico medio de

prediccion.

Para una mejor comprension del funcionamiento de nuestro contraste de
predecibilidad, lo hemos aplicado a la serie temporal de Lorenz diferenciada con
N=2000 observaciones. Los resultados obtenidos se ilustran en la Figura 2.26. Las
dimensiones de inmersion DI oscilan entre 2 y 10. El cociente ECM/STD indica el
error cuadratico medio dividido por la desviacién tipica. En la medida que éste
cociente sea inferior al valor uno se entender4 que la prediccién realizada mejora la
del camina aleatoria. Fl nimera de puntos proximos NNP se ha tomado
aproximadamente igual al 2% del namero total de observaciones de la serie. En la
Figura 2.26, y para cada una de las dimensiones de inmersion consideradas, se
advierte que los errores de prediccion se muestran considerablemente inferiores a los

de un modelo de camino aleatorio cuya mejor prediccién es la media de la serie.

También hemos generado la serie precio obtenida en el modelo discreto de
dos ecuaciones (Cap. 1, Secc. 1.1), en el rangd de parametros donde hemos probado
que ¢l modelo tiene un comportamiento cadtico. Los resultados del contraste de
predicccion se pueden observar en la Figura 2.27. El niimero de puntos proxlmos
considerados es de 60, que corresponden 1gualmente al 2% del total de observaciones
de la serie. Notamos para la serie prec1o, que los errores de prediccion también se
muestran inferiores a los de un modelo de camino aleatorio, ya que para todas las
dimensiones de inmersion analiiadas el cociente entre el error cuadratico medio y la

desviacion tipica resulta menor que uno.
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Figura 2.26
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad por Ocurrencias Andlogas a la Serie
Temporal de Lorenz diferenciada con N=2000 observaciones, considerando las
Dimensiones de Inmersion DI entre 3y 10. Si ECM/STD < 1, la prediccion
mejora a la obtenida por el camino aleatorio
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Figura 2.27
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad por Ocurrencias Andlogas a la Serie
Temporal del Precio Generada por el Modelo Discreto con N=3000 observaciones,
considerando las Dimensiones de Inmersion DI entre 3y 10.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mefora a la obrenida por el camino aleatorio
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Con el fin de detectar patrones de comportamiento que posibilitarian la
prediccion por ocurrencias analogas, hemos aplicado el contraste de predecibilidad
a las series spot de Tipos de Cambio Peseta, Escudo, Franco, Libra, Florin y Lira
frente al Marco, con datos diarios de aproximadamente N=4000 observaciones,
durante el periodo Enero-1974 a Abril-1992. También hemos realizado el contraste
de predecibilidad a las Series de Rentabilidades del Indice General de la Bolsa de
Madrid en el periodo Enero-1966 a Tulin-91 y al Indice S&P de la Rolsa de Nueva
York en el periodo Enero-1968 a Abril-1991.
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Figura 2.28

Aplicacién del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Peseta-Marco
N=4000 observaciones, considerando laxs dimensiones de Inmersion DI entre 3 p 8.

Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio.
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Aplicacion del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Escudo-Marco
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N=4500 observaciones, considerando las dimensiones de Inmersion DI entre 3y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccin mejora a la del camino aleatorio.
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Figura 2.30
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Franco-Marco

N=4500 observaciones, considerando las dimensiones de Inmersidn DI entre 3 3 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio.

221



0.015 . 0.01
ECM/STD=1.0107
- 001} <
ar i 0.005
a Yoo . o]
0005 N\-‘,l--\\\-zilyﬁf J{A’t WY Y 3
|
0 50 100
0.015 ,
ECM/STD=09939 001 £C
o 001} : ; ;
S g 005 | i A] | B oocs il it | » ”"} ’L‘
0 i \}\M"A\ﬁ{ \‘\k\f\:—’\?‘\.?\l‘\"&&mi@ 0 v Wi LAV
0 50 100 0 50 100
0.015 0015 T
ECM/STD=1.0008 ECM/STD=0.9976
g 001} l | @ 0.01 !
0005 &M‘M j}l q, ) Il 1 ©ooos .!.J A u 1 b
LV R AR Lk k’@"ﬂk‘fkﬂ "'t@;fdifh‘%i"’v
0 50 100 0 5 100

Figura 2.31
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Libra-Marco

N=4000 observaciones, considerando las dimensiones de Inmersicn DI entre 3y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio.
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Figura 2.32
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Florin-Marco

N=4500 observaciones, considerando las dimensiones de Inmersion DI entre 3y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio.
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Aplicacion del Contraste de Predecibilidad a la Serie de Tipo de Cambio Lira-Marco
N=4700 nbservaciones, consideranda las dimensiones de Inmeysicn DI entre 3y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio,
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Figura 2.34
Aplicacion del Contraste de Predecibilidad al Indice General de la Bolsa de Madrid

N=4000 observaciones, considerando las dimensiones de Inmersion DI entre 3 y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatario.
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Figura 2.35

Aplicacion del Contraste de Predecibilidad al Indice S&P de la Bolsa de Nueva York
N=4000 observaciones, considerando las Dimensiones de Inmersion DI entre 3 y 8.
Si ECM/STD < 1, la prediccion mejora a la del camino aleatorio.

226



Los resultados de las predicciones a corto plazo realizadas en las diversas

series financieras pueden resumirse de la siguiente forma.

Detectamos la existencia de determinados tramos dentro de dichas series
donde nuestro contraste de predecibilidad es inferior a uno, revelando por tanto la
posibilidad potencial de realizar predicciones que mejoran las del camino aleatorio.
Junto con estos tramos predecibles, que en el contraste tienen una longitud superior
a 100 observaciones consecutivas, aparecen otros tramos donde las predicciones son

considerablemente inferiores a las del camino aleatorio.

Concretamente, el Indice S&P de 1a Bolsa de Nueva York contiene tramos
de 100 datos conéecutivos donde nuestro contraste de predecibilidad varia, para
dimensiones de inmersion entre 3 y 8, entre los valores 0.9670 y 0.9874. Por otra
parte, el contraste de predecibilidad aplicado al Indice General de la Bolsa de Madrid,
durante el mismo periodo, oscila entre los valores 0.8842 y 0.9453. En ambas series
puéden también detectarse otros tramos claramente impredecibles. Estos resultados

estan resumidos en la Tabla 2.5.1.

Figura Indices Valores Contraste Predecib.
2.34 General Bolsa Madrid 0.8842 - 0.9453
235 - S&P Bolsa Nueva York 0.9670 - 0.9874
Tabla 2.5.1.

Valores obtenidos en el Contraste de Predecibilidad

para las Series de Rentabilidades
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Enlos tipos de cambio hemos analizado las series en la etapa inmediatamente
anterior a las sucesivas tormentas monetarias que se desencadenan a partir de 1992.
El resultado del contraste de predecibilidad esta estrechamente relacionado ala divisa
que se utilice. Asi, el tipo de cambio Florin-Marco muestra periodos de mas de 100
observaciones consecutivas de muy buena predecibilidad, donde nuestro contraste
varia entre 0.8340 y 0.9215 para las diferentes dimensiones de inmersion
consideradas. A excepcion de éste caso, el contraste de predecibilidad sobre las
 distintas series de tipos de cambio no detecta claramente la posibilidad de
predicciones mejores que ‘el camino aleatorio. Los resultados obtenidos estén

resumidos en la Tabla 2.5.2.

Figura Tipo de Cambio | Valores Contraste Predecib.
2,28 Peseta-Marco 0.9836 - 1.0395
229 Escudo-Marco 0.9485 - 1.0204
2.30 . Franco-Marco 0.9597 - 1.0275
231 | Libra-Marco 0.9903 - 1.0186
232 Florin-Marco |  0.8340-0.9215
233 Lira-Marco |  0.9914-1.0664

Tabla 2.5.2.
Valores obtenidos en el Contraste de Predecibilidad

para los Tipos de Cambio
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Teniendo en cuenta que los errores de prediccion sefialados pueden ser
considerados como una medida de volatilidad local de las series temporales. [Ver
(Bajo, Fernandez, Mora y Sosvilla, 1994) o (Femé,ﬁdéz-Rodﬁguez y Mora, 1995)].
Notamos que aparece una cierta tendencia a obtener medidas de volatilidad inferiores
para aquellas monedas (Florin, Franco y en algunos periodos para la Peseta) cuyas
bandas de actuacion fueron creibles en la mayof parte del periodo analizado. Mientras
que para el caso de la Lira y la Libra se obtiene un aumento de la volatilidad tras el
abandono del mecanismo de cambio ‘del Sistemé Monetario Europeo. Estos

resultados estan en linea con los presentados por (Sosvilla, Fernandez, Bajo y Martin,
1994).

229



CONCLUSIONES

1. El caos determinista constituye una herramienta matematica muy Gtil para
describir el comportamiento de un mercado financiero. El caos barece ser la forma
mas plausible de determinismo en los modelos que explican la dinimica del
comportamiento especulativo, con el fin de evitar la paradoja de la predecibilidad

(toda profecia sobre el valor de las cotizaciones se anula a si misma).:

Los modelos que presentan caos determinista no se muestran en abierta
contradiccion con la teoria de los Mercados Eficientes si la dirﬁensién del modelo es
suficientemente elevada. Basta tener en cuenta que el comportamiento cadtico
consiste en una dinamica determinista que es predecible 5010 en un plazo muy corto.
Los modelos basados en ecuaciones en diferencias no lineales podrian servir de
puente entre dos pusiciones antagOnicas sobre el comportamiento de las cotizaciones
de los mercados financieros: la pbstura defendida en la literatura te6rica que postula
el movimiento aleatorio de las cotizaciones y, por otro lado, la ampliamente extendida
por los profesionales del mercado que basan sus predicciones en el comportamiento

historico de las series de precios.

2. Todos los modelos analizados sefialan que cuando en un mercado
predomina el componente chartista respecto al fundamentalista, los precios se mueven
en dinamicas fuera de los valores de équi[ibn'o del mercado, dando lugar a la
existencia de burbujas de tipo esf)eculativo. Los efectos de tales burbujas son una
forma plausible de explicar la alta volatilidad registrada durante los ultimos veinte

afios en los mercados financieros.
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3. El modelo bidimensional discreto de fundamentalistas y chartistas posee
una dinidmica mucho mas rica que los modelos vsimilares, en tiempo continuo,
desarrollados por Beja y Goldman (1980) y Chiarella (1992). Para un determinado
rango de los parametros, nuestro modelo presenta distintos tipos de bifurcaciones
entre la estabilidad y el caos que no se dan en el modelo continuo, La transicion de
uno a otro comportamiento se realiza por medio de bifurcaciones de Neimark y

bifurcaciones de Hopf para el caso discreto.

Hemos demostrado la existencia de un comportamiento cadtico en el modelo
por medio de un Teorema de Marotto (1978), implemenfando un nuevo algoritmo
que permite su aplicacion sistematica: El rango de pardmetros, donde el sistema se
concentra en un atractor extrafio, se caracteriza por la predominancia de la influencia
chartista sobre la fundamentalista y donde ademas el tiempo de respuesta chartista en
la formacion de expectativas es muy pequefio. Este comportamiento persiste bajo

ligeras perturbaciones de los pardmetros.

También hemos detectado un complejo movimiento transitorio o pre-caos que
degenera en un atractor regular y se produce en el sistema para valores

inmediatamente anteriores al que produciria el movimiento caético.

Por ultimo, observamos que si el tiempo de respuesta en la formacion de
expectativas chartista és cero, la dinamica del modelo depende de la interaccion de
los parametros chartistas y findamentalistas. Pueden presentarse diversas situaciones
dinmicas (estabilidad, bifurcacion ﬂiﬁ y comportamiento periodico) segin el rahgo
de variacion de los parametros. El caos sélo aparece en el rango de parametros donde

la influencia de las expectativas chartista es mayor que la fundamentalista.
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4. La ampliacion del modelo continuo de Chiarella (1992) al caso de dos
activos no enriquece esencialmente la dinimica. Su comportamiento se podria
considerar como una generalizacion del caso de un solo activo. El tiempo de retardo
en la formacion de expectativas chartista juega un papel fundamental dentro del
analisis del comportamiento del precio de uno de los activos cuando estan
interactuando dos expectativas chartistas sobre distintos precios. A medida que el
tiempo de respuesta disminuye el sistema pasa, por medio de una bifurcacion de

Hopf, de ser estable a concentrarse en un ciclo limite.

En nuestro modelo continuo con dos activos, cuando la velocidad de ajuste
de las expectativas chartistas es muy grande, aparecen comportamientos del ﬁpo
variedad rapido-lenta. Este tipo de dinimica se caracteriza por saltos muy abruptos
tanto en el comportamiento de los precios del mercado como en las expectativas de
los agentes. La dinamica de la variedad rapido-lenta en tres dimensiones podria ser
una buena aproximacion de un mercado real en momentos de incertidumbre vy alta
volatilidad. Las variaciones abruptas y la alta inestabilidad se deben a factores

puramente especulativos, y por tanto propiamente intrinsecos del mercado, como son

la velocidad de ajuste y la formacion de expectativas.

El sistema enriquece su dinamica si lo discretizamos. Las simulaciones
realizadas permiten generalizar los resultados obtenidos en el caso bidimensional
discreto. El movimiento se concentra en un nuevo atractor cadtico, siempre en el

rango de parametros donde la influencia chartista es mayor.
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5. Los modelos analizados revelan que el caos es consecuencia de la propia
especulacion. La dinamica cadtica en las cotizaciones y la consiguiente posibilidad de
realizar predicciones, a corto plazo, esta producida por la actuacion de los propios

agentes chartistas al intentar anticiparse al mercado.

6. Los patrones de comportamiento que presentan las dinamicas caoticas no
son ciclicos sino evolutivos y su obediencia se produce a muy corto plazo. Tal
comportamiento parece ser una buena aproximacion alo que muchos tedricos, como
Bowden (1990), consideran sobre la efectividad de las reglas chartistas: existe una
multitud de reglas del tipo de expectativas extrapolativas que pueden ser empleadas
con éxito de forma muy localizada en el tiempo. En la medida en que determinada
regla tiene éxito y se generaliza su uso por parte de los agentes, los patrones de
comportamiento (origen de dicha regla) evolucionan hasta convertirse en nuevos

patrones que s6lo seran predecibles por nuevas reglas.

Conclusiones Empiricas

El chartismo como forma de especulacion parte de la existencia de diversas
escalas de memoria dentro de las series financieras. Segin el Analisis Técnico, el
empleo de multituﬂ de reglas de mercado basadas en el comportamiento de las
cotizaciones, abre la posibilidad de obtener rendimientos superiores a los normales

en las inversiones de forma persistente.
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El conjunto de reglas chartistas apunta hacia una doble hipdtesis sobre las
series témporales de precios en los mercados financieros. Por un lado, en las
cotizaciones se mezclan diversos procesos de memoria a largo Iplazo que darian lugar
a la existencia de algun tipo de comportamiento ciclico; por otro, persisten diversos

patrones de comportamiento predecibles a corto plazo.

7. Algunos de los contrastes empiricos realizados muestran la existencia de
diferentes escalas de memoria no necesariamente basadas en ciclos regulares. Tales
dindmicas podrian atribuirse a ciclos no periddicos y otros patrones de

comportamiento propios de las trayectorias de los sistemas no lineales.

a) Los espectros de Fourier son de banda ancha, siendo incapaces de

detectar ciclos periddicos dentro de las series.

b) Los tests BDS son, en la practica totalidad de las series, superiores

a dos, revelando con ello la existencia de patrones de comportamiento dentro

de las mismas.
¢) Los estadisticos de Hurst, en las versiones de Mandelbrot y Lo,

muestran la existencia de indicios de memoria a largo plazo y procesos de

memoria a corto plazo claramente reconocibles.
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d) Al realizar en las series financieras predicciones locales a corto
plazo, aparecen zonas donde los errores de prediccion son considerablemente
pequefios, mostrando con ello la posibilidad efectiva de realizar predicciones
de calidad superior a las del modelo de camino aleatorio. Tales zonas se

entremezclan con otras, manifiestamente turbulentas, donde las predicciones

resultan imposibles.

8. Los contrastes empiricos realizados pareéén apuntar hacia muchas dé las
conclusiones sefialadas por Bowden (1990). Si un niimero considerable de agentes
sigue las reglas de tipo chamsta, tales reglas podrian de esta forma encontrar con ello
una autojustificacion. Por otro lado, también puede observarse que la paradoja de la
predecibilidad desaparece si el nimero de reglas chartistas es miltiple, el nimero de

agentes que las siguen no constituyen la totalidad del mercado y existen diversos

horizontes temporales de inversion.
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