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RESUMEN

La teoria sobre logica es un tema fundamental que se ensena normalmente al inicio de cualquier carrera de
computacién o similar. En este trabajo se muestra cémo abordar simultdneamente la 16gica usando su contraparte
en teoria de conjuntos y aprovechar los diagramas por sectores de Venn—-Euler para realizar muchos de los
problemas usuales que se consideran en este proceso. Se muestra, ademds, un CDF (Computable Document
Format) desarrollado en lenguaje Wolfram Mathematica que apoya tanto el aprendizaje de la teoria de conjuntos
como de la l6gica proposicional. La herramienta de software (el CDF) desarrollada por los autores, aunque no
se ha implementado a la fecha con ningiin grupo experimental, puede constituirse en un recuso préactico esencial
para operacionalizar de una forma eficiente la propuesta didactica compartida.
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1. INTRODUCCION

El estudio de la légica y la teoria de conjuntos es fundamental para una adecuada preparacion que se requiere
en el contexto de muchas carreras pero especialmente la de computacién. La légica es fundamental para todo
lo que conlleva programacién y demostraciones formales en matematicas. Cémo es bien sabido, la mayoria de
los lenguajes de programacion incluyen comandos con los que es posible implementar los distintos operadores
l6gicos. El estudiante debe estar formado adecuadamente con el objetivo de utilizar estos comandos y plantear
las soluciones a sus problemas apropiadamente. Por otro lado, la teoria de conjuntos es fundamental en los cursos
de bases de datos, es decir, en almacenamiento y recuperacién de la informacién. Es por estas razones que estas
dos tematicas deben abordarse con seriedad y adecuarse convenientemente para el perfil del estudiante que se
estd preparando.

Tanto la teoria de conjuntos como la teoria de légica pueden abordarse de una manera abstracta y formal.
Sin embargo, el docente, ante esta decision, debe tener claro que no estd formando profesionales en matematicas
y por lo tanto, debe encauzar o adecuar apropiadamente un curso de esta naturaleza. Ciertamente, el estudiante
de computacién debe tener una base sélida sobre estas temaéticas pero a la vez el docente debe propiciar que
ese tipo de alumnos aproveche o desarrolle sus habilidades en lo referente a seguimiento de algoritmos y andlisis
de escenarios basados en informacién visual. En este trabajo se presenta un enfoque que intenta brindar a los
estudiantes de computacion la posibilidad de asimilar tanto los conceptos de teoria de conjuntos como los de
légica de una manera mas visual y algoritmica. Para lograr este cometido se echa mano de un recurso muchas
veces desdenado por los profesionales en matematicas y que se emplea solo de manera introductoria en teoria
de conjuntos, a saber, los diagramas de Venn—Euler. Estos diagramas, ademas de ser un recurso didactico muy
interesante pueden convertirse en una herramienta de calculo poderosa que le facilita el trabajo a los estudiantes
al enfrentarse a problemas de légica y teoria de conjuntos. En el presente trabajo se muestra cémo utilizar una
variante de los diagramas de Venn—Euler que llamaremos diagramas por sectores que corresponde a un concepto
un poco mas general que el que se estudia normalmente.
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2. BREVE REPASO SOBRE LOGICA Y TEORiA DE CONJUNTOS

El tema de légica estd ampliamente documentado (ver por ejemplo! #) y en esta seccién simplemente repasa-
mos los conceptos més importantes. En la siguiente tabla se concentran las definiciones de los operadores l6gicos
usuales, a saber — (negacién), A (y), V (0), ¥ (o exclusivo), — (implicacién) y «+ (equivalencia).

]p\q\ﬁp\pAq\qu\plq\p%q\qu\
VIV | F \Y% v F A% v
V|F|F | F A A F F
FIV|V | F A% Vv Y F
FIF| V| F F F Vv Vv

Se suelen usar las letras p, ¢, 7, s, t para indicar proposiciones (i.e. expresiones que se pueden tipificar como
verdaderas o falsas) y las letras o valor—verdad V' y F son abreviaciones de las palabras verdadero y falso,
respectivamente. Sin embargo, en esta propuesta, con el propésito de simplificar los célculos a veces se usan las
letras A, B, C, D, E para indicar proposiciones o conjuntos. Del contexto estudiado el usuario serd capaz de
establecer la diferencia.

Si P es una expresién booleana, se dice que P es una tautologia/contradiccién/contingencia si su valor—verdad
(considerando todos los casos de las variables booleanas que componen P) es siempre V/F/(mixto), respectiva-
mente. Si P — @ es tautologia, escribimos P = Q). De igual forma si P <> @) es tautologia, escribimos P < Q) o
bien P = Q. Esto permite establecer identidades booleanas. Algunas de las més famosasson 1. P — Q = P V Q,
2.P>Q=-Q—-P,3. -P=P, 4 ~(PVQ)=-PA-Q,5.PVQ=QVP,6.PVQ)VR=PV(QVR),
7. PV(QANR)=(PVQ)A(PVR),8 PN\P=P, PYVP=P9. PVF=P, PN\V0O=P 10. PV-P=V,
PA-P=F11.PAN\F=F,PVV=V12.PV(PAQ)=P,PAN(PVQ)=P.

La teorfa de conjuntos es también un tema sobre el cual se puede encontrar muchisimas fuentes (ver por
ejemplo’ ). Nos limitaremos aquf a recordar los aspectos mds importantes y damos por conocido el uso de los
simbolos € (pertenencia), C (subconjunto) e igualdad de conjuntos (=). En la siguiente tabla (que adrede es
similar a la anterior) se concentran las definiciones de los operadores conjuntistas usuales, a saber:

| A | B | A4 | 4anB | 4AuB | AAB | AcB | A=B |
’xeA‘xeB‘x&A‘meA/\xeB‘xeA\/xeB‘xeA!xeB‘xeA—nxeB‘xeAExEB‘

También, se define la diferencia A — B como A N B. Generalmente se denota con U el conjunto universo del cual
todos los conjuntos que se estan operando, son subconjuntos.

Al contemplar las tablas para légica y para teoria de conjuntos, respectivamente, se observa que a veces
puede resultar conveniente transformar un problema dado en teoria de conjuntos a su contraparte en légica,
hallar entonces una soluciéon y luego convertir la respuesta de vuelta a teoria de conjuntos. Por supuesto que
la estrategia inversa también se puede aplicar, esto es, empezando con un problema en ldgica transformarlo
a su contraparte conjuntista y eventualmente transformar la solucién obtenida en términos légicos. Para cada
problema se puede valorar la posibilidad de irse al “mundo dual” correspondiente, si nos resulta mas sencillo
hallar la solucién ahi. Generalmente aquellos problemas conjuntistas que involucran productos cartesianos, o
bien, el conjunto potencia o de partes, resulta mas adecuado resolverlos directamente en teoria de conjuntos.

En el presente trabajo, desde una perspectiva didactica es esencial establecer la correspondencia entre ex-
presiones conjuntistas y lgicas, tal y como se explica a continuacién. Reemplazamos cualquier conjunto A con
la proposicién A : x € A. De esta forma, si tenemos dos conjuntos A y B, corresponderian en su dual 16gico, a
las proposiciones A:x € Ay B:x € B. La unién A U B se representaria asi A V B, la interseccién A N B corres-
ponderia a A A B, el complemento A se simbolizaria como —.A, la diferencia A — B corresponderia a A A -8, la
diferencia simétrica AAB se representaria como A Y B (el o exclusivo), el conjunto ¢ se asociaria con F' (Falso)
y el universo U con V' (Verdadero).
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3. DIAGRAMAS DE VENN-EULER POR SECTORES

Los diagramas de Venn—FEuler son un recurso comtunmente utilizado para dar una versién visual de los conjun-
tos. Generalmente se utilizan de manera didéctica pero no como herramienta de calculo tal y como lo proponen
los autores de la presenta propuesta. En esta seccion, mostramos cémo podemos utilizar esta herramienta de una
manera mas provechosa agregando el concepto de sector. Se explica esta idea para el caso de problemas con dos
o tres conjuntos. En los dibujos que se muestran a continuacién, se han numerado los distintos sectores conexos.
Se puede demostrar por induccidn que si n es el nimero de conjuntos, la cantidad de sectores resultantes para
este tipo de diagrama es n? —n + 2.

/30N

La idea de sector se refiere a que el niimero asignado representa a todos aquellos elementos que estan en el sector.
Las operaciones entre conjuntos se pueden efectuar usando una légica por sectores, veamos primero el caso de dos
conjuntos. El valor 1 representa a todos aquellos elementos que pertenecen a A — B, el valor 2 representa a B — A,
el valor 3 representa a AN B y finalmente el valor 4 representa a AU B. De esta manera, si en un problema de
conjuntos se nos dice que A N B = ¢, entonces al usar los sectores para resolverlo, simplemente se eliminaria el 3
de cualquiera de los cdlculos realizados. Se debe notar que el universo corresponderfa a U = {1, 2, 3,4}. Veamos
ahora el caso de tres conjuntos. Si se nos dice, por ejemplo, que C no tiene interseccién con A y B, se eliminarian
de una operacién de conjuntos por sectores, los nimeros 5, 6 y 7 de cualquiera de los cdlculos efectuados. Lo
interesante de este enfoque innovador planteado por los autores es que no es necesario hacer muchos diagramas de
Venn—Euler para abarcar todos los casos posibles (incluyendo restricciones adicionales). Es importante enfatizar
que al dar la respuesta de una operacién en la que se emplean diagramas de Venn—Euler por sectores, se debe
tratar de usar la menor cantidad de conjuntos posibles.

4. SIMPLIFICANDO EXPRESIONES LOGICAS MEDIANTE DIAGRAMAS

Ya se ha senalado anteriormente que en muchos casos puede resultar conveniente alternar entre un enfoque
conjuntista y uno logico. En esta seccién sacaremos provecho de la conversién de un problema légico en uno
conjuntista en el que podemos aplicar diagramas de Venn-Euler por sectores. Lo explicamos con un ejemplo.
Suponga que se quiere simplificar la expresion légica ([AV = (=B Vv =C)] vV (-B A C)) A = (A A C). El equivalente
conjuntista” de este problema légico es ({A UuBU 6] U (E N C’)) N ANC. Sise desea encontrar el resultado de

la operacién entre conjuntos, se utiliza entonces el diagrama de Venn—Euler por sectores para tres conjuntos y
se realiza el siguiente calculo:

({Auﬁ} U (Pmc)) NANC = ({{1,4,5,7}u{2,4,6,7}u{3,5,6,7}] U ({2,4,6,7}0{3,5,6,7})) N
11,4,5,71 1 1(3,5,6,7} = {1,3,4,6} .

Se puede concluir que el resultado es justamente AAC'. Si se usa el operador Y, la respuesta al problema propuesto
es ([AV-(-BV-C)|V(=BAC)A=(ANC)=AVC.

*Abusando de la notacién se ha utilizado el mismo simbolo para denotar conjunto y proposicién indistintamente.
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Un aspecto fundamental e interesante de esta propuesta, se sustenta en observar que se puede llegar a la
respuesta de un problema sin necesidad de memorizar las identidades légicas, que ocasionalmente son olvidadas
con facilidad por la poblacion estudiantil. En este enfoque es necesario simplemente conocer los operadores
conjuntistas.

5. SIMPLIFICANDO EXPRESIONES CONJUNTISTAS MEDIANTE DIAGRAMAS

Tal y como se mencioné antes, los diagramas de Venn—Euler por sectores pueden utilizarse cuando hayan
suposiciones adicionales. Supéngase que se sabe que C' C A y se desea mostrar que, bajo este supuesto, se
cumple (AN B)UC = AN (BUC). Hagamos el cdlculo de (AN B) U C sin usar todavia el supuesto indicado.
Se obtiene asi, (AN B)UC ={4,7,5,6,3}. Por otro lado, AN(BUC) = {4,5,7}. Claramente en general, se
tiene que (AN B)UC # AN (BUC). Sin embargo, el supuesto de que C' C A, obliga a eliminar los sectores 3 y
6. Por lo tanto, bajo el supuesto indicado, se obtendria que (AN B)UC = {4,7,5}, cumpliéndose la identidad
en cuestion.

6. VERIFICANDO LA CORRECTITUD DE UN RAZONAMIENTO USANDO

DIAGRAMAS
Supéngase que Py, Py, P, ---, P, son proposiciones. Una proposicién @ es una inferencia légica de estas
proposiciones, si se cumple Py A P, A Ps A+ A P, = Q. Ademas, se dice que el razonamiento (o argumento) es
valido. A las proposiciones P, P», P3, ---, P, se les denomina premisas. Tipicamente las premisas son de dos

tipos: (a) reglas o condicionales como por ejemplo A — By (b) factuales, como por ejemplo =A A B. De hecho es
bien conocido que toda regla se puede convertir en factual mediante la identidad A — B = -A V B. Utilizando
esta identidad y el diagrama para sectores de dos conjuntos visto antes, se tiene que los sectores correspondientes
a A — B son {2,3,4}. Es interesante observar que la conocida regla Modus Ponens consiste simplemente en
anadir el sector 1 para lograr el universo U que corresponde a V', es decir, una verdad absoluta.

Agregar premisas en un razonamiento es equivalente a seleccionar algunos sectores del conjunto universo.
Una vez que se hace la conjuncién de todas las premisas, el resultado es un sector especifico. Esto quiere decir
que si S es tal sector, la proposiciéon = € S serd verdadera bajo ese conjunto de premisas. Se tiene entonces
como consecuencia que si S C T, siendo T el conjunto correspondiente a alguna proposicién, se puede asegurar
que dicha proposicion es verdadera. De igual forma si se sabe que S NT = ¢, entonces se puede asegurar que la
variable booleana asociada es falsa, bajo las premisas asumidas.

Veamos un ejemplo. Suponga que se desea verificar D a partir de las premisas C — B, A, -(AAB)y C V D.
En este caso se debe usar un diagrama de Venn—FEuler por sectores para cuatro conjuntos, como el que se muestra
a continuacion:

La expresién” (=C'V B) A (A) A—=(A A B) A (CV D) corresponde a la conjuncién de las premisas en donde se
ha convertido la premisa regla en factual. La expresion (-C UVB) N (4A) N —=(A A B) N (C U D) serfa la corres-
pondiente expresién conjuntista. El conjunto resultante es {5}, asociado con el sector que se ha coloreado en el
diagrama anterior. Notamos que el sector 5 estd enteramente contenido en el conjunto D, por lo tanto, la pro-
posicién D es verdadera. Esto concluye la verificacién del razonamiento. Naturalmente, analizando el diagrama
por sectores anterior es facil inferir otros razonamientos vélidos. Se observa que el sector 5 esta contenido en el

*k .’ 1. . ’. . . e
De nuevo, abusando de la notacién, se ha utilizado el mismo simbolo para denotar conjunto y proposicién.
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conjunto A, esto quiere decir que A es verdadera, pero esto ya se sabia, pues era una premisa. Se nota ademas,
que el sector 5 y B tienen intersecciéon vacia, por lo tanto, B es falso o lo que es lo mismo —B es verdadero.
Usando el mismo razonamiento —C' es verdadero.

7. CDF PARA REALIZAR OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS USANDO
DIAGRAMAS DE VENN-EULER POR SECTORES

En el anio 2008 la empresa Adobe Systems revolucioné la publicaciéon de documentos digitales con un formato
estandar llamado PDF (portable document format por sus siglas en inglés). Si bien es cierto el impacto positivo
de este tipo de archivos ha sido incuestionable, permitiendo compartir todo tipo de informacién para su lectura,
en la actualidad el funcionamiento de los PDFs resulta insuficiente al encontrarnos en una sociedad donde
normalmente los usuarios adoptan la necesidad de convertirse en prosumidores (consultar®).

La empresa Wolfram Research notando estos cambios y la necesidad de requerimientos empresariales mas
flexibles para la toma de decisiones, desarrollé un tipo de archivo propietario denominado CDF' (acrénimo de:
Computable Document Format) el cual establece un formato de documento capaz de ejecutarse de manera gra-
tuita, en muchos casos, a través de distintos sistemas operativos. Los CDFs pueden ser desplegados para su uso,
mediante la instalacién de un plug in gratuito multiplataforma (para los sistemas operativos Windows, MAC'y
Linux) disponible en la direccién URL: http://www.wolfram.com/cdf (consultar”). La arquitectura tecnolégica
de un documento con un formato computable se sustenta en el poder computacional provisto por el lenguaje Wol-
fram. Con muy pocas excepciones, practicamente todo lo que es posible desarrollar en un cuaderno convencional
de Mathematica, serd un recurso facil de exportar como un CDF.

Los CDFs pueden convertirse en herramientas muy ttiles en diversas areas dentro de la educacién matematica.
Una prueba de ello, reside en la reciente aparicién de distintos libros de texto que parten del supuesto de
considerar la visualizaciéon matemaética como un recurso didédctico que favorece la comprensién conceptual y una
mejor profundizacién algoritmica (consultar® !!). Los autores del presente trabajo han disefiado distintos objetos
CDF's para la ensenanza y el aprendizaje de los topicos de 1égica proposicional y teoria de conjuntos, estos pueden
ser revisados por el lector en: https://www.escinf .una.ac.cr/CDF/.

Una de estas aplicaciones CDFs, se creé con el proposito de ayudar al estudiante a incursionar en diagramas
de Venn—Euler por sectores, propuesta didéactica ya explicada en las secciones anteriores. Este CDF circunscribe
su utilidad en la simplificacién de expresiones conjuntistas, expresiones légicas y verificaciéon de la correctitud de
razonamientos logicos. Se trata de una App que corre sobre cualquier navegador Web, i.e. se puede usar sobre
Windows, OS, Linux, Android, entre otros.

Esta aplicacién es de uso libre y los datos de entrada pueden darse mediante botones, o bien, utilizando las
letras “u” para U, “i” para N, “m” para —, “ds” para A (diferencia simétrica) y la “n” para —. Se traté de
usar una interfaz que fuera facilmente accesible desde cualquier plataforma, especialmente desde un dispositivo

inteligente, como por ejemplo, teléfonos o tabletas.

En la siguiente figura se muestra la interfaz de la aplicacién que el lector puede encontrar en https://
www.wolframcloud.com/obj/83217d9b-691c-4319-83£4-4d73a0329708. Utilizando las ideas esbozadas en este
trabajo en el diseio del App en cuestion, el CDF genera mediante su uso, el correspondiente diagrama de Venn—
Euler por sectores, realizando el célculo de la simplificacién de una operaciéon entre conjuntos ingresada por
el usuario. El sector o sectores resultantes se dibujan con otro color en el diagrama. Vale la oportunidad para
mencionar que este App fue el que se empled para realizar el diagrama de Venn—Euler por sectores que se utilizo
en el ejemplo de verificaciéon de correctitud de razonamiento mostrado en la Sec. 6.
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SU Expresion: | (nCuB)i(A)in(AiB)i(CuD)

llalelelo[e]of[-[a]- [d] eorr

|| CALCULAR CONJUNTO RESULTANTE |

Borrar todo

SIMPLIFICADORA DE OPERACIONES COMBINADAS DE
CONJUNTOS MEDIANTE DIAGRAMAS DE SECTORES.
Ingrese un expresion.

Use los botones o bien

use u para |J,

use i para (),

use m o - para la diferencia,

use ds para A (Dif. Sim.),

use n para - (Complemento) .

Autores: Enrique Vilchez Quesada y Juan Félix Avila Herrera
Escuela de Informatica | Universidad Nacional de Costa Rica

En el CDF el estudiante ingresa por teclado o por medio del ratén, la expresiéon conjuntista a simplificar,
mediante un diagrama de Venn—Euler por sectores. Al finalizar la escritura de la operacién, se presiona el botén
“CALCULAR CONJUNTO RESULTANTE” mostrandose el diagrama de Venn—Euler por sectores correspon-
diente, donde lo sombreado representa el resultado de la simplificacién buscada. Bajo esta perspectiva, el alumno
visualmente debe analizar la regién resaltada en el CDF, encontrar su interpretacién conjuntista y convertir esa
expresion a su dual 1égico, si fuese el caso. Este proceso basado en las etapas de visualizacién, interpretacion,
analisis, conversién y presentacién de resultados, denota una demanda cognitiva importante por parte de la App
al estudiante, favoreciendo por consiguiente, un aprendizaje real y significativo de los contenidos.

8. CONCLUSIONES

El uso de diagramas de Venn—Euler por sectores brinda una nueva opcién para complementar el estudio de
algunos problemas usuales de logica y teoria de conjuntos. Este recurso potencia a aquellos estudiantes que son
predominantemente visuales y permite prescindir de la memorizacién de las identidades de logica y teoria de
conjuntos que usualmente muchos alumnos olvidan con facilidad.

El trabajo también, brinda un aporte metodoldgico interesante, para aquellos profesores y alumnos de cursos
vinculados con los temas de 16gica proposicional y teoria de conjuntos, al facilitar el uso de un App CDF, donde
prevalece la construccién de puentes cognitivos hacia una mejoria conceptual y procedimental, proveyendo otras
formas de representacién de una operacién conjuntista o légica y de esta manera, una articulacién méas adecuada,
en la construccion de definiciones y métodos de resolucién de problemas en este campo.
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