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designa la función hipergeométrica triconfluente de tercer orden,

fórmula que consti tuye una obvia generalización . de la conocida

representación [16] :
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Las J (x ) serían posteriormente investigadas en varios trabajos por
m,n

el propio Humbert ([9], l Iü l , [11], [12)), así como por otros autores, entre

ellos R.S . Varma [15), N.W. MacLachlan [141, P . Agarwall l t l , P . Delerue

,
DE BESSEL-CLIFFORD DE lERCER ORDEN

Las funciones C (x) de Bessel-Clifford de tercer orden fue r on
m,n

introducidas por N. Hayek en [6]. Dichas funciones r epresentan un a clase de

naturaleza análoga a las de Bessel de igual orden, inicialmente e s t ud iadas

por P . Humbert [8], quién las definió mediante la fórmula :
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e) Abstract:

In this paper, we es tablish some integral representations fo r t he

so-called Bessel-Clifford functions of the thi rd order [6]. These

representations involve the third order sinus f
1

, f
2

and f
3

, t he Appell ' s

functions P, Q, and R, a nd ce r t a i n f un c tion s cer x a nd cei x (of similar

structure to the well-known ber x and bei x , due to Kel v inl, as wel l as some

integral formulas of the Sonine and Weber tVDes .



[3 ], y más recientemente han sido objeto de atención por parte de

o tros varios , como H. Dimovski [4], V. Kiryakova [13] , y algunos más.

de terminadas fórmulas de recurrencia y, sobre todo, el hecho de ser natural

generaliza ción de un tipo de funciones C (x), denominadas de Bessel-Clifford
m

de primera especie, estudiadas en profundidad en varios trabajos por Hayek

(e n tre los que cabe destacar [5] ) , y cuyo uso en múl tiples campos teóricos y

de aplicación, sus t ituye con manifiesta ventaja a las J (x) de Bessel. En un
m

t r a bajo nuestro anterior [7] fueron obtenidas otras interesantes propiedades

d e l a s func iones de Bessel-Clifford de tercer orden; entre ellas , relaciones

de las mismas con los senos de tercer orden f
1

, f
2

Y f
3

, investigados por

Appell [2] , desarrollos de éstos en términos de las C (x) , la ecuación
m,n

diferencia l de tercer orden que las mismas satisfacen, así como algunas

otras ecuaciones relevantes de la Física Matemática cuyas so l u c i one s son

expresables en términos de ellas .

En el presente trabajo se investigan nuevas propiedades de

(1. 4)
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diversas representaciones
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para la fWlc16n generatrIz (1. 3 ) , p ermite

en el cas o de índices ID y n enteros

ev Id entemente sen t Ido e l desarrollo (1 . 4)

especialmente
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( -) La adop ción d e una nue va fo rma

ob t e ne r l os va lor e s de las e (x)
m, n

negatl vos , par a e l cua l no tIene

que las de f'Lne , ( v éa s e (6).

estas func iones , ofreci éndose

integrales de las C (x l .
m, n

e ( x)
m,n

el desarrollo (S):

la expresión de su función generatriz :

En tre las prop iedades establecidas p~ra las funciones

(véase [6 ] ), destaca princ ipalmente la r e l a tiva a su conexión

J (x) :
m, n



(2 . 1)

en un

de la

=~JJf4
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II D

rectángulo

El análisis precedente puede extenderse asimismo a la funci ón C (x )
", n

de índices no nulos, desprendiéndose la representación de la misma por una

de las integrales siguientes (y con igual dominio de integración que para la

C (x)):
0 ,0

x
2

1 JllC (----) = --- cos (x sen rp ) drp
o 4 II , o

2 .1 Expresiones que incluyen las funciones P, Q y R de Appe l l
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2. REPRESENTACIONES INTEGRALES DE LAS C (x)
" ,n

donde los

Nota. La (2.1) general iza la llamada i nt egr al tipo Pa rseval pa r a la

función de Bessel-Clifford ordinaria [5] :

puntos representativos de e y rp se encuentran situados
2 IIde lados ----- y 211i (que son precisamente los pe ríodos
.¡J

función p(e ,rp) de Appell).

Haciendo uso de (1 .2) con m = O, n = O, o bien siguiendo un proceso

directo similar al desarrollado por Humbert [8] para exp r esa r l as J ( x )
" ,n

mediante una integral dob le , se infiere ' la fórmula:

, Son deducié:ias expresiones en las que ,.in t e r v i enen l as f unciones P , Q y

R de Appell [2] , representaciones i nt egr a l e s en f unción de los senEJs de

tercer orden f
1

, f
2

Y f
3

Y otras que contienen l as funci ones cer x y ce i x

(de estructura s imilar a las be r x y bei x , de conoc ida apli cación en va rios

contextos físicos ). Se i nc l uyen , as imismo, representac iones pa r a las C (x)
",n

de los tipos de integrales de Son ine y de Weber pa ra l as func i ones de

Bessel .



respectivamente ,

deducfdas de la
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1
válida para m > - -3-'

2 1
Si se sustituye ahora m'por ~ y n 'por ~' y se tiene en cuenta que

Análogamente, partiendo de relaciones similarmente

(2.5) resulta, al poner m'= _4_ n'= _5_ y m'= _2_ n'~
3 ' 3 3 3 '

Y usar las (7):

se infiere, tras oportunos cambios de variable:

C_
1

2 (x)

3'-3-

(7) :

2.2. Expresiones en que intervienen los senos de tercer orden f
1

, f
2

Y

-1

e pq

Descomponiendo adecuadamente el producto del segundo miembro y

aplicando el teorema de composición, sigue :

Al igual que para las J (x I, el cálculo simbólico u operacional de
",n

Heaviside (14) puede ser aplicado a las funciones de Bessel-Clifford de

tercer orden, para derivar nuevas propiedades de éstas a través de sus

imágenes.

Asi, si se parte del desarrollo (1.4), se deduce sin dificultad:

f.
3

siendo P, Q y R las funciones de Appell y J~= 1 .



y n, se deducen diversas representaciones integrales; por ejemplo :

y de[3]obt eni das por Delerue
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C (z)
n

fórmula s integrales para

contextura análoga a éstas .

De f orma similar, cabe establecer expresiones de las C (z) en función
m,n

de l os den ominados senos hiperbólicos h
1

, h2 y hJ de orden superior .

Por último, y en particular, dando opor t unos valores a los subíndices m

con intervención de los 's enos de tercer or den f
1

, f 2 Y f J , respectivamente ,

en lugar del coseno or d i na r io.

Las (2 .6) , (2 .7) Y (2 .8), pueden cons i der ar se, por otra parte, como

extensiones a las funciones de Bes sel-Clifford de tercer or den de las

Nota . Las (2 .6) , (2 .7) Y (2 .8) constituyen sendas generalizaciones de

la representación integral de la función C (z) de Bessel-Clifford mediante
n

una i nt egr a l del tipo de Poisson, establecida por Hayek [5] :

C (z )
m,n

C (z)
m,n

las s i gu i ent e s representaciones i n t egr a l e s :
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Sus desarrollos en serie :

2 .3. Expresiones que contienen las funciones cer x y cei x
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C

(e) Las cer x y ce í x están conexionadas co n las conocidas fW1clones ber x y

be l x,. Introducidas po r J1:elvln a partlr de la expresión: Jo (X i VI) = ber x

+ i bei X, as í ber (2vx )= cer X, bei(2vx) = cei x .

son absoluta y uniformemente convergentes en todo compacto de IR , pudiendo

por ello ser diferenciadas e integradas término a término.

Las funciones cer x y cei x fueron definidas por Hayek [5] , como pa rte

real e imag inaria , respectivamente , de la función CoC-i x) ( x real) (- ) :

Co(-ix) = cer x + i cei x

entre ' otras . Y de éstas, con el uso de fórmulas de recurrenc ia, resultan

relaciones que ligan entre sí a los senos de tercer orden , por ejemplo :



(2 .9)

( 2 .11 )

(2.1 0)

s imbólica

se deduce :P
2 '

4 sen a

ce r (s) ds

exp res i ón

cer ts ) ds de

ce í Ls) ds de

( con f(p ) e h( x)

última

2
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2
S
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p
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[5] :

Ahora bien, s i se tiene en cuenta la siguiente integral tipo Parsev a l

con igual campo e de integración.

Partiendo de la segunda de (2 .9) y siguiendo un proceso s imilar a l

precedente, se i nf i ere esta otra representación integral:

viniendo dado el campo e de integración por O < e < Tl, O < s < oo .

la integración respecto de

conduce a :

resul ta una nueva expresión, en la que al cambiar p po r --~--~

Entonces , con el uso de la pr imera de (2 . 9 ) y de la conocida expresión

s imbólica :

Al igual que en el apartado 2 .2 ante rior, si se recurre a las reglas

del cálculo operacional, cabe i nferi r, en pr imer l ugar, que :
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2.4. Otras representaciones

fór mu l a que ge neral iza la segunda i nt egr a l tipo Son ine para las de

Bessel-Clifford de pr imera especie [5].
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que , según (1. 4) , no es otra cosa que el desarrollo del primer miembro.

Análogamente, y t amb i én por comprobac ión directa, resulta :

con lo cua l , tras el cálculo de algunas i nt egra l es conocidas, el segundo

mi embr o de (2 .12 ) s e t rans f orma en el sumator io :

La (2 . 12 ) se es tablece por proceso directo, sustituyendo en la

i ntegr a l :

en donde la integral doble contiene una función del mismo orden, pero de

índices Al y A
2

inferiores que l os de la función representada, generaliza la

siguiente fórmula i nt egr a l t ipo Sonine para las funciones de Bessel-Clifford

de 1~ especie [5] :

La siguiente representac ión para las de Bessel-Clifford de tercer

orden :
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