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e) Abstract:

In this paper, we establish some integral representations for the

so-called Bessel-Clifford functions of the third order [6]. These
| representations involve the third order sinus fl, f2 and f3, the Appell’'s
| functions P, Q, and R, and certain functions cer x and cei x (of similar
structure to the well-known ber x and bei x, due to Kelvin), as well as some

integral formulas of the Sonine and Weber types.

1. INTRODUCCION

Las funciones Cm n(x) de Bessel-Clifford de tercer orden fueron

introducidas por N. Hay'ek en [6]. Dichas funciones representan una clase de

[ naturaleza andloga a las de Bessel de igual orden, inicialmente estudiadas
por P. Humbert [8], quién las definidé mediante la férmula:

m+n
X

3
F (m+l, n+l; ——>—) (1.1)
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: 3™ I(m+1) T(n+1)

donde on designa la funcién hipergeométrica triconfluente de tercer orden,

férmula que constituye wuna obvia generalizacién. de la conocida

representacién [16]:
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Jm(x) =

Las J (x) serian posteriormente investigadas en varios trabajos por

m, n
el propio Humbert ([9], [10], [11], [12]), asi como por otros autores, entre
ellos R.S. Varma [15], N.W. MacLachlan [14], P. Agarwall [1], P. Delerue
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[3], y mas recientemente han sido objeto de atencién por parte de
otros varios, como H. Dimovski [4], V. Kiryakova [13], y algunos mas.

Entre las propiedades establecidas para las funciones C;'n(x)
(véase [6]), destaca principalmente la relativa a su conexién con las
J n(x):

3
C n(x) =x ey [3 V[; ], (=2)

m, m,n

la expresién de su funcidén generatriz:

+00 +00
X
u+v: m n
e uv = z Z u v Cm’n(x), (1.3)
’ m=-0 n=-0
el desarrollo (*):
2 r
C (x)= Z (ox) = 1 on(m+1' n+l; -x)
R [(m+r+1) C(n+r+1) r! T(m+1) T'(n+1)
r=0 (1-4]

determinadas férmulas de recurrencia y, sobre todo, el hecho de ser natural
generalizacién de un tipo de funciones Cm(x), denominadas de Bessel-Clifford
de primera especie, estudiadas en profundidad en varios trabajos por Hayek
(entre los que cabe destacar [5]), y cuyo uso en miltiples campos teéricos y
de aplicacién, sustituye con manifiesta ventaja a las Jm(x) de Bessel. En un
trabajo nuestro anterior [7] fueron obtenidas otras interesantes propiedades
de las funciones de Bessel-Clifford de tercer orden; entre ellas, relaciones
de las mismas con los senos de tercer orden fl, f2 y fa’ investigados por
Appell [2], desarrollos de éstos en términos de las Cmn(x), la ecuacién
diferencial de tercer orden que las mismas satisfacen,,asi como algunas
otras ecuaciones relevantes de la Fisica Matematica cuyas soluciones son
expresables en términos de ellas.

En el presente trabajo se 1investigan nuevas propiedades de
estas funciones, ofreciéndose especialmente diversas representaciones

integrales de las C (x).
m,n

(*) La adopcién de una nueva forma para la funcién generatriz 1723)5 permite

obtener los valores de 1as C (x) en el caso de fndices m y n enteros
m,n

negativos, para el cual no tiene evidentemente sentido el desarrollo (1.4)

que las define, (véase [6])




. Son deducidas expresiones en las que intervienen las funciones P, Q y
R de Appell [2], representaciones integrales en funcién de los senos de
tercer orden fl, f2 y f3 y otras que contienen las funciones cer x y cei x
(de estructura similar a las ber x y bei x, de conocida aplicacién en varios
contextos fisicos). Se incluyen, asimismo, representaciones para las Cm n(x]
de los tipos de integrales de Sonine y de Weber para las funcione; de

Bessel.
2. REPRESENTACIONES INTEGRALES DE LAS Cm'n[x)
2.1 Expresiones que incluyen las funciones P, Q y R de Appell
Haciendo uso de (1.2) con m = 0, n = 0, o bien siguiendo un proceso

directo similar al desarrollado por Humbert [8] para expresar las Jmn(x)

mediante una integral doble, se infiere la férmula:

3

X B3

Co ol 37 = 5 ” £ [ - P(e,qz)] 40 dp 2.1)
4 D

donde los puntos representativos de 8 y ¢ se encuentran situados en un

rectangulo de lados y 2ni (que son precisamente los periodos de la

V3
funcién P(8,¢) de Appell).
Nota. La (2.1) generaliza la llamada integral tipo Parseval para la
funcién de Bessel-Clifford ordinaria [5]:

2

X
Co( 4
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) = = I cos (x sen ¢) dep
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El andlisis precedente puede extenderse asimismo a la funcién C (x)
m,n
de indices no nulos, desprendiéndose la representacién de la misma por una
de las integrales siguientes (y con igual dominio de integracién que para la
Co,o(X) ):

X
27 24\&3

c [ 3] = (~1)™® i V3 [_5_]_(""i[[e—xP(e,¢)-m(j6+J2¢)—n(j29+jw)d9 s
=2 4

(2.2)

3 3 - (m+n) - 2 2
c. n[%]z (e 193 [3] Jn_...”e—xo(e,go)—mueu p)-n(5P0430) g 4,

an (2513)
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(2.4)

3 ~ - (m+n) 5 12 i
c n(>2(_7] - (-1)™n }ﬁ [5] jm-nJJe—ﬁ(9,¢)—m(Je+J ©)-n(j 6+Jgo)de 3

siendo P, Q y R las funciones de Appell y j~3= 1.

2.2. Expresiones en que intervienen los senos de tercer orden f1’ f2 y

Al igual que para las Jn,n(x), el calculo simbélico u operacional de
Heaviside [14] puede ser aplicado a las funciones de Bessel-Clifford de
tercer orden, para derivar nuevas propiedades de éstas a través de sus
imagenes.

Asi, si se parte del desarrollo (1.4), se deduce sin dificultad:

S1
Pq

Xy C  (xy) > il f ot e
m,n m n
P g

Descomponiendo adecuadamente el producto del segundo miembro vy

aplicando el teorema de composicién, sigue:

X

: =)™ (y=v)" ™ wr-1 -1
y UiV : 1(uv) du dv

I'(m-m’ +1)T(n-n’ +1) By lines

X y Cm 1_‘(x y) = I
0 : (2.5)

0

Si se sustituye ahora m’por 525 y n’por L, y se tiene en cuenta que

3 3
[71:

9. V3 7

Cl i(x)_ e f1(3 \/—);)’
323
se infiere, tras oportunos cambios de variable:
~ 121 2 1 2
9 V3 5
c (2)= JJ (-2 Mty ) iSie £, (3€nVZ) d€ dn
27T (m+ ; )I'(n%) oo (2.6)

i 1
valldaparam>—T, n>—%,

Analogamente, partiendo de relaciones similarmente deducidas de 1la

(2.5) resulta, al poner m’= %, n’'= % y m'= %, n’ %, respectivamente,

y usar las [7]:
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las siguientes representaciones integrales:

=4 121 4 5
—_— m-— N=— 3
c (2)= 9V3z 3 IJ(1-§3) *(1-n) ? € n® £, (3€nVZ) dE dn
R 1 2
eahlas Ve orlaowo i ) 2.7)
=1 b | a 2 n—L 2
c (z) = — 9v3z 3 Jl(l-é‘) Szt ing £,(36nVZ) d€ dn
o 1 1
an(m# = )I"(n——a—) oo (m N %' Hne> %) (28)

Nota. Las (2.6), (2.7) y (2.8) constituyen sendas generalizaciones de
la representacién integral de la funcién Cn(z) de Bessel-Clifford mediante

una integral del tipo de Poisson, establecida por Hayek [5]:

1 1

el
C (z) = _____?_2____7__ J [1-&2] 2 cos(2 vz €) dE,
2 r(m-T) F(T) .

con intervencién de los senos de tercer orden fl, f2 y fa' respectivamente,
en lugar del coseno ordinario.

Las (2.6), (2.7) y (2.8), pueden considerarse, por otra parte, como
extensiones a las funciones de Bessel-Clifford de tercer orden de las
férmulas integrales para las Jm,n(x) obtenidas por Delerue [3] y de
contextura andloga a éstas.

De forma similar, cabe establecer expresiones de las CIn n(z) en funcién
de los denominados senos hiperbélicos hl, h2 y h3 de orden suLerior.

Por ultimo, y en particular, dando oportunos valores a los subindices m

y n, se deducen diversas representaciones integrales; por ejemplo:

Tl

3
‘ (z)=g_n3_Hgf1[3g,,/;]dgdn

3 0o
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19=1;
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entre otras. Y de éstas, con el uso de férmulas de recurrencia, resultan

relaciones que ligan entre si a los senos de tercer orden, por ejemplo:

U

4
5zl z £(2) = - ”e (1-n) £,(€ 1 2) d€ dn
oo
s 1021
2f (2)-2f (2) = ; JJ 1-€%) (-2’ ¢ £,(3 € nz) d€ dn
oo

2.3. Expresiones que contienen las funciones cer x y cei x

Las funciones cer x y cei x fueron definidas por Hayek [5], como parte
real e imaginaria, respectivamente, de 1la funcién Co(—ix) (x real) (*):

Co(—ix) =cer x + i cei x

Sus desarrollos en serie:
© kiti2k
Eh)Eix

cer x =1 + e
k=1 [(2k)!]

(G

1 [(2k-1)1]12

cei x = -
Kk

I1~—18

son absoluta y uniformemente convergentes en todo compacto de R, pudiendo

por ello ser diferenciadas e integradas término a término.

(¥) Las cer x y cel x estdn conexionadas con las conocidas funciones ber x y
bel x, Introducidas por Kelvin a partir de la expresién: Jo (x i Vi) = ber x
i bei x, asf ber (2vX)= cer x, bei(2vX) = cei x.




Al igual que en el apartado 2.2 anterior, si se recurre a las reglas

del céléulo operacional, cabe inferir, en primer lugar, que:
cos —%— CICer: X, sen —E— c cei x (2.9)

Entonces, con el uso de la primera de (2.9) y de la conocida expresién

simbélica:
] 00 2
1 o )
f(Vp) c e ax h(s) ds ( con f(p) c h(x) )
v
o
resulta una nueva expresién, en la que al cambiar p por ——Ji———, se deduce:
4 sen 6
2
s
00 A SR
2 sen 6 1 16 x sen29
cos (a e cer (s) ds
vp 2 sen 6 Vmx

04

Ahora bien, si se tiene en cuenta la siguiente integral tipo Parseval

[5]:

la integracién respecto de 2] de la ultima expresién simbélica
conduce a: ;

2
S

P e e R,
Co 0(x) = d J[ L e iohxasenit cer(s) ds de
2 T Vmx c sen @ (2.10)

viniendo dado el campo C de integracién por 0 < 8 < m, 0 < s < o.

Partiendo de la segunda de (2.9) y siguiendo un proceso similar al
precedente, se infiere esta otra representacién integral:

2
S

B T
C . (x) = sl b e Lorx senie cei(s) ds de
=iy 2 m Ynx c

(2.11)

con igual campo C de integracién.
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2.4. Otras representaciones

La siguiente representacién para las de Bessel-Clifford de tercer

orden:
2 BRI
Cy e 1(x) = J ZJ‘ 2 ‘ﬂlsenZAlﬂexcosZ“&”ei-
+L +1,A 4+l + =
1551 25D F(u1+l) F(u2+1) RS
G 63 2 2
Ai,lz(x sen"6 sen 92) de1 6, (2:12)

en donde la integral doble contiene una funcién del mismo orden, pero de
indices Al y AZ inferiores que los de la funcién representada, generaliza la
siguiente férmula integral tipo Sonine para las funciones de Bessel-Clifford

de 12 especie [5]:
T

()= el [ 2 Cu(xsenze) sen??*'e cos®*'e de

c +V+1
" T(v +1)

(o]

La (2.12) se establece por proceso directo, sustituyendo en la

integral:
© k _k 2k 2k
Cx . o senzel sen292) o (-1)" x sen” 61 sen” 62 :
1202 k=0 F(Al+k+1) F(A2+k+1)

con lo cual, tras el calculo de algunas integrales conocidas, el segundo

miembro de (2.12) se transforma en el sumatorio:

f (-1)* ¥~
k=0 [I(k +7\1+ u1+_2) r(k +A2+ Bt 2)

que, segun (1.4), no es otra cosa que el desarrollo del primer miembro.

Analogamente, y también por comprobacién directa, resulta:

1 s

2 2
(5 [xsen29 sen29 Gt il zc0526 cosze :
o = m,n 1 2) m’,n 1 2

2m+1 2n 2m’ +1 2n’+1
*sen 6_sen 8 cos™ "0 de de -
1 1 2 1 2

==L o) (2.13)

22 m+m’+1,n+n’ +1

+1
8_cos
2

férmula que generaliza la segunda integral tipo Sonine para las de

Bessel-Clifford de primera especie [5].




~s~ﬁ’{

Por ultimo, si se aplica la propiedad simbélica:

A 1 1
x'1 Cy i (x) > N (—E;J,
102 p1 2

se infiere, en virtud de la definicién de la transformada generalizada de

Laplace-Carson:

S EE L A
I e X1 Cy " (x)Edxi=FaiCam(als o (2.14)

integral exponencial del tipo de Weber, que relaciona las funciones de

tercer y primer orden.
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