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RESUMEN

Desde el planteamiento de los primeros problemas volumétricos por los
griegos, el Cdlculo recorre un largo camino de veintidds siglos, hasta introdu-
cir el concepto de Funcion.

El Calculo se introduce hoy en las aulas desde una aproximacion abstrac-
ta y muy poco geométrica que produce entre los alumnos una seria descontex-
tualizacién.

La larga coleccion de métodos infinitesimales heuristicos, surgidos antes
de la aparicién de los métodos analiticos, no puede ser ignorada a la hora de
elaborar una secuencia didactica significativa de los conceptos del Calculo.

La légica historica presenta al Calculo como una «geometria experimen-
tal» que explora las figuras curvilineas a partir de las rectilineas y las espacia-
les a partir de las planas.

Algunas de las ideas que se exponen a continuacién son el punto de partida
para una introduccidn de los conceptos del Calculo Infinitesimal, que podran
ya iniciarse en la Segunda Etapa de la E.G.b. o en la Ensefianza Secundaria
Obligatoria de la Reforma en curso.

ABSTRACT

Since the first volumetric problms were created by Greeks, Claculus went
through a long way of twenty two centuries before the concept of Function
was introduced.

Nowadays, Calculus is explained in the classroom from an abstract and
barely geometric approach which produces a serious lack of comprehension.

The large collection of heuristic infinitesimal methods, which appeared
before the analitic methods, can not be ignored when we formulate a signifi-
cant didactic sequence of the concepts of Calculus.

Historical logic presents Calculus as an «experimental geometry» which
explores curvilinear figures starting from the rectilinear ones, and the space
figures from the plane ones.

Some of the ideas which follow are the starting point for an introduction
of the concepts of Infinitesimal Calculus, which could be introduced in the
second stage of Obligatory Education.
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INTRODUCCION

La funcidn es un concepto bastante tardio en la historia del Calculo. Pese
a que la idea de dependencia funcional rondase ya por la cabeza de Descartes,
no sera hasta bien entrado el sigilo XVIII cuando Lenard Euler introduce de
forma explicita las funciones y transforma el Calculo en aquella parte de las
matematicas que tiene por objetivo el estudio de dichos objetos.

El Cdlculo, cuyo punto de partida puede situarse en el siglo V (a.C) cuan-
do Demaocrito se enfrenta con el problema del volumen de la pirdmide, habia
tardado mds de veintidos siglos en recorrer el largo camino hacia el concepto
de funcién.

El objetivo de este articulo es intentar mostrar como la recuperacion de
la memoria histérica, de una larga coleccion de métodos infinitesimales heu-
risticos, puede ser de gran ayuda en los intentos de elaborar cualquier secuen-
cia didactica significativa de los conceptos del Calculo.

El principal problema por el que atraviesa la ensefianza del Calculo es
su brutal descontextualizacion, la génesis falsa con que se muestra a los alum-
nos. La Idgica historica puede ser de gran ayuda a la hora de superar la trans-
posicion diddctica que produce el concepto de funcidn en este area de conoci-
mientos.

La colecciéon de problemas que se mostraran a continuacidn sirven ade-
mas para presentar el Calculo a modo de una geometria experimental, en la
que se han de buscar procedimientos audaces para rectificar figuras curvili-
neas a partir de las rectilineas. Todas estas ideas tienen igualmente el objetivo
de rellenar el vacio, particularmente abismal en la introduccion del Calculo,
entre lo inductivo y lo deductivo, entre el razonamiento y la experiencia con-
creta.

Métodos mecanicos de Arquimedes

La matematica griega tropezd progresivamente con problemas, cuya so-
lucion precisa recurrir a lo «infinitamente pequefio»; pese a las contradiccio-
nes que encerraba este dudoso y escurridizo concepto, las ideas infinitesima-
les, se mostraba imprescindible en los incipientes calculos de areas y volime-
nes.

En el siglo IV (a.C), Eudoxo encuentra un método de controlar las apro-
ximaciones sucesivas a una figura curvilinea por otras rectilineas, evitando uti-
lizar cualquier referencia a lo infinitamente pequefio. Se trataba del laborioso
«Método de Exahusciéon», que garantizara a los matemadticos griegos y a las
futuras generaciones, un procedimiento de célculo logicamente incuestiona-
ble.

Arquimedes perfecciond em método exahustivo, y obtuvo las dreas y vo-
limenes de multiples objetos geométricos.

El hallazgo en 1906 de un antiguo pergamino ha puesto de manifiesto que
Arquimedes poseia un método auxiliar con el que calcular las dreas y volume-
nes, aplicando el método de exahuscidn para demostrar resultados que ya co-
nocia de antemano. Se trataba de una colecciéon de procedimientos mecanicos,
consistentes en subdividir la superficie que pretendia medirse, en una infini-
dad de segmentos «indivisibles», carentes de espesor, que posteriormente se-

22

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali

© Del



rian recompuestas, dando lugar a otra figura mas sencilla, cuyos indivisibles,
habrdn de equilibrarse con los de la primera, en los platillos de una balanza.
Arquimedes saca asi el maximo partido a las leyes fisicas que ¢l mismo va des-
cubriendo: En una palanca en equilibrio, la potencia por su brazo, es igual
a la resistencia por el suyo.

El ejemplo mas caracteristico de aplicacion de estas ideas, es el cdlculo
del area del segmento parabolico.

Sea ABF un segmento parabolico. Consideremos la recta tangente AZ tra-
sada a la parabola por el punto A.

Por ¢l punto medio Q de AB, tracemos la linea QE paralela al eje de la
parabola, que cortard al segmento AZ en el punto E y a la pardbola en F.

Sea BZ paralela a EQ, intersectando a la tangente en Z, y que cortard a
la recta AF en un punto K. Sea la parelela a EQ por P, cortando en N a KA,
y en el punto O a la parabola.

Tomamos un punto R en la prolongacién del segmento KA, tal que

Arquimedes demuestra basandose en fa geometria de la parabola que:
PM . KN = PO . KR

Seguidamente considera la recta RA como una palanca de brazo AR y
punto de apoyo situado en K. Coloca en uno de sus extremos el contrapeso
OP = TH y en ¢l otro extremo el contrapeso MP, con ello la palanca quedard
en equilibrio.

Como el tridngulo BZA estd formado por lineas como la PM, y en seg-
mento parabolico consta de lineas como PO, si trasladamos los respectivos seg-
mentos obtenidos de modo similar al OP, a la posicion TH, y concentramos
con cllo toda la masa del segmento parabolico en el punto R, si dejamos el
tridngulo BZA situado en la misma posicién que ocupa en la figura, el sistema
resultante estard en equilibrio mecanico.

Es decir, que toda la masa del segmento parabdlico concentrada en el punto

R, equilibrard a la masa del tridngulo concentrada en su ceniro de gravedad
X.
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Como KX —1 KA por ser X el centro de gravedad, resulta
3

RK. Area (BFA) — KX . Area (BZA) -1 RK. Area (BZA)
3

por tanto
Area (BFA) :% Area (BZA)

En virtud de las propiedades de la tangente a la parabola, tendremos que
QF = FE y aplicando el teorema de Tales, BK = KZ.
En consecuencia: Area (BZA) = 2. Area (BKA) = 4. Area (BFA)

y en definitiva,
Area (BFA) — 4 . Area (BFA)
3

Lo que concluye que el drea del segmento parabdlico, es % la del triangu-
lo inscrito BFA.

Estos «indivisibles», cuya existencia sera desconocida hasta el siglo XX
cuando se recuperan los trabajos de Arquimedes, habran de ser objeto de su-
cesivos redescubrimientos.

El denominador comun de todos estos trabajos, aparte de un extraordi-
nario derroche de ingenio, es la buisqueda de una alternativa al engorroso mé-
todo exahustivo, de nuevos sistemas de calculo que permitan un acceso rapido
y directo los resultados. Estos hallagos se pierden en la Edad Media.

Abrahan Savasorda

Este comentarista del Talmud, libro de la sabiduria hebrea, vivio en Bar-
celona en el siglo XI, y es autor de un curioso sistema para calcular el area
del circulo, denominado de la «media cebolla».

Sea un circulo de radio R. Savasorda imaigna esta figura compuesta por
una infinidad de circunferencias concéntricas cuyos radios disminuyen progre-
sivamente desde R hasta cero.

A continuacién extiende todas estas circunferencias en forma de segmen-
tos rectilineos, que apilados en un mismo orden daran lugar a un tridngulo
rectangulo.
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La base de este triangulo, serd la longitud de la circunferencia exterior,
por tanto 2xr y su altura sera R. El drea del circulo coincidira entonces con
la del triangulo.

Profundizando en esta idea, se puede calcular igualmente el volumen de
una semiesfera de radio R.

Las secciones circulares de una semiesfera a una altura h, podemos ha-
cerlas corresponder con las secciones de una piramide a esa misma altura h.

Los volumenes de ambas figuras son iguales, y a través de la piramide
conoceremos el volumen de la esfera.

Nicolas de Cusa

En el siglo XV, un ilustre eclesidstico, pasard a la historia de las matema-
ticas, gracias a una peculiar solucidn del problema de la cuadratura del circu-
lo, que desafia las cuidadosas demostraciones empleadas por Arquimedes.

Cusa aproxima el circulo de radio R por una infinidad de tridngulos su-
cesivos mas estrechos, que colocaba de manera radial. Sus bases b, b,, ..., b,
... quedarian situadas sobre la circunferencia exterior, formando un poligono
que la aproxima cuanto se quiera. El drea del circulo también sera una perfec-
ta aproximacidn de la suma de las areas de los tridngulos.

Si extendemos ahora la circunferencia sobre un segmento rectilineo de lon-
gitud 2nR, los tridngulos cubren la mitad de un paralelogramo que tiene como
base dicho segmento, y como altura R.
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Simon Stevin: Arquimedes de Holanda

A finales del siglo XVI, el ingeniero de Brujas Simon Stevin, en sus trata-
dos de «Estdtica» e «Hidrostdtica» de 1586, da un considerable paso adelante
en la aplicacion de las argucias infinitesimales a los problemas que plantea la
Fisica de su época. El punto de vista con que los acomete Stevin es puramente
geométrico, pero en sus ideas subyace peerfectamente claro el concepto de li-
mite. Son especialmente resefiables, sus versiones del cdlculo del centro de gra-
vedad de un triangulo y de la presidn ejercida por un fluido contra las paredes
del recipiente que lo contiene.

Para demostrar que el centro de gravedad de un tridngulo se encuentra
situado en el baricentro (punto de interseccion de las medianas), es suficiente
probar que se encuentra sobre una cualquiera de ellas. Stevin procede del si-
guiente modo:

Consideremos como base al lado AC del tridngulo, en el que inscribire-
mos sucesivos paralelogramos de lados paralelos a la base AC y a la mediana
BM, respectivamente.

A
FAN
AN \ AN
A

A M

La figura asi formada, tendrd su centro de gravedad situado sobre la me-
diana BM, debido a la simetria que ésta presenta.

Solo queda transformar la pila de paralelogramos en su figura limite: el
triangulo que la circunda. Para elio aumentamos indefinidamente el numero
de paralelogramos en cuestion, con lo que desaparecerd progresivamente cual-
quier diferencia entre la figura en cuestion y el triangulo de partida.

Kepler

El afio 1612 fue de una excelente cosecha de vino. Kepler aprovechd para
elaborar un tratado sobre el calculo de volumenes que tituld «Nova stereome-
tria doliorum vinariorum». Diversos tipos de toneles y solidos de revolucién
son cubicados por procedimientos infinitesimales, que en muchos casos recuer-
dan a los de Nicolds de Cusa.

El volumen de la esferd sera calculado considerando esta figura compuesta
de una infinidad de pirdmides, cuyo vértice comun sera el centro de la esfera,
y su altura el radio de la misma.

26

© Del documento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006



El cono circular es considerado como un tipo especial de piramide cuya
base estd formada por infinitos lados.

Kepler resucita también un antiquisimo hallazgo de la geometria griega
conocido hoy como teorema de Papus. Se trata de que volumen del toro de
radio a y b, es igual al 4rea del circulo generador, multiplicado por la longitud
de la circunferencia que describe su centro de gravedad, al engendrar por revo-
lucion ¢l toro.

V = (ra’) (27b)
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Para demostrarlo, Kepler diseciora el toro en una infinidad de rodajas,
con planos que pasan através de su eje. Como cada rodaja es mas fina en la
cara interior quc en la exterior, Kepler supone que su volumen infinitesimal
es V = ma't,siendot =t +t /2

El volumen del toro lo encontraremos sumando el volumen de todas las
rodajas:
V = (r) {=lt) = (7a’) (2ab)

Donde £t se ha identificado con la circunferencia de radio b.

Fue también obra de Kepler el redescubierto de un resultado de Arquime-
des, desconocido en su época. Se trataba del drca de la clipse.

Consideremos una circunferencia de radio «a» y una elipse de semiejes
«an y «b».

Kepler descomponce la elipse en indivisibles perpendiculares a su ¢je ma-
yor, prolongando tal descomposicion a la circunferencia que circunscribe la

elipse.
I T
/T T
RSN

/T b \\\qh

R

N L)

. an’/

Como hoy dia podemos observar facilmente a través de las ecuaciones,
las ordenadas de dos puntos con la misma abscisa x en ambas figuras, son
respectivamente:

y =\ /az_x: Y:R ,/a:_xz
a
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La razon de ambas ordenadas serd entonces 0 .
a

Los indivisibles de ambas figuras estan en la razon b_; Kepler concluye
a
que las areas de ambas figuras guardan también dicha relacién b

a
. . ’ 2 . .
Conocida el area del circulo, cuyo valor es ma®, el drea de la elipse de
semiejes «a» y «b», serd entonces mab.

Luca Valerio

A este personaje de comienzos del XVII, atribuye Galileo el cdlculo del
volumen de la siguiente figura geométrica.

En un cilindro de radio y altura R, suprimimos la semiesfera interior del
cilindro.

Luca Valerio obtuvo su volumen, descomponiendo la escudilla en seccio-

nes perpendiculares al eje del cilindro, cuya superficie viene dada por
S= nw(R*—2a) = n

Un cono de radio y altura R, tendra por tanto, a una distancia h de su
vértice, unas secciones circulares cuyas areas coinciden con las respectivas co-
ronas circulares de la escudilla. en definitiva cono y escudilla tienen el mismo
volumen.

Esta misma idea puede ser utilizada para calcular el volumen de la se-
miesfera conocidos el del cono y el del cilindro. Para ello es suficiente obser-
var que:

Seccion de la semiesfera + Seccion del cono = Seccidn del cilindro.

A partir de donde concluiremos que

Vol. semiesfeera + Vol. cono = Vol. cilindro
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Bonaventura Cavalieri

En 1635 Cavalieri publica un gran tratado sobre el calculo de areas y vo-
lumenes, titulado «Geometria indivisibilibus continuorum». Al descomponer
una figura en «rodas sus lineas», conseguira establecer correspondencias uno
a uno entre los indivisibles de las distintas figuras. El calculo se realizara en
base al siguiente postulado:

«Si dos dreas tienen igual altura, y si las secciones hechas por rectas para-
lelas a las bases y a igual distancia de ellas estdn siempre en una misma razon,
entonces los volumenes de estas figuras estdn en esta razon».

B B’

— o —>
e T —>

C

A C <

E!l postulado tiene una formulacidon andloga para las figuras cspaciales;
en este caso viene sugerido por el hecho de que si deformamos una pila de
folios, su volumen no se vera alterado.

Cavalieri resuelve con su postulado un problema crucial de la volumetria
de los poliedros: Dos pirdmides, recta y oblicua, que tengan la misma altura
y la misma drea en la base, tienen el mismo volumen. Por un sencillo principio
de homotecia espacial, las secciones indivisibles a una misma altura de la ba-
se, son iguales en ambas figuras.

El mismo principio es capaz de explicar que la férmula volumétrica de un
cono sea la misma que la de una piramide.
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Cavalieri calculara tamibén las dreas y volumenes de muy diversas figu-
ras. entre sus hallazgos, destaca la obtencion de la formula fundamental de
cuadraturas f:>=" di = am™™ ey,

En caso n = 2 puede resolverse con proverbial sencillez:

Sea el cuadrado ABCD de lado BC = a.

Designemos simbolicamente con £ %, al conjunto de los cuadrados cons-
truidos sobre los sucesivos segmentos indivisibles x, paralelos al lado DC, del
tridngulo BDC, y situados en planos perpendiculares a la figura.

Tal conjunto >12, puede asimilarse facilmente, como muestra la figura,
a una piramide de v¢rtice B, base cuadrada DC = a y altura a, cuyo volumen
sera por tanto a'/:

Con las teorias de Cavalieri, la geometria alcanza de alguna forma, el punto
final de la geometria de los griegos: Los indivisibles de Arquimedes.

Los matematicos del siglo XVII, contaban no obstante con un amplio le-
gado de dlgebra y aritmética procedente de los drabes, que permitin’a una pronta
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evolucion de las teorias infinitesimales.

La traduccion al lenguaje algebraico de todas estas técnicas, permitira el
salto definitivo de Newton y Leibniz.
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