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RESUMEN: Un problema de localizacion competitiva con dos empresas consiste en determinar la ubicacién de los
puntos de servicio de estas empresas de manera que se optimicen ciertos objetivos. Normalmente el objetivo perseguido
es la maximizacion de los beneficios o de la cuota de mercado. En el problema del lider-seguidor la toma de decisiones
es secuencial, es decir, el lider establece primero sus centros y, posteriormente, el seguidor entra en el mercado abriendo
los suyos en las localizaciones que considera mas convenientes. Consideramos que el criterio de decision de los usuarios
se basa en su percepcion del tiempo necesario para trasladarse al punto de servicio. Este tiempo de desplazamiento es de
naturaleza imprecisa ya que el cliente tiene presente que depende de varios factores como es, por ejemplo, el estado del
trafico. Por ello, en este trabajo, la eleccion del punto de servicio por parte de los clientes se modela mediante la teoria
de los conjuntos difusos o borrosos. Planteamos y resolvemos el problema de localizacion competitiva del lider-seguidor
considerando que los clientes basan su decision en la comparacion de los tiempos difusos para acceder a los servicios
establecidos por cada empresa competidora. La teoria de conjuntos difusos es un instrumento riguroso y efectivo para
tratar los problemas en los que la informacion es imprecisa.

Palabras claves: Localizacién competitiva, centroide, problema del lider-seguidor, solucién de Stackelberg, conjuntos
difusos.

ABSTRACT: A competitive location problem with two firms consists of locating the facilities of these two firms in
order to optimize certain objectives. Normally, the objective is to maximize the profit or the market share. For the leader-
follower problem the decision making is sequential, first the leader opens its facilities and later the follower enter the
market installing facilities in the locations considered more convenient for her/him. We consider that the user decision
criterion is based on her/his perception of the time required moving to the facility. This travel time is of vague nature
since the customer takes into account that it depends on several factors such as the traffic conditions. Therefore the
customer choice is modeled using the theory of fuzzy sets. We propose and solve the leader-follower problem assuming
that customers base their decision on the comparison of fuzzy times required to have access to the services established by
each competitor. The fuzzy set theory is a rigorous and effective instrument for dealing with problems in which the
information is vague.

Keywords: Competitive location, centroid, Stackelberg problem, fuzzy sets.
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1. Introduccién.

Los modelos de localizacién competitiva representan situaciones en las que dos 0 mas empresas compiten
en un mercado. Generalmente las empresas compiten para obtener el maximo beneficio o la maxima
cuota de mercado, otros objetivos posibles son la minimizacion de la cuota de mercado del competidor y
la maximizacion de la diferencia entre la cuota de mercado propia y la de las firmas competidoras. En un
modelo de localizacién competitiva la variable relevante es la localizacion, ésta puede coexistir con otras
variables tales como el precio, la cantidad de bien o servicio ofertada, y ciertos atributos de los centros de
servicio que se planea instalar. Pueden encontrarse revisiones de los modelos de localizacién competitiva
en Eiselt y Laporte (1989), Eiselt, Laporte y Thisse (1993), Friesz, Miller y Tobin (1988), y Plastria
(2001), y Santos-Pefate, Suarez-Vega y Dorta-Gonzalez (2007).

Se puede considerar que los bienes o servicios que puede suministrar una empresa pueden ser de dos tipos
segun se consideren imprescindibles para los usuarios o no. Asi hablaremos de bienes esenciales y de
bienes no esenciales. La demanda de bienes esenciales debe satisfacerse en su totalidad, ello implica que
la demanda total se reparte entre las empresas competidoras, es decir, la demanda no cubierta por uno de
los competidores seré satisfecha por el resto.

El comportamiento del cliente se modela considerando que los clientes siguen una regla de eleccidn. La
regla de eleccion considerada determinara los establecimientos que seran elegidos por el cliente para
satisfacer su demanda. En los modelos tradicionales surgidos en el &mbito de la investigacion operativa,
la eleccién del cliente depende Unicamente de la distancia entre éste y los puntos de servicio, entendiendo
que dicha distancia representa una medida del esfuerzo que supone para el cliente su eleccion. Sin
embargo, para adoptar decisiones, los clientes utilizan normalmente su percepcion de la distancia en
relacion directa con el tiempo que emplean en recorrerla. Esta percepcién generalmente tiene algun tipo
de imprecision o incertidumbre y es de naturaleza difusa. Por ello, en este trabajo reformulamos las reglas
de decision del consumidor como una funcién del tiempo de desplazamiento el cual es de naturaleza
imprecisa, de manera que cuando hablemos de centro de servicio mas cercano estaremos refiriéndonos al
centro mas préximo en el tiempo, esto es, el centro que seria alcanzado con el menor tiempo de
desplazamiento.

Entre las posibles reglas de decision tenemos las siguientes:

e Regla de eleccién binaria, en este caso los clientes eligen el establecimiento mas cercano y utilizan
alli todo su poder de compra.

e Regla de eleccion parcialmente binaria, se considera que los clientes eligen el establecimiento mas
cercano de cada una de las firmas que operan en el mercado.

e Regla de eleccion proporcional, segun esta regla los clientes acuden a todos los establecimientos y
utilizan en ellos una cantidad de poder de compra que viene dada por una funcion decreciente del
tiempo que necesita el cliente para acceder al establecimiento.

Aunque es poco realista, el modelo binario es Util para las aplicaciones en las que el producto puede ser
considerado homogéneo y se supone que los establecimientos son idénticos, como por ejemplo los
quioscos de periddicos y las farmacias. En el modelo proporcional todos los centros capturan parte de la
demanda lo cual puede ser también poco realista, ya que posiblemente un consumidor no acuda a un
centro muy alejado si puede satisfacer su demanda en otros puntos de servicio mucho mas préximos.
Entre estos dos tipos de modelos se sitlan aquellas reglas de eleccion para las que la demanda de un
cliente se reparte entre los centros que distan de éste una cantidad comprendida entre ciertos valores
dados, pudiendo existir centros que no capturan demanda de este cliente al estar muy alejados del mismo.
Algunos trabajos donde pueden encontrarse diferentes reglas de eleccidn son los de Devletoglou (1965),
Devletoglou and Demetriou (1967), Hakimi (1990), y Santos-Pefiate y otros (2011), en este Gltimo se
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utiliza una funcion de captura del tipo usado en el modelo de cubrimiento maximal generalizado
estudiado por Berman and Krass (2002).

El problema de localizacion competitiva del lider-seguidor, o problema de Stackelberg en localizaciones,
es un problema de decisién secuencial donde una empresa, la empresa lider, entra en un mercado vacio
instalando p centros, teniendo en cuenta en la eleccién de la localizacion de sus centros la entrada futura
en el mercado de una firma competidora, la empresa seguidora. El objetivo de cada empresa es maximizar
su cuota de mercado. Una solucion del problema lider-seguidor o solucion de Stackelberg es un par
(X*p, Y*;) donde Y*, es la estrategia 6ptima del seguidor si el lider tiene p establecimientos localizados en
X*p, ¥y X*, es la estrategia preventiva optima del lider cuando el seguidor abre r centros de servicio.

Los problemas de localizacion pueden plantarse en un espacio continuo, por ejemplo en el plano,
considerandose en este caso que todo punto de este espacio continuo es un punto candidato para ubicar un
centro de servicio. También pueden plantearse en redes, las cuales pueden representar redes de
comunicacion o de transporte, en este caso un centro puede abrirse en cualquier punto de la red.
Finalmente, el espacio donde se construye el modelo puede ser discreto, ello implica que el conjunto de
puntos candidatos para instalar un centro de servicio es discreto, normalmente finito. Para el problema en
redes, los terminos, (r[X*;)-medianoide y (r|p)-centroide fueron introducidos por Hakimi (1983, 1990)
para denominar los problemas del seguidor y del lider respectivamente, suponiendo que el lider abre p
centros y el seguidor instala r. Algunos resultados sobre la existencia de solucién 6ptima en el conjunto
de vértices para el problema del (r|X*,)-medianoide en diferentes escenarios pueden encontrarse en
Hakimi (1964) y Suarez-Vega y otros (2004).

Son pocos los articulos sobre modelos de localizacion donde se muestran procedimientos para encontrar
una solucion de Stackelberg, tanto si se trata de algoritmos exactos como de heuristicas. Tenemos, por
ejemplo, los trabajos de Alekseeva y otros (2010), Benati y Laporte (1994), Bhadury y otros (2003),
Campos y otros (2010), Redondo y otros (2010), Serra y ReVelle (1995), y Spoerhase y Wirth (2007).
En este trabajo proponemos un procedimiento exacto para resolver el problema lider-seguidor discreto
para demanda esencial, considerando una regla de eleccién binaria. EI procedimiento es una adaptacién
del propuesto en Campos y otros (2010) al caso en que el criterio de decision del cliente es el tiempo de
desplazamiento y donde éste tiene un valor difuso. Consideramos que los clientes basan su eleccién en su
percepcion del tiempo requerido para acceder al establecimiento y que esta percepcion esta generalmente
sujeta a cierto grado de imprecision. Por tanto, suponemos que los clientes deben realizar comparaciones
entre tiempos difusos para hacer sus elecciones.

El concepto de conjunto difuso fue introducido por Zadeh (1965) y se define como un par A=(X, )
donde X es un conjunto clasico y u, es una funcion de pertenencia, siendo u,: X — [0,1]. X es el conjunto
universo y uu representa grados intermedios de pertenencia de los elementos del conjunto X. Dados un
conjunto difuso A definido por la funcién de pertenecia g, y un valor a<[0,1], el a-corte de A es el
conjunto cléasico A, = { x € X: ua(X) > a }. El soporte del conjunto difuso A es S(A) = {xe X : ua(x) >0}
y un elemento x es una moda de A si ux(x) = 0. Segun la definicién propuesta por Dubois y Prade (1987),
un namero difuso es un conjunto difuso cuyo universo es el conjunto de los ndmeros reales y cuyos
a-cortes son intervalos cerrados y acotados, con soporte compacto y moda Unica. Una vision clasica del
uso de los nimeros difusos puede verse en Kaufmann y Gupta (1991). El uso de esta metodologia en
problemas de decision puede consultarse en Chen y Hwang (1992), y una revision de la utilizacién de los
conjuntos difusos y las técnicas derivadas en localizacion competitiva puede verse en Campos
y otros (2009).

Uno de los motivos para introducir las técnicas difusas en la construccién de modelos matematicos es
considerar que las decisiones se toman en base a la informacion imprecisa o incierta que tienen los
individuos sobre las variables que hacen intervenir en los procesos de decision. Tales decisiones se toman
sobre la base de comparaciones de cantidades de las que se posee una informacion imprecisa o vaga. Esto
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ocurre con los clientes en un problema de localizacién competitiva ya que fundamentan su decision en la
manera en la que perciben la cercania a los establecimientos abiertos.

Para comparar cantidades difusas se han realizado diversas propuestas. Existen tres grandes metodologias

de comparacion de dos nimeros difusos: el uso de indices, el de a-cortes, y la medida de la posibilidad y

la necesidad (ver Campos y Verdegay (1989) o Bortolan y Degani (1985)). Una descripcidn breve de

estas metodologias es la siguiente:

(i) La comparacién basada en indices parte de la definicién de una funcién de evaluacion de ndmeros
difusos a la que se conoce como indice. Un indice es una aplicacion 1:F(J)—0 donde F(P) es el
conjunto de todos los ndmeros difusos. Sean a y b dos ndmeros difusos se define
a<, be I(a)<I(b).Entre los indices propuestos destacan los indices de Yager, Chang y Adamo.

(ii) La comparacion basada en a-cortes, parte de los métodos de comparacion de intervalos. Fijado un
valor, ae[0,1] se comparan los a-cortes o intervalos de confianza de nivel a de los niumeros difusos
correspondientes. Entre las distintas propuestas, destacan la de Tanaka y la de Ramik

(iii) La comparacién basada en la medida de la posibilidad y la necesidad usan los llamados indices de
posibilidad y necesidad. Estos indices son extensiones de la desigualdad x <y conforme al principio
de extension de Zadeh. Destacando los indices de posibilidad de dominancia y de necesidad de
dominancia de Dubois.

En el presente trabajo usamos un método de comparacioén basado en a-cortes, Consideramos que, fijado
ae[0,1], para dos nimeros difusos, & y b, a <, b si y solamente si a* <b*donde [a“,a“] y [b*,b*]
son los correspondientes a-cortes o intervalos de nivel a.

Considerando las hip6tesis descritas anteriormente, formulamos el problema del lider-seguidor como un

proceso de optimizacion en tres niveles simultaneos. Dicho proceso incluye:

e El problema de eleccidén del cliente. Dadas las localizaciones del lider y del seguidor, escoger el
punto de servicio preferido.

e El problema de localizacion del sequidor. Dadas las localizaciones del lider, seleccionar el conjunto
de localizaciones del seguidor que maximiza la demanda total captada.

e El problema de localizacién del lider. Determinar el conjunto de localizaciones del lider que
minimiza la méxima demanda que puede capturar el seguidor.

2. El modelo.

Sea C el conjunto de las localizaciones de los clientes y sea L el conjunto de posibles localizaciones de
establecimientos sobre una red o grafo G(V, E). Los conjuntos C y L son por lo general finitos y consisten
en vértices; es decir, C, L <V, |C|=ny |L|=m. Sea w una funcién de pesos sobre el conjunto de las
localizaciones de los clientes, donde el peso w(c) de la localizacién c¢ representa la demanda de los
clientes ubicados en ese punto c. Sea f, (c, x) el tiempo de viaje difuso percibido por un cliente situado en
un punto ¢ en el traslado hasta un establecimiento ubicado en X, si el establecimiento es de la empresa
lider, y sea f (c, x) este mismo tiempo de viaje si el establecimiento es de la empresa seguidora.

Un cliente localizado en c preferira un establecimiento del seguidor situado en y a un establecimiento del
lider situado en x si percibe que emplearia menos tiempo en ir de c ay que en ir de ¢ a x. Para cada par de
localizaciones X, y € L, denotamos C(y x x) al conjunto de localizaciones de clientes que cambian su
eleccion del establecimiento del lider que estd en la localizacion x por el del seguidor que esta en la
localizacion y. Entonces, dado el sistema de comparacion <; entre tiempos difusos, este conjunto es

C(x,y)={ceC:E(c,y) < f (c. %)}

Para cada a<[0,1], consideramos que para dos tiempos difusos  y § se cumple t <, ssiysolosi T% <
s, donde [t*,T“] y [s*,5%] son los correspondientes a-cortes o intervalos de nivel a. Por tanto,
usaremos los conjuntos

Ca(y<x)={CEC:t_S“(c,y)<§f(c,x)}.
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Como caso concreto vamos a utilizar nimeros difusos triangulares para representar los tiempos de viaje
percibidos por los clientes. Un nimero difuso triangular £ viene determinado por el valor central o modal
t y los limites inferior t y superior T . El nGmero triangular difuso € = (t,f,T) tiene la siguiente funcion
de pertenencia

t—t . N
Lk S
Tt [t.t]
i (t) = % si te[f,T]
0 si teg[t,t]

El a-corte o intervalo de confianza de nivel o, ac[0,1], para el nimero triangular € = (t,f, T) viene dado
por [t*,T%]=[at + 1-a)t,at + (1-a)T]. En particular para a = 1 el intervalo de nivel a del nimero
triangular es el tiempo modal o central f , y para a=0 el intervalo de nivel « es el soporte [t, T ].

Figura 1.

Por tanto, utilizaremos como tiempos difusos de viaje f(c, x) = (t(c, x),t(c, x), T(c, x)) donde f(c,x) es
el tiempo central o modal del viaje desde ¢ hasta x, y t(c,x) Y t(c,x) son los limites inferior y superior.

Para cada ac[0,1] y cada par de localizaciones x ,y € L, a partir del conjunto C,(y <x) de localizaciones
de clientes que cambian su eleccién de la localizacién x por la localizacion y, determinamos la demanda
total de los clientes que cambiarian a la localizacién y desde la localizacién x, la cual se denota por
W, (y < X) y tiene un valor igual a

W,(y<x)= 3 w(e)

Sea
W, (x) = nyLaLxWa (y=<x).

Un x-medianoide es un punto yeL tal que W, (x) = W,(y < X). Un a-centroide es un punto x <L tal que
W, (x) = minW," (x).

Asi el problema del centroide es el problema minimax
min maxW_(z < x).

xel zelL

El conjunto X" de centroides viene dado por:
X" =arg miLnWa* (x) =arg min maxW, (z < x).
Xe Xe le
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Consideremos ahora el problema de localizacion multiple en el que los puntos x e y de L son sustituidos
por conjuntos de p y r localizaciones, respectivamente. Esto es, sea p el nimero de establecimientos que
abrira el lider y r el nimero de establecimientos que instalara el seguidor.

Sea LY el conjunto de subconjuntos de L con g puntos, es decir
L' ={X cL:|X|=q}.

Entonces definimos las nociones C,(Y < X) y W, (Y < X) para cada par de conjuntos de puntos, X,Y < L.
El conjunto C,(Y < X) de localizaciones de clientes que captura el conjunto de localizaciones Y — L frente
al conjunto de localizaciones X c L es el conjunto de puntos de C para los que existe un punto de Y al que
el cliente percibe mas cercano que cualquier punto de X. Asi

C,y<xX)={JNC.ly=<x=

yeY xeX

={ceC:wxe X yeY:f(cy) <t (c,x)}=
Z{CGCZVXEX JyeY :ﬂ“(c,y)q[‘(c,x)}.

Finalmente, la demanda total de los clientes que captura el conjunto Y al conjunto X es:

W, (Y<X)= > wc)

ceC, (Y=<X)

Notese que los conjuntos de localizaciones del lider de tamafio p sélo son comparados con los conjuntos
de localizaciones con r elementos, p, r > 0. El nimero de localizaciones para cada competidor se
considera como la caracteristica relevante de los conjuntos permitidos por las firmas.

Asi, fijados el conjunto X < L de las localizaciones de los establecimientos del lider, el nimero r de las
localizaciones que puede elegir el seguidor, el conjunto de puntos de demanda C y sus correspondientes
pesos w, y el valor a<[0,1], un medianoide es el mejor conjunto de r ubicaciones para abrir los
establecimientos del seguidor. Formalmente, un conjunto de localizaciones Y e L" es un medianoide si y
solamente si

W (Y <X)>2W,_ (Z=<X), VZel.
Puede existir mas de un medianoide. Denotamos Y(X) al conjunto de medianoides, para cada X < L.
Entonces,
Y (X) =argmaxW_(Y < X).
Yel

Fijado ademas el nimero p de localizaciones que puede elegir la empresa lider, un centroide es la
solucién del lider cuando éste quiere instalar p establecimientos de manera que la demanda total de los
clientes que prefieren el conjunto de establecimientos del seguidor sea minima. Formalmente, un conjunto
de localizaciones X cL es un centroide si y solamente si

maxW,_ (Y < X) <maxW_(Y <Z), VZel"
Yel" Yel"

El valor de la puntuacién de X viene expresado por
W7 (X) =maxW,_(Y < X)=W,(Y*< X), paraY*eY(X).
Yel"

Entonces X e LP es un centroide si
W™ (X)=minW"(2).
ZelP

Por lo tanto, un conjunto de localizaciones X" e LP es un conjunto centroide si y sélo si:

X" e argmin maxW, (Y < Z).
Zel? vel"
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Dado el conjunto de localizaciones X para el lider, un medianoide es una solucién Optima para el
seguidor. Un centroide es una solucién dptima para el lider.

Obsérvese que la regla de eleccion empleada es binaria orientada al lider. Esto significa que cada cliente
visita el establecimiento més cercano y que en caso de empates éstos se deshacen favoreciendo al lider.

Para aplicar las técnicas de programacion lineal entera al problema de localizacion competitiva descrito
en la seccion anterior debemos formular el problema del centroide con eleccion difusa de los clientes
como un problema de programacion lineal entera. El procedimiento seguido esta inspirado en un trabajo
de Dobson y Karmarkar (1987) en el que estos autores formulan un problema de localizacién competitiva
como un problema de programacidn lineal.

3. Ejemplo.

Con el fin de ilustrar la resolucién del problema propuesto presentamos un ejemplo derivado del usado en
Campos y otros (2010). En la figura 2 se muestra el grafo sobre el que se define dicho ejemplo. Se
considera que todos los vértices son puntos de localizacion de clientes y también posibles puntos de
servicio. Portanton=m =11 y C =L = {Vvi}i<;. LOS nimeros que figuran sobre las aristas reflejan el
tiempo modal de desplazamiento entre los vértices que une cada una de ellas, y los nimeros que estan
dentro de los cuadrados representan el nimero de usuarios que se encuentran en cada vértice, es decir, la
demanda en los vértices. En relacidn al ejemplo usado en la referencia citada anteriormente, estos valores
han sido modificados para conseguir un caso mas ilustrativo.

Vg 2 Vi . Vo 0 Vio
2] [5]
20
21
Ve | 7
57 42
[4 16
V7 Vs Vg V3

Figura 2.

Utilizaremos tiempos difusos triangulares por su simplicidad, naturalidad y aplicabilidad. Consideramos
que los tiempos de viaje son percibidos como ndmeros triangulares difusos cuyos valores centrales o
modales son los dados en la tabla 1. Esta tabla representa la matriz de tiempos que se utilizaria en un
modelo que no contemple imprecision en los datos. Como la suma de nimeros triangulares difusos es un
namero triangular difuso, el tiempo de desplazamiento entre vértices (distancia entre vértices del grafo)
seran también ndmeros triangulares difusos. Consideramos que estas distancias triangulares entre los
vértices tienen cada una de ellas la misma desviacion maxima inferior y superior, y que ésta es una
proporcion dada de los valores modales. Sin embargo, puesto que el lider se supone ya establecido
cuando entra el seguidor en el mercado, suponemos que la incertidumbre sobre el tiempo de
desplazamiento percibido por los clientes es mayor cuando se trata de establecimientos del seguidor que
cuando los establecimientos son del lider. En concreto suponemos que la desviacion maxima de cada
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tiempo de viaje triangular a un establecimiento del lider es del 10% del valor central, y de cada tiempo de
viaje a un establecimiento del seguidor es del 20%.

Tiempos Vi Vv, V3 Vs Vs Vg V7 Vg Vg V1o Vi1
Vi 0 7 47 28 68 46 70 73 26 27 32
A 7 0 40 22 62 43 64 67 33 20 25
V3 47 40 0 62 22 83 65 49 103 25 15
Vs 28 22 62 0 40 21 42 45 41 42 47
Vs 68 62 22 40 0 61 43 27 81 47 37
Ve 46 43 83 21 61 0 27 43 20 63 68
7 70 64 65 42 43 27 0 16 47 84 80
Vg 73 67 49 45 27 43 16 0 63 74 64
Vg 26 33 103 41 81 20 47 63 0 53 58
Vio 27 20 25 42 47 63 84 74 53 0 10
Vi1 32 25 15 47 37 68 80 64 58 10 0

Tabla 1.

Asi por ejemplo, como el tiempo de desplazamiento de v; a vs es 22, consideramos que la percepcion del
cliente en vz es un ndmero triangular centrado en 22 con una desviacion del 10% para un establecimiento
del lider y del 20% para un establecimiento del seguidor. Por tanto, para el lider, el nimero difuso
triangular sera [22-2'2, 22, 22+2°2] = [19°8, 22, 24°2], y para el seguidor sera [22-4’4, 22, 22+4°4] =
[17°6, 22, 26°4]. Por otra parte, el tiempo requerido para ir de vs a vg serd [19’8, 22, 24°2] + [24’3, 27,
29°7] = [44°1, 49, 53°9], para acceder a un establecimiento del lider \y [17°6, 22, 26°4] + [21°6,27,32°4] =
[39°2,49,58°8] para acceder a un establecimiento del seguidor. Procediendo de esta forma para cualquier
par de nodos obtenemos las matrices de tiempos triangulares para acceder a los establecimientos del lider
y del seguidor que se muestran en las tablas 2 y 3.



T A vy V3 Vs Vs Ve vz Vg Vo Vio Vi
Vi [0,0,0] [6°3,7,7'7] [42°3,47,51'7] | [25'2,28,30°8] | [61'2,68,74’8] | [41°4,46,50°6] [63,70,77] [65°7,73,80°3] | [23'4,26,28°6] | [24’3,27,29°'7] | [28°8,32,35°2]
V2 [6°3,7,7'7] [0,0,0] [36°0,40,44°0] | [19'8,22,24°2] | [55’8,62,68'2] | [38'7,43,47°3] | [57°6,64,70’4] | [60°3,67,73'7] | [29'7,33,36’3] | [18°0,20,22°0] | [22’5,25,27’5]
vs | [423,47,51°7] | [36°0,40,44°0] [0,0,0] [55'8,62,68'2] | [19°8,22,24°2] | [72°7,8391°3] | [58°5,65,71°5] | [44°1,49,53°9] | [92°7,103,113°3] | [22'5,25,27°’5] | [13’5,15,16°5]
v, | [25'2,28,30°8] | [19°8,22,24°2] | [55°8,62,68°2] [0,0,0] [36°0,40,44°0] | [18°9,21,23'1] | [37'8,42,46°2] | [41'545,49°5] | [36°9,41,44°1] | [378,42,46°2] | [42’3,47,51'7]
vs | [61°2,68,74'8] | [55'8,62,68'2] | [19'8,22,24'2] | [36°0,40,44°0] [0,0,0] [54'9,61,67°1] | [387,43,47°3] | [24'3,27,29'7] | [72'9,81,89’1] | [42'3,47,51'7] | [33’3,37,40'7]
Ve | [41°4,46,50°6] | [38°7,43,47°3] | [72'7,83,91°3] | [18'9,21,23'1] | [54°9,61,67°1] [0,0,0] [25°3,27,29°'7] | [38°7,43,47°3] | [18°0,20,22°0] | [56°7,63,69'3] | [61°2,68,74’8]
vy [63,70,77] [57°6,64,70°4] | [58’5,65,71°'5] | [37'8,42,46°2] | [38°7,43,47°3] | [25°3,27,29'7] [0,0,0] [14°4,16,17°6] | [42'3,47,51'7] | [73’6,84,92°4] | [71°9,80,88°0]
vs | [65'7,73,80°3] | [60°3,67,73'7] | [44°1,4953°9] | [41°5,45,49°5] | [24’3,27,29'7] | [38°7,43,47°3] | [14°4,16,17°6] [0,0,0] [56°7,63,69'3] | [666,74,81°4] | [57°6,64,70°4]
Vs | [23'4,26,28'6] | [29'7,33,36°3] | [92'7,103,113'3] | [36°9,41,44°1] | [72’9,81,89°1] | [18°0,20,22'0] | [42'3,47,51'7] | [56°7,63,69'3] [0,0,0] [47°7,53,58'3] | [42°2,58,63'8]
vio | [24°3,27,29'7] | [18°0,20,22°0] | [22°5,25,27'5] | [37°8,42,46°2] | [42'3,47,51'7] | [567,63,69°3] | [73'6,84,92'4] | [66°6,74,81°4] | [47'7,53,58'3] [0,0,0] [9°0,10,11°0]
vy | [28°8,32,35°2] | [22°5,25,27°5] | [13°5,15,16°5] | [42°3,47,51°7] | [33'3,37,40°7] | [61'2,68,74°8] | [71°9,80,88°0] | [57°6,64,70°4] | [42°2,58,63'8] [9°0,10,11°0] [0,0,0]
Tabla 2. Matriz de tiempos triangulares para el lider.
Ts A Vv, V3 Vs Vs Ve V7 Vg Vo Vio Vi1
v [0,0,0] [56,7,8°4] [37°6,47,56°4] | [22°4,28,33’6] | [54’4,68,81°6] | [368,46,55'2] | [56°0,70,84°0] | [58’4,73,87°6] | [20°8,26,31'2] | [21'6,27,32’4] | [25’6,32,38’4]
v, [5°6,7,8"4] [0,0,0] [32°0,40,48°0] | [17°6,22,26’4] | [49°6,62,74°4] | [34°4,43,51°6] | [51'2,64,76'8] | [53’6,67,80°4] | [26°4,33,39°6] | [16°0,20,24°0] | [20°0,25,30°0]
v, | [37°647564] | [32,40,48] [0,0,0] [49°6,62,74°4] | [17°6,22,26°4] | [66°4,83,99°6] | [52°0,65,78°0] | [39°2,49,58°8] | [82°4,103,123’6] | [20°0,25,30°0] | [12’0,15,18°0]
v, | [22742833°6] | [17°6,22,26'4] | [4976,62,7474] [0,0,0] [32°0,40,48°0] | [16’8,21,25°'2] | [33'6,42,50°4] | [36°0,45,54°0] | [32'8,41,49°2] | [33’6,42,50°4] | [37°6,47,56’4]
ve | [64°4,6881°6] | [49°6,62,74'4] | [17'6,22,26'4] | [32'0,40,48'0] [0,0,0] [48°8,61,73°2] | [34°4,43,51°6] | [21'6,27,32’4] | [64'8,81,97°2] | [37'6,47,56°4] | [29'6,37,44°4]
v, | [36846552] | [34'44351°6] | [66'4,8399°6] | [16'8,21,25'2] | [48'8,61,732] [0,0,0] [21°6,27,32°4] | [34°4,4351’6] | [16°0,20,24°0] | [50°4,63,75’6] | [54'4,68,81°6]
v, | [5670,70,84°0] | [51'2,64,76'8] | [52'0,6578°0] | [33'6,4250°4] | [34'4,43,51'6] | [21'6,27,32'4] [0,0,0] [12'8,16,19'2] | [37°6,47,56°4] | [67°2,84,100°8] | [64°0,80,96°0]
v, | [58747387°6] | [53'6,67,80'4] | [39'2,49,58'8] | [3670,45,54°0] | [21'6,27,32'4] | [34'4,4351°6] | [12'8,16,19°2] [0,0,0] [50°4,63,75°6] | [59'2,74,88°8] | [51°2,64,768]
v, | [208,2631°2] | [26'4,33,39°6] | [8274,103,123'6] | [32'8,41,49°2] | [64'8,81,97°2] | [1670,20,24°0] | [37'6,47,5674] | [50'4,63,75'6] [0,0,0] [4274,53,63°6] | [4674,58,69°6]

[216,27,32°4]

[16°0,20,24°0]

[20°0,25,30°0]

[33°6,42,50°4]

[37°6,47,56'4]

[50°4,63,75°6]

[67°2,84,100°8]

[59°2,74,88°8]

[4274,53,63°6]

[0,0,0]

[870,10,12°0]

[25°6,32,38°4]

[20°0,25,30°0]

[12°0,15,18°0]

[37°6,47,56'4]

[29°6,37,44°4]

[5474,68,81°6]

[64,80,96]

[51°2,64,76°8]

[4674,58,69°6]

[6°0,10,12°0]

[0,0,0]

Tabla 3. Matriz de tiempos triangulares para el seguidor.
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Para determinar cual seria la decision de los clientes usando la comparacion de los a-cortes, es necesario
obtener para cada a<[0,1] los cortes correspondientes a cada tiempo triangular. Volviendo a considerar
el tiempo de desplazamiento desde el vértice v; hasta vs, debemos considerar, para cada a<[0,1], los
intervalos correspondientes a los a-cortes.

Si tomamos los valores a =0, 0’4, 0’8 y 1, entonces los a-cortes del tiempo para el lider [19°8, 22, 24°2]
son:;
a=0’0 [1'0-19’8+0’0-22, 0’0-22+1°0-24°2] = [19°80, 24°20]
a=0'4 [0°6-19'8+0°4-22, 0’4-22+0°6-24°2] = [20°68, 23°32]
a=0'8 [0°2-19°8+0’8-22, 0’8-22+0°2-24°2] = [21°56, 22°44]
a=1'0 [0°0-19°8+1’0-22, 1’0-22+0°0-24°2] = [22’00, 22°00]
y para el tiempo del seguidor que es [17°6, 22, 26°4], los a-cortes son:
a=0’0 [1'0-17°6+0°0-22, 0’0-22+1°0-26°4] = [17°60, 26°40]
a=0'4 [0°6-17°6+0°4-22, 0’4-22+0°6-26’4] = [19°36, 24°64]
a=0'8 [0°2-17°6+0’8-22, 0’8-22+0°2-26’4] = [21°12, 22°88]
a=1'0 [0°0-17°6+1’0-22, 0’0-22+1°0-26°4] = [22°00, 22°00]

Los usuarios situados en vs que acuden a un establecimiento del lider en vg, ante un establecimiento que
abre el seguidor en v, optarian por dejar de acudir a vg para ir a v3 si perciben que f; (v;,v,) es menor que
el limite inferior del intervalo de variacién de f (vs,V,). Fijado a e [0,1], esto ocurriria cuando el
extremo superior del a-corte de f(v;,v,) sea inferior al extremo inferior del a-corte de f (vs,vy). Es
decir si &7 (vs,v,) <t} (Vs,Vs) . El ndmero triangular del tiempo que percibe el usuario situado en vs para
ir al establecimiento en vg del lider es (24’3, 27, 29°7) y el ndmero triangular del tiempo que percibe el
usuario situado en vs para ir al establecimiento en v del seguidor es (17°6, 22, 26°4). El limite inferior del
intervalo de variacion de f (v;,v;)es 24’3(1-a) + 270 y el limite superior del intervalo de variacion de
t, (vi, V) es 22a + 26°4(1-a).

Para a = 0’4 es T°*(v,,V,) =24'64<25'38=t"*(v,,V,) VY los clientes de vs dejarian de acudir al
establecimiento del lider en vg para acudir al del seguidor en v,;. Pero para o <2°1/7°1 = 0’296 esto no
ocurre.

Por tanto, una vez fijado el valor de «, las comparaciones dependen de los extremos inferiores y
superiores de los a-cortes &% (v;,v;) yt{(v;,v;) de los tiempos percibidos. Asi, por ejemplo, para a=0"4,

las matrices con los limites inferiores y superiores de o-cortes del tiempo de desplazamiento, t{(v;,v;)y
tey, ,V;), vienen dadas por las tablas 3y 4.

ti(v,v,) Vi V2 Vs Vs Vs Ve V7 Vg Vg Vio Vit
Vi 0 6’58 | 44’18 | 26’32 | 63’92 | 43’24 | 65’8 | 68’62 | 24’44 | 25’38 | 30°08
V2 6’58 0 37’6 | 20’68 | 58’28 | 40°42 | 60’16 | 62°98 | 31°02 | 18’8 | 23’5

Vs 44’18 | 37°6 0 58’28 | 2068 | 78’02 | 61’1 | 46’06 | 96°82 | 23’5 | 14’1
vy 26’32 | 2068 | 58’28 0 37°6 | 19°74 | 39’48 | 42’3 | 38’54 | 39’48 | 44’18
Vs 63’92 | 58’28 | 20'68 | 37’6 0 57°34 | 40’42 | 25’38 | 76’14 | 44’18 | 34’78
Ve 43’24 | 40’42 | 78’02 | 19’74 | 57’34 0 25’38 | 40’42 | 18’8 | 59’22 | 63’92
v 65’8 | 60’16 | 61’1 | 39’48 | 40’42 | 25’38 0 15°04 | 44’18 | 78’96 | 752
Vg 68’62 | 62’98 | 46’06 | 42’3 | 25’38 | 40’42 | 15’04 0 59’22 | 69’56 | 60’16
Vg 24’44 | 31°02 | 96’82 | 38’54 | 76’14 | 18’8 | 44’18 | 59’22 0 49’82 | 54’52
Vio 25’38 | 18’8 | 23’5 | 39’48 | 44’18 | 59’22 | 78’96 | 69’56 | 49’82 0 9’4
Vi 3008 | 23’5 | 14’1 | 44’18 | 34’78 | 63’92 | 752 | 60’16 | 54’52 | 94 0
Tabla 3
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£ (v, v;) Vi Va Vs 2 Vs Ve V7 Vg Vg Vio Vit
Vi 0 7’84 | 52°64 | 31’36 | 76’16 | 51°52 | 78’40 | 81’76 | 29’12 | 30°24 | 35’84
Vo 7°84 0 44°80 | 24’64 | 69°44 | 48’16 | 71’68 | 75’04 | 36’96 | 22°40 | 28’00

Vs 52°64 | 44’80 0 69°44 | 24’64 | 92796 | 72’80 | 54’88 | 115’36 | 28°00 | 16’80

Vs 31°36 | 24’64 | 69’44 0 44’80 | 23°52 | 47°04 | 50°40 | 45’92 | 47°04 | 52’64

Vs 76’16 | 69’44 | 24’64 | 44’80 0 68’32 | 48’16 | 30’24 | 90’72 | 52’64 | 41°44

Ve 51’52 | 48’16 | 92’96 | 23’52 | 68’32 0 30’24 | 48’16 | 22°40 | 70’56 | 76’16

v 7840 | 71°68 | 72’80 | 47°04 | 48’16 | 3024 0 17°92 | 52°64 | 94’08 | 89°60

Vg 81°76 | 75’04 | 54’88 | 50’40 | 30°24 | 48’16 | 17°92 0 70’56 | 82’88 | 71°68

Vg 29’12 | 36’96 | 115’36 | 45’92 | 90’72 | 22’40 | 52°64 | 70°56 0 59’36 | 64’96

Vig 30’24 | 22°40 | 28°00 | 47°04 | 52°64 | 70’56 | 94°08 | 82°88 | 59’36 0 11°20

Vi 3584 | 28’00 | 16’80 | 52’64 | 41°44 | 76’16 | 89°60 | 71°68 | 64’96 | 11°20 0

Tabla 4
Consideremos que el lider abre 3 establecimientos y el seguidor 2, es decirp=3yr=2.

Si el lider abre sus establecimientos en X = { v, v, v3} y el sequidoren Y = { v, vs }, para ¢ = 0’4, el
comportamiento de los clientes seria el siguiente. Es bastante claro que los clientes en las ubicaciones en
el conjunto { vy, V2, V3, V4, Vs } eligen el establecimiento abierto en su misma localizacion. Los clientes
en v eligen vy ya que T°*(v,,v,) = 23’52 < 40’42 = t{(v,,V,) . De la misma forma los de v; y vg eligen
un establecimiento del seguidor. Sin embargo, los clientes en vy, Vio Y V11 S8 mantienen con el lider. Por
tanto los clientes capturados por el seguidor son C,., (Y <X)= {vA,vs,VG,vﬂvs} y la demanda capturada
es W, (Y < X ) =4+3+7+4+9=27. Por otro lado, la mejor eleccién para el seguidor es Y™ = { v, v }
porque en estas localizaciones captura la demanda de los vértices CO.4(Y* < X):{vs,v7,v8,vlo,vn} lo
que supone una demanda total capturada igual a W, (Y < X)=3+4+9+5+9=30. Por tanto,
W*(X) = 30.

Sin embargo, la mejor eleccién para el lider es X* = { vg, Vg, V1o } ya que con esta eleccion la respuesta
del seguidor seria localizar sus centros en Y = { vg, vq; } capturando W*(X) = 21 unidades de demanda.

Aplicando el algoritmo propuesto en Campos y otros (2010) para p = 3, r = 2 con a = 0’4, el
procedimiento termina evaluando solamente 12 soluciones del lider de las 165 posibles, empezando con
una solucidn arbitraria, tomandose en este caso el conjunto Xo = { vy, Vo, V3 } como solucion inicial. Sin
embargo, empezando con una solucién heuristica, se puede rebajar el nimero de soluciones evaluadas.
Con la solucién inicial heuristica consistente en los tres vértices con mayor demanda, Xo = { Vg, Vg, V11 },
se evallan Unicamente 7 soluciones del lider.

4. Conclusiones

En este trabajo hemos introducido el problema de localizacién competitiva del lider-seguidor para
demanda esencial y una regla de eleccion binaria con tiempo de desplazamiento difuso. Ademas se aplica
un procedimiento exacto de resolucion que se ilustra con un ejemplo. La regla de eleccién del consumidor
propuesta se basa en la idea de que la percepcion que posee el cliente sobre el tiempo requerido para
acceder al servicio ofertado por las empresas esta sujeta a imprecision. Esta imprecision se modela
mediante nimeros difusos triangulares, aplicandose la comparacion entre ndmeros difusos mediante la
comparacion intervalar aplicada a los a-cortes para establecer las preferencias del cliente. El algoritmo de
resolucion aplicado es la extension del propuesto en Campos y otros (2010).

Los proyectos de investigacion futura contemplan dos aspectos. Por un lado, la mejora del modelo
respecto a la construccion de reglas de eleccion mas realistas. Claramente la regla de eleccion binaria,
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aunque es de interés tedrico y Util para algunos tipos de bienes y servicios, es insuficiente para
aplicaciones reales, ademas lleva asociado el problema de la resolucién de los empates en las preferencias
y el problema de la discontinuidad. Parece tener mas sentido considerar funciones de preferencia
continuas y decrecientes respecto al tiempo de desplazamiento percibido. Ademas, el problema puede
plantearse desde un punto de vista dinamico, la consideracion de tiempos con mayor incertidumbre para
el seguidor tiene sentido durante cierto periodo de tiempo, transcurrido este tiempo, una vez que el
mercado se ha estabilizado y el cliente ha adquirido experiencia, estas diferencias entre lider y seguidor
tienden a desaparecer.

Por otro lado, el algoritmo exacto propuesto da buenos resultados cuando la dimensién del problema es
moderada pero su aplicacion para resolver problemas grandes se vuelve muy costosa, por ello se hace
necesario plantear alternativas razonables para abordar problemas de dimension grande, mediante
procedimientos heuristicos 0 combinando éstos con procedimientos exactos para crear una matheuristica.
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