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1. INTRODUCCION

La rama de las matemdticas que estudia las propiedades de la sucesién de los
mimeros naturales (tambi€n llamados enteros positivos): 1,2,3,4,5,... se denomina
Aritmética Superior o Teor{a de Ndmeros. La moderna Teorfa de Niimeros nace como
disciplina cientffica independiente con la obra “Disquisitiones Arithmeticae” escrita
en 1801 por el matemdtico aleman Carl Friedrich Gauss. Fue el propio Gauss (qui-
zéds el mejor matemitico de todos los tiempos) quien afirmé que “La Matemdtica
es la reina de las ciencias y la Teoria de Niameros es la reina de las Matemdticas” .

Un nimero natural mayor que 1 se dice primo si sélo es divisible por é1 mismo
y por la unidad. El resultado bdsico de la Teorfa de Nimeros (conocido como Teo-
rema Fundamental de la Aritmética) afirma que cualquier nimero no primo (com-
puesto) puede escribirse de una tinica manera como producto de niimeros primos.
Por ejemplo:

12936 =2%- 3. 7% - 11

Los mimeros primos son, por tanto, los cimientos sobre los que se construye todo
el edificio de la Aritmética, razén por la cual constituyen el objeto central de su
estudio. Recurriendo a un sfmil quimico, el Teorema Fundamental de la Aritmética
afirma que los nimeros primos son las partes indivisibles (dtomos) de las que se
componen los nimeros naturales (moléculas).

Obviamente, todos los ndmeros primos, con la dnica excepcién del 2, son impa-
res y esta es la lista de los veinticinco primeros (los primos menores que 100):

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
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Escribié el matematico alemdn D. Zagier que “Al contemplar los niimeros pri-
mos se tiene la impresion de hallarse en presencia de secretos inexplicables”. A lo
largo de estas notas comprobaremos cuén cierta es esta afirmacién. Quedan muchas
cuestiones por aclarar sobre estos misteriosos niimeros, pero en esto radica también
gran parte de su atractivo.

2. CONJETURAS

Una de las caracter{sticas mas conocidas de la Aritmética es el contraste entre la
sencillez de muchos de sus enunciados y la dificultad que entrafia el probarlos. No
es de extrafiar, por tanto, que la Teorfa de Numeros y, particularmente la Teoria de
Nimeros Primos, esté plagada de conjeturas, muchas de ellas de enunciado muy
simple. He aqu{ algunas conjeturas sobre primos:

1) Todo nimero par mayor que 2 es suma de dos primos (Conjetura fuerte de
Goldbach).

2) Todo nimero impar mayor que 5 es suma de tres primos (Conjetura débil de
Goldbach).

3) Existe una secuencia de primos de cualquier longitud prefijada en las que cada
uno es el doble del anterior mds uno. Estas secuencias se Ilaman cadenas de
Cunningham v la siguiente es de longitud cinco: 2, 5, 11, 23, 47. A un primo impar
ptal que 2 - p + 1 también es primo, se le itama primo de Sophie Germain.

4) En cada uno de los siguientes cuadrados:

1 2 3 4 5

I 2 3 4
1 2 1 23 5 6 7 8 6 7 &8 9 10
; 45 6 ; 11 12 13 14 15 ..
4 789 o 10 1112 16 17 18 19 20
13 14 15 16

21 22 23 24 25
cada fila contiene al menos un nimero primo (Conjetura P de Sierpinski).

5) Cada fila (salvo la primera) del siguiente “tridngulo infinito”

1

2 3

4 5 6
7 8 9 10

11 12 13 14 15

contiene al menos un mimero primo (Conjetura de Schinzel).
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6) Existen infinitos mimeros primos de cada una de las siguientes formas:
r+l 3 n2-1 ; nlxl ; m#El o 2Y+1 ; 2°-1 (p primo)

(donde »! y n# denotan respectivamente el producto de los naturales o primos,
hasta n).

7) Existen infinitos nimeros primos de cada una de las siguientes formas:
101

1041 = 10..01 ; —————=11L.1 ; 1424.42"=11..1,
9

Sabemos que para que el nimero 11...1 (escrito en base 10 o en base 2) sea primo
es necesario que el nimero de sus digitos sea primo (11 6 127 = 1111111,).

8) Por contra, se cree que todos los nimeros 12°+1 (n>1) son compuestos:
12241 = 529 , 1241 =7-13:19 , 12%+1 = 89233 ,

9) Si se disponen en filas las diferencias (absolutas) sucesivas de los nimeros
primos:

todas las filas (salvo la primera) empiezan por 1 (Conjetura de Gilbreath).
10) Existen infinitos primos gemelos.
11) La sucesién de Fibonacci contiene infinitos nimeros primos.

12) Si p es primo, entonces 2°~1 no es nunca divisible por el cuadrado de un
primo.

13) Dado un mimero primo p mayor que 7 ;Cudl es la maxima distancia (gap)
posible hasta el siguiente niimero primo? El cuadrado de su logaritmo natural: (log
>

Un ejemplo notable de conjetura (sobre primos) recientemente “vencida” es el
Ultimo Teorema de Fermat: “La ecuacién x" + y" = z" no admite soluciones enteras
positivas cuando n es mayor que 2”. A pesar de la sencillez de su enunciado, su
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prueba definitiva, una hazafia del matemadtico britdnico Andrew Wiles en 1994 jtres
siglos y medio después de que Fermat lo enunciara!, se basa en una compleja rela-
ci6én entre curvas elipticas y funciones modulares, en el dmbito de la Geometria
Algebraica.

3. EL N-ESIMO NUMERO PRIMO

La primera cuestién que se nos plantea es si la lista de ndmeros primos: 2, 3,
5,... tiene fin o es ilimitada. La respuesta, dada por Euclides hace unos 2.300 afios,
es que: “existen infinitos nimeros primos” y su demostracién original es un ejem-
plo de brevedad y elegancia matemdtica, que reproducimos a continuacién. “Sean
2,3,5,...,p, los n primos nimeros primos. Veamos que siempre existe un primo adi-
cional (mayor que todos ellos). El mimero N = 2.3-5-...p, + 1 0 bien es primo (en
cuyo caso es el primo buscado), o bien es compuesto y entonces serd divisible por
algin primo necesariamente mayor que p,”.

No sabemos si hay infinitos primos de la forma p,# + 1 = 2.3.5....p_ + 1, pero,
con estos nimeros, R. Fortune disefié un curioso y sencillo procedimiento para pro-
ducir un nimero primo a partir de otros:

“Sea P el primer primo posterior a p,# + 1. Entonces, P—p, # es un nimero
primo!”.

Por ejemplo:

TH+1=2357+1=211= P =223 =P —T7#=223 - 210 = 13 es primo

(En ddnde se esconde el n-ésimo mimero primo p,? Dividase cada uno de los
25 primeros primos por el primo precedente. Por otro lado, réstese a la raiz cuadra-
da de cada uno de ellos la rafz cuadrada del anterior. ;Han hecho bien las cuentas?
Para todo n:

Dy

pn—l

< 5/3 (Tma. de Sandor) ; \/p,, - \/pn_, < 1 (Conjetura de Andrica)

Estas formulas relacionan cada primo p, con el anterior p,_,. Demos s6lo una de
las muchas que aproximan p, en términos absolutos (vdlida para n > 8602).

n(log n + log log n — 1.0073) < p, < n (log n + log log n — 0.9385)

Ee b

Por ejemplo, “el primo un millén
férmula da:

es exactamente P, .00 = 15485863 y la

15434002 < P, o0 < 15502803

Un viejo suefio de los especialistas en Teoria de Nimeros es obtener una férmu-
la que genere todos y sélo los ndmeros primos. El trinomio de Euler 7% — n + 41 da
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valores primos para n = 1,2,...,40, pero es compuesto para n = 41, El récord actual
de polinomios cuadriticos con valores consecutivos de n primos lo ostenta el
polinomio de Ruby: 36#* — 810n + 2753 que da 45 primos para n = 0,1,...,44, pero
es compuesto para n = 45. No es de extrafiar, Goldbach probé en 1752 que ningin
polinomio (y Legendre que ningiin cociente de polinomios) en una variable y de
coeficientes enteros es primo para todo x. En otras palabras, no existe ninguna “fér-
mula sencilla” que genere sélo niimeros primos. En 1947, el matemético W.H. Mills
probé que la férmula (existen infinitas posibilidades de eleccién de las constantes
Ayc):

[A"] = [(1.306377883863...)*"] ; n=1,23,.. v [x] = parte entera de x

da exclusivamente nimeros primos. Pero no los da todos. El lector puede compro-
bar que para n = 1,2,3 se obtienen, respectivamente, los primos 2, 11 y 1361; con
Io que la expresién (creciente en n) “olvida” todos los primos intermedios. También
el nimero:

[22‘"’} . w=192878
-

es primo para todo n=l. En 1970, el matemdtico Yuri Matyasevich construydé un
polinomio de 26 variables y grado 27, cuyos valores positivos, cuando las variables
recorren el conjunto de los enteros, son jexactamente (todos y sélo) los nimeros
primos!

Como conclusién, la imposibilidad de construir una férmula sencilla que genere
la serie de los primos nos permite concluir que el n-ésimo niimero primo se encuentra
en ... paradero desconocido.

4. UNA DISTRIBUCION CAOTICA

La inexistencia de férmulas simples que den exactamente los nimeros primos (o,
al menos, que s6lo tomen valores primos) se debe a la extraordinaria irregularidad
de su distribucién en la sucesién de los nimeros naturales. Veamos cuatro datos que
confirman este extrafio comportamiento:

i) Es muy probable que existan infinitos pares (p, p+2) de primos gemelos como:

3yS5 ; S5y7 5 1lyl13 ; .. ; 361700055.230%04]
(los mayores conocidos hasta hoy)

En 1949, Clement caracterizd asf estas parejas de niimeros:

“ny nt2 son primos gemelos si y solo si 4[(n-1)1+1] + n es miiltiplo de n(n+2)”
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condicién mds exigente (obviamente) que la del Test de Wilson:
“n es primo si y sélo si (n-1)1+1 es muiltiplo de n”

En todo caso, ain cuando se confirmase la existencia de infinitos primos geme-
los, hay que decir que los primos gemelos son “muy pocos” en relacién con la tota-
lidad de los primos. Esta afirmacién puede interpretarse comparando la suma de los
reciprocos de todos los primos con la suma de los reciprocos de sélo los primos
gemelos:

(1 1) (1 1 ) (1 1 )
+ —t—] +—F—]) + | —+—
11 13 17 19 29 31

1.90216 (Cte. de Brun)

+
it

i) Quizds el nimero del D.N.L, del lector no sea primo, pero seguro que existe
un primo que empieza por ese nimero. Dada una secuencia cualquiera de digitos
existe siempre un nimero primo cuyos primeros digitos son los dados. Por ejemplo,
133 no es primo pero si lo es 13327,

iiiy Obsérvese que, cualquiera sea el niimero natural n, entre n!+1 y nl+n+1 no
existe ningiin nimero primo. La conclusién (tomando n tan grande como se quiera)
es que pueden encontrarse cadenas jarbitrariamente largas! de nimeros compuestos
consecutivos separando dos primos sucesivos.

iv) Llamamos “campeén de salto” respecto a un niimero » a la distancia entre
primos consecutivos menores o iguales que 7z, que se repite con mds frecuencia. Por
ejemplo, el campedn de salto respecto a 18 es 2 porque:

3-2=1,53=2,75=2, 11-7=4 |, 13-11 =2 , 17-13=4

Se cree que los campeones de salto crecen indefinidamente y, jlo mds espec-
tacular!, los Unicos campeones de salto conocidos son 1, 4 y los factoriales de
primos:

2,23=6, 235=30, 2357=210 , 2.3.5.7-11 = 2310,...
Si se contrastan las afirmaciones (i) y (ii) (que indican cercania o abundancia)
con (iii) y (iv) (que expresan lejania o escasez) en la serie de los niimeros primos,

la conclusién sélo puede ser esta: la distribucién de los nimeros primos es extraor-
dinariamente caprichosa.
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5. ORDEN EN EL CAOS

¢ C6mo poner orden en este caos? Contemplando los nimeros primos globalmente,
se observa que la proporcién de primos inferiores o iguales a x disminuye, cuando
x aumenta. Por ejemplo (véase tabla adjunta), entre los 100 primeros nimeros natu-
rales hay 25 primos (el 25%), entre los 10.000 primeros hay 1.229 primos (el
12.29%). en el primer millén de niimeros hay 78.498 primos (el 7.85%),... A la edad
de 14 afios, el aleméan Carl Friedrich Gauss fue capaz de reconocer el patrén que
rige estas proporciones. Denotando por TI(x) al nimero de primos menores o igua-
les que x, Gauss formulé el siguiente Teorema del ndimero primo (uno de los mejo-
res ejemplos en Matemdticas de como encontrar orden en el caos).

M(x) = (x—r00)

log x

es decir, la proporcién T(x)/x de primos son mayores que x es aproximadamente igual
al inverso 1/log x de su logaritmo natural (neperiano), y esta aproximacién es tanto
mejor cuanto mayor es x. El teorema explica que estos porcentajes (0.25, 0.1229,
0.0785,...) decrecen a cero, aunque no muy deprisa. El nimero e (la base de los
logaritmos neperianos) aparece una vez més en los lugares més insospechados de la
Matemdtica; esta vez marcando el son al que se mueven los nimeros primos. La
Tabla 1 ilustra el Teorema mediante comparacién de sus dos tltimas columnas:

TABLA 1
x IN(x) I(x)/x 1/logx
10° 25 025 02171

10* 1229 01229 0.1086
10° 78498  0.0785 0.0724
108 5761455 0.0576 0.0543
10" 455052511 0.0455 0.0434

6. LA HIPOTESIS DE RIEMANN

Existen muchas estimaciones de IT(x) mejores que la proporcionada por el co-
ciente x/log x. Por ejemplo, la siguiente aproximacién (también atribuida a Gauss)
constituye una formulacién equivalente del Teorema del ndmero primo, que merece
un comentario especial:

X

(x—>22)

TI(x) = Lix) = J
2 logt
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donde Li(x) es la llamada funcién logaritmo integral. La cuarta columna de la Tabla
2 (convergente a 1) ilustra esta nueva aproximacioén:

TABLA 2
x TI(x) Li(x)  T(x)/Li(x) {(x)-Li(x)] xlogx
10? 25 29 8621 4 46
10* 1229 1246 9863 17 921
105 78498 78628 9983 130 13815
10 5761455 5762209 9998 754 184207
10'° 455052511 455055614 9999 3103 2302585

Pero, ;qué calidad tiene esta segunda aproximacién? Es decir, jcudl es la mag-
nitud del error que se comete al aproximar II(x) por Li(x)? En respuesta a esta pre-
gunta, hoy se piensa (aunque no se ha podido demostrar) que, para x lo bastante
grande, se tiene la acotacién:

x dt
IT(x) - J
2 logt

es decir: la funcién [T1(x) — Li(x) (5* columna de la tabla 2), que mide la distancia
entre el nimero exacto de primos no mayores que x y la estimacién de Gauss, estd
mayorada (para x suficientemente grande) por el producto de una constante A ade-
cuada por la raiz cuadrada de x y por su logaritmo neperiano (6% columna de la ta-
bla 2). Mis brevemente, empleando 1a “O maydscula” de Landau:

<A xlog x

TI(x) - Li(x) = O(x!2 logx) (x—es)

Esta afirmacién, que se refiere directamente a la distribucién de los ndmeros
primos, recibe el nombre de Hip6tesis de Riemann (versién aritmética) y constituye
jla conjetura no resuelta mds importante de todas las matematicas! Su confirmacién
definitiva nos darfa mucha luz sobre esta misteriosa distribucién. Ademas, en Teo-
ria algebraica de nimeros, se ha formulado una generalizacién de la Hipétesis de
Riemann estrechamente vinculada con el problema de la existencia de un test
determinista de primalidad {computacionalmente) eficiente. Mds conocida es la ver-
sién cldsica (analitica) de la Hipétesis de Riemann: Todos los ceros no triviales de
(la prolongacion analitica de) la funcién zeta de Riemann:

o

(=X

n=1 n

(se C-{1}
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tienen parte real 1/2.

Pasemos ahora a describir dos tipos especificos de nimeros primos: los primos
de Fermat y de Mersenne, dos especies muy codiciadas por los “cazadores de pri-
mos gigantes”.

7. PRIMOS DE FERMAT

Es ficil probar que si un mimero de la forma 2° + 1 es primo, entonces s debe
ser una potencia de 2. Pierre de Fermat, magistrado francés de [a primera mitad del
siglo XVII, pensaba que la afirmacién reciproca también era cierta. Es decir, crefa
que todos los nimeros de la forma F, = 22" + 1 (nimeros de Fermat) eran primos.
Estaba equivocado. Aunque los cinco primeros nimeros de Fermat:

F,=3, F,=5 , F,=17 , F,=257 , F, = 65537

son efectivamente primos (como él mismo comprobd), Euler descubri6 en 1742 que
el sexto es compuesto:

F° =2% 4 1 = 641-6700417

Hoy, 350 afios después de que Fermat anunciase los cinco primos anteriores, no
hemos sido capaces de encontrar ningiin otro primo de Fermat. Y, lo que es mucho
peor, no se sabe si tal primo existe. Tan sélo sabemos que, ademds de F, hay otros
169 niimeros de Fermat compuestos (obtenidos mediante el Test de primalidad de
Pepin). Es decir, s6lo se conoce el cardcter de 175 nimeros de Fermat (5 primos,
170 compuestos).

La propiedad mds curiosa de estos nimeros (establecida por Gauss a la tempra-
na edad de 19 afios) es un aviso a los dibujantes: “Condicién necesaria y suficiente
para que la circunferencia pueda dividirse, con regla y compds, en n partes iguales
es que los unicos primos que figuren en la factorizacién de » sean el 2 y/o primos
de Fermat distintos entre si”. As{ que (con regla y compés) podemos inscribir en la
circunferencia el tridngulo equildtero, el cuadrado, el decdgono, el heptadecdgono
regular, ..., pero no el heptdgono regular (pues 7 no es un primo de Fermat). Este
era uno de los problemas.

Otros dos Teoremas bésicos en el estudio de los nimeros de Fermat son el que
nos proporciona una condicién necesaria (no suficiente) para los divisores de
F,= 2¥ + 1, y el que establece una condicién necesaria y suficiente para que F,

n

sea primo:

- Todo divisor mayor que 1 de F, (n>2) es de la forma: k22 + 1 (k&N).
~ F, es primo si y sélo si F, |32 4 1,

Por otro lado, los nimeros de Fermat son, dos a dos, primos relativos, lo que
puede deducirse de la identidad:
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FJF..F, +2=F,

Hoy conocemos tan sélo el cardcter de 175 niimeros de Fermat (los 5 primos
citados y otros 170 compuestos) pero persiste la duda de si existe algin otro primo
de Fermat mayor que F,.

En todo caso, la infructuosa bisqueda de primos de Fermat mayores que los cinco
conocidos por él (Fy, F,, F,, F;, F,) condujo a los mateméticos a un cambio de es-
trategia para la caza de primos gigantes. Se trataba de probar con otra especie nu-
mérica cuyos individuos primos se dejasen capturar mds fcilmente: los ndmeros de
Mersenne.

8. PRIMOS DE MERSENNE

Marin Mersenne, monje francés contempordneo de Fermat, se interesé por los
nimeros de la forma 2"-1. Para que estos nimeros sean primos es necesario que n
también lo sea. Pero no es suficiente:

21— 1 = 2047 = 23.89

Los niimeros de la forma M, = 27 — 1 (p primo) se llaman niimeros (primos o
compuestos) de Mersenne. Los cinco primeros primos de Mersenne son:

M,=3 , My=7 , My=31 , M, =127 , M,=8191

Es de destacar que un nimero de Mersenne cuyo exponente es un primo de
Mersenne no siempre es primo. Por ejemplo: My, = My, = 28%" — 1 es compuesto.
Sin embargo, se ignora si todos los ndmeros de Mersenne de la siguiente secuencia
son primos:

M2 3 MMZ ’ MMM2 ] MMMM2 » MMMMMZ EARTES

esto es:

127_1 _

My=3 , M,=7 , M,=127 , My =27 -1 , My, =2* 1,
pues aunque los cuatro primeros lo son, persiste la duda sobre el “monstruoso”
2271 _1, Es obvio que si uno de ellos fuese compuesto, lo serfan también todos los
que le siguen.

En relacién con los divisores de los nimeros de Mersenne, se sabe que todo di-
visor primo g de M, = 2” — 1 es simultdneamente de las formas:

g = 8hxtl (heN) y g = 2kp+1 (keN)
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Existe una curiosa relacién entre los primos de Mersenne y los primos de Sophie-
Germain, como consecuencia de la siguiente proposicion establecida por Euler: Sea
p primo tal que p = 3 (mod 4). Entonces:

2-p+1 es primo si 'y sélo si 2-p+1 divide a M,

En particular: Si el nimero de Mersenne M, = 2°-1 es primo, entonces el primo p
no es un primo de Sophie-Germain.

Hoy son conjeturas la existencia de infinitos nimeros primos de Mersenne (sélo
conocemos 38) y la existencia de infinitos nimeros compuestos de Mersenne, y es
una cuestién abierta la existencia de compuestos de Mersenne divisibles por el cua-
drado de un primo.

9. NUMEROS PERFECTOS
Los primos de Mersenne estdn ligados a los mimeros perfectos. Un niimero se

dice perfecto si es la suma de todos sus divisores positivos (salvo €l mismo). Los
cuatro primeros nimeros pefectos son:

6 = 14243 , 28 = 1424447414 , 496 = 1+244+8+16+31+62+124+248

8128 = 1+2+4+8+16+32464+127+254+508+1016+2032+4064

que pueden factorizarse como sigue:

6 =2 (2%1) , 28 =2%Y(2°-1) , 496 = 2°1(25-1) , 8128 = 2-1(2"-1)

donde el segundo factor es el primo de Mersenne M, = 2°~1 (p=2,3,5).
No es casualidad. Euclides y Euler demostraron que:

n (par) es perfecto si y sélo si n = 27-1(27-1) y 2°—1 es primo (de Mersenne)

Por tanto, hay tantos mimeros pares perfectos como primos de Mersenne y se
sospecha que hay infinitos (como se ha dicho, hoy sélo se conocen 38). He aqui
algunas propiedades curiosas de estos niimeros.

Sea n=2r-'(2'~1) un ndmero perfecto par mayor que 6. Entonces:

— nacaba en 6 (si p—-1 = 4) o n acaba en 28 (si p—1 # 4).
— n=0(mod 4) ,n=1 (mod9) , n=4 (modl2).

— La suma de los inversos de los divisores de n es 2.

— 1 es triangular, esto es, de la forma 1+2+...4m.

— nes de la forma 13423+, .+m’.

— La suma reiterativa de las cifras de n, hasta llegar a un digito, es la unidad.
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Sabemos que de existir alguno algin nimero perfecto impar, éste tendria que ser
muy grande (més de 300 digitos) y de la forma:

n? - p* (m, neN ; p primo)

pero lo cierto es que hoy no se conoce ningiin mimero perfecto impar, y se ignora
si existe. jjjEste es, probablemente, el problema irresuelto més antiguo de todas las
Mateméticas!!!

10. EL MAYOR NUMERO PRIMO CONOCIDO

Actualmente los primos de Mersenne constituyen la principal cantera para la
obtencidn de primos gigantes. De hecho, el mayor niimero primo hoy conocido (“cap-
turado” el 01-06-1999 por Nayan Hajratwala) es el primo de Mersenne:

un nimero de:
iii 2.098.960 digitos !!!

Ni que decir tiene que el exponente p = 6972593 es un nimero primo (enano) y
que el mayor nimero perfecto hoy conocido es:

26972592 (26972593_1)
Pero, ;cémo se obtuvo este primo gigante? No existe ningiin algoritmo que per-
mita decidir a un ordenador, con total certeza y en un tiempo “razonable”, si un
niimero dado es primo o compuesto. Sin embargo, la Teoria algebraica de nimeros

nos proporciona un test determinista de primalidad eficiente para los niimeros de
Mersenne:

Test de Lacas-Lehmer

“Sea p primo impar. Formemos la siguiente secuencia recurrente de restos
mdédulo M,
S, =4M,) , §,=8-2M,) , S;=8;~-2M), ..., S, =52, -2 (M)

P2

Entonces:

M, =2 -1 es primo si y s6lo si §, , =0 (M,)“

P p-1 =
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Como ejemplo, apliquemos el test de Lucas-Lhemer para comprobar que M5 =
31 es primo. En este caso p = 5 y obteniendo los restos de dividir por 31, se forma
la secuencia:

S;=4, §,=14 , §,=8 , §,,=5=0

y, puesto que S, = 0 (M), concluimos que [M; = 31 es un nidmero primo! A esto se
1lama matar moscas con cafiones.

Este test, que es ideal para los ordenadores porque las divisiones por M, = 2°-1
en sistema binario son muy ripidas, se ha refinado computacionalmente con técni-
cas tales como el uso de Transformadas répidas de Fourier para multiplicar a gran
velocidad. El soporte informdtico para los cdlculos fue coordinado por el programa
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) que, desde su fundacién en 1996,
ha ganado todos los afios el “Oscar al mayor niimero primo”. Asf fue como se pro-
b6 que el nimero 299739~ eg primo.

11. ALGUNAS NOTAS CURIOSAS

Finalicemos con algunas propiedades elegantes y otras notas curiosas, sobre
estos curiosos y elegantes nimeros:

1) El primer test de primalidad de la Historia fue la archifamosa Criba de
Eratéstenes.

2) Veamos otra curiosa forma de averiguar si un niimero # es primo o compues-
to. Formemos el tridngulo de Pascal:

Para ver que 7 (n) es primo, restemos y sumemos 1, alternativamente, a los nd-
meros de la fila 7 (n). Obtenemos la secuencia: 0, 7, 14, 21, 14, 7, 0. Como todos
éstos nimeros son multiplos de 7 (n), concluimos que 7 (1) es un niimero primo. Si
al menos uno de ellos no fuese miitiplo de n, concluirfamos que r es compuesto.

3) Una lista de diez primos consecutivos y reversible (1193 y 3911 son ambos
primos):
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1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259

4) Todos los nimeros capiciias con un mimero para digitos son miiltiplos de 11.
Luego, el tdnico de estos nimeros que es primo es el 11. Pero si existen primos
capicdas con un niimero impar de cifras. Por ejemplo: 10301 y 98689 son el menor
y el mayor primo capicia de cinco cifras (jpara jugarlos en la loteria!).

5) Ya comentamos que a un primo p tal que 2-p+1 también es primo se le llama
un primo de Sophie Germain. Y también se dijo que a una secuencia recursiva de
primos de Sophie Germain (cada uno es el doble del anterior mas uno) se le llama
cadena de Cunningham. Aqui va la cadena de Cunningham més larga que se cono-
ce (14 primos):

p, = 14374829242253283039 , ..., p,, = 1177586011525389009223679

6) El dltimo “afio primo” fue el afio pasado 1999, el anterior fue su gemelo 1997.
(Existen infinitas parejas de primos gemelo (p,p+2)?

7) El préximo “afio primo” serd el 2003. Asf{ que tenemos (1997, 1999, 2003),
una tripleta de ndmeros primos (tres primos consecutivos tales que la diferencia entre
el mayor y el menor es de 6). ;jExisten infinitas tripletas de nimeros primos de las
formas (p,p+2,p+6) o (p,p+4,p+6)?7

8) Al dividir un primo p (impar) por 4 sélo podemos obtener resto 1 6 3. Pues
bien:

p es congruente con 1 (mod.4) siy solo si p es suma de
dos cuadrados perfectos

Por ejemplo:
IT 5=12+22 y 1997 = 29* + 34

Recordemos que todo nimero natural es suma, a lo mds, de 4 cuadrados
perfectos.

9) Hay muchas férmulas que ligan los nimeros primos con el nimero 7, como
la identidad de Euler:

P? 22 32 52 7 112 132 s

o p=1 221 31 51 71 11-1 131 6

10) De la anterior expresién se deduce que la probabilidad de que dos niimeros
naturales, elegidos al azar, sean coprimos es precisamente 6/1* = 60.79%.
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11) Mientras que la sucesién de sumas parciales de la serie arménica es un infi-
nito equivalente a logn, las sumas parciales de la serie de los reciprocos de los pri-
mos crecen a infinito como log(log n).

12) Ademds del Teorema del nimero primo, existen muchas otras relaciones que
ligan los niimeros primos con el logaritmo natural. Por su belleza y simplicidad ci-
tamos la siguiente férmula de Moser. Denotemos por f(#) el nimero de representa-
ciones del natural » como suma de uno o méds primos consecutivos. Por ejemplo

f(41) = 3 porque:
41 =11+13+17=2+3+5+7+ 11+ 13

Se verifica:

F) + f2) + ... + f(N)
lim f N = log 2 = 0.6931471805...
N—oo

o sea: jel promedio del nimero de particiones en primos consecutivos tiende a log
2! El resultado de Moser expresa una elegante propiedad de la distribucién de los
nimeros primos y confirma el Teorema de Euclides sobre la infinitud de éstos.

13) ;;;El nitmero de curiosidades sobre primos que hemos citado aqui es primo!!!
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