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En un t r a b a j o  a n t e r i o r  pub l i cado  en es te  mismo b o l e t i i  

[4 ] )  se efectuaban algunas consideraciones, que se r e f l e j a b a n  en 

t u d i o  be l a s  curvas s o l u c i ó n  de una ecuación d i f e r e n c l a l  de pr imes 

con desfase. S i n  h i m o  de r i g o r ,  s i n o  mds b i e n  con ca rac te r  expos 

se vue lve  aqu i  sobre aque l l as  ideas, ten iendo en cuenta l a s  pos ib  

p l i c a c i o n e s  d i d d c t i c a s  y metodológicas.  

1. Consideraciones pedagógicas. 

Los conten idos de l o s  programas de matemáticas t i ende  

l u c i o n a r  en f u n c i ó n  de l a s  ap l icac iones,  cada vez más extendidas, 

pueden darse a t e o r í a s  que se podian cons iderar ,  has ta  hace poco, 

nas de su a p l i c a b i l i d a d  inmedia ta .  E l  auge de l o s  métodos numéric 

da vez més asequibles,  ha hecho cambiar l a  mental idad de p ro feso r  

lumnos hac ia  una comprension mis i n t u i t i v a ,  pero no por eso menos 

da, de 1 as c a r a c t e r í s t i c a s  esenc ia les  de l a s  t eo r i as ,  dejando de 

l a s  ex igenc ias  de r i g o r  que has ta  hace poco c o n s t i t u i a n  e l  grueso 

programas. Es to  es ev iden te  en l o s  cursos de matemiticas ap l icada 

l o s  cursos p r e u n i v e r s i t a r . ; ~ ~ .  Hay que supone? que l a s  reformas 

mente en marcha, t a n t o  en l a s  Enseñanzas U n i v e r s i t a r i a s  como l a s  



tadas en e l  2Q c i c l o  de Bach i l l e ra to ,  p e n i t i r d n  extender e s t e  punto de- 

v i s t a  en l a  r e a l i d a d  d i a r i a  de l  aula. 

Con motivo de un curso sobre 'Modelcs matemáticos' que se -- 
imparte en 5Q curso de l a  Facul tad de Ciencias de l  Mar en l a  Univers i -  

dad Po l i técn ica  de Canarias, y que cont iene un gran porcentaje de ideas- 

acerca del  estudio c u a l i t a t i v o  de ecuaciones d i fe renc ia les  ó rd inar ias ,  - 
se planteó, a l a  v i s t a  de ejemplos extrai'dos de l a s  Ciencias Naturales,- 

un breve estudio de l a s  propiedades de l a s  ecuaciones d i fe renc ia les  con- 

r e t r a s o  o desfase. E l l o  nos movi6 a redactar  esta nota, en l a  que se en- 

tremezclan l a s  Ideas d iddc t i cas  con l a s  puramente matemiticas. 

La motivación para i n t r o d u c i r  l a s  ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  - 
con r e t r a s o  (desfase, retardadas,. . .) (EDDIes f á c i l  de h a l l a r  en ejem- - 
p los  senci l los.  Basta observar e l  e f e c t o  de un medicamento, que no es  ir^ 
mediato a su suministro, o a n a i i z a r  e l  e f e c t o  de l a  ap l i cac ión  de c o n t r 2  

l e s  externos a determinados procesos, e tc .  Los ejemplos pueden extender- 

se inc luso  en n i v e l e s  elementales. La mayorfa de l o s  modelos matemeticos 

de procesos de l a  v ida  r e a l  suelen d e s c r i b i r  l a  evolución de una magni-- 

tud que se supone continua y d i f e r e n c i a b l e  (ésta es una de l a s  h i p o t é s i s  

s imp l i f i cadoras  de l a  modelización), a l o  l a r g o  de l  tiempo, es to  es, se- 

estudia e l  comportamiento de l a  pr imera derivada de l a  magnitud. En f ó r -  

mulas, se contemplan ecuaciones d e l  t i p o :  

En l a  expresión de f in terv ienen,  por l o  general, parámetros 

que deben i n f e r i r s e  de s i tuac iones reales,  l o  cual es o t r a  área del  pro- 

blema de l a  modelización. No entraremos aquf en esas ideas. Cuando se iz 
troduce un desfase o ret raso,  l a  ecuación a n t e r i o r  deviene en o t r a  de l  - 
t i p o :  

Por r e g l a  general , 1 a dependencia expl i c i t a  de g con x-T su: 
l e  ser de carácter  empirico, y en l a s  apl icaciones puede tomarse como rE 
lat lvamente s e n c i l l a .  

2. La perdfda de unic idad y de o t r a s  propiedades. 

La c a r a c t e r f s t i c a  esencial  u t i l i z a d a  en l a s  Ecuaciones D i fe -  



Esta propiedad, que es de importancia c a p i t a l  ea las 

ciones, se p ierde en l a s  EDO. Un ejemplo s e n c i l l o  ayudara a comr 

Sea l a  ED x'= -x con l a  condición i n i c i a l  x(0)=1. La solución gc 

x=ce-t 

y e l  va lo r  de c par.a l a  condición dada es c=l.  esto es, tenemos: 

x= e-t 

como solución Unica del  problema an te r io r .  

Supongamos ahora l a  ecuación, derivada de l a  anteric 

traducción de un ret raso:  

S i  se desea l l e v a r  a cabo una in tegrac ión,  hay que ( 

l a  forma e x p l i c i t a  de x(t-TI, esto es, e l  aspecto de l a  magnituc 

i n t e r v a l o  I-T,O). Muy apropiadamente., podemos denominar a este 

l a  'h is tor ia '  de x en ese in te rva lo .  

Conocida l a  h i s t o r i a  ( l o  que equiva le a dec i r  que 

so lver  e l  problema 11 hay que afiadir una función a r b i t r a r i a  X t r  

x'= -x<t-TI 
x(0) = 1 
X ( t )  = X ( t )  s i  e [ - T , O )  

IIII 
e l  problema 111 puede ser resuel to  integrando en [O,T), determit 

va lor  de x en t=T y usbndolo como condición i n i c i a l  para e l  nue\ 

va lo tT,ZT) e tc .  Vebmoslo: 

1 

FIGURA. 1 
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En e l  i c t e r v a l o  CO,T) es x'= - x(t-TI-1, de donde x-t+c, - 
'luego ca l .  La so luc ibn  es l a  representada en l a  f i g u i a ,  que, s i  t-T, to-  

mc a l  va lo r  x- -T+l. Usando ahora estos, en e l  i n t e r v a l o  s igu ien te  sera 

Ahora e l  va lo r  de c es 1-2T+T212 I y se ob- 

t i e n e  o t r o  tramo de l a  curva.etc.. 

Notamos que en l o s  puntos O, T, 2T, etc.. . se puede perder - 
l a  d i fe renc iab i l tdad  de l a  solución, a l  c o n t r a r i o  de l o  que ocurre en e l  

problema 1. 

S 1  ponemos T-n/2 es f d c i l  h a l l a r  una so luc ión  d i fe renc iab le -  

y adem6s expresable en forma compacta para e l  problema 111: 

x= cost.  de donde x '=  -sent= -cos(t-1112)- -x(t-n/21. En es te  
caso l a  func ión h i s t o r i a  es también x-cost. 

Por tanto, observamos que l a s  c a r a c t e r f s t i c a s  esenciales de- 

l a  so luc ión de l a s  EDD dependen no zÓ10 de cómo sea l a  expresión de l a  - 
funci6n g(x, x-T,t), s ino  tambien de l a  h i s t o r i a  pasada del proceso. Es- 

t o  se puede i l u s t r a r  en una b ~ e n a  sesión de c lase acerca de l a  cuestión, 

modificando l a s  funciones X ( t  1 y comparando los resu l  tados, indicando e l  

c h u l a  de d i f i c u l t a d e s  que se plantean. Por ejemplo ¿qué condiciones de- 

be k a t i s f a c e r  X( t> para no perder l a  d i fe renc iab i l5dad  en l o s  puntos - 
t-kT, krN? 

3. La apar ic ión de osc i lac iones.  

Hay muchos procesos en l o s  que l a  evoluc ión de una'variable- 

x depende de l a s  in te recc iones  de l a  va r iab le  consigo misma. En par t i cu -  

l a r ,  en l a  dinámica de poblaciones es c o r r i e n t e  este fenómeno. Cuando se 

da este t i p o  de procesos, l a  in t roducc ión  de desfases suede o r i g i n a r  os- 

c i lac iones.  E l  p e l i g r o  es tá  en que esas osc i lac iones t iendan a ampl i f i - -  

carse, destruyendo as i  e l  proceso. Vamos a presentar un ejemplo i l u s t r a -  

t i v o ,  precisamente e l  que m o t i v ó  e l  t raba jo  c i t a d o  a l  p r i n c i p i o .  

S i  x representa una población con competencia in t reespec l f i -  

ca, se puede d e s c r i b i r  l a  evoluci6n de x con: 

e f i c i e n t e  de crec imiento y b e l  de decrecimiento debido- 



.- - 
'a la ~0mpetencia entre miembros de la pobación. Generalmente esc 

y a la constante bla la denotamos por 1 IE, donde E representa el 
asfntbtico de x para t ~ - .  

2 En efecto, haciendo x'= O = ax- bx obtenemos x= alb 

que corresponde al valor de x para el que la población deja de c 

se estabiliza, luego E=xmax. Si imponemos uná condición inicial 

la soluciÓn,denominada logistica. es x = E I C ~ + E ~ X ~ - ~  ]e4t. Cuand 

independientemente de si xo>E 6 xo<E. x tiende A E, pero sin que 

interseccibn entre la curva x=x(t) y la recta x=E. (El cálcuio e 
de x es un buen ejercicio de cálculo elemental, asi como el anál 

siguiente). 

Introduzcamos ahora un desfase en el termino 1-xlE, 

a ser 1-x(t-TIIE. Este desfase puede representar el conflicto ge 

nal , pcr ejemplo, en algunas situaciones concretas. 

Sea pues, conocida la historia del proceso en el int 

[-T,O). En cada punto t, el signo de x -  depende únicamente d e  si 

es mayor o menor que E. S i  es mayor, el signo de x' es negativo, 

crece, y al reves. Luego la evolución de x(t-TI indicará el comp 

to de x en el futuro: 

FIGURA.: 

Atendiendo al número de veces que x ( t )  intercepte la 

x=E en [T,O) se predice el número de ondas que aparecen en el si! 

interva?~. etc. La interpretación del fenómeno puede hacerse de r 
cil : S i  el retraso T es grande, en un proceso con historia más o 

real, es posible que se produzcan ondas en el intervalo [-T.0) qi 
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