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En un trabajo anterior putlicado en este mismo boleti
[4]) se efectuaban algunas consideraciones, que se reflejaban en
tudio de las curvas solucién de una ecuacion diferencial de prime
con desfase. Sin 4animo de rigor, sino mds bien con cardcter expos
se vuelve aqui sobre aquellas ideas, teniendo en cuenta las posib
plicaciones didacticas y metodolégicas.

1. Consideraciones pedagdgicas.

Los contenidos de los programas de matematicas tiende
lucionar en funcién-de las aplicaciones, cada vez mds extendidas,
pueden darse a teorias que se podian considerar, hasta hace poco,
nas de su aplicabilidad inmediata. E1 auge de los métodos numéric
da vez mis asequibles, ha hecho cambiar la mentalidad de profesor
Jumnos hacia una comprensién mas intuitiva, pero no por eso menos
da, de las caracteristicas esenciales de las teorias, dejando de
las exigencias de rigor que hasta hace poco constituian el grueso
programas. Esto es evidente en los cursos de matematicas aplicada
los cursos preuniversitarios. Hay que suponer que las reformas
mente en marcha, tanto en las Ensefianzas Universitarias como las



tadas en el 20 ciclo de Bachillerato, permitiran extender este punto de-
_ vista en la realidad diaria del aula.

Con motivo de un curso sobre “Modelos matematicos” que se —-
imparte en 59 curso de la Facultad de Ciencias del Mar en la Universi—
dad Politécnica de Canarias, y que contiene un gran porcentaje de ideas-
acerca del estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales 6rd1nar1as. -
se planted, a la vista de ejemplos extraidos de las Ciencias Naturales,-
un breve estudio de las propiedades de las ecuaciones diferenciales con-
retraso o desfase. E110 nos movié a redactar esta nota, en la que se en-
tremezclan las ideas didicticas con las puramente matemdticas.

La motivacién para introducir las ecuaciones diferenciales -
con retraso (desfase, retardadas,...) (EDDYes facil de hallar en ejem- -
plos sencillos. Basta observar el efecto de un medicamento, que no es in
mediato a su suministro, o analizar el efecto de la aplicacién de contro
" les externos a determinados procesos, etc. Los ejemplos pueden extender-
se incluso en niveles elementales. La mayoria de los modelos mateméticos
de procesos de la vida real suelen describir la evolucién de una magni--
tud que se supone continua y diferenciable (ésta es una de las hipotésis
simplificadoras de 1a modelizacidén), a lo largo del tiempo, esto es, se-
estudia el comportamiento de la primera derivada de la magnitud. En fér-
mulas, se contemplan ecuaciones del tipo:

= f(x,t)

tn la expresién de f intervienen, por lo general, barémetros
que deben inferirse de situaciones reales, 1o cual es otra area del pro-
blema de la modelizacién. No entraremos aqui en esas ideas. Cuando se in
troduce un desfase o retraso, la ecuacion anterior deviene en otra del -
tipo:

x'= g(x,x-T,t)

Por regla general, 1a dependencia explicita de g con x—T sue
le ser de caridcter empirico, y en las aplicaciones puede tomarse como re

lativamente sencilla.

2. La pérdida de unicidad y de otras propiedades.

La caracteristica esencial utilizada en las Ecuaciones Dife-



iniciales:

x'= f(x,t) 1
x(to)- X

1
0

Esta propiedad, que es de importancia capitai en las
ciones, se pierde en las EDD. Un ejemplo sencillo ayudard a comp
Sea la ED x“= —x con la condicién inicial x(0)=1. La solucién ge

xX=ce

y el valor de ¢ para la condicién dada es c=1, esto es, tenemos:

x= et

como solucidon Unica del problema anterior.
Supongamos ahora la ecuacion, derivada de la anteric
troduccién de un retraso:

x'= =x(t-T)
11
x(0)= 1
Si se desea llevar a cabo una integracion, hay que ¢
la forma explicita de x(t-T), esto es, el aspecto de Ta magnituc
intervalo [-T,0). Muy apropiadamente., podemos denominar a este
1a “historia~ de x en ese intervalo.

Conocida la historia ( lo que equivale a decir que
solver el problema Il hay que afadir una funcién arbitraria Xt

X'= —x(t-T)

x(0) = 1 111

x(t) = X(t) si te(-T,0)
el problema III puede ser resuelto integrando en [0,T), determii
valor de x en t=T y usédndolo como condicion inicial para el nue:
valo [T,2T) etc. Vedmoslo:
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, En el intervalo [0,T) es x’= _ x(t-T)=—1, de donde x=—t+c, —
luego c~1. La solucidn es la representada en la figura, que, si t=T, to-

mz el valar x= —T+1. Usando ahora estos, en el intervalo siguiente serd

xmCat—t? /2 Ahora el valor de c es 1-2T+T2/2 | y se ob-
tiene otro tramo de la curva,etc..

Notamos que en los puntos 0, T, 2T, etc... se puede perder -
la diferenciabilidad de la solucién, al contrario de lo que ocurre en el
problema I.

S{ ponemos T=n/2 es facil hallar una solucién diferenciable-
y ademéas expresable en forma compacta para el problema 111:

x= cost, de donde x‘= —sent= —cos(t—n/2)= —x(t-n/2). En este
caso la funcién historia es también x=cost.

Por tanto, observamos que las caracteristicas esenciales de-
1a solucién de las EDD dependen no c6lo de cémo sea la expresién de la -
funcién gtx, x=T,t), sino también de la historia pasada del proceso. Es-
to se puede ilustrar en una buena sesién de clase acerca de la cuestion,
modificando las funciones X(t) y comparando losresultados, indicando el
camula de dificultades que se plantean. Por ejemplo ;qué condiciones de-

be satisfacer X(t) para no perder la diferenciabilidad en los puntos —
t=kT, keNN?

3. La aparicién de oscilaciones.

Hay muchos procesos en los que la evolucién de una’ variable-
x depende de las interzcciones de la variable consigo misma. En particu-
lar, en la dindmica de poblaciones es corriente este fenomeno. Cuando se
da este tipo de procesos, la introduccién de desfases suede originar os-
cilaciones. E1 peligro estd en que esas oscilaciones tiendan a amplifi—
carse, destruyendo asi el proceso. Vamos a presentar un ejemplo ilustra-
tivo, precisamente el que motivo el trabajo citado al principio.

Si x representa una poblacién con competencia intraespecifi-
ca, se puede describir la evolucién de x con:

X = ax —bxz

; el coeficiente de crecimiento y b el de decrecimiento debido-



R R e T e

PR o

‘3 1a competencia entre miembros de la pobacién. Generalmente esc

x = ax(1-bx/fa) = ax(1—x/E)

y a la constante b/a la denotamos por 1/E, donde E representa el
asintético de x para t—w.

En efecto, haciendo x°= 0 = ax— bxzobtenemos x= a/b

que corresponde al valor de x para el que la poblacion deja de c
se estabiliza, luego E=xmax‘ Si imponemos una condicién inicial
12 solucidn, denominada logistica, es x = El[l+EIxo—l]e'at. Cuand
independientemente de si xo>E 0 xo<E, x tiende & E, pero sin que
interseccion entre la curva x=x(t) y la recta x=E. (E1 céilculo e
de x es un buen ejercicio de cdlculo elemental, asi como el anal
siguiente).

Introduzcamos ahora un desfase en el término 1-x/E,
a ser 1—x(t-T)/E. Este desfase puede representar el conflicto ge
nal, per ejemplo, en algunas situaciones concretas.

Sea pues, conocida la historia del proceso en el int
{-T,0). En cada punto t, el signo de x depende dnicamente de si
es mayor o menor que E. Si es mayor, el signo de x° es negativo,
crece, y al revés. Luego la evolucidn de x(t—T) indicard el comp
to de x en el futuro:

>
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Atendiendo al nimero de veces que x(t) intercepte la
x=E en [T,0) se predice el nimero de ondas que aparecen en el sic
intervalo, etc. La interpretacion del fenémeno puede hacerse de r
cil: Si el retraso T es grande, en un proceso con historia mis o
‘real, es posible que se produzcan ondas en el intervalo [-T,0) q
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