
PROBLEMAS DE LENGUAJE 
E N  LA ENSERANZA DE LAS MATEMATICAS 

Jose M. P~cneco CASTELAO 

NOS encontramos cii 1111 iiioiiic~iito en el ciial las m:il:mAlic.:i.; y +u 
enseñanza parccrii prcociip:ir pwidemcntc a los proi'esiona11>.. Dicha 
preocupación aparece dciiiiida por varios aspectos, a saber: 

1.  Contrnido dc los progrüinus. 

.2. Posibilidad do :i.'.iiniiación dc dichos conteriidos. 
3. Técnicas iitilizu~1:is parn coriscguir la asirnilnciOn, por parte de los 

aluriiiioa, dc los tiiles programas. 

Niiestro brcve trab:~jo se rclicrc u u11 usl)cc:to' parcial, pcro no de la 
rricnor iinport:incia, d14 tcrwr puril,o: 1.0s problcrnos que plaiitco, en el 
profesor, cn cl :iliinino y eii los textos, la iil.ilizüci6n conjunta clrl lcn- 
guaje común y el lcnguajc simbólico, m:is o menos formalizado, hoy ~ . i i  

liso en el mundo matem:itico. Proc:urarc~mos ver ciiAlcs son las dificul- 
tades principales, poriic.iido cjcmplos tic testo y dc ejercicios ari!siicltosu 
por los alumnos, para apoyo (11: r i i ic~tms coiicliiciorics finalcs. 

Aunque parezca trivial, cl pi'iincr problein:~ se nos plantea al tmer  
que utilizar el lenguaje común parn (xplicnr las nociones matemtiticas: 
Si entendemos que las matemAticxs *on, como sc pretende hoy día, un 
lenguaje apto para ciertos irsos. ¿por qui. no presentarlo romo tal y ha- 
cerlo aprender sin referencia a otros Iciiguajes, tan imperi'cctos como 
son los idiomas habituales'? 

Cualquiera quc haya e4.udiudo algo tlc mutcm2iticas puede contcs- 
tar a esla pregunta, con gran razon: ((1:s impobibic tal cosa*. 

Podría, mAs aún, compararnos con el estudio de  una lengua extran- 
jera, y, m& todavía, presentarnos un texto formalizado, de Bstos que 
ahora gustan tanto a los filósofos, y decirnos: @Esto cs ininteligible si no 



reciirrimos al lenguaje común para explicarlo un poco*. (VBaso Russe11 
y Whitehead 151.) 

Por eso nos vamos a dedicar a encontrar el exacto compromiso en el 
iiso de los dos lenguajes en la ensefianza. 

Primera dif icullad 

Nada m8s comenzar un curso de  Bachillerato, ya encontramos a 
los alumnos con la mente compartimentada. 

En la hora de Geografía pensarán en Geografía; en la de Literatiira, 
en Literatura, etc. Ademis, se escandalizarán cuando el profesor de 
cualquier asignatura recurra a algún artificio matemático scncillo, y lo 
mismo les pasará en nuestra clase cuando prctcndamos que (rexpliqueiia 
la rcsolucibn de  un ejercicio. Veamos los siguientes ejemplos, proce- 
dentes de un examen cn el Instituto: 

5) Resolver los siguientes sistemas: 

S - 2 y  = 3  
por dos mBtodos diferentes, y 

- 2 2  + 3 y =  1 

Susiitucidn Igualacidri 



Este alumno, al presentarle su examen, dijo: ((Esto no es la clase de 
lengua, luego no debo cxplicar nada. Ademh,  usted sabe de qué trata 
el problemar. Se le respondi6: tSi en clase s610 se escribieran las 16rmulas 
en la pizarra, sin explicacibii hablada alguna, bqué pasaria?r. No hubo 
respuesta. Naturalmcntc no se le aprobó. Otro cjemplo: 

2 )  En una clase de 20 alumnos, ¿cuantas comisiones distintas, de 
tres personas, pueden formarse? 

a )  Si no esistcn (:argos. 
b )  Si existen 3 cargos: presidente, secretario y tesorero. 

Y así podríamos poner una infinidad. La actitiitl del alumno es siem- 
pre la misma: No hay que mezclar diferentes materias. 

Obs6rvese que he recogido ejemplos quc cstán correctamenbe re- 
sueltos, lo cual nos lleva dc inmediato a la 

Segunda dificultad 

Un alumno jamás pretenderá de  la clase de inatematicas ot- .a cosa 
que resolver ejercicios (no problemas), y, además, siempre diimii: ((Lo que 
interesa es saber resolver los problemasr, pues iio clistinguen cntrc sim- 
ple ejercicio y problcma, por fhcil que Bste sea. Naturalmente, la tcoria 
no merece mas que una atención colateral y se aprende de prisa y co- 
rriendo, cometihdose errores iiinicnsos. VAasc el siguientc cjemplo: 

4 )  Definir: polinomio, termino independiente, indeterminada, 
grado. Demostrar el teorema del resto. 

Aplicación: Hallar el resto de z4 - a: + 1 : a - 5 usando cl teorema 
y compruébalo con la regla de Ruffini. 

Teorema del resto: 

Un numero (p) es igual a la diferencia de dos números (z -- a) por 
otro tercer número q mas el resto (r)  al sustituir los t6rmiiios cn x por cr  

queda así: que (p) es igual a (r) .  



Vcinos, de los ejemplos a n t r r i o r ~ s  (extraídos dc una gran caritidad 
d e  ejercicios de Institiit~o y Facultad),  la esistpncia de graves proble- 
mas dc  lcnguajc en la ensoiianxa dc las matcmhticas. 

Por lo tanto, vamos ii cxplicai* Imwcmcntc? 18ii:íl (!S, en mi opinión, 
1:i causa del problema. 

Como Y C  ha dicho ni:is urribn, lo qiic prc:l.mtlc~ios, al enseiiar matc- 
miticas, es prcscntar ciertos aspectos del pcrisnmiciito humano a la 
coiisidrración de los nlumnos. Da la casu:ilidud de quc: esta ciencia tiene 
cierto c:mictcr dc  lenguaje auxiliar, rl cual es de  diiicil tradiicci6n al 
idioma de  la callc. Ademlis, usa un siml~olismo quo iriuchas vcces podria- 
mos calificar de  esotérico, y produci! cierto deslumbramiento en los 
alumnos. .4si, pues, no es estruiio encontrar :ilumnos que pretenden 
asabcr matemáticasr porquc sa1)cii dibnjnr más o menos bcHanirnte los 
simholos utilizados. 

Uri ejemplo: Explicando. cii 1:i Ic:oria d e  loa eiiteros, el proccyo de  la 
dhrisi6n con resto, se eiiiincin: aDados dos nnlcros a y b, es posihlc en- 
contrar otros dos, q y r, t;iies qiic a = /)q + r ,  llamados cocientn y rcsta, 
de  forma que r menor qiic b*. 

Si sc hace el dibujo d t ~  lir d5sic::i divisi011 

al cabo clcl tiempo, cii iinos csiirncnrs oralcs, nio hc encontrado. como 
coiitest;ición a la prcguntn vi,Qiib es cl algoritmo de  la divisi6n en Z?a, 
el dibujo anterior sir] m i s  csplicacióri qiic lo dc  aiitci: a y a  sabe usted 
qllk CF (?SO$. 

E1 ejemplo antcrior poiir di, rclii~vr iin asprclo muy importante. d e  
los simbolos matem6ticoc: 

El simbolismo dchc ser cficviz !. ojxrativo (ver Heznikov [4] ,  pri- 
ginas 301 y SS.). No es de c!slr;iA;ir. qiir cl aliiinno desdefie explicarnos 
'el algoritmo dc la divisi6n cii;iiitlo w h c  cómo hacci. aparecer los núme- 
ros q y r medirintc el tal algoril.mo. qiio sohc uwr ,  pues ya lleva imbuida 
la idra dr: qi.ic la visión de csc siinbolo doseiicadena un crilculo rutina- 
rio. Ilec,ha la espericncin de pregiiiitar: a¿Córno se efectúa la divisi6n?~,  
la respuesta ha sido: (Como no mc dk iistcd iiumeros concretos, no s6r. 
Y pretender que cxprcsaran en 1cngu:ijc comiin los pasos dc una divi- 
sión, trabajo de titarics. 

Tras esta experiencia accrcn dc s imholo~ do carácter operativo. qut? 
cntorpec.cn la comprensión dt? la natiiralez:~ de lo que se estudia, citar6 
otro caso anhlogo: La notaci6n de 1.eibniz 

d!l 

por cjcmplo, pwo prodiicr: cn los alumnos iin resultado idéntico al m- 
terior: S r  :iprcride a operar y no se sabe qué sc está haciendo. 



Y ahora la experiencia contraria. Hay simbolos de caracter comple- 
tamente arbitrario, quc no produceii m i s  que dolores de cabeza. 

Ejemplo: Cuando explicamos el concepto de limite de una sucesión, 
no veo necesidad alguna de  introducir simb6licamente la clasificacibn 
de sucesiones nulas, de Caiichy, etc., pues iiiiicamento añaden dificul- 
tades accesorias a un tcma ya de por si dificil. Esto nos puede llevar a 
lo que dice Pólya en su libro [3]: *El no entender los simbolos conduce 
a no poder razonar correctamente sobre elloss. De aquí se comprende 
fricilmente, ahora, la confiisi6ii reinante, para los alumiios, entre pro- 
blema y ejercicio. 

Termino este apartado con algunas precisiones, citando a R. Thom 
sil articulo en el libro [l], cuando sea menester: 

Psicoibgicamerite podriamos decir lo siguiente: Mientras que los pro- 
gramas de matemAticas son cada vcz mayores y más abstractos, los 
plazos do nprnndizaje no Iinn podido ser acortados por los psicólogos 
(pAgina 196). 

Por tanto, tendremos qiic usar, nri nuestras explicaciones, la herra- 
mienta de que disponen los alumnos: t?l lenguaje común. 

1 3  cambio, est,e Icnguajo comiin, para explicar conceptos abstractos, 
es largo, lento y premioso; luego el simbolismo puede ser una ayuda, 
e incluso, como hemos visto, darle un cierto careictcr Iiidico a la esplica- 
cibn, pero con los incoiivenient.es vistos m;is arriba. A este respecto, 
opina R. Thom (phg. 207): 

Lenguaje ordinario I.mp~rijz de la Ceomelrin 

1)  Dificultad de  establecer clasi- 1)  Se pueda definir una clasi- 
ficaciones y descripciones. ficaci6n por un grupo de 

transformaciones. 

2) Entendemos las palabras. 2) Tcnemos intuiciones. 

3) Sintaxis pobre. 3) Sinlasis rica. 

1 )  Una clasc es iiri mero objeto 
de trabajo, representado por 
iin simbolo. 

2 )  Los significados son: o fhcilcs 
o no existen. 

3) Sintaxis ilimitada, 

comparando los tres tipos de lenguaje, que evidentemente las ven- 
tajas del lenguaje algebraico son innumerables y por tanto debemos 
abogar por llegar a 61 conio ideal de pcrfeccibn. Sin embargo, este paso 
ies precisamente lo que nos ocupa! 



Vamos a dedicarnos aquí a revisar algunas ideas sobre la aplicaci6n 
prictica de lo anterior. 

En la clase se ha dc traiisrnitir una inlormaci011, definida por cl pro- 
grama. Gcneralmentc, el mayor impedimento para que la transmisi6n 
sea eficaz es la superabundancia dc temas del programa. Si se pretende 
estudiar todo, el primer resultado cs la dcstriicci6n de la caracteristic:i 
fundamental de la csposici0n oral: la posibilidad de corregir y rcexpli- 
car, dado que a los alumnos les resulta inBs dificil tomar notas adccua- 
das y preguntar y aclarar dudas en clase. E1 scgundo resultado es qiic 
el alumno se ve obligado a refugiarse en el texto, procurando digerir los 
simbolos y diagramns. De todo ello, se acaba por aprender la simbologia, 
romo apuntaba mas arriba, y se aprende a disponer los calciilos sin mas 
cxplicaci6n, con la esperanza de quc dé el deseado fruto: el aprobado. 

Desdc luego, el problema. radica en lo abstracto de las nociones. Un 
concepto muy abstracto es dificil de captar y se obvia la dificultad asig- 
nándole un simbolo, cosa tangiblo, con lo cual se aprcnde uno e1 simbolo 
y sigue sin saber el concepto. Un caso tipico es la distiiicion citralnu- 
mcro. La corifusion entre ambos es tal que cnsi ha cambiado el signifi- 
cado de ambas palabras: @La cifra de parado s...^, o bicn: ((Las cuentas 
numeradas ... n. Respecto a este caso concreto, el libro de Klinc [ 2 ] ,  ex- 
celcnte en muchos aspectos, opina que es inriecesaria la distinción (pa- 
gina 79). No estoy de acuerdo. 

Ya para finalizar, pongo aquí ejemplos de cómo se presenta en 
un texto clásico ( 1 )  y on otro moderno (2) iin mismo tema: los logarit- 
mos. Obsérvese c6mo el testo clásico (Serret [ 6 ] )  introduce la noci6n 
genbticamente y podemos contestar, con cl texto en la mano, a la nino- 
centeh pregunta: riC6mo so construye una tabla de log:iritmos?n. Ade- 
mAs, véase el correcto lenguaje usado y compárese con cl otro texto. 

TfIEORll< DES LOGARITHMLS 

Définit,ioii des 1ogarithmes.-Propriétés foridamcritalcs des logarith- 
mes.-Des diflbrents syst8mcs de 1ogarithmes.-Des logarithmes 
do Briggs.-Dcs Tables de 1ogarithmes.-Disposition des Tables 
de Cal1et.-Usage des Ta1)les.-Applications de la thborie des lo- 
garithmes.-Remarqiic sur la théorie des logarithmes. 

Définiiion das logar~iihrnes 

347. Soient deus  progrcssions croissantcs e t  iiidéfinies, 



Pune par quotient commen~an t  par 1, l'autre par  diffkrence comrnen- 
cant par z6ro. 

On nomme logarithmes des nombres qui font partie de la progression 
par quotient, les nombres qui leur correspondent respectivement dans 
la progression par  diff6rence. 

Les deux progressions doiit il s'agit constituent un systbme de lo- 
garithmes; elles ne sont assujetties qu'Q la scule condition de commencer 
la premiere par 1, la seconde par zkro. 

348. Si l'on insére un meme nombre quelconque de moyens par 
quotient entre chaque terme de  la progression par quotient e t  le suivant, 
et  si, en m6me temps, on insBre le meme nombre de moyens par dif- 
iérence entre chaque terme de la progression par diff6rence et  le suivant, 
on obtient deus  nouvelles progressions (nos 333 et  336). Cela posé, on 
nomme logarithmes des nombres introduits dans la progression par 
quotient, les nombres correspondants introduits dans la progression 
par  difI6rence. 

( 2 )  

6. Dl~~FINICION DE 1,OGARITMO: PROPIEDADES 

6.1. 13 logaritmo dc iin número y > O en uiia bahc dada a :, O 
es cl número z H que dcbe elevarse n para obtener y. Sc dcnota: lago y = 

= z, y sc lee: el logaritmo de  y en base a es igual a z. 
Admitiremos que todo niimero real positivo ticne logaritmo, es decir 

V y E 11+, 3 a: E R tal quc az = 1 J 

O log, 16 = 4 porque 24 = 16 
O logs 81 = 4 porque = 81 

O De las siguientes igualdades en forma esponenciül 

3a  = 9, lo-? = 0,01, 43 = 64 

se obticiicn las siguicnlcs igualdades cn forma logarilmica: 

O Calculemos log, d .  Idlamaremos x = log, 4, entonces por definicibii 

2 2 
x = -  ; luego log, 4 = - 

3 3 

En los párrafos anteriores hemos apuntado algunos problemas del 
lenguaje y de  dbnde proceden esos problemas. En mi caso concreto, 
he procurado solucionarlos a la clásica: 



Hacer que los alumnos lleven un cuaderno, eri el cual se diclan las 
notas de clase, para evitar asi la acumulaci6n de apuntes carentes de 
valor. 

En una hora normal, dedico a dictar (definiciones, enunciados de 
teoremas, algunas demostraciones, etc.) no m6s de 20 minutos; el resto 
del tiempo lo dedico a hablar sobre diferentes ejemplos, etc., y tener 
algún alumno en la pizarra, corrigihdole sus defectos de expresiún 
(ejemplo típico: q Q u 6  es tal cosa?#, oEs cuando ... o) cuando apareceii. 
T a m b i h ,  en el cuaderno, hago que redacten aquellos ejercicios y pro- 
blemas que propongo. Sin embargo, la resisteiicia a este tratamiento 
es grniide y los resultados positivos, inciertos. 
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