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PROLOGO :

El presente volumen surge como el primer tomo de una obra que
pretendera abarcar todos los temas tratados en un curso estandar de Fisica
General a nivel de un primer curso de carrera universitaria. Este volumen
Mecdnica I, y en general toda la obra de préxima aparicion, se concibe como un
libro de apuntes de clase, que intenta evitar al alumno el centrar su atencion, casi
exclusivamente, en la reproduccion de las formulas escritas por el profesor en la
pizarra, permitiendo asi a los discentes atender a los razonamientos y
consideraciones de orden mas fisico o fenomenolégico expuestas por el profesor
en las clases.

Si se lee este volumen dedicado a la mecénica se podra observar como la
mayor parte de las justificaciones aparecen a continuacién de las palabras En efecto
y enmarcadas. Con ello se pretende distinguir de una forma clara entre lo
fundamental, los resultados, y sus demostraciones. No por tal motivo estas
justificaciones han de ser obviadas por sistema pues pensamos que es muy
importante que el alumno intente entenderlas, y asi, con ese esfuerzo ird
adquiriendo madurez en el razonamiento cientifico, madurez que se hace esencial
en cualquier disciplina de esta indole y que ademas, dota de una mejor disposicién
a la hora de entender los aspectos fisicos de cada cuestion en concreto.

Ademas, en este volumen no incluimos ejemplos, ni fenomenologia, ni
cuestiones, ni problemas resueltos o propuestos. Esto -en concordancia con el
espiritu de partida de no ser sustituto de un libro de texto- se hace deliberadamente
con la finalidad de que el alumno necesite, para la preparacion de la asignatura,
consultar algunos de los tratados que de esta disciplina existen en la bibliografia,
que son numerosos y en ocasiones dificilmente superables.

Este primer tomo comienza con un capitulo de caracter matematico donde
se expone de manera concisa la herramienta basica del algebra vectorial, célculo
vectorial y teoria de campos, de aplicacion en todo el resto del curso.
Seguidamente dedicamos dos capitulos al estudio de la aproximaciéon de punto
material, estudiando en uno la cinematica y en el otro la dinamica. El capitulo
cuarto versa sobre un modelo algo mas complejo, el de sistema de particulas,
mostrando en el siguiente y lltimo una de sus principales aplicaciones, como es la
del sdlido rigido. Para finalizar hemos afiadido cinco apéndices: El primero
dedicado a recordar a modo de formulario una serie de expresiones de la
matematica elemental que pudieran ser de utilidad para los alumnos en la
resolucion de problemas. El segundo corresponde al capitulo primero, y en él se
expone un estudio de caracter general de las coordenadas curvilineas ortogonales,
particularizando al final a los casos de mayor utilidad practica (las coordenadas
cartesianas, las cilindricas y las esféricas). El triedro de Frenet, que se expone en el
apéndice tercero, es un concepto de utilidad en el estudio, realizado en el capitulo
segundo, dedicado a la descripcion intrinseca del movimiento de un punto.
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Finalmente, los apéndices cuarto y quinto recogen dos casos particulares de
movimiento de un sdlido rigido, el péndulo fisico y el de torsion. El movimiento de
estos péndulos, correspondiente al de un sdlido en torno a una posicién de
equilibrio estable, recobrard interés en el tema dedicado al estudio de los
movimientos oscilatorios.

Finalmente nos gustaria agradecer las valiosas sugerencias y correcciones
hechas por nuestros compafieros del Departamento de Fisica de la Universidad de
Las Palmas de Gran Canaria, asi como la fundamental ayuda prestada por aquellos
que han sido nuestros alumnos que con sus atinadas preguntas y sus errores han
contribuido de manera decisiva en la elaboracion de este texto. No quisiéramos
acabar estas palabras de presentacion sin el ruego expreso a todos aquellos que
utilicen este libro de que nos hagan llegar tanto los errores detectados como las
sugerencias oportunas. .

Los autores

Las Palmas de Gran Canaria, noviembre de 1994
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TEMA 1. ELEMENTOS DE ALGEBRA Y
CALCULO VECTORIALES.

1.- Magnitudes escalares y vectoriales.

Se denomina magnitud a todo aquello que es susceptible de ser medido. Podemos
distinguir dos tipos de magnitudes: las magnitudes primarias, que no se definen mediante
una relacion con otras magnitudes y las magnitudes secundarias, que se definen mediante
una relacién con otras magnitudes.

Todas las magnitudes que trataremos pertenecerin a dos grupos: magnitudes
escalares y magniludes vectoriales. Las magnitudes escalares son aquellas cuya medida
queda completamente especificada por un nimero real y su unidad (masa, longitud,
temperatura). Las magnitudes vectoriales son mis complejas que las escalares y vienen
representadas por lo que se conoce como un vector (desplazamiento, velocidad, fuerza).

Un vector, a o & (Fig.1.1), se define como un segmento orientado que viene
caracterizado por:

e un origen (o punto de aplicacion): Punto 4.

e un escalar o modulo, a o |i|, que viene dado por la longitud del segmento 44’. Este
médulo es siempre positivo, e independiente de la direccion del vector.

» una direccion, dada por la recta 7 que contiene al segmento A4’ (también llamada
recta soporte).

s un sentido, que se indica mediante una punta de flecha, y coincide con el del
recorrido desde A (origen) hasta A’ (extremo).

“..» Recta soporte (direccion)

Fig.1.1

Los vectores pueden clasificarse en:
« Vectores libres, que vienen caracterizados por su modulo, direccién y sentido,
- 1 —
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2 Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

quedando indeterminado su origen (campo gravitatorio uniforme en una determinada

region del espacio).
e Vectores deslizantes, para los cuales es necesario especificar ademas la recta

soporte (fuerza aplicada a un sélido rigido).
« Vectores localizados, ligados o fijos, que quedan caracterizados ademds por su

punto de aplicacion (velocidad y aceleracion de una particula).

2.- Algebra vectorial.
Las reglas que daremos a continuacion solo son vélidas para vectores libres.

2.1.- Suma y diferencia de vectores. Producto de un vector por un escalar.

Dos vectores libres a y b son iguales si tienen el mismo médulo, direccion y sentido
(Fig.1.2). Un vector con igual direccion y modulo que un vector a pero con sentido
opuesto recibe el nombre de vector opuesto y se denota por —a (Fig.1.3).

Fig.1.2 Fig.1.3

Dados tres vectores a, b y ¢, la suma se define como el vector d que se obtiene
colocando el origen de ¢ en el extremo de by el origen de b en el extremo de a. Uniendo
el origen de a con el extremo de ¢ y asignando el sentido desde el origen de a hacia el
extremo de ¢ obtenemos el vector suma d ((Fig.1.4), regla del poligono). Escribimos
entonces:

a
€/ d=a+b+c =

= a+b+c @.1)

Fig.14
Otra forma de sumar vectores graficamente es usar la regla del paralelogramo. Con
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Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales 3

ella se obtiene la suma de dos vectores a y b lievando el origen de b a a y completando el
paralelogramo trazando los lados paralelos a ambos vectores. Uniendo el origen comin
con el vértice opuesto del paralelogramo se obtiene el vector suma ¢ (Fig.1.5).

a a
c=a+b —/

,
.
.
.
b b -
.
.
.

Fig.1.5

Dados dos vectores a y b, la diferencia se define como el vector ¢ que se obtiene de

sumar a con el opuesto de b (Fig.1.6). Escribimos entonces:

c=a-b=a+(-b) (1.2)

a
-b —b
/ c=a+(-b) — c
\ \\.\‘b ““\“.b

Fig.1.6

El producto de un vector a por un escalar k se define como un vector e, que
tiene un madulo % veces el de a, direccion la de a, y un sentido que depende del signo del
escalar (Fig.1.7). Es decir:

ka
~ ka
/ // e=ka=ak (1.3)

&>0)  (k<0)
Fig.1.7

Propiedades :
i) La suma es asociativa.
(a +b) +¢

a+(b+c)
ii) La suma es conmutativa:
a + b=b+a
iii) Existe el elemento neutro para la suma, vecior cero 0, tal que:
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4  Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales

a+ 0=
iv) Existe elemento simétrico para la suma. Dado un vector a su simétrico es un
vector b, tal que:
a+b=b+a=20
Asi, el simétrico de a es b=-a (el simétrico es el opuesto).

v) El producto de un vector por un escalar es asociativo:
k(gqa)=(kg)a
vi) El producto de un vector por un escalar es distributivo respecto a la suma de
escalares:

(k+q)a=ka+ qga
vii) El producto de un vector por un escalar es distributivo respecto a la suma de
vectores:

k(a+b)=ka+kb
viii) Si 0 es el vector cero y 0 es el escalar cero, se cumple que:
kO = 0a=0

2.2.- Vectores unitarios

Se ltama vector unitario a un vector de modulo unidad. Asi, un vector unitario en la
direccion de a, u_, sera:

1
u = —a ‘ 14
== (1.4)
donde a es el mddulo de a. Y como consecuencia de (1.4) se tiene:

. (1.5)

2.3.- Proyeccidn de un vector sobre un eje.

Una recta en el espacio determina una dlreccmn y dos sentidos. Para orientarla se
elige como positivo uno de los sentidos, asociando a la dicha recta un vector unitario con
la direccion de la recta y con sentido el elegldo Una recta orientada se denomina eje

(Fig.1.8).

Definimos la proyeccion de un vector sobre un ¢je, como el escalar que se obtiene de

s
s
2
5
o
<
s
[}
2
3
P
s
E
s
o
a
8
3
@
3
o
8
bt
@
H
2
£
=1
@



Elementos de digebra y cdlculo vectoriales 5§

multiplicar el modulo del vector por el coseno del menor angulo que forman el vector y el
vector unitario asociado a dicho eje. Dado un vector a, su proyeccion sobre un eje e,

P (a), es (Fig.1.8):

Fig.1.8

FP.(a) = a cosa (1.6)

Propiedades:
i)Sia=b = P (a) = P(b)
i) 7, (ka) = k F,(a)

2.4.- Triedro de referencia. Componentes cartesianas.
2.4.1.- TRIEDRO DE REFERENCIA.

Se llama #riedro de referencia a tres ejes perpendiculares que se cortan en un
punto denominado origen del triedro de referencia. Notaremos a los egjes por XY, Zy a
los vectores unitarios asociados como u,, w, y u, respectivamente. Podemos distinguir
dos tipos de triedros: dextrogiro (a derechas) y levdgiro (a izquierdas). El triedro
dextrégiro se puede conseguir con la mano derecha, haciendo coincidir el dedo indice
con el eje X, el corazén o medio con el eje Yy el pulgar con elzeje Z (Fig.1.9).

Y
Mano izquierda Mano derecha

~ Fig.1.9

En adelante trabajaremos con triedros de referencia dextrogiros y notaremos a uy, u,
y u, como i, j y k respectivamente. Es lo que denominaremos #riedro cartesiano. En él,
la posicion de un punto P del espacio puede especificarse de diferentes formas (Fig.1.10).

Dicho punto puede referirse respecto del triedro, mediante las variables (x, y, 2), (r, ¢, 9),
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6  Elementos de dlgebray cdleulo vectoriales

6 (p,@,2). El primer caso corresponde al sistema de coordenadas cartesianas, el segundo
al sistema de coordenadas esféricas y el Gltimo al sistema de coordenadas cilindricas.

P(x,y,z) Pcep)

Yy

X
Coordenadas Cartesianas Coordenadas Esféricas Coordenadas Cilindricas

Fig.1.10

Trataremos detalladamente las coordenadas cartesianas, el resto de los sistemas de
referencia seran tratados en el Apéndice II.

2.4.2- COMPONENTES CARTESIANAS,

Sean un sistema de coordenadas cartesiano de referencia y un vector a. Se ve
graficamente que podemos obtener a como la suma de tres vectores dirigidos sobre los
ejes X, Y'y Z, que son respectivamente a,, a,ya,(Fig.1.11).

z
a
A L T N a=a +a +a, a.mn
/ ay >
X
Fig.1.11

A las proyecciones sobre los ejes X¥,Z ( a,, d,, a,), se les denomina componentes
cartesianas de a 'y vienen dadas por:

a; = P(a)=acosa;, ; i=x,y,2 - (L.8)

donde a,, @, y o, son los menores dngulos que forman el vector a y los vectores

unitarios asociados a los ejes X, ¥, Z (Fig.1.12). A los cosenos de dichos angulos se les
conoce como cosenos directores.
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7

Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales
Z
kd
1 W . Y
«
X
Fig.1.12

De (1.8) se deduce que las componentes pueden ser positivas o negativas
dependiendo de los valores de los cosenos directores. Se observa de (1.8) también que:

X ay

a a
coso., =%, cosa,=—-, cosql, =—% (1.9)
*  a Y a * a

De las (Fig.1.11 y 1.12) se observa que el vector a, no es mas que la componente de
a a la largo del eje X, multiplicado por el vector unitario i. Teniendo esto en cuenta y a
partir de (1.7) y (1.8), a se puede escribir como:

a=a,i+a,j+a,k=a(cosa,i+cosa, j+cosa, K) (1.10)

a esto se conoce como expresion analitica de a en un sistema de coordenadas
cartesianas. '

En efecto:

a, =ai=acosq,i
=4q j=acosq, jr=>a=a +a,+a, =qitqgj+rak=
a,= a,k=acosa, k

=a(cosq, i+cosq, j+cosa, k)

Otra forma abreviada de expresar el vector a en un sistema de coordenadas
cartesianas es:

a=(a,,a,4a,)= a(cosa,, cosq,, COs,) (1.11)
Es importante resaltar que si cambiamos de sistema de coordenadas cartesiano
cambiard la representacion del vector, es decir, cambiaran sus componentes, pero el

vector seguira siendo el mismo.
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8  Elementos de digebray cdlculo vectoriales

De (1.11) se deduce que las componentes de un vector unitario u son:

u = (uy,Uy,u,)= (costly, €0SO.y, COSQL,) (1.12)

Sean n vectores a; =(@i,dy,3;) ;i=1..,n. Su vector suma tendra de

componentes a la suma de las respectivas componentes de los vectores sumandos:

ia, = ﬁaix,iasyiaﬁ (1.13)
i=l

i=] i=l i=1

En efecto:
Consideremos los siguientes vectores:

a; = ail +aly J +alz k

a; =ayita, jtayk

a,=a,i+a, j+a,k
su suma viene dada como

a,+a,t...ta, =(a,it+a,it...+a i)+
+(aly j +a2y j+"'+any j) +
+(a, k+a,, k+...+a_k)

y por la ley distributiva respecto a la adicion de escalares resulta:
a, +a,+...+a, =(a,+a, +...+a, )i+

+(a,y+a2y +---+any).i +
+(a]z+a2z +...+a )k

Sea un escalar ¢ y un vector a, entonces, el producto de un vector por un escalar es
otro vector de componentes iguales a las componentes del vector original por el escalar:

ta=taxi+tayj+tazk (1.14)

En efecto:

Usando (1.10) y la propiedad (vii) del producto de escalares por vectores se obtiene:
ta=t(a,i+a,j+a, k)= ta itta, j+ta, k

© Universidac de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



Elementos de digebra y cdlculo vectoriales 9

2.5.- Producto escalar de dos vectores:
Dados a y b, su producto escalar, a-b, se define como:
a-b=ab cosa (1.15)

El significado geométrico del producto escalar es que dicho producto es igual al
modulo de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre €l (Fig.1.13).

Propiedades
i) Conmutativo. a-b=b-a
ii) Distributivo respecto a la suma de vectores: ¢c-(a+b)=c-a+c-b
_iii) Asociativo respecto a escalares: (ka)-(tb)=kt(a-b)
iv) Sia,b20ya-b=0 < alb
vVi-i=j-j=k-k=1 ; i-j=j-k=k-i=0
vi)a=|a|=(a-a)%
vii) ,(a)=a-u

viii) a, = P, (a)=a-i ; a,=P,(a)=a-j ; a,=P,(a)=a-k
Una consecuencia de estas propiedades es que:

E(a+b)=F(a)+F.(b)

En efecto:

La demostracion es inmediata a partir de las propiedades (vii) y (ii) del producto
escalar.

El producto escalar de dos vectores a y b en funcién de las componentes cartesianas

se puede expresar como:

a-b=ayb, +ab, +a,b, : (1.16)

anaria. Biblioteca Digital, 2005
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10  Elementos de digebra y cdleulo vectoriales

En efecto:

a-b=(a,i+aj +a, k) (b,i+d,j +b,k) =
=(i-i)a, b, +(i-j)a, b, +(i-k)a, b, +
+(j'i)ay bx +(j 'j)ay by +(j'k)ay bz +
+(k-i)a, b, +(k-j)a, b, +(k-Kk)a, b,
De las propiedades (ii) y (v) resulta:
a-b=a, b, +a,b +a,b,

El médulo de un vector en funcién de sus componentes puede expresarse, usando la

propiedad (vi), como:

a=la|=(a-2)" =(a? +a® +a2)" (1.17)

A partir de la definicién de producto escalar es posible calcular el angulo que forman

ayb como:

a-b_ab, +ab, +a,b,

1.18
ab ab ( )

CosSQ =

2.6.- Producto vectorial de dos vectores. Representaciéon vectorial de una
superficie.

2.6.1.- PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES,

Dados a y b, su producto vectorial se define como un vecfor ¢, perpendicular al
plano determinado por a y b, de modulo el producto de sus médulos por el seno del
angulo que forman y sentido dado por el avance de un tornillo de rosca derecha que se
hace girar llevando a sobre b siguiendo el menor angulo (Fig.1.14).

Z

r 3

¢ c=axb ; c=abseno (1.19)
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Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales 11

La interpretacion geométrica del producto vectorial es que su médulo representa al
area del paralelogramo formado por los vectores a y b (Fig.1.15a). Por tanto, el
producto vectorial podria utilizarse para representar areas planas (Fig.1.15b).

S=axb

h ="b sen o
Fig.1.15a Fig.1.15b

Propiedades:
i) Anticonmutativo (produce inversion en la rotacion):
axb = -bxa
ii) No-asociativo para el producto vectorial sucesivo:
(axb)xc=ax(bxc)

En efecto:
Ya que en caso contrario podria darse:
(axa)xc=ax(axc)

donde el primer miembro de la igualdad es un vector nulo, mientras que el segundo

miembro puede ser en general un vector distinto del nulo.

iii) Asociativo para la multiplicaciéon por un escalar:
kaxb=axkb=k(axb)
iv) Distributivo respecto a la suma:
cx(a+b)=cxa+cxb

v)Si a,b#0 y axb=0 < a||b

Una consecuencia de las propiedades anteriores es:
ixj=-jxi=k; jxk=-kxj=i; kxi=-ixk=jixi=jxj=kxk=0 (1.20)

_En funcién de las componentes cartesianas, el producto vectorial se expresa:

i j k
axb=|a, a, a,|=(ayb,~a,b,)i+(ab, —a.b,)j+(ab, —ab )k (121)
b, b, b,
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12 Elementos de dlgebra y cdleulo vectoriales

En efecto:

Expresando los vectores en componentes y aplicandq la propiedad (iv):

axb=(a,i+a,j +a,k) x (b,i +byj +b k)=
= (ix i)aub, +(i xj)ab, +(ixk)ab, +
+(jxi)ayb, +(j xj)ayb, +(jxK)ayb, +
+(k xi)a,b, +(kx j)a,b, +(k xk)a,b,

De (1.20):
axb= (aybz - azb}')i +(asz - axbz)j +(a"by B aybx )k

2.6.2.- REPRESENTACION VECTORIAL DE UNA SUPERFICIE.

Se ha visto que es posible asociar un vector ¢ (¢=a x b) a una superficie plana, la
del paralelogramo generado por & y b, de area igual al modulo de su producto vectorial.
Similarmente, si consideramos una superficie plana cualquiera § (Fig.1.16), cuya periferia
C esta orientada como indica la flecha, podemos asociarle un vector §, de modulo, S,
igual al 4rea de la superficie, con direccion perpendicular a la superficie y con sentido
aquél en el cual avanza un tomillo de rosca derecha que gire en el mismo sentido en el
que se orienta la superficie.

e
c

S

Fig.1.16 Fig.1.17

Supongamos que tenemos una superficie § que forma un 4ngulo 8 con el plano XY
(Fig.1.17). El area de la proyeccion de S en el plano XY es S cosd. Pero la normal al
plano de la superficie también forma un angulo 6 con el eje Z. Por consiguiente la
.componente Z del vector §'es §,=§ cos9, que nos da el 4rea de la superficie proyectada

sobre el plano XY. De la misma manera S, nos la daria respecto del plano YZ y S, del
plano X7,
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Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales 13

Si una superficie S no es plana, se divide en 4reas planas representadas por S, de
modo que:

S=8, +8,+...+8, =38, (122)

i=]

donde S, es el vector que representa a la superficie &; (Fig.1.18). Esta relacion no es
cierta, en general, para los médulos de S, .

Fig.1.18 Fig.1.19
Si una superficie $; tiene que ser muy pequefia para que pueda considerarse plana, se
representa mediante un vector dS, cuyo moédulo, dS, es el area del elemento S, su
direccion la normal a la superficie y, su sentido el de avance de un tornillo de rosca
derecha cuando se le hace girar segin un sentido fijado. Cuando se toma una superficie $
limitada por un contorno C y se fija un sentido para el recorrido de dicho contorno, al
dividir la superficie en elementos dS, el recorrido del contorno de estos elementos debe

tener el mismo sentido de recorrido que el del contorno C (Fig.1.19). Entonces se
cumple:

s=fds , s=[as (1.23)

Si 1a superficie es cerrada (encierra un volumen), los vectores dS representativos de
cualquier elemento de esta superficie tienen, por convenio, el sentido tomado de dentro a
fuera del volumen que encierra la superficie (Fig.1.20), pudiéndose demostrar que en este

caso S es el vector nulo.
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14  Elementos de digebra y cdlculo vectoriales

2.7.- Producto mixto de tres vectores.

Dados a, b y ¢ se define su producto mixto como:

c-(axb) (1.24)

La interpretacion geométrica que admite es que su valor absoluto coincide con el
volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a, b, y ¢ tomados con un

origen comun (Fig.1 21)
axb

h=c cos B
¢ V=areabase- h=

< =a b c seno. cosp
a sena

Fig.1.21

Se expresa en coordenadas cartesianas como:

C C. C

X y Z
c-(axb)=la, a, a, (1.25)
b, b, b,
En efecto:
Sabemos que
i j k
axb=la, a, a,|=(a,b,-ab)i+(a,b, -ahb,)j +(asb, ~a b, )k

b, b, b,

y si multiplicamos escalarmente ¢ por este resultado se obtiene:
c-(axb)=(a,b, -a,b,)c, +(ab,-ab,)c, +(a,b, - ab,)e,

Si comparamos esta Gltima expresion con el producto vectorial deay b , vemos que:

c-(akb)= a, a, a
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Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales 15

El producto mixto cumple la denominada propiedad ciclica:

a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa) (1.26)

En efecto:

En la expresion (1.26) se observan dos permutaciones de las posiciones de los
vectores en cada lado de la igualdad. Usando (1.25), estas permutaciones son equivalentes
a realizar dos permutaciones en las filas del determinante que, como es sab'ido, no altera
el resultado.

3.- Teoria de momentos

3.1.- Momento de un vector con respecto a un punto

El momento de un vector a (deslizante o ligado) con respecto a un punio O
(Fig.1.22), M, se define como:

M, =rxa (1.27)

siendo r un vector con origen en O y extremo en un punto A cualquiera de la recta
soporte de a. El modulo del momento de a con respecto a O, M, se obtiene
multiplicando el médulo de a por la distancia mas corta entre su recta soporte y el punto
0, d (Fig.1.22).

M, =arsena=ad (1.28)

" recta soporte
Fig.1.23
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16  Elemenitos de digebra y cdlculo vectoriales

En efecto:
De la (Fig.1.22) se observa que d = r senc.

E! momento de un vector con respecto a un punto no varia al cambiar el punto de
aplicacion de a sobre la recta soporte. Asi, cualquier vector deslizante de igual modulo,
direccién, sentido y recta soporte, pero distinto punto de aplicacion que a tiene el mismo
momento respecto al mismo punto O que dicho vector a.

En efecto:
De las (Fig.1.22 y 23) se observa que aun cambiando el punto de aplicacion de a
sobre la recta soporte, la distancia menor entre el O y dicha recta sigue siendo la misma.

Teorema de cambio de polo
Si Oy O'son dos. puntos y a un vector (Fig.1.24) se cumple que:

Fig.1.24

M, (a)=M,(a)+r,, xa (1.29)

En efecto:

De la (Fig.1.24) se observa que:

"= 4T,
con lo cual:

Mq(a)=r'xa=(r+r,,)xa=rxa+ry,, xa=M,(a)+r,, X a

Teorema de Varignon} v

Si un vector es suma de varios concurrentes (tienen el mismo origen), su momento

respecto a un punto O es la suma de los momentos de los sumandos con respecto al
miSmo punto.
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Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales 17

En efecto:

sia=a, +a,+..+a,

y =>M, -—rxa-—era -era—Z(M i

(1\'10)i =rxa, Vi E{l,---,n} i=1 i=1

3.2.- Momento de un vector con respecto a un eje

Dados un eje e cuyo vector unitario es u,, un punto O cualquiera sobre dicho eje y un

vector a. Se define el momento del vector a con respecto al eje e (Fig.1.25), M.(a),
como:

Fig.1.25

Propiedades:

i) El momento de un vector con respecto a un ¢je no depende del punto del egje
elegido para calcularlo.

M, (a) = P,(M,(a)) =M, (a)u, (1.30)

En efecto:

Sean O y O’ dos puntos sobre el eje respecto de los cuales vamos a calcular el
momento. De (1.30) y (1.29) obtenemos:
M,(a)=M,(a) u, =(M, (a)-ry, xa)-u, =M, (a)-u, - (r,, xa)-u
Iy, Sta sobre el eje (paralelo a u) y el resultado de (rc,.0 x a) es un vector perpendicular

“|ar,, (también lo serd a u,). Entonces:
M,(a)=M,(a) u, *Mo,(a) u,~0=M, (a)

ii) El momento de un vector con respecto a un eje es nulo si dicho vector y el eje son
coplanarios.
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18  Elementos de dlgebray cblculo vectoriales

En efecto:
A partir de (1.30) se obticne: ,
M, (a)= M, (a) v, =(rxa)-u
Por ser coplanarios r debe estar en el mismo plano, luego (rx a) dari lug
perpendicular el plano (para que sea perpendicular ary a a). Luego serd perpendicular

también a u,. Ast:

ar 3 un vector

Me(a)=(r><a)-ue =0

3.3.- Sistema de vectores deslizantes

Dado un sistema de vectores deslizantes A,, A,,..,A, se denomina resultante del
sistema al vector libre R igual a la suma de los vectores libres equipolentes a A,,

A,...A,

Se define el momento resultante del sistema respecto a un punto O, M, como la
suma de los momentos con respecto a O de cada uno de los vectores del sistema. El
punto O es el denominado centro de reduccion o centro de momentos. Al tomar
diferentes centros de reduccién se obtienen diferentes momentos resultantes para el
mismo sistema, luego el vector momento resultante es un vector ligado. La relacion entre
los momentos resultantes con respecto a O 'y a O' es la ecuacion de cambio de centro de
reduccion y tiene la forma:

M, =M, +r,, xR (1.31)

Todo sistema que tenga resultante nula recibe el nombre de par. En estos sistemas el
momento resultante es independiente del centro de reduccion (evidente a partir de

(1.31)).

El vector resultante, R, es un invariante vectorial del sistema ya que es
independiente del centro de reduccion elegido.

El producto escalar de R con el momento resultante del sistema con respecto a
cualquxer punto de reduccion es un invariante escalar del sistema.

En efecto:
De (131): R-M,. =R-(M, +1,, xR)=R-M, +R-(r,, x R)=R-M
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FElementos de dlgebra y cdlculo vectoriales 19

" Esta tltima propiedad equivale a decir que la proyeccion del momento resultante
sobre la recta soporte de R es constante.

En efecto:

De la proposicién anterior:

M, R=M_, - R& M Rcosa=M, RcospSRPL,(M)=RP,(M, )<

< P.R(Mo) =P.R (Mo')
donde o y B son los angulos que forman M, y M., respectivamente con la recta soporte
de R.

El momento minimo del sistema es el momento resultante que sea paralelo a R.

En efecto:

Como hemos visto que las proyecciones han de ser iguales:

Pr(M,) =P (M,)=M, cosat & M, —_—__..___PR(Mo)
COSsOL

por lo que el momento minimo se lograra cuando el denominador sea maximo, es decir,
cuando a=0

Se denomina eje cenrral al lugar geométrico de los puntos respecto a los cuales el
momento resultante del sistema es minimo.

4.- Calculo vectorial
4.1.- Derivada de una funcion vectorial de variable real.
Sea un vector, h, que depende de un escalar A, h(A). Esto significa que el vector

varia (modulo y/o direccion) al hacerlo A (Fig.1.26), de modo que los. extremos del-
vector-h()) generan una curva (Fig.1.27). '
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20  Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

s

Fig.1.26 Fig.1.27

Dado un sistema de referencia, si consideramos h(A,) y h(h, +4AR) (Fig.1.27)

vemos que:

Ah(A,)=h(A, +AR)—h(},)

Se define la derivada del vector h respecto del escalar A como:

dh . Ah .. h(A+AX])-h(})
ar !sxn-‘»r}sﬁ_ =lim A (1.32)

y vemos que es un vector, cuya direccion es tangente a la curva descrita por los extremos
del vector h, en el punto considerado (Fig.1.29).

dh
di_
A

Ah

Fig.1.28 Fig.1.29

En efecto:
Para un AA dado Ah/AA tiene la direccion de Ah y en el limite (AA—0) B se
encuentra muy cercano a A y Ah/A)A coincide en direccion con la tangente en A

(Fig.1.28).

Propiedades:
i) Derivada de la suma de vectores:
_da(®) + db(})

d
T (a0)£p0)) = 0
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Elementos de dlgebra y calculo vectoriales

ii) Derivada del producto de una funcion vectorial por un escalar

. d da(A)
Sik= te: —\ k = K —"
a) Si k=cte dk( a(\))=k T
Y | da(A) dk(A)
b) Si k=k(A). —(k k el
) Sik=k}) dx( a(A)) = k(M) ——= i e —
iii) Derivada del producto escalar de dos funciones vectoriales
da(A db(A
(00)-b0) = By +an). LR
iv) Derivada del producto vectorial de dos funciones vectoriales
d da(n) db(3)
—(a(Ar
B xb(M) = === x () +a(R) x —=
da _dads
Si A
v) Sia=a(s) y s =s(A): - dsdn
De estas propiedades se deduce que:
da _a da
dx  a dA
En efecto:
d(a-a) _ da da _  da
dA dn dA da :,ﬁd_ﬁzi.i‘.‘_
d(a-a) _d(a) , da dAr  a da
dh_ di dA
Si la expresion de h(A) en componentes cartesianas es:
h(A) =h, (M)i+h (M)j+h,(M)k (1.33)

y suponiendo que los vectores unitarios i, j y k no dependen de A, entonces, utilizando

. las propiedades (i) y (ii), se obtiene:

dh_dh,, db
@ a dx-

(1.34)

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



22 Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales

En general un vector h()) se puede expresar como:

h() = h(}) u(A) (1.35)

donde u es un vector unitario en la direccion de h, entonces:

a) Si el vector h sélo varia en médulo, sus extremos describen una recta, que es la

que contiene a todos los vectores, luego h seré paralelo a dh/dA.

En efecto:

. dh dh dh
= —_— —— &S — u
si u(A)=cte :dk dlu i H

b) Si el vector h sélo varia en direccion, pero no en moddulo, los extremos de h
describen una circunferencia y h seri perpendicular a dh/dA.

En efecto:

 si A(A)=cte = dh = h—:{l—;- y como los extremos del vector unitario u describen una

dA

Ny dh
circunferencia al variar A, el vector du/dA tendra direccion normal a u = a Lu

¢) Si h varia en moédulo y en direcciéon la derivada de un vector se puede
descomponer como suma de dos vectores, uno que lleva la direccién del vector sin
derivar y el otro una direccién perpendicular a él. De modo que es posible separar las
variaciones en el médulo de h (dh/d)), de las variaciones en direccién (du/dn), es decir:

EE:g—b-u-i-hfi—li

TP TI Ty (1.36)

4.2~ Integracién de una funcién vectorial de variable real.

Dada una magnitud vectorial, h(}), que depende de un escalar A decimos que existe

otra magnitud vectorial, k(A), a la que llamamos integral indefinida de h(\), si se
cumple:
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Elementos de dlgebra y céleulo vectoriales 23

dk
—= h(A
m (A)
y denotamos a k como:
k=jhdx+c ' (1.37)

donde c representa cualquier vector constante.

En cuanto a la integral definida en un cierto intervalo [A;,A,] de una magnitud
vectorial, h()), se procede de forma similar al caso de funciones reales. Dividimos el
intervalo [A,,A,] en una particién numerable de N intervalos [A,,,A;] de longitud
AA; = A, —A,_,, de manera que:

N
Ay = =2 AN,
i=l

Sea &. e(A,,,A,), definimos la integral de la funcion vectorial h de variable real M\

cOomao:

]'h(;,)dx = lim i h(E, )AL, (1.38)

A

Propiedades:
i) Si h y g son funciones vectoriales de A:

J(h+g)dx=jhdx +jgdx
ii) Si o no es funcion de A:
jahax=ajh da

iii) Si ¢ € [a,b] entonces:
b c b
jhdl:jh dX+jhd2.
iv) Si v= cte y y es funcion de k:a)jv-h dx=v-J'hdJ\.
b)jvxhdk:vxjhdk

c)J‘yvd?»=vjydx

iv) jh d\ = —jh dA
a b
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24 Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

Si la magnitud vectorial, h, esta representada en un sistema cartesiano de referencia 'y
son hy, hy, h, sus componentes en dicho sistema, la integral de h(h) se puede

descomponer en:

J'h(/z)dz, - [ f hx(ﬂ)dﬂ)ﬂ[ j hy(l)dﬂ]j-l-( J’ h,(/l)dl}‘ (1.39)

5.- Introduccion a la teoria de campos.

5.1.- Definicién de campo.

Un campo es toda magnitud fisica que toma un valor para cada punto del espacio y
en cada instante de tiempo independientemente del sistema de coordenadas elegido.

Si la magnitud fisica es un escalar ¢(x,y,z.f) hablamos de un campo escalar. Se trata
pues de una relacién de correspondencia que asigna a cada punto de una cierta region del
espacio, £, en un instante dado, un tnico namero, el escalar ¢(xyz7?) (Fig.1.30).
Cuando la magnitud fisica es un vector A(x,y,z,f) hablamos de un campo vectorial. En
este caso se trata de una relacion de correspondencia que asigna en un instante dado a
cada punto de una cierta region del espacio, Q, un vector A(x,y,z,7) (Fig.1.31).

Fig.1.30 Fig.1.31

Se dice que un campo, escalar o vectorial es estacionario cuando la magnitud fisica
que representa el campo no depende del tiempo:
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Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales 25

0(x,y,z,1) = 9(x,y,2)

A(x,y,z,t)=A(x,y,2)

5.2.- Representacién grifica de un campo escalar. Superficies de nivel.

Una forma sencilla de obtener informacion de un campo escalar es a través de la
representacion de sus superficies de nivel.

Dado un campo escalar ¢(x,y,z) se definen las superficies de nivel o equiescalares
como el lugar geométrico de los puntos del espacio que tienen el mismo valor de ¢. Dos
superficies equiescalares cualesquiera no pueden cortarse ni tener puntos comunes ya que
esto supondria que en el mismo punto del espacio existen dos valores distintos para el
mismo campo. Si @, es un valor determinado de la magnitud ¢, la superficie de nivel
asociada a €| estar constituida por los puntos del espacio que verifiquen @(x,3,2) = 0o
por lo que existiran tantas superficies de nivel como valores posibles de ¢, El convenio
usual para su representacion es trazar algunas de las posibles superficies de nivel a las que
correspondiesen los valores de la magnitud escalar ¢y, ¢y, ..., 9;, ... d¢ modo que la
diferencia entre el valor de dos superficies consecutivas sea constante (Fig.1.32). Este
convenio permite visualizar la forma del campo y su variacion, ya que una mayor
cantidad de superficies de nivel en una region dada implicara mayor variacién del campo.

superficies equiescalares

plano de corte
WZ

K

Fig.1.32

lineas equiescalares
>

¢, =9, =...=0,, ~ 0, =cte (1.40)

En numerosas ocasiones resulta mas clara la representacion del campo a partir de las
lineas equiescalares o lineas de nivel. Estas lineas se obtienen al intersectar un plano con
las superficies equiescalares. En la representacion debe cumplirse que ¢;,; —o; = cte,

para cualquier valor de i (Fig.1.32).

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



26 Elementos de digebray cdlculo vectoriales

5.3.- Representacién grifica de un campo vectorial. Lineas de campo.

La representacion grafica de un campo vectorial A(x,y,z,f) se realiza mediante las
Nlamadas Zineas de campo o lineas vectoriales, que se caracterizan porque los vectores
campo son tangentes a ellas en todo punto. A estas lineas se le asocia el mismo sentido
que A (Fig.1.33).

Lineas de campo

Fig.1.33
Con objeto de obtener informacion sélo se dibujan algunas lineas de campo. Para ello
se suele seguir el siguiente convenio:

dN
dS

=k|A| (1.41)

n

donde dV es el nimero de lineas de campo que atraviesan la superficie transversal a
dichas lineas, dS,, y £ es una constante que suele tomarse igual a la unidad (Fig.1.34).

Fig.1.34

. El concepto de lineas de campo permite hacerse una idea de la direccion, sentido e
intensidad de campo en una determinada region. Asi, de la Fig.1.34 se observa que el
campo es mas intenso en I que en II ya que (N/S), > (N/S,)y.
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S.4.- Flujo y circulacién.

Ambas magnitudes ayudan a visualizar propiedades de un campo vectoriales y no
tienen caracter local *

5.4.1.- FLUJO, O.

Se define el flujo elemental de campo vectorial A a través de una superficie

infinitesimal d$, §®, como:
oD =A4dS cosct = A-dS (1.42)

donde a es el angulo entre A y el vector dS (F ig.1.35).

Fig.1.35

A partir de (1.42) podemos definir e/ flujo del campo A a través a una superficie 5,
&, como:

®=[60=[A ds=[A ugds (1.43)
s £ £

* Sea ¢ una magnitud con valores en cada punto del espacio (magnitud local) y ® una magnitud
en la que no se puede definir un valor en un punto (o local). La nomenclatura utilizada para
cantidades infinitesimales de estas magnitudes es respectivamente, d¢ y 8®. Cuando se integran
estas magnitudes entre dos puntos del espacio obtendremos:;

: J.'d(p =Ap =0, -0, - Es -decu,vlg diferencia de valores de @ entre los puntos 1y 2
1

2 Es la cantidad total de & entre 1 y 2, ya que la integral lo que ha
j b= hecho es sumar pequefias cantidades de .
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28 Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

El nimero de lineas de campo que atraviesan la superficie S representa el flyjo a

través de dicha superficie (Se obtiene directamente de sustituir (1.41) en (1.43)).

- Ademas, de (1.42) se puede deducir que el fluyjo no esta definido para un punto del
campo (si ds—0, 8P —0).

5.4.2.- CIRCULACION, T

Se define la circulacion elemental de un campo vectorial A a lo largo de un elemento
de linea dr, 8T", como:
SI=A-dr © (L44)

Si C es una curva comprendida entre M y N, totalmente contenida en el campo vectorial
(Fig.1.36), la circulacién de dicho campo vectorial A sobre la curva C, T, se define

como:

M__C _ ar

N
A = j A-dr= LLA-d]r (1.45)

Fig.1.36

Como se ve, en general, la circulacién depende de la curva, y no es una magnitud local
(de (1.44) es evidente que si dr -0, 8T —0).

Si para cualquier curva cerrada, C, se verifica que ‘«fA-dr =0, entonces la
C

circulacion es independiente de la curva.

En efecto:
Si dividimos Ia curva C en dos curvas, C, y C,, de forma que :

2
C

§A-dr; jA-dr+ j‘A'-dr-—: j'A.dr- j-A-dr. 2 2
10 2,Cy 10, 1,Cz = jA-dr = J‘Adl‘

G Como §A dr=0 e 1c,
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Elementos de digebra y cilculo vectoriales 29

A un campo que cumpla esta condicion se la llama conservativo y admite un campo
escalar asociado llamado potencial.

3.5.- Gradiente. Divergencia. Rotacional.

A diferencia del flujo y de la circulacién, estas tres magnitudes nos hablan de
caracteristicas locales de los campos escalares, en el caso del gradiente, v de los
vectoriales para la divergencia y el rotacional.

5.5.1.- GRADIENTE.

Sean ¢, y ¢, dos superficies equiescalares del campo ¢(x,y,z). Al ir de un punto P en
¢, a cualquier punto, Q, de ¢,, la funcidn ¢(x,),z) experimenta un cambio A@ = ¢,-0,
(Fig.1.37). Se define la derivada direccional del escalar ¢ en la direccion dada por el
vector unitario up como:

dp . @9,-0; . Ag
go _ P2—"P1 _ 29 1.46
dr }H—l;la Ar Al}?}o Ar ( )

su significado es el cambio de ¢ por unidad de longitud en la direccién dada por u,
(Fig.1.38).

Fig.1.37 Fig.1.38

La derivada direccional a lo largo de la normal es, entonces, %—E— y de la (Fig.1.38) se

observa que dr = dr cosf. Luego:

do _dodn_do o (1.47)
dr dnrndr dn
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30 Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

Se define el gradiente de @, grad ¢, en un punto P como un vector cuyo modulo 5'35
el valor absoluto de la derivada direccional segin la direccion normal a la Supe.rﬁc-le
equiescalar en el punto P y cuya direccion y sentido vienen dadas por un vector unitario
normal a dicha superficie, n, con sentido el de crecimiento de ¢ (Fig.1.39). Esto es:

do

grado = [2ln (1.48)
Fig.1.39
Usando esta expresion se puede reescribir (1.47) como:
92 — grad o] cosh (1.49)
dr
Ademas recordando la definicion de la proyeccion:
—gﬂ =|grado| cos = grado -u, (1.50)
r
0 también:
do =grado-w,dr = grad ¢o-dr (1.51)

Para obtener la expresion del gradiente en coordenadas cartesianas es necesario hacer
uso de las derivadas parciales. La derivada parcial de una Juncidn escalar ¢, funcién de
tres variables, x, y, z, respecto de una de las variables es el resultado de derivar dicha
funci6n respecto a la variable deseada, suponiendo constantes las otras dos:

Do_(d) 2o () 2 ()
0x \dx),,.e. 0y \dy rmae 0z \dz xy=cte

En coordenadas cartesianas se puede escribir el gradiente de ¢ como:
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Elementos de digebra y cdlculo vectoriales 31

op. Op. O¢
rade = —i+—j+—k 1.52
grade = — ay.l P , (1.52)
0
donde -a—i, —g% y g% son las derivadas parciales con respecto a x, y, z.
Propiedades:

i) grad(o, + ¢,) = grad(e,) + grad(e,)
ii) Si m es constante: grad(m @) = m grad(p)

5.5.2.- DIVERGENCIA.

Se define la divergencia de una campo A en un punto P como:

1 5D
d- A - i —_— A-d e ]
vas lim Avﬁf STV

donde ® es el flujo a través de una superficie que encierra un volumen V.

Dependiendo del signo de la divergencia se pueden clasificar los puntos de la region
en donde existe campo en manantiales o fuentes (divergencia positiva) y en sumideros
(divergencia negativa). Su valor nos indica la densidad de fuentes o de sumideros del
campo. Un campo cuya divergencia sea nula en todos los puntos se denomina campo
solenoidal y no tiene fuentes ni sumideros (Se trataran con mayor profundidad en el
punto 5.7).

La expresion cartesiana de la divergencia es:

5AX+5A,,+6AZ
ox 0Jy Oz

divA =

(1.53)

Teorema de la divergencia

Sea S la superﬁcié que encierra un volumen V, inmersa en un campo vectorial A,
entonces: '
$A-ds= [ divA dV (1.54)
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32 Elementos de dlgebra y cdlculo vectoriales

5.5.3.- ROTACIONAL.

Sea un campo vectorial A y una linea cerrada C que limita a una superficie &
(Fig.1.40). La circulacion de A a lo largo de la curva, en el sentido indicado sera:

[= §A -dr (1.55)

Fig.1.40

Si dividimos & en n pequefias superficies, ), S,, ..., S, ,manteniendo el mismo sentido de
circulacion (Fig.1.41):

C
Ca

F=§A-dr=§A-dr+§A-dr+...+§A'dr=1"1+I"2+...+1“n
G

Fig.1.41

G

Dividiendo (1.55) por el area, S, de la regién encerrada por la curva C y calculando el
limite de dicho cociente cuando el 4rea tiende a cero obtenemos una cantidad que se

identifica con la proyeccion sobre la normal a la superficie de un vector llamado
rotacional de A, esto es:

1
rot A-n = lim Eij-dr (1.56)

En realidad el rotacional es un operador vectorial cuya aplicacion al campo vectorial
A, en coordenadas cartesianas viene dada por la siguiente expresion:

i ik
rotA=|/0x /oy a/az=(aaia_%ﬁ)i+(%_%) (6’4 04y )k (1.57)
A Ay 4 ¥ z Oz Ox Ox Oy
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Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales 33

Propiedades:

i) Si @ es un campo escalar : rot (grad ¢) = 0 decimos entonces que el gradiente de
un campo escalar es irrotacional (tiene siempre rotacional nulo).

Teorema de Stokes

La circulacién a lo largo de una linea cerrada de un campo vectorial es igual al flujo
de su rotacional a través de cualquier superficie limitada por la curva. Es decir:

§A-dr =’jrotA-ds (1.58)
C

S

3.6.- Operadores Nabla de Hamilton y Laplaciana.

5.6.1.- OPERADOR NABLA.

El operador Nabla de Hamilton es un operador diferencial vectorial, que se designa
mediante V, aplicable tanto a funciones escalares como vectoriales, v que se define en
coordenadas cartesianas, como:

V=i—+j—+k— 1.59
x Jay 0z (1.59)
L Aplicado a campos escalares:
.00 .00 . Oo
Vo=i—+j—+k— 1.60
ML L PP (1.60)

que si Ja comparamos con (1.52) vemos que es el gradiente del campo escalar o, luego:
Vo=grad o (1.61)

IL. Aplicado a campos vectoriales, y teniendo en cuenta su naturaleza vectorial, se
puede aplicar como producto escalar o como producto vectorial. Esto es:
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34 Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales

IL1.- Silo aplicamos como producto escalar a un vector A obtenemos un campo

escalar tal que:

04y , o4, + o4 (1.62)

dx Oy 0Oz

0 0 0 . .
V-AA=|i—+j—+k— |-{4,i+4,j+4,k)=
(lax+’]5y+ 82]( ey )

Comparando esta expresion con (1.53) vemos se obtiene la divergencia del campo

vectorial A, luego:
V-A=divA (1.63)

IL2.- Si lo hacemos operar como producto vectorial obtenemos un campo

vectorial de expresion:

i J k
VxA=|8/0x 0/0y 0/oz (1.64)
A, 4, 4,
Comparandola con (1.57) se concluye que:
VxA=rotA (1.65)

5.6.2.- LAPLACIANA.

Es un operador escalar que se define como:

o _ o * P
A_V “V.V=6x2+ay2+622 (1.66)

Este operador puede ser aplicado (como producto de escalares) a un escalar ox, y, 2),
obteniéndose el escalar:

: 2 2. 2 :
=09 0 0

Ap=V (P—ax2 +5;;+5“Z2- 1.67)

y tambi€n a un vector A(x,y,z) (como producto de un escalar por un vector. En este caso

se obtiene el vector:
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Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales 33

FA TFA FA

ox? i oy NEr

AA=VA=V(A,i)+V2(A,j)+V(A,k)= (1.68)

Algunas operaciones y propiedades del producto de estos operadores diferenciales
con escalares y vectores se pueden encontrar en el Apéndice II.

5.7.- Campos potenciales y solenoidales.

5.7.1.- CAMPOS POTENCIALES,

Dado un campo vectorial A(x.y,z), decimos que es un campo potencial si existe un
campo escalar ¢(x,y,2), tal que:

A(x,y,2)=-Vo (1.69)

donde o¢(x,y,2) es el potencial escalar de A(x,y,z).
Propiedades:

i) Si (x,),2) es el potencial escalar de A, ¢p'=¢-+cte también lo es, ya que:

Vo'=V(p+cte) = Vo +Vete=Vo > A =-Vo=-Vo¢'

ii) Si A(x,y,z) es un campo potencial y también conservativo, es decir su circulacion
no depende de Ia curva elegida, solo depende de los puntos inicial y final. Se demuestra
sin mas que sustituir la definicién de campo potencial en el teorema de Stokes.

iii) Si A(x,y,z) es potencial, es irrotacional.

iv) En un campo potencial las lineas de campo son abiertas.

5.7.2.- CAMPOS SOLENOIDALES.
Un campo‘ A(x,y,z) decimos que es solenoidal si existe un vector B tal que:

A=rotB (1.70)

donde B es el potencial vector.
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36 Elementos de dlgebray cdlculo vectoriales

Propiedades: o
i) Un campo solenoidal tiene divergencia nula, ya que:
dvA=V.(VxB)
y del Apéndice I vemos que esto es nulo.

ii) El flujo a través de cualquier superficie cerrada de un campo solenoidal es nulo, ya
que al tener divergencia nula no hay manantiales ni sumideros.
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TEMA 2. CINEMATICA DEL PUNTO.

1.- Introduccién. Descripcién del movimiento.

Por movimiento entendemos la variacion aparente de la posicién de un cuerpo en el
transcurso del tiempo. En este capitulo nos ocuparemos de su descripcién sin tener en
cuenta el por qué de su origen. A la parte de la Fisica encargada de este tipo de estudios se
le conoce con el nombre de Cinemdtica.

Comenzamos dando una serie de definiciones que son imprescindibles para la
comprension del movimiento. Simplificaremos el estudio haciendo uso de la aproximacion
de punto material o de particula que consiste en ver a todo cuerpo como un punto
geométrico al que se le asocia una cierta masa. De esta forma los cuerpos carecen de
dimensiones y de estructura interna. Esta aproximacion sera valida cuando las dimensiones
del cuerpo sean despreciables frente a la trayectoria que describe y evidentemente el error
que se comete en la localizacion del cuerpo cuando utilizamos esta aproximacion es al
menos del orden de las dimensiones del mismo. En cambio si el movimiento es el de un
cuerpo rigido y es Gnicamente de traslacion, el considerarlo como un punto material deja
de ser una aproximacion, mientras que si el cuerpo tiene rotacion dicha aproximacion no
es valida.

Decimos que un cuerpo u objeto A se encuentra en- movimiento respecto de otro B,
cuando su posicién respecto al segundo esta cambiando con el tiempo. Si la posicién no
cambia decimos que el cuerpo esta en reposo. De esta definicion se deduce que el que un
cuerpo esté en movimiento o en reposo es relativo pues para el estudio del movimiento
hemos de tomar uno de referencia. Es decir, un cuerpo puede estar moviéndose respecto a
un determinado objeto y sin embargo permanecer en reposo respecto a otro, por lo que en
cualquier estudio del movimiento de un objeto es necesario especificar el objeto de
referencia. Para la descripcion del movimiento asociaremos al objeto de referencia un
triedro con origen en el mismo, y lo denominaremos ahora sistema de referencia. La

“eleccion ‘del sistema de referencia es arbitraria, aunque resulta util escoger aquél que
~ simplifique la descripcion del movimiento. ' |

-~37 -
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38 Cinemdtica del Punto

2.- Trayectoria. Vector de posicién. Vector desplazamiento.

Podemos caracterizar la posicion de un punto, respecto de un sistema de referencia de
diversas maneras y cada una da lugar a un sistema de coordenadas diferente. Utilizaremos
principalmente el sistema de coordenadas cartesiano. En éste la posicién de un punto estd

definida por las coordenadas x, y y z.

A Ia curva que describe una particula en su movimiento se le denomina #rayectoria. A
las coordenadas de la particula en cada instante de tiempo se les pueden considerar como
las componentes de un vector que recibe el nombre de vector de posicion (Fig.2.1), r(?)

r(t)=x(Oi+y(®)j+z(H)k 2.1)
Este vector tiene origen en el sistema de referencia elegido y extremo en la particula. Las

componentes del vector de posicion cuando estan expresadas en funcion del tiempo
reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la trayectoria.

Z
Trayectoria
2 x = x(f)
Y y=y(1) (2.2a)
X/ y “ z=2(t)
Fig.2.1

Eliminando ¢ en (2.2a) encontraremos una o unas relaciones entre X, ¥, z que
representan al lugar geométrico descrito por el extremo de r en el transcurso del tiempo.

A estas relaciones se les denomina ecuaciones de la trayectoria que tienen la siguiente
forma :

{f (x,5,2)=0
R T @20
donde la trayectoria viene expresada como la in_terééccién de las dos superficies de (2.2b).

La diferencia entre el vector de posicién en el tiempo ¢,, r(t,) =1,, y el vector de

posicion en el tiempo 7, r(f,) =, recibe el nombre de vector desplazamiento, Ar

(Fig.2.2).

© Universidad de Las Palmas de G-an Canaria. Biblioteca Digital, 2005



Cinematica del Punto 39

Ar=r(t,)-r()=r, -, . (2.3)

e indica el cambio de posicion entre los puntos P;y Py

Z
P ent;
\ Ar Prentys
T Tr
0 Y
X
Fig. 2.2

Cuando los puntos P, y P, estén infinitamente préximos podremos expresar la longitud
de arco recorrida por la particula sobre la trayectoria, dl, en funciéon de las coordenadas
cartesianas de la siguiente forma:

di=1J(de)’ Hdyy +(dz)’ (2.4)

ademas, para estas longitudes infinitesimales d/ coincide con el moédulo del
correspondiente vector desplazamiento infinitesimal, dr. Desde el punto de vista fisico la

integral de la expresion anterior /(7) representa la longitud de arco de trayectoria recorrida-

por la particula en un determinado intervalo finito de tiempo.

3.- Velocidad y aceleracion.
3.1.- Conceptos de velocidad media y velocidad instantinea.

La velocidad media de una particula, v, durante el intervalo de tiempo Ar=7.~,. se

define como el vector desplazamiento asociado a dos instantes de tiempo dividido por el

~ intervalo de tiempo:

I Th _Ar Ax AV Ay, i+(,), ]+ (). K 2.5
t; — 1 At Atl At ] At ( m)x ( m)y-l ( m)z ( )

El vector velocidad, se define como el limite de la velocidad media, cuando el intervalo de
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40  Cinemdtica del Punto

tiempo tiende a cero, esto es, la derivada del vector de posicion respecto al tiempo.

i Ar _dr (2.6)
=fmv, = lm ——=— ~

Este vector, en un instante dado, tendra la direccion de la tangente a la trayectoria en
dicho instante (en efecto: basta tener en cuenta la definicion de la derivada de un vector

con respecto a un escalar).

Teniendo en cuenta (2.1) y (2.6) podemos expresar la velocidad en funcién de sus

componentes cartesianas como:

dx , dy dz . .
= -——k=vx|+v +v, k (2.7)
M TRMFTE T v

Las dimensiones de la velocidad son [v] =LT-! y sus unidades, en el ST, m s .

3.2.- Conceptos de aceleracion media y aceleracion instantdnea.

Del mismo modo que definiamos la velocidad media, la aceleracion media, a,, de una
particula en un intervalo de tiempo Af, es el cambio de velocidad de la particula dividido
por dicho intervalo de tiempo. Esto es

Av _Av,. Av,  Av

y *

= = + £ =
vy vE ki ve by v CORLICAN CAR (2:8)

El vector aceleracion se define como:

. Av dv
=] = i B2Y _ 8V
a Atlffaa'" Altl-’:zo At dt 2.9)

La aceleracion es un vector que tiene la misma direccion que el cambio instantaneo de

la velocidad y es tangente a la curva descrita por los extremos del vector velocidad, esta
curva recibe el nombre de hodégrafa del movimiento.

Teniendo en cuenta (2.7) y (2.9) el vector aceleracion en funcion de las componentes
cartesianas queda como:
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dv, . dvy,+£v_k__d2x-, dy . d’z

Z
l —

= + +
dr dtJ dr dt2' dr I ds?

k=g i+ta j+a k (2.10)

Las dimensiones de la aceleracion son [a] = LT-? y sus unidades, en el SI, son ms? .

4.- Determinacion de las ecuaciones del movimiento.

Conociendo una condicién inicial para el vector velocidad, v(#,)=v,, podremos
calcular el vector velocidad en cualquier instante de tiempo a partir de la siguiente

expresion:

\4 :vo+Ja dz (2.11)

13

En efecto:

v H t
DeZ.9:>dv=adt:>Jdv=Jadt::>v=vo+Jadt
to :

M o

La expresion (2.11) equivale a las siguientes expresiones escalares:

t t t
vx=v0x+jaxdt ; vy=voy+J-aydt ; v,_=voz+Jazdr (2.12)

fp ) )

Analogamente, con la condicion inicial r(Z,) =r,, el vector posiciéon en cualquier

instante de tiempo se puede calcular a partir de:

r=r0+Jvdt | (2.13)

)
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42 Cinemdtica del Punto

En efecto:

1

De2.6= dr=vdt:>jdr=jvdt:>r=ro‘+""v dt

Ty fo

La expresion (2.13) equivale a las siguientes expresiones escalares:

t 1

t
x=xa+jvxdt ; y=y0+jvydt ; z:z,,-i—Jvzdt (2.14)

8 )

Sustituyendo (2.11) en (2.13) de manera inmediata podemos obtener:

t H
r=r0+vo(t-to)+J Jadt t (2.15)

AN

5.- Descripcion intrinseca del movimiento.

Hasta el momento hemos hecho una descripcion vectorial del movimiento basada en el
concepto de vector de posicion. En esta descripcién la trayectoria es generada por las
diferentes posiciones que va tomando en el tiempo. En cada instante 7 tendremos los
vectores r(f) que da la posicion de la particula, v(¢) que nos indicaré hacia donde se mueve
y con qué rapidez, y a(t) que nos indicara los cambios en médulo y direccion de v().

A continuacién vamos a exponer otra forma de describir el movimiento de una

particula. Se basa en el conocimiento de la trayectoria, es decir, en el estudio del
movimiento sobre un camino conocido.

5.1.- Posicién de la particula. Espacio recorrido.

En principio consideremos una trayectoria abierta (sin bucles), C, de tal manera que la
particula no pasa dos veces por el mismo Iugar. Fijando un punto de referencia sobre la

trayectoria, O, podremos situar la posicién de la particula por medio de la abscisa
curvilinea, s(f) (Fig 2.3)
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Si la particula est en un punto tal como P (a la derecha

C ,—1—;' 0 de 0), la posicion de la particula vendra dada por:
\ s(7) = longitud del arco OP :

P—v Si la particula esta en un punto tal como P' (a la izquierda

de 0), la posicion de la particula vendra dada por:
s(¥) = —longitud del arco P'O

Fig23

De esta forma hemos fijado un origen, O, en la curva C y sobre ella hemos
determinado dos sentidos. Ademas, s(?), bajo las hipotesis asumidas para la trayectoria,
representa también el espacio recorrido por la particula /(). Ahora bien, dichas hipotesis
son excesivamente restrictivas pues dejan fuera movimientos importantes como: los
oscilatorios en los que existen instantes diferentes que corresponden al mismo valor de s, o
aquellos de trayectoria cerrada (como los circulares). En estos casos no es claro que s(7)
coincida con el espacio recorrido.

Supongamos un movimiento en el que la particula oscila entre los puntos 4 y B como
indica la figura:

En el instante 7, la particula se encuentra en 4 y va hacia B,
punto al que llega en el instante 7, , y del que retorna hacia
A alcanzandolo de nuevo en t',, de manera que 1,< 1;<?',.

Fig. 2.4

Es facil darse cuenta de que s(?) es una funcién creciente entre los instantes 7, y #; ¥
que decrece entre #; y t', . Asi que s(f) solo representara el espacio recorrido entre los
instantes 7, y 5 ya que I(f) ha de ser siempre creciente en el tiempo. Es facil demostrar que
el espacio recorrido en este caso sera :

i )_{s(t)—s(tA) si t,<t<ty

T 2s(tp) = (s(t) +5(2,))  si tz<t<t,

(2.16)

En efecto :
En un punto tal como P, cuando la particula regresa, el espacio recorrido por €sta sera

igual a una longitud de arco AB =s(t;)-s(1,), mas un arco igual a s(¢;) - s(2). (Fig.2.4)
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En el caso en que se hubiesen completado varias oscilaciones seria necesario conocer
el nimero de oscilaciones completas para poder determinar el espacio recorrido. Lo
mismo sucederia si la trayectoria fiese unma curva cerrada en cuyo caso seria
imprescindible conocer el niimero de vueltas completas a la hora de determinar el espacio

total recorrido.

5.2.- Descripcién intrinseca de la velocidad. Velocidad escalar.

Hemos visto en el apartado anterior la importancia de distinguir los intervalos
temporales en los que s(f) decrece a la hora de determinar el espacio recorrido. Para esto
podemos definir la siguiente magnitud

_ds
dt
a la que llamaremos velocidad escalar y que tendrd signo positivo cuando s(?) sea

(2.17)

creciente y negativo cuando ésta decrezca. Para encontrar los instantes de tiempo en los
que s(¥) pasa de crecer a decrecer basta buscar aquéllos en los que V se anule.

Por otro lado, en el apéndice III se establece como dada una curva, C, es posible
definir en cada punto tres vectores unitarios perpendiculares entre si que constituyen el
triedro intrinseco o de Frenet. Estos vectores son : u, que tiene la direccion tangente a la
curva y que tomaremos con el sentido de crecimiento de s(f), u, que lleva la direccion
normal y que apunta a la concavidad de Ia curva, y por dltimo u, que representé la
direccién binormal y que viene dado por el producto vectorial de los otros dos (Fig. 2.5).

Fig25

A partir de esto podemos expresar el vector velocidad en este triedro de lé siguiente
forma:

v(z)=VY(N)u, (2.18)
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Eri efecto :

dr dsdr '
) e—= ——= V(¢
v(t) Friararp (Hu,

donde hemos utilizado que wu, =%§ pues la direccion de la cuerda tiende a la de la

tangente cuando la longitud de arco tiende a cero y el modulo del vector desplazamiento
tiende a confundirse con la longitud de arco.

De la expresion (2.18) es inmediato deducir que el médulo del vector velocidad
coincide con el valor absoluto de la velocidad escalar. En realidad, en todos aquellos
movimientos en los que s sea una funcién monotonamente creciente en el tiempo, la
velocidad escalar no es mas que el modulo del vector.

5.3.- Componentes intrinsecas de la aceleracion.

Teniendo en cuenta la relacion (2.18) y la definicion del vector aceleracion, tenemos

(2.19)

Esta expresion representa la separacion del vector aceleracion en dos componentes: una
tangencial, (dV/dr) u,, y otra normal,V (du,/dt), a la trayectoria (Fig 2.6). La primera es

tangencial por tener la direccion de la velocidad y la segunda es normal por cumplirse que
u, L (du,/dt) (ver Apéndice III).

Fig 2.6

La descomposicion (2.19) de a también se puede expresar :

, |
% - %\tiu, +Xp—u" (2.20)

donde p es el radio de curvatura de la trayectoria en el punto (ver Apéndice IIT)
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En efecto :

2

(Apéndice ) y V' =V*

du,=du,_q§=du,v- du,
dt ds dr ds ds

estas tres expresiones unidas a (2.19) demuestran (2.20).

La formula anterior no es mas que la expresion del vector aceleracion en el triedro

intrinseco a la trayectoria, es decir :

a=au-+au +au,

dv v 2.21)
atz-——’ an=—’ ab=0

dt p

Al ser la componente segin la direccion binormal nula la aceleracion serd un vector
contenido en el plano osculador a la trayectoria. Las componentes intrinsecas de la
aceleracion, a, y a, reciben el nombre de aceleraciones tangencial y normal
respectivamente. La primera mide los cambios en el modulo de la velocidad y la segunda
los cambios en la direccion de v. Por ultimo, el médulo de la aceleracion en cualquier
punto de la trayectoria es,

a=,a+a = ‘/(dV/dt)z +(v2/p)2 (2.22)

5.4.- Ecuaciones escalares del movimiento.

Anilogamente a lo que se hizo en el apartado cuarto, podremos obtener unas
ecuaciones del movimiento pero ahora de naturaleza escalar. Asi conociendo la siguiente
condicién inicial para la velocidad escalar V(#)) =V, , se tiene :

t

V=Y, +jaf d (2.23)

fo

En efecto:

A4 !
De (2.21)=>dV=a, dt = [dV = [aq, dt:>V=Vo+j'a, dt

Vs ty 1
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Analogamente, con la condicion inicial s(f,)) =s,, la abscisa curvilinea en cualquier

instante de tiempo se puede calcular a partir de:

s(t)=s,+ j v dt (2.24)

En efecto:

De (2.17)=> ds=V dr = [ds= [V dt=>s=s,+ [V df

% Iy )

Sustituyendo (2.23) en (2.24) de manera inmediata podemos obtener:

5= 5, +Vp(t=1,)+ | (Ja, dt}it (2.25)

b\ 1

6.- Clasificacion de los movimientos a partir:c
intrinsecas de la aceleracion.

Vamos a clasificar los distintos tipos de movimiento atendiendo a los diferentes
valores que pueden tomar las componentes intrinsecas de la aceleracion.

(I) Respecto de la componente tangencial :

I.1-Si a=0 = V=cte=> v=cte. Movimiento Uniforme.
1.2.-Si g, =cte=0
Movimiento Uniformemente Acelerado ( si a, > 0).

Movimiento Uniformemente Desacelerado ( si a, <0).
13.- Si a,#cte Movimiento Variado o No Uniforme.

(I) Respecto de la componente normal :

IL1.-Si p=ec (= a,=0) Movimiento Rectilineo.
I1.2.-Si p=cte=R Movimiento. Circular.
IL3.-Si p#cte Movimiento Curvilineo.

i Iéf"‘lﬁs_’:l;ﬁcqmponﬂnteS'ﬁ'

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



48 Cinemdtica del Punto .

7.- Estudio de algunos movimientos.
7.1.- Movimientos rectilineos.

Para todos éstos se cumple que la aceleracion normal es nula, a,=0, y

consecuentemente con esto r, v y a son vectores paralelos a la trayectoria recta. Si
hacemos coincidir la trayectoria con el eje X se daran las siguientes identificaciones:

i y a=agi= %%i (2.26)

Dentro de éstos se pueden destacar dos:

- Movimientos rectilineos uniformes (M.R.U.)

Por ser uniforme a, =0 con lo que a =0, y la velocidad viene dada por un vector
constante, asi el vector posicion se obtiene de (2.13) y (2.26)

r=r+v(t-1,)={x+v({t-1)} (2.27)

en donde se ha tenido en cuenta que V es constante.

- Movimientos Rectilineos Uniformemente Acelerados o Decelerados (MR.U.A).

Por ser rectilineo uniformemente acelerado, a, = cte. De la ecuacion (2.11) podemos
obtener el vector velocidad:

v=v,+a(t-1,)={V,+a,(t-1)}i (2.28)

El vector de posicion se obtiene de (2.15), resultando:

- { 1
r=r,+v,(¢ —ta) +—2—a(t- 10)2 = {xo +\/0(t —t,,)-{—Ea,(z‘* to)z}i (2.29)
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7.2.- Movimientos curvilineos en el plano.

De todos los posibles movimientos curvilineos (a, = 0) existentes, estudiaremos en

detalle inicamente aquéllos cuya trayectoria esté contenida en el plano. Distinguiremos los
siguientes tipos:

- Movimientos circulares M.C.U), M.C.U.A.).

En este caso especial, la trayectoria es un circulo y p = R = cte. Una particularidad de
los movimientos circulares es que se pueden plantear con magnitudes caracteristicas del
mismo (0,m,ct), en vez de utilizar las ya vistas (s,v,a). A las primeras se les denominan
magnitudes angulares y a las segundas lineales.

Comenzamos con el desplazamiento angular, 6 que es el dngulo barrido por el radio
de la circunferencia, R, cuando la particula describe, a partir de un punto O, un arco de
longitud s (Fig 2.7). Su expresion en radianes es

A
f==— 2.30
R (2.30)

Del mismo modo se define la velocidad angular, como:

do
W= = (2.31)

A esta velocidad angular, que se ha definido como una magnitud escalar, se le puede
dar caracter vectorial, @, asocidndole como direccion la perpendicular al plano del
movimiento, sentido el de avance de un tornillo de rosca derecha girado en el mismo
sentido en que se mueve la particula (Fig.2.7). De este modo, por ejemplo, si la particula
gira alrededor del eje z del sistema de coordenadas, @, sélo tendrd componente en esa

direccion pudiendo expresarse como

donde el médulo viene dado por el valor absoluto de la expresion (2.31).
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Fig 2.7

Como el desplazamiento angular no tiene dimensiones, la velocidad angular tiene
dimensiones de T-' y 1a unidad en el SI de  es el rad/s.

De modo anélogo podemos definir la aceleracién angular como:

a=do (2.33)
ot

En el caso que nos ocupa la direccion de la velocidad angular es constante por lo que

a=ok=—k=—7k (2.34)

La aceleracién angular tiene dimensiones de T2 y unidades en el SI de rad/s?.

Hay que tener en cuenta que estas variables angulares han sido definidas para el caso
particular del movimiento circular pero pueden generalizarse a cualquier tipo de
movimiento. En este caso hay que tener en cuenta que la velocidad angular, que en general
tiene la direccién binormal ( direccion variable con en el tiempo), y la aceleracion angular
no tienen porqué tener iguales direcciones. Asimismo, el médulo de la aceleracion angular
no coincide con la derivada del modulo de la velocidad angular (basta derivar
o = (d6/dt)u, para verlo).

Vamos a establecer a continuacion las relaciones existentes entre las magnitudes

angulares (0,0,0) y las lineales (s,v,a). Consideremos una particula que describe un
movimiento circular. Si tenemos (2.30), observamos que:
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ds d(R®) e
Va==—"—"-RZ =R =v=Rlo
dt dr de v = Rjo| .(2‘35)

=.§Y_=ELR__®2=RQ

By py (2.36)

Es facil deducir la siguiente relacion entre los vectores velocidad lineal y angular :

V=@ Xr (2.37)

En efecto : De la Fxg2 7 observamos que R=rseng y por tanto, de (2.35) podemos
escribir

v=|w|rseng
ademas es inmediato comprobar de la Fig. 2.7 como la direcciéon y sentido de @ xr
también coinciden con las del vector velocidad.

A partir de la expresion anterior obtenemos :

a=(axr)+(o xv) (2.38)

En efecto: A partir de la definicion del vector aceleracion, de (2.37) y teniendo en cuenta
las reglas de derivacién de las funciones vectoriales, obtenemos:

a=~d—‘-’—=§;(m xr)=(%(:— xr)-f-(m x%?) (e xr)+(o xv)

dr

Ademas es facil comprobar que en la expresion anterior el primer sumando
corresponde al vector aceleracion tangencial y el segundo es el vector aceleracion normal,
es decir :

a=qu=axr , a,=alu, = xv-:a)x(m Xr) (2.39)

En efecto: De la Fig. 2.8 se ve como a xr es un vector perpendicular al plano formado
por a.y r (que es el plano de @ y r) y por tanto, es un vector de igual direccidén que v, o
sea tangente ala trayectona De la misma figura podemos ver como el segundo sumando,
lo xv, esta dlrlgldo hac1a el centro.de la circunferencia y en direccion radial
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z
Iy
1
r
®
/ '
X
Fig2.8
En cuanto a los médulos de estas expresiones es inmediato comprobar :
dw dv| |dv
= = |—— R = |—f = — = |q
laxr|=|ajrsene l —1R=I51= [ |a,|

el valor absoluto contempla la posibilidad de que la aceleracion angular o componente
tangencial del vector aceleracion sean negativas.

o xvl=%vsen90=;;=a

n

Si la componente tangencial del la aceleracion es nula, @, = 0, el movimiento se llama
movimiento circular uniforme (M.C.U.), y en él se verifica que ® es constante y o es cero
(basta tener en cuenta que v y R son constantes).

Este movimiento estaria gobernado por :

s(=5,+V(t~1) o 6@t)=6,+0(t—1) (2.40)

En efecto:
Basta tener en cuenta (2.24) junto a que V es constante para deducir la primera
ecuacion, y de ésta, de (2.30) y de (2.35) se obtiene la segunda.

Una caracteristica del movimiento circular uniforme, es que el movimiento es
periddico. Se dice que una particula realiza un movimiento periédico cuando su posicion
se repite cada cierto intervalo de tiempo, llamandosele a este tiempo periodo (T) y a su
inversa frecuencia (f). Ambas cantidades estan relacionadas por la siguiente expresion

=1
f—T (2.41)
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En el caso del M.C.U. el periodo es el tiempo requerido para realizar una vuelta completa
y la frecuencia es el nimero de revoluciones por unidad de tiempo. Cuando el periodo se
expresa en segundos, la frecuencia debe expresarse en 1/segundos, unidad denominada
hertz (Hz). Algunas veces la frecuencia de un movimiento se expresa en revoluciones por

minuto (rpm).
Sila componente tangencial de la aceleracion es constante, a, = cfe, el movimiento se

conoce como movimiento circular uniformemente acelerado (M.C.U.A), y las ecuaciones
que lo gobiernan son :

V=V, +a(f-1) o0 o=m,+a(l-1,) 2.42)

s=s,,+V,,(t—-to)+-;—a,(z‘—t,,)2 0 9=6,,+0),,(t—t0)+—21—0c(t—t0)2 (2.43)

En efecto :

Las primeras ecuaciones de (2.42) y (2.43) se deducen a partir de (2.23) y (2.25)
respectivamente, sin mas que tener en cuenta que a, =cte. Las dos segundas son
inmediatas a partir de las primeras y de las relaciones entre las magnitudes lineales y
angulares (2.30), (2.35) y (2.36).

- Movimientos con aceleracion constante.

En este caso y teniendo en cuenta que el vector aceleracion es constante, y sin mas

que integrar (2.11) y (2.15) se tienen las siguientes ecuaciones :

v=v,+a(t-1,) (2.44)

r=r,+v, (t-—to)+-;—a(t—ta)2 (2.45)

Una caracteristica muy interesante de este tipo de movimientos es que se produce en
el plano. Para ver esto basta tener en cuenta las ecuaciones (2.44) y (2.45) en donde se
aprecia que tanto el vector velocidad como el vector desplazamiento estan contenidos en
el plano formado por v, y a . Este plano sera siempre el mismo por ser estos dos vectores
constantes, ademas teniendo en cuenta que el vector desplazamiento describe con su
extremo la trayectoria, ,6sta estara contenida en el plano definido por v, y a.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Bibliotecz Digital, 2005



54 Cinemdtica del Punto

- Movimiento curvilineo general en un plano

La Fig.2.9 representa una particula que describe una trayectoria curvilinea en un

plano.

Fig2.9

Usando coordenadas polares, esto es, dando la posicién de la particula mediante los
vectores unitarios u_ (paralelo a r) y u, (perpendicular a r), podemos escribir :

(2.46)

v=—1u +r—q-?-u9 (2.47)

En efecto : De (2.46), que es inmediata, tenerﬁos :

dr d dr
v=—=—(ru)=—u, +r—=
dr dt
por otro lado, los vectores unitarios polares tienen la siguiente expresion en funcién de los
cartesianos :
u_ =cosfi+sendj y u, = -senfi+ cos@j

con lo que
dé

iu ——seneie—i+coseg—€‘=—
dr " dt at! are

En (2.47) (d#/dt)u, es un vector paralelo a r y que se llama velocidad radial;v,, y da
cuenta del cambio de la distancia, 7, de la particula al origen O. El término »(d&/dt)u,, es

un vector perpendicular a r y mide el cambio en la direccién de r, o rotacién de la
particula alrededor de O; este recibe el nombre de velocidad transversal, v,,. Esto es:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



Cinemdtica del Punto 55

Vv dr v, —r%—g-:cor (2'48)

» = -c—i-; o —
aqui @ = d6/dz es la velocidad angular. En el movimiento circular no hay velocidad radial
porque el radio es constante; esto es dr/d7 =0, y la velocidad es enteramente transversal.

De manera analoga a lo hecho con el vector velocidad podemos demostrar la siguiente
descomposicion en una parte radial y otra transversal para el vector aceleracion :

2
a:(i’_‘_rwz)ur+(2%w+r.daa.t_)_)ug _—-_arur+a9ll9 ) (2.49)

En efecto:

dv d(vu,) N d(v,u,)
dt dt dz
y de (2.48) se tiene :
d(vu,) dv du, d* dr d6

r r —
A ———— =

u amm—
dr de ~ “dr dff T dr dr

U,

d(vou,) _ dv, du, drdé 4’0 :
= + V= — WUy + T U, — D
i d e T aar e e e

en esta ultima expresion hemos utilizado que :

—q-u *-cos69—6-i~sen9£?—'=—q——u = ou
t° dt ar ) ar T

8.- Movimiento relativo.

Al inicio del tema indicamos que el movimiento es un concepto relativo, porque
siempre debe referirse a un sistema de referencia determinado. En este apartado
estudiaremos el movimiento de una particula vista por dos observadores situados en
sistemas de referencia diferentes, uno de los cuales se traslada y rota, con velocidad
angular o, con respecto al otro, Al primero se le denomina sistema de_referencia movil
(O'X'Y'Z’) mientras que al segundo, sistema de referencia fijo (OXYZ). El objetivo
fundamental de este apartado sera establecer relaciones entre las magnitudes de ambos
sistemnas de referencia. Para esto, consideremos a una particula P que se mueve respecto
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de ambos sistemas de referencia (Fig.2.10).

P
A ‘
P\ ¥ o
kK o
y »o J
Iy it
4L X
k
4? Y
i0 i
X
Fig. 2.10

En esta situacion se llama movimiento absoluto de la particula P, al movimiento que
posee respecto del sistema fijo (OXYZ). Se llama movimiento relativo de la particula P, al
movimiento que posee respecto del sistema movil (O'X’Y’Z’). Y finalmente, se denomina
movimiento de arrastre al que posee la particula respecto del sistema fijo pero
considerandola rigidamente unida al sistema moévil, o sea manteniendo constantes sus
coordenadas (x',y',z) en el sistema mévil.

8.1.- Composicion de velocidades en el movimiento relativo.

Volviendo al movimiento de P (Fig. 2.10), y representando con primas a las
magnitudes con respecto al sistema movil y sin ellas a las referidas al fijo, tendremos que el
vector posicién con respecto a cada uno de estos sistemas tiene las siguientes expresiones:

r(t)=x()i+y(®)j+z(NHk

r'() =x'(0)i'+y' ()j'+2' (k' (2.30)
y de [a Fig. 2.10 se pude hallar la siguiente relacion entre ambos
r(t)=r'(t)+r, (1) (2.51)

donde r,,. (#) dala posicién de O' en cada instante,

A partir de esta expresion se puede demostrar la siguiente relacion entre los vectores
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velocidad :

v=v'+v, (2.52) .

que indica que, la velocidad absoluta de P (respecto de OXYZ),v, es igual a la relativa
(respecto de O'X'Y'Z' considerados como fijos),v', mas la de arrastre, v,. Las

expresiones de cada una de estas velocidades es :

v(t)={9’-} & Dy &
Lk

&Y. & 53
ar o taritak 2-53)

dr' d',, d&',, dz
"(={— = ——f ' —k' 2.54
Vi {dt },.J._k. FTRMPTE P (2-34)
v, = {_‘1[} = Vg +® XTI (2.55)
dz )z

donde v, = dr,,/d¢, es la velocidad del punto O’ con respecto a O.

En efecto :
Derivando con respecto al tiempo (2.51) obtenemos

dar_dr' i,

dt dr dt
que es igual a
dr _d
—=— X'OI'+Y'@O)j' +2' (DK )+Vy =
7 =g T OIY @5+ Ok )+vo
=g-x-i'+fl—)-’—j'+fdik'+x'gl—+y'-(y—+z'di+vo.
dt dt dt dt dt ds

Recordando las definiciones de los distintos movimientos tenemos las siguientes

|identificaciones :
L de, dy. dz ', dy ., dz
=——i+—j+—k ') = —i'+—=—j'+—Kk'
v =ity Ty y Vi =gt iy

de manera que, podemos asociar lo que resta de la ecuacion con el movimiento de arrastre
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. [ .
del punto P, ya que en estos términos se mantienen constantes las coordenadas x’,y’z". La
velocidad de arrastre, v,, sera pues
di' dj' dk
v, =X'—+ y—+z'—+V,
' a7 ar dt
ésta se puede expresar de una forma mas concisa si tenemos en cuenta que los vectores
unitarios i, §’ y k’, que varian con el tiempo, se pueden considerar como vectores de

posicién de una particula que realiza un movimiento circular y de (2.37) se tiene:
i' - j' 13 ! A
— =0 Xi' ; —=0X ; — =0 xk
dt *d Ve
e introduciendo estas relaciones en la expresion anterior se llega a

vV,=V,+a xr’

8.2.-Composicion de aceleraciones en el movimiento relativo

La aceleracion absoluta se puede expresar :

a=a'+a, +a, (2.56)
donde
dv dv,, dv dv
a(f)=<{— =—Ej+—-Lj+—2Kk .
2 {dt}m o @ a (2.57)
La aceleracion relativa sera
dv' dv' dv' i
a'(t)={— =gy 2 W
@ {dt }i',j',k' dt ' dr ¥ dt k (2-58)

La aceleracion de arrastre viene dada por :

a = —d-X = ' r ’
), T e exr e x(o xr) (2.59)
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El dltimo término de (2.56), que no puede considerarse de arrastre ya que conlleva

variaciones temporales de las coordenadas x’y’z’, recibe el nombre de aceleracion
complementaria o de Coriolis :

a, =2(@ xv') (2.60)
En efecto :
De (2.52) obtenemos
dv'  dv,
a=—+—2
dr dt

si ahora derivamos la expresion para la velocidad relativa tendremos :

dv’_d(dx'., dy' ., dz' ,)_
dt  dr dtl+dt]+dtk -

2. 2., 24 r g3 (I LY} t .
= df i'+d 'Z j‘+d ‘: k'+dx di +5122___d_1_+iz_gl£_
dr dr dr dr dt dr dr dr dr

y recordando que en la definicion de movimiento relativo deciamos que consideramos fijos
los ejes del sistema de referencia mévil O'X'Y"Z’ , tenemos que la aceleracion relativa sera:

d2xr . dlyl dZZr
= i'+ j'+ k'
TR a1
con lo que dv’/d? queda:

dv _, & A4 df | dodie
dt dr dr  dr dr  dr dr

| vectores unitarios segin los ejes moviles se tendra :

dv’ , ,
—=a'to XV
dt

y si tenemos en cuenta el resultado de la demostracion anterior para las derivadas-de los|
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Derivando ahora la expresion para la velocidad de arrastre:

dv, _d dit |, dj' ,dk')_.

’_.___- ____+ ——mtan -
& dz(v T T

(B &y K dedit b dit det di

=ao + ¥ otV Gt e e a TR

en donde a,, = dv,./d7 , es la aceleracion del punto O' con respecto a O. De esta manera

se tiene que :

dv, _
dt
el altimo término de esta expresion implica una variacion de las coordenadas en el sistema
mévil y por tanto no puede ser de arrastre, asi que la aceleracion de arrastre se pude

Hoxr +o x(@xr)+o xv

escribir como

a, =ay+axr +ox(oxr’)
Por ultimo sustituyendo las expresiones deducidas para dv'/df y dv,/d? en aquella
para dv/d? tenemos

a=a'+0xV+a, +axr’ +o x(o xr’)+o xv'=

=a'+a,+oxr +o x(® xr’)+2(® xv')

8.3.- Transformaciones de Galileo

A continuacion analizaremos un caso particular muy sencillo, en el que el movimiento
del sistema de referencia movil respecto del fijo es de traslacion con velocidad constante,
es decir, rectilineo y uniforme. En este caso la velocidad angular ser4 nula, ® =0, ya que
el sistema movil no rota y por tanto no existe variacion de los vectores unitarios. También
se tendra que la aceleraclon del sistema mov11 respecto del fijo es nula, a,, = 0, por ser la
velocxdad de O' respecto de O constante.

En este caso (2.51), (2.52) y (2.56) tomaran la siguiente forma :
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r=r'+v,t,

v=v'+v, : (2.61)

a=a’
donde se ha tenido en cuenta que r, = v, .

A estas relaciones junto con la condicion t=t', que dan la ley de transformacion entre
las magnitudes absolutas y relativas, se les conoce como #fransformacion de Galileo.

Si hacemos coincidir los ejes X y X’ con la trayectoria del sistema movil, la
transformacion de Galileo toma la siguiente forma

x'+v, t
Y (2.62)

X
y=
z=z

t=r1'

El hecho de que la aceleracion sea un invariante para todos los observadores que se
muevan , unos con respecto a otros, con un movimiento rectilineo uniforme, permite
considerar este caracter de invariancia para todas aquellas leyes de la Fisica que dependan
de dicha magnitud, como sucede con las leyes de la Mecanica. Asi las leyes bdsicas de la
Mecdnica seran las mismas para todos los observadores em movimiento relativo
rectilineo uniforme. Este resultado se conoce como el principio de relatividad de Galileo.

8.4.- Transformaciones de Lorentz-Einstein

Es facil darse cuenta como este resultado anterior no se puede extender a toda la
Fisica ya que cualquier ley que dependa de la velocidad, como sucede con las leyes basicas
del Electromagnetismo, no seria un invariante galileano. De esta forma, de ser validas las
Transformaciones de Galileo, el Electromagnetismo no se formularia igual para todos los
observadores inerciales (los que se mueven unos con respecto a otros con movimiento
rectilineo uniforme). Y consecuentemente con esto, los fenomenos eléctricos y Opticos
.debenan sef diferentes para dos observadores inerciales. Sin embargo, los fisicos
Michelson y Morley en 1881 comprobaron experimentalmente que la velocidad de la luz
es la misma medida desde dos observadores inerciales, resultado experimental que se
opone a (2.62).
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Este dilema fue resuelto por Einstein quien en 19035 establecié su principio de la

relatividad a partir de dos postulados que enunciamos a continuacion

1.- Las leyes de la naturaleza tienen la misma forma matematica en todos los

sistemas de referencia inerciales.
2. La velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos los sistemas de

referencia inerciales.

Alrededor de 1890 el fisico holandés Lorentz habia encontrado unas transformaciones
que eran compatibles con la invariancia de la velocidad de la luz en el vacio y que dejaban
invariantes a las leyes basicas de Electromagnetismo (ecuaciones de Maxwell) bajo el
cambio de sistema de referencia inercial. Estas transformaciones tienen la siguiente forma
cuando tomamos los ejes X'y X” en la direccion de la trayectoria del sistema movil:

x—v.t
x'=y{x~v i =T===°
Y( 0) lvvopzl Cz

y=7 (2.63)
z=z
pe (f vo,x) _t-vxcl

frd ‘Y — CZ p—d =

2
1-v, " ¢

Las ecuaciones (2.63) son conocidas como ITransformaciones de Lorentz. De manera
que el principio de relatividad de Einstein se puede enunciar diciendo que fodas las leyes
Sfisicas son invariantes bajo una transformacion de Lorentz.

En las ecuaciones (2.63) el factor y =1/y[1-v,> ¢* tiende a la unidad cuando la

velocidad relativa entre los dos sistemas de referencia, v,, es una velocidad pequefia en
comparacion con la de la luz, ¢: En estas circunstancias el término v, x /c? tiende a cero, y
asi, las ecuaciones (2.63) tienden a ser iguales a (2.62). Asi, en situaciones en las que las
velocidades sean pequefias comparadas con ¢ no hay diferencia entre las transformaciones
Lorentziana y Galileana, y podremos seguir usando la dltima en la mayor parte de los
problemas que encontraremos. ' | ' ’
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TEMA 3. DINAMICA DE LA PARTICULA.

1.- Introduccion.

En el tema anterior se estudio el movimiento de una particula desde un punto de vista
cinemético, es decir, sin preocuparse de porqué una particula llevaba un tipo de
movimiento u otro. Se vio que el movimiento de una particula quedaba perfectamente
descrito con el conocimiento de los vectores de posicién, velocidad y aceleracion.

En el presente tema se analizan los factores que determinan el movimiento de una
particula y se establecen las leyes de la Mecanica de la particula, con las que podremos

resolver el problema fundamental de la dinamica: conocidos los factores que determinan el
movimiento, encontrar r() y v(7).

El establecer las leyes para un punto material o particula puede parecer una drastica
simplificacion del problema real ya que en principio éstas no serian aplicables a los objetos
que no pueden ser considerados como particulas. Sin embargo, como veremos en el tema
siguiente, cualquier objeto extenso puede ser considerado como un conjunto de particulas
y las leyes para estos objetos se obtienen de aplicar las leyes de la Mecanica a cada una de
las particulas que lo forman. '

2.- Leyes de la Mec4nica.

Considérese a una particula. Se define su medio como el resto de particulas del
universo. Se observa que el tipo de movimjento que posee una particula (rectilineo
uniforme, circular uniforme...) depende del medio que la rodea. A la influencia que ejerce
el medio sobre la particula se le denomina inferaccion, y como veremos, asi como existe

una gran variedad de medios s6lo hay unos pocos tipos de interacciones.

. Se.define una particula libre como aquélla que no estd sujeta a ningin tipo de
interaccion con el medio. Como veremos a lo largo del tema, todo medio ejerce algin tipo
de influencia sobre el movimiento de las particulas, con lo que las particulas libres no
existen. Sin embargo este concepto es de gran utilidad ya que en la practica se pueden
encontrar situaciones en las que la influencia del medio es despreciable o equivalente a la

63~
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que ejerce el vacio, es decir, ninguna. En estos casos se tendrd que las particulas se

comportan como libres.

Una vez introducida la nocién de particula libre, la primera ley de la Mecdnica
establece que "una particula libre permanece en reposo © Se mueve Con un movimiento
rectilineo uniforme respecto de ciertos sistemas de referencia, denominados sistemas de

referencia inerciales (SRI)".

Esta ley es conocida también con el nombre de primera ley de Newton o ley de inercia,
y establece la tendencia natural que tienen las particulas a no modificar su estado de
movimiento cuando no se les perturba. A esta propiedad se le llama inercia y también se le
puede ver como la resistencia que ofrecen las particulas ante una perturbacion externa.

Teniendo en cuenta esta primera ley y las transformaciones de Galileo vistas en el tema
anterior, se deduce facilmente que un sistema que tenga un movimiento de traslacién
uniforme respecto de un SRI, es también un SRI.

En efecto:

Sea 0,X,Y,Z un sistema de referencia inercial y Q' X", ¥",Z’ un sistema de referencia con
un movimiento de traslaciéon uniforme respecto de O. De las transformaciones de Galileo
se tiene que

v=v'+y,
y por tanto:

'— —
vV=v Vo

y como para una particula libre v es constante se tiene que v' también lo sera ya que v, lo

es, con lo que O’ serd un sistema de referencia inercial.

Ademas, esto implica que un SRI estd asociado a una particula libre. Por tanto,

también se trata de un ente ideal, aunque en la practica bajo determinadas condiciones
podemos considerar un sistema de referencia dado como inercial.

A los sistemas de referencia que no cumplen la ley de inercia se les denominan sistemas
de referencia no inerciales (SRNI) y como se ha visto, son aquellos que poseen respecto
de un SRI un movimiento distinto al de traslacion uniforme. Las leyes de la Mecanica
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seran establecidas en los SRI, y en el apartado 13 de este tema se formularan para los
SRNI.

Se define el momenio lineal de una particula como:
p=mv 3.1)

donde m es la masa y v es la velocidad de la particula. Sus unidades en el SI son m kg s’! y
su ecuacion de dimensiones es [p]=MLT-!.

Teniendo en cuenta (3.1) se puede expresar alternativamente la ley de inercia diciendo
que una particula libre se mueve con p constante respecto de un SRI.

Dado un sistema de n particulas (Fig.3.1), se define el momento lineal del sistema
como

P=D P =P +Prt+. P, (3.2)

i=]

siendo p; el momento lineal de la particula 7.

m
n,

g m,
m 26
®3 Tj

m
4
[ ]
m,
s
Fig. 3.1.

Se dice que un sistema de particulas esta aislado cuando las vnicas interacciones
posibles son entre las particulas del propio sistema, no existiendo influencia alguna del
" medio. La segunda ley de la mecdnica -establece que en un sistema de particulas aislado

n
p=2.p, =cte (3.3)

i=1
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esto es, el momento lineal total de un sistema aislado de particulas permanece constante.

Este resultado también se conoce con ¢l nombre de principio de conservacion del

momento lineal y una forma alternativa de expresarlo es:

Ap=_ Ap; = Ap; +Ap; +...+Ap, =0 (3.4)

i=1

Si se considera a una de las particulas de este sistema, por ejemplo la particula 1,
podemos ver al resto de las particulas como su medio (Fig.3.2).

Fig. 3.2,

Si se despeja Ap, de la ecuacion (3.4) se tiene:

N .
Ap, = ..Z Ap; = ~(Apy + Aps+...+Ap,) (3.5)
i=2

esto es, la variaciéon del momento lineal de una particula se debe a una variacién del

momento lineal de las particulas del medio. Por tanto, en una interaccion se intercambia
momento.

Si se divide la expresion anterior por un intervalo de tiempo, Az, y se hace tender a
cero, entonces

dp, _ _(dp,  dp, dp,
dr -(dt AP TR @.6)

Se define /a fuerza que ejerce el medio sobre la particula 1 como

FI:SEI_

. 3.7)
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Se observa que el concepto de fuerza representa la interaccién de una particula con su
medio. Esta definicion de la fuerza es precisamente la segunda ley de Newton. La unidad

de la fuerza en el SI es el Newton (N=kg m s2) y su ecuacion de dimensiones es la
siguiente [F]=MLT-2,

Recordando (3.1) se puede expresar (3.7) como

p=9P_ dlmv) (3.8)
df df
y si m es constante, entonces
dv
F=m—= 3.9
m p ma 3.9)

Si la particula es libre, de (3.8) y (3.9) se observa que F es nulo, ya que como hemos
visto, tanto p como v permanecen en este caso constantes.

La ecuacion (3.9) nos permite determinar el tipo de movimiento de la particula siempre

que se conozca la fuerza que actiia sobre ella. Para determinar la fuerza asumiremos que:
a) Se cumple el principio de superposicion que dice que:
F =F,; +F3+..+F, (3.10)

en donde Fy; es la fuerza que ejerce la particula i sobre la particula 1, supuestas ambas
aisladas del resto del medio (Fig.3.3).
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b) Las Fy; son conocidas.

Dadas dos particulas 1y 2, la tercera ley de la Mecdnica establece que:

R, =By (3.11)

en donde ademas la linea de accion de ambas fuerzas viene dada por la recta que une a
ambas particulas (Fig.3.4). A esta ley se le conoce también con el nombre de Principio de

Accion y Reaccion.

Fig. 3.4.

3.- Tipos de interacciones en la Naturaleza.

Desde el punto de vista de nuestra percepcion sensorial podriamos distinguir, en
principio, dos tipos de fuerzas: las de contacto (resistencia al movimiento de un objeto que
se desliza sobre una superficie rugosa, una patada al balén,...) y las interacciones a
distancia (fuerza de atraccion tierra-sol, fuerza de repulsion entre electrones,...). Sin
embargo desde el punto de vista de la Fisica no existe diferencia alguna entre estos dos
tipos de interacciones. En realidad en las fuerzas que hemos llamado de contacto, éste no
se produce realmente, siempre existe una distancia, aunque microscopica, entre las
moléculas de los objetos que interaccionan. Asi por tanto, la diferencia estd en nuestra
manera de percibir, incapaz de apreciar distancias microscopicas. Aun después de todo lo
dicho, en ocasiones, seguiremos manteniendo esta distincion entre fuerzas de contacto y a
distancia.

En el seno de la Mecanica Clasica se supone que las interacciones se transmiten de
forma mstantanea, es decir, con velomdad infinita. Hoy se sabe que ninguna interaccion se
puede transmitir a velocxdad mayor que la de propagacion de la luz. En la Fisica actual el
modelo de interaccion entre dos particulas consiste en los siguientes pasos:
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1) Una de las particulas emite otra, llamada particula mediadora, con el contenido de
la interaccidn (momento lineal y energia).

2) La particula mediadora se propaga de una a otra de las particulas que interactiian
con una velocidad menor o igual que la de la luz.

3) La segunda particula absorbe a la mediadora, adquiriendo asi la cantidad de
momento lineal y energia que transmitia esta particula.

Es importante sefialar que cuando una particula esta haciendo de mediadora no se
puede detectar. En este sentido se suele decir que las particulas mediadoras son virtuales.

Sin embargo, cuando las particulas se desplazan a velocidades pequefias en
comparacion a la velocidad de la luz el modelo de interaccion clasico (la interaccidn a
distancia se propaga instanténeamente) es buena aproximacién de la realidad fisica.

En la siguiente tabla mostramos las interacciones fundamentales existentes en la
Naturaleza, su intensidad relativa con respecto a la mas intensa de ellas, el alcance de la
interaccion, la particula mediadora y el escenario tipico donde actlian estas interacciones.

Interaccion Intensidad Alcance Particulas Escenario
Relativa  (metros) mediadoras
Nuclear fuerte 1 10-15 Piones Nucleos
Electromagnética 10-2 0 Fotones Atomos,moléculas
Nuclear débil 10-12 <1017  Bosones Desintegracion
Gravitatoria 1040 0 Gravitones Cosmos
| Tabla 3.1

Interaccion nuclear fuerte: Es responsable de la estabilidad de los nucleos
manteniendo unidos a sus constituyentes. Como se ve en la Tabla 3.1 las particulas
mediadoras son los piones (7, n% que tienen una masa en reposo de alrededor de 2.505x
10-28 kg. Un resultado importante es que el alcance, 7, de la interacciéon guarda una
relacion de proporcionalidad inversa con la masa de la particula mediadora. Esta es:

=t - (3.12)
2nc

donde & es la constante de Planck (6.626x10-34 Js~1) y ¢ la velocidad de la luz en el vacio
(2.998%10% ms™1).
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También son interacciones fuertes las responsables de la existencia del proton y del
neutrén que son estados ligados de tres particulas elementales llamadas quarks. Cuando la
interacciéon es entre quarks la particula mediadora es el gluon y a estas interacciones se les

denomina cromodindmicas.

Interacciones electromagnéticas: Son responsables de las interacciones entre los
electrones y el niicleo dentro de un 4tomo o las que gobiernan las interacciones entre los
tomos que forman las moléculas. Las interacciones entre objetos magnetizados o con
carga eléctrica son también de esta naturaleza. La particula mediadora es el fofon (Y) cuya
masa en reposo es nula. Este altimo hecho esti de acuerdo, segfin la expresion (3.12), con

que estas interacciones sean de alcance infinito.

Interaccion nuclear débil: A ésta se deben las desintegraciones f§ de los ntcleos y en
general todos los procesos en los que interviene un tipo de particulas elementales Hamadas
neutrinos. Asi esta interaccidn es la que gobierna el proceso de desintegracion de un
neutrén, n, en un protén, p, un electrén, e, y un antineutrino electronico, v,
(n—> p+e+V,). Las particulas mediadoras de este tipo de interaccion son los bosones
cargados (W+, W-) y el boson neutro (Z°) cuyas masas son del orden de 1.435x10-2° kg
para los primeros y de 1.623x10-2° kg para el tercero. Estas masas tan grandes, como se
observa en la expresion (3.12) son las que hacen que el alcance sea tan pequefio, mas de
100 veces menor que el alcance de las interacciones fuertes. Los trabajos realizados por
los fisicos Glasgow, Weinberg y Salam entre los afios 1962-68 llevaron a unificar esta
interaccidn a la electromagnética en una sola interaccion fundamental llamada electrodébil.

Interaccién gravitaioria: Esta depende de la masa de los objetos y son siempre
atractivas. Son las que gobieman el movimiento planetario o las responsables de las
mareas. Ademds esta es la Unica interacciébn que admite ser expresada mediante una ley
matematica sencilla, que es la ley de Gravitacion Universal de Newton:

mm'’
F, = —G—;;— u, (3.13)

donde G es la constante de gravitacion universal, m y m' son las masas de la particulas que
inferaccionan, 7 es la distancia que las separa v u_ es un vector unitario en la direccién de
ia iinea de unién de las dos particulas. Al igual que las otras interacciones fundamentales,
las gravitatorias tendrian que ser mediadas a través de una particula llamada graviton, que
tendria que tener masa nula (por ser de alcance infinito), de la cual no hay evidencia
experimental.
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Si observamos los alcances de estas interacciones fundamentales en la Tabla 3.1 es
facil darse cuenta que la explicacion de la Fisica a escala macroscopica se puede
fundamentar en s6lo dos de estas interacciones: las gravitatorias y las electromagnéticas.

Cuando estudiamos el movimiento de los objetos materiales en la Tierra, la Unica
contribucion gravitatoria apreciable es la fuerza de atraccion que la Tierra ejerce sobre el
objeto (su peso). De ésta manera todas las demas interacciones macroscdpicas tendran que
ser de origen electromagnético. Asi las tensiones en cuerdas y cables, las fuerzas elasticas,
las reacciones en apoyos (rozamientos), etc., son resultados estadisticos de tener en cuenta
las interacciones electromagnéticas de las moléculas de las superficies de los objetos en
contacto.

En este contexto de la fisica macroscopica las interacciones a distancia se explican
apoyandose en el concepto de campo. De esta manera cuando dos particulas interaccionan
a distancia suponemos que lo hacen segun el siguiente mecanismo: Una de ellas dota a una
regi6n del espacio de una serie de propiedades, esto es, que crea un campo en dicha
region, de manera que la otra particula (sensible a dichas propiedades) sufriria la accidn
del campo al penetrar en esta region.

4.- Fuerzas de reaccion en apoyos.

Cuando una particula material P se apoya sobre una superficie solida S se producen
interacciones de naturaleza electromagnética entre los atomos de las capas superficiales
adyacentes de la particula y la superficie sélida. Estas interacciones son dificiles de analizar
en detalle, pero su manifestacién macroscopica se puede modelizar mediante un par de
accion-reaccion (Fig.3.5) (R es la accién y R' la reaccion procedente de la particula y 1
representa el plano tangente a la superficie S).

N4 R
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. Ahora bien, como nos ocupamos del movimiento de la particula y consideramos fija la

superficie s6lo nos interesa R.

Normalmente R se descompone como suma de dos componentes (Fig. 3.5):

R=N+F, (.14)

donde a N que es perpendicular al plano tangente t se le denomina normal, y a Fy que esta
contenida en el plano tangente 1 se le llama fuerza de rozamiento o friccion.

4.1.- Fuerzas de rozamiento.

Podemos distinguir dos tipos de rozamiento: Rozamiento seco y rozamiento fluido.
4.1.1.- Rozamiento seco.

Es el producido entre dos cuerpos solidos. Algunas caracteristicas generales de esta
fuerza son:

a) Dependen de la naturaleza y condiciones de las dos superficies sélidas en contacto
(acabado, peliculas superficiales, temperatura, grado de contaminacion...), pero con buena
aproximacion no dependen del drea de contacto entre los dos sélidos.

b) Son tangentes a la superficie de contacto de ambos cuerpos.

c) Aparecen sobre ambos cuerpos al aplicar una fuerza sobre uno de ellos, pudiendo
haber o no deslizamiento relativo de éstos.

Para analizar este tipo de fuerzas supongamos un bloque que descansa sobre una mesa
horizontal,. pudiendo distinguir las siguientes situaciones que quedan reflejadas en la

Fig.3.6 y en el grafico de la Fig.3.7, donde se representa la fuerza de rozamiento frente a
la fuerza aplicada. '
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Fig. 3.6.

I) Inicialmente el bloque se encuentra en equilibrio bajo la accién de su propio peso y
la normal N. ‘

) Si ahora aplicamos una fuerza F que vamos aumentando gradualmente de manera
que el bloque no se pone en movimiento, por la segunda ley de Newton debe de estar
actuando sobre €l una fuerza igual y de sentido contrario Fr,, que se conoce como fuerza
de rozamiento estdtica. Se cumple entonces que:

F_=-F (3.15)

I) La situacion anterior se continiia repitiendo hasta que llega un momento en el que
la fuerza aplicada es tal que si se aumentase un poco su médulo, el bloque se pondria en
movimiento. A la fuerza de rozamiento en esta situacién limite se le llama fuerza de
rozamiento estdtica mdxima y se ha encontrado que su expresion es:

F_ . =—HNu, (3.16)
donde p. es el coeficiente de rozamiento estdtico, que es caracteristico de las superficies

en contacto y u,=v/v es un vector unitario en la direccién de la velocidad del bloque con
respecto a la superficie.
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IV) Una vez el bloque se pone en moviriento al seguir aumentando la fuerza aplicada,
la fuerza de rozamiento disminuye y toma un valor constante independiente de ésta, igual

a.
F,, = —MguNu, 3.17)

donde pg, es el coeficiente de rozamiento dindmico. En esta situacion a la fuerza de

rozamiento se le conoce como fuerza de rozamiento dinamica.

E E4
emax{ o v
FRd,'n """""""" -
)i
I e
F
Fig. 3.7
£t
S ) K
F
Fig. 3.8.

En numerosos casos practicos la situaci6n reflejada por la curva de la Fig.3.7 queda
idealizada por la gréfica de la Fig.3.8.

Para la mayoria de las sustancias p >, Algunos valores de estos coeficientes para
diferentes sustancias se muestran en la Tabla 3.2.

Material Peg Mo

Acero sobreacero . 0.74 057
Aluminio sobre acero 0.61 047
Vidrio sobre vidrio 0.94 040
Caucho sobre hormigén 0.90 0.80
Acero sobrehielo =~ 0.10 0.06

Tabla 3.2.
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4.1.2.- Rozamiento fluido.

Es el que tiene lugar entre capas contiguas de fluido que se mueven a diferentes
velocidades o el que sufre un sélido que penetra un fluido. El comportamiento de esta
fuerza depende de muchas cosas, incluyendo por ejemplo la forma del solido que se
sumerge en el fluido, la velocidad del objeto respecto del fluido y la naturaleza del fluido.
A estas fuerzas de rozamiento se les suele llamar fuerzas viscosas.

En bastantes situaciones practicas, cuando un objeto se mueve a bajas velocidades en
un fluido, la resistencia que pone el fluido al movimiento del sélido puede obtenerse por
una expresion del tipo,

F, =-bv (3.18)

donde b es una constante de proporcionalidad y v es la velocidad del sélido.

5.- Fuerzas elasticas.

Aunque ya se estudiard mas detalladamente este tipo de fuerzas, cuando se traten lo
medios continuos, conviene mencionar algunas de las caracteristicas mas importantes de
éstas, dada su importancia praictica.

Fig. 3.9.
Tomaremos como .ejemplo tipico de cuerpo elastico a un muelle o resorte (Fig. 3.9).

Cuando un resorte se estira 0 se comprime una longitud Ar=r—r; (siendo » su longitud
deformado y r, su longitud sin deformar), se verifica que dicho resorte ejercerd una fuerza
con €l objeto de recuperar su longitud original, cuya expresion es aproximadamente:

F, = —kAru, = —k[Axi+ Ayj+ Azk] = ~k[(x - x )i+ (y -y, )j+(z- 2, )k]  (3.19)
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donde % se conoce como la constante del resorte y u_ es un vector unitario en la direccion

del resorte. La expresion anterior se conoce como ley de Hooke y es valida siempre que la .

deformacion del resorte no supere un cierto limite. Obsérvese que cuando el resorte esta
estirado Ar>0, y entonces F,, tiene sentido opuesto a u, Del mismo modo cuando el
resorte estd comprimido Ar<0 y F,. tiene el mismo sentido que w,. Es decir la fuerza
elastica se opone a que P sea desplazado. En este sentido se suele llamar a esta fuerza
recuperadora.

6.- Momento angular. Conservacién del momento angular.

Se define el momento angular o cinético, L, , de una particula de masa m que se
mueve con velocidad v, respecto de un punto O, desde el cual se mide el vector de
posicion de la particula r, como (Fig.3.10)

Lo =rxp=rxmv=m(r xv) (3.20)

El momento angular es perpendicular al plano determinado por r y v. Sus unidades en
el SI son kg m? s y su ecuacidn de dimensiones es [L, o) = ML2T-1,

A
L,
Plano de movimiento
0 r
trayectoria
Fig. 3.10.

En general L, cambia (en magnitud y direccion) mientras transcurre el movimiento de
la particula. Si la particula se mueve en un plano y el punto O se toma en él, la direccién
de L, no cambia y permanece perpendicular a dicho plano. Un caso particular interesante
donde ésto ocurre cuando la particula describe un movimiento curvilineo en el plano. En
este caso si se calcula el momento angular respecto del punto O (Fig.3.11),

L, seri un
vector de médulo mr2w y direccidn la de la velocidad angular o. Esto es:
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Fig. 3.11.

L, =mrie (3.21)

En efecto:

En este caso la velocidad v se puede expresar como suma de una componente radial,

dr
v, = -d—tur’ y transversal, v, = r%?—ue (Fig. 3.11). Entonces L, sera

LC,=r><mv=m(r><v)=m(r><(vr+v9))=mr:»<ve (3.22)

ya que r es paralelo a v,. Por ello el médulo de L, es

Ly =mrv, sen— = -y =mr’w
2 dt
ya que ry v, son perpendiculares.

En cuanto a su direccién, ya que v, =@ x r, sustituyendo en (3.22), se tiene que:

L, =mrx(® xr)
y utilizando la siguiente propiedad del producto vectorial de tres vectores:

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a

se deduce que:

LO =mrie —m(r-o)r =mr’o

ya que como r es perpendicular a ® el segundo término de la expresion anterior es nulo.
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En el caso de un movimiento curvilineo en el plano L, puede variar en magnitud al

hacerlor 6 ®.

Un caso particular de movimiento curvilineo en el plano es el caso de un movimiento
circular (Fig.3.12). Asi, si se toma el punto O como centro de la trayectoria circular

descrita por la particula, L, vendra dado también por la expresion (3.21). En este caso la
distancia r permanece constante por lo que el médulo de L Gmicamente puede variar al

hacerlo @. Se tiene por tanto:

L, =mr’e (3.23

Fig. 3.12.

" |En efecto:
En el caso del movimiento circular v=v, con lo cual resulta inmediato verificar que se

cumple (3.23).

Se define e/ momento de una fuerza respecto de un punto O, M,,, como
M, =rxF (3.24)
Sus unidades en el SI son N m y su ecuacién de dimensiones es [M,] = ML?T-2,

El teorema del momento angular establece que:

— dLO
0= 4, (3.25)
En efecto:
Derivando (3.20) respecto a f se tiene
dL, d dr dp
=—(rxp)=— — =
bl vl B

=vxp+rxF=rxF
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Si el momento resultante de todas las fuerzas que actiian sobre una particula, respecto

a un punto O, es nulo, el momento angular respecto a ese punto se conserva. A esto se-

conoce como teorema de conservacion del momento angular.

Del teorema anterior se tiene que el momento angular se conserva respecto de
cualquier punto del espacio, cuando la particula es libre o bien Ia resultante de las fuerzas
que actdan sobre la particula es nula. Pero ademas se conserva también cuando la particula
se encuentra sometida a un tipo especial de fuerzas llamadas _fuerzas centrales. Se dice que
un campo de fuerzas es central cuando las direcciones de las fuerzas pasan por un mismo
punto llamado centro del campo (Fig.3.13).

Fig. 3.13

Si tomamos el punto O como centro de campo es facil observar que el momento
angular respecto a ese punto se conserva ya que r es paralelo a F y por tanto M=0.

La expresion de una fuerza central en coordenadas esféricas es,
F=F(r,0,0)u, (3.26)
Si F es s6lo funcion de r entonces se denomina fuerza central con simetria esférica.
Otro céso importante son las fuerzas arfales, que se caraéteriian porque su direccién

pasa por un eje fijo. En este caso, la componente del momento de fuerzas segiin ese ¢je es
nula, conservandose la componente del momento angular segun ese eje.
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7.- Impulso lineal y angular.
El impulso lineal de una fuerza en el intervalo de tiempo entre 7y 7" se define como
1= [Far (3.27)
Sus unidades en el SI son N s y su ecuacién de dimensiones es [/] = MLT-".

Se puede demostrar que el impulso lineal es igual a:

I=p'-p (3.28)

En efecto:
Teniendo en cuenta (3.8) se tiene que (3.27) es igual a:

¢ 1 dp o), .
1= [Far=[ —rdr= " “dp=p()-p(t)=p'-P

De manera analoga al impulso lineal, se define el impulso angular como
To=[M,dt (3.29)
y sus unidades en el SI son N m s y su ecuacion de dimensiones es [J] = ML2T-!,

De igual forma, se puede demostrar que:

Jo=L,-L, (3:30)

En efecto:
Teniendo en cuenta (3.25) se tiene que (3.29) es igual a:

1 dL ;
To = [Modi= [/ S0 = [ Pt = Lofr)- L) = L5 - L,

8.- Trabajo de una fuerza. Energia cinética.
Se define el trabajo elemental realizado por una fierza, SW, como:

OW =F-dr = Fiscos6 (3.31)
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donde el angulo 8 es aquél formado por la fuerza, F, y el desplazamiento, dr (Fig.3.14).
Generalizando (3.31), se define el rabajo realizado por una fuerza sobre una pélrticula,

que se desplaza desde la posiciéon 4 a la posicién B a lo largo de una trayectoria C
(Fig.3.14), como:

WC _ B _ B B
% = [E-dr = [ Fdscosd= [ Fdv+Fdy+Fds (3.32)

es decir, es la circulacion del campo F a lo largo de C entre los puntos 4 y B. La unidad
del trabajo en el SI es el Julio (J=N m) y su ecuacion de dimensiones es [W]=ML2T-2,

Fig. 3.14.

El trabajo en general depende de la trayectoria seguida por la particula. Esto es:

[E-dr#[F-dr (3.33)
AC, AC,

El trabajo realizado para desplazar una particula desde la posicion 4 a la posicién B a
lo largo de una trayectoria C, puede también expresarse como

B 1 1
W = _[AE dr= —z-mvf3 ~ Emvi (3.34)

En efecto:
Teniendo en cuenta que,

dp dv dv dr
. 2 e—— — e & = _.....__.._dt__—
F.dr= dr dr=m p dr=m ; :

dv m m
= m—d-t— vdt = —Z—d(v . v) = —Z—d(vz) = mvdv
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la expresion para el trabajo queda,

B

B B 1 1, 1 5

W: = odr = = —mv =—MmVg ~—mMV
e = JE-dr L{ngv [2 Lc 2 P o2 A

como queriamos demostrar.

Si se define la energia cinética como
1
E =—mv’
2

la expresion del trabajo queda

WS =E,(B)-E,(4)=AE,

(3.35)

(3.36)

lo que se conoce como feorema del trabajo y la energia cinética (o teorema de las fuerzas

vivas).

De (3.36) es inmediato comprobar como tanto la ecuacion de dimensiones como las

unidades de la energia cinética son las mismas que las del trabajo.

9.- Potencia.
Se define la potencia media, P, como:

m

A
At

donde Ar=tg—1,, es el tiempo que tarda la particula en desplazarse desde 4 hasta B.

Se define la potencia instantinea como

P=tim P _ W
A0 Af dt

y como 8/=F-dr la potencia instantinea puede también expresarse como,

dr
P=F.—=F.
@

donde v es la velocidad con que se mueve la particula.

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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La unidad de la potencia en el SI es el vatio (W=J s'1), aunque para ciertas aplicaciones

practicas se suele utilizar el caballo de vapor (CV=746 W). La ecuacién de dimensiones de
la potencia es [P] = ML2T-3.

10.- Trabajo realizado por una fuerza conservativa. Energia
potencial.

Una fuerza F es conservativa si existe un campo escalar U tal que:

ou, oU, oU
=z j——j———k=-VU 3.40
o & (3-40)
A la funcién U se le denomina energia potencial y su unidad en el SI es el Julio.
Entonces el trabajo realizado por una fuerza conservativa a lo largo de una trayectoria

cualquiera, C, sera:

WS =U(A)-U(B) =-AU (3.41)

En efecto:
De (1.50) hemos visto que la derivada direccional de una funcién escalar a lo largo de
una direccion cualquiera esté relacionada con el gradiente de dicha funcion por:

-(!—(—]-=VU'ur
dr

de donde se tiene:

dU =VU-dr, =VU -dr

con lo que el trabajo queda:

B B B
C _ . -_—— . . s -
we = L}; dr jAzU dr jA%U U(A)-U(B)

Algunas de las propiedades mis importantes de las fuerzas conservativas son:
1) Una fuerza es conservativa si y solo si su rotacional es nulo. Esto es, VxF=0.

2) Una fuerza es conservativa si y solo si el trabajo realizado entre dos puntos A y B es

B
independiente de la trayectoria recorrida por la particula. Es decir JAF(‘:- dr es independiente

de C.
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3) Una fuerza es conservativa si y solo si el trabajo realizado a lo largo de cualquier

trayectoria cerrada es nulo:

§F-dr=0

Seguidamente veremos cual es la expresion que toma U en el caso de ciertos campos
de fuerzas conservativas de especial interés, como son el caso de un campo de fuerzas
uniforme y un campo de fuerzas centrales con simetria esférica.

10.1.- Campos uniformes.

Un campo de firerzas uniforme se caracteriza en que F es constante en todo punto del
campo (Fig.3.15).

Y4
F
S
b
1 4
0] > X
Fig. 3.15.

Tomando F=Fj, se tiene que

y por tanto de la primera propiedad de los campos de fuerzas conservativos vemos que un
campo uniforme lo es.

Por tanto, este campo tlene asoc1ada una energia potenclal U, que podemos conocer
teniendo en cuenta que de la expresmn (3.40)

8U. oU. oU
F=-92;- 9% Uy g
P

con lo cual
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con lo cual

oz dx

con lo que U es solo funcion de x, e integrando la primera de estas expresiones obtenemos
U

Ju=-[Fex = Ulx)=-Fr+cte

y si se toma el origen de energia potencial en x=0, es decir U(0)=0, se tiene que cte=0 y
por tanto:
U(x)=-Fx (3.42)

Este tipo de campos representa aproximadamente bien situaciones reales. Asi por
ejemplo, si consideramos una region del espacio préxima a la superficie de la Tierra, y no
demasiado extensa, entonces en ella el campo de gravedad terrestre g se puede considerar
uniforme con buena aproximacién y crea sobre una particula de masa m una fuerza
constante, el peso, que como hemos visto tiene por expresion, P=mg=—mgk. Entonces
aplicando (3.42) tenemos:

U (z) =mgz
donde se supone que U(0)=0.
10.2. - Campos de fuerzas centrales con simetria esférica.

Teniendo en cuenta que en este caso, F=F(r)u,, se tiene que el rotacional de F

(expresado en coordenadas esféricas) es:

u, u u,
0 10 1 J 1 oF 10F
V xF=|— = =L, =0
* or rd® rsend Op| rsend (3(pue r o e
F 0 0
“ya que —gf—:%:O, y por tanto queda demostrado que se trata de un campo
¢

conservativo.
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A continuacién se determina la expresion que toma la energia potencial, U, en los
siguientes casos:;

<
r2

a) F=

Teniendo en cuenta (3.40) se observa que:

ouU 10U 1 oU _C
F“‘ar“'_?ae“""rsene acp““’"rZ“'
con lo cual:
ou oU ou dU
Fz=eie | —=0, —=0 = F=-—
or b oo dr

e integrando la primera de estas expresiones obtenemos:

JdU=-—J-§dr = U(r)=-f-+cte

y si se toma el origen de potencial en el infinito, es decir U(r)=0 cuando r—>w,se tiene que
cte=0 y por tanto:

Ulr)== (3.43)

Las fuerzas gravitatorias y las electrostaticas son fuerzas de este tipo. Para las primeras
C toma el valor -Gm, m;, y para las segundas el valor Kq, ¢

b) F=C(r-r;), donde r, es una constante. Procediendo de forma analoga al caso
anterior se tiene que para este campo la energia potencial U tiene por expresion general:

U(r) = -—21~C(r -r) +cte

y si se toma el origen de potencial en r=r,, es decir U(r,)=0, se tiene que cte=0 y por
tanto:

u(r) =—%Cf(r-—'ro)’ - (3.44)

La fuerza elastica es una fuerza de este tipo donde C=—#.
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11.- Principio de conservacion de la energia.
Se define la energia total (o energia mecdnica total) de una particula como
E=E +U (3-45)

De este modo, se observa que si todas las fierzas que actiian sobre una particula son
conservativas se conserva la energia total. Esto es:

E=E +U=cte (3.46)

En efecto:

Del teorema del trabajo y la energia cinética obtuvimos que el trabajo realizado por
todas las fuerzas para desplazar un objeto entre dos puntos cualesquiera 4 y B a lo largo
de una curva Ces

Wg=E(B)-E(4)=AE,
y si Unicamente estan actuando fuerzas conservativas se tiené adefiasTque:
We =U(4)-U(B)=-AU

e igualando ambas expresiones se tiene finalmente

AE,+AU=A(E, +U)=0
lo cual quiere decir que:

E=E +U=cte

12.- Teorema de la energia mecdnica.

Si sobre una particula estan actuando fuerzas conservativas, F, y no conservativas o
disipativas, Fy,, se tiene que:

Wy = AE (3.47)

y a esta expresion se le conoce como el teorema de la energia mecanica.
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En efecto:
En este caso, del teorema del trabajo y la energia cinética:

B B B
Wya = [F-dr =7 -dr+ [P -ar=E(B)-E.(4) (3.48)

Ademas, el trabajo de las fuerzas conservativas dard origen a una energia potencial, tal

que:

B
f F, -dr = U(d4) - U(B)
A
con lo cual la expresién (3.48) queda:

Wy +U(4)-U(B) = E,(B)-E,(4)

B
donde W = J'A Fyc -dr. Con lo cual se tiene:

W, = E(B)-E(4)= AE

13.- Leyes de la Mecdnica en los SRNI

Hasta el momento se han enunciado las leyes de la mecanica en los SRI. En muchas
situaciones reales no se dispone de un sistema de referencia inercial por lo que se hace
necesario establecer las leyes en los SRNI. Ademas en algunos casos, incluso disponiendo
de un SRI, se hace mas sencillo resolver algunos problemas en estos sistemas.

Considérese un SR1, O,.X.Y,Z, y un SRNI, O'X"Y"Z'. De la ecuacioén (2.56) del tema
anterior se tiene que

a=a'+a +axr+2(exv)+o x(o xr')

Si multiplicamos la relacion anterior por la masa m de la particula, y se tiene en cuenta la
segunda ley de Newton, se tiene que

F=ma'+m(h°, +a xr' +2(o XV')+@ x(m xr’)) - (3.49)

En la expresion anterior aparece en el primer miembro la fuerza a la que esti sometida la
particula. En el segundo miembro se tiene la masa de la particula multiplicada por su
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aceleracion respecto del sistema no inercial, y un segundo término que da cuenta del
estado de movimiento de O',.X,Y"',Z’ respecto de 0,X,Y,Z al que denominaremos término
inercial.

Con la ecuacion anterior queda resuelto el problema fundamental de la dinimica para
el observador no inercial ya que conociendo la influencia del medio sobre la particula, a
través de F , y su estado de movimiento respecto de un observador inercial, a través del
término inercial, determina a' y a partir de ésta la velocidad y la posicion.

De esta forma las leyes de la Mecanica vendrian dadas para un observador no inercial
por la ecuacién (3.49). No se cumpliria la ley de inercia ya que una particula libre podria
estar acelerada a causa del término de inercia.

Esta forma de establecer las leyes presenta dos inconvenientes. El primero es que el
observador no inercial podra utilizar la ecuacion (3.49) Gnicamente en el caso de conocer
su estado de movimiento respecto de un observador inercial. Y el segundo es que es de

desear que las leyes de la mecanica sean lo mas parecidas posible en los dos tipos de
sistemas de referencia.

Existe una forma aiternativa de presentar las leyes que consiste en considerar el
término de inercia como una fuerza. Si se denota por F; a este término con signo menos, al
que llamaremos en adelante fuerza de inercia, se tiene para un observador no inercial que

F'=ma’ .
F'=F+E (3.50)
F = -—m(ao, +axr+2oxv)+o x(o x r'))

consiguiendo de esta forma mantener la forma de la segunda ley de Newton. Ademas
ahora los observadores no inerciales resolverian el problema fundamental de la dinimica
exactamente igual que los inerciales: determinando las fuerzas que actian sobre la

particula.

-Con la introduccién de las fuerzas de inercia las leyes en estos sistemas quedan:

1.- Si sobre una particula la fuerza que actia (considerando también las de inercia) es
nula, entonces se mueve con velocidad constante o momento lineal constante.
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!
2.- F’ =——£—=ma'

La diferencia fundamental estd en que para los observadores no inerciales el medio no
es el tnico agente que puede causar una aceleracién sobre una particula. Esto se ve
facilmente en la ecuacién (3.50) en donde si no hay medio, F=0 , puede haber aceleracion
debido al término de inercia.

Las fuerzas de inercia son denominadas también fuerzas ficticias en el sentido de que,
como se observa en la ecuacidn (3.50), son debidas al estado de movimiento del
observador y no a una interaccién con el medio. Esta fuerza estd compuesta de cuatro

términos de los cuales al término —2 m(m X v') se le llama fuerza de Coriolis, al término

—mo x (0 xr') fuerza centrifugay al término —mao xr' fuerza azimutal.

A continuacion se presentan algunas situaciones en las que aparecen las fuerzas de
inercia.

1.- Si 0'X,Y",Z’ sélo se traslada con aceleracion a  respecto de O,X,Y,Z.
0=0a=0=>F =-ma,

2.- Rotacién de O'"X’,Y",Z’ con velocidad angular constante y origen fijo.

= ct =0
oo TR 2o xv) - x(oxr)

Si ademas la particula se encuentra en reposo respecto de O' X" Y’ Z’ o se mueve en una
recta paralela al eje de rotacion se tiene

o=cte>a=0
a, =0 =F =-mo x(o xr')
v =000l
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TEMA 4. DINAMICA DE LOS SISTEMAS DE
PARTICULAS.

1.- Definicion de sistema de puntos materiales. Clasificacion.

En el tema anterior se ha tratado la dinamica de un cuerpo sin tener en cuenta sus
dimensiones. Hay ocasiones en las que es necesario considerar las dimensiones del objeto
en estudio (su estructura interna). En estos casos se utilizan modelos mas complejos para
el estudio dinimico, denominados sistemas de particulas o de puntos materiales. Estos
admiten la siguiente clasificacion:

deformables
rigidos
deformables
rigidos

Discretos{
Sistemas de particulas

Continuos {

'Los sistemas de particulas discretos son los que constan de un niimero finito de puntos
materiales (Fig.4.1). Cuando bajo la accion de una fuerza no se modifican las distancias

relativas entre las particulas constituyentes del sistema, se habla de un sistema de

s
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particulas rigido. En caso contrario el sistema es deformable.
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Fig. 4.1 Fig. 4.2
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Se dice que un sistema de particulas es continuo cuando se supone que la distribucion
de materia llena completamente el volumen que ocupa dicho sistema (Fig.4.2). Los
sistemas continuos son deformables cuando cambian su forma bajo la accion de una
fuerza. Por el contrario, cuando la forma no varia se habla de un sistema rigido.

Aunque en realidad a nivel microscépico, todo objeto material tiene una estructura
discreta compuesta por un nimero elevado de puntos materiales (moléculas, atomos,
particulas elementales, etc., segun sea la escala con la que se esta estudiando el problema),
para estudiar el comportamiento a nivel macroscépico de los cuerpos se les considera

como sistemas continuos en muchas aplicaciones.

En lo que sigue de capitulo estudiaremos la dindmica de un sistema de particulas
discreto formado por » puntos materiales de masas m,, m,,...., m, y localizados en las
posiciones ry, r,,..., r,, respecto a un sistema de referencia inercial.

2.- Fuerzas interiores y exteriores.

Ya que las particulas que constituyen el sistema pueden interaccionar entre si o con
otras particulas ajenas al mismo, es conveniente distinguir entre dos tipos de fuerzas:

a) Fuerzas exteriores: Son las fuerzas ejercidas sobre las particulas del sistema por
agentes externos a dicho sistema. Asi F; ser4 la resultante de las filerzas exteriores sobre
la particula 7 (Fig.4.3).

b) Fuerzas interiores: Son la fuerzas que ejercen entre si las particulas constituyentes
del sistema. Supondremos que este tipo de fuerzas cumplen la tercera ley de Newton v,
que por tanto, estan dirigidas segiin la recta de unién de cada dos particulas. Asi, si f;
representa la fuerza interior que actua sobre la particula i debido a su interaccién con la
particula j (Fig.4.3), se tendra que:

f; =1, (4.1)
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Fig.4.3

De (4.1) se desprende que en un sistema de particulas la resultante de todas las fuerzas
interiores es nula, esto es:

n n

>t = 4.2)

=l j=1

En efecto:
Como una particula no interacciona sobre si misma f, = 0 y, por tanto:

33 6=3 30 =320 =3 (6 +1,)

i=1 j=1 i=l J:l i<j i> i<
=]

y en virtud de (4.1) el término en paréntesis en la expresién anterior sera nulo, ya que:

con lo cual el sumatorio anterior sera nulo.

3.- Movimiento de un sistema de particulas.

El momento lineal de un sistema de particulas, p, se define como

p= Zp, _va '(4.3)

i=1

donde p; , m; y v; son el momento lineal, la masa y la velocidad de la particula .
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94  Dindmica de los sistemas de particulas

El feorema del momento lineal o ecuacién del movimiento de un sistema de particulas

establece que

p -3 (4.4)

dt

n .
donde F* =Y F;, es la resultante de las fuerzas exteriores que actuan sobre el sistema.

i=1

En efecto:
Si F, es la resultante de las fuerzas que actian sobre la particula 7, es decir:

F, =F +f, +f,+...+, =F + D _f;

=1
el movimiento de la particula 7 viene gobernado por la ecuacion (3.8),
dt

de modo que sumando para todas las particulas del sistema, obtenemos por un lado
teniendo en cuenta (4.2):

n

Z]F = Z(F +§fﬁ) = Z;F s3I0 = F

= i=1 j=t

y por otro lado, teniendo en cuenta (4.3):

n

dp _df< ) dp
2 “dz(zp")' ar

i=1

e igualando ambas expresiones obtenemos (4.4).

El teorema de conservacion del momento lineal establece que si la resultante de las

fuerzas exteriores que actian sobre un sistema de particulas es nula el momento lineal del
mismo Se conserva.

En efecto:

De la expresion (4.4) observamos que si Fe=0 esto quiere decir que el momento lineal,
p, ha de permanecer constante en el tiempo.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



Dindmica de los sistemas de particulas 95

Elimpulso mecdnico de un sistema de particulas, I, se define como
1=31, (4.5)
i=1
donde [, es el impulso correspondiente a la particula 7.

Elimpulso mecanico de un sistema de particulas verifica la siguiente relacion -

"
I= jt Fed = p(t") - p(t) = Ap (4.6)

En efecto:
Para la particula i se tiene que:

t' t a
I = jt Fdr = jt (Fi°+§fidet=pi(t’)—pi(t)

y sumando para todas las particulas del sistema se tiene por un lado, considerando (4.2):

I= ZI_ZJ'th Zj (F+Z ) jZF°d1+J‘ ZZ dt = J' Fods

i=1 i=1 i=l j=I

y por otro lado, teniendo en cuenta (4.5):

1= 2 0= 2P () =2 ()~ Sp () =plr)-p(0)= 20

i=1 =1

e igualando ambas expresiones obtenemos (4.6).

4.- Centro de masas. Propiedades.

Para un sistema de particulas el centro de masas se define como el punto geométrico
~ cuya posicion respecto a un sistema de referencia es:

n

= i (4.7
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96  Dindmica de los sistemas de partz'culas

donde M es la masa total del sistema. Esto es:

M= zn:mi (4.8)

Se define la velocidad del centro de masas como

Ve =__.d§<;M (4.9)

pudiéndose expresar también a través de

_a (4.10)

En efecto:
Derivando (4.7) respecto a f teniendo en cuenta que la masa permanece constante

n

Zmiri n n n n
_d| < _1d 1 dri=1 dr, 1
Voum =% !,ﬂ i (dt(z :miri)-'—n [‘2 :mi " _?\.f-z :m; &M 2 :mivi

i=1 =1 i=1 i=1

obtenemos (4.10).

De forma analoga, la aceleracion del centro de masas se define como

n
2 ma,
_ vy

= - i=1
Ay a4 Y, (4.11)

Teniendo en cuenta las expresiones (4.10) y (4.3) se tiene que el momento lineal del
sistema se puede expresar como

P=2mv;=Mve, (4.12)

i=l |

y de (4.4), utilizando las expresiones (4.11) y (4.12)

._dp_d dv
== E(MVCM) =M—2t=Ma, (4.13)
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Los resultados de las expresiones (4.12) y (4.13) nos llevan a enunciar el teorema del
centro de masas, que dice: El centro de masas de un sistema de particulas se mueve como
un punto material con una masa igual a la del sistema, M, y con una fuerza resultante
aplicada en él, igual a la resultante de las fuerzas exteriores que actian sobre el sistema,

Fe.
5.- Momento angular, Teorema del momento angular.

El momento angular de un sistema de particulas con respecto a un punto O se define
como:

Lo= iLO; ==§n: I, Xmv; (4.14)
i=1 i=)

donde L; es el momento angular de la particula i con respecto al mismo punto O.

El teorema del momento angular para un sistema de particulas establece:

dL,
df

=M = ) r, xF (4.15)

i=1

En efecto:
Por simplicidad se justificar4 el teorema anterior para el caso de dos particulas (Fig.
4.4),

€
Y F,
ZA 2
')
I,
f
N 12
F,
vy
5
o Y

- Fig. 4.4.
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De este modo, el momento que actiia sobre la particula 1 sera:

. dL,,
Mo, =r xF=r ><(F,°+f,2)=rl,xF1 +r xf, =——

y el momento que actuia sobre la particula 2 sera:

. dL,,
M,, =r, xE,=nr, x(F§+f2,)= r, XF; +1, xf, = ——=

Sumando ambos momentos tenemos que

M, =M, +M,, =5 xE +1, xE +(r, - 1) xf,

— ] e __ € (] = e
=nxF+nxF =M, +M_ My

ya que r,,=r,-r, es paralelo a f},.

Y ademas considerando (4.14) se tiene también que:

dL, dL d dL
M, =M, +M,, =-—d-;‘1+——‘-1—t91=-&-t—(L0, +Lg,)= dto

e igualando ambas expresiones obtenemos (4.15).

El teorema de conservacion del momento angular establece que si el momento
resultante de las fuerzas exteriores que actiian sobre un sistema de particulas, respecto de
un punto O, es nulo, el momento angular del sistema respecto al punto O se conserva.

En efecto:
De la expresion (4.15) observamos que si Mg, =0 esto quiere decir que el momento
angular respecto al punto O, L, ha de permanecer constante en el tiempo.

6.- Energia cinética. Teorema del trabajo y la energia cinética.

La energia cinética de un sistema de particulas se define como
n

z 1
E =3FE, =Z-2—miv? (4.16)

i=1 i=1

y el trabajo debido a las fuerzas exteriores como
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W = Zl j:ci Fe-dr. “.17)

Analogamente el trabajo debido a las fuerzas interiores se define como

w=>S Mf dr =Y j f,-dr, (4.18)

iml =l

donde A y B indican el estado en el que se encuentra el sistema en los instantes ¢, y 7,
respectivamente, dr; es el espacio recorrido por la particula 7 a lo largo de la curva C; en
un tiempo dz, y dr; = dr; - dr;.

En efecto:
La igualdad de la expresion (4.18) se deduce del siguiente modo:

ZZJ’ f-dr, = Mf -dr, +Z &cf -dq=;f:cifﬁ-dri+z; :ijﬁ-drﬁ

iml  jul
n B n B
= ‘Z’ . fij o _;LCI fij 'dl'_,- =iZjJ'A.Cﬁfij ‘(dri - drj) B izq'[&CiJ fi.i 'drij

El teorema del trabajo y la energia cinética éara un sistema de particulas establece
que:

E(t;)-E,(t,) =W + W2 (4.19)

En efecto:
De nuevo, por simplicidad, se justificard este teorema para el caso de un sistema de
dos particulas de masas m, y m,, sujetas a la accion de las fuerzas exteriores ' y F;, e

interiores f,, y f,, (Fig.4.5).

A
PSS .
f ar,
) P ) )
fiz 2" 2
v‘ d
L1/ 0 Y
¢
g X C,
Fig. 4.5
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100  Dindmica de los sistemas de particulas

La ecuacion del movimiento para cada una de las particulas es

F =F +f, =ma,
F,=F +f,, =ma,
y multiplicando escalarmente estas ecuaciones por los espacios recorridos por cada
particula en un intervalo de tiempo dt, esto es, por dr, y dr,, se tiene

ma,-dr, =F’-dr, +f, -dr,
mya,-dr, =F; -dr, +f, -dr, =F; -dr, - f,, - dr,

Integrando ambas ecuaciones entre los instantes 7, y g se obtiene,

B B . B
o, i edn = [ Fdn+ 6, dn

B B " B _ B e B
o, Mty e, = L;c, F;-dr, + Lc, £, -dr, = J.A,c, F-dr, - _"A‘c:fm dr,

y sumando ahora ambas ecuaciones, teniendo en cuenta que

dv, dv, dr dv, dv.
ai.dri:-—!..di_____.__dt______ i -
a T @ T g des

=v.-dv. =Ld(v.-v)=Ldv? =
v, -dv; 2d(vl V) 2dvi =v,dv,

resulta
B B B B B
- LR <, .
J'A,C, myv,dv, + ch myv,dv, = Lch, dr, + J'Mz F; -dr, + Lcufu dr,,

Abhora bien, considerando que:

fimviav, ‘-"'"( Vi) -vi()) = £, () £, (t.)
[ Frdn+ [ B ar, =

B .
= it
-'.A.Cn fip-dr, =Wyp

obtenemos finalmente:

(B )+ £, (6))- (B, (1) + E.,(1,)) = + Wy
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esto es:
AE, = E (1)~ E,(1,) =Wz + W3

7.- Movimiento del sistema en torno al centro de masas.

En este apartado se establece la relacion que existe entre la descripcion del movimiento
del sistema de particulas con respecto al sistema fijo, OXYZ, denominado también sistema
laboratorio (SL), y la correspondiente descripcion con respecto a un sistema que tiene su
origen en el centro de masas y que mantiene los ejes paralelos a los del sistema fijo,
O'X'Y'Z'. A este Gltimo se le conoce como sistema centro de masas (SCM).

De este modo, la relacion que existe entre la posicién de la particula 7, con respecto al
SL, r;, y al SCM, r/ (Fig.4.6), es:

I =r+ry, (4.20)

siendo r,, la posicion del centro de masas con respecto al SL.

Fig. 4.6.

Con respecto a las velocidades la relacion existente es

vV, =V +Vy, (4.21)

101
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En efecto:
Si derivamos con respecto al tiempo la expresion (4.20) se tiene:

dn,_ by dry

) S 3

d dr dr
y como los ejes del SCM se mantienen siempre paralelos a los del SL:
dr’

—Ll =y
e !

y obtenemos la expresion (4.21).

De forma analoga a las velocidades, la relacion existente entre las aceleraciones es:
a, =a/+aq, (4.22)

De las expresiones (4.20), (4.21) y (4.22) se deduce que:

zn:miri’zo » imivlf:() ) En:miai'=0 (4.23)
i=1 i=l

i=1
lo que implica que el momento lineal del sistema con respecto al SCM es nulo. Esto es:

p'=Mvy =Y mvi=0- (4.24)

i=]

En efecto:

Solo se demuestra la primera de las igualdades de (4.23), siendo ia demostracién de las
dos restantes completamente aniloga. Asf teniendo en cuenta (4.20) y (4.7):

n n n n
! = — —
Zmiri = Zmi(ri ""cM) = Zmiri - ZmirCM =
i=1 i=1

i=l i=1

n n n
= Zmiri - Mrg, = Zm,.rl. -—Zmiri =0
i=1 i=1

i=1

La relacién entre el momento angular del sistema con respecto al SL, Ly, vy el
moinento angular con respecto al SCM, Ly, es: |

Lo =L +Lg =Lo +r_, x Mv (4.25)

M
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donde a L, se le llama momento angular intrinseco o spin'y a L, que es el momento
angular del centro de masas con respecto al SL, momento angular orbital.

En efecto:
Se demuestra (4.25) teniendo en cuenta que el momento angular de la particula 7 del
sistema respecto al SL es

Lo, =x,xp; =1, xmy; =(ri’+rCM)xmi(vi'+vCM) =

— ! 14 L ’

y sumando para todas las particulas, se tiene

L, =2n:Loi = iri’xmiv{-'rir{x myv oy -i-ircM ><miv’+zn:rCM X PV o

i=1 i=1 i=] i=1l i=1

El primer sumando de esta expresion representa el momento angular del sistema respecto
del SCM. Esto es:

n n n

’ [ J— ’ [ — —_—
E r’xmv;= E r'xp/= E Lo, =Ly
i=) i=1 i=1

El segundo sumando es nulo ya que teniendo en cuenta (4.23) resulta:

n n
Zq’xmich = (Zmir{) XV =0

i=l =1

De forma analoga el tercer sumando es nulo ya que considerando (4.23) de nuevo resulta:
n - n

' er X MV] = Ty meivg =0
i=l i=1

Por ultimo el cuarto sumando es igual al momento angular del centro de masas respecto
del SL. Esto es:

n n

> Koy XMV =Ty X 2 MV =Ty x(i’"i)"cm =
’ i=1

i=1 ; _ i=1

=gy XMy =g xp =Ly

y por tanto se observa que se verifica (4.25).
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El teorema del momento angular para el SCM establece:

Lo = Y HxE (4.26)

En efecto:
Si se deriva la expresion (4.25) respecto al tiempo se obtiene:

dL, dL,  dr,, dveu _
=" 4 X MV oy + e X M =
dr dt  dr o T dt
=Gl |y X Mg+ X F° =

dr

El primer término de esta ecuaci6n coincide, por el teorema del momento angular, con el
momento total con respecto a O, pudiendo expresarse:

Mg~d(1; Zl(r'+rCM)xF°

=Zri'x | -i‘ZrCM x B¢ =Zri’x FS +rg, xF°

i=1 i=l i=1

y comparando estas dos ultimas expresiones se observa que:

dL,. e _ N e
p” =M'—Zl‘i><Fa

i=l

En cuanto a la energia cinética la relacién que existe entre aquella observada por el SL
y el SCM es:

E =E +- Mvz Z—;-mv +-A1v2 4.27)

i=1

y recibe el nombre de Teorema de Koening.

En efecto: | 1

Haciendo uso de la expresion (4.21) se tiene:
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E = i-;—mivf = i—;-m,(vi’ + VCM)2 =

P per

n 1 2 n n 1 2
— —_— ! ', —
= Z mevi +Zmivi Veum '*'Z 5 MV ey

i=] i=1 i=1

y como el segundo sumando es igual a

imiv{ Vo = (imivi’) Vou =0

i=l i=1

donde se ha hecho uso de la ecuacion (4.23), entonces queda:

E,=Ytmy +-1-(Z m) Vi = B += My,
‘ i 2 2\5 2

8.- Energia potencial de un sistema de particulas.

Cuando las fuerzas exteriores que actdan sobre un sistema de particulas son
conservativas, existe para cada particula, 7, una energia potencial externa, U, que da

cuenta de la interaccion descrita por F;, de forma que:

3

F =—grad(Uf) = -VU; (4.28)

Teniendo en cuenta la expresion (4.17) se tiene que el trabajo realizado por las fuerzas
exteriores es igual a:

n B . n B . n B .
W = Z} oo o = Z} [, "YU -dr = Zl- [, dU: =

= (U (4)-Ur(B) = LU(A) - 2UE(E)

"y definiendo la energia potencial externa de un sistema de particulas como:

7= =3 U (4.29)

i=1

se tiene que:
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W= =AU (4.30)
Del mismo modo, cuando las fuerzas interiores son conservativas, se puede describir la
interaccién entre dos particulas cualquiera del sistema 7 y j por ‘medio de la energia

potencial correspondiente a dicha interaccion, U;. Esta energia potencial verifica que:

1) U; es vélida tanto para explicar la accion de la particula i sobre j, como de la

particula j sobre 7.

2) U; = 0 para cualquier 7, ya que f; = 0.

3) U; sdlo depende de la distancia entre las particulas 7 y j. O sea, U; =U; (rij) para
cualquier 7y .

4) Para una evolucion del sistema de un cierto estado 4 a otro B, se cumple:

[t -dry = -AU; =U(A)-Uy(B) (4.31)

A partir de esta tltima expresién y utilizando también (4.18) se tiene que:

Wa=3 :Ci f,-dr, = }:‘J(Uﬁ (A)-U,(B))= _S:U,.,.(A) - ivﬁ (B)

i<j i<j i<j i<j

y definiendo la energia potencial interna del sistema de Dparticulas como:

U™ =3"U, (4.32)

i<j
se tiene que:
W =~-AU™ (4.33)

9.- Conservacion de la energia.

Se define la energia propia de un sistema de particulas como
- CE=E+UM - (4.34)
De este modo, si las fuerzas internas son conservativas se cumple que: |
Ws =E,(B)-E,(A) = AE, (4.35)
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En efecto:
Si las fuerzas internas son conservativas la expresion (4.19) del teorema del trabajo y la
energia cinética para un sistema de particulas queda: |

E,(B)-E,(A)= W - AU =Wz +U™(A)~U™(B)
esto es:

Wa =(E,(B)+U™(B))-(E.(a)+U™(A)) = E,(B)~ E,(A)

Si ademas el sistema de particulas est aislado, entonces se cumple que:
AE,=0 = E(A)=E,(B) (4.36)

esto es, la energia propia de un sistema aislado se conserva.

En efecto:
Si el sistema estd aislado, entonces W,; =0 ya que no interactia con su medio

exterior, y entonces (4.35) queda como :AE, = 0.

La energia propia del sistema con respecto al SCM se denomina energia interna. Esta
es: '
E =E +U™ (4.37)

donde se ha tenido en cuenta que la energia potencial interna es invariante al cambio de
sistema de referencia, ya que depende unicamente de las distancias relativas entre las

particulas del sistema.

Se define la energia total del sistema de particulas como:
E=E +U™+U™ (4.38)

De este modo, si tanto las fuerzas externas e internas son conservativas se cumple que:.

AE=0. = E(A)=E(B) (4.39)

esto es, la energia total se conserva.
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En efecto:
Si en un sistema de particula: -anto las fuerzas externas como las fuerzas internas son

conservativas, la expresion (4.35; 1oma la forma:

AE, + AU =0 = A(E,+U™)=A(E, +U™ +U™)=0

En el caso en que actiian sobre el sistema fuerzas exteriores conservativas y disipativas

(no conservativas) se tiene que:

(W), = AE (4.40)

donde (Wg)d es el trabajo debido a las fuerzas exteriores no conservativas.

En efecto:
Si sobre el sistema actiian fiierzas exteriores conservativas y disipativas, la expresion
(4.35) toma la forma:

(W), -AU==48E, = (#2),=A(E,+U™)=AE

P

10.- Fuerzas impulsivas y colisiones.

Un tipo de fuerzas importantes son las denominadas fuerzas impulsivas que se
caracterizan por ser muy intensas y actuar durante un intervalo de tiempo muy pequefio,
con lo cual su impulso durante este corto intervalo de tiempo no es nulo. Asi son fuerzas
de este tipo las que gobiernan la explosion de una granada, o las de los fenomenos de
percusion (patada a un balon, batazo a una pelota,...).

Durante los pequefios intervalos de tiempo en que éstas actiian, se puede considerar
nulo el impulso del resto de las fuerzas actuantes sobre el sistema. En el caso de que en un
sistema de partlculas actien fuerzas impulsivas i internas, por la expresiéon (4.6) se observa
que durante el corto intervalo de tiempo en que éstas actian se verifica que:

1= ["Fdr=p(ip)-p(,) =0

lo que implica que:
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p(t,) =p(t,) (4.41)

donde 7, es el instante en que comienzan a actuar las fuerzas impulsivas y #, cuando
terminan de acabar.

Es importante distinguir entre (4.41) y el principio de conservacion del momento lineal,
ya que este ultimo afirma que el momento lineal del sistema tiene el mismo valor en
cualquier instante de tiempo, mientras que (4.41) tan solo indica la igualdad de los
momentos lineales del sistema en los instantes 7, y 7, sin afirmar nada sobre el momento
lineal en un instante fuera o, incluso, dentro del intervalo de tiempo comprendido entre #,

y Ip.

Un fenémeno muy importante que se encuentra gobernado por la accion de las fuerzas
impulsivas son las colisiones. Una colision es la interaccion entre dos o mas particulas que
tiene lugar en un intervalo de tiempo muy pequefio, en una region delimitada del espacio,
que tiene una gran intensidad y en la que, como en toda interaccion, se intercambia energia
y momento. Las fuerzas impulsivas que gobiernan el problema pueden ser muy
complicadas o incluso desconocidas. Ahora bien, durante el corto intervalo de tiempo en
que éstas actian se puede despreciar el impulso debido a las fuerzas exteriores, y ademas
su trabajo, ya que la colision se produce en una region delimitada del espacio. Por tanto, si
t, v tp son respectivamente el instante justo antes y justo después de la colision, en virtud
de (4.36) y (4.41) se tiene que:

p(tA ) = p(tD)

. : 4.42
(B, +U=)2,) = (E.+U)(x,) @42
Para una colisién entre dos particulas se verificara:
p](tA)+p2(tA) =p1(tn)+P2(tD) (4.43)
y
Ecl (IA) + Ecz (tA ) + UIZ (tA ) = Ecl (tD) + Ecz (tD ) + U]2 (tD) (4‘44)

Aquellas colisiones en las que no hay un cambio en la energia potencial interna, se les
denomina colisiones eldsticas, y para éstas la expresion (4.44) se reduce a; .

E, (t)+E, (1) =E, () +E., (1) (4.45)
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110  Dindmica de los sistemas de'partt‘culas

Cuando Io anterior no se cumple a las colisiones se les llaman colisiones no eldsticas o

ineldsticas. De entre las colisiones no eldsticas (inelasticas) podemos destacar las

fotalmente ineldsticas, que se caracterizan por la union de las dos particulas en una
después de 12 colision, quedando (4.43) como:

p,(2,)+p,(t,) = (my +m, )V(1;,) (4.46)

Este formalismo de colisiones entre particulas es valido para explicar los choques entre
cuerpos con dimensiones, si el centro de masas de los cuerpos que colisionan se
encuentran en la denominada /inea de chogue. Esta linea de choque es la normal a las
superficies de contacto durante el choque. Estos choques son llamados chogues centrales.
Cuando esto no ocurre el choque se llama excéntrico.

Puede ocurrir que un choque no sea perfectamente elastico ni tampoco totalmente
inelastico. El grado de elasticidad de un choque viene dado por un nimero que recibe el
nombre de coeficiente de restitucion, p, que se define como:

p= Vz(tn)—vx(tn)

= 4.47
Vi(tA)_Vz(tA) ( )

Si p=0, la colision es totalmente inelastica y si p=1, la colision es elastica.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



TEMA 5. CINEMATICA Y DINAMICA DEL
SOLIDO RiGIDO.

1.- Introduccién. Grados de libertad.

Un s6lido rigido, como ya fue mencionado en el tema anterior, es un caso importante y
especial de sistema de particulas, en el cual las distancias relativas entre todas sus
particulas permanecen constantes.

En la naturaleza un gran nimero de objetos se comportan, con muy buena
aproximacién, como un sélido rigido. Esto se debe a que las fuerzas que actiian sobre sus
particulas no son lo suficientemente intensas como para variar apreciablemente, desde un
punto de vista macroscdpico, las distancias relativas. Cuando las fuerzas modifican estas
distancias, hay que recurrir a otros modelos para realizar el estudio.

En el siguiente apartado se abordaran los aspectos cinematicos del movimiento del
solido rigido y se discutird cuantos pardmetros son necesarios para determinar la posicion
del solido en cada instante de tiempo. Al niimero de estos parametros se le llaman grados
de libertad del movimiento. Como habitualmente la posicién viene determinada por las
coordenadas, los grados de libertad suelen ser el nimero de coordenadas. Sin embargo en
algunas situaciones es mas conveniente especificar la posicion no con coordenadas sino
con otro tipo de parametros.

En el caso de una particula se vio que su posicion quedaba determinada con x(9),)(?) y
z(?). Por tanto en el movimiento mas general de una particula se tienen tres grados de
libertad. Si el movimiento de la particula esta limitado a ciertas regiones del espacio, los
grados de libertad disminuyen. Por ejemplo, si se le obliga a moverse por una determinada
recta y se elige el eje X en la direccion de la recta, la posicion de la particula queda fijada
solo con x(7). Si en lugar de una trayectoria recta se tiene una curva, la coordenada s(?)

* definida en el tema de cinemética determinaria su posicion. En estos casos se tendria un

grado de libertad para el movimiento.

Para un sistema de N particulas se necesitan tres grados de libertad por cada una de
éllas, con lo que los grados de libertad seran en este caso 3N.

-111~
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112 Cinemadtica y Dindmica del sélido rigido

Para un solido rigido se restringe en cierta medida el movimiento de las particulas que
lo constituyen, por lo que es de esperar que los grados de libertad sean inferiores a 3N.
2.-Cinemaitica del sélido rigido.

A. continuacién se analizan los movimientos de traslacidon y rotacion en torno a un eje
fijo, para luego estudiar el movimiento general del solido rigido.

2.1.- Movimiento de traslacion.

Todas las particulas del solido describen trayectorias paralelas de modo que las lineas

que unen dos puntos cualesquiera del solido permanecen siempre paralelas a su posicion
iniciat (Fig.5.1).

BN

!

Fig. 5.1

En el movimiento de traslacién la posicién del solido queda determinada conociendo la
de una cualquiera de sus particulas, P,, es decir conociendo x, (?), Y,(t) y z(1), con lo que

se tienen tres grados de libertad. Ademis, todas las particulas tienen la misma velocidad y
aceleracion.

En efecto:
Enla figura 5.1 se observa que

R =1 (1)1, (1)
(1) =r;(7)

Como x; es un vector constante, si se conoce por ejemplo la posicion de Ia particula i en

(5.1)

cada instante de tiempo y los r; en el instante inicial, el movimiento del resto de las
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Cinemdtica y Dindmica del sélido rigido 113

particulas del solido quedard determinado por (5.1). Por tanto el movimiento queda
determinado por x,(?),3.(t)y z(t), con lo que se tienen tres grados de libertad.(las
condiciones iniciales no se contabilizan en el calculo de los grados de libertad). Ademas
derivando la primera expresién de (5.1) se obtiene que

Vi=V; Y a,=a;

en donde se ha tenido en cuenta que los r;; son constantes.

2.2.-Movimiento de rotacién en torno a un eje fijo.

Todas las particulas del solido describen trayectorias circulares en planos
perpendiculares al eje de rotacion. Los centros de las 6rbitas circulares descritas por cada
P, se encuentran sobre el ¢je de rotacién.(Fig 5.2)

En este caso la posicion del solido también queda determinada por la posicion de una
particula pero solo se tiene ahora un grado de libertad. Esto se debe a que en el

movimiento circular basta dar la coordenada angular, O, para localizar la
particula.(Fig.5.3)

pan e
S [
7)

i
~1l_

1

Fig. 5.2 Fig. 5.3

En efecto:
El vector de posicién de una particula i viene dado por (Fig 5.3)

r, = zk + R (cos®; i+sen@, j) (5.2)

en donde z; y R, son constantes en el tiempo. Sea 8; =6,-6; (Fig 5.3), entonces

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Bibliotecz Digital, 2005



114  Cinemdtica y Dindmica del sélido rigido

Las 8; son constantes durante el movimiento debido a que el sélido es rigido y por tanto

la coordenada angular de cualquier particula j se puede determinar a partir de la i, y de

conocer los 6, a través de (5.3). Conocidas las variables angulares de todas las particulas,

jis
se determina el vector de posicion a partir de (5.2). Por consiguiente se tiene un grado de
libertad

8;(t)=8,(1)+8;(t) . (5.3)

Si escogemos el eje de rotacion sobre el eje Z del sistema coordenado, como se ha
hecho en la (Fig. 5.3), se tiene que o=w(1)k para todas las particulas. Como el movimiento
de las particulas es circular se tienen las siguientes relaciones

do;
V, =@ X, dond ‘”""‘&t—
a,=axn+ox(oxr) onde _do 54
d

La coordenada angular de una particula Pi, 8,(¢), se obtiene de la siguiente relacion

dG
—k )
TR co(t):-‘:% = 8,(1)=6,(0)+ f(r) dr (5.5)
o =)k '

En la ecuacion anterior se observa que 6,(f) queda determinado por la velocidad
angular y por tanto se puede decir también, que el pardmetro que determina el movimiento
es la velocidad angular. Este seria un ejemplo en el que se podria tomar como grado de
libertad un parametro que no representa una coordenada.

2.3.-Movimiento general del sélido rigido.

En este caso se estudia el movimiento desde dos sistemas de referencia: uno con origen

en un punto O del sélido y solidario a €], y otro fijo con origen en O(fig.5.4). Al punto O’
se le denomina punto de reduccion.
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Cinemdtica y Dindmica. del sélido rigido 115

VAl

2
A P, Y
ri'
k' o
i
r r i'o
W 3
x'
X
Fig. 54

Sea r;' la posicion de un punto del sélido, P;, respecto de O’y r; el vector de posicién
de P; respecto del origen fijo O. Entonces se cumple

Y, =ry +r (5.6)
y su derivada respecto a 7 es (ver apartado 8 del capitulo 2)
Vi =Vo +@ X1y .7

en donde la velocidad angular viene dada por ® =a,i+o0, j+o, k. Para obtener la

expresion anterior se ha tenido en cuenta las ecuaciones (2.52) y (2.55) del capitulo 2, y
que la velocidad relativa, v!, es nula por estar las particulas del sélido en reposo respecto

del sistema de referencia mévil.

La expresibn (5.7) nos indica que en cada instante, la velocidad de un punto
cualquiera, P;, del solido rigido, es igual a Ia suma de dos componentes: una, v, que es la
velocidad del punto de reduccién, comin para todos los puntos del sistema, y que
corresponde a un movimiento de traslacion del cuerpo con respecto al sistema de
referencia fijo y otra, ® xr/, que corresponde a un movimiento de rotacion alrededor de
un eje que pasa por O', llamado eje instantdneo de rotacion y desplazamiento. Este
resultado se conoce como feorema de Chasles. Ademas se puede demostrar que la

velocidad angular @ es independienté de cual sea la eleccion del punto de reduccion.

En efecto:
Si se considera O como punto de reduccion, de la ecuacion (5.7) se tiene

V,=Vo. +0 X1 (5.8)
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116  Cinemdtica y Dindmica del sdlido rigido

donde @* es la velocidad angular en torno al eje instantaneo que pasa por o'

Fig.5.5

En cambio, si se toma O’ como punto de reduccion,se tiene que

V,=Vo +@ Xr/ (5.9)
Como ry' = ry" + d (Fig 5.5), sustituyendo en la expresion anterior queda

vV, =Vo+0 xr+o xd

Ademas como respecto de O’ se cumple que

Vo =V +0 xd
entonces despejando de la ecuacion anterior Yor, y sustituyendo en (5.9) se tiene que
V, =V +0 XY,

Finalmente comparando la ecuacion anterior con (5.8) observamos que 0” = .

Existe una diferencia entre la velocidad angular que aparece en la expresion (5.4) y la
que aparece en (5.7). En el primer caso representa la velocidad angular de las particulas en
un movimiento circular y en el segundo el cambio de orientacion de los ejes moviles
respecto de los fijos. Por tanto ahora tendra en general las tres componentes (y no sdlo la
componente Z). Esto hace que ahora la velocidad angular esté representando la variaciéon
de tres angulos y no de uno sllo. Estos angulos son los que forman los ejes moviles
respecto de los fijos, y son denominados dngulos de Euler (Fig.5.6).

Fig. 5.6
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Por tanto ahora la rotacion va a tener tres grados de libertad, y considerando los otros

tres de la traslacion, se concluye que el movimiento mas general de un solido rigido posee
seis grados de libertad. ’

En la siguiente figura se muestra como el movimiento de un soélido rigido se puede
obtener como una combinacidn de una traslacién y una rotacion. Por ejemplo, cuando
pasa de la posicion 1 a la posicién 2, puede considerarse como una traslacion representada
por el desplazamiento CC’ y una rotacion alrededor del eje que pasa por C'.

rc,)t/ac'Lén

Fig. 5.7

3.- Dindmica del sélido rigido.

Con el objeto de resolver el problema dinamico del sélido rigido, analizaremos las
siguientes ecuaciones

F = Ma,,, (5.10)
| dL,,
= 5.11
° dr 1D)

Las dos ecuaciones anteriores dan lugar a seis ecuaciones escalares independientes,
que permitiran determinar los seis grados de libertad de un sélido rigido en el caso del
movimiento general.

Una propiedad importante de estos sistemas es que el trabajo debido a las fuerzas
interiores es nulo, esto es '

Wt =0 (5.12)
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118  Cinemadtica y Dinamica del sélido }-igida

En efecto:
El trabajo de las fuerzas internas viene dado por (4. 18) como

W"‘ Z[f -dr;

‘<J

y como en un solido rigido d; = 0, se tiene
f;- dr; = fdr; cosb; =0

y por tanto

W =0

De esta forma, se tiene que

W=W~= Zj F'-dr, (5.13)

i=1

Hay que tener en cuenta que lo anterior es general para un solido rigido, y por tanto
valido para cualquier tipo de movimiento que realice el solido.

3.1.- Dindmica de traslacion.

En el caso de un movimiento de traslacion del solido se ha visto que basta con conocer
la posicién de una de sus particulas a lo largo del tiempo. La ecuacion (5.10) nos
proporciona esta informacion para el centro de masas del sélido, supuesto que se conocen
las fuerzas externas. El estado de movimiento del resto de las particulas vendra

determinado por la ecuacion (5.1).

En un movimiento de traslacion, el trabajo de las fuerzas externas viene dado por

W = [F - drg, (5.14)
4

En efecto:
Teniendo en cuenta la ecuaclon 417,y que v; =V, en una traslacion y por tanto
|dr, = dr,,, se tiene que
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La energia cinética viene dada por

E,==Mv}, (5.15) -

En efecto:

Soélo hay que tener en cuenta la definicion de la energia cinética para un sistema de
particulas, dada por (4.16), y que todas las particulas del sélido tienen la misma velocidad
en una traslacion. Por tanto

=1 1{& 1
Ec = Z—z-mivf = E(Zm,) VéM = —Z-Jv.fng
=1 =l

La potencia en el movimiento de traslacion viene dada por

P=F-vg, (5.16)

En efecto:
Teniendo en cuenta (5.13) y (5.14) se tiene que

SW=F drg, =F vy, dt :%:F‘-vmzl’zr-vm

3.2.- Dinamica de rotacion en torno a un ¢je fijo. Momento de inercia.

Consideremos un sélido rigido que rota en torno a un eje e con una velocidad angular
o como se indica en la (Fig.5.8). Describamos el movimiento respecto del sistema de
referencia fijo OXYZ.

) 4
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120 Cinematica y Dindmica del sélido }'igido

Como se ha visto, cada una de sus particulas describe una orbita circular con centro en
el eje e. Asi por ejemplo, la particula P; describe un circulo de radio R; con una velocidad
v, = xr, siendo r; el vector de posicion con respecto al origen 0. El médulo de la
velocidad es v; = o7, sen@, = ®R,. Ya que las trayectorias circulares estan contenidas en
un plano perpendicular al eje de giro, la velocidad angular tendra la direccion del eje de

giro.

Dicho esto, el momento angular de una particula P; con respecto al origen O es
Lo, =rxp, =5 xmy, =mr, xv, =mr, x (@ xr;) (5.17)
en donde
=0 ito, j+to. k ; n=xit+y j+zk (5.18)

Realizando los calculos pertinentes se obtiene para el momento angular total

L=l,0,+1,0,+], 0,
Lo=Llo i+l j+ Lo,k slp=l, 0+l o +] o, (5.19)

Ly,=l o0, +, 0 +], o,

en donde
Ly=1I,= “‘imixiyi 3 Le= imi(yiz +Zi2)
i=1 i=l
I,=1I_= —i mxz, ; I = imi(xl2 +2i2) (5.20)
i=1 i=t
Lo=I,=-Ymyz ; L= S+ )
=1 p
En efecto:

El momento angular total viene dado por

L, = }imiri x (@ x r)

i=1

Se trata entonces de hacer los productos vectoriales teniendo en cuenta (5.18).
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i j k .
oxy=lo, o, o, =(myzi—cqzyi)i—(mxzi—o:zxi)j-i-(mxyi—-myxi)k
X Yz

El siguiente producto vectorial a realizar es

i k] k
nx@xn)=|  x y :

1 1

coyzi-cozyi) (0,2, -0,x,) (coxyi—-coyxi)

Realizando el producto vectorial y organizando [os términos convenientemente se
obtiene

'rix(m ><ri)=[(yf+zf)cox-—xiyi my—-x,.zimz]i+
["yixi o, +(x32+2i2) - iyim ]j+
[—zixico ~zy, 0, + x -r-y1 ]k

Introduciendo este resultado en L, se obtiene la ecuacion (5.19) si se tienen en cuenta
las definiciones (5.20).

A los "I'" con subindices distintos se les laman productos de inercia y a los que tienen
los subindices iguales, momentos de inercia. Se puede ver que las cantidades
Vi +z2,x} +z} y x* + y? son los cuadrados de las distancias de la particula i a los ejes XY
y Z respectivamente. Por tanto los momentos de inercia, I, ,1,, e I ,, son cantidades que
dan idea de como estd distribuida la masa del sélido en torno a los gies X, Yy Z
respectivamente.

Habitualmente los momentos de inercia se escriben con un solo subindice, es decir,
1,1 el,.

Si tomamos el eje Z del sistema coordenado sobre el eje de rotacién del sélido rigido
(Fig. 5.9) se tiene que o, =0 ,=0,ytomando & =0, la ecuacion (5.19) queda
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(
Ly, =1,0
Lo = Lo,i+ Loy j+ Lok 1oy =1 @ (5.21)

n
L,=Lo ;Iz'__zmiRiz

i=l

o = ok
en donde R*=x’+)?, es la distancia al cuadrado de la particula Pi al eje Z que ahora

coincide con el de rotacion. ,

<

-

L

Fig. 5.9

Se puede demostrar que para cada cuerpo, existen al menos tres ejes de rotacion
perpendiculares entre si para los cuales los productos de inercia se anulan. Estos ejes se
llaman ejes principales de inercia del solido y a los momentos de inercia asociados a éstos
se denominan momentos principales de inercia.

Cuando el cuerpo presenta algin tipo de simetria, los ejes principales de inercia
coinciden con los de simetria. Algunos ejemplos se ilustran en las siguientes figuras, en
donde se representa por X,,,Y, y Z, a los ejes principates (fig. 5.10).

Za 2o

Yo

Fig. 5.10
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Cuando un sélido rota en torno a un eje principal de inercia, el momento angular es
paralelo a la velocidad angular y por tanto al eje de rotacién. Esto es

L,=lo (5.22)

z

En efecto:
Teniendo en cuenta que al rotar en torno a un eje principal se cumple que 7, = I, =0,

y la ecuacion (5.21), se tiene que

{z.oﬁzoy:o a{Lozl.o,k:Izcok

Lo,=1
L, =1, o o = ok = o =40

Por otro lado, de la expresion (5.22) se obtiene la siguiente expresion entre

componentes ‘
L, =10 (5.23)

Si el eje de rotacién no es principal el momento angular no va a ser paralelo a la
velocidad angular.

En efecto:

Se ve facilmente con tener en cuenta en (5.21), que ahora los productos de inercia no
son nulos y por tanto se tiene que el momento angular tiene componentes x,y y z, lo que
hace que no sea paralelo a la velocidad angular, que solo tiene componente 2.

En este caso no se tiene una expresion como la (5.23), pero si una similar para la
componente Z del momento angular

L, =L (5.24)

Si seguimos considerando el eje de rotacion sobre el eje Z, e introducimos (5.21) en la
expresion (5.11), se obtiene para un sélido rigido que rota en torno a un eje fijo

L, _d(), dLe). dre)

k (5.25)
dt dr &t~ dr

M, =

Si el sblido rigido rota alrededor de un eje principal de inercia se tiene

M =la (5.26)

z
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En efecto:
En este caso los productos de inercia son nulos con lo que la ecuacion (5.25) queda

como

dle),

My =—2

Como se esta considerando al eje de rotacién fijo, las particulas describen movimientos
circulares en torno a él (Fig. 5.9), de modo que la distancia de estas particulas al eje se
mantiene constante, y entonces tenemos que /=cte. De este modo, la ecuacion anterior
queda:

!Im!
k= I——~k Lok=I0
dr

donde o es la aceleracién angular del solido rigido.

Si Mg = 0 entonces la ecuacién (5.26) indica que ® es constante, ya que I, =cte. Es
decir, la velocidad angular de un solido rigido que gira alrededor de un eje principal de
inercia, permanece constante cuando sobre él no actian momentos debidos a fuerzas
exteriores. O dicho de otro modo, no hace falta que hayan fuerzas externas para mantener
a un sélido rigido rotando con velocidad angular constante en torno a un eje principal.

Si el sélido rota en torno un eje que no es principal se tiene

M,,=1a
Mo =L,a+%=o (527)

d’
M,, =Iwa+—a—t’3m

En efecto:
De la ecuacion (5.25) se tiene para la componente z
d/o) do
M = =I,—=10
| T @ d
en donde se ha tenido en cuenta que aqui también , es constante. Para las componentes x
ey
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M, = =L, —+—20=]_ o+—2@
O dr “dr  d xz
d(f m) dw di
M, =—2 ‘=] 4 Ei= — =
0T Ty Ty T O e g g

en donde se ha tenido en cuenta que los productos de inercia no son independientes del
tiempo. Se debe a que aunque la distancia de las particulas al eje permanezcan constantes,

es decir R, , no ocurre lo mismo con las coordenadas X;, ),y 2, ni con sus productos.

En este caso cuando el cuerpo rote con una velocidad angular constante se tiene de
(5.27) que

M, =0
dr
M =—x 5.28
Sy (5.28)
dr.
M, =—*o

A diferencia del caso anterior ahora si hace falta la aplicacion de fuerzas externas que
generen el momento necesario para mantener a un sélido rotando con velocidad angular
constante. La misién de estos momentos es obligar al solido a mantener su eje de rotacion
fijo.

A continuacion se analizan las expresiones del Trabajo, Potencia y Energia cinética de
un movimiento de rotacion en torno a un eje fijo.

El trabajo se puede expresar como

W= M; o (5.29)

|En efecto:

. - . . - dn
Como las particulas realizan movimientos circulares se tiene que v, = ——tl =® XK,y

entonces
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dr, =@ qut=%?~kxn;dt=kqu9

en donde se ha supuesto que la rotacién es en torno al eje Z. Introduciendo la relacién

anterior en la del trabajo de la particula i, se tiene

[38: dr = [[F- (ko )d0 = [k (5 < Fr)do =
= [Pk M, 6 = [T Mg do

e introduciendo la relacién anterior en (5.13) se obtiene

W= [ M do=[TM5do
i=1

La potencia en una rotacion viene dada por

P=M-0 (5.30)

En efecto:
De (5.29)

§W = M50 = M o dt =M -0 dz::»%:lwg-m = P=M -0

Para el caso de un solido rigido rotando en torno a un eje fijo, la energia cinética es

E = —:151492 (5.31)

en donde se ha tomado el eje Z sobre el de rotacion.

En efecto:

Teniendo en cuenta la definicion de energia cinética para un sistema de particulas y el
hecho de que cada una de éllas realiza un movimiento circular, esto es v, = @R, se tiene

1,

1 .
. Ea = Z‘Em".z = Z—;-m,mzRf - %Z(milf')m’ - E-Izm

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2005



Cinemadtica y Dindmica del sélido rigido 127

Si el solido gira alrededor de un eje principal de inercia, entonces se verifica la
ecuacion (5.23). Si en élla se despeja la velocidad angular y se introduce en (5.31), la
expresidn para la energia cinética queda:

(5.32)

Si el eje no es principal se verifica (5.24) y la expresion (5.3 1) de la energia cinética
queda:

1L
E=——7 33
(4 2 ,[z (5 3 )
En el tema anterior se obtuvo que
(W), =AE con E=E, +U™+U™ (5.34)

en donde se ha considerado que las fuerzas internas son conservativas, mientras que para
las externas se tienen ademas disipativas.

La expresion anterior queda para un solido rigido como

(W), = AE = AE, + AU (5.35)

En efecto:
Como las fuerzas internas son conservativas, W™ = —AU™, y teniendo en cuenta que
el trabajo de las fuerzas internas es nulo se tiene que AU™ = 0.

Hay que tener en cuenta que aunque la energia potencial interna no contribuya a la
variacion de la energia, si lo hace al valor de la misma.

Calculo de momentos de inercia. Teorema de Steiner. Radio de giro.

Veamos ahora como se calcula el momento de inercia, ya que es una magnitud que se -

‘maneja continuamente cuando se trata el solido rigido. Para ello debemos recordar que un
solido rigido estd constituido por un mimero N de particulas. Si este niimero es lo
suficientemente grande en relacion al volumen del s6lido, se puede considerar a éste como
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una distribucién continua de masa. En este caso al pasar de una distribucion discreta a una
continua se tiene

I,=YmR* - I =[Rdm  (5.36)

en donde R es la distancia al eje e del elemento de masa dm. Si p es la densidad del
cuerpo, entonces dm=pdV, donde dV es el volumen elemental que ocupa el dm en el
solido. De este modo (5.36) queda

I, = [pRdV (5.37)
Si el cuerpo es homogéneo, su densidad es constante y podemos escribir la ecuacion
anterior como

I.=p[R*dV (5.38)

y la integral se reduce asf a un factor geométrico, igual para todos los cuerpos con la
misma forma y tamafio.

Los momentos de inercia respecto de los ejes X, Yy Z quedan ahora como

I =[p(y*+2 )}V L= [p(x®*+2)av ;1= jp(xz +y* )V (5.39)

donde dV=dxdydz.

Lz

Fig.5.11

Si el cuerpo es una placa muy delgada, de manera que su grosor sea despreciable frente
a las otras dos d1mens1ones se tlene que -

IL=1+] (5.40)

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



Cinemdtica y Dindmica del sélido rigido 129

Ln efecto:

En la (Fig.5.12) se ve que z=0 para cualquier dm del sélido con lo que de (5.39) se
tiene

L=[pydV ;I =[pdV

y por tanto

1= _[p(x2 + 2 MV = [ox*dV + [py!dV =1, +1,

Este resultado se denomina feorema de los ejes perpendiculares, y s6lo es aplicable para
distribuciones de masa planas.

Los momentos de inercia con respecto a ejes paralelos estan relacionados por una

expresion muy simple. Sea Z un eje arbitrario y Z’ un eje paralelo que pasa a través del”

centro de masa del cuerpo. Si a es la separacion entre los dos ejes, se cumple la siguiente
relacion (Fig.5.12)
I, =1, +Mad? (5.41)

donde I, es el momento de inercia con respecto al eje Z e I, el momento de inercia con
respecto a Z', M la masa total del solido y a la distancia entre ejes.

Z Z2'4A
A R
a i
g -
0 —a —>Y
Ko

Fig.5.13
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En efecto:

Observamos de la (Fig. 5.13) que se cumpie

X; =X/ + Xy

-— 4
r=r'+ro, = Y=VitVem
Z, =2+ 2oy

Ademas se tiene que

L=YmR donde K =v+!
I,=YmR* donde RP=x’+y’
y at = xéM +yéM

Para poder relacionar /, y I, hemos de tener presente que

R =xl+yl = (xi’+xCM)2 +(yi'+yCM)2 =R +a® + 2% + 2V

con lo cual tenemos

I,=2 mR} = 2omR 4y ma + 3 m 2x{x oy + 2.2y You
1 1 1 ] 1
1 I I v

@ > mR*=1,
) > ma® =a*> m = Ma®
(D) D m 2x{xcy = 2%y 3 mx] =0, yaque 3 mx] =D mx;— Mrq, =0,

Iwv) Zmi 2YYou=0

verificindose que

I.=1,+Ma*
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A esta relacion se le denomina teorema de Steiner.

Se define el radio de giro de un cuerpo con respecto de un eje e, K,, como la distancia
“al eje a la cual habria de situarse un punto material de masa igual a la del sélido de manera
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que los momentos de inercia, tanto del sélido como del punto material, respecto de dicho
eje coincidan. Asi:

L=MK}® = K=JLIM (5.42)

e e

3.3.- Estudio de un movimiento de rotacion y traslacién combinados de un sélido
rigido. Movimiento de rodadura.

Hemos observado que el movimiento més general del sélido rigido, se puede estudiar
como una combinacion de una traslacién de un punto del sélido (el punto de reduccion) y
una rotacion en torno a un eje que pasa por dicho punto (eje instanténeo de rotacion),
como refleja el teorema de Chasles. Si se toma el centro de masas del sélido como punto
de reduccion, entonces se tendra:

N =Fg +T, V,= Vo, +O XK, , 8, = ag+axr, +o x(o xr;) (5.43)

En este caso, al existir traslacion y rotaciéon del sélido rigido se necesitan las dos
ecuaciones, (5.11) y (5.12), y tomando como punto de reduccion el centro de masas se
tiene '

F*=Ma, (5.44)

que daria cuenta de la traslacion del centro de masas 'y

Mty = Ieme 0 MEMq-, = Iopa (5.45)

que dan cuenta de ia rotacién en torno a un eje que pasa por el centro de masas. En el
primer caso el gje seria principal de inercia mientras que en el segundo no.

Unicamente vamos a tratar movimientos combinados en casos en los que el eje de
rotacién no varia su direccidn en el transcurso del movimiento. De esta forma aunque el
eje de rotacion no sea fijo, se tiene que la velocidad angular es un vector constante en
- direccion y por tanto se puede expresar de la misma forma que cuando el eje es fijo, es
decir, @ =w k. Esto lleva a que los resultados obtenidos para la rotacion en torno a un eje
fijo sigan siendo validos.
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En cuanto a las expresiones del trabajo y potencia quedan

o

W=W=[M;d0+[F-dry, y P=Mj-0+F vq (5.46)

b, eyt

£

En efecto:

Estas expresiones se pueden deducir teniendo en cuenta que se cumple que
V; =V, +® X/, ylos pasos dados para demostrar (5.14), (5.16), (5.29) y (5.30).

En lo que respecta a la energia cinética, se tiene que

17 0 (5.47)

E, =-1-MV(23M o

2

donde M es la masa total, V), es la velocidad del centro de masas , e I,, es el momento

de inercia del sélido respecto al eje de rotacién instantineo que en este caso pasa por el
centro de masas.

En efecto:
Se tiene que

Vi S Vou 0 X1/ =V =3, +0 R +2vy, (0 x1) =

= Zmiv? = MVéM + (Z ml.Rirl’)wz +2VCM '((0 X (Z mlrl')J =

en donde se ha tenido en cuenta que) mr/=0. Por Gltimo, teniendo en cuenta la

definicién de la energia cinética se obtiene la expresion (5.47).

Un movimiento que corresponde a este caso particular de movimiento combinado de
traslacion del solido y rotacion alrededor de un eje que no cambia de orientacion es el

movimiento de rodadura, que es aquel en el que en cada instante de tlempo se puede
encontrar un punto del sélido con velocidad nula.

A continuacion vamos a estudiar el movimiento de un sélido de forma cilindrica que se
mueve sobre una superficie plana sin cambiar la orientacidn del egje instantaneo de
rotacion, y se vera como en un caso el movimiento es de rodadura.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Bibliotecz Digital, 2005



Cinemadtica y Dindmica del sélido rigido 133

a) El cilindro desliza. En este caso el cilindro presenta solamente un movimiento de

traslacion, por lo que todos los puntos del cilindro tienen la misma velocidad para.

cualquier instante de tiempo (fig. 5.14).

CeL G

Fig. 5.14
En este caso puede existir o no rozamiento entre el sélido y la superficie de contacto,
de lo que dependera el que se conserve o no la energia del solido.

b) El cilindro rueda sin deslizar. En este caso el cilindro avanza sobre el plano

horizontal de modo que la distancia s.,, que recorre el CM del s6lido viene dada por
S5ax =@ R, en donde R es el radio del cilindro y ¢ el angulo rotado por el soélido

(Fig.5.15).

Fig. 5.15

Debido a esto la velocidad y aceleracion del centro de masas vendran dadas por
Vay =OR ;ag, =oR (5.48)

Una propiedad de este tipo de movimiento es que la velocidad instantanea del punto que
se encuentra en contacto con la superficie es cero, por lo que este tipo de movimiento es

' dé rodadura.
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uty
X

Fig. 5.16

En efecto:

Denotemos por P al punto del cuerpo que en un instante t se encuentra en contacto
con la superficie. Si se toma como punto de reduccién para el estudio del movimiento al
CM se tiene que la velocidad del punto P respecto de un sistema fijo es

Vp = Vo +Vp'= Vo +0O XTIy

De la (Fig 5.16) se tiene que

Vou =Vad ;0 =0k ;rp=-Rj
y por tanto teniendo en cuenta (5.48) -
Vp = Vi +(~0k) x (-Rj) =oRi - 0Ri =0

con lo que la velocidad del punto del solido que se encuentra en contacto con la superficie
es nula.

Esta propiedad hace que para cualquier movimiento de rodadura, sea conveniente
tomar como punto de reduccion en cada instante de tiempo al punto de velocidad nula, ya
que la velocidad de un punto P, del s6lido vendria dada por

v,=a xr/ (5.49)
con lo que no aparece el término de traslacion. De la ecuacion anterior se tiene que el

solido realiza una rotacion en cada instante de tiempo en torno al eje que pasa por el punto
de velocidad nula (Fig. 5.17).
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Vp =@ XF, , Vo=OXr, , Vp=0Xry
Fig. 5.17

Para el caso de rodar sin deslizar es necesario indicar que este movimiento no puede
existir en ausencia de rozamiento. Ademas, como el punto de contacto se encuentra
instantaneamente en reposo, la fuerza de rozamiento que actia es de tipo estatico y no
dindmico. Esto lleva implicito que para un sélido que rueda sin deslizar, aunque existe
fuerza de rozamiento, al no existir desplazamiento del punto de contacto, ésta no produce
trabajo.

En efecro:

W(Fy) = [ Ey-dr,
drp=v, dt=0

}:: W(F,)=0

en donde se ve que el desplazamiento del punto de contacto es nulo ya que su velocidad
también lo es.

Por tanto para un sélido que rueda sin deslizar se conserva la energia mecénica, atn a
pesar de existir fuerza de rozamiento, siempre y cuando el resto de las fuerzas que estan
actuando sean conservativas.

¢) El cilindro rueda y desliza. Como rueda y desliza se tiene que

s#260R , vy, #0R  ag, #OR (5.50)

y por tanto ahora la velocidad en el punto de contacto no es nula (vy=0).
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Si el solido rueda y desliza al mismo tiempo, debe existir rozamiento. Como el punto
de contacto entre ambas superficies no tiene velocidad nula, se tratard de rozamiento
dinamico Ademas ahora no se conservara la energia total del sélido ya que el rozamiento

produce un trabajo.

4.- Condiciones de equilibrio.

Se dice que un sélido est4 en equilibrio cuando las fuerzas externas y los momentos de
las fuerzas externas, respecto de cualquier punto O, son nulos. Esto es

YE=0 , XM, =0 (5.51)

En esta situacion se tiene que

® o . oy (5.52)
d# dt

con lo que P=cte y L, =cte y por tanto
Vou =Cte  , © =cte. (5.53)

Estas condiciones no garantizan que el sblido rigido esté en reposo. Ademas es
necesario que el solido est€ inicialmente en reposo.

Si sobre un cuerpo todas las fuerzas que actiian son conservativas, se tiene que la
energia potencial externa es maxima o minima en el equilibrio.

En efecto:

Por simplicidad se hara la demostracién para el caso de fuerzas en una dimension. Se
supondra que todas estan en la direccion del eje X.

Teniendo en cuenta la primera condicion de equilibrio, y que las fuerzas externas son
conservativas, se tiene que

ext ext
YE=0 = Z—-%i::o =Y

=0 R
. | (5.54)

.| condicién que no es més que la que determina el méximo o el minimo de U™

Cuando la energia potencial es minima se dice que el solido rigido esta en equilibrio
estable y cuando es maxima, en equilibrio inestable.
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Un hecho importante es que un sélido, que se encuentra en una situacion de no
equilibrio, siempre tiende a una situacion de equilibrio estable.

Si se afiade alguna fuerza externa no conservativa, no se verificara la ecuacién (5.54),
y por lo tanto el solido no alcanzara el minimo de energia potencial. En este caso, el

cuerpo tendera a la situacién de equilibrio que de el menor valor posible de la energia
potencial, y a las fuerzas no conservativas se les denominan /igaduras.

Los movimiento en torno a posiciones de equilibrio estable son de gran interés ya que
dan lugar a movimientos oscilatorios en torno a dichas posiciones. En los apéndices IV y
V se estudian el péndulo compuesto o fisico y el péndulo de torsiéon como ejemplo de lo
dicho.
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I.1.- Areas y voliimenes.

APENDICE I: Herramientas matemdticas.

Rectangulo: c Paralelepipedo:
S=ab @ V=abc
a y Stateral = ac + bc + ab
b
i.h /| Paralelogramo: % )7c Paralelepipedo inclinado:
= S=ah V=ab h=ab csend
a
& Trigngulo: @ Esfera:
a S=1/2ah V=4/3xR3
Stateral = 4 T R?
Circulo: Cilindro:
S=nR? V=hnR?
Longitud del circulo: | B Siateral =R 2 TR
L=2nR Shace = T R2
Cono circular:
Corona circular: V=13hnR?
S=n (R?-r?) Stateral =T R 1
—R Sbase =71 R?
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1.2.- Geometria analitica.

i) Plana:
eRecta:
Representacion grafica: Ecuacién:
Explicita:

oy y=mx+b;dondem=tg6=-¥z—:2i
' : X, =X,
*Dados dos puntos P;y P5 v

X 7N o m;dondem=T2YL

X=X, X, —X,

- 136 -
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«Circunferencia: Lugar geométrico de los puntos del plano que estd a la misma distancia,
R, de un punto fijo, centro.

Representacion gréfica: Ecuacién:
eDe centro en (a,b) y de radio R:
¥ (x—a)* +(y-b)* =R?
oImplicita:
x4y +mx+ny+p = 0
( ) m2 n?.
M4, 5 radio |——+—~
X centro/2/2 I‘l44p

oElipse: Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos
fijos, focos, cs constante.

Representacién gréafica: Ecuacién:

2 2
Y i(_ +_¥_.. =1

a? b?

N eExcentricidad:
e t-c- <
a
donde f son los focos, ¢ es la semidistancia focal, bes el s eSemieje menor: o a? ot
=a’-¢

menor y a el semieje mayor

eHipérbola: Lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos, focos, es constante.

s
s
g
5
o
s
[}
2
S
o
8
E
s
o
a
8
3
°
3
°
8
S
4
s
2
£
=1
@

Representacion gréfica: Ecuacién:
2 2
X
eExcentricidad:
e=—>1
sSemieje menor:
b2 - C2 _ a2

ePardbola: Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo, foco,
y de una recta fija, directriz.

‘Representacién grafica: ~Ecuacién:
v . y =y, +2px’
eExcentricidad:
e=1
o)

X donde p es la distancia del foco a la directriz
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ii) En el espacio:

«Esfera de centro ( XY, Zo) Y de radio R:
Representacion grifica:

Ecuacion;

(x_xo)z’*‘()"‘)’o)z +(Z"Zo)2 =R*

«Elipsoide de centro (x,,Y,.2,) y de semiejes a, b, c:
Representacion gréfica:

Ecuacion:

(X"'Xo)2 _L(Y—YU)Z ¢(Z"Zo)2 =1
((OQYO1 az ! b2 ! c2 -

«Cilindro eliptico :
Representacién gréfica:

. Ecunacion:
2z

Z 2 2
X ¥y
—+5=1; 0sz=5z
a b

Y
X

1.3.- Binomio de Newton:
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n(n—l) xn—2 2

® (X+y)“ =xT +Ian_ly+ T ¥ 4ty®
e(x+a)(x—a)=x*=-a® o(x*a)? =x*+2ax+a’
o(x+a)® =x" +3ax* +3xa’ +a’ o(x+b+c)? =x*+b% +c? +2xb+2xc+2bc

1.4.- Funciones trigonométricas:

Circulo unidad , _ . definic. rango periodo  disc.

. senf>0 sen 0 b [-1,1] n o existe

a4 | senB<0 cos 6 a [-1,1] 2 no existe
tg o b/a [-oo,00] oo Tw/2+kn
cos 8<0|cos >0 _
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Representacion grdfica:

Y,
y=tgx !
1)
y=CosX /
2n

Propiedades:

sen® O+cos’0=1

sen(a +p)= seno.cos f§ +cos o sen 3

cos{ o+ B)= cos orcos BT sen owsen P

tg(o+p)=tga = 1gp)/(17F gougp)

sen 2o =2 sen o CoS O

cos20. = cos’ o.—sen? o = 1-2sen? o

tg2a=2tgoc/(1—tgzoc)

sen® a.=(1-cos20.)/2

cos? o =(1+cos2a)/2

senosenf =1/2{cos(c.—P)-cos(a+P)}

cos ¢ cos B=1/2{cos(a—B)+cos (o +P) }

senccosp=1/2{sen(0~B)+sen(o+B)}

eTeorema del seno:

a b ¢
senc.  senf}  seny

eTeorema del coseno:
a’=b2+c*-2bccoso

L.5.- Funciones exponenciales y logaritmicas:

Exponencial

Logaritmica

1 —_— — x
exp, (x) =a’ {s_1a-10=> exp, (x)=10
sita=e=>exp, (x)=e"

log, (x) =b & a® =x ; {Sia=10=>log,o<x>=1og<x>

sia=e=log, (x)=In(x)

Representacion gréfica.
.Y

y=cx'

]

Representacién grdfica.

|

1

y =In(x)

X
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Propiedades:

Propiedades:

loga (1) =0

log, (xy) = log, (x) +log, (¥)

log, (x/y)=1log, (x)-log, (y)

log, (x*) =klog, (x)

Cambio de base:
log, (x) =log, (x)/log, (a)

I.6.- Tabla de derivadas:

y(x)=x"=y'(x)=nx""

y(x)=senu=>y'(x)=u'cos u

y(x)=k,k=ce=y'(x)=0

y(x)=cosu=y' (x)=—u'senu

y(x)=u" =y (x)=nu"" 0’

y(x)=tgu=y'(x)=1u'/cos? u

y(x) =¥1=y'®)=(1/nto>" ) u’

y(x) =cot u= y'(x) =—u'fsen® u

y(x)=a",a=cte= y'(x)=2a" In(a) u'

y(x) =arcsenun = y'(x) = u/(«/1~u2 )

y(x)=e" = y'(x)=¢e" u'

y(x) =arccos u=y'(x) =—ll/(x/i:—u2_)

y(x)=In(u) = y'(x)=u'/u

y(x)=arctgu= y'(x) =u'/1+u>

y(x)=log, () = y'(x) =u//(ulna)

I.7.- Tabla de integrales:

[x>ldx=x"/n+C

ju'cosudxr-senu-f-c

Jk ndx=ku+C

[u'senudx=-cosu+C

Ju w'dx=0u"/n+C

j(u‘/cosz n) dx = tgu+C

Ju'/udx=1n(u)+C

J‘u'/sen2 udx=-cotu+C

_[e“ u'dx=e"+C

Juf1+u* dx =arctgu+C

I(u/(az.uz)) i =‘(1/V2.ﬁ)1ﬂ|(a“" u)/(a—u)]+C | J[u/(«/l-—uz )} dx——;arcsenu+¢

thu u'dx=~ln|cos u|+C
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L.8.- Desarrollos en serie de Taylor:

(1+x)™ =-1—_-1:—=1-x+x2—x3+x“—--. ~1<x<1
X

(1+x)™"* =l-=x x> ——— x4 ~1<x<1

1 1 1-3 4
1+x)"? = 14— x———x? +—— x> .. -1<x<1
( ) 2 2-4 2-4-6
2 3
- R —0 & X < 00
e* =1+x+ 21 + 31
X o l-1<exs1
1n(1+x)=x——2—’-+-§—_... <
3 s
Sanx-:x«ix—+£—~... —oo & X < o0
3 31
2 4 6
COSX:I—-——-+1C——-ZS-—+-~- ’ —00 L X L 00
21 41 6!
x* 2x* 17x7 T g
tgxX = X +—+——+ - IX <T 5
3 15 315 2 :

1.9.- Relaciones para el producto vectorial

sAx(BxC)=B(A-C)-C(A-B)
*(AxB)xC=B(A-C)-A(B-C)
e(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C)

*(AxB)*x(CxD)=C{A-(BxD)}-D{A-(BxC)}=B{A - (CxD)}~A{B-(CxD)}
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I.10.- Relaciones en las que interviene V.
V(U+V)=VU+VV
V- (A+B)=V-A+V-B
+Vx(A+B)=VxA+VxB
oV (UA)=(VU)-A+U(V-A)
sV X(UA)=(VU)XxA+U(VXA)
V. (AxB)=B - (VxA)-A-(VxB)
eV X(AxB)=(B:V)A-B(V-A)~(A - V)B+A(V-B)
*V(A-B)=(B-V)A+(A V)B+Bx(VXA)+Ax(VxB)

oV x( VU) =0« Elrotacionaldel gradiente de una funcién escalar es nulo.

oV-(Vx A) =0 & La divergencia del rotacional de una funcién vectorial es nula
VX (VXA)=V(V-A)-V2A



APENDICE II: Coordenadas curvilineas ortogonales.

Hemos visto que podemos fijar la posicién de un mismo punto en el espacio de
diversas formas y que segin la que tomemos tendremos los distintos sistemas de

coordenadas. Sea el punto P fijado en el espacio por las coordenadas cartesianas x,y,z.
También se puede fijar con las coordenadas curvilineas e, e, ,e; (Fig I1.1). Como ambas

coordenadas fijan al punto existiran relaciones entre ellas, de forma que:

x=x(ela62’e3) ; el:(xsy’z)
y=y(el,ez,e3) ; eg=(x,y,z)

z=2z(e;,€,,63) ; €3=(x,,2)

El corte de dos de ellas da lugar a las lineas de ¢, ¢, ,e,. Asi, de
la interseccion de e, ,e, obtenemos la linea coordenada e, .

Cuando estas superficies se cortan perpendicularmente en un
punto diremos que las lineas son lineas coordenadas curvilineas
FigIL1 ortogonales y son con las que trabajaremos.

Un caso particular son las coordenadas cartesianas donde los ejes cartesianos son las lineas
coordenadas y las superficies son los planos cartesianos.

La posicion de P respecto del origen O se puede expresar a través de:

re=xi+yj+ 2k

SESLICRNS

X =x(&,€,,6;) (IL.1)
/ y como 1y =y(&,€;,€3)
Fig 1.2

z=12(¢,6,,€
e (e),€;,83) |

Luego, podemos derivar parcialmente r con respecto a cada una de las coordenadas
curvilineas. Entonces podemos definir los vectores unitarios tangentes a cada una de las
lineas coordenadas e, , e, ,e; en P (Fig.IL2), u,,u,,u,, como:

& ar ar
Oe
u, = e, . u, = O, . (L2)
a or o
ael aez &3

- 145-

Las superficies sombreadas son superficies de valores constantes.
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146  Apéndice II: Coordenadas curvilineas ortogonales

También podemos definir los factores de escala hy, o, by cOmO:

Br' or or
=12 . =l 3 By =|— (IL.3)
& de, 2" |9e, |9,
Usando (I1.2) v (IL.3) se puede escribir:
or or or
—_— = == ; —=hu (I1.4)
de, hua, 3e, hyu, de hu, ‘

Andlogamente, de (I1.4) se puede expresar dr en funcién de las coordenadas curvilineas

como:

3
dr =-§£'d€1 "+ or d or de.3 = h’lul del +h2l12 d62 +h3|.l3 d63 =Zh;“j dei (II-S)

€ de, des i=1

Se define el elemento de longitud entre dos puntos cualesquiera muy cercanos, d/, a partir
de:

3
di’=dr-dr= Y h?(de)’ (IL6)

i=]

En efecto:

3 3

i==] i=1

3 3

=1 i=] j=I1
j>i

Como las coordenadas curvilineas que usamos son ortogonales:

u -

1
w-u =0, i#j} eu,-u; =0, (9, esladeltadeKronecker. Vale 1 cuandoi=jy 0en

caso contrario)
Con lo que, si dl es el médulo de dr:

dr-dr = ihﬁdef (o, u,)+ iihihjdeidej (u, ‘uj) = ihﬁdef

i=l- ) ’ i=1 j=1 ’ i=] :
) . i )

Recordando que el producto- vectorial de dos vectores daba lugar a un vector que
representaba a la superficie generada por ellos, los elementos ‘de superficie se pueden
obtener como (Fig I1.3):

anaria. Biblioteca Digital, 2005

ersidac de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



Apéndice II: Coordenadas curvilineas ortogonales 147

dS, =dr, xdr, = (h,h,de,de, )(u, xu, ) = h,h,de,de,u,
dS, = dr, xdr, =(hhde,de, )(u, xu, )= hhde,den, IL7)
dS, =dr, xdr, =(hh,de,de, )(u, X0, )= hh,de,de,u,

Teniendo en cuenta el significado geométrico del producto mixto, el elemento de volumen
Se expresard como:

dV =dr, -dS, = h,de,u, - (h,h de,de,u, ) = b h,h,de de,de, (IL8)

Aunque no se demostraran, las expresiones del operador nabla y del gradiente, la
divergencia y el rotacional en coordenadas curvilineas son:

Operador nabla:
=h1i—a—2:ul+%-5%—u2 +—é—;e:u3 (IL9)
Gradiente. Si (@ es un escalar:
v =-}-111——%E-111 +—I;12—§§-P2-—u2+i—-§£—u3 (IL10)
Divergencia. Si A es una funci6n vectorial:
e [ p) Sa) o))

Rotacional:Si A es una funcién vectorial:

hu,  hyu, hasls

VxA=—t |2 2 aL12)
Mhyhy | Oey  Oe, ey
Ay Ay Ashs

A continuaci6n se aplicaran estas definiciones a algunos sistemas de coordenadas.
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148  Apéndice II: Coordenadas curviltneas ortogonales
*Sistema de coordenadas cartesianas:

En este sistema de coordenadas el punto queda fijado por (Fig I.4):

Z Iuego
e,=x ; u, =i ,
e=y ; Uy=] ?hl'—'hz:hs:l
e3=2 ; Uy =Kja 13

y el vector de posicién serd

r=xi+yj+zk

Fig IL4

Ast:
eElemento de longitud: De (I1.5) y (I.13) se obtiene que:

dr = hju,de; + hn,de, +hyugde; =dxi+dy j+dz k
con lo que el elemento de longitud (de (I1.6)) serd:
dl = Afdx® +dy? +dz>

eElemento de superficie: De (IL7) y (II.13):

dS, =dxdyk ; dS, =dydzi ; dS, =dzdx j

sElemento de volumen: De (I1.8) y (IL13):

dV=dxdydz
oGradiente:
0p. Jdp, 00
Vo=—1+—Lj+=—k
LIS
eDivergencia:
a(4;) 3(4,) 9(4,)
V-A=
ox dy 0z
sRotacional:
VXA=

(IL.13)

(I1.14)

(IL15)

(IL.16)

(I1.17)

(IL.18)

(I1.19)

(11.20)

(IL.21)
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Apéndice 1I: Coordenadas curvilineas ortogonales 149

*Sistema de coordenadas cilindricas:

En este sistema de coordenadas el punto queda fijado por (Fig IL.5):
z

K En él, cuando z=cfe se obtiene un plano perpendicular a Z
0 cuando p=cfe tenemos un cilindro y cuando 6 =cfe un
plano perpendicular al plano XY, Asi:
z
Y e=p ; Wy=u,
e, =0 ; u,=u, (11.22)
e3=2z ; uz=Kk
FigIl.5
La relacion entre las coordenadas cilindricas y las cartesianas es:
2_ .2 2
=Xy x=pcosd
9=arcfg(l) ©<{y=psend (IL.23)
* Z2=2
Z2=2
oFactores de escala. A partir de la definicion (I1.3):
hy=1 ; hy=p ; h =1 (1L.24)
En efecto:
2 2
K = (?I—J = (QHQH?—Z—RJ = (cos6i+sen6 j+0k) =1
Gp) \op Op Op J  yme,
anidlogamente se calcularian los otros factores de escala.
oFElemento de longitud. De (11.6):
dI = /dp? +p2d6? +dz? (IL.25) -
oElemento de superficie: De (I1.7):
dS,=pdddzu, ; dS, =dpdzu, ; dS,=pdpdo k (11.26)
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150  Apéndice II: Coordenadas curvilfneﬁs ortogonales

sElemento de volumen: De (11.8):

dV=pdpdodz I1.27)
eGradiente:
_% ,lop 99, 28
V(p—a “P+pae"°+az (11.28)
eDivergencia:
1[al40)  a(4,) a(4,)
—— + 29
v-A p[ op 00 oz .29)
eRotacional:
u, puy k
1l o9 @
VXA=—f— — — .30
8 plop 08 oz (30
A, pAy A

*Sistema de coordenadas polares:

Es el sistema de coordenadas cilindricas cuando solo se trabaja en el plano, es decir,
con las variables p y © . Las expresiones para este sistema de coordenadas se obtienen
de las coordenadas cilindricas haciendo dz = 0, J/dz=0. Como es un sistema de
coordenadas plano no tiene sentido hablar de elemento de volumen (Fig I1.6).
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Apéndice II: Coordenadas curviltneas ortogonales 151

#Sistema de coordenadas esféricas:

En este sistema de coordenadas el punto queda fijado por (Fig I.7):
z

En €l, cuando @ = cte se obtiene un plano que pasa por z,
cuando 8 = cte se tiene un cono cuya base pasa por Py de

vértice O y cuando r=cfe una esfera. Asi:

€ =r 3 l11 = llr
e, =0 ; u,=uny4 (I1.31)
Fig 1.7 e3=¢ ; Uz=un,
En €1, cuando @ = cte se obtiene un plano, que pasa por z, cuando 8 = cre es un cono

cuya base pasa por Py de vértice O y cuando r=cte una esfera. Asi:

La relacién entre las coordenadas esféricas y las cartesianas es:

2

x* +y +z
x=rsenB cos¢
o= arctg(z) ré>{y=rsen0send (11.32)
x z=rcosf

= arcos(z/\/x +y2 +2:2 )

A

oFactores de escala. A partir de la definicion (I1.3):
h,=1 5 hg=r ; hy,=rsenb (I1.33)

eElemento de longitud. De (11.6):

dl=+/dr® +72d8% +r? sen® 6 do> (IL34)
eElemento de superficie: De (IL.7):
dS, =r’sen6 d6dou, ; dS, =r senBdrdpu, ; dS, =rdr ddu, (I135)

«Elemento de volumen: De (IL8):

dV =r? sen6 dr d6 do (I1.36)
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152 Apéndice II: Coordenadas curvilineas ortogonales

oGradiente:
a(p 1 a(p 1 a(P
Vop=—1 +—— + EYS
¢ or Hr r 90 o r sen6 0o e

eDivergencia:

1 [a(rsen8 A) 3(rsenba,) lra,)

V. A= + +
r?sen® or L 9

sRotacional:

u, ru, rsenbu,

1 (0 0 d

risen@lor 00 EX
A, rAy rsenb 4,

VXA-=

dL37)

(I1.38)

(I1.39)
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APENDICE III: Triedro Intrinseco de Frenet.

Z
)
/—'—"('.)‘ ) Put
Y
Fig. TIL1

Dada una curva podemos definir un triedro en cada punto, P, de ésta (ver Fig.ITI.1).
Comenzamos definiendo un vector unitario tangente a la curva y que lleva el sentido de
crecimiento de la longitud del arco que va desde el origen O en la curva hasta el punto P,
s(7). Notaremos a este vector por u, y se puede calcular de la siguiente expresion :

(UL1)

donde r es el vector posicion de P.

En efecto :
Pues dr tiene la direccion de la tangenteen Py ds=dr.

Por otro lado, podemos definir un vector unitario normal a la curva de la siguiente

forma :

du,
ds

du, -
u, =S ( ) L2)

- 153 -
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154  Apéndice III: Triedro intrinseco de Frenet

En efecto :
d(u,-u,) di d(u,-u,) du,
=—=0 ———=2u,
ds ds ds ds

El plano formado por los vectores normal y tangencial recibe el nombre de plano
osculador. El tercer vector unitario que completa el triedro de Frenet es perpendicular al

plano osculador y a la direccién que define se le llama dinormal. Este vector viene dado
por :

ub = ul x un (1]]'3)

El plano formado por los vectores normal y binormal recibe el nombre de plano
normal y el formado por la direccion tangencial y la binormal plano rectificante.

Fig. T2

Si ges ¢1. angulo que forma la tangente en el punto P con la horizontal (ver Fig. 111.2)
podremos escribir la siguiente relacion entre los vectores normal y tangente :

L™ (IML4)
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Apéndice III: Triedro intrinseco de Frenet 155

En efecto :

De la Fig. IIL.2 es inmediato deducir las siguientes relaciones:

do .

u, =cos@i+seng j }:>(—i~“— do 29 ;
ds

. . L=— — i+
u =-sen@i+cosg j sen g ds cos@

_do
ds ds

Se llama centro de curvatura, c, al punto donde se cortan dos normales a dos
tangentes trazadas en puntos infinitamente préximos (ver Fig. II1.2). A la distancia que va
desde el punto P hasta el centro de curvatura se le denomina radio de curvatura, p. Como
el arco de curva PP es infinitesimal se puede suponer que es un arco de circunferencia y
entonces se cumplira :

arco(PP' )=ds=p d¢ (.5)

y por tanto (II1.6) se puede expresar como:

—L =y . (I10.6)

LT (mL7)

donde t es el tiempo.

En efecto :
Utilizando (IT1.6) y la regla de la cadena en la derivacion se tendra

du, _duds Vv,

dt dsdr p "
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156  Apéndice III: Triedro intrinseco de Frenet

El radio de curvatura en un punto P(x,y,z) de la curva tiene la siguiente expresién:

dr

ds?

1
Yo,

exY (&yY (dzY -
\/(dsz) (ds’) a5 (L)
En efecto:
De (II1.1) es inmediato comprobar que:
(o) e
ds\ds

du, dr
ds

ds

1
yo,
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APENDICE 1V: El péndulo compuesto o fisico.

Cualquier sélido rigido que oscile libremente alrededor de un eje horizontal bajo la
accion de la gravedad recibe el nombre de péndulo compuesto o fisico. De la (Fig.IV.1)
observamos que r,, = (dsene,-dcose,o) y P =(0, —mg,O), siendo por tanto el momento

de fuerzas respecto a O

Fig.IV.1
i ] k |
M =1y, xP =|dsen® -dcos® O|=-mgdsenbk Iv.1)
0 -mg O

Como el eje de rotacién es fijo, se tiene para la componente Z del momento de fuerzas

que (ver ecuacion (5.25))

2
M, =1La= Iz%tg = —mgdsen8 (Iv.2)
y por tanto,
2
—(-;—z‘-z(a—-f—Ln}g—isenG =0 av.3)

Si los desplazamientos del centro de masas son de pequefia amplitud, de manera que se

puede aproximar senf=~0, se tiene

~157~
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158  Apéndice IV: El péndulo compuesto o fisico

&6  med
drr I

z

que es la ecuacion de un movimiento oscilatorio arménico simple para 8, y entonces
0= eosen(cot +o) av.s5)

donde 8, es la mixima amplitud angular y o es la frecuencia angular cuya expresion es

_ |med (AV.6)
IZ
siendo por tanto el periodo de la oscilacion
2 I
7=C=2p | ‘ (IV.7)
(0] mg

La ecuacion anterior proporciona un método para determinar €l momento de inercia de
figuras planas. Este vendria dado por

7 = mgdT?
A 4“2

(IV.8)

donde medimos el periodo de oscilacion, y el centro de masas lo determinamos colgando
el solido de dos puntos distintos.

6=0 Iv.a)
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APENDICE V: El péndulo de torsion.

El péndulo de torsién consiste de un sélido rigido suspendido de un hilo que pasa por
su centro de masas y que se encuentra sujeto a un punto fijo (Fig.V.1)

o

(Fig. V.1) =

Cuando el hilo se retuerce un angulo 6, si se estid por debajo del limite elastico, se
cumple que

Mg, =-x9 (V.n

donde x es el coeficiente de torsion del resorte. Y como por otro lado

ae

M, =]  “— V.2
se tiene por tanto que
2
99, X =0 (v.3)
da* Iy,
_que es la ecuacion de un movimiento armonico simple de frecuencia
= |- | (V.4)

~159-
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