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PROLOGO.

Al final de la ultima centuria, A. Schuster estaba interesado en buscar
periodicidades en datos, pero para poder estimar el espectro sobre la totalidad del
recorrido de las frecuencias tenemos que llegar al andlisis espectral tal como lo
conocemos hoy. La funcién de densidad espectral es la herramienta natural para
considerar las propiedades frecuenciales de una serie temporal. El andlisis en el dominio
de la frecuencia es muy apropiado en campos como la ingenieria eléctrica, geofisica,

meteorologia, ciencias del mar, etc.

El andlisis espectral es una metodologia fundamental en el estudio de la sefial.
Después de la invenciéon de la radio, a comienzos del siglo XX, los ingenieros
electrénicbs reconocieron la importancia de modelizar la sefial a través de procesos
estocésticos estacionarios. Shannon (1948) utilizé los modelos de procesos aleatorios
para formular una teoria que ha sido la base de la comunicacion digital. Wiener (1948)
formulé la teoria de las sefiales aleatorias y la aplicé a la resolucién de problemas de
filtrajes. La invencién del radar durante las segunda guerra mundial condujo al
desarrollo de nuevos algoritmos para la deteccion de sefiales débiles. El algoritmo mas
significativo para la localizacién de una posicién fue desarrollado por Kalman (1960),
conocido como filtro de Kalman. Dicho algoritmo se utiliza en sistemas de navegacion

para la exploracion de las profundidades del mar.

El problema inferencial de estimacién de una sefial modelizada mediante un
proceso estocastico se basa generalmente en la observacion de una dnica trayectoria del
proceso. Sus propiedades ergddicas permiten estimar caracteristicas tales como su

media o funcién de autocovarianza, en base a la Unica trayectoria observada.

Sin embargo, la replicacién de experimentos en las ciencias biomédicas, es mas
la regla que la excepcién. El registro de un electroencefalograma o la oscilacién de
concentracién de una hormona pueden modelizarse a través de procesos estacionarios.
La observacién de las diversas trayectorias de un proceso abre nuevas perspectivas para

las investigaciones en estas ciencias, en el campo de la estimacién espectral.
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Diggle y Al-Wasel (1993) estudiaron la concentracién de la hormona LH en una
muestra de ocho sujetos. Supusieron inicialmente que las series de mediciones
correspondientes a cada uno de los sujetos eran trayectorias de un mismo proceso
estacionario con distribucién espectral absolutamente continua. En este contexto,
analizaron las propiedades del periodograma medio como estimador de la funcién de
densidad espectral. Observaron no obstante, que la hipétesis de una misma densidad
espectral para todos los individuos era inconsistente con los datos. Por este motivo,
propusieron un modelo alternativo basado en la teoria asintética del periodograma, en el
cual cada individuo posee una densidad espectrai especifica filw)= Aw)Z(®w). A este
modelo lo denominaron modelo de ruido blanco, posiblemente por la hipotesis de que
las variables Z(w) son independientes y con la misma distribucién de probabilidad. Esta
hipétesis no es muy plausible, pues si el espectro poblacional es una funcion suave, no
resulta dificil imaginar el aspecto de cada densidad espectral especifica (fi(w)=
fw)Z(w)). Por otra parte, parametrizan el modelo con el objetivo de obtener una
expresién computacionalmente manejable del estimador de méxima verosimilitud del
espectro poblacional. El tnico fundamento de estas hipétesis es precisamente la

simplicidad computacional.

Dado que la existencia de densidad espectral supone que el correspondiente
proceso sea lineal, la seleccién de un sujeto es equivalente a la: seleccién de la sucesion
de coeficientes del proceso. Por esta razén, podemos considerar que el modelo de
Diggle y Al-Wasel es un proceso estacionario li;zeal de coeficientes aleatorios. Por otro
lado, 1a seleccién de un individuo supone también la seleccién aleatoria de una funcion
de densidad espectral. De esta fonha, diché densidad espectral puede considerarse la
realizacién de un proceso estocastico. Diggle y Al-Wasel llaman a la media de este

proceso espectro poblacional.

Hernandez (1997), estudia dos estimadores de la funcién de densidad espectral
poblacional: el periodograma medio cuando el nimero de individuos r es bastante
grande comparado con el nimero de observaciones N, y a través de alisamientos

mediante nicleos del periodograma medio para el caso en que N es bastante mayor que
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Prélogo. vii

r. Parte del modelo multiplicativo de efectos aleatorios, pero sin suponer que el proceso

{Z(w)} sea un ruido blanco, y sin considerar a priori que sigue una distribucion

determinada.

La presente monografia estd estructurada en cuatro capitulos. En el capitulo
primero, sintetizamos algunos resultados sobre la estimacién de la densidad espectral,
cuando se observa una tnica serie de un proceso lineal general, el cual, bajo
determinadas condiciones, asegura la existencia de distribucién espectral absolutamente
continua. Entre estos resultados podemos destacar las propiedades asintdticas del
| periodograma, que pese a ser un estimador inconsistente de la funcién de densidad
- espectral, sirve de base para conseguir estimadores consistentes, mediante su
alisamiento por medio de ciertas funciones de nucleo. Asimismo, se indica la
importancia de la eleccién del pardmetro de alisamiento o ancho de banda y el problema
de disponer de un buen selector de ancho de banda. También hacemos una breve
introducién del método bootstrap, que permite estimar la distribucién de cierta variable

aleatoria, en base a los datos observados de ella.

En el capitulo segundo, realizamos una revisién del problema de series
replicadas, planteado por Diggle y Al-Wasel (1993), y cémo lo resuelve Hernéndez
(1997) bajo condiciones mads plausibles, proponiendo dos tipos de estimadores de la

funcién de densidad espectral poblacional.

El tercero y cuarto capitulos constituyen nuestra aportacién al problema de
estimacion del espectro poblacional. En el tercer capitulo proponemos el estimador
‘polinémico local como estimador de la funcién de densidad espectral poblacional,

cuando exista. Este consiste en ajustar para cada punto @y, un polinomio de grado p, a
los puntos (@;,,Y; ), (siendo Y= I_ (@;)), usando minimos cuadrados ponderados con €l
nicleo Kh(a) j—a)o). Estudiaremos el sesgo y varianza del estimador para el caso

general de ajuste polinémico de grado p, y obtendremos ademds, las expresiones del

sesgo y de la varianza, tanto cuando se trata de ajuste lineal local, como cuadratico

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Prélogo. viil

local. Asimismo se estudiard la distribucion asintética del estimador. Por ultimo, se

propone un método de validacién cruzada, para estimar el ancho de banda éptimo.

Comenzaremos el capitulo cuarto proponiendo un algoritmo bootstrap para

o | f (@;p.h) - E[f (@; p.h)]
obtener una aproximacién bootstrap del pivote N -

JVar[Z(o)]

Introduciremos los desarrollos de Edgeworth, y a partir de ellos estudiaremos el orden

de aproximacion del] pivote bootstrap al real.
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Capftulo I. Estimacion Espectral. 2

CAPITULO 1. ESTIMACION ESPECTRAL.

1.1 Introduccidn.

El andlisis espectral es una metodologia desarrollada originalmente en el campo
de la fisica y particularmente en el analisis de la sefial. Su objetivo esencial es el estudio
del espectro de un proceso estacionario. Bajo‘determinadas condiciones, un proceso
estacionario puede expresarse como una superposicién de movimientos arménicos de
diferentes frecuencias y amplitudes. El espectro del proceso es la distribucion que a cada

rango de frecuencias le asigna su contribucién a la varianza del proceso.

El problema de la inferencia estadistica consiste en analizar datos generados por
una distribucién de probabilidad desconocida con la finalidad, precisamente, de estimar

aspectos de dicha distribucién.

La complejidad de muchos modelos hace frecuentemente muy dificil su
estimacién. Las hipotesis paramétricas pueden también resultar poco verosimiles y los
métodos de estimacidn ser pocos robustos. En este contexto, el bootstrap de Efron puede
resultar una herramienta muy eficaz, liberando al matematico de problemas complejos.
Ademds, el hecho de que los modernos ordenadores cada vez aporten un menor coste
computacional, hace que el bootstrap se consolide como una importante herramienta

_estadistica.

Iniciamos este capitulo con los conceptos de proceso estocdstico estacionario,
funcién de densidad espectral y representacién espectral de un proceso estacionario.
Introducimos el concepto de proceso lineal general para a continuacion, enunciér la
condicién necesaria y suficiente para que un proceso estacionario tenga distribucién
espectral absolutamente continua. Tal condicién consiste en que el i)roceso estacionario

sea lineal, y sus coeficientes decrezcan a cero de una forma determinada.

Abordamos también el problema de estimacion de la funcién de densidad

espectral sobre la base de la observacién de una unica trayectoria del proceso o serie
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Capitulo 1. Estimacién Espectral. 3

temporal. Dado que el periodograma es un estimador inconsistente, hacemos una
revision de los estimadores mediante alisamientos del periodograma con ciertas
funciones denominadas de nicleo, las cuales dependen del pardmetro ancho de banda,
cuya eleccion adecuada es de importancia crucial. Se indica también cuando un selector

de ancho de banda es asintéticamente 6ptimo.

Por dltimo, introducimos la idea del bootstrap, el concepto de métrica de

Mallows, el método bootstrap para estimar la funcién de densidad espectral y la validez

asintdtica de este método bajo condiciones precisas que recoge Franke y Hérdle (1992)

en el teorema 1.16.

1.2 Procesos estocasticos estacionarios.

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias -{X(z)}

re7’
definidas sobre un mismo espacio de probabilidades (£2,d ,P). El conjunto T, llamado

espacio de pardmetros, generalmente representa el tiempo y por tanto seria un

subconjunto de R, pero puede representar otros espacios, tal como ocurre con los
procesos espaciales. Por su parte, el espacio probabilistico (£2,d,P) representa

normalmente un cierto fenémeno aleatorio que evoluciona con el tiempo y, por tanto,
X(#) mide alguna caracteristica de] fendmeno en el instante z.

Un proceso estocdstico {X(¢)} . se dice estrictamente estacionario si Vne N,

teR

Vi, ...ty Ry Vh>0 las variables (th,...,in) y (Xt]+h,...,Xt;+h) tienen la misma

distribucion.

En particular todas las variables X, tendrdn la misma distribucién, y por tanto la
misma media E[X,]=u, si es que ésta existe. También, las distribuciones conjuntas
(X, X;) han de depender sélo de la diferencia r-s, con lo cual la funcidén de

autocovarianza R(s,0)=Cov(X,X,), si existe, serd sélo funcién de z-s. Estas propiedades
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 4

autocovarianza R(s,?)=Cov(X, X)), si existe, serd sélo funcién de z-s. Estas propiedades

de los procesos estacionarios conducen a definir los procesos estacionarios en sentido
débil.

Un proceso {X(r)} __ es estacionario en sentido débil si:

1 E[[X(0f |[<e, vieT

2. E[X(t)|=p.VteT

3. Cov[X(z),X(t+7)] = R(t) (independiente de ?)

La funcién de autocovarianza R(7) tiene las siguientes propiedades:
1. R(0)=0". |

2. |R(7)| < R(0) para cualquier .

‘3. Cuando {X(r)} es un proceso que toma valores reales, V7, R(—7) = R(), es

decir R(7) es una funcién par.

La historia temporal X () de una trayectoria de un proceso estacionario no hay

razén para suponer que es periddica (salvo el caso del proceso arménico cuando los o
son conmensurables), y por lo tanto no puede ser representada por una serie de Fourier

discreta. Ademds, X (t) continda indefinidamente en el tiempo y la condicién

J |X (t)|dt <o no se satisface. Por consiguiente, no es posible hallar la transformada

de Fourier de X(z) directamente, para obtener informacién sobre la composicion
frecuencial del proceso. Esta dificultad puede superarse, analizando por los métodos de

Fourier, no la propia trayectoria, sino su funcién de autocovarianza.
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Capitulo I. Estimacidon Espectral. 5

1.3 Relacion entre la densidad espectral y la funcién de

autocovarianza.

Veamos seguidamente un teorema que da la relacion existente entre la funcién

de densidad espectral flw) y la funcién de autocovarianza R(7) de un proceso

estacionario de pardmetro continuo.

Teorema 1.1 Sea {X (t)} o> Ul proceso estacionario continuo, de media cero,

le

con funcion de densidad de potencia espectral f{w), la cual existe para todo @, y con
funcién de autocovarianza, R(7). Entonces, flw) es la transformada de Fourier de R(7).

Es decir

f(w)zi T e R(7)dr (1.3.7)
. 27-5 ~00

]
Corolariol.2 Para que la funcién de autocovarianza R(7) posea transformada de

Fourier y exista flw) para cualquier w, es suficiente que:
[ |R@)de < (1.3.8)
entonces, si R(7) es continua, podemos expresarla como la transformada inversa de f{lw):

R(t)=[ & f(w)do (1.3.9)

B
El siguiente teorema establece la relacién entre la funcién de autocovarianza de

un proceso estacionario y su distribucion espectral.

Teorema 1.3 ( Wiener-Khintchine) La condicién necesaria y suficiente para que
R(7) sea la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario continuo .{X(t)}, es
que exista una funcién F(®), que tenga las propiedades de una funcién de distribucién

de una medida finita en (—eo, =), tal que, péra todo 7, R(7) puede expresarse por:
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 6

Rx)= [ e“*dF(w) (1.3.10)

la expresiéon (1.3.10) se denomina representacion espectral de la funcion de
autocovarianza. V

|

Para los procesos estacionarios de pardmetro discreto {X,}, existe una

representacion espectral andloga. Hay que hacer no obstante las siguientes

observaciones:

« R(7) estd definida para valores enteros de 7. Luego las integrales en las que
intervienen se convierten en sumas. Asi, la expresién (1.3.7) se transforma en:
1l «
flw)y=— Y """ R() (1.3.11)

27

T=—0c0

e Todas las funciones espectrales van a estar definidas solamente para
frecuencias en el rango -7m<w<r, yz{ que el proceso s6lo se observa en
instantes enteros. Los arménicos cuyas frecuencias se diferencien en
multiplos de 27, tienen efectos indistinguibles si la observacidn se hace sélo
en los momentos enteros, ya que ¢'" = H@*2MT Egio es lo que se denomina
efecto aliasing. Podemos afirmar que toda frecuencia fuera de (-, 7) tiene

un alias dentro de este intervalo.

El andlogo al teorema de Wiener- Khintchine para procesos discretos es el

teorema de Wold cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 1.4 ( Wold) Una condicion necesaria y suficiente para que la sucesién
{R(7); =0, £1, £2, ...} sea la funcidén de autocovarianza de alglin proceso estacionario

discreto {X’}teZ es que exista una funcién F(w), con las propiedades de funcién de

distribucién de una medida finita en (-7, 7), tal que:
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Capitulo I. Estimacion Espectral. , 7

R(x)=[" e dF(w) (1.3.12)

K4

1.4 Representacion Espectral de Procesos Estacionarios.

El teorema de representacion espectral formaliza la idea de que un proceso

estacionario es una superposicién de movimientos arménicos de diferentes frecuencias.

Definimos en primer lugar los procesos de incrementos ortogonales, a través de

los cuales se modelizaré el espectro de un proceso estacionario.

Un proceso {Z(a))}w.E r s¢ dice de incrementoé ortogonales si verifica:
1. Vo,,0,eT, E[Z(w,)- Z(w,)]=0
2. Yo,w, T, E[‘Z(w,)~Z(a)S)’2] < oo

3. Vo, <0, <wy<wg T, E[(z(a)4)-z(w3))(z(w2)—z(coli))]=0

Un proceso de incrementos ortogonales define una funcién F(®), mondtona, no

decreciente y determinada salvo una constante, a través de la relacion:
2
E||Zo, = Zo | |=F(0)~F(oy) (14.1)

La funcién F recibe el nombre de funcién de varianza incremental. Como

consecuencia directa de la expresion anterior se tiene el siguiente teorema:
Teorema 1.5 Un proceso de incrementos ortogonales {Z(a))}we g €S continuo en

media cuadrética si y sélo si F(w) es continua en @.

Pasamos a definir la integral de una funcién no aleatoria respecto a un proceso

de incrementos ortogonales.
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 8

Definimos la integral, sobre un intervalo (w,,®,)< R, de una funcién no

aleatoria g(®) con respecto a un proceso de incrementos ortogonales {Z(a))}weT, como

n-1
el limite, en media cuadrética, de las sumas Y g(®;)(Z(®;y;)-Z(w;)) sobre una
i=0

particién @,=0p<w;<...<w,=o), cuando el radio de la particién p tiende a cero, es decir:

n—-1

Eb g(w)dZ(w)= Ll.)i. m. Y 8(0,)(Z(w) - Z(w;)) (1.4.2)
a -0 2%

donde la expresién L.i.m. se interpreta como limite en media cuadratica.

El siguiente teorema da la condicién necesaria y suficiente para la existencia de

esta integral.

Teorema 1.6 La integral de una funcién g(®) sobre (w,,,)< R con respecto a

- un proceso de incrementos ortogonales {Z(co)}we g EXiste sty so6lo si
Wp 2
jw |g(@)|* dF (@) < = (1.4.3)
Y entonces:

E[ J::g(a))dz(a))] =0

2
] [ swiz)| = ) dF(e)

a wa

A partir de un proceso de incrementos ortogonales {Z(a))}we  cuya funcion de

varianza incremental F(w) esté acotada, puede definirse un proceso estacionario

{X()},p> mediante la relacién:
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X(0)=|__ e dz(w) (1.4.4)

Esta ecuacion es llamada la representacion espectral de X(z).

La funcién de autocovarianza - del proceéo {X(t)} es precisamente la

terR

- transformada de Fourier de la funcién de varianza incremental F del proceso de

incrementos ortogonales {Z(w)} _ .. es decir:

R(r)=[_e“"dF(w) (1.4.5)

El teorema que enunciamos a continuacion da condiciones bajo las cuales X(1)
puede expresarse como la transformada de Fourier de un proceso de incrementos

ortogonales:

Teorema 1.7 (Representacion espectral) Sea {X(1)},_, un proceso estacionario y

continuo en media cuadratica, con funcién de autocovarianza R(7). Entonces existe un

proceso de incrementos ortogonales {Z(w)} _,. tal que

X(0)=]"_"dz(w) (1.4.6)

—00

estando definida la integral en media cuadritica. Ademas, si @, < @,
, :
H[2(0,)-2(0,) | = F(@,)- Flo))

siendo F(w) la funcién correspondiente a R(7) en el teorema de Wiener-Khintchine.

De forma andloga para los procesos estacionarios de pardmetro discreto se tiene

el siguiente teorema:
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Teorema 1.8 Sea {Xt}zez un proceso estacionario de pardmetro discreto, con

funcién de autocovarianza R(7). Entonces existe un proceso de incrementos ortogonales

{Z(a))}we(_m) tal que

X, = fﬂ ' dZ(w) , (1.4.7)

donde E[[Z(a)2 )—Z(a)l)ﬂ = Flw,) - Flo,) Yo, 0,<(-m.1).

1.5 Procesos lineales generales.

Diremos que un proceso estocastico {X,} , es un proceso lineal general, si
t

eZ’

puede expresarse de la forma:

X, = D 84 (1.5.1)

Uu=—oo

siendo {¢ ,}te - un proceso de variables incorreladas, que satisface:

Ele]=0 y  Hetl=o:

y la sucesion de coeficientes {g,} verifican 2 gf < oo,
U=—co
Teorema 1.9 Un proceso {Xf}zez tiene distribucién espectral absolutamente

continua si y sélo si {Xt}zez es un proceso lineal general dado por (1.5.1).

En los siguientes epigrafes del presente capitulo se aborda el problema de la
estimacién de la funcién de densidad espectral a partir de la observacién de una serie

temporal.
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1.6 Estimacion espectral: analisis del periodograma.

Se aborda en el presente epigrafe el problema de la estimacién de la funcién de
densidad espectral de procesos estacionarios lineales, en base a la observacién de una
trayectoria del proceso en un conjunto finito de instantes. Tal trayectoria recibe el
nombre de serie temporal. La base de la esfimacién de la funcién de densidad espectral

es el periodograma, e] cual se define por:

2

I, (o wel[-n7] (1.6.1)

N

—iot
2 Xe
=1

1
)—27rN -

siendo {X[}l] la serie temporal observada, tal queE[X,]=0. Revisamos a

continuacién las propiedades del periodograma como estimador de la densidad

espectral.

Proposicién 1.10 St f (a))satisface la condicion de Lipschitz de orden uno, el

periodograma Iy (w) es un estimador asintéticamente centrado de f{w).

Hix@)]=[" f(6)Fy(0-w)do = f(o)+ O( L]nvzv)

siendo Fy(6) el llamado nicleo de Fejer definido por:

F,(8)= 1 sen’(NO/2)

- i (1.6.2)
27w Nsen™(6/2)

se tiene que V6 # 0, FM(6)———0y [ F,(8)d6=1

Sea {y(w) la transformada finita de Fourier de la serie temporal {X,};\L1 definida

por:
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N
bX(co):ﬁzX,e"“” ~-TSWET (1.6.3)

Utilizando la representacién espectral de X, dada en (1.4.7) y siendo Z(6) un

proceso de incrementos ortogonales, la expresion (1.6.3) nos queda .

Celw)=] (mx #(6-o) ]dZ | (1.6.4)

simplificando (1.6.4) se obtiene

=" FA(0-0) = az(s) (16.5)

Expresando el periodograma en funcion de la transformada finita de Fourier como

sigue:
I(@) =[x (@) | (16.6)

y sustituyendo el valor de esta transformada, se obtiene

HL(@)]=[" f(6)F,(6-w)do

Se exponen a continuacidén una serie de teoremas para los procesos lineales

generales, que relacionan las propiedades del proceso {X,} con las del proceso {&}.

Teorema 1.11 Sea {X,} un proceso lineal general definido de la forma dada por

(1.5.1) siendo los {g&} varnables aleatorias incorreladas, con E[g]=0, E[etz]=0'§ y

i1gu“u]y2 < o, Entonces:

U=—0c0

{i(w)=T(0) (0)+r, (@) (1.67)
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Capitulo L Estimacién Espectral. : - 13

siendo T(@)= T g™y E[|rN(co)|2]=O(1/N), uniformemente en . Si ademés {&]

son independientes con E[ef] < oo, entonces E[|rN(w)|4]= O(1/N*) uniformemente en

.
||

Teorema 1.12 Sea {X,} un proceso lineal general definido por (1.5.1);

verificando que los {&} son independientes con E[&]=0, E[stz]=63, E[ef’]<oo, y

ilgu“ula < oo, 0>0. Entonces

U=--eo

Iy(o)= 27#(@);}2—16 (@)+Ry(@) (168

' . N N .
donde Iy e I, son los periodogramas de {X,} _ ¥ {e,},_, respectivamente, y

E[|RN(a))|2] = o(1/N*)

uniformemente en .

En el caso particular en que las {&} sean normales se puede concluir que las
{Ix(ap/fw)}, j=0, 1, .., [N/2], (w=2m/N) son independientes para j#0, N/2 vy

asint6ticamente distribuida segin una 3 /2 es decir:

; (w )z f(co_,.)x;/z j#0,N/2 (169)
I Flog)as j=0.N)2 -

de donde

El1y(0))]= f(e) varlI(0,)]= (o) (1.6.10)
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 14

Como puede deducirse de (1.6.10), el periodograma no es un estimador
consistente de f(w). El siguiente teorema da la expresién de la covarianza del
periodograma para dos frecuencias préximas @; y @, Dado que no hay problema de

confusién de la notacidn, consideraremos Iy =7.

Teorema 1.13 Sea {X,} un proceso lineal general definido por (1.5.1) con los

{&}y {g.} verificando las condiciones del teorema 1.12. Entonces:

Con{I(ey ). /(@ )} = [‘;‘] +3N7£{FN(0)1 +0;)+ Fy (w0, - 0)2)}}7(0’1 )f(@)+ O/ N*)

(1.6.11)

donde e= {E[£4]e3}, Fxn(6) es el nicleo de Fejer definido por (1.6.2), y el resto es del

t

orden O(1/N*) uniforme en @ y @.

Asf pues, en el caso @=w;=q obtenemos la expresion de ]a varianza
Var{I(®)} = F2(@)(1+¢/N)+0(1/N%) (1.6.12)
cuando N — oo, la expresién asintética de la varianza es:
Var{l(@)} — f* (o) (1.6.13)

Indicamos . a continuacién algunas de las propiedades que se ~deducen
directamente de los teoremas enunciados anteriormente. En primer lugar, el

periodograma es un estimador asintéticamente centrado de f{®), aungue no consistente

dado que Var[I(w)]=f*(w). Ademds, para las frecuencias @, y @z se tiene

Cov{l (w,),] (wz)}—r_:ﬁ 0, de donde se deduce que para frecuencias proximas, I(@;)

no da informacién sobre I(@,). Estas propiedades las vemos gréficamente en la figura
1.1 donde representamos la funcién de densidad espectral f{w) de un proceso MA(2) en
trazo discontinuo, mientras que en trazo continuo aparece el periodograma obtenido al

observar el proceso en 500 instantes de tiempo. Simplemente observando la grafica se
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 15

deduce que el periodograma es un mal estimador de la funcién de densidad.
Mencionamos por tltimo que f{@) la hemos considerado una funcién continua y suave,
mientras que el periodograma /(@) presenta grandes irregularidades. Obviamente un
procedimiento natural para mejorar las propiedades de este estimador consiste en
suavizar localmente los valores de /(@) en un entorno de , y esto es lo que se vera en

el proximo epigrafe.

Figura 1.1

2

10 9

“& Periodograma

-
e U‘ o Funcion de dersidad

. L
,00000 , 75398 1,5079% 2,26195 3,01593
,37699 1,13097 1,88496 2,63894

espectral real

FRECUENCIAS

1.7 Estimacion de la densidad espectral mediante

alisamientos del periodograma.

Sea la serie {X[}tzlcorrespondmnte al proceso estacionario {X,};cz con funcién

de densidad espectral flw).

Consideramos ahora la estimacién de f{w) por un estimador de nicleo dado por:

Nh .

1 [(N/2] (a) -
K
j=Inr2]

flosh)=— 3 - J)I(wj) (1.7.1)
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siendo I(w) el periodograma correspondiente a la serie temporal tal como se defini6 en
(1.6.1) y siendo la funcién ndcleo K(6) una funcién simétrica, no negativa en R.
Destacamos la dependencia del estimador f (w;h) del pardmetro de alisamiento o ancho

de banda h, pardmetro que condiciona fuertemente al referido estimador.

Analizamos a continuacién las propiedades asintéticas del estimador f(w;h).
Para ello, se le imponen las siguientes restricciones a la funcién nicleo K(6), que

pasamos a enunciar:

1. K(6) es una funcién simétrica y no negativa definida en el intervalo (—eo, o).

19

K tiene soporte compacto [-k;k] y es uniformemente Lipschitziana con

constante Ly. 7
1 b 1 < 2

3. —| K(8)do=1 — | @°K(6)d6=1.
| K@eye=1y —|_6°K(@)

(1.7.2)

Teorema 1.14 Sea {X,, —oo <1 < oo} un proceso lineal

X, = Zbkét—k

fk=—o00

donde &, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que

satisfacen:

Vi E[E}=0y E[&}]=1, E&]|<

y siendo la funcién caracteristica de &, g(u) tal que;Vé >0 sup{|q(u)l;|u|25}<l.

Ademads suponemos que la funcién de densidad espectral f{w) del proceso lineal {X} es

dos veces diferenciable en [~7, 7], y

PUARES
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siendo X la funcién nicleo que verifica las condiciones (1.7.2). Entonces para N — oo,

h — 0, de forma que (Nh“)_l = 0(1), el sesgo del estimador f (@;h) verifica:

2
i LnN ) (1.7.3)

E[ f(m;h)] - fl@)==f"()+ o(n?)+ 0( S

“uniformemente para |@| < 7 —xh.

Teorema 1.15 Sea {X,, —oo <t <o} un proceso lineal

X, = Z bkét—k

k=—c0

que verifica las condiciones del teorema 1.12 y K(6) la funcién de nicleo que cumple

Jas condiciones (1.7.2). Si A — 0 y Nk — o, entonces V|w| < 7, se tiene:

i) NiVar(f(w;h)) - 0% (@) = fz(m)g%j;Kz(e)de cuando N >0 (1.7.4)

ii) NR { Flaxh)-H f’(a);h)]} 5 Z en distribucion. (177.5)

siendo Z una variable aleatoria Gaussiana de media cero y varianza ¢ ().

Un aspecto clave en la estimacion de la funcién de densidad espectral utilizando
alisamientos mediante nticleo del periodograma es la eleccién del pardmetro ancho de

banda A.
1.8 El problema de la eleccion del ancho de banda 6ptimo.

Como hemos indicado anteriormente, la eleccidén de la funcién nidcleo no es

especialmente relevante en los estimadores de niicleo. No asi la eleccion del ancho de
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 18

banda, el cual influye notablemente en el estimador. Siguiendo a Parzen (1957),
consideramos como ancho de banda éptimo aquél que minimiza el porcentaje de error

~ cuadratico medio (Mean Square Percentage Error MSPE), definido por:

E{f(@:h)- f@)]

MSPE(w;h) = (1.8.1)
(@)
(1.8.1) puede expresarse alternativamente por:
2 2
MSPE(w;h) = l’(i);—b-(ﬂ) (1.8.2)
o)

donde b(w)=(E| f(w;h)]— f(@))y v (@)= Var| Flaxn)].

Si se verifican las condiciones de los teoremas 1.14 y 1.15 se tienen las

siguientes expresiones asintéticas del sesgo y la varianza del estimador f (w;h)

2
b(w):%f"(w)+o(h2)+0(L;N) (1.8.3)
y
Var{ f(w;h)} = i ]é:’ - — [ k*0) d@+o(ﬁj (1.8.4)

sustituyendo estas expresiones en (1.8.2), el MSPE puede expresarse también por:

: 4
MSPE(w;h) = h {f ((wa’))} - zl,,f_m 2(9)a’6+o(1$h) (1.8.5)

| Como puede deducirse de la expresion (1.8.3), el sesgo depende, por un lado, del

grado de curvatura de la funcién de densidad espectral dada por f"(w), y por otro, del
cuadrado del ancho de banda h. De esta forma si ’ f( a)). es grande, es decir, existe un
maximo local en @, deberemos tomar un ancho de banda % pequefio para reducir el

sesgo. Por el contrario, si ‘ f (a))| es pequefio, podemos tomar un k algo mayor de
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Capitulo I. Estimacién Espectral. 19

manera que no contribuya a aumentar el sesgo y a cambio conseguimos una reduccién
de la varianza, segln se desprende de la expresion (1.8.5). Por ello, el ancho de banda
6ptimo debe controlar a la vez el sesgo y la varianza del estimador, de manera que el
MSPE(w;h), dado por la expresiéon asintética (1.8.5), converja a cero si h—0 y

Nh—> oo,

Asi pues, la expresién que se obtiene para 4, es:

ho(w)=N%{—fi%%} {ﬁ j_sz(e)de} (1.8.6)

El cilculo de un ancho de banda Gptimo para cada frecuencia @, puede resultar
excesivamente costoso desde el punto de vista computacional. Beltrao y Bloomfield
(1987) proponen considerar un ancho de banda global éptimo como aquel que minimiza
el promedio de la proporcién de error cuadritico medio (Average Mean Square

Percentage Error (AMSPE)), definido por:

: 1 [N/2] :
AMSPE(h):m z} MSPE(w ;1) (1.8.7)
=

Por tanto, hy queda definido como:

AMSPE(hq) = inf AMSPE(h)
h

De aqui se obtiene:

AL eneo 2] ™0
ho ___N-%{ NE‘ {i_@} } {_I_J Kz(e)de}]/s (1.8.8)

a flw) 27 I

Obviamente, AMSPE(h) = O(N 7).
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Hemos obtenido expresiones para el ancho de banda éptimo, considerado como
el que minimiza el MSE o el MISE (la integral del MSE). Pero desgraciadamente estas

férmulas emplean las funciones desconocidas fy f”. Hasta ahora, solo somos capaces

de calcular el ancho de banda 6ptimo para la estimacién de f, cuando ya conocemos f. A
continuacién vamos a ver algunas técnicas, para obtener una eleccién razonable de &

cuando no conocemos f.

Un método que usa los datos X;,... Xy, para obtener un ancho de banda };, es

llamado un “selector de ancho de banda”. Selectores de anchos de banda que logre

minimizar el AMISE ( fh) se dicen ser consistente con respecto al MISE.

Supongamos que % estd en algin conjunto H, C R}, de interés. Sea la distancia
d( fh, f), la cual denota una medida de precision para el estimador fh. Siguiendo a

Shibata (1981), un selector de ancho de banda };) se dice asintéticamente Sptimo con

| a.n
respecto a d cuando lim -

—————=——— | =1 con probabilidad 1.
W=~ inf d(f,, f)

Estas distancias del estimador de nucleo fh a f puede obtenerse de distintas
maneras, entre ellas podemos indicar: el error cuadratico medio MSE ( fh), el error
cuadratico integrado ISE( fh ), el error cuadritico medio relativo o porcentaje de error

cuadratico medio MSPE( f,, ), el MISE( fh ), etc.

Cualquier ancho de banda h, que minimice algunas de estas distancias es un
ancho de banda 6ptimo. Una cuestién importante es, ;cudl es la eleccién mas apropiada
para el ancho de banda 6ptimo h,? La razén de convergencia a hysg de cualquier selector
de ancho de banda no puede ser mas rapido que N1° (Hirdle y otros 1988), mientras
que la razén de convergencia de selectores de ancho de banda a hysg puede ser tan

rapido como N (Hall y Marron, 1991).
p
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Beltrao y Bloomfield usaron selectores de anchos de banda, para el caso de la
estimacién del espectro. Utilizan el porcentaje de error cuadratico medio MSPE como

distancia para obtener el ancho de banda local. Para obtener un criterio que refleje las
propiedades de fh sobre la totalidad del intervalo, es natural integrar sobre [0,7t]. En el

contexto de nuestros estimadores discretos es mds conveniente sumar, y también por
conveniencia omitimos los puntos extremos. Sin embargo, describe el resultado como el

error cuadratico medio integrado

1 [(v-1)12]

MISE =AMSPE(h)=W 2 MSPE(®,,h)

Existen varios métodos para la seleccion del aricho de banda de un estimador de
nicleo a partir de los datos. Esto lleva a la cuestiéon natural, ;como comparar los
métodos? Alguna idea puede obtenerse a través del andlisis asint6tico de cada selector
de ancho de banda que lleva tipicamente a una razon de convergencia del ancho de

banda seleccionado, a algin ancha de banda dptimo.

La manera usual de cuantificar el cumplimiento tedrico de un selector de ancho

de banda particular 4 es a través de una distribucién asintética, tipicamente de la forma

~

NY hﬁ—l — 5 N(u,0*)  (1.8.9) :

0

donde it y & solo dependen de fy K (pero no de N), v es un niimero racional y kg es

alglin ancho de banda 6ptimo.

A

. h : ~ .
La cantidad ——1 es llamada el error relativo de &, teniendo en cuenta que el

ancho de banda es un pardmetro escala. Si h satisface (1.8.9), entonces diremos que h

. . . . - . . 2
tiene una razon relativa de convergencia a hy de orden N ¥ con varianza relativa ¢~ Por

tanto, valores mds grandes de v corresponde a los selectores de ancho de banda que -

'La siguiente notacién indica covergencia en distribucién: ——.
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. . 2 P e 2 ~ o)
converge al optimo mas rapido. Ademds, valores mas pequefios de G° corresponde a

selectores mas estables de anchos de banda.

Moétodo de validacion cruzada.

El principio de la validacién cruzada es dejar, por un momento, un punto de los
datos fuera y seleccionar el valor de £ bajo el cual los puntos de los datos pérdidos estan
mejor representados por el resto de los datos. El estimador que se obtiene con los puntos
de los datos, excepto el punto para €l cual se hace la estimacion se conoce como “leave
one out” y se emplea cuando hay independencia entre dicho punto y los demas, por

ejemplo en regresion.

Otro tipo de validacién cruzada consiste en dividir la muestra aleatoriamente en
dos partes y seleccionar el valor de k bajo el cual los puntos de los datos de un grupo
estan mejor representados por el otro. Es tipo se utiliza en el caso que cada punto no es
independiente de los demds, como ocurre con las frecuencias en el problema de la

estimacion de la densidad espectral.

1.9 El Bootstrap.

A lo largo de los dltimos afios el bootstrap se ha utilizado para la estimacién de
muy variados modelos, entre otros, los modelos de procesos estacionarios. Freedman
(1984), Efron y Tibshirani (1986), Swanepoel y van Wyk (1986) y Kreiss y Franke
(1989) utilizan el bootstrap para la estimacién de modelos paramétricos de series
temporales. Franke y Hérdle (1992) usan esta metodologia para estimar la funcién de

densidad espectral de un proceso lineal general.

La idea del bootstrap es extraordinariamente simple. Sea X=(X,, ..., X,) una
muestra aleatoria de una distribucién F sobre R. El problema que se desea resolver es el
siguiente. Dada una variable aleatoria R(X,F), posiblemente dependiente de X y de la
distribucién desconocida F, estimar la distribucidén de R en base a los datos observados.

El método bootstrap puede esquematizarse de la siguiente forma:
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Paso 1. Se considera la distribucion empirica de la muestra
1 n
Fa(t)=— 2 8x,(%)
i=1

Paso 2. De la distribucién empirica F, se extrae una muestra aleatoria (con

reemplazamiento) de tamafio n, X "= (X]’P ,...,X:).

Paso 3. Se aproxima la distribucion de R(X,F) por la distribucién bootstrap de

R = R(X *Fn) Esta distribucidn, se obtiene inducida por el mecanismo del paso 2

para extraer muestras aleatorias.

La mejor aproximacién de la distribucion de R alade R depende en cierta
medida de la forma de R. Esto es una cuestién importante relativa al problema de las
cantidades pivotales. La parte més compleja del método es la obtencién de la

distribucidn bootstrap. Para ello se consideran los siguientes métodos:
A.- Calculo tedrico directo, obteniéndose la distribucidon bootstrap exacta.

B.- Método de Monte Carlo para obtener una aproximacioén de la distribucion
. . g - % *
bootstrap. Se generan mediante simulaciéon B muestras bootstrap de tamafio n, X l,X 2,

. X8 y a partir de ellas se obtiene un histograma con los correspondientes valores
R(X*l,ﬁ), R(X*z,ﬁ), R(X*B,I:“) que nos da una aproximacién de la distribucion

bootstrap de R.

C.- Método de desarrollos en series de Taylor para aproximar la distribucion

bootstrap de R(X*,Fn) se hacen desarrollos de Taylor en el punto (1/n,...,1/n).
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Meétrica de Mallows

Damos ahora la definicién de la métrica de Mallows en un conjunto de
distribuciones de probabilidad sobre un espacio de Banach, pues este concepto €s

importante para estudiar la validez asintética del método bootstrap.

Consideremos un espacio de Banach B cuya norma denotamos por ||{, y sea

szl"p(B) el conjunto de las medidas de probabilidad y definidas sobre la

correspondiente o-dlgebra de Borel que verifican jl!x[lpy(dx)<w. La métrica de

Mallows se define en Fp del modo siguiente: Dado «, 8 € r,

d,(0.B)= inf {E[(X— Y)P]}%’ (1.9.1)
Y=p

(X =« significa que X tiene distribucién de probabilidad o)

1.10 Estimacion de la funcién de densidad espectral utilizando

la metodologia bootstrap.

“Daremos ahora el procedimiento usado por Franke y Hérdle (1992) para estimar
1a funcién de densidad espectral de un proceso lineal general, asi como los teoremas que

justifican su validez asintética en el sentido de Bickel y Freedman.
1.10.1 Método bootstrap para la estimacion de la densidad espectral.

Sea {X,,..., Xy} una serie temporal correspondiente a un proceso gstacionario con

densidad espectral f{w). Segiin se vio en 1.7, un estimador de f{w) es:

. /2
flw;h) :1—\1% > K[
j=—{N/2]
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siendo K(6) la funcién nucleo, que es simétrica y no negativa; y I(w;) el periodograma

correspondiente a la serie observada.

Franke y Hérdle (1992) consideran el modelo multiplicativo
I(wp=flw)g j=1, ..., [N/2] (1.10.1)

siendo las variables residuales & asint6ticamente independientes e idénticamente
distribuidas. El algoritmo bootstrap que proponen es similar al de Hirdle y Bowman
(1988) para modelos de regresién no paramétrica. El algoritmo opera como si las
variables residuales fuesen independientes. Esta situacion hard més compleja la prﬁeba

de la validez asintética de la aproximacion bootstrap.

Paso 1. Se considera un ancho de banda global piloto 4;>0, y se estiman los

residuos a través de

. _ o))
£, =
Hash)
y reescalandolos en la forma:
=2 =1, ..., [N2]
g
donde
s - 1 ["’/2]é
R E/E i

*

Paso 2. Se obtienen B muestras bootstrap {e}k,...,e[ N/2]} de la distribucién

empirica de {'él E[N/z]}v de tal forma que:

. 1
Vj=l, ..., N2, VE=1, ..., [N/2] Ple =8 }=rx
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Utilizando (2.3.1) se obtienen los periodogramas bootstrap
o) =1 (-o,) = flog:g)e,

Por convenio se toma / (0)=0. Finalmente se considera como estimador bootstrap de

()

N ¥ (-0 . AN ,
om0 § A2

=) M =T

Tal y como se obtienen en el paso 2 los residuos bootstrap sj-, siguen la

distribucién empirica de la muestra {El, . E[ /2] }, con respecto a la cual tienen media

uno, E*[sj]=1.

1.10.2 Validez asintética del método.

Consideremos la cantidad pivotal
JNR{ fl@;h) - f(@)}/f(w)
y su aproximacion bootstrap
VNR{F (@ih.g) - F(w:8)} [ Flwsg)

La validez asintdtica se entenderd si las distribuciones de ambas cantidades
pivotales estdn préximas de acuerdo con la métrica de Mallows. El siguiente teorema de
Franke y Hirdle da las condiciones precisas bajo las cuales la métrica de Mallows

converge a cero en probabilidad.

Teorema 1.16 Sea {X,, —oo <n < oo} un proceso lineal que toma valores reales
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X, = Zbkgt—k
k:—oo
donde &, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que

satisfacen:
Vi, E[£]=0y E[E]=1, EE| <o

y siendo la funcién caracteristica de £, q(u) tal que; V&> 0, sup{g(u)}lu >8})<1.
Ademas, suponemos que la funcién de densidad espectral f{) del proceso lineal {X,} es
no nula y dos veces diferenciable en [-7,7], y que se satisface la acotacion Zlkbk| < oo,
Sea ademas K una funcién nicleo verificando las condiciones (1.7.2). Sea K(u) la
transformada de Fourier de K(6), y supongamos que el siguiente limite existe y es finito
y distinto de cero

Lim x(0)—x(u)

u—0 u2

Para N —» oo, se considera A el ancho de banda del estimador de interés, k; el ancho de

banda inicial, y g el ancho de banda del remuestreo, que verifican:
- g\l
h=N, hy =0 tal que (Nhj) =0(1), g — O tal que h/g —0.

Bajo estas condiciones, el algoritmo bootstrap descrito anteriormente, satisface:

dzi:m f_(ﬂﬁ)_-_f(_wl :/Nh i (w;h:g) — f(a);g)} 0 en probabilidad. -
fl@) flog)

En el problema de estimacién del modelo de regresién por estimadores de

nicleo, Hirdle y Bowman (1988) utilizan un algoritmo bootstrap similar, pero tomando

el ancho de banda de remuestreo del orden NS, Aungue inicialmente el ancho de

banda 6ptimo es de este orden, tal eleccion presenta el problema de que el sesgo del
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pivote bootstrap, no aproxima adecuadamente al sesgo del pivote real. Esta es la clave

de que en las condiciones del teorema anterior, se exija que #/g — 0, lo que supone que

-1/5

si h es de orden N™7°, g debe ser de orden N™% con & <1/5. Hérdle y Bowman, para

poder elegir el pardmetro g del orden N3, estiman separadamente el sesgo del pivote

bootstrap a través de la estimacién de f”(w). Franke y Hérdle consideran también una

-1/5

eleccién del pardmetro g del orden N™ 7/~ estimando el sesgo bootstrap separadamente.

El siguiente teorema, también de Franke y Hérdle, recoge el procedimiento alternativo.

de estimacién separada del sesgo.

Teorema 1.17 Sea {X,, —o<t<oo} un proceso lineal que toma valores reales

que verifica las hipdtesis del teorema (1.17). Sea K una funcién nicleo que cumple las

condiciones (1.7.2). Sea f”(w) un estimador consistente de f”(w). Sea

N of s [~v2] .\
fAw;h,g)=E [f (w;h,g)]:# 2 K(a) hwj )f(a)j;g)
' j==[N/2] .

~

f. corresponde a la esperanza condicionada de f*(a);h,g) respecto a los datos

. _y _% 4 -1
originales. Entonces, para N > oo, h=N /5, g=N 7°, h; — 0 tal que (Nh,) =0(1),
se tiene

o H @) 1) T @)~ felwihe)+(k2)f )
f@) flw;g)

probabilidad.
|

Como estimador consistente de f”(w) puede tomarse, tal y como se vid en el

epigrafe 1.8, un estimador de niicleo dado por la expresién (1.8.9)

Fon-s 3 & o
NE )

%4 (o)

verificando el nicleo K(2)(6) las siguientes condiciones:
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J:, K oy (u)du = r; UK 5y (u)du=0 J: uzK(z)(u)du =2

y el ancho de banda / de forma que NI — oo cuando [ — 0.

El teorema nos indica que si se hace una correcion del sesgo en el pivote
bootstrap, se pueden tomar los anchos de banda i y g de orden optimo, consiguiéndose

de esta manera mejores estimaciones.
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Capitulo II. Andlisis espectral con series replicadas.

CAPITULO Il. ANALISIS ESPECTRAL CON SERIES
REPLICADAS.

2.1 Introduccion.

El andlisis espectral es una metodologia altamente desarrollada para el caso de
observaciones de una unica serie temporal. Esto, como se ha dicho anteriormente, es
debido a que originalmente sus aplicaciones se hicieron en el campo de la teoria de la
sefial, donde sélo se dispone de una tunica serie para la estimacion del espectro. Sin
embargo, en las éiencias biomédicas, la replicacion de experimentos es mas la regla que

la excepcidn. Asi por ejemplo, podemos disponer de una muestra de individuos de una

‘cierta poblacién y sobre cada uno de ellos observar un mismo proceso estocastico .

estacionario, por lo general, en los mismos instantes de tiempo. Sefiales analdgicas tales

como un electroencefalograma pueden digitalizarse en los mismos instantes de tiempo.

Diggle y Al-Wasel (1993) consideraron series temporales de mediciones de
concentracién de la hormona LH en muestras de sangre en 8 individuos. Inicialmente
supusieron que todas las series procedian de la observacién de un mismo proceso
estocastico estacionario con funcién de densidad espectral comin f{iw) y propusieron el
periodograma medio como estimador de la densidad espectral. Tales mediciones las
realizaron primeramente cada 5 minutos y durante una hora y media. Posteriormente
aumentaron el nimero de observaciones a una cada minuto y durante una hora. En este
tltimo caso observaron que la teoria asintdtica del periodograma, era incompatible con
la hipétesis de la existencia de una densidad espectral comun, para todos los procesos de
los cuales se obtuvieron las referidas series. Ello les llevé a formular el llamado modelo
de efectos aleatorios de ruido blanco, cuyo fundamento consiste en que cada sujeto tiene
su propia funcién de densidad espectral fi(w). Consideraron ademds, que cada funcion
fi(®) es una realizacién de un proceso R(w) y definen el espectro poblacional f{w) como
el valor medio de dicho proceso. A partir de este modelo estiman el espectro

poblacional realizando ciertas parametrizaciones de los procesos que forman el modelo.
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Introducimos en este capitulo la idea de proceso lineal de coeficientes aleatorios
y a continuacién se hace la distincién entre modelo de ruido blanco propuesto por
Diggle y Al-Wasel (1993) y el modelo general de efectos aleatorios considerado por
Hernandez (1997). Ademas se hace una revisiéon de las propiedades asintdticas del
periodograma medio, observindose que constituye un estimador consistente, cuando r
es suficientemente grande. En el caso que se disponga también de un numero
considerable de observaciones de las series temporales, es mds adecuado realizar
alisamientos del periodograma medio mediante nicleos. Revisamos las propiedades de
este estimador, y el algoritmo bootstrap correspondiente, que permite una estimacion

bootstrap del espectro poblacional.
2.2 El modelo de efectos fijos.

Consideramos inicialmente un proceso estocastico estacionario {X, /te Z*} con

distribucién espectral absolutamente continua, éiendo fw) su funcién de densidad
espectral, la éual se desea estimar. La observacion del proceso en un conjunto de
instantes {/, ..., N}, da lugar a una serie temporal {x;/ =1, ..., N}, cuyo periodograma,
tal y como se vio en el capitulo primero, constituye la base de la estimacion de la

funcién de densidad espectral f{w).

Supongamos ahora que del mismo proceso {X, /te Z*} obtenemos r
realizaciones independientes en los mismos instantes de tiempo {/, ..., N}, dando lugar
a r series de la forma {x; /=1, ..., r; t=1, ..., N}. Para ello seleccionamos una muestra
aleatoria de r objetos 0 individuos de una poblacion {0y, ..., O,} y sobre cada uno de los
cuales obtenemos una serie que corresponde a la observacion del proceso {X, /te Z+}.
Sea I,(a) j) el periodograma correspondiente de la [-ésima serie temporal {x; /=1, ...,

N} en la frecuencia de Fourier o; =2m/ N, el cual viene dado por la siguiente

expresion:

(2.2.1)
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En base a los datos correspondientes a las r series temporales, es razonable
considerar como estimador de la funcién de densidad espectral f{w), el periodograma

medio definido por
T,(a)]-)=%211(a)j) (2.2.2)

Siguiendo los resultados acerca del periodograma dados en el epigrafe 1.6

(capitulo I), podemos escribir, bajo determinadas condiciones:

1) B[I] =f(a))+0(LnN)

r r \N¥

3)cgv[f(wj), f(a)k)] =£f(a)j)f(a)k)+.1_ 1 j

siendo C=|Z%+27”{FN(0)]- +ay )+ Fy(o; —a)k)}}e =(k,(e)/c¥)= {E[ef]—3} y

F,,(6) es el niicleo de Fejer.

Es conocido que el periodograma se puede expresar segin el siguiente modelo

multiplicativo

Lw;)=f(o,)U,+R, (2.2.3)

donde Ry es asintéticamente despreciable, Uy son variables aleatorias independientes en
! y asintéticamente independientes en j, y con distribucién exponencial de parametro 1
para j=1,...[(N —1)/2]. Bajo este modelo, el periodograma medio definido por (2.2.2),
s un estimador asintticamente centrado y consistente en r para la funcién de densidad

espectral f{w).
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El modelo (2.2.3) est4 basado en el hecho de que todas las series temporales
proceden de la observacion de un mismo proceso estacionario lineal con funcién de
densidad espectral flw). El uso de este modelo 16gicamente es aceptable cuando el
nimero de observaciones por objeto es razonablemente grande. Llamaremos a este

modelo de efectos fijos.

2.3 El modelo de efectos aleatorios.

Diggle v Al-Wasel (1993) consideran la determinacion del patron de variacion
de la concentracién de hormona LH en una cierta poblacién de individuos. Para ello
utilizaron medidas de concentracién en sangre de esta hormona en ocho mujeres sanas

en los mismos instantes de tiempo a intervalos de 5 minutos durante un periodo de una
hora y media {X ,5.5 "1=1,...,8] :0,5,...,90}, repitiéndolo posteriormente a intervalos
de un minuto durante un periodo de observacién de una hora

{X P = L,....8] =O,1,...,60}. Inicialmente, consideran que todas las series proceden

de un mismo proceso estacionario lineal general {X, /te Z*}, observado sobre
diferentes individuos, y por 16 tanto, la densidad espectral es comun a todos ellos. De
acuerdo con el modelo de efectos fijos, ficilmente se obtiene que para cada frecuencia
w;, el coeficiente de variaciébn de los periodogramas I (@) I=1, .. r es

aproximadamente:

SR NEEA| (2.3.1)

Al disponerse de series replicadas, este coeficiente de variacién puede estimarse

1

alternativamente, ~ estimando E[I,(a)j)] por 72‘11,(0)1.) y Var[ll(a)j)] por

- 2
Z(I,-(a) j)—I,(a) J)) . De acuerdo con la teoria asintética del periodograma, si

representamos los coeficientes de variacidon estimados, frente a las frecuencias, la

grifica correspondiente debe oscilar alrededor de uno. Diggle y Al-Wasel (1993)
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obtienen los coeficientes de variacién de los periodogramas de las series observadas a
intervalos de cinco y de un minuto, notando que el coeficiente de variacién de los
primeros toma valores préximos a 1, mientras el segundo es mucho mayor. Este dltimo
resultado, hace que el modelo de efectos fijos sea inconsistente con los datos,
advirtiéndose que hay una fuente de variabilidad superpuesta a la variabilidad del
periodograma. Las representaciones gréficas de las series de cada uno de los individuos
sugieren a su vez que éstas pueden proceder de diferentes procesos, por lo que proponen
un modelo alternativo donde cada individuo posee su propia funcién de densidad

espectral f(®). Siguiendo esto, el modelo multiplicativo queda de la siguiente forma:
I(w,)=f(w,)U,+R, (2.3.2)

Diggle y Al-Wasel consideran que cada fi(w) es una realizacién de un proceso

R(w) y definen {w)=E[R(w)] denominandolo espectro poblacional. Por consiguiente, se

puede expresar qué:
filw)= f(@)Z)(w) (2.3.3)

donde {Z,(a))}:_1 son r realizaciones independientes de un proceso estocastico {Z(w)}.

Utilizando (2.3.3) podemos expresar (2.3.2) como
I(w;)= fo)zfo)u;  I=1,.r; j=1, . [(N-1)/2] (2.3.4)

Este modelo puede considerarse como un modelo de efectos aleatorios, donde el
proceso Z(w) expresa la variabilidad entre los objetos y las variables Uj; la variabilidad

dentro de cada individuo.

2.4 Procesos lineales de coeficientes aleatorios.

De acuerdo con el teorema 1.8 del epigrafe 1.5 (Capitulo I), un proceso
{X,/teZ*} que posee un. espectro absolutamente continuo, es un proceso lineal

general, y por esta razén, se pueden expresar como
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X, = ibkén_k (2.4.1)

f=—oo
donde {&£,} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

E[én] =0y E[Ei] = 0'2 y los coeficientes by verifican que zb,f < oo,

k=—0co

El modelo (2.3.4) para el periodograma individual, puede corresponder a un
proceso doblemente estocistico. Dado que cada serie individual procede de la
observaciéon de un proceso estacionario con distribucion espectral absolutamente
continua, tal proceso individual es un proceso lineal, por lo que el proceso global puede
considerarse como un proceso lineal de coeficientes aleatorios. En definitiva, la
seleccion de cada individuo es equivalente a seleccionar los coeficientes del proceso de
acuerdo con una determinada distribucién de probabilidad. Desde el punto de Qista

espectral, esta seleccién es equivalente a la observacién del proceso Z(®).

Se puede expresar el proceso en los siguientes términos. Para un objeto O,

Xl,n = Xn(ol) = 2 bk(Ol)gn—k (Ol) (2-4-2)

=00

donde

ibk < oo (a.s.)

k=—o0

y donde cada sucesién de variables aleatorias {&;,} verifican E[£]=0y E[é;"k] = 0'2,

son independientes en [ y k, ademds de independientes del proceso {bk} ez

2.5 El modelo de ruido blanco.

Diggle y Al-Wasel (1993) propusieron el siguiente modelo de ruido blanco:

Lo))= o)z (0;)U; I=L..r;j=1 . ((N-D2] @25.0)
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donde {Zl(co)}lr=1 son r copias independientes de un proceso estocastico {Z(w)}, que
verifica:

i) E[Z(w)]=1y Var[Z(a) j)] =¢” para toda frecuencia @ i

i) Z(wj) y Z(ax) independientes para todo j# k.

Estableciendo que Wj; = Z, (a) j )Ulj podemos expresar (2.5.1) como

L(w;)= flo; )W, (2.5.2)

A partir de este modelo, Diggle y Al-Wasel estiman el espectro f{®) suponiendo

que el proceso Z(w) sigue la distribucién de probabilidad B(x,1-x).

2.6 Modelo general de efectos aleatorios.

Los argumentos utilizados por Diggle y Al-Wasel para justificar el modelo de
ruido blanco, merecen ciertas consideraciones. En primer lugar suponen que el prdceso
Z(w) estd formado por variables independientes. Si el espectro poblacionél es una
funcién suave, es facil averiguar el aspecto de las densidades espectrales individuales
flw)=w)Z(w) bajo la mencionada hipétesis de independencia. Ellos mismos

' consideran poco verosimil esta hipétesis y plantean formas alternativas para el proceso
{Z(a))}_; como puede ser incorporar una estructura de autocovarianza positiva para el
proceso {Z(w)}. Tampoco parece muy adecuada la hipétesis de que la distribucion de
Z(w) no dependa de la frecuencia. Por todo ello consideramos necesario hacer hip6tesis
mas flexibles para el modelo de efectos aleatorios propuesto por Diggle y Al-Wasel
(1993). Debido a esto, en el presente epigrafe proponemos una generalizacién del

modelo descrito por (2.3.4).

Consideremos r series temporales {x;; =1, ..., r; t=1, ..., N}, correspondientes a
procesos lineales observados en los mismos instantes de tiempo. Para cada uno de los

_procesos supondremos que existe la funcién de densidad espectral f(w). Para la /-€sima
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serie temporal podemos calcular el periodograma I)(w) de acuerdo con (2.2.1). Sea el

modelo multiplicativo:

om

I(w;)=f(0,)U,+R,, 0 ===3j=1, o IN-12] - 26.1)

J

donde Ry es asintéticamente despreciable, las variables residuales son independientes en
[, asintSticamente independientes en j y con distribucién comin exponencial de

parédmetro 1.

Siguiendo a Diggle y Al-Wasel, supondremos que f;(®) es una realizacion de un
proceso estocastico R(@), y consideramos el espectro poblacional definido por
Jflw)=E[R(w)]. Podemos expresar la funcién cie densidad espectral del /-ésimo individuo
por f{w)=f(w)Z(w) donde Z;(w) son copias independientes de un proceso estocastico
Z(w)= R(w)/ f(w). Obviamente utilizando esto en (2.6.1) y para N suficientemente

grande se tiene:
L{w;)= f(0,)z(0,)U, (2.6.2)
A continuacidn, suponemos una serie de hipétesis sobre el proceso {Z(w)}

) EZ(w))=] Vo
ii) Var[Z()] = ¢} (@) < =

iii) El proceso {Z(w)} es independiente de la sucesién {Uy}.
Si expresamos W;=Z(@;)Uy; , podemos escribir (2.6.2) como:

I{w;)= f(a)j)W;j I=1, ... r; j=1, ... [(N-1)/2] (2.6.3)

donde para cada frecuencia @ fija, {W,/.} son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucién F; de varianza Var[W,,.] =c*(w ;) finita. Es

inmediato probar que 1< ¢*(@ ;) <eo Vj. Segin se deduce de este modelo, las variables
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Wj; tienen dos fuentes de variabilidad: una debida a las diferencias entre individuos, que

viene dada por Zi(@j); y otra, procedente de la variable residual Uy

Tal y como hemos visto en el primer capitulo, el periodograma no es un buen
estimador de la funcién de densidad espectral de un proceso estacionario, debido a su
inconsistencia. Sin embargo, en el caso de series replicadas, el periodograma medio
puede considerarse un estimador satisfactorio cuando el nimero de objetos r es grande.

Hernandez (1997) formula’ las siguientes proposiciones, que dan las propiedades

asintéticas de T (a) j) como estimador del espectro poblacional f (a)j) en el modelo de

efectos aleatorios descrito por (2.6.3).

Proposicién 2.1 Si cada densidad espectral fl(a)j) verifica una condicién de

Lipschitz de orden 1, de la forma |f1(a)2)—fl(a)1)‘<K|a)2—w1| para |0, -,|—0,

entonces

|
Proposicién 2.2 Bajo las consideraciones del modelo (2.6.3), se verifica:
ol 7 12 (@)
i) Var[I(o,)]= ———
i IF I.(wj)—E[I.(w;)] d N(O,cr,.) (N—s00).
flo,) T |
=

En el contexto de una Unica serie temporal {X r} con densidad espectral flw) y
siendo I(®) el correspondiente periodograma, Zhao-Guo y Hannan (1980) probaron,

que bajo determinadas  condiciones, las  variables U j=I (o j)/ flw j),

(@, =2m/N; j = 0] N/2]), tienen funcién de distribucién asintética /-exp(-x). Si en el
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contexto de las series replicadas, admitimos que E[U ,j]=1, y teniéndo en cuenta
ademas, que Z,(@;) Y U, son independientés y E[Z,(co j)]zl, podemos

razonablemente suponer, al menos para grandes valores de N, que E [W}j] =1.

Corolario 2.3 Bajo las mismas condiciones anteriores, sl E[le]:l;Vi, J

entonces 1 (a)j) es un estimador centrado y consistente de f (a) j).
n
Para construir intervalos de confianza del espectro poblacional f{w), usando los
ultimos resultados obtenidos, es necesario estimar la varianza O'? . Esto puede ser

logrado aproximando las variables no observables W; por medio de

W, = I,(a)/.)/f(a)j), y luego obtener el estimador 6° = Z{W,/ —~ 1}2/(;'— ).
i 1=l ’

2.7 Estimacion bootstrap del espectro poblacional.

Proponemos ahora un método bootstrap para la estimacion del espectro
poblacional en base a los datos aportados por r series temporales {x;; =1, ..., r; t=1
N}. El procedimiento es similar al utilizado por Freedman (1981) para modelos de
regresién lineal y por Hirdle y Bowman (1988) para modelos de regresion no
paramétricos. Utilizamos como estimador del espectro poblacional el periodograma

medio definido por:

El modelo general de efectos aleatorios propuesto en el epigrafe anterior, viene

dado por:

I(o;)=flo,)W, 2.7.1)
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El algoritmo bootstrap que proponemos para aproximar la distribucién de

f(w), puede esquematizarse de la siguiente forma:

Paso 1 Las variables Wj; se estiman siguiendo la expresion (2.7.1)

>

_lw))
Fl@,)

=

I=1, ... r ;j=1, .., [(N-1)2]
Denotamos por W, = (WH f N/ZI)
Paso 2 Se toman B muestras bootstrap {W,",...., W, } de la distribucién empirica de

{W,,....W }, es decir, VI=1,...,r,

P(W, = W,"“‘)zl, k=1,..r.

r

y se define el periodograma bootstrap de cada frecuencia mediante:

[@)=10,)=f)W,

siendo W, la j-ésima componente de W, .

Paso 3 Por tltimo, obtenemos el estimador bootstrap del espectro poblacional

ACH

\:l»—ﬂ

Flo)=

Para probar la validez asintética de este algoritmo bootstrap, Hernandez (1997)

demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Consideremos el modelo general de efectos aleatorios dado por la

expresién (2.6.1). Si E[W,j]: 1, Vi, j entonces:

d, J{M},ﬁ{f *(wf{)'f)' (w’)} '>= () en probabilidad
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siendo d, la métrica de Mallows, definida en el epigrafe 1.9 del capitulo L.

2.8 Alisamientos mediante nucieo del periodograma medio.

Consideramos r series temporales {x;, / =1, ...,r ; =1, ..., N} observadas en los
mismos instantes de tiempo. Adoptaremos nuevamente el modelo general de efectos

aleatorios, para el [-ésimo periodograma [)(w;)=fw)Zi(w,)Uy;, definido en (2.6.2) y sea

. .
I (a) j)z(l/r)z Il(a) j) el periodograma medio. El estimador de niicleo del espectro

poblacional tendr4 entonces la forma:

(M2]
y whwj I(o)) 2.8.1)
J“—[N/2]

donde la funcién de niicleo K(6) es simétrica, no negativa y verifica:

L k(6)a0=1
2

Como es bien sabido en las estimaciones de ntcleo, la eleccion de la funcidén
K(6) no es relevante. No asi la eleccién del pardmetro de alisamiento 4 del que depende
fuertemente el estimador f‘(a);h). Veamos a continuacién otra forma de expresar el
estimador de nucleo dado por (2.8.1). Denotamos por f}(a);h) el estimador de nicleo de

la densidad espectral correspondiente al objeto [-€simo,

Flom)=—S K 22 0)): =1, ., r
R r S0P

y utilizdndolo en la expresién (2.8.1), tenemos:
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f(w;h)%Zf?(w;h) 2.8.2)
[=1

Podria pensarse que la estimacién del espectro poblacional no es mas que el
promedio de las estimaciones de cada una de las densidades espectrales individuales.
Veremos sin embargo que el pardmetro de alisamiento estd afectado por el nimero de
series. Tales parametros podrén ser de menor orden que los que habria que emplear para
cada estimacidn individual, lo que supondra que el estimador global tenga menor sesgo.

Los siguientes resuitados dan las propiedades asint6ticas (N — oo) del estimador

Flash).

Proposicién 2.5 Consideremos el modelo general de efectos aleatorios descrito

en el epigrafe 2.6 y supongamos que el espectro poblacional f(w) es una funcién no

nula y dos veces diferenciable en [-7,7] y que f(w;h) es un estimador de nucleo

definido en (2.8.1). Supongamos ademds que la funciéon de niicleo K verifica las

condiciones (1.7.2). Si N— oo, h—0, (Nh“)—] =O(1) entonces, para todo @ tal que

|| < 70, el sesgo de f(w;h) satisface:

E[ Fesh)|- f(@)= 'hz_ 7 (@)+o(h?) (2.8.3)

|
Teorema 2.6 Sea un proceso lineal de coeficientes aleatorios, de tal forma que

dada una sucesién {by}, el proceso lineal

Xy = Z blk& Lt—k

k=~00

satisface las condiciones del teorema 1.14. Asumimos ademas, que condicionando por

by, las funciones de densidad espectral individual fi(®) son funciones no nulas y dos

veces diferenciables en el intervalo [-7,7]. Supondremos lo mismo para el espectro

poblacional f{w). Dada la forma del proceso Xy, el proceso Z(w) es deterministico puro,
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lo que supone que Cow(Z(),Z(@))=(w) (), donde @(w) = /Var[Z(w)]. Si ademas
h—=0, Nh— o y ¢(w)>0 Herndndez (1997) obtiene la expresion asintética de la
varianza para |o| <7
2 2
varl f (3 h)] = f (@) E[z*(0)]—[" K*(6)do+ -’:—(ai)Var[z(a))] (2.8.4)

r

|
Cada una de las componentes de la varianza tiene un significado preciso. La

primera componente corresponde a una varianza intraclase. Obsérvese que esta
-1 T

componente es de orden (NAir)™ . La segunda componente corresponde a la variabilidad

entre los diferentes sujetos o poblaciones. La homogeneidad espectral de estos,

supondria en el modelo, que la varianza de Z(w) es nula en todas las frecuencias @.

Obsérvese también que esta componente, caso de ser Var[Z(a))] >0, es de orden r™' y

ademas la varianza globalidel estimador es también de orden r~'. Si por el contrario,

Var[Z(w)] =0, dicha varianza global es de orden (Nhr)™.

Teorema 2.7 Consideremos las condiciones del modelo general de efectos

aleatorios descrito en el epigrafe 2.6, y supongamos que el espectro poblacional flw),

Var[Z(a))] y Cow(Z(w),Z(w?)) son funciones acotadas, siendo ademds Vo,

Var[Z(a))] > 0. Entonces, para h — 0, Nh— oo, r — oo, Hernédndez (1997) demuestra

que
ﬁ{f(w; h) _ E[J?(a),h)]}_d__) N(O, f2 (a))Var[Z(a))])

|
2.9 Aproximacion bootstrap para la estimacion del espectro
poblacional utilizando como estimador alisamientos del

periodograma medio.

Consideremos el modelo general de efectos aleatorios I)(w;)=f(w;)W;, descrito
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en 3.6, con la Var[Z(w)]>0 para todo . Esto garantiza, bajo las condiciones

sefialadas, que la varianza de f(w;h) es de orden r~1 en todas las frecuencias .

Proponemos el siguiente algoritmo bootstrap para aproximar la distribucion del pivote

ﬁ{f(w,;lga—))f(w)} 2.9.1)

Paso 1 Las variables no observables Wy, de acuerdo con (2.6.3), se aproximan por:

=1, ..., 1 j=1, ..., [N2]
y se obtienen los vectores W, = (W“ =---sz[ N /2]).

Paso 2 Se selecciona un ancho de banda de remuestreo g y se toman B muestras
bootstrap {W,....,W,} de la distribucién empirica de {W,,....,W,}. Se obtiene el

periodograma bootstrap del -€simo individuo de la siguiente forma:
L) =1(-0,)=fo;W

Paso 3 Se elige finalmente un ancho de banda # y se obtiene la estimacién bootstrap del

espectro poblacional por:

[N/2] -0 [N/2] —W;
A 1 D=0 s 1 O—; - ~
Flosha=g 3 (550 M)y 3 {55 oy o

= G

Utilizando este algoritmo aproximamos el pivote dado por (2.10.1) a través del siguiente

pivote bootstrap

ﬁ{f *(co;sz},(ga)):g f(w;g)} (2.92)
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2.10 Ancho de banda éptimo.

Sin duda, el pardmetro de alisamiento es un elemento clave en cualquier técnica
de alisamiento. Propondremos en este epigrafe la forma de eleccién de un ancho de
banda global 6ptimo basado en el porcentaje de error cuadritico medio (MSPE, Mean
Square Percentage Error). De acuerdo con Parzen (1957), y como vimos en el capitulo

primero consideramos:

B (o)~ (@)}

MSPE(w;h) = (2.10.1)
(@)
(2.10.1) puede expresarse alternativamente por:
2 2
MsPE(w;) = @0 (@) (2.102)
fH(w)

donde b(w)=(E] Flosh)]- f(@) y v (@)= Var[ Flash)].

‘De acuerdo a los resultados asintéticos obtenidos en el epigrafe 2.8

E[ f(co,h)]— f(w) =§ £ (w)+o(h?) (2.10.3)
Var| f (.h)]= f ;;‘f) E[Z’ (co)]—;; [ K*(6)as +f2—£a’—)Var[z(w)] +o(r™) (2.104)

Al sustituir (2.10.3) y (2.10.4) en (2.10.2), se tiene €l error asintético:

MSPE(w,h) = {é—hz %a%)é;j:elx(e)de} +

+E[Zz(a))] 1 j:KZ(G)dH-i—Var[Z(w)]

—_— (2.10.5)
Nhr 27 r
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Al minimizar esta expresién, obtenemos el ancho de banda / 6ptimo para cada

frecuencia @, que es de la siguiente forma

!

HZ'(@)] f@) Y* |
W)= —Zﬂ:E—LOK‘?‘(O)dG [?—@—)j (2.10.6)

Como consecuencia de esta expresién obtenemos un ancho de banda 4 de orden

(Nr)_%, que es Optimo para cada frecuencia.

Podemos alternativamente determinar un ancho de banda global en un sentido
analogo al propuesto por Beltrao y Bloomfield (1987) basado en la media del porcentaje

del error cuadratico (AMSPE Average Mean Square Percentage Error)

1 _[(N—l)/z]
AMSPE(h)z[(—N:TZ] E MSPE(w;,h) (2.10.7)

de acuerdo con esto, el ancho de banda global éptimo es de la forma:

| /5 [N 1)/2] (N-1)/2] 175
=( j K2(9d6/Nr) { / Z {f()/f; )}}

Jj=1
(2.10.8)

El algoritmo descrito en el epigrafe anterior utiliza dos anchos de banda; a saber:
el ancho de banda de remuestreo g, y el ancho de banda para el bootstrap 4. Se puede
seleccionar ambos pardmetros g y 4 del orden (Nr)_y5 . Pero se debe hacer una correccion
del sesgo.Como ocurre en la estimacién de modelos de regresién no paramétrica (Hardle
y Bowman (1988)) y en la estimacién de la densidad espectral (Franke y Hérdle (1992)),
podemos estimar separadamente el sesgo, mediante la estimacién de la segunda

derivada del espectro poblacional. Tal estimacion tiene la forma:

[N72]
7 (@) __1_3_ Z (“’ g ];,(wj) (2.109)
N
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donde el niicleo K»)(6) satisface las siguientes condiciones:

[ Kpyw)du=[_uKp)(u)du=0 | WKy (w)du=2 (2.10.10)
y el ancho de banda I de forma que NI°> = o cuando [ — 0.

De acuerdo con Hirdle y Bowman, consideramos el pivote bootstrap alternativo

Ax ~ 2 ~
Fohe)-Flohe)+ @) |
Jr . 2 (2.10.11)
flo,g) »

donde

[N/Z] —_tn . :
~ *[ ~x l e
fong=E[f @hng]=— 3 K(w ] )f(wj;g)
j==[N/2]

y f ”(w;!) viene dado por la expresion (2.10.9).

2.11 Estimacion del ancho de banda éptimo.

De la expresién (2.10.8) se deduce que el ancho de banda 6ptimo depende de
varios pardmetros como son (), f(®), y E[Z2 (co)] que son desconocidos. Por ello

pasamos a considerar dos métodos alternativos para obtener una estimacién del ancho

de banda 6ptimo.
1.- Método Plug-in.

Este método estima el ancho de banda éptimo h al sustituir en la expresion

(2.10.8) los pardmetros desconocidos por estimaciones realizadas con los mismos datos.
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Evidentemente, la presencia de varios pardmetros y su necesaria estimacion para obtener
mediante el método Plug-in el valor de h, hacen pensar que el método pueda ser
inadecuado. Pensamos que en este caso, los métodos de validacion cruzada puedan ser

de mayor efectividad como veremos a continuacion.
2.- Método de validacion cruzada.

Damos a continuacién un método de validacion cruzada para la estimacion del

ancho de banda 6ptimo.

Paso 1. Se divide la muestra de tamaiio r en dos grupos de tamafios r; y 7.

Paso 2. Estimamos f(w) de la siguiente forma, para el grupo 1 mediante

estimadores de nicleo

(N/2] —w. -
)y L O—0; V=(5)
Fam= 3 252
Nk =) h ’

Para el segundo grupo, estimamos el espectro poblacional utilizando el periodograma

medio I (w).

Paso 3. Se obtiene el valor de 4 que minimice la expresion

min Y. {1%)(0;)- 7" (w,:h)} 2.11.1)
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CAPITULO IlI. ESTIMACION POLINOMICA LOCAL DEL
ESPECTRO POBLACIONAL.

- 3.1 Introduccion.

En este éapitulo estudiaremos una clase de estimadores tipo nucleo, llamada
“estimadores de nucleo polindmicos locales”. Estos estiman la funcién de densidad
espectral para un punto particular, por ajuste local a un polinomio de grado p, a los
datos, por medio de minimos cuadrados ponderados. Esta clase incluye un caso espécial,
el estimador de Nadaraya-Watson, ya que se puede mostrar que corresponde a ajustar un

polinomio de grado cero, que es constante local.

Las favorables propiedades de los estimadores de nicleo polindmicos locales en

regresion no paramétrica, han sido establecidas por Fan (1992 ).

Los estimadores de niicleo polinémicos locales tienen la ventaja de que se
adaptan tanto al caso de disefio fijo, como al disefio aleatorio, aunque en el contexto de

la estimacién de la densidad espectral, se trata de disefio fijo equiespaciado.

Obtenemos una estimacién polindmica local, de la funcidn de densidad espectral

poblacional a partir del modelo multiplicativo

Lw)=f@)W, j=1..[(N-1/2]

- LaN
Partiendo de este modelo y sabiendo que E[I,(Cvj)]=f(w.i)+0[ Z/ j’ 3¢

conseguird mejores ajustes cuanto mayor sea N, ya que no hay un sesgo afiadido, al de la

estimaci6n polindmica local.

Obtenemos una expresion general del sesgo y la varianza del estimador, para un

ajuste polinémico local de grado p, bajo ciertas condiciones. Y aunque nos centramos en
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la estimacién de la funcién f{w), se indica también con que facilidad se puede estimar

sus derivadas hasta el orden p.

Ademas hallamos las expresiones asintdticas del sesgo y varianza de los
estimadores lineal local y cuadritico local, asi como la distribucidn asintStica del

estimador.

Es importante destacar las ventajas de los estimadores polinémicos locales con
respecto a los de niicleo, pues carecen de efectos frontera, es decir el orden del sesgo en
la frontera es el mismo que en los puntos interiores. Ademds en los picos y valles el

sesgo de estos es menor que en los estimadores de nicleo.

Damos el concepto de “nicleo equivalente”, que permite expresar los
estimadores polinémicos locales, en la forma sencilla que se obtienen los estimadores de
nticleo, con la diferencia que el “nicleo equivalente”, depende de los puntos del disefio
y del grado del polinomio. De tal modo que puede adaptarse automadticamente a la

estimacién en la frontera.

Por dltimo, obtenemos el ancho de banda 6ptimo, que es de orden (Nr)"/ > en

ajuste lineal, y de orden (Nr)'l/ ’en ajuste cuadritico. Hallando la estimacion del ancho

de banda 6ptimo, por un método de validacién cruzada.
3.2 Estimacion polindmica local del espectro poblacional.

Consideremos el modelo multiplicativo correspondiente a r series temporales
{xy; I=1, ..., r; t=1, ..., N}, obtenidas de procesos lineales observados en los mismos
instantes de tiempo. Dicho modelo, segiin vimos en el capitulo anterior, lo podemos

expresar como sigue -

Io)=flo)W, I=1..rj=1 . [N-D2] (321
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donde para cada frecuencia @y fija, {WU} son variables aleatorias independientes en /,

asintticamente independientes en j e idénticamente distribuidas, con distribucion F; de

varianza Var[W,j] = O'Z(a)i) finita. Podemos obtener el siguiente modelo

Y,=I(w;)=f(o,W, j=1 ., [(N-D/2]  (32.2)

J -J

en el cual

y]= 570 )= 1] = 50, + o 22

N o) |
Var[Yj] = Var[ (a)/)] = (r l) o(®))
Sea p el grado del polinomio a ser ajustado. Para un punto @y el estimador es
obtenido ajustando el polinomio
ﬁo+,B,(a)—a)0)+...+ﬁp(a)—a)0)”

a los (@, Y;), usando minimos cuadrados ponderados con el nicleo Ku( - ax).

~

Denotamos por 3, j=0,...,p la solucién que minimiza

Z{Yj_iﬁj(wj_woy} K,(0; -w,) (3.2.3)

i= j=0

1 (o, —a,
donde K,(@; —@,) =—K| — :
‘ h h

Es obvio del desarrollo de Taylor de f{lw)

(py
(w—wo)2+...+—14al‘ﬁ(co—wo)”

f(w) zf(a)o)'*‘]N((Joo)(w"(l)o)‘*'f (20)0)

que f,(w,)= v!,BV es un estimador de f(@,),v=0,1,...,p.
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Es conveniente trabajar con notacién matricial. Denotamos por X la matriz de

disefio del problema (3.2.3):

1 o-0, .. (0 -0)" A

1 0 (]‘ 0)p Y{ ﬁg
x|l @00 - @00 v |
. Y ;

] CUN_(UO (wN_a)O)p N )BP

Ademas, sea W la matriz diagonal NxN de pesos W= cliag{Kh’(a) i —a)o)}. Entonces el

- problema de minimos cuadrados ponderados (3.2.3) se puede escribir de la siguiente

manera A

min(Y XBYW(Y-XB) con B=(B,....5,)

El vector solucién es proporcionado por la teoria de los minimos cuadrados

ponderados y es dado por

~

B=(X'WX)" X'WY

suponiendo la invertibilidad de X' WX.

Ya que el estimador de f{awp) es [30 obtenemos
Flwgph)=e(X'WTX'WY  (3.2.4)

donde ¢; es el vector (p+1)x1, que tiene 1 en la primera componente y cero en el resto y
f' (w,; p,h) denota el estimador en el punto @y, con un polinomio local de grado p y un

ancho de banda h.
Para estimar cualquiera de las derivadas de orden p de f{ ay), basta hallar
7 @; k) =V'el, (X WX) X WY

donde e, es el vector (p+1)x1, que tiene 1 en la componente que ocupa el lugar v+1'y

cero en el resto.
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Una férmula simple existe para el estimador de Nadaraya-Watson (p=0)

EN:Kh(coj—a)o)Yj
F(@y0,h) =2

=1

N

Y K (@;-,)
=

para el estimador lineal local (p=1)

oLk N_li{Sz(wo;m—ﬁl(wo;h)(wj —00) }K, (@, — @)Y,
w,:1, = = = =
° S, (@4 1) So(@y; 1) — S, (04 1)

N
donde S,(w;h)=N"D (0, -w,) K, (@0, -m;)  (3.2.5)

j=1

y para el estimador cuadratico local (p=2)

f(_wo;z,h) =

N
donde §, = S8,(wg;h) y T,=T(wg;h)=N"D (@, ~®,)' YK, (@, ~0,).

J=1

El estimador polinémico local de grado p se puede expresar en general como

sigue

~ A A Nl

Y S, 1 (Do
7 eyt -1yt ' SAI §7 §1)+l ];
(g p,h)=e (X' WX) X' WY =¢ -

Sp Sp+l b 2p TP
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3.3 Sesgo y varianza del estimador.

Teorema 3.1 Bajo las condiciones siguientes:
1) El proceso {X;} es un proceso lineal gaussiano de coeficientes aleatorios, de tal

forma que dada una sucesion {by},

Xlt = Zblkgl,t—k con zkblk <oo a.s.,

k=—0c0 k=—co

y donde & ,,son independientcs, con distribucién N(O,Gz).

2) La funcién de densidad espectral poblacional f{®) no se anula en [-T,xt], es p+1 veces
diferenciable con f"*"(w) continua en la vecindad de @y si p es impar, p+2 veces
diferenciable con f”*?(w) continua en la vecindad de @y si p es par.

3) La funcién de nicleo K(6) es simétrica y no negativa en el intervalo (-oo,00), tiene

soporte compacto [-k,k] y es uniformemente Lipschitziana.
1 =
4) —| K(6)do=1.
) 5o K®)

5) El ancho de banda h=hy es una sucesion que satisface h—0y Nh—eo cuando N—eo.
6) El punto @y para el cual tomamos la estimacién satisface h<ay <m-h VYN2N, donde

N, es fijo. Entonces el sesgo del estimador polinémico local de grado p es

b(wo)= E[f @y p,1)]~ £ (@) = i (X WK)™ X' WM - £ (o)

)¢ flw)
. Y, flw)| . .
siendo M=E[Y]=E = asintGticamente en V.
Yy) \floy)

Corolario 3.2 En el caso de ajuste lineal local el sesgo es como sigue

1 ) 2
b(a)o) = 'é'fll{ﬁ)o)hhluz(K)-'*'o(h_)

siendo 11, (K) =ij°° WK (u)du
2=
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En efecto,
b(eo)=E[ f (@6:1,1)] - f (@) = ¢ (X' W)™ X' WM ~ f (o) =

((D] _a)o)2
1 (0, —m,)*
Ef//(wo)elz(X:VVX)-I XtW 2 0
(0 —0,)

y como la matriz de disefio es ahora

X=..
1 w,-w,

de acuerdo con el teorema de Taylor

£(@,)=F(@0)+ f (@0, ~0y)+ L2 @, -
(@, —®,)°
- 2

que implica que M= (]]: (( ‘;))j % (@) (@, “600) b
(@y —0)°

luego E[f (0y:1,h)] = e[ (X'WX)™ X' WM =¢] (X'WX)" X'W X( ,

(@, —@,)*
t t -1 vt 1 ” (wz_wo)z f(wo
e (X'WX)" X WEf (@,) ) +... = (f (wo)]+
| | (a)lv_ﬁ‘)o)2
(@, —,)
S F00) W) X W (@,-@0)" |,

(@ — )
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Capitulo III. Estimacién polindmica local del espectro poblacional. 58

(@, —w,)’

(0)2 - a)o)2

1 ” t H - . 7
flwo)+ Ef () e, (X' WX)"' X'W +..., es decir el sesgo de f(@g;1,h) es

(CON “a)o)z
(CO] _'(1)())2

7 _ 2
blan)= E[f (@y11)] - f (a’o)'E';—f”(wo)ef(X'WX)"X'W (@, =@,)

Para calcular el término sesgo obtenemos
(w1 - wo)

So(@q:h) Sl(wo;h)) e z[%(wo;h)].

N"X’WXz{ > .
S (@y;h)  Sy(we:h)

. N ' Lo
Aproximando S,(@g;h) =N (0, - 1,)' K,(@; ~ @) zg—j u'K(uydu+O(N™") =
79—

j=1
Ry (K)+O(N™)  (33.1),
teniendo en cuenta las hipétesis establecidas. Por iltimo sustituyendo las expresiones
obtenidas

(wl_wo)2
_ 2
b( ) E%f @) AON X WY N xew] (P27

(@, — @)’

1 0 2
h K
L) L ( Hal ))=>b(wo)=1f”<wo)h2uz(1<>+o<h2>.
2 P, (K) 2

Corolario 3.3 En el caso de ajuste cuadratico local el sesgo es

4 2

2 —
b(w,) =_2.1Z F (@ ynt BT ek 4 oy

| =
siendo 1, (K)=— | u'K(u)du.
1K) =5~ |_u'K@du

Para obtener este resultado partimos de la matriz de disefio
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2
1 w-0, (@-0)

X=| ..
1 oy-w, (@y-0,)°

. f(CO ) (w1 '_a)o)3 (CO] —0)0)4
° —w,)' | 1 ,—w,)*
M=x| f'@) |+=f" @) (@, =0,) + o f 7 @y) (@, =@,
1 ” ’ . .
Ef (@) ‘ '((DN_a)o).z (@y —0p)
: f(ay)
luego E[f(a)o;Z,h)]=e{(X’WX)"lX’W=el’(X’WX)'1X’WX 1f'(a)o) +
Ef”(wo)
(@, - ®,)’° (@, —w)*
-w,)’ 1 , -0,
ext(XzVVX)—IXtW éf’"(wo) (wz 0)0) + elt(XtW)—lXtW E’f(lw(a)o) ( 2 0
| (@, —®,) (@, — @)
(a)1 —0)0)3
=f(m0)+% 7 (w,) € (X' WX)' X'W (@, =@0)" |,
(0, —,)
(COI _w0)4
. .
L) e (X WE) X'W (@27@0)" | por 1o tanto
4' _
(@, —wy)*

(0, — @)’

7 1 .., ' ' -1y (CO —@ )3
blan)= [ @y2.0] - £ (@) = < £ "(@p)el (X W) X W] T

(@y — )
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(G)] '_Coo)4
1 . (0, -0,
If“V)(wo)e{(X’WX)‘ X'W 0
(CON —600)4

Para calcular el término sesgo expresamos
Sy (@) S/ (@g;h) S, (@y3h)

NT'X'WX =| $,(0g;h)  S,(@y:h) S,(@wy;h) |, hallamos su inversa
S, (k) Si(@eh) S, (@:h)

~ ~ A~ . -1

Sy@gh)  Si(weh)  S,(@g;h)
NEX'WX)Y' =| $,(w:h) Sy(@g:h) Si(weh)| =

S,k Sy(wgh)  Sy(weh)

Hy —H,

0 Y o S
,Lt4*‘,u§ hz(.u4_.u§)
h21 0 , haciendo la aproximacién
Hy
M 1
R (u 2—uz) 0 Rty = 13)
4 2 4 2

y |
S (k) =N"Y (@, ~0,) K, (@, - 0,) = #'1t,(K)+ O(N™). De la misma manera

j=1
— 3 N ~
N7'X' 20 = Sy (@gsh) |=| A, y
@) Ss(@y:h) 0
]
(a)]_'a)())4

oyt | (3@ [F I
NTX'W T Y = Sk |=| O
' S(wy:h) | | A

(@, —o,)°
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luego
.u4 0 —,LL2

2 . 2 2

1 Hi—H, h* (1 = 1) h4,u'4

bao)=77 f ' (@,)(10.0) hfu 0 S
2 ’ 6

Hy 0 _ " s

R (g — 113) h* (e~ 113)

4 2

2 —
b(wo)=2—l4f“”(wo>h‘u%wm“).

Teorema 3.4 Bajo las condiciones 1), 2), 3) y 4) del teorema 3.1 y considerando

ademds la hipétesis siguiente:

1) 6*(w) tiene derivada continua en la vecindad de @y,

entonces la varianza del estimador polinémico local de grado p es

Var[f(wo;p,h)]= ¢ (X'WX) X EX (X'WX) e,

V; Vi - Win
siendo £=WVW y V = E{(v- E[Y])(¥ - E[Y]) } = oV M cuyos
le VN2 .. VN

términos asintdticamente toman los valores siguientes:

2 2
vi=v(ay)= Var[Yj]= Var[i (a)].)] = iﬂlrc_(a_ﬁ
Ve =C0V[Yj, Yj]= f(a)j)f(a)j')COV(Wj »W/,) :_f_(_a)_f)_]:(_a)f_) COV(W'U , VVI,) =
r
f(a)j)f(wj’) Cov(Zl(wj),Z[(a)j,)) ZM\P(C‘);’(D]") (3.2.2)
¥ r .
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donde ‘P(coj,a)j,)=Cov(Zl(a)j),Z,(a)j,)) ESE
u

Se puede obtener ademés una aproximacién de la varianza, descomponiendo la

: V1K12 v, KK, o vy KKy
KK K? . K. K
matriz $=| "2 2 R 8
vaKy K v KWK, VNK;
V1K12 o .. 0 0 v, KK, .. v,,KK,
0 K: .. 0 v, K. K 0 . v, KK
siendo T, = | Valig g3, =| 20 an Bl
0 0 .. v,k v K K, v KWK, 0

donde se ha utilizado la notacién més abreviada K, (@, —®,) = K;.

Y calculamos

S¢S S

S’ ‘S'v\r S'V
NY(X'ZX)=| ' P 7| siendo

S Spu - S,

hl

E.n_h[:v(a)o)j:u’Kz(u)du+v’(a)o)h_Eul+1K2(u)du} y
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Capitulo I1I. Estimacién polinémica local del espectro poblacional. 63

S, S, S,
S 8 S
N xwx)=l"'1 7! | siendo
S, S - Sy,
A 1t P 1 -
_r _ { J 01" ! !
Si== jﬂ(wi a)O)K(———h )_znh [~ u'Kdu

Los términos de estas expresiones para el grado p considerado, aproximados segun se ha
indicado, se sustituyen en la expresion general de la varianza, dando como resultado el

primer término de la varianza del estimador polinémico local.

Para obtener el segundo término de la varianza, hallamos

A G - o,
a, a a
_ 10 11 | .
N2X'Z,X)= siendo
A G - G

7

1 ! [’ . .

a”':-ﬁizz(wj_wo) (wj'—wo) v}];K]Kj' Ji]
J J

Corolario 3.5 Para el caso de estimacion lineal local, 1a varianza es

~ 1 2 s 1 = 1 ., -1
Varl f (@l h)]=—— f (@) (@) 5= [ K*(wdu+—f (@o)Var[Z(wy)]+o(r™")

si Var[Z(w,)]> 0.

Para obtener el primer término de la varianza, basta calcular

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Capitulo IT1. Estimacién polinémica local del espectro poblacional.

64

1 0
NEXWX)" =, 1
R, (K.
NI(X'Z,X)= 510 §1 y sustituir en
| S: 8,
14 1
el’N(X’WX)'lN'Z(X‘Z,X)N(X‘WX)'lel=W85—m—v(w0)———'[ K> (u)du=

1 =
= fz(a)o)az(a)o)gj_w K*(w)du

" (a
y para obtener el segundo término, sustituimos N2(X'Z,X)= [ 0 01] en

4y 9y

III

e N(X'WX)' N2(X'Z,X)N(X'WX) e,=ay = N ZZZV KK,

- Y(w,o,
zhzzz [w wo) {wjhwo)f(wj)f(a)j')——(w—;—&-)-(aplicando (3.3.2)
2
L S, )”K(u)K(v)‘-I’(coo+hu,a)0+hv)zf (@o)VarlZ(@y)]
471: r : r

Corolario 3.6 Para la estimacién cuadrético local, la varianza es

uil’to(Kz)-zuzlLt“#z(Kz)-*-#%#4(K2) +

z 1 2 2
Varl f (@42.1)] == f* (@)% (@) TR

1, T
el Z B at BN ot S .
rf (@o)Varl (wO)](Mz—U;)Z-’—O(r )
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Vamos a obtener el primer término sustituyendo, en la expresién general de la

varianza, ¢! N(X'WX)" N2(X'Z,X)N(X'WX) ¢, los términos siguientes,

Hq —H,

NP 2z Y-
S 8 S Iy — I | Py — My
NNYX'Z,X)=| 8§ 8 8| y N(X'WX)"' = 0 = 0
§/ §I' 51 :u'2
2 3 4 _‘u2 0 1
R (i, = 143) R (L = 13)

de aqui que, e/ N(X'WX)' N(X'Z, X)N(X'WX) e,

_ 1 a7 G a7
=N 'W(Wﬂiso ~212 S + 1555)
4 2

1 1 2 2
=N~ —————(halii Zuo(Kz)V(wﬁ 2 gty (K I(@0) + 3Rt (K')V(wo)J

R, —p3)°

1 2 MG (KD) =2ty (KP) + 151, (K)
= w,)o (@ .
N T (@07 (@) (s = 113)"

Gy 4o Qo
Para hallar el segundo término, obtenemos N (X'Z,X)=|ay, a, ay

Gyy Gy Oy

y sustituimos en la expresion
e N(X'WX)'N2(X'Z,X)N(X'WX) e,

1

= m (h4ﬂiaoo — 2R Uy ya, + .uiazz)
4 2
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Capitulo I11. Estimacién polinémica local del espectro poblacional. 66

_ @yVarlz@y)] _pi+ s

r (K _.u;)z ’
2 2
ya que dg, = / (w")w:r[z(w")] a, =0y ay= / (w")w:r[z(w‘])] K.

3.4 Comportamiento cerca de la frontera.

Vamos a investigar ahora el cumplimiento del estimador polinémico local cerca

de la frontera.

Hacemos ¢l estudio en el intervalo [0,m]. Anteriormenie evitamos los puntos
frontera tomando h<@<m-h. Supongamos ahora que W=wn=0th donde 0<o<m, es decir es

una sucesién de puntos situados en la frontera izquierda.

Los momentos incompletos de K son denotados por i, , = J_n 7'K(2)dz .

En el caso, por ejemplo, de estimacion lineal local,

Lo (K)+0(D) Ay, (K)+o(R) j

XWX =(hu,_a(K)+o(h) K, , (K)+o(h?)

(0, —0,)°
2 XTW : ° =(h2“z,a(K)+0(h2)

W, (K)+0( h*)J . Esto lieva a una expresion del sesgo de
Hsa + ’

(@, —®,)°
la forma

A 1 2
E[f @y~ f (@) =5 £ (@0)h Qe (K) +0(h)
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Hao (K) = tio (K30 (K)

dond K)= - .
onde e = Rt () A (K)

Por tanto, el sesgo en la frontera de

f (w,;1,h) es de la misma forma que en el interior, excepto que la constante dependiente

del nicleo es diferente. Asi que, como se puede observar, el sesgo en la frontera es del
mismo orden que en el interior. Esta es una destacable diferencia del método de

estimacién de niicleo, el cual presenta un sesgo considerable en la frontera.

3.5 Nucleos equivalentes.

El estimador polinémico local se puede representar en términos de un nicleo

equivalente.

Podemos escribir el estimador

A o W, -0
f(wo;p,h)=e;(X'W)-‘X'WY=2WN[+h——°)}'j siendo

j=1

W, () =%e;S;‘(l,uh;...(uh)f’)’ K(u) donde
y S‘, viene dado por (3.2.5).

La expresién anterior revela que el estimador f(w,; p,h)es bastante semejante a un

estimador de niicleo convencional, excepto que el nicleo Wy depende de los puntos del
disefio y de su localizacién. Esto explica por qué el ajuste polindmico local puede

adaptarse automaticamente a varios disefios y a la estimacion en la frontera.

Podemos expresar Sy = NHSH{1+ o(l)} ,siendo H=diag (Lh,..,.h") vy
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Lo fh - K,

ne M, . U, :
l a para ello basta aplicar la expresién (3.3.1). De esta manera

aup :up+1 e :u’Zp

. L& (0,-0,
podemos escribir f (@,; p,h):-ﬁ}; K| p Y {1+o(1)} donde

j=1

P
K (w)=¢S™ (Lu,....u") K@) =Y (S*'u*)K(u) , siendo S los el  ementos de la
k=0

primera filade §° LA K;(u) se le 1lama nticleo equivalente y se ha notado con subindice

p para enfatizar su dependencia del grado del polinomio.
3.6 Distribucion asintética del estimador.

Sea la cantidad pivotal

f(@)p(w) Jrg F(@)o() I s

ﬁf(w;p,hN)—E[f(w;p,hN)] 1¢ flesp.hy) - E[f@:phy)] 1 e,

siendo @(@) = /VarZ(w) .

Estableceremos condiciones para las variables {C,N(a))}, en orden a que la
cantidad pivotal (3.6.1), tenga limite en distribucion para

h—=0,N—>wyr=r(N)—oo.

Lema 3.7 Si E[€, (@,h)]]< C; V,h,1,N entonces

f(@; p,h,) - E| f(w; p. b
- f ( Py ) [f( P N)] tiene distribucion infinitamente divisible.

flw)o(w)
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Demostracién

Para w,hyN fijos & ,(®),....E, y(@) son variables independientes e

idénticamente distribuidas. Siendo r=r1(N) — o para N — 0.

Ademds, Ve >0, Limmax P[EW—E/_G)—h—)' > sj = ym P(|§,N (@,h)|> &/7)
r e

Nyeo 1KISr

N—oo 8\/;

Teorema 3.8 Si i) E[|E (@.h)|]< C; V@,h,LLN

y .
ii) P(léw (@,h)|> 8«/;) =o(r™") entonces Ve,
F(: po )~ E[ Fla p )] )
N 4 5 N(0,1
’ flo)o(w) D
[ |
Demostracion

Fe:p.hy) = B[ F(@:p.h)]
fl@)p(w)

distribucién infinitamente divisible. Veamos que este limite es la distribucién N(0,1).

Por el lema 3.7, J_ converge en distribucién, a una

En efecto, Ve >0 sea

M AN Enl@m| _ \_ . ¢ _
P B2 e = 1o | g B2 s o1 A o 2647)-

~{1- P (@, )] > edr)} =1-{1-o(")}".

w,h
Ahora dado que r=r(N)— o para N — o = Lim P( max Iéle )| ) 0.
: r

N —yeo ISISr(N)

Por tanto,
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1 r(N)
—— Y&y, h)——>N(O D.

\lr(N) I=1
3.7 Ancho de banda éptimo.

La eleccién del ancho de banda juega un papel crucial en cualquier técnica de
alisamiento. Consideramos como ancho de banda Optimo aquel que minimiza el
porcentaje de error cuadratico medio ( Mean Square Percentage Error MSPE), que se

puede expresar por:

b*(w,) +v(@,)

).

MSPE( fo,; p,h)) = (3.7.1)

De acuerdo con las expresiones asintéticas del sesgo y la varianza obtenidas

anteriormente para el estimador lineal local

1
b(wo) ='£f,’(wo)h2u2(K)

7 1 °°. 2 1 2
Var[ f(a)o;l,h)] =7v%7 Iz (a)o)o'z(a)o)zr- [k (w)du-+= f (@oVar|Z(w,)]

y sustituyendo estas expresiones en (3.7.1), tenemos el porcentaje de error cuadratico

medio asintético,

4 f’ (0)0)
AMSPE ;LA ——h
(f (@pl) = p3¢ )[ o 0)} +
L O e cc)
Nhr “om i r

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Capitulo IIL. Estimacién polinémica local del espectro poblacional. 71

Al minimizar esta expresién, obtenemos el ancho de banda éptimo asintético del

estimador lineal local

1/5

1 =
2 - 2 J
0% (00) 5 | K*(updu { @y r(m)_”s

h': 2 ”
,le(K) i (wy)

De la misma manera podemos obtener el ancho de banda 6ptimo asintético del
estimador cuadratico local sustituyendo en (3.7.1) las expresiones asintéticas del sesgo y

la varianza siguientes:

Bt .ua /-Ls.uz

4_2

b(wo)=—, f Y (@y)h

Watto(K®) =210, oty (K*) + oty (K®) |
(,LL4 '_:ui)z

Var f (@52, = ﬁ FA@p)0* (@)

fH@oVar[Z(@y)] i+ p
r (M, —ﬂg)z .

obtenemos

(1v)
AMSPE(} (@,2,1)) = 576 [f f(;)"’;)” “Z“z}

___0_2((00) /J'4.uo(K ) 2“2“4#2(1{ )+.Uzﬂ4(K )+ Va [Z(COO)] ,LL4+‘LL7 )
Nhr : (Hy— 1) (s —13)°

Por dltimo minimizando la expresidn anterior obtenemos
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=1/9

0.2(0)0) ,ui/-lo(Kz) "2#2”4.“2(](2) +.u§,u4(K2)
(u, - /»lg)2 (Nr)_w

8 ‘:f(”/)(wo):!z[.ui —HeH, T
576 Fln || -1

3.8 Seleccion del ancho de banda.

En la practica, el & 6ptimo no puede calcularse exactamente, ya que depende de
la funcién desconocida f{w). En este punto se plantea un método de estimacién del h

6ptimo.
Método de validacién cruzada.

Damos a continuacién un método de validacién cruzada para la estimacién del

ancho de banda 6ptimo y una justificacién del mismo.

Paso 1. Se divide 1a muestra de tamaiio r en dos grupos de tamafios r; y r2.

Paso 2. Estimamos f(w) de la siguiente forma, para el grupo 1 mediante

estimadores de nicleo

[nr2] -
2(n) ¢ e _ 1 o @ i 17(n)
w;p,h)=— _;_ K| — |[I'o,

Para el segundo grupo, estimamos el espectro poblacional utilizando el periodograma

medio 7" ().

Paso 3. Se obtiene i que minimiza la expresion

min ¥ {1"0;)- 7" w;n)} @81
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Seguidamente veremos la justificacién teérica de este procedimiento como
selector de ancho de banda. Un criterio natural de seleccién de ancho de banda optimo
es elegir aquel que minimice la media de los errores cuadraticos medios de cada una de

las frecuencias

[¥/2]

V2] zE[( flosp.h)- f(wj)ﬂ (382)

Veamos que minimizar (3.8.2) es aproximadamente equivalente a minimizar

f]\/l/—z][g]E{(f(")(a)j;p,h)—i(’z)(wj))z} (3.8.3)

En efecto, como f(a) j) no es conocida, podemos considerar una estimacién, basada en
el periodograma medio, el cual se obtiene, con datos diferentes a los utilizados para

estimar f (r‘)(a)j; p,h). Sea 7('2)(a)j) el periodograma medio referido. Se tiene

entonces:

+E[[N2m{f(w,->—f “"(“’f””h)}z}

j=1

[N/2]
Dado que Eli D {7 (’2)(a) j)— f{a) j)}z} es independiente del ancho de banda A, queda

j=l
establecido que la minimizacién de (3.8.2) es aproximadamente equivalente a minimizar

(3.8.3), lo cual justifica el método de validacién cruzada propuesto para la seleccion del

parametro de alisamiento.
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CAPITULO IV. ESTIMACION BOOTSTRAP.

4.1 Introduccion.

En el capitulo anterior, hemos obtenido una aproximacién normal al estimador
de ndcleo polinémico local. Daremos ahora una aproximacién bootstrap y

compararemos ésta con la aproximacién normal, utilizando los desarrollos de

Edgeworth.

4.2 Algoritmo bootstrap.

Consideremos las r series temporales observadas en los mismos instantes
{X,/1=1,..,rt=1..,N}.

El estimador polinémico lineal podemos expresarlo en los términos

~

frw(@iLh) =

1 el (a) . —co}_
— Y KPR () (42.1)
Nh j=%/2]( N) ) h - J

siendo I (@ j)=—1—ZI (@) y K((,” v, es el nicleo equivalente, correspondiente a un

L= :
ajuste polinémico local de grado p (p=1, en este caso). El algoritmo bootstrap que
proponemos es similar al dado por Hérdle y Bowman (1988), en regresién no
paramétrica, Franke y Hirdle (1992) en estimacién espectral, en el contexto de una
tinica serie temporal y Hernandez (1997) para la estimacion del espectro poblacional,

mediante series replicadas.

Consideremos el modelo general de efectos aleatorios I{@)=fw)Wy, , con
Var[Z(a))]>O para todo @. Ello garantiza, bajo las condiciones sefialadas, que la

1

varianza de f (a);p,h) es de orden r ' en todas las frecuencias . Proponemos el

siguiente algoritmo bootstrap para aproximar la distribucién del pivote
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f(@: p. )~ E[F(@: p.h)]

d (@)

(4.2.2)

Paso 1 Las variables no observables Wy, se aproximan por:

oo @)
" fw;ph)

siendo A un ancho de banda inicial. De acuerdo con la hipétesis

I=1, ., r, j=1, ... IN2] .

E[Vl/,j]zl,cbnsiderarnos | W,jz , siendo W.jz(l/r);W,j y se obtienen los

S| =

vectores le(W”,....,W,[N/Z]).

ol ]

Paso 2 Se toman B muestras bootstrap de tamafio r W, =(W“,....,W;EN/2]) de la

distribucién empirica en R de {W,,....,W,}. Se define el periodograma bootstrap

de cada frecuencia mediante:
L@)=I-)=f;p.aW
siendo g el ancho de banda de remuestreo.

Paso 3 Se elige finalmente un ancho de banda £ y se obtiene la estimacién bootstrap del

espectro poblacional por:

,\*v 1 [v2] (w-o,)-,
flozph, g)=1—vzj=_[2N/2]K ( - ’JI, (@) @423)

Utilizando este algoritmo aproximamos el pivote dado por (4.2.2) a través del siguiente

pivote bootstrap

ﬁ{f‘(W§P’hj g)_fc(w;Pah’ g)} (4.2.4)
- flosp.g)
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siendo f,(; p,h,g)= E*[f*(w;p,h,g)].

4.3 Desarrollos de Edgeworth.

En este epigrafe haremos una revisién de los fundamentos de los desarrollos de
Edgeworth. Estos desarrollos permiten evaluar, bajo determinadas condiciones, el orden
del error que se comete cuando se aproxima la distribucién de ciertas variables, por la

distribucién normal o por otra distribucion.

En el siguiente epigrafe, utilizamos estos desarrollos para evaluar, el orden de
error cometido, cuando aproximamos la distribucién del pivote por el correspondiente
bootstrap, a través del cual determinamos intervalos de confianza para el espectro

poblacional.

~

En lineas generales, la idea de los desarrollos de Edgeworth es como sigue: si 8

es el estimador de 8, basado en una muestra aleatoria de tamafio n , y si n'? (é—@o)

tiene distribucién asintética normal de media cero y varianza o°, en muchas situaciones

la funcién de distribucién de " (é—BO) puede desarrollarse en series de potencias de

n? de la forma:
P(n'V2 (6-8,)/0 < x)=®(x)+n™" p, ()G(x tn P p ()9()+..  (43.1)

donde ®(x)es la funcién de distribucién de 1a N(0,1) y ¢(x) su funcion de densidad. Las
funciones p; son polinomios cuyos coeficientes dependen directamente de los
cumulantes de la distribucién de é—Bo. La expresién (4.3.1) recibe el nombre de

desarrollo de Edgeworth. Tal expresi6n tiene un evidente significado. Muestra como la
distribucién de la cantidad pivotal puede aproximarse a la distribucion normal, y que el

error cometido en tal aproximacién es del orden n?
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Desarrollos paralelos a los Edgeworth, son los desarrolios de Cornish-Fisher, los

cuales pueden considerarse una inversion de (4.3.1). Sea
P (0-0,)/c<u)=0  (432)
El cuantil u, puede, bajo determinadas condiciones, desarrollarse en la forma:

u, =2, +n 7 py (2 +n Par(zg) oA P p (2 )+ (43.3)

siendo z,, el o-ésimo cuantil de la distribucién N(0,1) (®(zo)=0t) ¥ las funciones pj;(x)
polinomios que pueden obtenerse, a partir de los polinomios p;(x) correspondientes a los
desarrollos de Edgeworth. Los desarrollos del tipo (4.3.3), llamados de Cornish-Fisher,
permiten evaluar el orden de los errores cometidos en la construccién de los intervalos
de confianza, cuando la distribucién del pivote utilizado se aproximé por la distribucién
normal. Asimismo permiten evaluar el error correspondiente cuando la distribucién del

pivote se aproxima por la distribucion bootstrap.

Un caso particularmente simple, es el correspondiente a ]a estimacién de la

media p de una poblacion, por la media muestral ¥ . Si la varianza poblacional es 02, el
pivote

S =n"?(X-p)/o tendrd una funcion de distribucién que puede expresarse por

P(S, < x) = D(x) +n 2 p (0)$(x)+..+n7 " p,(x)p(x) + o(n ) (434

uniformemente en x.

En este caso, condiciones suficientes para la validez de (4.3.4) son:

E[lx"*]<= v limsuply(|<1 (435

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Capitulo IV. Estimacion bootstrap. 79

donde y(t) es la funcién caracteristica de la variable Y=(X - M)/o. La dltima

condicién llamada condicién de Cramer, es vélida si la distribucién de la variable X es

no singular.

Si una variable X tiene distribucién absolutamente continua y momento de orden

tres finito (E [X 3] < ), (4.3.4) puede expresarse cOmo

P(S, <x)=®(x)+n " p (0)d(x) +o(n')  (4.3.6)

uniformemente en x, siendo p,(x) = —%—(x2 -1) y x, el cumulante de orden 3 de ¥

(K'3=E[(X - u)3/63]). Dado que en casi todas las situaciones précticas, o” es

desconocida, podemos estimarla por 6° y considerar el pivote estudentizado
T =n(x-w/6  (437)
para el cual pueden utilizarse andlogos desarrollos.

Estableceremos a continuacién situaciones més generales, en las que son validos

los desarrolios de Edgeworth.

Consideremos vectores aleatorios X;,...X, en R, independientes e
identicamente distribuidos y con media [ = E[Xl]. Sea A:R? — R, suficientemente

suave, satisfaciendo A(t)=0. Sea x(t) la funcién caracteristica d-dimensional de X;. El
siguiente teorema debido a Bhattacharya y Ghosh (1978), da condiciones generales para

la validez de los desarrollos de Edgeworth.

Teorema 4.1 Supongamos que la funcién A tiene j+2 derivadas continuas en un

entorno de p = E[X], A[W)=0, E[HX ¥ +2] < oo y que la funcién caracteristica satisface

I1Iim sup|x (1) <1. Sea ademas ¢ =Var(A(X,))>0. Entonces
1| —ve0
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P(n"* A(X)/o < x) = ®()+n7 p ()P +..4n 7 p ()90 +o(n ) (4.38)

uniformemente en x, siendo p;(x) un polinomio de grado, a lo sumo 3j-1, impar si j €s

par, y par si j es impar.

Para los cuantiles de las cantidades pivotales, el siguiente teorema da

condiciones para la existencia de los desarrollos de Cornish-Fisher.

Teorema 4.2 Supongamos las mismas condiciones del teorema 4.1 para la
distribucién del vector aleatorio X y la funcién A. Sea el a-€simo cuantil
w, = inf{x; P(n"* A(X) < x) 2 d} :
Entonces
w, =2z, +1 2 p(2,) +1n 7 py (2, )+ An T p i (z,)+ o(n’j/z)

uniformemente en e<o<1-€ Ve>0 y siendo pj; polinomios de grado a lo sumo j+/.

4.4 El bootstrap y los desarrollos de Edgeworth.

En el epigrafe anterior se han dado condiciones para que la distribucién de una
cantidad pivotal T, admita un desarrollo de Edgeworth. En aquellos casos en los que T,

tiene distribucién normal asintética, el error que se comete al hacer la aproximacion

normal es de orden n~"?. En el presente epigrafe, damos condiciones para aproximar la

distribucién bootstrap por la normal y a través de los desarrollos de Edgeworth, veremos
que el error de tal aproximacion es O,,(n"/ 2). De ambos desarrollos de Edgeworth (el
del pivote Ty su analogo bootstrap T* ), deduciremos bajo adecuadas condiciones, que
la diferencia entre la distribucién de T'y la distribucién bootstrap es de orden O,(n™").

Ello significa que la aproximacién bootstrap a la distribucién de T es asintéticamente

mejor aproximacién que la normal. Ello nos permitird, en el caso de la estimacion del
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espectro poblacional, afirmar que el bootstrap es mejor procedimiento para la

construccién de intervalos de confianza, que el basado en la distribucién normal.

Consideremos entonces una muestra aleatoria X={X,,...,X,/, obtenida de una

n
poblacién d-dimensional y sea X =n'lz X, . Supongamos que deseamos estimar un

i=1

parametro 6, = g(u), siendo g:R’ — R una funci6n suave de j1 = E[X]. El parametro
6, se estima mediante 6=g(X), el cual tiene varianza asintética n”'c* =n"'h()*,

donde & es una funcidn suave conocida. Sea G2 el estimador de .

Se desea entonces estimar la distribucion del pivote

A(x):g(x)~g(u) o A(x)zg(x)—g(u)

h(p) h(x)

Sea la muestra bootstrap  X*={X,...X.} X =n"Y X ysea 0 =g(X") y
i=i

6 =h(X").

g0 -gX) I;X(X)zg(x)—g(ﬁ?)'E1

El pivote andlogo a A(x) serd A(x) = —
p g (x) (x) 54 7

estimador bootstrap de A(X) estara entonces dado por AX).
El siguiente teorema da condiciones bajo las cuales la distribucién de A(X"),

condicionado por la muestra, admite un desarrollo de Edgeworth, analogo al expresado

en el teorema 4.1.

Teorema 4.3 Sea A>0y sea 1=1(2), un entero positivo suficientemente grande

(cuyo valor no se especifica). Supongamos que las funciones g y h tienen v+3 derivadas
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1 . « b .
acotadas en un entorno de L, E["X I ]< oo y que la funcién caracteristica de X satisface

la condicién de Cramer |liim sup| x(t)| < 1. Existe entonces una constante C , tal que
ti—oo

P*(nlﬂfx(f ") <x) - D(x) - in‘fﬂfz S(09(x)

j=1

> Cn'(”l)/z] =0(n™*)

P( sup

P(max su (1+|x|)-(3j_])

Isjsv

7;(x)| > c] =0(n™*).

Los teoremas anteriores, nos permiten deducir, que bajo ciertas condiciones, la
aproximacién bootstrap a la distribucién de un pivote, es mejor que la aproximacién

normal.

Asi por ejemplo, supongamos que un pivote T admite un desarrollo de

Edgeworth de la forma
P(T<x)=®x)+np(F,x)+0(n”")  (43.1)
uniformemente en x. Con la notacién p(F,x), queremos destacar que los coeficientes

del polinomio, dependen de la distribucién original de los datos F.

El estimador bootstrap de T admite entonces, el desarrollo analogo
P'(T" <x)=@(x) +n™p(F,,x)+0,(n")  (432)

siendo F, la distribuci6n empirica correspondiente a la muestra. Se tiene en general,

que

p(F,, %)= p(F,x)=0,(n""*)
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Si a la expresién (4.3.2.) le restamos la (4.3.1), obtenemos

*

P(I"<x)-P(T<x)=0,(n") (43.3)

Se tiene entonces que al aproximar la distribucién de 7, por la distribucion
bootstrap, el error cometido es de orden n~', segin (4.3.3), mientras que el error

cometido al aproximarla por la distribucién normal, es de orden n™"? segin (4.3.1).

En los siguientes epigrafes, analizaremos la posibilidad de utilizar los desarrollos
de Edgeworth, sobre la cantidad pivotal correspondiente a la estimacién del espectro

poblacional.

- Si sobre la muestra de objetos seleccionados, pudi€semos determinar sus

densidades espectrales exactas f,(@),...,f, (@), los resultados anteriores serian de
aplicacién directa, sobre esta muestra aleatoria, para cada frecuencia fija . Dado que
estas variables no pueden observarse directamente, dispondremos al menos de
estimaciones, f, (@),..., f,(co) . Ello har4 mas complicado establecer una teoria rigurosa,

sobre desarrollos de Edgeworth alternativos para el sistema de variables

precisas, bajo las cuales las aproximaciones bootstrap, sean mejores que la

aproximacién normal.

Abramovich y Singh (1985), proponen a través de los desarrollos de Edgeworth,
correcciones de la asimetria de un pivote 7, de tal forma que el pivote corregido T,
aproxima mejor a la distribucién normal que 7. Propondremos en este sentido una

extension de estos resultados, a la estimacién del espectro poblacional.
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4.5 Aplicacion de los desarrollos de Edgeworth a la estimacion

del espectro poblacional.

Consideremos nuevamente la cantidad pivotal

F(@:p, )~ E[f(@ip.h)]
f@)p(w)
supuesto que (@) = Var(Z(w)) > 0; Vo € [-7, 7).

ﬁ

=—j—7i§1,N(w;h)

Esta cantidad pivotal puede expresarse alternativamente por:

#(@; p. 1)~ B[ f(@; p. )]
rlz‘;é,,v(co) donde élN(w) Jr @)@ )

En el capitulo anterior dimos condiciones bajo

Esto supone que S, (@)= T2 25, (@) ——N(0]).

De acuerdo con lo expuesto en el epigrafe (4.3.5), para cada @, N, r, h, podemos

expresar:

si- E[&]y(@)] <, Imsupmﬂ (n]<1

P(SN'r(a)) < x) =d(x)+ r“/zp,\,‘1 (x)p(x)+ O(r"1 , N) 4.5.1)

donde
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Ky (@)

Py (x)=— (x*-1) (452)

siendo i, (@) = E[&}, (@)].

El desarrollo (4.5.1) aparentemente evalia el error que se comete cuando se
aproxima la distribucién de Sy por @(x). En este caso, (4.5.2) da la forma exacta del

polinomio py,;(x), €l cual obviamente depénde de N, a través del cumulante x, , (@) de
las variables &, , (@), para cada frecuencia fija @ € [—75,717]. Ello significa que al crecer
7, y por tanto variar N, el término r™*p, (x)¢(x) del desarrollo de Edgeworth podria

no tender a cero, o hacerlo a una tasa més lenta que rV?.

Si k;y(@)<C VN, entonces puede garantizarse que el referido término tiende

a cero al menos con la tasa r 2.

La expresion O, (r™') no puede interpretarse en el sentido habitual de

1m0, (r™) < salvo que |0, (r™)|< D,YN .

De lo anterior se concluye que si:

|1<3_N(co)|<C y ION(r")|<D, VN,» entonces,

supr?{ P(Sy < x)-®(x)} —==—0-
X

4.6 El bootstrap y los desarrollos de Edgeworth en la

estimacion del espectro poblacional.

En epigrafes anteriores hemos propuesto aproximar la distribucién de
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F(@;p.h)- [ F(@; p.)]
flo)p(@)

por

— ' (@:p.h)~ f.(@:p. 1)
F(@; p, B)p(e)

donde f,(w;p,h,g)= E*[f*(a);p,h,g)].
Consideremos entonces la cantidad pivotal bootstrap

()= et (w;p,h) - f,(@;p, . 8)

S;/ r “ ~
' f(w; p,h)p(w)

que puede expresarse por

z"ﬁ*(w;p,h)—ﬁ(w;p,h,g).

. 1
S, (@)=— < ~
. N Flaw; p,h)p(w)

Parece razonable, que podamos encontrar condiciones bajo las cuales

P(s;, (@) < x/ {1, (@)} )= @)+ 77}, ()9(x) + O, (r™)

by

ﬁ*(w;p,h)—ﬁ(w;p,h,g)F .
fw; p,h)p(w)

. Ky n (O . .
donde pNIl(x)_—__iA.;(—)(xz—l) Y K‘3‘N=E |:{

Si ademds, py,(x)—p,,(x)=0,(r""?). Entendiendo que

lim limsup P(r2|p, ()= pya(x)| > ) =0

—300 F—yoo

En tal caso, P(S;,’,(a)) < x/{II(a)j)} )— P(SNyr(co) < x) = OP(r"). Lo cual significa

b

que la aproximaci6n bootstrap, mejora la aproximacién normal.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Capitulo I'V. Estimacién bootstrap. 87

4.7 Correccion del sesgo.

Abramovitch y Singh (1985), introducen un procedimiento de modificacion de
pivotes estadisticos en sucesivas etapas, para mejorar la aproximacién normal. El
siguiente teorema prueba, bajo determinadas condiciones, que una cierta modificacion

del pivote estadistico, tiene distribucién mas préxima a la distribucién estandar.

Teorema 4.4 Sea un estadistico T, basado en una muestra de variables aleatorias,
independientes e identicamente distribuidas, con distribucién /# de tal forma que admite

el desarrollo de Edgeworth

P(T < x) = ®(x)+n"" p(x)p(x) + o(n™?)
uniformemente enx. Sea p, un estimador de p(T) que satisface la condicion

P(p, - p(T)|>€)=0(n"), Ve
Enténces, T, definido por 7, = T+n™"?p, tiene el siguiente desarrollo de Edgeworth
P(T, < x)=®(x)+o(n™")
uniformemente en x.
En realidad, si T, admite un desarrollo de Edgeworth, este tiene la forma:
P(T1 < x) =P(x)+ n"q(x)([)(x) + o(n™)

uniformemente en x. En este caso, el teorema anterior sugiere realizar la correccion en

segunda fase

L=T+n"4,
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donde g, es un estimador g(T) que satisface

P(g,-q(T)| > €)=o(n");Ve>0

De esta forma, 7> no tendria un término de orden n'!, en el supuesto que a Su vez

admitiera un desarrollo de Edgeworth.

Tedéricamente, el proceso descrito puede realizarse en k etapas. No obstante, con
muestras pequefias, probablemente no merezca la pena realizar una correccion de
segunda etapa, pues la correcciones de alto orden suponen la estimacion de momentos

de alto orden, los cuales se estiman con poca precision.

Cabe preguntarse ahora si tiene alguna ventaja, realizar el bootstrap sobre T, en

lugar de hacer uso de la aproximacién a la distribucién normal.

4.8 Correccion del sésgo para el pivote del espectro

~ poblacional.

A lo largo de este epigrafe haremos una serie de consideraciones relacionadas
con la posible extensién del teorema de Abramovitch y Singh (1985), para la correccion

del pivote correspondiente al espectro poblacional. Sea pues nuevamente

flo;p, k)~ E[f(w; p,h)]
flo)p(w)

T;VN((D)Z'\/; =—\71—;2§1,N(w)
1=1

Supongamos que se dan las condiciones del teorema 4.4 y que
:/}_—25,,,\, (0)—=—>N(0,1); donde N, —>co. Supongamos que ademéas la
roem

distribucién de T, (@) admite el desarrollo

P(T, (@) < x) = O(x) + P, (0e(x)+o(r I NY  (48.1)
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siendo

pu) = =2 =)

Kisn (0)= E[é?N (CO)].

Supongamos que se dan las condiciones

3 (@) = E[E}, (@)] < C;IN

limsupr"?o(r’*; N)=0.

roes

En tal caso, el desarrollo anterior informa acerca de la velocidad de convergencia, de la

distribucién de la cantida pivotal T, (@), a la distribucién normal estandar.

Bajo las condiciones mencionadas, propondremos una ‘correccién del pivote

T,y (@), en el sentido propuesto por Abramovitch y Singh (1985), para pivotes basados

en muestras aleatorias de una distribucién de probabilidad.

E] fundamento de nuestra aproximacién consiste, en estimar una densidad
espectral individual fi(w) mediante alisamientos del correspondiente periodograma
individual Ii(w). El ancho de banda h se selecciona utilizando el método del capitulo

anterior, por tanto este es comdn para todas las densidades espectrales individuales.

La eleccién de un ancho de banda comiin, no solo simplifica notablemente el
problema computacional, sino que ademds garantiza, que para un valor fijode Ny ,

él_ N (a)),...,ér' v (@) sean variables independientes e identicamente distribuidas.

Dado que las variables fi(w),...f{®w) son desconocidas, consideramos sus
estimaciones f,(@;h),..., f,(w;h) , bien por estimaciones de nicleos, o por estimaciones

polinémicas locales.
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Consideraremos entonces los siguientes estadisticos

S LA A
i, =;2f,(a);h) = f(w;h)
I=1

, , 2
i, =;—i—12{f,(w;h)—ﬁl}
: , =1
.‘13 :li{fl(w;h)"laz}.

7=

De esta forma, consideramos como estimador de P, (Tr'N (a))) en (4.7.1)

~ ,a'; 2
w)=-——=(T y(w)-1
pN,r( ) 6,&]2/2( r.N( ) )

Y proponemos como estimador modificado
TN(@)=T, (@) +r"p, ().

El problema que se plantea ahora es determinar condiciones que nos permitan

afirmar que:

P(T') (@) < x) = D(x) +o(r™"?)
uniformemente en x. Esto supondria que la distribucién de probabilidad del pivote

modificado T,(B (), aproxima mejor la distribucién normal, que el pivote 7, , (@).

4.9 Simulaciones.

Para ilustrar los resultados anteriores, hemos simulado un proceso de

medias méviles de orden dos con coeficientes aleatorios. El proceso tiene la forma:

X, = 9,€, + 018,
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donde el vector de coeficientes (¢O,¢,) es aleatorio y sigue una distribucién normal

o . - : : : 3.1
bivariante con vector de media [3,3] y con matriz de varianza-covarianza L 3l Las

{€,} son variables aleatorias independientes, normalmente distribuidas con media cero y

varianza 1, y ademds independientes de (9,9, ).

En todas las graficas representamos para cada frecuencia el espectro poblacional
real. en color rojo. La figura 1 representa las dos bandas de confianza al 95% obtenidas
unas en base a las propiedades asintéticas del periodograma medio en color azul y otras
al utilizar el algon'tmd bootstrap descrito en el epigrafe 2.7 en color verde. Las
estimaciones se obtienen en base a 792 series de 60 observaciones por objeto. La gréfica
presenta un aspecto adecuadamente suave, lo cual es consecuencia de las propiedades

teéricas del periodograma medio.

El periodograma medio proporciona adecuadas estimaciones del espectro
poblacional para cada frecuencia. Sin embargo, los picos y valles del estimador pueden
conducir a ideas erréneas acerca de la importancia de determinadas frecuencias. Las
técnicas de alisamiento pueden dar una estimacién global mds adecuada, sobre todo,
cuando se dispone de un suficiente nimero de observaciones por objeto. En definitiva,
nos perrniteh obtener estimadores con menor varianza, aunque introducen un problema
de sesgo, que puede ser importante en los extremos de la funcién f, en los alisamientos
mediante nicleo. Por tal motivo, no son adecuados en los casos en que €l valor de r es
mucho mayor que N, situaciones que son habituales en el campo de la medicina, donde
el nimero de observaciones por individuo suele ser pequefio. Bajo estas circunstancias
es mas adecuado utilizar el periodograma medio como estimador del espectro

poblacional.

Para hacer la estimacién del espectro poblacional, por alisamientos mediante
ndcleos del periodograma medio y mediante el estimador polindmico local hemos

utilizado el nicleo de Bartlett-Priestley, que viene dado por:
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%(1—(9/75)2) l6|<m
K(6)=

0 6| >

La figura 2 representa el intervalo de confianza bootstrap al 95% del espectro
poblacional, en color verde, obtenidas por estimacién mediante nicleo, ‘utilizando el

algoritmo bootstrap descrito en el epigrafe 2.10.

Las figuras 3 y 4 representan las bandas de confianza al 95%, obtenidas por
estimacién polinémica local ( grado 1), mediante el algoritmo bootstrap descrito en el
epigrafe 4.2, en color verde, y a través de las propiedades asintéticas del estimador para

r=100y N=100 en la figura 3 y para r=100 y N=200 en la figura 4, en color azul.

Por dltimo, la figura 5 representa para r=100 y N=100 la comparacién de las
bandas bootstrap obtenidas por el estimador de nicleo en color verde, y por el estimador
polinémico local en color azul, observandose la ventaja del estimador polinémico local

frente a los de nticleo, principalmente en el pico y en la frontera.

Puede observarse también en las figuras 1, 3 y 4, como las bandas de confianza
bootstrap aproximan mejor a la funcién de densidad espectral poblacional verdadera que
las obtenidas por la distribucién normal. Lo cual corrobora los resultados obtenidos en

el capitulo IV con los desarrollos de Edgeworth.
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Figura 3
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FIGURA 4
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FIGURA 5
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CONCLUSIONES.

) Hemos obtenido el sesgo, la varianza y la distribucién asintética del estimador
polinémico local de la funcion de densidad espectral poblacional, partiendo del modelo

multiplicativo de efectos aleatorios.

) Destacamos que la varianza se descompone en una componente intraindividual y
otra componente que corresponde a los efectos aleatorios del modelo. De este resultado

obtenemos, bajo condiciones precisas, que el orden del pardmetro de alisamiento optimo

es (Nr)_l/ 3, para el caso de ajuste lineal local.

A Resaltamos las ventajas de los estimadores polinémicos locales frente a los de
nicleos: por la carencia de efectos frontera, ya que el sesgo en la frontera en los
estimadores polinémicos locales, - automdticamente es del mismo orden que en el
interior, y en los puntos interiores, pues en regiones suaves un ajuste constante o lineal
es recomendable, mientras que en regiones con picos o valles, un ajuste cuadratico o
cibico es preferible. Estas ventajas se hacen patentes si se observan los gréaficos que

hemos obtenido mediante la simulacién de un MA(2).

A Sefialamos como desventaja de estos estimadores polinémicos locales que al
tenerse que contemplar p pardmetros mas en los célculos, que son los coeficientes del

polinomio de grado p, lleva consigo un mayor coste computacional.

A Hemos obtenido expresiones para los estimadores polindmicos locales, similares
a las de los estimadores de niicleo, mediante el uso de los “nicleos equivalentes”. Esto
hace que consideremos los estimadores de nicleo, como un caso particular de los

estimadores polindémicos locales.

A Hemos estimado el ancho de banda éptimo por un método de validacién cruzada,

dividiendo el ntimero de individuos de la muestra aleatoriamente en dos partes.
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A Por iltimo aplicamos los desarrollos de Edgeworth, y observamos que la

f @:p.0) - E[f (@; p.b)]
JVar[Z(w)]

es del orden r™', en

aproximacién bootstrap del pivote Jr

lugar del orden r™/* que se consigue haciendo la aproximacién mediante la normal.
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APENDICE.

Se presentan a continuacién los listados de tres programas realizados en Pascal y
dos programas en el paquete Statistical Analysis System (SAS 6.06), ejecutados en un
ordenador Pentium 133 Mhz, 8 Mb, bajo Windows 95.

Listado 1. Programa en Pascal que genera r realizaciones de un proceso MA(2) con
coeficientes aleatorios. -

uses Crt;

var i,t,n,1,j,nm:integer;
mbl,mb2,v1,v2,c12,u,v,z1,22,a,b,c,
e0,el,e2,std,bl,b2 k1,k2,k3,k4, freq,hw,hw2:real;
y:array[1..100,1..100] of real;
fitext;
ka:char;

function normal(s:real):real;
var u,v,z:real,
begin
u:=random;
v:=random,;
z:=sqrt(-2*In(u))*cos(2*pi*v);
normal:=s*z;
end;

{Programa Principal }
begin
TextBackground(lightblue);
clrscr;
gotoxy(3,3);write(E[B1] = ");read(mb1);
gotoxy(3,4);write(E[B2] = ");read(mb2);
repeat
gotoxy(3,5);write('Varianza B1 = ");read(v1);
gotoxy(3,6);write('Varianza B2 = ');read(v2);
gotoxy(3,7);write('COV(B1,B2) = ");read(c12);
until sqr(c12)<=v1*v2;
gotoxy(3,8);write('Varianza del ruido blanco = ");read(std);
repeat
gotoxy(3,9);write(' NEmero de sujetos = ");read(r);
until r<=100;
repeat
gotoxy(3,10);write(N£mero de observaciones = ');read(n);
until n<=100;
c:=sqri(v2); _
if c=0 then b:=0 else b:=c12/c;
a:=sqrt(v1-b*b);
randomize;

assign(f,\sas\coef.dat");rewrite(f);
{Simulaci¢n de las r series}
fori:=1tordo

begin
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gotoxy(75,2);
write(i);
u:=random,
v:=random,;
z1:=sqrt(-2*In(v))*cos(2*pi*v);
22:=sqrt(-2*In(u))*sin(2*pi*v);
bl:=mbl+a*zl+b*z2;
b2:=mb2+c*z2;
writeln(f,b1:10:5,b2:10:5);
el:=normal(std);
e2:=normal(std);
for t:=1 tondo
begin
e0:=normal(std);
ylit}:=e0+bl*el+b2*e2;
e2:=el;
el:=e0; .
end;
end;
close(f);

{Escritura de las r series}
assign(f,\sas\mm?2.dat");
rewrite(f);
for t:=1tondo
begin
fori:=1tordo
begin
write(f,y[1,t]:9:3);
if 9*1 mod 72=0 then writeln(f);
if i=r then writeln(f); .
end;
end;
close(f);

{C Iculo del espectro poblacional}
nm:=round(n/2);
k1:=sqr(std)/(2*P1);
k2:=1+v1+sqr(mb1)+v2+sqr(mb2);
k3:=2*(mbl+c12+mb1*mb2);
k4:=2*mb2;
assign(f,\sas\espobla.dat’);
rewrite(f);
for j:=0to nm do
begin
freq:=(2*pi*j)/n;
hw:=k1*(k2+k3*cos(freq)+k4 *cos(2*freq));
writeln(f,freq:10:5,hw:10:4);
end;
close(f);
assign(f,\sas\derivada.dat’);
rewrite(f);
for j:=0 to nm do
begin
freq:=(2*p1*])/n;
hw2:=-k1*k3*cos(freq)-4*k1*k4*cos(2*freq);
writeln(f,hw2:10:4);
end;
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close(f);

gotoxy(40,23);

write('Pulse cualquier tecla para continuar');
ka:=readkey;

clrscr;

end.

Listado 2. Programa en SAS que obtiene los periodogramas individuales y medio
de las series generadas por el programa del listado 1.

goptions device=egal;
data datos;

infile ‘'mm?2.dat’;

input x1-x100;

/* Calculo de los periodogramas de los r individuos */
proc spectra s out=espect;
var x1-x99;
un;
data b;
set espect;
file ‘periodo.dat’;
put (s_01-s_99)(12.5);

/* Calculo de los Z(w) */

data c;set espect; .

array in{99} s_01-s_99;

=99;

Pi=3.14159265;

se=datetime();

se=int(se);

file 'pm.dat’;

/* Calculamos el periodograma medio para cada una de las frecuencias */

pm=0;

doi=1tor;
pm=pm-+in{i};

end;

pm=pm/r;
put pm 12.5;

Listado 3. Programa en Pascal que estima las variables W, del modelo
multiplicativo dado por (3.2.1)

uses crt;
const dimax=200;
type vector=array[-dimax..dimax] of real;

var 1,j,k,n,t,inf,sup,grado,r:integer;
paso,h1,h2,h3,h4,h5,h6,ml ,m2,m3,m4,m5,m6,mise,c123,c124,a,bb,c,hopt.dis:real;
ka:char; N
f,g:text;
x,pm,fwg,w,m:vector;
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function bp(x:real):real;

begin

if abs(x)<=1 then bp:=3*(1-x*x)/4 else bp:=0;
end;

procedure misel(t:integer;h:real;x,y:vector;var mse:real;var b:vector);
var i,j:integer;
acd,e,gkreal;
begin
mse:=0;
fori:=-ttotdo
begin
a:=0;c:=0;d:=0;e:=0;g:=0;
for j:=-t to tdo
begin
if j<>1 then
begin
ke=bp((x[i}-x[j1¥/h);
a=a+k*y[j];
gr=g+k*(x[i]-x[j]);
c=c+k*(x[i]-xUD*ylk
de=d+k*(x[1]-x[1)*x[1]-x[j]);
e:=e+k;
end;
end;
if (e*d-g*g)<>0 then b[i]:=(a*d-c*g)/(e*d-g*g);
mse:=mse+sqr(y[i]-b[i]);
end;
end; -

procedure mise2(t:integer;h:real;x,y:vector;var mse:real;var b:vector);
var 1,j:integer;
a,c,k,s0,s1,52,s3,54,t0,t1,t2:real;
begin
mse:=0;
fori:=-ttotdo
begin
§0:=0:51:=0;52:=0;53:=0;84:=0;10:=0;t1:=0;t2:=0;
for j:=-ttotdo
begin
if j<>i then
begin
if h<>0 then k:=bp((x[i]-x[j1)/h);
s0:=s0+k;
sl:=(x[i]-x[j1)*k+s1;
s2:=sqr(x[iJ-x[j})*k+s2;
s3:=sqr(x[i}-xID*(x[i]-x[j1)*k+s3;
s4:=sqr(x[i]-x[j1)*sqr(x[i]-x[j])*k+s4;
t0:=k*y[j]+t0;
ti=(x []-x [ *KR*y [ 15
t2:=sqr(x[i)-x1)*k*y[j]+2;
end;
end,
c:=s0*s2*s4+2*s1*$2*s3-sqr(52)*s2-sqr(sl)*s4-sO*sqr(s3);
a:=t0*s2*s4+11*s2*s3412%51%53-12*sqr(s2)-t0*sqr(s3)-t1*s1*s4;
if c<>0 then b[i];=a/c;
mse:=mse+sqr(y[i]-b{i]);

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Apéndice.

106

end;
end;

{PROGRAMA PRINCIPAL}
begin
TextBackground(lightblue);

clrscr;

gotoxy(15,12);

write(*** GENERA W(LJ) UTILIZANDO POLINOMIOS LOCALES ***");

gotoxy(40,23);
write('Pulse cualquier tecla para continuar');
ka:=readkey;
clrscr;
gotoxy(3,9);write('NEmero de individuos= ');read(r);
readln;
assign(f,\sas\pm.dat');
reset(f);
t:=-1;
while not eoln(f) do
begin
t=t+1;
gotoxy(75,2);
write(t);
readIn(f,pm[t]);
pm[-t]:=pm[t];
end;
close(f);
n:=2%t;
for j:=-tto t do
x[j]:=2*PI*j/n;
gotoxy(3,11);
write('Grado de los polinomios locales ==> ");
read(grado);
h1:=2*Pl/n;
h1:=2*h1;
hd:=(x[t]-x[0})/2;
h2:=h1+(h4-h1)/3;
h3:=h1+2*%(h4-h1)/3;

{CALCULO DEL BANDWIDTH OPTIMO}
if grado=2 then
begin
mise2(t,h1,x,pm,m1,m);
mise2(t,h2,x,pm,m2,my);
mise2(t,h3,x,pm,m3,m);
mise2(t,h4,x,pm,m4,m);
end
else
begin
misel(t,hl,x,pmml,m);
misel(t,h2,x,pm,m2,m);
misel(t,h3,x,pm,m3,m);
misel(t,hd,x,pm,m4,m);
end; .
¢123:=((m1-m2)/(h1-h2)-(m1-m3)/(h1-h3))/(h2-h3);
¢124:=((m1-m2)/(h1-h2)-(m1-m4)/(h1-h4))/(h2-h4);
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a:=(c123-c124)/(h3-h4);
bb:=c123-(h1+h2+h3)*a;

c:=((m1-m2)/(h1-h2))-(h1*h1+h1*h2+h2*h2)*a-(h1+h2)*bb;

ka:=readkey;
if mi<m2 then hopt:=h1 else
begin
if a=0 then hopt:=-c/(2*bb) else
begin
dis:=bb*bb-3*a*c;
-if dis<0 then
begin
if a<0 then hopt:=h4;
if a>0 then hopt:=h1;
end
else
begin
h5:=(-bb+sqgrt(dis))/(3*a);
h6:=(-bb-sqrt(dis))/(3*a);
if grado=2 then
begin
mise2(t,h5,x,pm,m5,m);
mise2(t,h6,x,pm,m6,my);
end
else
begin
mise1(t,hS,x,pm,m5,m);
misel(t,h6,x,pm,m6,m);
end;
if m5<=m6 then hopt:=h5 else hopt:=h6;
end;
end;
end;
clrscr;
gotoxy(3,9);

write(EL ANCHO DE BANDA OPTIMO ES="hopt);

gotoxy(40,23);
write('Pulse cualquier tecla para continuar’);
ka:=readkey;
clrscr;
if grado=2 then mise2(t,hopt,x,pm,mise,m)
else misel(t,hopt,x,pm,mise,m);
for j:=-ttotdo
fwelj]==m{j};
assign(f,\sas\periodo.dat’);
assign(g,"\sas\w.dat");
rewrite(g);
reset(f);
for j:=0 to t do w[j]:=0;
for j:=0 to t do
begin
fori:=1tordo
begin
gotoxy(75,2); -
write(j);
read(f,paso);
paso:=paso/fwg(j];
wijl=w[j}+paso;
write(g,paso:10:5);
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end;
writeln(g);
end;
close(f);
close(g);
for j:=0 to t do w[jl:==w[j}/T;

assign(f,\sas\w.dat’);
assign(g,\sas\ww.dat);
rewrite(g);
reset(f);
for j:==0 to tdo
begin
fori:=1tordo
begin
read(f,paso);
paso:=paso/wj];
writeln(g,paso:10:5);
end;
end;
close(f);
close(g);
end.

Listado 4. Programa en SAS que genera las b muestras bootstrap.

goptions device=egal,

data datos;
infile 'c:\sas\ww.dat’;
input w1-w99;

proc transpose data=datos out=salida prefix=1q;

run;

proc univariate data=salida noprint;
var fq1-fq51;

output out=varf var=varf 1-varf51;

ran;

data varf;

set varf;

file 'varf.dat’;
put varfl-varf51;

/* Calculo de los w bootstrap*/

data c;

set datos;

array w{99} w1-w99;

array wbm{ 100} wbm1-wbm100;
r=99;b=100;

Pi=3.14159265;

se=datetime();

se=int(se);

file 'c:\sas\boot.dat’;
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/* Para cada frecuencia wj obtenemos b muestras bootstrap de los errores medios de los individuos */

dok=1tob;

wbm{k}=0;

doi=ltor;

l=ranuni(se);
I=int((r-1)*D)+1;
wbm{k}=wbm{k}+w{l};
end;
wbm{k}=wbm{k}/;

put wbm{k} 10.5;

end;

Listado 5. Programa en Pascal donde se implementa el algoritmo bootstrap dado
en el epigrafe 4.2.

uses crt;
const dimax=120;
type vector=array[-dimax..dimax] of real;

var i,j,k,n,b,t,inf,sup,grado,r:longint;
pasol,paso2,paso,hl,h2,h3,h4,h5 ,h6,m1,m2,m3,m4,m5,mo,
mise,c123,c124,a,bb,c,hopt,dis:real;
ka:char;
f,g:text;
x,yb,pm,fwg,fwh,wb,m,hw,fz,alfa1,alfa2,varf,normall,norma12:vector;

function bp(x:real):real;

begin

if abs(x)<=1 then bp:=3*(1-x*x)/4 else bp:=0;
end;

procedure mise1(t:integer;h:rcal;x,y:vector{var mse:real;var b:vector);
var i,j:integer;
a,c,d,e,g kreal;
begin
mse:=0;
fori:=-ttotdo
begin
a:=0;c:=0;d:=0;e:=0;g:=0;
for j:=-t to t do
begin
if j<>1 then
begin
k:=bp((x[i]-x[j])/h);
ar=a+k*y[jl;
g=g+k*(x[i]-x[1);
ci=c+k*(xil-xGD*y [l
de=d+k*(x[1)]-x[D*(x[i1-x[1);
e:=e+k;
end;
end; .
if (e*d-g*g)<>0 then bli]:=(a*d-c*g)/(e*d-g*g);
mse:=mse+sqr(y[i]-b[i]); :
end;
end;
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procedure mise2(t:integer;h:real;x,y:vector;var mse:real;var b:vector);

var i,j:integer;
a,c,k,s0,s1,s2,53,54,t0,t1,t2:real;

begin
mse:=0;
fori:=-ttotdo
begin .

s0:=0;51:=0;52:=0;53:=0;54:=0;t0:=0;t1:=0;t2:=0;

for j:=-t to t do

begin

if j<1 then

begin
if h<>0 then k:=bp((x{i]-x[j})/h);
s0:=s0+k;
sl:=(x[1}-x(j])*k+s1;
s2:=sqr{x[i}-x[1)*k+s2;
s3:=sqr(x[i}-x[D*(x[i]-x[j1) ¥k+s3;
sd:=sqr(x[i]-x[j])*sqr(x[i]-x[j])*k+s4;
10:=k*y[j]+t0; ‘
th:=(x[i]-x[])*k*y[jl+t1;
t2:=sqr(x[i]-x[j])*k*y[j]+t2;
end;

end;

c:=s0*s2¥s4+2*s]1 ¥52%53-sqr(s2)*s2-sqr(s1)*s4-s0*sqr(s3);

a:=t0*s2*sd-+t1*s2*s3+12*s1*53-12*sqr(s2)-t0*sqr(s3)-t1 ¥s1 *s4;

if c<>0 then b[i}:=a/c;

mse:=mse-+sqr(y[i]-b[i});

end;
end;

procedure trans(t,b:integer);
var n,1,j,k:integer;
x:real;
y:array[1..1000] of real;
f,g:text;

begin
assign(f,\sas\mboot.dat’);
assign(g,\sas\tmboot.dat');
rewrite(g);
for i:=1to t+1 do
begin
reset(f);
for j;==1 to b do
begin -
fork:=1toido
read(f,x);
yil=x;
for k:=i+1 to t+1 do
read(f,x);
end;
forj:=1to b do
write(g,y[j]:10:4);
writeln(g);
close(f);
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end;
close(g);
end,

procedure ordena(t,b:integer);
var i,j,k:integer;
a,cireal;
x:array[0..300] of real;
f,g:text;
begin
assign(f,\sas\tmboot.dat');
assign(g,\sas\ordena.dat');
reset(f);
rewrite(g);
for j:==1tot+1 do
begin
for k:=1tobdo
read(f,x[k]);
for i:=1 to b-1 do
begin
for k:=i+1 to b do
begin
a:=x[i];c:=x[k];
if a>c then
begin
x[i]:=c;
x[k}:=a;
end;
end;
end; -
for k:=1 to b do write(g,x[k]:10:4);
writeln(g);
end;
close(f);
close(g);
end;

procedure deri2(t:integer;h:real;x,y:vector;var b:vector);
var i,j:integer;
a,c,k,s0,51,52,53,54,t0,t1,t2:real;
begin
fori:=-ttotdo
begin
50:=0;51:=0:52:=0;53:=0;54:=0;t0:=0;t1:=0;t2:=0;
for j:==-tto tdo
begin
if j<>1 then
begin
if h<>0 then k:=bp((x[i]-x[j1)/h);
s0:=s0+k;
sl:=(x[i]-x[jD*k+s1;
s2:=sqr(x[i]-x[jI)*k+s2;
s3:=sqr(x[1)-x[jD*(x[i)-x[j1)*k+s3;
s4:=sqr(x[1]-x[j1)*sqr(x[i]-x[j]) ¥k+s4;
t0:=k*y[j]+10;
tl:=(x[i]-x[1)*k*y[1+t1;
12:=sqr(x{i}-x[j]*k*y[j1+2;
_end; :
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end;
c:=s0*s2¥s4+2*s1*s2*s3-sqr(s2)*s2-sqr(s1)*s4-s0*sqr(s3);
a:=s1*s3*t0+s1*s2*t1+s0*s2%t2-sqr(s2)*t0-s0*s3*t1-sqr(s1)*t2;
if c<>0 then b{i}:=a/c;
end;
end;

{PROGRAMA PRINCIPAL}
begin
TextBackground(lightblue);
clrscr;
gotoxy(16,12);
write(*** ESTIMACION BOOTSTRAP POLINOMICO LOCAL ***);
gotoxy(40,23);
write('Pulse cualquier tecla para continuar'’);
ka:=readkey;
clrscr;
gotoxy(3,7);write('TamaXo de la muestra bootstrap b= "};read(b);
readln; ’
gotoxy(3,9);write(' N£mero de individuos= ");read(r);
readln;
assign(f,\sas\pm.dat');
reset(f);
t:=-1;
while not eoln(f) do
begin
t=t+1;
gotoxy(75,2);
write(t);
readln(f,pm]t)]);
pm(-t}:=pm[t];
end;
close(f);
n:=2*t;
for j:==-t to tdo
x[j}:=2*PT*j/n;
gotoxy(3,11);
write('Grado de los polinomios locales ==>);
read(grado);
h1:=2*PI/n;
h1:=2*hl;
hd:=(x[t]-x[0])/2;
h2:=h1+(h4-h1)/3;
h3:=h1+2*(h4-h1)/3;

{CALCULO DEL BANDWIDTH OPTIMO}

if grado=2 then

begin
mise2(t,h1,x,pm,m1,m);
mise2(t,h2,x,pm,m2,m);
mise2(t,h3,x,pm,m3,m);
mise2(t,h4,x,pm,m4,m);
end

else

begin
misel(t,h1,x,pm,m1,m);
misel(t,h2,x,pm,m2,m);
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misel(t,h3,x,pm,m3,m);
mise1(t,h4,x,pm,m4,m);
end;

¢123:=((m1-m2)/(h1-h2)-(m1-m3)/(h1-h3))/(h2-h3);
¢124:=((m1-m2)/(h1-h2)-(m1-m4)/(h1-hd))/(h2-h4);

a:=(c123-c124)/(h3-h4);
bb:=c123-(h1+h2+h3)*a;

c:=((m1-m2)/(h1-h2))-(h1*¥h1+h1*h2+h2*h2)*a-(h1+h2)*bb;

if m1<m2 then hopt:=h1 else
begin
if a=0 then hopt:=-c/(2*bb) else
begin
dis:=bb*bb-3*a*c;
if dis<0 then
begin _
if a<0 then hopt:=h4;
if a>0 then hopt:=h1;
end
else
begin
hS5:=(-bb+sqrt(dis))/(3*a);
h6:=(-bb-sqrt(dis))/(3*a);
if grado=2 then
begin
mise2(t,h5,x,pm,m5,m);
mise2(t,h6,x,pm,m6,m);
end
else
begin
misel(t,h3,x,pm,mS,m);
mise1(t,h6,x,pm,m6,m);
end;
if mS<=m6 then hopt:=h5 else hopt:=h6;
end;
end;
end;
if grado=2 then mise2(t,1.5*hopt,x,pm,mise,m)
else mise1(t,1.5*hopt,x,pm,mise,m);
for j:==-tto tdo
fwgljl:=mfj];
if grado=2 then mise2(t,hopt,x,pm,mise,m)
else misel(t,hopt,x,pm,mise,m);
for j:==-ttotdo
fwh([jl:=m(j];
deri2(t,hopt,x,pm,f2);
assign(f,\sas\varf.dat');
reset(f);
for j:=0to tdo
begin
read(f,paso);
if paso<! then paso:=1.1;
- varf[j}:=sqrt((paso-1)/2);
varf[-j]:=varf[j};
end;
close(f);
assign(f,\sas\boot.dat’);
assign(g,\sas\mboot.dat’);
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rewrite(g);
reset(f);
clrser;
fork:=1tobdo
begin
for j:==0totdo
begin
read(f,wb[j1);
wb[-jl:=wb[j};
end;
for j:==-tto tdo
yb(i}:=fwg[j1*(wb[j]-1);
gotoxy(58,2);
write('muestra bootstrap="k);
if grado=2 then mise2(t,hopt,x,yb,mise,m)
else misel(t,hopt,x,yb,mise,m);
for j:=0 to t do
begin
paso:=(sqrt(r)*m{j])/(fwg[j]*varf(j]);
write(g,pas0:9:3);
end;
writeln(g);
end;
close(f);
close(g);
trans(t,b);
ordena(t,b);
inf:=trunc(2.5*b/100)+1;
sup:=trunc(97.5*b/100);

assign(f,\sas\ordena.dat');

reset(f);

clrser;

for j:=0 to t do
begin
for k:=1 to inf do read(f,pasol);
for k:=inf+1 to sup do read(f,paso2);
for k:=sup+1 to b do read(f,paso);
alfal[j):=(fwh([jl-sqr(hopt)*f2(j}/10)/(1+(paso2*varf[j1)/sqrt(r));
alfal{-j]:=alfal(j]; '
alfa2[j):=(fwh[j]-sqr(hopt)*f2[j}/10)/(1+(paso1 *varf[j])/sqrt(r));
alfa2[-j]:=alfa2[j];
normal1{j]:=(fwh[j]-sqr(hopt)*f2[j)/10)/(1+((-1.96)* varf[j])/sqrt(r));
normal 1[-j]:=normall[jl;
normal2[j):=(fwh[j]-sqr(hopt)*f2[j}/10)/(1+(1.96*varf[j])/sqri(r));
normal2[-j]:=normal2[jl;
end;

close(f);

assign(g,"\sas\inter.dat’);

rewrite(g);

for j:=-t to t do

begin

writeln(g,alfal{j]:10:4,alfa2[j}:10:4,normal1[j}: 10:4,normal 2} : 10:4);

end; .

assign(f,\sas\espobla.dat’);
assign(g,\sas\hw.dat');
reset(f);
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forj:=0to tdo
begin
readIn(f,x[j]1,hw[j]);
x[-j]:=-x[);
hw[-j}:=hw[j];
end;
close(f);
rewrite(g);
for j:=-t to t do writeln(g,x[j]:12:4,hw[j}:12:4);
close(g);

end.
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