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Resumen 

Análisis de estabilidad global de circuitos con dos 
frecuencias autónomas. 

Aplicación a divisores de frecuencia. 

El objetivo es el análisis de estabilidad local y global de circuitos que presentan 
dos oscilaciones estables, y la fabricación de un prototipo que muestre la viabilidad 
práctica. Para la obtención de las soluciones estacionarias se ha utilizado técnicas 
en el dominio del tiempo y de la frecuencia, centrándose en la integración direc
ta, el balance armónico, la sonda de medida o generador auxiliar y la envolvente 
compleja. Se ha extendido el método a señales cuasiperiódicas de tres frecuencias 
base y se propone diferentes criterios para reducir el número de componentes es
pectrales, de forma que disminuya el tiempo de cómputo de la matriz jacobiana y 
su inversa, necesarias en el análisis. El análisis de estabilidad local en el dominio 
del tiempo se realiza a través del cálculo de los exponentes de Lyapunov. En el 
dominio de la frecuencia se aplica el diagrama de Nyquist a soluciones periódi
cas y cuasiperiódicas de dos frecuencias. El análisis de estabilidad global utiliza 
la técnica de balance armónico combinada con la sonda de medida y un método 
de continuación, para obtener los diagramas de bifurcación. La aplicación de las 
diferentes técnicas a un circuito sencillo permite obtener las bases para abordar el 
diseño de un divisor de frecuencia de doble banda. A continuación, se desarrolla 
los diferentes entornos de simulación para el diseño y optimización, de forma 
que puedan ser aplicados en un programa comercial de diseño de circuitos de mi-
croondas. Finalmente, se realiza las medidas que confirman la viabilidad práctica 
de este tipo de circuitos como divisor de frecuencia de doble banda. 
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Abstract 

Global stability analysis of circuits with two 
autonomous frequencies. 

Application to frequency dividers. 

The objective is the analysis of local and global stability of circuits that show 
two stable oscillations, and the construction of a prototype to prove its practical 
viability. To obtain the stationary solutions, techniques in time and frequency do-
main have been used, focusing in the direct integration, the harmonio balance, the 
auxiliary generator and the complex envelope. The method has been extended to 
quasiperiodic signáis with three base frequencies. Several criteria are proposed to 
reduce the number of spectral components, in such a way that the time used to 
compute the jacobian matriz and its inverse, needed in the analysis, is decreased. 
The local stability analysis in time domain is made using the Lyapunov exponents 
calculation. In frequency domain, the Nyquist diagram is applied to periodic and 
quasiperiodic solutions of two frequencies. The global stability analysis uses the 
harmonic balance technique combined with the measurement probé and a conti-
nuation method to obtain the bifurcation diagrams. Applying different techniques 
to a simple circuit allows us to obtain the design of a dual band frequency divider. 
After that, the different simulation environments used for the design and optimi-
sation were developed. This was addressed so that it was easy to apply them in 
microwave circuits design commercial programs. Finally, the measurements nee
ded to confirm the practical viability of this type of circuits as dual band frequency 
dividers are made. 
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Historia de una Tesis 
Érase una vez, un Rey que vivía en un reino llamado Telecolandia. Un buen 

día, llegó de tierras muy lejanas un campesino que quería llegar a ser Caballero 
y que preguntó al Rey qué hazaña podía realizar para conseguir su propósito. 

El Rey se puso a pensar y después de caminar arriba y abajo por todo el 
castillo, lo hizo llamar y le dijo al campesino: 'Tengo unos trabajos realizados 
sobre divisores de frecuencia por inyección armónica y podrías aphcarlos al caso 
de divisores regenerativos". El campesino, contento con la propuesta, regresa a su 
casa y comenta con sus paisanos la misión que tem'a encomendada (1291 d.C). 

Después de varios días, el campesino decide que sería un buen momento paia 
comenzar el proceso de montaje de un laboratorio de circuitos en Palmalandia, 
puesto que tendría que fabricar circuitos de microondas. Además, comienza a 
realizar los primeros trabajos sobre análisis no lineal de divisores regenerativos 
basados en el plano de fase. 

Pasado un tiempo, se da cuenta de que sería necesario un entorno de carac
terización de dispositivos activos. Por ello, tras reunir a sus amigos, abordan la 
construcción de un trazador de curvas que, junto al analizador de redes y un 
programa de optimización, permitiese su modelado. Al mismo tiempo, comenza
ron con una intensa labor de diseño y fabricación de circuitos, para conseguir un 
"know-how" sobre el tema. 

Metidos en el fragor de la fabricación y medida, llega a la conclusión de que 
había que agilizar y abaratar el conexionado, así como facilitar la caracterización 
de dispositivos a través de una calibración TRL del analizador de redes. Por ello, 
ni corto ni perezoso, construye un "Test Fixture" de bajo coste. 

Por fin, pudo pasar al siguiente punto, que fue el análisis de circuitos a través 
del balance armónico. Desarrolla los primeros programas que permiten analizar 
amplificadores, mezcladores y osciladores en régimen no lineal. 

Cinco años más tarde, ya se sabe que las cosas de palacio van despacio, había 
que hincar el diente a la estabihdad de las soluciones obtenidas. Ésta fue una 
época de mucho desánimo porque la información consultada daba idea de lo 
trillado que aparentemente estaba el tema. Por suerte, en esas fechas, el Rey 
Pablo, que así se llamaba, asiste a Cantabrolandia donde la Reina Almudena 
nombraba Caballero a Morales, que quería llegar a ser Adelantado al otro lado 
del océano. Sus hazañas versaban sobre la sonda de medida y su relación con la 
estabilidad y el mundillo de las bifurcaciones (1296 d.C). 

En cuanto regresó de su viaje, el Rey hizo llamar al campesino y le muestra 
las hazañas del Caballero Morales. El Rey le dijo al campesino que echara un vis
tazo al pliego que traía por si podía ilusionarle algo de lo que en él se comentaba. 
Esto supuso un punto de inñexión en los trabajos que hasta ese momento esta-
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ba realizando. Elabora los programas que son capaces de obtener los diferentes 
resultados expuestos en el pliego, en un esfuerzo de puesta al día en el tema. 

Ante la discrepancia de algunos resultados obtenidos, pide audiencia con la 
Reina Almudena y tras una larga conversación, el campesino le propuso que fuera 
su Reina, aprovechando que el Rey estaba soltero. Pues bien, a partir de ese día, 
el campesino tuvo Rey y Reina en su lucha por conseguir su hazaña. 

A partir de ese instante, el tema se centró en la estabilidad local y global de 
las soluciones: diagramas de Nyquist, diagramas de bifurcación, etc. Un buen día, 
o malo, producto del análisis de las soluciones de un Van-Der-Pool con circuito 
doblemente resonante, siKge el segundo punto de inflexión de su trabajo (1300 
d.C). La supuesta aparición de ima solución cuasiperiódica con dos componentes 
autónomas y una tercera de inyección, justifica la ampliación del estudio al domi
nio del tiempo, que hasta ese momento había sido obviado, y por qué no decirlo, 
denostado. Poincaxé y Lyapunov son alguno de los términos que se incorporan en 
el lenguaje cotidiano de la aldea. En esta fase, reinaba el buen rollo en la aldea 
y el campesino pudo obtener diagramas de bifurcación tan simpáticos como el 
siguiente. 

Ig=0.007 A 

0.95 1 1.05 
Frecuencia del Generador (GHz) 

1.1 

Sin embargo, fue imposible encontrar el Santo Grial, es decir, alguna solución 
estable de dos autónomas más la inyección. Por ello, la Reina amenazó con la 
posibiUdad de abordar un aspecto mucho más práctico: "¿Por qué no diseñas, 
optimizas y construyes un circuito que aproveche los comportamientos observados 
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en las simulaciones realizadas hasta este momento?". El campesino tembloroso 
contesta: "Bueno, se puede intentar". Sin embargo, en su interior no terminaba 
de creer lo que las simulaciones realizadas sobre el circuito ideal indicaban: dos 
oscilaciones estables en el mismo circuito. "¡Ja!", pensaba el campesino, "seguro 
que cuando esté en el laboratorio tendré un generador de caos precioso". 

A pesar de lo que pensaba, se puso manos a la obra y nace así el llamado 
"Divisor de frecuencia de doble banda", que sería el último punto de inflexión 
(1303 d.C.) de su hazaña. Con ello, y sin proponérselo, el campesino volvía a 
la filosofía inicial que había tenido su misión: analizar para abordar el diseño y 
construcción de im circuito. Eso sí, de un circuito que tenía todos los boletos para 
ser caótico, frente al primero que ofrecía mayores garantías de éxito. 

En cuanto tuvo un primer diseño mínimamente fiable, se fue al castillo del 
Rey y con su ayuda, lograron que el circuito se comportase como las simulaciones 
predecían. 

Por suerte, la teoría suele ser bastante cabezota y termina por llevarse el gato 
al agua, lo que permitió al campesino poner punto final a su hazaña. 

Al volver a su aldea, todos sus amigos se alegraron y el campesino comenzó 
a escribir sus hazañas en im pliego que debía presentar ante la Corte de Reyes, 
designados para dar su aprobación y poder así, ser nombrado Caballero. 

En 1304 d.C. el campesino presentó sus hazañas ante la Corte y ... Bueno, 
esto es otra historia que el tiempo dirá. 

por Víctor Araña 
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Capítulo 1 

Introducción 

Muchos de los sistemas de comunicaciones contienen circuitos que manifiestan 
comportamientos no lineales. En algunos casos supone una distorsión de las se
ñales y por ello, deben ser evitados. Sin embargo, en im gran número de circuitos 
son los que aseguran el correcto funcionamiento del mismo. Tener un control de 
dicho comportamiento no lineal supone tener la capacidad de diseñar circuitos 
que muestren unas características óptimas. 

Dentro de esta familia de circuitos cuyo comportamiento no lineal es impres
cindible, están los sistemas autónomos. En ellos, el circuito presenta señal en su 
salida en ausencia de señal de entrada. El oscilador es un sistema autónomo que 
ha sido estudiado en régimen libre, inyectado al fundamental o subarmónicamen-
te, como divisor de frecuencia, etc. Dada la importancia que tienen los circuitos 
autónomos en un sistema de comunicaciones, es muy importante disponer de las 
diferentes herramientas de análisis no lineal que nos permitan caracterizar, de 
forma ajustada, sus parámetros. 

Paxa el estudio de estos circuitos, en los últimos años, la combinación del 
balance armónico junto a la técnica del generador auxiliar [1] se muestra como 
una herramienta bastante útil para el anáUsis y optimización [2, 3, 4]. Todos ellos 
presentan una oscilación estable. 

Sin embargo, existen algunos modos de funcionamiento que, aun siendo co
nocidos, no han sido estudiados con detenimiento, dada la dificultad de análisis 
que entrañan. Además, pueden llegar a ser tan rebuscados, que resulte inviable 
encontrar una aplicación práctica que les saque partido. 

Eso ha ocurrido con un circuito que presenta dos oscilaciones estables y que 
fue propuesto por Kurokawa [5] en 1969 y descartado, en el mismo artículo, 
para los propósitos que perseguía. Posteriormente, fue utilizado por Calandra y 
Sommariva [6] en 1981 para validar un método de análisis de estabilidad cuando 
el circuito era inyectado al fundamental. Sin embargo, se limitaba al régimen 

11 



periódico y con niveles de señal de inyección elevados, por lo que la curva del 
diagrama de bifurcaciones era simple. Finalmente, Morales [3] en 1996 traza los 
diagramas de bifurcación en régimen periódico, sin entrar en detalles sobre la 
estabilidad de las mismas, pero refleja la existencia de dos oscilaciones estables. 

El objetivo de la presente tesis será el análisis de estabilidad local y global de 
circuitos que presentan dos oscilaciones estables, y la fabricación de un prototipo 
que muestre la viabilidad práctica. 

Para la obtención de las soluciones estacionarias se ha utilizado técnicas en el 
dominio del tiempo y de la frecuencia, centrándose en la integración directa [7], el 
balance armónico [8], la sonda de medida o generador auxiliar [1] y la envolvente 
compleja [9]. Para la obtención de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier 
se ha utilizado el concepto de frecuencias descriptivas. Ello ha permitido analizar 
regímenes periódicos y cuasiperiódicos de dos frecuencias base con un número 
reducido de muestras, facilitando el cálculo de la matriz jacobiana necesaria en el 
método Newton-Raphson utilizado en la fase de convergencia hacia las soluciones 
del circuito. Asimismo, se ha extendido el método a señales cuasiperiódicas de 
tres frecuencias base que pueden presentarse en circuitos como los analizados, es 
decir, con dos oscilaciones estables. Se propone diferentes criterios para reducir 
el número de componentes espectrales, de forma que se reduzca el tiempo de 
cómputo de la matriz jacobiana y su inversa. 

Una vez obtenidas las soluciones, se estudia la estabilidad local o estabilidad 
ante pequeñas perturbaciones de la misma. Puesto que están presentes regímenes 
de funcionamiento periódicos y cuasiperiódicos, el análisis de estabilidad local en 
el dominio del tiempo debe ser realizado a través de los exponentes de Lyapimov. 
Muchas de las técnicas existentes son capaces de obtener el mayor de los coe
ficientes. Esto es suficiente para garantizar la estabilidad de las soluciones pero 
no para saber cuál es el régimen de funcionamiento que presenta el circuito. Por 
ello, se ha utilizado la propuesta por Parker y Chua[10] que obtiene simultánea
mente todos los exponentes y con ello, se aporta la información necesaria para 
determinar dicho régimen. En el dominio de la frecuencia, el diagrama de Nyquist 
[11] aplicado a soluciones periódicas y cuasiperiódicas de dos frecuencias base, se 
ha mostrado bastante robusto en la determinación de la estabilidad local, aun
que para las segundas requiere del empleo de un gran número de componentes 
espectrales. 

El análisis de estabilidad global o evolución de las soluciones al variar un 
parámetro del circuito, se hará tras el examen de los diferentes diagramas de 
bifurcación. Se utihza la técnica del balance armónico combinada con la sonda de 
medida y un método de continuación para obtener los diagramas de bifurcación. 

Se desarrolla un programia que engloba el conjunto de las técnicas de análisis, 
con objeto de analizar un circuito no lineal que presente dos oscilaciones. Se 
ha utilizado una fuente de corriente con no linealidad cúbica dependiente de la 
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Capítulo 1. Introducción 

tensión, a la que se ha conectado el circuito resonante propuesto por Kurokawa [5]. 
Se analiza el circuito frente a variaciones en la frecuencia y amplitud de entrada, 
obteniéndose las bases para abordar el diseño de una aplicación. 

De las diferentes posibilidades que ofrece el doble oscilador, se eligió un divisor 
de frecuencia por dos de doble banda. En primer lugar, se establece el procedi
miento de diseño que se debe seguir para un circuito de estas características. A 
continuación, se desarrolla los diferentes entornos de simulación para el diseño y 
optimización del circuito, basados en los análisis previos, de forma que puedan 
ser aplicados en un programa comercial de diseño de circuitos de microondas. 

Finalmente, se realiza las medidas del circuito diseñado que confirman la 
viabilidad del circuito como divisor de frecuencia de doble banda. 

El trabajo se expone en los próximos cinco capítulos cuyo contenido se describe 
brevemente a continuación. 

En el segundo capítulo se comienza con la exposición de las diferentes técnicas 
utilizadas para obtener el conjunto de soluciones estacionarias de un circuito. El 
balance armónico y la técnica del generador auxiliar se detallan especialmente 
porque forman la base de la presente tesis. Se desglosa los valores de las frecuencias 
descriptivas en función del orden de no linealidad y de los diferentes regímenes de 
funcionamiento, así como los criterios seguidos para la reducción de componentes 
espectrales para disminuir el tiempo de cómputo. 

A continuación, se describen las dos técnicas utilizadas en el estudio de la esta
bilidad local de las soluciones estacionarias: exponentes de Lyapunov y diagrama 
de Nyquist. 

El cuarto capítulo contiene la descripción de las bifurcaciones estudiadas para 
cada uno de los diferentes regímenes de funcionamiento y que permiten analizar 
la estabilidad global del circuito, o evolución del comportamiento del mismo ante 
la variación de un parámetro de interés. Además, se expone el método de conti
nuación utilizado para trazar los diagramas de bifurcación. 

Seguidamente, las diferentes técnicas de análisis se aplican a un circuito que 
presenta dos oscilaciones estables y que permite establecer las bases de diseño y 
optimización de un circuito de estas características. 

En el capítulo sexto se presenta el diseño del divisor de frecuencia por dos 
de doble bajida y el procedimiento seguido para su optimización. Las medidas 
muestran la viabilidad de este tipo de circuitos. 
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Capítulo 2 

Análisis de circuitos no lineales: 
dominio del tiempo y frecuencia 

Son muchas las técnicas existentes para caracterizar el comportamiento no 
lineal de los circuitos electrónicos. Algunas de ellas son utilizadas en el presente 
trabajo y será necesario introducir aquellos aspectos que han decidido la selección 
de las mismas. 

Por ello, se comenzará con una breve exposición de los diferentes regímenes de 
funcionamiento que se abordará en el presente trabajo, repasando la terminología 
comúnmente usada en el dominio del tiempo y frecuencia. 

A continuación, se efectuará un repaso de las diferentes técnicas de análisis 
de circuitos y en especial, del balance armónico. Una extensión del método de 
cálculo de la solución de balance armónico permitirá el análisis de circuitos con 
tres frecuencias fundamentales. 

Por último, una visión de la técnica de la sonda de medida y de su capacidad 
para obtener los diferentes regímenes de funcionamiento previamente estudia
dos, reflejará la sencillez y utilidad práctica que presenta en el análisis, diseño y 
optimización de circuitos autónomos. 

2.1. Dinámica de circuitos no lineales 

Un circuito como el mostrado en la figura 2.1, cuyos valores son los de la 
ecuación (2.1), queda caracterizado a partir del sistema de ecuaciones diferenciales 
que resulta de aplicar las leyes de Kirchhoff a sus nodos y mallas. 
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2.1. Dinámica de circuitos no lineales 

^ 1 9 

® 
yw^A. 

Ro Ci 

® 

Li 
+ ¡nl = f(Vi) 

Figura 2.1: Circuito no lineal con doble resonancia [1]. 

Ci = 159,2pF Li = 159,2pií C2 = 15,92/F L2 = l,592/iií 

ai = -0 ,03A/V ai = 0,OlA/V ÍZQ = 50 í) (2.1) 

/ ( Í ; I ) = aivi + a3í;f 

Las tensiones y corrientes dependientes del tiempo componen el vector de las 
variables de estado del circuito. En este caso: 

X = [íLi(í),l^Ci(í),ÍL2(í)>^C2(í)]* (2.2) 

donde []* es la función traspuesta. De forma general nuestro circuito podría ex
presarse como: 

x = f(x,í) (2.3) 

siendo, x = dx/dt y el orden del mismo igual al número de variables de estado. 

Sistemas autónomos 

Un sistema autónomo viene definido por las siguientes ecuaciones de estado, 
en el que la variable í no aparece de forma explícita: 

X = f(x) 
x(to) = xo 

(2.4) 
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Un circuito caracterizado de esta forma no puede tener otro tipo de fuentes 
de excitación que no sea continua (DC). En este caso, el instante inicial puede 
tomarse siempre como ÍQ = O y su solución se denomina trayectoria (<^Í(XO)). 

Sistemas no autónomos 

Un sistema no autónomo viene definido por las ecuaciones de estado: 

X = f(x,í) . . 
x(ío) = xo ^^•^•> 

A diferencia del caso autónomo, tanto el valor inicial xo como el tiempo inicial 
ío determinan la solución del circuito {(pt{xo,to)), luego, no puede fijarse arbitra
riamente a cero. Un circuito con generador externo de amplitud variable queda 
así totalmente descrito. 

Si el sistema es periódico de orden n con periodo T, (f(x, f) = f(x, í + T)), 
el sistema no autónomo puede convertirse en uno autónomo de orden n + 1, 
añadiendo la variable de estado 9 = 27rí/r = wt. En ese caso, el sistema autónomo 
resultante sería: 

X = f{x,w) ; x(0) = Xo , . 
0 = w . 0(0) = yjto ^ ^ 

El nuevo sistema es periódico en 9 con periodo 27r, por lo tanto, los resultados 
obtenidos para un sistema autónomo pueden aplicarse al caso de sistemas no 
autónomos periódicos. Si el sistema no autónomo no fuera periódico, también 
puede convertirse a uno autónomo pero la solución será ilimitada para í -^ oo. 

2.2. Soluciones estacionarias en circuitos no 
lineales 

El espacio de fases es el formado por las variables de estado del sistema. Para 
un sistema autónomo el espacio de fases tiene dimensión n, coincidiendo con el 
conjunto de tensiones y corrientes que determinan el comportamiento del mismo. 
En un sistema no autónomo periódico el espacio de fases tiene dimensión n + 1 
según (2.6). 

Interesa conocer el conjunto de soluciones estacionarias del circuito regido por 
el sistema de ecuaciones (2.3), es decir, el comportamiento para í —> oo. Antes, 
conviene recordar algunos conceptos cuyas definiciones se puede encontrar en 
cualquier bibliografía relativa a este tema [2]. 
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2.2. Soluciones estacionarias en circuitos no lineales 

Un punto q es un punto límite de x si, paxa cualquier punto del entorno U 
de q, la trayectoria < í̂(x) ingresa repetidamente en U cuando í —> oo. La unión 
de todos los puntos límite constituyen un conjunto límite L(x). 

Un conjunto límite será atractor si, partiendo de cualquier punto de un entorno 
U de L(x), la trayectoria vuelve a dicho conjunto. Estos son de especial interés 
puesto que un ciclo límite repulsor no puede ser observado físicamente. La cuenca 
de atracción es el conjunto de puntos del espacio de fases que pueden formar parte 
de dicho entorno U. 

2.2.1. Punto de equilibrio 

En este caso se cumple que x = f (x) = 0. El punto de equilibrio es un conjunto 
límite compuesto por un sólo punto, por ejemplo, la propia solución de DC en un 
sistema autónomo. 

2.2.2. Solución periódica 

Si x(í) es una solución de la ecuación x = f (x) con periodo T, el conjunto 
límite representa una órbita cerrada en el espacio de fases también llamado ciclo 
límite. En la figura 2.2 se representa diferentes formas de caracterizar la solución 
del circuito. 

2 

1.5 

2 

f ' 
0.S 

8 s 

0.996 GHz 

1 1 
v(1)(v) Frecuencia (GHz) 

(a) (b) (c) 

Figura 2.2: Respuesta del circuito de la figura 2.1 en ausencia de generador 
externo: oscilador Ubre, a) Evolución de la trayectoria, b) Plano 
de fase, c) Espectro. 
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2.2.3. Solución cuasiperiódica 

Una señal es cuasiperiódica si puede expresarse su desarrollo en serie de Fou-
rier de la forma: 

x ( í ) = Y. Xfc,,...,fc„e^('=^-i*+-+^-'"-*) ;A;Í = {-OO,. . . ,OO} (2.7) 
/Ci,...,fcTn 

El conjunto de las m frecuencias fundamentales se denomina base de frecuen
cias de la señal x(¿). En las figuras 2.3 y 2.4 se representa diferentes formas de 
caracterizar una señal cuasiperiódica. 

200 300 
Tiempo (s) 

0.9963SGHZ 

0.98 1 1.02 
Frecuencia (GHz) 

(a) (b) 

Figura 2.3: Representación de una señal cuasiperiódica con dos frecuencias 
base del circuito de la figura 2.1, cuando la amplitud y frecuencia 
del generador de entrada son Ig = 0 ,01^ J fg — l,003Gfíz, 
respectivamente, a) Solución vc-^{t) en el tiempo, b) Espectro 
áevcAt)-

El circuito de la figura 2.1 presenta dicho régimen de funcionamiento cuando 
inyectamos con un generador externo fuera de la zona de sincronismo. Bajo estas 
condiciones, el circuito sigue oscilando a la frecuencia autónoma, por ello, posee 
dos frecuencias en la base. La evolución de la trayectoria en el espacio de fases se 
conoce como torus de dimensión dos. En el caso de m fundamentales se llamaría 
torus de dimensión m, resultando imposible su representación gráfica si m > 2. 
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2.3. Técnicas de análisis 

CVJ, 

> 

Figura 2.4: Solución representada en el espacio de fases para la solución 
cuasiperiódica con 
dimensión dos. 

0,01 A y fg = l,003GHz: torus de 

2.2.4. Caos 

Puesto que éste no será un régimen deseado ni de interés, en los circuitos que se 
presentan en esta tesis, valdrá la definición de Parker y Chua [2]: "desde un punto 
de vista práctico, se puede definir caos como aquel estado que no se corresponde 
con ninguno de los anteriores". A pesar de ello, a partir de las herramientas de 
análisis que serán descritas posteriormente, es posible identificar dicho régimen a 
partir del espectro irregular que presenta y sus exponentes de Lyapunov asociados. 

2.3. Técnicas de análisis 

Las posibles soluciones estacionarias de un circuito no lineal no pueden, en 
general, ser obtenidas de forma analítica. Para ello, se ha desarrollado diferentes 
técnicas numéricas que permiten resolver el problema. En esta sección se realiza 
una descripción de las mismas siguiendo, inicialmente, el esquema planteado por 
Rizzoli y Neri [3]. Dichos autores diferencian tres posibles métodos atendiendo a la 
forma en que son descritas la subred lineal y la no lineal del circuito: temporales, 
frecuenciales y tiempo-frecuenciales o mixtos. Los tiempo-frecuenciales analizan 
la subred no lineal en el tiempo y la lineal en la frecuencia, mientras que los 
primeros analizan ambas partes en sus dominios correspondientes. Sin embargo, 
no todos los métodos mixtos siguen exactamente este patrón, como ocurre con el 
método de la envolvente compleja [4]. 
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Las técnicas temporales sólo son capaces de obtener las soluciones estacio
narias estables, aquellas que se manisfestarán físicamente. Con ello, se evita la 
necesidad de realizar un análisis adicional de estabilidad, que por contra, sí tiene 
que ser realizado en las técnicas frecuenciales. 

Además, la trayectoria evolucionará de forma natural hacia el régimen de 
funcionamiento que posee el circuito a partir de las condiciones iniciales prefijadas, 
en cambio, las técnicas frecuenciales requieren el conocimiento previo del régimen 
de funcionamiento que fijará el número de frecuencias base a utilizar. 

Sin embargo, y con todo, los métodos frecuenciales facilitan el análisis, diseño y 
optimización de los circuitos de microondas que, desde un punto de vista práctico, 
pueden resultar de interés. Por ello, se usará primordialmente técnicas que utilizan 
el dominio de la frecuencia y en casos puntuales, las estrictamente temporales. 

La única técnica temporal usada es la integración directa. Ésta ha sido utili
zada con éxito en casos donde obtener una primera solución del circuito por otros 
procedimientos resultaba más complejo. Además, es imprescindible para conocer 
la estabilidad de las soluciones en el dominio del tiempo (secciónS.l). 

El balance armónico es el método mixto más ampliamente utilizado en el 
presente trabajo, tanto en la fase de análisis como en la de optimización. Por ello, 
merece un estudio más detallado que será realizado en la sección 2.4. 

2.3.1. Métodos Temporales 

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.3) describe el comportamiento del 
circuito. Para obtener las soluciones estacionarias se ha utilizado un método de 
integración directa. Una vez obtenidas, pueden ser analizadas a partir de su re
presentación en el espacio de fases o a través del mapa de Poincaré [2] que reduce 
en una dimensión dicho espacio. 

En esta sección se utilizará el circuito de la figura 2.5 que previamente fue 
analizado por Matsumoto [5]. De esta forma se pretende validar los algoritmos 
implementados para la obtención de las soluciones estacionarias, el análisis de las 
mismas en el espacio de fases y en el mapa de Poincaré, así como el posterior 
análisis de estabiüdad a partir de los exponentes de Lyapunov. 

El sistema de ecuaciones diferenciales del circuito de la figura 2.5 es el siguien
te: 

X = -af{y - x) 
y = -f{y-x)-z (2.8) 
i = py 
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siendo: 

x = vcJEi y= VC2/E1 z= ÍL/{C2EI) 

a= C2/C1 /?= 1/(LC2) a = mo/C2 
u= y — X 6 = mi/C2 

f{u) = - a u + 0,5(a + b){\ u+l\-\u-l\) 

(2.9) 

+ A/\7vl>^ 
V 

-Ci -Ei 

E? 

r « ; r&; 
Figura 2.5: Circuito autónomo de dimensión 3. a) Circuito, b) Caracterís

tica u — ¿ de la resistencia no lineal. 

2.3.1.1. Integración directa 

El sistema de ecuaciones diferenciales se resuelve paso a paso desde el instante 
inicial ío- Por lo tanto, para obtener la solución estacionaria se debe integrar todo 
el tiempo transitorio, que en el caso de circuitos de microondas es muy superior 
al periodo de la señal. En la figura 2.6 se muestra las soluciones estacionarias del 
sistema (2.8). 

En la figura (a) se puede observar un torus de dimensión dos, correspondiendo 
con una solución cuasiperiódica de dos frecuencias base; en la (b), se corresponde 
con una solución caótica. 

2.3.1.2. Métodos Shooting 

Con este método se evita el cálculo excesivo que conlleva el régimen transitorio 
en los circuitos de microondas. Se obtiene el conjunto de condiciones iniciales a 
partir de las cuales el circuito se encuentra en régimen permanente. Por lo tanto, 
para dicho punto debe cumplirse [6]: 

x(ío) = x(ío + T) (2.10) 
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(a) (b) 

Figura 2.6: Representación en el espacio de fases de las soluciones estacio
narias del circuito de la figura 2.5. a) a=2. b) a;=15. 

2.3.1.3. Mapas de PoincEiré 

El mapa de Poincaré permite reducir en una dimensión el espacio de fases. Un 
mapa de Poincaré puede ser generado seccionando, transversalmente y con una 
hipersuperficie de dimensión n — 1, la trayectoria de la solución en el espacio de 
fases. 

La utilidad del mismo proviene de la correspondencia biunívoca que existe 
entre los diferentes regímenes de funcionamiento y las representaciones en el mapa 
de Poincaré. Por ejemplo, la transformación de Poincaré de una señal periódica 
es un punto, la de una señal cuasiperiódica de dos frecuencias base es un círculo 
y por ende, si es cuasiperiódica de tres frecuencias base es un torus. En la figura 
2.7 se ha representado los mapas de Poincaré de las soluciones del circuito de 
Matsumoto y que han sido usadas para validar las rutinas de cálculo. 

2.3.2. Métodos Tiempo-Frecuenciales 

En este apartado sólo serán comentados aspectos relacionados con la envol
vente compleja, dejando el balance armónico para la siguiente sección. El interés 
de reseñar la envolvente compleja radica en que ha sido usada en los diseños si
mulados con el programa A D S ^ [7]. Por ello, se dará un enfoque eminentemente 
práctico que permita interpretar los resultados obtenidos en las simulaciones. 
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2.5, 

2-

1.5-

0.5 1.5 

(a) (b) 

Figura 2.7: Secciones de la figura 2.6 para ^ = 0. a) a;=2. b) Q:=15. 

2.3.2.1. Envolvente Compleja 

La envolvente compleja considera cualquier señal como una combinación de 
un conjunto de componentes de baja frecuencia sobre una señal de alta frecuencia 
o portadora. La dinámica de la señal de alta frecuencia se caracteriza a través 
de los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier dependientes del tiempo, 
mientras que la dináxoica de las componentes de baja frecuencia se caracteriza en 
el tiempo, utilizando un método de integración directa. Con ello, se logra evitar 
los graves problemas que tiene cada uno de los dominios cuando se analiza señales 
moduladas, es decir, el número de componentes espectrales necesarias en el caso 
del dominio de la frecuencia, y unos tiempos de integración elevados en el caso 
del dominio del tiempo. 

Una señal limitada en banda, alrededor de los diferentes armónicos de porta
dora Wo, puede ser caracterizada como [4]: 

N 

z{t) = Y: Z,{t)e^ kwot (2.11) 

donde Zk{t) es la envolvente compleja dependiente del tiempo o modulación del 
k-ésimo armónico de la portadora. Si se muestrea con dos tiempos diferentes, íi 
y Í2, para cada una de las diferentes componentes, es posible poner: 

N 

k=-N 

(2.12) 
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En este caso se ha elegido ¿i para las componentes de baja frecuencia que 
se sitúan alrededor de la portadora y armónicos, y Í2 para las componentes de 
alta frecuencia y armónicos. Por lo tanto, el ancho de banda BW considerado, 
alrededor de cada componente armónica, será 1/íi (figura 2.8). 

Amplitud BW=1/ti 

TxZ,(t) 

(k+1)fo Frecuencia 

Figura 2.8: Espectro de una señal limitada en banda para cada armónico 
de la portadora. 

Bajo estas condiciones, se puede sustituir (2.11) en el sistema de ecuaciones 
diferenciales (2.5). Si n es el orden del sistema, resulta un sistema de n{2N + 1) 
ecuaciones para cada instante de tiempo, correspondiendo con la parte real e 
imaginaria de cada una de las componentes armónicas. 

El sistema se resuelve para los r instantes de tiempo hasta llegar al valor final 
prefijado, tfinal = rti, haciendo uso de un NeAvton-Raphson de forma reiterada. 
En la figura 2.9 queda reflejado el procedimiento a través del cual se podrá obtener 
la información que caracterizará el comportamiento del circuito [7]. En este caso, 
se dispone del resultado de un análisis en el que se ha considerado 5 componentes 
armónicas. A partir de la evolución temporal de cada una de ellas se puede realizar 
una FT (Fourier Transform) y obtener el espectro limitado en banda alrededor 
de cada una de ellas. 

En el cuadro 2.1 es posible ver algunos ejemplos sencillos del aspecto que 
presenta la envolvente de algunas señales que varían con el tiempo. 

Aspecto de la envolvente 
Vk = A 

Vk = Aé""!'^ 
Vk = Bcos{27rfmt) 

Descripción de señal en el tiempo 

Tono puro: Acos{27ifkt) 
Tono puro: Asin(27r/fc¿) 

Dos tonos separados ±/m de fk 

Cuadro ^ . í ; Ejemplos de relaciones entre la envolvente de la señal y su 
equivalente en el tiempo. 
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Amplitud^Fase A^F A^F 

Tiempo 

Respuesta del circuito 

Señal de entrada 

Figura 2.9: Representación de los diferentes formatos de la respuesta de un 
circuito obtenida a partir de un análisis de envolvente compleja 
cuando se considera 5 armónicos de la componente fundamental 
fo. 

2.4. Balance armónico 

Es la herramienta de análisis más ampliamente utilizada en el análisis, diseño y 
optimización de circuitos de microondas. El balance armónico parte de la división 
del circuito en subredes lineales y no lineales (figura 2.10). Cada una de las 
subredes se analiza en su dominio afín, es decir, la no lineal en el tiempo y la 
lineal en la frecuencia. Para obtener la solución estacionaria, se comparan las 
corrientes o tensiones en cada uno de los puntos de unión de las subredes hasta 
minimizar la diferencia entre ellas. 

Sin embargo, resulta más conveniente considerar las no linealidades del cir
cuito como fuentes dependientes [8]. En este caso, las corrientes o tensiones de 
control forman parte de las variables de estado del circuito (figura 2.11). 
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,nL 

^gi ^ 

-gm© 

I91II 

^3n(g^ 

Subred 
Lineal 

11 

11 

1k 

1k 

q̂1 

fv: q1 

tv: qk 

^11 ' 

< \] 

vil. 

I q k , * -

^ q k 1 

Subred 
No Lineal 

Figura 2.10: División del circuito en subred lineal y no lineal en el que las 
fuentes independientes han sido integradas en la red lineal. 

X X X X 
1 R R+1 S 

— i f 

Figura 2.11: División del circuito en subred lineal y no lineal, considerando 
las no linealidades como fuentes independientes. 

2.4.1. Ecuación de balance armónico 

A continuación, se caracteriza los diferentes elementos que aparecen en la 
figura 2.11 y la relación que existe entre ellos. 
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El circuito está excitado por S generadores externos, que de forma vectorial 
puede expresarse como: 

9{t) = l9iit),92{t),...,9s{t)Y (2.13) 

Las no linealidades del circuito pueden identificarse a un número P de fuentes 
dependientes: 

y{t) = [yiit)Mt),-,yp{t)f (2.i4) 

Las Q variables de control de las fuentes no lineales y{t), constituirán el vector 
de variables de estado x{t): 

x{t) = [xi{t),X2{t),...,XQ{t)f (2.15) 

La dependencia no lineal entre las fuentes y las variables de estado se expre
sará, de forma genérica, como: 

y{t) = ínL (x(í), ^ , . . . , ^ , ¿ ( í - r ) ) (2.16) 

Si las señales son periódicas con periodo TQ pueden ser desarrolladas en serie 
de Fourier: 

Xi{t)= Y. ^i^"""' í e { l , 2 , . . . , Q } Wk = kwQ = kf^ (2.17) 
fc=—oo 

Los coeficientes del desarrollo, XI, son calculados numéricamente mediante 
la DFT (Discrete Fourier Transform). Posteriormente, una extensión del procedi
miento permitirá obtener los coeficientes de señales cuasiperiódicas de hasta tres 
frecuencias base. 

Para que el sistema sea resoluble hay que limitar el número de variables, es 
decir, reducir los sumatorios a un número finito de coeficientes. Además, interesa 
que sea el menor posible, sin perder de vista la precisión de las soluciones. Si es A'" 
el número de componentes seleccionadas, es posible representar las señales como: 

X — [(̂ X_jV5 •••iX^j ,..., \X_j^, ...,Xj^j 

Y = ^\Y_^, . . . ,y^j ,..., (y_jV) • • • ) ^ j 
(2.18) 
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Agrupando los términos a cada frecuencia fk, se puede poner X eY en función 
de 2N + 1 subvectores de la forma: 

XT= ' 

Y = 
ke{-N,...,N} (2.19) 

Si se realiza el análisis de la red aplicando las leyes de Kirclihoff, es posible 
obtener la ecuación de balance armónico que relaciona las variables de estado 
Xk, las fuentes no lineales Yk y los generadores externos Gk, para cada una de 
las frecuencias: 

[Axk] Xk - [Ayk] Yk (Xk) - [Agk] Gk = 0 ke {-N,..., N} (2.20) 

siendo [Axk], [Ayk] y [Agk] las matrices que describen la parte lineal del circuito. 

De forma compacta la ecuación de balance armónico puede ponerse como: 

H (X) = [Ax] X - [Ay] Y {x) - [Ag] G = O (2.21) 

El siguiente paso consiste en resolver dicha ecuación para obtener la solución 
estacionaria del sistema. 

2.4.2. Técnicas de resolución 

Existen múltiples formas de obtener la solución X que minimiza el error de la 
ecuación de balance armónico, H iXj. Estos pueden clasificarse en tres grupos 
[3]: método directos, métodos de continuación y métodos de relajación. 

Los métodos directos usan los algoritmos de resolución numérica disponibles 
en cualquier librería matemática. En este trabajo se ha usado el algoritmo de 
Newton-Raphson en el que, después de cada iteración, se calcula el nuevo valor 
de X^"^^ a partir de una linealización del sistema no hneal en torno al punto 
anterior ^^[9]: 

X^+^ = X' - [j¿] "^ H (X') (2.22) 

donde J ¿ es la matriz jacobiana del vector H ÍXj evaluada para el vector X^. 

Los métodos de continuación resuelven el problema de convergencia de los 
métodos directos cuando la solución inicial está alejada de la solución final. Su
pongamos que se desea obtener la solución de un circuito cuando la amphtud del 
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generador de entrada es elevada. Para resolver el problema, es posible partir de 
un pequeño valor de amplitud en el generador, obtener la solución paxa éste y 
usarla como punto de partida en el siguiente valor del generador de entrada. A 
continuación, se aumenta progresivamente el valor de amplitud hasta que coincida 
con el valor deseado. 

Los métodos de relajación presentan una reducida carga de computación pero 
son poco robustos [6], por eUo, no han sido utilizados en el presente trabajo. 

Al usar el algoritmo de Newton-Raphson, cabe destacar dos puntos básicos 
en la resolución del sistema (2.21). Por un lado, la transformada de Fourier ne
cesaria para pasar del dominio del tiempo al de la frecuencia y viceversa. Por 
otro, la descripción del jacobiano para la determinación del vector X-'"^ .̂ Este 
último aspecto será tratado tras introducir la sonda de medida en la sección 2.5, 
mientras que el primero se describe a continuación. 

2.4.3. Sobre los coeficientes del desarrollo en serie de 
Fourier 

Los coeficientes de la FS (Fourier Series) de una señal periódica pueden ser 
obtenidos de forma eficiente a partir de la DFT (Discrete Fourier Transform) y 
análogamente, el paso al dominio del tiempo se efectuará a partir de la IDFT 
(Inverse DFT). Sin embargo, si la señal es cueisiperiódica el cálculo es tan sólo 
aproximado, salvo que sean componentes de frecuencia conmensurables^. Incluso 
en este caso, cuanto más cerca se encuentren las frecuencias y cuanto mayor sea 
el valor de ambas, el número de muestras puede aumentar hasta el punto de que 
la DFT sea numéricamente inaplicable o, en el mejor de los casos, excesivamente 
lenta. Evidentemente, el problema se agrava si la base de frecuencias de la señal 
cuasiperiódica está formada por tres componentes. 

Por ello, el cálculo de los coeficientes de la FS estará basado en el método de 
frecuencias descriptivas introducido por Hente y Jansen [10]. 

2.4.3.1. Consideraciones acerca del orden de no linecdidad 

Supongamos que la señal de entrada x{t) entra en un sistema no lineal y que 
la señal de salida puede ponerse como [9]: 

í/(í) = E«nx" ( í ) (2.23) 
n=0 

^Dos frecuencias / i y /2 son conmensurables si /1//2 = p/q donde p y q son enteros. 
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Si x(í) e y{t) están acotadas, existirá un ni entero, tal que, 

V">̂ ;̂ raib <̂  (2.24) 
de forma que, 

ni 

y{t)c:^'£ar,x^{t) (2.25) 
71=0 

es decir, el orden de no linealidad considerado, ni, fijará el número de componentes 
del desarrollo en serie de Fourier que caracterizarán la señal y(í), aceptando que 
se comete un error, e, suficientemente pequeño. Por ejemplo, si la señal y(t) es 
cuasiperiódica de dos frecuencias base puede ser caracterizada según (2.26). 

yit)= E n,,e^('=-i+'«'2)í (2.26) 

k, I = —ni 
\k\ + \l\ < ni 

2.4.3.2. Frecuencias descriptivas: Fundamentos 

Para comprender mejor el procedimiento, supongamos que se introduce una 
señal compuesta por dos tonos, / i y /g, en un sistema no lineal caracterizado por 
(2.25). 

Según se indica en la figura 2.12, si se introduce otra señal con frecuencias 
/di y fd2, de forma que las diferentes componentes espectrales generadas en la 
salida no se solapen, los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la señal 
de salida necesariamente deben coincidir: 

\k\ + \l\ < ni 

> ^ Yk,i = y ¿ V {k, 1} (2.27) 

/Cj t — --~TiL ' 

\k\ + \l\<nl 

En caso de solapamiento de componentes espectrales de la señal real en la 
salida, bastará con sumar los coeficientes asociados {k, 1) correspondientes al es
pectro ficticio, es decir, generado por las frecuencias descriptivas, para obtener el 
coeficiente asociado a dicha componente espectral. 
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x{t) = AcQs-iv^t+Bcoswjt •• 

Espectro real 

x"* (í) = A eos w¿,í + B eos w¿jí: 

Espectro ficticio 

Z«<^(') y(.() = Ko + *i.o eos w,/ + ¿o, eos w í̂ + 

Z«,^'(o >''' ( O = *0,0 + Ko COSWrf,/ + ¿0,1 e o s TV^jí + 

¿1, eos(w¿, + w^2)/ + ¿, _j cos(w î - Wjj)/ +. 

• _ L L 
Frecuencia 

Figura 2.12: Repuesta de un sistema no lineal para una señal de entrada 
compuesta por dos tonos de frecuencia / i y /2. 

Puesto que los coeficientes de la FS no dependen de la base de frecuencias 
usada, sólo habrá que utilizar una base que genere los mismos coeficientes a partir 
de un número mínimo de muestras [10]. Esas frecuencias que componen la nueva 
base son llamadas frecuencias descriptivas. 

Las frecuencias descriptivas son elegidas de forma que, al ser introducidas en 
un sistema no lineal de orden ni, generen una distribución de frecuencias sin so-
lapamiento entre ellas. Esto permite establecer una relación biunívoca entre la 
amplitud generada por las componentes ficticias y las reales, a partir de los coefi
cientes de intermodulación, es decir, el término correspondiente con la frecuencia 
kfi + Z/2 con el kfdi + lfd2 para valores de |A;| + jZ| no superiores al orden de no 
linealidad considerado. 

Si el signo de la componente kfdi+lfd2 no coincide con el del término asociado 
kfi + lf2, habrá que conjugar el coeficiente calculado. 

2.4.3.3. Frecuencias descriptivas: regímenes de funcionamiento 

Si se impone los criterios previamente expuestos, es decir, no solapamiento 
entre componentes y menor valor de frecuencia posible para reducir el número de 
muestras, se obtiene las frecuencias descriptivas para los diferentes regímenes de 
funcionamiento: 
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Periódico fdi = 1 

Cuasiperiódico 2 frecuencias fdi = ni 

fd2 = nl + 1 ^2.28) 

Cuasiperiódico 3 frecuencias /¿i = ni 
fd2 = nl + 1 
f¿z = nl{2nl + l) 

Por ejemplo, si ni = 2, el espectro ficticio generado por las frecuencias des
criptivas estará compuesto por los siguientes valores: 

Periódico 012 

Cuasiperiódico 2 frecuencias 0 1 2 3 4 5 6 (2.29) 

Cuasiperiódico 3 frecuencias 01234567810121320 

Hay que resaltar que el espectro no es continuo para la cuasiperiódica de tres 
frecuencias base. Es decir, hay componentes espectrales ficticias que no tienen 
correspondencia con ninguna componente real pero cuya amplitud debe ser nula. 

El número de componentes armónicas para cada uno de los regímenes de 
funcionamiento es el siguiente: 

Periódico nl + \ 

Cuasiperiódico 2 frecuencias nl{nl + 1) + 1 (2.30) 

Cuasiperiódico 3 frecuencias (2nZ^ + ZnP + Anl)/Z -\-1 

Sin embargo, el número de muestras necesario que cumple el criterio de Ny-
quist sigue siendo, para cada uno de los regímenes, 2{nl fd\max + I)-

Periódico 2(nZ + 1) 

Cuasiperiódico 2 frecuencias 2{nl{nl + 1) + 1) (2.31) 

Cuasiperiódico 3 frecuencias 2{nl{nl(2nl + 1)) + 1) 
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En el cálculo de las frecuencias descriptivas de (2.28) se ha mantenido la hi
pótesis de que los coeficientes de los productos de intermodulación cumplían que 
|/Í:| + |Z1 < nZ. Sin embargo, en determinadas aplicaciones interesa independizar 
el orden de no linealidad de cada una de las diferentes componentes, por ejem
plo, en un mezclador donde puede interesar mantener constante el número de 
componentes que acompaña a cada uno de los armónicos del oscilador local. 

En este caso, las frecuencias descriptivas son /di = 1 y fd2 = 2nli+l, donde 
níi es el orden de no ünealidad deseado para /¿i, y nl2 para fd2- El número de 
armónicos es nli{2nl2 -h 1) -I- n/2 + 1 y el número de muestras será el doble de 
armónicos, por ser continuo el espectro ficticio generado. 

2.4.3.4. Acerca del orden de no linealidad y su relación con el número 
de armónicos generado 

El tiempo de computación de las transformadas dependerá del número de 
armónicos y por ende, del número de muestras necesarias para obtener los coefi
cientes. El rendimiento de las muestras {rjm), definido como la relación que existe 
entre el doble de las componentes ficticias que tienen correspondencia con las rea
les (2.30) y las muestras necesarias para calcularlos (2.31), es igual a 1 en el caso 
de espectro continuo. Sin embargo, para la cuasiperiódica de tres fundamentales 
esto no es así: 

2{{2nl' + 3nP + 4nl)/3 + l) ^^^ _ . .,,. , . . , . _ . 
rim = , ,, ,,—; r——^—- 100 Cuasipenodica 3 frecuencias (2.32) 
' 2(nZ(ní(2nZ +1) ) + 1 ) ^ ' 

En la figura 2.13 se observa como varía el rendimiento de las muestras en 
función del orden de no linealidad. Así mismo, en la figura 2.14 se muestra cómo 
aumenta el número de armónicos con el orden de no linealidad para los diferen
tes regímenes analizados. En el caso de cuasiperiódicas de tres frecuencias base, 
el número de componentes aumenta excesivamente rápido, por lo que resultaxá 
complicado poder utilizar órdenes de no linealidad elevados, máxime, si se tiene 
en cuenta que el rendimiento de muestras no es del 100 %. 

Para disminuir el número de armónicos y poder utilizar productos de inter
modulación elevados, se ha seguido un criterio de selección que se comenta a 
continuación. 

Régimen Cuasiperiódico de dos frecuencias 

Si los valores de las frecuencias / i y J2 son elevados y relativamente próximos, 
los productos de intermodulación producidos por aquellos índices que cumplan 
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la condición \k + l\ = 1, estarán distribuidos alrededor de dichas frecuencias. De 
forma genérica, si los índices cumplen: 

\k + l\ = mi rui < ni (2.33) 
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Figura 2.13: Rendimiento de las muestras en función del orden de no linea
lidad para un régimen cuasiperiódico de tres frecuencias base. 
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Figura 2.14: Variación del número de armónicos en función del orden de no 
linealidad ni. a) Periódica, b) Cuasiperiódica de dos frecuen
cias base, c) Cuasiperiódica de tres frecuencias base. 
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Las frecuencias fc/i + í/2 estarán situadas alrededor del armónico mj-ésimo de 
/i y /2- De esta forma, es posible seleccionar un orden de no linealidad elevado y 
limitar el interés a los primeros armónicos de ambas. Se denomina m al vector de 
índices de portadora, puesto que puede estar formado por varios valores discretos 
rrii. 

En el cuadro 2.2, puede apreciarse la disminución sustancial que se produce 
en el número de componentes espectrales al aplicar este criterio de reducción de 
componentes. 

ni 
15 
31 
45 

m = {0, ...,n/} 

241 
293 
2071 

m={0,l} 

24 
48 
69 

m = {0,l,3} 

40 
80 
115 

m = {0,l,3,5} 

56 
112 
161 

Cuadro 2.2: Número de componentes espectrales en función del vector de 
índices de portadora, m. 

Régimen Cuzísiperiódico de tres frecuencias 

El procedimiento seguido es análogo al utilizado en el caso de dos frecuencias 
base. Siempre se parte de la hipótesis de que las frecuencias son elevadas y están 
relativamente próximas. Por lo tanto, se puede seleccionar aquellos índices que 
cumplen: 

\k + l + r\=mi siendo mi<nl (2.34) 

El cuadro 2.3 refleja, de forma más acentuada, el mismo efecto que en el caso 
anterior. 

ni 
3 
5 
7 
9 

m = {0,...,nl} 
32 
116 
288 
580 

m={0,l} 

16 
37 
67 
106 

m = {0,l,3} 

26 
62 
113 
179 

in = {0,l,3,5} 

-

83 
155 
248 

Cuadro 2.3: Número de componentes espectrales en función del valor del 
vector de índices de portadora, m. 

2.5. Sonda de medida 

En circuitos autónomos, la amplitud y frecuencia de la oscilación son incóg
nitas que deben ser introducidas en la ecuación de balance armónico. Salvo que 
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se adopte algún tipo de medida para excitar dicha componente, se obtendrá la 
solución multiplicativa, es decir, aquella solución periódica en la que no se ha 
excitado la componente autónoma. Si el circuito no está inyectado dicha solución 
será la de DC. 

Para evitar este problema, se ha utilizado el método de la sonda de medida 
o generador auxiliar [11] que ha sido apHcado con éxito en diferentes circuitos 
de naturaleza autónoma: osciladores [12], divisores por inyección armónica [13], 
mezcladores autooscilantes [14], etc. Adicionalmente, este método facilita la labor 
de diseño, análisis y optimización de circuitos, por lo que resulta una herramienta 
muy útil y de fácil manejo; así como de sencilla integración en los simuladores 
comerciales, lo que le proporciona un valor añadido. 

Una sonda es una fuente de tensión o corriente de frecuencia fs conectada 
al circuito a través de un filtro de banda estrecha, que eümina la influencia que 
pueda tener en el resto de la banda. 

LM 

(a) (b) 

Figura 2.15: Modos de conexión de la sonda al circuito, a) Sonda de tensión, 
b) Sonda de corriente. 

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de la misma, vienen determinadas 
por cómo se conecta la sonda al circuito, según se muestra en la figura 2.15: 

O w = Ws 
OO W ^Ws 

Sonda de tensión: Z{w) = { ^ ';;_^ ̂ Z! - ^ W = efe) 

Sonda de corriente: Yiw) = { , ^ 

(2.35) 

Por lo tanto, la inmitancia S{'w) de cada sonda puede expresarse como: 

S{Ws) = 
Q{Ws) (2.36) 
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Puesto que la sonda de media no debe alterar el comportamiento estacionario 
del circuito al que se conecta: 

S{w) = Ó (2.37) 

Por otro lado, se puede relacionar Q{w) con las variables de estado X, las 
fuentes no lineales Y y los generadores externos G: 

Q = [Bx]X- [By] Y ( x ) - [Bg] G (2.38) 

Basados en la condición (2.37), se define la función de error de la sonda Hg 
como: 

^^^.JB.)X-mnx)-mG^.^ (2.39) 

donde [Bx], [By] y [Bg] son las matrices que describen la parte lineal del circuito. 
Puesto que hay que cumplir la condición de balance armónico (2.21), el sistema 
de ecuaciones que regirá el comportamiento del circuito y que permitirá obtener 
la solución estacionaria X, será: 

H (X) = [Ax^] X - [Ay^] Y (x) - [Ag^] G = O ,^ ^^. 

Hs{X,As,Ws,(ps) = 0 

siendo, Agj ^s, la amplitud y fase del generador de la sonda y, el superíndice ,̂ 
indicativo de la modificación en las matrices por la presencia de la sonda. 

Para resolver el sistema de ecuaciones (2.40), se ha utilizado el método pro
puesto por Morales [6], que considera una dependencia absoluta de las variables 
de la sonda, es decir. 

Hs{X (As, Ws, 0s), As, Ws, <ps) = Hs {As, Ws, 0s) = O (2.41) 

donde X (As, tus, 0s)se determina a través de la ecuación de balance armónico. 
Con eUo, se consigue que los parámetros de la sonda sean tratados externamente y 
permite así, que el anáfisis e interpretación de la dinámica de funcionamiento del 
circuito resulten mucho más sencillos, como se verá en la sección 2.5.1. Además, 
esta idea quedará reforzada, aún más, cuando se aborde el problema de estabilidad 
global en el capítulo 4. 
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La integración de la sonda de medida en un software comercial, que admita 
simulación no lineal, es inmediata. Basta con introducir im generador y un filtro 
sintonizado ideal como los descritos en la figura 2.15. Si se dispone de la informa
ción de tensión y corriente en la sonda, datos que cualquier software comercial 
es capaz de proporcionar, se define la inmitancia de la sonda según (2.36) y se 
impone la condición (2.37) en la fase de simulación del circuito [15]. 

2.5.1. La sonda y los regímenes de funcionamiento. 

La ecuación de balance armónico modificada (2.41) es un sistema de dos 
ecuaciones y tres incógnitas, variables de la sonda. A continuación, se desglosa las 
diferentes condiciones adicionales que deben cumplir los parámetros de la sonda 
para cada uno de los diferentes regímenes de funcionamiento. 

Oscilador libre 

En este caso, se iguala la frecuencia de la sonda a la frecuencia de oscilación, 
es decir, Ws = WQ. Por el carácter autónomo del circuito, la fase de la sonda puede 
ser fijada a un valor arbitrario. Por lo tanto, el sistema planteado es: 

Hs{As,Wo,(l)s)=0 , . 

4>s = O ^ -̂̂ ^^ 

Si el circuito presenta dos frecuencias autónomas, habrá que añadir una se
gunda sonda: 

Hs {Asi, As2, Wol, Wo2, (¡>sl, 0 s l 2 ) = Ó ,^ ^ 2 ) 

Oscilador Sincronizado 

La frecuencia de oscilación coincide con la frecuencia de inyección w^y o 
guarda una relación conocida con la misma. Luego sólo falta por determinar la 
amplitud y fase de la sonda: 

HsiAs,Ws,(l)s) = Ó 2̂ 44) 
Ws = nwiny/m 

El valor de n y m determinan la relación con la frecuencia de oscilación au
tónoma Ws-
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2.5. Sonda de medida 

Oscilador Inyectado: Régimen Cuasiperiódico 

Aquí hay que emplear una base de dos frecuencias: la de inyección Winy y la 
de oscilación Wp- En el sistema se fija de forma arbitraria la fase de la sonda, 
quedando por determinar la amplitud y frecuencia de la sonda al igual que el 
caso de oscilador libre: 

Hs {As, Wo, <Ps) = 0 ,^ . s 

<í>s = o ^^•^^> 

Si la cuasiperiódica es de tres frecuencias, siendo dos de ellas autónomas, se 
debe incluir una nueva sonda y emplear una base de tres frecuencias en la solución 
del sistema: 

Hs {Asi,As2, Woi, Wo2, (Í>sl, (¡>sl2) = 0 ,^ ^^s 
<f>sl = 0s l = o 

Régimen mixto 

La sonda ofrece la posibilidad de imponer condiciones que permitan obtener 
regímenes de funcionamiento relativamente complejos. Por ejemplo, si el circuito 
presenta una oscilación a la frecuencia autónoma Woi y una segunda Wo2 que se 
subsincroniza con la señal de entrada posible obtener dicho régimen 
como solución al sistema: 

Hs {Asl,As2, Wol,Wo2, 4>sl, (Psu) = O 
<Í>si = o (2.47) 

w.2 = ^ 

En definitiva, resulta bastante sencillo reflejar aquellas condiciones que puedan 
caracterizar el comportamiento del circuito. 

2.5.2. Solución de la ecuación de balance armónico 
modificada 

Para resolver la ecuación de balance armónico modificada (2.41) se utiliza 
un algoritmo Newton-Raphson aplicado tanto a la sonda como a la solución del 
balance armónico. Para el caso de dos componentes autónomas, se define los 
siguientes vectores asociados a la inmitancia (2.36) y a los parámetros de la 
sonda: 
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Hs = [Re{Hsi), Im{Hsi\ Re{Hs2), Im{Hs2)f = [H^i, Hsn, H^2, H^i^f ,^ ^g. 
f=[Asi,As2,WsUWs2]^ 

El algoritmo que da respuesta a este enfoque y que obtiene la solución del 
sistema (2.41) queda reflejado en la figura 2.16. 

Generar T ^Tf 
Espectro Ficticio =o =o 

r -> r / 

:c(0 = F-{X^(r^)) 

x\{rr)^rdrf) 
X'f{T}) = X}{T})- [/¿^ rH,{X}{T})) 

Y'f^Fiyit)) No 

Hf=[Ax']X'f-[Ayj''f-[Ag'Y}f 

Almacenar/ 
Datos 

x'f,rf->x\T'' Si 

Fin 
r/ = r}-[y^r'F^(J/(r^)) 

Tf^ff 

Figura 2.16: Algoritmo general para solucionar el sistema (2.41). 

La solución inicial de las frecuencias de oscilación puede ser determinada a 
partir de un análisis lineal del circuito. Una vez obtenida, se realiza un barrido 
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alrededor de dichas frecuencias con la intención de buscar un mínimo en la parte 
imaginaria de las inmitancias de las sondas. Este barrido se realiza en régimen 
de pequeña señal, es decir, pequeñas amplitudes de Asi Y -̂ s2- A continuación, 
para los valores de frecuencias encontrados, se barre en amplitud hasta localizar 
un mínimo en la parte real de las inmitancias. Los valores encontrados formarán 
parte del la solución inicial f °. Puesto que el problema se resuelve haciendo uso 
de las frecuencias descriptivas, se utiliza el subíndice / para indicarlo. A partir 
de aqm', se continúa con el algoritmo de la figura 2.16, donde el siguiente valor 
de iteración será calculado a partir del jacobiano de la sonda: 

f i _ fo _ 7° 
- 1 

HsfiX'if')) (2.49) 

donde, J°x es el jacobiano de la sonda evaluado en la solución de partida. De 
forma genérica: 

J , = 

dH, £IX dH, 
dAsi 

dAsi 
dHsr2 
dAsi 

i r l 
dAs2 

dAs2 
0Hsr2 
dAs2 dILiZ dHs.^-> 

dAsi QAsi 

dHsr2 

ÍH¡k 
dwsi 

^Hsr^ 
dws2 

dws2 

dws2 

9tüs2 

(2.50) 

Éstas y otras derivadas que forman parte del algoritmo, pueden ser realizadas 
numéricamente con dos o tres puntos [16]. Tres puntos ralentizan la solución pero 
su convergencia es más robusta, mientras que ésta se sacrifica en pos de una 
mayor rapidez en el caso de dos puntos. 

La inmitancia 5's/(X°(f°)) (2.39), para cada valor del vector de variables de 
la sonda Fy, se obtiene a partir del vector solución del balance armónico X°. Así 
mismo, cada valor de Xj se obtiene a partir de la ecuación (2.40) que incluye la 
sonda: 

1 - 1 ^_ 
x)(r;) = xj (r°) - [J^J H, (xJ (f°)) 

El jacobiano queda formulado de forma genérica según [9] como: 

(2.51) 

"̂^ = ^ I r ^ = í̂ '̂̂ t̂ í -1^^'^ 
dY{X) 

dX 
(2.52) 

siendo [I], la matriz identidad y ^^3^ ', la matriz compuesta por los diferentes 
elementos que dependen del régimen de funcionamiento y calculados a partir de 
los coeficientes de la FS, obtenidos con las frecuencias descriptivas. 

42 



Capitulo 2. Análisis de circuitos no lineales: dominio del tiempo y frecuencia 

Periódico 

Cuasiperiódico dos frecuencias base 

8X1, Wit)lv^^,-,,-t ^ ' 

Cuasiperiódico tres frecuencias base 

dY¿^ ^ ídi(;ty\ ^2.55) 
^^l,t,a V ^^'^ [t) ) Faurier k-l,s-t,b-a 

El orden de no linealidad, ni, debe duplicarse para obtener la totalidad de 
los elementos, con lo que se agudiza el problema del número de componentes 
armónicas a tener en cuenta. 

2.5.3. Ejemplos de aplicación 

Para mostrar los resultados obtenidos en los diferentes regímenes de funcio
namiento, se ha utilizado el circuito de la figura 2.1. 

Oscilador libre 

En la figura 2.17 se muestra el espectro de dos de las oscilaciones que presenta 
el circuito de la figura 2.1. Existe una tercera en 1 GHz que es inestable, como 
se verá en el capítulo 5. La fase de la sonda ha sido fijada a cero en ambos casos, 
optimizándose la amplitud y frecuencia. 

Oscilador sincronizado 

En este caso, la frecuencia de la señal de entrada coincide con la firecuencia de 
oscilación del circuito, por lo tanto, se optimiza la amplitud y la fase de la sonda 
que cumplen dicha condición, según se muestra en la figura 2.18. 
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Figura 2.17: Respuesta del circuito de la figura 2.1 en régimen de oscilador 
libre, a) Frecuencia inferior, b) Frecuencia superior. 
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Figura 2.18: Respuesta del circuito de la figura 2.1 en régimen sincronizado 
cuando la señal de entrada posee una amplitud de entrada 
Ig = 0,2 A. a) fg = 0,99 Giíz. b) fg = 1,01GHz. 

Oscilador inyectado: régimen cuasiperiódico dos frecuencias 

Se ha representado dos soluciones cuasiperiódicas en las que la señal de entra
da es la misma, Ig — 0,01 Ay fg = 0,994 GiÍ2; (figura 2.19). Un análisis posterior 
pondrá de manifiesto la estabilidad de ambas soluciones. 
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Figura 2.19: Respuesta del circuito de la figura 2.1 en régimen cuasiperió-
dico de dos frecuencias base cuando la señal de entrada es 
Ig = 0,01 A. a) fg = 0,994 GHz y frecuencia autónoma baja, 
b) fg = 0,994 GHz y frecuencia autónoma alta. 
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Figura 2.20: Respuesta del circuito de la figura 2.1 en régimen cuasiperió-
dico de tres frecuencias base cuando la señal de entrada es 
Ig = Q,QlAy fg = l,Q)2GHz. 
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Oscilador inyectado: régimen cuasiperiódico tres frecuencias 

Al igual que el caso anterior, se obtiene múltiples soluciones para una misma 
señal de entrada. Concretamente, la figura 2.20 muestra dos posibles soluciones 
para Ig = 0,01 A y fg = 1,02 GHz. Ninguna de ellas es estable pero eso no es 
óbice para que puedan ser obtenidas a partir del balance armónico del circuito. 
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Capítulo 3 

Estabilidad Local 

Cuando se obtiene la solución estacionaria de un circuito a través de técnicas 
temporales se puede asegurar que la misma tendrá existencia física. Sin embargo, 
cuando es frecuencial o mixta, como es el caso del balance armónico, es necesario 
realizar un análisis adicional de estabilidad de las soluciones. Para ello, se perturba 
levemente la solución estacionaria del circuito y se observa la evolución de dicha 
perturbación: si se extingue y vuelve a la solución, será estable; en caso contrario, 
no lo será. 

El circuito requiere otro tipo de análisis cuando dichas perturbaciones son 
grandes, o mejor, cuando im parámetro del circuito varía gradualmente. En ese 
caso, el circuito puede cambiar su comportamiento de forma drástica, pasando 
de unos regímenes de funcionamiento a otros. El siguiente capítulo tratará este 
aspecto, cuyo enfoque es sustancialmente diferente al que aquí nos ocupa. 

En este capítulo se desglosa las diferentes técnicas temporales y frecuenciales 
que permiten un análisis de estabilidad local de las soluciones estacionarias. Se 
hará hincapié en los exponentes de Lyapunov y los diagramas de Nyquist que son 
las herramientas utilizadas en el dominio temporal y frecuencial, respectivamente. 

3.1. Dominio del tiempo 

Una de las herramientas de análisis de estabihdad local temporal es la trans
formación de Poincaré (sección 2.3.1.3). No tanto la transformación en sí, como 
el estudio de la evolución de la solución estacionaria representada en dicho hi-
perplano cuando la misma es perturbada [1]. Ésta resulta especialmente útil en 
regímenes periódicos y cuasiperiódicos de dos frecuencias base. 

Las soluciones periódicas también pueden ser estudiadas a partir de los multi
plicadores de Floquet [2] o multipUcadores característicos. Sin embargo, un análi-
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3.1. Dominio del tiempo 

sis genérico de la estabilidad de las diferentes soluciones estacionarias sólo puede 
ser realizado a través de los exponentes de Lyapunov comentados en la sección 
3.1.1. 

Para repasar algunos conceptos y antes de comenzar con los exponentes de 
Lyapunov, se desarrolla el estudio de estabilidad local del punto de equilibrio que 
fue definido en la sección 2.2.1, es decir, x(í) = XQ. 

Si se introduce una pequeña perturbación 5x en la solución estacionaria XQ, 
se debe cumplir (2.3), es decir: 

xo + ¿x(í) = 5x(í) = f (xo + ¿x(í)) (3.1) 

Al ser pequeña la perturbación, cabe realizar un desarrollo en serie de Taylor 
alrededor del punto de equilibrio y despreciar los términos de grado superior al 
segundo: 

f (xo + <5x(t)) = f (xo) + Df (xo)¿x(í) + ... (3.2) 

siendo Df (xo) la matriz jacobiana de f (x) particularizada en XQ, por lo que será 
de coeficientes constantes. Introduciendo (3.2) en (3.1), se deduce que: 

5x(í) = £)f(xo)¿x(¿) (3.3) 

El sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes al que se ha 
llegado, tiene por solución: 

5x(í) = ¿Cií7ie^^* (3.4) 
i= l 

donde {Xi}^_^ y {rjij^^i son los autovalores y autovectores de Df(xo) y {ci}^^i 
constantes escalares que fijan las condiciones iniciales. La parte real de Aj pro
porciona el orden de expansión (i2e(Ai) > 0) o contracción {Re{Xi) < 0) en los 
alrededores del punto de equilibrio, a lo largo de la dirección r]i. Si la parte real 
de todos los autovalores es menor que cero, la perturbación se extinguirá cuando 
t —> oo, por lo tanto, la solución será estable. Por contra, si es mayor que cero se 
denomina inestable y si unos son mayores y otros menores, no estable [1]. 
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Capítulo 3. Estabilidad Local 

3.1.1. Exponentes de Lyapunov 

Función variacional 

Si Xí(xo, ío) es una solución genérica del sistema de ecuaciones de un circuito 
no autónomo (2.5) que depende de las condiciones iniciales xo y íoi se tiene: 

Xt(xo,¿o) = f ( X í ( X o , í o ) , í ) 

Xto(xo,ío) = Xo 

Diferenciando respecto la condición inicial XQ: 

-DxoXt(Xo,ío) = Dxof(Xí(Xo,ío),í)-DxoXt(xo,ío) 

^xoXto(Xo,¿o) = 1 

Se define la función variacional como: 

(3.5) 

(3.6) 

$í(xo, ío) = ^xoXí(xo, ío) (3.7) 

Por tanto, la ecuación variacional se obtiene al introducir la función variacional 
en (3.6): 

éí(xo, ío) = jDxof(Xí(xo, ío), í)*í(xo, ío) /3 gx 
$o(xo,ío) = I 

La función variacionaJ, solución de la ecuación variacional, da idea de la evo
lución que sigue la perturbación, puesto que si se reduce la solución perturbada 
al término de la primera derivada en el desarrollo en serie de Taylor, se tiene que: 

Xí(xo + íxo, ío) = Xí(xo, ío) + (Jxí = Xí(xo, ío) + £>xoXí(xo, ío)5xo + ... (3.9) 

y por lo tanto: 

¿Xí = *í(xo,ío)<Jxo (3.10) 

Para el caso de un circuito autónomo caracterizado por el sistema de ecuacio
nes (2.4), la ecuación variacional puede expresarse como: 

6 í ( x o ) = Dxof(Xí(Xo))*t(Xo) /g ^jx 

*o(xo) = 1 
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3.1. Dominio del tiempo 

Exponentes de Lyapunov 

Los exponentes de Lyapunov se definen en relación a la solución (<&t(xo)) 
de la ecuación variacional (3.11). Si {w,i(í)}"_j son los autovalores de la función 
variacional $t(xo), los exponentes de Lyapunov se definen como: 

Ai = l ím-/nlmj( í ) | ¿ = l,. . . ,n 
t-*oo t 

(3.12) 

si el límite existe y donde n es el número de variables de estado o dimensión del 
espacio de fases. 

En el cuadro 3.2 se detalla el valor de los coeficientes paia cada uno de los 
diferentes regímenes de funcionamiento [1]. 

Solución Estacionaria 

Punto de equilibrio 

Periódica 

Cuasiperiódica dos frecuencias 

Cuasiperiódica k frecuencias 

Caos 

Exponentes de Lyapunov 

0 > Al > ... > An 
Ai = 0 

0 > A2 > ... > An 
Al = A2 = 0 

0 > A3 > ... > An 
Al = ... = Afc = 0 

0 > Afc+i > ... > An 
A i > 0 

Ei Ai < 0 

Cuadro 3.2: Valores de los exponentes de Lyapunov para cada uno de los 
regímenes de funcionamiento de un circuito. 

Para el cálculo de los coeficientes se ha seguido el organigrama propuesto por 
Parker y Chua en [3]. 

En la figura 3.1 se puede observar la evolución de los exponentes de Lyapunov 
para el circuito detallado en la figura 2.5. 

Para a = 2, dos de los exponentes son cero y el tercero es menor que cero, por 
lo tanto, la solución es cuasiperiódica de dos frecuencias base. Sin embargo, si a = 
15, el exponente mayor que cero pone de manifiesto el carácter caótico de dicha 
solución. Estos exponentes se corresponden con las representaciones en el espacio 
de fases (figura 2.6) y mapas de Poincaré (figura 2.7) vistas en la sección 2.3.1. 
Además, se ha obtenido los exponentes de los numerosos circuitos propuestos por 
Hao Bai-Lin [4] con la intención de validar el procedimiento adoptado. 

En el cálculo de los exponentes cabe destacar la importancia que tiene una 
buena elección del paso de integración. Demasiado grande produce errores en el 
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Capítulo 3. Estabilidad Local 

0.04 0.06 
Tiempo (Ms) 

0.1 
Tiempo (Ms) 

(a) (b) 

Figura 3.1: Representación de la evolución de los exponentes de Lyapunov 
para el circuito de la figura 2.5. a) o; = 2 b) a = 15. 

cálculo de las derivadas que describen el comportamiento del circuito, mientras 
que pequeño ralentiza el cálculo y, si es elegido aún más pequeño con el objeto de 
asegurar una buena convergencia, se acumulan los errores numéricos por truncado 
[4, 5] y ortogonalización [1]. Se ha elegido un paso del orden de 100 a 200 veces 
menor que el periodo de la frecuencia libre de oscilación. 

3.2. Dominio de la frecuencia 

El proceso de integración necesario para el cálculo de los exponentes de Lya
punov resulta poco práctico en la mayoría de los circuitos, máxime, si los circuitos 
funcionan en bandas de microondas y contienen elementos distribuidos. En el caso 
de soluciones estacionarias periódicas y cuasiperiódicas de dos frecuencias base, 
resulta mucho más práctico aplicar el criterio de Nyquist. 

En el presente trabajo se ha utilizado el método descrito en [6] para el caso 
de soluciones periódicas, y una extensión del mismo propuesto en [7] para las 
cuasiperiódicas de dos frecuencias base, al que se ha incorporando el cálculo de 
los coeficientes de la FS a partir de las frecuencias descriptivas. 
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3.2. Dominio de la frecuencia 

3.2.1. Diagrama de Nyquist 

Supongamos que la solución estacionaria XQ ha sido calculada a partir de la 
ecuación de balance armónico, por lo tanto: 

H{Xo) = O (3.13) 

Si se inyecta una señal de pequeña amplitud y frecuencia w que perturbe la 
señal [6]: 

¿'^+j^)t (3.14) 

La señal perturbada debe cumplir la ecuación de balance armónico [8], por 
tanto: 

J{XQ, kwo + w- ja)AX = O (3.15) 

El primer factor es el jacobiano calculado en la sección 2.5.2, cuando la per
turbación es nula: 

J=[Ax]-[Ay] 

Para que exista solución AX ^ 0: 

BY{X^) 
dX 

(3.16) 

det[J{Xo, kwo+w- ja)] = O (3.17) 

Este problema se ha resuelto siguiendo el procedimiento propuesto por Rizzoli 
y Lipparini [6] para representar el diagrama de Nyquist. Se efectúa un barrido en 
frecuencia de la función: 

det I [Ax{kwo + w)] — [Ay{kwQ + w)] 
dY{Xo) 

dX 
(3.18) 

en un intervalo que vaya desde O Hz hasta una frecuencia que acote superiormente 
la de posible oscilación del circuito. El circuito oscilará si el trazado del diagrama 
rodea al origen en el sentido de las agujas del reloj, lo que indica la presencia de 
un par de autovalores complejos conjugados en el semiplano derecho. Según Mees 
y Chua [9], la nueva frecuencia será aproximadamente la que produzca un corte 
con el semieje real negativo. 

El margen de representación para régimen periódico debe ser de [0,IÍ;O]- Sin 
embargo, se puede reducir el margen de representación sabiendo que el diagrama 

54 



Capítulo 3. Estabilidad Local 

de Nyquist de señales periódicas es simétrico respecto al eje real [6]. Por lo tanto, 
sólo se representará el margen [O, WQI2]. 

Para el diagrama de señales cuasiperiódicas de dos frecuencias base, el inter
valo de representación puede ser reducido al margen [—w\,wi] [7], donde wi es 
la frecuencia menor generada por el circuito, es decir, diferencia entre las dos 
frecuencias base. Por la misma razón anterior, el margen puede ser reducido a 

En la figura 3.2 se representa los diagramas de Nyquist para dos puntos del 
circuito de la figura 2.1, régimen periódico, cuando la señal de entrada es 
Ig = 0,01 A. En la figura (a) se observa que la solución es estable, mientras 
que en la (b) la solución es inestable. En el diagrama de la solución inestable 
puede observarse que el corte con el eje real negativo se produce a una frecuencia 
fe = 0,003819 GHz, por lo que cabe esperar que la autónoma se encuentre 
en / p ± / c = 0,9985 GiÍ2± 0,003819 Gi?2, es decir, /^ = 0,9947 Giíz o 
/ , = 1,0023 Giíz. 

\ \ 
^ — ' • ^ " " ^ " - ^ 

^ , p ^ 
1 ) 

0.003819 GH2 i 0.49925 GHz \ J 

y -̂--K: 
y^ : 0.008867 GHz 

2 4 
Real(det[J]) 

-2.5 o 2.5 
Real(det[J]) 

(a) (h) 

Figura 3.2: Diagramas de Nyquist de soluciones periódicas del circuito de 
la figura 2.1 cuando la amplitud de entrada es Ig = 0,01A. 
a) Solución estable con fg = 0,996GHz. b) Solución inestable 
con fg = 0,9985GHz. 

En la figura 3.3 se ha representado el diagrama de Nyquist de la solución 
cuasiperiódica de dos frecuencias base para el punto inestable anterior, 
Ig = 0,01 Ay fg = 0,9985GHz. El diagrama refleja que la solución es estable y el 
valor de su frecuencia autónoma, /o = 0,996077 C?ií^, es similar al anteriormente 
estimado. 
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Figura 3.3: Diagrama de Nyquist para una solución cuasiperiódico de dos 
frecuencias base del circuito de la figura 2.1 cuando la señal de 
entrada es Ig — 0,01 Ay fg = 0,9985GHz, y el circuito presenta 
una oscilación, componente autónoma, /o = 0,996077 GHz. 
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Capítulo 4 

Estabilidad Global: Diagramas de 
bifurcación 

El análisis de los circuitos electrónicos requiere de herramientas que permitan 
caracterizar lo más fielmente posible el comportamiento del mismo. Una parte im
portante de dicho análisis es la obtención del conjunto de soluciones estacionarias 
que puede manifestar, ante las diferentes condiciones de excitación. En muchas 
ocasiones, máxime en circuitos de naturaleza no lineal, determinados comporta
mientos del circuito sólo se obtienen cuando se parte de un punto de equiUbrio y 
se modifica im determinado parámetro del mismo. De esta forma, se puede poner 
de manifiesto, por ejemplo, las histéresis que se producen en la mayoría de los 
parámetros que caracterizan un circuito. 

Hasta ahora se ha expuesto los procedimientos seguidos para obtener las so
luciones estacionarias y el estudio de la estabilidad de las soluciones ante una 
pequeña perturbación sobre las mismas. Queda por ver cómo se comporta un 
circuito ante la evolución de un parámetro, cómo se caracteriza el paso de un 
régimen de funcionamiento a otro, qué parámetro del circuito puede controlar el 
paso de un régimen deseado a otro, en definitiva, de qué herramientas se dispone 
para anafizar el comportamiento global del circuito y cómo éstas permitirán la 
optimización de aquellos comportamientos requeridos por el diseñador. 

El paso de un régimen a otro se produce a partir de una bifurcación en el 
camino de soluciones. Por lo tanto, será primordial el conocimiento del tipo de 
bifurcación para saber cuál es el origen de dicho cambio y posteriormente, con
trolar los parámetros que gobiernan su ubicación en el conjunto de soluciones del 
circuito. 

Se representará cómo evoluciona el comportamiento de un circuito al variar 
un parámetro del mismo: tensión de entrada, frecuencia del generador, tensión de 
polarización, componentes del circuito, etc. Es decir, se observará cómo el circuito 
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va pasando de un régimen de funcionamiento a otro y para qué valor del pará
metro de continuación se produce ese cambio, para qué tensión de polarización 
se cumple la condición de arranque de un oscilador, qué frecuencia del generador 
lo sincroniza, etc. 

Al igual que en los temas anteriores, el análisis del comportamiento global del 
circuito también dispondrá de herramientas basadas en el dominio del tiempo y 
de la frecuencia. Puesto que las técnicas temporales muestran serias limitaciones 
en los circuitos de microondas por la naturaleza distribuida y dispersiva de los 
mismos, desde un punto de vista de diseño, resulta mucho más interesante pro
fundizar en técnicas de naturaleza frecuencial. Esto no es óbice para que, en casos 
puntuales, un análisis temporal despeje ciertas dudas que se puedan tener sobre 
el comportamiento circuital. 

La técnica elegida en el presente trabajo para realizar el análisis global del 
circuito, combina el balance armónico con la técnica de continuación [1] y la 
sonda de medida [2]. Con ella, el diagrama de bifurcación o representación de la 
evolución del comportamiento de un circuito frente a un parámetro del mismo, 
puede ser obtenido con relativa sencillez. La inclusión de la sonda de medida, 
vista en la sección 2.5, facilita la interpretación de los fenómenos asociados a los 
diferentes tipos de bifurcación que puede presentar el circuito [3, 4], además de 
mostrarse como una herramienta muy eficaz en el control de las mismas [5]. 

Esta técnica obtiene el trazado para una base de frecuencias dada o régimen 
de funcionamiento dado, es decir, se puede obtener las bifurcaciones asociadas a 
un determinado régimen, sin embargo, no se sabrá a qué nuevo régimen tenderá 
el circuito. 

La ventaja que ofrece un análisis de la estabilidad global en el dominio del 
tiempo, es que no se necesita conocer el régimen del siguiente estado para obtener 
la evolución del circuito ante la variación de un parámetro. En cambio, im análi
sis en el dominio de la frecuencia exige trazar los diferentes diagramas para cada 
uno de los posibles regímenes y, posteriormente, realizar un análisis de estabilidad 
local para garantizar la estabilidad de cada una de las zonas correspondientes a 
cada uno de los diagramas trazados. A pesar de ello, en la mayoría de las apli
caciones prácticas resulta mucho más útil ima técnica frecuencial, ya sea para el 
anáhsis como para la optimización y el diseño. Con la técnica utilizada, sólo se 
podrá tener una idea del régimen al que tiende el circuito en algimos casos concre
tos, pero que abarcan la práctica totalidad de las situaciones que habitualmente 
se desean en un circuito. 

Suele ser de especial interés el comportamiento del circuito ante variaciones 
de la señal del generador externo, tanto en amplitud como en frecuencia. Por ello, 
se ha centrado el estudio en estos parámetros a la hora de evaluar la potencia y 
robustez de la herramienta utilizada. 
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Capítulo 4- Estabilidad Global: Diagramas de bifurcación 

4.1. Método de continuación 

Como ya se ha comentado en la introducción anterior, la técnica utilizada 
para trazar los diagramas de bifurcación combina el balance armónico, el método 
de continuación y la sonda de medida. Se ha caracterizado regímenes de funcio
namiento periódicos, cuasiperiódicos de dos y tres frecuencias base, por lo que es 
necesario incorporar el concepto de frecuencia descriptiva. 

La ecuación de balance armónico combinada con la sonda de medida permite 
obtener las soluciones estacionarias del circuito, según se vio en la sección 2.5: 

Hs {Asi,As2, Woi,Wo2, (f>si, (t>sn) = O (4.1) 

La ecuación (4.1) refleja la existencia de dos sondas en el circuito. A partir 
de ella, fijando las diferentes condiciones que se debe imponer a los parámetros 
de cada una de las sondas, para cada uno de los diferentes regímenes de funcio
namiento, se tiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. Por 
ejemplo, si se quisiera obtener la solución para un régimen cuasiperiódico, se 
igualaría las fases a cero, quedando como incógnitas la amplitud y frecuencia de 
cada una de las diferentes sondas. 

Por tanto, independientemente de las condiciones que fijen el régimen de fun
cionamiento, la ecuación (4.1) puede ponerse de forma general como: 

^.(Cl,C2,C3,C4)=0 (4.2) 

El conjunto de soluciones en fimción de un parámetro 77 debe cumplir asimismo 
la ecuación de balance armónico: 

^.(Ci,C2,C3,C4,r7) = 0 (4.3) 

Así, es posible trazar la respuesta del circuito en función del parámetro elegido, 
77. Para el trazado de la misma, se ha seguido el método propuesto por Hente y 
Jansen [1] que se compone de dos etapas: predicción y corrección. 

En la fase de predicción, se parte del conocimiento de una solución correspon
diente a un valor r}i . Éste debe ser calculado en una zona donde la convergencia 
no resulte problemática. Por ejemplo, si el parámetro a variar es la amplitud del 
generador, se puede elegir un valor que asegure un régimen de pequeña señal y 
por lo tanto, se puede utilizar la teoría general de cuadripolos para obtener una 
solución inicial. A partir de la tangente en dicho pimto, se realiza una estimación 
de la siguiente solución, rjij^i- Posteriormente, en la fase de corrección, se realiza 
un ajuste fino de la misma a partir de un método Newton-Raphson. 
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4.1. Método de continuación 

A continuación, se detalla el procedimiento seguido en este trabajo y se añade 
aquellos aspectos que han sido incorporados en el algoritmo de obtención de las 
soluciones. 

Predicción 

Supuesta conocida la solución F^ = {Ci,CLCf>Cf} Para un valor dado r/̂ , si 
se incrementa dicho valor un A77, la nueva solución debe cumplir: 

r¡P+^ = rf + Ar) 
pp+l _ pp _|_ A p 

siendo Ar = [ACi, AC2, ACs, AC4]* 

AF se determina a partir de la pendiente de la recta tangente a la solución 
conocida. Eligiendo un paso Ar) suficientemente pequeño, se puede realizar un 
desarrollo en serie de Taylor alrededor de la solución y truncar a partir de la 
primera derivada. Por tanto, 

dHP 
gp+i (pp+î  ^p+i) ^ fjp (pp̂  ^ ) ^ J3(^)AF + - ^ A r ? = O (4.5) 

donde Js{if) es el jacobiano de la sonda evaluado en el punto rj ,̂ dado por la 
ecuación (2.50) y, 

dHi 
dr] '-mH'it^mH dm, s2 

dr] 
(4.6) 

Puesto que el punto p-ésimo es solución del circuito, H^ = 0. Por tanto, a 
partir de la ecuación 4.5 se calcula los incrementos de la ecuación (4.4) en función 
de Ar]: 

AT = ~[Jsirf)]-'?^Ar, (4.7) 

Sin embargo, en las proximidades de puntos singulares del jacobiano de la 
sonda, los incrementos calculados seréin excesivamente altos, y por ende, no vá
lidos. Para superar este inconveniente, se realiza un cambio de la variable de 
continuación antes de llegar a dicha situación [6], es decir, se elige como variable 
de continuación alguno de los parámetros de la sonda. 

62 



Capítulo 4- Estabilidad Global: Diagramas de bifurcación 

La variable de continuación será aquella que posea un incremento norma
lizado menor, puesto que ésta proporcionará incrementos menores en el res
to de las variables y, por tanto, la fase de corrección tendrá menos proble
mas de convergencia. Es decir, si se define el vector de normalización como 
Tnorm = [Cinormí C2norm) Csnorm, C4no7-7n]) la Variable de coutinuación Será aquella 
que cumpla: 

mmimo 
Ar Ar} 

norm 'Inorm Vn 
(4.8) 

Por ejemplo, si el mínimo fuese A(i/(inorm^ la variable de continuación sería 
Ci. Por tanto, los incrementos restantes pueden ser calculados a partir de la inversa 
del jacobiano: 

Arj • 

AC2 
AC3 

L AC4 J 

dHP dHP dHP dHP 

dv ' dC2 ' aCs ' aC4 

- 1 

(4.9) 

Una vez determinado el incremento de todas las variables, se continúa con el 
proceso de corrección. 

Corrección 

Se parte de los valores obtenidos en la etapa de predicción y usando un 
Newton-Raphson se optimiza los valores hasta cumplir la condición de balan
ce armónico. En este proceso permanece constante la variable o parámetro de 
continuación, por ejemplo, Ci en la ecuación (4.9). En cada iteración se hará uso 
del jacobiano correspondiente para obtener el siguiente valor de optimización: 

[Tf+l 1 
S2 

S,3 
/-P+1 
S4 

r ^ l 
c? 
AP 
S3 

. S,4 J 

dHl dHl dHl_ dHl i - i 

m (4.10) 

Las derivadas pueden ser obtenidas nmnéricamente a partir de dos o tres pun
tos. En el caso de tres puntos la convergencia es más robusta y el aspecto del 
determinante del jacobiano es más homogéneo, es decir, se reducen las disconti
nuidades por errores de cálculo. En el algoritmo implementado puede calcularse 
las derivadas con tres puntos cuando existan problemas de convergencia. 
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4.2. Análisis de Bifurcaciones mediante sondas de 
medida. 

Seguidamente, se detallará el conjunto de bifurcaciones que serán utilizadas 
a lo largo del presente trabajo y que permiten caracterizar la mayoría de los 
comportamientos requeridos por un circuito. 

4.2.1. Régimen periódico 

Se parte de las ecuaciones de balance armónico y sonda descritas en la sección 
2.5 y se añade el parámetro de continuación, ry. 

H {X, T)) = [Ax^]X - [Ay^] Y {x) - [Af] G = O ^^^^^ 
Hs{X,As,Ws,(l)s,'n) = {) 

Al igual que se hizo en dicha sección, el sistema se resuelve introduciendo la 
ecuación de balance armónico en la ecuación de no perturbación de la sonda de 
medida, por tanto, es posible expresar el sistema como: 

Hs{X {As, Ws, (})s, v), A,Ws, <t>s, v) = Hs {As, Ws, <í>s, ^) = Ó (4.12) 

Las variables de la sonda cumplen diferentes condiciones para cada tipo de 
bifurcación dependiendo de si existe, o no, señal de inyección. 

4.2.1.1. Bifurcación de Hopf en régimen autónomo libre 

Una bifurcación de este tipo se corresponde con la aparición o extinción de 
una componente autónoma u oscilación. Se pasa de un régimen de DC a periódico 
o viceversa. Esta bifurcación es continua en el punto de bifurcación, es decir, la 
amplitud de la oscilación tiende a cero a medida que rj se aproxima a dicho valor. 
Por lo tanto, se puede asignar a la amplitud de la sonda un valor muy pequeño, e, y 
fijar la fase arbitrariamente, por ejemplo cero, quedando así el sistema totalmente 
determinado. 

Hs{As,Wo,<ps,Vo) = 0 
<í)s = 0 (4.13) 
As = e 

La precisión del valor 770 calculado dependerá de lo pequeño que sea e. 
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4.2.1.2. Punto de retorno en régimen autónomo libre 

Éste se corresponde normalmente con fenómenos de histéresis y pérdida de 
sincronización que llevan a un régimen cuasiperiódico (bifurcación tipo D [7]). 
Como puede verse en la figura 4.1, en un punto de retorno la derivada del pará
metro de la sonda respecto al parámetro de continuación 77 se hace infinita. Por 
tanto, es posible detectarlas imponiendo dicha condición en la ecuación (4.7). Con 
ello, se deduce que el determinante de la matriz jacobiana de la sonda de medida 
debe ser cero en el punto de retorno: 

det[Js ivo)] = O (4.14) 

Figura 4-1'- Variación del parámetro de la sonda en función del parámetro 
de continuación. Punto de retorno. 

Luego, el sistema de ecuaciones que permite obtener la amphtud Agj la fre
cuencia de oscilación Wo y el valor 770, para los que se tiene voa. punto de retorno, 
es: 

Hs{As,'WoAs,'no) = 0 
<̂ , = 0 

det[Js (r?o)] = O 
(4.15) 
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4.2.1.3. Régimen inyectado síncrono 

La señal inyectada y la autónoma son conmensuradas, es decir, Wo = nwiny/m 
{myn enteros). Por lo que los sistemas de ecuaciones (4.16) y (4.17) proporcionan 
los valores de 770 que originan la aparición o extinción de Wo (bifurcación tipo I 
[7]) y el punto de retorno, respectivamente. 

Hs{As,Wo,(l)s,Vo) = 0 
Wo = nWiny/m 

A., = e 
(4.16) 

Hs{As,Wo,(l>s,Vo) = 0 
Wo = nwiny/m 
det[Js (7?o)] = O 

(4.17) 

En la figura 4.2 se ha trazado la elipse de sincronismo del circuito de la 
figura 2.1 cuando se inyecta una señal de amplitud Ig = 0,01 >1. En los tramos 
superior e inferior de la misma el programa toma como parámetro de continuación 
la firecuencia de entrada, mientras que en las zonas próximas a los puntos de 
retorno cambia la variable de continuación por la amplitud de la sonda. Se puede 
comprobar que, efectivamente, el determinante del jacobiano de la sonda se anula 
para dichos puntos. Un análisis de estabilidad determinaría que sólo la zona 
superior comprendida entre ambas bifurcaciones es estable. 

0.995 0.9955 0.996 0.9965 

Frecuencia (GHz) 
0.995 0.9955 0.996 0.9965 

Frecuencia (GHz) 

(a) (h) 

Figura 4-2: Punto de retorno en régimen periódico inyectado, a) Amplitud 
de la sonda, b) Determinante del jacobiano de la sonda . 
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4.2.2. Régimen cuasiperiódico de dos frecuencias base 

Este régimen contiene una señal autónoma o frecuencia de oscilación Wo, y 
una componente externa Winy, por tanto: 

Hs{As,Wo,(¡>s,v) = 0 fAio\ 

4.2.2.1. Bifurcación de Hopf 

Se corresponde con la extinción o aparición de una componente autónoma no 
conmensurada con la externa, es decir, Wo ^ nWiny/m. El valor para el que se 
produce dicha bifiurcación puede ser obtenido con el mismo sistema de ecuaciones 
utilizado en régimen periódico (4.13), pero haciendo uso de una base de dos 
frecuencias en el cálculo de los coeficientes de la FS (sección 2.4.3.3). 

La aparición se produce a partir de un régimen periódico y la extinción desde 
uno cuasiperiódico. Si dicho régimen periódico es síncrono, la frecuencia autóno
ma tenderá al valor nWiny/m en las proximidades de la bifurcación. 

Para determinar si el circuito pasa a un régimen periódico síncrono desde un 
régimen cuasiperiódico, se introduce un nuevo parámetro denominado número de 
rotación [8], que se define como la relación entre la frecuencia de inyección y la 
de oscilación. 

r(77 ) = ^ í ^ (4.19) 
Wo 

Si el número de rotación tiende a im número racional significará que la solu
ción cuasiperiódica tiende a un régimen síncrono. En caso de tender a soluciones 
síncronas, no será posible obtener la solución 770 con exactitud, puesto que la ma
triz jacobiana en dicho punto es singular. Éste y otros aspectos relacionados con 
la precisión de las soluciones del diagrama serán vistos en la sección 4.2.2.3. 

En la figura 4.3 se muestra dos posibles soluciones del circuito de la figmra 
2.1 en régimen cuasiperiódico de dos frecuencias base cuando la señal de entrada 
es Ig = 0,01 A. En la figura (a) la frecuencia de oscilación está alrededor de 
1,004 Gífz, mientras que en la (b) se encuentra alrededor de Q,^9QGHz. En la 
primera curva puede apreciarse claramente la bifurcación de Hopf, puesto que el 
valor de amplitud está muy próximo a cero, sin embargo, eso no ocurre con la 
segunda. En cuanto al número de rotación, en la primera curva toma un valor 
relativamente elevado, 1,0047, indicando con ello que la oscilación no tiende a 
sincronizar con la señal del generador externo, por contra, el valor 1,00029 de la 
segunda puede considerarse un valor suficientemente próximo a 1, señal de que 
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la oscilación tiende a sincronizar con el generador externo. De hecho, ésta es la 
razón por la que no se puede obtener con precisión el valor en el que se produce 
la bifurcación, como se comentó con anterioridad. 

4.2.2.2. Punto de retorno 

Al igual que para la bifurcación de Hopf, el sistema de ecuaciones es análogo al 
caso periódico (4.15) pero utilizando una base de dos frecuencias. Esta bifurcación 
se puede observar en la figura 4.3 (a). La solución es estable para una frecuencia 
de entrada de 0,9M GHz y deja de serlo a partir del primer punto de retorno 
situado en 0,9969 GHz. 

1.6 

ro.8 

Sonda \ 

Generad(x ^____-—' 

. . - • ^ ^ i r=1.0047 i 

^_|_J> 
\ ^ 

^ ^ ^ ^ : 

: Hopf í \ 

0.994 0.995 0.996 0.997 
Frecuencia (GHz) 

0.998 0.9942 O.S 
Frecuencia (GHz) 

0.5946 

(a) (b) 

Figura 4-3: Bifurcaciones en régimen cuasiperiódico de dos frecuencias base 
a) bifurcación de Hopf y punto de retorno, b) Punto de sincro
nización. 

4.2.2.3. Acerca de la precisión de las soluciones cuasiperiódicas. 

Si el circuito se aproxima a un régimen periódico sincronizado como el reflejado 
en la figura 4.4, el número de componentes espectrales aumenta desaforadamente. 
Por lo tanto, el orden de no linealidad, ni, debe aumentar conforme el generador 
de entrada se aproxima a la oscilación del circuito. 

Los diagramas de bifurcación obtenidos para diferentes ordenes de no hneali-
dad muestran que para valores bajos, nl=3 y nZ=5, las soluciones atraviesan la 
región periódica o zona sincronizada. Incluso para nl=7, sobrepasa ligeramente 
el límite que separa ambas regiones, que no es otro que un punto de retorno en 
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1.8 

1.6 

^ 1 . 4 

1.2-

0.8 
1.0045 

1 

~ ^ 

Periódico 

nl=3 _ _ . - : - - ' 

1/ 
nl=5 ^ ^ _ ^ , ^ 

r 

: Cuasíperíódico 

- = : S = S = S ^ ^ 

' ' ' / y '• 

/í 
,1 ••- nl=31 
' ' : r=1.00354321 

'-
/ ' • nl=7 

: r=1.006985 

1.005 1.0055 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.006 

Figura 4-4•' Diagramas de bifurcación en las proximidades del sincronismo 
en función de ni. Frecuencia autónoma próxima a 1,005 GHz. 

régimen periódico. A partir de este valor las soluciones comienzan a tener cierta 
precisión. La figura 4.5 muestra los espectros para nl=7 y 31 en las proximidades 
de la sincronización, poniendo de manifiesto la necesidad de aumentar el número 
de componentes espectrales si se requiere mayor precisión de las soluciones. 

1 * 

1.2Í 

1 

20.8 

?o.ah 

wg= 1.005104155 As= 0.8670588541 ws= 1.004792421 W9= 1.005202284 As= 1.06S703895WS= 1.004846247 

O' 
0.998 1.002 1.004 1.006 1.008 1.01 1.012 

Frecuencia del generador (GHz) 

>0.6 

0.4 

0.2 n'jí znzz ' 
1 1.002 1.004 1.00E 1.008 1.01 1.012 

Frecuencia del generador (GHz) 

(a) (b) 

Figura 4-5: Espectros de las señales en las proximidades del sincronismo, 
a) ni = 7. b) ni = 31. 
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Por razones análogas, a medida que aumenta el orden de no linealidad, el 
número de rotación se aproximará a 1. En cualquier caso, siempre se tendrá la 
limitación que impone la singularidad del jacobiano de la ecuación de balance 
armónico en las proximidades de la sincronización. 

En la figura 4.6 se observa cómo aumenta el determinante del jacobiano de la 
sonda a medida que el número de rotación se aproxima a 1. 

.x10 
•10 

4 -

3 -
(0 

•o 
2 -

-' -"! 

- - ^ 

1 

t 

clet[Js] 

~" ~ - -

j 

~ - ~ _ ^ 

( 

._̂^ 1 
-̂̂  , 

u 1 

r 
1.0015 

- 1.0010 

1.0005 

1.0000 

o 
0.994 0.9941 0.9942 0.9943 0.9944 0.9945 

Frecuencia del generador (GHz) 

0.9946 

Figura 4-6: Determinante del jacobiano y número de rotación en las pro
ximidades de sincronización. Frecuencia autónoma próxima a 
0,9MQ GHz. 

La figura 4.7 muestra el espectro en un punto lejano al sincronismo y otro 
muy cercano. En las cercanías del sincronismo se aprecia que a pesar de utilizar 
ní=31, es posible asegurar que la precisión del espectro es tan sólo aceptable. 
Este aspecto puede ser observado a través de una doble vía. En primer lugar, 
se puede aumentar el orden y obtener el valor a partir del cual las soluciones 
divergen. También, es posible observar el diagrama de Nyquist y apreciar que no 
se cierra, señal clara de que se debe aumentar el número de componentes. 
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Por último, en el diagrama de bifurcación representado en la figura 4.8 se apre
cia el efecto que tiene aumentar el número de componentes del vector de índices 
de portadora, m (sección 2.4.3.4). Para el circuito de la figura 2.1, si se considera 
las componentes alrededor del fundamental, m = {0,1}, el error es pequeño; a 
partir de la tercera componente, m = {0,1,3}, el error es prácticamente nulo. 

Fg=0.994 GHz 

1.21-

0,J 
; . ; f 

Frecuencia autónoma 
• • ^ 0.9952Ó471 GHz 

\ -

1 , i , 
0.992 0.996 

Frecuencia (GHz) 

1.2 
Fg=0.9945190361 GHz 

>. 
- 0 . 6 ! 

. ; , , , t ;l 

: Frecuenaa autónoma 
^ ^ 0.9949322745 GHz 

í 1 >! 
0.994 0.996 

Frecuencia (GHz) 

(a) (b) 

8r 
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4 -

C5 2 -
-a 
O 
S oh 
o> 
<G 

^-2Y 

Fg= 0.994 GHz Fg= 0.9945190361 GHz 

4 6 8 
Real(det[J]) 

10 12 2 4 6 
Real(det[J]) 

(c) (d) 

Figura J^.l: Precisión de las soluciones con nZ=31. a) Espectro de solución 
relativamente alejada del sincronismo, b) Espectro de solución 
cercana al sincronismo, c) Diagrama de Nyquist de la solución 
a), d) Diagrama de Nyquist de la solución b). 
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Ig=0.01 A nl=9 
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1.7-

,̂1.5-
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1 J í / K+l i . LP,1 ^~' 

1 j / k+l = 0 9 0 000 0 

' 0 / : 
• 1 1 1 

1.005 1.0052 1.0054 1.0056 1.0058 1.006 

Frecuencia del Generador (GHz) 

Figura 4-8: Diagramas de bifurcación para m = {0,1,2,3, ... ,8,9}, 
m = {0,1} y m = {0,1,3}, cuando la señal de entrada es 
Ig = 0,01 A Y ni = 9. 

4.2.3. Régimen cuasiperiódico de tres frecuencias base 

Este régimen contiene dos componentes autónomas o frecuencias de oscilación 
Woi y 1̂ 02, y otra componente externa Winy, por tanto: 

Hs {Asi, As2,Wol,Wo2, (l^sl, (I>sl2,'n) = O 

<l>si = 4>si = o 
(4.20) 

El sistema de ecuaciones se resuelve usando una base de tres frecuencias en el 
cálculo de los coeficientes de la FS (sección 2.4.3.3). 

4.2.3.1. Bifurcación de Hopf 

Referida a la extinción o aparición de cualquiera de las dos componentes 
autónomas existentes. El sistema de ecuaciones sería: 
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0.1 = <?5'.i = O (4.21) 
Asi = e 

Se ha introducido una sonda por cada frecuencia autónoma que posee el cir
cuito, por tanto, la condición Hg = O contiene dos ecuaciones en parte real e 
imaginaria, correspondiendo con cada una de las sondas. La bifurcación de Hopf 
asociada a la otra sonda se formularía en los mismos términos. 

4.2.3.2. Punto de retorno 

Siguen siendo válidos los criterios aplicados para el caso de ima sonda, por 
ello, las ecuaciones que permiten obtener el valor para el que se produce dicha 
bifurcación son: 

Hs {Asi,As2, 'Woi,Wo2, 4>sU 4>sn, Vo) = O 
0.1 = 031 = O (4.22) 

det[Js (770)] = O 

Las figuras 4.9 y 4.10 representan un punto de retorno del circuito de la figura 
2.1 cuando se inyecta la señal en la banda de frecuencias situada entre las dos 
oscilaciones autónomas estables que posee dicho circuito. Se ha representado la 
variación de la amplitud y de la frecuencia de cada una de las oscilaciones, así 
como la variación de la amphtud del generador en la salida del circuito. Puede 
apreciarse que el trabado del determinante del jacobiano de la sonda es bastante 
homogéneo y presenta un cruce por cero en el punto de retorno. 

Para el mismo, se ha utilizado una base de frecuencias calculada para una no 
linealidad ni = 5, claramente insuficiente pero que da muestra de las posibilidades 
que ofrece el procedimiento propuesto. 

4.3. Diagramas de bifurcación: Ejemplos 

Los diagramas de bifurcación mostrados a continuación han sido obtenidos a 
partir del circuito de la figura 2.1 y tomando como parámetro de continuación la 
amplitud o la frecuencia del generador de entrada. Se ha elegido los bornes del 
dispositivo no lineal para la conexión de la sonda y toma de la señal de salida. 

La figura 4.11 representa el diagrama de bifurcaciones en régimen periódico 
cuando la amplitud de entrada es Ig = 0,012 A. Se observa que las elipses de sin
cronismo correspondientes a cada una de las oscilaciones que presenta el circuito, 
se han abierto y, por tanto, la respuesta puede ser obtenida de im solo trazo a 
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Figura 4-9: Bifurcaciones en régimen cuasiperiódico de tres frecuencias ba
se. Señal de salida del circuito 2.1 cuando Ig = 0,01 A. a) Am
plitud de la oscilación baja, b) Amplitud de la oscilación alta, 
c) Amplitud del generador. 
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0.9996 0.9997 
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Figura 4-iO: Bifurcaciones en régimen cuasiperiódico de tres frecuencias 
base. Señal de salida del circuito 2.1 cuando 7^ = 0,01 A. 
a) Frecuencia de la oscilación baja, b) Frecuencia de la oscila
ción alta, c) Determinante del jacobiano de la sonda. 

partir de una frecuencia suficientemente alejada de la zona de interés. Se aprecia 
que los nulos del determinante del jacobiano de la sonda coinciden con los puntos 
de retorno del diagrama. 

Esta curva refleja claramente la limitación que tiene trazar un diagrama desde 
el dominio de la frecuencia. Puesto que la parte superior de cada una de las dos 
elipses de sincronismo es estable (un análisis detallado se realizará en el tema 
siguiente), cabe esperar que al unirse mantengan la estabilidad entre los puntos de 
retorno a y b, que se corresponden con una frecuencia de entrada fg = 0,9964 GHz 
y fg = 1,0049 GHz, respectivamente. Sin embargo, se verá que una bifurcación 
de Hopf obtenida desde el régimen cuasiperiódico delimitará el margen real de 
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Figura 4-ÍÍ: Diagramas de bifurcación del circuito de la figura 2.1 para una 
señal de entrada Ig = 0,012>1. Régimen periódico, a) Amplitud 
de la sonda, b) Fase de la sonda, c) Determinante del jacobia-
no de la sonda, d) Amplitud de la componente del generador 
externo. 

estabilidad que posee el diagrama trazado desde el régimen periódico. 

La figura 4.12 muestra un diagrama trazado en régimen cuasiperiódico para 
una amplitud del generador Ig = 0,2 A. En este caso, el parámetro de barrido 
elegido es la frecuencia del generador externo y el circuito presenta una oscilación 
estable alrededor de 1,005 GHz. 

Hay que resaltar que para una fg — 1,0136 (?iÍ2; el circuito tiende hacia una 
situación de sincronismo, puesto que en ese pimto, el número de rotación está 
próximo a 1 (r = 1,0079) y la amplitud del generador aumenta considerable-
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4.3. Diagramas de bifurcación: Ejemplos 

1.0U 1.015 1.016 1.017 1.018 1.019 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.014 1.015 1.016 1.017 1.018 1.01S 
Frecuencia del generador (GHz) 

(a) (b) 

1.014 1.015 1.016 1.017 1.018 1.019 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.014 1.015 1.016 1.017 1.018 1.019 
Frecuencia del generador (GHz) 

(c) (d) 

Figura 4.12: Diagramas de bifurcación del circuito de la figura 2.1 para 
una señal de entrada Ig = 0,2 A. Régimen cuasiperiódico de 
dos frecuencias base, a) Amplitud de la sonda, b) Frecuencia 
de la sonda, c) Determinante del jacobiano de la sonda, 
d) Amplitud de la componente del generador externo. 

mente. Sin embargo, en el punto en el que se produce la bifurcación de Hopf, 
fg ~ 1,013 GHz, el valor del número de rotación no es indicativo de que tal cir
cunstancia se produzca, r = 1,0073. Un trazado del régimen periódico pondría de 
manifiesto que realmente el circuito tiende hacia una solución multiplicativa, es 
decir, la respuesta de im circuito inyectado que no posee componente autónoma 
alguna. 

La figura 4.13 muestra el diagrama de bifurcación trazado en régimen cua
siperiódico para una frecuencia del generador fg — 1,013 GHz. El parámetro 
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Capítulo 4- Estabilidad Global: Diagramas de bifurcación 

0.05 0.1 0.15 02 
Amplitud del generador (A) 

005 0.1 Oís 0 2 
Amplitud del generador (A) 

(a) (b) 

0.05 0.1 0.15 0.2 
Amplitud del generador (A) 

0.05 0.1 0.15 02 
Amplitud del generador (A) 

(c) (d) 

Figura 4-13: Diagramas de bifurcación del circuito de la figura 2.1 para una 
señal de entrada fg = 1,013 GHz. Régimen cuasiperiódico de 
dos frecuencias base, a) Amplitud de la sonda, b) Frecuencia 
de la sonda, c) Determinante del jacobiano de la sonda, 
d) Amplitud de la componente del generador externo. 

de barrido elegido es la amplitud del generador externo y el circuito presenta 
una oscilación estable alrededor de 1,005 Gií2. La frecuencia del generador es 
muy próxima al valor para el que se tenía una bifurcación de Hopf en el ejem
plo anterior. Por tanto, cabe esperar que la amplitud del generador que extingue 
la oscilación coincida con el valor escogido para trazar dicho diagrama, como 
efectivamente se puede constatar en la gráfica (a). Al barrer en amplitud del ge
nerador, el diagrama presenta un comportamiento similar al obtenido al barrer 
en frecuencia, es decir, amago de búsqueda de sincronismo para una amplitud de 
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Capítulo 5 

Estudio de sincronías en circuitos 
de doble resonancia 

Existe muy poca bibliografía sobre circuitos que puedan presentar dos oscila
ciones estables y ninguna sobre posibles aplicaciones prácticas de dichos circuitos. 
Probablemente sea debido a la dificultad que entraña el análisis de este tipo de 
circuitos, así como a la alta probabilidad de que entren en régimen caótico una 
vez diseñado. 

Como ya se comentó en la introducción de la presente tesis, un circuito que 
presenta dicho comportamiento fue propuesto por Kurokawa [1] en 1969. Poste
riormente, fíie utiUzado por Calandra y Sommariva [2] en 1981, con niveles de 
señal de inyección demasiado elevados, por lo que la curva del diagrama de bi
furcaciones era simple. Finalmente, Morales [3] en 1996 traza los diagramas de 
bifurcación en régimen periódico, sin entrar en detalles sobre la estabilidad, pero 
refleja la existencia de dos oscilaciones estables. 

En este capítulo se realizará un análisis de dicho circuito, poniendo de mani
fiesto alguno de los diferentes regímenes de funcionamiento que puede presentar. 
Para ello, se utilizará todas las técnicas temporales y frecuenciales que han si
do expuestas en los capítulos previos. Se ha utilizado el conjunto de programas 
desarrollados para tal fin [4], así como el software comercial ADS© (Advanced 
Design System) de Agilent [5] para el análisis con envolvente compleja. 

Hay que reseñar algunos aspectos del balance armónico de ADS©, que justi
fican la necesidad de implementar gran parte de los algoritmos propuestos para 
el análisis: 

La rotación de parámetros en puntos singulares debe ser realizada a mano 
y en muchas ocasiones, esos cambios producen problemas de convergencia 
que hacen imposible continuar con el trazado. 
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• La convergencia es especialmente pésima, o nula en muchos casos, cuando 
la amplitud de la sonda es pequeña o aumenta mínimamente el orden de no 
linealidad requerido, máxime cuando se emplean regímenes cuasiperiódicos. 

• A todo lo anterior, hay que sumar el excesivo tiempo de simulación reque
rido, aun cuando los diagramas no fueran especialmente complejos. 

• Si el Q del circuito es alto, como es el caso original que nos ocupa, todos 
estos males aumentan y hacen poco operativo el uso del mismo. 

A pesar de estos inconvenientes, no se puede obviar su tremenda utilidad en el 
diseño de circuitos, como se verá en el capítulo siguiente. 

El circuito de partida, es el de la figura 2.1, con los parámetros propuestos 
por Calandra y Sommariva [2]. Se repite el circuito y sus valores en la figura 5.1 
y en la ecuación (5.1) en función de fi, f2, QiY Q2-

Este circuito servirá para comprobar la bondad de los algoritmos desarrollados 
y mostrar las posibilidades que ofrece un circuito de esta naturaleza, dejando 
entrever las diferentes aplicaciones que puede tener. Esto es posible gracias al 
fácil manejo e interpretación de las bifurcaciones, que permite la técnica de la 
sonda de medida o generador auxiüar. 

c, 1-1 
+ , Ín, = f{Vi) 

Figura 5.1: Circuito propuesto por Kurokawa con los valores usados por 
Calandra y Sommaxiva. 

L2W2 

OÍ =-0 ,03 ^ / V ai = 0,01 A/V î o = 50 Q 

f{vi) = aivi^-azv\ 

(5.1) 
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Capítulo 5. Estudio de sincronías en circuitos de doble resonancia 

En la mayoría de los análisis realizados al circuito / i = /s = 1 GHz , por lo 
que Qi y Q2 serán los valores que fijen el comportamiento del mismo. El circuito 
presenta una oscilación si Qi> Q2J tres oscilaciones si Qi < Q2- Por lo tanto, 
será esta última condición la que se imponga al circuito si, como se desea, se 
pretende analizar un circuito que pueda oscilar a más de una frecuencia estable. 

5.1. Estabilidad de las oscilaciones 

En primer lugar, se representa la admitancia vista por el dispositivo no lineal 
(figura 5.2) cuando <5i = 50 y Q2 = 200. La parte imaginaria de la admitancia se 
anula para tres frecuencias que se corresponden con las posibles oscilaciones del 
circuito. 

Un análisis del circuito en régimen no lineal, permite precisar dichos valores 
y un posterior estudio de estabilidad local a partir de los diagramas de Nyquist, 
indica que las dos externas son estables, mientras que la interna es inestable 
(figura 5.3). 

0.06 
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.« 0.02-
o 
c 

I 0̂  
< 
• 

(O 
E -0.02 • 

-0.04 -

-0.06 

1 1 

\ ;f 1=995.7 MHz 

^XZl-
/^r / i f 2=1004 MHz 

-

f3=:1000MH2 

\ 

—> 

i 

0.005 0.01 0.015 
Real[Admitancia] 

0.02 

Figura 5.2: Admitancia del circuito 5.1 cuando Qi = 50 y (̂ 2 = 200. 

El diagrama de la solución inestable corta el eje real negativo en 
/el = 0,0045 GHz, por lo que cabe esperar que la oscilación estable se encuentre 
sobre foz^fci Y que el régimen sea cuasiperiódico de dos frecuencias base, aspecto 
que será comprobado más adelante. 
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5.1. Estabilidad de las oscilaciones 

Real(det[J]) 
2 3 4 5 
Real(det[Jl) 

(a) (h) (c) 

Figura 5.3: Diagramas de Nyquist de las soluciones periódicas del circuito 
5.1. a) foi = 0,996 GHz. b) U = 1,0 GHz. c) U = 1,004 GHz. 

En la figura 5.4 se observa la representación en el plano de fase de los ciclos 
límite correspondientes a cada una de las oscilaciones. En la gráfica b) quedan 
reflejadas las cuencas de atracción de cada una de las soluciones estables en el 
plano Vi, V2. En función de las condiciones iniciales, el circuito se decantará por 
una u otra oscilación. La zona sombreada se corresponde con aquellas condiciones 
iniciales que conducen al circuito hacia la oscilación superior, foi = 1,004 Gií2;. 

Puede apreciarse que el punto [Vi = 0,1̂ 2 = 0) corresponde a la cuenca 
de atracción de la oscilación inferior, por lo que será dicha oscilación la que se 
manifieste cuando el circuito se encuentre en situación de reposo. 
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\ / \ / i \ > / l . 0 G H 2 
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V(1)(V) 

10 

(a) (b) 

Figura 5.4: Representación temporal de las oscilaciones del circuito 5.1. 
a) Ciclos límite de las oscilaciones, b) Cuencas de atracción en 
el plano Vi, V2 . 
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Capítulo 5. Estudio de sincronías en circuitos de doble resonancia 

5.2. Diagramas de bifurcación en régimen 
periódico y cuasiperiódico 

En la figura 5.5 se representa el diagrama de bifurcaciones para régimen pe
riódico y cuasiperiódico de dos frecuencias base cuando la amplitud de entrada 
es/g = 0,004^. 

0.992 0.994 0.996 0.998 1 1.002 1.004 1.006 1.008 
Frecuencia del generador (GHz) 

Figura 5.5: Diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 en régimen periódico 
y cuasiperiódico para Ig = 0,004 A. 

El tramo (g) se corresponde con la solución multiplicativa, es decir, ausencia 
de oscilación. El diagrama de Nyquist (figura 5.6, (a)) confirma la inestabilidad 
de dichas soluciones. Asimismo, la elipse de sincronismo (f) asociada a la oscila
ción no estable de 1 GHz, es inestable. El resto de los tramos calculados en sus 
respectivos regímenes son estables. 

Para fg = 0,992 GHz la solución cuasiperiódica formada por la mezcla de la 
oscilación estable inferior (foi = 0,996 GHz) y la señal de entrada, es estable. Se 
continúa por el trazo (a) hasta llegar al punto (b) en el que se produce sincroni
zación con la señal de oscilación. En este punto la amplitud de la oscilación se 
extingue y aumenta la amplitud de la componente del generador, cuya frecuencia 
tiende a igualarse con la anterior. 

Al aumentar la frecuencia de entrada se recorre la parte superior de la elipse 
de sincronismo, del punto (c) al punto (d). A partir del punto de retorno de la 
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5.2. Diagrama de bifurcación en régimen periódico y cuasiperiódico 

Fg=1.000GH2 Fg=1.0000GH2 
Fg=1.0045 GHz 

o 10 20 30 
Real(det[J]) Heal(det[Jl) Real(detlJ]) 

1000 ISOO 

(a) (b) (c) 

Figura 5.6: Diagramas de Nyquist de las soluciones del circuito 5.1 cuando 
Ig = 0,004 A. a) Solución multiplicativa con fg = 1,000 GHz. 
b) Solución cuasiperiódica con fg = 1,000 GHz. c) Solución 
cuasiperiódica con fg = 1,0045 GHz. 

elipse, la solución cae hasta el punto (e) que se ha trazado desde un régimen cua
siperiódico. Finalmente, desde dicho punto hasta la frecuencia final del barrido, 
fg = 1,008 GHz, la solución cuasiperiódica es estable. 

Se ha obtenido los diagramas de Nyquist para el punto central del barrido, 
fg = 1,000 GHz y para un punto interior a la elipse de sincronización de la otra 
oscilación, fg = 1,0045 GHz, para confirmar la estabilidad del tramo (figura 5.6, 
(b) y (c)). Es decir, cuando se parte de una oscilación determinada, que dependerá 
de las condiciones iniciales del circuito, ésta no se extingue para valores pequeños 
de la amplitud de entrada. 

El comportamiento descrito anteriormente es manifestado igualmente por la 
otra oscilación. Por tanto, fuera de las elipses de sincronismo coexisten las solu
ciones cuasiperiódicas de ambas oscilaciones. 

A continuación, se traza el diagrama para Ig = 0,02 A (figura 5.7) en el que 
las elipses de sincronismo se han fundido y las soluciones cuasiperiódicas no atra
viesan la zona de sincronismo. Dos bifurcaciones de Hopf obtenidas a partir del 
régimen cuasiperiódico delimitan la estabilidad de la zona periódica. 

Para esta amplitud de entrada las elipses se han unido y el régimen periódico 
queda definido con un solo trazo. 

Se comienza el barrido con fg = 0,99 GHz donde la solución cuasiperiódica 
es estable, punto (a). En este caso, sólo es estable la solución que presenta la 
oscilación inferior (/<,! = 0,9%GHz). Al llegar al punto (b) se sincroniza con 
dicha oscilación y se sigue por un trajno trazado desde el régimen periódico, 
punto de retorno (c). Este último aspecto se pone de manifiesto a través del 
número de rotación correspondiente, r = 1,0005163 (figura 5.8(a)). 
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Capítulo 5. Estudio de sincronías en circuitos de doble resonancia 

cuasiperiódica 

^ cuasfpeti<idica , 

l »""*^ '» ^ ( penúdica 

1.5 

1 • 

0.5-

0.99 0.995 1 1.005 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.01 

Figura 5.7: Diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 en régimen periódico 
y cuasiperiódico para Ig = 0,02 A. 

Al aumentar la frecuencia se llega al punto (d), donde aparece una nueva 
componente autónoma debido a una bifurcación de Hopf obtenida desde el régi
men cuasiperiódico. En esta zona las dos posibles oscilaciones son estables, por 
lo que el transitorio determinará la aparición de una u otra. Cabe esperar que al 
aumentar la frecuencia se esté próximo a la cuenca de atracción de la inferior, y 
que sea ésta la que aparezca. 

Por tanto, el tramo estable es el (d-e-g) en régimen cuasiperiódico. En el punto 
(g), una nueva bifurcación de Hopf extingue la oscilación y se vuelve a recorrer la 
curva trazada desde el régimen periódico. La figura 5.8(b) muestra la variación 
del número de rotación en esta zona. 

En el punto de retorno (h), se vuelve a un régimen cuasiperiódico donde la 
frecuencia de oscilación es la superior, fo2 = 1,004 GiÍ2, puesto que es la única 
solución estable. 

En el diagrama de bifurcación anterior coexistían la solución síncrona y la 
cuasiperiódica de la otra oscilación. Sin embargo, para una amplitud de entrada 
mayor, como la utilizada en este último diagrama, desaparece la solución cua
siperiódica en las zonas de sincronismo. Por tanto. Si el circuito presenta una 
oscilación inicial, por ejemplo la inferior, existirá una amplitud de entrada para 
la que, inyectando en las proximidades de la oscilación superior, la primera se 
extinga. 
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5.2. Diagrama de bifurcación en régimen periódico y cuasiperiódico 
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Figura 5.8: Número de rotación para Ig = 0,02 A. a) Solución que lleva a 
una sincronización, b) Solución que lleva a una multiplicativa. 

De hecho, si se traza el diagrama de bifurcación en régimen cuasiperiódico pa
ra el punto central, fg = 1,000 GHz, tomando como parámetro de continuación 
la amplitud de entrada, existe un valor que garantiza la desaparición de la com
ponente autónoma en todo el rango comprendido entre los dos puntos de retorno 
(c) y (h). 

En la figura 5.9 se ha trazado dicho diagrama. Para Ig = 0,0 Ala amplitud 
de salida es la de oscilación, punto (a). En el tramo (a-b) se tiene un régimen 
cuasiperiódico estable formado por la señal de entrada y la autónoma correspon
diente, alta o baja, dependiendo de la oscilación que se tuviese en (a). Entre el 
punto de retorno (b) y el (c) la solución es inestable (se verá más adelante qué 
soluciones se tienen para ese rango). El tramo (c-d) vuelve a ser estable, donde 
se encuentra el punto solución correspondiente al diagrama anterior, Ig = 0,02 A. 
Por último, la bifurcación de Hopf aparece para Ig = 0,0273 A y a partir de es
te punto (e) la solución se obtiene desde im régimen periódico. En ese punto la 
autónoma se extingue y la componente del generador se iguala a la solución del 
régimen periódico. 

Un análisis transitorio muestra cómo, efectivamente, a partir de im determi
nado nivel de entrada (umbral de conmutación), desaparece la oscilación inicial-
mente establecida y aparece la componente inyectada. Al reducir de nuevo el nivel 
de señal, esta última oscilación permanece, como puede observarse en la figura 
5.10 que se comenta a continuación. 

En la gráfica (a), el circuito está inicialmente oscilando a 0,996 GHz. Al inyec
tar una señal de frecuencia l,004:GHz y amplitud 0,0204 A, aparece un régimen 
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Capítulo 5. Estudio de sincronías en circuitos de doble resonancia 

O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 
Amplitud del generador (A) 

Figura 5.9: Diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 en régimen periódico 
y cuasiperiódico para fg = 1,0 GHz. 

cuasiperiódico formado por la mezcla de la señal de entrada y la oscilación. Al 
suprimir dicha excitación, el circuito vuelve a oscilar a la frecuencia inicial. Si se 
aumenta ligeramente la amplitud, 0,0205 >1, gráfica (b), el circuito logra sincro
nizar a la frecuencia de la señal de entrada. Al suprimir la excitación, el circuito 
continúa oscilando en la frecuencia superior, 1,004 GHz. 

En este caso, el valor umbral es inferior al calculado en el diagrama de bi
furcación previo porque la señal de entrada tiene una frecuencia próxima a la de 
oscilación. 

5.3. Lenguas de Arnold 

Un análisis más completo de estabilidad, realizado tanto en régimen periódi
co como cuasiperiódico, permite caracterizar el comportamiento del circuito en 
régimen periódico. La figura 5.11 refleja los diagramas de bifurcación en régimen 
periódico y se destaca con trazo grueso la zona estable de cada uno de ellos. 
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5.3. Lenguas de Amold 

1 1.2 1.4 
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.004 GHz 

0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 
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Figura 5.10: Envolvente calculada a partir de un análisis transitorio cuando 
la señal de entrada es fg = 1,004 Giíz y la amplitud toma los 
siguientes valores: a) Ig = QA para ÍQ = Oms, Ig = 0,027 A 
para ío = 0,6 ms y /g = O A para ¿o = 1,5 ms. b)/g = O A para 
¿o = Oms, Ig = 0,028A para ío = 0,6ms y /^ = OA para 
ío = 1,5 ms. 

So.05 

1.005 1.01 1015 

Frecuencia del generador (GHz) 
1.02 

Figura 5.11: Diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 en régimen perió
dico. En trazo grueso aparecen las zonas estables. 
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Al unir los puntos de estabilidad de las diferentes elipses de sincronismo, es po
sible obtener las denominadas lenguas de Arnold [6]. Éstas quedan representadas 
en la figura 5.12. 

0.996 0.998 1 1.002 1.004 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.006 

Figura 5.12: Lenguas de Arnold obtenidas a partir de la figura 5.11. 

5.4. Diagrama de bifurcación inicial 

En la figura 5.13 se muestra el diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 
trazado desde régimen periódico y cuasiperiódico de dos frecuencias base. 

En el punto (a), que se corresponde con fg = 0,994(J/íz, el circuito presenta 
un régimen cuasiperiódico estable al existir la componente autónoma inferior, 
foi = 0,996 GÍÍ2;. Al aumentar la frecuencia hasta el punto (b), la señal pasa al 
punto de retorno de la elipse de sincronismo y continúa por (c) hasta el siguiente 
punto de retorno. A partir de dicho punto (d) la solución estable vuelve a ser la 
cuasiperiódica. Continúa por el punto (e) hasta el punto (f). El determinante del 
jacobiano no se hace cero, tiende a dicho valor pero no llega a alcanzarlo. Sin 
embargo, en los alrededores de dicho punto la solución deja de ser estable. 

Cuando se parte de fg = l,QQQGHz y la frecuencia autónoma es la superior, 
el recorrido es análogo, es decir, parte de 1, sincroniza, vuelve al régimen cuasi
periódico y deja de ser estable en esa especie de punto de retorno pero que no 
llega a definirse totalmente. 
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5.4- Diagrama de bifurcación inicial 

Puede observaxse que en el punto (a) también existe una solución cuasiperió-
dica con la frecuencia de oscilación superior, fo2 = 1,004 Giíz. Esta solución es 
estable hasta el primer punto de retorno que se encuentra. No está claro que la 
solución caiga sobre la cuasiperiódica cuya autónoma es foi — 0,996 GHz, pero 
al no encontrar soluciones estables con frecuencia de oscilación fo2 = 1,004 Gff2; 
en el tramo (d-e), no se puede dar otra explicación. 

En la zona central ninguna de las soluciones obtenidas es estable. Puede que 
en la misma exista un régimen caótico o una cuasiperiódica de dos autónomas. 
Esto último puede tener sentido puesto que el circuito tiene la capacidad de 
oscilar a dos frecuencias y por tanto, al inyectar en la zona central es posible que 
se manifiesten ambas conjuntamente. 

0.994 0.996 0.998 1 1.002 1.004 1.006 
Frecuencia del generador (GHz) 

Figura 5.13: Diagramas de bifrircación del circuito 5.1 cuando Ig = 0,01 A. 
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5.5. Estudio de la zona central del diagrama 

Paxa estudiar lo que ocurre en la zona central del diagrama se ha seguido 
varios caminos que se describen a continuación. 

En primer lugar se obtuvo el espectro de la solución para una frecuencia de 
entrada fg = 0,9998 GHz. Se generó a partir de una transformada de Fourier de 
la señaJ calculada por integración directa en el tiempo. El espectro obtenido con 
PSpice® [8] (figura 5.14) fue bastante regular, por lo que la hipótesis de existencia 
de un régimen cuasiperiódico de tres frecuencias base cobró fuerza. 

Perfornance_analysis Options 
l.OU -r — 

OUH ' 
0.97GHz 0.98GHz 

D u ( l ) 
0.99GHz l.OOSHz l.OlGHz 1.02GHz 

Frequency 

"glt^ Log fluto-range Set_range Quit_fourier Perforiiiance_analys¡s Options 

Figura 5.14.: Señal de salida del circuito 5.1. Espectro generado con 
PSpice© cuando fg = 0,9998 GHz. 

Puesto que con los regímenes que hasta ese momento estaban desarrollados 
no se conseguía dar una explicación de lo que sucedía en la zona central del 
diagrama, se decide abordar el régimen cuasiperiódico de tres frecuencias base 
(2.4.3.3). 

Son varios los autores que consideran que la aparición de una tercera compo
nente en el sistema lleva hacia un régimen caótico, sin embargo, se tiene cono-
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cimiento de resultados empíricos que niegan esta circunstancia [7]. De hecho, se 
ha observado hasta cuatro y cinco componentes frecuenciales independientes de 
forma simultánea [9]. 

Dando por hecho que este tipo de régimen puede llegar a ser estable, se de
sarrolla los programas que permiten obtener tales soluciones. Ninguna de las 
soluciones obtenidas se asemejaba al espectro previamente obtenido. Por ello, se 
decide abordar el problema desde el dominio del tiempo y obtener la estabilidad 
de las soluciones a partir de los exponentes de Lyapunov (sección 3.1.1). 

Los exponentes de Lyapunov han sido calculados para diferente número de 
puntos por periodo. Después de comprobar la consistencia de los exponentes ante 
el número de puntos por periodo (se realizaron pruebas con 20, 50, 100, 200, 
400 y 500), se ha elegido 200 puntos para la representación definitiva. Además, 
se ha utilizado un circuito normalizado respecto /„ = 1,0 GHz para obtener los 
mismos. Para fg = 0,9998 Gií2; (figura 5.15) la solución es estable. El exponente 
que corresponde con la frecuencia del generador es exactamente 0. Después, se 
tiene un segundo exponente de valor 5,54766e — 6 que se puede considerar 0. El 
tercer exponente no puede considerarse nulo a pesar de su valor, —0,000134. Los 
dos restantes son negativos, por lo que se puede concluir que la solución no es 
cuasiperiódica de tres frecuencias base; tan sólo es cuasiperiódica de dos. 

Fg=0.9998 GHz 

2 3 
Tiempo (s) x10 

Figura 5.15: Exponentes de Lyapunov para fg = 0,999S GHz. 
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Esto no significa necesariamente que no existan soluciones de tres frecuencias 
base y caóticas, puesto que la solución estacionaria dependerá de las condiciones 
iniciales que se tomen. En cualquier caso, el resultado fue idéntico en el resto de 
las pruebas realizadas al variar las condiciones iniciales. 

5.5.1. Cuasiperiódica de dos frecuencias base y sincronismo 
con la segunda 

Después de realizar las comprobaciones anteriores, se examinó varios espectros 
generados con la envolvente compleja de ADS© cuando se inyecta frecuencias 
dentro de la zona central del diagrama. Puesto que los espectros debían ser ne
cesariamente pertenecientes a un régimen cuasiperiódico de dos frecuencias base, 
surge la posibilidad de que lo que esté pasando sea que una componente 3/p — 2/oi 
esté excitando a la otra componente autónoma, fo2-

Para conseguir este tipo de soluciones, en primer lugar, se obtuvo la solución 
inicial como si se tratara de una cuasiperiódica de dos frecuencias base habitual, 
es decir, componentes espectrales que disminuyen de amplitud a medida que 
se alejan de la frecuencia del generador y frecuencia autónoma. Seguidamente, al 
realizar el ajuste fino, se inicializó la componente 3/^ — 2/oi con un valor obtenido 
a partir de los espectros calculados con la envolvente compleja de ADS©. A partir 
de la primera solución, el diagrama de bifurcaciones se traza de forma análoga a 
los anteriores. 

5.5.2. Soluciones coexistentes 

Se ha aplicado diferentes métodos para garantizar la estabilidad de las solucio
nes de la zona central. En este apartado se ilustra los mismos sobre las soluciones 
del circuito cuando la señal de entrada es fg = 0,9993 GHz. 

En este caso, el circuito presenta dos posibles soluciones estables, ambas cua-
siperiódicas. En la figura 5.16 se aprecia la diferencia sustancial entre ellas. La 
gráfica (a) se corresponde con un espectro clásico producto de la mezcla entre la 
señal de entrada y la autónoma situada en 0,9965 GHz. En (b) la autónoma se 
encuentra en 0,997568(^^/2; y la componente 3/p — 2/oi en 1,00276 Gfíz, valor 
muy próximo al valor de la componente autónoma alta, por lo que cabe espe
rar que esté sincronizado con ella, máxime si se tiene en cuenta la amplitud que 
posee. 
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Figura 5.16: Espectros de las soluciones coexistentes. a) Cuasiperiódica sim
ple, b) Cuasiperiódica compleja. 

La figura 5.17 es tajante en cuanto a la estabilidad de ambas. A continuación, 
se obtuvo la señal en el tiempo a partir de las condiciones iniciales generadas 
por las soluciones anteriores (figura 5.18). Si no se dispusiese de estas condiciones 
iniciales, resultaría complicado encontrar ambas soluciones desde el dominio del 
tiempo, sobre todo si una de ellas posee una cuenca de atracción mucho mayor 
que la otra. 
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Figura 5.17: Diagramas de Nyquist de las soluciones coexistentes. a) Cua
siperiódica simple, b) Cuasiperiódica compleja. 
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Figura 5.18: Señales en el tiempo de las soluciones coexistentes. a) Cuasi-
periódica simple, b) Cuasiperiódica compleja. 

Por último, los exponentes de Lyapunov que confirman la estabilidad de las 
soluciones (figura 5.19): dos exponentes nulos, correspondiendo con la componente 
autónoma y el generador, y el resto negativos. 
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Figura 5.19: Exponentes de Lyapunov de las soluciones coexistentes. 
a) Cuasiperiódica simple, b) Cuasiperiódica compleja. 
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5.5.3. Diagrama de bifurcación 

Una vez aclaradas las cuestiones previas, se añade las soluciones correspon
dientes a la zona central, quedando el diagrama de bifurcaciones según se repre
senta en la figura 5.20. 

0.994 0.996 0.998 1 1.002 1.004 
Frecuencia del generador (GHz) 

1.006 

Figura 5.20: Diagrama de bifurcaciones final del circuito 5.1 cuando la 
amplitud del generador de entrada es Ig = 0,01 A. 

El diagrama sigue presentando una zona central para la que no se ha obte
nido un trazo que la justifique adecuadamente. Si bien es cierto que es algo más 
estrecha que la mostrada en la figura 5.13. 

Las zonas estables definidas por el régimen cuasiperiódico y excitación de la 
segunda autónoma a través del término 3/p — 2/o son estables en todo el margen 
representado. Se ha obviado el conjunto de soluciones no estables con el objeto 
de no complicar el diagrama. 

Estas soluciones van de 0,9992 GHz a 0,9974 GHz para la banda baja y de 
1,000117 Gií2: a 1,00071 GHz para la alta. La estabilidad ha sido caracterizada 
a partir de los diagramas de Nyquist de las soluciones. 
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En los extremos de cada banda, indicados en la curva como (1) y (3), el 
determinante del jacobiano de la sonda aumenta y se pierde la convergencia. 
Esto último indica que se va a producir alguna sincronización, sin embargo, no se 
ha podido explicar dicha causa. Asimismo, a partir de la zona sombreada, dichas 
soluciones dejan de ser estables sin que se presente bifurcación alguna, por tanto, 
es posible que exista otra bifurcación de Hopf que debería ser obtenida a partir 
de un nuevo régimen. 

Fg=0.9997427254 GHz 
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1.00475 GHZ 
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Figura 5.21: Caracterización de la zona inestable del circuito 5.1 cuando 
fg = 0,999741 GHz. a) Diagrama de Nyquist. b) Espectro de 
la señal obtenido con ADS® (paso=lns). 

Cuando fg = 0,99974 GHz, límite de la zona estable, la frecuencia autónoma 
es foi — 0,9977 GHz, es decir, están separadas 0,002 GHz. Si se observa el dia
grama de Nyquist para fg = 0,999741 GHz (figura 5.21(a)), se aprecia el carácter 
inestable de dicha solución. Además, el corte con el eje real negativo se produce 
para 0,0007673 GHz, que es aproximadamente la mitad de la separación de fre
cuencias que se tenía en el punto anterior. De hecho, el espectro obtenido a partir 
de la envolvente compleja (figura 5.21(b)), muestra una solución donde la sepa
ración entre componentes es próxima a 0,001 GHz, lo que reafirma la hipótesis 
del nacimiento de una nueva componente. 

Sin embargo, habría que realizar un estudio mucho más exhaustivo del com
portamiento del circuito en esta zona paxa poder explicar cómo el circuito pasa 
de un régimen de funcionamiento a otro. 
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5.6. Diagramas de bifurcación para diferentes 
valores del circuito 

Con objeto de validar los programas desarrollados, se ha trazado los diagra
mas de bifurcación del circuito 5.1 para diferentes valores. 

En la figura 5.22 se representa los diagramas de bifurcación en régimen perió
dico del circuito 5.1 cuando Qi = 10 y Q2 = 30. Las frecuencias de oscilación se 
han separado pero el circmto presenta el mismo comportamiento que el analizado 
previamente. La estabilidad de las soluciones periódicas se ha obtenido a partir 
de un régimen cuasiperiódico de dos frecuencias base. 

Frecuencia (GHz) 
0.92 

Amplitud de la sonda (v) 

Figura 5.22: Diagramas de bifurcación del circuito 5.1 en régimen periódico 
cuajido Qi = 10 y Q2 = 30. En trazo oscuro aparecen las zonas 
estables. 

La figura 5.23 muestra los diagramas de bifurcación cuando Qi = 5 y Q2 = 15. 
Se consigue separar aún más las bifurcaciones pero el diagrama es muy similar al 
analizado anteriormente. 
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lg=0.007 A 

0.95 1 1.05 
Frecuencia del Generador (GHz) 

Figura 5.23: Diagrama de bifurcaciones del circuito 5.1 cuando Qi = 5 y 
Q2 = 15. 

Se parte del punto (a) donde la frecuencia autónoma es 1,04 GHz y el cir
cuito presenta un comportamiento cuasiperiódico. Se continúa a lo largo de la 
curva hasta llegar al punto (b) donde la autónoma se extingue y la amplitud del 
generador (trazo discontinuo) aumenta hasta alcanzar el extremo de la elipse de 
sincronización. Al seguir aumentando la frecuencia se llega al segundo punto de 
retorno, donde vuelve hacia un régimen cuasiperiódico. 

A diferencia del caso anterior, la solución cuasiperiódica es estable en todo el 
trayecto. Por ello, la curva (1) es inestable. Al disminuir la amplitud de entrada 
se obtendría un comportamiento idéntico al previamente analizarlo. 

Finalmente, la figura 5.24 pone de manifiesto la pérdida de simetría que ex
perimenta el circuito cuando se elige / i ^ fi (en los ejemplos anteriores era 
h = h^\Gñz). 
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Capítulo 6 

Aplicación a un divisor de 
frecuencia de doble banda 

No se ha encontrado precedentes en la bibliografía sobre aplicaciones prác
ticas de circuitos que presenten más de una oscilación estable, aunque algunos 
diseñadores se han topado en el laboratorio con la desagradable sorpresa de que 
su circuito presenta varias oscilaciones al variar algún parámetro del mismo. Es
te fenómeno ha sido tratado, evidentemente, como un problema y no como una 
virtud del circuito, aspecto que sí se contempla en esta tesis. 

En los capítulos previos se ha desarrollado las diferentes herramientas que 
han permitido el análisis de circuitos con dos bandas de sincronización. Este tipo 
de circuitos presenta dos oscilaciones estables y diferentes. En principio, puede 
ser utilizado en todas aquellas aplicaciones que requieren de un oscilador, con la 
posibilidad de funcionar en dos bandas de frecuencia separadas, correspondiendo 
con cada una de las oscilaciones. 

Las características principales que describen el comportamiento de un circuito 
de esta naturaleza, pueden resumirse en los siguientes puntos: 

• El circuito posee dos frecuencias estables que pueden ser fijadas a partir de 
la red de realimentación utilizada. 

• El circuito oscilará a una u otra, dependiendo de las condiciones iniciales 
del circuito. 

• Asociada a cada una de ellas, se tiene dos zonas de sincronismo. 

• Cuando el circuito está oscilando a una de ellas, al inyectar un nivel de 
potencia bajo en las proximidades de la otra, la oscilación no se extingue. 

103 



6.1. Diseño 

Por ello, fuera de la zona de sincronismo el circuito presenta un régimen 
cuasiperiódico debido a la mezcla de la oscilación con la señal inyectada. 

• A partir de un determinado nivel de inyección, es posible extinguir dicha 
oscilación y obtener la otra. Por tanto, existirá im nivel umbral de potencia 
que nos asegure el paso de una banda a la otra. 

En este capítulo se diseñará y construirá una aplicación práctica basada en dicho 
comportamiento. Concretamente, se ha elegido un divisor de frecuencia inyectado 
que posee dos bandas de sincronismo asociadas a cada oscilación estable [1]. 

El objetivo será encontrar un circuito que presente dos oscilaciones estables y 
posteriormente, proceder a la adaptación de la entrada, de forma que el circuito 
funcione como divisor por dos en cada una de las diferentes bandas de frecuencia. 
Dada la dificultad que inicialmente entraña el objetivo propuesto (se agradecerá 
que no entre en caos), en este primer diseño bastará con preocuparse por la estabi-
hdad de las oscilaciones, dejando para posteriores trabajos, aspectos tales como: 
optimización de los márgenes de sincronismo, adaptación de entrada, potencia 
entregada a la carga, potencia umbral de conmutación entre bandas, etc. 

Puesto que la conmutación de la banda de sincronización depende de la señal 
de entrada, un circuito de esta índole puede simplificar aquellos en los que es 
necesario utilizar varios divisores de banda estrecha conmutados. Es decir, sería 
posible eliminar parte de los conmutadores y circuitos de control necesarios. 

6.1. Diseño 

En este primer diseño sólo se plantea como objetivo conseguir un circuito que 
presente dos oscilaciones estables y que, una vez inyectado, se comporte como 
divisor de frecuencia. Por ello, en un principio se quiso aplicar alguna de las 
técnicas aplicadas con éxito en el diseño de divisores de frecuencia ([3, 2]). 

Siguiendo el procedimiento propuesto en dichos trabajos, inicialmente se di
señó el amplificador de forma que el S21 mantuviese un módulo prácticamente 
constante en la banda de funcionamiento. Sin embargo, ante la imposibilidad de 
obtener la red que sintetizaba las cargas que forzaban las tres frecuencias de os
cilación, dos de ellas estables, se decide centrar la atención en conseguir tan sólo 
las dos estables, admitiendo que el circuito mostrará al menos una inestable en
tre ambas. Este nuevo enfoque no necesita un amplificador de banda ancha, sino 
de un circuito que presente resistencia negativa en las frecuencias de oscilación, 
facilitándose así el diseño y síntesis de las redes asociadas. Además, esta simplifi
cación logra que el procedimiento sea aplicable a cualquier banda de frecuencias 
en las que el dispositivo activo pueda presentar resistencia negativa, y por ende, 
posibilidad de oscilar. 
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Otro aspecto que se observó en los diseños previos, es la necesidad de que las 
frecuencias de inyección no se encuentren próximas a las frecuencias de oscilación 
o a sus armónicos. Por un lado, esto puede producir sincronismos no deseados con 
alguna de las oscilaciones o armónicos, por ejemplo, si se requiere un divisor de 
doble banda con frecuencias de oscilación 1 GHz y 2,2 GHz, al inyectar 2 GHz 
para lograr sincronizar con la frecuencia baja, es probable que se sincronice al 
fundamental de 2,2 GHz. En cualquier caso, dependerá del margen de sincroni
zación que posea el circuito en la banda superior. Por otro lado, puesto que la red 
de entrada debe ser transparente al circuito oscilador y adaptar las frecuencias 
de inyección, la proximidad entre alguna de las frecuencias de oscilación y la de 
inyección, dificulta el diseño de la misma. 

Por ello, tras varios diseños infructuosos, se decide renunciar a cualquier otro 
aspecto que no sea garantizar la estabilidad de las oscilaciones, y escoger dos 
frecuencias que puedan simplificar el diseño, la construcción y el posible ajuste 
en el laboratorio. 

Las frecuencias de oscilación deben estar sobre 1 GHz y 1,4 GHz para evitar 
los problemas enunciados anteriormente. 

Puesto que el análisis se ha basado en el estudio del circuito con doble reso
nancia y resistencia negativa, se decide tomax como punto de partida la obtención 
de la red que supuestamente fijará las resonancias del circuito y posteriormente, 
obtener la resistencia negativa con el transistor y cargas adicionales. 

Por una cuestión de existencias de material y banda de trabajo, se selecciona 
como transistor el ne64535 en el pimto de polarización Vce = 8v y Ic = IGmA. 
Para evitar el sensibilizado de placas se opta por utilizar fibra de vidrio como 
substrato. Sus parámetros característicos se encuentran en (6.1). 

H = l,45mm ê  = 4 Tand = 0,04 í = 40/i m (6.1) 

6.1.1. Circuito resonante 

El circuito de inicio es el que se muestra en la figura 6.1 y las expresiones que 
lo definen se detallan en (6.2). Se ha fijado fc = fi = fi por sencillez y Qs> Qp 
para que el circuito presente más de una resonancia. 

Como puede observarse, la admitancia presenta tres ceros en su parte imagina
ria, correspondiendo con las tres frecuencias de oscilación del diseño. El objetivo 
será obtener la red que proporcione sendos ceros en la parte imaginaria de la 
admitancia a las frecuencias de diseño. A partir de las frecuencias de oscilación 
y fijando una relación entre Qs y Qp, siendo Qs > Qp, se obtiene los valores de 
la red a partir de las expresiones detalladas en la ecuación (6.2). 
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6.1. Diseño 

Ro 

y'^rvv\. 

Doble 
Resonador 

lm[Y] 

1-1 

Re[Y] 

inestable 

Figura 6.1: Circuito doblemente resonante y representación de su admitan
cia cuando Qs > Qp. 

h = 

/ 2 = 

27rvxrür 

27rVLiCÍ 

Qp = CIWIRQ 

Q — LjWj 
i?o = 50n (6.2) 

El procedimiento de diseño queda reflejado en la figura 6.2. Para simplificarlo 
se ha fijado una relación 3:1 entre los factores de calidad. Fijando el valor de la 
frecuencia central fe y el factor de calidad Qp se pueden seleccionar las frecuencias 
de oscilación. Concretamente, se ha elegido una frecuencia central de 1,15 GHz y 
un factor de calidad de 1,2, por lo que las frecuencias de resonancia son 0,946 GHz 
yl ,404GiÍ2. 

Los valores de los componentes resultantes se muestran en (6.3) y los que 
realmente formaron parte del circuito en (6.4). 

Li = 5,76nií Ci = 3,32pF ¿2 = 24,91nií C2 = QJlpF (6.3) 

Li = 5,6nH Ci = 2,7pF ¿3 = ISníí C2 = 0,68pF (6.4) 

Teniendo en cuenta lo crítico que resulta el diseño del divisor y con ánimo de 
reducir parte de la incertidumbre que supone no realizar im modelado exhaustivo 
de los diferentes componentes que forman parte del circuito, se prefirió medir la 
red resonante y realizar el resto del diseño a partir de los parámetros S medidos. 
El resultado obtenido se refleja en la flgura 6.3. 
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Capítulo 6. Aplicación a un divisor de frecuencia de doble banda 
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Figura 6.3: Respuesta del circuito resonante 6.1 cuando se utilizan los com
ponentes detallados en (6.4). 
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6.1. Diseño 

Las frecuencias de resonancia se corresponden con las del punto de cruce, es 
decir, 0,9415 GHz y 1,41175 GHz. Para que realmente sea cero la parte imagina
ria, habrá que añadir una línea de transmisión al circuito resonante. 

6.1.2. Impedancias de emisor y base 

Una vez obtenido el doble resonador, se procede al cálculo de las impedancias 
de emisor y base, a partir de la técnica del generador auxiliar o sonda de medida 
vista en 2.5. Se parte del circuito de la figura 6.4. El objetivo es conseguir los 
valores de L y C que hacen que el circuito oscile a la frecuencia Fi y F2. Por 
tanto, el circuito se optimiza para que cumpla la condición de no perturbación 
de la sonda (2.37), es decir. 

YGA{AÍ,LÍ,CÍ) = 0 para Fi ; i = {1,2} (6.5) 

De esta forma, utilizando una base de frecuencia Fi, se optimiza el circuito 
para obtener la amphtud de oscilación Ai, la frecuencia de oscilación Fi y las 
impedancias de base y emisor, jwiLi y —jwiCi, respectivamente. Así mismo, se 
obtendrá A2, F2, JW2L2 y —JW2C2. Los valores de L y C obtenidos se encuentran 
en (6.6). 

Li = 19,9943nií Ci = 4,2674pF L2 = 6,72nií C2 = 2,64162pF (6.6) 

;t^(Ci,C2) 

Auxiliar 

Figura 6.4: Circuito utilizado para obtener las impedancias de base y emi
sor al que se ha conectado el generador auxiliar. 
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Capitulo 6. Aplicación a un divisor de frecuencia de doble banda 

Paxa sintetizar las impedancias se ha utilizado redes básicas compuestas por 
líneas y componentes. Se ha buscado una topología adecuada a cada pareja de va
lores de la impedancia y mediante optimización del circuito lineal, se ha ajustado 
los elementos de la red de forma independiente. 

Una vez obtenidas las redes que sintetizan las impedancias, se realiza una 
optimización en la que se requiere duplicar el circuito, según se muestra en la 
figura 6.5, para conseguir ajustar las redes y cumplir la condición de oscilación 
para cada uno de los valores propuestos, Fi y F2. Se utihza una base de dos 
frecuencias en la optimización, correspondiendo con cada una de las frecuencias de 
oscilación. Sin embargo, al no existir productos de intermodulación, el número de 
componentes espectrales sólo será el doble del orden de no linealidad contemplado. 
Además, puesto que las redes son idénticas, el número de variables a optimizar 
no aumenta. Este mismo entorno de simulación debe ser el utilizado para obtener 
el layout final del circuito. 

Impedancia 

Base 

T 
Filtro. 

Impedanda 

Emisor 

T 

Doble 

Resonador 

Generador 

Auxiliar 

Impedancia 

Base 

T 
Impedancia 

Emisor 

Á 

Doble 

Resonador 

Generador 

Auxiliar 

Figura 6.5: Entorno de simulación usado para optimizar el doble oscilador. 

Al igual que en el caso anterior, la optimización se realiza sobre la base del 
cumplimiento de no perturbación de cada una de las sondas que contiene el 
circuito. 
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6.1. Diseño 

Figura 6.6: Esquemático del divisor de frecuencia de doble banda, 0,92 GHz 
y 1,3675 GfÍ2. 

Una vez obtenido el circuito final, se procede al estudio de la estabilidad de las 
soluciones. Un análisis transitorio del circuito, realizado para observar cuál era 
la frecuencia de oscilación que presentaba en el arranque, pone de manifiesto la 
existencia de ima fuerte oscilación próxima a 500 MHz. Al modificar el circuito 
para eliminar dicha oscilación, se modificó las frecuencias de oscilación de partida. 
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Capítulo 6. Aplicación a un divisor de frecuencia de doble banda 

El objetivo básico de tener dos frecuencias estables primó a la hora de tomar la 
decisión de modificar dichas frecuencias. Por ello, las frecuencias de oscilación del 
circuito resultante, cuyo esquemático se puede ver en la figmra 6.6, son 0,92 GHz 
y 1,3675 GHz. 

6.2. Análisis: estabilidad, sincronización y 
conmutación 

Para justificar la estabiHdad de las soluciones, se ha aplicado el criterio de 
Kurokawa (6.7). En la figura 6.7 puede observarse las variaciones de la admi
tancia en función de la frecuencia y amplitud de oscilación para la frecuencia de 
0,92 GHz. 

^ t - t ^ > 0 => Estable (6.7) 
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Figura 6.7; Variación de la admitancia de salida para la frecuencia de os
cilación 0,92 GHz. a) Variación con la frecuencia, b) Variación 
con la amplitud. 

En este caso, los dos primeros términos de (6.7) son positivos y puesto que 
la derivada de la parte imaginaria respecto a la amplitud es negativa, se puede 
concluir que la solución es estable. 

Una respuesta análoga se tiene en la figura 6.8 para la frecuencia de oscilación 
de 1,3675 Gií-z, por lo que también es estable. 
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6.2. Análisis: estabilidad, sincronización y conmutación 

Para obtener las zonas de sincronismo se ha utilizado la técnica propuesta 
por F. Ramírez et al. [4]. En ella, se propone barrer el circuito en fase y no en 
frecuencia, consiguiéndose así evitar la rotación de parámetros que se tendría que 
realizar al llegar a las proximidades del punto de retorno. 
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Figura 6.8: Variación de la admitancia de salida para la frecuencia de osci
lación 1,3675 G-ff-z. a) Variación con la frecuencia, b) Variación 
con la amplitud. 

El resultado de inyectar una frecuencia doble de la frecuencia de oscilación 
es mostrado en la figura 6.9. Se observa que el ancho de banda es superior para 
la frecuencia inferior, alrededor de 20 MHz para una amplitud del generador de 
entrada de 0,45ü (—2,96d5m). La banda superior presenta, para esta misma 
amplitud de entrada, un ancho de banda inferior a 1 MHz. 

Por último, y como prueba de la posibilidad de conmutar de una banda a 
otra, se realizó una simulación del transitorio (figura 6.10). Para conseguir que 
el circuito conmutara de una banda a otra se necesitó una tensión próxima a los 
8ü {;{12dBm\). Evidentemente esto es excesivo, pero a pesar de ello se decidió 
realizar el circuito, confiando en que las líneas de transmisión estuviesen intro
duciendo errores importantes al realizar la simulación en el dominio del tiempo. 
En definitiva, se depositó toda la confianza en el hecho de que el circuito podía 
presentar dos oscilaciones estables, como así indicaba el análisis mediante balance 
armónico y alguna simulación realizada con la envolvente compleja. 
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Figura 6.9: Elipses de sincronización del divisor de doble banda cuando se 
inyecta el doble de la frecuencia de oscilación. 
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Figura 6.10: Respuesta transitoria y espectro de las señales de salida en el 
instante de conmutación. 
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6.3. Construcción y medida 

6.3. Construcción y medida 

A partir del esquemático de la figura 6.6 y haciendo uso del entorno de simu
lación de dos frecuencias base descrito anteriormente y representado en la figura 
6.5, se llegó a obtener la máscara del circuito que se muestra en la figura 6.11. 

Figura 6.11: Layout del circuito divisor de frecuencia de doble banda. 

Cabe destacar la gran línea que aparece en emisor y que junto al condensador 
de 3,3 p F son elementos críticos en el divisor de frecuencia. En la salida se puede 
observar el doble resonador con un pequeño elemento de ajuste, que finalmente 
no fríe utilizado. 

El circuito construido puede verse en la figura 6.12 en la que cabe destacar el 
pequeño stub, a modo de mancha, que presenta la línea de emisor. Seguidamente, 
quedará explicado el motivo de dicho ajuste, que fríe realizado en la fase de 
medidas. 

En cuanto se conectó el circuito osciló a una frecuencia próxima a 1 GHz. 
Sin embargo, a pesar de inyectar señales próximas a lOdBm en las cercanías 
de la supuesta banda asociada a la segunda oscilación, el circuito no lograba 
sincronizar. Se realizó barridos de frecuencia en una banda relativamente ancha, 
desde 2,1 GHz a 3 GHz sin resultados satisfactorios. 

La variación de la tensión de colector fue decisiva para la consecución de 
los objetivos propuestos. Al reducir la tensión de colector de %v a 4t;, aparecía 
una oscilación alrededor de l,ZGHz y desaparecía la de I GHz. De hecho, ante 
pequeñas variaciones de la tensión de polarización, del orden de centésimas de 
voltio, se podía controlar que el circuito arrancase a una u otra oscilación. 

Llegados a este punto, hubo que realizar un pequeño ajuste en la impedancia 
de emisor, comentado anteriormente, para conseguir que con valores razonables 
de potencia de inyección, el circuito conmutase de una banda a otra. Además, se 

114 



Capítulo 6. Aplicación a un divisor de frecuencia de doble banda 

Figura 6.12: Foto del circuito divisor de frecuencia de doble banda 

ajustó la tensión de forma que la oscilación que apareciese al conectar el circuito, 
fuese la inferior, acorde con los resultados obtenidos en la simulación. 

Finalmente, el circuito pasó de 1,2?; en base a l,33f y de Sv en colector a 
4,23Í;, consiguiéndose así el resultado que se muestra en la figura 6.13. 
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Figura 6.13: Bandas de sincronismo medidas con la opción Max_Hold del 
analizador de espectro, a) Banda baja, b) Banda alta. 

Las frecuencias de oscilación se encuentran sobre los 1,0378 GHz para la ban
da inferior y 1,29125 Gií-z para la banda superior. Haciendo uso de la opción 
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Max_Hold del analizador de espectro se puede observar el margen de la señal 
dividida para cada una de las bandas. En este caso se ha utilizado una poten
cia de entrada de 1 dBm que proporciona una margen de frecuencia dividido de 
16 MHz para la baja y 5 MHz para la alta. Aunque evidentemente difieren de 
los simulados, sigue siendo mayor el correspondiente a la banda inferior. 

Al aumentar la potencia de entrada a 5 dBm el margen inferior aumenta hasta 
los 43 MHz y el superior llega a los 11 MHz. En todos los casos, la potencia de 
salida rondaba los 10 dBm en ambas bandas de funcionamiento. 

La potencia de entrada que asegura la conmutación de una banda a la otra 
es de 0,6 dBm., que no tiene nada que ver con los casi 20 dBm, que se obtenían en 
la simulación con el análisis transitorio. 

Hay que resaltar que en ningún momento se realizó caracterizaciones exhaus
tivas de los diferentes componentes. A pesar de ello, los resultados muestran un 
buen comportamiento cualitativo del divisor de doble banda. Esto pone de ma
nifiesto la viabilidad que este tipo de circuitos puede llegar a tener, si se diseñan 
con un modelado previo más cuidadoso. 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

En la introducción se planteaba como objetivo final de la tesis, el análisis de 
estabilidad local y global de circuitos que presentan dos oscilaciones estables, y 
la fabricación de un prototipo que mostrase la viabilidad de los mismos. 

Se ha alcanzado la práctica totalidad de los objetivos inicialmente expuestos, 
salvo el análisis de la zona central del circuito para amplitudes medias de la señal 
de entrada. 

En cuanto al análisis de estabilidad local y global del circuito cabe destacar: 

• Se ha extendido las herramientas de análisis, basadas en balance armónico 
y sonda de medida, a soluciones cuasiperiódicas de tres frecuencias base. 

• Se ha desarrollado un programa para trazar los diagramas de bifurcación en 
régimen periódico, cuasiperiódico de dos frecuencias base y cuasiperiódico 
de tres frecuencias base. Además, se incluye las rutinas necesarias para el 
trazado de diagramas de Nyquist de soluciones periódicas y cuasiperiódicas 
de dos frecuencias base, así como para la obtención de los exponentes de 
Lyapunov. En el mismo, se ha empleado el concepto de frecuencia descrip
tiva que permite reducir drásticamente el número de muestras necesarias 
en el cálculo de los coeficientes de la FS. 

• Se ha obtenido el conjunto de soluciones coexistentes para los diferentes 
regímenes de funcionamiento, como por ejemplo, soluciones cuasiperiódicas 
donde una componente armónica, producto de la mezcla de la frecuencia 
de entrada con una de las oscilaciones, sincroniza con la otra oscilación que 
presenta el circuito. En este caso , se ha utilizado la envolvente compleja del 
software comercial ADS© para inicializar las variables del programa. Los 
exponentes de Lyapunov y los diagramas de Nyquist asociados, así como 
las señales en el dominio del tiempo, garantizan la estabilidad de este tipo 
de soluciones en circuitos de esta naturaleza. 
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• Los diagramas de bifurcación obtenidos con el programa han permitido ana
lizar el comportamiento del mismo ante variaciones de amplitud y frecuencia 
de la señal de entrada. Se ha obtenido el valor de amplitud de entrada para 
el cual una oscilación se extingue y aparece la otra. Este comportamiento 
ha permitido encontrar una aplicación práctica para este tipo de circuitos, 
puesto que no se necesita circuitería adicional para realizar la coimiutación 
entre bandas de frecuencia. 

Además, se ha construido un divisor de frecuencia por dos y de doble banda, 
basado en parte de las conclusiones del anáhsis anterior. Como aspectos más 
relevantes de este apartado se tiene: 

• Desarrollo de entornos de simulación usando la técnica del generador au-
xiüar, que permiten el anáhsis de circuitos con más de una oscilación. Al 
realizar el análisis del circuito con balance armónico, se ha tenido que du-
pUcar el circuito y utilizar una base de dos frecuencias, correspondiendo con 
cada una de las oscilaciones estables. 

• Establecimiento de un primer procedimiento de diseño que ha permitido 
obtener un prototipo que muestra la viabilidad de este tipo de circuitos. 

Líneas Futuras 

El campo que ofrece mayores posibilidades es el diseño y optimización de 
circuitos. Combinar el balance armónico, la envolvente compleja y la técnica del 
generador auxiliar para creax entornos que permitan mejorar el diseño de circuitos 
que presenten dos oscilaciones estables. 

Dentro de este ámbito de actuación se podría abordar los siguientes problemas: 

• Desarrollo de modelos sencillos que permitan obtener de forma aproximada 
los márgenes de sincronización de cada una de las bandas. 

• Diseño de circuitos subsincronizados de doble banda. 

• Comportamiento del circuito ante señales moduladas. 

• Optimización de los márgenes de sincronización con estructuras realimen-
tadas. 

Optimización del umbral de conmutación. 

118 



Capítulo 7. Conclusiones 

En cuanto a la optimización de los márgenes de sincronismo con estructuras 
realimentadas, en la figura 7.1 se presenta el circuito diseñado previamente al 
que se le ha añadido un varactor, en lugar de la capacidad de emisor, y ima red 
de realimentación de baja frecuencia [1]. El aumento del margen de sincronismo 
para la banda alta, la más estrecha, puede verse en la figura 7.2. La frecuencia 
se desplaza porque no se ha fijado la frecuencia de oscilación en el entorno de 
simulación; tan sólo se pretende poner de manifiesto el efecto que produce dicha 
realimentación. 

2.2^H 

Out Red de 
Colector Red de 

Base 

Figura 7.1: Esquemático del prototipo diseñado en el capítulo 6 con un 
bucle de realimentación de baja frecuencia y varactor. 

Al optimizar la banda inferior se degrada la superior y viceversa. Es posible 
que con otras redes en el circuito se pueda mejorar ambas, o que éste sea im pro
blema intrínseco a este tipo de circuitos. En esta propuesta se ha dado prioridad 
a la banda más estrecha y se observa lo que ocurre con la otra. La figura 7.3 
refleja que la banda inferior prácticamente no varía, mientras que la superior ha 
triplicado el valor que tenía cuando no había red de realimentación. 

Como ejemplo de la complejidad que puede llegar a presentar un entorno de 
simulación que optimice aspectos de un circuito con dos oscilaciones, la figura 
7.4 muestra el entorno de simulación que puede ser empleado para optimizar el 
umbral de conmutación. 

En el instante de la conmutación, se produce una bifurcación de Hopf en la 
oscilación que el circuito posee y nace la otra oscilación por sincronización. Por 
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Figura 7.2: Variación de la elipse de sincronización del divisor con la ga
nancia en tensión del bucle. 

tanto, se puede forzar al circuito para que, por un lado, disminuya la amplitud 
de entrada para la cual se produce dicha bifurcación (régimen cuasiperiódico), 
y por otro, para que asegure que el circuito oscile a la otra frecuencia (régimen 
periódico). 

Vref=0.408v Vg=0,3v G=20 

0.914 0.S16 0.918 0.92 0.922 0.924 0.926 0.928 0.93 
Frecuencia Dividida (Gl-iz) 

21.021 

•0 0.98 

F0.96 

°^. 

Vref=0.408v Vg=0 .3v G=20 

Con realiinentación 

1..64.MHZ 

V 
Sin Realimentación 

0,537 MHz 

1.355 1.36 1.365 
Frecuencia Dividida (GHz) 

(a) (b) 

Figura 7.3: Comparación de los márgenes de sincronización del divisor con 
lazo de realimentación y sin él . a) banda inferior, b) banda 
superior. 
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Figura 7.4: Entorno de Simulación para optimización del umbral de conmu
tación en un divisor de doble banda. 

En definitiva, por tratarse de un circuito novedoso, habría que analizar con 
detenimiento las posibilidades que ofrece. Lo que supone otro aspecto a desarrollar 
sobre el trabajo ya realizado. 
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