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Prélogo

La cinética de poblaciones en plasmas de NLTE es una gran amalgama que se nutre de muchas
areas diferentes, como la teoria de la estructura y la espectroscopia atomica, la teoria de colisiones
atomicas, la mecanica estadistica y también la simulacién numérica. Por otro lado, los estudios
cinéticos y, en general, la fisica atémica de plasmas resultan de interés en el contexto de otros
campos de la fisica, como en la astrofisica, para el estudio de atmosferas estelares, y en las investi-
gaciones relacionadas con el desarrollo de la fusion nuclear, ya sea por confinamiento magnético o
inercial. Por todo esto, uno de los mayores esfuerzos realizados en esta tesis doctoral ha sido el de
reunir, organizar y formalizar bajo un mismo lenguaje todas aquellas formalismos necesarios para
el desarrollo de un nuevo codigo cinético. Asi pues, al margen de su aportaciéon como trabajo de
investigacion, esta memoria ha sido redactada con una intencién claramente didactica, procurando
recoger y poner al alcance, al menos de forma cualitativa, pero en un sélo documento, los elementos

basicos para introducirse en el drea de la fisica atomica de plasmas.

Esta memoria recoge el trabajo de cinco anos en el Departamento de Fisica de la Universidad de
Las Palmas de Gran Canaria, desde abril de 2002, dedicados al estudio de la cinética de poblaciones
en plasmas bajo condiciones de NLTE. La idea de la tesis doctoral surgi6 tras la cesion por parte de
los doctores D. Emilio Minguez, de la Universidad Politécnica de Madrid, y D. Roberto Mancini,
de la Universidad de Reno, del codigo colisional-radiativo M3R. Seguidamente, nuestro grupo de
investigacion comenzo6 a adaptarlo para que pudiese nutrirse de los datos atémicos generados por
los modelos de potenciales analiticos desarrollados con anterioridad en el seno del grupo. Asi nacio6
ATOMS3R, modelo con el que tuvimos la oportunidad de participar en el Third Non-LTE Code
Comparison Workshop, celebrado en Gaithersburg (EEUU) en diciembre de 2003. Esta reunion
fue una valiosa fuente de aprendizaje en la que ademas se pusieron claramente de manifiesto las
necesidades de mejora en el codigo. Este fue el motor que impulsé el desarrollo de ABAKO, el

modelo que se presenta en esta tesis.

El capitulo introductorio es de corte divulgativo. En él se habla del plasma como cuarto estado
de la materia, se discute su presencia y sus principales aplicaciones tecnologicas en la sociedad

actual. También se presentan las principales areas de investigacion en fisica de plasmas y los pro-
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blemas a los que se pretende dar respuesta. Se hace especial hincapié en el tema de la fusion
termonuclear, por haber sido, en cierta forma, el telon de fondo de las principales lineas de inves-
tigacion de nuestro grupo. Finalmente se dedica una seccién a definir los conceptos y parametros
fundamentales que permiten la caracterizacion de un plasma, asi como las principales hipotesis de

trabajo que luego seran utilizadas en la tesis.

El capitulo 2 es de revision tedrica. En él se presentan los tres elementos esenciales para la
construccion de un modelo colisional-radiativo: el calculo de la estructura atémica, el modelado de
los procesos atomicos que tienen lugar en el plasma y, finalmente, la determinacion de la distribuciéon
de poblaciones. A priori, puede percibirse un cierto desequilibrio en los contenidos del mismo, ya
que la parte dedicada a la estructura atéomica se trata con mucho mas detalle que las dos tltimas
secciones. Sin embargo, se ha hecho asi porque estas cuestiones son tratadas con detenimiento en
el siguiente capitulo, ya que la contribucién original de este trabajo se centra precisamente en el
analisis de los distintos procesos atomicos y en la propuesta de un nuevo modelo para el calculo

de la distribucion de poblaciones.

Como acabamos de comentar, en el capitulo 3 se presenta ABAKO, el modelo cinético objeto de
esta tesis doctoral. La composicion de este bloque pretende ser autocontenida, de tal manera que el
capitulo 2 pueda utilizarse para aclarar ciertas cuestiones o profundizar en otras. Se comienza con
una descripcion general del modelo en la que se exponen sus principales caracteristicas y su rango
de aplicabilidad. A continuacion se detalla el moédulo de calculo atémico en el que se hace uso de
los potenciales analiticos desarrollados por el grupo de investigacion en trabajos anteriores. En la
siguiente secciéon se tratan de forma individual cada uno de los procesos atéomicos incluidos en el
modelo y se exponen las expresiones analiticas utilizadas para la determinacion de los coeficientes
de tasas, indicando sus principales ventajas y desventajas. En este capitulo se describe el mecanis-
mo utilizado en ABAKO para incluir de forma explicita los estados autoionizantes, cuestion que ha
demostrado ser decisiva para la posterior obtencién de resultados competitivos. En la seccion 3.5 se
exponen las ecuaciones basicas del modelo colisional-radiativo, cuya resoluciéon permite encontrar
la distribucion de poblaciones. ABAKO es capaz de tratar con plasmas 6pticamente delgados y 6p-
ticamente gruesos. En la seccién dedicada a este tltimo caso se expone una de las mas importantes
aportaciones de esta tesis, un nuevo modelo para el transporte radiativo de lineas enmarcado en
el formalismo del factor de escape. Las dos ultimas secciones estan dedicadas a la descripcion del
modulo para el calculo de propiedades radiativas y a la explicacion de las técnicas numéricas mas

relevantes utilizadas en el cédigo.

En el capitulo 4 se procede al analisis y validacion de ABAKO. Inicialmente se lleva a cabo
un test de consistencia interna en el que se comprueba el correcto comportamiento del modelo
en los limites de baja y alta densidad electrénica. La validacion de los resultados obtenidos para

el caso de plasmas Opticamente delgados se efectiia esencialmente a través de la comparacion con
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otros codigos cinéticos de reconocido prestigio. Por otro lado, el estudio de los plasmas 6pticamente
gruesos se realiza en tres partes. En primer lugar, el 4tomo de dos niveles se utiliza como banco
de pruebas para el modelo de transporte radiativo propuesto, ya que este sistema posee solucion
exacta. A continuacion, la técnica del factor de escape, en la version implementada en ABAKO,
se emplea para el analisis de distintos experimentos en plasmas homogéneos de iones complejos,
encontrando unos resultados que se comparan favorablemente con los datos experimentales. En la
dltima seccién se muestra la aplicabilidad del modelo de transporte desarrollado sobre un medio
no-homogéneo con variaciones espaciales de densidad y temperatura, situacion en la que otros
conocidos modelos de la literatura dejan de ser validos.

Finalmente, en el capitulo 5 se exponen las principales conclusiones de este trabajo y se enu-

meran algunas de las lineas de investigacion que con él se abren.

Ricardo J. Florido Hernandez

Junio de 2007
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Introduccién

1.1 Concepto de plasma y objetivo de la fisica de plasmas

Cuando la materia ordinaria se somete a una temperatura suficientemente alta, las particulas
que la componen, atomos y/o moléculas, adquieren la energia necesaria para romper las ligaduras
que las mantenian unidas, de tal manera que los solidos se convierten en liquidos y los liquidos en
gases. Si la temperatura contintia aumentando las moléculas pueden llegar a disociarse y parte de
los atomos se ionizardn, esto es, perderan algunos de los electrones ligados al niicleo atémico para
dar lugar, de forma separada, a iones cargados positivamente y electrones libres. Estas particulas
pueden ahora interaccionar entre si a través de diferentes mecanismos o procesos atomicos. Los
iones, por ejemplo, podran emitir o absorber radiacién electromagnética o intercambiar energia con
los electrones libres mediante colisiones, alterando como consecuencia el estado energético de los
electrones ligados. También puede ocurrir una ionizacion si la energia absorbida es suficiente para
arrancar un electron ligado o incluso propiciar el proceso inverso, conocido como recombinacion,
donde un electréon del entorno es capturado por un ion para quedar finalmente ligado al nicleo.
Ademas, las particulas de las que estamos hablando estan cargadas y, en consecuencia, cada una de
ellas se veré afectada por los campos electromagnéticos de las deméas o por los campos externos que
puedan estar presentes. El conjunto de las interacciones electromagnéticas y los procesos atomicos
radiativos y colisionales de los que hemos hablado propicia en el sistema la aparicion de fendémenos
de tipo colectivo, como pueden ser el establecimiento de corrientes eléctricas o la aparicion de

conductas de caracter ondulatorio. Decimos entonces que se ha formado un plasma.

Asi, se define un plasma como un sistema formado por constituyentes neutros, como atomos

o neutrones, por constituyentes cargados, como iones, electrones o protones, y caracterizado por
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ciertas condiciones bajo las cuales se manifiestan de forma evidente comportamientos de tipo

colectivo.

El plasma es considerado el cuarto estado de la materia, ademas de los tres que nos resultan
més familiares, sélido, liquido y gaseoso. Aunque es el mas desconocido y el ultimo que se ha
estudiado en profundidad, es el estado que mas abunda en el universo, estimédndose que méas del

99 % de la materia se encuentra en estado de plasma.

La evoluciéon dindmica de un plasma estd gobernada por las interacciones electromagnéticas
que se establecen entre sus particulas componentes, que como es sabido son de largo alcance. A
diferencia, por ejemplo, de un gas, en el que sus propiedades dependen fundamentalmente de las
colisiones atémicas o moleculares, que sb6lo tienen lugar cuando atomos y moléculas se encuentran
localmente, las interacciones entre particulas cargadas se extienden a gran distancia de las mismas.
Esta caracteristica es la que facilita y acentta la aparicion de fenémenos colectivos en el plasma,
pues lo que ocurre en una pequena porcion del mismo puede influir en otros puntos lejanos. Un
efecto de esa facilidad para los fenémenos colectivos es la sorprendente variedad de fenémenos

ondulatorios que podemos encontrar en estos sistemas.

Las ondas en un plasma se forman como respuesta a una alteraciéon de su estado de equilibrio. Es
posible, por ejemplo, separar del equilibrio a los electrones, creando asi una concentracion de carga
y en consecuencia un campo eléctrico. Como respuesta al campo creado los electrones oscilaran
con una cierta frecuencia, que es muy rapida debido a su pequena masa y que recibe el nombre de
frecuencia del plasma. Pero también los iones oscilan si se les aparta del equilibrio (a una frecuencia
mas lenta debido a que su masa es mayor), creando de esta forma otro tipo de oscilaciones. Por
otra parte, el plasma tiene todas las caracteristicas de un fluido, entre ellas la de mantener ondas
de sonido, que transmiten la sobrepresion de una zona a las circundantes y constituyen otro tipo
de fenomeno ondulatorio. Si ademés tenemos en cuenta la influencia de los campos magnéticos, el

espectro posible de ondas en un plasma aumenta espectacularmente.

Asimismo, como consecuencia conjunta del largo alcance de las interacciones y de los comporta-
mientos de tipo colectivo, el plasma es un medio no lineal. Este hecho hace que la dinamica de estos
sistemas sea muy rica y también muy compleja, pudiendo aparecer inestabilidades, movimientos

caodticos de las particulas y fenomenos de turbulencia.

Otra de las propiedades atribuidas a un plasma es su cuasi neutralidad. Los plasmas que re-
sultan de un proceso de ionizaciéon suelen contener igual niimero de portadores de carga positiva
que negativa, de tal manera que, considerando un volumen de dimensiones macroscopicas, éstas
cargas se neutralizan entre si. Sin embargo, localmente y a nivel microscépico podemos encontrar
acumulaciones de carga de ambos signos. Estas son las razones que nos llevan a decir que un plasma
es cuasi neutro. No obstante, existen también los plasmas no neutros, que contienen sélo particulas

de un mismo signo.
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Segun lo expuesto, puede decirse que el objetivo de la fisica de plasmas es la descripcion de los
procesos elementales que sufren sus constituyentes a partir de principios conocidos que gobiernan
su conducta microscopica, para, en tltima instancia, ser capaz de explicar el complejo comporta-
miento macroscopico de estos sistemas. A grandes rasgos, la comprension del comportamiento de
un plasma se fundamenta en una teoria cinética especifica, donde la evolucion de las funciones de
distribucién de las particulas cargadas esta gobernada por la ecuacion de Liouville y las ecuaciones
de Maxwell, y en modelos modificados de mecanica de fluidos, donde se generalizan las ecuaciones
de la hidrodinamica para incluir la fuerza electromagnética. Como cabe imaginar, en la busque-
da de una descripcion satisfactoria de estos sistemas intervienen numerosas disciplinas, como la
mecanica estadistica, la dinamica de fluidos, la electrodinamica y la fisica atomica. La interaccion
entre todas ellas, la puesta en comin de sus técnicas caracteristicas y el importante desarrollo de
la tecnologia de computadores, que ha permitido elaborar modelos de simulacion cada vez mas so-
fisticados y realistas, han hecho de la fisica de plasmas una displicina con entidad propia dentro de
la fisica actual. Sin duda, a ello también ha contribuido de forma significativa la presencia que los
plasmas han ido ganando en la sociedad, bien por sus innumerables aplicaciones tecnoldgicas, por
su importancia en el estudio del espacio exterior o por ser ingrediente fundamental en el desarrollo

de la fusion nuclear como fuente energética del futuro.

1.2 Areas tematicas de la fisica de plasmas y aplicaciones

Aunque nuestra vida se desarrolla en el 1% del universo donde la materia no esta ionizada y
en principio pueda parecer que los plasmas poco tienen que ver con nuestro dia a dia, lo cierto es
que la ciencia del plasma esta presente en nuestra sociedad de numerosas maneras. En este sentido,
vamos a introducir a continuacion las principales dreas tematicas enmarcadas dentro de la ciencia
del plasma, con el objetivo de conocer cudles son sus implicaciones y aplicaciones mas importantes
en la sociedad actual, hacia donde va encaminada la investigacion en las distintas areas y a qué

problemas se pretende dar respuesta [1].

1.2.1 Plasmas de aplicacién tecnolégica

Durante los dltimos 50 anos, los plasmas han tenido un gran impacto en la sociedad, contribu-
yendo de forma significativa a una mejora en la calidad de vida y generando a la vez interesantes
desafios cientificos. Generalmente, los plasmas de aplicacion tecnologica son de temperaturas bajas
en relacion con plasmas de otro tipo, del orden de 10* — 10° K (1 — 10 eV)! y su comportamiento

estd dominado por los procesos colisionales.

1En fisica de plasmas es habitual expresar la temperatura en unidades equivalentes de energia, a este respecto

conviene tener presente que 1 eV = 1.16 x 10* K.
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La aplicacion tecnologica més comun de estos plasmas la encontramos quiza en las lamparas
de descarga o lamparas fluorescentes. En los tultimos 15 anos, en la industria de la iluminacién
se han desarrollado, por ejemplo, las lamparas de descarga de alta intensidad y las lamparas
fluorescentes compactas de bajo consumo. Ademas, la radiacion procedente de fuentes de este
tipo tiene importantes aplicaciones en el campo medioambiental para la eliminacién de residuos y
purificacién de aguas, ya que la radiacion UV emitida por estas lamparas provoca la destruccion de
microorganismos y productos organicos contaminantes. La misma radiacion se usa también para

acelerar el crecimiento de algas y cultivos agricolas.

Los plasmas de baja temperatura estin también presentes en los laseres de gases, donde se
incluye el laser de He-Ne, el primer laser de gas de la historia. Las posibles aplicaciones, no sélo
tecnologicas, de los laseres de gases son innumerables y muchas son de sobra conocidas: metrologia,
holografia, comunicaciones, litografia optica, etc. Ademas los laseres de C'O5 de alta potencia son
usados a diario para llevar a cabo cortes y soldaduras industriales, mientras que los de baja potencia

se utilizan en diversos campos de la medicina, como la cirugia y la dermatologia.

Pero sin lugar a dudas, el papel fundamental de los plasmas dentro de la sociedad actual se
encuentra en el procesamiento de materiales. En este sentido, los plasmas estan presentes en la
mayores industrias de manufacturaciéon a nivel mundial, como son la industria armamentistica,
automocion, biomedicina, computacion, tratamiento de residuos, la industria textil y del papel,
la industria aeroespacial y las telecomunicaciones. En particular, en la industria de la microe-
lectromnica, la técnica de grabado de semiconductores mediante el uso de plasmas ha supuesto un
gran avance en el proceso de fabricacion de circuitos integrados, llegando a sustituir la técnica
anterior basada en procedimientos quimicos (donde se atacaba con acido la superficie del semi-
conductor). La técnica basada en plasmas es més rapida, mas precisa y permite trabajar en la
direccion deseada sobre la superficie a tratar (es una técnica anisotropa, cosa que no ocurre en el
procedimiento quimico). Esto ha posibilitado la fabricacion de dispositivos semiconductores mas
pequenos (< 0.25 um), lo que se ha traducido a su vez en la implementacion de una mayor cantidad
de componentes electronicos en un mismo chip. Ademés, desde el punto de vista medioambiental

esta tecnologia es mas limpia, porque evita el uso de acidos.

Por otro lado, las fuentes de plasma proporcionan iones positivos y negativos para los acelera-
dores de haces i6nicos. Estas fuentes después se utilizan para la implantacion de iones y generacion
de defectos en materiales semiconductores. Con la misma técnica se consigue modificar ciertas pro-
piedades de los materiales, como pueden ser la dureza, el limite de fatiga, la adhesion, la friccion,

sus propiedades dieléctricas, etc.

El hecho de que un plasma esté constituido por particulas cargadas y que éstas sean susceptibles
de participar o provocar con facilidad reacciones quimicas, ha propiciado también su utilizacion

en el tratamiento de residuos. La interacciéon con un plasma provoca la ruptura de ciertos enlaces
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quimicos y la generacion de otros nuevos, posibilitando la eliminacién de polvos metéalicos o la
transformacion de peligrosos residuos tanto organicos como inorganicos en otros productos no
contaminantes.

Asimismo, la tecnologia del plasma interviene en los procesos industriales de separacion de
isotopos, bien para el enriquecimiento de combustibles nucleares o para la obtenciéon de productos
usados en pruebas diagnoésticas y tratamientos de medicina nuclear; existen también sistemas de
propulsion de vehiculos espaciales basados en plasmas y, por mencionar una tltima aplicacién mas
cercana a nuestra vida cotidiana, los plasmas son parte fundamental de los actuales televisores de
pantalla plana. Igualmente, los plasmas estan presentes en tecnologias ain no desarrolladas por
completo, pero que se espera estén disponibles en un futuro no muy lejano, como son las antenas
de plasmas y el laser de rayos-X.

Sin embargo, aunque las implicaciones tecnologicas de los plasmas de baja temperatura son
incuestionables, muchos fenémenos no tienen atn explicaciones satisfactorias. La mayoria de las
aplicaciones de estos plasmas involucran complejas interacciones entre electrones, atomos, iones y
moléculas y son muy sensibles tanto a las condiciones de la superficie reactiva, como a las del propio
plasma. Es necesario por tanto el desarrollo de modelos mas sofisticados para la descripcion de
estos complejos fend6menos, conjuntamente con propuestas experimentales que permitan validar las
predicciones tedricas. En este sentido, cualquier investigacion basica que permita medir o calcular
propiedades fundamentales de estos plasmas y entender mejor los mecanismos colisionales que los
dominan contribuira en tltima instancia a la optimizacién y mejora de cualquiera de las tecnologias

actuales y también al desarrollo de las tecnologias futuras.

1.2.2 Plasmas no neutros

Durante las tltimas tres décadas, los logros alcanzados en el campo de los plasmas no neutros
han sido espectaculares, siendo actualmente una area de investigacion muy activa dentro de la
fisica de plasmas. Es por ello que, aunque no son objeto de esta tesis, es justo comentar aqui las
principales caracteristicas que los definen y sus aplicaciones tecnologicas mas importantes.

Un plasma no neutro es esencialmente una colecciéon de particulas cargadas en la que no existe
una neutralidad de carga de forma global. Entre ellos distinguiremos como méas importantes, los
plasmas monocomponentes, formados exclusivamente por electrones o por iones. En este contexto,
muchos de los fundamentos fisicos que gobiernan el comportamiento de estos plasmas han sido
descritos satisfactoriamente, incluyendo cuestiones decisivas relativas a los estados de equilibrio,
la estabilidad y el confinamiento del plasma. De hecho, existe un teorema que describe bajo qué
condiciones podria confinarse indefinidamente un plasma de este tipo con geometria cilindrica
[2]. Poco tiempo después de este resultado, fue posible confinar en el laboratorio un plasma de

electrones durante varios minutos y actualmente es posible hacerlo durante horas. Estos tiempos
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de confinamiento son suficientes para que el plasma alcance un estado de equilibrio térmico, lo
que posibilita desde el punto de vista tedrico el uso de las leyes de la mecénica estadisitica del
equilibrio. Desde el punto de vista experimental, ha sido posible reproducir estados de equilibrio
termodindmico y estudiar desviaciones controladas del equilibrio y fenémenos de transporte de

particulas y energia.

Ademas de su importancia para la comprension de aspectos fundamentales del comportamiento
de los plasmas en general y de otras disciplinas como la dinamica de fluidos y la fisica atomica,
los plasmas no neutros tienen numerosas aplicaciones practicas, por ejemplo, en la generacion de
radiacion coherente por haces intensos de particulas cargadas, en el desarrollo una nueva generacion
de relojes atémicos de precision, en técnicas de analisis quimico mediante métodos mejorados de
espectroscopia de masas y en la acumulacion, almacenamiento y transporte de antimateria, como

positrones y antiprotones.

Asimismo, los plasmas no neutros son parte esencial de la trampa de iones mediante haces
de electrones, EBIT. La EBIT es un dispositivo experimental desarrollado en el Lawrence Liver-
more National Laboratory, LLNL, en EEUU en 1988 [3]; aunque hoy en dia otras instituciones
poseen también uno de estos equipos, por ejemplo, el NIST (EEUU), la Oxford University (Reino
Unido), el Max-Planck Institut (Alemania) y la University of Electro-Communications (Japon).
En un dispositivo EBIT se usa un haz de electrones confinados magnéticamente y con energias
del orden de cientos de keV, para ionizar, atrapar y generar estados excitados de iones de una
gran variedad de elementos quimicos. El haz de electrones es practicamente monoenergético y esta
energia puede modificarse a razon de aproximadamente 50 eV//ns, o sea, en un tiempo menor que
los tiempos caracteristicos de los procesos de interaccion electron-ion. Como resultado, es posible
generar los iones seleccionando una energia para el haz de electrones, y luego prepararlos utilizando
una segunda energia. Del anélisis de la radiacién emitida posteriormente por los iones es posible
determinar (i) la posicion de las lineas espectrales, decisiva a la hora de obtener de forma precisa la
energia de los niveles atomicos, (ii) la intensidad de las lineas espectrales, que permite medidas de
secciones eficaces de ionizacion colisional, excitacion colisional y recombinacion dielectronica, (iii)
la evolucién temporal de lineas espectrales, que permite el estudio de fenémenos transitorios como
la emision de radiacion por captura electronica y también la determinacion de tiempos de vida de
estados metaestables y (iv) informacion acerca del perfil de linea, que posibilita la determinacion de

la temperatura de los iones atrapados a partir de medidas del ensanchamiento por efecto Doppler.

Técnicas muy similares a las anteriores han sido usadas para acumular y almacenar particulas
de antimateria, como positrones y antiprotones. Estos experimentos han proporcionado una manera
controlada de estudiar las propiedades de estas particulas y las interacciones de la antimateria con

la materia ordinaria.
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Muchas de las cuestiones comentadas aqui, asi como los avances de los tltimos anos tanto desde
el punto de vista teérico como experimental han sido expuestos en diversas reuniones internacio-

nales sobre plasmas no neutros [4,5].

1.2.3 Plasmas astrofisicos y espaciales

Se agrupan en esta area los estudios de todos aquellos fenomenos asociados con los plasmas que

de forma natural aparecen mas alla de los limites del planeta Tierra.

Asi, si desde la superficie de nuestro planeta nos vamos adentrando en el espacio interestelar,
el primer plasma que encontramos es la regién conocida como ionosfera, que se extiende desde
unos 80 a 300 km sobre la superficie terrestre. En la ionosfera, la radiacién procedente del Sol
ioniza las particulas de la atmosfera, que adquieren entonces las propiedades tipicas de un plasma.
La ionosfera juega un papel decisivo en el terreno de las comunicaciones, porque refleja las ondas
de radio emitidas desde un cierto punto de la Tierra y posibilita la recepcion de estas senales a

distancias mucho mayores de lo que seria posible con ondas que viajan por la superficie terrestre.

Mas alla de la ionosfera, nos encontramos con la magnetosfera, que es la region donde el campo
magnético terrestre afecta al movimiento de las particulas cargadas procedentes del Sol. En la
magnetosfera pueden distinguirse a su vez otra regiones de plasmas, constituidas por particulas

completamente ionizadas que han sido atrapadas y confinadas por el campo magnético terrestre.

Los plasmas bajo influencia de campos magnéticos son una importante area de investigacion
en astrofisica. Por ejemplo, no es extrano encontrar un plasma fluyendo continuamente desde una
estrella bajo influencia de su propio campo magnético. En particular, el plasma que emerge del Sol
hacia el espacio interestelar es lo que conocemos como viento solar. Son las particulas procedentes

del viento solar las que luego quedan atrapadas en la magnetosfera.

La fisica de plasmas es relevante en casi cualquier area de la astrofisica; desde los ejemplos
ya citados, donde podemos incluir el estudio de las ionosferas y magnetosferas de otros planetas;
pasando por el anélisis de los plasmas del interior del Sol, la corona solar, el propio viento solar
y la interaccion de éste con otros objetos y el medio interestalar en general; hasta los plasmas
estelares e interestelares altamente conductivos y los sistemas de muchos cuerpos dominados por

la interaccién gravitatoria, como son los conglomerados de estrellas o las galaxias.

Muchos de estos plasmas pueden provenir de fenémenos todavia no conocidos o explicados y
dar origen a los mas diversos procesos. Por citar un ejemplo, el estudio de los plasmas espaciales
ha permitido explicar la existencia de los intensos campos magnéticos asociados a las estrellas
de neutrones. Por otro lado, la posibilidad abierta hoy en dia de recoger desde los satélites la
radiacion procedente del universo sin el filtro al que la somete nuestra atmosfera, se convierte

en una fuente de informacién muy valiosa de cara a descifrar fenémenos atn desconocidos. En
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este sentido, la investigacion bésica y las simulaciones relacionadas con plasmas bajo condiciones

astrofisicas pueden resultar decisivas a la hora de interpretar las observaciones.

1.2.4 Plasmas de fusién

La problemética mundial en torno al agotamiento de las reservas de combustibles fosiles y la
necesidad de encontrar una alternativa capaz de asumir la demanda energética de nuestra civiliza-
cion que, a la vez, sea respetuosa con el medio ambiente, ha promovido la creaciéon de ambiciosos
proyectos internacionales encaminados hacia la construcciéon de una central de fusiéon nuclear con
produccion energética apta para aprovechamiento civil. La posiciéon que ocupan los plasmas en
estas investigaciones es sin duda determinante, pero el tema es tan amplio que es del todo im-
posible exponerlo en este trabajo. En cualquier caso, como los plasmas de fusiéon han motivado
mayoritariamente la realizacion de esta tesis doctoral y como el desarrollo de la fusiéon nuclear es
una cuestion tan decisiva y de tanta actualidad, vamos a dedicar un apartado algo méas extenso
que los anteriores para exponer sus conceptos e ideas fundamentales.

La fusion nuclear es el proceso mediante el cual los niucleos ligeros se unen para formar ntcleos
mas pesados, y es el proceso que genera la energia del Sol y de las estrellas. Desde que la ciencia
se dio cuenta por primera vez, en los anos veinte del siglo pasado, de cudl era el verdadero origen
de la cantidad ingente de energia que radia el Sol, ha sido un sueno de la humanidad aprender a
controlar esta fuente de energia en la Tierra. Al inicio de los estudios de la fusion nuclear se predijo
que un reactor basado en la fusién podria entrar en funcionamiento en unos veinte anos, pero esta
estimacion resultoé ser demasiado optimista. Actualmente los conocimientos sobre esta fuente de
energia limpia y practicamente inagotable son mucho méas detallados.

En un supuesto reactor de fusion se fusionan nucleos de atomos ligeros (principalmente isdtopos
del hidrogeno, esto es, deuterio y tritio), liberando mucha energia en el proceso. La reaccion de
fusion se produce a temperaturas extremas, del orden de 108 K, y a estas temperaturas la materia
se encuentra en estado de plasma. La energia que se libera en las reacciones de fusién puede usarse
para generar electricidad o para fabricar mas combustible.

La fusion como método de generacion de energia tiene importantes ventajas medioambientales
y de seguridad. Puesto que la reaccion de fusiéon no es una reacciéon en cadena, no es posible
que se pierda el control de la misma. En cualquier momento se puede parar la reacciéon, cerrando
sencillamente el suministro de combustible. Ademas, éste es muy facil de obtener, esta disponible en
cualquier parte y hay suficiente para la generacion de energia durante millones de anos. Asimismo,
la fusion no produce gases que contribuyan al efecto invernadero. La reaccion en si sélo produce
helio, que es un gas no nocivo.

El aspecto de seguridad mas importante que debe tenerse en cuenta en un reactor de fusion es

la presencia de tritio, un gas radioactivo que se produce dentro del mismo reactor. Debido a esto,
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no hay necesidad de transporte de material radioactivo desde fuera hacia el reactor. La cantidad
de tritio que se necesita en cada momento es muy pequena, asi que una central basada en este
principio nunca contendria una gran cantidad del mismo. La pared del reactor de fusion, expuesta
a las radiaciones provenientes del plasma, si se vuelve radioactiva después de un tiempo, pero la
mayor parte de esta radioactividad desaparecera en un plazo de unos cincuenta anos, de tal modo
que los reactores de fusiéon no suponen una carga para las generaciones futuras.

La meta de la investigacion internacional en el campo de la fusion es disenar un prototipo de
central de generacion de energia de fusion, que cumpla con los requisitos de la sociedad, esto es,

que sea seguro, fiable, sostenible, econémicamente viable y que no dane el medioambiente.

Principios de la fusién termonuclear controlada

Una reacciéon quimica en la que la masa total de los productos finales es menor que la masa
total de los reactivos es una reaccion exotérmica, es decir, en dicho proceso se libera energia.
Puede averiguarse si una reaccién es exotérmica o no analizando las masas y los nucleos atéomicos
involucrados en ella. Asi, la masa m de un nucleo con nimero atéomico Z y nmero masico A,
difiere de la suma de las masas de los Z protones y los A — Z neutrones que lo componen en una
cantidad

Am =Zmy, + (A—Z)m, —m, (1.1)

donde m, y m,, son la masa del protéon y del neutrén respectivamente. Este defecto de masa Am
es positivo para un nicleo estable y, entonces, para separar el nicleo en sus componentes seria

necesario suministrar una cantidad de energia igual a la energia de ligadura,
B = Amdc?. (1.2)

La cantidad de energia liberada ) en una reaccion exotérmica puede calcularse como el equi-
valente energético de la diferencia de masas entre productos f y reactivos i, o también como la

diferencia entre las correspondientes energias de ligadura,

o= (Sm-Sw)e-To-Tn 13)
i f ! ¢

Una magnitud particularmente til en este tipo de analisis es la energia de ligadura promedio por
nucleén B/A, que se muestra en la figura 1.1 en funcion de A. Como se ve, B/A crece rapidamente
con A, alcanza un maximo de 8.7 MeV para A = 56 y luego decrece de forma suave. Segun lo
dicho, una reaccion sera exotérmica cuando los productos finales tengan una B/A mayor que los
reactivos. Se puede observar en la figura que esto ocurre en reacciones de fision donde un nicleo
pesado se rompe en fragmentos més ligeros, o en reacciones de fusiéon, en las que dos nucleos ligeros

se unen para formar un nucleo mas pesado. La acusada pendiente que muestra la grafica en su
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region inicial, hace que, en lineas generales, de la fusién de atomos ligeros se libere mayor cantidad

de energia que en la fision de d4tomos pesados.
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Figura 1.1. Dependencia de la energia de enlace promedio por nucleén con el nimero maésico.

Para que se dé una reaccion de fusion y se forme un niicleo de més de un constituyente es preciso
que ambos se acerquen a distancias del orden del alcance de las fuerzas nucleares. Para superar las
fuerzas de repulsion culombiana, dos protones tendran que superar dicha fuerza que acttia como
barrera, antes de que la atraccion de las fuerzas nucleares entre en juego. Las fuerzas de repulsion
culombianas son proporcionales a la carga de los nicleos que interaccionan, y por ello, los plasmas
de la familia del hidrogeno (is6topos como el deuterio Do el tritio T) son los mas adecuados para
conseguir fusién. Existen diversos tipos de reacciones de fusién aprovechables desde el punto de
vista energético. De entre todas las que implican is6topos de hidrogeno, la reaccion D-T es la que
presenta una mayor seccion eficaz o probabilidad de realizacion con el menor aporte energético

posible. La reaccién es la siguiente,
D+T — *He+n (17.6 MeV). (1.4)

En nuestro planeta el deuterio es abundante en el agua del mar, pero el tritio no existe en
estado natural ya que es radiactivo con una vida media de 12.36 afios y hay que producirlo. Sin
embargo, los neutrones resultantes pueden aprovecharse para generar el tritio a partir de litio, esto

es,

Li+n — ‘He+T (4.8MeV). (1.5)

En un reactor de fusién, los neutrones, que se llevan el 80 % de la energia producida, se absorbe-

ran en el manto que envolvera la parte central del reactor y que contiene el litio que se transformaré



Areas tematicas de la fisica de plasmas y aplicaciones 11

en tritio y helio. El litio natural es un elemento abundante en la corteza terrestre y en menores
concentraciones en el mar.

Asimismo, el espesor del manto deberia ser lo suficientemente grande (del orden de un metro)
para frenar los neutrones producidos por las reacciones de fusion. Al frenar los neutrones, el manto
se calienta y el refrigerante que circula en su interior transfiere el calor fuera del area del reactor

para producir vapor de agua que generaré finalmente electricidad de un modo convencional.

Condicion de ignicion y métodos de confinamiento

Para que la fusion dé lugar a una produccion neta de energia, el plasma de D-T debe alcanzar
una temperatura suficientemente elevada. El objetivo es alcanzar la llamada condicion de ignicion
y lograr la combustion del plasma de forma mantenida. Esto sucederé cuando el calentamiento
del combustible a través de los propios productos de la reaccion de fusion (esencialmente el helio)
supera las pérdidas energéticas debidas a otros mecanismos y entonces deja de ser necesaria una
fuente externa para mantener la reaccion.

La condicién de ignicién queda expresada en una ecuacién conocida como criterio de Lawson
[6, 7],

nT'T > uyg, (1.6)

donde n es la densidad de particulas, T es la temperatura, 7 el tiempo de confinamiento y ug un
cierto valor umbral. La interpretacion de esta ecuacion es sencilla. Las particulas deben calentarse
hasta una temperatura elevada para que al chocar entre si puedan superar la repulsiéon entre los
nicleos y fusionarse, pero a la vez la densidad debe ser también suficiente para garantizar una alta
frecuencia de colision. Por ultimo, estas condiciones deben mantenerse un tiempo suficiente para
que el proceso sea eficiente.

Segtn lo dicho, para alcanzar las condiciones ideales de fusion termonuclear es necesario confinar
el plasma. Existen varios mecanismos de confinamiento que comentaremos a continuacién. Hay que
decir que, independientemente del método de confinamiento empleado, si nos centramos en una
misma reaccién de fusiéon, la de D-T, la temperatura que habra que alcanzar es del orden de
T =~ 10% K. Sin embargo, la densidad y el tiempo de confinamiento son caracteristicos de cada

procedimiento.

Confinamiento gravitatorio

Es el método que mejores resultados da, como se demuestra en el Sol y las estrellas en general.
En estos objetos se genera energia mediante reacciones de fusion con tiempos de confinamiento
de miles de anos. La gravedad en estos sistemas es tan intensa que confina las particulas en un
espacio lo suficientemente restringido (pero tan grande como una estrella) para que se produzcan

las reacciones de fusion. Sin embargo, resulta imposible aplicar este método en la Tierra, ya que
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no disponemos de métodos para generar un campo gravitatorio suficientemente fuerte como para

vencer la repulsion electrostética.

Confinamiento magnético

Una de las caracteristicas del plasma es que se puede confinar mediante campos magnéticos.
En efecto, en presencia de un campo magnético, las particulas cargadas que lo componen se ven
obligadas a describir trayectorias en forma de espiral alrededor y a lo largo de las lineas de campo,
de tal manera que es posible confinarlas en dispositivos con configuraciones magnéticas apropiadas.
Una de las configuraciones méas existosas es la del tokamak?, que presenta una geometria toroidal
(ver figura 1.2) y en la que los campos magnéticos se disponen de tal manera que el plasma queda
confinado en el interior del toroide. La componente dominante del campo magnético es la compo-
nente toroidal, que se genera mediante corrientes en bobinas exteriores al plasma. Sin embargo,
este campo por si solo no es suficiente para logar el confinamiento. Para alcanzar condiciones de
equilibrio se precisa un campo magnético poloidal. En un tokamak este campo lo produce la co-
rriente toroidal del plasma. Esta corriente se induce en el plasma al actuar como secundario de
un transformador. Ademas se requiere un campo magnético vertical aplicado exteriormente que se
acople con la corriente anterior y produzca una fuerza hacia dentro en la direccion del radio mayor

del toroide.

circuito magneético
(ntcleo del transformador)

bobinas del
campo poloidal

camara de vacio

plasma

bobinas del
campo toroidal

Figura 1.2. Descripcion esquematica de un tokamak.

No obstante, se han propuesto otras posibles configuraciones. En el stellarator la componente

poloidal se genera mediante corrientes que circulan en bobinas externas, su particular configuracion

2El término tokamak es el acrénimo en ruso para cdmara magnética toroidal.
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complica tanto el estudio teérico como el experimental, pero la ausencia de corriente toroidal evita
ciertas inestabilidades asociadas a la corriente del plasma. Otra configuracion que ha suscitado gran
interés es la denominada reversed field pinch, en la que el campo toroidal cambia de sentido cerca
de la frontera de la regién en la que se localiza el plasma. Se ha demostrado que este dispositivo

es més estable desde el punto de vista hidrodinamico.

Las mayores dificultades en el confinamiento magnético son debidas a las inestabilidades del
plasma. En su movimiento en torno a las lineas de campo, las particulas del plasma colisionan.
Estas colisiones provocan pequenos desplazamientos haciendo que una fraccion de particulas escape
de la region de confinamiento y alcance las paredes del reactor. Como estas particulas son muy
energéticas hacen saltar atomos del material que compone las paredes y éstos entran en el plasma.
Normalmente, las paredes estan formadas por materiales con ntimero atémico muy superior al del
hidrogeno, asi que cuando estas impurezas entran en el plasma absorben gran cantidad de la energia
invertida para mantener la temperatura del mismo. El resultado es que el plasma se enfria y la
fusion termonuclear ya no es posible. Muchos de los esfuerzos de las investigaciones en el campo

del confinamiento magnético estan encaminados a la soluciéon de este tipo de problemas.

En este procedimiento, la densidad del plasma confinado depende de la intensidad del campo
magnético. Sabiendo que éste tiene un limite tecnolégico superior en torno a los 100 kG, la densidad
del plasma no suele superar los 10'® em™3. Para satisfacer el criterio de Lawson el tiempo de

confinamiento debe ser del orden de 7 =~ 1 s.

Las mayores instalaciones de confinamiento magnético en el mundo son las que se mencionan a
continuacion. El Joint European Torus (JET), cerca de Oxford en el Reino Unido, es el tokamak
donde se han alcanzado los mayores logros cientificos hacia la construccion de una planta de fusion
nuclear. Fue donde, en 1997, se consigui6 producir 16 MW de potencia de fusion durante un tiempo
de 0.85 s, lo que hasta ahora supone el récord mundial de obtencién de energia procedente de
fusion nuclear. E1 TFTR estuvo operativo en Princeton (EEUU) hasta 1997 y de sus experimentos
se obtuvieron también resultados muy importantes. El JT-60U es otro tokamak que opera desde
1991 en Naka-Machi (Japon), el Tore Supra lo hace desde 1988 en Cadarache (Francia) y en él
se han obtenido plasmas de mas de 4 minutos de duracion. Pero sin duda, la esperanza de la
fusién nuclear por confinamiento magnético es el proyecto ITER, actualmente en via de desarrollo.
ITER es un tomakak disenado para proporcionar 500 MW de potencia de fusion durante un
tiempo de confinamiento de aproximadamente 50 minutos. En este ambicioso proyecto participan
la Union Europea, EEUU, Japon y Rusia. En 2005 se decidi6 el lugar en el que se construiran las
instalaciones, en Cadarache (Francia), y se estima que los primeros experimentos se lleven a cabo
en 2010. Las informaciones méas recientes acerca del proyecto ITER pueden consultarse en su sitio

web [8].
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Confinamiento inercial

La idea béasica del confinamiento inercial es aparentemente sencilla. En una pequena capsula
esférica, cuyo diametro es de unos 2 mm, se encuentra el combustible para la reacciéon de fusion,
entonces, utilizando léseres de alta potencia, rayos-X o haces de particulas cargadas, se calienta
y se comprime la capsula hasta las condiciones necesarias de temperatura y densidad para que la
reaccion tenga lugar. El proceso puede esquematizarse de la manera que se indica en la figura 1.3. En
un primer paso, el blanco es irradiado para provocar, en segundo lugar, la ablacion de su superficie
y, como consecuencia, la compresion del interior de la capsula hasta una densidad més de mil veces
superior que la densidad tipica de un liquido. Se produce entonces una igniciéon central, en la zona
denominada punto caliente, que se propaga hacia fuera incendiando la capa de combustible frio
comprimido y liberando una gran cantidad de energia. Para lograr una produccién energética apta
para el consumo, este procedimiento deberia repetirse hasta alcanzar unas 10 — 20 explosiones por

minuto.

Al contrario que en el confinamiento magnético, en este caso no es necesario aplicar ningin
campo para confinar el plasma, la ignicion dura mientras el combustible se mantiene confinado
por su propia inercia. Los tiempos de confinamiento tipicos, que ahora podrian interpretarse como
tiempos de libre expansion de la materia, son del orden de 7 =~ 10~ !! 5. Este valor es mucho mas
pequeno que en el caso del confinamiento magnético, asi que, para satisfacer el criterio de Lawson

(1.6), la densidad debe ser mucho mayor, del orden de n ~ 10%* cm =3,

Existen dos mecanismos principales para la iluminacion de la capsula, el directo y el indirecto.
En el primero de ellos un conjunto de haces de luz laser de alta potencia cuidadosamente ajustados
inciden directamente sobre el blanco depositando la cantidad de energia necesaria para iniciar la

ablacion y activar el proceso. En el mecanismo indirecto, la capsula con el combustible se coloca en

radiacion > ansporte de energia
incidente te

blow-off rmica hacia el interior

V

(a) irradiacion (b) ablacion y compresion () ignicion (d) explosion

Figura 1.3. Etapas del confinamiento inercial.
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el interior de una cavidad denominada hohlraum?. El hohlraum suele ser de forma cilindrica con dos
orificios en sus tapas por los que penetra la radiacion laser. En lugar de incidir directamente en la
capsula, la luz alcanza las paredes del hohlraum y se convierte con una eficiencia por encima del 90 %
en un intenso flujo de rayos-X. Precisamente para garantizar que practicamente toda la radiacion
incidente sea absorbida y luego reemitida en forma de rayos-X, el hohlraum esta constituido por
un material con un nimero atémico alto, habitualmente oro. Finalmente son los rayos-X los que
convergen en la capsula inicidndose asi el proceso antes descrito. Se esta investigando también la
viabilidad de un hohlraum esférico, que tendria cuatro orificios de entrada para el laser dispuestos

en una configuracion tetraédrica.

Las capsulas que se usan como combustible estan compuestas por un ntcleo central formado a
su vez por una mezcla de D-T gaseoso y que, llegado el momento, se convertira en el llamado punto
caliente; rodeando este volumen central se encuentra una delgada capa de D-T congelado, que es
el principal combustible para la igniciéon. Cuando la capsula se comprime esta capa sirve también
para mantener la region central a la temperatura requerida para que la fusion tenga lugar. Antes
de iniciarse el proceso, las capsulas deben conservarse a una temperatura cercana a los 18 K,
necesaria para mantener el equilibrio entre la capa de gas y la s6lida. Finalmente, la capa mas
superficial esta formada por el material sobre el que incide la radiaciéon y en el que tendréd lugar
la ablacion. Se manejan dos materiales diferentes, cada uno con sus ventajas y desventajas. Por
un lado esté la poliamida, un polimero que presenta una excepcional combinacion de estabilidad
térmica y mecénica, y con un comportamiento 6ptimo a altas temperaturas (> 350 eV'). Por otro
lado estén los materiales ligeros de bajo nimero atémico, como por ejemplo el berilio, adecuado en
un rango de temperatura algo inferior (= 250 eV). La capa de berilio suele ademas doparse con un

elemento con numero atémico alto, tipicamente cobre, para mejorar la absorcién de los rayos-X.

El gran desafio de la fusiéon por confinamiento inercial es conseguir una irradiaciéon lo més
uniforme posible del blanco y evitar las inestabilidades hidrodinamicas que pueden surgir tanto en
la fase de ablacion como en la ignicion del punto caliente. Asi pues, en el proceso de fabricacion
de blancos hay que minimizar las irregularidades tanto en la superficie de ablacién como en la
capa congelada de D-T. Estas irregularidades favorecen la expansion de ciertas inestabilidades,
provocando, por ejemplo, que las capas de combustible frio y caliente se mezclen, y haciendo
fracasar el proceso de ignicion. Otras inestabilidades tienen que ver con la interaccion laser-plasma
que se da desde que la radiacion entra en el hohlraum y antes de que sea absorbida en las paredes del
mismo. Durante los dltimos anos se han hecho importantes progresos en el estudio y entendimiento
de las inestabilidades, sin embargo hay que seguir trabajando hasta aprender cémo controlarlas.

El éxito de la fusiéon inercial pasa sin duda por ello.

3 Hohlraum significa en aleméan espacio vacio.
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Los principales experimentos y progresos en el area del confinamiento inercial usando laseres
de alta potencia han tenido lugar en instalaciones como NOVA en Livermore (EEUU), OMEGA
en Rochester (EEUU), GEKKO-XII en Osaka (Japon), VULCAN en Oxford (Reino Unido), PHE-
BUS en Limeil (Francia),... No obstante, en la actualidad se encuentran en fase de construccion
dos instalaciones de similares caracteristicas destinadas a mostrar en un futuro no muy lejano la
viabilidad de una ignicion controlada. La National Ignition Facility (NIF) [9] en el Lawrence Liver-
more National Laboratory (LLNL) dispondra de 192 laseres disefiados para producir una energia
de 1.8 MJ y una potencia de 500 TW de luz ultravioleta. El proyecto se haya culminado en un
80 %. En 2002 se activaron cuatro haces para llevar a cabo algunas ensayos preliminares. No obs-
tante, los primeros experimentos de ignicién estan previstos para 2010. El otro gran proyecto es
el Laser MegaJoule (LMJ) cerca de Burdeos (Francia). E1 LMJ [10] tendra 240 haces de luz laser
que seran capaz de proporcionar una energia cercana a los 2 MJ. Desde 2004 se han realizado
algunos experimentos en el LIL, un prototipo del LMJ, pero los primeros experimentos de fusion

estan programados para 2012.

Paralelamente al uso de laseres de alta potencia como herramienta para el confinamiento iner-
cial, se han investigado y desarrollado otras alternativas, como la utilizaciéon de haces iénicos. Los
haces de particulas cargadas se han mostrados mas eficientes que los laseres para la deposiciéon de
la energia sobre el blanco, sin embargo, presentan otro tipo de problemas y es que al ser particulas
cargadas del mismo signo, su transporte y sobre todo su focalizaciéon resulta una compleja tarea.
Los haces i6nicos no parecen, por tanto, adecuados para una accioén directa sobre el blanco, pero si
que podrian utilizarse en el mecanismo indirecto y en este sentido, la descripcion de la interaccion
con las paredes del hohlraum y la fisica de la conversion energética a rayos-X parece mas sencilla
que en el caso de la radiacion laser. A priori, los iones méas pesados serian los méas adecuados, pero
los aceleradores necesarios en este caso resultan muy costosos, asi que también se ha investigado
la opcion de utilizar iones ligeros. Otra alternativa que ha cobrado mucha fuerza en los tltimos
anos es la utilizacién de una nueva manera de produccién de rayos-X en un tipo de dispositivo
conocido como Z-pinch y mediante el uso de una tecnologia denominada potencia pulsada. Los
principales avances de esta técnica y las investigaciones para su perfeccionamiento se desarrollan

mayoritariamente en el Sandia National Laboratory (SNL) en Albuquerque (EEUU).

1.3 Clasificaciéon y parametros basicos de un plasma

Segin hemos visto en los apartados anteriores, en el universo existe una gran variedad de
plasmas que se extienden sobre un amplio rango de condiciones de densidad y temperatura y que,
desde un punto de vista fisico, exhiben también comportamientos muy distintos. Como es logico, las

teorias y modelos desarrollados intentan describir las particularidades de aquellos plasmas que son
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Figura 1.4. Clasificacion de los diferentes tipos de plasmas en funciéon de sus condiciones de densidad y

temperatura.

de interés en cada caso. Resulta interesante entonces conocer cudles son los 6rdenes de magnitud
caracteristicos de los distintos tipos de plasmas, ya que eso nos puede dar una idea a priori de
cuéales son los fenémenos a los que un modelo particular deberia prestar especial atencion. En la
figura 1.4 se establece una clasificacion de los plasmas en funciéon de su densidad y su temperatura.
Encontramos una primera region de temperaturas muy altas que se corresponde con los plasmas
relativistas, donde es necesario incluir efectos relativistas para el tratamiento de los electrones libres
debido a las grandes velocidades que pueden llegar a alcanzar. En la region de méas alta densidad
se sittan los plasmas cudnticos o degenerados, donde hay que utilizar la estadistica cuantica de
Fermi para describir el comportamiento de los electrones libres. La mayor de las regiones que se
distinguen en la figura pertenece a los plasmas cldsicos y en ella se localiza la gran mayoria de
los plasmas estudiados en las distintas areas temaéaticas; desde los que se originan en fenémenos
naturales como el de la aurora boreal, en una llama o en las descargas eléctricas en tormentas,
pasando por los plasmas de aplicacion tecnoldgica, por los de interés astrofisico y hasta los plasmas
de fusion. Las condiciones caracteristicas en esta region hacen que sea posible utilizar las leyes de
la mecanica y la estadistica clasica para el tratamiento de los electrones libres y la traslacion de
los iones. Finalmente, puede identificarse una region, asociada con los gases neutros, donde no se

dan las condiciones adecuadas para la formaciéon de un plasma.
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Como apuntdbamos antes, esta primera clasificacion es util para hacernos una idea de cuales
son las regiones de interés en las diferentes areas de la fisica de plasmas. Sin embargo, atendiendo
a los procesos que a nivel microscépico pueden ocurrir en estos sistemas y a partir de la definiciéon
de ciertos pardmetros caracteristicos, es posible llevar a cabo otras clasificaciones. Esto es lo que
vamos a hacer a continuacion.

Cualquiera que sea el tipo de plasma objeto de estudio, en general, éste sera un sistema extenso
gobernado por un conjunto de leyes que determinaran a su vez su evolucion en el espacio y en el
tiempo, es decir, las magnitudes que caracterizan el plasma dependerén tanto del punto del espacio
r como del instante de tiempo ¢ considerados. Esta dependencia espacio-temporal es una cuestion
que debemos tener presente, pero que serd abordada mas adelante.

Asi pues, como nuestro proposito en este momento es el de introducir algunas ideas fundamen-
tales para la comprension de estos sistemas, supondremos inicialmente un plasma homogéneo y en
situacion estacionaria, formado por? iones, compuestos a su vez por nicleos de niimero atémico Z
y electrones ligados (que ocupan estados cuanticos de energias negativas ligados a un ion), y elec-
trones libres (caracterizados por estados de energia positiva). Denotaremos por n;., a la densidad
de iones (nimero de iones por unidad de volumen). Ademés, dependiendo del ntimero de electrones
perdidos, los iones pueden estar en diferentes estados de carga o de ionizacion. Sea entonces ¢ la

carga del ion y N¢ la densidad de iones con carga (. Logicamente se cumplird

zZ
Z N¢ = Nion. (1.7)
¢=0

Ademas, en ausencia de haces de particulas externos, como cada ion de carga ¢ contribuye con

¢ electrones libres, la densidad de electrones libres, n., vendra dada por

zZ
ne =y (N, (1.8)
¢=0

ecuacion que representa la condicion de neutralidad de carga.
El estado de carga promedio o ionizacién media, Z, se define como
z
Zg:o CNe N
ZQZ:O NC Nijon

Usando una expresion similar a (1.9), es posible calcular los momentos estadisticos de orden

Z = (1.9)

superior de la distribucion de iones. Por ejemplo, el momento estadistico de orden dos se calcula

como Z2 = (ZgZ:o §2N<> /Mion. Esta expresion es ttil para determinar la desviacion estandar,

o7 = (ﬁ - 22)1/2 , (1.10)

4Podriamos decir que el plasma también esta formado por fotones, ya que atn en ausencia de fuentes de radiaciéon
externas, los iones van a emitir y absorber radiaciéon electromagnética, por lo que el plasma generara su propio
campo de radiacion. No obstante, como la fenomenologia asociada a la radiaciéon se ira introduciendo poco a poco

en secciones posteriores, por simplicidad, no hemos hecho menciéon explicita a ella en este punto.
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que nos da una idea de cual es el intervalo de iones con densidad no nula que componen el plasma.

En un plasma de densidad 7o, €l volumen disponible para cada ion serd V; = 1/n;op. Se define
entonces el ion esfera como la esfera de radio R; que tiene el mismo volumen promedio V;. Por
tanto, el radio del ion esfera queda definido como

Ri:( i )1/3. (1.11)

47rnian

Asi, por ejemplo, para nj,, ~ 10 em™3, R; ~ 1.3 x 107° m; mientras que para njo, =~
102 em ™3, R; ~ 6.2 x 1079 m. Es habitual exigir que se satisfaga la condiciéon de neutralidad de
carga dentro del ion esfera. En consecuencia, como éste contiene en promedio un ion de carga Z,
también en promedio habra Z electrones libres dentro del ion esfera.

Por otro lado, teniendo en cuenta que un plasma esta formado por un gran ntmero de iones
y electrones y que, por tanto, es un sistema de muchas particulas, muchas de sus propiedades
pueden obtenerse a partir de las leyes de la termodindmica y la mecéanica estadistica. Asi pues, es

de esperar que cada tipo de particulas tenga asociada una distribuciéon de velocidades y energias,
fv(v)dv = fe(g)de, (1.12)

donde fy(v)dv es la fraccion de iones o electrones cuya velocidad pertenece al intervalo [v, v + dv|
y fe(g)de es la fraccion de iones o electrones cuya energia esta en el rango [e, e + de]. Si el plasma

es isotropo, es decir, no existe en él una direccion preferente, podremos utilizar,

s = [[[ e I

O=m (/):271— (113)
= / / fv(v)v?dvsin 8dOdp = 4mv? f, (v)dv,
6=0 =0

que es la fraccion de iones o electrones cuyo modulo de la velocidad estd comprendido entre v y
v + dv, con independencia de la direccién de movimiento.

Consideremos ahora el subsistema formado exclusivamente por los electrones libres. De acuerdo
con las leyes de la mecanica estadistica, si el sistema esta en equilibrio y la densidad de electrones
no es muy alta, las distribuciones de velocidad y energia vendran dadas por

3/2 2
fge)(v)dv = (27:5_,6) Arv? exp < TT;;—Z > dv, (1.14a)

1/2
@ (eyge = 2 (EN o (L) %
f (e)de = ﬁ(T) e p( Te> T (1.14b)

Las expresiones (1.14) son las conocidas distribuciones de velocidad y energia de Maxwell-

Boltzmann, donde v es la velocidad de los electrones, € su energia cinética y T, la temperatura
electronica (en unidades de energia). Cuando los electrones en el plasma responden a las ecuaciones
(1.14), es posible caracterizar la distribuciéon por un Gnico parametro, la temperatura. Sin embargo,

para que esto ocurra es necesario que se satisfagan una serie de condiciones. En primer lugar, se
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supone que el plasma es no-relativista, es decir, la velocidad de los electrones es atn pequena
en comparacion con la velocidad de la luz. En segundo lugar, debe haber transcurrido un tiempo
suficiente para que el sistema termalice, esto es, para que alcance el equilibrio térmico. El tiempo de

termalizacion electrénico esta dado por el tiempo promedio entre colisiones electron-electron [7,11],

ome2 mi/2T3/?
T = TE A (1.15)
donde In A se calcula usando 12
3 [ e3T?
A=3 <7726ne ) : (1.16)

3 resulta T &~ 1 nsy

Por ejemplo, para un plasma con T, ~ 100 eV y n. ~ 106 cm
con ne ~ 10?2 em™3, T.. =~ 4 fs. Estos tiempos son bastantes més pequenos que los tiempos
caracteristicos de evolucion del plasma a las densidades correspondientes, asi que, en general, en
plasmas astrofisicos y de laboratorio, T, es una magnitud bien definida. Sin embargo, esto no sucede
en plasmas generados por laseres de femtosegundos, donde deben considerarse distribuciones no-
maxwellianas de velocidad y energia.

Por otro lado, las ecuaciones (1.14) dejan de ser validas cuando la densidad es muy alta. En
este caso, tratariamos con plasmas cuénticos y entran en juego efectos de intercambio electrénico,

entonces, en lugar de la distribuciéon de equilibrio de Maxwell-Boltzmann, deberia utilizarse la de

Fermi-Dirac,

© 2 (2me)3/2 v2dv
Fi7 (v)dv = m2h3 1+ exp|(p?/2me —er) /T.]’ (1.17a)
V2 (m602)3/2 el/2de
(e) _ v
fa (E)dE - 7T2 (hC)S 1 + exp [(E _ EF) /Te]v (117b)

donde ep es el potencial quimico o energia de Fermi de los electrones.
Si nos centramos ahora en los iones, éstos también pueden seguir una distribucién de tipo
Boltzmann,
f9(e)de = 2 (i) exp (—i) %, (1.18)
Vi \T; T;) T;
donde ¢ es la energia cinética del ion y T; la temperatura ionica. Como la masa m; de un ion
es mucho mayor que la de un electron, sélo apareceran efectos de degeneracion a densidades ex-
tremadamente altas, inalcanzables actualmente para cualquier experimento de laboratorio. En
consecuencia, en espectroscopia de plasmas la estadistica de Fermi-Dirac para iones muy rara vez
se utiliza.
El correspondiente tiempo de termalizacion ionica 7; viene determinado por la relacion [7,11]
m; (T 32 4
Tii = p— (E) 3 Tee: (1.19)

Si por un momento consideramos que T, y 7; son del mismo orden, entonces

& ~ ﬂ > 17 (1.20)
Tee V me
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lo que quiere decir que los electrones alcanzan el equilibrio mucho antes que los iones.

De lo que hemos comentado en los tltimos parrafos, debemos prestar atencion al hecho de que,
en general, la temperatura iénica T; no tiene por qué ser igual a la electrénica T,. Esto s6lo ocurrira
cuando iones y electrones hayan termalizado entre ellos, es decir, después de que haya transcurrido
un tiempo conocido como tiempo de equiparticion energética electron-ion [7,11],

35%m602mi02 T, T; 3/2
= e . - . (1.21)
8(2m) " Zneet In A \MeC mic

En lineas generales puede asumirse que Te; > Tij, Tee-

La diferencia entre la temperatura idnica y electrénica es significativa, por ejemplo, en plasmas
generados por laseres cuyos pulsos tienen una duracion del orden de los nanosegundos (o menor).
En estos casos, la energia es absorbida inicialmente por los electrones libres y solo se transfiere a los
iones después de unas decenas de nanosegundos, gracias a las colisiones entre iones y electrones.
Por tanto, en las primeras etapas de la evoluciéon temporal, las dos temperaturas son bastante
diferentes.

De aqui en adelante, siempre que hagamos referencia a una temperatura 7', sin especificar otra
cosa, estaremos suponiendo que iones y electrones han termalizado y que, por tanto, T' =T, = T;.

Hasta ahora hemos expuesto un conjunto de ideas generales aplicables al plasma una vez que se
éste se ha formado. A este respecto, tiene sentido entonces preguntarse qué es lo que debe ocurrir
para que la materia alcance este estado. La condicion para formar un plasma es que la energia
cinética media de un electron, representada por la temperatura T,, sea sustancialmente mayor que
la energia coulombiana necesaria para ligar el electrén al ion [7]. Este requisito expresa la necesidad
de que para alcanzar el estado de plasma es necesario que los d4tomos se ionicen. La energia de
ligadura de la que habldbamos antes puede estimarse como Ze?/4megR;, ya que a una distancia
mayor que R;, el electréon no estaria asociado al ion. La condicién de formacion del plasma puede

entonces expresarse como

Ze? Ze? [ Amni, \ VP 1 <1 (1.22)
47T€()RZ' 47T€() 3 Te . .

En este punto conviene introducir la longitud de Debye del plasma Ap, como

1/2 1/2
eole eoTe
Ap = | — — . 1.23
b (Zeznim) (62n6> ( )

Asi, para T, ~ 100 eV y n. ~ 10'6 ¢m ™3, se obtiene A\p ~ 7.4 x 1077 m; si n, ~ 10%* cm =3,

entonces A\p ~ 7.4 x 10~ m. Este parametro es una estimacién del alcance efectivo del potencial
de Coulomb de un ion en el seno de un plasma, que deja de ser infinito debido al apantallamiento
provocado por los electrones en torno al ion [7,12,13].

Despreciando los factores numéricos y teniendo en cuenta la definicion (1.23), la condicion de

formacion del plasma queda de la siguiente manera,

Nion Ny > 1. (1.24)
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En la figura 1.4 existe una regién en la que no se dan las condiciones adecuadas para cumplir
la inecuacién anterior y, por tanto, no es posible la formacion de un plasma.

La expresion (1.24) permite definir un plasma ideal a partir del caso limite
Nion N — 00. (1.25)

De esta expresion se deduce que en un plasma ideal la energia cinética de una particula del
plasma es infinitamente grande en comparaciéon con la energia coulombiana y, en consecuencia,
las interacciones entre las particulas serdn muy débiles, pudiendo considerarse ademas que no
se dan apenas colisiones entre iones, ni entre iones y electrones libres. En esta situacion, para
la determinaciéon de muchas magnitudes termodindmicas son validas expresiones tipicas de gases
ideales.

Sin embargo, en un plasma no ideal esto no ocurre y resulta atil introducir algin parametro
que nos proporcione informacion acerca de en qué casos las interacciones entre las particulas de un
plasma son importantes o por el contrario pueden despreciarse.

Puede estimarse la distancia de méaxima aproximacion entre dos iones promedio, R,, como
aquella distancia en la que la energia cinética de uno de los iones es igual a la energia de repulsion
electrostatica entre ambos. Asumiendo que la energia cinética de los iones viene representada a
través de su temperatura, T;, encontramos

Z2%e? Z%e?
e 47T€()Ra - o= 4’/T€()771‘.

(1.26)

Se define entonces el pardmetro de acoplamiento ion-ion de un plasma a partir de la relacion [14]

R, 2% Iy

I'yi=—= =
R,‘ 47T€0RiTL' RLTZ

(1.27)

De forma analoga, también podrian definirse un pardmetro de acoplamiento electrén-ion y otro
electron-electron, si bien en la literatura rara vez se utilizan y cuando se habla del parametro de
acoplamiento se entiende que se hace referencia al acoplamiento ion-ion.

En base a los valores del parametro de acoplamiento podemos establecer una nueva clasifica-
cion de los plasmas. Para I' < 0.1, hablamos de plasmas débilmente acoplados, en este caso, la
temperatura es alta, las interacciones ion-ion son pequenas, tanto iones como electrones se mueven
practicamente libres en el espacio y el movimiento de una de estas particulas solo afecta débilmente
a las particulas restantes mas cercanas. En el otro extremo, para I' > 10, encontramos los plasmas
fuertemente acoplados. Este caso se favorece bajo condiciones de baja temperatura y alta densidad,
por lo que existen correlaciones entre las particulas constituyentes del plasma, las interacciones ion-
ion son intensas y los desplazamientos de éstos influyen de forma inmediata, como consecuencia de
sus interacciones electrostaticas, en los movimientos de las particulas cercanas.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que todos los pardmetros que hemos presentado hasta

ahora son validos desde un punto de vista global y promediado del plasma y que, en general y
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como adelantabamos al principio de esta seccion, la mayoria de las magnitudes que hemos definido
dependen del instante de tiempo ¢ y del punto del espacio r considerados. Asi, podemos hablar de
densidades i6nicas parciales con dependencia espacio-temporal, N¢(r, t), asi como de una densidad
y una temperatura locales e instantdneas, non(r,t) y T(r,t).

Esta dependencia espacial y temporal define, en los plasmas reales, un conjunto de longitudes y
tiempos caracteristicos que conviene repasar, ya que pueden ser utiles a la hora de abordar diferentes
puntos de vista o trabajar bajo ciertas hipotesis en la resolucion de un problema concreto.

En relacion con las variaciones espaciales, la primera longitud caracteristica tiene que ver con
los gradientes de densidad o de temperatura que pueden existir entre diferentes regiones del plasma.
Asi, definimos

n; T
—"| 0 Lplasma = Sk (1.28)

)i ) =
plasma
V Nion

Si las variaciones de densidad y temperatura son muy acusadas de unas regiones a otras del espacio,
estd claro que Lpgsma SeTd pequeiia y viceversa. De igual modo, si el plasma ocupa un volumen
V ~ L? y ocurre, por ejemplo, que L < Lyjasma, se podréa considerar que el plasma es homogéneo,
mientras que, si L > Lpigsma, €l plasma es no-homogéneo.

En pérrafos anteriores y por exigencias propias en la exposicion de la teoria correspondiente,
se introdujeron otras longitudes caracteristicas en 6rdenes de magnitud més pequenios (a escala
atomica), tales como el radio de ion-esfera, la longitud de Debye, etc., de las que ya no es necesario
volver a hablar.

En relaciéon con la dependencia temporal, el primer tiempo caracteristico que vamos a introducir

tiene que ver con la evoluciéon temporal del plasma,

on T
" ‘ . (1.29)

tplasma = 0 tplasma =
P OMiion /O P oT /ot
Logicamente, si la temperatura o la densidad evolucionan muy rapidamente en el tiempo, entonces
tplasma SErd pequenio; mientras que si las variaciones son lentas, entonces tpiasma Sera mayor.
Ya en escala atéomica, a partir de la frecuencia del plasma® [7,13] suele definirse otro tiempo

caracteristico,

nee? 27
_ Ty = —.
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(1.30)

u}p:

La frecuencia w, se deduce de un sencillo modelo monodimensional en el que se supone un
pequeno desplazamiento de la nube electronica para ajustarse a los cambios en la distribucion
ionica. Se llega entonces a la ecuacién de un oscilador armoénico cuya frecuencia caracteristica
es precisamente w,. Segln esto, 7, da entonces una idea del tiempo de respuesta de la nube de

electrones libres frente a los cambios en la distribucion espacial de los iones, cuyo movimiento es, en

5En realidad puede definirse una frecuencia de plasma para cada tipo de particulas, pero la mas ttil resulta ser
la correspondiente a los electrones. Asi que, cuando en la literatura se habla del término frecuencia del plasma,

normalmente se estd haciendo referencia a la version electronica.
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general, mas lento que el de los electrones, debido a que su masa es mayor. Para tener una idea de su
orden de magnitud, si n. ~ 10'6 ¢m ™3, entonces Tp R 1072 5; y para n. ~ 10%* em =3, Tp R 10716 s.
Como podemos observar, incluso a baja densidad, estos tiempos son bastante pequenos y casi
podriamos decir que los electrones se adaptan de forma instatanea al movimiento i6nico. Este
hecho es el que permite justificar, salvo en situaciones muy particulares, una aproximacion muy
utilizada en teoria cinética de plasmas, la de suponer que el movimiento electrénico tiene lugar
sobre una distribucién estatica de iones.

Asimismo, si estimamos la distancia recorrida por la nube electréonica en una oscilacion del
plasma a través de v,7,, donde v, = /2T, /me., nos encontramos con que, salvo un factor numeérico,
esta distancia coincide con la longitud de Debye Ap.

Una nueva escala temporal estd relacionada con la frecuencia a la que ocurren los procesos
atomicos en el plasma. Sin embargo, debido a que en un plasma se da una amplia variedad de
procesos y a que cada uno de ellos presenta en general una compleja dependencia con las condiciones
de densidad y temperatura, no es posible escribir una sencilla férmula analitica para determinar
estos tiempos caracteristicos. Esta cuestion y otras muchas relacionadas con los procesos atémicos
en plasmas seran tratadas en detalle en el capitulo siguiente. No obstante, conviene saber que es
habitual hablar del tiempo promedio entre dos ionizaciones Tion O entre dos recombinaciones Trec.
A modo de ejemplo, el tiempo promedio con el que ocurre un determinado proceso colisional (ya
sea una ionizacién o una recombinacion) se calcularia como

1

) (1.31)

Tcol =

donde v es la velocidad del electron y o es la seccion eficaz o drea efectiva del proceso colisional en
cuestion. El simbolo (---) nos indica que hay que promediar sobre la distribucion de velocidades
de los electrones libres. Asumiendo una distribucién maxwelliana, en este promedio se encuentra
de forma implicita la dependencia con la temperatura.

Los procesos atomicos tanto radiativos como colisionales que tienen lugar en el plasma son
los mecanismos microscopicos que hacen posible los fend6menos macroscopicos de transporte e
intercambio energético con el exterior del plasma, definiendo ademés la evolucion temporal del
plasma hacia un estado de equilibrio. Estos procesos son también los responsables de la distribucion
de poblacion entre las distintas especies idnicas y no solo eso, sino que dentro de cada especie idnica
determinan la distribucién de poblacion entre los diferentes estados energéticos del ion. En este
sentido, si llamamos 7, al tiempo caracteristico del proceso atémico dominante en el plasma,
cuando 7, < tpiasma, Puede considerarse que los procesos atomicos ocurren (dentro de un intervalo
de duracion ~ t,14smq) bajo condiciones constantes de densidad y temperatura, o igualmente, que
los procesos atémicos son lo suficientemente rapidos para redistribuir las poblaciones antes de que
ocurra cualquier cambio en la densidad total de iones o en la temperatura. Cuando en un plasma

se satisface esta condicién, decimos que se encuentra en situacion de estado estacionario. Esta
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aproximacion se usa frecuentemente para calcular la distribucion de poblacion y posteriormente
distintas propiedades radiativas del plasma. La aproximacion es vélida en muchos de los plasmas
generados en el laboratorio y en casi todos los plasmas astrofisicos. Sin embargo, en plasmas
generados por laseres pulsados de alta potencia, la situaciéon de estado estacionario no es valida y

hay que tratar adecuadamente la evoluciéon temporal.
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Elementos de un modelo colisional-radiativo

El objetivo de la fisica atomica de plasmas es, en esencia, el estudio de las propiedades de los
iones y electrones inmersos en un medio ionizado y el analisis de la radiacién electromagnética
emitida por el medio. En el contexto de esta disciplina se analiza la estructura atéomica desde un
punto de vista microscopico, focalizando su interés en tres aspectos fundamentales. El primero es
la determinacion del potencial atémico o idnico y el estudio de la influencia que el plasma ejerce
sobre éste y, por tanto, sobre las funciones de onda de los electrones ligados y las energias de
nivel. La segunda cuestion se centra en la descripcion de los procesos colisionales y radiativos en
el interior del plasma, sus secciones eficaces y sus tasas caracteristicas. Estos procesos, que son los
responsables de la ionizacién y excitacion de los iones, determinan las distribuciones de carga y
poblacion de estados excitados. Por ultimo, también es importante la obtencion y el estudio de los

espectros de emision y absorcion del plasma.

Esta tesis doctoral ha tenido como fin tltimo el desarrollo de un modelo versatil para el célculo
de las distribuciones de poblacion en plasmas bajo un amplio rango de condiciones y caracterisiticas
diferentes. En este sentido, el trabajo se enmarca dentro del segundo de los aspectos mencionados
anteriormente, convirtiéndose ademas en una herramienta especialmente util para abordar el ter-
cero, el anélisis espectroscopico. Sin embargo, antes de emprender cualquiera de estas tareas, es
necesario detenerse en la primera de las cuestiones mencionadas, esto es, hay que saber cuéles son
los modelos y las fuentes que tenemos a nuestro alcance para determinar la estructura atémica,
en particular, energias de ligadura y probabilidades de transicion de cualquier ion en el plasma.
Como veremos, estos datos atéomicos son imprescindibles para luego determinar los coeficientes
de tasas de los diferentes procesos atémicos, que definirdn a su vez las caracteristicas del modelo

colisional-radiativo desarrollado.
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Asi pues, en este capitulo abordaremos en primer lugar la cuestion de la determinacion de la
estructura atomica. En segundo lugar, pasaremos a clasificar y describir los procesos atémicos que
deben ser tenidos en cuenta al tratar con plasmas en situaciéon de NLTE. Finalmente se presentara
un planteamiento general del problema de la determinacién de las distribuciones de poblaciones
en plasmas de no-equilibrio y cuales son las soluciones propuestas desde los diferentes modelos

colisional-radiativos que podemos encontrar en la literatura.

2.1 Determinacién de la estructura atémica

Consideremos un atomo o ion con un nicleo de namero atémico Z y N electrones. La ecuacion

de Schrédinger estacionaria de un dtomo multielectroénico,
HY = BV, (2.1)

es una ecuacion fundamental de la mecénica cuantica y también el punto de partida de la mayoria
de los calculos atomicos. En esta ecuacion, F es la energia total del &tomo, ¥ es la funcion de onda
total y H el operador hamiltoniano del sistema. En principio, todas las interacciones que tienen
lugar en el sistema estéan incluidas en H. De hecho, para un tratamiento detallado del mismo, el

hamiltoniano deberia incluir los siguientes términos [15]:

= La energia cinética de los electrones y su energia potencial en el campo electrostatico cou-

lombiano generado por el nicleo (supuesto puntual y con masa infinita).
= La repulsion electrostética entre los electrones.

= Las interacciones magnéticas de los espines de los electrones con sus movimientos orbitales

(interacciones espin-orbita).

= Efectos tales como las interacciones espin-espin entre electrones, diferentes efectos relativis-
tas, correcciones radiativas y correcciones nucleares (debidas a la masa finita del nucleo, su

extension finita, momentos dipolares magnéticos nucleares, etc.).

No obstante, la resolucion del atomo multielectrénico es un problema muy complejo y resulta
necesario desarrollar métodos aproximados para determinar las propiedades de interés del sistema.
Asi, las diferentes elecciones para el operador hamiltoniano van a definir las distintas aproximacio-

nes y modelos atémicos con los que abordar el problema.

2.1.1 Aproximacion de campo central

Como punto de partida en el tratamiento del &tomo multielectrénico es habitual considerar de

los cuatro términos anteriores solamente los dos primeros y despreciar los efectos aludidos en los
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dos ultimos. En esta situacion el hamiltoniano del &tomo con N electrones vendria dado por

N N 62
H=YS h; S 2.2
; + Z 471'507“,']‘ ( a)

i<j=1

2 2
hi(p" o e ) (2.2b)

2me 47‘(’507“1'
donde h; representa el hamiltoniano de un 4tomo monoelectrénico. En las ecuaciones anteriores
las sumas se extienden sobre todos los electrones ligados, €y es la permitividad eléctrica del vacio,
e es la carga del electron, m, su masa en reposo, p; es el momento lineal del electron i-ésimo, r; su
posicion respecto al nucleo y 7;; = |r; — r;| la distancia entre los electrones con posiciones r; y r;.
Si reescribimos el hamiltoniano (2.2) utilizando unidades atomicas (m. = 1, e = 1, 4w = 1,

h =1), la ecuacion de Schrédinger para el sistema de N electrones resulta

N

1 Z N
——Vv2-= — | = EU 2.3
Z( QVZ Ti) + Z r.s (q17QQ7 7qN) (QIaq27 7qN)a ( )

i=1 i<j=1"%

donde ¢; denota el conjunto de coordenadas espaciales (continuas) r; y coordenadas de espin
(discretas) del electron i.

Ahora bien, el problema fundamental del atomo multielectronico reside en que el término de
repulsion electrostatica no permite resolver analiticamente la ecuacion de Schrodinger y resulta
necesario, por tanto, recurrir a modelos aproximados que evitan este obstaculo. El punto de partida
de practicamente todos los modelos para atomos multielectrénicos es la aproximacion de campo
central [15,16]. En esta aproximacion, basada en un modelo de particula independiente, se supone
que cada electron se mueve independientemente de los otros en el campo electrostatico producido
por el nucleo y los restantes N — 1 electrones, ademas se asume que este campo ha sido promediado
temporalmente sobre el movimiento de los N —1 electrones y que, en consecuencia, presenta simetria

esférica. Bajo estas consideraciones, el problema puede formularse de la manera siguiente

H = Hy + Hee, (24)
donde
N 1
— 2 )
Hy = ;:1 [_§Vi + V(r,)] , (2.5)

He =Y {V(n—) - 5] + i =N (2.6)

i—1 Ti i1 T
El objetivo consiste entonces en buscar un potencial efectivo central V(r) de manera que el
término H.. sea lo suficientemente pequeno para ser tratado segtin la teoria de perturbaciones.
Los métodos desarrollados para la construccion de este potencial se comentaran en una seccion

posterior. Supongamos, por tanto, en lo que sigue que el potencial V(r) es una funcién conocida.
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Si Hy es la aproximacion de orden cero al hamiltoniano del sistema H, entonces la aproximacion

de orden cero () a la funcién de onda ¥ cumplira

H()\II(O) (qla q2,. -, QN) = E(O)\P(O) (qla q2,. -, qN) (27)

Ahora bien, el hamiltoniano H es separable, ya que, puede expresarse como la suma de N

hamiltonianos individuales,

N
H() = Z hl(‘O)a (28)
=1
1
P = —SVEV (), (2.9)

y, por tanto, la ecuacion (2.7) admite la solucion

U (q1,q2,...,qn) = Y1(@1)¥2(q2) -+ ¥n(an), (2.10)

EF=¢e1+e+ - +en. (2.11)

Las funciones ©;(g;) y las cantidades ¢; satisfacen, a su vez, la ecuacion de Schrédinger monoe-
lectromica
{%V? + V(Ti):| Vi(q:) = ei(qi), (2.12)
que gobierna el comportamiento de un unico electron en el campo central V(r). Vamos entonces
a centrarnos en el problema monoelectrénico. Por simplicidad, prescindiremos por el momento del
subindice <.

El hamiltoniano h(®) es independiente de las coordenadas de espin, asi que, si s representa el

momento angular de espin de cada electron, se cumple
{h(o),s} —0. (2.13)

Esto significa que es posible encontrar autofunciones de h(?) que sean también autofunciones de
los operadores s? y s, asociadas a los niimeros cuanticos s y ms. Segtin lo dicho, los orbitales 1(q)
pueden expresarse como el producto de una funcién dependiente de las coordenadas espaciales r

por una autofuncion de espin s = 1/2 (como corresponde a los electrones),

¥(q) = u(®)Xym,- (2.14)

Sea 1 el momento angular orbital de un electrén. Si expresamos el operador V2 en coordenadas
esféricas,
10 0 1 0 0 1 0?
Ve — (P )+ ————(sinf=— | + —————, 2.15
r2 Or (r 87’) T 2o 06 (sm 89) * r2 sin? 0> (2.15)
y recordamos que 1? puede representarse por el siguiente operador diferencial

2
R 0 (sint?i) + 17 (2.16)

r2sin 6 06 r2sin® @ 0p?’



Determinacién de la estructura atémica 31

como el potencial V (r) presenta simetria esférica, resulta evidente que
[hw),lﬂ - [h@),lz} —0. (2.17)

Podremos entonces encontrar soluciones de la ecuacion de Schrodinger monoelectronica que
sean simultaneamente autofunciones de h(¥), 12 y [, (v de s? y s, segiin dijimos antes). De hecho,
el término del orbital ¥ (¢q) dependiente de las coordenadas espaciales puede separarse en una parte
radial y una parte angular,

u(r) = R(r)Yim, (0, ¢), (2.18)

donde la funcion Y, (0, ¢) es un armonico esférico y [y m; son los ntimeros cuanticos asociados a
12 y I, respectivamente. La funcion radial R(r) es ahora una solucién de la ecuacion de Schrédinger

radial
1 [ d? 2 d I(l+1)

2 \dr2 T rdr 72

R(r) + V(r)R(r) = eR(r), (2.19)

con condiciones de contorno R(0) = R(c0) = 0. Este es un problema de Sturm-Liouville con infini-
tos autovalores y autofunciones posibles, que vamos a denotar como €,,; y R,;(r) respectivamente.
El entero n es ttil para ordenar las soluciones, de tal forma que, para un valor de I, n = [+ 1 se
corresponde con el menor de los autovalores, n = [ + 2 con el siguiente y asi sucesivamente, mien-
tras que, la autofuncién caracterizada por n = [ 4+ 1 no tendra ningin nodo, la correspondiente a
n = [+ 2 tendra uno, etc. En definitiva, el entero n asume el mismo papel que el nimero cuantico
principal en la ecuacién de Schrédinger para el atomo de hidrogeno.

Segin esto, cada orbital podra especificarse completamente a partir de los nimeros cuanticos
(n,l,my,mg),

wnlmlms (q) - Rnl (r)}/;ml (03 @)Xl/Qms . (220)

Finalmente, la funcién de onda total del &tomo multielectronico en la aproximacion de orden

cero sera
N
VO (g, g2, ) = [ [ Cnetem, m., (@) (2.21)
i=1
y la energia total
N
E(O) = Zgnqzlw (222)
i=1

siendo (n;,1;, my;, ms,) el conjunto de nimeros cuanticos asociados al electron .

Debido a que el potencial es central, las energias &,,; obtenidas al resolver (2.19) son indepen-
dientes del nimero cuantico magnético y ademéas tampoco dependen de los ntimeros cuanticos de
espin. Por tanto, cada energia monoelectronica tendra una degeneracion g, = 2(21 + 1), donde el
factor 2 proviene de los posibles valores de mg (ms = +1/2, degeneracion asociada al espin) y
el factor (21 + 1) es el namero de posibles valores de m; (m; = —I,—l+ 1,...,1 — 1,1). Ademas,

existe degeneracion de intercambio, ya que cualquier funcion de onda obtenida a partir de (2.21)
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mediante una permutacion de las coordenadas electrénicas es igualmente una solucién de (2.7) con
la misma energia (2.22).

Ahora bien, teniendo en cuenta que los electrones son fermiones, la funciéon de onda de un
sistema de N electrones debe ser antisimétrica frente a la permutacion del conjunto de coordenadas
de dos electrones cualesquiera, esto es, debe cambiar de signo al llevar a cabo dicha permutacion. En
consecuencia, la funcion de onda (2.21) es inaceptable desde el punto de vista fisico. No obstante,
el requisito anterior se satisface si la funciéon de onda, en lugar de ser producto directo de orbitales,

se expresa en forma de determinante de Slater

vi(q)  i(ge) -+ ilaw)

Valar)  ¥ale2) - Yalaw) (2.23)

=

‘I/(O)(Q1aQQ7-- 7qN) -

Yn(q) “n(ge) - ¥n(aw)

donde el subindice de los orbitales hace referencia al correspondiente conjunto de ntimeros cuanticos,

0 en notacion de Dirac,
‘II(O)(ql7 42, qN) = [nilimyms, ,nalamiyme,, ..., nNINM Mgy ) - (2.24)

El factor 1/ VNI se introduce para que, asumiendo orbitales normalizados, la nueva funciéon de
onda (2.23) también lo esté. El determinante de Slater resulta ser una combinacion lineal de
productos directos del estilo (2.21) y, por tanto, es también solucion de (2.7) con energia (2.22).
Asimismo, si dos orbitales estuviesen caracterizados exactamente por el mismo conjunto de nimeros
cuénticos, entonces, dos filas del determinante serian iguales y, en consecuencia, éste se anularia.
Por tanto, para obtener una funciéon de onda no nula es preciso que todos los orbitales difieran
entre si al menos en uno de los cuatro niimeros cuanticos que lo especifican. Este hecho no es mas
que una forma de expresar el conocido principio de exclusion de Pauli.

En la aproximacion de campo central, la energia total del &tomo depende tinicamente del ntimero
de electrones que ocupan cada uno de los niveles individuales de energia €,,;. Por tanto, la energia
total esta determinada completamente por la configuracion electrénica, es decir, por la distribucion
de los electrones respecto a los ntimeros cuéanticos n y [. Se dice que los electrones que vienen
caracterizados por el mismo valor de n pertenecen a la misma capa, mientras que a los electrones
que perteneciendo a la misma capa poseen un mismo [ se les denomina electrones equivalentes y
pertenecen todos a una misma subcapa. Asi pues, una configuracion ¢ vendra especificada de la

siguiente manera [16],
¢ = (ml1)" (n2l2) -+ (nala)™=, Zwi =N, (2.25)
i=1

donde debemos recordar que para un valor del niimero cuéntico principal n, el niimero cuantico
orbital puede tomar los valores [ = 0,1,...,n — 1 y que sus valores numéricos suelen representarse

por letras del alfabeto
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Como ya se ha dicho, cada subcapa esta especificada por el par de nameros cuanticos (nl),
mientras que el estado cuantico de cada electron esta determinado por el conjunto (nlmyms). En
consecuencia, el niimero maximo de electrones en una subcapa nl coincide con la degeneracion de
la subcapa, que ya introdujimos, esto es, g; = 2(20 + 1). Ademads, para una configuracion dada ¢

con energia Eéo), existiran g. estados cuanticos diferentes del tipo (2.23) asociados con ¢,

0 0 0
DR FR N S 12

Las funciones del conjunto son ortonormales entre si, cada una de ellas es solucion de la ecuacion
(2.7) v se corresponden con los distintos valores que pueden tomar los ntumeros cuanticos de cada
electréon conservando siempre la distribucion especificada en c. La degeneracion g. asociada a una
configuracion viene dada por

T o gi!
ge = Hdz; d; = m, (2-26)
i=1

donde ¢ = nl, d; es el nimero de maneras posibles de distribuir w; electrones entre los g; estados
individuales con energia €,;.

Para dejar claro lo que hemos comentado hasta ahora y teniendo en cuenta lo que se tratara
en secciones posteriores, conviene poner un ejemplo. Consideremos la configuracion 1s22s22p?
correspondiente a un atomo de 6 electrones. Segun la expresion (2.26), hay 15 determinantes
diferentes asociados con la configuracion anterior y con la misma energia E(©) = 2, + 2e5, + 2e9y.
De acuerdo con el principio de exclusion de Pauli y como sucede siempre que tenemos una subcapa
cerrada, solo existe una posibilidad para colocar los dos electrones en la subcapa 1s (un electron
conmg = 1/2y el otro con my = —1/2) y lo mismo ocurre con los dos electrones en la 2s. Entonces,
los determinantes de Slater van a diferir s6lo en los valores de los niimeros cuanticos m; y ms de
los dos electrones de la subcapa 2p. Si omitimos la parte correspondiente a las subcapas 1s y 2s,
los determinantes pueden representarse como |2pm;ms, 2pmim.) y las 15 posibilidades saldrian al
considerar que my, m; =-1,0,1y mg,m., = £1/2 y teniendo en cuenta que el par m;m, no puede
ser igual a mjm..

Llegados a este punto, creemos necesario hacer una puntualizacién. Resolver el espectro del
dtomo multielectronico es equivalente al problema de la diagonalizaciéon del hamiltoniano exacto
H en un espacio de funciones de dimension infinita. Ante la imposibilidad practica de encontrar
una solucion de este problema, como punto de partida, suele trabajarse en la aproximacion de
campo central. Por tanto, ahora el problema se reduce a la diagonalizaciéon del hamiltoniano H.

Segun lo que hemos comentado, al menos desde el punto de vista formal, este problema es mucho
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més sencillo, ya que bajo esta aproximacion el estado del atomo queda especificado a través de la
configuracién electronica. Esto significa que el espacio total puede subdividirse en subespacios mas
pequenos, cada uno de dimension g., asociado a una configuraciéon particular ¢ y una energia Ego).
Los elementos de matriz de Hy entre estados pertenecientes a subespacios diferentes seran nulos,
por lo que, el problema se reduce a la diagonalizacion de Hj en el subespacio correspondiente a cada
configuracion. Si el problema original era la diagonalizacion de una matriz de dimension infinita, en
la aproximacién de campo central, pasamos a tener infinitas diagonalizaciones de matrices finitas.

En este contexto, la estructura energética de un atomo con N electrones estard constituida
por un conjunto (infinito) de niveles energéticos, cada uno de ellos asociado con una energia Eﬁ“’,
una configuraciéon ¢ y un conjunto de g. determinantes de Slater. Entre todas las configuraciones
posibles con N electrones, llamamos configuracion fundamental a aquella configuracion electronica
que dé lugar al minimo valor de la energia [16]. Las restantes configuraciones reciben el nombre de
configuraciones excitadas.

Por otro lado, el conjunto de todas las autofunciones de Hj forma un conjunto completo. Por
tanto, la funcion de onda exacta ¥ puede desarrollarse en términos de las componentes de este

conjunto,

v=>" o, (2.27)
k=1

No obstante, si efectivamente la perturbacién H.. es despreciable, en primer orden de teoria
de perturbaciones, la funcién de onda ¥ puede desarrollarse solamente en el subespacio asociado

a una unica configuracion,

9ge
™ =3 o). (2.28)
k=1

Esta descripcion se denomina aproximacion monoconfiguracional.
Pueden obtenerse, atin, mejores resultados, si se desarrolla la funcién ¥ en un subespacio mayor

correspondiente a la seleccion de M configuraciones,

M ge
0)c
v >N opw (2.29)
c=1 k=1

Esta descripcion se denomina aproximacion multiconfiguracional.

Como anadido importante debemos comentar que ademés de clasificar las funciones de onda
del atomo multielectronico en términos de los momentos angulares orbital y de espin, éstas pueden
describirse en funcién del concepto que se conoce como paridad.

Asi, el hamiltoniano del sistema es una funcién de las coordenadas r; de cada electron y de
los correspondientes momentos lineales p;'. La ecuacién de Schrodinger se satisface para todos

los valores de las coordenadas r; y, en particular, también debe cumplirse si todas las r; son

1Si se incluyen interacciones magnéticas, el hamiltoniano también puede depender de los momentos angulares 1;

y si, aunque por simplicidad aqui no haremos explicita tal dependencia.
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reemplazadas por —r; (y, por tanto, todos los p; se sustituyen por —p;, ya que p, = —ihd/0x),
esto es,

H(*I‘i, 7pi)\11(71‘i) = E\I/(fl‘z) (230)

Las coordenadas de espin no se ven afectadas por este cambio y el momento angular orbital
tampoco, puesto que 1; = r; X p;.

Para un atomo aislado en ausencia de campos externos se cumple
H(—r;, —pi) = H(ri, pi), (2.31)

ya que ni las energias cinéticas ni las distancias entre particulas que intervienen en la interaccion
coulombiana se ven afectadas al cambiar los signos de r; y p;. Esto significa que ¥(r;) y ¥(—r;)
son soluciones de la misma ecuaciéon de Schrédinger con el mismo autovalor E. Si E es un estado
no-degenerado, esto s6lo puede ser cierto cuando una de la funciones es simplemente multiplo de

la otra,

U(r;) = aV(—r;). (2.32)
Esta ultima relacion utilizada una segunda vez implica
U(r;) = a®¥(ry), (2.33)

y, por tanto, los anicos posibles valores de a son +1 y —1. Asi, se dice que ¥(r;) tiene paridad par
cuando a = +1 y paridad impar cuando a = —1.

En coordenadas esféricas la inversiéon del vector r implica

r—,
0 —m—0, (2.34)
o — T+

Esto significa que la inversion de coordenadas en un orbital (2.20) resulta

Rnl (r)}/lml (97 CP)XI/QmS - (71)anl (r)}/lml (97 @)Xl/Qmsa (235)

Luego, la paridad de un determinante de Slater (2.23) viene dada por

a= (_1)21-11:. (2.36)

2.1.2 Correcciones al modelo de campo central

La aproximacion atémica de particula independiente en presencia de un campo central, o apro-
ximacion de orden cero, sirve como punto de partida para tratar el problema del &tomo multielec-
tronico con hamiltonianos mas realistas siguiendo la teoria de perturbaciones independientes del

tiempo.



36 Elementos de un modelo colisional-radiativo

Consideremos entonces en este apartado y de forma breve, las principales correcciones al modelo
de campo central. La primera correccion importante al hamiltoniano de campo central (2.5) es el

término
N

Hee =) [V(n—) - rg] + i % (2.37)

i=1 i<j=1
que representa la diferencia entre la interaccion culombiana de los electrones y el promedio de la
repulsion electrénica contenida en el potencial central.

La segunda correccién, que ya se habia mencionado en la lista de términos a tener en cuenta
al principio de la seccién, se debe a las interacciones magnéticas de los espines de los electrones
con sus movimientos orbitales (interacciones espin-6rbita). En el contexto del modelo de particula

independiente, este término se puede escribir como

N

H,, = Zf(rz‘)li © Si, (2.38)

i=1
donde 1; es el operador momento angular orbital del electrén i, s; es su operador momento angular

de espin y la funcion £(r;) viene dada por

a?1dv

§(ri) = 5 d (2.39)

siendo « la constante de estructura fina. Es posible demostrar que los electrones pertenecientes a
subcapas cerradas no contribuyen en la expresion (2.38) y que, por tanto, la suma se extiende solo
sobre electrones en subcapas abiertas.

El procedimiento seguido para describir los efectos de H.. v Hg, en el contexto de teoria de
perturbaciones va a depender de la importancia relativa de estos términos. Asi, los datos experi-
mentales confirman que, en un buen niimero de casos, donde Z toma un valor pequeno o intermedio,
la repulsion electronica es mucho mas intensa que la interaccion espin-orbita [15,17]. No obstante,
mientras que la interaccion electrostatica entre electrones en el seno del campo generado por un
nucleo de carga Z es aproximadamente proporcional a Z, la energia de interacciéon espin-orbita
es proporcional a Z*. Por tanto, el protagonismo de esta crece rapidamente con Z y resulta ser
la correccion fundamental en atomos con Z alto. Asi pues, para tratar perturbativamente las co-
rrecciones al campo central, se seguird en cada caso un esquema de acoplamiento diferente, que
dara lugar a una estructura energética también diferente. Para elementos desde el principio hasta
la mitad de la tabla periddica se trabaja en acoplamiento LS, mientras que el acoplamiento jj es
el més adecuado al tratar con elementos pesados. De forma general, en la estructura energética
real de los distintos elementos se observa una transicion mas o menos continua desde la estructura
caracteristica del acoplamiento LS hasta la del acoplamiento jj conforme pasamos de elementos
ligeros a elementos pesados, lo que significa que también existen otros esquemas de acoplamiento

intermedio [16,17]. Los detalles de como llevar a cabo los distintos acoplamientos y procedimientos
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relacionados, como la suma de momentos angulares, pueden consultarse en la bilbiografia [16-18].

Aqui nos limitaremos a comentar las caracteristicas principales de los dos esquemas méas comunes.

Acoplamiento LS

Consideremos nuevamente el hamiltoniano central Hy y sean L y S el momento angular orbital

total y el momento angular de espin total, respectivamente,

N
L=> 1, (2.40a)
1=1

N
S=) s (2.40D)
i=1
Puede demostrarse que tanto L como S conmutan con Hy, esto es,

[H(), L] = 0, (241&)

[Ho, S] = 0. (2.41b)

En consecuencia, es posible obtener autofunciones de Hy que también sean autofunciones de los
operadores L2, 82, L, y S, caracterizadas por el conjunto de ntiimeros cuanticos (L, S, M, Ms).
Segin hemos visto, podemos restringir nuestro anéalisis a cada uno de los subespacios asociados
con una configuracion electronica c. En este sentido, un determinante de Slater del tipo (2.23) esta
expresado en la representacion (n,l, m;, ms) y resulta ser una autofuncion de los operadores L, y
S., pero no necesariamente de L? y S2. El nuevo conjunto de g. autofunciones, denotadas como
|[vLSMMg), puede obtenerse construyendo combinaciones lineales de determinantes de Slater,

esto es,

ge
[vLSMpMg) = Z Chou lnilimyme,, ..., nNINmy sy ) (2.42)
=1
donde ~ aglutina el resto de niimeros cuénticos necesarios para especificar el estado atémico, i es
el indice para etiquetar a cada uno de los determinantes de Slater del conjunto asociado con la
configuracion ¢ y A es la etiqueta correspondiente para las funciones |[yLSMpMg).

La ecuacion (2.42) expresa realmente un cambio en el conjunto de funciones que forman la base
escogida para tratar el problema, pasamos de la representacion de determinantes de Slater a la
representacion LS. Este esquema de trabajo se conoce como acoplamiento LS o Russell-Saunders.
La expresion de los coeficientes C), estd determinada, de forma general, por la teoria de suma
de momentos angulares y las reglas del dlgebra de Racah. Los detalles relacionados con este tema
pueden consultarse en la bibliografia [16,17]. Asimismo, debe quedar claro que, como no se ha
anadido atn ningin término perturbativo al hamiltoniano de campo central, las g. funciones del
tipo |yLSMMg) son autofunciones de Hy con la misma energia Eﬁo), esto es, todavia no se ha

roto la degeneracion.
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Por otro lado, de acuerdo con la teoria de adicion de momentos angulares, una determinada
configuracion electronica ¢ daré lugar a un conjunto de términos en representacion LS. La notacion

que suele usarse para especificar cada término es
¢ 25T, (2.43)

donde el valor 25 + 1 se denomina multiplicidad del término. Dentro del subespacio de dimension
g. correspondiente a una misma configuracion c¢, cada término LS define a su vez un subespacio
menor al que pertenecen todas las autofunciones de L2, 82, L, y S, caracterizadas por un mismo
valor de los ntimeros cuanticos L y S. La dimension de este subespacio o, lo que es lo mismo, la

degeneracion del término g g viene dada por
grs = (2S+1)(2L +1). (2.44)

Asi, si una configuraciéon ¢ da lugar a M términos LS diferentes, se cumpliréa

M

ge = Z grLs- (2.45)

{LS}=1
Es posible que lo que acabamos de contar quede mas claro si continuamos con el ejemplo relativo
a la configuracion 1522s%2p2. En la tabla 2.1 podemos ver cuales son los términos LS asociados
con la configuracion, sus degeneraciones y sus autofunciones.
Una vez descrito el acoplamiento LS, veamos como tratar las correcciones a la aproximaciéon

de campo central. Si la interaccion electrénica es mucho mayor que la interaccién espin-oérbita,
Hee > Hso; (246)

al hamiltoniano de campo central anadiremos en primer lugar el término H,.. despreciando la
correccion de espin-orbita H,. El objetivo es ahora encontrar energias y autofunciones del hamil-
toniano

H = Hy + H... (2.47)

Como la contribucion de repulsion electronica no presenta simetria esférica, el momento angular

orbital monoelectronico 1; ya no es una constante del movimiento (no es un buen namero cuantico)

Configuracién ge Término grs |LSMpMsg)

15 1 |0000)
15%2522p? 15 'D 5  |20ML0)
3p 9  |11MpMs)

Tabla 2.1. Desdoblamiento de una configuracién electronica en términos LS.
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y la representacion no acoplada de configuraciones ya no es adecuada para describir la estructura
energética del atomo. Es decir, los determinantes de Slater no son autofunciones del hamiltoniano
(2.47) y, por tanto, la repulsion electronica va a romper, al menos en parte, la degeneracion del
nivel de energia E(®.

Puede comprobarse que la perturbacion H.. conmuta con el momento angular orbital L y con

el espin S,

[Heea L] =0, (2.48&)

[Hee, 8] =0, (2.48D)

esto significa que el esquema de acoplamiento LS es el adecuado para resolver la estructura ener-
gética del hamiltoniano (2.47). De acuerdo con la teoria de pertubaciones estacionarias, las co-

)

rrecciones a la energia Eéo se obtienen diagonalizando la perturbacion H.. dentro del subespacio
de dimension g. asociado. Los estados |[yLSMpMg) son autofunciones de H,. y los autovalores
correspondientes estan caracterizados por los nimeros cuanticos L y S, independientes de My, y
Msg.

Las funciones |yLSMMg) son también autofunciones de H = Hy + H,., pero en el subespacio
asociado a la energia E£°), ya que la teoria de perturbaciones ignora los elementos de matriz de la

perturbacion entre estados pertenecientes a subespacios diferentes [19].

La nueva estructura energética en acoplamiento LS puede describirse de la manera siguiente.
Si una configuracién ¢ da lugar a M términos LS, cada energia E£O) se desdoblara en un conjunto
de M nuevos niveles energéticos Erg y, a su vez, cada energia Epg estard asociada a un término
LS con una degneracion grs. En este subespacio, las funciones del conjunto |yLSMpMg) con L
y S fijosy My, = —L,...,Ly Mg = —5,...,S son autofunciones del hamiltoniano perturbado
(2.47)con la misma energia Efg.

El segundo paso en el calculo perturbativo es tener en cuenta el término de espin-orbita H,.
Esta perturbacion contempla la interaccion del momento angular orbital individual de cada electrén
con su momento angular de espin, en consecuencia, Hg, no conmuta de forma separada con L y

con Sy, por tanto, las funciones |yLSMMg) no seran autofunciones del hamiltoniano
H=Hy+ H. + H,,. (2.49)

Conviene entonces buscar una nueva representacion, adecuada para resolver la estructura ener-
gética del hamiltoniano (2.49). Analizando la forma de la perturbacion Hy, resulta facil comprobar

que ésta conmuta con L2, con S? y también con el momento angular total J, definido por

J=L+S. (2.50)
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En resumen,

[Hyo, L?] =0, (2.51a)
[Hyo,S%] =0, (2.51b)
[Hyo,J] = 0. (2.51c)

Esto significa que la interaccion espin-érbita va a dar lugar a unos nuevos niveles de energia
que se obtienen tras diagonalizar la perturbacion Hg, dentro de cada subespacio de dimension gz g
asociado a una energia Epg. En efecto, serd posible encontrar autofunciones de H,, que también
lo sean de los operadores L2, S2, J v J,, ¥y que estaran caracterizadas por los nimeros cuanticos
(L,S,J,Mj). De acuerdo con la teoria de suma de momentos angulares, las nuevas funciones
|vLSJM ;) vendran dadas por una combinacion lineal de funciones |yLSMMg), esto es,

gLs
WLSJMj) =" Dy, |yLSM[Ms), (2.52)

p=1
donde A= LSJM;y p= LSMpMg. Como Hg, no depende de la orientacion del momento angular
total, las nuevas energias, que denotaremos por Ej;, van a estar caracterizadas por los niimeros
cuéanticos L, S y J, siendo independientes de M ;, por lo que tendran una degeneracion asociada
gs=2J+ 1.

Tras el segundo paso en el calculo perturbativo, la nueva estructura energética puede describirse
como sigue. Si un término LS da lugar a M valores diferentes de J, cada energia E g se desdoblaréa
en un conjunto de M nuevos niveles energéticos E; y, a su vez, cada energia FE; estard g; veces

degenerada. De acuerdo con esto, debe cumplirse

M
gLs = Z 9J- (2.53)
{J3=1

Dentro del subespacio asociado al autovalor Epg, las funciones del conjunto |yLSJMj) con L,
Sy J fijos, y My = —J,...,J son autofunciones del hamiltoniano (2.49) con la misma energia
E;. A los nuevos términos de la estructura energética se les llama simplemente niveles y suelen

representarse de la manera siguiente,

¢ 29, (2.54)

En la tabla 2.2 se muestra, a modo de ejemplo, la estructura final de niveles derivada del

acoplamiento LS correspondiente a una configuracién electrénica de partida 1522522p2.

Acoplamiento jj

Para la descripciéon de este esquema de acoplamiento jj vamos a seguir un camino analogo
al utilizado para exponer el acoplamiento LS. Partimos de nuevo del hamiltoniano central Hy.

En la expresion (2.8) se ponia de manifiesto que Hy es suma de hamiltonianos individuales h;.
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Configuracién ge Término grs |LSMpMsg) Nivel g5 |LSJM})

LS 1 |0000) 1So 1 |0000)

'D 5  |20ML0) Dy 5 |202My)

1522522p? 15 5Py 1 [1100)
3p 9 1IM,Ms) 3P 3 [111My)

5P, 5 |112My)

Tabla 2.2. Desdoblamiento en niveles de la estructura energética correspondiente a un acoplamiento

LS.

Consideremos, por otro lado, el acoplamiento del momento angular orbital de un electrén 1; con

su momento angular de espin s;, para dar lugar al momento angular total monoelectrénico j;,

Resulta evidente que el momento angular j; del electrén ¢ conmuta con el hamiltoniano indivi-
dual h; del electrén j. Pero ademés, como cada h; es central, entonces [h;, ;] = 0, y como también

es independiente de las coordenadas de espin, [h;,s;] = 0, por tanto,
[hi,ji] = 0. (2.56)

De manera anéloga a lo expresado en las ecuaciones (2.12) y (2.20), el estado de un electron
puede especificarse completamente como un orbital monoelectronico ¢pjm, caracterizado por los
nameros cuanticos (n,l, j,m;). Ademas, si p = nlmym, y A = nljm;, de acuerdo con la suma de

momentos angulares, se cumplird una relacién del tipo

g1
¢nljmj = Z C)\,uwnlmlmsa (257)

p=1
donde g; = 2(21+41). La ecuacion (2.57) expresa un cambio en el conjunto de funciones que forman
la base escogida para representar el estado de un electrén, pasando de los orbitales ¥yim,m, & los
Ynijm, -

Como cada hamiltoniano h; conmuta con j;, también se cumplira
[Ho,ji] =0, j=1,...,N, (2.58)

y serd posible obtener autofunciones de Hy que también lo sean de cada uno de los momentos
angulares individuales j;. Parece 16gico que estas funciones sean un determinante de Slater de los
orbitales Vpijm;, esto es,

\I/jj = |n1l1j1mj1, e aanNijjN> . (2.59)

Este es el procedimiento conocido como acoplamiento jj.
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De manera analoga a lo que ocurria en la representacion LS, existe un conjunto de g. funciones
)

. . . . (0 . . .

V;; asociadas a una misma configuracioén c y una energia E¢ ", puesto que no se ha incluido atn
ningdn término perturbativo que rompa la degeneracion.

Por otro lado, si partimos de una configuracion electronica ¢, en representacion jj se obtendra

un nuevo conjunto de configuraciones c;; o términos jj del tipo
(07
— w1 w2 W
Cjj = (nlll)jl (’nglg)jZ R (nala)ja s ZU}Z = N, (260)
i=1

siendo w; el niimero de electrones en el orbital n;l;7;. Cada configuracion c;; tiene una degeneracion

asociada g;; dada por

(03
gi!
=Td, dj=—9" 2.61
931 H ' Cwl (g — wi)! ( )
siendo g; = g;, = (24; + 1) la ocupacién méaxima del orbital n;l;j; (degeneracion del orbital) y

d; = dy,1,5, €l nimero de maneras posibles de distribuir w; electrones entre los g; orbitales n;l;j;.

Esto significa que, dentro del subespacio de dimensién g. correspondiente a una misma configu-
racion ¢, cada configuracion c;; define a su vez un subespacio de dimension g;;, al que pertenecen
gj; funciones independientes del estilo (2.59), que se obtendrian mantiendo fijos la terna n;l;j; de
todos los electrones y variando los m;, de cada uno de ellos, pero siempre en concordancia con el
principio de exclusion de Pauli.

Segtn lo dicho, si una configuracién electronica c¢ da lugar a M configuraciones c;;, tiene que
cumplirse

M
ge= > i (2.62)
{ii}=1

En la tabla 2.3 se resume en qué consiste el acoplamiento jj partiendo de la configuraciéon
1522522p2. A este respecto hay que decir que al escribir los términos jj suele especificarse sélo los
nimeros cuanticos de los electrones pertenecientes a orbitales incompletos.

Una vez que se han expuesto las caracteristicas fundamentales del acoplamiento jj, veamos
como introducir las correcciones al campo central. Si la interaccion espin-orbita resulta ser mucho

mayor que la interaccion electrénica,

HSO >> Hee; (2.63)
Configuracién Je Término 9jj ‘jmj,j’m;>
151152575291 ) = (3 3) L [5535-3)
15%25%2p? 15 187,27 92p] 52055 = (5.5) 8 |gmy,5m))
— (3 3 3 3
15%/225%221’3/2 =(5.3) 6 21> §m3>

Tabla 2.3. Desdoblamiento de una configuracion electronica de campo central en términos jj.
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podremos despreciar el término H.. y ocuparnos del hamiltoniano
H = Hy+ Hs,. (2.64)

En esta situacion, carece de significado hablar separadamente del momento angular orbital y
del momento angular de espin de un electrén, ya que sélo se conservara el momento angular total
individual j; [17]. Por esta razon, la representacion jj es la mas adecuada para tratar el problema.

El término de espin-6rbita no es més que la suma de las interacciones espin-orbita individuales

hso,i = &(1i)1;s;. Podemos, por tanto, definir un nuevo hamiltoniano individual A} dado por
1
h; = h; + hso,i = —§VZQ + V(’I“i) + E(m)lisi, (265)

de tal forma que el hamiltoniano (2.64) se obtiene como

N
H=> I (2.66)
1=1

Puede comprobarse ademas que el nuevo hamiltoniano individual conmuta con el correspondiente
momento angular total,

[hi,di] = 0, (2.67)
por lo que, los orbitales ¥y, j,m; seran autofunciones de h; con autovalor en,;,j, (2j; + 1) veces
degenerado.

De acuerdo con la teoria de perturbaciones, los nuevos niveles de energia del atomo multielec-
tronico se obtienen al diagonalizar el hamiltoniano (2.64) en el subespacio de dimension g. asociado
a la configuraciéon c y la energia E£°). Debido a las caracteristicas de la representacion jj, la per-
turbacion resulta ser diagonal en los subespacios de dimensién g;; asociados a cada uno de los
términos jj procedentes de la configuracion c.

Por tanto, la estructura energética del hamiltoniano perturbado (2.64) en acoplamiento jj
puede describirse de la manera siguiente. Si una configuracién de campo central ¢ da lugar a M
términos jj, se rompera la degeneracion asociada a la energia Eﬁo) y ésta se desdoblara en M nuevos
niveles energéticos Ej;. A su vez, cada energia E;;, con degeneracién g;;, estard asociada a una
configuracion en representacion jj. En base a la ecuacion (2.66), las g;; funciones independientes
(de las que ya hablamos) pertenecientes al subespacio del término jj correspondiente, son en este

subespacio autofunciones del hamiltoniano perturbado (2.64) con la misma energia E;;, dada por

N
Ej; = Zgniliji' (268)
i=1

De forma anéloga al acoplamiento LS, el segundo paso en el calculo perturbativo es anadir una
nueva perturbacién al hamiltoniano multielectréonico que, en este caso, resulta ser la correcciéon de
repulsion electrostatica H... Por tanto, el nuevo hamiltoniano es el mismo que ya habiamos escrito
en (2.49),

H=Hy+ Hgo + Hee (2.69)



44 Elementos de un modelo colisional-radiativo

El término H.. no conmuta con los momentos angulares individuales j; y, en consecuencia, se
rompera la degeneracion asociada a la energia E;;. De forma similar a lo que comentabamos en el
esquema LS, las nuevas energias se obtendran tras diagonalizar la perturbaciéon H. en el espacio
de dimension gj; asociado al autovalor F;;. Obtendremos autofunciones de H.. que también seran
autofunciones de cada operador j?, de J y de .J,, donde el momento angular total (que es el mismo
operador que se definio al tratar la representacion LS) al trabajar en representacion jj conviene

introducirlo como N
I=>"j. (2.70)
i=1

En la nueva representacion, las autofunciones se especifican como |njy...jnJMy) y vienen

dadas, a su vez, por una combinacion lineal de funciones de configuracion jj, es decir,

95j
|77j1 .. .jNJMJ> = Z D)\IL |n111j1mj1, e ,nNZNijjN) y (2.71)
p=1
donde p es un indice que corre sobre los estados |nilijimy,,...,nnlyjnm;y) y A sobre los
Inj1 ... inJMy).
Las nuevas energias F/; van a estar caracterizadas por los niimeros cuanticos j;, coni=1,..., N

y J. Como [He.,J] = 0, las energias son independientes de M y, por tanto, cada nivel presenta
una degeneracion gy = 2J + 1.

Finalmente, después del segundo paso en el calculo perturbativo, la nueva estructura energética
queda de la manera siguiente. Si una configuracion jj da lugar a M valores diferentes de J, cada
energia Ej; se desdoblara en un conjunto de M nuevos niveles energéticos E; y, a su vez, cada

energia E; estard g7 = 2J + 1 veces degenerado. Segin esto, debe cumplirse

M
gii= > 9 (2.72)
(J}=1

Dentro del subespacio de dimensioén g;; asociado al autovalor E;;, las funciones |nj; ... jnJ M)
con los j; v J fijos, y My = —J,...,J son autofunciones del hamiltoniano (2.69) con la misma
energia E;. Los niveles procedentes de un esquema de acoplamiento jj suelen representarse de la

siguiente manera,
(j17j27"'7jN)J' (273)

Por mantener un paralelismo con el acoplamiento LS, en la tabla 2.4 se muestra la estructura
de niveles derivada del acoplamiento jj correspondiente a la configuracion electrénica de partida
1522522p?. Como la subcapa 2p es la tinica que no esta completa en la configuracion, se ha omitido
por simplicidad los valores de j de los electrones en subcapas llenas.

Llegados a este momento conviene aclarar una cuestion. Si tomamos como punto de partida
una configuracion electronica de campo central (descripcion nl), al anadir las dos correcciones

H.. y Hg, al hamiltoniano de orden cero, ya sea siguiendo un esquema LS o un esquema jj, se
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Configuracién Je Término  gj; ‘jmj,j’m;-> Nivel gy |jj'JMy)
(33) 1 335-3) (53)e 1 [3300)
1 3 ] 1 3.7 (%’%)1 3 %%1M‘]>
1522522p? 5 @) 35> 35 (1,2), 5 [Liawm)
D 202)2 22 J
3 3 3 ’ (%’%)O 1 |%%00>
(5’5) 6 §m]72m> 3 3 33
(3.8), 5 [332M,)

Tabla 2.4. Ejemplo de desdoblamiento en niveles de la estructura energética correspondiente a un aco-

plamiento jj.

llega a un mismo conjunto de niveles de energia caracterizados en ultima instancia por el ntimero
cuantico J, es decir, un mismo conjunto de valores de J. Por simplicidad en la notacion, la energia
de estos niveles la hemos denotado como Ej, en los dos esquemas de acoplamiento. Sin embargo,
aunque puede establecerse una relacion univoca entre los valores de J procedentes de términos LS
y los valores de J procedentes de términos j7, debe quedar claro que las energias asociadas a un
mismo nivel J procedentes de los dos esquemas de acoplamiento no tienen por qué coincidir. La
razon es que estos niveles proceden de un célculo perturbativo con suposiciones diferentes en cada
caso. En el esquema de acoplamiento LS se considera Hy > H.. > H,,, mientras que al trabajar
en acoplamiento jj se presupone Hg > Hg, > H... En el primer paso del célculo perturbativo,
la energia de campo central se desdobla en términos LS en un caso y en términos jj en el otro,
estableciendo un diagrama de ramificacion distinto en cada esquema de acoplamiento, debido a que
la importancia relativa de los términos perturbativos es también distinta. Cuando abordamos el
segundo paso del célculo perturbativo y pasamos a la descripcion en niveles, se estaran corrigiendo
ligeramente las energias de los términos del paso anterior, por lo que, definitivamente, la estructura

energética final en los dos casos, en general, no va a ser la misma.

2.1.3 Caracteristicas del potencial central

En la seccién anterior habfamos supuesto conocido el potencial central V(r) para centrarnos
en el analisis de la estructura energética en la aproximacién de campo central y el tratamiento
perturbativo de las correcciones a dicha aproximaciéon. Por tanto, vamos ahora a comentar cuales
son las principales caracterisitcas de la funcion V (r), esencialmente, cudl es el comportamiento
esperado a pequenas y grandes distancias del nicleo. Dejaremos para las secciones inmediatamente
posteriores los métodos desarrollados para la determinacion de la funcion V' (r), algo que consti-
tuye el verdadero problema del atomo multielectrénico. Recordemos que el objetivo es encontrar

una funcién potencial que recoja en la medida de lo posible la complejidad del problema, de tal
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forma que las correcciones al potencial sean lo suficientemente pequenas como para garantizar la
aplicabilidad de la teoria de perturbaciones.

El principal efecto que sobre un electron del &tomo causan los restantes electrones es apantallar
la atracciéon central coulombiana que sufre el electrén debido a la presencia del nucleo. Resulta
l6gico, por tanto, suponer que gran parte del término de repulsion electronica deberia tener simetria

esférica. Asi, se puede suponer que el potencial efectivo viene dado por [15]

Z
V(r)=——+5(r). (2.74)
r
La forma de S(r), que se conoce como funcion de apantallamiento, es facil de predecir a pequenas
y grandes distancias del nicleo. Si se considera un electron a una distancia r; del nacleo muy grande
comparada con las distancias al ntcleo 7; de los N — 1 electrones restantes, se puede suponer que

T5j /= 13 Y, por tanto, el potencial que sufre el electron viene dado aproximadamente por

N—-1
Z 1 Z—N+1
_Z = - - 2.75
2,y , 215)

j=1 T T

que se corresponde con el potencial coulombiano nuclear apantallado por los N — 1 electrones
restantes. Conforme disminuye la distancia r;, el apantallamiento es cada vez menos significativo,

de tal forma que cuando el electrén estd muy cerca del nticleo puede suponerse que r;; = r; y, por

tanto, el potencial serd aproximadamente igual a
N-1
Z 1 Z
- — ) =—— +cte 2.76

donde se ha realizado un promedio sobre las distancias de los restantes NV — 1 electrones. Vemos
que en el limite r; — 0 el potencial que actta sobre el electréon es exclusivamente el debido a la

atraccion nuclear. Segun lo dicho, el potencial central V (r) debe cumplir

A
V(r) — - r—0 (2.77a)
Vi) - 2N (2.77b)

Sin embargo, la determinacion del potencial a distancias intermedias es un problema mucho
més dificil. Hay que tener claro que en este caso el potencial V(r) —que representa la atraccion
del nticleo més la repulsion media de los otros electrones— va a depender de los detalles de la
distribucion de carga debida a los electrones y que, en consecuencia, es imposible que un mismo
potencial V(r) describa con exactitud todo el espectro de un dtomo o ion multielectronico. En lo que
sigue comentaremos brevemente cuéles son los principales métodos desarrollados para resolver este
problema, que son también, como es logico, los métodos utilizados en los c6digos computacionales

para el calculo de la estructura atoémica que podemos encontrar en la bibliografia.
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2.1.4 El modelo de Thomas-Fermi

Uno de los modelos més simples para la determinacion del potencial atémico es el modelo de
Thomas-Fermi. El interés en dedicarle este apartado se debe a varios motivos: en primer lugar,
porque las correcciones introducidas en algunas versiones de los procedimientos autoconsistentes
que luego trataremos estan basadas en el modelo de Thomas-Fermi; en segundo lugar, porque fue
el precursor de los modelos basados en potenciales paramétricos analiticos, como el que se usa en
el codigo colisional-radiativo desarrollado en este trabajo y, finalmente, como también veremos,
porque el modelo ha sido a la larga adaptado para tratar el problema de la determinacion del
potencial atémico, no en situacion aislada, sino en el seno de plasmas de alta densidad fuertemente
acoplados.

Existe una amplia bibliografia acerca de la teoria atémica de Thomas-Fermi y sus primeras
versiones aparecen en la mayoria de los libros de textos [15,16,18,20]. Aqui nos limitaremos a
presentar un resumen del modelo.

La teoria de Thomas-Fermi fue desarrollada para el cilculo del estado fundamental de atomos o
iones con un gran numero de electrones y esta basada en consideraciones estadisiticas y semiclésicas.
Los N electrones del sistema se tratan como un gas de Fermi en el estado fundamental, pero
confinados a una esfera de radio ry (que podria ser co) debido a la acciéon de un potencial central
V(r) que hay que determinar. Como valor de la energia cinética de los electrones T'(r) se toma la
energia correspondiente al gas de Fermi compatible con la densidad electronica en cada punto del
espacio. Si n(r) es la densidad de electrones (también a determinar), entonces

1
)

2/3

T(r) [37%n(r)] (2.78)

Asimismo, tratando como continua la densidad electrénica, otra de las aproximaciones del
modelo consiste en utilizar la ecuacién de Poisson de la electrostatica,

V2V (r) = %% V()] = —dmn(r). (2.79)

Por otro lado, la energia total, que debe ser independiente de r (estamos interesados en analizar
la situacion estacionaria) y negativa (de lo contrario los electrones no estarian ligados al atomo),
vendra dada por

E=T(r)+V(r). (2.80)

Como se supone que los N electrones estan confinados a una esfera de radio rg, debe cumplirse

la siguiente condicion de normalizacion,
T0
/ n(r)dnridr = N. (2.81)
0
Ahora se exige que la energfa del sistema sea minima, introduciendo la ligadura (2.81), esto es,

) (E - Vo /TO n(r)47rr2dr) =0, (2.82)

0
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donde el parametro V) es un multiplicador de Lagrange. De esta ultima expresion se deduce una
las ecuaciones fundamentales del modelo, que establece la relacion entre n(r) y V(r),

23/2 3/2
d(r)>/=, r <,
n(ry = 1 72 (2.83)

0, T >Tg.

donde se ha introducido la funcion ®(r) = Vo — V(r). Si el atomo esta aislado y toda la carga
contenida en la esfera de radio 79, es de esperar que n(rg) = 0. De esta condicion se deduce que
Vo =V(ro) = —(Z — N)/ro y, por tanto, ®(rg) = 0.

A estas ecuaciones se afiade una condicion mas. Para r — 0 la mayor contribucién al potencial
electrostatico sera la debida al niicleo, por tanto, tendremos

lim r®(r) = Z. (2.84)

r—0

Con el objetivo de simplificar las expresiones obtenidas, se introduce la variable adimensional

z y la funcion x(z), de la siguiente manera,

2/3
(327;)/3 7173,

r=bx, b= r®(r) = Zx(z). (2.85)

Con estos cambios, la relacion (2.83) se convierte en

3/2
# |:XSE):| ) 1’§1’(),
n(r) = (2.86)
0, T > Xo,
mientras que la ecuacion (2.79) puede reescribirse como
d*x 1/2.,3/2
i V232 < g, (2.87a)
x
d2
d—’2‘ ~0, x> 0. (2.87b)
x

La condicion de normalizacion (2.81) y la condicion de contorno para r = 0 expresada en (2.84)

quedarian, respectivamente, de la siguiente manera,

N-—-Z
z()xl(l'()) = 7 y (288&)
x(0) =1, (2.88b)
Ademas, la solucién también debe satisfacer
x(zo) = 0. (2.88¢c)

La ecuacion diferencial no-lineal y de segundo orden (2.87a) se conoce como ecuacion de
Thomas-Fermi y es una ecuaciéon universal, ya que no depende de Z ni de ninguna constante

fisica. Para 4tomos neutros (Z = N), la ecuacion de Thomas-Fermi sujeta a las condiciones (2.88)
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conduce a una funcion universal x(x), que se obtiene por integracion numérica y que aparece
tabulada en numerosos libros de texto. Sin embargo, para dtomos ionizados existe una familia de
soluciones posibles para x(x). En cada caso particular, con el conjunto de ecuaciones (2.87a) y
(2.88), se conforma un procedimiento iterativo que permite determinar numéricamente la funcion
x(x), la densidad electronica n(r) y el potencial V(r).

Segun lo expuesto, el potencial V() puede reescribirse de la forma siguiente,

V(r) = ,% +5(r), (2.89)

donde S(r) = —Z [x(z) — 1] /r+ VW, es la funcion de apantallamiento de la que ya habiamos hablado
al principio de este apartado. El ajuste de la funcién de apantallamiento obtenida numéricamente
mediante la propuesta de diferentes expresiones analiticas dependientes de uno o mas parametros
dio lugar a los primeros potenciales analiticos. Esta manera de abordar el problema del atomo
multielectronico sera tratada més adelante.

El potencial de Thomas-Fermi podria utilizarse ahora en la ecuacion de Schrodinger (2.19)
para obtener la parte radial de los orbitales monoelectronicos. Sin embargo, se ha comprobado
que la aplicabilidad del método de Thomas-Fermi esté limitada a distancias intermedias, ya que,
segiin el modelo, la densidad electrénica diverge en el origen y se sobrestima a distancias grandes.
Asimismo, el mayor problema radica en que el potencial V(r) se calcula clasicamente para una
distribucién continua de carga y, por tanto, incluye la interaccion electrostatica de cada electréon
consigo mismo. Esto significa que, para un valor grande de r, 7V (r) tiende a —(Z — N), en lugar de
hacerlo al valor correcto —(Z — N + 1). Se han desarrollado mejoras al modelo de Thomas-Fermi
para incluir los efectos de intercambio electronico (modelo de Thomas-Fermi-Dirac), que no seran

comentadas aqui. Los detalles pueden encontrarse en la bibliografia [16, 20].

2.1.5 El método de Hartree-Fock

Vamos a presentar a continuacion las ecuaciones béasicas de una aproximaciéon mas elaborada
conocida como método autoconsistente de Hartree-Fock. La mayoria de los codigos mas sofisticados
que podemos encontrar actualmente en la literatura para la resolucion de la estructura atéomica de
un atomo multielectréonico estan basados en este procedimiento.

En concordancia con el principio de exclusion de Pauli, en el método de Hartree-Fock se asume
que la funcién de onda de un sistema de N electrones es un determinante de Slater o, en otras
palabras, un producto antisimétrico de orbitales monoelectrénicos. Utilizando un método varia-
cional [19], el objetivo es encontrar el mejor determinante de Slater mediante la optimizacion de
los orbitales individuales. Asimismo, como la funcién de onda total del 4tomo multielectrénico
solo puede representarse mediante una suma infinita de determinantes, el método de Hartree-Fock
puede verse como un primer paso para la obtenciéon de las funciones de onda y las energias del

atomo.
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El punto de partida es el hamiltoniano siguiente,

H=H, + H>, (2.90)
donde
N
Hy =Y hi, (2.91)
i=1
1 Z
hy=—-v2_ 2 2.92
QVZ Ti ( )
Yy
N
Hy = S (2.93)
T
1<j=1

Si Ey es la energia del estado fundamental del sistema, de acuerdo con el principio variacional,
se tiene [19]

Ey<E[Y]=(Y|H|T), (2.94)
donde W es una funciéon de prueba que se supone normalizada,
(U|0) = 1. (2.95)
En el método de Hartree-Fock la funcion de prueba es un determinante de Slater, o sea,

i(q)  Ui(ge) -+ Yilaw)

v2lqr)  ¥2(@) - ¥2(aw) (2.96)

2

\Il(q1aq27"'an) =

n(q) Yn(ge) -+ Yn(aw)

donde recordemos que 15 (g;) es un orbital monoelectronico asociado al conjunto de nameros cuan-
ticos (ny,Ix, mi,,ms, ) en funcion de las coordenadas espaciales y de espin del electron i-ésimo. Se

requiere ademas que los orbitales sean ortonormales,

(plifn) = / (@0 (@)dg = S, (2.97)

donde el simbolo [ dg implica una integracion sobre las coordenadas espaciales y una suma sobre
las coordenadas de espin.
Teniendo en cuenta la forma en la que acttan los operadores Hy y Hs sobre los determinantes,

se llega a que el valor esperado del hamiltoniano es
1

siendo

In = (U |hil a) (2.99)
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1
J)\u = <¢A¢u 7”_ ’L/))\wu>a (2.100)
ij
que se denomina término directo, y
1
K)\H = ?ﬁxwu 7”_ w;ﬂp)\ ) (2.101)
ij

que se conoce como término de intercambio.

Una vez obtenido el funcional E [¥], el segundo paso en el calculo variacional es exigir que E [¥]
sea estacionario respecto a las variaciones de los orbitales y sujeto al requisito de ortonormalidad
de los mismos. Para satisfacer estas condiciones se introducen N? multiplicadores de Lagrange,

que denotamos como ¢,,. La ecuaciéon variacional resulta entonces

b <E > Y e <%|¢A>> =0. (2.102)
Ap

Ahora bien, los N2 multiplicadores de Lagrange pueden ser considerados como los elementos de
una matriz hermfitica. Teniendo esto en cuenta, resulta conveniente llevar a cabo una transforma-
cion unitaria sobre los orbitales monoelectronicos, de tal forma que la matriz de multiplicadores sea
diagonal, con elementos E)dy,. Tras la transformacién unitaria, los nuevos orbitales sélo difieren
de los anteriores en un factor de fase y el valor esperado del hamiltoniano no se vera afectado.
Supongamos de aqui en adelante que dicha transformaciéon ha sido efectuada, sin indicarlo ex-
plicitamente en la notacién para no complicarla. En esta nueva situacion, la ecuacion variacional

queda
d <E ~Y Ex (¢A|¢A>> =0. (2.103)
A

Teniendo en cuenta la expresion del valor esperado E = (¥ |H| ¥) y desarrollando la ecuacion
(2.103), se llega a un sistema de N ecuaciones integrodiferenciales acopladas, conocidas como

ecuaciones de Hartree-Fock,
1
=572V va) = Brin(a (2,101
Suele definirse el hamiltoniano de Hartree-Fock hypr como
Lo
hgrp = —§VZ- + V(qi), (2.105)
lo que permite reescribir la ecuacién (2.104) de la forma
hrara(gi) = Exa(q:). (2.106)
El potencial Hartree-Fock V(g;) viene dado por

V(gi) = *é, + V@) =V (q) (2.107)

7
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A su vez, el potencial directo se define como
Via) =Y Vila), (2.108)
1%
mientras que el potencial de intercambio resulta ser
Ve (g) =D Vit (). (2.109)

m

En las expresiones anteriores el operador directo Vlji(ql) se define como

Vi(gi)(e) = {/w;(%)%jd}u(%)d%] (o), (2.110)

que da cuenta de la repulsion electrostatica debida al electrén j, cuando su posicion es promediada
sobre el orbital ¢y. También se ha introducido el operador no-local de intercambio Vi (g;) a través
de la relacion
Vi) = | [ i) @] e (2111)
Desde el punto de vista formal, la ecuacion (2.104) es muy similar a la ecuacion de Schrédinger
monoelectronica para cada orbital 1. Sin embargo, la expresion (2.104) no es realmente una
ecuacion de autovalores, ya que el potencial de Hartree-Fock V depende de los propios orbitales a
través de los operadores Vj y V,;*. De hecho, para resolver el sistema de ecuaciones de Hartree-
Fock se procede de forma iterativa, siendo ésta una de las caracterisiticas genuinas del método. El

célculo se llevaria a cabo de la siguiente manera:

= El punto de partida es un conjunto aproximado de orbitales, 1/)&1), wg), ceey ,(,1).

= Se calcula una expresion aproximada del potencial de Hartree-Fock, V(1)

= Se resuelven numéricamente las ecuaciones de Hartree-Fock utilizando el potencial V(1) y de

esta forma se obtiene un nuevo conjunto de orbitales, 1/)&2), 1/1232), ceey l(,Q).
= Con los nuevos orbitales se determina un nuevo potencial V) y asi sucesivamente.

= El proceso se repite hasta obtener un conjunto de orbitales que dé lugar a un potencial V(™)
idéntico (dentro del grado de convergencia deseado) al potencial V(=1) obtenido en el paso
anterior. El proceso entonces se detiene y el potencial determinado de esta manera se conoce

como potencial autoconsistente.

Una vez obtenido el conjunto de orbitales de forma autoconsistente, ahora éstos pueden utili-
zarse para construir la funcion de onda del sistema (2.96) y determinar la energia correspondiente
a partir de la expresion (2.98). En este punto, conviene hacer notar que la energia del sistema no
coincide con la suma de los pseudo-autovalores individuales E). De hecho, es sencillo demostrar

que

E[U]=> Ex- %Z > (Tap = Kap) - (2.112)
A A i
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Ademés, de acuerdo con un resultado conocido como teorema de Koopman [15], la cantidad E)
representa aproximadamente la energia necesaria para liberar un electron que ocupa el orbital iy,
es decir, la enregia de ionizacion del electron.

Aunque el proceso de autoconsistencia descrito anteriormente pueda resultar a priori sencillo,
lo cierto es que no esta exento de ciertas complicaciones e inestabilidades [16]. Tanto los algorit-
mos numéricos utilizados para resolver las ecuaciones HF, como las funciones prueba deben ser
cuidadosamente seleccionadas para evitar divergencias en el proceso iterativo. En cualquier caso,
aun pasando por alto estos problemas, las ecuaciones HF son complejas desde el punto de vista
numérico y su solucion lleva aparejado un importante coste computacional. Por esta razon, en su
momento se desarrollaron diversos métodos mas sencillos casi siempre orientados a la obtenciéon de

una expresion simplificada del potencial de intercambio. Alguno de estos métodos son:
s Hartree (H). Se desprecia el potencial de intercambio.

s Hartree-Fock-Slater (HFS). El potencial directo se calcula siguiendo el método HF original,
pero el potencial de intercambio se aproxima por una expresion estadistica de electrones

libres similar a la que se emplea en el modelo Thomas-Fermi-Dirac del dtomo.

s Hartree-plus-Statistical- Exchange (HX). Los términos directos y los términos diagonales de
intercambio, V¥ (¢;)¥x(qi), se calculan a partir de las expresiones originales, pero se utiliza

una aproximacion estadistica para los términos de intercambio no-diagonales, V5% (q;)x(q;)-

Hay que decir, sin embargo, que la rapida evoluciéon que la tecnologia de computadores ha
experimentado en los tltimos anos ha hecho que las ventajas de estos tratamientos aproximados
sean cada vez menos significativas y actualmente el método HF completo se aplica de manera
habitual en los célculos atémicos a gran escala.

Otra cuestion que conviene mencionar en el contexto del método HF es la llamada energia de
correlacion. Como se ha visto, el HF es un método variacional en el que la funciéon de onda prueba
para el atomo (ion) multielectronico es un determinante de Slater cuyos orbitales individuales estan
optimizados. Es evidente entonces que tanto la funcién de onda total ¥y r como la energia total
FEyr obtenidas mediante este método son tinicamente aproximaciones a la energia exacta Eepqcr ¥
la funcion de onda exacta Weyqer del hamiltoniano (2.90). La diferencia entre la energia exacta y

la energia HF se denomina energia de correlacion,
Ecorr = Lexact — EHF~ (2113)

Hay que matizar que la cantidad Fepqct que figura en (2.113) es la energfa exacta del hamiltoniano
no-relativista (2.90) y que, por tanto, no coincide con la energia experimental. Fisicamente, la
correlacion tiene un sentido claro si se interpreta como la influencia interelectronica en la dinamica

de un sistema de N electrones sometidos a un potencial externo. Se trata, por tanto, de una
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propiedad colectiva. Debido a la imposibilidad, hasta el momento, de disponer de un célculo exacto
para un sistema de més de dos particulas interaccionantes, no se puede obtener una funcién de
onda completamente correlacionada. Ciertamente, debido al hecho que la funcién de onda HF es
completamente antisimétrica, algin efecto de correlacion esta incluido en la energia HF, por lo
que, normalmente, se conoce como efectos de correlacion los efectos de correlacion restantes entre

electrones no incluidos en la funcion de onda HF.

2.1.6 El método del potencial paramétrico

En la mayoria de los experimentos relacionados con la espectroscopia de plasmas, ya sean de
interés astrofisico, tecnolégico o para los programas de desarrollo de la fusion nuclear, los atomos
se encuentran en diferentes estados de ionizacién y distribuidos en una gran variedad de estados
excitados. A la hora de interpretar los datos experimentales, determinar las propiedades 6pticas
del plasma y validar o desechar los modelos tedricos propuestos, es necesario llevar a cabo un
calculo atomico preciso y a gran escala. Sin embargo, atn teniendo en cuenta el explosivo avance
de la tecnologia de computadores en las tltimas décadas, un calculo de tal magnitud utilizando
métodos autoconsistentes es un problema complejo que se traduce ademas en tiempos de calculo
excesivamente elevados.

Una alternativa para determinar los orbitales y energias monoelectrénicas con una complejidad
intermedia, a medio camino entre el modelo TF y el modelo HF, es la utilizacion de potenciales
paramétricos o analiticos. Este método tiene su origen en la teoria atomica de TF y consiste, en
esencia, en la propuesta de una expresion analitica para la funcién de apantallamiento, introducida
de tal manera que se satisfagan los limites a pequenas y grandes distancias del niicleo comentados
en el apartado 2.1.3. Asi, en la ecuacion radial monoelectronica se asume para el potencial efectivo
una forma analitica conveniente, tal como

1
V(o) = —— [(N = 1)e ™" 4+ agre™ ™" + -+ + qpr™e @ 2N (2.114)

que depende del conjunto de parametros «;. Con frecuencia estos parametros se determinan a partir
de un ajuste (de tipo minimos cuadrados) entre energias calculadas y energias experimentales, en
este caso, el procedimiento se convierte en un método semi-empirico que no resulta del todo
apropiado para el desarrollo de un codigo versatil de estructura atomica.

Otra opcion es determinar los parametros del potencial mediante la minimizacion de las energias
asociadas con la configuracion fundamental y unos pocos estados excitados, con lo que el método se
convierte en un procedimiento ab initio. Una vez que los parametros han sido fijados, éstos pueden
almacenarse para céalculos posteriores.

La utilizacién de potenciales paramétricos evita el proceso iterativo tipico de los métodos HF

reduciendo considerablemente los tiempos de calculo. Ademaés, proporcionan valores de las energias
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de nivel y otras propiedades atomicas bastante aceptables, por lo que han sido aplicados con éxito en
numerosos problemas de la fisica de plasmas, especialmente en aquéllos con un grado de ionizacion
medio/alto.

Puede encontrarse una buena revision de los distintos modelos analiticos que han ido aparecien-
do en la literatura en [21,22]. Aqui nos limitaremos a comentar de forma breve dos aportaciones
significativas, que han trascendido no s6lo como herramientas para el céalculo de la estructura
energética, sino como elementos integrantes de otros cdédigos mas amplios, reconocidos internacio-
nalmente en el contexto de la cinética de plasmas y el calculo de sus propiedades radiativas.

La primera de estas aportaciones es la debida a Klapisch et al. En un primer trabajo [23],
los autores propusieron una expresion para el potencial idéntica a (2.114), pero se dieron cuenta
de que para que el método fuera realmente eficiente, especialmente para dtomos de la mitad de
la tabla periédica hacia adelante, era necesario modificar esa expresion por otra que tuviera en
cuenta de forma mas explicita la estructura de capas y subcapas caracteristica de una configuracion
electronica. Esto les llevo a formular en trabajos posteriores [24-26] una nueva expresion para el
potencial, dada por

—%[wkf(l,a,r)—&-Z—N—&-l], (2.115)

Vie(r; ) =

donde k = nl, wy es el naumero de electrones en la subcapa y

! i (on")i
f(l,a,r) =e Z <1 — m) . (2116)
1=0

Los pardmetros de este potencial se obtienen resolviendo numéricamente las ecuaciones radiales
monoelectrénicas dentro de un proceso iterativo que se detiene cuando se alcanza un minimo en la
energia.

Entre las principales ventajas del modelo de Klapisch cabe citar, en primer lugar, que los
parametros del potencial dependen de los orbitales ocupados por los electrones, por lo que se puede
emplear, ajustando convenientemente los pardmetros, para tratar cualquier tipo de configuracion
excitada. Por otro lado, las funciones de onda que se obtienen son directamente ortogonales debido
a que se trabaja con la misma funcién potencial para todos los electrones, lo que evita el calculo
de integrales de solapamiento radiales. Asimismo, la extensiéon del modelo al caso relativista?
ahorra un tiempo considerable de calculo respecto al correspondiente método autoconsistente y, en
comparacion, los errores que se comenten son bastante pequenos.

El método del potencial paramétrico de Klapisch se encuentra en dos versiones en diferentes
codigos de computacion, a saber, el MAPPAC [23,25] para el caso no-relativistiva y el RELAC [27],

que representa la generalizacion relativista; ademas, constituye uno de los médulos fundamentales

2Hasta ahora los métodos expuestos para la determinaciéon de la estructura atémica estan basados en una des-
cripcién no-relativista. Aqui, por necesidades en la exposiciéon se ha hecho una mencion a la situaciéon relativista,

que, sin embargo, sera tratada en el apartado 2.1.7.
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de HULLAC [28], un codigo integrado para el calculo de la estructura atomica y secciones eficaces
de procesos atoémicos colisionales y radiativos, al que dedicaremos algunas lineas mas adelante.
Asimismo, debido a las caracteristicas antes comentadas, este modelo sigue empledndose en la
actualidad para el calculo de magnitudes atémicas de iones en configuraciones excitadas y también
como precursor de otras ideas de potenciales analiticos.

Una segunda propuesta que también ha cosechado grandes éxitos es el potencial paramétrico de
Rogers, presentado inicialmente en [29] y mejorado en [30]. Se trata, al igual que el caso anterior, de
un potencial cuyos parametros dependen de la capa considerada y que, por tanto, permite resolver
en principio cualquier clase de configuracion excitada.

Para discutir este potencial resulta conveniente definir una configuracion electrénica a partir
de dos componentes. La primera de ellas se denomina configuracion padre, que esté constituida
por todos los electrones de la configuracion excepto uno. El electron excluido define la segunda
componente de la configuracion o electron mdvil. De esta forma, la configuracion padre determina
el potencial efectivo en todas las subcapas permitidas para el electrén moévil, pudiendo ocupar éste
un orbital ligado o pertenecer incluso al continuo.

El potencial efectivo para todas las subcapas permitidas al electron movil se construye intro-
duciendo un término tipo Yukawa para cada capa ocupada en la configuracién padre. La expresion

del mismo es

1 "
Vi(r) = —— | Z—v+ > wpem |, (2.117)
n=1

donde w,, es el nimero de electrones en la capa con nimero cuantico principal n, n’ el valor maximo
de n en la configuracién padre, v = 22;1 wy, es el namero de electrones en el ion padre y «, el
parametro de apantallamiento para los electrones en la capa n.

El método para obtener los parametros del potencial depende de si el ion se encuentra en
la configuracion fundamental o en alguna excitada. Asimismo, las configuraciones excitadas se
clasifican en dos tipos diferentes: (i) excitaciones dentro de la capa de valencia de la configuracion
padre fundamental y (i) excitaciones que implican una redistribucion de la ocupacion de la capa.
Los autores proponen una técnica distinta para el calculo de los parametros del potencial en
cada tipo de excitaciéon que, en los dos casos, depende en tultima instancia de los parametros
obtenidos para la configuraciéon fundamental. En resumen, los parametros se van obteniendo por
series isoelectronicas, comenzado por el ion de dos electrones, y resolviendo iterativamente una
ecuacion de Dirac para obtener los pardmetros que a su vez permitan reproducir las energias de
ionizacién experimentales. En cualquier caso, convendria consultar la bibliografia para conocer los
detalles del procedimiento.

Este modelo fue implementado por los autores en OPAL [31,32], un c6digo numeérico amplia-
mente reconocido y que ha sido extensamente utilizado con éxito para calcular opacidades en

plasmas de interés astrofisico.
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La generalizacion del potencial de Rogers para la situacion relativista fue llevada a cabo hace
ya algin tiempo por Mabong et al. [33].

Finalmente, hay que decir que dentro de nuestro grupo de investigaciéon se han desarrollado
diversos modelos de potenciales analiticos que abarcan un amplio conjunto de situaciones: iones
aislados en estado fundamental [21, 34, 35], iones aislados en estados excitados [22, 36] e iones
inmersos en plasmas [37,38], siempre en situacion relativista. No obstante, dado que el conjunto
de estos modelos constituye el bloque de calculo de la estructura atéomica del modelo cinético

desarrollado en este trabajo, dejaremos su exposicién para un capitulo posterior.

Otra alternativa, ya antigua, pero todavia utilizada en fisica de plasmas y astrofisica, es el
denominado modelo hidrogenoide apantallado (SHM). Este modelo es util cuando no se precisan
datos atomicos de gran calidad, ya que aunque permite calcular con desviaciones aceptables los
niveles energéticos, con otras propiedades atomicas sus resultados no son tan satisfactorios. En este
modelo, el &tomo multielectrénico se reinterpreta como si fuera un atomo de un electréon. Asi, en el
momento de calcular las energias y los orbitales monoelectrénicos, en virtud de cuél sea el orbital
que ocupa un electréon dado, se considera que éste siente un potencial formalmente idéntico al de
un atomo de un soélo electron, pero evaluado con una carga efectiva que contempla los efectos del
apantallamiento de la carga nuclear por parte de los electrones més internos y un término corrector

debido al apantallamiento externo, esto es,

Vi) = -2 4 A, (2.118)

r

donde k hace referencia al conjunto de ntmeros cuanticos caracteristico de cada orbital monoe-
lectronico. Las expresiones que permiten calcular Qf v Ay en los distintos SHM que pueden en-
contrarse en la literatura son muy parecidas entre si y casi siempre dependen de un conjunto
denominado constantes de apantallamiento, o(k, k"), donde cada una de ellas vendria a dar cuenta
del apantallamiento que sufriria un electréon en el orbital k& debido a otro localizado en el orbital k’.
Al plantear el problema en términos de un potencial hidrogenoide, las funciones de onda asociadas
a cada orbital, asi como los autovalores correspondientes se calculan de forma analitica, ya que
como es sabido tanto la ecuacion de Schrédinger como la de Dirac son resolubles de forma exacta
para el atomo de hidrégeno. En consecuencia, a costa de perder exactitud, el algoritmo de un SHM
es extraordinariamente rapido.

Quiza el SHM mas usado en el contexto de la fisica de plasmas haya sido el propuesto por
More [39], cuya estructura energética solo distingue capas (k = n); los modelos de Perrot [40] y
Faussurier et al. [41] incluyen desdoblamiento en subcapas (k = nl). Otros modelos, como el de
Nikiforov et al. [42] y uno desarrollado en el seno de nuestro grupo de investigacion [43,44], difieren
de los anteriores en que no utilizan un conjunto de constantes para la evaluacién de las cargas y el

apantallamiento externo y ademéas proporcionan una estructura de niveles relativista (k = nlj).
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2.1.7 Efectos relativistas

La teoria expuesta en las secciones precedentes ha estado basada fundamentalmente en una
mecanica cudntica no-relativista y solo en el momento de tratar las correcciones al campo central,
hablamos de un término perturbativo al que puede atribuirse un origen relativista, la interaccion
espin-6rbita. Sin embargo, aunque la aproximacién no-relativista es aceptable para el estudio de
atomos ligeros, incluso en estos casos, los efectos relativistas deben ser considerados si se pretende
que el espectro atéomico procedente de un célculo tedrico presente un acuerdo razonable con las
medidas experimentales. Ademas, al estudiar iones pesados o sistemas muy ionizados la importancia
de los efectos relativistas aumenta de forma significativa. Por tanto, cuando se piensa en desarrollar
un método computacional general, con la intencién de que sea aplicable a una gran variedad de
sistemas, es esencial tener en cuenta estos efectos de forma mas rigurosa.

Existe una cierta ambigiiedad a la hora de definir qué es un efecto relativista, considerado en
principio como toda aquella contribucion no incluida en el tratamiento no-relativista y que a la vez
no tenga su origen en la teorfa cudntica de campos. Para evitar estas controversias adoptaremos
aqui el mismo criterio expresado en [45] y consideraremos que un efecto particular es relativista si
procede de alguna de las diferencias existentes entre la ecuacion de Schrédinger y la ecuacion de
Dirac para un sistema dado.

En este contexto, el hamiltoniano del sistema del atomo de N-electrones se escribe como

N N 1
H=) hpi+ ) —
i=1

—. (2.119)
i<j=1"%

La diferencia respecto al hamiltoniano (2.2) radica en que el hamiltoniano de particula indepen-
diente hp ; es ahora el hamiltoniano de Dirac,

hp,i = co-p; + ¢ — { (2.120)

i

En la ecuacion anterior, 8 es una matriz cuadrada y o = (i, oy, v;) es un vector de tres compo-
nentes, siendo cada una de ellas también una matriz de las mismas dimensiones que (3. De acuerdo
con la teoria desarrollada por Dirac, las matrices de este conjunto deben anticonmutar y esto solo
seré posible si son al menos de dimension 4 x 4 [46]. No existe un unica representacion de las ma-

trices de Dirac, aunque una eleccion muy extendida y particularmente util para estudiar el limite

no-relativista es la que se expone a continuacion,

0 O
ap = , k=x9, 2, (2.121)
Ok 0
donde las o son las matrices de Pauli,
0 1 0 —i 1 0
Oy = , Oy = , 0.= , (2.122)

1 0 10 0 -1
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mientras que la matriz 3 viene dada por

8= , (2.123)
0o -1
siendo
0 0 1 0
0= , 1= . (2.124)
0 0 0 1

Segun esta formulacion, la funcion de onda ¥ soluciéon de la ecuacion HY = EV sera un espinor
de 4 componentes.

De forma anéloga a la situaciéon no-relativista, el estudio del &tomo multielectronico relativista
también puede abordarse siguiendo, bien una aproximacién de campo central, en cuyo caso conviene

reescribir el hamiltoniano (2.119) de la forma

H = H, + H,., (2.125a)
N
Hy = Z [ca-pi+ B+ V(ry)], (2.125b)
=1
N A N
H._ = _ ) — — —_— .
=Y { V(r) ] Y (2.125)
=1 i<j=1

o bien un método Hartree-Fock, en el que el problema se formularia como

H:H1+H27 (2126&)
N
V4
H, = an pi+ 28— = (2.126b)
i=1 v
N
H, = —. .
2 Z . (2.126c¢)
1<j=1

Por otro lado, independientemente del método elegido para tratar el problema, siempre sera
necesario encontrar un conjunto de operadores que conmuten, en este caso, con hp (prescindimos
momentaneamente del subindice ¢) y que permitan definir una forma funcional adecuada para
los orbitales monoelectronicos. En este sentido, a diferencia de lo que ocurria en la situaciéon
no-relativista, ninguna componente de 1, ni tampoco 12 conmutan con el hamiltoniano de Dirac
[15,45,46], esto es,

[hp,1’] #0, [hp,1] #0. (2.127)

También puede demostrarse
[hp,s’] =0, [hp,s] #0, (2.128)

asimismo,

[hp,j] = 0. (2.129)
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La conclusion que puede extraerse de estas relaciones de conmutacion es que ahora existe una
interaccion que acopla el momento angular orbital con el de espin, e impide la separacion de sus
variables asociadas. En consecuencia, es imposible encontrar orbitales monoelectronicos que sean
simultaneamente autofunciones de los operadores hp, 12, s2, I, y s, pero si del conjunto hp, j? y 4.
Este tipo de orbitales, d)nljmj, son funciones de cuatro componentes y se conocen como espinores

de Dirac monoelectrénicos®,

1| Puy(r)Qjm, (0, 0)
im (@) = = , 2.130
Yrtgm; () " Qi (1) jm, (0, @) ( !

donde Qygjim, (0, ¢) es un bi-espinor esférico definido a través de la relacion

QlSjmj (9a 50) = Z <l%mlm5 | l%jmj> }/iml (97 @)X%msa (2131)

myp, Mg

siendo <l%mlms|1% jmj> el conjunto de coeficientes de Clebsch-Gordon correspondientes a la suma

de los momentos angulares 1 y s. En la ecuacion (2.130) se ha introducido también
, o
=141, paraj:l:t§. (2.132)
En la teoria relativista se define el niimero cuantico k£ como
h= (- )Ej+1), (2.133)
de tal forma que es habitual expresar los espinores monoelectronicos de la manera siguiente

Drrm, (4) = % ,PM(T)Q” m(6:9) (2.134)
1Qni (1)U jm, (6, )

Al sustituir estos orbitales en la ecuaciéon de Dirac monoelectronica resultante de la aplicacion
de la aproximacion de campo central [45] o de la utilizacion de un método autoconsistente [46-48],
se llega a un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden acopladas para
las funciones P, (r) v Qnx(r). La resolucion numérica de este sistema, que tiene su analogo no-
relativista en la ecuacion de Schrédinger radial (2.19) o en la ecuacion HF monoelectronica (2.104),

permite la construccion de los espinores wmmj.
Como las funciones 1., son autofunciones del momento angular total individual j, es logico
que al llevar a cabo un célculo atomico relativista se trabaje en un esquema equivalente al acopla-
miento jj. Al igual que entonces, la funcion de onda del sistema de N-electrones vendra dada por

un determinante de Slater

Upjj = [nakimyg,, ..., nNENT ) | (2.135)

3Del conjunto de ntimeros cuanticos utilizado para etiquetar el orbital, slo j y m;j son buenos niimeros cunticos,

el resto se mantienen por conservar el referente no-relativista y cumplen una funciéon meramente descriptiva.
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donde la diferencia respecto al determinante (2.59) radica en que ahora cada uno de los elementos
es un espinor de cuatro componentes Ynikm,, - De la misma manera, los estados del &tomo pueden
i

generarse de acuerdo con las configuraciones electronicas del tipo [16]
(03
¢jj = (nal)§H (nala) 2 -+ (nala) i, Y wi =N, (2.136)
i=1

existiendo también g;;, ecuacion (2.61), determinantes ¥ p;; asociados con la misma configuracion
cj;. A partir de aqui la determinaciéon de la estructura energética es idéntica, al menos desde el
punto de vista formal, al caso no-relativista, por lo que resulta de aplicacién lo expuesto en secciones
anteriores. La exposicion completa de la teorfa relacionada, asi como los aspectos numéricos y
computacionales del calculo relativista estan fuera del alcance de este trabajo y deberian consultarse
en la bibliografia [46].

Segin hemos visto, para incluir los efectos relativistas de manera rigurosa es necesario resolver
la ecuacion de Dirac para el atomo multielectréonico. No obstante, ésta es una tarea dificil y muy
costosa desde el punto de vista computacional, que atn en la actualidad lleva aparejada tiempos
de calculo bastante elevados. Afortunadamente, en muchos problemas de interés, especialmente
en aquéllos en los que intervienen los electrones de las capas mas externas, basta con seguir una
via alternativa consistente en anadir a la ecuacion de Schrédinger las correcciones relativistas
de mas bajo orden. Estas correcciones se deducen después de llevar a cabo un desarrollo de la
ecuacion relativista en serie de potencias de 1/c. Esta manera de tratar el problema se conoce como
aprozimacion semi-relativista. Se toma como punto de partida el hamiltoniano (2.119) y entonces
se aproxima el hamiltoniano de particula independiente hp ; por el correspondiente hamiltoniano
no-relativista mas correcciones relativistas. El hamiltoniano del sistema multielectronico quedaria

de la forma siguiente

N N
H,, = ; hi + K]Z;l = (2.137)
donde
h; = —%V? — 7% + e + hpi + hsoi- (2.138)

Aqui Ay ; es el término de correccion de masa o la correccion relativista a la energia cinética,

pl
hipe,i = ~3e2 (2.139)

hpar,i €s el término de Darwin a un cuerpo, esta relacionado con la ilocalizabilidad relativista del

electron [16] y viene dado por

Z 1 nZ
hpari = —==5Vi|— ) =556 (ri), 2.14
bors = -5 7% () = 3200 (2,140
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finalmente hg,,; es la correccién de espin-érbita?,

Z 1

hsoi = 53 95 3
to2er?

Los términos Ap,ci ¥ hpar,i son independientes del espin y ademéas conmutan con 1; y ., por lo
que darian lugar sélo a un desplazamiento y no a un desdoblamiento de los niveles no-relativistas.
La interaccion espin-6rbita, como ya sabemos, conmuta con el momento angular j;, y provocara un
desdoblamiento (ruptura de la degeneracion) de los niveles no-relativistas. Segun esto, el esquema
natural de trabajo de la aproximacion semi-relativista es el acoplamiento jj.

No obstante, en el contexto relativista es posible afinar atin mas para mejorar la descripcion
del 4tomo multielectrénico. Hasta ahora la interaccion electron-electréon ha venido siempre dada
por el potencial instantaneo de Coulomb 1/r;;, sin embargo, este término es insuficiente para
describir dicha interaccion en el caso relativista. En primer lugar, la repulsiéon coulombiana no es
un invariante de Lorentz y, por tanto, no es apropiada para una teoria relativista. En segundo lugar,
desprecia las propiedades magnéticas del electrén , introducidas a través del movimiento orbital y
de espin. Finalmente, la velocidad de la luz es finita en un modelo relativista y en consecuencia es
de esperar que aparezcan de algtin modo efectos de retardo.

Para tener en cuenta las interacciones magnéticas y los efectos de retardo hasta el orden 1/c?,

se introduce la correccion de Breit [45,46], dada por

1 i T ST
Bij = —5— (ai-aj)-i-(a rij) (@ - ry)
2rij

(2.142)

T

El hamiltoniano del &tomo de N-electrones se expresaria entonces como

N N
1
H=> hpit+ Y (7 + Bij) : (2.143)
i=1 v

i<j=1
Cuando los efectos electrodinamicos no son importantes, este hamiltoniano, a pesar de no ser un
invariante de Lorentz, conduce a unos resultados en buena concordancia con datos experimentales.
Conviene, no obstante, anadir que, de forma similar a lo que ocurria en la aproximacion semi-
relativista, para reducir el coste computacional asociado a la resolucion del hamiltoniano (2.143),
pero al mismo tiempo incluir de forma aproximada las interacciones magnéticas y los efectos de
retardo, la correccion de Breit se desarrolla en serie de potencias para llegar al llamado hamiltoniano

de Breit-Pauli [45], valido en un calculo perturbativo hasta primer orden y que viene dado por
Hpp = H,, +Hrs+Hfs, (2.144)

donde H,,, es el hamiltoniano multielectréonico no-relativistiva. El operador de desplazamiento

relativista H,s conmuta con L y S, por lo que daria lugar sélo a un desplazamiento de los niveles

4La expresion dada aqui para el término espin-érbita no coincide con la expresion (2.38). La razén es que esta
ultima es realmente una aproximacion para el 4tomo multielectréonico en el contexto del modelo de campo central,

que deriva a su vez de la expresion exacta para el atomo monoelectrénico [15,16].
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no-relativistas. Este término engloba a su vez varias contribuciones,
Hrs = mc+HD1+HD2+Hao+Hssca (2145)
donde H,,. es la correccion de masa sobre todos los electrones,

N 1 N
me = 2 hmei = —25 2p§1, (2.146)

Hp1 y Hps son los términos de Darwin a uno y dos cuerpos respectivamente,

g N
Hpi = -2 Z - (2.147)
R 1
Hpy = @LX; vgﬁj’ (2.148)
Hgse es el término de contacto espin-espin,
81 o
HSSC:_@,L-Z=1 (Si-Sj)(S(I',"I‘j), (2'149)

y, finalmente, H,, es el término drbita-orbita,

N
Hpp=—= 5 |BPi T (v PPy | (2.150)
c? Tij rd
. i Z] 77
i<j=1 J

El operador de estructura fina incluye las interacciones entre el momento angular orbital y
de espin de todos los electrones. En consecuencia, no conmuta ni con L ni con S, pero si con el
momento angular total J y dara lugar a una ruptura de la degeneraciéon en la estructura energética

no-relativista. El operador de estructura fina viene dado por
Hys = Hoo+ Hooo + Hss. (2.151)

Aqui H,, es el término de espin-orbita,

7 N
O

i=1

-si, (2.152)

ﬁu| —

Hgoo es el término de espin-otra-orbita, que da cuenta de la interacciéon del espin de un electron

con el momento angular orbital de otro electrén,

N
1 rij X p;
Hyoo = ) Z ’ 3 (si + QSJ‘) ; (2.153)

re.
i<j=1 ij

N
1 1 (8i - 1i5) (85 - rij)
Hi=— D — |sivs;— 33— (2.154)
i<j=11J ij

De acuerdo con lo que hemos comentado, resulta conveniente diagonalizar el hamiltoniano de

Breit-Pauli en una base de autofunciones de los operadores J y J..
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2.1.8 Mejoras en la obtencién de la estructura energética

Nos ocuparemos aqui de los procedimientos que se han desarrollado para mejorar los resultados
obtenidos por el método HF convencional. Gracias a ellos es posible lograr funciones de onda
y valores de energia més cercanos a la solucién exacta del problema en el sentido comentado
anteriormente, por lo que, representan también una manera de incluir los efectos de correlacion
electronica en el célculo energético.

Ya hemos apuntado en varias ocasiones que los determinantes de Slater obtenidos a partir de la
aproximacion de campo central o siguiendo un método HF, no son autofunciones del hamiltoniano
total no-relativista del atomo multielectronico. Sin embargo, las funciones del tipo |yLSMMg)
obtenidas como combinaciones lineales de determinantes asociados a una misma configuraciéon
electronica (que ya fueron descritas al tratar el acoplamiento LS) son mejores aproximaciones a
las autofunciones exactas que los propios determinantes y por supuesto dan lugar a una estructura
energética mas realista. Recordemos que para la obtencion de estos niveles energéticos, si partimos
de una aproximacion de campo central, es necesario llevar a cabo el céalculo perturbativo que
describimos en un apartado anterior, mientras que si se ha utilizado un método HF, carece de
sentido hablar de perturbacion, ya que la repulsion electrénica se incluye de forma explicita en el
modelo.

Es frecuente que a estas funciones, asociadas a los distintos términos LS procedentes de una
misma configuracion electronica, se les llame también funciones de estado configuracionales o,
simplemente, de la expresion inglesa abreviadada, CSFs [45]. Una CSF representa una aproximacion
monoconfiguracional.

Asimismo, si trasladamos el razonamiento que acaba de exponerse al contexto relativista, resulta
evidente que en este caso las CSFs no seran mas que funciones del tipo |nj; ... jnyJ M), asociadas
a los diferentes niveles J procedentes de una misma configuracion relativista y que se obtienen
como combinaciones lineales de determinantes de Slater relativistas.

Aun pueden lograrse mejores energias y funciones de onda trabajando con combinaciones li-

neales de CSFs. En la teoria no-relativista tendriamos

M
WLSMpMs) = ci |y LSMLMs) . (2.155)

i=1
En esta descripcion, que representa una aproximacion multiconfiguracional, se mezclan estados
con los mismos valores de L y S, pero pertenecientes a distintas configuraciones electrénicas.
Las funciones asi obtenidas se denominan funciones de estado atdmico o también ASFs [45]. Los

coeficientes del desarrollo se conocen como coeficientes de la mezcla.

De forma similar, en un modelo relativista, una ASF se construye a partir de una combinacion

lineal que incluye CSFs con el mismo valor de J, pero asociadas a configuraciones relativistas
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distintas,

M
NI M) = cilni I My). (2.156)
i=1

Interaccion de configuraciones

Vamos a describir ahora el procedimiento para obtencién de funciones de onda mejoradas
conocido como interaccion de configuraciones (CI). Supongamos conocido un conjunto de CSFs
|v:LS) y que queremos averiguar los coeficientes de mezcla correspondientes a un calculo energético
llevado a cabo con una ASF. En la mayoria de los casos, las CSFs son ortonormales, asi que la

condiciéon de normalizacién implica

M
(YLS|yLS) => ¢ =1. (2.157)
1=1

Si se aplica ahora el principio variacional, para exigir que (yLS |H|~vLS) sea estacionario res-
pecto a las variaciones de los coeficientes del desarrollo (2.155), cumpliéndose ademas la condicion

de normalizacion para la ASF, se llega a la siguiente ecuacion de autovalores,

M
> Hijej=FEc;, i=1,...,M, (2.158)

j=1
donde H;; = (v;LS|H|~;LS). Como la matriz hamiltoniana es hermitica, la ecuacion de autova-

lores tiene M soluciones ortonormales,
ce = (Cihy--yemn)'s k=1,...,M, che; =6, (2.159)
con los correspondientes autovalores (degenerados o no),
Ey<---<Ey<---<Eypy. (2.160)

Si en cualquiera de los procedimientos descritos hasta ahora, se habia restringido el estudio de
H al subespacio asociado a una unica configuracion electronica, el problema de diagonalizacion
planteado aqui equivale a extender el analisis al espacio de funciones asociado a M configuraciones
diferentes. La matriz hamiltoniana tendra una estructura de bloques, donde los bloques diagonales
son idénticos a las matrices que aparecen cuando se trabaja separadamente con cada configuracion.
Los bloques no-diagonales son los que introducen la interaccion entre diferentes configuraciones.
Si tenemos en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las CSFs, solo existiran elementos de
interaccién no nulos entre configuraciones que den lugar a términos LS comunes, asi, por ejemplo,
las configuraciones sp y sd no interaccionan. Por esta razon, las ASFs se contruyen ya con estados
pertenecientes a distintas configuraciones, pero asociados al mismo término LS.

Como es de suponer, cada uno de los autovalores resultantes de la diagonalizacién se identifica

con un nuevo nivel de energfa, asociado a su vez con una ASF, de acuerdo con (2.155). Hay que
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decir ademas que si bien la CI proporciona funciones de onda mejoradas y nuevos valores de las

energias, no rompe la degeneracion correspondiente a cada término LS.

Al margen de las reglas de seleccion derivadas de las propiedades de simetria de las CSFs, los
efectos de interaccion entre configuraciones son importantes cuando la magnitud de los elementos
de los bloques no-diagonales es grande en comparaciéon con las diferencias de energia entre los

niveles existentes antes de incluir CI [16]. Esto suele suceder entre configuraciones pertenecientes

w—+2 w41

a una misma capa o complejo, tales como 3s523p™ — 3p 0 353p 3p¥*2. Los efectos también

son significativos entre miembros de una serie Rydberg, nl*n’l’ — nl*n"l’.

Cuando en un calculo energético se incluye CI carece de rigor asociar cualquier energia resul-
tante con una etiqueta donde se especifique la configuracion electronica, ya que lo que se pone de
manifiesto precisamente con la CI es que los estados del atomo no pueden asignarse, en general, a
una configuracion electronica pura. No obstante, al llevar a cabo el calculo suele ocurrir que el coe-
ficiente asociado a una CSF en la mezcla es mayor que el resto de coeficientes y se utiliza entonces

la etiqueta del término LS predominante para designar también el nivel obtenido mediante CI.

Aunque aqui se haya expuesto el procedimiento de interaccion de configuraciones utilizando
funciones no-relativistas, el formalismo se aplica de idéntica forma en la situacion relativista, donde
las CSFs vendrian dadas por los estados |nj; ...jnJM;y) y construyendo las ASFs de acuerdo con

(2.156).

Método de Hartree-Fock multiconfiguracional

Si como funcién prueba para un posterior calculo variacional se utilizara una ASF como la
indicada en (2.155) o en (2.156), la condicion de estacionariedad respecto a las variaciones de los
orbitales monoelectrénicos conduciria a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas parecidas
a las de HF. Pero ademas, estas ecuaciones estarian también acopladas al problema de autovalores
(problema de CI) derivado del principio variacional aplicado sobre los coeficientes de mezcla. En
este caso, estos dos problemas deben resolverse de forma simultanea. Cuando se trabaja sobre una
ASF no-relativista, este procedimiento se conoce como método de Hartree-Fock multiconfiguracional
(MCHF) y aunque no es complicado deducir las ecuaciones fundamentales del mismo, el proceso
es algo engorroso y ademas escapa de los objetivos de este trabajo. Si se es atin méas ambicioso
y se utilizan ASFs relativistas, el calculo se llevaria a cabo siguiendo un método de Dirac-Fock
multiconfiguracional (MCDF). En este caso, las ecuaciones son todavia mas complicadas y el
célculo requiere de un esfuerzo computacional mucho mayor. Los detalles de ambos métodos, asi

como los aspectos computacionales relacionados se pueden consultar en la bibliografia [45,47,48].

No obstante, a modo descriptivo, los pasos a dar en un calculo energético utilizando un método

MCHF /MCDF son los siguientes:
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= Se inicializan los orbitales monoelectrénicos, se construyen las CSFs y se seleccionan las

configuraciones que participaréan en cada ASF.
= Se resuelve el problema de autovalores y se obtienen los coeficientes de mezcla.

= Se resuelven las ecuaciones HF, se mejoran los orbitales y se plantea un nuevo problema de
autovalores. El proceso se repite hasta alcanzar la convergencia deseada sobre los coeficientes
de mezcla. Segun esto, en cada paso del procedimiento MCHF /MCDF hay que resolver un
problema de CI.

2.1.9 Transiciones radiativas

Cuando un atomo se encuentra en el seno de un campo de radiacion, debido a la interaccion del
atomo con la radiacion electromagnética, éste puede experimentar una transiciéon desde un estado
inicial a de energia E, a otro estado b de energia E}, a través de la absorcion o la emision de un
foton de energia

hvgy = |Eq — Ep| . (2.161)
Dependiendo de las propiedades de los estados inicial y final, las transiciones radiativas pueden
clasificarse en transiciones ligado-ligado, ligado-libre y libre-libre.
Transiciones ligado-ligado

La probabilidad por unidad de tiempo de que un atomo sufra una transiciéon desde un estado

ligado a a un estado ligado b mediante la absorcion de un fotén de energia hr,, viene dada por

4a3(hl/ab 3n, h
Wy = TS0 1y 2
403 (hvgy)?
AR et v o (2162)
a®(hvgy)n,
y S gy

donde D es el operador momento dipolar eléctrico, M es el operador momento dipolar magnético
y Q el operador momento cuadrupolar eléctrico. Asimismo, n,) representa el ntimero de fotones
con energia hv,, existentes en el campo de radiacion.

La probabilidad por unidad de tiempo de emisiéon de un fotén de energia hv,, debida a la
transicion inducida por el campo desde el estado b al estado a resulta ser igual a la de absorcion,
Wap = Wha-

Existe atin una probabilidad de emision espontanea (no inducida) que se expresa como
403 (hvgp)?

3
403 (hvgy )3
3
a®(hvgp)®
10

Wi, = |(b|D]a)|?
|(b|M] a)|? (2.163)

1b1Qla)*+....
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La probabilidad de emision espontanea esté relacionada con una magnitud fi, llamada fuerza

de oscilador a través de

Wi, = 2(hvap)?a® | foal - (2.164)

También es posible establecer una relacion el ritmo de emisién esponténea y los de absorcion y
emision estimulada, por lo que la determinaciéon de las fuerzas de oscilador resultan una cuestion
fundamental en espectroscopia atéomica. La teoria al respecto es sumamente extensa y no tiene
cabida en este apartado, por lo que se recomienda acudir a textos especificos de la bibliografia
[16,17]. No obstante, los detalles acerca de este tema directamente relacionados con el modelo que

se presenta en esta tesis seran convenientemente tratados en el capitulo 3.

Transiciones ligado-libre y libre-libre

Por transiciones ligado-libre entendemos aquéllas en las que, como consecuencia de su inte-
racciéon con el campo de radiaciéon, uno de los electrones ligados del atomo deja de serlo y pasa
al continuo (se convierte en un electrén libre) o viceversa, un electron libre es capturado por el
atomo y queda ligado al mismo. Son mecanismos ligado-libre, la fotoionizacion, la recombinacion
estimulada y la recombinacion radiativa. Su descripcion detallada es atin mas compleja que la de
los procesos ligado-ligado, precisamente por la presencia del electron libre, que obliga a trabajar
con funciones de onda de estados electrénicos del continuo.

Los procesos libre-libre engloban todos aquellos mecanismos de interaccion de un electron li-
bre con el campo de radiaciéon, normalmente en presencia de un atomo. El bremsstrahlung y el
bremsstrahlung inverso pertenecen a este tipo de procesos.

El marco teérico relacionado con los mecanismos radiativos que involucran estados del continuo
puede consultarse en la bibliografia especializada [16,17]. En este trabajo, volveremos a hablar
brevemente de este tema cuando nos ocupemos de la descripcién de los procesos atémicos en
plasmas en 2.2, mientras que, al igual que en los procesos ligado-ligado, los detalles que afectan al

desarrollo del modelo objeto de esta tesis seran expuestos en el capitulo 3.

2.1.10 Efectos de plasma

Todo lo que hemos comentado en las secciones anteriores es aplicable para la determinacion de
la estructura energética de &tomos o iones multielectronicos en situacion aislada. Sin embargo, tal
y como comentamos en 1.3, en un plasma no ideal seré necesario tener en cuenta las interacciones
del ion considerado con la nube de electrones libres y con el resto de iones.

En principio, para obtener una descripcion completa de las interacciones de un ion inmerso
en un plasma con todas las demas particulas, habria que resolver unas 1023 ecuaciones de Schro-

dinger/Dirac acopladas con 10?3 funciones de onda desconocidas. Evidentemente este problema es
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imposible de resolver y se hace necesario recurrir a modelos aproximados para analizar la influencia

del plasma sobre el potencial atémico.

Tal influencia estéa estrechamente ligada a la densidad del plasma, de tal forma, que, en funcion
de cudl sea su valor, es posible distinguir cualitativamente varios tipos de comportamiento [49].
A bajas densidades la distancia entre iones es grande en comparacion con sus radios medios vy,
por tanto, la interaccion entre ellos es débil. Los efectos del plasma sobre las magnitudes atomicas
son pequenos, con la excepcion quiza de los estados excitados més externos, los cuales, por otro
lado, apenas estaran poblados. Segin la definicion (1.27) del parametro de acoplamiento I', en
este caso, I' <« 1, y los iones pueden tratarse como si estuviesen en situacion aislada. Al aumentar
la densidad, los pozos de potencial de iones cercanos comienzan a solapar, lo que se traduce en
un apantallamiento efectivo del potencial por parte de los electrones libres. No obstante, podria
decirse que los iones todavia conservan su individualidad. A densidades més altas, los iones vecinos
comparten mediante enlace covalente la densidad de carga asociada a los electrones ligados mas
alejados del nucleo. Los electrones mas internos atin permanecen ligados al pozo de potencial
de cada ion. En esta situacion se habla de un comportamiento cuasi-molecular. Si la densidad
continia aumentando, son los electrones internos los que sienten la influencia de un grupo de iones
vecinos. Por tltimo, a densidades muy altas, cuando I' > 1, los pozos de potencial estan demasiado
juntos para admitir estados ligados y entonces se forma un gas homogéneo de electrones de energia

negativa.

Las diferencias entre los modelos que encontramos en la literatura para incluir los efectos de
plasma en el potencial atémico estan principalmente relacionadas con las siguientes cuestiones. La
primera es el nivel de descripcion con el que se trata a los electrones ligados. Esto es, en unos casos
se utiliza el aparato completo de la mecénica cuéntica y en otros se acude a métodos estadisticos.
Algo similar ocurre con los electrones libres, jreciben un riguroso tratamiento mecanocuantico
o —como suele ser habitual- se describen estadisticamente? y, en este ultimo caso, ;se utiliza la
estadistica de Maxwell-Boltzmann o la de Fermi-Dirac? Finalmente, también es importante saber
a partir de qué distancia el modelo en cuestion considera los iones como objetos separados y trata
en detalle la interaccion entre ellos, o bien, a partir de qué distancia el entorno de un ion dado
se considera un fondo continuo descrito de forma estadistica. Para ilustrar este tipo de cuestiones
describiremos a continuaciéon algunos de los modelos mas sencillos y conocidos para incluir los

efectos de plasmas en diferentes regiones de temperatura y densidad.

El modelo de Debye-Hiickel

Inicialmente, el modelo de Debye-Hiickel (DH) se ideé para estudiar la polarizacion de las

moléculas de disolvente en torno a los iones de las moléculas disociadas en una disolucion. Fue més
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tarde cuando se puso de manifiesto su utilidad para la descripciéon del potencial atémico local en
plasmas.
Supongamos un ion puntual sin estructura con carga nuclear Z localizado en r = 0. La primera

ecuacion que debe satisfacer el potencial eléctrico en torno al ion es la ecuaciéon de Poisson,

zZ
V2V (r) = —4m | > CNe(r) = ne(r) | (2.165)
¢=0

donde N¢(r) es la densidad de iones con carga ¢ y ne(r) la densidad electrénica. Cuando las
distribuciones espaciales de todas las especies i6nicas y de los electrones son conocidas, entonces
utilizando la ecuacion anterior seria posible determinar el potencial V(r).

En segundo lugar, como base de la teoria DH, se asume que tanto iones como electrones siguen

las leyes de la estadistica de Boltzmann y, por tanto, las distribuciones espaciales vienen dadas por

N¢(r) = Neexp [ V;r)} , (2.166a)
Ne(r) = 16 exp [+@} . (2.166b)

Aqui N¢ y ne representan las respectivas densidades medias sobre la totalidad del plasma. Este
conjunto de ecuaciones nos indica que, conocido el potencial, podriamos calcular la distribucion de
estados de carga y la densidad electronica en cualquier punto del interior del plasma.

En principio, insertando (2.166) en (2.165) llegariamos a una ecuacion diferencial para el po-
tencial, a partir de la cual éste podria ser determinado. Sin embargo, este procedimiento conduce
a un problema altamente no-lineal, de dificil resolucién numérica. Es posible obtener una solucion

mas simple recurriendo a la aproximaciéon

@ < 1. (2.167)

En esta situacion, la energia potencial de un electron en el campo generado en torno al ion es
mucho menor que su energia cinética, representada a través de la temperatura 7. De acuerdo con
la definicién (1.27) esto nos sitta en la region I' < 1, correspondiente a los plasmas débilmente
acoplados.

Cuando se satisface (2.167), la exponencial en (2.166) puede desarrollarse en serie de potencias.

Manteniendo solo los términos de primer orden, se llega a una expresion linealizada de (2.165)

V2V (r) = —477{223 CNC [1 - V;r)} . [1 N @]}

dada por

¢=0
v z
= *47T# ( ;{)CQNC _ ng) (2.168)
Ar (22 + 2) 1
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donde

T
D = — 2.169
\/47r62ni0n (22 + Z) ( )

es la longitud de apantallamiento de Debye®. Para escribir la segunda igualdad hemos usado la
relacion n. = ZgZ:o CN¢.
Si el potencial tiene simetria esférica, sus derivadas respecto a las coordenadas angulares 0 y ¢

son nulas y entonces la accién del operador laplaciano se reduce a

10 ov
2 === (r=—]. 2.1
VvV (r) o (r o ) (2.170)
Sustituyendo V'(r) por su expresion en términos de la funcion de apantallamiento S(r), esto es,
V(r) = £25(r), la ecuacion (2.170) se transforma en
d*S 1

cuya solucion, con el comportamiento correcto en 7 =0y r — 00, es
S(ry=e"/P. (2.172)
De esta manera, el potencial de Debye-Hitickel resulta

V(r)= %e‘T/D. (2.173)

Esta expresion sustituida en (2.166) permite la obtencion de las distribuciones espaciales de iones
y electrones.

Por otro lado, se define la esfera de Debye como aquella esfera de radio D en torno al ion
considerado. De acuerdo con (2.173), se interpreta que la influencia del ion central se extiende
solamente a aquellos iones en el interior de la esfera de Debye, y viceversa, el ion sélo siente la

influencia de los iones pertenecientes a la misma. El nimero de iones Np en la esfera de Debye es

4 D\*
ND = §7TD3’I’Lion = (E) ) (2'174)

siendo R; el radio de ion esfera, ecuacion (1.11).

El radio de Debye decrece conforme la densidad de iones aumenta. Asi, a una densidad sufi-
cientemente alta ocurrird D < R;. Logicamente, en esta region el modelo de DH deja de ser valido,
ya que, en promedio, la esfera de Debye contendria menos de un ion y el tratamiento estadistico
(2.166) no estarfa justificado. La teoria de DH tampoco es valida a pequenas distancias, cuando
r< Z, porque en esta situacion es imposible asumir la aproximacion (2.167).

En resumen, la teoria de Debye-Hiickel es aplicable solo en plasmas de baja densidad y alta
temperatura, I' < 0.1, donde la distancia interatomica promedio es grande y la interaccion de
un ion con el resto de las particulas del plasma es relativamente débil. Bajo estas condiciones, la
estructura electronica interna del ion no influye sobre las interacciones ion-ion y electrén-ion y éste

puede tratarse como un objeto puntual sin estructura interna.

5Obsérvese que es una definicion distinta de la dada por la expresiéon (1.23) para Ap.
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El modelo de ion esfera

Bajo la terminologia de modelos de ion esfera se engloban todos aquellos modelos que asumen

neutralidad de carga en el interior de la esfera de radio R; = ( 47”10” ) 1/3. En otras palabras, todas
estas propuestas consideran un ntucleo de carga Z y el mismo niimero Z de electrones —ligados
més libres— dentro del volumen ocupado por el ion esfera. Con esta suposicion se asegura que
el potencial electrostatico y el campo sean exactamente nulos sobre la frontera del ion esfera. Se
asume también que las distribuciones de carga de iones y electrones se cancelan mutuamente fuera
de estos limites, resultando un potencial y un campo nulos en cualquier punto externo al ion esfera.

Una de las mayores limitaciones de la teorfa de DH es que no tiene en cuenta la estructura
electrénica interna ni otras propiedades mecanocuanticas del ion. Es adecuado solamente para la
determinacién de magnitudes medias, como el potencial o la densidad electronica. Sin embargo,
para propoésitos espectroscopicos, por ejemplo, es necesaria una descripciéon mas detallada de la
estructura interna del ion. ElI modelo de ion esfera intenta superar este problema resolviendo en
detalle la ecuaciéon de Schrédinger o Dirac para los electrones ligados, mientras que los electrones
libres son tratados estadisticamente, generalmente siguiendo la teoria de Fermi-Dirac.

Este modelo considera un ion con carga nuclear Z y NN electrones ligados, localizadoenr =0y
( = Z — N electrones libres ocupando el resto del volumen del ion esfera. Los efectos de plasma se
tienen en cuenta precisamente mediante el confinamiento del ion y los ¢ electrones libres al interior
de la esfera de radio R;.

Las ecuaciones béasicas del modelo de ion esfera son las siguientes. El potencial total viene dado

por

Vi) = UN(T) 4+ Veo(r) + Ve, r (1) + Vie(r), sir < Ry, (2.175)

0; sir > Rl
Aqui, Vn(r) = Z/r es el potencial nuclear, V. ,(r) v Ve ¢(r) son los potenciales generados por
los electrones ligados y libres, respectivamente. El potencial electronico total es Ve (r) = Ve (1) +
Ve,7(r). El término V,.(r) es el potencial de intercambio, que se anade para determinar con mayor
exactitud las energias de nivel y las funciones de onda asociadas a los electrones ligados.

La parte electronica del potencial debe satisfacer la ecuacién de Poisson,

V2Veu(r) = dmnep(r), (2.176a)

V2Ve 5 (r) = dmne 5 (r), (2.176b)

donde nep(r) y ne,s(r) son las densidades locales de electrones ligados y libres.

Para el potencial de intercambio V,.(r) puede usarse, por ejemplo, uno tipo Slater,

Vaelr) = o 37 (r)] (2.177)
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con Ne(r) = Nep(r) +ne, r(r) 0 cualquier otra propuesta mas elaborada, como las que se mencionan
en [49].

En el modelo de ion esfera, la ecuacion de Poisson se complementa con otras ecuaciones es-
pecificas para electrones ligados y libres. Concretamente, para obtener la densidad de electrones
ligados, se resuelve la ecuacion de Schrédinger —o la de Dirac, en una version més elaborada— para
cada uno de los N electrones ligados. En el caso no-relativista y bajo la aproximacion de campo
central, el objetivo es encontrar la solucion de la ecuacion monoelectronica radial (2.19)

1[d> 2d I(+1)

2 \dr2 " rdr 72

Rui(r) + V(r)Ru(r) = enBu(r). (2.178)

En esta ecuacion V(r) es el potencial electrostatico total (2.175). Como condicién de contorno
se exige que la funcion de onda radial se anule a una distancia infinita del nacleo, R,;(r) — 0
para r — o0 y no que se anule sobre la frontera del ion esfera. De esta manera, por efecto tinel,
existe una cierta probabilidad de encontrar un electron ligado en el exterior del ion esfera. Esta
es una caracteristica importante del modelo, ya que las funciones de ondas de los electrones en
orbitales muy excitados pueden extenderse sobre dos o més iones, permitiendo la formacion de
estados cuasi-moleculares de corta duracion.

Tras la obtencion de los autovalores €,,; y las autofunciones R,,;(r), la densidad de electrones

ligados se calcula como

nen(r) = Y wuRu(r)?, (2.179)
n,l

donde la suma se extiende sobre todos los orbitales monoelectronicos nl ocupados y w,,; representa
la ocupacion del orbital.

El comportamiento de los electrones libres se describe mediante la estadistica de Fermi-Dirac.
En particular, la densidad ne, s(r) se evaltia de la siguiente manera

12 (2mc2T>3/2F1/2 (LV(@,‘V(H

nes(r) =33 e T T

) , (2.180)

donde Fy 5 (x; 3) es la integral incompleta de Fermi-Dirac
- ydy

Fo(2: ) = . 2.181

(@ ) /ﬁ 1+exp(y — ) ( )

Ademas, para satisfacer la neutralidad de carga, dentro del ion esfera debe haber ( electrones

libres, por tanto,

R;
¢= 47r/ Ne, s (r)rdr, (2.182)
0

condicion que permite determinar el potencial quimico pu.
Las ecuaciones que hemos presentado, que constituyen los elementos basicos del modelo de ion

esfera, se resuelven siguiendo un procedimiento iterativo.

= Se arranca con unas estimaciones iniciales de la densidad de electrones ligados n. (r), libres

ne,;(r) y del potencial quimico u. Para n.;(r) puede utilizarse la densidad correspondiente
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al caso aislado y para n f(r) se asume una distribucion homogénea, ne, s (r) = ¢/ (47R3/3).
Para calcular el potencial quimico, puede utilizarse la expresion correspondiente al limite de
(

) )
baja temperatura p = % (37r2ne,f)2/3.

= Se calcula el potencial electronico Ve (r) = Ve ,(r) + Ve, 7 (1) resolviendo la ecuacion de Poisson

(2.176a).
= Se evaltia el potencial total V(r) utilizando (2.175).

= Se resuelve la ecuacion de Schrodinger radial (2.178) con el potencial V(r) y se determinan

las funciones de onda R,,;(r) y energias &,,; de todos los estados ocupados.
= Mediante la expresion (2.179) se obtiene una densidad de electrones ligados n. (1) mejorada.
= Mediante la expresion (2.180) se obtiene una densidad de electrones libres mejorada.
= Se utiliza (2.182) para determinar un valor del potencial quimico pu.
= Se repite el proceso a partir del segundo paso hasta alcanzar convergencia.

La densidad del plasma influye en los resultados obtenidos con este procedimiento a través
de las condiciones de contorno impuestas sobre el potencial, es decir, a través de la condicién de
neutralidad de carga en el interior del ion esfera. Por otro lado, los efectos de la temperatura del
plasma se introducen en el modelo al evaluar la distribucién espacial de electrones libres con la
expresion (2.180).

La gran ventaja de los modelos de ion esfera reside en que los electrones ligados reciben un
tratamiento mecanocuéntico detallado. Solo los efectos debidos al plasma en torno al ion se des-
criben de forma aproximada. Es més, aunque aqui hayamos hecho referencia a la resolucion de la
ecuacion de Schrodinger radial para calcular funciones de onda y energias monoelectronicas, en
un modelo de ion esfera, puede implementarse cualquier otra técnica maés sofisticada, de las que
hemos comentado en este capitulo, para determinar la estructura energética del ion. Eso si, en
este caso, el potencial se construird teniendo en cuenta la contribucion de los electrones libres y
la condiciéon de neutralidad de carga. En el limite de baja densidad, el modelo de ion esfera debe
reproducir los resultados correspondientes al método seleccionado en la situaciéon aislada. Por otro
lado, el tratamiento detallado de los electrones ligados permite la utilizacion de los modelos de ion
esfera con fines espectroscopicos y para el anélisis de la influencia del plasma sobre las energias y

las funciones de onda de los niveles atémicos.

lonizacién por presion, continuum-lowering y desplazamiento de lineas

En la seccion anterior discutimos las modificaciones sufridas por el potencial atémico cuando el

ion objeto de estudio se encuentra inmerso en un plasma e interacciona con los iones y electrones
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libres de su entorno. Si estamos interesados en determinar la estructura energética de un ion en

esta situacion deberiamos resolver una ecuacion del estilo
1
HYj = | =5 D VI -V(r) = Vulr) | O = By Ty, (2.183)

donde V'(r) es el potencial para el caso aislado y V},;(r) el potencial adicional generado por los iones
cercanos y los electrones libres. Este potencial va a modificar los autovalores Fj y autofunciones
V. respecto a sus valores en situacion aislada.

Es posible averiguar alguno de los efectos de este potencial de plasma V,(r) sobre las propie-
dades id6nicas sin necesidad de conocer su forma explicita. Sabemos que la mayor contribucion de
Vpi(r) en el interior del volumen ocupado por el ion es debida a los electrones libres, mientras
que los iones vecinos tienen una influencia apreciable a distancias mayores, a partir de la periferia
del ion. Por tanto, dentro del volumn iénico V,,;(r) es negativo, luego —V,;(r) contribuye como un
término de energia positiva en el hamiltoniano (2.183). El potencial de plasma, por tanto, des-
plaza hacia arriba los autovalores respecto al caso aislado, o sea, reduce la energia de ligadura.
La distribucion de electrones libres en torno al nicleo produce un efecto de apantallamiento del
potencial nuclear. En consecuencia, los electrones ligados sienten una fuerza de atraccion hacia éste
ligeramente menor cuando el ion estd inmerso en el plasma que cuando esta aislado.

Es importante destacar que a densidades suficientemente altas, la energia de ligadura de un
estado puede llegar a anularse, para cruzar asi el limite del espectro continuo. El desplazamiento
de un estado ligado al continuo como consecuencia de los efectos de plasma recibe en la literatura
el nombre de ionizacion por presion.

El fenomeno de reduccion de la energia de ligadura cuando la densidad del plasma aumenta se
conoce como disminucion del potencial de ionizacion o, de forma méas comin, continuum lowering
(CL). El CL y los formalismos desarrollados para evaluar la disminucion AI de la energia de
ionizacion de los estados ligados siguen siendo en la actualidad tema de debate. Son muchas las
propuestas que podemos encontrar en la literatura, por ejemplo [39,50-55], sin embargo, para
discutir cualitativamente sus efectos nos basta con una sencilla aproximacion propuesta en [49]

Al = 3 (4—7T> v hca(nl/‘g. (2.184)
2\ 3

En primer lugar, esta correcciéon es comun para todos los estados del ion de carga (. Luego,

todos los estados son desplazados una cantidad constante, independientemente de sus energias en

situacion aislada, sus nimeros cuanticos o cualquier otra propiedad. En segundo lugar, la correccion

es proporcional a ”11 O/S , luego cambios grandes en la densidad no produciran efectos tan significativos
sobre la energia de ionizacién. Por ultimo, la correccion es proporcional al ntmero medio ¢ de
electrones libres en el interior del ion esfera y, por tanto, su efecto serd mayor en las especies mas
ionizadas. Los estados idnicos para los cuales Al sea mayor que su energia de ligadura dejan de

estar ligados. Han sufrido una ionizacién por presion.
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Finalmente, es 16gico pensar que si el potencial de plasma modifica las energias de los estados
i6nicos, pueda producirse también un desplazamiento en las lineas espectrales generadas como
consecuencia de transiciones radiativas entre dichos estados. A este respecto suele hablarse de un
desplazamiento estatico debido a las variaciones espaciales del potencial producidas a su vez por
los electrones libres, mientras que el desplazamiento dindmico se genera como consecuencia de
las colisiones ion-ion y electron-ion. Una instructiva discusion sobre este tema puede encontrarse

en [49].

2.2 Procesos atémicos en plasmas

El segundo elemento bésico de todo modelo cinético es el destinado al calculo de secciones
eficaces y coeficientes de tasas de los distintos procesos atomicos, tanto colisionales como radiativos,
que tienen lugar en el seno de un plasma y que determinan en tltima instancia la distribuciéon de
estados de carga y estados excitados. A este respecto existen esencialmente dos formas de proceder.
Si se persigue un alto grado de precision, los valores de los coeficientes de tasas pueden obtenerse
usando métodos mecanocuénticos avanzados y existe numerosa bibliografia especializada donde se
proponen nuevos procedimientos para el calculo de secciones eficaces de los diferentes procesos, se
mejoran los ya existentes o se presentan resultados correspondientes a casos muy concretos (un
tipo de ion, un conjunto determinado de transiciones, un intervalo particular de temperatura. .. ).
El problema es que, en el contexto de calculos cinéticos, el nimero de coeficientes de tasas que
se necesitan, ademés en una amplia de variedad de condiciones, es tan grande, que impide la
aplicacion sistematica de las técnicas antes mencionadas y es necesario llegar a un compromiso entre
precision y coste computacional. La alternativa en estos casos y también cuando no se requiere
una extraordinaria precision es recurrir a las formulas analiticas recomendadas en la literatura
para el célculo de los coeficientes de tasas. Como el objetivo de este trabajo es el desarrollo de
un codigo versatil para el calculo de poblaciones en un amplio rango de condiciones del plasma,
nos decantaremos por esta segunda opcion, preocupandonos entonces de que la eleccién de los
elementos constituyentes del modulo colisional-radiativo (determinacion de la estructura atomica
y céalculo de los coeficientes de tasas) conlleve una pérdida de precision admisible y que, en cualquier

caso, ésta quede justificada en base a una reduccion significativa del coste computacional.

El objetivo entonces de esta seccidon es clasificar y describir brevemente su comportamiento en
funcion de la temperatura y la densidad del plasma. Las expresiones mas relevantes propuestas en
la literatura para el calculo de los coeficientes de tasas de cada uno de ellos seran expuestas en
el siguiente capitulo, donde volveremos a incidir en este tipo de cuestiones cuando nos ocupemos

del calculo de los coeficientes de tasa en modelo desarrollado en esta tesis doctoral. Los aspectos
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tedricos relacionados con el célculo a partir de principios mecanocuanticos escapan de nuestros

propositos y pueden ser consultados en la bibliografia [15,16,56-58].

2.2.1 Clasificacién de los procesos atémicos

Los constituyentes del plasma, esto es, electrones, iones y fotones, interaccionan a través de sus
campos electromagnéticos, transfiriendo energia de unas particulas a otras. Las interacciones de
mayor interés en la fisica de plasmas son aquéllas en las que un ion interacciona con un electron
o con un foton para dar lugar a un cambio en su estado de ionizaciéon o excitacion. Los procesos
mas frecuentes son los que aparecen en la tabla 2.2.1.

Existen varios criterios para clasificar los procesos atémicos, uno de ellos es atender al tipo de
particulas que intervienen en la interaccién. En este sentido, la lista incluye dos transiciones i6nicas
en las que un ion decae espontaneamente desde un estado excitado a otro estado de menor energia,

sin interaccion con ninguna otra particula. Estos procesos son:

= Emision o decaimiento espontdneo. Un ion excitado decae a un estado de energia menor
(fundamental o excitado), emitiendo un foton cuya energia es igual a la diferencia de energia

entre los estados inicial y final.

= Autoionizacion. En este caso el estado inicial es un estado autoionizante del ion, constituido
por una doble excitacion, esto es, dos electrones se encuentran en orbitales excitados, o bien
por la excitacion de un electréon desde un orbital muy interno a otro externo. Durante la
autoionizacion un electrén se desexcita y el otro utiliza esta energia para escapar al continuo.
El resultado final es un ion que ha aumentado en una unidad su estado de carga mas un

electron libre.
Los procesos foton-ion incluyen:

= Fotoabsorcion. Un foton del campo de radiaciéon cuya energia coincide con la diferencia entre
dos estados i6nicos es absorbido, induciendo una transicion desde el estado de menor energia

al de mayor energia.

= Emision estimulada. El campo de radiacién alrededor del ion induce una transicion desde
un estado excitado a un estado mas bajo, emitiéndose un fotén cuya energia coincide con la

diferencia entre estados. Este proceso es el inverso de la fotoabsorcion.

= Fotoionizacion. La energia de un foton del campo de radiacion es utilizada por un electron

ligado para escapar al continuo, produciendo una ionizacién.
Los procesos electrén-ion son los mas numerosos:

= Jonizacion colisional o por impacto electronico. Un electrén impacta con un ion expulsando

uno de los electrones ligados al continuo.
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= Recombinacion a tres cuerpos. Es el proceso inverso de la ionizacion colisional. Dos electrones
libres entran a la vez en el volumen de un ion. Uno de los electrones es capturado por el ion,

disminuyendo su estado de carga, mientras que el otro electrén absorbe la energia sobrante.

= Recombinacion radiativa. Un electrén libre colisiona con un ion y queda ligado a éste, con la

energia extra se emite de forma espontanea un foton.

= Fotorrecombinacion o recombinacion estimulada. El proceso solo se diferencia del anterior en
que la emision del fotéon es inducida por el campo de radiacion. Este proceso es el inverso de

la fotoionizacion.

s Captura electrénica. En este caso un electron libre es capturado para dar lugar a un estado
excitado del ion. El excedente energético es absorbido por otro de los electrones ligados, del
tal forma que el estado final del ion es un estado autoionizante, doblemente excitado. Este

es el proceso inverso de la autoionizacion.

= Fxcitacion colisional o por impacto electronico. Un electréon libre en las cercanias de un ion,
cede parte de su energia a uno de los electrones ligados dando lugar a un estado i6nico de

mayor energia.

= Desexcitacion colisional o por impacto electronico. Este proceso es el inverso del anterior. Se
produce una transiciéon desde un estado excitado o otro estado de menor energia y la energia

que se libera es absorbida por un electrén libre.

Los procesos ion-ion pueden también ionizar, recombinar excitar o desexcitar cualquiera de
los iones que interaccionan. De hecho, por cada proceso electréon-ion existe un proceso ion-ion
paralelo y no tiene sentido introducir estos tltimos de forma separada. No obstante, el proceso de
intercambio de carga es exclusivo de las interacciones ion-ion y en €l un electréon de un ion salta al
otro ion participante en la interacciéon alterando asi la distribucion de carga. En cualquier caso, los
procesos ion-ion tienen unas tasas asociadas mucho mas pequenas que las correspondientes a los
procesos electron-electron y, en general, se desprecian en los calculos de espectroscopia de plasmas.

Entre los procesos fotén-foton encontramos dos que poseen tasas relativamente altas, son:

= Bremsstrahlung. La denominacion del proceso es una palabra alemana que significa radiacion
de frenado. En este caso, un electron libre que se mueve en las proximidades de un ion es

acelerado por el campo coulombiano del ion y como consecuencia se emite un foton.

= Bremsstrahlung inverso. Aqui un electréon cercano a un ion absorbe un foton del campo de

radiacion.

En fisica de plasmas existen muchos mas procesos, més complejos —interacciones entre muchos

cuerpos, dobles ionizaciones o excitaciones,...— que pueden llegar a ser importantes bajo algunas



80 Elementos de un modelo colisional-radiativo

condiciones particulares, pero para la mayoria de los propositos de interés la lista dada aqui es mas
que suficiente.

Existen otros criterios de clasificacién para los procesos atémicos, por ejemplo, atendiendo al
nimero de particulas que intervienen inicialmente en la interacciéon. En este sentido, la mayoria
de los procesos mencionados son a dos-particulas. El decaimiento espontaneo y la autoionizacion
son procesos a una-particula y logicamente participan tres-particulas en la recombinacion a tres
Cuerpos.

Asimismo, decimos que un proceso es radiativo, cuando implica la absorcion o la emision de un

fotéon, mientras que los procesos colisionales son aquéllos en los que no intervienen fotones.

2.2.2 Decaimiento espontaneo, absorcion y emision estimulada

Estos tres procesos son una consecuencia de la interaccién del 4tomo con la radiacion electro-

magnética. Pueden representarse a traves de la reaccion
¢ ¢
X; +"}/<:>Xj. (2.185)

La probabilidad de transicion atomica es la tasa a la que un ion en un estado excitado (j decae
un estado inferior (i. Asi, el coeficiente de Einstein A4 es una medida del ntimero de transiciones
atomicas espontaneas del estado (j al estado (i que sufre un a4tomo por unidad de tiempo. En
cada una de esas transiciones se emite un fotéon v de energia hv.

El coeficiente de Einstein A esta estrechamente relacionado con otros dos coeficientes, el de
fotoabsorcion, B®, y el de emision inducida, B€. El primero de ellos describe la absorciéon directa
de radiacién por un ion inicialmente en el estado (i que, como consecuencia de la misma, pasa
al estado (j. El ion absorbe del campo de radiaciéon un fotén de energia hv = E¢; — E¢;. El
coeficiente B¢ describe el fenomeno en el que fotones con energia hv en las proximidades de un ion
en un estado (j son capace de inducir una transicion desde (j a (i. Este proceso, que es la base de
funcionamiento del laser, es particularmente importante en plasmas con una densidad de radiacion

alta.

2.2.3 Excitacion y desexcitacion colisional

En el proceso de excitacién por impacto electronico, un electréon se encuentra con un ion de
carga ( en el estado (i. Como resultado de la interaccion, el ion se excita y alcanza el estado (j
de mayor energia, mientras que el electron pierde una energia F;; = E¢; — E¢;. La desexcitacion
colisional es el proceso inverso, en el que un ion excitado (j y un electréon colisionan. En el estado
final, el ion se desexcita y queda un estado (i de menor energia, mientras que el electrén absorbe
la energia extra. En ninguno de los procesos el ion cambia su estado de carga, solo su estado de
excitacion,

Xi+e ©X5+e . (2.186)
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El coeficiente de tasa de excitaciéon colisional es pequeno cuando la temperatura es mucho menor
que la energia de transicion, 7' < E;;. Después aumenta de forma algo abrupta hasta un maximo
en torno a 1" = FEj;; y finalmente decrece lentamente para temperaturas mayores. Sin embargo,
cuando la temperatura supera unas pocas veces el valor de la energia de transicion, la energia de la
mayoria de los electrones es demasiado alta para provocar la excitacion hasta un estado del espectro
discreto y entonces el proceso de ionizaciéon colisional se convierte en el mas probable. Por otro
lado, el coeficiente de tasa es proporcional a la fuerza de oscilador, que toma sus méaximos valores
para aquellas transiciones entre dos estados poco excitados. Para transiciones entre dos estados
muy excitados, tanto la fuerza de oscilador como el coeficiente de tasa de excitacion decaen de

forma significativa.

2.2.4 lonizacion colisional y recombinacién a tres cuerpos

La ionizacién por impacto electrénico es probablemente el proceso mas importante en plasmas
calientes, particularmente en los 6pticamente delgados. El proceso inverso, la recombinaciéon a
tres cuerpos, cobra importancia s6lo en los plasmas de alta densidad. La ionizacién colisional
ocurre cuando un electron libre colisiona con un ion y expulsa uno de los electrones ligados. La
recombinaciéon a tres cuerpos ocurre cuando dos electrones libres entran a la vez en el volumen
asociado a un ion y uno de los dos queda atrapado en un estado ligado, mientras que el otro absorbe

la energia extra. De forma esquematica,
Xt+e & Xi+e +e. (2.187)

El comportamiento del coeficiente de tasa de ionizaciéon colisional es muy similar al de la exci-
tacion. Conforme la temperatura crece, el coeficiente de tasa aumenta rapidamente y alcanza un
méaximo cuando la temperatura es unas pocas veces el valor del umbral de ionizacion. A tempera-
turas superiores, el coeficiente de tasa decae lentamente. Este comportamiento es comtuin a todas
las especies i6nicas, cualquiera que sea su estado, fundamental o excitado.

A una temperatura dada, los estados altamente excitados se ionizan con mayor facilidad que
aquéllos méas cercanos al estado fundamental. La recombinacion a tres cuerpos también ocurre con
mayor probabilidad hacia los estados mas excitados del ion. En consecuencia, éstos estados se ven
involucrados en procesos de ionizacion y recombinacion que ocurren a una alta frecuencia, por lo

que sus poblaciones suelen ser inestables.

2.2.5 Fotoionizacién y recombinacién radiativa

En el proceso de fotoionizaciéon, un electron en un estado ligado absorbe un fotén con energia
suficiente y se convierte en un electrén libre. El proceso inverso es la recombinacion radiativa, en

el que un electron libre es capturado en uno de los estados ligados del ion, emitiendo un fotén que
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toma exceso de energia y de momento. Asi,
Xp+ye Xith+e. (2.188)

El proceso de fotoionizacion es importante en plasmas calientes solo si la densidad local asociada
al campo de radiacion, es decir, la densidad de fotones, es suficientemente alta para inducir una
tasa de fotoionizacion comparable a la de ionizacién colisional. Esto sucede cuando el plasma
es Opticamente grueso. Entonces, el camino libre medio de los fotones es més pequeno que las
dimensiones del plasma y la probabilidad de reabsorcion de los fotones en el interior del plasma es
alta. En plasmas Opticamente delgados, cuyas dimensiones caracteristicas son més pequenas que

el camino libre medio, el efecto de la fotoionizacién es despreciable.

2.2.6 Autoionizaciéon y captura electrénica

La excitacion de un electréon de un orbital interno o de dos o més electrones en cualquier orbital
puede dar lugar a un estado (i que cae energéticamente por encima del umbral de ionizacion
del ion con carga (. Estos estados interaccionan con otros con la misma energia total, formados
por estados ligados del siguiente ion més un electron libre. Como resultado de esta interaccion se
produce la autoionizacion o decaimiento Auger del estado (7 mediante la expulsion espontanea de
un electron acompanada de una redistribucion de los restantes electrones ligados, que da lugar a
un estado final ¢ 4+ 15. El proceso inverso se denomina captura electronica. Los dos mecanismos
quedan representados a través de

Xe Xt ye (2.189)

Es importante destacar que a diferencia de otros procesos en los que intervienen electrones
libres, la captura electronica es un proceso resonante. Esto significa que el electron debe tener una
energia especifica igual a la diferencia energética entre los estados i6nicos inicial y final, esto es,
€ = Fj;. En otros procesos, el excedente energético o el aporte de energia necesario para cumplir
la ecuacién de balance se traducia en la emision/absorcion de un fotén o en la variacion de la
energia cinética de los electrones libres involucrados en el proceso. Asimismo, como (i es un estado

autoionizante y, por tanto, F¢; > I¢, ahora la energia de transicion vendra dada por
Lij = E¢i — I¢ = B¢t . (2.190)

La importancia de los estados autoionizantes, los mecanismos de autoionizaciéon y captura elec-
tronica y otros canales indirectos, como el de excitacion-autoionizacion, en el balance de poblaciones
y la determinacion de propiedades radiativas, en particular la emisividad, ha sido subrayada en nu-
merosos trabajos. Se ha contrastado, por ejemplo, que el mecanismo de excitacién-autoionizacion
puede incrementar de forma significativa la tasa total de ionizacion [59,60]. Ha quedado demostra-

do, con el respaldo de datos experimentatales, que en condiciones de baja densidad los procesos
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de autoionizacion y captura electréonica dominan el balance cinético entre los distintos estados de
carga [61]; aunque también hay evidencias de la importancia de estos mecanismos en regiones de
mas alta densidad [62-64]. Asimismo, el analisis de las lineas satélite y, en general, la emision
procedente de los niveles autoionizantes representa una herramienta particularmente tutil para la

diagnosis espectroscopica [65,66].

2.3 Determinacién de la distribuciéon de poblaciones en

plasmas

Los procesos de ionizacién y recombinacion en el plasma determinan las abundancias relativas
entre los distintos estados de carga. Por ejemplo, en un plasma donde la tasa de ionizacion es mayor
que la de recombinacion, cada vez mas electrones ligados pasaran al continuo, de tal forma que la
carga de los iones va aumentando continuamente. Es lo que se conoce como un plasma de ionizacion.
Por otro lado, un plasma de recombinacion es aquél donde la tasa de recombinacién es mayor que
la de ionizacion y en consecuencia los iones se van cargando progresivamente de electrones. Cuando
la tasa de ionizacion se iguala a la de recombinacion se alcanza un estado estacionario. En esta
situacion, la distribucion de estados de carga es constante, independiente del tiempo. Los estados
excitados se comportan de una manera similar. Los rapidos procesos de excitacion y desexcitacion,
incluyendo el decaimiento espontaneo, determinan el estado de excitacion medio de los iones y,
de nuevo, se establece un estado estacionario cuando la tasa de exicitaciones coincide con la de
desexcitaciones méas decaimientos. Segiin esto, la ionizacién media Z de un plasma en estado
estacionario va depender directamente de los valores relativos de las tasas de los procesos directo
e inverso e implicitamente de la temperatura electréonica y la densidad i6nica. En los siguientes
apartados describiremos bajo qué condiciones se alcanza el estado estacionario y cuéles son los

modelos que se manejan para la determinacion de la distribucién de poblaciones en dicho estado.

2.3.1 El equilibrio local termodinamico

Entre los diferentes estados estacionarios que se pueden alcanzar en un plasma, el de equilibrio
local termodinamico, LTE, tiene unas caracteristicas muy particulares. Es el estado méas cercano
al de equilibrio termodindmico total, TE, como el que describen los métodos de la mecénica es-
tadistica. En TE los tres tipos de particulas —iones, electrones y fotones— estan en equilibrio, lo
que significa que la tasa de cada proceso coincide exactamente con la tasa de su inverso. En un
plasma de estas caracteristicas, las distribuciones de velocidades para iones y electrones siguen una
distribuciéon Maxwell-Boltzmann, la distribuciéon de estados excitados es de tipo Boltzmann y los

fotones tienen una funcion de distribucién de energia planckiana.
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La situacion LTE ocurre en los plasmas cuyas dimensiones son significativamente mas pequenas
que el camino libre medio de los fotones emitidos en su interior, pero mucho mayores que la longitud
recorrida por los electrones entre colisiones con un ion. El camino libre medio de los fotones en un
plasma de hidrégeno a T' = 10 — 1000 eV es mayor que el camino libre medio de los electrones en
un factor 104 o mas. En un plasma de alumnio sobre el mismo intervalo de temperaturas, el camino
libre medio de los fotones es unas 300 veces mayor. En LTE, los fotones son capaces de recorrer una
distancia relativamente larga desde su punto de emisiéon, después pueden escapar del plasma o ser
reabsorbidos en otro punto que puede tener condiciones de densidad y temperaturas distintas. Por
tanto, los fotones no estan necesariamente en equilibrio con las particulas materiales. Sin embargo,
la frecuencia de colisiones entre iones y electrones es muy alta, por lo que sus distribuciones de
velocidades y estados excitados son las mismas que en condiciones de equilibrio total.

La distribucion de estados de cargas en situacion de LTE puede calcularse a partir de principios
bésicos. Consideremos un plasma compuesto por iones de ntimero atémico Z y electrones, a tem-
peratura Ty con una densidad electronica n.. La distribucion de carga se obtiene minimizando la

funciéon energia libre de Helmholtz, F, que viene dada por la ecuacion
F(T)=-TInZ(T), (2.191)

donde Z(T) es la funcion de particion del sistema completo. En buena aproximacion, la funcion de
particion puede escribirse como
E(T) = Ze(T) [] Zc(D). (2.192)
¢=0
Hemos comentado que, en cierta forma, son los procesos entre iones y electrones van a determi-
nar la situacion LTE. En particular, el balance entre los estados de carga estara controlado por los

procesos de ionizacién colisional y recombinacion a tres cuerpos. Asi, para una reaccion del tipo
Xt pe e XCte +e, (2.193)
la conservacion de la carga exige
—6(M¢—1) = 6(M¢) = 6(Me), (2.194)

donde M., M¢_1 y M son el niimero total de electrones, iones de carga ¢ — 1 e iones de carga (,

respectivamente. La variacion de la energia libre respecto al nimero de particulas da

F F F
= sne o+ 2 s+ s (2.195)
oM.,

5F ..
O OM,

Las condiciones de equilibrio se obtienen minimizando la energia libre, 6 F' = 0. Sustituyendo

(2.194) en (2.195), la condicién de equilibrio resulta

OF  OF  OF
_ 0. 2.1
oni_, " onr T onar, = (2.196)
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Para un sistema de M particulas indistinguibles, la funcién de particion viene dada por

1

2, (2.197)

donde Z(T) es la funcion de particion de cada particula. Usando la formula de Stirling, M! ~

(M/e)M | para M — oo, la expresion anterior se escribe como

(1]

(T) ~ (%)M (2.198)

dondee=3 1/n!=2.718....

Teniendo esto presente, al calcular las derivadas parciales de F' obtenemos

-7 [—m (ff(t) +1In (é—i) +1n(]\Z42>] =0, (2.199)

donde z., z¢—1 y z¢ son las funciones de particion de las particulas individuales.

La ecuacion anterior puede reescribirse como

McM. _ Z(T)Z.(T)
My =zt (2.200)

Las partes cinéticas de las funciones de particion de los iones de carga ( y ¢ — 1 son iguales y se
cancelan. Por otro lado, al evaluar el cociente entre las dos funciones de particion internas debemos
tener cuidado, ya que cada una utiliza su propio estado fundamental de energia como punto de
referencia. La diferencia entre estos dos puntos de referencia es Io—1 — Als_1, que es el potencial
de ionizaciéon del estado de carga ( — 1 corregido por el valor de continuum-lowering, Als_;.
Insertando esta relacion en (2.200) y reemplazando el namero de particulas por las correspondientes
densidades, M, = n.V, M¢c_1 = Ne_1V 'y M = NV, se obtiene

N¢ne meT\? Ze(T) Ic1 — AEq 4
=2 e 2.201
Nes (27rh2> Ze(T) P T ’ (2.201)

que es la conocida ecuacion de Saha. Junto con (2.201) deben satisfacerse dos ecuaciones mas, la
primera es el requerimiento de que la suma de todas las densidades parciales sea igual a la densidad

total de iones,

z
> Ne=n,, (2.202)
¢=0
y, en segundo lugar, la condicién de neutralidad en el plasma, que se expresa como
z
ne =Y (Nc. (2.203)
¢=0

Otra cuestion es la manera en que se distribuye la poblacion entre los diferentes estados ex-
citados de un ion en situaciéon LTE. Para empezar, si m es cualquier estado de un ion ¢ con M¢

estados excitados, debe cumplirse

M¢
Ne= Y Nem. (2.204)
m=0
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Asimismo, como en un plasma que satisface la condicion LTE, los procesos colisionales son
mucho maés frecuentes que los radiativos, la distribucién de poblacion sobre los estados excitados

sera de tipo Boltzmann,

ggme—Ecm/T

Nepp = No2ome
¢ ¢ Z(T)

(2.205)

donde E,, es la energia del estado excitado medida respecto al fundamental.

2.3.2 El modelo Corona

Nos movemos ahora al extremo de los plasmas 6pticamente delgados de muy baja densidad.
Este tipo de plasmas aparecen con relativa frecuencia bajo condiciones astrofisicas —en la corona
solar, por ejemplo— y en algunas situaciones de laboratorio —como en el caso de los tokamaks—. La
situacion de estado estacionario en este tipo de plasmas se conoce como equilibrio Corona.

Mientras que la deducciéon de las ecuaciones bésicas en LTE estuvo basada en argumentos
fundamentados de la fisica estadistica, en el extremo de baja densidad se puede extraer una gran
cantidad de informacién a partir de consideraciones intuitivas. En concreto, es posible llevar a cabo
una buena estimacion de las poblaciones de los estados fundamental y excitados sin necesidad de
recurrir a expresiones complicadas. Asi, en plasmas de muy baja densidad, iénica o electrénica,
la tasa de excitacion colisional es tan baja en relacion con la tasa de decaimiento espontaneo que
podemos suponer, casi con total seguridad, que un electréon excitado en un cierto nivel energético
decaera al estado fundamental antes de experimentar una segunda excitacion. La gran mayoria de
los iones estarén, por tanto, en su estado fundamental. Esto es,

N¢,  param =0,
Nem = (2.206)

0, para m # 0.

Es mas, en plasmas 6pticamente delgados de baja densidad los procesos de fotoionizacién y
fotoexcitacion tienen unas tasas asociadas muy pequenas y lo mismo ocurre para la recombinacion
a tres cuerpos. De hecho, los procesos dominantes son la ionizacién por impacto electronico y los
procesos de recombinacion a dos cuerpos, recombinacion radiativa y recombinacion dielectronica.

La distribucion de estados de carga se calcula igualando las tasas de estos procesos,
neNe—1Ze—1—c =neNe (R{ e 1 +REL ). (2.207)

Por tanto, se llega a

N, Te1o
¢ - e g . (=1,....Z (2.208)
Ne-1 RE ¥R e

Como N¢ = N, la ecuacién (2.208) expresa una relacion entre las densidades de los estados
fundamentales de dos iones adyacentes. Escribiendo (2.208) para todos los estados de carga, obte-

nemos un conjunto de Z + 1 ecuaciones lineales homogéneas recursivas para las Z + 1 densidades
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N¢. De la misma forma que en el caso LTE, este conjunto se completa con las ecuaciones (2.202)
y (2.203) para la densidad total de iones y conservacion de la carga.

Es importante destacar que la ecuacion (2.208) es independiente de las densidades ionica y
electronica. Por tanto, la distribucién de estados de carga en equilibrio Corona es también inde-

pendiente de la densidad.

2.3.3 Distribucion de poblaciones en la situacion de no-equilibrio y el modelo

colisional-radiativo

En el caso méas general, las condiciones del plasma seran tales que no se podré garantizar ni
una situaciéon LTE ni tampoco la de equilibrio Corona. Estamos, logicamente, en el régimen de
no-equilibrio, NLTE. En este caso, la distribuciéon de poblaciones se determinara a partir de las
ecuaciones del llamado modelo colisional-radiativo, CR.

El modelo CR es una generalizacion de los dos anteriores. Esto es, las ecuaciones béasicas CR
tienden al equilibrio Corona para baja densidad y la situaciéon LTE en el extremo de alta densidad.
Sin embargo, al contrario de lo que ocurria en estas dos situaciones, la distribuciéon de poblaciones
bajo condiciones NLTE no puede determinarse a partir de principios basicos, y solo podré conocerse
tras resolver un conjunto de ecuaciones de tasas que tienen en cuenta todos los procesos atéomicos
capaces de incrementar o disminuir la poblaciéon de un estado particular. En este conjunto de
ecuaciones intervienen todos los procesos atémicos a los hemos hecho alusiéon con anterioridad,
incluyendo aquéllos dependientes del campo de radiacion.

El punto de partida es el conjunto de las ecuaciones de tasas més la ecuacién de transferencia

radiativa,
8N<m (I’, t)
T +v VNC”" 7 Z NC’m’ r t) Cm’%(m Z NC"” 7 Cm%(’m” (2209)
¢rm/ ¢rm/
101 (r,t
—% +e-VI(r,t,v,e) = —x(r,t,v) I (r,t,v,€)+j(r,t,v). (2.210)
c

Sabemos que en el caso mas general, para poder obtener las poblaciones N¢,, (r,t) en cada punto
del espacio y en cualquier instante de tiempo, seria necesario resolver las ecuaciones anteriores de
forma autoconsistente.

Conviene recordar que los términos RZ‘,m,HCm y RC_mHC’m’ aglutinan, respectivamente, todos
los mecanismos responsables de poblar o despoblar un estado (m dado. Nuestra intencion es
escribir estos términos de forma explicita, pero para ello debemos comentar antes algunas cuestiones
acerca de las magnitudes que intervienen en la ecuacion de transporte radiativo. I (r,t,v,e) es la
intensidad especifica de radiaciéon en el punto r, en el instante ¢, a la frecuencia v, propagandose
en la direccion del vector unitario e. Las magnitudes x (r,t,v) y j (r,t,v) son los coeficientes de

absorcion y emision, respectivamente. Tanto el uno como el otro juegan un papel decisivo a la hora
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de determinar las propiedades espectrales del plasma. No daremos ahora detalles acerca de como
evaluarlos, ya que esta cuestion sera abordada mas adelante, pero conviene tener presente que para
hacerlo es preciso conocer las poblaciones N¢, (r,t) de todos los niveles atémicos.

Por otro lado, en el tratamiento del transporte radiativo resulta ttil definir la intensidad media

como el promedio de la intensidad especifica sobre todas las direcciones del espacio,

J(r,t,v) = ﬁ [SI(r,t, v,e)d) = ﬁ 02“ /Owl(r,t,y, e) sin 6dfd. (2.211)

Debemos hacer una aclaracion acerca de los procesos inducidos por el campo de radiacion.
Como se sabe, la absorcién y la emision estimulada provocan transiciones entre estados del espectro
discreto y junto con la emisién espontanea conforman el grupo de los procesos radiativos ligado-
ligado. Por otro lado, la fotoionizacion y la recombinacion estimulada conectan estados del espectro
discreto con estados del continuo. Constituyen, junto con la recombinacion radiativa, los procesos
radiativos ligado-libre®. Pues bien, en relacién con los procesos inducidos ligado-ligado debemos

tener presente que ni B¢ ni B¢ son exactamente los correspondientes coeficientes de tasa,

i—(j Jj—¢i
sino los conocidos coeficientes de Einstein de absorcion y emision estimulada, respectivamente.

Llegados a este punto, definimos

T ) = [ ) T () (2.212)
0

J5; (r,t) = /0 b5 (r,t,v) J (r,t,v)dy, (2.213)

donde ¢f; (r,t,v) es el perfil de absorcion y ¢, (r,t,v) el de emisién y podriamos hablar también
del perfil de emision esponantea ¢?; (r,t,v). Obsérvese que los perfiles dependen de r y de ¢ como
consecuencia de la posible variacion espacio-temporal de las condiciones del plasma. Omitiremos
de aqui en adelante esta dependencia, salvo en las situaciones donde sea importante especificarla.

Con estas consideraciones, el coeficiente de tasa de absorcion viene dado por
B cidi (2.214)

y el de emision estimulada como

B il (2.215)

En términos de los coeficientes de Einstein, la seccién eficaz de absorcion se escribe como

0l (V) = %Bgiﬁg(f)?j (v) v la de emisién como o¢; ., (v) = Z—;:szﬂgi % (v) [67]. Asi, por

establecer una analogia con la expresion general (3.57) para la determinacion los coeficientes de

tasas, en el caso de los procesos inducidos ligado-ligado, éstos pueden calcularse como

a a o 4 a
Blineiliy= | 7,08—¢ W) I (v)dv, (2.216)
0

6También existen los procesos libre-libre, como el bremsstrahlung, pero como éstos no alteran la poblacién de los

estados i6nicos no se incluyen en las ecuaciones de tasas.
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€ * 47T €
B, i = / 0t () ] () . (2.217)
0
Por otro lado, los coeficientes de tasas de los procesos radiativos ligado-libre se expresan de la

siguiente manera, para la fotoionizacion tenemos

4
Pimcin = [ Geotilen; )7 () d (2218)

th

mientras que para la recombinacion estimulada’

Péirjci = /0 vol i (8) T () £ (e) de. (2.219)

Ya estamos en disposicion de escribir de forma explicita el sistema de ecuaciones de tasas. En el
caso mas general, que contempla una evolucion espacio-temporal del plasma, éste viene dado por

aN@(I’,t)
o TV VNa(rt ZNcyrt bimci ZN@ ) Reiers

donde
ZNC’ Rjoci =

Z Ne—1j (r,8) [Pevjci + nele—1j—-ci + Auc—1j-cil

+ Z Nej (v,t) [BE i + nefejcil
(J<t)

+ Z Nej (v,t) [BE_cifi + Acj—ci + neDej—cil
(]>1)

+ Z Neyry (v t) ne [Pégjci + Riyryci +1eRE 1 i + Corrimi]

(2.220)

D Nei (r R,y =
7

Nei (r,t) Z Ne [7’&%71]- + Rziﬁcflj + ”eRgiH@u + CCi—>C—1j]
J

N (r,8) Z [BSic; TG + Acimaci + neDeimcj]
(J<1)

NG (v,8) Y [Biei Iy 4 neeimg]
(J’ii)

NG (0,6) > [Peivciny + neleimcrny + Aucimcrag) -
3

(2.221)

ONc;
8t = 0, el sistema a resolver se

En un medio estatico, v-VN¢; =0

reduce al caso

> New (0, ) RE ey = Nea (1,4) Y R e = 0. (2.222)
¢t ¢

"Mas detalles en el apéndice B.



90 Elementos de un modelo colisional-radiativo

El problema que hemos planteado requiere la solucién conjunta de las ecuaciones de tasas y la
ecuacion de transferencia radiativa. Esta es una tarea complicada que ha dado lugar a un ingente
nimero de trabajos sobre el tema y para la que se han propuesto diferentes técnicas y métodos.
En relacion con la solucion de la ecuaciéon de la ecuacion de trasnferencia pueden distinguirse los
métodos aproximados, los métodos directos y los métodos iterativos.

Los métodos aproximados estan basados en conceptos probabilisticos y es posible encontrar una
excelente revision de los mismos en [68]. No entraremos aqui en mas detalles. Esta cuestion sera
abordada suficientemente en el proximo capitulo, puesto que el modelo de transporte radiativo que
se propone en este trabajo puede englobarse en este grupo.

Se conoce por métodos directos béasicamente a los propuestos por Feautrier y Rybicki. Am-
bos métodos trasnforman la ecuaciéon de transferencia en una forma integro-diferencial que precisa
del establecimiento de dos condiciones de contorno para su completa soluciéon. Este tipo de pro-
cedimiento resuelve el problema del transporte con dependencia direccional, esto es, sin efectuar
ningin tipo de promedio angular, como ocurre en los métodos aproximados. Logicamente, el coste
computacional es mucho mas alto y es necesario establecer dos mallas de integracion para resolver
el problema, una espacial y otra angular.

Los métodos iterativos constituyen en realidad un conjunto de técnicas para aliviar la comple-
jidad que se deriva de la aplicacion de los métodos directos. Entre ellos se encuentran la técnica
de iteracion A y el procedimiento de linealizacion completa. La teoria asociada a estas técnicas no
puede resumirse de forma sencilla y escapa por completo de los objetivos de esta tesis doctoral, por
lo que para su conocimiento recomendamos acudir a la bibliografia [67,69]. El mayor incoveniente
de los mismos es el considerable incremento del tiempo de célculo a medida que se tratan problemas
complejos, como el que hemos planteado en esta seccion, esto es, el transporte radiativo en iones
de muchos niveles.

La resolucion del sistema de ecuaciones de tasas y muchos mas detalles relacionados con el

modelo CR seran expuestos en el proximo capitulo por constituir el grueso de esta tesis doctoral.



Descripcién del modelo cinético propuesto

—ABAKO-

3.1 Descripcién general

Ya se ha mencionado en varias ocasiones la importancia que tiene en la actualidad el desarrollo
de modelos CR para el estudio de plasmas bajo condiciones de NLTE. Los céalculos cinéticos de
este tipo se iniciaron hace aproximadamente tres décadas, con una motivaciéon principalmente
astrofisica, pero en los tltimos afos el interés por estos modelos se ha reforzado considerablemente
debido a sus multiples aplicaciones, por ejemplo, en el estudio de materiales de Z-alto importantes
en las reacciones de fusién por confinamiento inercial, en las investigaciones sobre laseres de rayos-X
o en el analisis de elementos de Z-bajo para el modelado de dispositivos tipicos del confinamiento
magnético.

Importantes grupos de investigacion a nivel internacional han desarrollado sus propios codigos
CR, utilizando diferentes formalismos y también distintos niveles de aproximacién —comentados
en el capitulo anterior—. Esto ha generado la necesidad de llevar a cabo estudios sisteméaticos que
permitan evaluar la exactitud de los modelos e identificar aquellas deficiencias en las que es preciso
continuar trabajando. Con esta idea se han celebrado en los ultimos anos diversas reuniones [70-73]
que han tenido por objetivo la comparacién y contrastacion de los resultados de los distintos
modelos CR al abordar un conjunto de célculos cinéticos especificos. Aunque estos encuentros han
contribuido a identificar regiones en las condiciones del plasma o situaciones donde la cinética de
poblaciones parece sencilla de describir, la tonica general ha estado siempre gobernada por las

discrepancias observadas. Este hecho pone claramente de manifiesto que el estudio de la cinética
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de poblaciones en plasmas de no-equilibrio es en la actualidad un campo abierto, de mucho interés,
que puede ser abordado desde diferentes puntos de vista y en el que no existe consenso en la

definicion del camino hacia el modelo CR definitivo.

Las discrepancias encontradas entre los cddigos tienen su origen en varios factores. Uno de ellos
tiene que ver con las diferentes descripciones de la estructura atomica adoptadas por cada modelo
—desde la mas simple, basada en el concepto de atomo medio (AA), pasando por las de complejidad
intermedia, como los modelos de configuracion media (DCA o CA) o superconfiguracion (SC), has-
ta la descripcion mas detallada, la de estructura fina (DLA o FS). Otra fuente de discrepancia es
el caracter aproximado de los coeficientes de tasas de los procesos atéomicos incluidos en la matriz
CR. En la literatura uno puede encontrar expresiones analiticas recomendadas para los procesos
atémicos més relevantes y aunque algunas conducen a mejores resultados que otras, ninguna de
ellas se caracteriza por su particular exactitud. Para lograr esto ultimo, los coeficientes de tasas
deberian calcularse directamente para cada transicion entre cada pareja de estados atomicos utili-
zando métodos mecanocuanticos avanzados. Sin embargo, cualquier calculo cinético conlleva una
evaluacion masiva de coeficientes de tasas que imposibilita la aplicacién de estas técnicas en calcu-
los a gran escala. No queda entonces otro remedio que llegar a un compromiso entre exactitud y

viabilidad computacional.

De cara al trabajo presentado en esta tesis es importante reforzar esta ultima idea. Esta claro
que los elementos fundamentales que conforman un modelo CR descansan sobre la base teorica
de la fisica atémica. En este sentido, la teoria de la estructura atémica esta bien establecida
desde 1935 [18] y en la actualidad pueden encontrarse precisos métodos mecanocuénticos para la
determinacion de las secciones eficaces de los distintos procesos atomicos. Sin embargo, cuando
tratamos con plasmas en el que intervienen iones con una estructura energética de capa abierta,
nos encontramos enseguida con la dificultad de tener que tratar con millones de niveles atémicos
caracterizados por su momento angular total J y quizd billones de transiciones colisionales y
radiativas conectando estos niveles. Es imposible entonces llevar a cabo, de forma general, calculos

cinéticos con este grado de descripcion.

Desde hace anos, el grupo de LANL lidera los esfuerzos para incorporar en un modelo CR los
més avanzados formalismos mecanocuanticos en la determinacion de la estructura atomica y las
secciones eficaces. En un conjunto de diferentes trabajos [74-79], el grupo pone de manifiesto los
logros alcanzados en este sentido, en parte debidos a los avances en la tecnologia computacional,
pero a la misma vez deja bien claro cuéles son los problemas y las serias limitaciones con las que
se encuentran para llevar a cabo calculos en serie. Atn en una descripcion CA, las dificultades
ya aparecen al tratar elementos parcialmente ionizados con Z-intermedio y Z-alto, y los autores
han adoptado diferentes formulas para sortearlas, como reducir el nimero de iones incluidos en

el modelo, limitar las configuraciones electrénicas hasta un valor maximo del nimero cuantico
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principal n, etc. So6lo han podido realizarse estudios completos en estructura fina en elementos
sencillos de Z-bajo [76,79]. Otros codigos incluyen célculos detallados en estructura fina pero s6lo
para modelar los estados fundamentales y un conjunto limitado de estados excitados, mientras que
el resto se trata de forma promediada o aproximada [80]; en otros casos es posible trabajar en
estructura fina porque se estudian situaciones en las que sblo es necesario tratar un ion de forma

detallada, utilizando un modelo atémico méas simple para los otros estados de carga [81].

Por otro lado, hay situaciones en las que un calculo detallado no sélo es inviable sino también
innecesario [82]. Especialmente en iones complejos con un ntimero elevado de electrones, los niveles
atomicos de energia e incluso los coeficientes de tasas de los procesos atomicos presentan propieda-
des estadisticas bien fundamentadas, que pueden ser tutiles para evitar los calculos directos, nivel
a nivel. Estos hallazgos son los que han inspirado el desarrollo de los modelos CR basados en el
concepto de superconfiguracion [83,84]. Esta aproximacion se ha mostrado muy eficiente en el tra-
tamiento de plasmas con Z-alto [61,85-87]. Sin embargo, hay que decir que el coste computacional
de este tipo de modelos es también muy elevado, sus resultados son bastante sensibles al nimero
de superconfiguraciones incluidas en el modelo, por lo que es necesario llevar a cabo un procedie-
miento iterativo hasta alcanzar convergencia en los mismos y, por ultimo, su rango de aplicacion es
limitado, ya que se asume que las configuraciones pertenecientes a una misma superconfiguracion
se distribuyen siguiendo la estadistica de Boltzmann y esta hipotesis no se cumple en condiciones

puras de NLTE [82].

Centrandonos ahora en los modelos disenados para trabajar en un esquema DCA, suele ocurrir
con relativa frecuencia que muchos de ellos no disponen de un médulo de calculo atémico propio
y por tanto tienen que recurrir a otros codigos para generar los datos necesarios [63, 80, 88]. Este
hecho introduce una labor de preprocesamiento de datos que convierte la produccion de calculos

en serie en una incémoda tarea.

Con todo lo dicho, el uso combinado de modelos atémicos sencillos con expresiones analiticas
para la determinacion de los coeficientes de tasas es una de las pocas alternativas para el diseno
de un modelo CR capaz de llevar a cabo calculos a gran escala y aplicable a un amplio rango de
condiciones del plasma y valores de Z. A priori el precio a pagar es la pérdida de exactitud de los
resultados obtenidos, pero se ha demostrado que este tipo de modelos pueden predecir de forma
bastante razonable parametros como la ionizacion media, la distribucion de poblacion entre las
distintas especies idnicas e incluso ser tutiles para estudios algo més sofisticados relacionados con

la cinética y la espectroscopia de plasmas [89-91].

Esta es la filosofia que hemos adoptado para el desarrollo del modelo CR objeto de esta tesis y
cuyas caracteristicas se describen en este capitulo. Ha sido bautizado con el nombre de ABAKO, que
resulta ser el acronimo de Analytical expressions BAsed Kinetics cOde. ABAKO es un codigo para el

estudio de la cinética de poblaciones en plasmas que basa su versatilidad en la utilizacién de modelos
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analiticos tanto para la determinacion de la estructura atomica como para la evaluacion de los
coeficientes de tasas asociados a los procesos atomicos. Puede utilizarse para el estudio de cualquier
elemento, ya sea de Z-bajo o Z-alto, en un amplio rango de condiciones de densidad y temperatura.
Dispone de un modulo propio para el calculo atéomico que utiliza herramientas que ya habian
sido desarrolladas por nuestro grupo de investigacién. En concreto, las energias de los estados de
cada especie ionica se determinan en el contexto de una aproximacion de particula independiente
relativista. La ecuacién de Dirac monoelectronica se resuelve con un potencial efectivo analitico
que puede ser cualquiera de los propuestos por el grupo en trabajos anteriores [21,22,34-38]. En
el modelo no se incluyen efectos de CI. Utilizando biespinores monoelectréonicos se determinan
también las fuerzas de oscilador en la aproximaciéon dipolar eléctrica. De esta forma, a costa de
una pérdida de precision, por otro lado asumible en el contexto de un calculo de poblaciones,
es posible abordar el calculo de la estructura atéomica de iones complejos con un pequeno coste
computacional. Este modulo sera descrito en detalle en la siguiente seccion. No obstante, para
aquellas situaciones que requieran de una precisa determinacion de la estructura atémica, ABAKO
incorpora la posibilidad de utilizar datos externos —procedentes de bases de datos u otros codigos
mas complejos— suministrados a través de un fichero escrito en el formato adecuado.

Por otro lado, debemos tener en cuenta que en la descripcion proporcionada por el modelo
analitico cada nivel atémico estd representado por una configuracion electronica relativista del

tipo
A
(nala) 2 (nala) 2 - (naln)§>, Y wi =N, (3.1)
1=1

siendo N el numero de electrones de la especie i6nica considerada. Esto significa que ABAKO es
capaz de llevar a cabo calculos cinéticos de tipo DCA comparables, en lo que al nimero de niveles
se refiere, a los que proporcionan otros c6digos con modelos atémicos mas sofisticados. Uno de los
puntos débiles atribuidos a los modelos de la misma naturaleza que ABAKO es su incapacidad para
abordar con ciertas garantias la determinaciéon de propiedades espectrales. Esto se debe esencial-
mente a que los modulos de calculo atomico suelen estan constituidos por modelos muy sencillos,
normalmente de tipo hidrogenoide, que proporcionan una descripciéon muy gruesa de la estructura
atoémica, con los niveles energéticos caracterizados s6lo a través del nimero cuantico principal n.
Evidentemente esta descripcién es insuficiente en un célculo espectroscopico. Asi que, tras la de-
terminacion de las poblaciones, algunos modelos intentan solucionar estas deficiencias acudiendo
a otros codigos para mejorar la descripcidon energética en las especies de interés y recurriendo a
hipoétesis de caracter estadistico para redistribuir la poblacién asignada a los niveles hidrogenoides
entre los niveles detallados [91]. Este hecho introduce fundamentalmente dos inconvenientes. En
primer lugar, son numerosas las situaciones, particularmente bajo condiciones de NLTE, en las
que las poblaciones de nivel no se distribuyen de acuerdo a sus pesos estadisticos y, en conse-

cuencia, como comentan los propios autores [91], los resultados obtenidos bajo esta aproximacion
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seran imprecisos. Por otro lado, el modelo en cuestion ya no constituye un coédigo cerrado, puesto
que necesita de otros para poder abordar cierto tipo de célculos, introduciendo ademas una tarea
de postprocesamiento que de alguna forma interrumpe la produccién continua de resultados. Asi,
es importante resaltar que el modulo atémico implementado en ABAKO elimina las deficiencias
que presentan otros modelos de naturaleza analitica en el sentido que acabamos de comentar. Los
calculos cinéticos de ABAKO se realizan en una descripcion DCA relativista, que potencialmente
posee una riqueza de niveles suficiente para llevar a cabo estimaciones razonables de propieda-
des espectrales. Asimismo, otra caracteristica destacable del modelo es su autosuficiencia, ya que
ninguna de las etapas del calculo cinético depende de los resultados de c6digos externos para ser
completada.

Pasemos ahora a describir las principales caracteristicas del modelo CR propiamente dicho.
El punto de partida es la ecuacion que gobierna la evolucion espacio-temporal de la densidad o

poblacién de iones N¢p, con carga ¢ en el estado atémico m, dada por

dN( I' t _
- = Newmr () RE e = D New (8,0 REG, s, (3.2)

CI m/ C/nll
y que también puede escribirse como

ON¢p (v, 1) _
CT VNCm r, t Z NC’m/ r t) RC’m’—>Cm Z N(m (I‘, t) RCm—>C’77L” (33)

Clm/ C/m/

donde v es la velocidad del ion considerado, el término® R, agrupa todos los coeficientes

rm/—¢m
de tasas de aquellos procesos atomicos asociados a una transicion ¢'m’ — (m y que contribuyen a
poblar el estado (m, andlogamente REWH ¢y TEPTEsenta el conjunto de contribuciones que provocan
la despoblacion del estado (m.

En teoria cinética de plasmas es muy comiin suponer, y asi se hace en ABAKO, que los elec-
trones se adaptan de forma instantanea a los cambios en la distribucion espacial de iones. Esto es
equivalente a estudiar el movimiento electréonico y la cinética de poblaciones sobre una distribu-

cion estatica de iones. Bajo esta aproximacion, la ecuacion anterior da lugar a la ecuacion de tasas

dependiente del tiempo,
8N< (I’, t) _
# =3 Nemr (0O RE e = D Nem () RE, L err (3.4)

CI’V’!L/ C/m/

= = 0.

En esta tesis solo se abordaran calculos en situacion estacionaria, lo que significa que
En principio, no seria complicado implementar en ABAKO la posibilidad de llevar a cabo calculos
dependientes del tiempo, asi que ésta es una de las nuevas capacidades que se introducirdn en

un futuro proximo. En lo que ahora nos ocupa, la aproximacion de estado estacionario es vélida

ILos términos RT y R~ dependen de las condiciones de densidad y temperatura del plasma. Como éstas pueden
variar en el espacio y en el tiempo, RT y R~ dependen también de r y ¢, aunque este hecho se ha omitido para no

complicar la notacién.
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cuando los procesos atémicos son lo suficientemente réapidos para redistribuir las poblaciones antes
de que ocurra cualquier cambio en la densidad total de iones o en la temperatura. De esta forma

se obtiene,

> Nem (O RE e = Y Nem (©)RE, e = 0. (3.5)
C/m/ Clm/

Otra importante cuestion es que, dependiendo de su tamano, de las condiciones de densidad y
temperatura y de como afectan estos parametros a la importancia relativa de los procesos inducidos
por el campo de radiaciéon en la cinética de poblaciones, un plasma puede ser dpticamente delgado
u dpticamente grueso®. En el primero de los casos, la radiacion emitida escapa del plasma sin ser
reabsorbida, mientras que en el segundo, parte de los fotones emitidos en una regiéon del espacio
pueden ser nuevamente absorbidos en la misma regién o en otros puntos del plasma. En ausencia
de fuentes externas de radiacidon, cuando el plasma es delgado los procesos atémicos inducidos
por el campo pueden despreciarse en las ecuaciones de tasas, de tal forma que éstas pasan a
depender tunicamente de los procesos colisionales y los procesos radiativos espontaneos. Asi que,
en un plasma delgado, las poblaciones atomicas de estado estacionario se obtienen directamente
mediante la inversién de la matriz CR. Sin embargo, en un plasma épticamente grueso el sistema
de ecuaciones de tasas depende de la intensidad de la radiacién y por tanto debe resolverse de
forma simultanea y autoconsistente con la ecuacion de transferencia radiativa. En su forma mas
general, esta ecuacion viene dada por

101 (r,t,v,e)

ot +e~VI(r,t,1/,e):fn(r,t,z/)f(r,t,l/,e)+j(r,t,1/), (36)
C

mientras que en situacién estacionaria se obtiene
e-VI(r,v,e)=—r(r,v)I(r,v,e)+j(r,v), (3.7)

donde [ es la intensidad especifica o intensidad de radiacion espectral, v es la frecuencia de los
fotones, e es un vector unitario en la direccion de propagacion, k es el coeficiente de absorcion 'y j
el coeficiente de emision.

El transporte radiativo es el mecanismo responsable de la redistribucion de energia en el interior
del medio, mediante la emision y absorcién de fotones en lugares distintos del espacio. El campo
de radiacion acopla las diferentes regiones del plasma y su influencia provoca que, en general,
las poblaciones de nivel varien con el punto del espacio considerado —el medio es no-homogéneo—,
incluso cuando las condiciones de densidad y temperatura se mantengan uniformes. La importancia
del transporte radiativo en el estudio de atmosferas planetarias y estelares es vital [67] y también

ha quedado demostrada su influencia en el balance poblacional y las propiedades espectrales de

2Esta clasificacién no debe interpretarse de forma rigida. La casuistica es muy amplia y dependiendo de las
caracterisiticas del plasma puede ocurrir, por ejemplo, que su espectro discreto sea Opticamente grueso y el espectro

continuo no, que s6lo un niamero de lineas del espectro discreto sean gruesas y las otras delgadas, etc
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plasmas densos generados por laser [92]. Segun esto, un determinado codigo cinético sera realmente
completo tnicamente si tiene la capacidad de incorporar en sus céalculos los efectos del transporte
radiativo o los efectos de opacidad, como también se denominan. Ahora bien, la resoluciéon exacta de
la ecuaciéon de transporte para cada una de las transiciones radiativas que ocurren en el plasma es
un problema muy costoso; ademas, como las poblaciones de los niveles i6nicos dependen del campo
de radiacion y éste a su vez de las poblaciones, el problema debe resolverse de forma iterativa hasta
alcanzar convergencia. Por todo esto, en la literatura han ido apareciendo diferentes aproximaciones
y técnicas numéricas para el tratamiento del transporte de radiaciéon bajo condiciones de NLTE
[67,68,93-96] y también otro tipo de formalismos que evitan la resolucion directa de la ecuacion

de transferencia [97-101].

Con el objetivo de que ABAKO pueda utilizarse en el estudio de plasmas 6pticamente grue-
sos, el codigo es capaz de llevar a cabo calculos cinéticos que incluyen efectos de opacidad sobre
las transiciones del espectro ligado-ligado. Ahora bien, la filosofia de ABAKO es la de utilizar
aquellas aproximaciones que permitan ampliar el rango de aplicacion del modelo al mayor ntime-
ro de situaciones, con un coste computacional asumible y sin sacrificar en exceso la calidad de
los resultados. En consecuencia, ABAKO no resuelve de forma directa la ecuaciéon de transporte
radiativo, sino que utiliza un modelo original, desarrollado por nuestro grupo de investigacion,
basado en el concepto de factor de escape [102-104]. Asi, el formalismo que se expone en este
trabajo establece, a partir de principios fundamentales y haciendo uso de la solucién formal de la
ecuacion de transporte radiativo, un marco tebrico general aplicable a cualquier modelo cinético
sustentado en la idea del factor de escape. Partiendo de estas expresiones generales, en la seccion
3.5.2 presentaremos, por un lado, las caracteristicas particulares del modelo que finalmente ha sido
implementado en ABAKO para un medio con geometria plana, estableciendo las ecuaciones que
permiten definir los llamados coeficientes de acoplamiento radiativo. A este respecto, el modelo
es conceptualmente similar al que se describe originalmente en [97]. Por otro lado, en el contexto
del marco tedrico planteado, deduciremos las ecuaciones bésicas de otros modelos propuestos en
la literatura [97,99, 100, 105], pondremos claramente de manifiesto bajo qué conjunto de aproxi-
maciones tales modelos son aplicables y veremos qué ventajas presenta frente a éstos la propuesta

formulada en ABAKO.

Por altimo, de las ecuaciones generales del modelo plateado extraeremos, como caso particular,
las correspondientes a un plasma 6pticamente grueso homogéneo. Esto es, aquella situaciéon en la
que tanto la distribucion espacial de poblaciones como las condiciones de densidad y temperatura
son uniformes en todo el medio. Esta aproximacion es equivalente a incluir los efectos de la radiacion
solo de forma promediada. Asi, bajo la descripciéon de plasma homogéneo y utilizando los resultados

obtenidos en [106-108], ABAKO incluye la posibilidad de llevar a cabo calculos cinéticos con
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efectos promediados de opacidad para cualquiera de las tres geometrias basicas —plana, cilindrica
y esférica—.
Los detalles méas técnicos relacionados con los métodos de resolucién de la matriz de tasas,

requisitos computacionales, limitaciones actuales, etc. seran expuestos en la seccién 3.7.

3.2 Criterios de notacidn

Creemos conveniente en este punto fijar y comentar algunos criterios generales acerca de la no-
tacion que vamos a utilizar en los siguientes apartados. Nuestra intencion es simplificar la redaccion
de los mismos y evitar explicaciones redundantes acerca del significado de las distintas variables.

Para empezar debemos tener presente que cualquier calculo cinético sobre un plasma de ntiimero
atémico Z involucra, a priori, los Z + 1 estados de carga o iones asociados a dicho elemento. Si ¢

representa la carga de la especie idnica, entonces

Asi, ¢ = 0 hara referencia a la especie neutra y ( = Z al ion desnudo. El ntimero de electrones
ligados del ion con carga ¢ es igual Z — (. Asimismo, dentro de cada ion podremos distinguir
diferentes niveles o estados atémicos, que etiquetaremos de forma general como (m. Si M es el

naumero total de niveles asociado al estado de carga (, entonces
m = O7 ""MC — 1.

De esta forma (0 representa el estado fundamental del ion con carga ¢ y (m con m > 0 cualquier
estado excitado. Si el calculo de poblaciones se efecttia sobre una ventana de iones, desde la especie
con carga (; hasta la especie con carga (2, entonces el niimero total Nz de niveles incluidos en el
modelo CR viene dado por
(2
Np=> M

=G
Para referirnos a los estados (m de un ion hablaremos indistitamente de estados o niveles.

No obstante, debemos tener presente que en una descripcion DCA no-relativista, cada estado se

corresponde en realidad con una configuracion del tipo

A
Cm = (nyly)" (nala)™? - -+ (naly)™™, Zwi =7 -,
i=1

mientras que en el caso DCA relativista, como ocurre en el moédulo atémico propio de ABAKO,

tendremos

A
_ w1 w2 W Jp— —
(m= (nlll)j1 (nglg)j2 ~~~(n>\lA)jA , g w; = Z — (.
i=1
Si en cualquiera de las dos situaciones 7,4, €s el maximo valor del ntimero cuantico prin-

cipal contemplado en los célculos, entonces el nimero de orbitales de una configuracién sera
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2

\ — Mmas (nmaz+1)
- max

5 en el segundo. Asimismo, en una descripciéon

en el primer caso y A = n
DCA resulta tutil definir el vector de ocupacion we¢,, como el que se construye a partir de las

ocupaciones de cada orbital dentro de la configuracion {m, esto es,

Wem = {w, wa, ..., wr}

Por otro lado, cuando estamos trabajando con datos atomicos en descripcion DTA /DLA, cada
estado ¢m hara referencia a un verdadero término/nivel en el sentido atomico. En DTA el estado
vendra etiquetado en tultima instancia por su momento angular de espin S y su momento angular
orbital L, mientras que en descripcion DLA el nivel en cuestion se caracteriza por el valor del

momento angular total J .

Sea cual sea el esquema de estructura atémica elegido, cada estado lleva asociada una degene-

racion o peso estadistico germ, que se determina de la forma

(i)  DCA no-relativista:
(i)  DCA relativista:
(iii) DTA:

(iv) DLA:

9em = HZ\=1 %
gem =TTy %
Gem = (25 + 1)(2L +1)
Gom = 27 + 1

La energia de cada nivel (m viene dada por la cantidad positiva E¢,, medida respecto al estado
fundamental de la especie i6nica correspondiente. Esto significa que, para todo ¢, E¢;p = 0. Sin
embargo, sabemos que si tomamos un nivel de referencia comin para todas las especies ionicas,
podriamos decir que existen saltos energéticos entre los estados de dos iones diferentes. En particu-
lar, el potencial de ionizacién I del ion con carga ¢ coincide con la distancia energética entre los
estados fundamentales de los iones con carga ¢ y ¢ + 1. Un estado concreto con energfa E¢p, > I¢
es un estado autoionizante del ion (. Si, como suele ocurrir en fisica atomica, situamos el cero
de energia comun para todas las especies i6nicas en el estado fundamental del nicleo desnudo,

entonces la energia EY, ~del estado (m en esta escala viene dada por

Z—1

Eém = — Z IC' +E<m
¢'=¢

La explicacién quizd quede mas clara atendiendo al diagrama que se presenta en la figura 3.1.
En el contexto del modelo CR, conviene recordar que N¢p, representa la poblacion del estado

¢m medida en numero de particulas por unidad de volumen. Si el célculo cinético incluye los iones

desde (7 hasta (2, entonces debe cumplirse

G2 Mc—1

Z Z Ngm = Nion,

(=¢ m=0



100 Descripcion del modelo cinético propuesto ~ABAKO-

Figura 3.1. Representacion esquemética de los criterios utilizados para asignar el valor de energia co-

rrespondiente a un estado atémico.

siendo n0, la densidad total de iones. Es habitual trabajar con la poblacién fraccional p¢y, definida

N, .. .
COMO Pem = <™ De esta manera, la ecuaciéon anterior se transforma en

Nion

C2 M¢—1

D D pem =1

¢=¢ m=0

En funcién de las poblaciones fraccionales, el momento estadistico de orden n de la distribuciéon

de carga se escribe como
Mc—1

0

G2
7y

(=G m=
Recordemos que el momento de orden uno Z es la ionizacién media del plasma.

Por otro lado, para un proceso atéomico arbitrario colisional o radiativo que da lugar a una
transicion del tipo (m — ¢'m’, su coeficiente de tasa vendra designado por una letra en version
caligrafica de la forma P¢y,—¢/m. Las unidades en que se miden los coeficientes de tasas dependen
del proceso en cuestion. La tasa, sin embargo, mide siempre el ntiimero de transiciones por unidad
de tiempo y unidad de volumen ocurridas como consecuencia de un mecanismo particular.

Asimismo, es importante recordar la diferencia entre un plasma homogéneo y uno no-homogéneo.
Como se coment6 en 1.3, cuando la temperatura y la densidad del plasma son uniformes y también
es uniforme la distribuciéon de poblaciones, se dice que el plasma es homogéneo. En esta situacion,
la temperatura, la densidad y la poblacion de cualquier nivel atémico toman los mismos valores en
todos los puntos del espacio. Por el contrario, un plasma es no-homogéneo cuando no se satisfacen

las condiciones anteriores.
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Por ultimo, debemos tener presente que, de forma habitual, utilizaremos el em como unidad
de longitud. Esto significa que las densidades de particulas —electrénica, i6nica o poblaciones— se
expresan en ¢m >, Como unidad de energia se usara el eV. Ademas, la temperatura se medira en
unidades equivalentes de energia®, asi que su valor también vendra dado en eV.

Los criterios establecidos aqui son de aplicaciéon general para los apartados que siguen. No
obstante, en la discusion de algin aspecto particular es posible que estas normas requieran alguna

matizacion o aclaracion extra, que seran expuestas llegado el caso.

3.3 Determinaciéon de los datos atémicos

Para la determinacion de todas aquellas magnitudes atomicas necesarias en un célculo cinético,
ABAKO dispone de un modulo propio que sigue la metodologia de los potenciales paramétricos o
analiticos, expuesta en la seccién 2.1.6. Se trata de un modelo desarrollado en la aproximacién de
campo central, en una descripcion DCA relativista y basado en el uso del conjunto de potenciales
analiticos propuestos en trabajos anteriores por nuestro grupo de investigacion. La validez de estos
potenciales ya ha sido contrastada en diveras publicaciones y es por ello que, en este trabajo, nos
limitaremos a la presentacion de sus ecuaciones mas representativas. Los detalles de cada propuesta

particular pueden consultarse en la bibliografia [21,22, 34-38].

3.3.1 Consideraciones preliminares

Supongamos un ion con nimero atémico Z, N electrones ligados y, consecuentemente, con carga
¢ = Z— N. Siguiendo un esquema relativista, en la aproximacion de campo central, el hamiltoniano

del sistema viene dado por —seccién 2.1.7—

N
H =~ [

ca-p;i+Ep+U (ri)] . (3.8)

i=1
En el caso que nos ocupa, U (r) es uno de los potenciales analiticos a los que hemos hecho alusion
y que posteriormente describiremos.
El procedimiento utilizado para determinar la estructura energética del ion se fundamenta en
la obtencién de las funciones de onda monoelectronicas y autovalores asociados a los distintos
orbitales relativistas. Asi, consideremos un estado cualquiera (m representado, en esquema DCA,

a través de la siguiente configuracion electrénica

¢m = (naln) ¥ (nala)¥? -+ (naln)¥2, Z w; = Z — (. (3.9)

3Pueden consultarse los factores de equivalencia en el apéndice A.
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Nos planteamos entonces la resolucion de la ecuacion de Dirac monoelectronica estacionaria

para cada uno de los orbitales nlj ocupados,
[CO& ‘p + 626 + U (T)] wnljmj = Enljwnljmj . (310)

En esta ecuacion, €,; es el autovalor asociado al orbital nlj y ¥nijm; el correspondiente espinor

de Dirac monoelectronico

L Paii(r)Qjm, (6, 9)
Z.anlj (T)Ql/jmj (9a 50)

Untjm,; = (3.11)

=3

donde I’ =141 para j =1+ 3.
Reescribiendo convenientemente el producto « - p y teniendo en cuenta ciertas propiedades de
los bi-espinores esféricos Qi (6, ¢), es posible demostrar [46] que la ecuacion (3.10) se reduce al

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para las componentes radiales Pyi;(1) ¥ Qni; (1)

d[)”zl;;‘(r) — —g nlj(r) + % [Enlj - U(T)] inj(r)’ 3.12
dinj(T) ( | )

1
TR = ZQuiy(r) = - ey = U(r) = 2¢7] Puy (),

siendo k = (I — j)(2j 4+ 1) el namero cuéntico relativista.

Como el potencial U(r) es una funcion analitica conocida, para resolver el sistema (3.12) no es
necesario iniciar ningiin proceso de autoconsistencia, sino que basta con aplicar directamente un
algoritmo para la resolucion numérica de problemas de tipo Sturm-Liouville [21]. De esta forma,

habremos encontrado los autovalores e,,;; y las funciones P,;;(r) y Qni;(r) para cada orbital nlj.

3.3.2 Diferentes propuestas de potenciales analiticos

Logicamente, los autovalores y los orbitales relativistas dependerédn de la funciéon potencial
elegida. Nuestro grupo de investigacion ha desarrollado tres tipos de potencial que contemplan
diferentes situaciones y grados de complejidad relativos a la estructura energética de iones multie-
lectronicos. Describiremos a continuacion las principales caracteristicas de cada uno de ellos.

La primera opcion disponible en ABAKO, presentada en [21,34], es el potencial U;,(r) para
iones aislados en estado fundamental, dado por

U, (r):f%[(Nfl)qS(r)JerNJrl], (3.13)

donde ¢(r) es la funcién de apantallamiento?, para la que se propone la siguiente expresion
-’ si N > 12,
d(r) =S (1—asr) siN=2308<N <11, (3.14)

e T sid< N<T.

4En general, un potencial central aislado siempre puede escribirse de la forma (3.13). Lo que en realidad distingue

a cada modelo es la expresion propuesta para la funcion de apantallamiento ¢(r).
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Los parametros a1, as y a3 del potencial se obtuvieron como resultado de la minimizacion de

la expresion

Tmax 2
=2 — Z |:Ui.‘1(rk) —Uref(’l"k) (315)
1 Uref (Tk) ’
tomando como potencial de referencia U,.;(r) el potencial autoconsistente relativista del codigo
DAVID [109]. En esta tltima ecuacion la suma se extiende sobre todos los puntos rj de la malla
radial. Para el procedimiento de minimizacion se utiliz6 un método Nelder-Mead no-lineal. Asi,

como resultado, para cada secuencia isoelectronica, desde N = 2 hasta N = 92, los parametros se

determinan a través de un polinomio de cuarto grado en Z [35],
Qg (N, Z) :C4kZ4+63kZB+CQkZ2+ClkZ+C()k, k= 1,2,3. (316)

Recordemos, sin embargo, que el potencial U;4(r) fue desarrollado sélo para iones en su estado
fundamental. Asi, en [22,36], se propone una técnica para el tratamiento de los estados excitados
del ion. En un contexto DCA relativista, dada una configuraciéon electronica de partida, a la
que llamaremos configuracion padre, es posible obtener una configuracion excitada mediante la
promocion de un electrén ligado desde un orbital inicial v = n,l,j, hasta un orbital final mas
externo 7 = nyl, j,. Se sugiere entonces para el potencial U, (r) asociado a la configuracion excitada

una expresion dada por

Uin(r) = U(r) + 6U (v), (3.17)

donde U (r) es la correccion de configuracion excitada sobre el potencial central U(r) de la confi-
guracion padre. Asumiendo que la contribucion al potencial electrostatico de un electréon que ocupa

un orbital n cualquiera es

u(r)nz/‘/wdr', (3.18)

r—r/|
entonces, teniendo en cuenta el procedimiento de generacion de la configuracion excitada, se pro-

pone para dU(r) la siguiente expresion

SU(r) = —uy(r) + uy(r) = — Mdr' + Mdr’. (3.19)

T T

Ahora bien, para continuar trabajando en la aproximacion de campo central, la correccion de
configuraciéon excitada debe ser central. Con este objetivo se lleva a cabo el promedio angular de

la contribucion monoelectronica (3.18), para obtener

2l77 T o0
1 1
Un(r) = (un(r)) = > D (L1, {—TM /O P,?(r)rlerrrl/ P,?(r)—rlﬂdr}
1=0 r
L par

21
n 1 T o0 1
_ Z D (l, l,/q) |:—7"l+1 A Q%(’r)rld’l“ + rl / Q%("") —Tl+1 d7“:| R
1=0 r

l ;z_)ar

(3.20)
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donde D (1,1,) = 2211’7—:11 (1,,1,01000)* y siendo P,(r) y Q,(r) las componentes radiales obtenidas con
el potencial U(r).

Finalmente, la correccion central 60U (r) viene dada por
OU(r) = —uy (1) 4+ uy(r), (3.21)
y como expresion para el potencial central U,,(r) asociado a la configuracion excitada se propone
Uie(r) =U(r) 4+ 0U(r). (3.22)

En ABAKO es posible utilizar el procedimiento que acabamos de describir sustituyendo U(r)
por Us4(r) y obtener asi una mejor descripcion de las configuraciones excitadas generadas por el
transito de un electron a partir del estado fundamental. A priori, la técnica podria volver a aplicarse
de forma secuencial sobre un potencial ya corregido para incluir nuevos estados excitados. Sin
embargo, en la practica, esta técnica es de dificil implementacion, ya que para evaluar la correccion
0U(r), es necesario ir almacenando, en cada paso, los orbitales involucrados en la transicion que
fueron obtenidos con el potencial del paso anterior. De esta manera, a partir de un cierto ntumero
de estados excitados el calculo se vuelve intratable.

Por otro lado, tanto el potencial Ujq4(r) como Ujz(r) han sido desarrollados en un contexto de
atomo aislado. Sin embargo, sabemos que en un plasma, un ion no se encuentra en tal situacién, sino
que se veré afectado por el resto de iones y tanto el potencial atémico como la estructura energética
sufriran alteraciones respecto a la situacion aislada. Asi, nuestro grupo propuso en [37,38] una
metodologia para incluir los efectos de plasma en el potencial. En este contexto, el potencial total

U;(r) debido al ion y al plasma viene dado por
Ui(r) = Un(r) + Upy(r), (3.23)

siendo Un(r) el potencial creado por los N electrones ligados y por el nicleo y U,(r) el potencial
debido al resto de iones y electrones libres del plasma.
Teniendo en cuenta la relacion que establece la ecuacion de Poisson entre potencial U(r) y

densidad de carga p(r), se obtiene
V2U,(r) = V2Un(r) — 4mp,(r). (3.24)

Asumiendo simetria esférica para todos los potenciales y definiendo la funcion de carga f(r)

como f(r) = —rU(r), entonces (3.24) puede escribirse como
d?fi(r)  d?fn(r)
2 = g2t dmrpp(r). (3.25)

Se usa entonces la aproximacion linealizada de Debye-Hiickel (véase 2.1.10), que propone para
pp(r) la siguiente expresion

pp(r) = f?ft(r), (3.26)
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donde a es el radio de Debye inverso

1 [tz + 78]
TNion (£ +
= — = 3.27
S .
De esta manera, la ecuacion (3.25) se transforma en
Ehi(r) & fn(r)
2 —a ft(’r) = ? (328)

Ahora bien, el potencial efectivo que ve un electron en el orbital 7 —que es el que interviene
en la ecuacion de Dirac monoelectrénica (3.10)— difiere del potencial total en la contribucion del
propio electron a la distribucion de carga, esto es, Ues(r) = U(r) — Ue(r) 0 fer(r) = fu(r) — fe(r),
donde f.(r) es la funciéon de carga del electréon optico. Teniendo presente esta relacion, la funcion
de carga para el sistema formado por los N — 1 electrones ligados mas el nicleo vendra dada por

fn—1(r) = fn(r) — fe(r). Finalmente, a partir de (3.28) se obtiene

dZQig(r) _ GZfef(r) — W + a2fe(r). (329)

Suponiendo que fy_1(r) y fe(r) son funciones conocidas, la solucion de esta ecuacion diferencial

viene dada por

Jes(r) = froalr) + Ce™ = 3 /OOO e [ (s) + fels)] ds, (3-30a)
C= g/ooo e~ [fy_1(s) + fo(s)] ds, (3.30D)

donde la constante C' se obtiene imponiendo sobre las funciones de carga el comportamiento asin-

tético correcto a pequenas y grandes distancias del ntcleo,

h’r%fN,l(r) =Z, lim fy_1(r)=Z — N +1, (3.31a)
r— r—00
lirr(l)fe(r) =0, lim fo(r) = -1, (3.31b)
T— r—00
lfH(l)fef(T) =7, lim feor(r) # %oc. (3.31c)

Los efectos de plasma aparecen de forma explicita en el modelo a través del radio inverso
de Debye a, que depende de pardmetros caracteristicos del plasma como la temperatura y los
momentos estadisticos Z y Z2. De hecho, cuando a = 0 se recupera el caso aislado, esto es,
lim,—o Ueyp(r) = Un—1().

La ecuacion (3.30) permite la determinacion de f.r(r) mediante un proceso iterativo. Se em-
pieza con unas funciones fn_1(r) y fe(r) correspondientes a la situacion aislada y se obtiene el
potencial efectivo Ues(r). Con este potencial se determinan las autofunciones monoelectrénicas y
éstas se utilizan para calcular unas nuevas funciones fy_1(r) y fe(r). El proceso se repite hasta

alcanzar la autoconsistencia. Sin embargo, en el contexto de un calculo cinético, la cantidad de
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datos atomicos necesarios es en general tan grande, que el procedimiento autoconsistente aumen-
taria considerablemente el tiempo de computacion, anulando asi las ventajas que tiene, a priori, la
utilizaciéon de potenciales paramétricos.

Asi, para evitar el proceso iterativo, la funcion fy_i(r) se aproxima por la correspondiente
al caso aislado f; y—1(r), mientras que para la funciéon de carga del electrén optico se utiliza su
comportamiento asintotico a largas distancias, f.(r) &~ —1. El potencial efectivo obtenido de esta

manera, que denotaremos como U!(r), viene dado por

1 [e.¢]
UL(r) = Us(r) — - [1 +Ce™ " + g/o e~ ls=rlsU;(s)ds | . (3.32)

En esta expresion U;(r) puede ser cualquier potencial para el sistema aislado de N — 1 electrones
yC=—1-%[7 e *sU(s)ds.
Expresando U;(r) en la forma general (3.13), entonces (3.32) puede reescribirse en términos de

una funciéon de apantallamiento arbitraria ¢(r) como
Un(r) = *% {(N=De(r) = x(M]+[Z = N+ (N = 1)x(0)] e +1}, (3.33)

donde la funcion de apantallamiento estructural del plasma x(r) viene dada por

a

x(r) = B AOO e_“‘s_rlqb(s)ds. (3.34)

En ABAKO puede utilizarse para ¢(r) la expresion (3.14).
Segitin se discute en [37] el potencial UL (r) resulta adecuado para incluir los efectos de plasma
cuando éste es débilmente acoplado. Para plasmas fuertemente acoplados es mejor utilizar otra

expresion derivada en el contexto del modelo de ion esfera (ver 2.1.10),
»\ 2
1 —
< R )

1/3
donde recordemos que el radio de ion esfera viene dado por R; = (;) .

AT Nion

Z
2R;

UM (r) = Ui(r) = Us(R;) + : (3.35)

En resumen, el modulo propio de ABAKO para la determinacion de datos atomicos puede

utilizarse con los siguientes potenciales analiticos:

= El potencial Uj,(r) para iones aislados en estado fundamental, definido por la ecuacion (3.13)

y la expresion (3.14) para la funcion de apantallamiento ¢(r).

= El potencial U;,(r) para iones aislados en estados excitados, definido por la ecuacion (3.17)

y la expresion (3.21) para la correccion de configuracion excitada.

= El potencial U/ (r) dado por (3.33) o UlZ(r) dado por (3.35), que incluyen efectos de plasma
en los céalculos atomicos en los casos de acoplamiento débil y acoplamiento fuerte, respecti-

vamente.
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3.3.3 Determinacion de energias totales

El procedimiento seguido para calcular la energia total del estado atéomico (m es el siguiente.
Una vez seleccionado el potencial analitico, se resuelve la ecuacion de Dirac y se determinan los
autovalores y las componentes radiales de cada orbital relativista n = n,l,,j,,. Entonces, se calcula

la densidad pe¢rm (1) de electrones ligados,

+Qy(r)]?
pem(r Z wnr—Qn, (3.36)
que satisface la condicion
/ pem(r)dr = N. (3.37)
v

Entonces, la energia I, —sobre una escala comitn para todos los estados de carga— se evaliia
mediante una expresion establecida en el contexto de la teoria del funcional de la densidad [110]

A
* P m p m
Ein =2 ey~ [ pen00yte = [ peniZar+ 3 [ [ Bl v+ ),
n=1

(3.38)

siendo ¢, el conjunto de autovalores determinado con el potencial analitico seleccionado y U(r) di-

cho potencial —aunque si hemos resuelto la ecuacion de Dirac monoelectréonica usando un potencial

con efectos de plasma, en la expresion anterior, U(r) debe sustituirse por el potencial en situacion
aislada—.

Asimismo, en la aproximacion de densidad local se asume que la energia de intercambio y

correlacion E,.[p] viene dada por [111]

Eyelp] = /V p(r)exelp(r)ldr, (3.39)

donde €, es la contribucion de intercambio y correlacion a la energia total debida a cada electréon
en un gas homogéneo de electrones no-interaccionantes con densidad p. En situacion aislada se

utiliza para €. la expresion propuesta en [112],

3
4rrsa

b[(1+x)ln(1+1/x)+;x:v2% , (3.40)

€xclp] = —

donde o = (4/977)1/37 b=0.0333, x =7r,/114 y ry = [37p(r)] ~/3Cuando se introducen efectos

de plasma se acude a una expresion mas apropiada, dada por [113,114]

€xc [p] = €ex [p] + €corr [P], (3.41)

con

tanh (771
€es [0] = o732l (3.42)

Ts

€corr [p] = —0.610971/2 (~0.081 + 1.1277% 4 8.7567%) (1 +1.20172 + 3.537) tanh (/%) , (3.43)
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donde 7, ya ha sido definido y 7 = 2 (ﬁ)wg r2T.
En ABAKO, el procedimiento que acabamos de describir se utiliza para calcular y establecer
la estructura de niveles sobre el estado fundamental (0 de un mismo estado de carga (. Asi, la

energia E¢,, de un nivel atémico, tal y como se utiliza en el modelo CR, viene dada por
Eem = B¢y, — Efo- (3.44)

Sobre una escala energética comin, la posiciéon de las energias de los estados fundamentales
de las distintas especies i6nicas no se determina de esta manera, sino que se fija externamente,
utilizando datos experimentales de potenciales de ionizacion disponibles en la literatura [115], o
bien, calculando éstos con codigos computacionales mas sofisticados [116]. Esto significa que, dado
el potencial de ionizacién I¢, queda fijada la distancia energética entre los estados fundamentales
de los iones con carga ( y ¢ + 1, esto es, Ic = E7,;; — Ef. La energia del estado fundamental (0
se fija a través de Ef) = — Zng;lg I:. Este modo de proceder queda justificado si somos conscientes
de la precision limitada de los métodos basados en potenciales analiticos y, por otro lado, tene-
mos en cuenta la importancia de los valores de los potenciales de ionizacién para una adecuada
determinaciéon del balance poblacional.

Por ultimo, aunque son varios los modelos de potencial disponibles, los calculos que se presen-
tan en este trabajo se han llevado a cabo con el potencial U;4(r). Los motivos que nos han llevado
a tomar esta decision son varios. En primer lugar, aunque el potencial Us4(r) haya sido desarro-
llado para tratar adecuadamente estados fundamentales, nada impide su utilizacion para calcular
la energia de estados excitados. Al cambiar la configuraciéon electronica cambia la ocupacion de
los orbitales relativistas y, en consecuencia, la energia total asociada. Es posible entonces obtener
con U, (r) una energia para el estado excitado (m distinta de la del estado fundamental 0. Logi-
camente, estos valores no seran tan exactos como aquellos obtenidos con el potencial U, (r). Sin
embargo, con éste sélo es posible tratar los estados excitados que difieran del fundamental en el
transito de un tnico electron. Ademas, para lograr una estimacion razonable de las propiedades
opticas de un plasma, es necesario incluir en el modelo CR un gran nimero de estados excitados
y muchos de ellos se distinguen de la configuracion fundamental como consecuencia de la redis-
tribucion de varios electrones. Asi pues, para este tipo de célculos el potencial U;,(r) no resulta
adecuado. Finalmente, tampoco usaremos los potenciales con efectos de plasma Ul (r) y UlL(r)
porque éstos dependen de la distribucion de poblaciones a través de Z y Z2. Esto implica que el
célculo atémico debe resolverse de forma autoconsistente con las ecuaciones de tasas. Sin embargo,
en un célculo cinético donde pueden intervenir miles de niveles y cientos de miles de transiciones,
tener que determinar en cada iteracion todos los datos atéomicos hace que el procedimiento sea
completamente ineficiente desde el punto de vista computacional. Asi, como ocurre en la mayoria
de los modelos CR de la literatura, ABAKO trabaja con datos atémicos de atomo aislado que

se corrigen a posteriori utilizando un modelo sencillo de continuum lowering. Esta metodologia
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aproximada se ha mostrado suficiente para el tratamiento de los efectos de plasma en un célculo
de poblaciones. Volveremos a hablar de este asunto al final de esta seccion.

A pesar de lo que acabamos de comentar, consideramos oportuno describir el conjunto de
potenciales disponibles en ABAKO porque, al margen de los calculos cinéticos, el codigo también

puede utilizarse como fuente de obtencion de datos atomicos para otros propoésitos.

3.3.4 Determinacién de las fuerzas de oscilador

En el modelo que estamos describiendo la interaccién del sistema atémico con la radiacién
electromagnética se estudia en el contexto de la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo.
Ademas, trabajaremos bajo la aproximacion dipolar eléctrica. Esto significa que, siguiendo un
tratamiento clasico de la radiacion, en el desarrollo multipolar del potencial vector del campo
electromagnético, se consideran despreciables todos los términos a excepcion del primero, que es el
correspondiente al momento dipolar eléctrico. Por tanto, ABAKO no incluye transiciones radiativas
de dipolo magnético, ni de cuadrupolo eléctrico, etc.

Bajo estas consideraciones, nos centraremos en la determinacion de la fuerza de oscilador dipolar
eléctrica (de absorciéon) f;; asociada a la transicion (i — (j, con E¢; < E¢j. Los vectores de

ocupaciéon de los niveles involucrados en la transiciéon son

Wei ={w, .., Wy, Wy, WA (3.45)

wej ={wr, ., wy — 1,0 wy + 1,00 wa (3.46)

Segun [16,17], en descripcion DCA, las propiedades atémicas del sistema multielectronico pue-
den escribirse de forma mas o menos sencilla en términos de magnitudes monoelectronicas. En
particular, en ABAKO la fuerza de oscilador f;; se calcula de la siguiente manera [117]

W
fig = wy (1 - ﬁ) foms (3.47)
siendo f,, la fuerza de oscilador monoelectrénica asociada a la transiciéon entre los orbitales rela-

tivistas 1 = nylyjy y 0’ = naylyjy, que a su vez viene dada por

j‘fl 1 jn’

2 .
fow = 3 (e —en) (2jy +1)
0 —

{/000 [Py (r) Py (1) + Qn(1)Quy (1)] rdr} . (3.48)

1 1
2 2

donde (g';l gfz %33) es el simbolo 3-j correspondiente. Obsérvese que en este esquema de trabajo,
fij es proporcional al niimero de electrones en el orbital de partida y también a la fracciéon de
huecos disponibles en el orbital de llegada.

El simbolo 3-j introduce de forma automatica las reglas de seleccion para la transicion n — 1’ o,

equivalentemente, para (i — (j. En la aproximacion dipolar eléctrica, la transicion esta permitida

s6lo cuando se satisface

Al=ly—l,=+1,  Aj=jy —jy,=0,%1. (3.49)
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Por tltimo, sélo a titulo informativo, recordemos que es posible calcular la fuerza de oscilador de
emision f;; utilizando también la expresion (3.47), aunque modificando convenientemente el orden
de los estados inicial y final. Asi, mientras que la fuerza de oscilador de absorcién es positiva,

fi; > 0, la de emisién es negativa, f;; < 0. La relacién entre ambas es

gcifi; = —9¢ifii- (3.50)

Las reglas de seleccion para fj; son las mismas que definimos en (3.49).

3.3.5 Datos atémicos procedentes de fuentes externas

Como es de suponer la precision con la que se determina la estructura energética a través
de este modelo es menor que la proporcionada por calculos autoconsistentes o por otros codigos
basados en potenciales paramétricos mas sofisticados [28,116]. Sin embargo, como pondremos de
manifiesto en esta tesis, el modelo atomico de ABAKO proporciona un nivel de descripcion de la
estructura suficiente para una adecuada determinaciéon del balance de poblaciones, asi como para
una estimacién razonable de ciertas propiedades espectrales. Ademas, el uso de los potenciales
analiticos representa un ahorro considerable en el tiempo de computacién empleado en la obtencion
de los datos atémicos.

En cualquier caso, para aquellas situaciones donde sea necesario trabajar en una descripciéon
més fina de la estructura atéomica -DTA o DLA- y sea preciso determinar con mayor precision
las energias de nivel y las fuerzas de oscilador, ABAKO ofrece la posibilidad de utilizar el modelo
CR con datos atémicos procedentes de otras fuentes —datos experimentales, bases de datos u otros
codigos computacionales—y llevar el cilculo de poblaciones en la descripcion correspondiente. Para
ello, basta con escribir los datos en el formato adecuado y almacenarlos en un fichero para que
luego ABAKO pueda leerlos. En particular, en este trabajo presentaremos algunos célculos en los

que se han utilizados datos atomicos procedentes de FAC [116].

3.3.6 Correccion por continuum-lowering

ABAKO introduce los efectos de plasma en sus calculos cinéticos mediante la consideracion del
continuum-lowering o disminucion efectiva de los potenciales de ionizacion (véase 2.1.10). Para ello
se utiliza el modelo de Stewart-Pyatt [50] en la version que se describe en [51]. Asi, el potencial de

ionizacion I del ion con carga ¢ obtenido en la situacion aislada se corrige de la siguiente manera
Ié =1 — Al. (3.51)
Segun [51], la correccién o disminucion del potencial de ionizacion Als viene dada por

c@] @ e

Al =3I =2 (¢ +1)
R¢
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1/3
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siendo D = %) el radio de Debye y R¢ = [—3(<+1)

En ABAKO, el formalismo de Stewart-Pyatt se interpreta de acuerdo con un tratamiento tra-
dicional de la estructura energética de los iones en un plasma. Se distinguen dos tipos de estados,
los que pertenecen al espectro discreto y los que pertenecen al continuo. Ademas, aquellos estados
(i del espectro discreto cuya energia es inferior al umbral de ionizacién constituyen el conjunto de
los estados ligados puros o simplemente estados ligados®, mientras que aquéllos con una energia
superior a I¢ son los estados de autoionizacion, esto es, estados discretos inmersos en el espec-
tro continuo. Asi, una vez que hemos determinado la estructura energética del ion ¢, el valor I,
determina el numero de estados ligados y el nimero de estados autoionizantes. Al aplicar la co-
rreccion Al¢, el potencial de ionizacion desciende hasta I 2 y estados que antes eran ligados pasan
ahora a ser autoionizantes. Ademaés, sabemos que la aplicacion de la correcciéon por continuum-
lowering conlleva una reduccion drastica del nimero de estados ligados considerados. En ABAKO
esta reduccion se efectiia de la siguiente manera. Una vez obtenido el nuevo valor del potencial
de ionizacién I, entre el conjunto de estados con energia menores que I/, se determina el valor
MAXIMO 7Nynq, alcanzado por el ntmero cuantico principal en cualquiera de las configuraciones
electronicas asociadas a dichos estados. Se interpreta entonces que el pozo de potencial no soporta
aquellos estados monoelectronicos en los que el nimero cuantico principal n sea mayor que nyqq-
En consecuencia, todos aquellos estados autoionizantes cuyas configuraciones electronicas incluyan

un orbital nlj ocupado tal que n > N4, son eliminados del modelo CR.

Por otro lado, es importante hacer notar que la correccion (3.52) depende de la distribucion de
poblaciones a través de Z y Z2. Asimismo, segin acabamos de comentar en el parrafo anterior,
la correccién por CL influye en la estructura energética de los iones que componen el plasma.
En consecuencia, un célculo cinético con efectos de plasma exige un procedimiento iterativo en el
que, tomando como punto de partida el calculo sin CL, se utiliza la distribucion de poblaciones
en un paso del proceso para evaluar la expresion (3.52), entonces se corrige la estructura energé-
tica y se vuelve a calcular las poblaciones de nivel. El proceso se repite entonces hasta lograr la
autoconsistencia, hecho que suele ocurrir en no méas de 10 iteraciones. Los detalles concretos del

procedimiento se describen en la secciéon 3.7.

5Se hace aqui un abuso del lenguaje, ya que los estados de autoionizacién son también estados ligados.
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3.4 Expresiones de los coeficientes de tasas

Nos interesa recordar en este momento que el sistema de ecuaciones de tasas puede expresarse

de forma genérica como®

a];% =Y NemRE i = > NemRep e (3.53)
¢ ¢m

Independientemente de si se llevan a cabo cédlculos dependientes del tiempo o en situaciéon es-
tacionaria, los coeficientes Rzr,m,égm y Rgm—»c/m’ se construyen de la misma forma. Al primero
contribuyen todas aquellas transiciones colisionales o radiativas que tienen como llegada el estado
(m, mientras en el segundo participan las que tienen el estado (m como punto de partida. Un mis-
mo proceso atémico puede intervenir tanto en Rt como en R, pero teniendo como protagonista
en cada caso una pareja diferente de estados atomicos. Por ejemplo, el estado {m puede aumen-
tar su poblacion como consecuencia de una excitacion colisional desde un estado ¢m’ de menor
energia, contribuyendo asi al término RT; pero, por otro lado, el estado ¢(m podria despoblarse
por excitacion colisional hasta el estado (m” de mayor energia, lo que supone una contribuciéon
en R™. En consecuencia, para evaluar los términos de poblacién RT y despoblaciéon R™, que cons-
tituyen ademas los elementos de la matriz CR, habra que determinar los coeficientes de tasa de
cada proceso atomico individual. Dedicaremos este apartado a describir cuales son las expresiones

utilizadas en ABAKO para abordar este célculo.
En el modelo CR implementado en ABAKO se tratan de forma expresa los estados fundamental,
simple y doblemente excitados de todos los iones que intervienen en el calculo. Los distintos procesos
atomicos establecen ahora conexiones entre los estados de iones adyacentes, para determinar en

altima instancia el balance de poblaciones. Los procesos incluidos explicitamente en el modelo son:
= excitacion colisional / desexcitacion colisional,
= jonizacion colisional / recombinacion a tres cuerpos,
= autoionizacion / captura electronica,
= decaimiento espontaneo,
= recombinacion radiativa,
donde se indica también en qué casos se considera tanto el proceso atémico directo como su inverso.
En la figura 3.2 se muestra de forma esquemética la estructura energética de iones vecinos y cuéles
son las conexiones que se establecen entre los diferentes niveles de energia.

En general, los procesos atomicos pueden tener un caricter espontaneo (decaimiento esponté-

neo y autoionizacion), pueden estar inducidos por las colisiones con los electrones libres del plasma

6Para la discusién que se plantea no es importante hacer explicita la dependencia con r y t, asi que se ha omitido

por simplicidad.
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(excitacion e ionizacion colisional, recombinacion a tres cuerpos, radiativa y captura electronica)
o inducidos por el campo de radiacion (absorcion y emision estimulada, fotoionizacion y foto-
rrecombinacion), aunque éstos tltimos no estan en la lista de procesos atomicos considerados en
ABAKO.

Los coeficientes de tasas de aquellos procesos que involucran la colisién con un electréon libre
se determinan integrando la correspondiente seccion eficaz colisional o(e) sobre la funcion de dis-
tribucion energética f(e) de los electrones libres. En concreto, el coeficiente de tasa vendria dado

por

(vo) = /00 vo(e) f(e)de, (3.54)

Ein

donde ¢ es la energia del electron incidente y v = 1/2¢/m, su velocidad. El limite inferior de
la integral Ey, es la energia umbral de excitacion o de ionizacion, esto es, la minima energia
que debe tener el electron para que el proceso en cuestion pueda ocurrir. En caso de conocer la
seccion eficaz de desexcitacion o de recombinacion, la integral se evaluaria sobre todo el rango
de energia permitido para los electrones libres, esto es, £ € [0,00). Sin embargo, como veremos
posteriormente, es comun evaluar los coeficientes de tasas de estos procesos inversos a partir de los
coeficientes de los procesos directos utilizando el principio de balance detallado. Finalmente, para
obtener la tasa asociada a uno de estos procesos basta con efectuar la operacion N;n. (vo), donde
N, representa la densidad de iones en el estado inicial. No obstante, hay que decir que si el proceso
depende del encuentro del ion con dos o mas particulas, entonces habria que modificar la expresion
(3.54), para incluir en el integrando la funcion de distribucion asociada a cada una de la particulas
que intervienen en el proceso y efectuar el promedio oportuno. La tasa se determinaré a su vez
multiplicando por las densidades correspondientes. Asi, por ejemplo, la tasa de recombinacion a
tres cuerpos se calcula como N;n? ((v1v30)).

Por otro lado, ABAKO trabaja en una escala de tiempos siempre superior al tiempo de terma-
lizacion electronico definido en la ecuacion (1.15), lo que significa que puede considerarse que los
electrones libres han alcanzado un estado de equilibrio y, en consecuencia, la funcién de distribucion

f(g) seréa la de Maxwell-Boltzmann,

fle) = %;IT/; exp (—%) . (3.55)

No obstante, es importante tener presente que existen muchas situaciones en las que la distri-
bucion de electrones libres no se corresponde con la de equilibrio. Se ha predicho y hasta detectado
distribuciones no-maxwellianas en plasmas de laboratorio en diferentes contextos — tokamaks, plas-
mas generados por laser, plasmas de potencia pulsada, plasmas astrofisicos— que se generan debido
a la accion de campos eléctricos intensos o fend6menos resonantes en la interaccion laser-plasma. En
consecuencia, en todos los campos de la fisica de plasmas existe un creciente interés por el estudio

de los electrones no-maxwellianos [118], también llamados electrones calientes o supratérmicos. La
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Figura 3.2. Diagrama de niveles energéticos de los estados fundamentales, simple y doblemente excitados
de iones adyacentes. Se indica mediante flechas cuéles son los procesos atémicos incluidos en

el modelo, responsables de la transferencia de poblacion entre los distintos estados.

manera habitual de incluir efectos de este tipo en el modelo cinético consiste en suponer que una
fraccion p del total de electrones libres se distribuye siguiendo una funcién no-maxwelliana, esto

f(g) = (1 7p)fMaz(€> +pfhot(5>~ (356)

En esta altima ecuacion farq.(€) es la distribucion maxwelliana y frot(¢) la distribucion utilizada
para modelar los electrones calientes. Para este tltimo caso, es habitual proponer una segunda
distribuciéon maxwelliana — lo que en conjunto se conoce como una distribucion bimaxwelliana,
pero caracterizada por otra temperatura, mayor que la asociada al grueso de electrones libres.
Asimismo, se utiliza una distribucién gaussiana cuando los electrones supratérmicos son generados
mediante fenémenos de resonancia laser-plasma, mientras que en situaciones de interés astrofisico
es comun usar una ley de potencias. En la actualidad, ABAKO utiliza siempre una distribucion
maxwelliana para los electrones libres, pero una de las proximas mejoras serd precisamente la de
incorporar los efectos debidos a los electrones supratérmicos.

También hemos dicho que los procesos atémicos inducidos por el campo de radiacién no son
tratados de forma explicita en nuestro modelo. En este sentido, debemos tener presente que, en

ausencia de campo externo, las tasas de absorcion y fotoionizacién en un plasma delgado son
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efectivamente nulas. Sin embargo, en presencia de una fuente externa, estos procesos van a influir
en el balance poblacional de un plasma delgado. En estos casos, el campo de radiacion es conocido
y no es necesario ningin célculo de transporte radiativo porque no hay efectos de reabsorcion.
Asi, si o(v) representa la seccion eficaz de absorcién o fotoionizacion y fpn(v) es la funcion de
distribucién frecuencial de fotones, el coeficiente de tasa asociado al proceso inducido en cuestién

vendria dado por

(ca),n = /00 co(v) fpr(v)dy, (3.57)

Ein/h

siendo c¢ la velocidad de la luz, h la constante de Planck, v la frecuencia del foton y Eyy, la energia
umbral de absorcién o fotoionizacion, segtn el caso. Si nyy, es la densidad total de fotones, entonces
Npw(v) = npp fpr (V) representa el namero de fotones con frecuencia v por unidad de volumen. En
un proceso inducido es méas frecuente hablar directamente de la tasa asociada, que se calcula como
nph (€)= | ;j w/h co (V) Npp (v)dv. Esta previsto implementar préoximamente la posibilidad de
llevar a cabo célculos cinéticos en plasmas delgados incluyendo procesos inducidos por un campo de
radiacion especificado externamente. Incluir esta posibilidad en el tratamiento de plasmas gruesos
es algo mas complejo y hablaremos de ello en un apartado posterior.

Con estas consideraciones, ya estamos en condiciones de detallar las expresiones propuestas
en ABAKO para el calculo de los coeficientes de tasa de cada procesos atémico. Esto es lo que

presentamos a continuacion.

3.4.1 Emision espontanea

En el caso de la emisién o decaimiento espontaneo, un ion en un estado excitado decae a un
estado de energia menor, emitiendo un fotén ~ cuya energia hr es igual a la diferencia energética

entre los estados inicial y final. La transicién queda representada a través de la reaccion
¢ ¢
X; = X; +1. (3.58)

En general, y asi se hace en ABAKO, la tasa de emision espontinea viene dada por el corres-

pondiente coeficiente de Einstein, a saber

4o gci
i = ———=F2 2 3.59
'ACJ ¢ hmecg ij g(jf] ( )
o bien,
Agjci = 434 x 10%@% fi (571, (3.60)
J

donde E;; = FE¢j — FE¢; = hv es la energia de transicion y f;; la fuerza de oscilador de absorcion
dipolar eléctrica. ABAKO no contempla ningin otro tipo de transiciones multipolares eléctricas o
magnéticas.

En el contexto de una descripcion DCA, un decaimiento radiativo implica necesariamente un

cambio en la ocupacion de los orbitales monoeléctricos de las configuraciones inicial y final. En
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ABAKO solo se conectan de forma directa configuraciones que difieren exclusivamente en el transito

de un electron. Esto es, si el vector de ocupacion del estado (j es

Wi ={wr, .., Wy, Weyy ., WA T, (3.61)
existird un orbital  y otro 1’ de tal forma que la ocupacion del estado final (i sea

we ={w,...,wy+ 1, wy —1,...,wz}. (3.62)

3.4.2 Excitacidn colisional y desexcitacion colisional

En el proceso de excitacion colisional, un electrén libre impacta con un ion en un cierto estado
cediéndole parte de su energia. En consecuencia, el ion pasa a un estado mas excitado que el inicial.
Esto es,

> +e & X +te . .
X§ X$ 3.63

De igual forma a lo que acabamos de comentar para la emision espontanea, dos estados podran
conectarse via excitacion colisional cuando sus vectores de ocupaciéon difieran en el transito de un

anico electron. Asi, para el estado inicial y final podemos considerar, respectivamente,

wei = {wi, .., Wy, Wy, WA (3.64)

wej ={wr, ., wy — 1, wy + 1,00 wa (3.65)

Para el célculo de la seccién eficaz de excitacidon colisional en ABAKO se utiliza la formula

propuesta por Van Regemorter [119], ampliamente conocida y utilizada en la literatura,

cxc 8n2ad (In\* g(c/Eij)

donde ¢ es la energia del electron incidente, I;; = E¢j — E¢; es la energia umbral de excitacion y
fij es la fuerza de oscilador de absorcién dipolar eléctrica La funcién g(u) es el denominado factor

Gaunt, para el que usamos la expresion propuesta por Mewe [120],
B C
=A+—+ —+Dlnu. 3.67
g(u) = A+ —+ — + Dlnu (3.67)

Los parametros A, B, C'y D se obtienen mediante ajustes a calculos tedricos avanzados o datos
experimentales. No obstante, en ABAKO se sigue el criterio general propuesto por el autor, en el
que asigna un valor A = 0.15 para transiciones con An =n,y —n, =0y A = 0.6 cuando An # 0,
mientras que para el resto de parametros considera B=C =0y D = 0.28.

Para obtener el coeficiente de tasa de excitacion colisional promediamos la secciéon eficaz sobre
la distribucion maxwelliana de electrones libres, segin la ecuacion (3.54). Esto resulta

16\/571’20,3 I%Ifu _

Eeimti = ~ e o0 (B T) 5T, (3.65)
e (%]
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siendo T la temperatura electronica y g(u) el factor gaunt promediado, que a su vez viene dado
por

g(u) = A+ (Bu— Cu® + D) e“Ey (u) + Cu. (3.69)
Al evaluar las constantes se llega a

5 Jy o R 3 _
Ecincj = 1.58 x 10 5T111/2g(Eij/T)e BulT (em3s™1), (3.70)

No obstante, hay que decir que Sampson y Zhang [121] hacen una dura critica a la seccion
eficaz de Van Regemorter. Basandose en la comparacion de los resultados obtenidos con (3.66) y
utilizando coddigos computacionales desarrollados en un contexto relativista [122] llegan a las si-
guientes conclusiones. En primer lugar, la expresion (3.66) es proporcional a la fuerza de oscilador
dipolar eléctrica, por lo que s6lo contempla aquellas excitaciones asociadas a transiciones permi-
tidas en la aproximacion dipolar. Pues bien, para An > 1 los resultados arrojados por (3.66) no
son satisfactorios, ya que en este caso las transiciones prohibidas por la aproximaciéon dipolar son
dominantes y/o para las transiciones permitidas, la ecuacion (3.66) da lugar a desviaciones signifi-
cativas respecto a los célculos mas sofisticados. Para An = 0 los resultados obtenidos al utilizar la
formula de Van Regemorter son algo mejores, pero atn asi los errores rondan el 30 —40 %. En [121]
los autores desaconsejan el uso de (3.66) y sugieren la implementacion de técnicas mas elaboradas
aparecidas en la literatura, la utilizacion de datos tabulados de calidad o incluso la posibilidad de
acudir a otras parametrizaciones de la seccion eficaz de excitacion colisional, como las propuestas
en [123-126].

A pesar de estas consideraciones, la formula de Van Regemorter todavia se utiliza frecuente-
mente en el contexto de los codigos cinéticos, probablemente porque su implementaciéon es extre-
madamente sencilla y porque, como en las ecuaciones de tasas interviene el coeficiente de tasa —un
promedio sobre la seccion eficaz—, el calculo de poblaciones no es tan sensible a los errores cometi-
dos en o¢f (). Atin asi, en atencion a los comentarios expuestos en [121], pero conservando la
filosofia de utilizar expresiones analiticas que permitan una rapida evaluacion de los coeficientes de
tasa, implementamos en ABAKO la técnica descrita en [125,126]. Sin embargo, a la hora de llevar
a cabo calculo cinéticos, en la mayoria de los casos, este procedimiento introdujo problemas de con-
vergencia en la resolucion del sistema de ecuaciones de tasas. En [91] se apuntan también algunos
problemas derivados de este formalismo. Asi pues, optamos finalmente por la implementacién en
ABAKO de la formula (3.66), dejando para un futuro el analisis detallado de otros procedimientos
mas elaborados y su posible incorporacion en el cédigo.

Abordemos ahora la determinacién del coeficiente de tasa de desexcitacion colisional, el proceso
inverso de la excitacion. En este caso, se produce una transiciéon desde un estado excitado a otro
de menor energia y la energia que se libera es absorbida por un electrén libre en las cercanias del

ion que sufre la desexcitacion.
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Cuando la distribucién de electrones libres es maxwelliana, el coeficiente de desexcitacién co-
lisional D¢j_.¢; puede obtenerse a partir del principio de balance detallado, aun cuando éste es
valido s6lo en situacion de equilibrio. Asi, sean Né-TE y NCLjTE las poblaciones de los estados
involucrados en los procesos de excitacion y desexcitacion. Téngase en cuenta que estamos consi-
derando E¢; < E¢;. En situacién de LTE, el principio de balance detallado exige que el niimero
de excitaciones por unidad de volumen y unidad de tiempo sea exactamente igual al ntimero de

desexcitaciones. Esto significa que
NgLiTEneggi—»Q = NngTEneng_,gi. (371)

Ahora bien, en LTE la poblacion de los distintos niveles pertenecientes a una misma especie
ionica se distribuye siguiendo la estadistica de Boltzmann. La poblacién de un estado cualquiera

¢m vendra dada por
—-E m/T
LTE LTEYcme ¢
N m - C

_—— 3.72

7T (3.72)
donde N, CLTE es la poblacion total del ion con carga ¢ en situacion de LTE y Z¢(T') la funcién de
particion.

Segin esto, el cociente entre poblaciones conduce al resultado

NETE g,

2 _ v B /T

_ 9 By /T, (3.73)
NETE = g,

Despejando de (3.71) el coeficiente de desexcitacion y sustituyendo la ecuacion (3.73), se obtiene
gci -
Djci = e /T ;. (3.74)
9¢i
Utilizando en esta tltima ecuacion la expresion (3.68), el coeficiente de tasa de desexcitacion
viene finalmente dado por
16v27°ad gei 17 fij
\V 37rme 9gc¢j EijT1/2

Como puede verse, con la excepcion de la temperatura, la ecuacion anterior depende exclusi-

Dejci = g(Ei;/T). (3.75)

vamente de variables atomicas microscopicas, que no estan en absoluto ligadas a una condiciéon de
equilibrio. Por tanto, aun siendo el punto de partida una expresion valida s6lo para LTE, como
el resultado obtenido es independiente de que los iones se encuentren o no en dicha situacion, la
ecuacion (3.75) es aplicable de forma general; aunque, eso si, debido a la presencia del parametro
T, la distribucion de electrones libres debe ser maxwelliana.

Para una distribucion arbitraria f(e) de los electrones libres, el coeficiente de desexcitacion
no podria calcularse mediante la ecuacion (3.74), sino integrando la correspondiente seccion eficaz
sobre la funcion f(g). La seccion eficaz de desexcitacion colisional se determinarfa a su vez a partir

de la seccion eficaz de excitacion utilizando la formula de Klein-Rosseland (ver apéndice B),

9cje0lst i (€) = gei (e + Eij) 0.5 (€ + Euj) (3.76)
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3.4.3 lonizacién colisional y recombinacién a tres cuerpos

La ionizacion colisional tiene lugar cuando un electréon impacta con un ion, cediendo parte de
su energia a alguno de los electrones ligados, que la utiliza entonces para vencer dicha ligadura y
convertirse en un electrén libre. El ion resultante aumenta en una unidad su estado de carga. El
proceso inverso es la recombinacion a tres cuerpos. El balance entre los dos mecanismos se expresa
a través de la reaccion

Xt+e & Xi+e +e. (3.77)

En ABAKO, el estado (i puede ionizarse por impacto electronico para dar lugar al estado (+ 15
s6lo cuando los vectores de ocupacion de los estados involucrados difieran en la ionizaciéon de un

unico electron. Asi, si para el estado inicial tenemos
we ={wr, ..., wy, ..., WA} (3.78)
el vector de ocupacion del estado final debe cumplir

werty = {wi, .. wy — 1L wa} (3.79)

Para calcular la secciéon eficaz de ionizacion colisional empleamos una férmula muy conocida
debida a Lotz. El autor propone en una serie de trabajos [127-129] una sencilla expresion analitica
valida justo en el contexto que acabamos de comentar. La formula depende de tres parametros
ajustables en cada caso. El autor proporciona sus valores para la ionizacion del estado fundamental
de iones de elementos desde el hidrogeno hasta el zinc. No obstante, a efectos practicos, cuando no
se conoce el valor de los pardmetros o cuando estamos interesados en evaluar la seccion eficaz de
ionizacion de estados excitados, el autor sugiere la utilizacion de una expresion general dependiente
de un tnico parametro [128]. ABAKO trabaja siguiendo este tltimo criterio, donde la seccion eficaz
de ionizacion colisional viene dada por

In (¢/Eij)

ion o 272
0115 (€) = Cmaglwy E )
ELij

Ve> EZ']‘, (380)

siendo C' una constante para la que el autor recomienda el valor C' = 2.77, w, es el nimero de
electrones en el orbital objeto de la ionizacién antes de que ésta ocurra, € es la energia del electron

incidente y E;; es ahora la energia de ionizacién, calculada a su vez a través de la expresion
Eij = I< — E(i + E<+1j. (381)

Al promediar la seccion eficaz sobre la distribucion maxwelliana de electrones libres obtenemos

el coeficiente de tasa de ionizacion colisional,

| 81 w
e ij
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o también

I§4—>§+lj =1.09 x 10~ 60 1 (EU/T) (cm35_1) (383)

Tl/ 2E
Como alternativa a la formula de Lotz (3.80), ABAKO ofrece la posibilidad de utilizar otra

conocida expresion debida a Burgess y Chidichimo [130],

In (¢/Eij)

01" c11,(6) = Crad T, = =W (¢/ By, (3.84)
ij
siendo
0, e S Eij;
(n(c/E))P797° B> By,
y con

1 [/100¢ + 91\ 2
BZKﬁ) —5 (3.86)

La seccion eficaz (3.84) solo se diferencia de la Lotz en la presencia del factor W (¢/E;;),

que introduce algunas mejoras para valores pequenos de ( y energias € proximas al umbral de
ionizacion. Ademas, los autores establecen una serie de criterios para la asignacion de los valores
correspondientes a los parametros C'y w, que permiten incluir en (3.84) los efectos debidos a
mecanismos indirectos de ionizacién, como la excitacion-autoionizacion. Sin embargo, de cara a
su implementacion en ABAKO, este hecho no representa una gran ventaja, ya que en nuestro
modelo los estados autoionizantes son tratados de forma explicita y, en consecuencia, la excitaciéon-
autoionizacion queda automaticamente contemplada. Asi pues, la formula (3.84) se utiliza en su
version para ionizacion directa, donde w,, tiene exactamente el mismo significado que en (3.80) y
C = 2.7, de acuerdo con la prescripcién de los autores.

El correspondiente coeficiente de tasa para una distribucion maxwelliana viene dado por

8T -
Leimgr1j = Cy [ — 2111 Tl/QE Ey (B /T)W, (3.87)

o bien

Teimca1; = 109 x 107°C ——L—Ey (B /T)W  (em®s™'), (3.88)

T1/ 2E
con W = [In (1 + T/ Ey;))P/ T/ Bl

Las expresiones que hemos propuesto para la seccién eficaz de ionizacion colisional y el corres-
pondiente coeficiente de tasa son validas en un contexto DCA, en el que los vectores de ocupacion
Wi ¥ Weq; difieren en la ionizaciéon en un tnico electrén. Si estuviésemos trabajando en una
descripcién DTA o DLA, podriamos asociar varios términos o niveles, respectivamente, a un mis-
mo vector de ocupacion. Asi, si iy ¢ + 17 son los términos/niveles inicial y final, para continuar
utilizando las expresiones aqui propuestas en un esquema DTA/DLA, habra que multiplicar la
seccion eficaz y expresiones derivadas por el denominado factor de ramificacion b, que viene dado
por

p=Ftl (3.89)

tot
9¢+1j
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siendo gc4+1; la degeneracion del término/nivel final y gé‘fl ; la degeneracion de la configuracion

con vector de ocupaciéon w15, es decir, la correspondiente degeneraciéon en descripcion DCA. El
factor b nos da la probabilidad de que al ionizarse un electrén en un orbital monoelectronico del
estado inicial se alcance justamente el término/nivel (415 entre todos los posibles términos/niveles
asociados al mismo vector de ocupacién we41;.

Por otro lado, para determinar el coeficiente de recombinacién a tres cuerpos Rg 41j¢i VAIIOS &
seguir un procedimiento muy similar al del apartado anterior. Asi, en situacion de LTE los procesos

directo e inverso estan exactamente balanceados y, por tanto,
LTE LTE, 2753

Ahora bien, la poblacién en LTE de un estado cualquiera (m venia dada por
E¢ /T

NLTE LTE Jcme”
m

= V¢ 7ZC(T) (3.91)

Si utilizamos esta ecuacion en (3.90) y ademas tenemos en cuenta que el balance entre pobla-

ciones i6nicas esta determinado por la ecuacion de Saha,

LTE 3/2
N me (QWmeT> / Zer1i(T) _rojr (3.92)
NLTE — h2 Z:(T) :
¢ ¢
puede llegarse facilmente a
1 h? 8/2 gci y
Rj—ci = 5 (%m T) gCH_@E"’/TIa—»Q- (3.93)
e J

Nuevamente, aunque la relacion (3.93) haya sido deducida partiendo de una hipotesis de equi-
librio, ésta s6lo depende de magnitudes atémicas y de la temperatura. Por tanto, la ecuacion sera
valida en cualquier situacién siempre y cuando la distribucién de electrones libres sea maxwelliana.

Para una distribucion arbitraria, habria que recurrir a la relacién microscépica entre las sec-
ciones eficaces de ionizacion colisional y recombinacion a tres cuerpos. Sin embargo, el hecho de
que la recombinacién sea un proceso donde intervienen dos electrones libres, impide en este caso
la obtencion de una relacion sencilla, analoga a la de Klein-Rosseland (3.76). En el apéndice B se

aporta mas informacion a este respecto.

3.4.4 Recombinacién radiativa

En el proceso de recombinacion radiativa un electrén libre colisiona con un ion y queda ligado
a éste, se emite entonces un fotén que acumula el excedente energético. Logicamente, el estado

i6nico final est4 una vez menos ionizado que el inicial,

XjC+1 +e = X+ (3.94)



122 Descripcion del modelo cinético propuesto ~ABAKO-

En el esquema de trabajo de ABAKO, los vectores de ocupacion de los estados inicial (4 15 y

final (i verifican

Wiy = {wi, . wy — 1w, (3.95)

Wi ={Wr, .., Wy, oy, WAL (3.96)

Para determinar el coeficiente de tasa de recombinacion radiativa vamos a seguir un camino
algo diferente al de anteriores apartados. El principio de balance detallado, que es una relacion
macroscopica entre mecanismos directos e inversos, involucra en este caso, ademas de la recombina-
cion radiativa, los procesos de fotoionizacion y recombinacion estimulada —inducidos por el campo
de radiacion y no considerados en ABAKO de forma explicita—. La expresion del balance en esta
situaciéon es mas complicada que en casos anteriores y de cara a la evaluacion del coeficiente de
recombinacion radiativa es mucho més sencillo utilizar la relaciones microscopicas existentes entre
las secciones eficaces de los procesos. Los detalles acerca de esta cuestion pueden consultarse en el
apéndice B.

El punto de partida es entonces la relacion existente entre la secciéon eficaz de fotoionizacion y

la de recombinacion radiativa, conocida como féormula de Milne,

rad o 9¢ (hV)Q 1 pho
0¢t1j-ci(8) = it 2me® S0timc+1; (), (3.97)

siendo v la frecuencia del foton y e la energia del electron libre.

Para calcular la seccion eficaz de fotoionizaciéon utilizaremos la ya célebre formula de Kramers

647 aa2 w, E2
pho 0 n ()
(o9 V)= Ig— s 3.98
Cz—>c+1J( ) 3\/(3) Hn'n (hV)B ( )

aqui w,, es el nimero de electrones en el orbital n tras la recombinacién y n,, el nimero cuéntico

principal correspondiente. La energia de transicion (o energia umbral de fotoionizacion) viene dada
por
Eij = I¢ — E¢i + Ecqay. (3.99)
Por otro lado, el principio de conservacion de la energia establece

hv =Ey +e¢, (3.100)

siendo hv la energia del foton.
Si ahora sustituimos (3.98) y (3.100) en (3.97), se obtiene la siguiente expresion para la seccion

eficaz de recombinacién radiativa

_ 64maad gei w, Ej

T 3VBmec? T geqrj € (B te)

El coeficiente de tasa se determina promediando sobre la distribucién maxwelliana de electrones

o2, ci(e) (3.101)

libres,

1/2 19

64v/Talad gei wy Iy Ej B,
= ] LBy (Ey/T) "/, 3.102
C+15—Ci 3\/§mec get1j My T3/2 1( j/ ) ( )
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y esto resulta

2
r _ _15_9ci wy B Ei;/T -3 -1
Riy1jci = 7.05x 10 @n_n:r?)/?El (Eij/T)e (em™%s71). (3.103)

Por otro lado, de igual forma a lo que comentamos en el apartado anterior, las expresiones
(3.98) y (3.102) pueden utilizarse directamente en un contexto DCA. Si estamos trabajando en un
esquema DTA o DLA habra que multiplicar la seccién eficaz de fotoionizacion y las expresiones
deducidas a partir de ésta por el factor de ramificacion b = g¢41;/ gé‘jfl i interpretado exactamente
de la misma manera que en (3.89).

Por dltimo, se sabe que la formula de Kramers es una aproximacion muy pobre para el tra-
tamiento de la fotoionizacion de electrones de orbitales internos [16]. Sin embargo, aquellas tran-
siciones que tienen como punto de llegada el estado fundamental del ion ¢ 4+ 1 se corresponden
mayoritariamente con la fotoionizacion de un electron externo de un estado simplemente excitado
del ion (. Si pensamos ahora en términos de la recombinacién radiativa, lo que acabamos de decir
equivale a considerar solo aquellas transiciones del tipo ( + 1,0 — (i. Pues bien, éste es el criterio
que hemos adoptado en ABAKO para garantizar que la formula de Kramers se utiliza tinicamente
en aquellas situaciones para las que resulta una aproximacion razonable. En conclusion, el modelo

CR solo incluye recombinaciones radiativas desde el estado fundamental del ion con carga ¢ + 1.

3.4.5 Autoionizacion y captura electrénica

La excitacion de un electron de un orbital interno o de dos o mas electrones en cualquier orbital
puede dar lugar a un estado (i que cae energéticamente por encima del umbral de ionizacion
del ion con carga (. Estos estados interaccionan con otros con la misma energia total, formados
por estados ligados del siguiente ion méas un electron libre. Como resultado de esta interaccion se
produce la autoionizacion o decaimiento Auger del estado (i mediante la expulsion esponténea de
un electron acompanada de una redistribucion de los restantes electrones ligados, que da lugar a
un estado final ¢ 4+ 1j. El proceso inverso se denomina captura electronica. Los dos mecanismos
quedan representados a través de

X; e Xt e (3.104)

Es importante destacar que a diferencia de otros procesos en los que intervienen electrones
libres, la captura electronica es un proceso resonante. Esto significa que el electron debe tener una
energia especifica igual a la diferencia energética entre los estados i6nicos inicial y final, esto es,
€ = I;. En otros procesos, el excedente energético o el aporte de energia necesario para cumplir
la ecuacion de balance se traducia en la emision/absorcion de un fotén o en la variacion de la
energia cinética de los electrones libres involucrados en el proceso. Asimismo, como (i es un estado

autoionizante y, por tanto, F¢; > I¢, ahora la energia de transicion vendra dada por

Eij = E¢i — It — Ecyaj. (3.105)
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La importancia de los estados autoionizantes, los mecanismos de autoionizacion y captura elec-
tronica y otros canales indirectos, como el de excitacién-autoionizacion, en el balance de poblaciones
y la determinacién de propiedades radiativas, en particular la emisividad, ha sido subrayada en nu-
merosos trabajos. Se ha contrastado, por ejemplo, que el mecanismo de excitacién-autoionizaciéon
puede incrementar de forma significativa la tasa total de ionizacion [59,60]. Ha quedado demostra-
do, con el respaldo de datos experimentatales, que en condiciones de baja densidad los procesos
de autoionizacion y captura electronica dominan el balance cinético entre los distintos estados de
carga [61]; aunque también hay evidencias de la importancia de estos mecanismos en regiones de
més alta densidad [62-64]. Asimismo, el analisis de las lineas satélite y, en general, la emision
procedente de los niveles autoionizantes representa una herramienta particularmente tutil para la

diagnosis espectroscopica [65,66].

Sin embargo, atn en la actualidad no todos los modelos CR. contemplan un tratamiento explicito
de los estados autoionizantes y esto es debido a varios factores. En primer lugar, para la evaluacion
mecanocuantica de la probabilidad de transicion por autoionizacion [16,132], el estado final se
representa a través del producto de la funcién de onda del ion por la funcién de onda del electron
libre. El hecho de trabajar con estados del espectro continuo complica el tratamiento numeérico y
también el dlgebra de momentos angulares a tener en cuenta, lo que hace muy costoso este tipo de
célculos. Asimismo, la consideracion detallada de estos estados conlleva un aumento significativo
del namero total de configuraciones asociadas a una misma especie idnica, lo que traducido al
contexto de un calculo cinético implicaria tener que resolver un sistema de ecuaciones de tasas
cuya dimension seria del orden de 10° — 10°, restringiendo enormemente la versatilidad del modelo
y la posibilidad de llevar a cabo céalculos a gran escala. Finalmente, la presencia de los estados
doblemente excitados no sélo abre la puerta de la autoionizacion y la captura electronica, sino
que habilita otro conjunto de canales —al que ya nos hemos referido— debido a las conexiones que
ahora se establecen entre los propios estados doblemente excitados y entre éstos y los estados
excitados ordinarios dentro de una misma especie i6nica. Aquellos modelos que determinan los
coeficientes de tasas mediante procedimientos mecanocuanticos avanzados pueden encontrarse con
serias limitaciones a la hora de abordar un calculo cinético de estas caracteristicas y en cualquier

caso siempre llevaran aparejado un ingente esfuerzo computacional.

Segtn lo dicho, es evidente que este tipo de formalismos no tiene cabida dentro del contexto en
el que ABAKO se desarrolla y se hace necesario entonces encontrar una simplificacién apropiada
para el tratamiento de los procesos de autoionizaciéon y captura electronica. Bajo esta perspectiva
una de las alternativas mas frecuentes consiste en evitar el tratamiento explicito de los estados
autoionizantes e incluir una de las aproximaciones analiticas existentes para el coeficiente de re-
combinacion dielectronica [133], entendiendo como tal el proceso de captura electronica seguido de

un decaimiento espontaneo hasta alguno de los estados ligados ordinarios del ion. Este mecanismo
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representa la via de estabilizacion radiativa de los estados doblemente excitados. En la recombi-
nacion dielectronica, los estados inicial y final pertenecen siempre al espectro discreto y asi, los
estados autoionizantes, la autoionizacion y la captura electrénica desaparecen como tal del modelo
CR. Sin embargo, hemos comprobado que en calculos cinéticos a densidades bajas/moderadas este
formalismo no proporciona buenos resultados. Al comparar con calculos que si incluyen un trata-
miento explicito de la autoionizacion, se obtuvieron de forma sistematica ionizaciones medias mas
bajas de lo que cabria esperar y en el célculo de poblaciones i6nicas detectamos algunos compor-
tamientos anémalos, como la aparicion bajo ciertas condiciones de una distribucion de poblaciones
i6nicas con dos maximos locales. Por tanto, a la vista de estos resultados, quedaba claro que de
cara al desarrollo de un coédigo cinético fiable, era necesario incorporar de forma expresa en el
modelo CR los procesos de autoionizacién y captura electréonica. Sin embargo, hasta la fecha no
se ha propuesto ninguna expresion analitica capaz de determinar de forma razonable y sistemética
el coeficiente de autoionizacion o la seccion eficaz de captura electrénica. Por esta razon, hemos
recurrido a una aproximacion propuesta en la literatura [58,134]| para estimar el valor medio de
la tasa de autoionizacién y basada en aproximar la seccion eficaz de captura electronica por la de
excitacion colisional. A pesar de no ser una idea reciente, segin nuestro conocimiento, ABAKO es
el primer c6digo basado en aproximaciones analiticas que utiliza este modelo para el tratamiento
explicito de los estados autoionizantes bajo una descripcion DCA y la produccion de calculos ci-
néticos a gran escala. En lo que respecta a este trabajo, nuestro interés es mostrar que, aunque
la idea en la que se basa el tratamiento de la pareja autoionizacion/captura electronica en ABA-
KO no es nueva, su adaptacion para trabajar con el modelo de potenciales analiticos o de forma
mas general con una descripcion de particula independiente, produce, con un coste computacional
mucho menor, resultados competitivos frente otros modelos mucho maés sofisticados.

Exponemos a continuaciéon de qué manera se ha implementado esta idea en el modelo CR.

En primer lugar vamos a determinar el coeficiente de tasa para la captura electrénica. Sea en-
tonces aZipl jci () la seccion eficaz correspondiente. El coeficiente de tasa se obtiene promediando
la seccién eficaz sobre la distribucién de electrones libres. Sin embargo, antes apuntabamos que
este proceso es de caracter resonante y esto significa que s6lo aquellos electrones con una energia
€ dentro de un intervalo de anchura AE en torno a la energia de transicién £;; podran provocar

el proceso”. Luego, el coeficiente de captura electronica se calcula como

CC+1j~>Ci :/AEUO'EZL_;DU_)G(&“)f(E)dE, (3106)

siendo v = \/2¢/m,. la velocidad del electron incidente.
Suponiendo ahora que el intervalo de integracion es suficientemente pequeno y que tanto la

seccion eficaz como la distribucion de electrones libres varian lentamente en su interior, es posible

"De forma equivalente, la seccién eficaz de captura electrénica es cero para energias € del electrén incidente fuera

del intervalo mencionado.
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calcular la integral como el producto del integrando evaluado en € = Ej;; por la anchura AE, esto

es,

2EZJ 1/2 ca
Cotrj—ci & ( - ) 0P (Eig) f(Eij) AE. (3.107)

Esta expresion para el coeficiente de tasa puede utilizarse para una distribucién arbitraria de
electrones libres, siempre que la seccion eficaz de captura electronica y la anchura de la resonancia
sean conocidas.

La siguiente consideracion va precisamente encaminada hacia la obtencién de una expresion para
AFE. Es razonable suponer que el electron capturado pasa a ocupar un orbital externo ligado al ion
de carga (, ya que son precisamente estos orbitales los que mas interaccion tienen con estados del
continuo y, por tanto, los mas susceptibles de sufrir una autoionizacién o de capturar un electron
libre. Entonces, la diferencia de energias entre los estados inicial y final serd aproximadamente
igual a la energia de ligadura del electron, que puede estimarse a su vez mediante una expresion
hidrogenoide, )

n
donde n es el valor del niumero cuantico principal del orbital ocupado por el electron capturado y
Zess la carga nuclear efectiva vista por dicho electron, que en un orbital muy externo coincidira
con Zeys = ¢ + 1. La anchura AFE se calcula entonces como el espaciado entre niveles de una serie
Rydberg,

dEZJ

2
AE ~ ‘ fnZeys
d E

n
siendo An = 1 la minima variacién posible para el ntiimero cuantico principal.

De esta forma, el coeficiente de captura electronica resulta

ocirjci (Big) [ (Eij) - (3.110)

n3

1/2 2
25 TnZtp cap
me

Cot1j—ci & (
La principal aproximacion de este modelo consiste en utilizar para la seccion eficaz de captura

electronica la expresion de la secccion eficaz de excitacion colisional,

cap

Tet1j—ci (€) 2 0Cjmciim (€) (3.111)

donde ¢ + 1m es un estado ligado del ion con carga ¢ + 1 al que llamaremos estado auziliar y que
se caracteriza por tener la misma energia total que el estado autoionizante (i. En nuestra notacion
esto se escribe como

Ecyim = Eei — I¢. (3.112)

Finalmente, de acuerdo con el formalismo descrito, el coeficiente de tasa de captura electrénica

se obtiene como

2B\ InZ?, ...
j> H ol —crim (Eig) f (Eij) - (3.113)

Cevrjmci ™ ( 3

Me
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Si ahora utilizamos la formula de Van Regemorter (3.66) para la seccion eficaz de excitacion y

suponemos una distribucion maxwelliana para los electrones libres, se llega a

167/ QWG%I}%I IHZCfo g(l) —E;;/T
Ceq1jmci = T 3 fim EijT?’/Qe (3.114)
o también )
1nZ (1)
_ eff g —E;; _
Cet1jci = 1.58 x 107° — fim BT B/t (em3s™1), (3.115)

con E;; y T en eV. En la ultima ecuacién f;,, es la fuerza de oscilador de absorcién para la
transicion ¢ + 15 — ¢ + 1m y g(1) es el factor Gaunt evaluado en 1, que segun (3.67) viene dado
por

0.60, An=0
g(1) = (3.116)
0.15, An#0.

Ahora, para determinar el coeficiente de autoionizacion emplearemos el mismo procedimiento

que en apartados anteriores. El principio de balance detallado nos permite escribir
L L
NCZ-TEAUQ;&:FU = NCEI?TLQCQ“(‘FU. (3117)

Utilizando la distribucién de Boltzmann para estados excitados y la ecuacion de Saha, es facil

llegar a

27 3/2 . 3
Aucici1; =2 ( 2 ) QEJLUT‘S/QeE”/TC@éGU. (3.118)
Gi

Con esta expresion es posible calcular el coeficiente de autoionizacion a partir del de captura
electrénica, siempre y cuando la distribucién de electrones libres sea maxwelliana. No obstante, si

utilizamos el resultado (3.107) para una distribucion maxwelliana encontramos

167me gey1;
AUCiHC‘FU‘ = h3 . gClj
(2

Eijggjﬁj_»@ (Eij) AE. (3.119)

Es interesante hacer notar que en esta ultima expresion ha desaparecido la dependencia con T'.
No podia ser de otra manera, ya que la autoionizacion es un proceso espontaneo, que no precisa
del encuentro con un electrén libre para tener lugar y, por tanto, es independiente de la manera
en la que éstos se distribuyen.

Finalmente, si repetimos la aproximacion agiplﬁa (Eij) = 0&9, ¢ 41m (Bij) y sustituimos las
expresiones (3.66) para la seccion eficaz y (3.109) para AE, entonces se obtiene

1671 goiry 10221 fim

Auciciry = V3h o gci n3 Ei'g(1)7 (3.120)

o bien,

IgZ2 £,
icp1y = 9.55 x 10169 ATl Jim g gy (o1 3.121
Atimginy = 055 10/ HEE b ) () (3121)

Por ultimo, para llegar a las expresiones implementadas en el codigo, es importante tener

en cuenta la relacion existente entre los vectores de ocupacion de los estados inicial (i, auxiliar
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¢+ 1m y final ¢ + 17, eligiendo el orden correspondiente a una autoionizacion. Los dos primeros
se diferencian en la ionizaciéon de un electréon y los dos ultimos en el transito de uno de ellos. De
esta forma, entre estados inicial y final, ademés de tener un niimero diferente de electrones, puede

existir una redistribuciéon de la ocupacion electronica. Esta cuestion puede representarse como,

Wei ={w, .o, Weyy oo Wy, Wy, WAL (3.122)
Wetim = {W1, .o, Wy oo, Wy oo, Ws — 1,0 wn ), (3.123)
Werr ={w, ., wp+ 1,0 wy — 1,0 ws — 1, o (3.124)

Cuando en ABAKO se aborda el calculo de Au¢;—¢41; 0 de Cei1j—¢i, €l estado auxiliar ¢+ 1m
es aquél que, entre todos los estados del ion ¢ + 1, tiene una energia total E¢41,, lo més parecida
posible a E¢; — I, satisfaciendo ademaés la relacion entre we; ¥ Wegim.

Asimismo, si suponemos que la expulsion del electron o la captura del mismo, segtn el proceso,
ocurre en un orbital externo el ion, podemos tomar Z.¢r = ¢ + 1.

Con estas consideraciones, las expresiones que finalmente se utilizan en ABAKO para el célculo

de los coeficientes de tasa de autoionizaciéon y captura electrénica son, respectivamente,

1671 gevay I (C+ 1)? fjﬂg .

Augicqrj = 3h da = E,; (1), (3.125)
167v271a2 13 I (C+1)° fimg(1) _p p
Cotrjmci = 3me n3 l;ijT3/2€ 1 (3.126)

con

0.60, sin,y —n, =0,
g(1) = (3.127)

0.15, sin,y —ny, #0.

3.5 Ecuaciones del modelo colisional-radiativo

Vamos a exponer en este apartado las ecuaciones bésicas del modelo colisional-radiativo pro-
puesto en esta tesis. Empezaremos desde un punto lo mas general posible, para luego obtener,
siguiendo un orden creciente de complejidad, las ecuaciones particulares de cada una de las situa-
ciones contempladas en ABAKO, a saber, plasmas Opticamente delgados y plasmas 6pticamente
gruesos.

Nuestro punto de partida es el conjunto de las ecuaciones de tasas mas la ecuacion de transfe-

rencia radiativa, tal y como se expuso al principio de este capitulo,

ONew (x.1)

ot v VN (r ZNC’”L r,t)R C’m —¢m Zqu Repcrm,  (3.128)
¢'m! ¢c'm!
101 (r,t
UL 4 o T (x,t,0,0) = — (0,6, 0) T (1,1, ,0) £ (1,4,0) (3.129)

c ot
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Coeficiente Proceso atémico
Cimcy absorcion
i emision estimulada
Acjci emision espontanea
Ecincj excitacion colisional
Dejsci desexcitacion colisional
Peimcsij fotoionizaciéon
Péi1joci recombinacion estimulada
Reéi1j—ci recombinacion radiativa
Leimsct1j ionizacion colisional
Ré i recombinacion a tres cuerpos
Aucicq; autoionizacion
Ceqrjoci captura electrénica

Tabla 3.1. Lista de procesos atémicos incluidos un modelo CR general y simbolos utilizados para los

correspondientes coeficientes de tasas.

Sabemos que en el caso mas general, para poder obtener las poblaciones N¢,, (r, ) en cada punto
del espacio y en cualquier instante de tiempo, seria necesario resolver las ecuaciones anteriores de

forma autoconsistente.

Conviene recordar que los términos Rzr,m/ﬁ em Y R; v aglutinan, respectivamente, todos los

m—¢’
mecanismos responsables de poblar o despoblar un estado (m dado. Nuestra intencion es escribir
estos términos de forma explicita, pero para ello debemos comentar antes algunas cuestiones acerca
de las magnitudes que intervienen en la ecuacién de transporte radiativo. Como dijimos en su
momento I (r,t,v,e) es la intensidad especifica de radiacion en el punto r, en el instante ¢, a la
frecuencia v, propagandose en la direccion del vector unitario e. Las magnitudes & (v, ¢,v) y j (v, t, V)
son los coeficientes de absorciéon y emision, respectivamente. Tanto el uno como el otro juegan un
papel decisivo a la hora de determinar las propiedades espectrales del plasma. No daremos ahora
detalles acerca de como evaluarlos, ya que esta cuestion sera abordada més adelante, pero conviene

tener presente que para hacerlo es preciso conocer las poblaciones N¢, (r,t) de todos los niveles

atoémicos.

Por otro lado, en el tratamiento del transporte radiativo resulta atil definir la intensidad media

como el promedio de la intensidad especifica sobre todas las direcciones del espacio,

™

1 1 2 ™
J(r,t,v) = 4—[3[(1‘,75,1/, e)d = e ; /0 I(r,t,v,e)sinfdOdep. (3.130)
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Asimismo, antes de escribir las ecuaciones de tasas, en la tabla 3.1 recordamos la lista de los
procesos atémicos mas importantes en el contexto de un modelo CR general. Aparecen también
todos los mecanismos dependientes del campo de radiacion, ya que, aunque no son tratados de
forma explicita en ABAKO, nos interesa mantenerlos en las ecuaciones de cara a la discusion que
estamos iniciando.

Debemos hacer una aclaracién mas acerca de los procesos inducidos por el campo de radiacion.
Como se sabe, la absorcién y la emision estimulada provocan transiciones entre estados del espectro
discreto y junto con la emision espontanea conforman el grupo de los procesos radiativos ligado-
ligado. Por otro lado, la fotoionizacion y la recombinacion estimulada conectan estados del espectro
discreto con estados del continuo. Constituyen, junto con la recombinacién radiativa, los procesos
radiativos ligado-libre®. Pues bien, en relacién con los procesos inducidos ligado-ligado debemos
tener presente que ni Bgiégj ni ijéa son exactamente los correspondientes coeficientes de tasa,
sino los conocidos coeficientes de Einstein de absorcion y emision estimulada, respectivamente.

Llegados a este punto, definimos

Jij (r,) = /O ¢ (x,t,v) J (r,t,v) dv, (3.131)

TS (r,t) = / 6 (v,t,0) J (v, t,0) dv, (3.132)
0

donde ¢f; (r,t,v) es el perfil de absorcion y ®5%; (r,t,v) el de emision y podriamos hablar también
del perfil de emision esponantea ¢7; (r,t,v). Obsérvese que los perfiles dependen de r y de ¢ como
consecuencia de la posible variacion espacio-temporal de las condiciones del plasma. Omitiremos
de aqui en adelante esta dependencia, salvo en las situaciones donde sea importante especificarla.

Con estas consideraciones, el coeficiente de tasa de absorcion viene dado por
B cidi (3.133)

y el de emision estimulada como

BEi_ e (3.134)

En términos de los coeficientes de Einstein, la seccién eficaz de absorcion se escribe como

0l (V) = %Bgiﬁg(éfj (v) v la de emisién como o¢; ., (v) = Z—;:ngﬂgi % (v) [67]. Asi, por

establecer una analogia con la expresion general (3.57) para la determinacion los coeficientes de

tasas, en el caso de los procesos inducidos ligado-ligado, éstos pueden calcularse como

a a > 47T a
Beiog iz = / 7 0Gine (V) J (V) dv, (3.135)
0
€ € < 47r €
Bljmalji= | 300 (v) J (v)dv. (3.136)

8También existen los procesos libre-libre, como el bremsstrahlung, pero como éstos no alteran la poblacién de los

estados i6nicos no se incluyen en las ecuaciones de tasas.
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Por otro lado, los coeficientes de tasas de los procesos radiativos ligado-libre se expresan de la
siguiente manera. Para la fotoionizacion tenemos

Prrcnri= [ A7 joho ) J (v)dv (3.137)
Ci—(+1y hl/ Cz~>(+1] ’ .

th
siendo Ugﬁ c+1; () la correspondiente seccion eficaz; mientras que para la recombinacion estimu-
lada puede escribirse
o
h
Peoioai= | 000 €T 0) £ (©)de, (3.139)

h . o
donde Bf _:1 i (¢) representa una pseudo seccion eficaz de fotorrecombinacién®.

Ya estamos en disposicion de escribir de forma explicita el sistema de ecuaciones de tasas. En el
caso mas general, que contempla una evolucion espacio-temporal del plasma, éste viene dado por
aN@ (I’, t)
g TV VNa(nt ZNCJ (BRS¢ ZNO nH R
donde

ZNC’ mecz -

Z Ne—1j (0,8) [Pe1jmci + nele-1j-ci + Auc—1j-cil

+ Z NC] BCJ—>CLJJL + negCJ—*Ct]
(3.139)
(]<1)
+ Z Nej (v,t) [BE_cifi + Acj—ci + neDej—cil
(]>1)
+ Z N<+1] ne [PC-HJ—*CL + RC-‘rlJ—*CL + n€R<+1J—>CL + CC-‘:—U-’CJ ’
D NG (5 ORG e,y =
¢'J
Nei (r,t) Z Ne [7’&%71]- + Rziﬁcflj + ”eRgiH@u + CCi—>C—1j]
J
+N¢i (r,) Z [BEi_c;J5; + Acimoci + neDeimci)
(3.140)
(J<1)
+N¢; (r,t) Z [Bgi—»ngij + ne(c/‘(i—(_j}
J
(5>1)

NG (1,8) D [Peigtj + neliocy + Atcimcg]
j

= 0 el sistema a resolver se

En un medio estético, v- VN¢; = gft

reduce al caso

D Nerwr (8 ) RE ¢y = Nei (1,8) D Ry o = 0. (3.141)
CI o C/ 3/

9Mas detalles en el apéndice B.
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En ABAKO trabajaremos siempre en esta tultima situacion.

3.5.1 Ecuaciones de tasas en plasmas 6pticamente delgados

La particularizacion del sistema de ecuaciones de tasas al caso de un plasma Opticamente
delgado es muy sencilla. Bajo esta aproximacion y en ausencia de fuentes externas, pueden des-
preciarse en las ecuaciones de tasas todos aquellos procesos dependientes del campo de radiacion.
Asi, desaparecen los términos correspondientes a la absorciéon y emision estimulada, fotoionizacion
y fotorrecombinacion. Este hecho simplifica considerablemente la determinacion de las poblaciones
de nivel, ya que el sistema es ahora independiente de la intensidad de radiacién y no es necesario
resolver de forma conjunta la ecuacion de transporte radiativo.

Por otro lado, la consideracion de un plasma como 6pticamente delgado se ve favorecida cuando
su densidad decrece suficientemente y siempre en ausencia de gradientes significativos entre diferen-
tes regiones del espacio, ya que de lo contrario no podrian despreciarse los efectos de opacidad. Por
la misma razon, el plasma debe ser de pequenas dimensiones. De todo esto, puede deducirse que
si el plasma es delgado también puede considerarse homogéneo. Aun en un hipotético caso, donde
siendo el plasma delgado, nos encontrasemos regiones del espacio caracterizadas por condiciones
distintas, podriamos resolver el problema como un conjunto de plasmas delgados homogéneos inde-
pendientes, uno por cada region. Esto seria posible porque el mecanismo que establece la conexion
entre las diferentes regiones es el transporte de radiacion, que en este caso se considera despreciable.

Segun lo dicho, puede prescindirse de la dependencia en r, con lo que, en situacion estacionaria,

el sistema de ecuaciones de tasas para un plasma 6pticamente delgado es

Y Nej neZe-rjoci + Augrjmcil + Y Nejnelejci

J J
(5<i)
3
+ ) NgjlAgj—ci +neDejcil + Y Newajne [REprjci + neRE1jci + Cortjoci
j 3
vy (3.142)
3
—Nei Z”e [Réimc—1j +neRic—1; + Cimg—15] — Nei Z [Acicj +neDeisej)
J J
(7<)
~Nei 3 nebeimcs = Nei p [neTeimciny + Aucimcry] = 0.
j J
)

Esta ultima expresion representa un sistema lineal de ecuaciones homogéneo para las pobla-
ciones N¢;. En consecuencia, para poder obtener una solucién distinta de la trivial, una de las

ecuaciones del sistema se sustituye por la condiciéon de ligadura
> " Nei = nion, (3.143)
i

que expresa la conservacion de particulas en el plasma.
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3.5.2 Ecuaciones de tasas en plasmas opticamente gruesos

Cuando los efectos de opacidad son importantes, para determinar la distribucion de poblacion
entre las distintas especies idnicas que componen el plasma es necesario resolver de forma simultanea
la ecuacion de transporte radiativo y las ecuaciones de tasas, ya que en éstas intervienen los procesos
atoémicos inducidos por el campo de radiacién generado por el propio plasma. No obstante, ya
adelantabamos que para el tratamiento de los plasmas 6pticamente gruesos y con el objetivo de
evitar la resolucion explicita de la ecuacion de transporte, en ABAKO se utiliza el formalismo
de los factores de escape. Esta aproximacion permite introducir los efectos de reabsorcion en el
modelo CR a través de la resolucion iterativa de las ecuaciones de tasas. Asi pues, el objetivo
de este apartado es exponer paso a paso la manera en que se ha implementado esta técnica en
ABAKO, tanto para el tratamiento de los plasmas gruesos homogéneos como no-homogéneos.

En el caso general de un plasma grueso no-homogéneo, el sistema de ecuaciones de tasas en la

situacién estacionaria viene dado por

ZNq 1j (v) [Pe—1j—ci (v) + ne () Ze—1jm¢i (v) + Auc—1-¢i (r)]

Z NC] BC]—>C1 i ( ) + Ne ( )EC]"Q (I‘)]

(J<t)
+ Z Nej (r) [BEj—cifi (1) + Agj—ci + me (r) Deji (v)]
(J>t)
+ Z Netj (r) ne (r) [,PEJrleCi (r) + Régjmci (v) + e (r) REHPQ (r) 4+ Cer1j—ci (v)]
J

(3.144)
—Nei (r Z ne ( KPQHC 1j (r) + R&'Hgfu’ (r) +ne (r) Rgiﬁgfu (r) + Ceimnc—15 (r)}

—N¢i (1) Z [BEi.cj 5y (x) + Acicj + ne () Deigj (1))
(7<)
—Nei (1) D [Bie; i (x) + ne (r) Ecia; (x)]
(>
—Nei (£) > [Peivscraj (8) + ne (v) Zeicrj (v) + Augicra (r)] = 0.
J
Para la discusion que hemos comenzado nos interesa hacer explicita la dependencia espacial r.
Debemos tener presente que en el caso de los coeficientes de tasas esta dependencia es consecuencia
directa de la variacion de las condiciones del plasma, en particular de la temperatura T (r), que
como ya hemos visto aparece de forma explicita en la mayoria de las expresiones utilizadas para
calcular los coeficientes. Sin embargo, estamos despreciando la dependencia espacial que, también
como consecuencia del cambio de dichas condiciones o més concretamente debido a los efectos de

plasma, podrian presentar magnitudes puramente atémicas, como energias de nivel, degeneracio-
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nes, etc. Por esta ultima razon, los coeficentes de Einstein de absorcion, emision y decaimiento
espontaneo se consideran independientes de r.

En general, los efectos de opacidad se manifiestan tanto en los procesos ligado-ligado, como
en aquéllos en los que intervienen estados del continuo. Sin embargo, conviene matizar que, por
ejemplo, aun cuando los efectos de reabsorcion son apreciables, en funcion de las condiciones del
plasma, no todas las lineas del espectro ligado-ligado son Opticamente gruesas. Es més, a pesar
de las grandes densidades que llegan a alcanzar en comparaciéon con los casos astrofisicos, en los
plasmas de laboratorio, debido a su pequeno tamano, la radiaciéon del continuo suele comportarse
como Opticamente delgada [95]. Actualmente, el tratamiento que se da en ABAKO a los plas-
mas Opticamente gruesos contempla so6lo la influencia del transporte radiativo sobre los procesos
ligado-ligado, no obstante, segiin lo dicho, este hecho no supone una limitacién significativa en la
aplicabilidad del modelo. A efectos practicos, lo que acabamos de comentar se traduce simplemente
en que los procesos de fotoionizacion y recombinacion estimulada quedan excluidos del modelo CR.

Centrémonos ahora en el problema concreto del transporte de lineas del espectro ligado-ligado.
A partir de este momento nuestro objetivo seré establecer las ecuaciones basicas generales de un
modelo de transporte radiativo basado en el concepto de factor de escape, definidas conveniente-
mente en el contexto de la cinética de poblaciones en plasmas.

Asi, consideremos una linea cualquiera (i < (j del espectro ligado-ligado. La tasa neta de

decaimiento radiativo desde el nivel (j al (i viene dada por
Nej (r) [Aéj—>4i + BE]AQ‘J]% (r)} — N¢i (r) Bgz'ﬂ(j‘]iaj (r). (3.145)

Es facil ver que, agrupando de forma adecuada los términos correspondientes a los procesos
radiativos ligado-ligado, la tasa de decaimiento radiativo apareceria de forma explicita en el sistema
de ecuaciones de tasas (3.144). Por otro lado, para evitar la resolucion expresa de la ecuacion de
transferencia radiativa, debemos encontrar una manera de eliminar la intensidad de radiacion de
las ecuaciones de tasas.

Asi, el factor de escape Aj; (r) se introduce de forma natural como una manera alternativa de

reescribir la tasa neta de decaimiento radiativo (j — (i, esto es,
Nej (v) [Agjoci + BEj_¢iJ5; (v)] = Nei () B 55 (v) = Nej (v) Aji (v) Agjgie (3.146)

Al despejar Aj; (r) se obtiene

B Nei (r) B ;i (r) — N (r) B¢, cidji (r)

Aji(r) =1 (3.147)
’ Nej (r) Agj—ci
Si utilizamos ahora las relaciones existentes entre los coeficientes de Einstein, esto es,
2h1/f’j .

c2
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entonces se obtiene para el factor de escape

? [N 96 1a ¢
Aji (I‘) =1- W N—Qg_QJ” (I‘) — in (I‘) . (3150)

Desde el punto de vista formal, esta tltima ecuacion es un resultado interesante, ya que pone de
manifiesto que el factor de escape no depende explicitamente de ningtn proceso atéomico, sino de
magnitudes atémicas caracteristicas de los niveles involucrados en la transicién, de sus poblaciones
y del campo de radiacion.

Obsérvese que al introducir Aj; (r) el balance entre los procesos radiativos ligado-ligado se
expresa so6lo en términos del decaimiento espontédneo. Dicho de otra forma, el factor de escape
Aj; (r) permite definir una tasa equivalente de decaimiento espontaneo Ap; ., (r) = Aji (v) A¢j—ci
que incluye implicitamente los efectos de la absorcion y la emision estimulada.

Utilizando la definicién de Aj; (r), las ecuaciones de tasas pueden expresarse de la manera

siguiente,
D Neoaj (x) e (v) Te—1jci (v) + Aug 15 (v)]
J

+ ) N (r)ne (r) Egjci (r)
(jii)
+ ) Nej () [Agi () Agjmaci + e (1) Dejgi (v)]
(jii)
D Newj (0) e () [REy s (1) + 10 (0) Ry i (0) + Copnjmi (1)

(3.151)
—N¢; (r) Z ne (r) [Rzzagflj (r) +ne (r) Rgiagfu (r) +Ceimc—1j (r)}

—Nei (1) Y (A (r) Acimcj + ne (r) Deinagy ()]
(<)
—Nei (1) Y me (r) Eigj (r)
)
—Nei (v) ) [ne (1) Zeimny (v) + Augimcr (v)] = 0.
J
En primer lugar, nétese que los procesos inducidos ligado-libre ya no aparecen en las ecuaciones
por haber sido eliminados del modelo CR. Al margen de este hecho, la expresion (3.151) es exacta
desde el punto de vista formal. La introduccién del factor de escape nos permite reescribir el sistema
de tal forma que el campo de radiaciéon ya no aparece de forma explicita. Esto no significa, ni mucho
menos, que hayamos conseguido desacoplar las ecuaciones de tasas de la ecuacion de transporte

radiativo, ya que el campo de radiacién sigue estando presente, ahora de forma implicita, a través

de la definicién de Aj; (r).
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Por tanto, el siguiente paso sera encontrar la manera de transformar la ecuacion (3.147) que da
Aji (r) para conseguir desacoplar de forma efectiva el balance poblacional y el transporte radiativo.
Es precisamente en este punto donde entran en juego los diferentes modelos y aproximaciones que
podemos encontrar en la literatura para el célculo del factor de escape. No obstante, antes de
abordar de forma especifica el calculo del factor de escape y exponer la solucion adoptada en
ABAKO, vamos a continuar trabajando sobre la expresion general (3.147).

Recordemos que para evaluar los términos Jf (r) y J5; (r) es necesario integrar la intensidad
media sobre los perfiles de absorcion y emision respectivamente. Ahora bien, en ABAKO se trabaja

bajo la suposicién de redistribucién completa'® lo que implica
(a) _ (e _ (s — b — b 3.152
?;j (V)—¢ji (V)_¢ji (v) = ¢ij (v) = ¢ji (v), (3.152)

¥, por tanto, también ocurre J; (r) = J5; (r) = Ji; (r) = Jj; (r). Asimismo, para ¢;; (v) habitual-
mente utilizaremos un perfil tipo Voigt, que contempla el ensanchamiento natural de las lineas y
el debido al efecto Doppler (véase el apéndice C). Para la evaluacion de la funcion Voigt se utiliza
la técnica descrita en [135].

Bajo la aproximacion de redistribucion completa, la ecuacion (3.150) se expresa como

¢ [Neigej
Aji(r)=1- QhV'?j |:N—C_]g_Cl - 1} Jij (r). (3.153)

Por otro lado, se define la funcion fuente monocromdtica S;j (r), en su versioén para redistribu-

ci6on completa, como

Nei () Acisei 2hv3; 1
S (1) = 5 ; (r) B¢ . (r)— JifJ ‘Er) B¢ T2 eVl (3.154)
Ci Ci—Cj ¢j Cj—ci ¢ GONG ) 1
De esta forma, se obtiene para el factor de escape
1
Aji(r)=1— ——J;; (r). 1
1) = 1= gy () (3.15)

10En general, a través de los mecanismos de interaccion de la radiaciéon electromagnética con los dtomos que
componen el medio, los fotones pueden cambiar su direccion de propagacién y también su frecuencia. Este hecho
permite definir una funcion de redistribucion direccional y frecuencial que da cuenta del estado los fotones antes
y después de la interaccion. Sin embargo, esta descripcion del campo de radiacién es muy compleja y es habitual
llevar a cabo algunas simplificaciones. En particular, en la teoria de formacién de lineas espectrales, el aspecto
mas importante de la redistribucién es la variacién de la frecuencia de los fotones. La redistribucién angular no
es tan importante porque en el lugar donde ocurre la absorcion/emision, la radiacion es practicamente isétropa y
el proceso se describe razonablemente utilizando una funcién de redistribucién promediada angularmente. Ahora
bien, rigurosamente la frecuencia del fotéon emitido depende de la frecuencia del fotén absorbido. Esta correlacion
da lugar a un perfil de linea de absorcion distinto al de emisiéon. Por el contrario, si los fotones se redistribuyen de
forma totalmente independiente, sin que exista correlacion alguna entre los procesos de absorcion y emision, entonces
s6lo tiene sentido hablar de un tunico perfil de linea o, equivalentemente, considerar que los perfiles de absorcién
y emision son idénticos. Esta situacion se conoce como decoherencia o redistribucion completa y resulta ser una
buena aproximaciéon cuando, en el proceso de interaccion con la radiacion, los atomos/iones del medio también son

fuertemente perturbados por colisiones con otras particulas [67].
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En este punto es importante tratar algunas cuestiones relacionadas con la ecuacion de transfe-
rencia radiativa. Para empezar, en el contexto de la fisica de plasmas, es muy frecuente estudiar el
problema del transporte de radiacién en la situaciéon estacionaria. De esta forma la correspondiente

derivada temporal se anula y la ecuacion de transferencia resulta
e-VI(r,v,e) = —k(r,t) I (r,v,e)+j(r,t). (3.156)

También podemos ver que el término e- VI no es méas que la derivada direccional de la intensidad
sobre la direccion de propagacion e, también llamada direccion del rayo. Si s es la coordenada
espacial sobre dicha direccion, entonces la ecuacion anterior puede escribirse como

aléz, v) =—r(s,t)I(s,0)+j(s,v). (3.157)

La ecuacién anterior puede verse como una ecuacion diferencial de primer orden cuya solucion,
como se indica en el apéndice D, viene dada por
S ’
I(r,v,e)=1(s,v) =1I(sg,v)e "0 —l—/ j(s',v) e (" 5v) gy (3.158)
50
donde sy es un punto sobre la superficie frontera del medio y 7 (s, s’;v) es el espesor dptico, que
de forma general se calcula como

7 (s1,80;v) = /52 K (s,v)ds. (3.159)

s1

La expresion (3.158) se conoce como solucion formal de la ecuacion de transporte radiativo
y su interpretacion es sencilla. La intensidad en un punto s del plasma es igual a la intensidad
procedente del exterior atenuada por el factor exponencial debido a la absorciéon en el interior del
plasma, mas la intensidad emitida en la direccion del rayo atenuada por la absorcién ocurrida entre
el punto de emision s’ y el punto considerado s. Es importante darse cuenta de que, aunque hayamos
sido capaces de escribir una soluciéon para la intensidad de radiacion, para resolver realmente el
problema es necesario haber determinado con anterioridad los coeficientes de absorcion y emision
en todos los puntos del plasma. S6lo en una situaciéon de equilibrio termodinamico total, estos
coeficientes son funciones sencillas. En el caso particular de NLTE, para calcular & (s,v) y j (s,v)
hay que conocer las poblaciones de nivel y por tanto resolver las ecuaciones de tasas, pero éstas
dependen de la intensidad de radiacién. En resumen, vuelve a ponerse de manifiesto la necesidad
de resolver de forma autoconsistente el sistema de ecuaciones de tasas y la ecuacién de transporte
radiativo.

En cualquier caso, vamos a utilizar la solucion formal de la ecuacion de transporte para derivar
para algunas expresiones que nos seran de utilidad en el procedimiento que estamos desarrollando.
En primer lugar, en ausencia de fuentes externas, el primer sumando del segundo miembro en
(3.158) se anula y, por tanto,

s
I(r,v,e)=1(s,v) = / i (s, v)e (=) gy, (3.160)

S0



138 Descripcion del modelo cinético propuesto ~ABAKO-

Segun (3.155), para evaluar Aj; (r) hay que determinar previamente J;; (r) y para ello podemos

hacer uso de la expresion anterior. Asi,

Jij (r) = Ooqb(r,y) J(r,v dy——/ ; ¢ (r,v) I (r,v,e)dvd

0

/ o) [/ (s ,,)ef(sl,s;u)ds,} G

Recordemos que el término entre corchetes representa una integral sobre la direcciéon o el camino

(3.161)

seguido por el rayo y que, en consecuencia, dependeré de la direccion seleccionada en la integral
que efectta el promedio sobre todas ellas.

Si ahora sustituimos la expresion (3.161) en (3.155) se obtiene,

1 o0
Aji(r)y=1- m/o o (r,v)J (r,v)dy, (3.162a)

o bien,

i (0) =1- 55 47T/ o) U i (s',v) e (=) g | duda. (3.162b)

0

Las expresiones anteriores nos indican la manera de evaluar el factor de escape Aj; (r) asociado
a la linea (i < (j en cada punto r del espacio. Sin embargo, pensando en su implementacion
en un codigo cinético, la expresion (3.162) no es util desde el punto de vista practico, ya que el
célculo del factor de escape para todo punto r seria inabordable. Sin embargo, en buena aproxi-
macion, es posible dividir el plasma en un conjunto de N¢ regiones o celdas homogéneas. Bajo
estas consideraciones, cada celda g tendra, en general, una forma arbitraria y ocupara un volumen
V4. En cualquier punto r del interior de ¢, la temperatura tomaré el mismo valor 79, la densidad
electronica nd y las poblaciones de los iones responsables de la absorcion y emisiéon de radiacion
en la linea considerada vendran dadas por N Ly N2 I respectivamente'!. De esta forma, es posible
determinar el factor de escape Aq-- asociado a la region ¢ del espacio promediando sobre todos los

puntos del interior de ¢, AJ, = qu ji (r) dV. Teniendo en cuenta (3.162) resulta

a _
Af, =1~ Sq Ve /Vq ; ¢ (r,v)J (r,v)dvdV, (3.163a)

0 equivalentemente

q. — ’ - / 77'(5',5;1/) / ] .
A%, Sq 47rV’1 /\/q // o (r,v [/é (s,v)e ds'| dvdQdV. (3.163b)

0

1E] procedimiento que ahora empezamos a describir también es valido para tratar los efectos del transporte
radiativo en un medio donde tanto la temperatura como la densidad electrénica son uniformes. En este caso, para
dos celdas cualesquiera p y g, ocurrira TP = T9 y n2 = n, pero, en general, debido a los efectos de absorcion, las
poblaciones seran diferentes en cada zona del espacio, N gz. #* Ngi. En relacion con lo que acabamos de comentar,
también podria suceder que ain en presencia de gradientes de temperatura o densidad, existan en el medio regio-
nes de tamafo considerable donde estas magnitudes permanezcan constantes y sea entonces necesario dividirlas en
regiones mas pequenas para tratar adecuadamente el transporte de radiacién y obtener de forma precisa la distri-
bucién espacial de las poblaciones de nivel. El formalismo que se describe en este apartado contempla todas estas

posibilidades.



Ecuaciones del modelo colisional-radiativo 139

Tengamos presente que no hay pérdida de generalidad por el hecho de calcular el factor de
escape promediado sobre el volumen de cada celda. Solo hay que pensar que tomando el limite
V? — 0 a ambos lados de (3.163) recuperariamos el resultado (3.162).

Por otro lado, tras dividir el medio en diferentes regiones, es facil ver que la ecuacién de tasas

(3.151) se transforma en

Z [ Corjge AU u—»o}
q q
Z NEme€e; i Z Ne {A iAci—ci 1 ng_,@}
J
(<) (G>i)

(7)q (3)q q
Z 15 e[ <+1j~<i+”g7€c+1j—»<z‘+C<+1j—»<z}
(3.164)

q ) (3)q
—Ne; Z”q[ cioe1; FEREG 1y +Cic u}

“NEG D [Aq Afimsgs T DCHQ} = N& D niEl

J J
(3<9) (3>17)

—NGD [ngzgi—>C+1j + A“ZHGU} =0
J

Llegado este punto, es importante destacar que la expresion (3.151), mediante la cual se esta-
blece el sistema de ecuaciones de tasas, junto con la ecuacion (3.162) que permite la determinacion
del factor de escape —o de forma equivalente, en la version discretizada del medio, las ecuaciones
(3.163) y (3.164)— representan un conjunto de ecuaciones bésicas comun a cualquier modelo cinéti-
co que, bajo la hipotesis de redistribucion completa, utilice el formalismo del factor de escape para
el tratamiento del transporte radiativo ligado-ligado. Este era precisamente uno de los objetivos
que nos planteamos al comienzo de este apartado.

En el contexto de este marco téorico, las expresiones concretas que definen y caracterizan a
cada modelo particular se obtendran entonces a partir de las ecuaciones generales planteadas, ma-
nipuldndolas convenientemente y realizando sobre ellas las aproximaciones oportunas. Por ejemplo,
el simple hecho de especificar un tipo concreto de geometria va a simplificar considerablemente la
evaluacion de las integrales de superficie y volumen que aparecen en (3.162) y (3.163). En este
sentido y ante la imposibilidad de obtener una expresion concreta del factor de escape valida para
una geometria arbitraria, los modelos que encontramos en la bibliografia suelen desarrollarse sobre
alguna de las tres geometrias basicas —plana, cilindrica o esférica—. Asimismo, antes apuntabamos
que de cara al desarrollo de un co6digo computacional para el cilculo de poblaciones, la expresion
realmente 1til para la determinacion del factor de escape es (3.163). A este respecto, independien-
temente del modelo en cuestion y al margen de la integral que resulta de hacer explicita la solucion
formal de la ecuaciéon de transporte, siempre habra que abordar tres procesos de integraciéon — uno

sobre frecuencia, otro sobre superficie y un tercero sobre volumen—. Pues bien, veremos que el orden
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en el que se lleven a cabo estas integrales va a influir de forma significativa en la obtencion de una
expresion mas o menos conveniente para el calculo del factor de escape y en las caracteristicas que
finalmente definan al modelo en cuestion.

En resumen, en este apartado hemos planteado un conjunto de ecuaciones bésicas, formuladas
claramente en el contexto del estudio de la cinética de poblaciones en plasmas 6pticamente gruesos,
que definen y permiten la evaluacion del factor de escape y que, por tanto, resultan de aplicacion en
cualquier modelo de transporte radiativo basado en esta técnica. Estas ecuaciones representan un
importante punto de referencia en esta tesis doctoral, ya que, a partir de ellas vamos a deducir, por
un lado, las ecuaciones particulares del modelo implementado en ABAKO y también las de otros
modelos de caracteristicas similares que pueden encontrarse en la bibliografia. Esto nos servira, a
su vez, para dejar constancia de la peculiaridades y las ventajas o desventajas que presentan cada

uno de ellos.

El modelo de transporte radiativo propuesto en ABAKO

El formalismo que se utiliza en ABAKO para el transporte de linea cuando las condiciones
del plasma varian de un punto a otro del espacio ha sido desarrollado tinicamente para el caso de
geometria plana. La técnica, que estd inspirada en algunas de las ideas expresadas en [97,106],
es original de nuestro grupo de investigacion y sus principales caracteristicas ya fueron expuestas
en [136,137]. Asi pues, dedicaremos este apartado a presentar de forma detallada los fundamentos
basicos del modelo y sus ecuaciones méas representativas, necesarias por otro lado para la imple-
mentaciéon del mismo en el cédigo cinético. Con el objetivo de preservar una mayor claridad en
la exposicion hemos dejado para el apéndice E la deduccion de todas aquellas expresiones que
requieren de manipulaciones algebraicas extensas.

Consideremos entonces un plasma en el que las poblaciones de nivel dependen del punto del
espacio considerado, N¢; (r). En general, tanto la temperatura como la densidad electrénica también
dependerén de r, esto es,

ne (v) # cte, T (r) # cte'. (3.165)

Supongamos ahora que la geometria representativa del plasma objeto de estudio es la de una
lamina infinita de anchura L. Como se indica en la figura 3.3, a continuaciéon dividimos la lamina
en N¢ laminas mas delgadas o celdas de tal forma que, en el interior de cada una de ellas, tanto
las condiciones del plasma como las poblaciones de nivel puedan considerarse constantes. Con este
procedimiento estamos discretizando el problema inicial y en lugar de trabajar con la variable
continua z, pasamos a tener N¢o celdas homogéneas, donde, para una celda particular ¢ de anchura
Azy = 241 — Zq, la temperatura vale 7', la densidad electrénica nd y la poblacién del nivel (i es
N gi. Debemos tener presente que la discretizaciéon no supone ningun tipo de limitacién de cara a

la aplicaciéon del modelo que vamos a describir. Pensemos simplemente que, de haber optado por
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la resolucién numérica de la ecuacion de transferencia radiativa, también hubiese sido necesario
llevar a cabo un mallado espacial con el mismo criterio que hemos establecido aqui. Ahora bien,
logicamente los perfiles de densidad y temperatura sobre la anchura total del plasma influiran a
la hora de fijar el nimero de celdas N¢ necesarias para conseguir una discretizacion realista. Si
las variaciones de las condiciones del plasma son suaves, esto nos permitira reducir el ntiimero de
celdas, mientras que si existen cambios bruscos habra que aumentar el ntiimero de celdas y reducir
el tamano de las mismas.

Con estas condiciones, nuestro punto de partida es el sistema de ecuaciones de tasas (3.164) y
la expresion (3.163) que determina el factor de escape. Nos interesa, en primer lugar, particularizar
esta tltima ecuacion para geometria plana. Asi pues, la expresion general (3.162) para Aj; (r) se

reescribiria como

1 o0
A (2)=1— / 655 (2,0 J (2,0) dv, (3.166)
! Sij (2) Joso
y la ecuacion (3.163) para el factor de escape A;I-Z- quedaria de la siguiente forma
. 1 1 [z oo
Al =1~ ﬁA—zq/ / @ij (z,v)J (z,v)dvdz. (3.167)
1] Zq — 00

Para que el procedimiento que hemos iniciado sea realmente ttil debemos ser capaces de escribir
una expresion para A?Z— -0 equivalentemente para Aj; (2)— que, introducida en las ecuaciones de
tasas, permita determinar las poblaciones de nivel en cada celda ¢ sin tener que evaluar de forma
expresa la intensidad de radiacion. Para ello, centremos en primer lugar nuestra atenciéon en la
intensidad media J (z,v). Como se muestra en la figura 3.4, el problema que estamos tratando
presenta geometria axial, esto es, la intensidad de radiacion es independiente de ¢, I (r,v,e) =
I(z,v,0,0)=1(z,v,0). De esta forma, la intensidad media puede calcularse como

1 2m ™ 1 ™
J(z,v) = E/o /0 I(z,v,0)sin0dodyp = 5/0 I(z,v,0)sin6do, (3.168)

y al hacer el cambio de variable ;1 = cos# se obtiene
1 /1
J(z,v) = 5/ I(z,v,p)dp. (3.169)
-1

Asimismo, es habitual desdoblar la integral anterior en dos términos de la forma siguiente

J(z,v) = % {/_Oll(z, V,u)du+/01](z, V,u)du] . (3.170)

El segundo sumando representa la contribucion a la intensidad media debida a la radiaciéon que
se propaga hacia delante, esto es, en aquellas direcciones asociadas al sentido positivo de z. Por
otro lado, el primer sumando se corresponde con la radiacion que se propaga hacia atrds, en todas
aquellas direcciones para las que z decrece.

Definimos ahora la nueva variable 2z idéntica a z, pero con sentido positivo hacia la izquierda.

Sig= cos 0 nos da la direccion de propagacion de la radiacion respecto al sentido positivo de Z,
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Figura 3.3. Discretizacion de la lamina de anchura L en N¢ celdas homogéneas.
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Figura 3.4. Geometria del transporte radiativo en el interior de la lamina.
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entonces es posible escribir para la intensidad media

J(z,v) = % {/lf(é,z/,ﬁ)dﬁ+/lI(z,z/,u)du}. (3.171)

0 0

Por otro lado, segiin se indica en el apéndice D, la soluciéon formal de la ecuacion de transferencia

radiativa para geometria plana en una direccién arbitraria p viene dada por
1 [ /
I(z,v, 1) = I (20, v, p) e TE020)/1 4 — / (2',v) e (V) ngy. (3.172)
:u’ Z0

El término I (zg, v, i) es la intensidad incidente en el borde zy de la lamina. Asi pues, en ausencia de
fuentes externas I (zo, v, u) = 0. Por otro lado, la funcion 7 (zg, z, v) representa, de forma general,

el espesor 6ptico entre los puntos zy y z medido sobre la direccion del eje OZ!'? y calculado como

7 (20,2, V) :/ k(2 v)dz'. (3.173)
20
Teniendo en cuenta que d—; = —k (z,v) y utilizando la notaciéon 77 = 7 (z4, 2, V), la ecuacion
(3.172) se reescribe como
I(z,v,pn) / S\ v)e " M. (3.174)

Vamos a utilizar la ecuaciéon anterior para escribir la intensidad de radiacién que se propaga
hacia delante. Si tenemos presente la discretizacion en celdas homogéneas y siendo z un punto

interior de la celda ¢, entonces para 0 < u < 1 se obtiene

[

p q

Q

T ’d / T Id /
I(z,v,pu) = / S(z’,u)e*TlJr/ S(z’,y)e’Tl
p=1 /TP K 0 H
qg—1 q
T ,d /
=N s / - +Sq( )/ e (3.175)
p=1 TP+1 0 1%
qg—1
=N s [ =P 6771)/#} + 5% (v) {1 _ e*f"/u} .
p=1

Es posible escribir una ecuaciéon analoga para la intensidad que se propaga hacia atras. Con z
representamos, usando una coordenada diferente, el mismo punto perteneciente a la celda ¢ al que

nos referiamos anteriormente. De esta forma, para 0 < i < 1 se tiene

N,
I(Zv, i) = 87 (v) [1 - e—T"“/ﬂ} + Zc: SP () {e_Tp/ﬁ - e_TPH/ﬁ} . (3.176)
p=q+1

Ahora sustituimos los resultados (3.175) y (3.176) en (3.171) y llegamos a la siguiente expresion

para la intensidad media

(3.177)

12Téngase en cuenta que el espesor 6ptico correspondiente al camino real recorrido por el foton seria 7 (21, 22, v) /.
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A su vez, esta ultima ecuacion puede utilizarse para determinar Aj; (z) de acuerdo con (3.166)
y luego sustituir este resultado en (3.167). Finalmente, encontramos la siguiente expresion para el

factor de escape A%,

11 ot q§ —rrtl/y —7P
: q =1

+5¢ (y)/ [1 - e—”/ﬂ dp+ S9 (y)/ {1 - e—”“/ﬁ} dji (3.178)
0 0
N¢ 1 )
+ Z SP (V)/ [e—fp/ﬂ _ e—TH /ﬁ} dﬂ}.
p=q+1 0

Por otro lado, de cara a la obtencién de la expresion final de Agi es también importante fijar
el orden en el que se van a evaluar las tres integraciones que aparecen en (3.178). A este respecto,
hemos decidido adoptar el mismo criterio que se propone en [106] y llevar a cabo, en primer lugar,
el promedio sobre las posibles direcciones de propagaciéon de la radiacién —integral sobre p—, a
continuaciéon el promedio sobre todos los puntos de la celda considerada —integral sobre z— y, por
altimo, la integral frecuencial sobre el perfil de linea.

Tal y como se indica en el apéndice E, tras efectuar las dos primeras integraciones se obtiene

1- A% _5_7]/— dv e, { ()[1—%(3—&»(&‘1))]

+ Z SP (v QA ~ B3 (771) — B3 (777 + ATY) (3.179)
pséq

+E5 (P71 + AP + A7) — B3 (P9 4+ A'rp)] },

donde AT7Y es el espesor Optico de la celda g y 7P¢ el espesor Optico asociado a la distancia entre
los bordes més cercanos de la celda p y la celda ¢ (figura 3.3).

Es importante destacar que, con la excepcién de la hipotesis de redistribucién completa, este
altimo resultado para A;I-Z- sigue siendo exacto desde un punto de vista formal. Téngase en cuenta
que la integral que queda por efectuar es la integral frecuencial, lo que significa que los detalles de
la geometria del plasma son tratados de forma exacta en el modelo propuesto.

La expresion (3.179) atn no es adecuada para su implementacion en el modelo CR, porque
tanto las funciones fuente de cada celda como los espesores Opticos incluyen contribuciones de
todas las lineas del espectro discreto y también del espectro continuo y esto hace que el calculo
sea inabordable. Por tanto, es necesario hacer algunas aproximaciones y continuar trabajando
sobre dicha expresion. Como el proceso es un poco largo, para dar continuidad a esta exposicion,
comentaremos aqui solamente los resultados finales. Los detalles de la deduccién pueden consultarse
en el apéndice E.

Asi pues, a partir de aqui trabajaremos bajo las siguientes aproximaciones:
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= En general, la funcion fuente S? (v) asociada a una celda dada ¢ contiene contribuciones tanto
del espectro discreto como del continuo. Pues bien, asumiremos que esta tltima contribucién
es despreciable, para considerar exclusivamente la aportacién debida a las transiciones del

espectro ligado-ligado.

= Suponemos que no hay solapamiento entre lineas distintas del espectro ligado-ligado. De esta
manera y con la suposicion anterior, la funciéon fuente en cada celda puede aproximarse por

la correspondiente funcién fuente monocromética.

Con estas consideraciones, se demuestra que el factor de escape AZ,L- viene dado por

No gp.
— 1) ]
Aj; = CY; - Z ﬁcﬁlv (3.180)
p=1 "4
p#q
siendo
Ch= [ dvel; (v) 7 F (A7), (3.181)
0 i
’ 1 [ 1
ogr =3 [ sty ) g [ (o7 + 878 — F (02 315
0 i

— F (1] + Al + ATh) + F (7] + A7),

1) tj
y con F (1) :%—Ezg (7).

En las ecuaciones anteriores,

ATiqj = ’QEHQ (v) Az, (3.183)
g—1
=1 = 3 K W) Az, p<yq, (3.184)
r=p+1

y /@giﬁc ; es el coeficiente de absorcién en la celda ¢, dado por

2 q
Kling (V) = %N&Z—ZQ;V% Acj—citi; (v) (1 - %%) : (3.185)
La ecuacion (3.180) tiene una interpretacion sencilla. El primer sumando representa la probabi-
lidad de que un foton asociado a la transicion (j — (i y emitido en algin punto de la celda g escape
de la misma. Por otro lado, el sumatorio en (3.180) representa los efectos que la radiacion emitida
en otras zonas del plasma provoca en la celda ¢. En concreto, individualmente, cada término de
la suma se interpreta como la correcciéon a la emisién espontanea en ¢ debida al hecho de que un
foton emitido en la celda p pueda viajar a través de la lamina para ser finalmente absorbido en la
zona q. En este sentido, los C’fiq son bautizados como coeficientes de acoplamiento radiativo.
Teniendo en cuenta la definicion (3.154) para la funcion fuente monocromaética, se obtiene para
el factor de escape N
A —cn x—é—g“% :gcﬁi . (3.186)
p1 1V¢q 96tV G T 9CidN g
PFq



146 Descripcion del modelo cinético propuesto ~ABAKO-

Al introducir la ecuacion (3.186) en (3.164) resulta un sistema de ecuaciones no-lineales para
las poblaciones de nivel. La no-linealidad no sélo es debida al factor que multiplica a Cfiq en la
ecuaciéon anterior, sino que también se introduce de forma implicita a través de las expresiones
utilizadas para evaluar tanto Cji como C’i-"" , ya que éstas dependen de los espesores 6pticos y éstos,
a su vez, de las poblaciones de nivel.

La cuestion ahora se centra en como resolver el sistema de ecuaciones no-lineales. Hemos com-
probado que una buena manera de proceder es la siguiente. En primer lugar, definimos

N9 N4
CVPCI _ gC]NC’i gQNCj CP4 (3 187)
Ji NP AP gt '
QCJN@' - QCzNgj

Esto nos permite escribir para el factor de escape

N¢ é) _

A =Cfi =) e O (3.188)
p=1 ¢J
pF#4q

Sustituyendo esta expresion en el sistema de ecuaciones de tasas (3.164), éste resulta

q q74 q q .,q9c4
ZNC*” {”ezqflj%i +A“@1je<z} + Z Negnetej—ci
J J

(<)
q q o q _ P AP L
+ > NG [Cﬂ"‘éﬂ—@ + ”ZDCJAQ} > D NGO A
j P
(7>1) (p#4) (5>i)

(r)q (3)q
+ Z Nejayné {Ralwu TR et CZHP@}
J

o . (3.189)
q r)q 3)a q
—Nei Z”Z {R@H@U + anCiﬂcflj + Cgiagfu}

J
—NG D [C%ACHCJ T ”Zpgi—»g} + 2 D NECH A

j b

(j<i) (p#9) (j<i)

q q q q q —
NG Z mebiiog ~ Naz {"gzcmqm T A“a—»<+1j} =0
J

J
(5>1)

Obsérvese que, al aparecer las sumas sobre celdas, la expresion anterior tiene el aspecto de un
sistema lineal de ecuaciones donde las incognitas son las poblaciones Ng,t. para cada nivel (i y en
cada celda ¢. Realmente el sistema es no-lineal por las razones que expusimos anteriormente, pero
podemos utilizar entonces el método de Newton y proceder de forma iterativa. Asi, los coeficientes

ct y P

i responsables de introducir las componentes no-lineales en el sistema, se evalian con

las poblaciones del paso anterior y en el paso actual se resuelve un sistema lineal para las Ngi. El
proceso se repite hasta alcanzar convergencia.
La dimension del sistema que hay que resolver en cada iteracion es No x Np. La expresion

(3.189) proporciona No x N, — 1 ecuaciones linealmente independientes que, como de costumbre,



Ecuaciones del modelo colisional-radiativo 147

se completan con la conservacion de particulas
> O> NE = nion. (3.190)
P G

Podriamos pensar en evaluar directamente Agi utilizando las poblaciones de un paso anterior
e intentar resolver el sistema (3.164) para las poblaciones pertenecientes a una misma celda. Sin
embargo, este procedimiento no es estable numéricamente debido a que de forma explicita las
diferentes regiones del plasma sélo estarian acopladas a través de la condiciéon de cierre.

En conclusion, la ecuacion (3.188) para Agi, junto con las expresiones (3.181) y (3.182) para la
evaluaciéon de los coeficientes de acoplamiento radiativo, conforman las ecuaciones fundamentales
de nuestro modelo de transporte radiativo.

Por ultimo, una vez que hemos planteado las ecuaciones del modelo para el caso de un plasma no-
homogéneo, resulta muy sencillo obtener las correspondientes al caso homogéneo. En esta situacion
se considera que la poblacion de cualquier nivel atomico (i se distribuye uniformemente sobre todo
el medio y que, en consecuencia, toma el mismo valor N¢; en todos los puntos del espacio. Asimismo,
tanto la densidad electrénica como la temperatura se consideran también constantes en todo el
medio, siendo sus valores n. y T, respectivamente.

Las ecuaciones para un plasma homogéneo se obtienen cuando se particulariza la situacion
no-homogénea para el caso de una tunica celda, No = 1. De esta forma, el sistema de ecuaciones
de tasas resulta

Y Nt [neTe—1jci+ Auc—tjcil + D Nejnelejci
’ (ji’i)

+ ) Ng [MjiAcjoci +neDejmcil + Y Newine [Reprjmes + meRi1joci + Certjoci]
(ji’i) ’

“NG S ne [RE o1y +neRE e vy +Ceimey] = Nei Y [AijAciocs +1eDeimcs]
; .

(3.191)

J
(3 <)

—N¢; Z ne&imgj — Nei Z neZ¢imctij + Aucimctr;] = 0.

J J
(3>1)

A la hora de evaluar el factor de escape, la suma en celdas desaparece y se obtiene
& 1
A]‘i = / ¢ij (1/) —F (Tij) dv. (3192)
—0c0 Tij

Aunque el modelo de transporte radiativo para plasmas no-homogéneos ha sido desarrollado exclu-
sivamente para geometria plana, en el caso homogéneo, ABAKO utiliza los resultados obtenidos
en [106-108] e incorpora la posibilidad de llevar calculos cinéticos para las tres geometrias basicas
—plana, cilindrica y esférica—. A este respecto, en la ecuacion (3.192), el espesor 6ptico se calcula
como 7 = Tij (V) = K¢iej (V) L, siendo L la dimension caracteristica del plasma, que en geome-

tria plana representa la anchura de la lamina y en los casos cilindrico y esférico representa el radio
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correspondiente. El funcional F (1) depende también de la geometria considerada. Asi, como ya

hemos demostrado y como también se indica en [107], para la lamina infinita se obtiene

1
F(r)= 3~ Es (7). (3.193)
Para el cilindro infinito, el calculo de F (1) se lleva a cabo mediante interpolacion sobre una funcion

definida numéricamente en [108], mientras que en el caso esférico se demuestra [106]
3 11 1\ _,.
F(T)Z{1§|:§(T+§)€ H (3.194)

Comentarios acerca del modelo propuesto y comparacion con otros modelos de la bibliografia

Los trabajos de Irons [102-104] constituyen las referencias bésicas donde se expone y se revisa
el marco teorico relacionado con el concepto del factor de escape y los métodos para su evaluacion.
También es muy ilustrativa la exposicion que se hace del tema en [68]. Cuando un foton de una cierta
energia viaja a través de un medio puede ser capturado en un punto de su interior o bien puede
escapar del mismo. Dichos mecanismos son complementarios y, en este sentido, en los articulos
anteriores, se habla del caracter dual asociado al factor de escape, ya que puede definirse en
términos de la fuga de fotones hacia el exterior del plasma o a través de la captura de fotones en
su interior. Esta distincion establece a su vez dos formalismos diferentes en torno al concepto de
factor de escape, cuyo analisis nos va a permitir contrastar y poner de manifiesto las caracteristicas

mas relevantes del modelo de transporte radiativo propuesto en esta tesis.

En el primero de los casos, el factor de escape se define a partir de consideraciones de tipo
probabilistico y representa el procedimiento mas utilizado en el contexto de los plasmas de labo-
ratorio. Esta es la descripcion en la que se enmarca el modelo de transporte radiativo desarrollado
por Apruzese et al. [97-99], uno de los méas conocidos y utilizados en la bibliografia con el objeto de
evitar la resolucion simultédnea de la ecuacion de transporte y las ecuaciones de tasas. Este modelo
ha servido de base a otros trabajos publicados con posterioridad [100, 101, 105] que, en conse-
cuencia, utilizan el mismo formalismo. Otros trabajos desarrollados también bajo el mismo marco
teorico son [106-108]. Asi pues, por ser un referente para la contrastacion del modelo propuesto
en ABAKO, resulta conveniente exponer las ecuaciones mas representativas de este formalismo.
Como se indica, por ejemplo, en [102], esta teoria se basa en el concepto de probabilidad de escape.
El punto de partida es la definicion de la probabilidad de que un foton de frecuencia v se propague
en una cierta direccién e una distancia desde el punto de emision s hasta el punto sg, equivalen-
te al espesor optico T (so, s; V), sin ser absorbido. Dicha probabilidad viene dada por e T(s0.50)

Promediando ahora sobre todas las frecuencias asociadas a una misma linea se obtiene el llamado
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factor de transmision'3,

T (1ij) = /OO bij (v) e T gy, (3.195)
—0

Tengamos presente que en la expresion anterior se considera el perfil de linea independiente del
punto del espacio considerado. Sin embargo, el factor de transmision conserva tal dependencia a
través del espesor Optico. Asimismo, el espesor optico incluye solamente la contribuciéon debida a
la linea considerada y se calcula como 7;; (81, S2;v) = Keimej (V) (s2 — s1), donde el coeficiente de

absorcion monocromético es también independiente de r.
Por ltimo, el promedio de T (7;;) sobre todas las direcciones del espacio determina la probabi-

lidad de escape,

1
0ji (r) = E/ST(T’”)CZQ’ (3.196a)
esto es,
1 (oo}
0ji (r) = — / / b (v) e TS quaQ), (3.196b)
ar S J—oo

donde r = (s, €) y siendo sp un punto de la superficie S que delimita el medio. En algunos trabajos
se habla indistintamente de probabilidad de escape o factor de escape, mientras que en otros se
reserva esta tltima denominacion para el promedio de 6}; (r) sobre todos los puntos del volumen
ocupado por el medio.

Como apuntidbamos antes, existe una segunda descripcion, quizd mas comun en la literatura
astrofisica, en la que se introduce el concepto de factor de escape como una técnica para reescribir
de manera alternativa la tasa neta de emision radiativa entre dos niveles atomicos dados [68,
102,104, 138]. Este es el formalismo que hemos adoptado en ABAKO. En este caso, el factor de
escape se identifica con el llamado coeficiente de Biberman-Holstein o también net radiative bracket,
denotado por Aj; (r) y cuya definicion se establece a partir de la ecuacion (3.147). De acuerdo con
esta vision, es Aj; (r), y no j; (r), la magnitud que de manera natural interviene en las ecuaciones
de tasas, tal y como se ha expuesto en esta tesis.

Asimismo, en todos estos trabajos [68,102,138] se comenta que 6;; (r) y Aj; (r) representan
conceptos relacionados, pero también se deja bien claro que son magnitudes diferentes. Por otro
lado, en [68] y [138] se dice que, al abordar el problema de la determinacion de las poblaciones de
nivel y plantear las correspondientes ecuaciones de tasas, es frecuente aproximar el factor Aj; (r)
por 6j; (r) y se enumeran las condiciones bajo las cuales seria licita tal suposicion. Es méas, teniendo
en cuenta que es una cuestién de interés para el trabajo que se presenta en esta tesis, vamos a
poner claramente de manifiesto en qué situacion podria considerarse Aj; (r) = 6,; (r). Para ello,

recuperamos la expresion (3.162),

1 1 o . ’ —7(8',s50) 3.1
Aji(r)y=1- ) E/s/o ¢ij (r,v) [/50 j(sv)e ( )ds'| dvdQ. (3.197)

13 Aunque no es costumbre habitual en la bibliografia del tema, vamos a incluir en la notacién el subindice ji para

subrayar el hecho de que las magnitudes definidas estan asociadas a una linea concreta del espectro ligado-ligado y

para facilitar el establecimiento de posibles correspondencias con expresiones aparecidas en secciones anteriores.
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Supongamos, en primer lugar, que el perfil de linea es independiente de r, ¢;; (r,v) = ¢;; (V).
Tengamos en cuenta, por ejemplo, que, si consideramos el ensanchamiento de la linea por efecto
Doppler, en esta aproximacion el medio debe ser isotérmico. Por otro lado, asumiremos que las po-
blaciones de nivel tampoco varian con el punto de espacio considerado y que, en consecuencia, para
cualquier nivel atémico (i podemos escribir N¢; (r) &~ N¢;. Bajo estas condiciones, tanto el coeficien-
te de emisién como el de absorciéon son constantes en todo el medio, j (r,v) ~ j (v) y & (r,v) = k (v),
y, en particular, el espesor 6ptico puede calcularse como 7 (s1, $2;7) = Kk (V) (s2 — s1). Aplicando

estas aproximaciones sobre (3.197) resulta

A (r) ~1— S_”E / / b1 (1) § ) { / 0 e_"(”)(s_s/)ds'} dvd€2. (3.108)

Tras efectuar la integral entre corchetes se obtiene

i) R (s—
Aj () =1 — —— ; — e WMs=s0) | q4u,dQ), 1
J (I‘) SZJ 47T o ¢] (V) [ € } v (3 99)

Supongamos ahora que tanto el coeficiente de absorcién como el de emisién incluyen exclu-
sivamente la contribucién de la linea considerada. Esto es, se desprecia el fondo de radiacion
procedente del continuo y también el solapamiento con otras lineas del espectro ligado-ligado. Asi,
K (V) R Keimej (V) Y J (V) = jej—ci (V). Sabiendo que S = keimej (V) [jej—ci (V) ¥ que el perfil de

linea esta normalizado, se llega finalmente a

1 > .
Aji (r) = = /S /O dij (v) e 7505 dudQ. (3.200)

El segundo miembro de esta tltima expresion es idéntico a la ecuacion (3.196) que define 6j; (r).
Por tanto, a través del procedimiento que acabamos de presentar se pone de manfiesto bajo qué
condiciones es posible considerar

Aji (r) =~ 05 (r). (3.201)

En conclusion, en el momento de abordar un célculo cinético, siendo Aj; (r) la magnitud que
permite reescribir convenientemente las ecuaciones de tasas, rigurosamente, ésta sélo podra susti-

tuirse por 6j; (r) cuando se den las siguientes condiciones:
= Redistribucion frecuencial completa.

= La distribucion de poblaciones se considera uniforme, dicho de otra forma, el medio debe ser

homogéneo.

= No hay variaciones locales del perfil de linea. En el caso de incluir ensanchamiento por efecto
Doppler, este hecho implica una distribucién uniforme de temperatura; y si se considera
ensanchamiento colisional o Stark, la densidad electrénica deberia ser la misma en todos los

puntos del medio.
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= No hay solapamiento entre lineas del espectro discreto y la intensidad de la radiacion del

espectro continuo es despreciable.

Aunque es posible establecer la definiciéon de Aj; (r) —ecuacion (3.147)- sin necesidad de asumir
redistribucion completa, lo cierto es que habitualmente se hace uso de tal aproximacion —ecuacion
(3.153)— para facilitar la obtencion de una expresion para Aj; (r) adecuada para su posterior im-
plementacion en un coédigo computacional. En este sentido, la hipdtesis de redistribucion completa
es una aproximacion compartida tanto por los modelos basados en la evaluacion de Aj; (r) como
por aquéllos que trabajan con 6;; (r). Sin embargo, una diferencia importante entre ambos for-
malismos es que, como acabamos de ver, 6;; (r) solo es aplicable sobre medios homogéneos. Por
tanto, es llamativo que en muchos casos se utilice esta magnitud para calculos cinéticos en plasmas
gruesos en los que el resultado final da lugar a una distribuciéon no-uniforme de poblaciones. A
esta cuestion se hace referencia en [139], cuando se dice que §;; (r) representa una aproximacion
global que, sin embargo, es aplicada localmente. Asismismo, debemos también tener presente que
despreciar la radiacion del continuo y la contribucion de otras lineas distintas de la considerada es
una aproximacion asumida desde las primeras etapas del formalismo de la probabilidad de escape.
En cambio, en el contexto de Aj; (r), desde el punto de vista teérico, no habria ningan problema
para incluir tales contribuciones a través de la intensidad media J (r, v); aunque, es cierto que, con
el objeto de reducir el coste computacional, suele utilizarse también la misma aproximacion.

Por ultimo, otra diferencia entre Aj; (r) y 0;; (r), subrayada en [139], es que la primera de estas
magnitudes podria tomar valores mayores que la unidad, mientras que la segunda, definida en un
contexto probabilistico, esta limitada a los valores comprendidos entre cero y uno. Esto significa
que en el formalismo asociado a Aj; (r) es posible obtener una tasa neta de emision de linea superior
a la correspondiente tasa de emision espontanea, justificando asi la amplificacion de la radiacion
emitida en un linea del espectro debido a los efectos de emision estimulada. A través de 6;; (r)
careceria de sentido abordar este tipo de cuestiones, asi como otras relacionadas con una posible
inversion de poblacion.

En conclusion, la discusion planteada ha servido para poner de manifiesto con caracter general
las diferencias existentes entre los dos formalismos mas utilizados en la literatura para la evaluacion
del factor de escape. Logicamente, aquellos modelos desarrollados en el contexto probabilistico
heredaran todos los incovenientes que hemos expuesto asociados a la magnitud 6j; (r). Por el
contrario, el modelo de transporte radiativo propuesto en ABAKO, basado en el factor de escape
Aji(r), es de aplicacion en el caso de plasmas gruesos no-homogéneos, permitiendo variaciones
locales del perfil de linea y calculos cinéticos en presencia de gradientes de temperatura y densidad
electronica.

Nos interesa ahora pasar a un analisis més especifico. El modelo de Apruzese et al. —como

apuntdbamos antes, un importante referente entre las propuestas basadas en la probabilidad de



152 Descripcion del modelo cinético propuesto ~ABAKO-

escape— es, al menos desde un punto de vista conceptual, similar al modelo de transporte radiativo
desarrollado en ABAKO, ya que, en los dos casos, los efectos de opacidad se introducen mediante
la definicién de coeficientes de acoplamiento radiativo. Es importante entonces sacar a relucir las
diferencias entre ambos modelos y, en particular, dejar constancia explicita de las aproximacio-
nes asumidas en el de Apruzese como consecuencia de su origen probabilistico. El modelo que se
propone en ABAKO es més exacto y general, hasta el punto de que, como vamos a demostrar a
continuaciéon, haciendo aproximaciones sobre sus ecuaciones bésicas es posible obtener la expresion
de los coeficientes de acoplamiento radiativo debida a Apruzese. Para ello, consideremos nueva-
mente el medio con geometria plana al que haciamos referencia en la figura 3.3 y recuperemos la
expresion (E.19) que utilizamos en el proceso deductivo de nuestro modelo. Si escribimos Es ()

en su forma integral, esta expresion resulta

1 0o ATY iy
A?l :@/mdwﬁj (V){ 1(v) 1—m/ dT/ dpe™ ]

P94 AT 1 / PO ATP AT 1 )
p T/ _ —T/K
Jrz S 2AT‘1 /Tm dTA due /qu+ATp dTA due )

p#q
(3.202)

Ahora, sobre la ecuaciéon anterior vamos a hacer el mismo conjunto de aproximaciones bajo las
cuales podia establecerse Aj; (r) =~ 6,; (r). Consideremos pues que el perfil de linea es el mismo en
todas las celdas, esto es, gf)gj (v) = ¢i; (v) y, por otro lado, que los coeficientes de absorcion y emision
se determinan solo a partir de la contribucion de la linea (i <> (j. De esta forma, S? (v) ~ Sf’j y
T = 7;5. Si ademés reordenamos las integrales para efectuar primero la integral frecuencial, luego

la integral sobre p y, por dltimo, sobre 7, la ecuacion (3.202) se expresa de la siguiente manera

1 ATiqj 1 00 y
1—AY% %1——/ dT/ du/ dvei; (v)e T/#
7 AT oo /
qur 7. /
—
/T dr A dp / dvgis (v (3.203)

qurAT JrATlJ
f/ dT/ du/ dvei; (v)e /M.
TZLI+AT% 0

p
z_: Sq 2A'r
p#q

Obsérvese que la integral frecuencial coincide con la definicion (3.195) del factor de transmision

T (ﬁ) ode P, (ﬁ), como se denota en [97,99]. La tdltima ecuacion puede reescribirse, por tanto,
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como

1 AT{IV 1
1—A?i%1——q/ ’dT/ duPe<I>
ATij 0 0 K

N¢ Sf)] 1 /Tqu'i‘AT?jd /ld P .
s aneg [ Th M (3:200
PF#q

Tqu+ATfj +A7'fj 1 -
— dr duP. | — | |.
TI+ATE 0 1%

B

En el modelo de Apruzese se define la probabilidad promediada angularmente P, (1) de que un
foton de linea viaje un espesor éptico 7 sin ser absorbido como P, (1) = fol d,uPeﬁ. Asi, se llega a

la siguiente expresion

. 1 AT?J- B Nco Sf)] 1 Tqu-‘rAT?j B qu+A75+AT% B
A, =~ A drP. (1) — TN drP. (1) — drP. (1)].
Tij Jo =1 Zii Tij TP TPt ATE
PF#q

(3.205)
Esta tltima ecuacién es importante en la discusion que estamos llevando a cabo, ya que la
expresion que multiplica al cociente entre funciones fuentes es exactamente la que se propone

en [97] para los coeficientes de acoplamiento radiativo, que aqui denotaremos como cqu . Asi,

1 Tqu-‘rAT?j B T£q+ATZ+AT§j B
Al = —— dr P, — dr P, , 3.206
= oamr || . ) / BV (3.206)
ademas, definimos cj.i como
1 AT;’J. B
a _
Cj'i = A—TZ(‘J] /0 dTPe (T) . (3207)
Por tanto,
Nc gr
a4 4 Zij pq
Al & nglcgi. (3.208)
p=1 "4

p#q
Podemos utilizar esta tultima expresién para establecer una primera comparacién con el modelo

propuesto en ABAKO, en particular, con la ecuacion (3.180). En lugar de trabajar a partir de
principios fundamentales, como ocurre en ABAKO, en [97] se define directamente la probabilidad

de que un fotén de linea emitido ¢ sea absorbido en la celda p a través de
P, (Tqu) - P, (Tqu + ATZ-pj) , (3.209)

y es el promedio de tal probabilidad sobre todos los puntos de la celda ¢ da lugar a la expresion
(3.206) para los cff . Podemos decir entonces que en el modelo de Apruzese, los coeficientes de
acoplamiento radiativo se obtienen a partir de consideraciones fenomenologicas.
Por otro lado, sabemos que el cociente de funciones fuentes monocromaticas puede escribirse
como
S NG 96NG — 9¢iNg;

L L U (3.210)
Sy NG 96 NG — 9¢iNg;
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Pues bien, para llegar finalmente a la ecuacion de tasas que aparece en [97] debemos imponer

N&; 9N — 9N, N N

o o 3.211
N 96iNG = 96iNG NG ( :

o lo que es lo mismo
96iNG = 96NG; (3.212)
ngNé)i - QCiij ' .

Tal aproximacion s6lo puede asumirse con todo rigor cuando las poblaciones de los niveles
involucrados en la transicién son idénticas en los puntos de emision y absorcién, dicho de otro
modo, cuando la distribucion de poblaciones es uniforme en todo el medio. No podia ser de otra
manera, ya que el modelo de Apruzese se desarrolla en un contexto probabilistico y ésta fue una
de las conclusiones de la comparacion general entre los métodos basados en la evalucion del factor
6;; y aquéllos basados en Aj;. No obstante, tengamos en cuenta que en [97] se fuerza una cierta
dependencia espacial en las poblaciones al mantener la posibilidad de que el cociente N é’ J /N gj sea,
distinto de uno. Este es un claro ejemplo de como el formalismo de la probabilidad de escape se
aplica de forma local —aunque estrictamente no podria hacerse— para posibilitar la obtenciéon de
una distribucién no-uniforme de poblaciones debida a los efectos del transporte radiativo.

En conclusién, hemos puesto de manifiesto que el modelo de transporte radiativo desarrollado
en esta tesis doctoral engloba la propuesta presentada en [97] y, en consecuencia, también otros
trabajos posteriores que se derivan de ella. En concreto, las ecuaciones del modelo [97] se obtienen
a partir de las de ABAKO en el caso particular de que el medio sea homogéneo y no existan
variaciones espaciales de las condiciones de temperatura y densidad.

Alcanzado este punto, nos queda atn un asunto que discutir. Independientemente de que el
modelo en cuestion tenga como punto de partida la probabilidad de escape, como [97], o el ba-
lance entre los procesos radiativos ligado-ligado, como sucede en ABAKO, la determinaciéon de los
coeficientes de acoplamiento conlleva siempre la evaluacion de las tres integrales ya mencionadas
en este apartado. En [97,100] se sigue el siguiente orden de integracion: primero la integral fre-
cuencial, luego la integral angular y por tltimo el promedio espacial. En [98] se lleva a cabo una
parametrizacion analitica la integral sobre frecuencia en funcion del espesor 6ptico para perfiles de
linea tipo Doppler y tipo Lorentz, con errores méaximos del 4 % y 8 %, respectivamente. En [99] se
hace lo propio para un perfil Voigt. En este caso, el error medio ronda el 20 %, aunque puede llegar
hasta el 40 %. Dicha parametrizacion permite después evaluar analiticamente las dos integrales
restantes, por lo que el modelo en su conjunto es muy eficiente desde el punto de vista computa-
cional. Sin embargo, como la integral frecuencial es la primera en calcularse, los errores derivados
del ajuste paramétrico van a propagarse a través de las integrales dependientes de la geometria
del plasma, por lo que, el error global del método siempre sera algo mayor que el cometido en la
parametrizacion. En ABAKO, sin embargo, seguimos la idea sugerida en [106], de forma que la

integral angular y el promedio sobre cada celda se llevan a cabo antes que la integral frecuencial,
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lo que nos permite resolver de forma exacta los detalles relativos a la geometria del plasma. Asi,
los errores cometidos en la evaluacion de los coeficientes C]qi y C;’Z-q proceden exclusivamente de la
evaluacién numérica de la integral frecuencial correspondiente. En nuestro modelo, este calculo es
el mas exigente desde el punto de vista computacional, aunque los tiempos de computaciéon siguen
siendo asumibles en el contexto de un calculo cinético completo —del orden de unas pocas horas—.
No obstante, este punto constituye actualmente una desventaja frente al modelo de Apruzese, que,
por otro lado, no parece dificil de solventar. La rapidez de dicho modelo es consecuencia directa
del ajuste paramétrico sobre la integral frecuencial. Por tanto, como linea futura, seria interesante
analizar las posibilidades de parametrizacion de las expresiones (3.181) y (3.182), con la ventaja de
que, en este caso, las otras dos integrales ya estéan resueltas y no habria propagacion de errores. Por
otro lado, el orden de integracion que adoptamos en ABAKO subraya la dependencia del factor
de escape con el perfil de linea ¢;; (v) y, segtn [106], tal procedimiento resulta conveniente para
evaluar la contribucion al factor de escape de los fotones pertenecientes tanto al centro de la linea
como a las alas —ademas, de acuerdo con [104], esto altimo constituye un criterio de calidad para
cualquier aproximacion utilizada en el calculo de Aj; (r)-. Asimismo, el hecho de que la integral
frecuencial sea la ultima en ser evaluada hace particularmente sencillo trabajar con otro tipo de
perfiles, distinto a los méas habituales —~Doppler, Lorentz o Voigt—. Por ejemplo, como se sugiere
en [106], podrian utilizarse funciones apropiadas para incluir el ensanchamiento debido al efecto
Stark. A priori, un algoritmo adecuado de integracion numérica nos permitiria en ABAKO evaluar
la integral frecuencial sobre el nuevo perfil. Esta versatilidad no es compartida por el modelo de
Apruzese, donde este ejercicio dificilmente podria llevarse a cabo, ya que no existe la parametri-
zacion correspondiente. En este caso, habria que evaluar numéricamente la integral frecuencial y

también las dos restantes, puesto que ahora no podrian llevarse a cabo de forma analitica.

Por otro lado, independientemente del formalismo utilizado para la evaluacion del factor de
escape, debemos tener en cuenta que si la geometria representativa del medio es infinita en alguna
de las direcciones del espacio, esto puede dar lugar a la aparicion de divergencias en el momento
de calcular el promedio angular. En particular, cuando el término de emision estimulada domina
sobre el de absorcion, el coeficiente k¢i—¢; (V) se vuelve negativo y también el espesor optico. Esto
ultimo significa que existe alguna frecuencia para la que, de forma neta, no se destruyen sino se
crean nuevos fotones. En consecuencia, la intensidad de la radiacion a dicha frecuencia no se atenta
a medida que se propaga por el medio, sino se amplifica. Por tanto, si 7;; < 0, las divergencias
apareceran cuando, efectuando el promedio angular, evaluemos la contribucién asociada a una de las
direcciones con longitud infinita. En el modelo que hemos propuesto, desarrollado para geometria
plana, cuando 7;; < 0, el problema se soluciona asumiendo de forma artificial que 7;; = 0. De

esta forma, podemos evaluar sin complicaciones los coeficientes C_;I'i y Cfiq y, aun asi, mantener la
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posibilidad de que A?i > 1 e incluir parcialmente los efectos de la emision estimulada, ya que el
cociente Sf’j /S{; podria tomar valores negativos.

Por 1ltimo, en relacion con el procedimiento iterativo para la resolucién del sistema de ecua-
ciones (3.189), en ABAKO no se ha implementado atn ningin método de aceleracion de la con-
vergencia. Teniendo en cuenta que en la literatura se han propuesto algunas técnicas a este res-
pecto [140,141], ésta es una mejora en el codigo que pensamos abordar proximamente. Asimismo,
estamos particularmente interesados en extender el formalismo que se ha descrito en este apartado
a las otras geometrias bésicas —cilindrica y esférica— y también en estudiar la posibilidad de incluir

en el modelo de transporte los efectos debidos a la radiacion del continuo y al solapamiento de

lineas del espectro discreto.

3.6 Calculo de propiedades radiativas

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones de tasas y conocida, por tanto, la distribucion de
poblaciones en el plasma, ABAKO dispone de un modulo, denominado RAPCAL [142], para el
célculo de las principales propiedades radiativas, tales como la emisividad y la opacidad multifre-
cuenciales, opacidades medias, funciéon fuente e intensidad especifica. Algunas de estas magnitudes
ya han sido mencionadas en secciones anteriores por necesidades de la exposién. Ahora volveremos
a retomarlas para describir adecuadamente este nuevo modulo.

Denotamos por j (1) y k (v) el coeficiente de emision y absorcion, respectivamente. Tanto uno
como otro incluyen las contribuciones debidas al espectro ligado-ligado, ligado-libre y libre-libre,

esto es,

3 W) =g (V) + Gog (V) + Jgs (V) (3.213)

K (V) = ke (V) + kg (V) + K5 (V). (3.214)

Exponemos seguidamente de qué manera se evaltia cada contribucion.

La emisividad ligado-ligado viene dada por

Ju (v) = ZZjCj—»Ci V), (3.215)

¢

con
hV,L' 1

Jeimci (V) = 4—7:chch—»@</>@ (v). (3.216)

De forma analoga, para la absorcion ligado-ligado tenemos
kop (V) =YD keing (V) (3.217)
(O]

siendo
hl/i ; a e
i (V) = L (NeiB.c; = NeiBE ) 033 (0). (3.218)



Calculo de propiedades radiativas 157

Utilizando las relaciones existentes entre los coeficientes de Einstein —ver apéndice B, es posible
reescribir la ecuacion anterior en términos del coeficiente de decaimiento espontéaneo,

hl/ij . g¢j 02

A gei 2hl,

 Nei
iy (V) = Acscidiy (v) (1 - gi#) | (3.219)

9¢j Nei

En las ecuaciones anteriores, ¢;;(v) representa el perfil de linea tanto de emision como de
absorcion, ya que trabajamos bajo la hipotesis de redistribucion completa. En este sentido, debemos
tener presente que si la linea es demasiado ancha, como ocurre al trabajar en un esquema UTA, esta
aproximacion puede introducir errores significativos. No obstante, en los calculos que se presentan
en esta tesis doctoral nunca se ha hecho uso de la técnica UTA.

Por otro lado, para la evaluacion del perfil de linea hemos considerado los ensachamientos
natural, por efecto Doppler y por impacto electrénico. Segin el apéndice C, el perfil Doppler
adopta la forma de una gaussiana y su semianchura a mitad de altura HW HM viene dada por

21n2T;

HWHMDOP =V In ZFDop = TCQ

Vij, (3220)

donde T; es la temperatura iénica y M la masa del ion. El perfil natural es lorentziano y en este
caso

Fnat 1
HWHM, 4 = = — E Acimem + E Acizem | - 3.221
¢ 4 T ¢ — = ( )

m<1i m<j

El ensanchamiento por impacto electronico se considera también lorentziano y para determinar

su HWHM utilizamos una férmula semiempirica propuesta en [143,144],

Teor 8w h? (2m,\"? « 1.1 3, 1%, 5
ol = == =Ne—— —= (09— —— ) |7 —12 1, -1).
HWHMeo = <= =n 6mZ<7TT> A9 et D) (ni, =12 —1,—1)

i
(3.222)

En la expresion anterior p = 7, 7’, siendo n y 1 los orbitales relativistas involucrados en la transi-
cion. Asimismo, ny,, 1y, I, y I,y son los valores del ntimero cuéntico principal y angular en dichos
orbitales.

Para contemplar de forma conjunta todos los ensanchamientos se utiliza, finalmente, un perfil

Voigt, en el que el pardmetro de ensachamiento a se calcula como

Fnat + Fcal
= 3.223
T 4T Doy (3.223)

La emisividad ligado-libre se determina de la siguiente manera
Jor () = dcrij—aiv), (3.224)
¢i CJ

siendo

. h(hv 2 .
Jet1j—ci(v) = (47r )N<+1jnef(€)\/ gacﬁuaa@)- (3.225)
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Es frecuente utilizar la relacion de Milne (3.97) para escribir la seccion eficaz de recombinacion

radiativa en términos de la seccion eficaz de fotoionizacion y asi se obtiene

_ h 1\*? gci (h)® on
Jerrj—ci(v) = 5 (%) NC+1jnef(5)g<+1_ 172 081 (V): (3.226)
e J

En ABAKO se asume una distribucion f(g) de tipo Maxwell-Boltzmann a temperatura T' para

. ., .. .z pho
los electrones libres y la seccion eficaz de fotoionizacion o= 4 ;

(v) se evaltia haciendo uso de la
formula de Kramers (3.98). Ademas, como ya hemos visto, debemos tener presente que la energia
umbral de fotoionizacion Ejj;, la energia del electron libre e y la energia del foton hv estén ligadas

a través de la ecuacion

hy = Eij + €. (3227)

La absorcion ligado-libre viene dada por
rop(V) = )Y ey (v (3.228)
[SYANEY]
Empleando las relaciones de Einstein-Milne para los procesos radiativos del espectro continuo
—ver apéndice B—, también es posible escribir el coeficiente de absorcién para una transicion ligado-

libre (i — ( + 15 en funcién de la seccion eficaz de fotoionizacion. Esto es,

Neyijnef(e)  gci
h C+1 ¢
kcimct1 (V) = Neio g% 15 (v) { - JJV: g<+1j;( s

donde g(e) es la densidad de estados con energia ¢ del gas ideal de electrones libres, dada por

o, \ 3/2
g(e) =4r ( e) el/2, (3.230)

(3.229)

12
La expresion (3.229) contempla la disminucién de la absorcion causada por la recombinacion
estimulada.
El coeficiente de emision por bremsstrahlung se evalia como [17]

0o do.bre 1/2
grs(v ’I’LeZNg/ (E) f(e)de, (3.231)

dv Me

. . . dotre - ..
donde la secciéon eficaz diferencial de bremsstrahlung —¢— se calcula siguiendo una expresion

semiclasica debida a Kramer,
do?" 167 [ €? ° ¢ me
dv 33 \4meg ) m2c3 hv 2¢

En ocasiones, la ecuacién anterior se corrige multiplicando por el factor Gaunt libre-libre gy,

(3.232)

incluyendo asi efectos cuénticos no-relativistas. No obstante, actualmente en ABAKO se considera
9ry =1
Asumiendo una distribucion maxwelliana para los electrones libres, la ecuacion (3.231) se reduce

finalmente a

2 2,42 .3 1/2
i) = (5) P (3.233)
V3 (2mme)* 2 b \ 27T
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El coeficiente de absorcion libre-libre viene dado por [17]
ki) =Y Neol (v) (1 - e*h"/T) , (3.234)
¢

donde nuevamente se utiliza una expresion semiclasica para la seccion eficaz a?"“ (v) de bremss-

trahlung inverso,

o 16 2 2h2 2 .
oitr(y) — Lo 0;/2 ¢n . (3.235)
3v3 (2mme)*? T2 (hv)
Asi, es trivial obtener
1 2 2h2 ﬁ won'lle
/{ff(lj) _ 6me O; ~ n n3 (1 N efhl//T) . (3236)
3v/3 (2mme)¥? TV/2 (hw)

Para determinar la opacidad total k(v), se tiene en cuenta también la absorcion rseq:: debida
a la dispersiéon Thomson de fotones por parte de los elecrones libres. Para este céalculo se utiliza

una sencilla y conocida aproximacion [145],
Kscatt = Neo L O™ (3.237)

con oThom — 6.65 x 10~2° em?2.

Finalmente, la opacidad total viene dada por

k(v) = = [k(V) + Kscatt] (3.238)

1
0
siendo p la densidad volumica de materia.

El modulo de propiedades radiativas implementado en ABAKO proporciona también las opa-

cidades medias de Planck kp y Rosseland kg, definidas de la forma siguiente

kp = A h dvB(v,T) [k(v) — Kscatt/p] (3.239)
I V@B(V,T)_
k_R_/o O] (3.240)

donde B(v,T) es la funcion de distribucion de Planck normalizada,

~ 15 u? hv

Por otro lado, la funcion fuente S (v) se determina como

Sy =210 (3.242)

El calculo de la intensidad emitida se efecttia suponiendo que el plasma es homogéneo y que
posee la geometria de una lamina de anchura L. Bajo estas condiciones, la intensidad I(v) viene
dada por

I(v) = S(v) [1 - e—TW)] , (3.243)
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donde el espesor 6ptico se evalia como 7(v) = pk(v)L.

La intensidad calculada a través de la expresion (3.243) incluye de manera automatica los
posibles efectos de amplificacion, absorcion de lineas y modificacion de la forma del perfil. Aunque
para la determinacion de las poblaciones de nivel, nuestro tratamiento de los efectos de opacidad
no contempla el solapamiento de lineas, a posteriori, el calculo de la intensidad de radiaciéon usando
(3.243) si tiene en cuenta este fenomeno.

Asimismo, cuando el plasma es 6pticamente delgado para todas las frecuencias, ocurre 7(v) < 1.
En esta situacion, es posible usar la aproximacion e~ ") ~ 1 — 7(v) y entonces la intensidad se
determina como

I(v) ~ j(v)L. (3.244)

3.7 Estructura y resoluciéon de la matriz de tasas y otros

detalles técnicos

Sea cual sea la situaciéon objeto de estudio, estemos tratando con plasmas delgados o gruesos,
homogéneos o0 no, a la hora de calcular las poblaciones de nivel, siempre llegara el momento de
resolver el sistema de ecuaciones de tasas. En el caso mas general de un plasma no-homogéneo,
como ya sabemos, es habitual discretizar el medio en N¢ regiones homogéneas, de tal forma que
en cada una ellas la densidad, la temperatura y las poblaciones de nivel son constantes. En este

contexto, el sistema en estado estacionario queda representado a través de la expresion

> NGRS - > N¢.R:E =0, V{m, Vg cong=1,...,No,  (3.245)

¢'m’'—(m ¢m—('m/’
C/m/ C/m/

donde ahora N gm es la poblacion de iones en el estado {m existente en la celda q.
Cuando la densidad electrénica en cada celda nd es conocida, éste resulta ser un sistema lineal

de ecuaciones para las N/

Cms CON la particularidad de que en situacion estacionaria las ecuaciones

no son linealmente independientes. Asi, para poder determinar de forma tnica las poblaciones,
una de las ecuaciones se sustituye por aquélla que expresa la condicion de neutralidad de carga
o conservacion de particulas en el plasma. Por otro lado, si Nz es el nimero total de niveles
incluidos en el modelo CR, para plasmas no-homogéneos la dimension del sistema sera igual a
Ny, x N¢; mientras que en el caso homogéneo, como N¢o = 1, el nimero de ecuaciones coincidira
con Np. Como podemos imaginar, en el contexto de una descripcion DCA relativista, como la que
se utiliza en ABAKO, basta con que el calculo cinético involucre iones con 2 6 electrones, para
ya tener que enfrentarnos a la resolucién de sistemas con una dimensién del orden 10* — 10°. Si
los calculos se realizaran en estructura fina, el tamafo del sistema llegaria ficilmente hasta 106.
Con el objetivo entonces de minimizar los requisitos computacionales se han llevado a cabo dos

acciones fundamentales.
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Por un lado, la matriz CR tiene un gran nimero de elementos nulos porque los procesos atomicos
solo conectan estados bien dentro de la misma especie i6nica o bien entre iones adyacentes. Ademas,
dentro de este esquema, no todas las transiciones son posibles. Para ilustrar claramente este hecho,
en la figura 3.5 (arriba) se muestra el patron caracteristico de la matriz CR, correspondiente en
este ejemplo a un calculo sobre un plasma de C oOpticamente delgado. Los puntos representan
elementos de matriz distintos de cero. De forma general se distingue una estructura de cajas,
cada una de ellas asociada con una especie i6nica distinta. Los elementos dentro de una caja se
corresponden esencialmente con transiciones dentro de la misma especie i6nica, a través de los
mecanismos de excitacion y desexcitacion colisional y decaimiento espontéaneo. Los coeficientes de
matriz que conectan estados pertenecientes a bloques distintos se corresponden con los mecanismos
de ionizacién y recombinaciéon incluidos en el modelo. En el ejemplo, el ntiimero total de niveles es
Ny, = 2605, que representa también la dimension de la matriz. En el diagrama resulta evidente
el gran nimero de elementos nulos de la matriz CR. Concretamente, sélo 51359 elementos son
distintos de cero, cifra que no alcanza siquiera el 1% sobre los Nz? posibles. Cuando tratamos
con un plasma no-homogéneo la estructura que acabamos de describir se replica tantas veces como
numero de celdas y aparecen elementos de matriz no-nulos conectando celdas distintas, que se
corresponden con los coeficientes de acoplamiento radiativo. Como ejemplo, representamos en la
figura 3.5 (abajo) el patron de la matriz CR en un céalculo no-homogéneo. Segin lo que acabamos
de exponer, es fundamental almacenar la matriz en forma sparse —trabajar exclusivamente con los
elementos distinos de cero— para reducir los requisitos de memoria computacional y a la postre

también el tiempo de calculo.

Una vez que la matriz de tasas ha sido calculada y almacenada debemos elegir un algoritmo
para la resolucion del correspondiente sistema lineal de ecuaciones. Los métodos existentes se
clasifican basicamente en dos categorias, los directos y los iterativos. Los métodos directos se basan
en la conocida factorizacion triangular de la matriz de coeficientes. La solucion se obtiene tras
un numero finito de operaciones, normalmente conocido de antemano, y garantizan un grado de
exactitud igual al grado de definicion inicial del problema. Los métodos iterativos precisan de
una condicién inicial para iniciar un proceso que proporciona una aproximacion a la solucién del
problema en cada iteracion. El proceso se detiene cuando se satisface un criterio de convergencia
fijado externamente. El numero de iteraciones necesario para alcanzar dicha convergencia varia
con la matriz del problema en cuestion, con la condicién inicial y con el propio criterio elegido, de
tal manera que es imposible estimar a priori el niimero de operaciones necesarias para lograr una
solucién satisfactoria. Sin embargo, para cierta clase de problemas, como la que aqui nos ocupa,
una técnica iterativa apropiada puede conducir a una soluciéon del problema de forma mucho mas
rapida que un método directo. Los requisitos de memoria de un método iterativo son menores que

los de un método directo y, ademas, para el tratamiento de sistemas lineales de grandes dimensiones
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Figura 3.5. Patron caracteristico de la matriz CR, (arriba) en un calculo 6pticamente delgado, (debajo)

en calculo 6pticamente grueso no-homogéneo.
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N° de Tiempo de calculo (s)
niveles Método directo  Método iterativo
1000 1 <1
1500 3 <1
2000 4 1
2500 8 1
3000 14 2
3500 16 3
4000 33 4
5000 66 6
6000 84 10
7000 261 13
8000 1451 18

Tabla 3.2. Tiempos de célculo de los métodos directo e iterativo para la inversion de la matriz CR.

representan en muchas ocasiones la tnica via de soluciéon. Los detalles acerca de estas técnicas y

los distintos algoritmos existentes pueden consultarse en [146].

Esta claro, por tanto, que los métodos iterativos constituyen la eleccién mas apropiada para
llevar a cabo la inversion de la matriz CR. Entre los diferentes algoritmos existentes, ABAKO
utiliza el Generalized Minimum Residual Method (GMRES) y el Biconjugate Gradient (BCG),
ambos implementados en la libreria numérica CXML [147]. Estos algoritmos demostraron ser los
mas eficientes en la resolucion de los sistemas de ecuaciones tipicos de la cinética de plasmas.
La implementacién de estas técnicas en los codigos cinéticos es relativamente reciente, como se
desprende de [78]. Las primeras pruebas realizadas en ABAKO se describen en [148]. Alli se puso
claramente de manifiesto la conveniencia de la utilizacion del algoritmo iterativo BCG frente a un
método directo [149]. Asi, la tabla 3.2 muestra los tiempos empleados por ambos métodos para
resolver problemas cinéticos de distintas dimensiones. Los calculos se realizaron sobre un PC con-
vencional con procesador Intel Pentium IV a 3.0 GHz y 1 Gb de memoria RAM. La utilizacion del
método iterativo supone una reduccion sustancial del coste computacional a medida que aumenta
el tamano de la matriz. Por otro lado, antes comentabamos que el ntimero de iteraciones necesarias
para alcanzar convergencia dependia de la eleccion de la condicién inicial. A este respecto, hemos
comprobado que, en un calculo CR, es una buena eleccion tomar como punto de partida la solucion
Corona o la correspondiente a LTE, en funcién de si la densidad electronica del problema concreto

puede considerarse baja o alta, respectivamente.
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Cuando se incluyen efectos de opacidad, se tiene en cuenta la correccion por CL o cuando
la densidad electréonica no es un parametro conocido del plasma, pero si la densidad de iones,
no basta una tunica resoluciéon del sistema de ecuaciones para hallar la solucién del problema.
Cualquiera de estos casos introduce un procedimiento iterativo en el que las ecuaciones de tasas
deben resolverse en repetidas ocasiones hasta alcanzar convergencia. En cada caso, suele tomarse
como condicion inicial aquélla en la que no se incluye el efecto que posteriormiente quiere tratarse.
Por ejemplo, en un calculo con CL, se utiliza como condicién inicial la situaciéon sin CL. Desde ese
momento, la soluciéon en un paso determinado se usa como punto de partida para el caso siguiente.
La convergencia se alcanza cuando cada una de las poblaciones de nivel pélz) que en el paso k-ésimo

supere un umbral p;, satisfaga la condicion
(k) (k—1)
Peiw = DPey
(k—1)
Pe;

<e (3.246)

De forma muy habitual suele tomarse p;, = 107% y € = 10~ También es importante destacar
que en un célculo concreto, pueden tener lugar procesos iterativos anidados. En estos casos, hasta
que no se haya alcanzado convergencia en el mas interno, no comienza el siguiente paso en el
inmediatamente mas externo. Cuando existen, el orden de los procesos iterativos de dentro hacia
afuera es: por efectos de opacidad, por CL y por densidad de iones.

En la actualidad, el modulo de datos atomicos de ABAKO es capaz de manejar hasta 10000
niveles y 150000 transiciones radiativas por especie i6nica, aunque en el conjunto del modelo CR el
niimero maximo de niveles es 10° y el ntimero méaximo de transiciones 107, valor que sirve también
como limite para el nimero de elementos no nulos de la matriz de tasas.

ABAKO esta esencialmente escrito en Fortran77, con pequenos trozos de codigo en Fortran90,
y puede correr bajo Windows o Unix. Por el momento no se han implementado técnicas de com-
putaciéon en paralelo, aunque si se ha iniciado un analisis preliminar para su actualizaciéon en este
sentido. Todos los calculos que se presentan en esta tesis se realizaron en dos PCs convencionales
bajo Windows XP Professional SP2, uno con procesador Intel Pentium IV a 3.0 GHz y otro con
Intel Pentium Mobile a 1.7 GH z, ambos con una memoria RAM de 1 Gb.



Analisis y validacion de ABAKO

En este capitulo expondremos los principales resultados obtenidos en esta tesis y que han
permitido la validacion del modelo ABAKO como herramienta para el estudio de la cinética de
poblaciones de plasmas en estado estacionario y bajo condiciones de NLTE. Los calculos realizados
contemplan ademas numerosas situaciones diferentes. Asi, por ejemplo, se estudiaron plasmas de
elementos con ntimero atémico bajo, como el C, cuya estructura de niveles es relativamente sencilla
de describir, pero también elementos con Z-alto, como el Xe y el Au, donde la variedad de posibles
configuraciones electronicas en los distintos iones complica de forma considerable la estructura
energética.

La validacion de ABAKO se ha llevado a cabo en tres fases que se describen a continuacion:
i) Comportamiento de ABAKO en los limites de baja y alta densidad

El objetivo de esta primera fase ha sido el de chequear la consistencia interna del modelo
propuesto estudiando su comportamiento en las situaciones extremas de densidad electrénica.
Veremos que las ecuaciones CR de ABAKO reproducen, como cabia esperar, los resultados del
modelo Corona a baja densidad y los de las ecuaciones de Saha-Boltzmann (LTE) a alta densidad.

it) Estudio de plasmas dpticamente delgados

En este apartado hemos llevado a cabo una exhaustiva comparacion con otros codigos de
primera linea internacional en el caso de plasmas de C y Al. Nuestra intenciéon es aprovechar las
caracteristicas relativamente sencillas de estos elementos de bajo Z para analizar cada una de las
piezas que componen el codigo desarrollado. Finalmente abordamos el estudio de un experimento
realizado con un plasma de Au en condiciones de baja densidad y mostramos por primera vez las

capacidades de ABAKO para el calculo de propiedades radiativas.

iii) Estudio de plasmas dpticamente gruesos

165
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Nuestro objetivo en este caso es esencialmente validar el modelo implementado en ABAKO
para incluir los efectos de opacidad. Para ello hemos llevado a cabo en primer lugar un estudio
detallado relativo a un sistema muy simple, como es el &tomo de dos niveles. El interés del mismo
radica en que este problema tiene solucién exacta y supone por tanto un buen examen para el
modelo que hemos desarrollado. A continuacion hemos usado datos ya publicados de experimentos
con plasmas de Xe y Au para contrastar los resultados de ABAKO en plasmas épticamente gruesos
bajo la aproximacion homogénea. Se muestra también las posibilidades de ABAKO para abordar
problemas de diagnosis espectroscopica en el analisis de una experiencia con plasmas de Al de alta
densidad. Por ultimo, para la situaciéon no-homogénea, hemos realizado un estudio comparativo
interno sobre Al, primero bajo condiciones fisicas uniformes y finalmente en presencia de gradientes

de temperatura y densidad.

4.1 Comportamiento de ABAKO en los limites de baja y

alta densidad

El primer paso de cara a la validacion de ABAKO no es méas que un test de consistencia interna.
Se sabe que el modelo CR, el adecuado para efectuar estudios cinéticos bajo condiciones de NLTE,
reproduce las ecuaciones basicas del modelo Corona y de la situacion LTE en las regiones extremas
de baja y alta densidad, respectivamente [150-152]. Asi, nuestro objetivo en este apartado es
chequear el correcto comportamiento de las ecuaciones especificas de ABAKO en dichos limites!.

Consideremos como punto de partida el sistema de ecuaciones de tasas (3.142) para un plasma
opticamente delgado en estado estacionario. Sumando sobre todos los estados i del ion con carga

¢ se llega a [150]

N]Zf: - r%b Z;inlergb’ (4.1)
donde se ha introducido

ic =Y a¢i (Zeimcrry +ng Aucimcrn) (4.2)

4,J
2 =) (REmconi +Cejmc1i) » (4.3)

,J
e’ = Zijjoﬂgfua (4.4)

,J

siendo x¢; = N¢;/N¢ la poblacion del estado (i relativa a la poblacion total del estado de carga (.
En el caso de baja densidad, los procesos de recombinacion a dos cuerpos dominan sobre la

recombinacién a tres y puede considerarse

r?b > nergb. (4.5)

1Un estudio similar ya fue llevado a cabo con una versién preliminar del modelo [153].
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Bajo estas condiciones (4.1) se convierte en

Ne  de
= —7 4.6
chl Tgb ( )

que resulta ser la ecuacion basica del modelo Corona (seccion 2.3.2). No obstante, debemos hacer
dos puntualizaciones. En primer lugar, para que (4.6) responda con precision al comportamiento
caracteristico de este modelo, hay que sustituir en (4.2) y (4.3) la distribucion de poblaciones propia
de esta situacion, esto es, los estados excitados se hallan despoblados y la poblacién se concentra
en los estados fundamentales, luego

N¢, parat=0,
Ng={ (4.7)

0, para ¢ # 0.

En segundo lugar, aunque en el caso de baja densidad los estados autoionizantes no estan
poblados, éstos pueden realmente contribuir al balance de poblaciones de forma indirecta, a través
del mecanismo de excitacién-autoionizacion. Esto es, un determinado estado autoionizante podria
poblarse por excitaciéon colisional y a continuaciéon seguir dos posibles vias, acabar decayendo al
estado fundamental por sucesivos decaimientos espontaneos (lo que se conoce como estabilizacion
radiativa) o bien incrementar por autionizacion la poblacion del estado de carga inmediatamente
superior. Anélogamente, un ion de carga ¢ en estado fundamental podria por captura electronica
dar lugar a un estado autoionizante del ion ¢ — 1. Ahora éste podria estabilizarse radiativamente
o sufrir una autoionizacion, devolviendo la poblaciéon al ion de partida.

Por tanto, en su versiéon Corona, ABAKO determina la distribuciéon de poblaciones i6nicas

utilizando la ecuacion (4.6), pero teniendo en cuenta

i = ZIC(HCHJ‘ T Z bejrEco—cirs (4.8)
i *
2b r
¢ = ZRC()%AJ‘ T Z bej+Coc-1+ (4.9)
i j*

donde j* denota un estado autoionizante, el branching ratio b¢;+ es una medida de la probabilidad

de autoionizacién frente a la estabilizacion radiativa y viene dado por

beje = 25 AU — 414
J* )
25 Auggr ey + 205 At

(4.10)

el branching ratio para estabilizacion radiativa se calcula como bf.;. = 1—b¢;+. Como caracterisitica
importante del conjunto de ecuaciones que acabamos de describir esta el hecho de que el modelo
Corona es independiente de n.

En cambio, en el limite de alta densidad, la recombinacién a tres cuerpos es dominante y ocurre

rgb < nergb, (4.11)
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entonces (4.1) puede formularse como

NC Z'Cfl
— = , 4.12
N<_1 nergb ( )

donde ademas el proceso de autoionizacién puede despreciarse frente al de ionizacion colisional y,
por tanto,
ic = Y weileimcrne (4.13)
4]

Como vemos, en el caso de alta densidad, el balance poblacional esta controlado por los procesos
colisionales, hecho que se corresponde con la situacion de LTE. Asi, si hacemos uso de la distribuciéon
de Boltzmann para estados excitados
—E¢i/T

g¢ie
Ne¢j = Ne =i,
Z(T)

(4.14)
y sustituimos convenientemente z¢; en (4.13) y (4.4), la ecuacion (4.12) se convierte en la conocida
ecuacion de Saha, que nos permite determinar la distribucién de poblaciones i6nicas en LTE,

Ngne o meT 2 ZC(T) Igfl
Nea 2 (277712) Ze (D) exp | —— | (4.15)

Nos interesa ahora comprobar numéricamente que las ecuaciones del modelo CR de ABAKO
satisfacen efectivamente el comportamiento que acabamos de describir. Para ello, tomando como
base un plasma de C hemos llevado a cabo una serie de célculos cinéticos sobre una extensa malla
de densidad electronica y diferentes valores de temperatura. Los célculos se han realizado utilizando
el sistema de ecuaciones de tasas (3.142), al que nos referiremos como modelo CR; las ecuaciones
(4.6), (4.8) y (4.9), que constituyen el modelo Corona; y la ecuacion de Saha (4.15) para LTE.
Los datos atémicos necesarios han sido calculados con el modelo de potenciales analiticos propio
de ABAKO. Aunque hemos llegado a tratar casos con una densidad electronica suficientemente
alta como para que los efectos del CL sean apreciables, no hemos incluido esta correccién en
nuestros célculos porque nuestro objetivo, en este momento, no es extraer conclusiones fisicas de
las situaciones tratadas, sino chequear la consistencia matemética y numérica de las ecuaciones del
modelo propuesto. Los efectos del CL seran tratados con detenimiento en una seccién posterior.

Como muestra del estudio que ahora nos ocupa, en la figura 4.1 se representa el comportamiento
de la ionizacion media para el caso T' = 10 eV. Puede observarse que en la region de baja densidad,
el modelo CR converge, como cabia esperar, al resultado Corona. Asimismo, en la zona de alta
densidad, a partir de aproximadamente n, = 5 x 10%° ¢m ™3, la ionizacion media del modelo CR
reproduce satisfactoriamente el comportamiento LTE. Debemos hacer notar que, en el limite de
alta densidad, la progresiva disminucion de la ionizaciéon media con la densidad electrénica deja
de tener sentido fisico a partir de cierto valor de n.. Teniendo en cuenta la ligadura n. = Znjon,
para alcanzar una alta densidad electréonica con una baja ionizaciéon media, es necesario que la

densidad de iones sea también alta. En consecuencia, n;,, aumentaré hasta tal punto que ya
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no podremos distinguir los iones como entes individuales, forméndose entonces agregados atomicos
que, en funcion de la temperatura, podrian llegar a ser de tipo molecular. En esta situacion, nuestra
descripcion del sistema basada en iones individuales con electrones ligados, electrones libres, y su
estadistica correspondiente, deja de ser valida. Es mas si la densidad es suficientemente alta, es

posible que ni siquiera se satisfaga la condicion (1.24) necesaria para alcanzar el estado de plasma.

Por otro lado, en la region comprendida entre n, = 10 em™3 y n, = 10" ¢m =3, la ionizacion
media del modelo CR muestra una conducta propia, distinta a la de Corona o LTE. Esta es
claramente una regiéon de NLTE. Avanzando desde valores pequenos de densidad, en esta zona,
la densidad electronica es de una magnitud suficiente para que el proceso de excitacion colisional
cobre cada vez mas importancia. De esta forma se pueblan los estados excitados favoreciendo
entonces una posterior ionizaciéon por impacto electrénico. Este mecanismo justifica el incremento
en Z entre n, = 10" e¢m =3 y ne = 1017 em™3. A partir de entonces, es la recombinacién a tres
cuerpos quien adquiere un papel dominante y la ionizacién media acaba disminuyendo conforme

aumenta la densidad electronica.

La convergencia del modelo CR a las situaciones Corona y LTE puede analizarse atn con
mayor profundidad estudiando el comportamiento de las poblaciones ionicas. Esto es lo que se
muestra en la figura 4.2. Mas alla de Z, las poblaciones de cada una de las especies iénicas de
C calculadas con el modelo CR reproducen convenientemente los resultados Corona y LTE, para
baja y alta densidad respectivamente. Cuando la densidad es pequena, el plasma esté contituido
mayoritariamente por He-like, Li-like y algo de Be-like. En la region NLTE tenemos solamente
He-like y Li-like, mientras que cuando ya se ha alcanzado la situacion LTE aparecen las especies
Li-, Be-, B- y una pequena fraccién de C-like. Por poner otro ejemplo, en las figuras 4.3 y 4.4
representamos el comportamiento de Z y de las poblaciones fraccionales para un valor distinto de
temperatura, 7' = 50 eV. La discusién de las mismas es analoga a la que acabamos de hacer para

T=10¢€V.

Por razones de brevedad, en esta memoria presentamos s6lo una parte de nuestro estudio de la
conducta de ABAKO en los limites de baja y alta densidad. El anéalisis fue mucho méas extenso y
los resultados mostraron siempre una completa coherencia con el comportamiento esperado en las
regiones extremas de densidad electrénica. No solo se estudiaron ionizaciones medias y poblaciones
ionicas, sino que también se inspeccioné la influencia de los estados excitados y de cada proceso
individual [153,154] sobre el balance poblacional y se llevaron a cabo algunos céalculos espectrosco-
picos [154]. Asi, por ejemplo, en la figura 4.5 se muestra de qué manera se altera el comportamiento
de Z con ne, para T = 10 eV, cuando se introduce la correccion por CL o se anula el tratamiento
explicito de los estados autoionizantes, incluyendo de forma indirecta su influencia en la cinética
de poblaciones a través de la formula de Burgess para recombinacion dielectronica [133]. Teniendo

en cuenta que a baja densidad la correccion por CL es despreciable, las diferencias que se observan
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en esta region en los célculos Corona y CR son debidas exclusivamente al tratamiento explicito o
no de los estados autoionizantes. A lo largo de esta tesis incidiremos en numerosas ocasiones en
esta cuestion, poniendo de manifiesto la importancia del tratamiento explicito para la realizacion
de estudios cinéticos fiables. En la zona intermedia de densidad la incidencia de estos estados deja
de ser significativa. A partir de entonces, para densidades altas, la correccién por CL adquiere
un papel preponderante. Para finalizar, en la figura 4.6 mostramos un sencillo analisis acerca la
acumulaciéon de poblacién en estados excitados. En particular, calculamos la poblacion fraccional
Per acumulada en el conjunto de todos los estados excitados de cada especie idnica. Esta poblaciéon
se evaliia como pe, = 1 — ZC pco, donde peo = Neo/Nion €s la poblacion fraccional del estado
fundamental (0. Como tendencia global encontramos que la retencién de poblacion en los estados
excitados es mayor conforme aumenta n. y disminuye 7'. Este comportamiento ya habia sido ob-
servado en un interesante estudio que se hace al respecto del tema en [155]. Estos resultados son

de una clara relevancia para la realizacion y optimizacion de calculos espectroscopicos.

4.2 Estudio de plasmas 6pticamente delgados
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4.2.2 Comparaciéon con datos experimentales

Para ilustrar su capacidad en el estudio de la cinética de poblaciones en plasmas de iones mas
complejos, mostramos en este apartado la comparacion de los resultados obtenidos por ABAKO con
las medidas experimentales relativas a un plasma de oro publicadas en [165]. Este trabajo represento
la primera y, podriamos decir que practicamente la tinica, determinacion experimental del balance
de carga de un plasma de oro bajo condiciones Corona. El experimento se llevo a cabo en el
LLNL, donde se utiliz6 el dispositivo EBIT-II para crear un plasma de Au en estado estacionario
caracterizado por una distribucion Maxwell-Boltzmann de electrones libres con T = 2500 eV y
una densidad electrénica n. ~ 102 e¢m™3. La distribucién de poblaciones iénicas fue inferida a
través una detallada comparacion de la intensidad de las lineas del espectro de emisiéon de rayos-
X experimental con los célculos atomicos obtenidos con el codigo HULLAC. Concretamente, las
lineas analizadas se corresponden con las transiciones 55/ — 3dz/2 y 5f7/2 — 3ds /2 del espectro
M-shell de los iones de Au comprendidos entre el Br-like y Ni-like. Los detalles especificos relativos

al procedimiento experimental pueden consultarse en el trabajo ya citado.

Z
experimental [165] 46.8 +£0.75
RIGEL/MCXSN [165] 49.5
RIGEL/ENRICO [165] 43.7
MIST [165] 42.7
AVERROES [61] 46.4
FLYCHK [91] 48.5
ABAKO 47.2

Tabla 4.25. Comparacion de la ionizacion media experimental de un plasma de Au bajo condiciones

Corona con los calculos de diferentes modelos cinéticos.

Hemos realizado una recopilacion de los trabajos conocidos en los que distintos c6digos cinéticos
contrastan sus resultados con las medidas experimentales publicadas en [165]. Asi, la tabla 4.25
muestra la ionizaciéon media determinada con ABAKO y el célculo de cinco modelos méas. RIGEL
[166] es un codigo basado en superconfiguraciones, en el que se aplican técnicas Monte Carlo para
la determinacion de la distribucién de estados de carga. Ha sido mayoritariamente utilizado en el
estudio de plasmas de alta densidad generados por laser. Con RIGEL se presentan dos tipos de
calculos, correspondientes a dos fuentes distintas de datos atémicos: MCXSN obtiene los coeficientes
de tasas para RIGEL a partir de un modelo hidrogenoide de superceldas, mientras que ENRICO
resuelve explicitamente la ecuacion de Dirac los procesos de recombinacion radiativa y decaimiento

Auger. MIST [167] es un codigo disenado para simular el transporte de impurezas en tokamaks
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de baja densidad y utiliza un modelo de atomo medio como base para la determinacion de la

estructura atéomica. AVERROES y FLYCHK ya han sido comentados en apartados anteriores.

Los datos que se desprenden de la tabla 4.25 son muy positivos de cara al objetivo perseguido
en esta tesis doctoral. S6lo AVERROES y ABAKO dan lugar a un resultado en concordancia con

el dato experimental, mientras que el resto de los difieren de éste entre 2 y 4 estados de carga.

En la figura 4.50 se muestra la correspondiente distribucion de poblaciones i6nicas. Ahora, la
contrastacion no es tan satisfactoria como en el caso de la ionizacion media, —evidenciando que
cuanto mas global sea el carécter una magnitud més sencilla seréa su prediccién—, aunque nuevamen-
te AVERROES y ABAKO son los modelos que mejor describen el comportamiento experimental.
Se observa también que el calculo de AVERROES es algo mejor que el de ABAKO. Si determinamos
la desviacion de ambas distribuciones respecto a la experimental, resulta 0.35 para AVERROES y
0.44 para ABAKO. No obstante, estas diferencias son hasta cierto punto razonables. Recordemos
que AVERROES es un sofisticado codigo de superconfiguracion en el que, ademas, las tasas de
los distintos procesos atoémicos radiativos y colisionales son calculadas mediante rigurosos métodos
mecanocuanticos. Pero es mas, el calculo llevado a cabo para su comparacion con el experimento
de la EBIT-II se corresponde con una version especial del modelo, que se describe en [61]. En ella
se establece un costoso proceso de refinamiento de la estructura electrénica de los iones involu-
crados en el calculo que se repite hasta alcanzar convergencia en los resultados. El propio autor
afirma que este procedimiento es muy exigente desde el punto de vista computacional —tanto en los
requisitos de memoria como en tiempo de calculo— y que no ha sido pensado para la realizacion de
calculos a gran escala. Por otro lado, la distribuciéon de poblaciones que se obtiene con FLYCHK,
el codigo de caracteristicas mas parecidas a ABAKO, se aleja con claridad de la experimental, con
una desviacion igual a 0.57. Estas circunstancias refuerzan la valia de los resultados cosechados por
ABAKO, donde no ha sido necesaria ninguna modificacién para reproducir cualitativamente los
resultados experimentales. Ademaés, hay que decir que para este caso ABAKO incluye aproximada-
mente 42000 configuraciones relativistas distribuidas entre los iones que van del Kr al Ni-like, por
lo que, a pesar de su relativa sencillez, es capaz de manejar suficiente informaciéon para un anélisis
detallado de la cinética de poblaciones. Sobre un PC convencional, el célculo se lleva a cabo en

unas pocas horas.

Asimismo, estos resultados sirven para confirmar la validez del procedimiento que se ha im-
plementado en ABAKO para el calculo de los coeficientes de tasa de autoionizacion y captura
electronica. En [61] se subraya la importancia que tienen los estados muy excitados en un calculo
de baja densidad como éste, ya que abren numerosos canales de autoionizacion/captura electronica
que son los que acaban controlando el balance de poblaciones iénicas. Esto justamente es lo que
observamos con ABAKO. Como muestra de ello, en la tabla 4.26 presentamos un célculo para

As-like de la tasa total de ionizaciéon y recombinacién, pesadas por la poblacion fraccional de los
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Figura 4.50. Comparacion de la distribucion de estados de carga de un plasma de Au con n. = 10'% em ™3

y T = 2500 eV obtenida por distintos modelos cinéticos, entre ellos ABAKO, y la determi-
nada experimentalmente en la EBIT-II del LLNL.

estados iniciales y sumadas sobre todos los estados finales. Se indican también las contribuciones
parciales a dichas tasas debidas a ionizacion colisional /recombinacion a tres cuerpos, fotoioniza-
cion /recombinacion radiativa y autoionizacion/captura electronica. El predominio de esta ultima

pareja de procesos queda claramente demostrado.

ion. tot. (s7!)  col.  foto. auto. rec.tot. (s7') 3-c. rad. cap.
AVERROES 256.16 0.123 0.000 0.876 24491 0.000 0.024 0.976
ABAKO 166.50 0.157 0.000 0.843 82.90 0.000 0.018 0.982

Tabla 4.26. Tasas totales de ionizacion y recombinacion del ion As-like y contribucion fraccional de cada

proceso atomico. Se muestran los célculos de AVERROES y ABAKO.

Por ultimo, en la figura 4.51 se muestra una comparacion entre el espectro de emision M-shell
experimental y el obtenido por ABAKO en el rango que va de los 3100 a los 3500 eV. Para este
altimo célculo la intensidad en crudo ha sido suavizada mediante su convoluciéon con un perfil
gaussiano, con el objeto de tener en cuenta la resolucion espectral, estimada en AE ~ 5 eV [165].

Hay diferencias manifiestas entre ambos espectros, sin embargo, no es objetivo de este trabajo
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Figura 4.51. Espectro de emision de un plasma de Au con n. = 10'2 em™2 y T = 2500 eV. Arriba se

muestra el resultado experimental de la EBIT-II, abajo la simulacion de ABAKO.
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la fiel reproduccion de los rasgos espectrales de un plasma con iones complejos como éste. Esta
tarea no esté siquiera al alcance de los modelos mas sofisticados. Atun asi, teniendo presente la
sencillez del modelo atémico utilizado en ABAKO, la estimacion espectral que hemos obtenido
no es en absoluto despreciable. En el espectro experimental aparecen dos lineas asociadas con
cada ion que se corresponden con las transiciones 5f5/5 — 3ds/2 ¥ 5f7/2 — 3ds/2. La primera
de ellas es en cada caso la de mayor energia. Estos rasgos se manifiestan también en el caso de
ABAKO. Asimismo, se distingue en un desplazamiento de las energias de transiciéon unos 10 eV
hacia valores menores, algo que, por otro lado, es un error aceptable para un modelo de particula
independiente. Las discrepancias en las intensidades de cada linea se explican simplemente con
el analisis de la distribucion de poblaciones ionicas. Por ejemplo, en el caso de ABAKO cobran
muchan importancia las lineas de As-like, particularmente la que se sitia en ~ 3185 eV. Esto
parece justificarse atendiendo a la abundancia de este ion en el plasma. La poblacion fraccional
de As-like es 0.26 en ABAKO y 0.19 en el experimento. Asimismo, en el espectro experimental
aparecen por ejemplo lineas de Br y Ni-like, inapreciables en la estimacion de ABAKO, ya que la

poblacion correspondiente es practicamente despreciable.

4.3 Estudio de plasmas épticamente gruesos

En la aproximacion de medio 6pticamente delgado, los fotones no interaccionan con los iones
del plasma. Sin embargo, cuando las dimensiones de éste son considerables o cuando la densidad es
alta, es muy probable que un fotén con una energia proxima a la de alguna transicion del espectro
ligado-ligado se encuentre con un ion en el estado més bajo de dicha transicion y sea absorbido
antes de escapar del plasma. Estos efectos de opacidad alteran el balance poblacional entre los
distintos niveles atomicos y modifican las propiedades espectrales del plasma. Asi, el objetivo de
este apartado es validar las herramientas de las que dispone ABAKO para el tratamiento de dichos
efectos. En primer lugar, contrastaremos el modelo de transporte radiativo desarrollado sobre un
sistema simple como es el &tomo de dos-niveles y para el cual existe soluciéon exacta. Después, tra-
taremos la influencia de la radiacion bajo la aproximacion de plasma homogéneo, para mostrar su
utilidad mediante la contrastacion con datos experimentales de la bibliografia. Finalmente, se ex-
pondra la capacidad del modelo desarrollado para abordar el problema del transporte de radiacion

en medios no-homogéneos, con la presencia de gradientes espaciales de densidad y temperatura.

4.3.1 EIl atomo de dos niveles

Avrett y Hummer presentaron en [168] la solucion exacta al problema del transporte radiativo
en estado estacionario para un atomo ideal de dos-niveles en un medio plano-paralelo finito o

semi-infinito y condiciones uniformes de temperatura y densidad. El trabajo, que se desarrolla
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en un contexto de marcado interés astrofisico, es altamente didactico. Sus principales resultados
no se aplican a ninguna situacion concreta, sino que los autores se centran en la comprension y
explicacion detallada de la fisica del transporte de radiacion.

El 4&tomo de dos-niveles resulta pues un excelente y obligado banco de pruebas para todo modelo
de transporte de nuevo desarrollo, que pretenda aplicarse después sobre un atomo con muchos
niveles. En [97-100] se comparan algunos de los modelos de transporte radiativo que mencionamos
en la seccion 3.5.2 con el trabajo de Avrett y Hummer. Nuestro objetivo en este apartado es hacer
lo propio con la idea que hemos desarrollado en ABAKO.

Cuando trabajamos con un atomo de dos niveles energéticos, superior u e inferior [, bajo
la hipotesis de redistribucién completa, el sistema de ecuaciones de tasas en estado estacionario

(3.144) se reduce a
Ny (r) Bl yJu () + ne (r) Ei—n (r)] — Ny (v) By i (v) + Ayt + ne (r) Dy (r)] = 0. (4.20)

En el caso que nos ocupa es habitual reescribir las ecuaciones de tasas en términos de la funcion

fuente Sy (r) y el pardmetro de extincion de fotones € (r), dado por

e(r) = e (1) Du—i (r) (4.21)

Ne (1) Dy (r) + A [1 — e—Eul/T(l‘)] -

que representa una medida de la importancia relativa entre la tasa de desexcitaciéon colisional y la
de decaimiento radiativo.

De esta manera, es posible establecer una formulacién mas general del problema, eliminando
la necesidad de calcular los coeficientes de tasas para una transicion, temperatura y densidad

particulares. Asi, recordando que la funcién fuente se expresa como

o Ny (I’) -Au—>l
Su () = @B, — N (0B, (4.22)

y utilizando la ecuacion (4.20) junto con la relacion existente entre las tasas de excitacion y de-
sexcitacién colisional, &_,, = Duﬁli]—’;e*E“l/ T se llega a una conocida expresién para la funcion

fuente del sistema de dos-niveles [169,170],
Su(r) =[1—€(r)] Ju (r) +€e(r)B(r), (4.23)

donde B (r) = B[T (r)] es la funcion de Planck a la temperatura 7' (r).
Ahora bien, siguiendo el formalismo utilizado en ABAKO, la ecuacion (3.155) permite expresar

la intensidad media de radiacion J,;(r) en términos de la funcion fuente Sy (r) y el factor de escape

Aul (I’),
Jur(r) = [1 — Aw(r)] Sua (1) (4.24)

Sustituyendo la ecuacion anterior en (4.23) se obtiene

[1+ A (r)n(r)] Su(r) = B(r), (4.25)
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siendo n(r) = lz(i,()r )

Si en lugar de trabajar con la variable continua r, dividimos el medio en N¢ celdas, es posible

escribir una expresion similar a la anterior para cada zona g,
(1+A%n?) Sy = B(T). (4.26)

Por otro lado, habiamos obtenido para el factor del escape la expresion
< 5,
Al =Cl =N wert (4.27)

1
p=1 Sgl “
P#q
donde los coeficientes de acoplamiento radiativo C?, y C*} vienen dados por (3.181) y (3.182),
respectivamente.

La sustitucion de (4.27) en (4.26) da lugar a

N
(1+niCl)SE, — € ZC: CPISP = BI, (4.28)
p=1
P#q
que representa un sistema de ecuaciones lineales para los valores de la funcion fuente SY; en cada
celda. Como los coeficientes de acoplamiento radiativo son independientes de las variables desco-
nocidas S¢,, el modelo de transporte radiativo desarrollado en ABAKO transforma el problema del
atomo de dos-niveles en un sistema de ecuaciones lineales. Ademas, teniendo presente que los de-
talles del transporte radiativo asociados a la geometria del medio fueron resueltos de forma exacta,
el sistema (4.28) es, en el limite No — oo, una representacion de la solucion exacta del problema
del 4tomo de dos-niveles.

Para confirmar esto ultimo, hemos contrastado los resultados arrojados por ABAKO con los
de Avrett y Hummer, que en su momento fueron obtenidos bajo condiciones fisicas constantes.
Conviene tener presente que, cuando la temperatura es constante, 77 = T para toda celda g,
B(T) representa simplemente un factor de escala para la intensidad y solo es necesario estudiar
la dependencia con €, que a su vez es también constante en todo el medio. Ademés, al existir una
unica linea, es posible especificar una posicion determinada dentro de la lamina a través del espesor
optico de la linea en dicha posicién. Por este motivo, es habitual analizar las soluciones del atomo
de dos-niveles utilizando 7 como variable independiente, en lugar de la coordenada espacial z.

En la figura 4.52 se muestran los resultados obtenidos para la funcion fuente, en el caso B =1
~o0 equivalentemente S/B-, en un medio con espesor total 7y, = 10* y diferentes valores de €. Se
representa solo hasta 7, /2 porque el problema es simétrico respecto al plano situado en la mitad
del medio. Se asume que el perfil de linea es de tipo Doppler. Este hecho facilita la evaluacion
numérica de la integral frecuencial que aparece en las expresiones de los coeficientes C, y CPl,
ya que la dependencia exponencial del perfil permite la utilizacion de la férmula de cuadratura de

Gauss-Hermite. Realizamos un estudio previo acerca de la evaluacién numérica de estas integrales y
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encontramos que con una férmula de 20 puntos el error no supera el 0.1 %. En cualquier caso, para
garantizar que nuestra comparacion con la solucion exacta de Avrett-Hummer no dependiera de los
resultados numéricos de las integrales sobre el perfil de linea, éstas fueron determinadas con una
férmula de cuadratura de 40 puntos, lo que, segtin nuestro estudio, reduce el error a valores menores
que el 0.01 %. Por otro lado, los calculos de ABAKO que se muestran en la figura se han llevado
a cabo subdiviendo la lamina en 3000 zonas distribuidas logaritmicamente, aunque por razones de
claridad en la representacion, en ésta aparece un namero de puntos mucho menor. Las celdas mas
proximas a la frontera del medio son las de menor espesor 6ptico, con la intenciéon de recoger mejor
la rapida variacion de la funcién fuente en esta zona. Como puede verse, la confrontacion con el
trabajo de Avrett-Hummer es altamente satisfactoria, ya que los resultados obtenidos por ABAKO

reproducen con gran precision la solucion exacta en todo el rango de valores de € analizado.

La interpretacion fisica de estos resultados ha sido comentada en detalle en [168]. Cuando € < 1,
la tasa de emision espontanea es mucho mayor que la de desexcitacion colisional. Asi, cuando un
foton es absorbido, hay una alta probabilidad de que sea reemitido por decaimiento espontaneo,
recorriendo una distancia del orden de su camino libre medio antes de ser reabsorbido. Este proceso
se repite numerosas ocasiones hasta que el foton escapa del plasma o es destruido. La destruccion
tiene lugar cuando la energia del fotén se transforma en energia térmica del plasma a través de
una desexcitacion colisional. Para un espesor 6ptico fijo, como ocurre en la figura 4.52, S se aleja
mas del resultado propio de la situaciéon LTE, donde S = B, conforme méas pequeno es el valor
de €, ya que disminuye la probabilidad de desexcitaciéon colisional y aumentan las posibilidades
de que el fotéon escape del plasma. Asimismo, cuando ¢ — 1, la tasa decaimiento espontaneo es
despreciable frente a la de desexcitacion colisional y la funcion fuente puede llegar a alcanzar el

valor de equilibrio B.

Para un valor dado del parametro de extincién, la funcién fuente se aproxima a B cuando
el espesor total del medio aumenta. Por el contrario, cuando 7.+ es pequeno, los fotones pueden

escapar con facilidad a través de la frontera de la lamina, por lo que S es siempre menor que B.

Como puede deducirse de estos comentarios, existe una ligadura entre € y 73,+ que determina el
comportamiento de la funcion fuente. En [168] se dice que el medio es efectivamente grueso cuando
la funcién fuente llega a termalizar y entonces S =~ B. En este caso, tratando con un medio de
dimension finita, la funcion fuente resultante muestra un comportamiento muy similar a la del caso
semi-infinito desde el borde hasta la mitad de la ldmina. Por el contrario, cuando no se alcanza
la situacién de equilibrio y claramente S < B para todo 7, el medio es efectivamente delgado. La

relacion entre T,; ¥y € que permite establecer tal clasificacion depende de la forma del perfil de
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log S

L] ABAKO
Avrett-Hummer

log T

Figura 4.52. Funcién fuente para B = 1, espesor total 7o = 10* y e = 1075, 107%, 107* y 1072. Se
muestra la comparacion entre los resultados obtenidos con ABAKO y el trabajo de Avrett-

Hummer. La linea discontinua indica la solucién exacta para un medio semi-infinito con

e=10"".
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linea. Asi, puede considerarse que el medio es efectivamente grueso cuando

Doppler:  eror = 1, (4.29a)
Lorentz: eTtloéQ 21, (4.29Db)
Voigt: e(Ttot/a)l/Q, 100/ 740t < a < 0.1. (4.29¢)

Si estas desigualdades se satisfacen en el sentido opuesto, el medio es efectivamente delgado.

La comparacion de los resultados de Avrett-Hummer con los de ABAKO para un valor fijo
e = 10~* y un amplio rango de espesores T,; se muestra en la figura 4.53. En esta ocasién, ademés,
se incluyen calculos utilizando un perfil Voigt. El estudio analogo para perfil Lorentz aparece en la
figura 4.54.

En relaciéon con el procedimiento de calculo de los coeficientes de acoplamiento radiativo, hay
que decir que al trabajar con un perfil tipo Voigt o Lorentz la evaluacion de la integral frecuencial
es algo més costosa, ya que la dependencia de cualquiera de estas funciones con la frecuencia impide
la utilizacién de una férmula de cuadratura sencilla. Por esta razon, en estos casos dividimos el

intervalo de integracion en tres tramos de la manera siguiente,

/Z¢<V>G[¢<v>1du2[°...2{KFWHM~-.+/2;°:VHM...+/V°°...}, (4.30)

oo

donde v es la frecuencia del foton medida respecto al centro de la linea y G[¢p(v)] representa el
funcional que aparece en el integrando de las expresiones de los coeficientes C, o CP7. El primer
tramo de integracion recoge la contribucion debida a la parte central o core del perfil, el segundo
tramo representa la contribucion debida a las alas y con el ultimo tramo se determina la regién de

alta frecuencia. La anchura a mitad de altura FW HM viene dada por®

r

FWHM = o para perfil Lorentz, (4.31)
T

FWHM =~ 2a+ 1.7, para perfil Voigt. (4.32)

Para la evaluacion numérica del primer y segundo tramo utilizamos la regla del trapecio con 100
y 400 puntos, respectivamente, lo que asegura un error maximo del 0.01 % en los casos estudiados.
A partir de v4, tanto ¢ como G se aproximan por sus expresiones asintoticas para v — oo, de
tal manera que el tercer tramo de integracion puede resolverse analiticamente. La frecuencia v,

se calcula como
Voo = méx (10FWHM, 100\/a’ATd /n) : (4.33)

siendo o’ = T'/27 para perfil Lorentz y a’ = a para el caso Voigt.
Como puede verse, en todos los casos, el acuerdo entre ABAKO y la solucion exacta es ex-

celente. Estos resultados son de una gran importancia, ya que, por un lado, ponen de manifiesto

6Ver apéndice C.



Estudio de plasmas 6pticamente gruesos

245

log S

ABAKO, Doppler
. ABAKO, Voigt a=0.01
Avrett-Hummer, Doppler
——-——- Avrett-Hummer, Voigt a=0.01

L 1 1 L L
H 3 4 5 3 T B ]
log T

Figura 4.53. Funcion fuente para perfil Doppler y Voigt (¢ = 0.01), con B = 1, ¢ = 107" y espesores

totales Tor = 10%, 10, 10° y 10%. Comparacién entre los resultados obtenidos con ABAKO
y la solucién exacta de Avrett-Hummer.

" ABAKO
Avrett-Hummer

log S
L

-3

L 1 1
-2 -l Q [ 2

1 L 1 1 1
3 ) 5 [
log T

Figura 4.54. La misma representacion anterior, pero utilizando un perfil Lorentz.
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que ABAKO puede tratar sin problemas los efectos que el ensanchamiento natural y colisional
introducen en el transporte de lineas y, por otro, confirman en términos generales la validez del

modelo propuesto.

Nos resta comentar el comportamiento de la funcién fuente observado en las figuras 4.53 y
4.54. Para ello conviene tener presente los criterios (4.29) que permiten calificar un medio como

efectivamente grueso o delgado.

Fijémonos en la figura 4.53. Para 7;,; = 10? las funciones fuentes para los perfiles Doppler y
Voigt son muy similares, ya que en este caso la transferencia radiativa ocurre para frecuencias en el
core del perfil Doppler. Para 7,,; = 10% y 7, = 108, la funcién fuente Voigt sigue el comportamiento
Doppler para valores pequenos de 7 y luego se aleja, ya que la transferencia pasa a las alas del
perfil. Para 7;,; = 10%, las funciones fuente Doppler y Voigt difieren considerablemente sobre todo
el rango de valores de 7. Sin embargo, de las relaciones 4.29 vemos que, para perfil Doppler, el
medio es efectivamente grueso, e1,; = 1, mientras que en el caso Voigt es efectivamente delgado,
1/2

€(Teot/a)t/? = 0.1, lo que justifica tal diferencia. Con 74,; = 102, el medio es efectivamente delgado

para ambos perfiles y con 7y, = 105, 108 es efectivamente grueso.

Las funciones fuente para perfil Lorentz, que aparecen en la figura 4.54, proporcionan un limite
inferior para S, conforme el ensachamiento colisional es cada vez més importante. Para 7;,; = 108
la funcién fuente se aproxima a la del caso semi-infinito, ya que entramos en la region efectivamente
gruesa, €27y = 1. En el caso del perfil Lorentz, la transicion entre los casos efectivamente delgado

y grueso es es extremadamente gradual.

En resumen, con los resultados que acabamos de exponer, se comprueba que el modelo de
transporte radiativo de ABAKO reproduce con gran precision los resultados de Avrett-Hummer
para diferentes tipos de perfil ~Doppler, Voigt y Lorentz— y en amplio rango de valores del espesor
Tiot ¥ €l parametro de extincion e. Ademas, como adelantdbamos al comienzo de este apartado,
ABAKO converge adecuadamente a la solucion exacta al incrementar el nimero de celdas en las
que se subdivide el medio. En este sentido, las ecuaciones de ABAKO en el limite No — o0

constituyen una representacion formal alternativa de la solucion de Avrett-Hummer.

Sin embargo, nuestro objetivo ultimo es aplicar el modelo desarrollado para el tratamiento
de los efectos de opacidad en un plasma constituido por iones complejos. En esta situacion, no
trabajaremos con una tnica linea sino con miles o cientos de miles. Si ademas llevamos a cabo una
particiéon muy fina del medio, el problema se vuelva completamente inabordable desde el punto de
vista computacional. Por tanto, antes de tratar el transporte radiativo en el &tomo multielectrénico
y con el objetivo de hallar posibles simplificaciones del problema, es conveniente analizar de qué
manera se deteriora la solucién del &tomo de dos-niveles cuando disminuimos el niemero de celdas,
o dicho de otra forma, cuantas celdas son necesarias para obtener una solucién aproximada con un

margen de error aceptable.
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Perfiles  Doppler, Voigt (a=0.01, 0.001), Lorentz
Ne 20, 40, 100, 200, 600, 3000
e 1, 10, 102, 10%, 105, 10°
€ 1078, 1079, 104, 1072, 0.1, 0.5

Tabla 4.27. Datos relativos al estudio de la convergencia de la funcion fuente del atomo de dos-niveles a

la solucién exacta al variar el nimero de celdas.

En este sentido hemos llevado a cabo un exhaustivo anélisis de las propiedades de convergencia
de la funcién fuente S a la soluciéon exacta conforme aumentamos el nimero de celdas N¢o. El
estudio se ha realizado para los tres tipos de perfil habituales, en un amplio rango de valores de

Tiot, desde 1 a 108, y ¢, desde 10~® hasta 0.5. Los datos concretos se indican en la tabla 4.27.

A modo de ejemplo, en la figura 4.55 presentamos los célculos realizados con perfil Doppler
para un medio de espesor total 7y,; = 10* y diferentes valores de e. En todos los casos, la curva
etiquetada como solucion exacta S¢* se corresponde con el calculo obtenido al subdividir el medio
en 3000 zonas. En términos generales, las mayores desviaciones del resultado exacto ocurren en
la regién de transicion hacia la termalizacion. Para 7 pequeno el error es practicamente constante
para cada valor de N¢, mientras que en la region termalizada donde S =~ B, el error cometido
es practicamente inapreciable, incluso cuando el niimero de celdas es pequeno. La convergencia
mejora en todo el rango de valores de 7 cuando el pardmetro de extincion de fotones € aumenta.
Asi, para e = 1076, el calculo con N¢ = 20 es hasta un factor 2 mayor que el célculo exacto y son
necesarias 600 zonas para lograr un error por debajo del 10 % en todos los puntos del medio. En
cambio, con € = 10™%, bastan 100 zonas, y cuando € = 0.5, el calculo con s6lo 20 zonas no supera,

el 4% de error.

Por otro lado, antes comentabamos nuestro interés en aplicar el modelo de transporte radiativo
desarrollado en ABAKO sobre iones de muchos niveles y, méas concretamente, sobre plasmas de
laboratorio, tipicos por ejemplo en los experimentos de confinamiento magnético o inercial. Ahora
bien, de acuerdo a la informacién que hemos extraido de la figura 4.55, son necesarias al menos
100 celdas para, en términos generales, simular el transporte de una linea con un margen de error
en torno al 10 %. Sin embargo, un céalculo con 100 celdas y miles de niveles elevaria excesivamente

el coste computacional.

Afortunadamente, un valor 7;,; = 10* es poco habitual en un plasma de laboratorio. En estos
casos, el espesor suele ser como méaximo de orden Ty ~ 102 — 103, mientras que el limite inferior
del parametro de extincién se sitta en € ~ 10~*. Conviene entonces ilustrar las propiedades de
convergencia del modelo en este tipo de situaciones. Asi, en la figura 4.56 mostramos los resultados

obtenidos para un valor fijo € = 10™* y espesores totales 7,,; = 1, 10 y 100. Ademés de la solucién
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Figura 4.55. Funcion fuente del sistema de dos-niveles para 7iot = 104 y distintos valores de e. Se ilustra

la convergencia de ABAKO a la solucion exacta a medida que se incrementa el nimero de

celdas. Préstese atencion a los cambios en las escalas verticales.
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exacta S—considerada una vez més como el calculo con 3000 celdas— aparece el resultado obtenido
al utilizar una tnica celda, S'. Esto tiene como objetivo dar una idea del error cometido al tratar
los efectos de opacidad en un plasma con condiciones fisicas constantes usando la técnica del factor
de escape, esto es, bajo la aproximacion de plasma homogéneo. Como vemos, el calculo con una
celda resulta una aproximacion razonable s6lo cuando T3, es pequeno. El resultado l6gicamente
empeora cuando, al crecer 7;,¢, se amplia también el rango de variacion de la funcion fuente. Asi,
para Tyo; = 1 el error medio se sittua en el 3%, para 7, = 10 alcanza el 20 % y cuando 7;,; = 100
crece hasta el 48 %. Por otro lado, los resultados con N¢ = 20 estan dentro de un margen de error

medio del 2% para 7o < 10 y del 10% cuando 74,; < 100. Con N¢ = 40 se asegura un error

menor que el 2% en todos los casos.

Como dijimos, el valor ¢ = 10~* representa aproximadamente una cota minima del parametro
de extincion en plasmas de laboratorio y la gran mayoria de las lineas suelen tener un valor de €
asociado varios 6rdenes de magnitud mayor. En lo que respecto a nuestro estudio, este hecho ratifica
la aplicabilidad del modelo desarrollado, puesto que sus propiedades de convergencia mejoran
cuando € aumenta. Esto es lo que ponemos de manifiesto en la figura 4.57, donde se presentan
los resultados obtenidos para € = 0.5 y los mismos espesores anteriores. Ahora, el calculo con una
{nica zona proporciona ya una aproximacion aceptable con un error medio inferior al 5 % en todos
los casos, la utilizacion de 20 celdas garantiza un error medio por debajo del 1.5 %, mientras que

con 40 celdas el error desciende hasta el 0.9 %.

Asi pues, el estudio que hemos realizado nos permite concluir que con valores del espesor
total y del parametro de extincion tipicos de plasmas de fusiéon, basta una particiéon del medio
de aproximadamente No = 40 zonas para resolver con gran precision el problema del transporte
radiativo en el &tomo de dos-niveles. En términos generales, una division en la que el espesor 6ptico
de cada zona ¢ satisfaga A7? < 5 parece suficente para obtener una estimacion bastante aceptable
de la solucién. Este resultado es muy interesante, ya que una discretizacion de estas caracteristicas

permite abordar el transporte de lineas en plasmas con iones complejos.

El estudio de la convergencia a la solucion exacta en el atomo de dos-niveles cuando se emplea
un perfil Voigt o Lorentz muestra un comportamiento muy similar al caso Doppler, sin que se
modifiquen las principales conclusiones que aqui se han expuesto. Por esta razén, hemos creido

innecesario incluir comentarios especificos al respecto.

Por tultimo, para terminar esta seccion, si es importante destacar que ABAKO puede competir
sin ninguna dificultad con otros modelos de transporte radiativo propuestos en la literatura. En
este sentido, como ya hemos expuesto en alguna ocasion en esta memoria, uno de los modelos mas
conocidos y utilizados es el propuesto por Apruzese et al. [97]. Pues bien, en las figuras 4.58 y
4.59 se muestra una comparativa entre los resultados publicados por Apruzese y ABAKO en el

calculo de la funcion fuente del sistema de dos-niveles para diferentes valores del espesor 6ptico
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Figura 4.56. Funcion fuente del sistema de dos-niveles para ¢ = 10~* y distintos valores de Tiot, tipicos
en plasmas de laboratorio. Se ilustra la convergencia de ABAKO a la solucién exacta a
medida que se incrementa el nimero de celdas. Préstese atencion a los cambios en las escalas

verticales.
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Figura 4.57. Funcion fuente del sistema de dos-niveles para ¢ = 0.5 y distintos valores de T+o¢, tipicos
en plasmas de laboratorio. Se ilustra la convergencia de ABAKO a la solucién exacta a
medida que se incrementa el namero de celdas. Préstese atencion a los cambios en las escalas

verticales.
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y el parametro de extincion. Un analisis detallado de las figuras nos llevaria a la conclusion de
que, en términos generales, el error cometido por ABAKO es ligeramente inferior al cometido por
Apruzese. En particular, en el caso 7y,; = 102, caracteristico de plasmas de laboratorio, el resultado
de ABAKO es claramente mas exacto.

A la vista de estos resultados, puede parecer que ABAKO no representa una mejora especial-
mente significativa respecto a otras propuestas. Sin embargo, es importante subrayar que, como
afirma el propio autor [98], la principal desventaja del modelo de Apruzese radica en que sus expre-
siones analiticas de la probabilidad de escape s6lo son validas bajo condiciones fisicas uniformes. En
presencia de gradientes de densidad y/o temperatura, la eficacia del modelo se deteriora conside-
rablemente y la inica manera de reestablecerla es llevar a cabo nuevos ajustes para cada situacion
particular, una cuestion que evidentemente resulta muy poco practica y de dudosa aplicabilidad.
Por el contrario, el modelo desarrollado en ABAKO es directamente aplicable en condiciones va-
riables de densidad y temperatura y si las comparaciones se han restringido a las que mostramos

en este apartado es debido al limitado rango de validez del modelo de Apruzese.
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Figura 4.58. Funcion fuente del sistema de dos-niveles para 7ot = 10* y € = 107, 1078, Se muestra una

comparacion entre el modelo de Apruzese et al. (arriba) y ABAKO (abajo).
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4.3.2 Comparaciéon con datos experimentales

Abardaremos en este apartado el estudio de algunos casos con referente experimental en los que
se asume un plasma homogéneo, con condiciones uniformes de densidad y temperatura, y donde los
efectos radiativos se revelan importantes para un adecuado analisis de la cinética de poblaciones y

las caracteristicas espectrales.

Plasma de xenén

En las instalaciones del LULI en Francia, Chenais-Popovics et al. [87] recogieron medidas pro-
cedentes de un chorro de plasma de Xe excitado por laser. El experimento se llevo a cabo con el
objetivo de proporcionar un banco de pruebas que sirviera para contrastar y mejorar los codigos
atomicos de NLTE. El analisis de los datos procedentes de scattering Thomson y del espectro de
emision de rayos-X demostraron que el plasma es estacionario durante el pulso del laser. Para
conocer los detalles concretos del experimento puede acudirse a la bibliografia. Las condiciones ca-
racteristicas del plasma medidas experimentalmente son: nj,, = 4.75x 108 ecm =3, T, = 4154+40 eV

y ne = 1.30 £ 0.05 x 10%° em =3,

Z
experimental 27.44+1.5
SOSA [87] 26.5
AVERROES [87] 26.8
ABAKO 26.6

Tabla 4.28. Ionizacién media de un plasma de Xe Opticamente grueso, con parametros caracteristicos
Nion = 4.75x 108 cmfg’7 Te =450 eV y L = 160 um. Comparacion del resultado de ABAKO

con la medida experimental y los calculos de otros modelos.

En lo que sigue presentaremos los resultados obtenidos con ABAKO al simular el experimento
de Chenais-Popovics. El célculo se ha llevado a cabo considerando que el plasma es 6pticamente
grueso. Concretamente, hemos trabajado bajo la aproximacion de plasma homogéneo con simetria
plana y en concordancia con la descripcion experimental hemos tomado como anchura de la lamina
L = 160pum. Asimismo, al utilizar la densidad iénica como dato de entrada ha sido necesario arbitrar
un segundo procedimiento iterativo —ademas del que ya introduce el factor de escape— para resolver
las ecuaciones de tasas, ya que al desconocer la densidad electronica el sistema correspondiente
se vuelve no-lineal. La tabla 4.28 muestra una comparacion de la ionizaciéon media predicha por
ABAKO junto con la medida experimental y el calculo de otros dos modelos. Las caracteristicas de

AVERROES ya han sido descritas con anterioridad. El valor etiquetado como SOSA no procede de
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un calculo ab initio a partir de los parametros medidos del plasma, sino que utilizando un modelo
conocido como Spin-Orbit-Split- Array —la version relativista del UTA—, las poblaciones idnicas son
ajustadas por un procedimiento de minimos cuadrados para la mejor reproduccion posible del
espectro de emision experimental [87]. Con los datos de las poblaciones ionicas se obtiene entonces
la ionizacién media. La conclusion inmediata que se desprende de la tabla es que el resultado de
ABAKO es muy cercano al obtenido experimentalmente y compite con el de los otros modelos.
Asimismo, la densidad electrénica converge al valor n, = 1.26 x 102 ¢m ™3, también en acuerdo

con la medida experimental.

En la figura 4.60 se presenta el analisis de la distribucién de estados de carga. Como puede
observarse la prediccion de ABAKO es muy similar a la AVERROES, mientras que el calculo
SOSA discrepa de los dos anteriores. Creemos tener una explicacion para este comportamiento.
Tanto ABAKO como AVERROES no han asumido el valor experimental central de temperatura
T =415 eV, sino T = 450 eV. Esto es asi porque, tal y como se sugiere en muchos de los trabajos
donde se ha analizado este experimento [78,87] y como veremos después, las medidas espectrales
se reproducen mejor tomando como valor de temperatura el limite superior de la correspondiente
horquilla experimental. Sin embargo, segin [87], en el ajuste SOSA se tomd T, = 400 eV. Des-
conocemos los motivos de esta decision. Por tanto, pensamos que la diferencia observada entre la
distribucion SOSA y los otros modelos es consecuencia de haber considerado un valor distinto de la
temperatura electronica. Profundizando un poco maés en este sentido, debemos decir que el calculo
de ABAKO con T' = 415 eV da lugar a una ionizacién media de Z = 26.4. La correspondiente

distribucién de poblaciones se muestra en la figura 4.61.

Resulta atn mas interesante comprobar de qué manera se reflejan los efectos de opacidad en
nuestros calculos. Si consideramos el plasma 6pticamente delgado, con T'= 415 €V, se obtiene un
valor de ionizacion media Z = 25.4, alejado ya del dato experimental. Logicamente, la distribucion
de estados de carga también difiere de forma notaria respecto al caso 6pticamente grueso, como se
observa en la figura 4.61. El incremento de la ionizacién media cuando se incluyen los efectos de
opacidad esta causado por la fotoexcitacion de los iones hasta estados méas excitados, lo que a su
vez facilita una posterior ionizacion, incluso a densidades electrénicas relativamente baja. Dicho
de otra forma, el hecho de contemplar la reabsorciéon de fotones permite alcanzar una distribucion
parcial de LTE a un valor de densidad electronica muy inferior al que seria necesario para lograr
el LTE so6lo a través de los procesos colisionales. En el caso particular que nos ocupa, es evidente

que s6lo al tratar el plasma como 6pticamente grueso se consigue reproducir el dato experimental.

Para finalizar, la figura 4.62 muestra el espectro de rayos-X medido experimentalmente en el
rango de longitudes de onda que va de los 9 a los 16 A. Junto a éste se muestra la estimacion
obtenida con ABAKO y otros codigos, como AVERROES y ATOMIC [78]. Al igual que los otros

modelos, el calculo de ABAKO tiene en cuenta el ensanchamiento debido a la resolucion espectral,
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resultado de ABAKO con otros modelos.
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que resulta ser A\ ~ 50 mA. Las lineas mas intensas que se observan a partir de los 12.5 A se
corresponden con transiciones 4f7/5 — 3ds/o y 4f5/2 — 3d3/2 de distintos iones de Xe, desde el
Cu-like hasta el Mn-like. De acuerdo con nuestro anélisis, la transicion 4 f7 5 — 3ds /5 tiene siempre
la mayor longitud de onda. El espectro de AVERROES es el que mejor describe el comportamiento
experimental. Sin embargo, el cdlculo de ABAKO es capaz de describir la caracteristicas espectrales
mas significativas. De forma analoga a lo ocurrido en un caso analizado anteriormente, las energias
de transicion predichas por ABAKO se desplazan hacia energias menores, esto es, hacia mayores
longitudes de onda. En cualquier caso, nuestra estimacion no es mucho peor que la obtenida por
el codigo ATOMIC de LANL. Este ultimo célculo sigue una descripcion SOSA e incluye 1235292
configuraciones relativistas. Con s6lo 15358 configuraciones repartidas sobre el mismo conjunto de

iones, ABAKO consigue un resultado similar.

Como tltima muestra de los efectos antes comentados en relaciéon con la modificacién de la
temperatura electréonica y la reabsorcion de fotones, en la figura 4.63 repetimos el espectro de
emision para el caso 6pticamente grueso a T = 450 eV y anadimos el cilculo a T = 415 eV.
Ademas, presentamos el resultado obtenido al suponer el plasma oOpticamente delgado. En este
caso, desaparecen los rastros espectrales de Fe y Co-like y se magnifican los de Ni y Cu-like
como consecuencia del desplazamiento de la distribucion de estados de carga hacia especies menos
ionizadas. Las diferencias con el caso grueso son muy significativas, poniéndose de manifiesto la
importancia de incluir los efectos de opacidad para reproducir con ciertas garantias el espectro de

emision.
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Como conclusion, el analisis del experimento de Chenais-Popovics reafirma los buenos resultados
cosechados hasta el momento por ABAKO, poniendo de manifiesto a su vez su capacidad para llevar
a cabo estimaciones razonables de propiedades espectrales. A la vista de los datos presentados,
ABAKO podria utilizarse, por ejemplo, como herramienta para el disefio inicial de experimentos

en plasmas de laboratorio.

Plasmas de oro

Un nuevo experimento que podemos analizar es el que se describe en [171]. En el laser NOVA
del LLNL se gener6 un plasma de Au a partir de una lamina de 200 pm de didmetro y 1000 A de
grosor, enterrada a su vez en una chapa cuadrada de Be de un 1 mm? y una anchura 12 gm. En su
momento, el experimento significo la primera medida precisa de la distribucion de estados de carga
de un plasma ionizado de alto-Z. Las medidas indicaron unos valores de densidad y temperatura

electronica de n, = 6 x 1020 em™3 £20% y T = 2200 eV + 10 %.

Z

experimental [171] 49.3 +£0.5

RIGEL [171] 49.1
AVERROES [86] 49.6
FLYCHK [91] 49.6
ABAKO 49.2

Tabla 4.29. Ionizacion media de un plasma de Au o6pticamente grueso, con parametros caracteristicos
ne = 6 x 102 em ™3, T. = 2200 eV y R = 100 pm. Comparacion del resultado de ABAKO

con la medida experimental y los calculos de otros modelos.

Siguiendo el mismo esquema que en otros casos analizados con anterioridad, la tabla 4.29 mues-
tra una comparacion entre la ionizaciéon media experimental, la obtenida con ABAKO y valores
de otros codigos recopilados en la bibliografia. En la figura 4.64 se representa la distribucién de
poblaciones i6nicas. En el caso de la ionizacién media, el valor predicho por ABAKO es el mas
cercano al experimental. Sin embargo, segiin el estimador que venimos usando, la curva de pobla-
ciones de RIGEL presenta una desviacion igual a 0.14, mientras que para ABAKO resulta 0.26.
Teniendo en cuenta que RIGEL es un c6digo basado en superconfiguraciones y que el comporta-
miento de éstos mejora al aumentar la densidad, parece lo6gico que su resultado sea algo mejor que
el de ABAKO. Recordemos, no obstante, que en el caso del plasma de Au bajo condiciones Corona
que ya estudiamos, las predicciones de RIGEL discrepaban considerablemente de las medidas ex-

perimentales. ABAKO en cambio mostraba un buen comportamiento. Este tipo de circunstancias
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Figura 4.66. Espectro de emision del plasma de Au descrito en [171]. De arriba a abajo encontramos
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procesos atémicos a dos electrones y finalmente el espectro obtenido con ABAKO.
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Figura 4.67. Espectro de emision del plasma de Au objeto de andlisis. Obsérvense las diferencias en el

espectro al tratar el plasma como 6pticamente delgado o grueso.

subrayan la consistencia del modelo que presentamos en este trabajo, confirmando su aplicabilidad

en un amplio rango de condiciones.

En los calculos que estamos ahora exponiendo, se han incluido los efectos de opacidad bajo la
aproximacion de plasma homogéneo. Para calcular el ensanchamiento por efecto Doppler hemos
tenido en cuenta que la temperatura iénica alcanza un valor de Tj,, = 2000 eV. Asimismo, de
acuerdo con la descripcion experimental y las particularidades de nuestro modelo, hemos supuesto
una geometria cilindrica caracterizada por un radio R = 100 pm. Si tratamos el plasma como
opticamente delgado, la ionizaciéon media baja hasta Z = 48.5 y la distribucion de poblaciones
resultante es la que mostramos en la figura 4.65.

De forma anéaloga a casos anteriores, las poblaciones i6nicas se infieren a partir del espectro
de emision y concretamente del anélisis de las lineas 5f7/2 — 3ds/2 y 5f5/2 — 3d3/2 de los iones
que van del Co-like al Ge-like. Los datos experimentales y el espectro de RIGEL se ilustran en
la figura 4.66. El calculo de ABAKO no describe con precision la muestra experimental, pero
proporciona una estimaciéon razonable del espectro. En particular, nuestro resultado es comparable
al de RIGEL. En la figura aparece también un céalculo de este mismo cédigo, pero sin incluir los
procesos de autoionizacion y recombinacion dielectrénica. Como ya esta suficientemente probada
la importancia de estos procesos en la determinacién de las propiedades radiativas, no hemos
considerado necesario repetir con ABAKO el mismo tipo de célculo.

Sin embargo, si nos interesa mostrar la importancia de los efectos de opacidad, ya que son
objeto de analisis en este apartado. Asi, en la figura 4.67 se establece una comparacion entre los

correspondientes espectros de emision cuando el plasma es tratado como Opticamente delgado o
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bien se incluyen los efectos de la radiacion sobre el espectro discreto bajo la aproximacion de plasma
homogéneo.

En todos estos calculos hemos aplicado la correcciéon debida a la resolucién espectral experi-

mental, E/AE = 300.

Otro experimento manejado en el contexto de los codigos de NLTE y también llevado a cabo en
el NOVA, es el plasma de Au generado sobre un hohlraum de fusion por confinamiento inercial [172].
Nuestras expectativas de lograr una correcta descripcion de las medidas experimentales son algo
menores en este caso. Los motivos son varios. Para empezar el diseno experimental no garantiza un
cinética poblacional de estado estacionario. En segundo lugar, el plasma se genera en un ambiente
radiativo externo caracterizado por una temperaura T,.,q = 190 & 20 eV y se detecta también un
fraccion frot = 0.1 de electrones supratérmicos y energia Ep,: = 20 keV. ABAKO atn no es capaz
de trabajar con un campo de radiacion externo, ni tampoco incluir efectos de electrones calientes,
asi que nuestros calculos se limitaran a la utilizacion de los parametros méas habituales, densidad
y temperatura electréonica. La densidad se determiné a partir de una simulacién hidrodinamica,
resultando n, = 1.4x10%! em 3. El diagnostico de scattering Thomson revela T, = 2600 eV 10 %.
Por otro lado, en los calculos de ABAKO se incluyeron efectos de opacidad, para lo que asumimos,
de acuerdo con la descripcién experimental, que la méxima longitud recorrida por los fotones en

el interior del plasma de Au es L = 200 um.

Z

experimental [172] 5141

RIGEL [172] 50.5
FLYCHK [91] 50.4
ABAKO 50.5

Tabla 4.30. Ionizacion media de un plasma de Au generado en un hohlraum de fusion. Comparacion del

resultado de ABAKO con la medida experimental y otros modelos.

En la tabla 4.30 mostramos una comparaciéon de ionizaciones medias. Tanto el resultado de
ABAKO como el de los otros modelos indican un buen acuerdo con el resultado experimental.
Sin embargo, al analizar las distribuciones de poblaciones iénicas, figura 4.68, observamos que la
curva experimental presenta un extrano comportamiento, con dos maximos locales de poblacién en
las especies Ga y Co-like. En [172] se sugiere que esta conducta puede deberse a las desviaciones
existentes respecto a la situacion estacionaria. Como parece 16gico, ni ABAKO ni RIGEL, que hacen
uso de esta hipotesis, describen correctamente el resultado experimental. Aun asi, es importante

comentar que la distribucion obtenida con ABAKO se asemeja mas a la distribucion medida que el
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Figura 4.68. Distribucion de poblaciones ionicas del plasma de Au descrito en [172]. Contrastacion del

resultado obtenido por ABAKO.
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Figura 4.70. Espectro de emision del plasma de Au descrito en [172]. Arriba encontramos el espectro
experimental y sobre él un ajuste multi-gaussiano efectuado para inferir la distribucién de
poblaciones. En el centro se muestra el espectro obtenido por RIGEL y abajo el correspon-

diente a ABAKO.
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Figura 4.71. Espectro de emision del plasma de Au descrito en [172]. Se ilustran los cambios producidos

por los efectos de opacidad.

calculo maés sofisticado de RIGEL, que incluye la fracciéon de electrones supratérmicos y el campo

externo de radiacion.

Por seguir con nuestro hilo argumental, la figura 4.69 muestra la distribucion de estados de
carga suponiendo un plasma Opticamente delgado. En esta situacion, la ionizacién media resulta

Z = 49.3, como es logico, menor que el caso grueso.

Para terminar, la figura 4.70 ilustra la contrastacion de los espectros de emisién producidos
por RIGEL y ABAKO con el encontrado experimentalmente. El espectro es de las mismas carac-
teristicas que otros ya comentados. Los rasgos espectrales se deben a las transiciones 5f — 3d de
las especies mas abundantes en el plasma. Como puede verse, el resultado de ABAKO es capaz
de describir grosso modo el espectro experimental, presentando caracteristicas similares a la de
RIGEL. Se mantiene, claro esta, el desplazamiento de las energias de transicion hacia valores mas
pequenos. No obstante, esta cuestion podria solucionarse utilizando datos atéomicos externos de

mayor precision o haciendo uso de un potencial paramétrico més sofisticado.

La figura 4.71 muestra las diferencias entre los espectros obtenidos con ABAKO en los casos
delgado y grueso. Como ya se ha evidenciado en situaciones anteriores, los efectos de opacidad
pueden producir tanto una amplificaciéon como una atenuacion de las lineas. Esto se debe esencial-
mente a la redistribucién de poblacion entre los estados excitados provocada por la reabsorcion de
fotones. Asimismo también es posible una alteracion de la forma de las lineas. Este hecho se justi-
fica teniendo en cuenta que realmente existe un solapamiento entre las lineas y que, por ejemplo,

fotones emitidos en el centro de una linea pueden ser absorbidos en las alas de otra y viceversa.
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En las comparaciones con experimentos de la bibliografia que hemos analizado hasta ahora,
hemos usado siempre como fuente de datos atémicos el modelo propio de ABAKO basado en po-
tenciales analiticos. Como ha quedado patente, aunque nuestros célculos espectrales proporcionan
una estimaciéon aceptable de los resultados observados experimentalmente, ni la riqueza y ni la
precision de estos datos son suficientes para lograr una fiel reproduccion del espectro. En conse-
cuencia, el modelo de potenciales analiticos nunca resultara adecuado para abordar problemas de
diagnosis espectrocopica, esto es, la deduccién de las condiciones de densidad y temperatura del
plasma a través de la contrastacion de los espectros téorico y experimental. Sin embargo, aunque
no es un objetivo fundamental de esta tesis doctoral, nos gustaria resaltar que, propiamente, el
modelo colisional-radiativo si esta capacitado para tratar este tipo de problemas, tan sélo hay que
trabajar con una descripcion de la estrutura atémica mas precisa, que puede proceder una fuente

externa.

Como ejemplo, vamos a presentar un estudio preliminar de diagnosis sobre los datos experi-
mentales de un plasma de Al, resultado de un conjunto de experimentos llevados a cabo en la
Ecole Polytechnique en Francia y en los que nuestro grupo de investigacion tuvo la oportunidad
de participar [173]. En las experiencias se utiliza un laser de Nd que trabaja a una longitud de
onda de 1053 um y con un pulso de 600 ps. La energia de salida es cercana a los 80 J en forma
de haz circular de 4 cm de radio. Para irradiar el blanco, se cuadruplica la frecuencia w del haz
inicial haciéndolo pasar por un cristal no-lineal KDP. El haz de 4w obtenido permite depositar en

el blanco 25 J en 500 ps.

Para lograr el confinamiento del plasma se utiliza un blanco en forma de sdndwich constituido
por tres capas: una capa de C una capa central de Al, tipicamente de 20 um de grosor, y nueva-
mente otra de C. El plasma creado tras el impacto laser tiene una duracién de aproximadamente
100 ns y en él podemos distinguir principalmente dos regiones: una regién Corona externa y una
region interna de alta densidad situada en torno al crater creado por el laser. En la region densa,
el valor de la densidad electrénica se estimé entre 1022 y 1024 em ™2 y la temperatura entre los 200
y los 600 eV. En estas condiciones, el plasma de aluminio se encuentra muy ionizado, de manera
que los estados de carga mas abundantes son He-like, H-like y el ion desnudo. En el experimento
se recoge la radiacion emitida por la region de alta densidad en una direccion casi perpendicular a

la del haz laser.

Para nuestros calculos construimos un base de datos atémicos entre Be-like Al y el nicleo des-
nudo utilizando el c6digo FAC, lo que nos permite trabajar con una estructura energética precisa
en despcripcion DLA. Para llevar a cabo la diagnosis e intentar reproducir el espectro experimen-
tal, simplemente nos hemos dedicado a variar las condiciones del plasma, densidad electrénica,
temperatura y dimension caracteristica, en torno a los valores estimados en el disenio experimental.

Deciamos antes que éste era solamente un ensayo de diagnosis espectroscopica porque el proceso
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de busqueda de los parametros 6ptimos y la contrastacion de los espectros téorico y experimental

no estan sistematizados.

En la figura 4.72 representamos un espectro de emision experimental junto con una estimaciéon
de ABAKO en la que los pardmetros caracteristicos del plasma son n, = 8 x 1022 em ™3, T = 400 eV
y L = 2 pm. Todos los valores estan dentro del margen estimado en el diseno de la experiencia.
Las lineas experimentales se corresponden con la serie Lyman de H-like, Lya (n =2 — n = 1),
LyB(n=3—-n=1),Lyy(n=4—-n=1),Lyd (n=5—>n=1)yLye (n =6 —n = 1),
y las de He-like, Hef (n =3 - n=1),Hey (n =4 - n=1),Hed (n =5 - n=1)y
Hee (n = 6 — n = 1). Los detalles junto a la Ly« se corresponden con la emisién debida a
la estabilizacion radiativa de estados doblemente excitados de He-like y Li-like. En esta ocasion,
ABAKO es capaz de reproducir con mayor exactitud el espectro. El hecho de trabajar con datos
atoémicos de mayor calidad se refleja, por ejemplo, en que el desplazamiento en la posiciéon de las
lineas es ahora minimo. También se ajusta mejor la magnitud de los picos, en parte porque los
valores de las fuerzas de oscilador son mas precisos. Por otro lado, debemos tener en cuenta que los
espectros que habiamos analizado hasta ahora involucraban especies mas complejas y una cinética

de poblaciones también mas complicada.

En cualquier caso, es evidente que no todos los detalles espectrales se reproducen de forma
adecuada. En nuestra estimacion, la intensidad de la Ly« es algo baja, no se observan las lineas Hee
y Lye, ni las lineas satélite y en general los perfiles son mas delgados que en el caso experimental.
Asimismo, debemos tener en cuenta que nuestro modelo para ensachamiento Stark es muy sencillo
y que para la seccién eficaz de fotoionizacion se utiliza la férmula semiclasica de Kramer. Con todo
esto, no conseguimos encontrar ninguna terna de parametros con la que describir convenientemente
la totalidad del espectro. En la figura 4.73 mostramos otra estimacion en la que, de acuerdo con el
limite de Inglis-Teller [49], hemos bajado la densidad electronica para intentar recuperar las lineas
Hee y Lye. Concretamente, para este calculo hemos considerado n. = 5 x 1022 cm ™3, T = 470 eV
y L =5 pum. Como puede observarse, aparecen las lineas Hee y Lye, el nivel del espectro continuo
muestra un mejor acuerdo con el experimental, pero empeoran las Lyy y Hevy, que ahora son

demasiado intensas.

Tras nuestro analisis creemos que el espectro experimental no se corresponde con una regiéon
del plasma de condiciones uniformes, sino que se ha recogido la radiaciéon procedente de puntos
con distintos valores de densidad y temperatura. Algo asi se sugiere en [173|, donde se indica que
en el primer disenio experimental —al que parece corresponder el espectro que hemos analizado—
genera integraciones espaciales sobre regiones donde la densidad es mas pequena que la deseada,

existiendo so6lo una accesibilidad parcial a la region densa del crater.

Por dltimo y a modo casi didactico, en la figura 4.74 presentamos una comparacioén interna

donde se pone de manifiesto de qué manera se refleja en el espectro la variacion de los parametros
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Figura 4.74. Dos calculos sobre el espectro de emisién de Al con diferentes valores de los parametros

caracteristicos del plasma.

caracteristicos del plasma. Se observa por ejemplo que para que las lineas satélite ganen en intensi-
dad es necesario aumentar su tamafno. Asimismo, al bajar la densidad se consigue reforzar la Ly«

en detrimento de las lineas de He.

4.3.3 Medios no-homogéneos

Presentaremos en esta seccion algunos ejemplos donde se ilustra la capacidad del modelo para el
problema del transporte radiativo en &tomos de muchos niveles en medios no-homogéneos, esto es,
en aquéllos donde las poblaciones de nivel y, por tanto, las poblaciones i6nicas dependen del punto
del espacio considerado. Asimismo, abordaremos en primer lugar la situacion donde las condiciones
de densidad y temperatura del plasma permanecen constantes, para luego tratar el caso en el que

dichas magnitudes presentan dependencia espacial.

Condiciones uniformes

Como ejemplo para ilustrar los efectos de opacidad en un plasma con condiciones fisicas unifor-
mes formado por iones de muchos niveles, seguiremos uno empleado ya por Apruzese et al. en [97].
Consideremos un plasma de Al con la geometria de una lamina infinita de grosor L = 1500 pm. Su-

pondremos que en todo el medio la temperatura vale T = 600 eV y n. = 10?° cm 3. Para nuestros
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célculos, hemos construido con nuestro modelo de potenciales analiticos una base de datos atémicos
de aproximadamente 1000 configuraciones relativistas desde Li-like hasta el ion desnudo y un total
8270 transiciones radiativas. Todas las lineas han sido transportadas. En [97] se concluye que en
las condiciones elegidas las poblaciones apenas se diferencian cuando se utiliza un perfil Doppler o
un perfil Voigt. En consecuencia, los resultados que aqui presentamos se realizaron asumiendo un
perfil Doppler, ya que es menos costosa la evaluacion de la integral frecuencial de los coeficientes de
acoplamiento radiativo. Por otro lado, el medio fue dividido en 40 celdas distribuidas linealmente,
aunque para efectuar las comparaciones pertinentes mostraremos también los calculos realizados
bajo la aproximacion homogénea, esto es, con una tnica celda. Una cuestion a destacar es que, al
contrario de lo que ocurria en el &tomo de dos niveles, ahora no es posible especificar una posiciéon
en el medio a través de un valor del espesor 6ptico, ya que asociada a esa posicidon existen muchas
lineas posibles —iones en diferentes estados energéticos distintos capaces pueden sufrir transiciones
distintas—, cada una con su espesor 6ptico particular. Asi pues, las magnitudes de interés se repre-
sentaran frente a la coordenada espacial z, sobre un eje perpendicular al plano de la lamina. La

posiciéon z = 0 pum indica uno de los bordes del medio, z = 750 pm indica el centro del mismo.

En la figura 4.75 mostramos el comportamiento de la ionizacion media y en la 4.76 se hace
lo propio con las poblaciones i6nicas. La diferencia del céalculo en situaciéon delgada con aquéllos
que incluyen efectos de opacidad es manifiesta. El resultado no-homogéneo muestra un progresivo
aumento de la ionizacién media con z. Este comportamiento se debe a que segiin nos adentramos en
el medio los fotones emitidos tienen cada vez menos posibilidades de escapar del plasma y acaban
siendo reabsorbidos. Esto eleva la poblacion de los estados excitados, facilitando a la postre la
ionizacion de la especie correspondiente. Asimismo, teniendo en cuenta la escala vertical de la
figura, podriamos pensar que el calculo en aproximacion homogénea es una buena aproximacion
de la situaciéon no-homogénea. Esto no es tan evidente cuando analizamos las poblaciones ionicas.
Mientras que en el ion desnudo s6lo aparecen pequenas diferencias, en He y H-like se observa una
importante redistribuciéon de poblacion. La especie méas ionizada, H-like, es cada vez més abundante

conforme nos internamos en el plasma, debido al mecanismo antes comentado.

El analisis resulta atin mas interesante al estudiar la distribucién de poblacién dentro de cada
ion. Asi, en la figura 4.77 representamos las densidades del estado fundamental y primeros estados
excitados del He-like en funcién de z. El hecho méas evidente es que, la poblacion de los estados
excitados es, en el caso Opticamente grueso, claramente superior a la del caso delgado. Respec-
to al fundamental, la poblacién de los primeros estados excitados se incrementa unas 30 veces.

Logicamente, esto afecta de forma directa a los espectros caracteristicos de emision o absorcion.

Otro efecto debido a la reabsorcion de fotones es la inversion de poblacion que se produce en

relacion a la situacion delgada. En este ultimo caso, la configuracion mas abundante tras el estado
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fundamental es 15%/27 luego 1s1/22p3/o y después 1s1/22p; /2. En el calculo grueso este orden se

altera, el estado excitado més abundante es 1s1/32p3 /2, luego 13%/2 y finalmente 1s1/92p; /5.

Por tltimo, vemos también que, aunque las condiciones de densidad y temperatura sean cons-
tantes, los efectos de opacidad provocan la aparicion de gradientes espaciales en las densidades de
los estados excitados. Dichos gradientes son mas acusados en aquellos niveles que de forma global
muestran mayores diferencias respecto al calculo delgado.

Para hacernos una idea del error cometido al tratar el plasma con tnica celda mostramos la
figura 4.78. En el centro del plasma y sobre los primeros estados excitados, la diferencia se sitta
aproximadamente en un factor 1.5.

En términos cualitativos, sobre el H-like se observa un comportamiento muy similar, que se

ilustra en las figuras 4.79 y 4.80.

Condiciones con dependencia espacial

En este dltimo apartado vamos a aplicar el modelo de transporte implementado en ABAKO al
caso de un medio no-homogéneo, con perfiles de densidad y temperatura dependientes de la posicion
del espacio considerada. Queremos subrayar que nuestro objetivo no es llevar a cabo un estudio
exhaustivo de la fisica del problema en cuestion, sino poner de manifiesto la capacidad del modelo
que hemos desarrollado en esta tesis doctoral para el tratamiento de este tipo de situaciones.
Tengamos en cuenta que segiun Apruzese, autor de un modelo de transporte de caracteristicas
parecidas al de ABAKO y que hemos citado muchas veces en este trabajo, la principal desventaja
de su modelo es que deja de ser valido en presencia de gradientes de temperatura o densidad [97,98].
Por tanto, el simple hecho de que ABAKO pueda utilizarse bajo estas condiciones supone en si
mismo un importante logro.

Utilizaremos como ejemplo un perfil de densidad y temperatura que se obtuvo tras la realizacion
de una simulacién hidrodinamica bidimensional sobre los experimentos de Al llevados a cabo en
el LULI y de los ya hablamos en un apartado anterior [173,174]. Concretamente, las condiciones
variables sobre las que trabajaremos corresponden a una direccion espacial particular de la expan-
sién del plasma y se extienden sobre un total de 200 pm. El perfil se muestra en la figura 4.81. La
coordenada z se mide sobre el eje de disparo del laser. El valor z = 0 indica la posicion del crater
formado tras el disparo, z aumenta conforme nos alejamos del crater.

Sin embargo, nosotros usaremos este perfil de forma completamente independiente, al margen
de su procedencia. No estableceremos conexiones entre los resultados obtenidos y el experimento en
cuestion, ya que para ello seria necesario llevar a cabo un analisis profundo y detallado, que ya no
puede abordarse como parte de esta tesis doctoral. Asi pues, para nuestro objetivo actual, hemos
supuesto que las condiciones descritas en la figura 4.81 se corresponden con las de un plasma de

Al con geometria plana en la direccion de la coordenada z y una anchura total de L = 200um. En
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Figura 4.81. Variacion de la temperatura y densidad electronica con la posicion en el interior de un plasma
de Al. Es el ejemplo utilizado para mostrar la aplicabilidad de ABAKO en un medio con

condiciones fisicas no uniformes.

nuestros calculos hemos usado una base de datos atomicos entre F-like Aly el ion desnudo generada
con el moédulo propio de ABAKO. Al igual que cuando tratamos la situacion bajo condiciones
uniformes, todas las lineas incluidas en el modelo fueron transportadas, asumiendo para ellas un
perfil Doppler.

En la figura 4.82 representamos la variacion espacial de la ionizacion. Como viene siendo habi-
tual, presentamos también el resultado obtenido en la situacion delgada. Teniendo en cuenta que
en toda la extension del plasma, la variacion de la densidad electrénica se mantiene dentro de un
orden de magnitud, la temperatura va a ejercer un papel dominante sobre la cinética de pobla-
ciones, ya que varia desde los 1580 eV hasta unos 25 eV. Este hecho justifica el comportamieno
de la ionizacion media de forma global. El plasma estd muy ionizado para valores pequenos de z
y constituido por especies menos ionizadas segiin aumenta z —si pensamos por un momento en el
origen de los datos, el plasma estd muy caliente en las proximidades del crater y se va enfriando
conforme nos alejamos de él-. En términos cualitativos, los efectos de opacidad son los mismos,
independientemente de que las condiciones fisicas sean uniformes o no. Asi, como puede observarse,
el calculo grueso contribuye a un aumento de la ionizacién media para cualquier valor de z. Llama
la atencion el hecho de que a partir de las 130 pum, los calculos delgado y grueso son muy similares.

La figura 4.83 muestra el comportamiento de las poblaciones i6nicas. Hasta z = 130 um el

transporte de lineas provoca una importante redistribucion de la poblacion. Por ejemplo, para
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z = 80 pm, el calculo grueso indica que el 80 % del plasma est4 compuesto por nticleos desnudos de
Al y que el 17% son iones hidrogenoides. En el caso delgado, la poblacion esté equitativamente re-
partida, un 46 % de nucleos desnudos y un 48 % de H-like Al. La ligera deformacion que se observa
en las curvas de H-like y He-like del calculo grueso en torno a z = 110 mwm parece corresponderse
con el maximo local de densidad electronica que se alcanza en ese punto. A partir de las 130 mum,
especies cada vez menos ionizadas van cobrando importancia de forma progresiva conforme dismi-
nuye la temperatura. Es justo en esta regiéon donde los comportamientos dpticamente delgado y
opticamente grueso difieren minimamente.

Lograremos un analisis mas profundo estudiando el comportamiento de las poblaciones de nivel
dentro un ion concreto. Esto es lo que mostramos en la figura 4.84 para He-like, en la region que va
de las 100 a las 150 pwm, donde la contribucién de este ion resulta significativa. Las discrepancias
entre las dos situaciones no son muy acusadas para el estado fundamental. Sin embargo, en los
primeros estados excitados podemos encontrar hasta 3 6rdenes de magnitud de diferencia. En el H-
like encontramos una conducta anéloga. A este respecto, debemos comentar que los experimentos
del LULI citados se centraban en la obtencién del espectro de emisiéon procedente de las zonas
proximas al punto de impacto del laser. Esta es precisamente la region donde las especies mas
ionizadas son las mas abundantes. Asi, a la vista de las figuras que hemos ido presentando y con
vistas a afrontar un procedimiento de diagnosis espectroscopica, resulta esencial incluir los efectos
de opacidad y, por tanto, contar con un modelo de transporte radiativo como el de ABAKO,
capaz de trabajar bajo condiciones fisicas no uniformes. Por otro lado, el comportamiento de las
poblaciones de nivel de Li-like, figura 4.85, pone de manifiesto algo que ya se intuia del anélisis de
la distribucion de estados de carga. A A partir de z = 130 um la cinética de poblacionas queda
dominada por los procesos colisionales, ya que los célculos delgado y grueso muestran un gran
parecido. Seria necesario un estudio detallado de los espesores 6pticos de las lineas méas intensas
de cada ion a las densidades y temperaturas correspondienes para explicar adecuadamente este
fenomeno. Tal estudio es viable y puede ser uno de los primeros trabajos en los que sacar partido

a las capacidades de la herramienta presentada a lo largo de esta tesis doctoral, ABAKO.
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Figura 4.82. Variacion de la ionizacién media con la posicion en el interior del plasma de Al. Se muestra

una comparacion entre los calculos épticamente delgado y grueso.
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una comparacion entre los calculos épticamente delgado y grueso.
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Conclusiones y lineas futuras

5.1 Conclusiones

Las principales conclusiones que se derivan del trabajo realizado en esta tesis doctoral, suficien-

temente explicadas en los distintos apartados, se pueden resumir en:

1. Hemos desarrollado un nuevo cédigo computacional llamado ABAKO, Analytical expressions
BAsed Kinetics c¢Ode, destinado al estudio de la cinética de poblaciones y las propiedades
radiativas de plasmas en estado estacionario bajo condiciones de no-equilibrio local térmodi-

namico.

2. ABAKO es aplicable sobre un amplio rango de condiciones fisicas y situaciones distintas.
Puede utilizarse para el analisis de plasmas con densidades y temperaturas de interés en
diferentes areas, astrofisica, litografia EUV, fusién por confinamiento magnético y, particu-
larmente, fusiéon por confinamiento inercial. Es util para el tratamiento de plasmas tanto
opticamente delgados, como 6pticamente gruesos, ya que incorpora los efectos de opacidad
sobre el espectro ligado-ligado a través de un modelo derivado de la técnica del factor de esca-
pe. En el caso de los plasmas 6pticamente gruesos, ABAKO es capaz de abordar el transporte
de radiacion en situacion homogénea, con condiciones fisicas y poblaciones constantes, o bien,
en situacién no-homogénea, sobre condiciones constantes o en presencia de variaciones espa-
ciales de temperatura y densidad. A priori, el codigo desarrollado es aplicable sobre plasmas
de elementos de cualquier valor del nimero atémico Z y constituido por iones en cualquiera
de sus posibles estados de ionizacion. El conjunto de los célculos descritos pueden llevarse a

cabo sin un excesivo coste computacional.
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ABAKO esta compuesto esencialmente por dos modulos bien diferenciados, uno destinado
al calculo de la estructura atémica y otro que constituye el modelo colisional-radiativo, pro-
piamente dicho. Finalmente, dispone de un médulo adicional para el calculo de propiedades

radiativas, como el coeficiente de absorcion y emisividad multifrecuenciales, intensidad, etc.

ABAKO esta basado en el uso de expresiones analiticas, tanto para la determinacion de la
estructura atéomica, como para la construcciéon de la matriz colisional-radiativa. En consecuen-
cia, se cimienta sobre una serie modelos sencillos, que proporcionan en conjunto resultados
competitivos, que permiten la introduccién de modificaciones o mejoras de forma sencilla y
que facilitan la obtencion de conclusiones relativas a la fisica del problema objeto de estudio,

algo que se pierde con relativa frecuencia en los modelos mas sofisticados.

El calculo de la estructura atémica se fundamenta en el uso de potenciales paramétricos de-
sarrollados con anterioridad por nuestro grupo de investigacion. Estos modelos se desarrollan
bajo la aproximacién de campo central, en un contexto relativista enmarcado en la teoria del
funcional de la densidad. El uso de estos potenciales facilita considerablemente la obtencion
de la gran cantidad de datos atémicos necesarios después en el calculo de poblaciones. Se
demuestra que la calidad de estos datos es suficiente para el analisis poblacional y también
para una estimacion cualitativa razonable de las propiedades radiativas. En cualquier caso,
para aquellas situaciones en las que sea necesario una determinaciéon precisa de la estructura
atomica, ABAKO ofrece la posibilidad de trabajar con datos procedentes de fuentes externas,

que pueden ser bases de datos u otros codigos computacionales.

El modelo colisional-radiativo incorpora de forma explicita los siguientes procesos atémicos:
ionizacién colisional y recombinacion a tres cuerpos, excitacion y desexcitacion colisional,
decaimiento espontaneo, recombinacion radiativa, autoionizacion y captura electronica. Con
la excepcion de la ultima pareja de procesos, los coeficientes de tasa de los procesos directos
se evaltan mediante expresiones analiticas conocidas en la literatura. Los coeficientes de tasa

de los procesos inversos se evaltian haciendo uso del principio de balance detallado.

Uno de los logros més significativos alcanzados en ABAKO es su capacidad para trabajar
con estados autoionizantes. No se conoce en la literatura ninguna expresion analitica ade-
cuada para determinar la tasa de autoionizaciéon. Por este motivo, se ha recurrido a una
aproximacion consistente en la evaluaciéon de la seccion eficaz del proceso inverso, la captura
electronica, a través de la seccion eficaz de excitacion colisional. A pesar de no ser una idea
reciente, segtin nuestro conocimiento, ABAKO es el primer c6digo basado en aproximaciones
analiticas que utiliza este modelo para el tratamiento explicito de los estados autoionizantes
bajo una descripcion DCA relativista y la produccion de célculos cinéticos a gran escala. La

adaptacion de esta técnica para trabajar a su vez con el modelo de potenciales analiticos
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10.

11.

12.

0, de forma mas general, con una descripciéon de particula independiente, produce, con un
coste computacional mucho menor, resultados competitivos frente a otros modelos mucho

més elaborados.

Para la resoluciéon del sistema de ecuaciones de tasas se han empleado técnicas de almace-
namiento sparse y un algoritmo basado en un método iterativo. Esto permite incluir en el
modelo un gran nimero de niveles, necesarios por otra parte para el tratamiento de iones

con un namero significativo de electrones.

En la linea del formalismo del factor de escape, se ha propuesto una técnica novedosa para
el tratamiento del problema de transporte de lineas basada en la discretizacién espacial del
medio y la definicion de los llamados coeficientes de acoplamiento radiativo. El modelo ha sido
desarrollado para un medio con geometria plana y es aplicable tanto en medios homogéneos
como no-homogéneos. Los coeficientes de acoplamiento radiativo se determinan integrando
sobre el perfil de linea un funcional que recoge de forma exacta los detalles dependientes de la
geometria del medio. Esto ha sido posible aplicando al caso no-homogéneo el orden sugerido
por Mancini et al. para evaluar los tres procesos de integracién que aparecen en la expresion

del factor de escape: integral de superficie, integral de volumen e integral frecuencial.

Los resultados de ABAKO han sido ampliamente validados en numerosas situaciones. En el
caso particular de plasmas de bajo Z 6pticamente delgados y en un amplio rango de condi-
ciones de densidad y temperatura, su comportamiento compite con otros modelos de primera
linea internacional cualquiera que sean sus caracteristicas, ya estén basados en calculos de-

tallados, en superconfiguraciones o en expresiones analiticas.

En varios problemas de los que hemos abordado en esta tesis se pone de manifiesto la impor-
tancia de los mecanismos de autoionizacion y captura electrénica. Los resultados obtenidos
en estos casos han confirmado la validez del modelo implementado en ABAKO para el tra-

tamiento de estos procesos.

En el caso de plasmas de alto Z, nuestros resultados han sido contrastados favorablemente
con datos experimentales de Xe y Au. ABAKO proporciona ionizaciones medias y curvas
de distribucion de estados de carga proximas a las observadas experimentalmente. En la
actualidad, no conocemos ningin resultado publicado en el que un mismo modelo CR haya
sido capaz de producir, como ABAKO, unos valores de ionizacién media dentro del margen
de error experimental sobre el conjunto de la experiencia de Xe y las tres de Au que hemos
analizado. Ademés, se han llevado a cabo estimaciones razonables, comparables a las de otros

codigos mas complejos, de los espectros de emision M-shell caracteristicos de estos plasmas.
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13.

14.

15.

16.

17.

Practicamente los mismos ejemplos anteriores fueron utilizados para validar la eficacia del
modelo del factor de escape e incluir los efectos de opacidad bajo la aproximaciéon de plasma
homogéneo. La redistribucion de poblacién que tiene lugar como consecuencia de la reabsor-

cion de fotones demostro ser fundamental para la obtencion de resultados 6ptimos.

Nuestro grupo de investigaciéon tuvo la oportunidad de participar en una experiencia con
plasmas de Al llevada a cabo en el LULI (Francia). Del anélisis de uno de los espectros
obtenidos se desprende que, sustituyendo los datos atémicos procedentes de nuestro modelo
de potenciales analiticos por datos externos de mayor calidad, ABAKO esta capacitado para
abordar problemas de diagnosis espectroscopica. En este ejemplo, nuestra estimacion muestra
un acuerdo bastante razonable con el espectro de emision experimental. Nuestro estudio nos
ha permitido concluir, ademas, que la radiacién recogida no procede de una regiéon del plasma

con condiciones constantes, sino que el espectro integra zonas con condiciones fisicas distintas.

Utilizamos el atomo de dos niveles como banco de pruebas para la técnica de transporte de
lineas que hemos desarrollado. Como se demostré tedricamente, al incrementar el ntimero
de zonas espaciales, nuestros resultados reproducen con gran precision la solucién exacta de
Avrett-Hummer para diferentes tipos de perfil y un amplio rango de valores del espesor total
del medio 74, y el parametro de extincion de fotones e. Para un numero de celdas fijo, la
convergencia a la solucién exacta se deteriora conforme aumenta taus,; y disminuye €, es
decir, cuando se refuerza la situacion efectivamente delgada en el medio. No obstante, en
plasmas de laboratorio, donde 7y < 102 — 103 y € > 1074, la situacion es favorable. Una
subdivision del medio donde el espesor de cada celda satisfaga A7 < 5 garantiza un error

inferior al 10 % en la mayorfa de los casos.

En la aplicaciéon del modelo de transporte radiativo sobre plasmas con iones de muchos
niveles hemos distinguido dos situaciones: medios con condiciones fisicas uniformes y con
dependencia espacial. En el primero de los casos hemos puesto de manifiesto fenémenos ya
conocidos, como, por ejemplo, que los efectos de opacidad favorecen la ionizacion del plasma,

incrementando la poblacion de los estados excitados.

El modelo de transporte desarrollado en ABAKO puede usarse sobre perfiles de densidad y
temperatura con dependencia espacial. Este hecho representa un importante avance frente a
otras propuestas de la literatura. Como ejemplo, hemos trabajado sobre un perfil de condi-
ciones asociado a las experiencias realizadas en el LULI que antes mencionamos. En términos

cualitativos los efectos del transporte de lineas son los mismos que en la situacién uniforme.
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5.2 Lineas futuras

Entendemos que esta tesis doctoral abre nuevas lineas de investigacion en dos sentidos diferentes.

Por un lado, el trabajo presentado en esta memoria se corresponde con el desarrollo y validacion de

una herramienta, que ahora puede utilizarse en el estudio de problemas mas concretos y especificos,

de interés en diversas areas que ya han sido mencionadas. Las posibilidades a este respecto son

numerosas y no vamos a enumerarlas aqui. Sin embargo, consideramos que las futuras lineas de

trabajo, ligadas directamente al desarrollo de ABAKO, son aquellas acciones destinadas a su mejora

y perfeccionamiento. Entre ellas podemos destacar las siguientes:

1.

10.

Implementacion de un modelo hibrido de estructura atémica, que utilice datos con gran
calidad para el estado fundamental y primeros estados excitados y datos procedentes de

potenciales paramétricos para el resto de niveles.

Mejorar el tratamiento del continuum-lowering usando un formalismo basado en probabili-

dades de ocupacion.

Adaptar el procedimiento de calculo de los coeficientes de tasas de procesos atémicos con
impacto electronico para la inclusiéon de los efectos debidos a la presencia de electrones

supratérmicos.

Mejorar la expresion para la determinacion del coeficiente de tasa de excitacion colisional
incluyendo un término no proporcional a la fuerza de oscilador dipolar. De esta forma se-
ra posible contemplar también aquellas excitaciones prohibidas por las reglas de selecciéon

asociadas a las transiciones radiativas.

Adaptar el modelo para que pueda tratar situaciones en presencia de un campo externo de
radiacion.

Implementaciéon de técnicas de aceleracion de la convergencia en los procesos iterativos que
se establecen al incluir los efectos de opacidad y continuum-lowering.

Adaptar el codigo para extender su aplicabilidad a problemas con dependencia temporal.

Extender el modelo de transporte radiativo desarrollado a las otras geometrias bésicas, cilin-

drica y esférica.

Extender el formalismo desarrollado para el transporte de lineas del espectro discreto también

al espectro continuo.

Analizar las posibilidades de parametrizacion en funcion del espesor 6ptico de la expresion del
factor de escape en situacion homogénea y para las tres geometrias bésicas, plana, cilindrica

y esférica.
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11.

12.

Realizacién de un estudio previo para la estimaciéon del espesor de todas las transiciones
incluidas en el modelo. Aquéllas que resulten ser efectivamente delgadas podrian omitirse
a la hora de efectuar el transporte, lo que supondria un ahorro considerable del tiempo de

céalculo.

Analizar en detalle las posibilidades de ABAKO como herramienta de diagnosis espectrosco-
pica. Adaptar el modulo de propiedades radiativas para la realizacion de calculos sisteméticos

e implementar un algoritmo de optimizacién y anélisis espectroscépico.
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A.1 Constantes fundamentales

Magnitud Simbolo  Valor numérico Unidades
velocidad de la luz en el vacio c 2.997925 x 108 ms—!
permitividad eléctrica en el vacio €0 8.854187 x 1072  Fm™!
constante de Planck h 6.626069 x 1073*  Js
carga elemental e 1.602176 x 10°*° C
constante de estructura fina «@ 7.297353 x 1073
constante de Rydberg, a?m.c/2h R 10973732 m~1

equivalente energético, Roohc Iy 13.605692 eV
radio de Bohr ag 0.529177 x 10710 1,
masa del electron Me 9.109382 x 10731 kg
ntmero de Avogadro Na 6.022142 x 102 mol~!
constante de Boltzmann k 1.380650 x 10723  JK~!

A.2 Equivalentes energéticos

Equivalente energético de Equivalencia

- (1.J) = 6.241510 x 10'® eV
longitud (1 m™) he =1.239842 x 1076 eV
temperatura 1K)k = 8.617342 x 1075 eV
masa (1 kg)c? = 5.609589 x 10%° eV




292 Constantes fundamentales y equivalencias




Relaciones entre las secciones eficaces de procesos

atdmicos inversos

B.1 Excitacién y desexcitacion colisional

Consideremos los mecanismos de excitacién y desexcitacion colisional entre los estados (i y (7,

representados como

Xi+e & X5te . (B.1)

La energia del electréon varfa como consecuencia de la colision. Si toma el valor ¢’ antes de la

excitacion y € tras ésta, entonces el principio de conservacion de la energia exige
E@' +e= ECJ + EI, (B.2)

o bien
e=FE;jj+¢ (B.3)
Supongamos que nos encontramos en una situacién de LTE y que, por tanto, en virtud del
principio de balance detallado, las tasas diferenciales de de excitacion y desexcitacion estan exac-
tamente balanceadas,

NEPnedEeic; = NS PnedDejci, (B.4)
donde d&¢i—.¢j v dD¢j—¢; son los coeficientes de tasas diferenciales de excitacion y desexcitacion
colisional.

Si detallamos los coeficientes de tasas en términos de las correspondientes secciones eficaces, se

llega a
NETEneuolte ;(e) f(e)de = NE Fnov' o () f(€)de’, (B.5)
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siendo v = ,721—5 yov = % la velocidad del electron libre antes y después de su encuentro con
el ion.
A la vista de la expresion (B.3) ocurre de = de’ y entonces llegamos a la igualdad
L zc L dex
NgiTEneUUZfigj (e)f(e) = ngE”eUIUg;igi(El)f(El)- (B.6)

. . e . NETE
En LTE las poblaciones satisfacen la distribucién de Boltzmann y el cociente ﬁ resulta
ci

LTE
NG

9¢i —Ei;/T
= e em Pt (B.7)
NCLiTE gei
por tanto, la ecuacion (B.6) se reduce a
00i20E8 5 (£)(0) = gege /Tl () (). (B.3)

En LTE la funcién de distribucion de electrones libres es maxwelliana, luego
2 ¢l/?
- ﬁ T3/2

Finalmente, sustituyendo (B.9) en (B.8) y teniendo presente (B.3), se obtiene

f(e) es/T, (B.9)

g¢i (€' + Eij) 05.c; (€' + Eij) = geie'os" i (€). (B.10)

A pesar de haber sido deducida a partir de la hipotesis de LTE, esta ultima relacion solo
depende de magnitudes puramente atomicas y, por tanto, es de validez general. La ecuacion (B.10)
se conoce como formula de Klein-Rosseland y establece la relacion microscopica existente entre las

secciones eficaces de excitacion y desexcitacion colisional.

B.2 lonizacién colisional y recombinacién a tres cuerpos

La deduccion de la relacion entre las secciones eficaces de ionizacion colisional y recombinacion
a tres cuerpos es algo més compleja que en otros procesos, debido principalmente a que la seccion
eficaz se define de forma natural para procesos a dos cuerpos y en esta ocasiéon hay a un proceso a
tres. Para obtener esta relacion con todo rigor es necesario introducir algunas cuestiones relativas
a la teoria atomica de colisiones, algo que, sin embargo, escapa a los propositos de este trabajo.
Por tanto, en este apartado seguiremos un procedimiento deductivo analogo al utilizado en el
resto de procesos que son tratados en este apéndice. Nuestro objetivo es poner de manifiesto que
independientemente de que los procesos sean radiativos o colisionales, a dos o a tres cuerpos, la
utilizacion del principio de balance detallado permite establecer relaciones atémicas microscopicas
entre los mecanismos directo e inverso.

Los procesos de ionizacion colisional y recombinacion a tres cuerpos entre los estados (i y (+1j

quedan descritos esquematicamente a través de la reaccién

Xf—l—e_(:)Xerl—i—e_—i—e_. (B.11)



lonizacién colisional y recombinacién a tres cuerpos 295

Si € es la energia del electron incidente, ¢’ su valor tras ser dispersado por el ion y &, la energia
del electron que resulta expulsado, entonces el principio de conservacion de la energia se expresa
de la siguiente manera

E¢; Jr{:?:IC + L +€/+€b, (B.12)

o bien

g = EZ']‘ + EI + €p, (B].S)

donde E;; = Ic — E¢; + E¢11; es la energia umbral de ionizaciéon colisional.
Supongamos ahora que nos encontramos en una situacion de LTE. En consecuencia, la tasa
diferencial de ionizacién por impacto electronico estara exactamente balanceada con la de recom-

binacion a tres cuerpos. Esta relacion se escribe como
LTE LTE, 2 17153
Nei" " nedLeiociry = NEprmedRE 1 ¢ (B.14)

siendo dZ¢i—cq15 Y ng 41j¢i 1os coeficientes de tasas diferenciales de ionizacion colisional y
recombinacion a tres cuerpos, respectivamente.

Cuando son tres las particulas que intervienen en el estado final del proceso, la energia puede
distribuirse arbitrariamente entre ellas. Para este caso, todavia puede definirse una seccién eficaz
de manera analoga a lo que se hace cuando el estado final estd compuesto tnicamente por dos
particulas, s6lo que en esta nueva situacion la seccion eficaz tiene unidades de area por unidad
de energia, es decir, es en realidad una seccion eficaz diferencial respecto a la energia de la ter-
cera particula involucrada [58]. Teniendo esto presente, es posible reescribir (B.14) expresando los

coeficientes de tasas diferenciales en funcién de las correspondientes secciones eficaces, esto es,

NETEnevold™ o1 (ese0) f(e)dedey = NEL 020 0,03 ci(e) 6b) F(€) f () de’ dew, (B.15)
donde v = % yov' =,/ % son las velocidades del electron libre antes y después de la colisién

Yy Uy =4/ 371_% es la velocidad adquirida por el electron que inicialmente estaba ligado al ion.

Al diferenciar la relacion (B.13) y utilizarla en (B.15) se llega a
NqLiTE”evaéiig-s-lj (e5ep)fle) = Nfﬂ?ngv'vbogblj_@(e’, ev) f(e) f(ew), (B.16)

En la ecuacion anterior Ué(z)'ic—s—lj (e;ep) tiene unidades de drea/energia y Ugibueqi (e’ ep) de

area x area X tiempo. La seccion eficaz total de ionizacion —con la que trabajamos en 3.4.3— viene
ion _ 1 e—FEij _ion .
dada por [58] oy, .1 1;(¢) = 3 /o o ey (EEn)dey.
Recurramos ahora a varias relaciones caracteristicas de la situaciéon de LTE. En primer lugar,
la poblacion de los estados excitados dentro de un ion se distribuye de acuerdo con la estadistica

de Boltzmann,
o= E¢i/T
LTE rregdcie "¢
N¢

= NPT (B.17)
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por otro lado, las poblaciones i6nicas se relacionan a través de la ecuacion de Saha,

LTE 3/2
NE e (27rmeT) Z{+1(T)6—I</T7 (B.18)

h? Z(T)
y, finalmente, la distribucion de electrones libres f(g) es maxwelliana (B.9).

Al utilizar estas tres expresiones en (B.16) y considerando (B.13) se llega a

: 16mm 3p
ga&aéﬁ-’igﬂj (e56p) = Tegg+1j5/5b0'25+1j_,<i (E/, €p). (B.19)
Algunos textos se refieren a esta ecuacion como relacion de Fowler, que establece una ligadura
entre la seccion eficaz diferencial de ionizacion colisional y la seccion eficaz de recombinacion a
tres cuerpos. Aunque ha sido deducida partiendo de la hipotesis de LTE, la expresion (B.19) es de

validez general, ya que en ella s6lo intervienen magnitudes atémicas microscopicas.

B.3 Absorciéon, emisiéon estimulada y emisiéon espontanea

Consideremos los procesos de fotoabsorcion, emision estimulada y emision esponténea entre los

estados (i y (J, representados a través de la relacién
¢ ¢
X +ve X;. (B.20)

Si la energia del fotén 7 es hv;;, entonces la ecuacion de conservacion de la energia se escribe

como

E(i + hVij = Egj, (B.21)

o bien,

hl/ij = EZ] (B22)

a e s . ., .

Por otro lado, sean ¢f; (v), ¢5; (v) v ¢5; (v) los perfiles normalizados de absorcion, emision
estimulada y emision espontanea, respectivamente. Supongamos ahora que nos encontramos en
situacion de LTE y que, por tanto, la tasa neta de absorcion esta exactamente balanceada con la

de emision. Esto se expresa de la siguiente forma

LTE pa a LTE e __ LTE
N "B diy — N “BEcidi = Neg ™ Acimci (B.23)
donde
o0
Jij = ; o (v) J (v) dv, (B.24a)
Jii = ; o5, (v) J (v) dv, (B.24b)

y siendo J (v) la intensidad de radiacion media.
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Ahora bien, en LTE ocurre que J (v) = B (v), donde B (v) es la funciéon de distribucion de

Planck, dada por
2hv3 1

2 eh/T _1° (B25)

Integrando en frecuencia y teniendo en cuenta que B (v) apenas varia sobre el perfil de linea [67],
es posible escribir

(NeiBgic; = NeiBEj i) B (vij) = NejAcj—ie (B.26)

Si ahora sustituimos la expresion para B (v;;) y reordenamos términos, se llega a

AC]“}CZ-/BZ]'HCZ- B 2}”/%3]‘ 1 (B.27)
Nes By 1 2 ewu/T -1 '
Ne¢j BE_,eq

Por otro lado, sabemos que en LTE las poblaciones siguen la distribucion de Boltzmann, si

ademaés tenemos en cuenta (B.22), entonces

. .. /Re 3
Acjci/BEj_ci _ 2hv; 1
9¢i B¢ ¢; ehvii /T _ 1 2 ehvii/T 1
9¢i BEPU

(B.28)

La igualdad anterior debe ser cierta para cualquier valor de T, esto nos permite identificar

términos y obtener las conocidas relaciones entre los coeficientes de Einstein,

2hv;
Agjci = C—QBC]'HCZW (B.29)
9¢iB¢ic; = 9¢iBci- (B.30)

Por ultimo, de acuerdo con lo que se ha expuesto en este apartado y recordando la expresion
(3.57) para la evaluacion de los coeficientes de tasas de procesos radiativos inducidos, no es di-
ficil deducir la relacién entre las secciones eficaces de absorcién y emision y los correspondientes

coeficientes de Einstein,

a hl/l a a

0imei (V) = 7 Bline; ¥ ) (B.31)
€ hl/ij e e

O¢j—¢i (v) = e BC]’HCZ’ i (v). (B.32)

De esta manera, bajo redistribucion completa, la relacion entre las secciones eficaces de absor-

cién y emision estimulada es

9¢i0¢imcg (V) = 9¢j0¢j—ci V) - (B.33)



298 Relaciones entre las secciones eficaces de procesos atémicos inversos

B.4 Fotoionizacién, recombinaciéon estimulada y
recombinacién radiativa

Consideremos los procesos de fotoionizacion, recombinacion estimulada y recombinacion radia-

tiva entre los estados (i y ¢ + 17, representados a través de la relacion
Xo+ye Xt te. (B.34)
Si la energia del foton v es hr, entonces el principio de conservacion de la energia exige
hv = E;j + ¢, (B.35)
donde E;; representa la energia de transicién o energia umbral de fotoionizacién, dada por
Eij = I¢ — E¢i + Ecya. (B.36)

Supongamos ahora que nos encontramos en una situacién de LTE y que, por tanto, la tasa
neta de fotoionizacién —inducida por fotones con energia perteneciente al intervalo hv £ d(hv)-
estd exactamente balanceada con la de recombinacion radiativa —debida al encuentro de un ion
con electrones de energia € + de—. Esta ecuacion de equilibrio diferencial se expresa de la siguiente
manera

NETEAPei i1y — NEEnedPE 1o = NEEMedRE 15 i (B.37)
donde dP¢i—cy1j, APE ;¢ ¥ AR 1, ¢; son los coeficientes de tasas diferenciales de fotoioniza-
cion, recombinacién estimulada y recombinacion radiativa, respectivamente.

En los procesos correspondientes, interesa hacer explicita la dependencia sobre la funcién de

distribucion de fotones o de electrones libres. Por este motivo, la relacion (B.37) se reescribe como

NETEpcimcrj () Bw)d(hw) — NEHEnepE 1 ci () B(v) f(e)de = NEL  nercinj—ci(e) f(e)de,
(B.38)
siendo B(v) = B(v,T) la funciéon de distribucion de Planck a temperatura Ty f(e) la funcion
de distribucion de energia de electrones libres, que en situacion de LTE se corresponde con una
distribucion maxwelliana de temperatura 7. La comparacion entre (B.37) y (B.38) sirve también
para establecer la definicion de los coeficientes pci—c+1;(v), Péy1j—ci(€) ¥ rev1j—ci(e).-
Si en (B.38) despejamos B(v) se llega a

TC+1j—’Ci(E)/p2+1j~>§i(E)
NLTE v
¢i p(l%(#»l](y) 1 1
NEfGne Peyij—ci(e) 1e)

= B(v). (B.39)

TE/NLTE

Nos interesa ahora trabajar con el cociente N, ng &r1; que aparece en el denominador de la

expresion anterior. En LTE se satisface la distribucién de Boltzmannn para las poblaciones,

gCiefEC%/T

Nei = Ne 2o
T Z(T)

(B.40)
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por tanto,
LTE LTE _E.,
NG ™ NC™ g Zen(T) e B/t (B.41)
NELTG NELE gcny Ze(T) e Pena/T
Pero ademas, las poblaciones ionicas se relacionan a través de la ecuacion de Saha,
LTE 3/2
Nejime _ (%meT) : Zen(T) —rgym (B.42)
NCLTE h? Ze(T)
Combinando (B.41) y (B.42) y utilizando también la ecuacion (B.35), encontramos
LTE 2 3/2
—Ni = ne1 ( h ) 9¢i_ o(hv=e)/T (B.43)
NCL_EIE‘ 2 27rmeT 9¢+1j

Ahora sustituimos en (B.39) la ecuacion (B.43) y las expresiones (B.9) y (B.25) para la distri-

bucion maxwelliana f(e) y la funcion de Planck B(v), respectivamente. De esta forma se obtiene

re41j—¢i(€)/PE 115 ¢i(€) :2h;/3 } L (B.44)
2 ehv/T —1

3/2
gei e=1/2 (w2 \¥? peincir;(v) ehv/T _ 1
g¢+15 AT 2me PEyrjci(®)

De manera similar al procedimiento seguido en apartados anteriores, la ultima ecuacion es

valida para cualquier valor de Ty, por tanto, ha de cumplirse

2h1? .
T¢+1j—¢i (5) = C—Qp(+1_j—>(i (E)a (B.45)
_ 3/2
gei € ? ( h? ) " peisciuv) _ 1. (B.46)
915 Am \2me p2+1j~>gi(5)

Despejando p¢ ;¢ (€) de (B.46) y sustituyendo en (B.45) también es posible escribir

203 ges c—1/2 7 p2 \%/2
Tet1j—¢i(€) = @ gerr, dn (Qme> Pei—c+15(V)- (B.47)

Nuestro objetivo es encontrar la relacion existente entre las secciones eficaces de los procesos
atomicos que ahora nos ocupan, por tanto, debemos hacer aparecer estas magnitudes en las ecua-
ciones que estamos manejando. Un anélisis dimensional y la contrastacién de nuestras ecuaciones

con el formalismo teorico estandar de la literatura [17,58,67] permite establecer

Tet1j—¢i(€) = UUZiduﬂgi(E)a (B.48)
47 ph
hpgimsct1; (V) = Eagiig+1j(1/)a (B.49)

donde v = ,/ % es la velocidad del electrén libre involucrado en el proceso y agidljé@(e) y
Ugﬁ CH1j (v) las secciones eficaces de recombinacion radiativa y fotoionizacion, respectivamente.
Ahora, basta sustituir (B.48) y (B.49) en (B.47) para llegar a la conocida relacion de Milne

entre las secciones eficaces de recombinaciéon radiativa y fotoionizacion,

d g L (W) pho
Ugiueq(é‘)*gcﬂj e < i1 (V) (B.50)
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Las tasas asociadas a estos dos tultimos procesos dependen bien de la distribucién de electrones
o bien de la distribucién de fotones, dicho de otra manera, dependen del encuentro de un ion con
un tnico tipo de particulas, electrones o fotones. En cambio, en la recombinaciéon estimulada, el
encuentro ion-electron esta influenciado (inducido) por el campo de radiacion y, por tanto, su tasa

muestra una doble dependencia, sobre electrones y fotones. No es habitual en este caso hablar de

hr

1j—ci(€) asociado a

una seccién eficaz de recombinacion estimulada, pero si de un coeficiente Bé’

dicho proceso y definido por analogia con la expresion (B.48),

e ph
Pér1j—ci(€) = Uﬁfﬂjﬂgi(E)- (B.51)

El coeficiente ﬁgﬁjﬁa (€) no tiene unidades area, pero el producto giq]'ﬂ(i (e)J(v) si.
Sustituyendo (B.51) y (B.49) en (B.46) encontramos la relacion existente entre la seccion eficaz

de fotoionizacion y el coeficiente de recombinaciéon estimulada, esto es,

g¢i h'2 11 pho
gﬁ"cwcﬂj(”)'

5?-}31]‘—»@(5) = (B.52)

gerj Ame



Perfiles de linea

C.1 Perfil Lorentz

Con la excepcion del estado fundamental, todos los niveles atémicos (i de un ion/atomo decaen
al cabo de un tiempo de vida finito 7¢;. De acuerdo con el principio de incertidumbre, la energia
E¢; de un nivel particular no puede determinarse de forma exacta, sino que tiene asociada una
incertidumbre 7i/7¢;. En consecuencia, para una transicion (i < (j, existe una cierta probabi-
lidad de que se emitan o absorban fotones con energias pertenecientes al intervalo centrado en
E;; = |E¢j — E¢i| y de anchura h (% + %) Esto es, debido a la incertidumbre en las energias
de nivel, la linea se ensancha y es posible definir una funcion de distribucion o perfil de linea para

la intensidad de radiacion asociada a dicha transicion [15,67]. En la situacion que hemos descrito,

el perfil de linea F,, (v) adopta la forma de una funcion lorentziana,

N (Trad/4m)?
Fror (v) v Vij)2 n (Frad/47r)27 (C.1)

siendo v la frecuencia del foton y v;; = E;;/h la frecuencia en el centro de la linea. El parametro

I'qad se conoce como ensanchamiento natural y viene dado por

1 1
lrga=—+ ) (02)
T¢i T¢i
donde, a su vez,
1
— =2 Aitm, (C.3)
¢ m<i
1
— = 2 A, (C.4)
CJj m<j

301
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y Ac¢isem es el coeficiente de Einstein para el decaimiento esponténeo.

Es habitual trabajar con un perfil de linea normalizado ¢ (), esto es, aquél que satisface

/ DLor (V) dv = 1. (05)
De esta tltima condicion y utilizando (C.1) se deduce
Lra Lrad/4m)”
¢Lor (V) = d ( d/ ) (CG)

T (v — l/ij)Q + (Fmd/47r)2.

Por otro lado, sabemos que los iones que conforman el plasma sufren colisiones con otras
particulas del mismo. En cada colision existe una cierta probabilidad de que un ion en el estado
(j experimente una transiciéon no-radiativa a otro estado de menor energia, contribuyendo de esta
manera a una disminucion del tiempo de vida del estado (j. Podria definirse entonces el tiempo
de decaimiento colisional Té ; del estado (j a partir de

# =1 Y Dejim, (C.7)
T¢j m<j
siendo D¢;_.¢m €l coeficiente de tasa de desexcitacion colisional.

De acuerdo con lo dicho, el ensanchamiento total de la linea I' resulta entonces

1 1 1 1
I'=Traqd+ Leot = (— + —> + >+, (C.8)
T¢i T¢y T(i TCJ

En esta situacion, el perfil contintia siendo lorentziano, con la tnica diferencia de que en las
expresiones (C.1) y (C.6) habria que utilizar I' en lugar de I'yqq.

Es util dar una expresion para determinar la semianchura a mitad de altura HWHM en el caso
del perfil lorentziano. Es facil deducir que

r
HWHMgo = o~ (C.9)

C.2 Perfil Doppler

Teniendo en cuenta que los iones en el medio estan en continuo movimiento, las frecuencias
caracteristicas de emisién o absorcion de radiaciéon van a sufrir variaciones, respecto a la situacion
estatica, provocadas por el efecto Doppler. Como sabemos, dichas variaciones dependen de la
velocidad de los iones. Ahora bien, asumiendo que éstos se comportan como un gas ideal no-
relativista a temperatura® 7'y que, por tanto, la distribucién de velocidades es de tipo maxwelliana,
no es dificil demostrar que el efecto Doppler provoca también un ensanchamiento de la linea,
caracterizado por un perfil de tipo gaussiano [15,67], esto es,

2
FDOp

Fpop (V) = exp [Ml ) (C.10)

1Téngase en cuenta que ésta es la temperatura iénica y no la electrénica.
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donde I'p,p —que también suele denotarse como Avp— es el ensanchamiento Doppler, dado por

| 2T
FDOp = WV@‘, (Cll)

siendo M la masa del ion. Si A es el peso atémico, entonces M = A/N 4 y el ensachamiento Doppler

puede calcularse como

/T
T pop = 4.634 x 107° Vi (C.12)

con T en eV y Aen g/mol.
El perfil Doppler normalizado ¢pop (v) queda definido a partir de la expresion
2
M] . (C.13)

1
P ) T [ .,

La semianchura a mitad de altura en el caso del perfil Doppler viene dada por

HWHMp,, = VIn2l p, (C.14)

C.3 Perfil Voigt

En general, cuando observamos una linea espectral procedente, por ejemplo, de un plasma de
laboratorio o de una atmosfera estelar, estamos viendo realmente los efectos combinados los dos
tipos de ensanchamiento que acabamos de describir. En este caso, la forma de la linea viene dada
por la convolucion de las dos distribuciones correspondientes [16,67] y la funcion resultante se
conoce como perfil Voigt.

Con el cambio de variable z = (v — 145) /T'pop v teniendo en cuenta las ecuaciones (C.1) y

(C.10), la convolucion se escribe como

[e'e] e o] a26—y2
/_ Fpop (y) Fror (v —y) dy = /_ md% (C.15)
donde el pardmetro de ensanchamiento a viene dado por
r
(C.16)

T W T Doy

Para determinar el perfil Voigt normalizado ¢v g (), conviene tener en cuenta el resultado

—y? .
> * eV gyl de = =2, Asi, es facil deducir
Y a

—oo |J—o0 (z—y)%+a?

2

oo -y
OVoigt (V) = dvoigr () = w:/Q /_ @ 7ey)2 e dy. (C.17)

En el caso del perfil Voigt, la semianchura a mitad de altura puede estimarse como [175]

HWHMy oigr ~ a+ 0.85. (C.18)
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Figura C.1. Comparacion entre perfiles de linea Lorentz, Doppler y Voigt con a = 0.25.
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Figura C.2. Comparacion entre perfiles de linea Lorentz
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Doppler y Voigt con a = 1.
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Figura C.3. Comparacion entre perfiles de linea Lorentz



Perfil Voigt 305

Es interesante analizar el comportamiento del perfil Voigt para valores extremos del parametro
a. Asi, cuando a << 1 el ensachamiento Doppler es dominante y es posible obtener una represen-

tacion esquemaética del perfil dada por [67]

2
e " a

OVoigt (T) ~ ﬁ + 2

(C.19)

De esta ultima expresion se deduce que en la porcidén central de la linea el efecto Doppler
adquiere un papel dominante, mientras que en las alas —para valores grandes de x— prevalece el
ensanchamiento natural. En particular, para el caso limite a — 0 se recupera el resultado (C.13).

Por otro lado, cuando el ensanchamiento natural predomina sobre el Doppler y, en consecuencia,
a >> 1, la funcion Voigt muestra un comportamiento muy similar al lorentziano en todo el rango
de frecuencias [67].

En las figuras C.1, C.2 y C.3 se ilustra de qué manera se modifica el perfil de linea al convo-
lucionar las funciones lorentziana y gaussiana. Pueden observerse también los comportamientos

asintoticos que acabamos de describir.
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Solucién formal de la ecuacién de transferencia

radiativa

D.1 Soluciéon de una EDO de primer orden utilizando un
factor integrante

Supongamos que estamos interesados en encontrar la solucion y (z) de una ecuacion diferencial

ordinaria (EDO) de primer orden del tipo

dy (x
W @) =g, (.1)
x
Buscamos entonces una funcion r (z) denominada factor integrante tal que
dy (x) d
2 = — . D.2
P (@) L 4 @) p @)y (@) = o [ () y (2)] (D2)

Para que se satisfaga esta condicion debe cumplirse r (z) p (x) = d'd—(;f) Integrando esta ultima
ecuacion se obtiene

/T(z) r_ f;p(:v’) dz’, (D.3)

r(zo) T 0
.

r(z) = 1 (wo) exp [ /x » (') dx’} . (D.4)

Por conveniencia tomamos r (z9) = 1 y entonces el factor integrante resulta

r(z) = exp U:p(x') dx’} . (D.5)

0

Ahora multiplicamos la ecuacion diferencial (D.1) por r (x) y teniendo en cuenta la relacion

(D.2) llegamos a
@)y @) =r()g(z). (D.6)
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De esta tltima ecuacion es facil obtener y (z),

| i@y = [re)ee)a (D.7)

1 x
y(z) = y (o) + / r(z') g (z)dx'. (D.8)
Sustituyendo la expresion (D.5) para el factor integrante, la solucion de la EDO viene finalmente
dada por

y () = y (z0) exp [ Ljp(x')dx'} +/xg(x’)exp { /jp(x”)dz”} da’. (D.9)

o !

D.2 Solucién formal de la ecuacién de transferencia radiativa

Nuestro punto de partida es la ecuacion de transferencia radiativa en estado estacionario escrita
sobre la direccion del rayo (3.157),

oI (s,v)

55 = F (s,t) I (s,v)+j(s,v). (D.10)

Esta ecuacion puede interpretarse como una EDO del mismo tipo que (D.1). Por tanto, teniendo
en cuenta las indicaciones del apartado anterior y, en particular, la expresion (D.9), la solucion de
(D.10) viene dada por

s s s
I(s,v) =1 (sp,v)exp {/ k(s v) ds’] +/ j(s',v)exp {/ k(s",v) ds”} ds'.  (D.11)
so S0 s’
Ahora bien, recordando que el espesor 6ptico 7 (s1, $2; V) se define como
S2
7 (81, 82; V) :/ K (s,v)ds, (D.12)
S1
la ecuacion (D.11) se reescribe como
s
I(s,v) =1 (s,v)e T05Y) +/ Jj(s'v) efT(sl’s’V)ds’, (D.13)
S0
lo que se conoce como solucion formal de la ecuacion de transferencia radiativa.

Por otro lado, en geometria plana, la direccion OZ representa la direccién perpendicular a las
superficies que delimitan el medio. Asimismo, sea 6 el angulo que forma la direcciéon de propagacion
con el eje OZ y sea i = cosf. De esta forma, s y z satisfacen la relacion s = z/u. Entonces, la
solucién formal de la ecuacién de transferencia particularizada para geometria plana viena dada
por

. 1 [ /
I(z,v,p) = I (20, v, ) e TEO=/H ;/ Jj(Z,v) e (B gy, (D.14)
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radiativo

El objetivo de este apéndice es exponer el proceso deductivo que hemos seguido para llegar a las
expresiones utilizadas en ABAKO para el célculo de la probabilidad de escape C’fj y los coeficientes
de acoplamiento radiativo ijq. Dichas expresiones constituyen el ntcleo fundamental del modelo
propuesto para el transporte de lineas en plasmas no-homogéneos con geometria plana.

Por completitud en el apéndice, creemos conveniente repetir los primeros pasos de la deduccion,
aunque ya hayan sido expuestos en la seccion 3.5.2. Asi, nuestro punto de partida es la expresion
que nos da el factor de escape A?Z— asociado a la transiciéon (j — (7 en la celda g,

1 Fat1
A = —— Aj; (2)dz. (E.1)

Si recordamos la expresion general (3.155) para Aj; y (3.161) para J;;, y particularizamos para

la situacion de geometria plana llegamos a
1
Sij (2)

Centremos ahora nuestra atencion en la intensidad media J (z,v). El problema que esta-

Aji(z)=1—- /_Oo ¢ij (z,v) J (z,v)dv. (E.2)

mos tratando presenta simetria axial, esto es, la intensidad de radiaciéon es independiente de ¢,

I(r,v,e) =1(z,v,0,0)=1(z,v,0). De esta forma, la intensidad media puede calcularse como

1 27 ™ 1 T
J(z,v) = —/ / I(z,v,0)sin0dfdyp = —/ I(z,v,0)sin6do. (E.3)
am Jo  Jo 2 Jo
y al hacer el cambio de variable p = cos# se obtiene
1 1
J(z,v) = 5/ I(z,v,pn)du. (E4)
-1
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Es habitual desdoblar la integral anterior en dos términos de la forma siguiente
1 0 1
J(z,y)§[/_1l(z,y,u)du+/0 I(z,y,u)du]. (E.5)

El segundo sumando representa la contribucion a la intensidad media debida a la radiacion que
se propaga hacia delante, esto es, en aquellas direcciones asociadas al sentido positivo de z. Por
otro lado, el primer sumando se corresponde con la radiaciéon que se propaga hacia atrds, en todas
aquellas direcciones para las que z decrece.

Definimos ahora la nueva variable Z idéntica a z, pero con sentido positivo hacia la izquierda.
Sipg= cos 0 nos da la direccion de propagacion de la radiacion respecto al sentido positivo de Z,
entonces es posible escribir para la intensidad media

1 1 1
J(z,y)i{A I(i,y,ﬂ)dﬁJrA I(z,y,u)du]. (E.6)
Por otro lado, la solucién formal de la ecuacion de transferencia radiativa para geometria plana
en una direcciéon arbitraria y viene dada por
1 /7 ,
I(z,v,p) = I (20,0, p) e "CGO=/H 4 —/ Jj(Z,v) e (V) ngy. (E.7)
Sz
El término I (zo, v, 1) es la intensidad incidente en el borde zg de la lamina. Asi pues, en ausencia de
fuentes externas I (zo, v, u) = 0. Por otro lado, la funcion 7 (2o, z, ) representa, de forma general,
el espesor Optico entre los puntos zp y z medido sobre la direccion del eje OZ y calculado como

7 (20,2,V) = /Z k(2 v)dZ. (E.8)

20

Teniendo en cuenta que % = —k (z,v) y utilizando la notaciéon 79 = 7 (z,, z,v), la ecuacién
(E.7) se reescribe como
0
1 /7 /
I(z,v,pu) = —/ S (2 v)e T /Hdr, (E.9)
HmJo

Vamos a utilizar la ecuacion anterior para escribir la intensidad de radiacién que se propaga
hacia delante. Si tenemos presente la discretizacién en celdas homogéneas y siendo z un punto

interior de la celda g, entonces para 0 < u < 1 se obtiene

q—1 P q
T ,d / T ,d /

e =Y [ sEwe™ Ty [ sEmem T

pm1 /TP K 0 K

q—1 TP ’ T4 ’

/d /d
=) S? (u)/ e 4 ga (V)/ e (E.10)
p=1 TP+l W 0 2
qg—1

SP (v) {e*THl/“ - epr/“} +59(v) {1 - e*Tq/“} .

S
Il
_

Es posible escribir una ecuacion andloga para la intensidad que se propaga hacia atras. Con 2

representamos, usando una coordenada diferente, el mismo punto perteneciente a la celda ¢ al que
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nos referiamos anteriormente. De esta forma, para 0 < i < 1 se tiene
I(Z,v,0) =S (v) [1 —e /ﬂ} Z SP (v [ —*/i e*”“/ﬂ} . (E.11)
p=q+1

Ahora sustituimos los resultados (E.10) y (E.11) en (E.6) y llegamos a la siguiente ecuacion

para la intensidad media

1 (L 1 — 1
= 5{ ZSP (1/)/ [6771) /n _ e*‘ri"/#:| dp + S (u)/ {1 _ efrq/#} du
= 0

0

1 Nc 1
+51 (u)/o {1 — e‘Tﬁl/ﬁ} dji + Z SP (V)/O [e_Tp/ﬂ — e_TpH/‘]} dﬂ}.

p=g+1

(E.12)

A su vez, esta tltima ecuacion puede utilizarse para determinar Aj; (z) de acuerdo con (E.2)
y luego sustituir este resultado en (E.1). Finalmente, encontramos la siguiente expresion para el

factor de escape A%,

1

1 —/Zﬁl dz/ dl/¢ {qz / [ THl/“—e*Tp/“} du
28 Azq 0 =

+59 (v )/O [1f - /“} dy + S (v / *T(’“/ﬂ] dji (E.13)

+ Z SP (v / e/ = ] dﬁ}.

p=q+1

1AL =32

En la expresion anterior hay que llevar a cabo tres procesos de integraciéon. Realizaremos en
primer lugar la integracion sobre la direccion de propagacion de la radiacion —sobre p—, luego el
promedio sobre todos los puntos pertenecientes a la celda ¢ —sobre z— y finalmente la integral en
frecuencia pesada por el perfil de linea. Reordenamos la expresion anterior segtin este criterio para

obtener

Zq41 q—1 1 L
1— A% = / dve; / z{ g SP (V)/ dp e~ e
<
2 S = 0 [

+57 (v )A du[ e /N} + 91 (V)Ald/l {1—6—7““/56} (E.14)
n Z S (v / - [ T”/ﬂef”“/ﬂ}}_

p=q+1

Ahora debemos tener en cuenta que [176]

/1 dpe™ ™" = Ey (1), (E.15)

0

siendo Fs () la funcion integral exponencial de segundo orden.
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De esta forma, la ecuacion (E.14) queda

1—A! *li h dl/(,zbq (1/)L o dz
j"'7259- N Az ),

{Z S (v) [Ba (1771) = Ba (17)]
+54 (y) [1— Bo (19)] 4+ 87 (v) [1 — B (Tq+1)]

+ Z SP (v E2 (TP) — E» (TPH)]}.

p=q+1

(E.16)

Conviene en este punto recordar la definicion del espesor 6ptico (E.8) y tener presente que, como
cada celda ¢ es homogénea, k (,z7 v) tiene el mismo valor x4 (1/) en todos los puntos pertenecientes
a ¢. De esta forma, es sencillo ver que la integral sobre z puede transformarse en una integral sobre

T

! /Zq“d ! /Td (E.17)
1 b ,
T R

donde A79 = k9 (v) Az, es el espesor Optico de la celda g.

Por otro lado, sea 7P7 el espesor 6ptico asociado a la distancia entre los bordes mas cercanos
de la celda p y la celda g. Asimismo, 7 = 77 es el espesor Optico asociado al camino recorrido en
el interior de la celda q. De esta forma, como puede verse en la figura E.1, es posible establecer las

siguientes relaciones,

- para p < ¢ - para p > ¢:
TPl = P4 4 1, TP = 7P+ 7 = 7P 4 A7 — T,
TP = 7P + AP 4 7 TPHL = 7P 4 A7P + 7 = 7P1 + AP + AT — 7T,

Con estas consideraciones, la ecuacion (E.16) se transforma en

1A% —QSq/ dvg,

TPI4 AT4 1 TPI4L ATP+ATY
ZS" —/ B, (T)dT——/ Es(7)dr

AT ATY [ vy are
1 At 1 A (E.18)

+59(v) [1-— N A Ey(r)dr| + S (v) |1 - N A Es (1) dT]

Nec 1 TPIL AT 1 TPILATP+ATY
+ _Z SP (v) Ara /rpq Es (1) dr — Ara /FWFATP Es (1) d’r] }
p=q+1
Agrupando términos,
U /OO gl (v) {sq ) |1 - L/M B (7) dT]
Sij e J AT
(E.19)

Z 57 (v 2AT‘1

TPI4H AT TPI4HATPH AT
/ Es (1) dr — / Es (1)dr| ;.
TP4q TPI+ATP
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p q
X 4 —r —
Az, Az
0l n 0
LN ] Ng LN ] Ng LN ]
At Ar!
TP
qu
o 7T z
Z, 7., Bz

Figura E.1. Discretizacion de la lamina de anchura L en N¢ celdas homogéneas.

Las integrales sobre 7 son muy sencillas de resolver si tenemos en cuenta la siguiente relacion

entre funciones integrales exponenciales de 6rdenes consecutivos [176],

%T(T) =B (7). (E.20)
Se obtiene,
1A =g [ vt ) {sq |1~ 5 (5~ meom)]
Sij J-oo ! ATd \ 2
Ne )
+; SP(v) AT [Es (1P7) — B3 (771 4+ AT?) (B.21)
pF#q

+E;3 (779 + AP + A7) — E3 (7P 4+ ATP)] }

Con esta ultima expresion se completan los dos procesos de integracion dependientes de la
geometria del plasma. Es importante destacar que, para llegar a este punto, salvo la suposicion
inicial de redistribucion completa, no se ha introducido ningtn tipo de aproximacion adicional. Por
tanto, en el modelo que estamos describiendo la geometria del plasma es tratada de forma exacta.

Tan soélo resta llevar a cabo la integral sobre el perfil de linea. Sin embargo, antes de abordar
este calculo es necesario hacer algunas aproximaciones, pues de lo contrario la expresion anterior
no seria operativa para su implementaciéon en un coédigo cinético. Veamos por qué.

En (E.21), la funcién fuente S7 (v) en una celda dada ¢ se calcula como

a3
51() = oL (E.22)

siendo j9(v) y k% (v) los correspondientes coeficientes de emision y absorcion. Ahora bien, cada

uno de ellos incluye las contribuciones debidas al espectro ligado-ligado, ligado-libre y libre-libre,
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esto es,

3 W) =g, (V) + 35y ) + 55, () (E.23)

K1 (v) = Ky, (V) + ki (V) + K5, (V). (E.24)

Estas mismas consideraciones deben tenerse en cuenta a la hora de calcular los espesores 6pticos,

ya que
AT = AT1 (V) = K1 (V) Az, (E.25)
1

TP = 7P (y) = K" (V) Az., p<aq. (E.26)

Segun lo dicho y de acuerdo con (E.21), para determinar el factor de escape A?i asociado
con cada transicion (j — (i del espectro ligado-ligado es necesario evaluar tanto el coeficiente
de emision como el de absorcion para todas las frecuencias del espectro discreto y continuo vy,
ademés, repetir el calculo en cada una de las celdas en las que se ha dividido el plasma. Una vez
que hayamos evaluado todas estas funciones, entonces tendriamos que calcular numéricamente la
integral frecuencial. Por si fuera poco, como los coeficientes de absorciéon y emisiéon dependen de
las poblaciones de nivel, todo el proceso deberia resolverse de forma iterativa. Es evidente entonces
que un calculo de estas caracteristicas seria inabordable desde un punto de vista practico. Asi pues,
veamos qué tipo de aproximaciones pueden llevarse a cabo para simplificar la igualdad (E.21) y
transformarla en una expresion manejable en el contexto de un modelo CR.

En primer lugar, supondremos que los efectos de la radiacién del continuo son siempre despre-
ciables frente a los producidos por la radiaciéon de espectro discreto. Tal suposicion solo se justifica
atendiendo al hecho de que, en muchas ocasiones, las condiciones fisicas de un plasma de labora-
torio permiten tratar la radiaciéon del continuo como 6pticamente delgada y, en consecuencia, los
efectos de reabsorcion se manifiestan exclusivamente en las lineas del espectro ligado-ligado. A este
respecto, debemos tener presente que los mas conocidos modelos de transporte radiativo basados
en factores o probabilidades de escape trabajan bajo la misma suposicion.

Despreciando entonces las transiciones que involucran estados del continuo, queda
71 () = gy, (V) (E.27)

k?(v) = Kl (V). (E.28)

Asimismo, la emisividad ligado-ligado viene dada por

iy ) =D i ), (E.29)
¢ 4J

con

. hl/i i
3 ) = —47: NG Aty (v) (E.30)
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mientras que para la absorcion ligado-ligado tenemos

Ky (v ZZKQHQ (E.31)

siendo

hu, s gei c? gei N?
¢ ()= Wiina9G C g e 1-Je e ) E.32
Feime V) = o NGg 2, 0 (V)< 9¢ NG (52

Con estas expresiones podemos evaluar la funcion fuente en cada celda y los espesores dpticos
que intervienen en la integral frecuencial (E.21). Ahora bien, el integrando esta pesado por el perfil
asociado a una linea concreta del espectro y, por tanto, al valor de la integral (E.21) s6lo contribuira
de forma efectiva el intervalo de frecuencias centrado en v;; y de anchura Ay donde ¢; (v) toma
valores no nulos significativos.

Asi pues, de cara a la evaluacion de la integral frecuencial, las sumas (E.29) y (E.31) pueden
restringirse al conjunto de transiciones cuyos perfiles tomen valores apreciables sobre el intervalo

Vij — A—Vql \ Vij + . Si ademés asumimos que no existe solapamiento alguno entre las distintas
lineas del espectro, entonces s6lo tendremos que evaluar los términos asociados con la transicion
considerada (i «— (j. Ahora bien, con nuestra atencion ya centrada en una linea particular, si que
debemos tener en cuenta las contribuciones correspondientes a las diferentes regiones del espacio,
ya que, sus valores van a ser apreciables esencialmente sobre el mismo intervalo frecuencial, sélo
con la diferencia de que la anchura del perfil de linea variara de acuerdo con las condiciones fisicas
de la zona en cuestion.

En definitiva, para la evaluacion de (E.21) consideraremos

Jt(v) = jgj_,gi v), (E.33)

K1 (v) =kl (V). (E.34)

De esta forma,

S & - , E.35
) Ktiey (V) 2 9uNG (E:35)
9¢iNg;
y también
ATl = AT = ngi_(j (v) Az, (E.36)
7P~ T Z Keimey W) Azr, p<gq. (E.37)
_p+1

Con estas consideraciones, la expresion que nos permite determinar el factor de escape A;I,L-

resulta

> 1 1
= ety ] 5ty (3 0ot + X Sl 8 vt - )

p#q (E.38)

— Es (T, o4 AT+ AT )+E3( 4 ATh )]}
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Por otro lado, definimos

o 1
ij = / dl/(,zbgj (v) AT F (AT;’}) , (E.39)
0 i
1 [ 1
Cpt =5 | ot ) gy [F (54 A7) = F (7) (5.40)
0 i

— F (5 + At + Arl) + F (75 + AT,

ij
con F (1) =1 — E3 ().
El término ij da cuenta de la posibilidad de que un foton asociado a la transicion (j — (i
escape de la celda ¢. Los ijq son los coeficientes de acoplamiento radiativo, que introducen en
el factor de escape los efectos debidos al hecho de que un fotén emitido en la celda p pueda ser

absorbido en la celda ¢ influyendo en el balance de poblaciones.

Con estas definiciones y teniendo en cuenta que

S’ij . N_E}QQN& _gCiNgj

— = S E.41)
q 7 NP _ NP (
S N 96 NG = 96N
el factor de escape A?i se calcula finalmente como
N¢ NI)' gg‘Nq- _gCiNq'
A =0 - S < (E.42)

p=1 Ng; 96 NG = 9aNgG
P#q
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