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INDIRECT INFERENCE UNDER STOCHASTIC RESTRICTIONS
ABSTRACT

In this dissertation | have researched into three different fields of econometrics: the use
of prior information modelled as stochastic restrictions, the methodology of indirect
inference (l.1.) and the econometric estimation of the capital stock.

Related with the first issue, first | have found that under some technical assumptions on
the variance of the stochastic restrictions (more natural in a finite sample context), the
nonlinear least squares under stochastic restrictions (SR) estimator is asymptotically
more efficient than the nonlinear least squares (NLS) estimator, as found when normal
errors are assumed in finite samples. This result is stated in the opposite direction of
the standard asymptotic theory result about the relevance of the prior information, and
recovers the importance of prior information in nonlinear contexts. Second, | show that
the suggested approximated distribution of the SR estimator is a better approximation
to the true one than the one suggested when the stochastic restrictions are not taken
into account, i.e., the NLS distribution.

In the second research field, | define a new estimation method that comes up when the
stochastic restriction approach is extended to the 1.Il. methodology. In this context, |
show the following results. First, | provide the definition and the distribution of the new
estimator called Indirect Inference under Stochastic Restrictions (IISR). Second, | show
that the ISR estimation is asymptotically more efficient than the 1.1. estimation in which
is based, and hence approximated terms for finite samples. Finally, | suggest a test for
the validity of the stochastic restrictions used in the estimation.

The third research field is related with the econometric estimation of the physical
capital stock of an economy. First, | suggest two methods to estimate a variable rate of
depreciation, what is not an easy task in standard econometric packages. This method
allows to estimate an endogenous rate of depreciation by NLS or ML together with the
parameters of a production function. The effectiveness of the methods proposed is
shown by mean of the empirical estimation of the rate of depreciation of the capital
stock of several economies of the EU, which leads to depreciation rates around 5 %.
Once the estimation problem of a variable rate of depreciation is solved, | develop new
methods to estimate an endogenous and stochastic rate of depreciation. The
estimation of the parameters need to be solved by mean of simulated based estimation
methods, since stochastic parameters are considered. Finally the problem is solved
when prior information on the rate of depreciation is feasible. Given the properties of
the model, ISR method is suitable to solve the estimation problem, which is shown in

several Monte Carlo exercises.



RESUMEN:

En esta tesis doctoral se han desarrollado tres lineas de investigacién relacionadas con el uso
de la informacion a priori modelizado mediante las restricciones estocasticas, la metodologia de
la Inferencia Indirecta (I.I.) y su implementacién en la estimacion del stock de capital. La
primera linea, relacionada con la metodologia de las restricciones estocasticas, ha dado lugar a
los siguientes resultados en relacion con la estimacion de un modelo no lineal. En primer lugar,
si la informacién a priori no pierde importancia a medida que aumenta el tamafio muestral,
entonces el estimador de Minimos Cuadrados no Lineales bajo Restricciones Estocéasticas (SR)
es mas eficiente que el estimador de Minimos Cuadrados no Lineales (NLS), tal como ocurre
para muestras finitas suponiendo normalidad en el error. En segundo lugar, se demuestra que
la distribucidn aproximada que se sugiere para el estimador SR es una mejor aproximacioén a la
varianza verdadera del estimador que la del estimador que no tiene en cuenta las restricciones
estocasticas, es decir, el estimador NLS.
La segunda linea de investigacion extiende al contexto de la metodologia I.I., el uso de
restricciones estocdsticas. En relacién a esta linea se presentan los siguientes resultados. En
primer lugar se define un estimador, el estimador de Inferencia Indirecta bajo Restricciones
Estocasticas (IISR), que extiende la metodologia de I.I., al contexto de las restricciones
estocasticas.

Seguidamente se demuestra que el estimador ISR es mas eficiente que el estimador I.I.,
asintéticamente y en términos aproximados para muestras finitas. Finalmente se sugieren los
contrastes de validez de las restricciones estocasticas incorporadas en la estimacién indirecta.
La tercera linea de investigacién esta relacionada con la estimacion econométrica del stock de
capital. Los resultados que se presentan son los siguientes. En primer lugar se proponen dos
métodos para estimar una tasa de depreciacion enddgena del stock de capital mediante
paquetes econométricos estandar. Estos métodos, en definitiva, permiten estimar por NLS o
Méaxima Verosimilitud, una tasa de depreciacién variable junto con los parametros de una
funcién de produccidn. También se llevan a cabo distintas estimaciones del stock de capital de
distintas economias de la Unién Europea. A continuacién se presenta una familia de modelos
macroeconémicos basados en la funcion de produccion en los que el stock de capital esta
determinado por una tasa de depreciacion que es enddgena y estocastica y sobre la que se
tiene informacion a priori. Los distintos modelos contenidos en esa familia se basan en un
supuesto especifico sobre la variabilidad de la tasa de depreciacién. Dadas las propiedades de
los modelos, el método ISR es el mas adecuada para resolver el problema de estimacién que
se plantea. Por ultimo se disefia un modelo en el que ademas de las propiedades

mencionadas, se introducen parametros estocasticos y restricciones estocasticas no lineales.



Sobre los mencionados modelos se ofrecen un ndmero importante de simulaciones y
estimaciones mediante el mencionado método, siendo los resultados suficientemente

ilustrativos de adecuado funcionamiento de la metodologia propuesta.
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1.1. Resumen

1.1 Resumen

Las aportaciones de esta tesis doctoral se desarrollan en tres ambitos: los métodos de estimacién
basados en la simulacion, la incorporacion de restricciones estocasticas en los criterios de opti-
mizacion y la medicién del stock de capital. La contribucion principal tiene una doble vertiente.
Por un lado, una aportacion metodolégica que permite incorporar informacion a priori en forma
de restricciones estocasticas en la metodologia de Inferencia Indirecta (Gourieroux, Montfort y
Renault (1993)). Por otro, la ilustracion del funcionamiento de la metodologia propuesta en la
solucién del problema de la medicién del stock de capital a partir de la estimacion econométrica
de una tasa de depreciacion enddgena. Simultaneamente se aportan otras contribuciones co-
laterales. En primer lugar, la justi..cacion de la ganancia de e..ciencia asociadas a la inclusién
de restricciones estocasticas en muestras ..nitas en el contexto de los métodos tradicionales de
estimacion. Este resultado motiva la investigacion del uso de las restricciones estocasticas en el
contexto particular de los métodos de estimacion basados en la simulacion. En segundo lugar,
se desarrolla un analisis empirico de la estimacién de una tasa de depreciacion enddgena de
diversas economias europeas a partir de la estimacién de una funcién de produccion agrega-
da, mediante la aplicacion de métodos tradicionales de estimacion como minimos cuadrados no

lineales y maxima verosimilitud.

El uso de la informacién a priori sobre los parametros que se pretenden estimar es una
cuestion inicialmente sugerida por Durbin (1953). Laidea consiste en introducir en la estimacion
de los parametros, junto con la informacion muestral, otro tipo de informacion sobre dichos
parametros procedente de estimaciones previas. La solucion de Durbin es una forma de expresar
en el marco del enfoque clasico de la estadistica, el analisis bayesiano de la informacién a priori
(véase Leamer (1978)). La idea de utilizar estimaciones procedentes de otras muestras la aplicd
también Tobin para estimar la demanda de consumo: del andlisis de la serie temporal se capta
bien la variabilidad de los precios y de los datos de corte transversal se capta la variabilidad de

la renta. De esta manera, se combind la informacion procedente del analisis de series temporales
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en la estimacion de la ecuacion de consumo en funcidn de la renta y los precios. En muchos casos
existe informacion disponible procedente de otros estudios empiricos o simplemente informacion
que se considera razonable, como lo seria, por ejemplo, la determinacién de un rango sobre el

que con una probabilidad muy alta deberia encontrarse un determinado parametro.

Una técnica para introducir la informacion a priori en la estimacién es modelizandola medi-
ante restricciones estocésticas. EI método de incorporar informacion a priori en forma de restric-
ciones estocasticas en la estimacion de un modelo lineal fue desarrollado por Theil y Goldberger
(1961), basandose en el trabajo previo de Durbin. Posteriormente, Litterman (1986) desarrollo
la metodologia BVVAR para realizar predicciones desde el enfoque bayesiano utilizando vectores
autorregresivos. La idea de la metodologia BVAR consiste en incorporar en la estimacion VAR
priors sobre los parametros con una varianza que depende positivamente del orden del retardo
de la variable que acompafia dicho pardmetro. De esta manera, el peso de dicha informacion a
priori sobre el parametro decrece con el retardo. La idea que subyace a esta manera de introducir
las distribuciones a priori es que los valores recientes de una variable, con mayor probabilidad,
contienen informacion de interés sobre el futuro que los valores més alejados. El enfoque de
las restricciones estocasticas como manera de modelizar la informacién a priori es consistente
con la inferencia clasica, ya que la informacién a priori se considera como una observacion mas,
resultante de un proceso estocastico cuyo varianza esta predeterminado. EI componente estruc-
tural de dicha variable contiene los pardmetros a estimar. La varianza del término de error de la
restriccion estocastica en de..nitiva recoge el nivel de verosimilitud asociado a la informacion a
priori de que se dispone. Asi, por ejemplo, supongamos que sobre un determinado parametro de
interés, x xse dispone de informacion procedente de otras estimaciones. Esta informacion podria
ser, por ejemplo, la estimacion = = 0#4xEIl enfoque de las restricciones estocasticas consiste en
modelizar esta informacion a partir de una ecuacion del tipo * = x + x siendo x un término
de error con media cero y varianza predeterminada =2+ Una vez parametrizada la informacion

a priori de esta manera, dicha ecuacion se afiade al conjunto de las ecuaciones de la informa-
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cion muestral. Dadas las propiedades del error de la restriccion estocastica, se considera que
la informacion a priori es una estimacion insesgada del parametro, pero al mismo tiempo, esta
informacién esta ponderada por la varianza del error. Si la informacion es buena entonces el
valor debe ser cercano al del parametro, por tanto, =2 debe ser un valor bajo. Como se vera méas
adelante, el valor que se tome para la varianza del error de la restriccion estocastica determinara
el peso de la informacion = en la estimacién. Al incorporar una nueva ecuacién en el modelo
y reescribirlo se puede aplicar Minimos Cuadrados Generalizados. Debe tenerse en cuenta que
la matriz de varianzas de la restriccion estocastica es independiente y distinta de la del error
del modelo de partida y por tanto, genera heteroscedasticidad. Este método, conocido como de
estimacion mixta por combinar informacién muestral e informacion a priori sobre el parametro,
es Gtil porque tiene asociada ganancias de e..ciencia, siendo ademas un método fexible y es-
pecialmente interesante en situaciones en las que el tamafio muestral es pequefio. El método
estandar propuesto por Theil y Goldberger requiere linealidad en el modelo inicial, linealidad en
las restricciones estocasticas, normalidad en el término de error y que la restriccion estocéstica
introducida de lugar a un estimador insesgado del estimador sobre el que se tiene informacion
a priori, si bien los resultados se pueden extender de manera inmediata a otros contextos méas

generales.

El principal interés de la estimacién mixta es la ganancia de e...ciencia que proporciona bajo
los supuestos mencionados. Sin embargo, si no se supone normalidad en el término de error
y se analizan las propiedades asintoticas del estimador de Theil y Goldberger, entonces no se
obtiene dicha ganancia de e..ciencia. De este resultado asintotico se obtiene como corolario que
la aproximacion para muestras ..nitas de la varianza del estimador de Theil y Golberger es la
misma que la del estimador OLS, por lo que no tiene sentido el uso de informacién a priori

cuando no se supone normalidad en el término de error del modelo.

A pesar de que asintéticamente no se mantenga el resultado de ganancia en e..ciencia 'y de

que, por tanto, la aproximacion para muestras ..nitas de la varianza del estimador sea la misma
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independientemente de que se use 0 no informacion a priori, resulta oportuno hacer algunas
observaciones para el contexto de las muestras ..nitas. El primer objetivo de esta tesis doctoral
consiste en recuperar lavalidez del uso de la informacion a priori cuando el tamafio de la muestra
es pequefio sin suponer normalidad en el error. Si el tamafio muestral es pequefio, contexto en el
cual los supuestos bajo los que opera la teoria asint6tica tradicional pueden ser modi..cados por
unos mas naturales, entonces puede obtenerse un resultado que contradice al resultado antes
mencionado y recuperarse el interés en la metodologia de las restricciones estocasticas. Este
primer objetivo se desarrolla en el Capitulo 3 donde se discute el papel de las restricciones
estocasticas en la varianza de los estimadores en un contexto de muestras ..nitas. Al respecto
se obtienen dos resultados. El primero establece que en muestras ..nitas y sin normalidad en
el error, la incorporacion de las restricciones estocasticas genera ganancias de e..ciencia. El
segundo sefiala que si el tamafio muestral no es grande, y si la informacion a priori es buena,
entonces la aproximacion de muestras ..nitas de la varianza del estimador que tiene en cuenta
las restricciones estocasticas es mejor que la que se obtiene de la teoria asintotica convencional.
Este resultado se ilustra mediante un ejercicio de Monte Carlo disefiado a partir de un modelo no
lineal en el cual se incorpora la informacién sobre los parametros. Estos resultados constituyen
el primer objetivo de la tesis y en de..nitiva pretenden llamar la atencion sobre el interés del uso
de la informacién a priori y su modelizacién mediante restricciones estocéasticas en los distintos

métodos de estimacion.

El segundo objetivo de esta tesis doctoral se extiende al &mbito de los métodos de estimacion
basados en la simulacion. En concreto se toma como método de partida la Inferencia Indirecta
(I.1.), aunque las aportaciones que se sugieren se extienden de manera inmediata a otros métodos
de estimacion basados en la simulacién como el Método de los Momentos Simulados (véase Mc
Fadden (1989) y Pakes y Pollard (1989)) y otros como los sugeridos por Lee e Ingram (1991) y
Smith (1993). Una propiedad de los estimadores basados en la simulacion es su aplicabilidad

en una amplia variedad de modelos, generalmente no lineales, lo que es especialmente Util en
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aquellos casos en los que los métodos tradicionales como el de Maxima Verosimilitud o los de
Minimos Cuadrados, no funcionan adecuadamente por di..cultades asociadas a la tratabilidad
de las funciones criterio. Sin embargo, el coste asociado al uso de estos métodos de amplia
versatilidad reside en la pérdida de e..ciencia de los estimadores basados en la simulacion, en
relacion con el estimador tradicional en el cual se inspira. Asi, por ejemplo, el estimador de
Maxima Verosimilitud Simulada presenta una mayor varianza que el estimador convencional de
Maxima Verosimilitud, y lo mismo ocurre al comparar el Método de lo Momentos Simulados en
relacion con el Método de los Momentos Generalizados (Hansen (1982)). De manera especi..ca, el
segundo objetivo se concreta en la sugerencia de un nuevo estimador, inspirado en el estimador
I.1., pero en el que se tiene en cuenta informacion a priori sobre los parametros modelizada
en forma de restricciones estocasticas. Se sugiere su distribucion para muestras ..nitas y se
propone un contraste para la validez de las restricciones. Para defender estos resultados se
desarrollan diversos ejercicios de simulacién en los que se estima una familia de modelos de
interés macroecondmico. La motivacion de la metodologia que se sugiere es la de disponer
de las ventajas de la estimacion bajo restricciones en el contexto de los métodos basados en
la simulacion, aplicados generalmente en modelos no lineales donde los métodos tradicionales
fracasan. Concretamente, disponer de la ganancia de e..ciencia asociada al uso de restricciones

estocasticas dado el mencionado coste de pérdida de e..ciencia asociada al uso de simulaciones.

El tercer objetivo de la tesis se de..ne en el contexto de estimacion econométrica del stock de
capital mediante la estimacion de una funcion de produccion agregada como sugieren Pruchay
Nadiri (1996), y Prucha (1995), a partir de Méaxima Verosimilitud o Minimos Cuadrados no Lin-
eales. Laintencion aqui es explorar y aportar distintas soluciones metodolégicas a la solucién del
problema de estimacion de una tasa de depreciacién endégena mediante métodos tradicionales.
En el contexto de la estimacién econométrica del stock de capital se plantean varias di..cultades
asociadas con las restricciones propias de la de..nicion del stock de capital, como el hecho de que

se trate de una variable no observable, o el hecho de que el nimero de argumentos de los que
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depende varie periodo a periodo. En la primera parte del Capitulo 4 se cubre este objetivo al
describirse dos métodos que hacen posible la aplicacion de métodos econométricos tradicionales
a la estimacion de una tasa de depreciacion enddgena. Ademas, se exploran algunas vias de
estimacion que enriquecen los métodos basicos en las que se permite utilizar la informacion de
la contabilidad nacional sobre la depreciacion del capital y la informacion a priori sobre dicha
tasa de depreciacion. En relacion con este objetivo se logran otros resultados de tipo empirico.
En concreto se ilustra la validez de las metodologias propuestas mediante el analisis empirico
basado en los datos macroeconémicos de las economias de Alemania, Francia, Reino Unido y
Espafia. Esta parte del trabajo presentada en la primera parte del Capitulo 4 puede consider-
arse como una introduccion a las soluciones de problemas de estimacion mas complejos que se
resolveran en la segunda parte del capitulo. Estas soluciones se describen en la Ultima parte de
la tesis mediante el método de Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocéasticas (1ISR), al
considerar un modelo con parametros variables en el que es necesario aplicar un método basado

en la simulacién.

En la dltima parte de la tesis se extiende el método propuesto ISR al uso de restricciones
estocasticas no lineales. Se aplica la metodologia desarrollada a la estimacién de un modelo en
el que los parametros principales — incluida la tasa de depreciacién enddgena — son estocasticos.
La metodologia ISR se plantea como especialmente indicada para cubrir este objetivo dada la
variabilidad de los pardmetros y la complejidad de la funcion de verosimilitud. Con este ..n se
Ilevan a cabo un namero elevado de simulaciones en las que se replica y se estima el modelo con
el ..n de constatar la regularidad del funcionamiento del método de estimacion propuesto. Las
restricciones estocasticas no lineales se imponen sobre la tasa de depreciacion, si bien es posible

extenderla a mas parametros del modelo.
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1.2 Conceptos previos

En esta seccion se introducen algunos de los conceptos que se utilizaran en los capitulos siguientes
en el desarrollo de los resultados que se presentan. Estos conceptos que se introducen son en
la mayoria de los casos de..niciones y propiedades relacionadas con los resultados centrales de
la tesis. Se trata de las ideas basicas de la metodologia de las restricciones estocasticas, la
Inferencia Indirecta y la estimacion del stock de capital mediante la estimacion de una funcion

de produccion.

1.2.1 Estimacion lineal bajo restricciones estocasticas

Veamos el método de estimacion mixta introducido por Theil y Goldberger a partir de un
modelo lineal, con normalidad en el error del modelo y regresores no estocasticos. Se parte de

un modelo cuya ecuacion para un periodo es

e = * Uk ok (1.0

siendo = el vector de parametros de dimension x y siendo x (x) = x2x,x Este modelo cumple
ademas todos los supuestos estandar del modelo lineal general. Por otra parte se tiene informa-
cién a priori sobre los parametros del modelo lo que da lugar a un conjunto x de restricciones

estocasticas sobre xxsiendo x x xxEstas restricciones son lineales y pueden escribirse como

* = %k + % (1.2)

siendo x » % (Oxx2x)xx2 predeterminada y % independiente de . El vector « de dimension

* contiene los valores concretos que contienen la informacion a priori que se tiene sobre xxEl



1. Introduccion

modelo resultante contiene las ecuaciones (1.1) y (1.2) y matricialmente esta dado por:

2 3 2 3 2 3

§72=8" £.4+87¢

Agrupando las variables se tiene,

* T =% Tx 4T (1.3)
siendo la varianza del error
2 3
*x2%, 0
* (*+) = 9 o % = -
0 * 2,

El estimador de Theil y Goldberger (TG) es el estimador de Minimos Cuadrados General-
izados (MCG) aplicado al anterior modelo. Puesto que se trata de un modelo heteroscedastico,
la transformacion que da lugar a un modelo lineal general es la dada por la matriz x que cumple

x %! = —11El modelo resultante de premultiplicar la ecuacion (1.3) por x es

1 1
* =x*x+%

siendo ahora la varianza de * la matriz identidad de orden x +*xEl estimador TG es por tanto,

QH = (*10*1)”*1073' (1.4)

La matriz de varianzas y covarianzas de %, , €s

91 .
w0k il

-

% 0

« (R =6 it=



1.2. Conceptos previos

Si no se tienen en cuenta las restricciones estocasticas, entonces el modelo esta compuesto
Gnicamente por las ecuaciones (1.1) para todo = Puesto que se trata de un modelo lineal
general, se estimaria por minimos cuadrados ordinario (OLS), siendo la matriz de varianzas y

- - N
covarianzas de este estimador x, , , la dada por:

Moy

91 -
x x0x il

*

N — .20, 0 Vil A
* (k)= xx %) A = =
* *

es decir, la diferencia (QH*) ix* (Q**) es una matriz de..nida positiva y por tanto, el esti-
mador TG es mas e..ciente que el estimador OLS. La anterior expresion permite llevar a cabo
la comparacion en términos de la varianza de la restriccion estocastica: a medida que crece *2
el estimador TG tiende al estimador OLS. Es interesante para los propdsitos de los desarrollos
posteriores destacar la intuicion de esta propiedad: cuanto mayor es la varianza asociada a la
informacién que se incorpora, menos importante es dicha informacion en la estimacion ya que
menor es la ganancia de e..ciencia del estimador TG frente al OLS y por tanto méas parecido
es el estimador TG al OLS. En el Capitulo 3 se desarrolla una discusion sobre la relevancia de
la incorporacion de las restricciones estocasticas en la estimacion y los argumentos presentados
giran en torno al papel de la varianza de la restriccion en las propiedades asintoticas de los
estimadores que se obtienen teniendo en cuenta o no las restricciones estocasticas (véase Lutke-
pohl (1993)). Dicha discusion se introduce a continuacion para el caso lineal que nos ocupa y

se analiza en detalle para el caso no lineal en el Capitulo 3.

Si no se supone normalidad en el error o los regresores son estocasticos, el analisis asintotico
proporciona las propiedades del estimador TG y de alli se extraen las propiedades aproximadas
para muestras ..nitas. De la expresion (1.4) del estimador TG se obtiene

p— H*lg*lﬂil*lo;

N
* (Kuw 1 %)=

* *

Considerando que se cumple algiin teorema central del limite, al ser # y % independientes, se

10
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tiene

H Haoa 1

a ¥ & Oxxlim

*

s -
Si existe x lim *12*1 *aplicando los teoremas de Slutsky y Cramer, se obtiene,

A ” ﬂil!

PG, i9) B+ Omlim *1*10*1

Sustituyendo £ por su expresion se obtiene la distribucion asintética del estimador TG:

P— A § A M 1
*(k, o %) B x  Oxxlim ) +: "
* *

T[i]_!

Si no se hace ningun supuesto sobre la varianza asociada a la restriccion estocéastica, puesto que

. H 1% 0%
xlim —— 0
* *
3 - 3 -
. 140 140 il . 140 il . .. ., e -
entonces, xlim --+== + —+=¢ = xlim -+ * Es decir, la distribucion asintdtica y la
*5 * x4 * kg

aproximada del estimador TG coinciden con las del estimador OLS, y por tanto,

Q** Yax (***3 i* 0y ¢i1)
de donde se deduce que las restricciones estocasticas resultan irrelevantes asintéticamente y para
muestras ..nitas, en contradiccion con el resultado que se obtiene al suponer normalidad en el
error del modelo. La presencia de x en el denominador del sumando relativo a la restriccién
estocéastica supone que la informacion a priori pierde peso a medida que aumenta el tamafio
muestral, lo que equivale a considerar que la varianza de x aumenta con el tamafio muestral.
Una restriccion con una varianza muy alta implica que se le asigna poco peso a la informacién a

priori, y esto es precisamente lo que ocurre asintéticamente. La intuicién es que la informacion a

11
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priori no aumenta con el tamafio muestral, y por tanto, desaparece con la informacion muestral.
A pesar del resultado que se obtiene, no resulta natural si el tamafio muestral es reducido, y no
es de mucha utilidad practica cuando el tamafio muestral es pequefio como sefiala Litkepohl.
Seria interesante, por tanto, investigar sobre las condiciones que permitieran mantener las ven-
tajas de la inclusion de restricciones estocasticas relativas a la e..ciencia en la estimacion, asi
como evaluar la proximidad de las distribuciones obtenidas bajo dichas condiciones respecto de
las verdaderas distribuciones del estimador. Sobre estos aspectos discurre la discusion desarrol-
lada en el Capitulo 3, aportandose una via de solucion al problema planteado y obteniéndose

resultados positivos respecto de las cuestiones planteadas.

1.2.2 Estimacion por simulacion e Inferencia Indirecta

Los métodos de estimacion basados en la simulacién forman lo que podria Ilamarse la tercera
generacion de métodos econométricos. En la primera fase cronoldgica tendrian lugar los de-
sarrollos aplicables a modelos lineales que tienen lugar antes de los afios sesenta, métodos que
conducian a una expresion analitica del estimador. Aqui podrian situarse los métodos de Min-
imos Cuadrados Ordinarios, método de estimacion de sistemas de ecuaciones simultaneas, con
el asociado analisis de las variables instrumentales, entre otros. Posteriormente aparecerian los
resultados basados en la introduccién de algoritmos numéricos de optimizacion que surgen en
los afios setenta y ochenta. En esta etapa se construye la teoria de la inferencia basada en
la optimizacion de un criterio no cuadratico, entre los que destacan los métodos de Maxima
Verosimilitud. Por otra parte surgen métodos como el de Minimos Cuadrados no Lineales y
el Método Generalizado de los Momentos. Posteriormente aparecen los métodos basados en la
simulacién que surgen en la segunda mitad de los ochenta y en los noventa y que constituyen la
tercera generacion de métodos econométricos. En algunos modelos econométricos, generalmente
no lineales, los métodos de estimacién tradicionales conducen a funciones criterio que tienen una
expresion analitica compleja. En estos casos resulta especialmente complicado obtener los esti-

madores tradicionales a partir de criterios como el de la funcion de verosimilitud o el cuadrado

12
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de los residuos.

La estimacion por simulacion surge como una herramienta que pretende solucionar este tipo
de di..cultades operativas, y esta fuertemente apoyada por el desarrollo de las herramientas
informaticas de gran potencia que ha tenido lugar en la ultima década. Puede afiadirse que
los métodos basados en la simulacion no solo son los mas adecuados en los casos en los que
los criterios tradicionales no permiten obtener los estimadores, sino que ademas, constituyen la
Unica herramienta metodoldgica a usar en algunos casos en los que no se sabe como estimar
determinados modelos. En el caso del método de Inferencia Indirecta (Gourieroux et al), sobre el
cudl se de...ne el segundo objetivo de esta tesis, la idea es inferir el estimador de una comparacion
de determinados momentos factibles empiricamente y mediante la simulacion. Estos momentos
empiricos y simulados se obtienen de un modelo auxiliar, y mediante un criterio predeterminado,
normalmente tradicional. EI modelo auxiliar depende de unos pardmetros distintos a los del
modelo original pero que contienen informacion sobre aquellos. El principio de la estimacion
indirecta consiste en obtener el estimador de los parametros del modelo verdadero a partir de
la comparacion de simulaciones realizadas sobre el modelo original y estimaciones del modelo
auxiliar. Esta comparacion se lleva a cabo a partir de un momento muestral: el estimador
del momento auxiliar. De esta manera, el estimador del método de inferencia indirecta sera
aquel valor para el cual la simulacion del modelo original da lugar a un estimador auxiliar lo
mas cercano posible al estimador auxiliar que se obtiene de los datos originales. El resultado
fundamental que se obtiene en relacion con la estimacion indirecta, y que constituye el segundo
objetivo de esta tesis doctoral, es el de extender a este método de estimacion la posibilidad
de incorporar informacién a priori mediante restricciones estocasticas, una vez que se prueba
gue éstas resultan relevantes asintéticamente y para muestras ..nitas. Con este propdsito se
aporta la expresion analitica del criterio a optimizar, la distribucion del estimador resultante y

los contrastes de validacion de las restricciones estocasticas.
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1.2.3 Estimacion econométrica del stock de capital fisico

El objetivo siguiente de esta tesis es el de abordar el problema empirico de estimacion de la
tasa de depreciacion del stock de capital econométricamente, con el ..n de aportar una medicion
consistente de dicha variable, puesto que no es directamente observable. El stock de capital fisico
de unaeconomia es unade las variables béasicas para explicar la riqueza de un pais, el crecimiento
potencial de una economia o el comportamiento de otras variables como la productividad de los
factores. Al mismo tiempo se trata de una variable cuya medicion presenta algunos problemas
gue no tienen solucién inmediata. Para medir el stock de capital de una economia es necesario
medir la depreciacion del capital, es decir, la pérdida de capacidad productiva de las inversiones
llevadas a cabo en el pasado, y ésta no es una variable observable. Es necesario realizar supuestos
sobre el modo en el que se produce la depreciacion y posteriormente intentar medir dichos
elementos para ..nalmente proporcionar una medicion del stock de capital. La manera de llevar
a cabo este procedimiento, es decir, modelizar la depreciacién y estimarla, ha sido una cuestion
de amplio debate desde los afios setenta, — los primeros trabajos al respecto se deben a Robert.
E. Hall, Dale W. Jorgenson, Charles R. Hulten, entre otros — y han dado lugar a una serie de
metodologias alternativas de medicion, basadas en distintos enfoques y supuestos que al mismo
tiempo imponian limitaciones al alcance de los estudios realizados. Hoy en dia sigue siendo
necesario encontrar una metodologia robusta de medicion del capital que de lugar a valores
consistentes con la medicidn de otras variables con las que el capital esta estrechamente ligado,

como son la renta y la riqueza.

El problema de la estimacion del stock de capital en esta tesis doctoral se aborda en dos
frentes metodoldgicos: el primero es el de la estimacion tradicional, por Maxima Verosimilitud
0 por Minimos Cuadrados no Lineales y el segundo es el del método de Inferencia Indirecta
bajo Restricciones Estocastica (IISR). La econometria se presenta como una herramienta capaz
de proporcionar soluciones a los problemas asociados a la medicion del stock de capital. Uno

de los enfoques posibles para abordar la medicion de la depreciacion del capital es el de la
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estimacion de la tasa de depreciacion a partir de la estimacion de una funcién de produccion de
la cudl el stock de capital es un argumento. En este contexto, una particularidad especialmente
interesante es la de contemplar la posibilidad de que la tasa de depreciacion sea enddgena,
lo que resulta signi..cativo si se tiene en cuenta el componente de la depreciacion asociado a
la obsolescencia. Los shocks tecnoldgicos y la obsolescencia asociada de los bienes de capital
usado, como se plantea en modelo de ciclos reales, (véase por ejemplo Burnside y Eichenbaum
(1994)) explican parte de la variabilidad de la tasa de depreciacion, y por tanto, constituye un
elemento interesante sobre el que arrojar luz desde la inferencia econométrica. En este panorama
y en el marco de los modelos de estimacion tradicionales, se presentan algunas sugerencias que
permiten extender la metodologia de la estimacion del stock de capital a partir de una funcién de
produccién cuando la tasa de depreciacion es endogena. De manera general, se podria describir
la solucion econométrica como se indica a continuacion. Se parte de una funcién de produccion
que describe la tecnologia agregada de la economia. Dicha tecnologia relaciona el producto total

(x ) con el empleo (x) y el stock de capital (x ) como se indica a continuacion

** =% (* *** ***)

siendo x el vector de parametros de dicha funcién de produccién. Esta funcion se podria estimar
directamente si se dispusiera de los datos del stock de capital. Pero dicha variable, como se
ha indicado, no es directamente observable porque depende de la depreciacién. En concreto,
a partir de la ecuacion del inventario permanente, el stock de capital de un periodo x puede

escribirse como

* =kt (1§ Ak w51 (1.5)

siendo *, la inversion y x la tasa de depreciacion. Puesto que x es un parametro desconocido,

también x , es desconocido. Por esta razon no es posible estimar la funcion de produccién
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directamente. Sin embargo, el analisis se reduce al de estimacion con variables no observables. El
desarrollo de esta idea es el siguiente. El stock de capital no es observable, pero puede obtenerse
una serie de x , hipotética si se considera un determinado valor de la tasa de depreciacion *
teniendo en cuenta los datos de inversion a partir de la ecuacion (1.5). En efecto, sustituyendo

recursivamente x ;1 en la ecuacion original es facil ver que

L
*x= Qi *)rgt @i %0
*=0

En de..nitiva, el stock de capital es funcion de la inversion corriente y retardada, del stock de
capital inicial y de la tasa de depreciacion, es decCir, x y = * (k1rkokmdorook orx). EI mecanismo
de la estimacion econométrica de la tasa de depreciacion consiste en seleccionar el valor de
gue de lugar a una serie del stock de capital estimada tal que, teniendo en cuenta los datos de
empleo y la tecnologia, reproduzca los datos de la produccion total lo mas cercanos posible a
los datos verdaderos de la produccion. Es decir, se trata de seleccionar el valor del parametro

* - simultaneamente con los de x — que den lugar al mejor ajuste econométrico de la ecuacion
ey =k (ko ok ook, kok (koAAK )

La aplicacion de la metodologia anterior, a pesar de su sencillez, no es inmediata, especial-
mente cuando se pretende estimar una tasa de depreciacion endodgena. Asi, si se considera que
* = *x(x»x)xsiendo + la variable explicativa de la tasa de depreciacion, el vector de parametros
a estimar seria xx el implicito en la variabilidad de xx Para solucionar el problema de la esti-
macidén econométrica de una tasa de depreciacion endogena, en el Capitulo 3 se describen varios
mecanismos que permiten implementar los métodos de Minimos Cuadrados no Lineales o Maxi-
ma Verosimilitud al problema planteado. Los métodos y las soluciones metodoldgicas sugeridas
para estimar el stock de capital se implementaron con los datos de las economias del Reino

Unido, Alemania, Francia y Espafia. Es oportuno sefialar que, a pesar de la aplicacion de los
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métodos sugeridos para los casos considerados, en algunas ocasiones se pusieron de mani...esto
algunas di...cultades en el proceso de optimizacion relacionadas posiblemente con la complejidad
de la funcion criterio quizas asociadas a la parametrizacion de la tasa de depreciacion o a la
autocorrelacion detectada en el error del modelo. Como conclusion, por tanto, en el primer
frente en el que se aborda el problema de la medicién del stock de capital, se presentan algunas
aportaciones metodoldgicas que permiten estimar una tasa de depreciacién endégena mediante
la aplicacion inmediata de los métodos de estimacion por Minimos Cuadrados no Lineales y
por Maxima Verosimilitud. También se obtienen algunos resultados empiricos en los que se
utiliza informacion a priori sobre la tasa de depreciacion e informacion de la contabilidad na-
cional sobre la amortizacién, como elementos accesorios en la solucion del problema. Al mismo
tiempo se pusieron de mani..esto algunas di..cultades metodoldgicas en la aplicacién de la max-
ima verosimilitud, posiblemente asociados a la no linealidad de la funcién objetivo en el caso

concreto que se plantea.

El segundo frente sobre el que se aborda la estimacion del stock de capital esta relacionado
con el método aqui propuesto de IISR. A este respecto se presentan una serie de modelos
que constituyen ejemplos plausibles de aplicacion de dicho método al problema particular de la
estimacion del stock de capital de una economia sin abandonar el marco de la estimacion a través
de una funcién de produccion. Se disefian distintos ejemplos que resultan de interés desde el
punto de vista de la teoria econémica obtenidos a partir de distintos supuestos realizados sobre
la variabilidad de la tasa de depreciacion sobre la que se tiene informacion a priori. Asi, por
ejemplo, se plantean variables como la tasa de crecimiento de la inversion o perturbaciones
exdégenas que podrian recoger la posibilidad de shocks tecnol6gicos como variables explicativas
de la tasa de depreciacion. De dichos ejemplos se ofrecen un conjunto alto de simulaciones y
estimaciones con el ..n de ilustrar la regularidad de los resultados del método IISR aplicado a
estos casos particulares. Ademas, se constata la ganancia de e..ciencia en la estimacion ISR

respecto de las estimaciones obtenidas al aplicar la Inferencia Indirecta béasica. Finalmente se
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presentan los resultados de estimaciones por el método IISR llevadas a cabo sobre un modelo de
parametros estocasticos sobre los que existe informacion a priori que se incorpora en el modelo

en forma de restricciones estocasticas no lineales.
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2.1 Introduccion

En éste capitulo se presentan los métodos de estimacion en los que se inspiran las aportaciones
originales que se presentan en el siguiente capitulo, y que se utilizaran en algunas aplicaciones
empiricas presentadas en los posteriores. En primer lugar se presentan los métodos de estimacion
de modelos no lineales tradicionales. A continuacion se presentan de manera resumida los
métodos de estimacion basados en la simulacion, que sirven de instrumento para resolver los
problemas generados por la di..cultad en el tratamiento de las funciones criterio en algunos
casos y que por tanto los métodos presentados en primer lugar no resuelven. Finalmente se
describe la estimacion sujeta a restricciones estocésticas, método éste en el que se modeliza de
manera concreta el uso de informacion a priori sobre algunos parametros. El funcionamiento
de las restricciones estocasticas se introduce en la Ultima parte de este capitulo a partir del un
modelo no lineal. Con esto se completa el conjunto de elementos que motivan las aportaciones

de los Capitulos 3 y 4.

En referencia al primer conjunto de estimadores, se repasan algunos de los métodos de
estimacion paramétricos no lineales como lo son el de Maxima Verosimilitud, Método de los
Momentos Generalizados y Método de los Minimos Cuadrados no Lineales. Posteriormente se
describen los métodos basados en los anteriores y que utilizan la simulacion, como son el Método
de los Momentos Simulados, el método de Maxima Verosimilitud Simulada y el Método de
Estimacion Indirecta. Finalmente se describira el Método de Estimacion sujeta a Restricciones

Estocésticas en el caso no lineal.

De esta manera se completa el conjunto de métodos que a lo largo de los capitulos sigu-
ientes se utilizaran, al ser aplicados directamente, 0 como punto de partida para de..nir una
nueva familia de métodos de estimacion basados en la simulacién y que incorporan restricciones
estocasticas sobre los parametros del modelo. La nueva metodologia que se sugiere, basada en
el método de Inferencia Indirecta de Gourieroux et al y en el principio de las restricciones es-

tocasticas, se denominara Inferencia Indirecta bajo a Restricciones Estocasticas y se describira
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en el siguiente capitulo.

2.2 Estimacion no lineal

En esta seccion se describen los métodos de estimacion de Maxima Verosimilitud (ML), de
Minimos Cuadrados no Lineales (NLS) y del Método Generalizado de los Momentos (GMM).
Estos métodos se basan en la optimizacion de un criterio y serviran de referencia de los métodos

que se presentan en la siguiente seccion y que se basan en la simulacion.

Se supone que las observaciones proceden de un modelo paramétrico en el que xxk = Lok
es la variable enddgena del modelo — de dimension unitaria 0 mayor que UN0 — Y sk x = Lokkkk

es el conjunto de variables exdgenas del modelo.

Sea k0 (k1 rbior, Jok1xomkkor, Sk ) 1a funcion de distribucion condicional de xqxkkkior, dado kg ror,
y las condiciones iniciales xox Si las observaciones son independientes, ésta funcion de distribu-

cion condicional puede descomponerse como

Y
%0 (Feskok 1 ook Abg 1)

*=1

siendo #,;1 = (xoxx1xmk,g 1)* Se supone ademas que se cumple que las variables = son fuerte-
mente exo0genas, es decir, %o (x,sokg wmox, x5 1) = Ko (rookpiomnr,k, ;1) Bajo esta condicion se

tiene que

Y
K (F okl 5. A k] Hokkkoky, AX0) = *0(krterd,g 1)

Y
= *0 (*****)
*=1

siendo x, = (Foke1) Y A = (x1xmkke; 1)x S€ supone que existe un vector de parametros de
dimension x cuyo verdadero valor xg es tal que xo(*x,) esta bien de..nido, es decir, existe un

UNico o tal que xp(xok,) = * (xokks; x0). Finalmente, se de..ne la funcién de verosimilitud como
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el producto de las funciones de densidad marginales de las observaciones, es decir,

* (orx; *0) = K (ekks *0)
*=1
De..nicion 1. EIl estimador de xo de Maxima Verosimilitud (ML), *+ +, se de..ne como el
valor de x que maximiza el logaritmo de x (»xx; %) respecto de +xEs decir,
A - >
*4 « = argmax 109 * (ksok %) %) (2.1)
* *=1
Llamando a la funcion a maximizar log(x (x)) y se supone que ésta funcién es diferenciable, el

estimador %, , se deduce del sistema de ecuaciones de primer orden:

Allogl G ] _

*oky

* = Lotk k

Este sistema en general no es lineal y la solucion se obtiene mediante algoritmos numeéricos

normalmente basados en el método de Gauss-Newton.

De..nicién 2. El estimador de xy de Minimos Cuadrados no Lineales (NLS), %, ,.* se

de..ne como aquel valor de x que minimiza los residuos al cuadrado. Es decir,

N X )
Fuxx =ArGMIN [xe | * (ks %)]
* *=1
Con el ..n de de..nir un nuevo estimador se introduce ahora el vector de momentos empiricos
* (*ooky) de dimensidon xxsiendo x _ xxque es una funcion de las variables observables. Debe
apuntarse que el estimador que se de..ne a continuacion es valido para series estacionarias, por

lo que se hace este supuesto sobre los procesos que generan las observaciones (de otro modo los

momentos no existen). La seleccion de los momentos sera una cuestion relevante sobre la que
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se volvera mas adelante. Supongamos que a partir de esta funcion se puede construir la funcién
* 4 [x Gk rxs] = * (ks %)

siendo x (x4 *) un momento condicional bien de..nido. Dada esa igualdad, es posible determinar

una condicién teodrica que se cumple para el verdadero valor de * :
* 4[x (oo xxs | (ax)] =0

Para una muestra de datos de las variables x e x es posible calcular el lado izquierdo de la
anterior expresion. La idea que da fundamento al estimador que se de..ne a continuacion es la
de identi..car el valor de x que mas acerque dicha expresion al cero, puesto que en ese caso el

momento empirico y se valor esperado estaran lo mas proximos posible.

De..nicion 3. El estimador de x¢ del Método Generalizado de los Momentos (GMM)

(Hansen (1982), Hansen y Singleton (1982)) se de..ne como aquel valor R x % que cumple

% Yo Yo Ya

Q** ~ =argmin [x (krs)rks § * (i x)]  — [x Gerkks § * (o %))
* =1 *=1

siendo — una matriz semide..nida positiva de dimension »xEsta matriz es la que transforma la
distancia del espacio R* al espacio paramétrico. En el caso en el que x = x no es necesario trans-
formar las distancias y puede tomarse — = xxMas adelante se sefialaran algunas posibilidades
de estimar consistentemente — en la practica.

Bajo los supuestos estandar — véase Hansen (1982) — se cumple que #, » » €S un estimador

consistente del verdadero valor o y que es asintéticamente normal, siendo su distribucion:

P—
*(Q*** i*O) i! *(O******)

siendo +*, , =8f18,8jly
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8§ =+ l—x %
8 = % \—xpfhk (xxx) § * (3rk0)g—x *

o]
* =% 5 (xxk0) *

Lamatriz x*, , depende de —xy por tanto es posible elegir la —° 6ptima, es decir, aquella -°

*

que cumple x,,(=%) & *,.(=) 8 —xLa matriz 6ptima es =% = (xofx (%xx) i * (3kxp)Q) i 1xy

enesecaso 8 =8,y
**** x — §fl = [* O_U* ]il (22)

Al igual que en el caso general, la eleccion de la matriz —"plantea problemas ya que depende
del vector de parametros desconocidos y debe ser estimada de manera consistente. Se volvera

sobre este punto al ..nal del capitulo al repasar las propiedades del estimador del GMM.

2.2.1 Propiedades asintoéticas de los estimadores no lineales

En este apartado se analizaran las propiedades de consistencia y la distribucion asintdtica de

los estimadores ML, NLS y GMM suponiendo estacionariedad de las variables.

Consistencia. En general, si la funcion criterio dividida por x converge a una funcion limite

para un x dado, y si ésta funcion tiene un maximo, entonces, el estimador que se obtiene

de optimizar dicho criterio, converge a aquel maximo. Los anteriores estimadores tienen en

comun que se obtienen de buscar un maximo o un minimo de una cierta funcion que en general

puede escribirse como &, (x)xAsi, en el caso del estimador ML, &, (x) = log(x (x))xen el del

estimador NLS, &, (x) = Pl[** i * (ke %)]?xy en el caso del estimador GMM &, (x) =
*=

P P . . ) ) .
C G i*xON-"C (x ix* (x)). Lascondiciones necesarias para garantizar consistencia en

los estimadores antes de...nidos son:

i) Convergencia de &, (x)x+ para todo  : lim, v 4 &, (x)x*x =39 (x)

ii) Unicidad del valor de x que maximiza =4 (x)
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iii) Identidad entre el valor x que maximiza =4 (x) y el verdadero valor de x

Si se cumplen las condiciones anteriores, se tiene que ko (x) = * para cualquiera de los esti-

madores de..nidos anteriormente.

Normalidad Asintética. Puesto que los estimadores anteriores son consistentes, se puede calcular
la expansién de las condiciones de primer orden en el verdadero valor del parametro. De la

aproximacion lineal de la CPO en un entorno del verdadero valor xg se obtiene

*a*( Y+ )G i x) " O
— (X *0)( K I
*k 0 ****0 0 170
2a sl *a* A
****0(0) . (o) (x i *0)
Por otra parte si se cumple
1 *2
i
e (*0) ¥ x(x0)

1 =,
ﬁf:(*o) ¥ o (Oxx(x0))

siendo x(xg) Y ~(xg) tales que existen sus inversas, se obtiene

p_/\ -*Za* il
x(xi*) T i *o(*o)

il il(*o)'l31= s (x0)
*x kK
de donde se deduce que

pI(Q i x0) ¥ % (Onk iLax 1) (2.3)
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Nuevamente, la matriz de varianzas y covarianzas asintotica del estimador depende del pardmetro
desconocido y debe estimarse consistentemente. Los factores de normalizacion = y = x son los

validos si se dan las condiciones de estacionariedad.

2.3 Estimacion basada en la simulacion

En algunos casos, la funciéon de verosimilitud * (s, x) 0 los momentos condicionales x (x;x)
no tienen una forma funcional tratable o no tienen expresion explicita. Por tanto no es posible
el uso de los algoritmos de optimizacion y el problema de la estimacion requiere de nuevas her-
ramientas para ser abordado. En este contexto, la simulacion se presenta como un instrumento
atil para superar los problemas anteriores permitiendo sortear la di..cultad asociada a la di...cul-
tad en el tratamiento de las funciones criterio. La idea bésica consiste en sustituir la funcion de
verosimilitud, el vector de momentos o en algunos casos, el modelo, por otra funcién, momentos
0 modelo que sea lo su..cientemente simple y al mismo tiempo informativo sobre la relacion
entre las variables, con el ..n de que pueda ser simulado para unos valores de los paradmetros y
de las variables exdgenas. En general se puede decir que la estimacion basada en la simulacion
se basa en la comparacion, para un rango de valores del parametro de interés, de estadisticos
muestrales y estadisticos simulados. Estos métodos se basan en la optimizacién de un criterio
gue resulta mas tratable que los asociados a la optimizacion por procedimientos tradicionales

para determinados modelos de interés.

A continuacion se describird la técnica para llevar a cabo la simulacion, asi como algunas
particularidades que deben tenerse en cuenta en la simulacion de un modelo o un estadistico que
forme parte del criterio del cuél se obtenga el estimador del parametro de interés. Finalmente se
describiran algunos de los métodos de estimacion basados en la simulacion que son contrapartida
de los métodos ya vistos: Método de los Momentos Simulados (MSM), Método de Maxima
Verosimilitud Simulada (SML), Minimos Cuadrados no Lineales Simulados (SNLS) y el Método

de Inferencia Indirecta (I.1.).
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2.3.1 Técnica de simulacion

La técnica de simulacion que se utiliza en los métodos de estimacién que se describen a con-
tinuacion y también en los métodos nuevos que se sugieren, consiste en generar valores de las
variables enddgenas a partir de perturbaciones simuladas y de los valores observados de las
variables exdgenas, que permanecen ..jos en la simulacién. Se dice en este caso que se trata de

simulaciones condicionadas a los valores de las variables exdgenas.

De manera precisa, una simulacién en un conjunto de valores de las variables endogenas que
veri..can que la funcion de distribucion condicionada a las variables exdgenas — que permanecen
..jas en el ejercicio de la simulacion — es la misma que la funcion de distribucion condiciona-
da de las observaciones originales. Es decir, *(fxxqimx, 5oko;* )+ la funcion de distribucion
de 1 Hkkakok, cONdicionada @ xqxkkeox, +xp, coincide con la distribucion de xf(x)xmkeck (x) condi-
cionada a 1 kkeoky +kg SIENAO *; (¥)x* = Liokkk UN conjunto de valores simulados de la variable
enddgena. Estas simulaciones pueden llevarse a cabo para distintos valores de x, y ademas
pueden construirse varias replicaciones independientes formadas por conjuntos de simulaciones
para un mismo \valor del parametro. De manera més precisa, se pueden realizar un determinado
conjunto de x simulaciones (x;** = Liwaok ) * = Liwk tales que cada uno de los vectores — en
el caso unidimensional — de x elementos sean independientes entre si, todos ellos condicionados
a *1xeok, *kox ESte hecho permitira que para x su..cientemente grande las distribuciones em-
piricas de x}(x)x* = Limiax proporcionen una buena aproximacion a la distribucién condicional
original * (bxxq xkeer, *kq; x) desde la que resulta muy complicado realizar la inferencia directa

del pardmetro de interés.

La simulacion de valores de la variable enddgena requiere la generacion, a partir de los
generadores de nimeros aleatorios que proporcionan los paquetes informaticos, de los términos
de error acordes con la distribucion del error original del modelo, que es conocida. Los errores
gue se pueden generar directamente a partir de estos paquetes se distribuyen como una variable

* (0x1) o bien como una variable x [0x1]x El uso de estos generadores de numeros aleatorios
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2.3. Estimacién basada en la simulacion

requiere una transformacién del término de error con el ..n de obtener la distribucion deseada. Si
el modelo contiene un término de error x; con distribucion = (0x—) y — depende del parametro
desconocido x entonces x2 puede escribirse como % = x x, siendo x, » x (0xk) y xx? = —x
Pues bien, a partir de un vector simulado %} > x (0xx) se construye el vector de perturbaciones
simuladas dependiente de * y con las propiedades deseadas: x,* = * (x)xxCuando se consideren
distintos x — esto ocurrird en el algoritmo de optimizacién como se vera mas adelante — sera
necesario mantener las mismas realizaciones x; al generar los distintos x;* con el ..n de obtener
mejores propiedades de los estimadores basados en estas simulaciones. La razon es que estas
simulaciones del modelo original se incorporaran en unafuncién criterio que se minimiza respecto
del parametro de interés y para minimizar esta funcion, normalmente se utilizara un algoritmo
numérico que calcula el valor de la funcién objetivo para distintos valores x1xxwx, del parametro
*xL0s valores x* se simulan al principio del proceso y se mantienen ..jos durante la ejecucion
del algoritmo. El objetivo es no introducir nuevos elementos estocasticos en cada iteracion del
algoritmo. En otro caso, en la practica no seria posible obtener convergencia del algoritmo y en

términos de las propiedades asintoticas de los estimadores, no se darian las deseables.

Una vez se tiene el término de perturbacion del modelo simulado, los valores de las variables
enddgenas simuladas se obtienen como se indica a continuacion. Supongamos que el modelo
original (x ) viene dado por un conjunto de ecuaciones que de manera compacta se puede

representar como

* e = K(Frkpoks *)x * = Tk

siendo (x,) una variable ruido blanco de distribucion conocida. Las simulaciones de la variable
enddgena se obtienen a partir de las ecuaciones que constituyen x para un valor dado del
parametro ~xde las condiciones iniciales xoxde las observaciones de las variables exdgenas ()

y de simulaciones del error del modelo (x.)* Por tanto, los valores simulados de las variables
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enddgenas vienen dados por

Ky () = ARk Fpx x= Lok

Una vez determinada la técnica de la simulacion del modelo original se pasa a describir los
métodos mas interesantes basados en la simulacion. La idea basica de los métodos de estimacion
basados en la simulacién es la de identi..car el pardmetro de interés x para el cual las propiedades
de las observaciones de las variables enddgenas (x,) son similares a las de las simulaciones de ésta
variables para dicho valor (x;(x))xEl criterio de calibracién particular que se considere, a partir
del cual se in..ere el estimador, es el elemento que caracteriza los distintos métodos de estimacion
basados en la simulacion. Los distintos criterios consideran el uso de uno u otro estadistico —
que se podra calcular a partir de los datos empiricos y simulados —. Asi, por ejemplo, en el caso
de la estimacion MSM dicho estadistico sera un vector de momentos particular y en el caso de
la estimacion I.1., el estimador del vector de parametros de un modelo auxiliar. Sin embargo,
en ambos casos el principio es el mismo: minimizar una funcion que recoge la diferencia de un
estadistico construido a partir de las observaciones de la variable enddgena y las simulaciones
de las mismas obtenidas a partir de un valor dado del parametro »x A continuacion, en esta

seccion se describiran los metodos de estimacion MSM, SNLS, SML y ..nalmente, el método I.1.

2.3.2 Meétodo de los Momentos Simulados

El Método de los Momentos Simulados de McFadden, (1989) y Pakes y Pollard (1989) se basa en
la calibracién del valor del estimador * utilizando paraello el criterio basado en la diferencia entre
un vector de momentos muestrales obtenido de la variable enddgena y dicho vector de momentos
obtenido a partir de los datos simulados para un determinado valor de »xEsta calibracion basada
en el vector de momentos da lugar a estimadores con las propiedades deseables de consistencia
y normalidad asintdtica bajo los supuestos habituales. EI método MSM se inspira en el método

generalizado de los momentos y se aplica en casos en los que no es posible disponer de una
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expresion cerrada para el vector de momentos que se pretenden utilizar en el GMM. En efecto,
la estimacion GMM requiere la existencia de una forma cerrada de los momentos que utiliza.
En algunos casos esta forma cerrada no existe y la funcion x se sustituye por una aproximacién
basada en simulaciones. Esa aproximacion, que se denota = xno se obtiene de la replicacion del
modelo original, sino de la imposicion de propiedades de insesgadez en la construccion de x

Légicamente, la precision del estimador MSM dependera en la eleccion de . El estimador
MSM se deriva de la calibracion del momento empirico seleccionado y el momento basado en la

simulacion.

De..nicidén 4. Sea * (koK +) UN estimador insesgado de x (x,, *x)xsiendo x, una perturbacién
aleatoria de distribuciéon conocida. El estimador de xg del Método de los Momentos Sim-

ulados (MSM)x%, . *Se de..ne como aquel valor que cumple
¥x wx = argminf3, (x)g
*

siendo

% Yo Y2 Ya

B2 I G T2 i)l = T G T2 e (e 9]
*=1 * 4= *=1 * a=1

Este estimador depende del momento elegido x xde la matriz —, de la eleccién de = y del

namero de simulaciones xx Cuando ~ ¥ :L*i- Plf i« (x) =« vy el estimados %, .
=

coincide con %, , , xLas simulaciones x* se obtienen de la distribucion condicional de x dado

* en el caso en el que no existan retardos de la variable enddgena entre los regresores, 0 bien,

condicionada a ~xen el caso en el que si existan retardos entre los regresores.

Propiedades asintéticas del estimador MSM

Puede demostrarse que bajo las propiedades habituales, cuando « tiende a in..nito y x €s ..jo,

1) ¥ «« €S un estimador consistente de xxy
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Gor xx 1 %0) i¥ * (Oxx (=))xsiendo

>*
~
L

Il

§1il§2§1il + :1§1' L 0 ol* (*)]—* §1il

= §1'88{"+ 18] "~ (x i % )l-x 8f

8 =x =[x (x §*x)]-*x*
* =% ﬁ(***o)a*

81 =x l—x %

Como se observa, la matriz de varianzas y covarianzas tiene dos componentes: el primero,
que es la matriz de varianzas y covarianzas asintética del estimador %, « « Y el segundo, que es
la varianza adicional asociada a la presencia de las simulaciones. Esta matriz es semide..nida
positiva y decrece con el nimero de simulaciones. En el limite, cuando x j ¥ Jxdicho elemento
desaparece y las propiedades asintéticas del estimador MSM coinciden con las del estimador
GMM. Por tanto, en la practica, la diferencia entre la matriz de varianzas y covarianzas del
estimador MSM vy la del estimador GMM es una matriz de..nida positiva, debido a la varianza

del momento simulado x (x )*

La pérdida de e..ciencia del estimador MSM respecto del GMM es una propiedad comin de
los estimadores basados en la simulacion respecto de aquellos métodos en los cuales se inspiran.
Resulta deseable, por tanto, encontrar mecanismos de compensacion del coste asociado a la
simulacién en términos de e..ciencia. Como se justi..cara a lo largo del siguiente capitulo, una
de las ventajas asociadas al uso de las restricciones estocasticas en los métodos de estimacion
basados en la simulacién es que se compensa en parte la pérdida de e..ciencia asociada a las

simulaciones.

Tal y como ocurre en el procedimiento GMM, las propiedades asintdticas dependen de la

matriz — y por tanto puede determinarse una - que minimice la varianza asintética del esti-
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© a
mador MSM. En efecto, tomando - = x(» jx )+ j';* (x i*) i1 sla matriz de varianzas

y covarianzas asintética correspondiente queda
ooy 0 on il
* (=) =)

siendo x = o(ﬁ) y nuevamente, dado que —™ depende de la pardmetros desconocidos tiene

gue ser estimada de manera consistente.

Por altimo, comparemos la matriz de varianzas y covarianzas 6ptima del estimador GMM
con la del estimador MSM. La expresion (2.2) de la matriz de varianzas y covarianzas asintoticas
del estimador p:(Q** « i *0) se obtiene de la matriz dptima =% = (xo[* i * ])11xPuesto
que =™ ¢ =" se cumple que * (-°°) A *xr . (=")xy por tanto se conserva la pérdida de

e..ciencia asociada a las simulaciones. Es inmediato comprobar que —° = Ii'm1 —""x es decir,
*x =2

ambas distribuciones coinciden cuando el nimero de simulaciones tiende a in..nito.

2.3.3 Minimos Cuadrados Simulados y Maxima Verosimilitud Simulada

En la seccion anterior se describié el método MSM que se inspira en la estimacion GMM y
gue se aplica en aquellos casos en los que no existe una expresion explicita para los momentos
empiricos, pero cuando éstos se pueden estimar de manera insesgada a partir de un estadistico
que se considera un simulador de vector de momentos. En esta seccion brevemente se repasan
los métodos de Méaxima Verosimilitud Simulada (SML) y de Minimos Cuadrados Simulados
(SLS), que a su vez se inspiran en los métodos de ML y de NLS. Estos métodos basados en
la simulacion se fundamentan en el principio comun del que surgen todos los métodos de esti-
macion: aproximar un estadistico normalmente complicado por una funcion obtenida de datos
simulados que es un estimador insesgado de aquel estadistico. La principal caracteristica de
estos estimadores es que no son consistentes para un namero de simulaciones ..jo. La consisten-
cia se puede obtener cuando x ¥ 1 o bien mediante la introduccion de una correccion que

elimine el sesgo asintético.
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Sea x (& x% ;%) la funcién de distribucién conjunta de 4, condicionada a #, xEl estimador de
méxima verosimilitud se de..nié en (2.1) como %, , = argmax, flog (&, %, ; x)g*Si la funcién
de distribucion conjunta es muy complicada para que resulte operativo obtener la estimacion de
* a partir de su optimizacion, es posible resolver este problema mediante el uso de funciones que
sean estimadores insesgados de * (x,x , x)x—siendo x, = (%,; 1x%,) —las funciones de distribucion
marginales. Puesto que log* (& x4 ;%) = I:)jzllog * (ktk o %)k €l principio de la estimacién por
maxima verosimilitud simulada consiste en utilizar en lugar de las distribuciones individuales,
estimadores simulados de las mismas. En efecto, sea *(*ok.+x; x) una funcién que se puede

simular y que es un estimador insesgado de x (kx4 *)x€S decir,
(K (o gk % Yook okk) = ok (koo g %)

y sean los elementos x}xperturbaciones simuladas del término de error xx En ese caso, el esti-

mador de maxima verosimilitud simulada Q** . se de..ne como

5

A P 1P _ N
e x =argmax log — Kok ok %))
* =1 * w=1

Cuando x es ..jo el estimador *+x » NOES consistente, y esto se deriva del hecho de que la funcion
log £(¢) no es un simulador insesgado de log  (t)x Sin embargo, cuando « tiende a in..nito, el

estimador %., . Si es consistente.

Otro método de estimacion basado en la simulacion es el SLS basado en la simulacion del
momento de primer orden % (x&x; x) siendo x el término del error de distribucién conocida y
cumpliéndose que x [* (xokk; x)] = * (x4 *) = x (xkx )xEl estimador SLS se de..ne como aquel

valor %,,, que cumple

A P 1P R
K4 = Argmin *e 1 — # (k jkk s %)
* =1 * a=1

siendo <} realizaciones independientes de xxLas propiedades asintéticas son similares a las del
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estimador SML, por tanto, no es un estimador consistente si x es ..nito. Sin embargo puede
obtenerse consistencia si se llevan a cabo correcciones sobre el modelo — véase Gouriéroux y

Monfort, (1991).

2.3.4 Inferencia Indirecta

El método de estimacion Inferencia Indirecta (I.1.) — C. Gourieroux, A. Monfort, y E.C. Renault
(1993) — surge como todos los metodos basados en la simulacion, de las di..cultades asociadas a
la inferencia directa del parametro x desde la funcion de verosimilitud del modelo original. Sin
embargo, a diferencia de los anteriores, utiliza un modelo auxiliar con el que resulta mas facil
trabajar en la simulacién y estimacion de sus parametros. El principio del modelo es el mismo
gue el de los anteriores métodos —calibrar el pardametro a partir de una distancia que depende de
los datos reales y de los datos simulados — pero se basa en el estimador del pardmetro del modelo
auxiliar —-maés faciles de obtener —y no en momentos o estadisticos que se obtengan directamente

del modelo inicial. A continuacion se describe en detalle la metodologia del método I.1.

Sean (x ) el modelo original de interés que contiene a los parametros * que se quieren estimar
y (x *) un modelo auxiliar que contiene los parametros x en el que se encuentran las variables
de interés pero vinculadas en relaciones tratables desde el punto de vista de la optimizacion
tradicional. Es necesario que la dimensién de x sea mayor o igual que la del parametro %
para que el problema que se plantea a continuacion esté bien de..nido. Mediante el método
I.1. se in..ere una estimacion del pardmetro x utilizando para ello estimaciones del parametro
*, obtenidas a partir de los datos originales y de datos simulados para distintos valores de
La implementacion de éste método requiere que se compute inicialmente a partir de un criterio
auxiliar — posiblemente ML o NLS -y de los datos originales, el estimador i\**De manera mas

precisa,

£, =argmax®, (},+, ;%) (2.4
*
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siendo &, (#) el criterio elegido que de lugar a estimadores consistentes de +'x Por otra parte,
se simulan las variables endogenas =} (x) utilizando para ello las ecuaciones del modelo original
(* ) y un valor x del parametro. Para cada * se replican ~ veces tales simulaciones y entonces
se estima el parametro = del modelo auxiliar (x *) obteniendo la media de estos estimadores.
Es decir, para cada * se calcula Plsz*(*)** segun se ha especi..cado en la primera parte de éste
=
capitulo, manteniendo (xfxx = Lxxk) ..Jos para todos los « a lo largo de la iteraciones.
De..nicion 5. EIl estimador de xo del Método de Inferencia Indirecta (I.1.)xX..xes aquel

A P _ o . )
valor que hace x, y = %, (x)»x tan proximos como sea posible, es decir, es el valor que cumple

*=1

. N .

- . A - N -

T = Argmin x, j F )xx = *, i x, ()rx
* *=1 *=1

siendo — la matriz de distancias, simétrica y de..nida positiva. La solucion del problema de
eleccion del valor de x que minimiza dicha distancia se lleva a cabo mediante un algoritmo
numérico que en cada paso x reduce dicha distancia tomando un nuevo valor +***, calculando
la media de los estimadores auxiliares simulados bajo (x ), recalculando la distancia y ..nal-
mente convergiendo al valor %,,xSi la dimensién de x coincide con la de x, el estimador %,.
es independiente de — y por tanto podria elegirse la matriz identidad puesto que resulta mas

operativa.

El principio que guia el disefio de este mecanismo de estimacion utiliza la simulacion para
reconstruir una funcion que vincula los pardmetros de ambos modelos. Efectivamente esta
funcién existe puesto que para un % a partir del cual se simule el modelo original se obtiene un
estimador * de x que depende de aquel, lo que se denota como % (x)xLa media de estos valores
en x simulaciones es un estimador insesgado del valor de aquella funcién vinculante asociado al

valor de * utilizado en las simulaciones. Denotando «(x) a esa funcidn, técnicamente se tiene que

LEI estimador de % obtenido directamente de la maximizacién de =, () con respecto a *xes menos e..ciente
que el que se basa en la estimacion indirecta — véase Gourieroux et al. (1993) -.
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1;*(*)** i ¥ x(x)xPor otra parte, los datos originales han sido generados por el verdadero
=

parametro xo y puesto que existe esa funcion, entonces el estimador de « calculado de los datos
originales, *, también es funcién de aquel valor xoxEn concreto, x, §¥ (xo)*Por tanto,
considerar la distancia x, i P *,.(¥)%* se corresponde en términos asintéticos con la distancia

*=1
*(xg) 1 *(x). La inferencia indirecta explota la anterior relacion considerando la contrapartida
empirica de «(xg) — es decir, Q* -y la de x(x) — es decir, Pl;“*(*)** — generando el valor de
=

* que la minimiza, como se recoge en (??). A partir del mecanismo descrito anteriormente en
el cual se basa la inferencia indirecta se desprende que ~ debe ser un estimador consistente de

*(x)xla funcion vinculante.

Una cuestion de importancia relacionada con la anterior funcién x(x) es la de identi..car
cuél es el modelo auxiliar, lo que en de..nitiva equivale a determinar cual es el parametro
subyacente que recoge la informacion sobre x del cuél se deduce su estimador —véase Gallant

and Tauchen , (1996) —.

El método MSM puede interpretarse como un caso particular del método I.1. en el cual x, =

P P
4 1* (rpr) y ¥, =4 1* (%= (*)»+,)*De ésta manera,
*= *=

>0 " >

- oA P A -
e = oargmin x, j Fpx — 0 K (%)k*
* » *=1 *=1 y,
1P . -7
= argmin — * (ookd T— % (KHF)rx) -
* * =1 *=
Y 1 R
* = * (o) B = x (e (R)Hk)
* =1 *=

es un estimador MSM basado en el momento condicional x [x (xmx)*#] siendo el modelo
auxiliar el mismo modelo original. El estimador del método MSM propuesto por Duce y
Singleton (1993) se obtiene en el caso en el que se considera un modelo de series temporales sin

variables exdgenas y con el mismo modelo como auxiliar.
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Propiedades asintoticas del estimador *,.

Sea el criterio que se utiliza en la estimacion del modelo auxiliar x , (F, %4, ; %)y *Ii*m *, Rty %) =
* 4 (R +%,;x). Anteriormente, de manera intuitiva se introdujo la funcion x(x) como el valor
limite de la media de los %, (x)xDe manera mas precisa se de..ne x(x) = arg m*in* 1 Rk x )k
Con el ..n de determinar las propiedades asintéticas de %, es necesario de..nir las siguientes

matrices:

h i

2
— H - X%
*0 =*lim =% «*
* * %k kk

i P— A
*x0 =limx [ x(*x, | *,Jx
*

Bajo las propiedades que garantizan la regularidad asintotica del criterio auxiliar —y por tanto
de Q* y %, — el estimador %,, es un estimador consistente y asintdticamente normal cuando x

es ..nito y x tiende a in..nito, siendo
P— *
*(Fex 1 %0) T8 x (Oox (xx-))

siendo

1 & ol h**o *k i il
XK i 2
o (k0)=="17=0 00) S5 (k) =355 (k0) - *

i _1¢ x * %k ii
* (kx=)= 1+ 2(x0)—75(%0) o

Yy =% = xo#d bxox

Es oportuno puntualizar dos cuestiones. La primera es que asi como ocurre en el método
MSM, la presencia de las simulaciones aumenta la varianza, y la pérdida de e..ciencia se reduce
con el nimero de simulaciones. La otra cuestion es que la matriz de distancias, —xpuede elegirse
de tal manera que de lugar a una varianza minima para la familia de estimadores indirectos.

En efecto, si — = =" entonces

TH

0 > jl
* =)= 14+= ZX(x9)="2 (%
()= 143 )=o)
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y six ¥ Jdxla matriz de varianzas y covarianzas asintéticas queda

x A =il
x (-7 = ;(*o)—“ﬁ(*o) (2.5)

La expresion de la matriz de varianzas y covarianzas asintdtica anterior contiene las primeras
derivadas de la funcién «(x) evaluada en el verdadero valor del parametro. Es necesario sugerir
una estimacion de esta matriz sin que sea necesario determinar la expresion de la funcion x(x)
y sus derivadas. En efecto, la funcion x(x) es el limite en probabilidad de la soluci6n de la
optimizacién auxiliar, es decir, de *%Por tanto, de (2.4), y tomando limite en probabilidad, se

obtiene:

Hx) = argmaxxlim=3, (A x4 ;%)
*

= argmax®q (x;x)
*

y por tanto, x(x) satisface la condicion de primer orden:

*2 (xix() _
* %

0

Derivando esta expresion con respecto a  se tiene

x23q N *x239 Jx(x) 0
xokxkl kkk AR

lo que implica
H i1
*x(x) k2R T 2ay
**0 1 ****0 ****0
2a
= %
* Kk kk

38



2. Metaodologia

La matriz de varianzas y covarianzas asintética (2.5) queda

s 1
o *Zal i1*2a1
* (=)= %0 0
* %k k * %k k

Un estimador consistente de ésta matriz se puede obtener sustituyendo =y por &, xx(*g) por

%, Y # por un estimador consistente de la varianza asintética del estimador auxiliar.

2.4 Estimacidn sujeta a restricciones estocasticas

En esta seccion se presenta una nueva familia de estimadores basados en la modelizacion de
la informacion a priori mediante restricciones estocasticas. La idea original de la informacion
a priori y su utilizacion en la estimacion es original de Durbin (1953). Se trata de hacer
uso de informacion sobre los parametros procedente de otras estimaciones o de la evidencia
empirica en el proceso mismo de la estimacion de los parametros. Una forma de modelizar la
informacion a priori es mediante las restricciones estocasticas, descrita para un modelo lineal
por Theil y Goldberger (1963), y posteriormente explotada abundantemente en el célculo de
predicciones de variables macroeconémicas mediante vectores autorregresivos bajo el enfoque
bayesiano por Litterman (1986). La idea de la modelizacion de la informacion a priori mediante
las restricciones estocasticas resulta razonable y de sencilla aplicacion. Esta idea consiste en
incluir, junto con las ecuaciones que relacionan las variables del modelo, ecuaciones adicionales
gue recojan la informacidn a priori sobre los parametros en forma de ecuaciones que asignan
valores a los parametros de manera aproximada, como si se tratara de observaciones de los
parédmetros resultantes de un hipotético proceso estocastico. Dicho proceso estocéstico contiene
por una parte su esperanza, que contiene los parametros, y por otra, un componente aleatorio
donde se recoge el nivel de incertidumbre que se tiene sobre la informacion a priori que se
usa. De manera concreta, la incertidumbre que se tiene sobre la informacion a priori de los
parametros, se incorpora mediante la varianza de la perturbacion de dicha ecuacion. Se volvera

sobre este aspecto méas adelante, al de..nir el método de Minimos Cuadrados no lineales bajo

39
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Restricciones Estocasticas y a lo largo de varios ejemplos disefiados para ilustrar las propiedades

de dicho estimador.

El estimador que se de..ne a continuacién es el de un modelo no lineal en el que se dispone
de informacion a priori y ésta se incorpora en forma de restricciones estocasticas. Para ello
es conveniente repasar algunos conceptos relacionados con la modelizacion de las restricciones
estocasticas y con la notacion que se utilizard. Sea x una matriz xx1x x x *, en la que se
recoge la informacion a priori que se posee del parametro »xSe puede escribir dicha restriccion
de la forma x (x) = x + % siendo * el vector de los valores concretos que se tiene a priori de los
parametros y * una variable aleatoria con distribucion conocida (0x«2)«La informacion a priori,
por tanto, se incorpora en la estimacion mediante la inclusion de restricciones estocasticas sobre
los valores del pardametro del tipo x (%) j * » (x%x2). Consideremos el caso de un modelo lineal
simple en el que se dispone de la informacion x = % sobre el pardmetro x y en el que dicha
informacién se incorpora en el modelo en forma de una restricciones estocasticas lineales. En
este caso la ecuacion de la restriccion estocastica que parametriza la informacion a priori seria
% = x+x siendo « una variable aleatoria con una varianza predeterminada x2xEI valor que se le
asigne a la varianza debe recoger el nivel de incertidumbre asociado a la informacién a priori. De
esta manera, si x » % (Oxx,)xal tomar el valor x, se esta ..jando de hecho un intervalo de valores
entre los que se encontrarian los valores disponibles a priori con una determinada probabilidad.
Un valor extremadamente bajo asignado a x, recoge un elevado grado de certidumbre sobre
el valor a priori, y esto supondra, como se demostraré detalladamente en el siguiente capitulo,
una importante ganancia de e..ciencia en las estimaciones obtenidas. Por el contrario, un valor
extremadamente alto asignado a x, recoge la idea de que se tiene una elevada incertidumbre
sobre la informacion a priori que se incorpora. Este hecho determina que la ganancia de e..ciencia
sea insigni..cante en la estimacion que incorpora la restriccion estocastica, y nula si la varianza
es in..nita, caso en el que la incertidumbre es maxima o no se dispone de informacién a priori.

Habitualmente se asignaran las distribuciones normal y uniforme al proceso x+como se recoge
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en los ejemplos de los siguientes capitulos.

A continuacion se de..ne el estimador de Minimos Cuadrados no Lineales bajo Restricciones
Estocasticas (SR), *..*Yy se analizan sus propiedades con el ..n de discutir la validez de la
inclusion de la informacion a priori tanto en contexto asintdtico como en muestras ..nitas. Con
el ..n de desarrollar en términos precisos la discusion de la validez de la inclusion de restricciones

estocasticas en la estimacion se utilizara una notacion mas detallada y particular del problema.

Se parte de un modelo no lineal
oy =k (krk) + kg

siendo x, > wx(Oxx2)«el error del modelo. Se quiere estimar el parametro = teniendo en cuenta
la restriccion estocastica lineal x « = x + x«siendo % » #k(0xx2). En este caso, la restriccion
estocastica es de dimensién x = 1xlo que signi..ca que solo se tiene informacion sobre un
parametro, y es ademas lineal?. Esta simpli..cacién no implica pérdida alguna de generalidad,
y su objetivo es obtener una lectura mas clara del papel de las restricciones estocéasticas en las
propiedades del estimador resultante. Agrupando las ecuaciones anteriores se tiene el modelo

completo
2 3 2 3 2 3
§ =9 2.8"¢
De manera compacta se tiene,

*x T =% (o) + (2.6)

2En este caso se consideran restricciones estocasticas lineales, si bien en el Capitulo 4 se introduciran restric-
ciones de tipo no lineal.
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2.4. Estimacion sujeta a restricciones estocasticas

siendo la matriz de varianzas y covarianzas del error,

2 3
2

*(*_'_):9**** 0 g:_

0 *2

Al tratarse de un modelo con errores heteroscedasticos, es necesario transformar las variables

de (2.6) por la matriz x que cumple x x® = —i1xEl modelo resultante es
A= 2 ewk) +

siendo 2+ = x x*x &7 () = « x T(Ax}F = x xTxy por construccion, x (*) = k, +1x

De..nicion 6. El estimador de xo de Minimos Cuadrados no Lineales bajo Restricciones

Estocasticas (SR) se de..ne como aquel valor %, , que cumple
%.. =argmin(x'4)
*
siendo

1 = () *Ja 3
= i -84
*

0 2

* Kk *
— f_ + —

*2 *Eg

Tal y como se observa en ésta expresion, el criterio del que se obtiene %,, puede considerarse
una extension del criterio particular de minimizacion del error del modelo de partida, en el que
ademas se tiene en cuenta la diferencia entre el valor de la informacion a priori y el valor del
parametro, ponderada por la varianza de la distribucion que se asigne a la restriccion estocastica.

Anélogamente, la solucién del anterior problema de optimizacion es un caso general que contiene
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el resultado del método NLS, en concreto aquel en el que no se dispone de informacién a
priori sobre el parametro, lo que equivale a considerar informacioén con varianza in..nita. A
continuacion se desarrollan en detalle las propiedades asint6ticas del estimador SR, que seran
especialmente importantes en la discusion que se llevara a cabo en el siguiente capitulo sobre la

utilidad de la incorporacion de las restricciones estocasticas en el criterio de optimizacion.

2.4.1 Propiedades asintoticas del estimador SR

Las propiedades asintéticas del estimador %, , xse deducen de la aproximacion de Taylor de la

condicion de primer orden en el valor x* 2 ( xox %« )*

La aproximacion de Taylor del error asociado al valor del estimador SR en un entorno del

verdadero valor del parametro xoxes

IJ* (93'F (*x)) ﬂ;
*k

o= A AT R) T ———— (%0 | Fxx)

H*%*(***“)ﬂo N
= x i T (*0 i ***)

= % ] RO | Fax ) 2.7

. - o o .
Siendo * = % j * (kkF . )kY #° = u*:i))o* Debe tenerse en cuenta que la matriz £ es la

matriz de derivadas de £+ (x) respecto de *xEs decir,

2o -*(**““)’_-*** * K (x *)”
B * K I *ok
= [x*x1 *x]

1y
Premultiplicando (2.7) por £ — que es mfj—’*) evaluada en %, «se obtiene
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Por construccion, ' = Oxy de multiplicar por = * se obtiene

A Lt
_ K%H %
* (e i%0) = - (2.8)
Suponiendo que
A 1

~0~

B i« Oexlim == )
* *

entonces, de la expresion (2.8) y aplicando el Teorema de Cramer, se obtiene la distribucion

asintotica de %, :

P— - * i -1¢
*(Fex i *%0) i1 x 048]
3 - 3 -
- _ - Al - *0*1L *x 0 1
siendo & =xlim == =xlim =75 + =5

Resultado 0. Sin suponer normalidad del término de error del modelo y bajo los supuestos
estandar de la teoria asintdtica, la distribucion asintética del estimador SR es la misma que la

del estimador NLS.

Prueba. Es inmediata a partir de la expresion de 81, puesto que el segundo elemento de la

varianza asintoticas del estimador SR desaparece cuando x j ¥ d.xDe esta manera, se obtiene
3 .

. 0 il
§; = «lim XL "y por tanto,
*

(2.9)

La interpretacion del Resultado 0 es que, aplicando la teoria asint6tica convencional, las
restricciones estocasticas no aportan informacion ni ganancias de e..ciencia asintéticamente vy,
por tanto, tampoco en la distribucioén aproximada para muestras ..nitas cuando no se considera

normalidad en el error del modelo. La intuicion en la que se apoya este resultado es que la
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informacion a priori se pondera por un nimero cada vez menor a medida que crece el tamafio
muestral, lo que es equivalente a considerar que la incertidumbre asociada a la informacion
a priori crece con ~x Esta resultado, si bien es razonable cuando el tamafio de la muestra es
elevado, no lo es cuando es pequefio. Es decir, si bien el resultado asintético es indiscutible, el
asociado al mismo relativo a las propiedades aproximadas del estimador cuando el tamario de

la muestra es ..nito, no resulta razonable, especialmente en los casos en los que x es pequefio.

Como se discutira en el siguiente capitulo, es posible justi..car la validez de la inclusion de
restricciones estocésticas si se considera que la informacién no se agota a lo largo de la muestra,
lo cual resulta méas natural en el caso de muestras de tamafio pequefio. Mediante un ejercicio
de simulacidn se ilustrara este argumento en un modelo dindmico en el que se tiene informacién

a priori de los parametros.

Como conclusion, por tanto, en el marco del modelo lineal general, con errores normales y
restricciones estocasticas lineales también con errores normales, la distribucion que se sefiala
en (2.9) es exacta, analizada primeramente por Theil y Goldberger (1961) y descrita detallada-
mente en el Capitulo 1. Esta distribucion supone que existen ganancias de e..ciencia cuando se
tienen en cuenta las restricciones estocasticas en la estimacion. Si no se supone normalidad en
los errores, entonces no se obtienen ganancias de e..ciencia mediante la incorporacion de restric-
ciones estocasticas y por tanto su uso resulta irrelevante, si bien este resultado no es préactico
desde el punto de vista empirico como sefiala Litkepohl. Por tanto, seria interesante investi-
gar sobre condiciones que permitieran mantener ganancias de e..ciencia sin suponer normalidad
en la estimacion bajo restricciones estocasticas para justi..car su uso en muestras de tamafio

pequefio. Sobre este objetivo descansa el desarrollo de la primera parte del siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Inferencia Indirecta y Restricciones

Estocasticas

3.1. Introduccion
3.2. La estimacion SR

3.3. Ejercicio de Monte Carlo sobre el método SR
3.3.1 Propiedades del experimento de Monte Carlo
3.3.2 Sesgo de los estimadores de la varianza

3.4. Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocéasticas

3.4.1. La estimacion I.1.
3.4.2. La estimacion ISR
3.4.3. Contraste de validez de las restricciones

3.4.4. Monte Carlo sobre la estimacion 1SR

3.5. Inferencia Indirecta y pardmetros estocasticos
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3.1 Introduccién

En éste capitulo se presentan las aportaciones tedricas basicas de la tesis. En primer lugar se
discute la aproximacion ..nita de la varianza del estimador de Minimos Cuadrados no Lineales
bajo Restricciones Estocéasticas (SR) en un contexto mas natural para muestras de tamafio
pequefio. Esta discusion da lugar a que bajo un supuesto particular sobre la varianza de la
restriccion estocastica, cuando = es pequefio, se sugiera una varianza aproximada para el esti-
mador SR en muestras ..nitas que determina una ganancia de e..ciencia respecto del estimador
que no tiene en cuenta las restricciones estocasticas. Este resultado contradice el resultado de-
scrito en el tema anterior en el caso de un modelo lineal (Resultado 0) segun el cual la inclusion
de restricciones estocasticas no genera ganancias de e..ciencia respecto de la estimacién NLS en
la aproximacion de la varianza para muestras ..nitas que se extrae de la teoria asintética tradi-
cional. Por tanto, en este marco, la inclusion de las restricciones estocéasticas resulta irrelevante
y no aporta ninguna ventaja tenerlas en cuenta en la estimacion. Puesto que las propiedades de
la distribucion aproximada del estimador SR bajo las consideraciones generales del analisis asin-
totico son las mismas que la del estimador NLS, el interés de la metodologia de las restricciones
estocasticas se reduce al caso de los resultados exactos para x ..nito que se obtienen cuando se
supone normalidad en el término de error del modelo, como se planteé originalmente en Theil
y Goldberger (1963). El supuesto sobre el que descansa el resultado mencionado esta asociado
al comportamiento de la varianza de la restriccion estocastica que se incluye en la estimacion y
su interpretacion es que la informacion sobre el parametro no decrece con el tamafio muestral.
Este supuesto permite desarrollar la discusion en términos tedricos y recuperar la utilidad de
la inclusion de las restricciones estocasticas para aportar ganancias de e..ciencia mas alla del

marco de las distribuciones exactas para muestras ...nitas.

La segunda cuestion de interés que se aporta en este capitulo sefiala que la varianza aproxi-
mada del estimador SR para muestras ..nitas es una mejor aproximacion a la varianza verdadera

del estimador SR que la varianza aproximada que no tiene en cuenta las restricciones estocasti-
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cas. Este segundo resultado se comprueba mediante un ejercicio de Monte Carlo realizado sobre
la estimacion de un modelo dindmico y constituye una evidencia a favor de sostener la validez
del supuesto necesario para garantizar el primer resultado. En el experimento de Monte Carlo,
el modelo se estima teniendo en cuenta las restricciones estocasticas y se compara la varianza
resultante del estimador con las que surgen de los dos enfoques (el clasico de la teoria asintotica
y el que aqui se propone como alternativa). El resultado es que es una mejor aproximacion a la
verdadera varianza del estimador SR, la varianza que se obtiene teniendo en cuenta las restric-
ciones estocasticas que la que no las tiene en cuenta, y por tanto, se justi..ca la inclusion del
supuesto que permite obtener una varianza distinta para el estimador SR y para el estimador

NLS.

En tercer lugar, en este capitulo, una vez validada la inclusién de restricciones estocasticas
en la estimacion, se construye un nuevo estimador que combina el principio de la estimacién
por simulacién con las restricciones estocasticas. Esta metodologia, que se denomina, Inferencia
Indirecta bajo Restricciones Estocasticas (1I1SR), refuerza y extiende el principal resultado — que
sefiala el interés de rescatar la metodologia de las restricciones estocasticas sin suponer normal-
idad en el error ni x ..nito — en la medida en la que describe como las restricciones estocasticas
pueden introducirse en la funcion criterio del método de Inferencia Indirecta. Adicionalmente,
una vez descrito el estimador IISR, se estudian sus propiedades y se comprueba que es mas
e.ciente que el estimador en el que se inspira, es decir, el estimador I.I. Un argumento que
podria justi..car adicionalmente el interés de la nueva metodologia de 11SR descansa en el hecho
de que dicha estimacion constituye un instrumento para compensar las pérdidas de e..ciencia
de los métodos de estimacion basados en la simulacién respecto de los métodos en los cuales
se inspiran (véase en el Capitulo 2, la comparacién de las propiedades de los métodos GMM y
MSM, por ejemplo) generada por la necesidad de llevar a cabo simulaciones para calcular las

estimaciones.

En relacion con la discusion que se plantea inicialmente sobre la aproximacion para muestras
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..nitas de la varianza de un estimador cualquiera en presencia de restricciones estocasticas, el
resultado que se obtiene descansa en la introduccion de un supuesto que puede considerarse
como mas natural en el contexto de muestras de tamafio reducido al que se pretende extender el
resultado asint6tico exacto. Por propia construccion, los resultados asintdticos son precisos y se
basan en la teoria estadistica y en las herramientas analiticas de la convergencia en probabilidad
y en distribucién. Cuando no se supone normalidad en el término de error del modelo, los
resultados exactos del analisis asintético son una herramienta de gran utilidad para deducir
a partir de ellos las distribuciones aproximadas para muestras de tamafio ..nito, que seran
buenas aproximaciones a las distribuciones verdaderas y desconocidas si el tamafio de la muestra
es su..cientemente grande. En muchos casos el tamafio muestral no es demasiado grande y
algunos resultados que se desprenden de la aplicacion del andlisis asint6tico convencional son
discutibles puesto que las condiciones del analisis empirico di..eren sustancialmente de aquellas
gue se requieren para sostener tedricamente dichos resultados. En esos casos, la distribucion
aproximada que sugiere la teoria asintética para muestras de tamafio ..nito, derivada del anlisis
asintético y por tanto basada en los resultados de convergencia que se encuentran cuando el

tamafio muestral tiende a in..nito, podrian no ser las aproximaciones mas adecuadas.

Alternativamente, podrian justi..carse otras distribuciones basadas fundamentalmente en el
andalisis asintdtico pero también en algunos supuestos particulares mas acordes con la limitacion
de un tamafio muestral reducido. Este es precisamente el caso que se plantea en relacion a
la distribucion aproximada que surge del analisis asintético convencional cuando el estimador
considerado se obtiene bajo restricciones estocasticas. Como se desarrolla mas adelante, en el
contexto estandar de aplicacion de la teoria asintética, la inclusién de las restricciones estocas-
ticas en la estimacion resulta irrelevante, a pesar de que para muestras ..nitas y suponiendo
normalidad existe una ganancia de e..ciencia. Por tanto, desde la dptica del analisis asintéti-
co no tiene sentido considerar dichas restricciones y se desprecia su uso puesto que no aporta

ninguna ventaja en la estimacion. La validez de este resultado que se obtiene de la teoria as-
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intdtica estara sujeta al tamafio de la muestra. Asi, si fuera su..cientemente grande, entonces
daria lugar a una buena aproximacion a la verdadera distribucion del estimador. La intuicion
en la que se apoya este resultado es que a medida que aumenta el tamafio muestral a partir de
un tamario su..cientemente alto, no aumente la cantidad de informacién asociada a la restriccién
estocastica. Este hecho efectivamente tiene sentido y puede resultar aceptable para justi..car
que sea irrelevante la inclusion de informacion a priori si la muestra es su..cientemente grande.
Sin embargo, si el tamafio muestral es pequefio, la informacion a priori sobre el parametro si es
atil. Sera necesario por tanto incluir este hecho formalmente en el andlisis de tal manera que dé
lugar a una distribucion aproximada en la que no decrezca la ponderacién de la informacién a
priori con el tamafio muestral. Técnicamente, la manera de incorporar esta idea es considerando
gue la varianza asociada a la restriccion estocastica — en la que se parametriza la informacién
a priori — depende negativamente del tamafio muestral. Este supuesto es consistente con la
idea de que la informacion a priori no se hace despreciable con el tamafio muestral, puesto que
si la varianza depende negativamente de dicho tamafo muestral, efectivamente, cuando dicho
tamafio aumenta, la informacion a priori estd mas cercana al valor esperado de la misma que
es precisamente el parametro a estimar. Esta cuestion se cubrira en detalle en la primera parte

de éste capitulo.

Mediante los dos resultados mencionados se pretende justi..car el interés en el uso de la
informacion a priori modelizandola a partir de restricciones estocasticas en el caso de un modelo
no lineal. El primero de éstos resultados, en adelante Resultado 1, sostiene que para x ..nito y
sin suponer normalidad en el error, bajo un supuesto especi..co sobre la varianza de la restriccion
estocastica, el estimador que tiene en cuenta las restricciones estocésticas es mas e..ciente que
el que no las tiene en cuenta. Del segundo de los resultados, Resultado 2, se justi..ca mediante
un experimento de Monte Carlo, que es una mejor aproximacion de la varianza del estimador
del parametro con restricciones estocasticas, la varianza aproximada del estimador calculada

teniendo en cuenta las restricciones estocasticas que la varianza calculada sin tener en cuenta
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dichas restricciones. Ambos resultados justi..can el uso de informacion a priori en la estimacion
puesto que por una parte aportan ganancias de e..ciencia y por otra es mas cercana ala verdadera

varianza del estimador.

Por tanto, las conclusiones que se extraen de la teoria asintdtica convencional para describir
las propiedades de la estimacién que usa restricciones estocasticas no son las méas acertadas
para describir las propiedades de dichos estimadores. El Resultado 1 relativo a la ganancia
de e..ciencia se comprueba tedricamente a partir del supuesto particular mencionado sobre el
comportamiento de la varianza de la restriccion. Ademas, se comprueba este resultado mediante
un ejercicio Monte Carlo basado en la estimacion de un modelo univariante sobre el que se
considera la hipotesis de que no existe autocorrelacion. Esta hipotesis de partida se considera
como informacion a priori sobre los parametros del modelo y puede surgir, por ejemplo, porque
la teoria econdmica asi lo sugiere para el modelo concreto que se considera. Dicha informacion a
priori se introduce en la estimacion mediante una ecuacion estocastica, en la que un determinado
valor observado del coe..ciente del error retardado se expresa como el pardmetro a estimar mas un
término de error con varianza determinada. El modelo se estima por el método SR, llevandose
a cabo un numero elevado de replicaciones con el ..n de obtener empiricamente una buena
aproximacion de la varianza de los estimadores — la varianza verdadera —. Una vez llevadas
a cabo las replicaciones y estimaciones del modelo un nimero elevado de veces utilizando la
informacién a priori sobre el parametro, es decir, por el método SR, se calcula la varianza del
estimador. Finalmente, se compara la varianza obtenida con las aproximaciones que sugieren
la teoria asintotica clasica y la alternativa que aqui se propone. Al medir la proximidad de
ambas a la verdadera se obtiene que la aproximacion que incorpora la informacion a priori es
mejor que la aproximacion ..nita de la varianza que surge de la teoria asintética. Ademas se
observa que, como predice el resultado tedrico, la varianza del estimador SR es menor que la
del estimador NLS. Los resultados que se obtienen del Monte Carlo, por tanto, justi..can el uso

de informacioén a priori en la estimacion, especialmente si la muestra es de tamafo pequefio, lo

52



3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

que resulta habitual en muchos trabajos empiricos.

La tercera cuestion que se aborda en este capitulo es la descripcion del método de esti-
macion que extiende el principio de las restricciones estocasticas al &mbito de la metodologia
I.1. Esta combinacion de metodologias es aplicable a toda la familia de estimadores basados en
la simulacién y que fueron presentados en el capitulo anterior. En particular tal combinacion
se desarrolla tomando como referencia el método L.1., por ser éste el més general y que recoge
a muchos de los anteriores como casos particulares. La inclusion de restricciones estocasticas
en la inferencia indirecta ademas de extender el uso de la informacion a priori a las potentes
técnicas de estimacion e..caces ante la presencia de funciones criterio de dificil tratabilidad, es
particularmente interesante por la ventaja que representa la informacion a priori en los métodos
basados en la simulacion. Tal y como se ilustré en el desarrollo del capitulo anterior, si bien
los métodos basados en la simulacion aportan soluciones practicas en aquellos casos en los que
resulta complicado extraer los estimadores de la optimizacion de la funcion de verosimilitud, el
uso de dichos metodos normalmente trae consigo asociada la pérdida de e..ciencia si se le com-
para con el método en el cual se inspira. Asi, por ejemplo el estimador GMM es mas e..ciente
que el estimador MSM, debido a las simulaciones. Puesto que la utilizacién de informacion a
priori da lugar a estimadores con menor varianza, existen incentivos a combinar la informacion
a priori con la estimacion por simulacién para compensar la pérdida de e..ciencias asociadas a

la presencia de simulaciones y asi ampliar las ventajas de su aplicacion.

En la parte ..nal del capitulo se aborda la cuestion de la estimacion de parametros estocasti-
cos en el contexto analitico de la metodologia I.1 Por tanto, y como una cuestion metodoldgica-
mente cercana, aungue conceptualmente bien diferenciada del tépico tratado en este capitulo,
también se aborda la estimacion de parametros estocasticos mediante el método I.1. En el sigu-
iente capitulo, al construir ejemplos para ilustrar la metodologia sugerida, se describe y se estima
un modelo en el que concurren la existencia de informacion a priori con variabilidad estocastica

de algunos parametros.
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3.2 La estimacion SR

En el Capitulo 2 se de..ni6 el estimador de Minimos Cuadrados no Lineales bajo Restricciones
Estocasticas (SR) y se establecieron sus propiedades asint6ticas. Como resultado de dicho
andalisis se abri6 un espacio para discutir la utilidad de incluir o no las restricciones estocasticas
en la estimacién a partir de la aproximacion para muestras ..nitas de la varianza del estimador.
A continuacion se desarrolla en detalle tal discusion a partir de un modelo no lineal indicandose
las propiedades de los estimadores NLS y SR. En ambos casos, sin suponer normalidad en
el término de error, se determinan sus propiedades asintéticas y ..nalmente se deducen las
distribuciones aproximadas para muestras ..nitas en primer lugar, desde el analisis asintdtico
clasico y en segundo lugar bajo un supuesto particular, pero mas razonable para muestras de

tamafio ..nito, sobre el comportamiento de la varianza asociada a la restriccion estocéstica.

De los resultados se obtienen tres conclusiones: la primera es que si no se hace ningin
supuesto particular sobre la varianza de la restriccion estocastica — situacion ésta que como
se verd, efectivamente es solo razonable si x es un nimero muy alto y que inspira el analisis
asintético estandar — entonces la aproximacion ..nita de la varianza del estimador NLS es la
misma que del estimador SR —. Por lo tanto, en éste contexto, la inclusién de informacion a
priori es irrelevante desde el punto de vista de la estimacion y de las propiedades del estimador

gue se obtiene.

La segunda conclusién es que bajo un supuesto méas natural con el tamafio muestral ..nito - se
denominara este supuesto como de no agotamiento de la informacién sobre el parametro del cual
se tiene informacidén a priori — la inclusion de restricciones estocésticas si es relevante y da lugar
a una distribucion aproximada para muestras ..nitas del estimador SR que es distinta que la del
estimador NLS. En concreto, el estimador SR tiene menor varianza aproximada para muestras
..nitas, sin suponer normalidad, que al estimador NLS. Es decir, tener en cuenta la informacion
a priori en la estimacion da lugar a un estimador que es mas e..ciente que el estimador que no

tiene en cuenta dicha informacion. Este resultado refuerza la idea de la conveniencia de utilizar
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dicha informacion cuando sea factible.

La tercera conclusion esta asociada a la verosimilitud de la distribucion alternativa que surge
bajo el supuesto de no agotamiento de la informacion sobre el parametro. En efecto, tal y como
se comprueba mediante un ejercicio de Monte Carlo, para una muestra de tamafio pequefio,
la varianza que se sugiere para el estimador en la que se tienen en cuenta las restricciones
estocéasticas es una mejor aproximacion a la verdadera varianza del estimador que la varianza
que se obtiene cuando no se tienen en cuenta las restricciones estocasticas. Este ultimo resultado
indica que el supuesto que se introduce de no agotamiento de la informacion sobre el parametro
podria ser un elemento conveniente para obtener una distribucion aproximada mas cercana a
la verdadera que la que se sugeriria del analisis asintdtico estandar — es decir, sin establecer

ningun supuesto sobre el comportamiento de la varianza de la restriccién.

Las tres conclusiones anteriores apuntan al objetivo de llamar la atencion sobre el interés
de incluir informacién a priori en la estimacion mediante restricciones estocasticas, a pesar de
que se podria considerar irrelevante por el hecho de que bajo el analisis asintético habitual la
distribucién aproximada no aportar ganancias de e..ciencia respecto de las propiedades de la
estimacion que se aplica cuando no se usa dicha informacion. Ademés de aportar ganancias de
e..ciencia en el método de estimacion de partida, se comprueba que si el tamafio muestral es
pequefio, al tener en cuenta las restricciones estocasticas, la varianza verdadera del estimador
que se obtiene se aproxima mejor mediante la expresion que tiene en cuenta las restricciones

estocéasticas que mediante la expresion que no tiene en cuenta dichas restricciones.

A continuacion se desarrolla la discusion anterior en términos formales para el caso de un
modelo no lineal que se estima por los métodos NLS y SR. Se analizan sus propiedades asintéticas
y se deducen las distribuciones aproximadas para muestras ..nitas en general y bajo el supuesto
particular de no agotamiento de la informacion a priori a lo largo de la muestra. Finalmente se
comparan las aproximaciones de la varianza de ambas distribuciones y se presentan los resultados

tedricos de este capitulo.
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Se parte del modelo (x 1) dado por la siguiente ecuacion
oy = ok (Ghyiok) T+ K

El estimador NLS de o se de..ne como aquel valor que minimiza el criterio

X
2(0)= boi %GR
*=1

Bajo las condiciones habituales de convergencia de =, (x)x+ para todo = y de identi..cacion
del parametro xxse obtiene de la ecuacion (2.3), en la que se establecen las propiedades del

estimador NLS, es decir,

p:@* % 1 %0) i*! * (O**il* * il)

siendo x e x tales que

i
)iz 2000) ¥ o« yexistexily

i) B2 (x0) B % (Oxx )

Llamando x; = 2= — vector de tamario xx1 — se tiene

*k
N1 x2& i_*o*l
) 500 ="ty

- *2 _ * 9
i) = (x0) = %

Por tanto, la distribucién asintética del estimador NLS para el modelo planteado viene dada

por la expresion:

p— 3 i ¢,
*(Q* e T%0) T % Oﬁf*lim *3*1** il 3.0

56



3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

Es inmediato comprobar que la distribucion aproximada para una muestra de tamafio ..nito que
se obtiene de la anterior distribucion asintdtica es
3 ) .
ez Vaxk *o**f I*E*lq:il (3.2)
Supongamos a continuacion que se dispone de informacion a priori sobre un conjunto de

parametros de x y que dicha informacién se parametriza en forma de restricciones estocasticas.
Sea x el numero de restricciones estocasticas sobre x que se introducen en el modelo, siendo
* % xxDe esta forma, las restricciones estocasticas sobre los pardametros vendran dadas por la
expresion x = x (x) + xxsiendo x » x (0xx2%,) Y * independiente de . El modelo resultante
se estima por SR, método este descrito en el capitulo anterior y que en de..nitiva consiste en
estimar por minimos cuadrados no lineales teniendo en cuenta la nueva ecuacion asociada a la
informacion a priori. Siguiendo la De..nicion 4 del capitulo anterior, el nuevo modelo que se
estima, esta dado por las siguientes ecuaciones:

2 3 2

3 2 3
§2=9"""Z2.9"¢

* (%) *

Agrupando las variables se tiene,
AT =% T (eak) 1T

siendo la varianza del error
2 3
2
*5%, 0
* (*+) = 9 * g g

0 * 2,

Puesto que se trata de un modelo heteroscedastico, es necesario transformarlo premultiplican-
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dolo por la matriz « que cumple = " = —i1xEl modelo resultante es

3 = J(Rx) + %

siendo ahora la varianza de * la matriz identidad de orden x +xxSe introduce notacion adicional

con el ..n de describir las propiedades asintéticas del estimador SR. Sea + = *—*1**1 ==

* %

* -+

.S
* %

1 ;.
* = mﬂﬁ*Puesto que * =% =[x x1 * * |'xes facil comprobar que

FE = (Ex M %x™)
O 2 31

_ :15[*3 ek § 7 ER (33)

1
*

* |

*ix1 1 %
=+
*  x2 *

Para analizar las propiedades asintdticas del estimador SR se utiliza la expresion (2.3) para un

modelo general no lineal, es decir,  x(* j *x0) ¥ * (0« 11)xEn el caso que se estudia se tiene

L . 3
. & 1«22 Y
* = xlim i: ***0(*0)
v %

= «lim Ltmz
*
Sustituyendo (3.3) en la anterior expresion, se obtiene

o o 0
. 1 x7%xq 1x %
* = %1lim ——12—+ >
*£ * *<

y por tanto,
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A " _
P— Lafwg | 1xl 7H

*x Coex i %0) ¥« Okxlim :—l—+ (3.4)

Llegados a éste punto la discusion que se plantea consiste en la comparacion de las distribuciones
asintoticas de (3.1) y (3.4) y de las distribuciones aproximadas que a partir de ellas se pueden
deducir en dos escenarios distintos, determinados por la presencia 0 no de un supuesto clave y

razonable en un contexto de muestras ..nitas sobre la varianza de x.

Si no se supone normalidad en el término de error del modelo y bajo los supuestos del
andlisis asintotico estandar, la distribucion aproximada del estimador SR para muestras ..nitas
es la misma que la del estimador NLS, como ya se indico en el Resultado 0 para el caso en
el qug las restricciones estocasticas son lineales. La razon es que *2 es constante, por lo que
¢i

1 , . .,
*En éste caso, la aproximacion de la

. 0 . .
*lim -;'-i*—%*- =0y por tanto 11 = xZxlim Lx by

distribucién que surge a partir de (3.4) para el estimador SR es
Q** Yax (*0**»2&(*10.*1)i1)

gue coincide con la del estimador *ewx dela expresion (3.2).

La idea que sostiene este resultado es la de que a medida que aumenta el tamafio muestral
la informacion a priori pierde importancia. Por esta razon al aumentar x es como si dicha
informacion se ponderara por una varianza cada vez mayor —véase que el elemento « "« asociado
a las restricciones estocasticas desaparece de la varianza cuando = tiende a in..nito. El resultado
que se obtiene es que la aproximacién para muestras ..nitas de la varianza del estimador cuando
se tienen en cuenta las restricciones estocasticas es la misma que cuando no se tienen en cuenta

dichas restricciones. Por tanto, resulta irrelevante incluirlas.

Sin embargo, el anterior resultado no es satisfactorio cuando el tamafio muestral es reducido,

a pesar de los anteriores resultados obtenidos en el contexto asintotico y el aproximado. Seria
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interesante investigar sobre alguna condicién que permitiera recuperar el interés en el uso de la
informacion a priori para muestras de tamafio ..nito sin suponer normalidad en el término de
error del modelo. Se trataria de disefiar un escenario en el que se mantuviera viva la informacion
a pesar de que aumentara el tamafio muestral, lo cudl seria especialmente oportuno para ilustrar
la utilidad de la informacion a priori cuando el tamafio muestral es pequefio. Con ésta intencién

surge el segundo escenario, de..nido por el siguiente supuesto.

Supuesto 1 (S1). La informacion a priori no se agota a lo largo de la muestra. Técnicamente,
este supuesto consiste en considerar que la varianza de la perturbacion asociada a la restriccion
estocastica es 22 = «x2xx xLa interpretacion de este supuesto consiste en asignar menor varianza
a la restriccion estocastica a medida que aumenta el tamafio de la muestra. Esto se interpreta
como que la informacion sobre el parametro aumenta con el tamafio muestral, lo cual resulta

razonable cuando el tamafio muestral es pequefio.

Resultado 1. Bajo S1, sin suponer normalidad en el término de error y bajo los supuestos del
andalisis asintotico estandar, el estimador SR es mas e..ciente asintéticamente que el estimador

NLS.

Prueba. Bajo S1, el elemento de la varianza del estimador asociado a la restriccion estocastica

es

* ok ox k%%
22 T 2 2xx %2
*x2 * ok 2ok *2

Por otra parte, del analisis asintotico estandar, se tiene

K.

. 1 %% 1 % "% . 1% 0% x Y%
* lim ——12—1 +__nz = xlim ——12—1 + >
*  x * * *Z *%
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Asi, la distribucion asintotica del estimador %, vendria dada por
A !
. H il
P— P 140
*(Q** i *0) T Ox xlim e ! +—* x

2 a2
*4 * ok

Como corolario del Resultado 1 se tiene que bajo el supuesto incorporado, las ganancias de
e..ciencia obtenidas asintoticamente se extienden al contexto de muestras ..nitas. En efecto, la

distribucién aproximada del estimador SR que se obtiene a partir de la anterior distribucién

asintotica es
A !
A “*0*1 * Y% ﬂil
*, . Yax  xgk —12— +—
** **

que coincide con la distribucion exacta del estimador lineal cuando se supone normalidad del
error. (véase en el Capitulo 1 el resultado de Theil y Goldberger para el caso lineal, teniendo

en cuenta que x 1 seria la matriz de regresores * ).

Por otra parte, la distribucion aproximada para muestras ..nitas del estimador NLS cuando no

se supone normalidad del término de error, como ya se indicd en la expresion (3.2) es

3 .
Ny 20 g %1
Ky Yok KQERAL Kk k1

De lacomparacion de las varianzas asociadas a las distribuciones aproximadas de los estimadores

SRy NLS se tiene que

1 3 1 3
/ZIJ.*O* 1 L0 /4i1 /2*0* /4i1
xix1o ; Xk
*2 x92 *2

es una matriz de..nida negativa. Por tanto, el estimador SR es mas e..ciente que el estimador

NLS. Es inmediato comprobar que se obtiene el mismo resultado asint6ticamente bajo S1,
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puesto que
1 3 1 3
% H Dy q * Dk i 10k A
*lim ==L > i xlim=—1=
** ** **

también es de..nida negativa.

Como conclusion, puede establecerse que bajo los supuestos habituales del analisis asintdtico
estdndar y sin ningun supuesto adicional sobre la varianza de la restriccion estocastica, la
inclusion de informacion a priori es irrelevante, puesto que la distribucién aproximada que
surge es la misma que la del estimador que no considera la existencia de dichas restricciones
estocasticas (Resultado 0). Por tanto el estimador SR coincide con el estimador NLS e introducir
restricciones estocasticas en la estimacion no lineal resulta irrelevante — también para el caso
lineal si no se supone normalidad en el término de error —. El anterior resultado descansa en
el hecho de que la varianza de la restriccion estocastica aumenta con el tamafio muestral y

la informacion pierde importancia a mediada que la muestra crece. Este supuesto podria no

ser lo su..cientemente descriptivo del comportamiento del estadistico =% cuando la muestra

0*
* x2
es de tamafo pequefio. Por tanto, las distribuciones aproximadas que se deducen del anélisis
asintotico podrian no ser las mas cercanas a la verdadera distribucion de los estimadores. Al
suponer que la informacion asociada a las restricciones estocasticas se incrementa con xxlo que
resulta méas razonable para un x pequefio, se puede obtener un resultado (Resultado 1) mas
satisfactorio desde el punto de vista del interés del uso de restricciones estocasticas. En efecto,
se demuestra que bajo este supuesto (S1), la estimacion sujeta a restricciones estocasticas trae
consigo ganancias de e..ciencia respecto de la estimacién por minimos cuadrados no lineales y se

conservan las ventajas de esta metodologia vistas en el caso lineal con normalidad en el término

de error.

Resultaria interesante obtener alguna evidencia que permita validar el anterior resultado
teorico. Este objetivo se aborda en la siguiente seccion, en la que se pretende evaluar si efecti-

vamente el comportamiento de la varianza verdadera del estimador SR se describe mejor medi-
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ante la varianza aproximada de %, ., xcomo seria deseable, 0 mediante la varianza aproximada

del estimador %, , , x

3.3 Ejercicio de Monte Carlo sobre el método SR

A continuacién se desarrolla un ejercicio de Monte Carlo basado en un modelo no lineal cuyo
objetivo evaluar la validez del supuesto S 1, como condicion del Resultado 1 de la seccion anterior.

De manera concreta, se desea comprobar el siguiente resultado.

Resultado 2. En una muestra de tamafio pequefio, la expresion de la varianza del estimador en
la que se tiene en cuenta las restricciones estocasticas es una mejor aproximacion a la varianza
verdadera del estimador SR que la expresién en la que no se tienen en cuenta dichas restricciones.
Es decir, la distribucion aproximada que se obtiene del estimador SR bajo S1 es mejor que la

que se obtiene sin tener en cuenta dicho supuesto.

La comprobacion de este resultado se lleva a cabo mediante un ejercicio de Monte Carlo
realizado sobre un modelo no lineal. La idea es estimar dicho modelo mediante el método SR y
obtener una distribucion del Monte Carlo de las estimaciones. De esta manera se obtendria una
medida de la verdadera varianza del estimador SR. A continuacion se comprobaria cual de las
varianzas aproximadas (la del estimador SR o la del estimador NLS) es una mejor aproximacion
a la varianza del Monte Carlo. Para sostener este resultado no se ha modelizado la varianza del
término de error asociado a la restriccion estocastica de ninguna manera particular en relacion
con xxcon el ..n de obtener resultados objetivos sobre el comportamiento de la varianza del

estimador.

El modelo que se considera viene dado por las ecuaciones:

*, = ok tok

Ko T kkegl R
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siendo » =0y por tanto, se trata de un modelo en el que no existe autocorrelacion. Se supone
gue se dispone de esta informacion, por ejemplo, porque la aporta la teoria subyacente o bien
otras estimaciones de modelos parecidos. Esta informacion a priori se incorporara en forma de
restricciones estocéasticas en la estimacién SR, mientras en la estimacién NLS se omitird. De

las anteriores expresiones se obtiene la siguiente expresién para el modelo considerado,
ke Tkl hok Akl T A= *0** + X,

siendo x; = x; %, = x y por tanto x3 = j «»xLlamando x = (xx)’ a los pardmetros del modelo

original, entonces x = x (%) y puede escribirse
Ky = Kok (%) + Ky (3.5)

gue es un modelo no lineal en xx

El estimador %, . es el que se obtiene si en el modelo anterior se tiene en cuenta la restriccion
estocastica +* = x # + xxsiendo x » * (Oxx2)x+ = (1x040) y +* una observacion de
procedente, por ejemplo de otras estimaciones del modelo y en el caso del Monte Carlo, de
simulaciones procedentes de una distribucion con esperanza cero y varianza predeterminada.
De la ecuacién (3.5) y teniendo en cuenta la restriccion estocéstica, se tiene que el modelo
completo a estimar es:

2 3 2 3 2 3
8% £=8" L+ £ (3.6)
*

* *

En éste caso se trata una Unica restriccion estocéstica y de tipo lineal. El anterior modelo puede

escribirse como
*x T =k k()
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siendo la varianza del error de este modelo
2 3

*2%, 0
*(*"'):9 * g:_

0 %2

*

Puesto que no se trata de un modelo con errores homoscedasticos, lo transformamos mediante la
matriz » adecuada que veri..ca que x = " = —i1El modelo transformado en el que las variables

son las del anterior modelo multiplicadas por x es
x0T = %% (%) + % (3.7)

siendo la x (¥*) = x, +1xEl estimador %, . xse de..ne como

%, , =argmin(x?x") (3.8)
siendo
2 3
*
*uo*u — (* *+)0(* *+) — [*0 *0]_i19 g
*
*0* *2

De los resultados establecidos en la seccion anterior sobre las propiedades del estimador SR es
facil comprobar que para el caso particular del modelo que se considera en ésta seccion, dado
por la ecuacion (3.6), la distribucion aproximada que se sugiere, en la que se tienen en cuenta

las restricciones estocasticas es

A 1
- I-»l**ﬂolvl ox *O*ﬂu**ﬂ"l
Fux Yak  rx — *iM— + — — (3.9)
*ok *2 *2 Xk

Notese que la varianza de esta distribucion contienen el elemento x %« 2 asociado a las restric-
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ciones estocasticas y que este resultado se obtiene bajo el supuesto de no agotamiento de la
informacién — lo que en de..nitiva debe interpretarse como que la varianza de la restriccion no
es demasiado grande — Esta distribucion se calculard més adelante y sera una de las referencias

a comparar con la distribucion que surja de las replicaciones del Monte Carlo.

La estimacién alternativa que se considera es la que no tiene en cuenta la informacion a
priori y por tanto tampoco las restricciones estocasticas. De los resultados establecidos en la
seccién anterior sobre las propiedades del estimador NLS es facil comprobar que para el caso del
modelo que se considera en ésta seccion, dado por la ecuacion (3.5), la distribucion aproximada

que se sugiere, en la que no se tienen en cuenta las restricciones estocasticas es

A 1
'IJ- a ﬂ 0 ”’ a 1T[);il
O imre 20

*
*x *2 *x (3.10)

L Ya x

Al igual que para la primera alternativa, ésta distribuciéon se calculara mas adelante y sera
la segunda referencia a comparar con la distribucion que surja de las replicaciones del Monte

Carlo.

3.3.1 Propiedades del experimento de Monte Carlo

Con el ..n de contrastar la validez de la hipotesis en la que se basa el resultado que se obtiene
en la seccion anterior se disefia un experimento de Monte Carlo cuyos resultados permiten
responder favorablemente a la cuestion que se plantea y defender de manera mas soélida el uso
de la informacion a priori en los distintos métodos de estimacion. En concreto, como se planteara

formalmente en la siguiente seccion del capitulo, en los métodos basados en la simulacion.

En esta seccion se describe el experimento de Monte Carlo llevado a cabo para determinar si
es un mejor estimador de la varianza verdadera el estimador que tiene en cuenta las restricciones

estocasticas, es decir, la que ..gura en (3.9) o la que las ignora, es decir, la dada por (3.10).
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3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

En el desarrollo del experimento de Monte Carlo se han realizado » = 5000 replicaciones
del modelo (3.7) y estimaciones del parametro x tomando un tamafio muestral de x = 40xy

siguiendo los siguientes pasos:

1. Simulacion de la variable exégena x que permanecera constante a lo largo de cada una
de las simulaciones y estimaciones del modelo. La variable %, sigue un proceso , = 0#bx%,;1 +* «

siendo x4 >» x (0x1) y o = Ox

2. Simulacién de las realizaciones de la variable x » x (0xx2)x Se han generado tres
muestras de « = 5000 observaciones cada una de ellas determinada por una 2 distinta. El
objetivo es utilizarlas alternativamente para comparar resultados en cada una de las x estima-
ciones del modelo. Las varianzas consideradas han sido 0502x0-404 y 006x En los casos en los
que las realizaciones daban lugar a valores mayores que uno en valor absoluto se han sustituido
por los de otra realizacion proveniente de igual distribucion. Denotaremos a cada una de las

realizaciones de esta variable aleatoria como **; x = Lok .

3. Generacion de los datos de la variable enddgena »x

(i) En primer lugar se generan % Vectores de tamafio » de la variable x a partir de una

distribucion i.i.d = (0x1)xSe obtienen asi 10s elementos x}x = Lk ; * = Loowk .

(ii) De los valores de %, obtenidos en el paso 1 y de los de x} del paso 3(i) se obtiene x} a
partir de la ecuacion x* = sk, ++* siendo x = 1,6xA partir de la relacion entre x 2 y la varianza

del ruido y de la variable exdgena, se justi..can los valores elegidos de los parametros?.

Es decir, en ésta etapa del experimento se generan x replicaciones del modelo verdadero en el
gue no existe autocorrelacion. El verdadero parametro es xg = (xorx) = (0x15)* El objetivo
es estimar dicho modelo en la siguiente etapa incorporando la informacion a priori, que en este

caso procede de los valores x* generados en el paso 2.

2,2
"En efecto, en el modelo considerado, es facil comprobar que » > = 7755 Porotra parte, x5 = t7a5 = 1,33«
* *

Por tanto, « 2 ™ 04 que es un valor que surge en la préctica con frecuencia, lo que justi..ca los valores de los
parametros elegidos.
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3.3. Ejercicio de Monte Carlo sobre el método SR

4. Estimacion del parametro »x A partir de las realizaciones obtenidas de x;xy de los
datos disponibles de xse estima el modelo x; = x*'x(x) + «* siendo x*" = (%55 1Rk 1) %
* (%) = (xox jx*)0 por el método SR. Se toma x4 = xoxPuesto que x = (x =) el modelo que se

estima en cada una de las x replicaciones es

x5 = *1*:“ + Aok | *1R2Kkeg 1 F ok

* = %1 +x

mediante la minimizacion de los residuos teniendo en cuenta las restricciones estocéasticas y

segun se indica en la expresion (3.8).

Para completar el ejercicio se han llevado a cabo tres realizaciones del Monte Carlo cada uno
de ellas determinada por una de las varianzas de » consideradas. Los resultados sobre la media

y la varianza de las distribuciones obtenidas ..guran en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Media, Varianza y Error Cuadratico Medio del Estimador SR

(H = 5000)
x4
0402 004 0,06
* * * * * *

Media 1.499580 0.001056 1.4999353 -1.392e-05 1.500986 0.000873
Varianza 0.025580 0.011769 0.025772  0.016660 0.025591 0.018979
ECM 0.025580 0.011770 0.025772  0.016660  0.025592 0.018979

Se guardaran estos resultados como los verdaderos, con el ..n de compararlos con la estimacion
de la varianza sugerida por el analisis asintético convencional, lo que recoge la expresion (3.10)
y con la que se sugiere tras la discusion llevada a cabo en la Seccion 3.2, dada por la expresion

(3.9).
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3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

3.3.2 Sesgo de los estimadores de la varianza

Para calcular el estimador de la varianza es necesario determinar el « lim(x "x s+ ) como funcién

Unicamente de los momentos +’oox Y *%x; 15k xya que  es la variable exdgena que permanece

.ja en el experimento. Es facil ver que

2 3
ik + *L o kkokg Thk ok sk
i 0 = 0 0
**“!ml(* * k) = x g Kok * kg 1Rk Z
S

En la Tabla 3.2 se representan la estimacion de la varianza aproximada (%, ) que sugiere la
teoria asintotica y que ..gura en la expresion (3.10), y también, la estimacion de la matriz de
varianzas en la que se tienen en cuenta las restricciones estocasticas *k), procedente de la

expresion (3.9). Las expresiones de estas matrices de varianzas y covarianzas son

K 81 0 ﬂ ﬂil
*(17(56 ) - %! £ *
* * *7%
\ . H OIJ'* 0* *0* T[ ﬂil
*2(***) 2 42 *

y como se observa, *ﬁ:) depende de x2. Recuérdese que el papel de las restricciones es-

tocasticas en la estimacion depende de la varianza que se le asigne a la distribucién que recoge

la informacion a priori.

Tabla 3.2. Matrices de Varianzas y Covarianzas de los Estimadores NLS y SR

(H = 5000)
*Cf(;;* %) *k)
| II(*E=O¢02) III*E=OaO4 IV*3=0906
0.025000 -1.393e-19 0.011111 -6.191e-20 0.015384 -8.573e-20 0.017647 -9.834e-20
0.025097 0.025097 0.025097 0.025097
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3.3. Ejercicio de Monte Carlo sobre el método SR

La idea consiste en determinar cual de las distribuciones aproximadas SR o NLS es la mejor,
y por tanto cuél de las varianzas, se aproxima mas a la verdadera, es decir, a la inferida del
experimento del Monte Carlo. Para ellos se comparan los datos de la Tabla 3.2 (estimadores
aproximados de las matrices de varianzas y covarianzas que se sugieren) con los de la Tabla 3.1
(verdadera matriz de varianzas y covarianzas). Los resultados de ésta comparacion conducen a

las siguiente conclusiones sobre la mejor estimacion de la varianza de %, :

i) La diferencia entre ambas estimaciones de la varianza depende inversamente de «2. Este
hecho indica que cuanto mas informativa es la restriccion — es decir, cuanto menor es la varianza
de la restriccion estocastica que se incluye — peor es la estimacion de la varianza que se obtiene
cuando no se tiene en cuenta dicha restriccion estocastica. Este es el resultado esperado teniendo

en cuenta la expresién tedrica de la varianza del estimador SR.

ii) La inclusion de las restricciones estocasticas en la estimacion NLS supone una ganancia
de e..ciencia en el estimador del pardmetro ~ sobre el que se tiene informacion a priori. Este
resultado se observa al comparar la aproximacion de la varianza del estimador NLS (columnas |
dela Tabla 3.2) con las restantes matrices de varianzas y covarianzas del estimador SR (columnas
11, 111 y V). De esta manera se obtiene una con..rmacién mediante simulaciones del Resultado
2. Las cuanti..caciones de las ganancias de e..ciencia se encuentran entre el 32 % y el 56 %
en funcién de la varianza preseleccionada para la informacion a priori, segin puede medirse a

partir de los datos de la Tabla 3.2.

iii) La aproximacion de la varianza que se obtiene teniendo en cuenta las restricciones es-
tocasticas se acerca més a la que resulta del experimento de Monte Carlo que la estimacion de
la varianza que no tiene en cuenta dichas restricciones. Es decir, la aproximacion de la varianza
gue se obtiene incorporando las restricciones estocasticas es mejor que la aproximacion de la
varianza que no tiene en cuenta dichas restricciones, lo que permite comprobar el Resultado 2.
Ademés este resultado, junto con (ii), dotan de cierta plausibilidad al supuesto (S1) utilizado

para obtener dichos resultados
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3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

3.4 Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocasticas

Los métodos basados en la simulaciéon descritos en el capitulo anterior como el Método de los
Momentos Simulados, de Lee and Ingram (1991) y Duce and Singleton (1993), y el método de
Inferencia Indirecta de Gourieroux et. al., (1993) y los casos particulares de Smith (1993) y
Gallant and Tauchen (1994), proporcionan herramientas e..caces para solucionar los problemas
de estimacion en modelos no lineales asociados a la di..cultad en el tratamiento de las funciones
de verosimilitud o de los momentos. Sin embargo, no aparece en la literatura una manera de
hacer uso de informacion a priori en la implementacion de éstos métodos. En esta seccion
se sugiere una manera de introducir la informacién a priori en la estimacion por simulacion,
basada en la metodologia de las restricciones estocasticas de Theil y Goldberger (1961), Shiller
(1973) y Litterman (1986) y que por tanto constituye una aportacion para la familia de esti-
madores basados en la simulacion que los extiende al contexto de la estimacion con restricciones

estocasticas.

A continuacion en esta seccion se describe el estimador que se sugiere — Inferencia Indirecta
bajo Restricciones Estocésticas (11SR) — y su distribucion asintdtica. Posteriormente se com-
paran sus propiedades con las del estimador en el cual se basa — Método de Inferencia Indirecta
(1) —y se comprueba que la introduccién de restricciones estocasticas trae consigo ganancias de
e..ciencia. Finalmente se describen algunos de los casos de aplicabilidad del método propuesto
y en el siguiente capitulo se desarrollan distintos ejemplos en los que se implementa el método
ISR a la estimacion de una tasa de depreciacién endégena del stock de capital fisico de una

economia.

El analisis que se desarrolla a continuacion se basa en el método Inferencia Indirecta (Gourier-
oux et. al., (1993)) ya que es el méas general y proporciona un tratamiento sistematico de una
amplia variedad de modelos no lineales que se pueden estimar por medio de la simulacién.
Si bien, el tratamiento de las restricciones estocasticas se podria utilizar en cualquiera de los

métodos de estimacion basados en la simulacion.
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3.4. Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocasticas

3.4.1 La estimacion I.I.

En ésta seccién en primer lugar se repasa el método I.1. descrito inicialmente en el capitulo
anterior. La aplicacion de éste método requiere que se consideren dos modelos, el modelo
original, que contiene los parametros de interés x de dimensién x y el modelo auxiliar que
contiene a las variables vinculadas en ecuaciones distintas a partir de otro parametro x de
dimension x _ xxSe supone que existe una relacion entre ambos parametros que se denota
mediante x(x)xEsta relacién se puede estimar a partir de los datos muestrales y de los simulados
a través de los estimadores *(x) de x para un x dado si dichos estimadores son estimadores
consistentes de aquella funcion. Sea &, (x) el criterio que dara lugar en el modelo auxiliar a

estimadores consistentes de la funcién vinculo introducida, x(x)xEs decir, se de..ne el estimador

N
* como aquel valor
A a
* =argmax=, (x)
*

y por de..nicién «(x) es el limite en probabilidad de *+Es decir, x(x) = * lim[arg max, 2, (x (x))]x

La funcién &, (» es dos veces diferenciable, y se cumplen las siguiente propiedades:

) P2 T (O

* ****0

siendo x y » matrices tales que existen sus inversas.

La funcién x(x) es diferenciable respecto de s siendo xx(*)xxx = % 1 una matriz xxx de rango

completo en un entorno del verdadero valor xpx

Puede demostrarse que bajo condiciones estandar (véase Smith (1993), y Gourieroux et. al.,

(1993)), que

pI(Q i %) i * (0x©1)
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3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

siendo ©1 = x iLxx ilx

En cuanto a la estimacion de x cabe tener en cuenta que generalmente tendrd una forma
desconocida, por lo que debera ser estimada. Varias aproximaciones se sugieren como posibles
para esta tarea. La primera de ellas se basa en que é—m puede considerarse como un
vector de x momentos muestrales con esperanza cero y por tanto puede inferirse su varianza
analiticamente. Otra posibilidad es extender el procedimiento semiparametrico de Andrews
y Monahan (1992). La idea seria regresar 1{-%@ a un vector Arma, y entonces estimar
la matriz de varianzas y covarianzas de los residuos de manera no paramétrica (como por
ejemplo en Newey and West (1987)). Otra posibilidad consistiria en estimar un VAR a partir
de %*—&}*@ lo su..cientemente largo de tal manera que los residuos resultantes se acerquen lo

mas posible a un ruido blanco (Den Haan, et. al. (1995)).

La estimacion del parametro x por el método I.1. se discute a continuacion. Para ello es
necesario considerar una matriz cuadrada y simétrica —1xposiblemente dependiente de los datos

pero independiente de xxde orden x, y de..nida positiva
Recordemos que el estimador de inferencia indirecta de xxSe de..ne como aquel valor %, que
cumple

© a
Fo = argmin -1k 1 (3.11)

. P . . .
siendo x1 =% i *(x»+. En cuanto a las propiedades asintéticas del estimador *,,xtal y

*=1

como se indico en el capitulo anterior, bajo los supuestos habituales sobre x y &, () se tiene

* (Fex T *0) i1 ox Ox (-1))

siendo h .
i ¢
w (m) =142 w2 (*o) 2 (40)—1©F 11 2% (*o) 2 (10) -1 2% (*o)
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Si ademas el nimero de simulaciones tiende a in..nito, y se elige la matriz 6ptima —; = ©q,

entonces la distribucion aproximada de %,, para un x su..cientemente grande es

Frow YVax (Gook 110k JO1x 1) 12 (3.12)

3 .. 3 -

2 il 2 il . ;-
Puesto que ©; = == = x, —— *Yy 24 es desconocida, en la practica 2, puede usarse

* Kk kK *k kK

. B M - o N
en lugar de ©4 y un estimador consistente de la varianza asintdtica de x en lugar de xp*

3.4.2 La estimacion IISR

A continuacion se describe la modelizacion de la informacion a priori mediante las restricciones
estocasticas en el marco de la Inferencia Indirecta. Seguidamente se discute el interés de su
incorporacion en la metodologia I.1. desde el punto de vista de la e..ciencia. Se parte de la exis-
tencia de informacidn a priori sobre los parametros de interés x. Esta informacioén formalmente
se puede hacer ..gurar como un conjunto de x x * funciones de »x* (x) diferenciables y tales
que x* xx* = % 2 Sea una matriz xxx de rango completo en un entorno de xg. Las restricciones
estocasticas sobre los parametros vendran dadas por las ecuaciones x (x) = x + xxsiendo « el
error cuya distribucion » (0x©5) es conocida e independiente de % el error del modelo original
y  los valores concretos que contienen la informacion a priori disponible. Por otra parte, con
el ..n de justi..car la introduccion de restricciones estocasticas en la estimacion por inferencia
indirecta se considera el siguiente supuesto sobe la varianza de las restricciones estocasticas,

paralelo al supuesto S1.

Supuesto 2. (S2). La matriz de varianzas y covarianzas asociada a las restricciones estocasticas,

oxes tal que ©5 = ©,%x siendo ©, = x (1) — de orden uno en x —

La introduccion de este supuesto sobre la varianza de x se justi..ca a partir del mismo argumento
planteado en la Seccidn 3.3. y que esta asociada a la idea de que en muestras pequefias no resulta
natural considerar que el peso de las restricciones estocasticas sea insigni..cante. Tal y como

se ha demostrado en el contexto de la estimacion NLS, si la informacion sobre el parametro no
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3. Inferencia Indirecta y Restricciones Estocasticas

se agota a lo largo de la muestra, entonces la aproximacion de la varianza que tiene en cuenta
las restricciones estocasticas es mejor que la que las ignora (véase el Resultado 2 de la Seccion
3.3). En el caso que se considera, al suponer que © es de orden uno en x xse pretende conseguir
como resultado que la varianza de x se mantenga constante y no desaparezca al incrementarse
el tamafo de la muestra. — véase que la existencia de restricciones estocasticas da lugar a un
término en la aproximacion de la varianza del estimador del tipo M’%M)@*AI suponer
que ©5 = ©p*+ el término en cuestion queda como una constante cuando = aumenta, dando

lugar a que la existencia de restricciones estocésticas sea relevante en la estimacion.

Con el ..n de describir detalladamente el método de estimacion de Inferencia Indirecta bajo
Restricciones Estocasticas es necesario introducir nuevos elementos y nueva notacién para los
mismos. Sea ' = (% Jax )kx = (% 1x% 2)'x y —x© matrices diagonales por blogue con —1, —>
y ©,x©5 respectivamente en la diagonal principal. La matriz —, 6ptima se determina de tal

manera que dé lugar a la varianza minima, como se indicara mas adelante.

De..nicion 7. EIl estimador de xo del método de Inferencia Indirecta bajo Restricciones

Estocéasticas (II1SR) se de..ne como aquel valor *,,, , que cumple

© a
Frox =argmin « '—x (3.13)
*

2 32 3

- 0 *
siendo x "—x =[x 01**0]2 ! %9 ! EZf* 01—1* 1+*0—2*g
0 — *

Propiedades del estimador IISR. La distribucion asintética del estimador, bajo los supuestos

gue garantizan la consistencia y la normalidad asintotica del estimador ISR, viene dada por
P—
*(;**** i*O) i*! * (0** (**_))
siendo
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i ¢ Boqi ¢
()= LA+ d g b fok o L+ 1O -1k 1 % 520 % ]
£j ¢ .
I o L
Si « tiende a in..nito y se elige el valor ptimo — = ©i1xla distribucion matriz de varianzas y

covarianzas asintotica quedaria « = fx {©f 1x 1 +% J€51 1% ,gil = (x '—x )ilxLa distribucion

aproximada que se sugiere a partir de la anterior distribucion asintotica es

Fopry Yo (o 11 "=k Y1) (3.14)

Nuevamente se plantea la discusion de la validez de la inclusién de las restricciones estocasticas
en la estimacion del modelo. De los Resultados de la primera parte de este capitulo se tiene para
el caso NLS que bajo el Supuesto 1, la aproximacion de la varianza que se tiene para muestras
..nitas es mejor que la que se desprende de la teoria asintdtica convencional (Resultado 2). En
el caso de la metodologia I.1. nuevamente se replica la discusion planteada. Asi, si el andlisis se
lleva a cabo desde la Optica de la teoria asintdtica convencional, sin considerar ningin supuesto
particular sobre el comportamiento de la varianza de las restricciones estocasticas, entonces, el
término asociado a las restricciones desaparece y la aproximacion de la varianza para muestras
de tamafio ..nito resulta ser la misma que la de un modelo que se estima sin restricciones
estocasticas. Sin embargo, como se justi..cO en la seccion anterior de este capitulo para la
estimacion SR, esta aproximacion no resulta ser tan adecuada como la que incluye el término
asociado a la existencia de restricciones (Resultado 2). En el actual caso de la estimacion
mediante el método de Inferencia Indirecta las conclusiones son paralelas. En efecto, bajo S2,

el elemento « 50511« , asociado a las restricciones estocasticas es

0
il lepil — Ll XX il XX
* V(% 5051 *% = %1 ©pkx )1}
(x 20,17 2) -~ (©2%x) -~
I«l**ﬂo H**ﬂ
= = @il ZZ
2
* K * K

y por tanto no desaparece cuando ~ § ¥ dx
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Si se lleva a cabo el andlisis asintdtico clésico sin tener en cuenta S2, las restricciones x (¥
desaparecen cuando * tiende a in..nito, si la varianza de x es independiente de xx En efecto,

suponiendo que * (x) j * = * » x (0x©,) siendo ©, independiente de x entonces

Como consecuencia de ello, la distribucion asintdtica obtenida es la misma teniendo o no en
cuenta las restricciones estocasticas ya que en éste caso « "=x =« §—;x yxLa distribucion asin-
tética vendria dada por (3.12) y la conclusién es que la varianza del estimador con restricciones
estocasticas converge a la del estimador que no tiene en cuenta las restricciones estocasticas, es
decir, el estimador I.I. —como indica Lutkepohl para un modelo lineal —. Como se ha concluido
en la primera parte de éste capitulo ésta no parece ser una buena aproximacion para un x ..nito
y una posible solucién podria ser suponer que la informacion de las restricciones estocasticas
aumenta con xx0 de manera méas técnica, que la varianza de la restriccion es ©; = ©yxx Y
©, = % (1) La justi..cacion de éste supuesto puede adecuarse a varias situaciones practicas
en las que las restricciones proceden de estimaciones previas obtenidas de otros trabajos de
investigacion. En la préctica, la intuicion subyacente a este supuesto es la simple idea de que
la varianza ©5 no es demasiado alta para un determinado tamafio muestral. Si la varianza
fuera alta, entonces el valor concreto que se toma para la combinacion de paradmetros tendria
poca importancia, ya que dicho valor estd ponderado inversamente por su propia varianza en la
funcion criterio (véase ecuacion (3.13)). Finalmente, se plantea el anterior resultado de manera

formal en los siguientes términos.

Resultado 3. Bajo el S2, sin suponer normalidad en el término de error y bajo los supuestos del
andlisis asintdtico estandar, la varianza aproximada del estimador ISR para muestras ..nitas es

menor que la varianza aproximada del estimador I.I para muestras ..nitas.
Prueba. Es inmediato comprobar que bajo S2, la diferencia entre las respectivas varianzas
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aproximadas es

L i *01—1*1=*01—1*1+*02—2*2 i *2—1*1 =*g—2*2

que es una matriz de..nida positiva, con lo que la distribucion sugerida en (3.14) asigna una
menor varianza a los estimadores que la que ..gura en (3.12) y por tanto, la inclusion de restric-
ciones estocasticas sobre los parametros tiene asociada ganancias de e..ciencia en la Inferencia
Indirecta.

Debe sefialarse que este resultado se mantiene si la matriz que determina la varianza del esti-
mador ¥, e — = ©il y no cualquier otra. Sin embargo, en la practica, cabria esperar que

se mantuviera si — fuera parecida a ©ilx

3.4.3 Contraste de validez de las restricciones

Finalmente, la validez de las restricciones o de un subconjunto de ellas puede ser contrastada
a partir de la distribucion aproximada de x (¥) para un x ..nito bajo la hipotesis nula de que
se cumplen las restricciones estocésticas. Sea, por tanto, la hipotesisnula x g: x () § x=x Yy
a su vez, x » x (0x03)*De la aproximacion de Taylor de primer grado de x (x) evaluada en un

estimador consistente * de xg se tiene

N ORRICER VS
de donde se deduce,
* ®) = * (%) + %E & %) (3.15)

Por otra parte, puesto que * es consistente y asintéticamente normal, se tiene

Pl i) i1 (0:8)
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siendo 8 la matriz de varianzas y covarianzas asintética del estimador consistente. De aqui es

inmediato obtener la distribucion aproximada de *

FYa* (kkx 118)

De (3.15) y bajo % o se tiene

* (F) Yar (Okx 11 58x 2 + ©))

Para la obtencion de ésta Ultima expresion seria necesario suponer que ¥ y = son independientes,

lo que no es restrictivo por construccion de las restricciones estocasticas.

3.4.4 Monte Carlo sobre la estimacion 1SR

Se ha desarrollado un experimento de Monte Carlo — los resultados ..guran en el Apéndice A —
en el cual se implementan los métodos ISRy I.1. sobre el modelo considerado en el experimento
de Monte Carlo de la Seccion 3.3, es decir, un modelo con posible autocorrelacion. El objetivo
de este ejercicio adicional que se presenta tiene un doble objetivo: por una parte, con..rmar las
ganancias de e..ciencia asociadas a la inclusion de restricciones estocasticas en el contexto de
aplicabilidad de los métodos basados en la simulacion y por otra, comprobar en la practica el
funcionamiento de la nueva metodologia propuesta. Como se verd, de hecho no es necesaria la
estimacion por I.1. en el modelo considerado puesto que la funcion criterio del modelo original
es tratable, pudiendo obtenerse los estimadores de los parametros de interés directamente. De
hecho, es esto lo que se hizo en el Monte Carlo de la Seccién 3.3 al estimar directamente mediante
el uso del criterio NLS y SR el modelo original. Sin embargo, se implementa la metodologia ISR
con el ..n de ilustrar su funcionamiento para una caso relativamente sencillo y situar la atencién
sobre la combinacion de la estimacion por simulacién y el uso de restricciones estocasticas. Como

puede comprobarse en el Apéndice A, los resultados constatan la regularidad del funcionamiento
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de la metodologia 1ISR, al tiempo que se comprueba un importante ganancia de e..ciencia en

relacion con el metodo de partida.

3.5 Inferencia Indirecta y parametros estocasticos

En esta seccion se describe la utilizacion de la metodologia de la Inferencia Indirecta en modelos
de parametros estocasticos. Tal metodologia resulta oportuna cuando los parametros tienen
un componente estocastico puesto que la simulacion permite reproducir la variabilidad de los
mismos bajo distintos parametrosy con la ayuda de un modelo auxiliar inducir los componentes
de la parte deterministica y la parte estocastica de la variabilidad del parametro. De especial
interés resulta la aplicacién de ésta metodologia en algunos modelos econdmicos en los que
resulta razonable tener en cuenta la variabilidad de algunos parametros puesto que representan
casos més relajados o generales de especi..cacion del modelo. Esta supuesta so..sticacion del
modelo no resulta sin embargo costosa desde la ptica de la metodologia de la inferencia indirecta
puesto que supone simplemente incluir las ecuaciones de la variabilidad del parametro. Por el
contrario, resulta muy rentable puesto que permitirian contrastar especi..caciones mas texibles
de determinados modelos, como es el caso, por ejemplo, del intento de estimacion de una tasa
de depreciacion variable y estocéastica del stock de capital en un modelo con rendimientos —
estocasticos — constantes a escala. En Capitulo 4 se estima éste modelo por el método IISR, es

decir, teniendo en cuenta la existencia de informacion a priori sobre los parametros.

Se considera el siguiente modelo no lineal con el ..n de justi...car la adecuacion de la estimacion

por métodos basados en la simulacion:

* =k (hokx) + %

siendo + y x las variables exdgenas y el error del modelo y x el parametro del modelo, siendo

* =% +5oky F=x (% )% * > ok (Oxk )< El anterior modelo puede estimarse a partir de la siguiente
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aproximacion lineal en un entorno de *:

ok (okk)
*k

(xi %)

* " x(xak) +x +
De la anterior ecuacion se tiene que el modelo podria estimarse a partir de la ecuacion:
1
* = K (kxx) + x

siendo x =« +i£i—"i)*el término del error de la especi..cacion del modelo que surge de escribirlo
en funcién del parametro esperado. Los parametros de éste modelo serian ()« pudiéndose
inferir de . el pardmetro x, y por tanto determinar la variabilidad de *xEl Gltimo modelo
podria estimarse mediante el método de I.1. valiéndose de un modelo auxiliar que podria ser
la linealizacién del anterior. Seria oportuno utilizar esta metodologia puesto que la simulacion
permitiria reproducir las distribuciones alternativas de x, en la fase de la simulacion del modelo
original para posteriormente estimar el modelo auxiliar y calibrar la distancia objetivo en funcién
del valor de x, mas cercano al verdadero. Ademas se puede incorporar informacién a priori sobre
los parametros y en ese caso la estimacién se llevaria a cabo mediante el método IISR. En el
ejemplo de estimacion del modelo mas completo que se presenta en el siguiente capitulo se
explicara en detalle el procedimiento a seguir para utilizar la simulacion como medio de inferir

la fuente de variabilidad de un parametro estocastico.
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4. Estimacion del stock de capital

4.1 Introduccion

En este capitulo se aborda el problema de medicidn del stock de capital fisico de una economia
en dos entornos bien diferenciados: en el marco de los modelos tradicionales de estimacién no
lineal (Seccion 4.3) y en el de la estimacién por simulacién (Secciones 4.4 y 4.5). Antes de
abordar la solucion de los problemas de interés relativos al stock de capital, se describen los
principales problemas asociados a dicha medicion (Seccion 4.2), fundamentalmente vinculados
a la medicion de la depreciacion del capital debida al uso y a la obsolescencia de los bienes de
capital. Posteriormente se describen algunos de los enfoques que se han sugerido en la literatura
para resolver dichos problemas. Entre los distintas metodologias que surgen, una de ellas se basa
en la estimacion de una funcién de produccién. En este capitulo se describe dicha metodologia,
asi como algunas de las di..cultades asociadas a la aplicabilidad de la misma, particularmente
la relacionada con la necesidad de introducir la endogeneizacion de la tasa de depreciacion,
parametro que recoge la depreciacion total que ha tenido lugar sobre los bienes de inversion y
por tanto, fundamental en la estimacién del stock de capital. A continuacion, en el marco de los
modelos de estimacion tradicionales, se presentan algunas sugerencias que permiten extender
la metodologia de la estimacion del stock de capital a partir de una funcién de produccion
cuando la tasa de depreciacion es enddgena. En el Gltimo apartado de esta primera parte del
capitulo que transcurre hasta la Seccidn 4.3, se aplican los métodos descritos y las soluciones
metodolodgicas sugeridas para estimar el stock de capital. Estas aplicaciones se llevan a cabo a
partir de los datos de algunas de las economias mas relevantes de la Unién Europea, llegandose
a resultados similares para el conjunto de paises y en el caso de algunos paises como Esparia,
claramente diferenciados de las mediciones de la tasa de depreciacién normalmente admitidas y
basadas en la contabilidad nacional. Los métodos econométricos de estimacion aplicados son los
de Minimos Cuadrados no Lineales (NLS), Mé&xima Verosimilitud (ML), Minimos Cuadrados

no Lineales bajo Restricciones Estocéasticas (SR) ya descritos en el Capitulo 2 y SURE.

En la segunda parte del capitulo (Secciones 4.4 y 4.5) se ofrecen distintos ejemplos de apli-
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cacion del método de Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocésticas — método 1SR descrito
en el Capitulo 3 — al problema particular de la estimacion del stock de capital de una economia
sin abandonar el marco de la estimacion a través de una funcion de produccién. Se disefian dis-
tintos ejemplos que resultan de interés desde el punto de vista de la teoria econémica obtenidos
a partir de distintos supuestos realizados sobre la variabilidad de la tasa de depreciacion sobre
la que se tiene informacién a priori. Asi, por ejemplo, se plantean variables como la tasa de
crecimiento de la inversion, del producto, o perturbaciones exdgenas que podrian recoger la
posibilidad de shocks tecnoldgicos como variables explicativas de la tasa de depreciacion. De
dichos ejemplos se ofrecen un conjunto su..cientemente alto de simulaciones y estimaciones con
el ..n de ilustrar la regularidad de los resultados del método IISR aplicado a estos casos par-
ticulares. Finalmente, se desarrolla un modelo en el que se incluye variabilidad estocastica,
tanto en los pardmetros de la funcion de produccion — con el ..n de permitir un cierto grado de
texibilidad en los rendimientos a escala de dicha funcién —como en la variabilidad de la tasa de
depreciacion. Esta ultima propiedad permite afiadir un término estocéstico en una ecuacion de
partida para la tasa de depreciacion, en la que ..gura un elemento deterministico que podria ser
el sugerido en la familia de ejemplos considerados en la primera parte del capitulo. También,
dicho elemento estocastico podria ser la perturbacion de un proceso autorregresivo que explicara

el comportamiento de la tasa de depreciacion.

La aplicacion del método ISR al problema planteado en ultimo lugar se puede motivar
como una solucién oportuna dada la naturaleza del problema que se plantea. Como se indicara
posteriormente, una critica importante a la estimacion de la depreciacion del capital apunta al
caracter excesivamente restrictivo del patron geométrico de depreciacion, si bien este supuesto
es el que mas se utiliza, dadas las ventajas operativas que tiene. Estas criticas sugieren la inves-
tigacion en nuevos contextos en los que seria deseable que los supuestos sobre la depreciacion
fueran menos restrictivos. De ahi, por tanto, la introduccién del supuesto sobre la variabili-

dad estocastica de la tasa de depreciacion, que de..ne un contexto més texible para describir
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las particularidades asociadas al uso y depreciacion del capital, en muchos casos de naturaleza
dispar e imprevisible y por tanto adecuadamente parametrizado mediante un componente es-
tocastico. Al mismo tiempo, puede ser interesante incorporar la informacion que se tienen a
priori sobre la tasa de depreciacion, por ejemplo, la procedente de otras estimaciones o de la
contabilidad nacional. La inclusion de los elementos anteriores, si bien constituye un marco de
andlisis mas solido, genera nuevas di..cultades asociadas a la complejidad de la estimacion y
a las no linealiedades de las funciones objetivo en las que se basan los métodos tradicionales.
Por otra parte, el patron estocastico de variabilidad de la tasa de depreciacion demanda el uso
de métodos de estimacion basados en la simulacion, méas indicados para estos casos que los
métodos tradicionales como el método NLS, por ejemplo. Las particularidades del problema
gue se plantea anteriormente conducen de manera natural a considerar un modelo basado en
una funcién de produccion con pardmetros estocésticos (en concreto, la tasa de depreciacion y
las elasticidades de los factores de produccion) sobre los que existe informacion a priori y que

se estima por el método de 1ISR de..nido en el Capitulo 3.

4.2 Medicion del stock de capital

El stock de capital fisico de una economia es una de las variables basicas para explicar la riqueza
de un pais, el crecimiento potencial de una economia o el comportamiento de otras variables de
interés como las productividades de trabajoy del capital, asi como los aspectos mas relevantes de
la teoria del crecimiento. Por otra parte, el conocimiento del stock de capital de una economia y
su participacion en la renta total es necesario para determinar el reparto de las retribuciones de
los factores. Si bien el stock de capital es una variable importante en muchos campos de interés
de la economia, es al mismo tiempo una variable cuya medicién presenta serias di..cultades.
Para medir el stock de capital de una economia es necesario medir la depreciacion del capital,
es decir, la pérdida de capacidad productiva de las inversiones llevadas a cabo en el pasado,

y esta no es una variable observable. Es necesario realizar supuestos sobre el modo en el que
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se produce la depreciacion y posteriormente intentar medir dichos elementos para ..nalmente
proporcionar una medicion del stock de capital. La manera de llevar a cabo este procedimiento,
es decir, modelizar la depreciacion y estimarla, ha sido una cuestion de amplio debate desde los
afos setenta, — los primeros trabajos al respecto se deben a Robert. E. Hall, Dale W. Jorgenson,
Charles R. Hulten, entre otros — y han dado lugar a una serie de metodologias alternativas de
medicion, basadas en distintos enfoques y supuestos que al mismo tiempo imponian limitaciones
al alcance de los estudios realizados. Hoy en dia el debate sigue abierto y los datos que en las
cuentas nacionales se publican sobre el stock de capital no resultan completamente satisfactorios.
Sigue siendo necesario encontrar una metodologia robusta de medicion del capital que dé lugar a
valores consistentes con la medicion de otras variables con las que el capital esta estrechamente
ligado, como son la renta y la riqueza. Tal y como sefiala la OECD (1992), el problema de la
medicion del stock de capital es uno de los principales problemas actuales de la contabilidad

nacional, debido a la metodologia seguida para contabilizar la depreciacion.

La informacion contable sobre la depreciacion que proporcionan las empresas y que ..gura en
la contabilidad nacional no recoge la informacién que se requiere sobre la depreciacién desde el
punto de vistaecondmico. Desde este punto de vista resulta interesante medir la pérdida de valor
0 de capacidad productiva del capital para ..nalmente estimar la capacidad productiva del stock
de capital restante o neto. Las técnicas contables de las empresas se basan en el computo de la
depreciacion lineal, basadas en una tasa ..ja anual que mide la pérdida de valor del activo. La
medicion contable de la depreciacion no recoge, en general, la verdadera depreciacion econémica,
a menos que ésta se haya producido segun el patron lineal de depreciacion. Otra medicion del
valor del capital se basa en los precios sombra anuales de los bienes de capital usados por los
gue se alquilaria dicho capital. El producto de dichos precios por las cantidades invertidas seria
la renta que generarian los bienes de capital. Estos precios sombra o de alquiler del capital
no siempre son observables porque el capital muchas veces es usado por el propietario, por lo

gue habria que considerar el coste de uso del capital. Finalmente, la capacidad productiva de
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un conjunto de cantidades invertidas [k, g1xmkkxg« ] €5 Otra medicion del capital diferente
de las anteriores y es la que interesa desde el punto de vista de la teoria del crecimiento. La
cantidad de capital asociada a ese conjunto de bienes de capital se de..ne como la cantidad
de nueva inversion necesaria para producir exactamente la misma cantidad de producto que
aquel conjunto de bienes de inversién. Los bienes de capital de cada afio anterior se consideran
equivalentes a una fraccion del capital nuevo, a pesar de que sus caracteristicas hayan cambiado
a lo largo de los afios como resultado del progreso tecnoldgico. Dado este supuesto, la serie de

inversiones histdricas pueden agregarse para obtener la cantidad total del stock de capital como

R T R P o S (4.1)

Las ponderaciones de la inversion pasada, x ,~indican la capacidad productiva de los bienes de
capital de * afios de antigiedad como una fraccion de la capacidad productiva de los bienes de
capital nuevos. Los coe..cientes x, son por tanto, indices de e..ciencia relativa normalizados en
la e..ciencia de los bienes nuevos (xo = 1)xUna rama importante del estudio de la medicion
de la depreciacidon del capital aborda la cuestion desde el punto de vista econdmico — es la que
interesa en el analisis llevado a cabo en el resto del capitulo — y se basa en la medicion del
capital dado por la ecuacion (4.1). El problema consiste en la estimacion de los coe..cientes
desconocidos * .« La otra rama importante del estudio de la medicién del stock de capital se
centra en el capital como elemento de la riqueza de la economia. En estos casos, la de..nicién
gue consideran es la que se basa en los costes de uso o precio de alquiler del capital utilizado.
En ninguno de los casos los datos disponibles, que son los de la depreciacion contable que las
empresas realizan, recogen la informacion que se precisa. En las mencionadas ramas de analisis
se han desarrollado metodologias que han intentado aportar soluciones a los problemas que se
plantean. Una posibilidad interesante es la de desarrollar una metodologia que constituyera
un unico marco de andlisis, en el que se compatibilizaran las consideraciones del analisis del

crecimiento y de la riqueza. Un intento en esta linea, fundamentado en el analisis neoclasico,
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(véase Hulten (1990, 1995)) parte de la consideracion de una funcién de produccion agregada
y de las condiciones de demanda oOptima del capital y por tanto de la inversion retardada. Se
obtiene que los indices de e..ciencia x, son los ratios del producto marginal de los bienes de
capital de antigiiedad * respecto de los bienes de capital nuevos. Finalmente se incluye una
relacion entre el producto marginal y el precio del bien: el precio de un bien de capital usado es
el valor actual de las futuras rentas de su producto marginal. Por tanto, el precio de un bien de
capital usado depende fundamentalmente de x,xes decir, del comportamiento de su e..ciencia
relativa respecto del capital nuevo. Como resultado se obtiene que el precio de un bien de
capital usado depende del precio de alquiler de un bien de capital nuevo. De esta manera, bajo
el enfoque descrito, se vinculan el lado de la produccién y el lado de los precios del problema de
medicion del stock de capital. Por otra parte, puesto que la depreciacion es la pérdida de valor
del capital usado, se obtiene la depreciacién en funcién de la variacion de la e..ciencia relativa
de un periodo a otro. En otras palabras, cuando un bien se utiliza para la produccién a lo
largo de los afios, la pérdida de capacidad productiva presente y futura genera disminuciones
en el precio corriente del activo, lo que se de..ne como depreciacion. Concluyendo, por tanto,
en cualquiera de los casos, es necesario describir el comportamiento de los coe..cientes =, para

obtener una medida del stock de capital.

Destacan en la literatura tres funciones para describir el comportamiento de x,xEl patron
de e..ciencia constante (““one-hoss shay”) tiene la forma x, = 1xSi * = Oxmx j1y *, = 0si
* = % +xxx _ 0xSegln este patron, los bienes mantienen completa su e..ciencia hasta que dejan
de ser utiles totalmente. En este caso la secuencia «, esta determinada Unicamente por la vida
atil xxy el problema es estimar dicho parametro. Otro patrdn es el de e..ciencia lineal segun
el cual la e..ciencia cae linealmente hasta el momento en que se retira el activo. En este caso,
*xg=0y*, =1 f%k Si x - xxEn este caso la e..ciencia decrece a la tasa constante 1xx cada
afio. Como en el primer caso, x determina completamente el patron de e..ciencia. Finalmente,

segun el patron de decrecimiento geométrico de la e..ciencia la capacidad productiva del activo
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decrece a la tasa x = (x,;1 i *«*4;1%Esto da lugar a la secuencia de coe..cientes de e..ciencia

1x Esta forma se parametriza mediante un Unico parametro xx

£

*xo = Ixx, = (L § %)%
Es necesario realizar algunas puntualizaciones oportunas una vez llegados a este punto. Los
anteriores patrones de e..ciencia describen la dindmica de los coe..cientes de e..ciencia a lo largo
del tiempo, lo que no debe confundirse con la senda de depreciacién econémica a lo largo del
tiempo, si bien son conceptos que estan relacionados. Por ejemplo, el patrén de e..ciencia
constante implica una funcion concava de depreciacion. Por otra parte, el patron de pérdida
lineal de e..ciencia no implica una depreciacion lineal. Solo la forma geométrica de la funcion

de e..ciencia genera una depreciacion geométrica.

Dada la importancia de las ponderaciones x, en la expresion del stock de capital, uno de las
metodologias para medir el stock de capital a la que mas atencién se ha prestado, se basa en la
medicion de los coe..cientes =, xSegun el enfoque neoclasico, los x, son los ratios de los productos
marginales de las inversiones pasadas y por tanto no son observables directamente. Una solucion
viene de mano de la metodologia basada en el precio de alquiler, precios de segunda mano, o
costes de uso de los activos usados basado en la relacion entre los precios de alquiler o costes
de uso del capital usado y los coe..cientes = x A partir de dichos precios se podrian calcular
las productividades del conjunto de bienes de capital antiguos y por tanto los coe..cientes *,*
Sin embargo, esta metodologia se enfrenta al problema de inexistencia de mercados de bienes
usados o de alquiler para todos los activos y para todos los periodos, ya que muchos activos
son usados por sus propietarios. Las di..cultades de implementacion de la metodologia basada
en el precio de los activos genera la necesidad de otros métodos de medicion de la pérdida de

e..ciencia del capital con el ..n de estimar el valor del stock de capital.

Debe mencionarse que en la literatura ..guran algunos intentos de medicion del stock de
capital basados en la metodologia de los precios de los activos en los mercados de segunda
mano. Es el caso de estudios de la depreciacion de activos duraderos no residenciales levados a

cabo por Hulten y Wikoa (1981), Wikkof (1989). Estos estudios intentan deducir a partir del
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comportamiento de los precios de los activos usados alguno de los patrones de e...ciencia descritos
anteriormente. Los resultados que se obtienen no conducen a aceptar signi..cativamente ninguno
de los patrones, siendo el patrén de e..ciencia geométrico el que menos inadecuado resulta. Otros
autores (véase, por ejemplo Feldstein y Roschild (1974 y Jorgenson (1973)) critican el uso del
patron geométrico porgue segun este supuesto los activos nunca dejan de ser Gtiles en el proceso
productivo. Ademas, los parametros x y x en realidad dependen del grado de utilizacion del
stock de capital, el coste de mantenimiento del capital entre otros argumentos y que por tanto
en general deberian considerarse como variables. Estos autores sugieren la necesidad de disefiar
métodos de medicion de la depreciacion que recojan estos aspectos y que al mismo tiempo se
basen en patrones que no necesariamente sean los tradicionales (es decir, “one-hoss shay”, lineal
0 geométrico). Otras fuentes de criticas proceden de la consideracion de que los precios de los
bienes de segunda mano no son buenos indicadores del valor productivo de los activos usados,
porque puede tener lugar el fendmeno de la seleccion adversa o de los “lemmons” asociado a la
asimetria en la informacién. Los bienes que se comercializan en el mercado de segunda mano no
son representativos del resto de bienes de su misma antigtiedad, porque solo los de peor calidad

se negocian en dicho mercado.

Otra di..cultad asociada a la medicion de la depreciacién y por tanto a la medicion del stock
de capital es la impuesta por la presencia de un constante proceso de progreso tecnoldgico que
genera obsolescencia en los activos ya incorporados en el proceso productivo. La incorporacion
de nuevos activos de capital con mejores caracteristicas que los antiguos generan una dismin-
ucion de los precios de los activos usados que no contienen dichas mejoras tecnoldgicas. Esta
disminucion del precio de los activos ya adquiridos como consecuencia de las mejoras tecnol6gi-
cas introducidas en los nuevos activos es lo que se de..ne como obsolescencia. Este es por tanto
otro factor que determina la disminucion del precio de los activos usados y por tanto otro factor
explicativo de la depreciacion econémica, ademas de la pérdida de e..ciencia del activo asociada

al paso del tiempo. Seria interesante por tanto recoger en los modelos de comportamiento de
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los coe..cientes de e..ciencia la variabilidad impuesta por la presencia de la obsolescencia, para

generar mejores mediciones del stock de capital.

Los argumentos que se han expuesto han marcado la mayor parte del debate en torno a la
medicion de la depreciaciony del stock de capital en los afios setenta y ochenta. Dale Jorgenson,
uno de los investigadores que mas ha contribuido a la literatura relacionada con la medicion del
stock de capital extiende la metodologia de Hall (presentada en los parrafos anteriores como la
vision neoclésica) e intenta estimar la tasa de depreciacion a partir de modelos econométricos
en los que relaciona el precio de los activos usados con su antigiiedad, teniendo en cuenta la
depreciacion de uso y la depreciacion generada por la obsolescencia. (véase Jorgenson (1991,
1995)). Los autores Ishaq Nadiri e Ingmar Prucha han contribuido de manera importante a
producir avances en la medicion del stock de capital al resolver tres problemas. El problema de
permitir una tasa de depreciacion enddgena, el problema de la limitacién de los datos de precios
de activos usados y el problema de la medicion de activos intangibles como la investigacion y el
desarrollo. Nadiri y Prucha implementaron su metodologia (véase Nadiri y Prucha (1996) para el
sector industrial de los Estados Unidos. Partiendo de una funcién de costes, dual a una funcién
de produccion, que relaciona el producto con la combinacion de factores y simultdneamente
proporciona los valores de los factores del siguiente periodo, se obtiene la depreciacién como un
resultado endégeno del proceso de minimizacion de costes. Estos autores no precisan los precios
de los activos usados para obtener las funciones de depreciacién enddgenas, lo que sin duda
amplia el alcance de la técnica de medicion del stock de capital y ademas sirve de referencia de
las mediciones obtenidas bajo dicho enfoque. Finalmente, las aportaciones de Prucha (1995) y
Prucha et.al. (1996), basan la medicién del stock de capital en la estimacién econométrica de

una funcioén de produccion.
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4.3 Estimacion del stock de capital y de una funcion de pro-
duccién

En esta seccion se pretende cubrir el primero de los dos objetivos de este capitulo, que es el de
abordar la cuestién de la estimacion econométrica del stock de capital desde la metodologia de
la estimacion de la funcién de produccion a partir de los métodos tradicionales de estimacion
de modelos no lineales, es decir, mediante NLS o ML. Estos métodos se aplican directamente
en la estimacion del modelo sobre los datos muestrales o bien combinando su metodologia
con la introduccion de informacion a priori sobre los pardmetros — en concreto serd de interes
tener en cuenta informacion a priori sobre la tasa de depreciacion o bien la informacion que
se tiene sobre la amortizacion del capital que ..gura en la contabilidad nacional. Sobre estos
aspectos se describiran mas adelante en detalle las metodologias a desarrollar para llevar a cabo

la estimacion del stock de capital.

El segundo objetivo que se pretende cubrir en este capitulo se abordara en la Seccion 4.4,
donde también utilizando el enfoque de estimacion del stock de capital via funcién de produccion,
se introduce informacién a priori y se estima el modelo por inferencia indirecta mediante el
método descrito en el Capitulo 3 como IISR. En este marco se disefia un dltimo ejemplo en
el que se introduce variabilidad estocastica en algunos parametros del modelo como la tasa de
depreciaciony las elasticidades de los factores. De esta manera, en la Ultima parte del capitulo se
trata con un modelo més completo que el descrito en la primera parte del capitulo, al considerar
gue la tasa de depreciacion enddgena, ademas de contar con un término deterministico presenta
un elemento estocastico, lo que la convierte en un parametro estocastico. La presencia de
parametros estocastico y la complejidad que genera en la expresion del stock de capital la
presencia de variables explicativas hace adecuado implementar un método de estimacion basado
en la simulacién. Puesto que, ademas, las variables vinculadas a la parte deterministica de la
tasa de depreciacién son observables, existe informacion a priori sobre este parametro que se

puede tener en cuenta en la estimacion. Por consiguiente la génesis del problema conduce a
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la aplicacion del método de estimacion indirecta con restricciones estocésticas de..nido en la
ultima parte del Capitulo 3, por lo que en de..nitiva los ejemplos que se ofrecen constituyen una
motivacion natural y razonable de gran interés econdmico como lo es la medicion del stock de

capital para la aplicacion del método descrito.

El enfoque de la medicion del stock de capital a partir de la estimacion de una funcion
de produccion consiste en la estimacién econométrica de los parametros de la funcién de pro-
duccion simultaneamente con la estimacion de la tasa de depreciacion del stock de capital. El
argumento principal de esta metodologia reside en que si bien el stock de capital es una variable
que aparece como argumento en muchas funciones, lo es de manera fundamental en el caso de
la funcion de produccion, que depende Unicamente del capital y del trabajo. La ecuacion de
la funcion de produccion es una de las relaciones fundamentales de los modelos, existiendo un
gran consenso apoyado en investigaciones empiricas sobre sus especi..caciones mas aceptadas
(generalmente CES o Cobb-Douglas) y sobre sus parametros, que generalmente refejan la ex-
istencia de rendimientos constantes a escala. Es ademas una ecuacion estructural y se espera
que su especi..cacion sea estable a lo largo de varios periodos, lo que implica que la medicién
obtenida del stock de capital sea también robusta, en contraposicién con lo que podria ocurrir
de estimarse a partir de otras ecuaciones de comportamiento, bien de un sector o de un grupo
de agentes. De esta manera, en linea con los trabajos de Nadiri y Prucha (1996), Prucha (1995)
y Dadkhah y Zahedi (1990) entre otros, se ha tomado como marco para la estimacion del stock
de capital la estimacion de una funcion de produccién. Una ventaja adicional de este enfoque
la representa el hecho de que la serie de stock de capital que se obtiene es consistente con las
observaciones de los niveles de produccion, empleo y formacién bruta de capital a través de una
relacion estable de largo plazo. Por Gltimo, puesto que se obtiene una estimacion econométrica
de la tasa de depreciacion, la hipdtesis de si la tasa de depreciacion es constante o si depende de
una cierta variable, de amplio debate en la literatura, puede contrastarse formalmente a partir

del contraste de hipétesis adecuado.
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En de..nitiva, por tanto, en esta seccion se aborda la estimacion econométrica del stock de
capital basada en el enfoque de la estimacion de una funcion de produccion. En primer lugar se
describe el problema y posteriormente se plantean algunas soluciones para el caso de una tasa
de depreciacion endogena y deterministica. Adicionalmente se sugieren varias extensiones de la
metodologia anterior en la que se incorpora en la estimacion la informacién contable sobre la
depreciacion del capital asi como informacion a priori sobre la tasa de depreciacion. Finalmente
se ofrecen resultados de simulacién y empiricos que ilustran la regularidad del funcionamiento de
las soluciones sugeridas. En cuanto a los resultados empiricos, se han llevado a cabo estimaciones
de la tasa de depreciacion y del stock de capital de las economias de Espafia, Francia, Reino
Unido y Alemania. Los resultados que se encuentran son similares para los distintos paises y al
menos en el caso de Espafia, signi..cativamente diferente de los valores que tradicionalmente se
toman como validos para este pardmetro a partir de la contabilidad nacional o de otros estudios

como en Corrales y Taguas (1989) donde se toma el 10 %.

4.3.1 Estimacion de una tasa de depreciacion constante

A continuacion se describe un método de estimacién de una tasa de depreciacion constante
basado en la estimacion de una funcion de produccién. La idea de la estimacion del stock
de capital basada en la estimacién de una funcién de produccién es la siguiente: El stock de
capital es una variable que entra en la funcion de produccion, pero no es observable, puesto que
depende de la tasa de depreciacion. Sin embargo, si se dispone de observaciones de la inversion,
el empleo y la produccion total. Si la tasa de depreciacion fuera observable, entonces a partir
de la inversion se podria construir el stock de capital (x ) segun la ecuacion del inventario
permanente. Una vez que se dispone de x teniendo en cuenta las otras variables implicadas, los
parametros de la funciéon de produccion podrian estimarse en principio sin ninguna di...cultad.
Puesto que la tasa de depreciacion no es observable, tampoco lo es el stock de capital y la
funcion de produccidon no puede estimarse directamente. A pesar de esta di..cultad, el problema

puede llevarse al contexto de estimacion con variables no observables cuyo funcionamiento se

96



4. Estimacion del stock de capital

presenta inmediatamente. Dada una tasa de depreciacion % existe una serie de x (¥) asociada,
que es la que genera la ecuacion del inventario permanente. La solucion que plantea este enfoque
consiste en elegir el valor de x que genera una serie de stock de capital que a su vez consigue
explicar lo mejor posible la produccién observada — junto con las observaciones del trabajo —.
Es decir, en términos econométricos, se elige el valor de x que da lugar al mejor ajuste de la
funcién de produccién. En el proceso de inferencia del valor de »xsimultaneamente se juega
con los otros pardmetros de la funcion de produccién, de tal manera que al mismo tiempo se

resuelve la estimacion de la funcion de produccion y del stock de capital.

A continuacion, se presenta de manera técnica la metodologia de estimacion del stock de
capital a partir de la estimacion econométrica de una funcion de produccién, asi como algunas
di..cultades operativas asociadas a las mismas y las soluciones que aqui se sugieren. Se parte

de una funcion de produccion dada por

Fe = & (K okk k) (4.2)

siendo *,xx, Yy ~ , respectivamente la produccion, el trabajo y el stock de capital al ..nal del
periodo Yy x un conjunto de pardmetros desconocidos de dicha funcion. El stock de capital se

acumula de acuerdo a la ecuacion del inventario permanente:

* e =kt okk g1 (4.3)

donde %, denota la inversion bruta del periodo »y x = 1 j x siendo * la tasa de depreciacion.
Puesto que éste ultimo es un parametro desconocido, x , también lo es. Realizando sustituciones

recursivas de x ,;1 en x , se puede obtener x , en funcién Gnicamente de la inversion retardada
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y de x gxcomo se indica a continuacion:

>x
* . = * e +%"% (4.9)
*=1

=k (K1okkkickok 0xx)

De esta manera, al sustituir x , en la funcion de produccién (4.2) se obtendria

Ky =k (e ok ook ok rokokok) (4.5)

El valor del stock de capital inicial x pxx y * son todos los parametros desconocidos y la
funcion de produccién se podria estimar mediante NLS —véase que se trata de un modelo no
lineal —. En la préctica, sin embargo, surgen algunas di..cultades operativas que complican
la aplicacion directa de los métodos de estimacion mencionados. En primer lugar surge una
di..cultad asociada a la aplicacion de los paquetes econométricos estandar para estimar (4.5)
relacionada con el hecho de que el nimero de elementos que aparecen en * , depende de ~ En
efecto, como se observa en la expresion (4.4), el nimero de elementos de x , es x+ 1y por tanto
al sustituir dicha expresion en la funcién de produccion, también el nUmero de argumentos de
ésta depende de »~ Los paquetes econométricos estandar no permiten esta particularidad, es
decir, el hecho de que en la especi..cacion de la funcion a estimar, el nUmero de argumentos
de la misma cambie con el indice del periodo. Esta di..cultad sin embargo puede superarse
facilmente al reescribir x , como se indica a continuacion. Para un xdado se de..ne las variables

1 -
*;Aaroxs  COMO Sigue

* k- %

(4.6)

¥adl
[l

v O N®

0 % %
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Al utilizar estas variables en la expresion de 4 se llega a

* xS KT N g =k (xhomk ok ok) 4.7)

siendo ahora el nimero de elementos de x . el mismo en cada periodo e igual a x + 1x Para

ilustrar la transformacion realizada, el vector x = (x 14w+ , )! queda ahora como

2 3 2 32 3
*1 *x1 %0 0 0 O 1
x 9 x kg xg **xx 0 0 *
* 3 3 R A 0 0 *2
* = * * * *  x *
* * * * * ok *
* * * * S x> il
* & ke ke gl Kkej2 K Kk Kk K1 X0 **

gue como se observa esta solo en funcion del vector de inversion, de x o y del pardmetro »xPor

ualtimo, la sustitucion de (4.7) en (4.2) conduce a

i = k(K ook ook Ak Qokokok )

ecuacion que en principio podria estimarse por NLS o ML.

Otra di..cultad asociada a la estimacion econométrica del stock de capital tiene que ver con
* ox Si bien el stock de capital inicial podria estimarse en principio al considerarlo como un
pardmetro, en la préactica en muchos casos se obtenian resultados sujetos a gran variabilidad.
Estos resultados se deben a que dicho pardmetro, de hecho no esté identi..cado (Véase 1. Mauleon
y José A. Hernandez (2001)). En la practica este problema se superd tomando un valor para * o
proximo al valor de la contabilidad nacional para el afio en cuestién, elegido de tal manera que

diera lugar a los mejores ajustes de la funcion a estimarxEn la Seccion 4.3.3 de este capitulo,
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donde se presentan los resultados empiricos obtenidos, se indica el valor que se tomo para * ¢

en cada caso.

Por la estructura de la matriz de x que tiene x + 1 columnas y « ..las podria pensarse
que este hecho da lugar a la existencia de multicolinealidad. Sin embargo no es asi, puesto que
el nimero de parametros es ..jo y de hecho solamente uno en este caso vinculado al stock de

capital y por tanto el modelo esté identi..cado. Para el caso lineal, véase Greene et.al.(1991).

4.3.2 Estimacion de una tasa de depreciacion endégena

El problema de la estimacién del stock de capital via estimacion de una funcion de produccién
se complica en cierta medida si supone que la tasa de depreciacion es enddgena, puesto que la
variabilidad de la tasa de depreciacion conduce a una expresion compleja del stock de capital y
su solucion numérica podria ser inaccesible en algunos casos. Sin embargo, tal y como sugiere la
teoriay las criticas a las especi..caciones méas sencillas de patrones de depreciaciéon del stock de
capital, parece razonable considerar que la tasa de depreciacion es variable y que puede depender
de la presencia de shocks tecnoldgicos, de cambios en los precios relativos de los factores, del
nivel de produccion - véase Prucha and Nadiri, (1996), del coste de mantenimiento del capital
0 de su tasa de utilizacion en el proceso productivo — véase Burnside and Eichenbaum, (1994).
En modelos dindmicos de demanda de factores, la demanda éptima de capital depende del tipo
de interés y del precio relativo de los factores y el ajuste entre el nivel del stock de capital
y el nivel de capital optimo se lleva a cabo mediante ajustes en la tasa de depreciacion. Por
tanto este tipo de modelos también proporcionan un marco que motiva la necesidad de disponer
de métodos de estimacion del stock de capital cuando éste esta determinado por una tasa de

depreciacion endogena.

Las anteriores motivaciones son su..cientes para considerar oportuno desarrollar una metodologia
gue permita estimar los parametros de la variabilidad de la tasa de depreciacién y por tanto

estimar el stock de capital en estos casos, sin abandonar el enfoque basado en la estimacion
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simultanea de una funcién de produccion. Esta posibilidad permite la ganancia de un cierto
grado de fexibilidad en cuanto a los supuestos que se hacen tradicionalmente sobre el patrén
de la depreciacion. Asi, la variabilidad de la tasa de depreciacion se aleja del marco restrictivo
de patron de la depreciacion geométrica, puesto que en dicho patrdn, la tasa de depreciacion
era constante. Finalmente, los métodos propuestos también pueden detectar un cambio estruc-
tural en la tasa de depreciacion, lo que nos llevaria a considerar una variable “dummy’” como
determinante de su variabilidad, lo que podria ser util en casos en los que no se disponga de

observaciones de las variables explicativas de la tasa de depreciacion.

En esta seccion del capitulo se intenta cubrir la demanda de operatividad del método de-
scrito en la primera seccion para el caso en el que la tasa de depreciacion es enddgena. Para
esto se presentan dos soluciones alternativas que sirven para implementar los métodos de esti-
macion tradicionales en paquetes economeétricos estdndar sin abandonar el enfoque basado en
la estimacion de una funcion de produccion. Se supone que la tasa de depreciacion depende de
una variable x que puede ser de dimensién mayor o igual que uno. En principio supondremos
que la dimension de x es unoy que la relacion con * es lineal, aunque la validez de los métodos
que se describen a continuaciéon no depende de estos supuestos — posteriormente se indicara el
desarrollo de estas soluciones para el caso multivariante. La variable explicativa x viene indica-
da por la teoria, y puede ser por ejemplo alguna de las indicadas anteriormente como se recoge

en la literatura. Nuevamente, se parte de una funcion de produccién

e = ok (k sokok 4okk)

en la que el stock de capital x , depende ahora de una tasa de depreciacion variable que depende
de x. Por tanto, suponiendo una relacion lineal entre x y x se tiene x, = %o + %1%, Llamando

*x0 =1 j xoxY %1 = jr1*Se tiene x, = 1 j . = %o + x1 %, Si Se sustituye recursivamente x ,;«
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para todo x = Lxex j 1 en (4.3), entonces,

* s = kR kg 1 MR Kk LBk k% O (4.8)

Por otra parte, sea ahora x 4 el coe..ciente de la inversion del periodo xj xparatodo0 - x - xj1

Y * . €l coe..ciente de x gx Entonces,

S @
= *egx 1w k-
* o = = *=0 B (4.9
- 1 *=0
con lo cual (4.8) puede escribirse como
K
* . = * skaj x T K ok 0 (4.10)
*=0

= & (rakomor,ook 0.ooky)

En esta expresion del stock de capital, nuevamente aparece la di..cultad mencionada en la
seccién anterior que tiene que ver con el hecho de que el nimero de argumentos de * , varia
periodo a periodo. Es por tanto necesario reescribir esta expresion con el ..n de que el nimero de
argumentos que aparecen en ella sea constante a lo largo del tiempo. En la siguiente seccion se
sugieren dos soluciones a este problema, lo que permite la estimacion de una tasa de depreciacion
variable (a partir de la estimacion de xp y *1) junto con el resto de parametros de la funcion de
produccion (recogidos en x) mediante el uso de paquetes econométricos estandar. Una vez que
se describan las soluciones mencionadas, sera facil contrastar la hip6tesis de constancia de la
tasa de depreciacion mediante el contraste de la hipotesis nula x o:x1 =0, lo que puede llevarse

a cabo mediante los procedimientos habituales.

Notese en la expresion (4.10) que cuando %, = % para todo +xentoNCeS x u = ** Y £ (¥ = * J(F*

que es el caso descrito en la Seccion 4.3.1.
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Las soluciones

El interés de considerar una tasa de depreciacion enddgenay al mismo tiempo disponer de una
metodologia de facil aplicacion en paquetes estandar es la motivacion de dos soluciones que se
describen a continuacion. La primera solucion (Método 1) consiste en reescribir la ecuacion
original del stock de capital teniendo en cuenta las variables x} en lugar de . respetando la

expresion de sus coe..cientes x ,*ES decir, partiendo de la expresion original del stock de capital

X
* %= * sk % K soack 0

*=1

y ahora usando x; como se ha de..nido en (4.6), la expresién de x , queda

* = * o 7 T ok 0 (4.11)

con lo que se tiene el mismo nimero de elementos de inversion retardada para cada periodo. El

siguiente paso es sustituir (4.11) en la funcidén de produccion para estimar xxx*g Yy *i.

La segunda solucién (Método 2) surge con el ..n de encontrar una expresion mas simple para
el stock de capital y por tanto para la funcion criterio, dada la complejidad impuesta por la
no linealidad afiadida que genera la variabilidad de la tasa de depreciacién en la expresion del
stock de capital. Si el nimero de variables explicativas de la tasa de depreciacion es mayor que
uno podrian encontrarse di..cultades en la optimizacion. Notese que el nimero de factores en el
coe..ciente de la inversion de  retardos, es decir, de x €S * y ademas se trata de un elemento
diferente para cada »«Este hecho junto con la alta no linealidad que genera en la funcién objetivo
podria hacer el problema de optimizacion de dificil solucion. Por estas razones seria interesante
en principio investigar sobre una expresion alternativa de x . en la que las ponderaciones de la
inversion retardada tuvieran una forma mas simple y que al mismo tiempo no tuviera asociada
una pérdida en términos de e..ciencia y sesgo. Como resultado de esa busqueda surge la otra

solucién, que también persigue reescribir la expresion de x , dejandole el mismo nimero de coe-
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..cientes para cada periodo, pero basada en unos coe..cientes * .. aproximados a los verdaderos
* 4. Con el ..n de comprobar sus propiedades y veri..car tanto la regularidad de sus resultados
como los costes de la sustitucion de la verdadera expresion de x por otra aproximada se disefié e
implementd un experimento de Monte Carlo cuyos resultados se presentan en la Seccion 4.3.2.3.
La solucion viene dada por la sustitucion del coe..ciente dado por (4.9) por su aproximacion
lineal en el punto x = 0 en la ecuacion del stock de capital. De esta manera se espera simpli..car
las no linealidades asociadas a los productos cruzados de los coe..cientes xp y x1x Tal y como se

prueba en el Apéndice B, la aproximacion lineal de x .. conduce a

o =E
Ko TR0 TR kg = K
*=0
y volviendo a la expresion (4.11) se tiene
*x = ket (ko F kIR 1 F R0k F K1 (ot Kag 1)) xe 2 o
- 2 o 2
wekt x 1 (ko + x1 * g k1 + x5 (k0 ¥ *uj )k 0
*=0 *=0

Tomando ahora x= % j %kse puede reescribir la anterior ecuacion del stock de capital como

X
* X = * ok *x K ek 0
*=1

Nuevamente, llevando a cabo la transformacion para mantener constante en nimero de argu-

mentos de * ,xutilizando +; tal y como se de..ni6 en (4.6), se tiene

X
— ~ * ~
*x = * sk ok Tk sk 0

*=1

= R (K it i **i*w*: Sk 0)

pudiendo Ser £ ..« Y *«j« Valores arbitrarios si xx x pues en este caso x} es cero. Finalmente,

la anterior expresion resultante del stock de capital se sustituye en la expresion de la funcién
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de produccion con el ..n de estimar conjuntamente los parametros del modelo, es decir, xxxg Y

*1 por medio de NLS, por ejemplo.

El caso multivariante

Si la variable x tiene dimension mayor que uno, es facil ver que las soluciones anteriores son de
aplicacion inmediata y pueden estimarse todos los parametros que explican la tasa de depre-
ciacion junto con los parametros de la funcion de produccidn, si bien es de esperar que se den
di..cultades de convergencia dada la complicacion que un mayor namero de variables introduce
en la expresion del stock de capital. Si la tasa de depreciacion viene dada por dos variables
explicativas, se tiene x, = xg + *1x1, + *x2k2.xEN este caso, llamando *g = 1 j xo*x*1 = j*1 Y
*x2 = j*2xlas ponderaciones de la inversion retardada ;. en el stock de capital del periodo x
viene dado por el producto * . g, xSIENdO %o, = 1 § %, = %0 F *ix1uj« F *0k2ug &
Como puede verse, con dos variables la expresion de los coe..cientes de la inversion retardada

se complica en gran medida, por lo que podria ser en este caso mas e..caz utilizar el Método2

basada en la aproximacion lineal de dichos coe..cientes.

Para extender la solucidn 2 se calcula la aproximacion lineal de los coe...cientes de la inversion

retardada, que vienen dados por

K e — K or e — (*O +*l*1ﬁi*+*2*2ﬁi*)

para x = Lxkx Y * 59 = 1 en un entorno de x = Ox Esto conduce, — véase la parte ..nal del
Apeéndice B — a la expresion
i g8 2
Kk *Q ! (*O + %1 *Lakjx T X2 *2xj *) = Ko
*=0 *=0

Sustituyendo * . POr %, en la ecuacion de x , y al mismo tiempo llamando x = % j *x se

, P :
tiene x ., = o, Fuwjske + Xk 0. Una vez llegados a este punto se aplica nuevamente la
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transformacion de las variables dummies indicada en la expresion (4.6) con el objetivo de tener
el mismo numero de variables en x , para todo = Finalmente esta ecuacion se sustituye en la

funcion de produccion y se estiman los parametros de interés.

Simulaciones

A continuacién se describe el ejercicio de simulacion que se lleva a cabo y cuyos resultados se
ofrecen en la Tabla 4.1 disefiado con el ..n de comprobar la capacidad de los métodos descritos
de reproducir resultados aceptables ante el problema de estimacion de la tasa de depreciacion
endodgena a través de una funcidon de produccion. Basicamente el ejercicio consiste en simular
unos datos de produccion generados a partir de datos de empleo y de stock de capital y pos-
teriormente, solo teniendo en cuenta los datos de produccion, empleo e inversion, estimar, por
medio de los métodos descritos en la seccién anterior, los parametros de la funcion de produc-
cion y los parametros de la tasa de depreciacion. El objetivo es el de evaluar la bondad de las
soluciones propuestas como instrumentos de estimacion de una tasa de depreciacion enddgena.
Con el ..n de entender su..cientemente la mecanica seguida para llevar a cabo las simulaciones
a continuacioén se describen en detalle los pasos llevados a cabo.

i) Se simula unas series de trabajo x , e inversion x, de tamafio x = 30 que permaneceran ..jas a
lo largo de todo el ejercicio. La serie x, Se construye a partir de un retardo y una tendencia y la
serie x, también sigue un proceso autorregresivo con una tendencia, con pardmetros distintos
de los de la serie de empleo.

ii) Se considera una variable x que servird como variable explicativa de la tasa de depreciacion.
El proceso de x es una tendencia. Por otra parte se toma xp = 0x05 y %1 = 0x002 y a partir de
la ecuacion *, = xg + x1x Se generan los valores de la tasa de depreciacion creciente que fuctlta
entre 0x05 y Ox11x

i) A partir de los valores de x, y de los valores de . generados en i), se construyen los valores
de x , segin la ecuacion x , = %, + (1 j x)*x 4; pxtomando x o = 2225000.

iv) Se simulan un total de x = 1000 vectores de tamafio x de la variable x, cuya distribucién
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€S xkx * (Oxx, )xsiendo x, = 001

v) Los valores de la produccion que se consideran como observables proceden de una funcién
de produccion tipo Cobb- Douglas que presenta rendimientos constantes a escala. En el ex-
perimento se observaran un total de x = 1000 vectores de las variables observables (es decir,
produccién, empleo e inversion). Cada una de estas 1000 replicaciones del experimento procede
de las variables exdgenas que permanecen ..jas y de los vectores de perturbaciones x* generados
en iv).

vi) Tomando las perturbaciones simuladas x;xlos valores de % y de x.Se generan los valores de

la produccion a partir de la ecuacion

Ky =kt oan (L § *)ke+ Ky

lix
*

que se corresponde con la expresion en logaritmos de una funcion de produccion x, = x x JFx ;1 %%
es decir de una funcion de produccién tipo Cobb- Douglas, siendo x =04y x = j 10xLa justi-
..cacién de los valores asignados a la elasticidad del capital y a la varianza de x, esta relacionada
con el valor del x 2 asociado al modelo®. Notese que en cada simulacion del modelo la pertur-
bacion se incluye solamente en el término de error de la funcion de produccion, lo que signi..ca
que el trabajo y el capital permanecen constantes a lo largo de todas las simulaciones y estima-

ciones del modelo.

Una vez que se han generado todas las replicaciones del modelo, el siguiente paso consiste
en estimar los parametros de la funcién de produccién (es decir, x y x) junto con los parametros
gue determinan la tasa de depreciacion (es decir, xo y x1) siguiendo los métodos sugeridos en la
anterior seccién — es decir, las soluciones que se disefiaron con el ..n de superar la di..cultades
operativas con las que habria que afrontar para estimar los pardmetros de interés a partir del
método NLS utilizando un programa econométrico estandar —. Para llevar a cabo la estimacion

en cada una de las replicaciones del modelo sélo se toman como observables la produccion, el

1véase nota 1 en la Seccion 3.1 del Capitulo 3.
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empleo y la inversion, dado que el stock de capital no es observable por ser desconocida la tasa
de depreciacion, como se ha indicado previamente. En la Tabla 4.1 se presentan los resultados
de estas estimaciones, ..gurando las medias de las estimaciones obtenidas en cada una de las
replicaciones, la desviacion estandar y el error cuadratico medio.

Tabla 4.1 Media, Desviacién Tipica y Error Cuadratico Medio
de los Parametros de una Funcién de Produccién (H = 1000)

K0 = (Gorxdokprx1) = (§ L0+04x005+0:02)

Método 1 Método 2

% -10.034 -9.899
ok (-0,046) (-0,028)
*ok 0.003 0.011

Fl 0.401 0.423
— (0,009) (0,005)
*ok 0.00008 0.0006
*0 0.0456 0.074
ook (0,007) (0,004)
*ok 0.00007 0.0006
*1 0.0019 0.001
ook (1,3547¢e-4) (1,060e-4)
ok 2.15359e-08 1.611e-07

Las estimaciones obtenidas de las simulaciones del modelo conducen en primer lugar a sosten-
er que los resultados ofrecen una regularidad su..ciente, siendo la calidad de las estimaciones
aceptable, especialmente la del método 1 — véase que es simplemente la estimacién por minimos
cuadrados no lineales. Esto se comprueba por la cercania de las estimaciones a los valores de
los parametros. EI método 2, si bien funciona regularmente genera un mayor sesgo en término
medio, menor varianza y mayor error cuadratico medio con todos los parametros. Véase que el
sesgo — tomando la media de las estimaciones como estimaciones — de xo que se obtiene parece
captar la variabilidad no detectada por las estimaciones de x1x puesto que en media este esti-
mador resulta menor que el valor del verdadero parametro, 0x002xFinalmente, estas soluciones

permiten comprobar la e..cacia de los métodos propuestos, aunque se detecta un sesgo en los
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resultados del método 2, que cabe esperar puesto que este método se basa en una expresion
aproximada del stock de capital y no en su expresion verdadera. En cualquier caso este método
aproximado podria ser de utilidad en los casos en los que resultara dificil de conseguir la con-
vergencia de los algoritmos de optimizacion debida por ejemplo a la complejidad asociada a la

expresion de la tasa de depreciacion enddgena.

4.3.3 Analisis empirico

En esta seccidn, en primer lugar se presenta el marco metodoldgico que se implementa posterior-
mente y a continuacion se presentan los resultados empiricos obtenidos. La metodologia basica
que se utilizara es la presentada anteriormente basada en la estimacion del stock de capital a
partir de la estimacién de la funcion de produccion. Ademas se consideran tres extensiones
de la misma. Por una parte, la consideracion de la posibilidad de que la tasa de depreciacién
sea enddgena, por otra parte, la utilizacion de la informacion disponible de la amortizacion del
capital que ..gura en la contabilidad nacional y ..nalmente la incorporacion de informacion a
priori sobre los pardametros a partir de la inclusién de restricciones estocasticas en la estimacion
del modelo. Esta Ultima cuestion se tratd formalmente para el caso de la estimacion por min-
imos cuadrados no lineales y para el caso de la estimacion indirecta (método SR, Capitulo 2
y método ISR, Capitulo 3) y resulta oportuna incorporarla en los métodos de estimacion del
stock de capital, puesto que mejora la varianza de los estimadores y porque ademas se trata
de informacion plausible sobre la tasa de depreciacion del stock de capital. Asi, por ejemplo,
el hecho de que se espere que este parametro se encuentre con gran probabilidad entre el 4
y el 12 por ciento aproximadamente puede introducirse en el modelo en forma de restriccion
estocastica, como ya se ha indicado en el capitulo anterior y proporcionar estimaciones con

buenas propiedades estadisticas.
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Marco metodoldgico

El marco metodol6gico en el que se desarrollaran las estimaciones que se presentan a contin-
uacion contiene cuatro elementos fundamentales, cada uno de los cuales da lugar a un modelo

particular a estimar. Los elementos que componen cada uno de estos modelos son los siguientes:

1) Método basico. En este caso la estimacion se lleva a cabo sobre un modelo compuesto por la
funcion de produccién y la ecuacion del inventario permanente del stock de capital en su version
béasica, es decir, determinada por una tasa de depreciacién constante. Como se justi..card mas
adelante, la funcion considerada es del tipo Cobb- Douglas con rendimientos constantes a escala.

Por tanto, las ecuaciones que aporta este primer modelo son:

ke = kok FallFa (4.12)

* o = ket (1§ HR)* 451

Este modelo se estimaria por NLS o por ML, puesto que se trata de un modelo no lineal, tal y

como se ha justi..cado previamente.

2) Métado extendida. La existencia de informacion en la contabilidad nacional sobre la amor-
tizacién del capital que ha tenido lugar en un periodo determinado hace posible que se tenga
en cuenta otra ecuacion que puede combinarse con (4.12) para aportar mas informacion sobre
los pardmetros en la estimacion que se quiere llevar a cabo. Segun el método del inventario
permanente, la amortizacion del capital del periodo »x , es una proporcion del stock de capital
del periodo anterior. En concreto, x , = xx .;1*por lo que la ecuacion del stock de capital

podria escribirse como

**i**ilz‘)&i** (413)
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Por otra parte, de la de..nicion de %

i *xil = Ak w1 0 * %52)

y al sustituir la ecuacion (4.13) en la ecuacion anterior se tiene

Kb *xjl =* (g1 1 *%j1) (4.14)

Es importante tener en cuenta que este modelo considera que ., la amortizacion del capital,
es el dato que ..guraen la contabilidad nacional sobre esta variable, y por tanto, es observable.
Puesto que x e % son observables, la anterior ecuacion puede estimarse si se le aflade un término
de error. En de..nitiva, la segunda posibilidad de analisis empirico viene dada por el sistema de

ecuaciones

ki = kox Fa L
* 5 = ket (1§ #)* 41 (4.15)
Cx, = *(**il i **il) + *x

y la sugerencia es que se estime por el método SURE puesto que la presencia de parametros

comunes en las ecuaciones explicaria la relacion entre sus términos de error.

3) Informacion a priori. La tercera posibilidad que se considera es la de incorporar informacién

a priori sobre los parametros en forma de restricciones estocasticas, siguiendo la metodologia
sugerida por Theil - Goldberger (1961) y ya revisada para el caso de la estimacion NLS en
el capitulo anterior. Ahora se trataria de introducir informacion a priori que se tenga sobre
la tasa de depreciacion en forma de ecuacion estocastica que se contempla junto con las otras
ecuaciones estructurales del modelo. En concreto, si se parte de un valor a priori conocido para

la tasa de depreciacion — que podria ser por ejemplo ¥ = 0508 — entonces se podria parametrizar
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esta informacién en forma de restriccién estocastica considerando que dicho valor procede de
una distribucion cuya esperanza es el parametro xxa estimar. Adicionalmente es necesario im-
poner un supuesto sobre la distribucién — parece razonable imponer una distribucién normal
o uniforme — y un valor para la varianza con el ..n de que dicha distribucion reproduzca val-
ores que a priori se consideraria razonables a la luz de la teoria o de otras investigaciones. En
de..nitiva, la informacién a priori en forma de restricciones estocasticas para la tasa de depre-
ciacion suponiendo normalidad daria lugar a considerar el valor que se dispone a priori para el

parametro como el resultado de la distribucion siguiente

% > K (Fobok )

siendo «, la desviacion estandar de x conocida a priori. Asi, por ejemplo si se quiere tener en
cuenta en la estimacion del modelo que en el 95 por ciento de los casos, la tasa de depreciacion
se encontraria entre el 4 y el 12 por ciento, entonces podria tomarse * = 008 y x, = 0502 y el
modelo incluiria la ecuacion 008 = x + xxsiendo x » x (0x0-02)*

Teniendo en cuenta los dos modelos de..nidos anteriormente en 1) y 2), la incorporacion de
las restricciones estocasticas sobre los pardmetros puede hacerse partiendo del Método bésico o
bien partiendo del modelo extendido, en funcion de qué ecuaciones se tengan en cuenta. Asi,
si el modelo incluye ademas de la restriccion estocastica, el sistema (4.12) se tendria el Método
basico con informacién a priori y se estimaria por el método SR descrito en el Capitulo 2
(véase De..nicion 4) y si el modelo incluye el sistema (4.15) se tendria el Método extendido con

informacion a priori y se estimaria por SURE.

4) Tasa de depreciacion enddgena. Un contexto adicional ya presentado en secciones anteriores

resulta de considerar la tasa de depreciacion como un elemento enddgeno que depende de una o
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varias variables. En este caso, por tanto, el stock de capital estaria determinado por la ecuacién

* % = **+(1 i**)* *jl

ke = k0 F ATKki

donde x, es la tasa de depreciacion enddgena para la cual se propone la especi..cacion (no es
necesario que sea lineal ni unidimensional) y *, la variable explicativa de la tasa de depreciacion,
proporcionada por la teoria. En las estimaciones llevadas a cabo se han considerado varias
posibilidades para x : la tasa de crecimiento de la inversion, la del producto y una variable
dummy para explicar un cambio discreto en x. La idea econdmica es recoger el impacto en la
produccién de la intensidad del uso del capital o la obsolescencia como resultado de la inversion
gue contiene mejoras tecnoldgicas. En los resultados empiricos que se presentan mas adelante
se ha detectado signi..catividad de algunas variables proxis de las anteriores para explicar la
tasa de depreciacion, como la tasa de crecimiento de la inversion o del producto. Si bien
el proposito de este trabajo no es el de aportar una teoria sobre la depreciacion, sino el de
proveer de los instrumentos econométricos para detectar dicho fendmeno, cabe también ofrecer
una interpretacion econémica al signo del coe..ciente x; obtenido. Este cuarto elemento de la
metodologia llevada a cabo en el andlisis empirico se debe combinar con el primero, recogido
en el sistema (4.12), pudiéndose combinar con los otros, la informacién contable existente sobre
%y la informacién a priori existente sobre xxEn el primer caso, a la estimacion del modelo en
el que la tasa de depreciacion es enddgena se denomina Método general y se estima por NLS o
ML, aplicando alguna de las soluciones descritas en la Seccion 4.3.2. Si se tiene en cuenta la
informacion a priori, se denomina Método general con informacién a priori y se estima por SR
0 bien por ML teniendo en cuenta una ecuacion mas para la restriccion sobre el parametro. Si
se tiene en cuenta la ecuaciéon (4.14) se tiene el Método general extendido, y se estimaria por

SURE.

En caso de que se combinen la estimacion de una tasa de depreciacion variable sobre la
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gue existe informacion a priori es necesario tener en cuenta un elemento adicional con el ..n
de hacer consistente ambos elementos. Esta informacion se parametriza suponiendo que * >
* (x4x,), siendo % el valor observado a priori de la tasa de depreciacion y * la esperanza de esta
distribucion. Con el ..n de hacer esta especi..cacion compatible con la dependencia de x de la

variable x,, tomando esperanza de x se obtiene:

* =g +x1%

En efecto, si x, = %o + x1%x,xtomando esperanza se tiene que * = %o + *x (*)xConsiderando el
estimador de x (x)*se tiene en su lugar ¥ = o + x1#xPuesto que la ecuacion de la restriccion
estocastica en la que se modeliza la informacién a priori es ¥ = % + x la manera de hacer
compatible la restriccion estocéastica y la estructura de la variabilidad de la tasa de depreciacion

es incorporar la ecuacion

¥ =xo + xE+x (4.16)

siendo % la media observada de x y % el dato a priori que se tiene de la tasa de depreciacion.
Por consiguiente, la anterior ecuacion es la restriccion estocastica a incorporar en la estimacion

del modelo.

En las estimaciones que se han llevado a cabo los cuatro elementos antes indicados se han
combinado de una u otra manera para cada una de las economias consideradas en funcion de la
necesidad de introducir nuevos elementos cuando los datos y las estimaciones asociadas asi lo
requerian. En todos los casos se ha estimado en primer lugar segun el Método basico, formado
por el sistema de ecuaciones (4.12) en el que se estima una tasa de depreciacion constante. En
segundo lugar, también para todos los paises excepto para Espafia (no se disponia de los datos
requeridos para todo el periodo muestral) se ha estimado el modelo de partida al que se le afiade

la ecuacion (4.15) sobre la amortizacion del capital. Posteriormente se ha intentado estimar una
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tasa de depreciacion endogena y en todos los casos los resultados han sido fructiferos, si bien
no siempre la variable explicativa ha sido la misma. Finalmente, a las anteriores estimaciones
hay que afiadir una dltima, la de mayor complejidad, en la que a la estimacion de la tasa
de depreciacion variable se le afiadia o bien informacion a priori sobre dicho pardmetro o bien
informacion contable. En de..nitiva, como se indica en las tablas que se presentan a continuacion,
se presentan para cada pais considerado cuatro estimaciones — las méas signi..cativas — en las

que se desarrollan los elementos que de..nen el marco metodoldgico.

A continuacion se pasa a presentar los resultados obtenidos al aplicar la metodologia descrita
anteriormente de estimacion del stock de capital a partir de la estimacion de una funcion de
produccion. Es decir, teniendo en cuenta conjunta o alternativamente la existencia de infor-
macién contable sobre la amortizacion del capital, la existencia de informacion a priori sobre
la tasa de depreciacion y la endogeneizaciéon de la tasa de depreciacién. Para llevar a cabo la
estimacion de los pardmetros teniendo en cuenta las particularidades anotadas de la expresion
del stock de capital — en particular el hecho de que el nimero de variables explicativas dependa
del periodo que se considere — se aplican las soluciones sugeridas en la Seccién 4.3.2.1 —. Como
resultado de ello se obtienen resultados satisfactorios en la aplicacién de la metodologia en la
estimacion de la tasa de depreciacion conjuntamente con los parametros de una funcion de pro-
duccién para Espafia, Francia, Reino Unido y Alemania. Los resultados encontrados arrojan
en algunos casos signi..cativas diferencias respecto de los valores de la tasa de depreciacion que
normalmente se consideran en los trabajos empiricos asociados a los datos de la contabilidad
nacional. En términos generales las tasas resultantes estimadas se encuentran entre el 4% vy el
6%, mientras que los valores que resultan mas familiares se encuentran en torno al 10%. En
todos los casos se ha estimado una funcion de produccion tipo Cobb- Douglas en la que se ha
supuesto la existencia de rendimientos constantes a escala. Las estimaciones resultantes se han

sometido a un conjunto de contrastes de validacion del modelo estimado.

Las estimaciones se han llevado a cabo por NLS, ML y SURE. En la mayoria de los casos
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ha sido necesario considerar el término de error del modelo como un proceso AR(1), si bien,
en algunos casos a medida que se consideraba una estructura méas compleja del modelo se
encontraba un nivel de correlacion del error de menor importancia. Estas particularidades
se recogen en detalle en las tablas correspondientes sobre las estimaciones de cada pais. Por
otra parte, el problema de la no identi..cacién del stock de capital inicial se ha solucionado
tomando un valor concreto para x ¢. Este valor se ha tomado de un rango de valores préximos
al que ..gura en las fuentes estadisticas para el afio 1969, eligiéndose el asociado al mejor ajuste

economeétrico.

En la Tabla 4.2 se presentan algunos elementos descriptivos de las estimaciones llevadas
a cabo para los distintos paises, en relacion con el periodo muestral, la valoraciéon monetaria
de las variables y el valor del stock de capital inicial tomado en las estimaciones. En relacion
con la variable Inversion, los datos que se han tomado para realizar la estimacion comprenden
solamente los relativos a la inversion no residencial, puesto que esta Gltima presenta por su
naturaleza escasa relacion con la capacidad productiva acumulada en el stock de capital. Por
otra parte, en la variable empleo, se ha omitido el del sector primario, por su escasa importancia
en el empleo total y en la produccion agregada. Para todos los paises excepto Espafia, los datos
de produccion, empleo (no agricola) e inversion (no residencial) han sido extraidos de los “OCDE
Economic Surveys” que este organismo publica para los paises miembros. En el caso de Espania,
los datos han sido extraidos de la base de datos Tempus, elaborada por el INE y accesible por
internet. La razon es que esta base de datos contaba con observaciones mas actuales que las de
los informes de la OECD.

Tabla 4.2. Informacién General sobre las Estimaciones
de la Funcion de Produccién para cada pais

Espafia Francia Reino Unido Alemania
Periodo muestral 1970 - 1997 1970 - 1992 1970- 1994 1970 - 1995
Valoracién de las variables  Mill. de Pts. Ff billions  Mill. de Libras Dm billions.
Afio base 1986 1980 1985 1980
Valor % g 1.3x107 255x104 401.1 2x108
Fuente datos Tempus. INE OCDE Economic Surveys
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Los resultados de las estimaciones para cada uno de los paises se recogen en las Tablas 4.3, 4.4,
4.5y 4.6. Las estimaciones de las funciones de produccién de los distintos paises considerados
se han sometido a los contrastes de hipotesis habituales obteniéndose como resultado que no
se rechazaban dichas hipdtesis nula, por lo que se aceptan como validas. Los contrastes que
se han llevado a cabo son: a) forma funcional, b) especi..cacion dinamica, c) cointegracién,
d) estabilidad, €) heteroscedasticidad, y f) variables omitidas. En general los resultados son
aceptables para las estimaciones elegidas. A continuacion se presenta en detalle los resultados

obtenidos y su interpretacion para cada uno de los paises.

Espaiia

Las metodologias descritas al principio de esta seccion se han aplicado con éxito para los datos
de la economia espafiola durante en periodo de 1970 a 1997. Se ha ajustado una funcién
de produccion tipo Cobb-Douglas, puesto que los datos no permitian una especi..cacion mas
compleja. Los rendimientos a escala se han considerado constantes, por argumentos tedricos y
porqgue los resultados que se encontraban en otro caso eran menos coherentes. La especi..cacion

estimada en primer lugar, en logaritmos es

**:*+***1*+**’§+(1 i*)***"'**

siendo x, el PIB, %, la constante, x 1,, una variable dummy (x 1, = Oxx - 1983xx 1, = Lok x 1983;
el periodo de corte se ha seleccionado como aquel que dio lugar al mejor ajuste entre todos los
posibles) x, el empleo, *,, el stock de capital y x,, el término de error aleatorio. En el modelo
ajustado se determin6 que el error seguia un proceso AR(1) en algunas de las especi..caciones,
lo que podria entenderse como el resultado de shocks en la productividad. Por tanto, el término
de error x, sigue el proceso x, = xx,;j1 + . Siendo %, » x (0%, )xLa estimacion de este modelo

en el que la tasa de depreciacion del stock de capital es constante ..gura en la columna I. Por
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otra parte se consider6 también una tasa de depreciacion variable, probandose como variables
explicativas una variable dummy y alternativamente la tasa de crecimiento del PIB. Por tanto,

el stock de capital y la tasa de depreciacion serian ahora

* %= (1 i **)* Xy

siendo *, = g + xpakdonde x, = x axen la columna Il (x 2, = Okx - 1989k 2, = Lk 1989;
el periodo de corte se ha elegido como aquel asociado al mejor ajuste entre todos los posibles)
Y *« = Cxken las columnas 111y IV.

En la columna IV se introduce informacion a priori sobre la tasa de depreciacion. Los principales
resultados empiricos obtenidos se presentan en la Tabla 4.3 (se han omitido otras estimaciones
menos signi..cativas). Todos los modelos se han estimado por maxima verosimilitud, suponiendo

que los errores seguian una distribucién normal.
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Tabla 4.3. Estimaciones de Espafia

1 11 () v

x 56 556 5.33 5.15
(20.7) (20.3) (18.4) (23.1)
x 03 045 032 .033
(2.56) (4.42) (3.26) (3.58)
x 7 71 68 65
(19.8) (19.2) (17.4) (21.9)
xo .0374 0384 .0597 0734

(1.64) (152) (2.66) (4.83)

*1 0077 -.178 -.201
0 (3.95) (1.96) (2.28)

x 51 39 4
(2.89) (n.s) (2.1) (2.2)
x .0102 00938 .00973 .0098

Jgk 3.74% 4.03% 5.48% 6.79%

En cuanto a la interpretacion de los resultados obtenidos, cabe sefialar en primer lugar que en
los cuatro modelos estimados la tasa de depreciacién media (que ..gura en la altima columna de
la tabla) se encuentra entre el 3.74 % (Columna 1) y el 6.79 %. (columna 1V). El valor obtenido
en la primera estimacién resulta demasiado bajo, por lo que se consideran especi..caciones mas
complejas del modelo. Asi la segunda columna en la que se estima una tasa de depreciacion
variable dependiente de la variable dummy * ,, da lugar a una tasa de depreciacion media del
4.61 %. Este valor resulta mas admisible a priori que el obtenido en la primera columna. Sin
embargo, la presencia de una variable dummy aunque requerida por los datos, debe ser explicada
econémicamente. Por esta razon se considerd en la columna Il la tasa de crecimiento de la

produccién como la variable explicativa de la tasa de depreciacion, lo que gener6 una tasa de
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depreciacion media del 5.48 %, mayor que las obtenidas previamente. El signo negativo del
coe..ciente del ratio de crecimiento de la produccion es negativo, lo que signi..ca que ante la
disminucion de la tasa de crecimiento del PIB, la tasa de depreciacion aumenta (y viceversa).
Esto puede ilustrar el hecho de que cuando la produccion y la demanda decrecen algunos de
los bienes de capital usados se desechan. Asi, la inversion juega el papel de mecanismo de
ahorro de costes, ademas de ser el medio de incrementar la capacidad de produccion. En la
segunda submuestra la tasa de crecimiento del PIB disminuye, por lo que la tasa de depreciacion
resultante aumenta respecto de la primera submuestra. Esta dinamica es consistente con la que
se ilustra en la columna Il puesto que la dummy explica un aumento en la tasa de depreciacion
para la segunda submuestra. En la columna IV se presentan los resultados obtenidos cuando se
combina informacion muestral con informacién a priori sobre la depreciacion. Tomando como
valor a priori para la tasa de depreciacion el 8% con un error estandar del 2%, la estimacion

gue se obtiene en promedio para el total de la muestra del 6.79%.

Francia

Siguiendo la misma estructura que en el caso anterior, en primer lugar se presentan las par-
ticularidades de los distintos modelos estimados. Los resultados de las estimaciones ..guran
en la Tabla 4.4, habiéndose omitido otras estimaciones menos signi..cativas. Finalmente se co-
mentan las estimaciones y los contrastes realizados. Se ha ajustado una funcion de produccion
tipo Cobb-Douglas. Tanto las pruebas realizadas con especi..caciones mas complejas como los
contrastes de validacion frente a una especi..cacion del tipo CES permiten justi..car esta elec-
cion. Se presentan un total de cuatro estimaciones. La columna | contiene los resultados de
aplicar el Método basico. Tomando logaritmos de la funcién de produccion Cobb-Douglas, la

especi..cacion que dio lugar al mejor ajuste es

k, =k okok, (L f * )k +*,
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siendo *, el PIB en logaritmos, x, la constante, x, es el empleo, x,, el stock de capital y *,, €l
error aleatorio, que admitia la presencia de autocorrelacion generada por un proceso AR(1). Por
tanto se incluyd en la estimacion la ecuacion * . = xk,j1 + %,k SieNdo *, > Kok (Oxx . )x El modelo
se estimo por NLS a partir de la transformacion Cochranne-Orcutt. En la columna Il ..gura la
estimacion del Método extendido (ecuaciones (4.15)). Se ha considerado un Unico x en ambas
ecuaciones. El modelo no restringido, con un parametro distinto de la tasa de depreciacion en
cada ecuacién no dio lugar a resultados razonables para la casi totalidad de los parametros, si
bien, la tasa de depreciacion asociada a la ecuacion (4.14) tomaba precisamente el valor que
..gura en la Tabla 4.4, es decir, de 10.5 %. En la columna Ill ..gura la estimacion del Método
general con informacion a priori, estimandose una tasa de depreciacion que depende de la tasa
de crecimiento de la inversion bruta. La informacidn a priori que se ha introducido es el valor
* = 007 y la desviacion de la restriccion estocastica asociada se tomd de 0404xFinalmente en
la columna IV nuevamente se presente una estimacion en la que se considera la variabilidad de
la tasa de depreciacion, siendo en este caso la variable explicativa x 2.%x 2, = 0 si x - 1975;
* 2. = 1si x _ 1976xEl afio de corte de la muestra se identi..co como el que dio lugar al mejor

ajuste entre todos los considerados.
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Tabla 4.4 Estimaciones de Francia

| 1 1 v

* -6.467 -5.492 -4.717 -5.004

(-9.908) (-4.9049 (-4.556) (-4.993)

x 0854 0.720 0.546 0.592
(6.171) (3.305) (3.019) (2.805)
xo  0.064 0.105 0.428 0.104

(80.17) (134.21) (3.927) (23.601)

*1 -0.349 -0.038
(2.471) (1.777)
* 0461 0.871 0.919 0.668

(2.165) (24.062) (34.803) (7.437)

0.064 0.105 0.068 0.074

*h

Las conclusiones que se extraen de los resultado se presentan a continuacion. De la estimacion
de la columna | resulta una tasa de depreciacion del 6.4%. Puesto que este valor tiene que ser
mayor que cero, se debe llevar a cabo un contraste de signi..catividad unilateral del que resulta
que esta estimacion es signi..cativa al nivel del 95% (este resultado también se encuentra en el
resto de estimaciones), siendo necesaria la introduccién de un término de error autorregresivo de
primer orden. En la columna Il ..gura la estimacion del modelo en el que junto a las ecuaciones
de la funcién de produccion y del stock de capital ..gura la ecuacion (4.14). EIl resultado
fundamental es que la tasa de depreciacion estimada llega a ser del 10.5 %, signi..cativamente
mayor que la que ..gura en la columna I. La estimacion conjunta de las ecuaciones se lleva a cabo
introduciendo la restriccion de igualdad del pardametro de la depreciacion en ambas ecuaciones
en las que aparece, e indudablemente el valor resultante se debe a la presencia de la ecuacion
gue contiene la informacion contable. Constata este hecho el resultado que se obtiene en la

estimacion del modelo sin incluir la restriccion de igualdad de la tasa de depreciacion en ambas
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ecuaciones. En ese caso, la tasa estimada correspondiente a la ecuacion (4.14) es exactamente la
misma que la que se obtiene en el modelo restringido. Esta estimacion por otra parte da lugar
a valores inadecuados para el resto de parametros, por lo que no se presenta. Cabe comentar
que la correlacion decae sensiblemente, lo que se refeja en la signi..catividad del estadistico
asociado a x y en comportamiento de los residuos resultantes, mas proximos al ruido blanco
que en el caso anterior. En la columna Ill (x variable dependiente de la tasa de crecimiento
de la inversion e informacion a priori (* = 008 y %, = 0-04)), se obtiene una tasa media de
depreciacion del 6.8 % que depende negativamente de la inversion, mientras por otro lado los
valores de la elasticidad de los factores resultan mas razonables a la luz de los resultados de
otros trabajos empiricos. Los relacion negativa entre inversion y tasa de depreciacion indica
gue ante aumentos de la tasa de crecimiento de la inversion, la tasa de depreciacion disminuye.
En el periodo analizado, el comportamiento de la inversion es ligeramente decreciente, y la tasa
de depreciacion resultante es creciente, oscilando entre el 4.4% de 1971 y el 9.4% de 1992. La
interpretacion econdmica podria estar asociada a que en los periodos en los que la inversion
cae por la pérdida de actividad economica, las empresas simultdneamente deciden acelerar el
proceso de amortizacion de sus activos, para sustituirlos en los periodos siguientes por activos
nuevos. Una vez que los activos se adquieren (en dichos periodos aumenta la inversion) el capital
nuevo se deprecia a una tasa menor. El valor medio de la tasa de depreciacion a lo largo del
periodo estudiado (6.8%), es coherente con los resultados encontrados en las columnas I,Il y
IV. En la columna 1V la tasa de depreciacion depende de una variable dummy siendo la tasa
de depreciacion media del 7.4%, y el valor de la elasticidad de los factores proximo a los de la
columna I1l. Segun se reteja, la tasa de depreciacion pasa del 10.4 % en el primer subperiodo
de la muestra al 6.6 % a partir de 1976. Estos resultados no son consistentes con los de la
columna Il puesto que en la segunda submuestra la inversion crece a una tasa media menor, y
por tanto la tasa de depreciacion deberia aumentar en la segunda submuestra. Sin embargo, la

escasa signi..catividad del pardmetro ; justi..ca esta contradiccion.
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Reino Unido

En cuanto a las particularidades del modelo estimado, al igual que en los casos anteriores,
se ha estimado una funcién de produccion tipo Cobb-Douglas con rendimientos constantes a
escala habiéndose requerido la consideracion de autocorrelacion AR(1) en el término de error del
modelo. Las estimaciones obtenidas con especi..caciones mas complejas no dieron lugar a valores
razonables para los parametros. Por otra parte se acepta esta especi..cacion como caso particular
de una funcion CES. Dada las propiedades de la autocorrelacion detectada se estimé el modelo a
partir de su transformacion de Cochranne-Orcutt mediante NLS o mediante el método SURE, en
funcion del caso considerado. En la especi..cacion del modelo resultd signi..cativa la inclusion de
una variable dummy para el intercepto en la mayoria de las especi..caciones y las metodologias
consideradas. Ademas de la estimacion simple de una funcién de produccién junto con el
parametro constante de la tasa de depreciacion, se estim6 el modelo incluyendo informacion a
priori, en forma de restricciones estocasticas y en otros casos teniendo en cuenta la informacion
contable sobre la amortizacion del capital. También se estim6 el modelo considerando una tasa
de depreciacion endogena dependiente del ratio de crecimiento de la inversion bruta. En este
altimo caso desaparece la autocorrelacion del error asi como la signi..catividad de la variable

dummy en la constante del modelo. Los resultados se presentan en la Tabla 4.5.

Tomando logaritmos de la funcién de produccién Cobb-Douglas, la especi..cacién que dio lugar

al mejor ajuste es

*e =k bk 1 kot (L ox st xs

siendo x 1, = 0 si x - 1982 y x 1, = 1 si % _ 1983; %, el PIB en logaritmos; *, la constante;
*, el empleo y %, el stock de capital. Distintos contrastes llevados a cabo sobre los residuos
condujeron a considerar la presencia de autocorrelacion de primer orden, de tal manera que se
considera que x, sigue el proceso x, = x+,;1 + %, siendo x, ruido blanco. Los parametros que

se han estimado son por tanto xxkk+x Yy »x En la columna | ..gura la estimaciéon del Método
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basico, en el que se estima una * constante. La estimacion de la columna Il ..gura la estimacion

del Método basico con informacion a priori, que es el modelo formado por las ecuaciones (4.12)

y (4.16) habiéndose tomado * = 008 y x, = 0-04. En la columna Ill ..gura la estimacién del

Método extendido modelo que combina la funcién de produccion con la ecuacion que relaciona la

amortizacién del capital con la inversion neta a través de la tasa de depreciacion. En la columna

IV se ha estimado siguiendo el Método general, es decir, considerando una tasa de depreciacion

enddgena y siendo la variable explicativa la tasa de crecimiento de la inversién. Como en los

casos de Espafa y Francia, se ha aplicado el denominado Método 1 de..nido en la Seccion 4.3.

Tabla 4.5 Estimaciones del Reino Unido

| 11 11 v
x1  -2.30465 -1.8391 4.4459 -1.0040
(-2.3512) (-3.2764) (10.6546) (-2.6379)
% 01268 0.1455 0.0499 -
(2.5269) (3.6899) (2.1517) -
*x 05160 0.4151 0.5505 0.1928
(2.1951) (2.8755) (4.9948) (2.1051)
* 06503 0.6678 0.6772 -
(4.8124) (6.3059) (4.5040) -
x0  0.0432 0.0767 0.0381 0.4894
(25.0675) (152.916) (76.4569) (7.9972)
*1 -0.4138
(6.0561)
* 00432 0.0767 0.038 0.0540

A continuacion se comentan los resultados de las estimaciones que ..guran en la Tabla 4.5. La

tasa de depreciacion estimada que ..gura en la columna | es del 4.3%. Otras especi..caciones

mas complejas dan lugar en general a valores mayores para este parametro. Asi., en la columna
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Il (método béasico con informacion a priori) se tiene como resultado una tasa de depreciacion
del 7.3% habiéndose introducido la informacion a priori del 8% con una desviacion estandar
de 0.04. En la columna Il (Método extendido) se estima el sistema de ecuaciones (4.15) y los
resultados arrojan una tasa del 3.8%, sin duda determinada por la informacion contable sobre
la amortizacion del capital. Finalmente, en la columna 1V se estima una tasa de depreciacion
variable que depende de la tasa de crecimiento de la inversion. El coe..ciente x; al igual que en
los casos restantes es negativo, sefialando que las empresas ante el aumento de la inversion que
incorpora nueva tecnologia, aminoran a corto plazo su tasa de depreciacion. La tasa media es
en este caso del 5.4 %. Cabe mencionar que en este Ultimo caso la especi..cacion del modelo
que dio lugar al mejor ajuste no presenta autocorrelacion en el término de error ni resultaba
signi..cativa la variable dummy que afectaba al término constante. Estos hechos pueden estar
explicados por la mejor medicion del stock de capital asociada a la estimacién de la tasa de
depreciacion variable. En conclusion, se podria concluir que la tasa media de depreciacion del
Reino Unido, a la luz de los resultados de la metodologias propuestas, se encuentra en una
banda del 4.5 %al 6.5 %, lo que la sitda en valores cercanos a los encontrados para los paises

analizados.

Alemania

En primer lugar se presentan las particularidades de los distintos modelos estimados y de las
metodologias asociadas a los mismos para estimar los parametros de interés. A continuacion
se presentan los resultados de dichas estimaciones en la Tabla 4.6 y ..nalmente se comentan
dichos resultados. Las estimaciones que se presentan son solo una seleccion de algunas de las
mas representativas, de un conjunto de estimaciones en las que se ha combinado de una u otra
forma las distintas posibilidades planteadas en la Seccion 4.3.3.1 Como en el resto de los casos
se presentan las estimaciones del llamado Método bésico (columna 1), del Método éxtendido
(columna I1) — por tanto, en las columnas | y Il se ha estimado el modelo considerando que

la tasa de depreciacion es constante — del Método general (columna 111) y del Método general
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con informacién a priori (columna IV) — por tanto en las columnas 111 y IV se ha estimado el
modelo considerando una tasa de depreciacion endogena dependiente de la tasa de crecimiento

de la inversion -

Al igual que en los casos del resto de paises se ha ajustado una funcioén de produccion tipo
Cobb-Douglas (otras especi..caciones mas complejas no dieron lugar a estimaciones razonables
y ademas, se acepta esta especi..cacion como caso particular de una funcién CES. Los métodos
de estimacién utilizados son como es habitual, NLS y en el caso del método extendido, el
método SURE. Tomando logaritmos de la funcion de produccion Cobb-Douglas, se presentan
a continuacion las especi..caciones que dieron lugar a los mejores ajustes segln la metodologia

considerada.

Columna Especi..cacion de la funcién de produccidn

Col. | e =k kokg (L] )t K

Col. 11 dp = ko 1ok (L] oK)+ x

Cols. 1y IV %= %+ kg + (1 | +)hky+ x; *p = kA1 Ky

siendo . el PIB en logaritmos, x, la constante, x, es el empleo, %, el stock de capital y *,,
el error aleatorio (en algunos casos con estructura AR(1) y x 1, = 0 si * - 1989; % 1, = 1 si

*_ 1990. Los resultados se presentan en la Tabla 4.6.
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Tabla 4.6 Estimaciones de Alemania

| I i v
*x  -5470 -5.714 -5.636 -5.560
(-9.419) (-14573)  (-10.197)  -11.499
* 0.030
(3.065)
* 053758 0.601 0.864 0.773
(4.019) (6.615) (8.402) 12.788
* 0.171 0.134
82.021 1.89
x0  0.045 0.062 0.326 0.313
(51.804) (91.123) (19.922) 21.730
*1 -0.234 -0.227
(-7.582) -7.599
X 0045 0.062 0.087 0.080

Las conclusiones que se extraen de los resultado se presentan a continuacion. En la columna
I se presentan los primeros resultados en los que la tasa de depreciacion constante estimada
es del 4.5%. Cabe sefialar que este resultado sobre la tasa de depreciacion llega hasta el 6 %
al considerar valores del stock de capital menores al elegido, manteniéndose las estimaciones
del resto de pardmetros muy parecidas. Se ha elegido la estimacion presentada por ser esta la
asociada a un mayor valor de la funcion de verosimilitud, y por el mejor comportamiento de los
residuos. En esta estimacion el término de error parecia estar correlacionado temporalmente,
pero al intentar modelizarlo con una especi..cacién del tipo AR(1), los resultados obtenidos no
eran satisfactorios. Por esta razén otras metodologias parecian justi..cadas, con el objeto de
obtener estimaciones mas robustas. En la columna Il, se presentan los resultados de aplicar el

Metodo extendido que afiade al método bésico la relacion entre la amortizacion del capital y
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la inversion neta, estimandose el modelo por SURE. Como resultado se obtiene que la tasa de
depreciacion estimada es ahora del 5.2 %y el resto de parametros permanece practicamente en
los mismos valores. Por otra parte, mejoran otras propiedades de la estimacién como el valor
de la funcién de verosimilitud, pero sigue apareciendo un cierto grado de autocorrelacién en
el error. En las columnas 11l y IV la tasa de depreciacion depende de la tasa de crecimiento
de la inversion privada. En ambos casos la relacidn que se encuentra es negativa, como en el
resto de los paises analizados, fuctuando la tasa de depreciacion estimada entre el 7.1 % vy el
12.5 %. La tasa de depreciacion media se encuentra en el 8.7 %. En la columna IV se lleva a
cabo la estimacion del mismo modelo, pero teniendo en cuenta la combinacién de informacion
a priori sobre la tasa de depreciacion. Los resultados son muy parecidos a los de la columna
111, siendo la tasa media de depreciacion del 8 %. En general, la estimacion de la columna IV
tiene mejores propiedades. Los valores a priori tenidos en cuenta son * = 008 y x, = 0-04x
En estos dos ultimos casos, resulta signi..cativa la estimacion del modelo transformado para su
estimacion Cochranne-Orcutt, y el residuo obtenido no posee autocorrelacion signi..cativa, por
lo que la estimacion de la columna IV resulta ser la de mejores propiedades y la asociada a los

valores mas aceptables en general para los parametros.

En las siguientes secciones se contempla la solucién del problema de estimacién del stock
de capital aplicando el método de Estimacion Indirecta bajo Restricciones Estocasticas (11SR)
de..nido en el Capitulo 3. En primer lugar, en la Seccion 4.4, se llevan a cabo un conjunto
de simulaciones en las que se estima una familia de modelos en los que el stock de capital
esta determinado por una tasa de depreciacion endogena (estocastica y no estocastica). En la
Seccion 4.5 se da un paso adicional al describir un modelo en el que ademas de las propiedades
introducidas en los primeros modelos se afiade una perturbacion estocastica a la elasticidad de
los factores de la funcion de produccién, a la tasa de depreciacién y se incorporan restricciones
estocéasticas no lineales sobre dichos parametros. El propoésito de dicho ejercicio consiste en

aplicar la metodologia de..nida y valorar las posibilidades de su funcionamiento.
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4.4 Estimacion del stock de capital mediante ISR

En la seccion anterior se presentaron una serie de resultados empiricos en los que se imple-
mentaban determinadas metodologias que permitian la combinacion de informacién muestral,
contable e informacién a priori sobre los parametros. Estas metodologias se aplicaron a mod-
elos especi..cos y en de..nitiva se basaban en la implementacion de los métodos de estimacion
tradicionales, como minimos cuadrados no lineales (NLS), maxima verosimilitud (ML) o SURE.
Los resultados obtenidos al respecto fueron aceptables y por consiguiente, al menos en princi-
pio, los métodos de estimacion tradicionales constituyen herramientas e..caces para resolver los
problemas relacionados con la estimacion del stock de capital a partir de la estimacion de una
funcion de produccion. Este es el punto de partida de lo que se presenta a continuacién, que
basicamente consiste en la solucion del mismo problema pero en este caso mediante métodos
econométricos basados en la simulacion. Es necesario, antes de seguir adelante, justi..car la
aplicacion de los métodos basados en la simulacion a este problema en principio resuelto por los
métodos tradicionales de estimacion. Varias razones se presentan para argumentar este paso.
En primer lugar, en el analisis empirico presentado en las Seccion 4.3 la estimacion por ML
no siempre resulto factible. Aunque es equivalente a la estimacion NLS en muchos casos se
presentaron problemas de convergencia en los algoritmos de minimizacién. Estos problemas
podrian estar relacionados con los valores iniciales de los parametros y con la complejidad de
la funcién de verosimilitud en el modelo que consideraba la existencia de autocorrelacion en
el error y al mismo tiempo una tasa de depreciacion enddgena. Otra razon es la necesidad de
considerar estructuras tedricas mas fexibles en la tasa de depreciacion que permitan explicar
mejor el stock de capital y obtener mejores ajustes en la funcién de produccién, por ejemp-
lo, considerar una tasa de depreciacion multivariante, bien una dependencia no lineal con sus
variables explicativas o introducir un elemento estocéstico en la ecuacion de la tasa de depre-
ciacion. Este caso requeriria que las restricciones estocasticas sobre este pardmetros recogieran

dichas propiedades, lo que sin duda afadiria mayor nivel de complejidad en el uso de los méto-
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dos tradicionales de estimacion. Finalmente, la consideracion de variabilidad estocéstica en los
parametros del modelo requiere métodos de estimacion basados en la simulacion. Por tanto,
como conclusion, puede decirse que si bien se pueden implementar las metodologias sugeridas
basadas en los métodos tradicionales de estimacion para medir el stock de capital a partir de
una funcion de produccion, estos métodos no siempre funcionan adecuadamente o no consti-
tuyen las herramientas adecuadas. Por otra parte, es patente la necesidad de disefiar modelos
mas so..sticados en los que se consideren formas méas fexibles del patron de depreciacion en los
que seria especialmente Gtil combinar la informacién a priori sobre los parametros con la infor-
macion muestral. Las cuestiones apuntadas hacen razonable proponer el uso del método ISR
para estimar el stock de capital en los escenarios considerados. El objetivo de ésta y la siguiente
seccion es ilustrar el funcionamiento de esta metodologia en el marco de algunos modelos de

interés macroeconométrico.

A continuacién se describen los ejercicios de simulacion en los que se estima junto con los
pardmetros de una funcién de produccion, la tasa de depreciacion y por tanto el stock de cap-
ital mediante el método IISR. La idea de los ejercicios que se disefiaron y cuyos resultados se
presentan es ilustrar mediante una familia de modelos la implementacion del método ISR en
la estimacion del stock de capital cuando la tasa de depreciacion es variable y se dispone de
informacion a priori sobre la misma. Los distintos modelos que pasan a describirse contienen
mayores niveles de complejidad sucesivamente a medida que se incorporan elementos adicionales
en el modelo de partida, bien por la estructura de la tasa de depreciacién, que pasa de consid-
erarse constante a estocastica, por el caracter de los parametros de la funcion de produccion,
que también pasan a considerarse variables, y por el caracter de las restricciones estocésticas,

gue se suponen lineales inicialmente y pasan a considerarse no lineales posteriormente.

En las siguientes secciones 4.1 y 4.2 se describen dos modelos en los que la produccion
depende solo del stock de capital — en la siguiente seccién se modi..ca este supuesto, si bien se

puede justi..car interpretando las variables produccion y capital en unidades per-capita, como
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es habitual en modelos de crecimiento. EI contenido de dichas secciones es desarrollar un
modelo basado en una funcion de produccion en el cudl el stock de capital esta determinado
por una tasa de depreciacion enddgena, inicialmente considerada no estocastica (Seccion 4.4.1)
y posteriormente considerada estocastica (Seccion 4.4.2). Estos modelos se consideran marcos
plausibles en los que implementar el método de estimacion IISR. El objetivo es, por tanto,
valorar el funcionamiento del método disefiado en el Capitulo 3 como instrumento para resolver
el problema econométrico que se plantea, que es el de la estimacion del stock de capital en

algunos casos en los que la estimacion por maxima verosimilitud resulta complicada.

4.4.1 Modelo 1: Una tasa de depreciacion no estocastica

El primero de los modelos, al que se denota M1, viene dado por las siguientes ecuaciones:

*e = ok HT (4.17)

* % = **+(1 i**)**il

siendo %, » x (0xx2) y 0« % x 1xPor otra parte, la tasa de depreciacion es enddgena y esta

dada por la ecuacion

Ky = Kp A1y (4.18)

siendo x, = (% i *j1)*kj1, la tasa de variacion de la inversion. La idea economica que
sostiene este supuesto se fundamenta en que el progreso tecnoldgico se incorpora en el proceso
productivo mediante las decisiones de inversion llevadas a cabo por las empresas. Dicho progreso
tecnologico explica la mayor productividad de los nuevos bienes de capital en relacion a los
antiguos, lo que equivale a que en éstos se genere una depreciacion por obsolescencia. La
dindmica de la depreciacion del capital generada por el progreso tecnoldgico, es decir, aquella

parte de la depreciaciéon asociada a la obsolescencia, se puede considerar dependiente de la tasa
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de crecimiento de la inversion en bienes de capital nuevos. El anterior argumento econémico
conduce a que la relacion entre la tasa de depreciacion y la tasa de crecimiento de la inversion
es positiva y por tanto x; « 02xLa otra parte de la depreciacion, relacionada por la pérdida de
capacidad del capital asociada al desgaste de los bienes de capital como consecuencia de su uso
en el proceso productivo, estaria recogida en el término xyxPor otra parte, se tiene informacién
a priori sobre x+xdada por el valor xxEs necesario hacer consistente el valor que se tiene a priori
sobre x y la restriccion estocéstica asociada con la forma funcional de x dada por (4.18). Una

forma de hacerlo es tomando esperanzas de (4.18) con lo que se tiene

1
* = %o+ x1#

siendo ¥ = x (%) Y # = * (x)* Puesto que el dato que se tiene a priori sobre la tasa de
depreciacion es un estimador insesgado del parametro, debe cumplirse que ¥ y * sean valores
estadisticamente cercanos. Llamando R a la media muestral de * y teniendo en cuenta la
expresion (4.18), la restriccion estocastica asociada a la informacién a priori * puede escribirse

como

F =4+ xR +x (4.19)

siendo x » * (0xx,), independiente de * y x, se determinada a priori y debe ser consistente con
las creencias que se tengan sobre el parametro. Los parametros del modelo se agrupan en el
vector x = (x»xoxk1 )x EN de..nitiva, se tiene que el modelo M1 esta dado por las ecuaciones
(4.17), (4.18) y (4.19). Se trata de un modelo no lineal con informacion a priori y se puede en
principio estimar por NLS o ML bajo restricciones estocasticas (método SR del Capitulo 2). Si
bien este modelo ha sido estimado en la Seccion 4.3.3 a partir de datos de distintos paises, ahora

se ha estimado por el método IISR, con el ..n de dar un primer paso en la solucion de este tipo

2En el anélisis empirico Ilevado a cabo se obtuvo %1  0xUna posible explicacion es que en periodos de recesion
en los que cae la inversion, las empresas deciden disminuir su capacidad productiva retirando el capital instalado.
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de problemas. Los datos sobre los que se ha aplicado la estimacion ISR han sido generados

como pasa a describirse a continuacion.

Se han generado series de tamafio x = 50 de las variables inversion, tasa de depreciacion,
stock de capital y produccién. De estas variables, solo la produccion y la inversién son observ-
ables y por tanto son las Unicas que se utilizardn para llevar a cabo la estimacion, puesto que

la tasa de depreciacion y por tanto el stock de capital son desconocidos.

i) Inversion. Se ha generado una serie de inversion de tamafio 200 de la que se han tomado los

altimos 50 elementos. El proceso que ha generado la inversion es

* = 100 + 08x;1 +50a log(») + * «

%, > % % (0x100)

El valor inicial es xp = 1600xSe ha tomado este valor para x para garantizar que la serie tomara

siempre valores positivos.

ii) Tasa de depreciacion. Se ha generado siguiendo el proceso indicado en la ecuaciéon (4.18) y
tomando xp = 007 y x1 = 0402xEstos valores de los parametros se han elegido de tal manera que

dieran lugar a una tasa de depreciacion cuyos valores oscilan entre 0.04 y 0.12 aproximadamente.

iii) Stock de capital. Se genera a partir de la ecuacion del inventario permanente

**:**_"(l i **)* *jl

tomandose como x o = 52000%*, Y *, generados en i) y ii) respectivamente. Se ha tomado este
valor para x o simplemente para generar una serie de x , acorde con los valores de xxy que
tuviera el comportamiento esperado para esta variable. Ademas, se ha considerado la condicion

de estado estacionario de x , de un modelo de crecimiento % ,;1 = %o* teniendo en cuenta el
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valor correspondiente %1 y el valor medio de x«

iv) Produccion. Se genera a partir de la ecuacion de la funcion de produccion:

log*x. = *10g(x x) + *

T ()

siendo x =04y x, = 0001. El valor que se ha tomado para *, determina, dados los valores de
los parametros = y de la varianza de log(x ), un coe..ciente de determinacion de 0.7, siguiendo
la relacion apuntada en el capitulo anterior que vincula x 2y la varianza del error de la ecuacion

de la variable endogena (véase la nota a pie de pagina de la Seccién 3.3.1 del Capitulo 3).

De lo indicado hasta aqui el resultado es que se dispone de las variables (xx)* las Unicas
que son observables, generadas por el vector de pardmetros x = (x xxgxk1) = (04x0-:07x0:02).
Los resultados obtenidos al aplicar la metodologia ISR sobre el modelo descrito y los datos

obtenidos del proceso indicado ..guran en la Tabla 4.7 y a primera vista resultan satisfactorios?.

®El modelo auxiliar que se ha utilizado, necesario para el desarrollo de la metodologia de la inferencia indirecta,
es uno de los modelos auxiliares utilizados en la seccion 4.2, (Modelo auxiliar Caso 11), y su especi..cacion se indica
en dicha seccion al analizar la segunda familia de modelos M2 en la que se considera una tasa de depreciacion
enddgena y estocastica.
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Tabla 4.7. Media y Desviacion Tipica de los Estimadores
Il'y ISR del Modelo M1. (H = 1000)

*0 = (krxpik1) = (044x0,07%0,02)

Método |1 Meétodo ISR
* 0.4025 0.3998
(0.0142) (0.0006)
*0 0.0741 0.0697
(0.0186) (0.0007)
*1 0.0285 0.0264
(0.0645) (0.0602)

De los resultados que se observan se obtienen dos conclusiones inmediatas. La primera es que
dadas las propiedades de las estimaciones, la media y la desviacion tipica de un total de 1000
simulaciones y estimaciones, se ilustra de manera clara el funcionamiento de dicha metodologia
aplicada a la estimacion del stock de capital. La segunda conclusion es que se observa una
clara ganancia de e..ciencia respecto de los resultados obtenidos al realizar la estimacion por el
método 11, es decir, sin tener en cuenta la informacién a priori sobre la tasa de depreciacion.
Este resultado con..rma lo que predice la teoria su..cientemente discutido a lo largo del Capitulo
3 al describir y motivar el estimador IISR. En relacién con la informacién a priori cabe sefialar
que el valor que se introdujo en la restriccion estocastica que representa la ecuacion (4.19) es

% = 0407 mientras que la desviacion tipica asociada es x, = 0:02%

4.4.2 Modelo 2: Una tasa de depreciaciéon estocastica

A continuacion se describe una familia de modelos (M2) que parten del modelo M1, pero en los
gue la tasa de depreciacién contiene un término de error ademas de las variables explicativas.
Se consideran varios escenarios, en funcion del patron estocastico de la depreciacion, habiéndose

llevado a cabo una serie de replicaciones y estimaciones del modelo para cada uno de los mismos.
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Como se ha indicado en el caso de M1, la existencia de un patron para la tasa de depreciacion
y la existencia de informacion a priori requiere una ecuacion adicional para hacer consistentes
ambos aspectos en la estimacion. Se trata de la ecuacion equivalente a la ecuacion (4.19) del

modelo ML1.

i) Caso |I. La tasa de depreciacion contiene un elemento deterministico y otro estocastico, de

distribucion normal. Es decir,

iy = k0 KLk ok (4.20)

SIeNdo xx = (% T *j1)%xg1 Y * » * (0xx2)xPor tanto,

2

* 3 % (ko Frpbk  *[x2 +%x2)
En este caso la ecuacion adicional que se incluye en la estimacion sobre la informacién a priori

es la misma que en el caso del modelo M1, es decir, la ecuacion (4.19).

i) Caso Il. La tasa de depreciacion viene dada solo por el término del error, cuya distribucion
se supone uniforme, (también podria ser normal). Es decir, en este caso, xg = x; = 0y

* > x [k4 ;K4 |¥POr tanto,

* Tk D ok [ ) ke | (4.21)

En este caso los parametros a estimar relacionados con la tasa de depreciacién son la media y
la varianza de la variable uniforme, lo que equivale a estimar los limites x, y %, del intervalo.
En cuanto a la informacion a priori y su compatibilidad con la anterior ecuacion, es necesario

tener en cuenta que al suponer que dicha informacion es valiosa deberia consistir en un valor *
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que pertenezca al verdadero intervalo en el que fuctta ~xEn general podria modelizarse como

F =% & [Fy; ke (4.22)

siendo k£, Y %, valores proximos a x. Y xx puesto que éstos, son en realidad desconocidosx

iii) Caso Ill. La tasa de depreciacion sigue un proceso autorregresivo, por tanto viene dada

por la expresion:

*y = kg F kyrigl A (4.23)

siendo x » x (Oxx2)xjxqj * 1x—con el ..n de evitar duplicidad en la notacion se denomina a los
parametros de x, como %g Y x1 en lugar de xo y x1 — Nuevamente es necesario hacer compatible
la anterior ecuacion con la informacion a priori *. Se trata de que el valor a priori conocido *
sea aproximadamente el valor esperado de la distribucion de xxAl ser un proceso estacionario,
* (%) = % = xo*(1 i *1) Y la informacién a priori puede parametrizarse como una restriccion

estocastica de la manera

+ % (4.24)

En de..nitiva, se ha de..nido una familiar de modelos en los que la tasa de depreciacion es
estocastica existiendo informacion a priori sobre la misma. Esta familia contiene tres versiones
del modelo M2 en funcién del proceso que se considere para explicar la tasa de depreciacion.
Puesto que la tasa de depreciacion es estocéstica es necesario estimar por simulacién. Teniendo
en cuenta todas las propiedades de los modelos, el método de estimacion a utilizar es el de 1ISR.
Los tres modelos contienen la ecuacion (4.17) y ademas las ecuaciones (4.20) y (4.19) en el Caso
I; las ecuaciones (4.21) y (4.22) en el Caso 11y las ecuaciones (4.23) y (4.24) en el Caso 11l. Las

caracteristicas del método de estimacién implementado se describen a continuacion.
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Simulacion de los datos

Se pasa a describir a continuacién el proceso de generacion de los datos a partir de los cuales se
lleva a cabo la estimacion. Se han generado series de tamafio x = 50 de las variables inversion,

tasa de depreciacion, stock de capital y produccion.
i) Inversién. Generada de idéntica manera que en el M1

ii) Tasa de depreciacion. Se han considerado tres casos en cada uno de los cuales la tasa de
depreciacion estd determinada por un proceso especi..co como se indica en la Tabla 4.8 Los
valores elegidos para los pardmetros determinan una tasa de depreciacion que fuctla entre el 4

y el 12 por ciento en la mayoria de las ocasiones y en todos los Casos.

Tabla 4.8. Propiedades del Proceso x, a usar en las Simulaciones del Modelo M2

Caso | Caso 11 Caso 111
doue = k0 F A1 (Ghe T Aej D) Fheg 1) F ke * = % 2 & [y K, ] K = kg F A g1 K
*0 = 0406; *o =0+ *, = 0035, «, =042 *0 = 0037; x1 =046
*, = 0004 * (%) = 0075; *,, = 0082 *, =04002

iii) Stock de capital. Se ha generado de idéntica manera que en M1, pero teniendo en cuenta los

*4 generados en ii).

iv) Produccion. Se ha generado de idéntica manera que en M1, por tanto, teniendo en cuenta

el proceso

log*x. = *10g(x x) + *

Ky M ke Kk (Oroky)
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siendo x = 04 y x, = 05001. El valor que se ha tomado para %, determina, dados los valores

de los parametros = y de la varianza de log(x ), un coe..ciente de determinacion de 0.7.

De lo indicado hasta aqui el resultado es que se dispone de las variables (x.*)*las Unicas que
son observables, generadas por el vector de parametros x = (% xxgkkirxy )xsiendo x = 04 y el

resto de valores los indicados en la Tabla 4.8.

La estimacion indirecta bajo restricciones estocasticas

A continuacion se pasan a describir los aspectos relevantes de la estimacion indirecta llevada a
cabo sobre el modelo M2 partiendo de los datos originales — simulados — de la subseccion anterior.
Como se ha indicado, la estimacion indirecta se lleva a cabo haciendo uso de informacion a priori
existente sobre la tasa de depreciacion y ésta se incorpora en el modelo en forma de restricciones
estocasticas. Puesto que la e..cacia del uso de la informacion a priori depende de la calidad de
la misma, naturalmente se supondra que en todos los casos la informacion a priori disponible
es consistente con el proceso original que ha generado los verdaderos y desconocidos valores de

* en el periodo muestral.

La implementacién del método IISR requiere la especi..cacion de un modelo auxiliar y un
criterio de estimacion asociado al mismo (véase los Capitulos 2 y 3 la de...niciones de los métodos
Il e IISR). A este respecto, se proponen los siguientes modelos auxiliares, elegidos en funcion
de la calidad de las estimaciones resultantes y de su adecuacién al funcionamiento del criterio

principal en la implementacion del método IISR.

Modelo Auxiliar Caso | =~ @k, = %1 Cokyj1 + * o Cobkyg 2 F *gik, 3+ Kk gk, + %,

Modelo Auxiliar Caso Il Heye = Kk ks kool | k4G 1) T oKy

Modelo Auxiliar Caso 111 ok, = kg ok gk, g Fokghkg o ok ok ok
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Se trata de modelos razonables desde el punto de vista econémico en los que la produccion
aparece explicada por variables observables corrientes y retardadas. EI nUmero de retardos se
ha elegido después de realizar un elevado nimero de estimaciones y seleccionar aquellos retar-
dos estadisticamente signi..cativos y que al mismo tiempo dieran lugar a especi..caciones que
no generaran multicolinealidad. Este método se puede considerar como una sugerencia para
determinar el modelo auxiliar a partir de una relacion basica sobre las variables de interés en
este tipo de modelos ya que no existe un criterio a priori para determinar el modelo auxiliar y
la calidad de las estimaciones resultantes es sensible al mismo. El criterio asociado al modelo
auxiliar es la estimacién por minimos cuadrados ordinarios (OLS) del vector x en el modelo
auxiliar que se elija de los anteriores. Se considerard uno u otro en funcién del supuesto consid-
erado para x debido a que la convergencia no se obtuvo en todos los Casos con el mismo modelo
auxiliar. Véase que en cualquiera de los Casos el nimero de parametros del modelo auxiliar es

al menos el del modelo original.

El estimador de x del método IISR es el valor X,..« que cumple
Foxx =argminfx g

siendo, para el caso concreto que se considera

*, = hi\ i XQ*(*)** IO(* "% 4x2) h? i XQ*(*)**I +(;;i+2(;;))2 (4.25)

*
y % el estimador OLS del modelo auxiliar estimado a partir de los datos originales, %, el
estimador OLS obtenido con los datos simulados en cada una de las x estimaciones del modelo
auxiliar, * el valor asociado a la informacion a priori sobre la tasa de depreciacion y x (¥) la
esperanza de la restriccion estocastica asociada a la informacién a priori. Esta tendrd una
especi..cacion determinada en cada uno de los casos considerados, como se indica en la Tabla

4.8, al igual que el valor tomado para x,. La matriz de distancia es en general la inversa de
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la matriz de varianzas y covarianzas de x«es decir, (x "x xx2)xEn general «2 sera desconocido,
pero en este caso se ha supuesto que dicho parametro es conocido para simpli..car el problema,
si bien, estimar dicho parametro a partir de los otros no supone mayores complicaciones, a

partir de los residuos del modelo.

A continuacion se indican los aspectos relevantes de la estimacion I1SR. Es necesaria una de-
scripcién detallada de algunos aspectos centrales del método de la estimacion indirecta aplicada

al problema planteado. Estos se concretan en los siguientes puntos:

i) A priori se generan las perturbaciones fxigy fxfg x = Lok Y %= Lawkx (Siendo x =100y
* =50y * el indice de cada simulacién) a utilizar en la simulacion de la produccién y de la tasa
de depreciacion respectivamente. El error xf se genera con la varianza verdadera, como si este
parametro fuera conocido. Podria considerarse desconocido y su estimacion llevarse a cabo a
partir de los residuos del modelo. Puesto que el interés reside en comprobar el funcionamiento
del método en la estimacién de parametros estocasticos, se considerd la varianza de x conocida.
Por el contrario, la varianza de x se supone que es desconocida, por lo que el error simulado
es simplemente una variable x%* » « (0x1) a partir de la cual se simula x* para un  dado (en

concreto para un valor de x) seglin la ecuacion x* = x,#%x

ii) Se simula el modelo original para un x dado. La simulacion de la produccion requiere la del
stock de capital y esta a su vez la de la tasa de depreciacion, que es una parametro estocastico.

Por tanto, la produccion simulada vendra dada por la ecuacion

logx, = % log(* ;) + %

siendo % » ko (0+0001) (recuerdese que se supone %, conocido) y a su vez  * es el stock

de capital simulado, esta determinado por la ecuacion

*F=x+ i *:)*:il
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La simulacion del stock de capital que tiene lugar durante la simulacion del modelo original
se lleva a cabo a partir de una simulacion «; de la tasa de depreciacion — en funcion de la
especi..cacidn que se haya supuesto en cada uno de los casos —. La tasa de depreciacion simulada
se genera a partir de x; y de la expresion original conocida. Asi, por ejemplo, en el Caso I, la

expresion de % es

* — *
*, = k0 Foxk K

y %, Se genera a partir de procesos estocasticos especi..cos indicados en la Tabla 4.8, pero
suponiendo que %, es desconocida. Para el Caso Il, por ejemplo, vemos como simular una
variable uniforme en un intervalo de interés [x;%] partiendo de una variable x* » x [0;1]xLa

expresion a tener en cuenta para dar lugar a una tasa de depreciacion en la simulacion sera

K=k (x f *)kg

Dadas las propiedades de la distribucion uniforme, los extremos del intervalo determinan las
propiedades de la distribucion, es decir, su esperanza y su varianza, que son los parametros a
estimar. Asi, x (*) = (x0 + *1)*2 Y * (*) = (%1 i *0)?x12«Por tanto, al estimar el intervalo se
estiman las propiedades de la tasa de depreciacion estocastica. La simulacion se lleva a cabo
en este caso como sigue: dado un x = (x%kp*xx1) a partir del cual se simula el modelo original,
se tiene un intervalo para la distribucion uniforme de x como se ha indicado anteriormentex A
partir de esa realizacion de una distribucion uniforme y de los datos originales de la inversion

se genera el stock de capital y la produccion simulados, a utilizar en la estimacion indirecta.

Debe recordarse que los vectores de perturbaciones simulados se utilizaran en la simulacion
del modelo original y permanecen constantes para cada x del algoritmo de minimizacion del
criterio de la estimacion indirecta. (véase el Capitulo 2 sobre la importancia de esta particular-

idad).
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iii) Se calcula % a partir de los datos originales y del modelo auxiliar elegido.

iv) Se realizan para cada = un total de x = 100 simulaciones del modelo original segun se

indica en ii) a partir de las perturbaciones simuladas en i) y se estima, para cada una de esas
B B . , * . M

replicaciones, el modelo auxiliar por OLS calculandose * (). Posteriormente se calcula la media

P
de dichos estimadores, es decir, 4‘*(*)** para un x dado.

v) Se minimiza el criterio x , indicado en (4.25) respecto de x+obteniéndose el estimador ¥,  *

Resultados de las simulaciones

El ejercicio llevado a cabo ha consistido en realizar 1000 replicaciones y estimaciones del modelo
original por el método IISR como se ha indicado en el apartado anterior. En la Tabla 4.9 se
presentan la media y la desviacion tipica de las estimaciones obtenidas para cada uno de los
parametros en el Monte Carlo. En la Gltima ..la de la tabla ..guran los valores de los parametros
verdaderos en cada uno de los Casos, con el ..n de valorar las propiedades de los resultados del

ejercicio realizado.
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Tabla 4.9. Media y Desviacion Tipica de los Estimadores ISR del Modelo M2

H = (1000)

Caso | Caso Il Caso |11

*e = K0 F ALK F A K=k D>k [**;**] e = kgt kpkejl FoKs

xo  (0.4,0.06,0.01,0.004)  (0.4,0.03,0.12) (0.4, 0.06, 0.2, 0.02)

* 0.400 0.403 0.3998
(0.002) (0.012) (0.0038)

*0 0.060 0.038 0.0413
0.003 (0.016) (0.0335)

*1 0.009 0.118 0.4499
(5.4x10i4) (0.046) (0.4465)

*2 0.004 - 0.0266
(8.7x101°) - (0.0408)

En el Caso Il la tasa de depreciacion se distribuye como una variable uniforme en el intervalo
[*,*%, ] Y se supone que se tiene informacion a priori sobre los dos parametros que caracterizan
esta distribuciéon. Dada la relacion univoca existente entre los limites del intervalo y la media
y la varianza de la distribucion uniforme, la existencia de informacion sobre los limites del
intervalo y no sobre su esperanza, implica que, de hecho, se tiene informacion sobre la varianza
de la distribucion. Este supuesto no es demasiado exigente, puesto que en de..nitiva supone
tener una cierta idea sobre un rango de valores sobre los que con una probabilidad muy alta
varia la tasa de depreciacion. Supongamos que la informacion a priori que se tiene sobre los
limites del intervalo consiste en los valores %, y %, y que dicha informacion se modeliza en

forma de restricciones estocasticas como se pasa a indicar a continuacion:

ke = okt

;G* = ** +*2
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siendo %1 y % dos variables independientes de distribucion x (Oxx,)* El valor de x, por con-
struccion esta asociado al grado de incertidumbre que se tiene en relacion con la informacion a
priori. Por esta razén no es demasiado restrictivo suponer que la varianza de x; sea igual a la
de xo*xYya que en de..nitiva se trata de la incertidumbre sobre los limites de un mismo intervalo.
En la préctica los valores que se han tenido en cuenta son *, =004 y ¥, = 0«3xmientras que
se ha tomado como valor de la desviacion tipica el valor x, = 05002« El término asociado a la
restriccion estocastica en la funcion objetivo de la que se obtiene el estimador X« , €S decir,

el ttrmino (x j *)“©251(* i *) (véase el Capitulo 3, la de..nicidn del estimador 1ISR) es

Fe i %)%+ i i %0)°

x i 0O %)=

22
pUEStO que en este caso,
2 3
2 3 « 2 3
010
v = § zg*é:ﬁ%
001 *1
*1
2 3
20
©2 = 2 > g

y por otro lado, «' = (¥, x%, )xLos resultados que para este caso se han encontrado son satisfac-
torios, como se ilustra en la segunda columna de la Tabla 4.9. De las tres versiones del modelo
M2, la del Caso I, en la que la tasa de depreciacion sigue un proceso AR(1) es la que arroja
los peores resultados en las simulaciones, especialmente en relacion al sesgo del estimador de *;

y su varianza, tal y como puede observarse en la tercera columna de la Tabla 4.9.

Las conclusiones que se sacan del ejercicio llevado a cabo es que el método de estimacion in-
directa bajo restricciones estocasticas funciona adecuadamente en general aplicado al problema

de estimacion del stock de capital cuando éste esta determinado por una tasa de depreciacion es-
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tocastica. Los casos que se han disefiado se sugieren como escenarios razonables para modelizar
el proceso de una tasa de depreciacion estocastica, y el método ISR como una herramienta ade-
cuada. Finalmente, resulta interesante abordar algunas extensiones de los modelos planteados
mediante la introduccidn de parametros estocasticos y restricciones estocasticas no lineales en el
modelo. Con la introduccién de las restricciones estocasticas no lineales se puede introducir mas
informacion disponible sobre la tasa de depreciacion que mediante las restricciones estocasticas

lineales.

4.5 Estimacion ISR con restricciones no lineales y parametros

estocasticos

En la mayoria de los modelos econdmicos, también en los descritos en la seccién anterior, la
teoria proporciona informacion a priori sobre los parametros, como por ejemplo, la relacionada
con el signo de determinados coe..cientes. Otra fuente de informacion mas ajustada sobre
los parametros es la que procede de los resultados empiricos realizados de dicho modelo, bien
calculada a partir de los datos de otras economias o de distintos periodos muestrales. En el caso
de la tasa de depreciacion, por ejemplo, la teoria indica que se trata de un parametro positivo
— puesto que el capital se deprecia como consecuencia del proceso productivo —y los resultados
empiricos indican, al menos en la mayoria de las economias desarrolladas, que los valores podrian
encontrarse entre el 4 y el 12 por ciento con una probabilidad muy alta. La cuestion que se
aborda a continuacion es la de incorporar este tipo de informacién, relacionada con el signo
y un rango de valores razonables para el parametro, modelizandola en forma de restricciones
estocasticas, lo que conduce a las restricciones estocasticas no lineales. En esta seccion se
desarrolla un ejercicio de estimacion por el método de estimacion indirecta bajo restricciones
estocasticas de un modelo basado en una funcion de produccion, en la ecuacion del stock de
capital y en una ecuacion de comportamiento de la tasa de depreciacién. Las particularidades

de este modelo son, por una parte, que tanto las elasticidades de los factores como la tasa de
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depreciacion son pardmetros estocasticos, 1o que hace necesaria la estimacion por simulacion
y por otra parte, la introduccion de informacion a priori sobre el pardametro, tanto un valor
concreto como informacién relativa al signo y a un rango razonable para el parametro. Esta
informacién se incorpora en el modelo en forma de restricciones estocasticas no lineales. El
método de estimacion, al igual que en la seccion anterior es IISR. A continuacion se pasa a
describir en detalle el modelo, algunos aspectos relativos a la estimacion y los resultados de los
ejercicios de simulacion realizados con el ..n de contrastar la operatividad del método sugerido

aplicada sobre el modelo que se describe.

45.1 EIl modelo verdadero

El modelo verdadero, al que se denomina M3, contiene una funcion de produccion que depende
del stock de capital y del trabajo siendo la tecnologia del tipo Cobb-Douglas. Los pardmetros
relativos a las elasticidades de los factores son aleatorios si bien, en términos esperados, se tienen
rendimientos constantes a escala. Es decir, se incorpora una restriccion de suma de elasticidades
unitaria que incluye un término de error, lo que supone relajar la hipotesis de los rendimientos

a escala. La funcion de produccién en logaritmos es

EE R SR L I o (4.26)

siendo x, » k(05K )% % el término constante y .k, son las elasticidades aleatorias de los

factores, que cumplen

Kok, =1+ 5"

* x

siendo x,~ » x (0%, ) el término de error que recoge la diferencia entre los parametros y la

suma de sus valores esperados. Se cumplen ademaés las siguientes propiedades que caracterizan
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las elasticidades de los factores:

*xy = A+
1

*, = Kk +%

1 = ¥+«

Con el ..n de reducir el nimero de pardmetros relativos a la varianza del término de error de

las elasticidades se supone que

*k * *
Ky - **+**

Kan, »  x (Okry)

ke = ke = (LkD)xsx

Es decir, se introducen una relacion entre las varianzas de las elasticidades de los factores con el
..n de que sblo exista un parametro a estimar en relacion con las mismas, por ejemplo, * . xPor

otra parte, la tasa de depreciacion es endogena y depende de una variable, x,xsegin la expresion

*x = K0 F K1k ok

Tomando esperanzas de la anterior expresion y utilizando en adelante los valores estimados de
* (%) Y * (x)«las medias muestrales, # y x respectivamente, siguiendo la notacion introducida

se obtiene,

* = % + *1%

La informacion a priori viene de la contabilidad nacional o de otras estimaciones y esta dada
por el valor ¥xPuesto que la informacion a priori se considera que es valiosa, ésta debe ser un

estimador insesgado del parametro variable, en este caso, la tasa de depreciacion. Por tanto, la
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informacién a priori se introduce como se indica en la siguiente ecuacion:

* = xg + %1% +x

La varianza del término de error asociado a la restriccion estocastica se elige de tal manera que
determina el peso de la informacion introducida. Se elige el valor x, = 0-02xlo que teniendo
en cuenta la informacién a priori (* = 0X08)xsupone que con un 95 por ciento de probabilidad,
se cree que la tasa de depreciacidon se encuentra entre el 4 el 12 por ciento. Posteriormente se
introduciran las relaciones no lineales en las restricciones estocasticas, en la Gltima parte de esta

seccion.

Operando a partir de la expresion (4.26) es facil comprobar que

c=x+ A, + (1§ ’1’)&"‘*:

siendo

R s (4.27)

el error del modelo reescrito a partir de parametros constantes, con

*(xF) =0 (4.28)

x () = *EOLHE)

Se observa que la varianza del error no es constante y que por tanto el modelo presenta het-
eroscedasticidad. El vector de parametros del modelo viene dado por x = (s sk k1 rk xkk )%
Cabe mencionar que no se estima x, pero es posible hacerlo a partir de los residuos que se
generen en la estimacion de xxEn efecto, teniendo en cuenta la estructura de « (x;) indicada

en (4.28) se puede obtener un estimador de *, regresando los residuos al cuadrado sobre una
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constante y sobre la suma de las variables explicativas al cuadrado. EIl estimador de la con-
stante obtenido en dicha regresion es un estimador consistente de x,xCon el ..n de simpli..car
la solucion del problema se ha considerado que *, es conocida si bien no hacer este supuesto

constituye un problema abordable de facil solucién.

El modelo debe estimarse por simulacion debido a la existencia de un término de error
asociado a la tasa de depreciacion. Puesto que se quiere usar la informacion a priori sobre
la tasa de depreciacion, el método que se propone es IISR. Para implementar este método es
necesario de..nir un modelo auxiliar y determinar un criterio de estimacion de los parametros del
mismo. Las caracteristicas del modelo original hacen necesario que el modelo auxiliar tenga un
nivel de complejidad su..ciente para recoger en la mayor medida posible la informacion contenida

en los datos generados por el modelo verdadero.

452 EIl modelo auxiliar

A continuacién se pasa a describir el modelo auxiliar. Un principio que se ha tenido en cuenta
para disefiar este modelo es el de hacerlo lo mas parecido posible al modelo verdadero. Ademas,
I6gicamente se ha disefiado de tal manera que se pudiera estimar a partir de un criterio tradi-
cional como NLS o ML. Debe tenerse en cuenta que el modelo verdadero ahora considerado
presenta heteroscedasticidad, lo que supone considerar como necesario un criterio auxiliar que
permita obtener informacion sobre esta caracteristica del modelo verdadero. Esto implica que
es necesario de..nir un nuevo modelo auxiliar diferente del utilizado en los casos M1 y M2,
donde se utiliz6 uno basado en la relacién entre el producto total y la inversién retardada. En el
caso de aquellos modelos verdaderos M1y M2 no existia el problema de la heteroscedasticidad,
por lo que los modelos auxiliares utilizados resultaron su..cientemente informativos. En el caso
del modelo que se describe con parametros estocasticos, el modelo verdadero exige un modelo
auxiliar méas complejo, donde se obtenga informacion sobre la heteroscedasticidad existente en
el modelo verdadero. Por esta razén se ha considerado oportuno sugerir un modelo basado en

una funcion de produccion que depende de una variable x ; proxima al stock de capital x . como
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se justi..ca detalladamente a continuacion. En concreto, se de..ne x ; como

* o =xt i)k (4.29)

siendo

o __
*, = *0 T+ A1k

Es decir, la tasa de depreciacion de la medida alternativa del stock de capital que se propone
no contiene el elemento término de error x, que contiene la tasa de depreciacion verdadera.
La diferencia % , j = ; Se puede considerar como un error cuyas propiedades se estudian a
continuacion. Llamando xf =% . j * ;xes facil comprobar que

*: = (1 i *:)*:il 1k 4«1 (430)

Puesto que se considerara méas adelante una funcion de produccion basada en log(x 7) en lugar

de log(x ,) se calcula la aproximacion lineal log(x ) en x } :

log(x ) ™ log(x J) + %} *x

Denotando con minudsculas las variables en logaritmos, se tiene que *, = x; +*¥ *x . Volviendo
a la funcion de produccion original, y considerando la expresion del stock de capital dada en

(4.29) en lugar de la expresion original, se tiene

dp =xHFdg + (1§ F)n+x, + Fxf ox

La anterior expresion indica que si se estima la funcion de produccion en la que los factores son
* 2y x%—lo que de..ne el modelo auxiliar que se propone — entonces, el término de error de esa

funcion de produccion vendria dado por x, = %, + &} %+ w» Las propiedades de este término
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de error seran las que se obtengan al tener en cuenta las de los elementos que lo de..nen, es
decir, las ecuaciones (4.27) y (4.30). Veamos algunas de estas propiedades y el resultado de
dicho analisis, es decir, el término de error que se propone para el modelo auxiliar, en funcién

del cual se elegira el criterio de estimacién sugerido para la estimacién del modelo auxiliar.

El valor esperado del error es cero, puesto que * (%, ) = % (x¢ ) = O« Por otra parte, el error
presentara heteroscedasticidad debido a que las varianzas de x;” y de «; dependen de x<Teniendo

en cuenta que « (x; ) = x2x 2 1x(1 i (1 i +})?) se obtiene

242
1i@ix?

* (A *x ) T

(4.31)

y teniendo en cuenta (4.28), es facil comprobar que

#242

2 *
QLi@ix)?

x () =%+ xI0L ) +
Finalmente, se considera también la existencia de autocorrelacion de primer orden en el término

de error +0 originada por el término «* (véase la ecuacion (4.30). Puede comprobarse que

— (1 i *:)*i* fiz
(1 i (1 i *iil)z)

*oox 0 %51)

u * * seria estaci io. Si , pu solv
e depende de or tanto x} no seria estacionario. Sin embargo, puede resolverse el problema

teniendo en cuenta que la correlacion que interesa es la del término %} ** . En este caso,

ok ok soorng 1k xj1) = (11 H)* (ki 1)%k ok wj1*

Puesto que * o «j1 = (1 j <)% %%

(1 i *:)*3* 3;2

Qii *:i DA i 5)x Eil
2

* oKy Fok K 1Ak xi1) =

*%
Qi ix509
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y Si se supone que xox § ¥ 2y que 24+ ¥ x (%) para todo xse obtendria

2
*%

* ok (K Kk ***:i 1%k xi1) i ¥ —*0* =
*;

siendo o una constante positiva. Esto conduce a que el término de error en el modelo auxiliar
presente correlacion de primer orden y de ahi que se sugiera su modelizaciébn como un proceso
AR(1) estacionario. Como conclusion, por tanto, teniendo en cuenta las propiedades deducidas

anteriormente, el modelo auxiliar vendra de..nido por las ecuaciones

*e = kgtxpe (L x K (4.32)
*x o = ot QA (4.33)
*y = K0+ Kk (4.34)

Teniendo en cuenta (4.31) y la de..nicién de x; se sugiere para el error del modelo auxiliar, *,

la expresion
Ko = Kkujl F ki
y por otra parte, la heteroscedasticidad apunta a una expresion del tipo

1
* (‘k*) = % + *1(*3 =+ ‘)gz() +*2? (435)
*

El vector de parametros del modelo auxiliar es x° = ( gk KOk dkokk g kk g Hok o) Y €l criterio
indirecto puede ser de tipo NLS en una primera fase, y se pueden seguir varios procedimientos
iterativos para ir obteniendo valores iniciales para el algoritmo de estimacién del modelo ..nal
completo. Se estimaria en este caso el modelo compuesto por las ecuaciones (4.32), (4.33), y
(4.34) por el método NLS (véase, por ejemplo, las estimaciones llevadas a cabo en la primera

parte de este Capitulo 4 mediante las metodologias sugeridas en las secciones 4.1 y 4.2, asi como
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los resultados empiricos obtenidos a partir de los datos de las economias europeas). En este
caso los parametros son (xg#x*xoxx1)x De esta manera se dispondria de estimaciones de los

errores %, y a partir de ellos se puede estimar la ecuacion (4.35) aplicando OLS a la expresion

P = s+ x (x2 +2) +*2*—12 + %, (4.36)
*

donde x, es el error de la ecuacion, de media cero. En una segunda fase se puede abordar el
problema de la heteroscedasticidad modi..cando el criterio de estimacién indirecta, por ejemplo,
teniendo en cuenta el estimador Newey-West de x (Q) obtenido a partir de las estimaciones de

los residuos NLS de la primera fase.

Habiéndose presentado el modelo de interés y los elementos relevantes de la estimacion

indirecta queda apuntar que el estimador que se propone, X« Seria aquel valor que cumple

Fopx 5 = Kk hkk Kk, ok (%)

siendo
( P _x )0 P Uk ~ _ % 2
= 85 * (%) 2 * (%) +(*|*02|*1)
* * *4
siendo — = [xlimx (¥)]i1x matriz esta que se propone estimar mediante la metodologia de

Newey-West, por ejemplo.

4.5.3 Restricciones estocasticas no lineales

En este apartado se describe de qué manera se podrian introducir en el modelo restricciones
estocasticas no lineales para modelizar la existencia de un mayor conjunto de informacion sobre
el parametro que la recogida por un simple valor disponible. Especialmente interesantes son las
dos propiedades relativas al signo y al rango de valores plausibles de la tasa de depreciacion.

Esta informacion puede incorporarse en forma de restricciones estocastica en el modelo como se
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indica a continuacién. La primera cuestion, relativa al signo de los valores a estimar se puede
resolver utilizando la funcion logaritmica. De esta manera, siendo * el valor de la informacion
a priori, la ecuacion siguiente recogeria el signo positivo en los valores estimados de la tasa de

depreciacion:
log(%) = log(xo + *1%) +x

siendo * el error de la restriccion estocastica de varianza predeterminada. La segunda cuestion
es la relativa a recoger en la restriccion estocastica el rango de variacion de los valores estimados
de la tasa de depreciacion. Asi, por ejemplo, si se desea que los valores estimados fuctlen en
el intervalo [0.04;0.12], una manera de incorporar esta informacion seria teniendo en cuenta la

siguiente ecuacion:

- u‘ko"“kl‘;!’ i 0‘)041-[
log(*) = log 042 5 %0 1 12 +

De esta manera, incorporar las restricciones estocasticas no lineales en el criterio de estimacién
indirecta conduciria a tener en cuenta en la funcion criterio x , (x) el siguiente elemento relativo

a la informacién a priori

h i,
log(®) i log(3gsatioos)

*

con lo que los estimadores de los parametros de la tasa de variacién daran lugar a valores en el

rango y con el signo deseado.

4.5.4 Resultados de las simulaciones

Con el ..n de ilustrar el funcionamiento del método propuesto ISR en la estimacion del modelo
M3 planteado se han llevado a cabo x = 250 replicaciones y estimaciones del mismo. En la

Tabla 4.10 se presenta un resumen de los resultados obtenidos ..gurando la media y la desviacion
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tipica de las estimaciones obtenidas en dichas replicaciones del modelo.

Tabla 4.10. Media y Desviacién Tipica de las Estimaciones I ISR del Modelo M3
(H = 200)

*0 = (2x04x0-:07x0/6x0:02x0-005)

* 3 *0 *1 * *x

Media 2.5265 0.4589 0.0693 0.0696 0.0205 0.0063

Desviacién Tipica (1.6902) (0.2901)  (0.0821) (0.0054) (0.0209) (0.0046)

Los resultados permiten ilustrar la e..cacia y la regularidad del funcionamiento del método
propuesto para solucionar el problema de estimacion de un modelo que requieren el uso de
simulaciones cuando se dispone de informacion a priori Util sobre algunos de los parametros.
En la Tabla 4.10 ..gura la estimacion del modelo auxiliar en dos fases explotando la propiedad
de la estimacion indirecta segun la cual, si la dimensién del vector de parametros del modelo
original y del modelo auxiliar es la misma, entonces la estimacion indirecta es independiente de
la matriz distancia y por tanto se puede utilizar la matriz identidad en lugar de la matriz de
distancia —xPuesto que la dimension de xxel vector de parametros de interés, es 6, se buscaba
un modelo auxiliar en el que la dimension de su pardametro « fuera también 6. Era necesario, sin
embargo que algun elemento de dicho vector recogiera informacion sobre la heteroscedasticidad
presente en el modelo original. Por estarazén se ha respetado la estimacion auxiliar en dos fases,
obteniéndose en la primera fase estimaciones de los residuos y en la segunda estimaciones de
los pardmetros de la ecuacion (4.36) que capturaran la heteroscedasticidad del modelo original,
que se observa en la ecuacion (4.27). Combinando los parametros de la primera fase con el

coe..ciente de la heteroscedasticidad que se obtiene de llevar a cabo la estimacion de x; de la
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ecuacion ((4.36), ..nalmente se ha considerado el vector de parametros del modelo auxiliar a

x L = (s ok kg ok ook 1 Ik

Otra posibilidad que realmente constituiria el caso mas general permitiendo que la dimensién
del vector de parametros del modelo auxiliar pueda ser mayor que la del modelo original se
basaria en la estimacién no paramétrica de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador
auxiliar. Para esto seria también necesario llevar a cabo la estimacién indirecta en dos etapas,
al igual que la descrita anteriormente. A partir de los residuos obtenidos de la estimacion de
la primera etapa se calcularia la matriz de varianzas de Newey-West del estimador auxiliar y
esta se utilizaria como matriz de distancia en la minimizacién del criterio del cual se obtiene el

estimador 1ISR.
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5.1 Conclusiones

En esta tesis doctoral se han desarrollado tres lineas de investigacién relacionadas con el uso de
la informacion a priori modelizado mediante las restricciones estocasticas, su adaptacion a la
metodologia de la inferencia indirecta y su implementacion en la estimacion del stock de capital.
La primera linea, relacionada con la metodologia de las restricciones estocasticas ha dado lugar

a los siguientes resultados:

¢ Si se supone que la informacion a priori no pierde importancia a medida que aumenta la
informacién muestral, entonces las distribuciones asintéticas del estimador bajo restricciones
estocasticas y sin tener en cuenta las restricciones estocasticas son distintas. También para

muestras ..nitas sin suponer normalidad en el término de error del modelo.

¢ La estimacion (mediante minimos cuadrados no lineales) bajo restricciones estocasticas
genera, asintoticamente y para muestras ..nitas sin suponer normalidad en el error, ganancias
de e..ciencia respecto de la estimacion (por minimos cuadrados no lineales) que no tiene en

cuenta las restricciones estocasticas.

¢ La distribucion aproximada que se sugiere para el estimador de minimos cuadrados no
lineales bajo restricciones estocasticas es mejor que la del estimador que no tiene en cuenta las

restricciones estocasticas.

Los anteriores resultados permiten justi..car la importancia de rescatar el uso de informa-
cion a priori — modelizada mediante restricciones estocasticas — en los distintos procesos de
estimacion, especialmente cuando el tamafio muestral es pequefio. Asi mismo, aportan validez
al supuesto relacionado con la importancia del valor de la informacién a medida que aumenta
la informacion muestral y abren un espacio para retomar la discusion sobre el interés de las

restricciones estocasticas en la estadistica clasica.

La segunda linea de investigacion esta relacionada con la extension al contexto de la metodologia

de la inferencia indirecta del uso de informacion a priori mediante restricciones estocasticas. En
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relacion a esta linea se presentan los siguiente resultados.

¢ Se de..ne un estimador, el estimador de inferencia indirecta bajo restricciones estocasticas,

que extiende la metodologia de la inferencia indirecta al contexto de las restricciones estocasticas.

¢ Bajo el supuesto de ausencia de pérdida de valor de la informaciéon a priori a medida
gue aumenta el tamafio muestral, se demuestra que el estimador de inferencia indirecta bajo
restricciones estocasticas es mas e..ciente que el estimador de inferencia indirecta, en un contexto

asintdtico y para muestras ..nitas sin normalidad del término de error.

¢ Se sugieren los contrastes de validez de las restricciones estocasticas incorporadas en la

estimacion indirecta.

Los anteriores resultados permiten disponer de una metodologia que comparte las ventajas de
ambos métodos de estimacion: por una parte la gran versatilidad de los métodos de estimacién
por simulacion y por otra, las ganancias de e..ciencia asociadas al uso de informacion a priori.
La union de ambas metodologias es especialmente interesante teniendo en cuenta la pérdida de
e..ciencia de los estimadores basados en la simulacion, en relacion a los métodos de estimacion

tradicionales.

La tercera linea de investigacion esta relacionada con la estimacion econométrica del stock

de capital. Los resultados que se presentan son los siguientes:

¢ Se proponen dos métodos para estimar una tasa de depreciacion enddgena del stock de cap-
ital mediante paquetes econométricos estandar. Estos métodos, en de..nitiva, permiten estimar
por minimos cuadrados no lineales 0 maxima verosimilitud, una tasa de depreciacion variable
conjuntamente con los parametros de una funcion de produccion. Junto a estas metodologias
se presentan ademas algunas extensiones que permiten incorporar la informacion contenida en
la contabilidad nacional sobre la amortizacion del capital e informacién a priori en forma de

restricciones estocasticas.

¢ Se llevan a cabo distintas estimaciones, para algunas de las economias mas importantes
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de la Union Europea, de una tasa de depreciacion endogena del stock de capital mediante los
meétodos mencionados anteriormente. Los resultados arrojan una tasa de depreciacion media
en torno al 5 por ciento, dato éste que para la economia espafiola es signi..cativamente distinto
del que normalmente se considera en los trabajos empiricos y del asociado a los datos de la

contabilidad nacional.

¢ Se presenta una familia de modelos macroeconémicos basados en la funcion de produccion
en los que el stock de capital esta determinado por una tasa de depreciacion que es endégena
y estocastica y sobre la que se tiene informacion a priori. Los distintos modelos contenidos en
esa familia se basan en un supuesto especi..co sobre la variabilidad de la tasa de depreciacion.
Dada la di..cultad en el tratamiento en la funcién de verosimilitud que genera la especi..cacion
del modelo y la presencia de restricciones estocasticas, el método de inferencia indirecta bajo
restricciones estocasticas se presenta como una metodologia adecuada para resolver el proble-
ma de estimacion que se plantea. Por ultimo se disefia un modelo en el que ademas de las
propiedades mencionadas, se introducen parametros estocasticos y restricciones estocasticas no
lineales. Sobre los mencionados modelos se ofrecen un nimero importante de simulaciones y
estimaciones mediante el mencionado método, siendo los resultados su..cientemente ilustrativos

del adecuado funcionamiento de la metodologia propuesta.

5.2 Extensiones

A continuacion se describen algunas extensiones que podrian resultar de interés y que surgen
a partir de las lineas de investigacion abiertas en esta tesis doctoral y descritas en la seccion

anterior.

En relacion con la inferencia indirecta bajo restricciones estocasticas, algunas de las extensiones

gue se considera oportuno mencionar son las siguientes:

¢ Extender los resultados mencionados a contextos no estacionarios, tanto la extension de la

metodologia de las restricciones estocasticas a la inferencia indirecta como la justi..cacién del
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5. Conclusiones y extensiones

uso de las restricciones estocasticas en general.

¢ Considerar restricciones estocasticas en las que el término de error no se distribuya como
una normal e investigar en la posibilidad de obtener los resultados obtenidos en este nuevo

contexto.

En relacién con la estimacién del stock de capital mediante la estimacion econométrica de la
tasa de depreciacion, algunas de las extensiones que se considera oportuno mencionar son las

siguientes:

¢ Extender los métodos propuestos de estimacion de una tasa de depreciacion endogena al

caso multivariante y teniendo en cuenta especi..caciones no lineales para la tasa de depreciacion.

¢ Llevar a cabo la implementacién de estos métodos en modelos macroeconémicos de crec-

imiento y por tanto teniendo en cuenta nuevas relaciones entre las variables.

¢ Medir la cointegraciéon de las series de stock de capital obtenidas para un conjunto de

economias sobre las que se pretenda investigar la convergencia real.

¢ Implementar el método 1SR aplicado al modelo de pardmetros estocasticos y restricciones

estocasticas no lineales descrito en el Capitulo 4, con datos reales.
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Apéndice A

Monte Carlo sobre la estimacion

ISR

En ésta seccidn se describe un experimento de Monte Carlo sobre la estimacién de un modelo
mediante el método de IISR. En éste ejercicio se presentan un total de x = 5000 simulaciones
y estimaciones del modelo de la Seccion 3.3, es decir, un modelo lineal simple con posible
autocorrelacion sobre el que existe informacion a priori. La informacion a priori se extrae de
valores simulados de una variable normal con esperanza cero y varianza predeterminada. Para
llevar a cabo la estimacion se considera un modelo auxiliar que se estima por OLS en cada una
de las simulaciones de la estimacién indirecta. De hecho no es necesaria la implementacion de
un método basado en la simulacién, puesto que la motivacion para el uso de los mismos radica
en la imposibilidad de utilizar directamente un criterio sobre el modelo original para obtener
a partir del mismo los estimadores de los parametros de interés. Es inmediato justi..car que
mediante OLS es posible estimar éste modelo y de hecho es esto precisamente lo que se llevo
a cabo en el Monte Carlo de la Seccion 3.3. EIl objetivo de presentar éste ejercicio es el de
recoger los resultados para un nimero su..cientemente alto de estimaciones, observar en un caso
practico como se implementaria el método y comprobar la regularidad de los resultados. En

de..nitiva, ilustrar la factibilidad del método propuesto y la regularidad de los resultados a los
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que da lugar.

El modelo (x ) que se considera — el mismo que en el ejercicio de la Seccion 3.3 — viene dado

por

Ky T bkt

K = Kkl ok

siendo *, j kx> + (Okx2)xEl vector de parametros verdaderos es xo = (x gx*g) = (0x1-5), €s
decir se trata de un modelo sin autocorrelacion. Supongamos que se quiere incorporar en la
estimacion la existencia de indicios a favor de que no existe autocorrelacion en los errores. El

modelo auxiliar (x *) es el modelo original reescrito como

ki T Kokxjl E ok okl ok

= b+,

Teniendo en cuenta que ' = (x*«) puede escribirse x = x(x) siendo en este caso una funcién
conocida, lo que hace innecesarias las simulaciones para estimar dicha funcion. El nGmero de
parametros del modelo auxiliar es x = 3x

Para estimar el parametro de interés x bajo restricciones estocésticas se toma el criterio OLS

como el criterio del modelo auxiliar, lo que implica que

P

— 2
a = X x
*a* _ _ 0
**
2a
*
5= 2% lxx
*k ko

siendo » la matriz x xx de observaciones del vector x. Siguiendo la notacion introducida en la
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A. Monte Carlo sobre la estimacion ISR

Seccion 3.4, que establecia que

*a

P=—F i1+ (O) y

1

* K%k
1 x
*

0
* K
— i
ok hk

2a

se tiene de las ecuaciones (A.1) que * = 4x2¥xkk (x " %+ )), y que x = 2xlim(x % xx )« Por

tanto,
pP— .
* (% i %0) ¥ * (0+©1)

siendo ©1 = x i hiox i1 = 5 Zpmk (% Ix wox )i L,

Se quiere estimar * con la ayuda de la informacion a priori que se tiene sobre el parametro
de la autocorrelacién. Se considera una distribucién x* >» x (0xx2) y se de..ne la restriccion
estocastica sobre x COMO *x* = x + % siendo x » x« j x (0x+2). Es decir, en la estimacion se
incorporara una realizacion de la variable aleatoria x*xtal que dicha realizacién puede expresarse
como la suma del parametro a estimar, xxmas un error de varianza determinada a priori x. El

modelo original completo a estimar es por tanto

*pe = ok ok

* = % +%

Por tanto, en este caso, el nimero de restricciones estocasticas es x = 1, y las derivadas x 1xx

son

ok kA = ok ] = *x dkk = x 2 = (1x0)

OOOODY N
o
-
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La matriz «5 en este caso es un escalar igual a x2 y x, = x x2xDe ésta manera, x5 = %pkx =
x2 El estimador de * de Inferencia indirecta bajo restricciones estocasticas, *,,,, es el valor

minimiza el criterio
£ i) = FE G x0) (xR § A @)+ (i x1)2xx2g

De la teoria asintética habitual es facil comprobar que la distribucion de *..«« Vviene dada por

pI(;*m i %0) T % (Okx 11(x'©11x )11

donde, en el caso que se considera, se cumple

H * Uk 1
xloily = —2*% *lim
*

*

*x Jx 2

1
*1+—2
*L %

Esto implica que la distribucion aproximada que se sugiere para el estimador %,,, , seria

~

A . |
*02* 2"1
*2

~ 1 :
* *

Si no se tienen en cuenta las restricciones estocasticas — lo que tendria lugar si no fuera hecho
ningun supuesto sobre el comportamiento particular de x5 — entonces la informacién que pro-
porcionan las restricciones estocasticas seria irrelevante y la distribucion aproximada de ¥« «

serian las del estimador %, de Inferencia Indirecta, es decir,

V1 11

Fow Yax o+ 12* e limx O )y 1) i1

*2
A continuacion se describen brevemente las propiedades del experimento de Monte Carlo en el
gue se estiman por el método de Inferencia Indirecta bajo Restricciones Estocasticas (I1SR) el

pardmetro +' = (xx).
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A. Monte Carlo sobre la estimacion ISR

Se construye una muestra de tamafio x = 40 de la variable exdgena x, a partir del proceso
* = 0Bkej1 + x4 Siendo x . » wuoek x (0x1)x Esta variable permanecerd ..ja a lo largo de las
* = 5000 replicaciones y estimaciones del modelo que se hagan. Por otra parte se genera una
muestra de x = 5000 observaciones del parametro + procedentes de una distribucion x (Oxx2)
siendo x2 = 0:02x A cada valor se le denota x*x% = liw Yy cada uno de éstos valores se
utilizara como la informacion a priori puntual sobre el pardmetro que se vincula a la muestral
en cada una de las estimaciones del Monte Carlo. En la generacion de los datos originales se
computa xf = 1L5x, + x* siendo x% jwew + (Ox1)x El valor de +2 se ha ..jado con el ..n de
hacer el correspondiente valor de %2 de la anterior regresion aproximadamente igual a 0465%
Como resultado de este fase del proceso se tienen x vectores de x observaciones de la variable
endégena « generados por el verdadero pardmetro «' = (xoxkg) = (0x155) y un vector de la
variable *x

En la siguiente etapa se inicia la estimacion indirecta en cada iteracion del experimento, para
lo cual en primer lugar se calcula % a partir de los datos originales. A continuacion se llevan a
cabo, para un x dado, » = 1000 simulaciones del modelo original y sus respectivas estimaciones
OLS, calculandose el estadistico Pa?*(*)**. Finalmente y con la ayuda de la informacion a
priori, mediante la implementacion de un algoritmo de minimizacion se obtiene el valor de x

gue minimiza la distancia entre * y %, (x)xx*Es decir, se minimiza la funcion

T T o )E i B )l + (i k)Pl

Los resultados del Monte Carlo ..guran en la Tabla A.1, en la que ademas se han incluido los
resultados del Monte Carlo de la Seccion 3.3 del método SR. Se observa la esperada pérdida
de e..ciencia generada por la presencia de simulaciones, si bien, el método aportaria mejoras

respecto del método I.1. en el que se inspira.
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Tabla A.1. Media y Varianza de los Estimadores SR e IISR

(H = 5000)
*x2 = 0402; g = (0x1:5)
Método IISR Método SR
* * * * *
Q* 0.0035 1.4886 0.0010 1.499580
Qi 0.0201 0.0336 0.0117 0.025580

Sibien, considerando estrictamente el contexto de la estimacion indirecta, en el modelo plantea-
do no es necesario implementar dicha metodologia, se ha llevado a cabo el experimento de Monte
Carlo con el ..n de recoger el funcionamiento de la metodologia propuesta en un modelo sencillo.
Al llevarse a cabo la estimacién un namero alto de veces se puede medir la regularidad de los
resultados y comparar las propiedades de la distribucién obtenida con la de otros métodos. Es
su..ciente para ilustrar la funcionalidad del método y al mismo tiempo para medir la proximidad
de los resultados a los que se obtienen cuando se estima el mismo modelo por el método SR.
Si bien los resultados retejan peores propiedades del estimador — especialmente mayor varian-
za - resultan coherentes con la teoria, dada la pérdida de e..ciencia debida a la presencia de

simulaciones.
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Apeéndice B

Aproximacion lineal de C,.

Dada una funcion x = x(x1x#k, ) = x(x) la aproximacion lineal de primer orden en el valor

x =x0es
* =% (%) + K (umeo (ki +0)

En el caso que se considera, cuando la tasa de depreciacién x, es endégena y esta dada por la
ECUACION *, = % + *1k,kSE tieNe x, = 1 j ki = %0 + 1k SIENAO k0 =1 j x0 Y *1 = j*1xPor

tanto, el coe..ciente la inversion retardada *,;« €s

*m(****’u‘***i *+1) = **i *x = (*0 + *l**i *)
*=0 *=0

Para calcular la aproximacion lineal de la anterior expresion en torno al valor x = Oxpor una

parte, teniendo en cuenta que * . (0) =g y que

W
*K ok _ N ) a1
Jx=x0=*1 (*0 *1 Kk *)J*:*O = *1%q
***i* =
*6x
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entonces,

*k .
= (xixg Fiomnorr 1 11
Hk
y
L 3t L 3k
- * * i J— * i
* o kg FoA1Rg ! *ujx = g V(0 +x1 * i %)
*=0 *=0

La parte omitida de la funcion en la aproximacion lineal es *1*@**“+ *oxp ! Y
*=0 Hok=0
Si la correlacién de la serie no es muy alta o si x; toma valores pequefios, entonces resulta

K X i W)*

insigni..cante y la aproximacién valida.

Cuando *, depende de dos variables, x1. Yy %24 €l coe..ciente de .. €s

A
Ko — (*O + *l*l‘)ol—i «F *2*2#4 *)
*=0

G 0
= (o trgx)
*=0
Siendo s, = (x 1k 24)" Y * = (x15k2) ' xSiguiendo los mismos pasos que en el caso unidimensional
es facil comprobar que la aproximacion lineal de x ... es ahora:
i1 2K ik
K TR VTR0 F AL Kluwja T K2 K2mx)
*=0 *=0

gue es la expresion gque aparece en la Seccion 4.3.2 para el coe..ciente de la inversion retardada

utilizada en el Método 2 de estimacion de una tasa de depreciacion variable.
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