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Resumen 

Las aplicaciones de métodos como diferencias finitas, elem^entos finitos, ele­
mentos de contomo, volúmenes finitos, etc., para la obtención de soluciones 
aproxim.adas de problemas de contomo en derivadas parciales, desembocan en 
la resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales de matriz tipo sparse. 

Para resolver estos sistemas, además de los métodos directos basados ge­
neralmente en la factorización de la matriz del sistema utilizando la elimina­
ción gaussiana y de los métodos iterativos clásicos Qacobi, Gauss-Seidel, Rela­
jación,...), se han desarrollado en los últimos años otros métodos, basados en 
los subespacios de Krylov, que presentan algunas ventajas respecto a los ante­
riores. 

El objeto de esta tesis es el estudio de estos métodos de Krylov, principal­
mente de su aplicación a la resolución de sistemas no simétricos, así como el de 
algunas técnicas de precondicioimüento, almacenamiento y reordenación de 
los sistemas que los hacen más efectivos. 

El presente trabajo se estructura en dos partes. En una primera parte se pre­
senta im estado del arte de los métodos basados en los subespacios de Krylov y 
de las técnicas anteriormente mencionadas. La segimda parte, pretende hacer 
una nueva aportación a algunos de estos métodos, concretamente a los mé­
todos de cuasi-mínimo residuo, introduciendo una variante en su desarrollo 
que consiste en resolver el problema de mínimos cuadrados, correspondiente a 
la cuasi-minimización, utilizando un método directo. Por último, se presentan 
una serie de experimentos numéricos para contrastar la eficacia de los distintos 
algoritmos estudiados, utilizando diferentes formas de precondicionamiento y 
reordenación en cada caso y exponiendo las conclusiones extraídas de estos y 
las posibles líneas de trabajo futuras. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1. Antecedentes 

El carácter numérico de las matemáticas data de la antigüedad en la que 
esta ciencia debía hacer jfrente a problemas prácticos con la finalidad de obte­
ner una solución en forma de números. La necesidad de nuevos planteamien­
tos para métodos numéricos ha supuesto que los modelos matemáticos para 
representar los fenómenos físicos se hayan ido perfeccionando de tal forma, 
que resulta casi siempre más apropiado buscar una solución aproximada de 
un modelo matemático complicado que una solución más exacta del problema 
simplificado. 

La solución ntimérica de im problema con formulación en derivadas parcia­
les pasa por xxn proceso de discretización (diferencias finitas, elementos finitos, 
etc.), que permita valorar la solución en uun número finito de ptmtos del domi­
nio. Esta discretización, conduce a la resolución de un sistema lineal de ecua­
ciones cuyas incógnitas son precisamente estos valores numéricos ptmtuales de 
la solución aproximada al problem.a físico que ha generado dicho sistema. 

La resolución de estos sistemas de ecuaciones, fundamental en el proceso 
de encontrar solución a im problema, con las técnicas y métodos apropiados, 
es el principal objeto de esta tesis. 

La mayoría de las veces, el proceso de discretización da lugar a grandes sis­
temas de ecuaciones lineales de matriz tipo sparse. Los errores de redondeo y 
el efecto de relleno que se produce en la aplicación de los métodos directos de 
factorización de la matriz del sistema, hacen más adecuados los métodos itera­
tivos [4], teniendo especial relevancia entre estos últimos los métodos basados 
en los subespacios de Krylov, de más reciente desarrollo. 

Los métodos de Krylov [17,35,38,84], utilizados para la resolución de gran­
des sistemas lineales se obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri­
mientos básicos, esto es, minimizar una cierta norma del vector residuo sobre 
un subespacio de Krylov generado por la matriz del sistema y que se traduce 
en una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y ofrecer un bajo coste 
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computacional por iteración y no exigir alta disponibilidad de almacenaje. 
Para los sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es simé­

trica y definida positiva, el algoritmo del Gradiente Conjugado propuesto por 
Hestenes y Stiefel en 1952 [39], y desarrollado en la práctica a partir de 1970, 
cumple los requisitos anteriores de minimalidad y optimalidad. Sin embargo, 
para sistema no simétricos, no existen métodos que cumplan estos dos requisi­
tos simultáneamente sin añadir inconvenientes y /o desventajas, por lo que los 
métodos desarrollados (ver por ejemplo [86]) para estos casos, se obtienen para 
adaptarse a uno de ellos, bien a la minimización, o bien métodos que ofrezcan 
im bajo coste computacional y de almacenamiento. 

Por otro lado, la convergencia de los métodos basados en los subespacios de 
Krylov mejora con el uso de las técnicas de precondicionamiento y reordena­
ción de los sistemas. Además generalmente las matrices de los sistemas lineales 
que se resuelven son sparse, por lo que es fundamental elegir un buen esquema 
de almacenamiento que debe básicamente reducir el coste computacional y el 
requerimiento de memoria en el ordenador [27]. 

1.2. Objetivos 

Con los antecedentes anteriormente expuestos, ios objetivos específicos de 
esta tesis, con el fin de proporcionar herramientas adecuadas para obtener so­
luciones aproximadas de sistemas de ecuaciones lineales, son: 

- Dar una visión general de los distintos métodos basados en los subespacios 
de Krylov. 

- Comprobar el efecto del precondicionamiento de los sistemas en la con­
vergencia de los algoritmos. 

- Estudiar el efecto que producen algvinas técnicas de renum.eración en la 
utilización de algunos precondicionadores. 

- Implementar una variante en los métodos de cuasi-mínimo residuo y es­
tudiar su comportamiento con respecto a la implementación clásica de éstos. 

- Realizar un estudio comparativo de estos métodos entre sí, en algunos 
casos prácticos, en general derivados de problemas de convección-difusión. 

1.3. Metodología 

El presente trabajo se estructura en dos grandes bloques. Un primer blo­
que que abarca desde el capítulo 1 hasta el capítulo 7, en el que se presenta 
un estado del arte de los métodos y de las técrúcas anteriormente menciona­
das. El segundo bloque que consta de los capítulos 8 y 9, pretende hacer vma 
nueva aportación a algunos de estos métodos, concretamente a los métodos de 
cuasi-mínimo residuo, introduciendo una variante en su desarrollo. Por último 
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se presentan algiinos experimentos numéricos de aplicación de todos los méto­
dos analizados. Las conclusiones obtenidas y las jfuturas líneas de investigación 
concluyen este trabajo. 

En el capítulo 1 y a modo de introducción se presentan los antecedentes y 
los objetivos propuestos en el desarrollo de esta tesis. 

En el capítulo 2 se definen los subespacios de Krylov y se hace un breve 
resiunen de los métodos de proyección, dado que los métodos de Krylov están 
basados en un proceso de proyección sobre un subespacio de Krylov. Asimismo 
se describen algunos algoritmos de utilidad para el siguiente capítulo. 

El tercer capítulo está dedicado al estudio de las tres grandes familias de 
métodos de Krylov (ver por ejemplo [52]): métodos de ortogonalización, mé­
todos de biortogonalización, y por último, los métodos basados en la ecuación 
normal. 

Dentro de los métodos de ortogonalización, que utüizan para su imple-
mentación el algoritmo de ortogonalización de Amoldi [1], se estudian los 
métodos FOM {Full Orthogonalization Method) y GMRES (Generalized Minimum 
Residual Method) [70]. (Distintas versiones de este algoritmo pueden verse en 
[33,42,43, 62, 69, 87, 89]). 

Para el caso particular de sistemas simétricos se estudia el método del Gra­
diente Conjugado, basado en el método de ortogonalización de Lanczos [44], 
que es una simplificación del algoritmo de Amoldi para sistemas simétricos. 

De entre los métodos de biortogonalización, basados en el algoritmo de 
biortogonalización de Lanczos se estudian los métodos Bi-CG (Biconjugate Gra-
dient) [17] y sus variante, CGS {Conjúgate Grandient Squared) [76] y Bi-CGSTAB 
{Biconjugate Gradient Stabilized) [85], y los métodos de cuasi-minimización, QMR 
{Quasi-Minimal Residual) [21] y sus variantes, TFQMR {Transpose-Free QMR) [20] 
y QMRCGSTAB [6]. Por último, dentro de los basados en la Ecuación Normal, 
los métodos CGN {Gradiente Conjugado para la Ecuación Normal) [39] y LSQR 
{Least-square QR) [63]. 

El capítulo 4 esta dedicado a las técnicas de precondicionamiento, que me­
joran sensiblemente la convergencia de los métodos anteriormente menciona­
dos. Además de presentar las distintas formas de precondicionamiento, por la 
izquierda, por la derecha y por ambos lados, se estudian algunos tipos de pre-
condicionadores, el de Jacobi, el SSOR, el ILUT, y como caso particular de éste 
el ILU(O), y, por último, el de la Aproximada Inversa de estructura Diagonal, 
denominado en este trabajo como precondicionador Diagonal Óptimo. Otros 
tipos de precondicionadores han sido propuestos en los últimos años (ver por 
ejemplo [7,53, 77, 78, 83,95]). 

El capítulo 5, está dedicado a los esquemas de almacenamiento [67, 68, 72], 
que están orientados a reducir el coste computacional y el requerimiento de 
memoria en el ordenador, ya que las matrices de los sistemas que se pretenden 
resolver son de tipo sparse. 

El estudio de distintas técrücas de reordenación son presentadas en el ca­
pítulo 6. Estas técnicas, que se aplicaban fundamentalmente en la resolución 
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de sistemas por métodos directos y que están basadas en la teoría de grafos, 
proporcionan matrices con ancho de banda o perfil menor, lo que reduce, en 
ciertos casos, el coste de almacenamiento y son utilizadas en los algoritmos 
precondicionados con ILU o SSOR (distintas formas de reordenación para di­
versos algoritmos precondicionados pueden verse en [13,18,45,46,49,57]) 

En el capítulo 7 se presentan las versiones precondicionadas de los algorit­
mos estudiados en el capítulo 3. En el caso particular del algoritmo GMRES, el 
precondicionamiento da lugar a nuevas versiones de este, como es el caso del 
FGMRES (Hexible GMRES) [71] y una variante de éste, el VGMRES [24,52]. 

En el segundo bloque, el capitulo 8 introduce una variante en los méto­
dos de cuasi-minimo residuo, QMR, TFQMR y QMRCGSTAB, proponiendo, de 
forma análoga a como se hace en la versión del GMRES propuesta por Galán 
[25,26], la resolución directa del problema de mínimos cuadrados que plantean 
estos métodos, esto es, haciendo una factorización LU en lugar de la factoriza-
ción QR tradicional. 

En el capítulo 9 se estudian las diferentes formas de precondicionamiento 
(ver por ejemplo [34, 51, 79, 82]) para los métodos de cuasi-mínimo residuo 
modificados. 

Por último, en el capítulo 10 se realizan diversos experimentos numéricos 
en los que se aplican a distintos problemas algunos de los algoritmos anterio­
res y con los que se pretende comparar el comportamiento de unos respecto de 
otros y estudiar la eficacia de los distintos precondicionadores y de las técnicas 
de reordenación. Existen muchos trabajos publicados que presentan estudios 
comparativos de métodos iterativos para la resolución de grandes sistemas de 
ecuaciones lineales aplicados a la resolución de distintos problemas de ingenie­
ría, ver por ejemplo en Elasticidad [10, 88], Electromagnetismo [14], Análisis 
estructural [9, 73], Mecánica de fluidos [11], Campos de viento [55, 91, 92], y 
problemas de Convección-Difusión [50, 66,80,94], entre otros. 

En esta tesis se han realizado distintos experimentos tanto para sistemas 
simétricos como no simétricos y para distintos casos prácticos, que se han ex­
traído entre otros de problemas resueltos con Código NEPTUNO, desarrollado 
por Ferragut y otros [16], de la Harwell-Boeing Sparse Matrix Collection [12] y de 
la simulación de tm filtro de carbón activo desarrollado por el grupo LaCan de 
la Universitat Politécnica de Catalunya [15]. Se ha prestado especial interés a 
los problemas de Convección-Difusión por ser una de las principales líneas de 
trabajo que abarca el proyecto de investigación del que forma parte esta tesis. 

Asimismo, en este capítulo se compara el comportamiento de la variante 
desarrollada de los métodos de cuasimínimo residuo con el de los métodos 
ÚTiplementados tradicionalmente, para algunos casos prácticos. 

Por último en el capítulo 11 se presentan las conclusiones y futuras líneas 
de investigación. 
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Preliminares 

Los métodos basados en los subespacios de Krylov, se han desarrollado para 
la resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales 

Ax = b (2.1) 

donde la matriz A es no singular y de tipo sparse. Están basados en un proceso 
de proyección sobre tin subespacio de Krylov que es generado por vectores de 
la forma p(A)v. Estas técnicas aproximan A~^b por p(A)b donde p(A) es un 
polinomio matricial elegido adecuadamente. 

2.1. Subespacios de Krylov 

En los métodos iterativos, las sucesivas aproximaciones del sistema (2.1), 
vienen dadas por una relación de recurrencia de la forma, 

Xfc+i = Xfc + B-^ (b - Axfc) (2.2) 

o bien, 
Bxfe+i = Cxfc + b, siendo C = B - A (2.3) 

La elección de las matrices B y C en ftmción de la matriz A permiten obte­
ner los métodos clásicos de Jacobi, Gauss-Seidel o de Relajación. 

Estas expresiones, (2.2) y (2.3), también se pueden escribir en función del 
vector residuo r^ = b — Ax^ como, 

Xfc+i = Xfc + B-^k (2.4) 

De esta forma, dada una aproximación inicial XQ, las sucesivas iteraciones 
se podrían expresar, 

xi = Xo + B-^ro 
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X2 = xi + B-^ri = xo + B-^ro + B"^ (b - Axi) 
= xo + B-^ro + B-^ (b - AXQ - AB-^ro) = 
= Xo + 2B-iro - B-^A (B-^ro) 

X3 = X2 + B-ir2 

X4 = X3 + B-^rs 

Xfc = Xfc_i + B r̂fc_i 

En el caso en que B = I quedaría, 

Xi = Xo + ro 

X2 = xi + ri = Xo + ro + (b - Axi) = xo + ro + (b - Axo - Aro) = 
= Xo + 2ro - Aro 

X3 = X2 + r2 = Xo + 2ro - Aro + (b - AX2) = 
= Xo + 2ro - Aro + (b - AXQ + 2Aro - A^ro) = Xo + 2ro + Aro - A^ro 

X4 = X3 + rs 

Xfc = Xfc_i + rfc. 

Es decir que la A;-ésima iteración de la solución aproximada se puede ex­
presar como suma de la aproximación inicial y una combinación lineal de k 
vectores, 

Xfc = Xo + C.L. {ro, Aro, A^ro,..., A'^'^ro} 

Por tanto, 
Xfc = Xo + [ro. Aro, A^ro,..., A'^'^ro] (2.5) 

El subespacio ICk (A; ro) de base [ro. Aro, A^ro,..., A'^^^to], es llamado su-
bespacio de Krylov de dimensión k correspondiente a la matriz A y al residuo 
inicial ro-

2.2. Métodos de proyección 

Dado el sistema (2.1), tal que la matriz A es real y no singular, sean £ y 
/C dos subespacios de 3?" de dimensión k. Una técnica de proyección sobre el 
subespacio K y ortogonal a £ es un proceso para encontrar una solución x 
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aproximada del sistema anterior, imponiendo la condición de que x pertenezca 
a /C y que el nuevo vector residuo sea ortogonal a C. Esto es. 

Encontrar x € /C, tal que b — Ax J. £ 

Redefínimos pues, nuestro problema. Sea xo una aproximación inicial, en­
tonces X debe estar en el espacio afín XQ + fC, 

Encontrar x G XQ + /C, tal que b — Ax ± C 

Si expresamos la solución aproximada por x = xo + <5 y el vector residuo 
incial es Fo = b — Axo entonces tendrá que cumplirse, 

b - A (xo + ¿) 1 £ ^ ro - A i ± £ 

Es decir que la solución aproximada x del sistema Ax = b, queda definida 
como, 

X = Xo + ¿, (5 e /C/ (ro - A¿, w) = O, Vw e £ (2.6) 

La representación matricial de la condición de ortogonalidad del residuo, 
expresada en la ecuación (2.6) la haremos de la siguiente forma: 

Sea V = [vi,V2,..., Vfc] la matriz nx k cuyos vectores columnas forman una 
base del subespacio K., y sea W = [wi W2,..., Wŷ] la matriz nxk cuyos vectores 
columnas forman una base del subespacio £. Si la solución aproximada del 
sistema Ax = b la escribimos como, 

X = Xo + Vy 

por (2.6), 
(ro - AVy, w) = O, Vw G £ 

o lo que es lo mismo, 
W^AVy = W^ro 

entonces, si la matriz n x n W^AV es no singular, la solución aproximada 
vendrá dada por, 

X = Xo + V (W^AV) "^ W^ro (2.7) 

donde, si A es simétrica definida positiva y £ = /C, o bien si A es no singular y 
£ = AJC, entonces la matriz W^AV es no singular para las bases V y W de ÁT 
y £ respectivamente (ver por ejemplo [72]). 

En el primer caso, A simétrica definida positiva y £ = /C, la solución apro­
ximada X es el resultado de un método de proyección ortogonal sobre /C, si y 
sólo si minimiza la norma euclídea del error sobre XQ -t- K, 

E{K)= mín £;(x) 
xexo+/c 

siendo. 
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E (x) = [A (x* - x ) , X. - x] 2 

donde x, representa la solución exacta del sistema (2.1). 
La condición necesaria y suficiente para que el resultado de minimizar E (x) 

sea X es que x, - x sea A-ortogonal a todo el subespacio )C, es decir que, 

[A (x* - x) , v] = O, Vv eJC 

que equivale a, 

(b - AS, v) = O, Vv G/C 

que es la condición de Galerkin definiendo un proceso de proyección ortogonal 
para la aproximación x. 

En el seguno caso, si A es no singular y C = AK., la solución aproximada 
X es el resultado de un método de proyección obUcua sobre /C, ortogonaLmente 
a £ si y sólo si minimiza la norma euclídea del vector residuo b — Ax sobre 
X e xo + /C, 

siendo. 

R (x) = mín R (x) 
X6X0+/C 

i?(x) = | | b - A x | | 

La condición necesaria y suficiente para que el resultado de minimizar R (x) 
sea X es que b — Ax sea ortogonal a todos los vectores de la forma v = Ay, 
donde y G /C, es decir que, 

( b - A x , v ) = 0 , Vv€A/C 

que es la condición de Petrov-Galerkin que define la solución aproximada x. 

2.3. Método de Amoldi 

Introducido en 1951 [1] se basa en reducir ima matriz densa a ima matriz de 
Hessenxberg cuyos autovalores, obtenidos en un número de pasos menor que 
n, proporcionan una aproximación exacta de algunos autovalores de la matriz 
original, a la vez que genera vin sistema de vectores ortonorm.ados. 

ALGORITMO DE ARNOLDI 

Elegirun vector v i / || vi ||= 1 
Desde j = 1,..., A; hacer 

Desde i = 1, ...,j hacer 
{H},^. = (Av,-,v,); 
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Fin 

Fin 
{H}.^,_.=||w, | | .Si{H},^,,, = Oparar 

1 

Los vectores vi, V2,..., Vjt obtenidos en el algoritmo de Arnoldi forman una 
base ortogonal del subespacio de Krylov, 

/Cfc(A;Vi) = aL.{vi,Avi,AVi,. . . ,A'=-^Vi} 

Estos vectores -Vj{j = \,...,k) son ortonormados por construcción. Cada 
vector del subespacio /Cfc(A;vJ es de la forma 9j_i(A)vi, donde g^-i es un 
polinoinio de grado (j' — 1). En efecto, se puede demostrar por inducción. 

Para j = 1, vi = go(A)vi/ go(A) = I. 
Asumiendo que el resultado es válido para todo entero i < jy considerando 

Vj+i, entonces, 

i j 
hj+ij-Vj+i = Avj - Y^ hijVi = Agj_i(A)vi - ^ /i¿jgj_i(A)vi (2.8) 

i = l í = l 

Por tanto v^+i puede ser expresado como qj{A)vi, donde QJ es de grado j . 
Llamando V ;̂ a la matriz n x k cuyas columnas son los vectores v^ con 

j — 1,..., A; y Hyfc a la matriz (A; 4-1) x A; de Hessemberg cuyas entradas no nu­
las hij son obtenidas en el algoritmo de Arnoldi, y por Hjt la matriz obtenida 
eliminando la última fila de Hfc, entonces es inmediato comprobar que: 

AVfc = YkUk + w^e^ = V,+iHfc (2.9) 

YlAVk = Hfc (2.10) 

En la práctica, el algoritmo básico de Arnoldi se sustituye por el Modificado 
Gram-Schmidt, que es en aritmética exacta matemáticamente equivalente pero 
más eficiente. Este algoritmo se describe a continuación: 

ALGORITMO DE ARNOLDI MODIHCADO GRAM-SCHMIDT 

Elegirun vector v i / || v^ ||= 1 
Desde j = 1,..., A; hacer 

Wj = Avj-, 

Desde i = 1, ...,j hacer 

Wj = Wj - {H}.^. Vi) 
Fin 
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Wj+ij =11 w,- II; Si { H } , ^ , , = O parar 
1 

V j + l = 

Fin 
{H}, . i , 

w,-; 

2.4. Método de Lanczos 

Es tina simplificación del algoritmo de Amoldi [1] para el caso de matrices 
simétricas ya que los coeficientes hij generados por el algoritmo son tales que. 

hij = O para 1 <i < j — 1 

con lo que la matriz H^ obtenida del proceso de Amoldi es tridiagonal y simé­
trica. 

La solución estándar del método es. 

flij — CXj 

y si denotamos por T^ la matriz resultante del algoritmo de Lanczos, 

\ 

02 0L2 03 

\ 

0k-l Oik-l 0k 
0k OCk ) 

(2.11) 

ALGORITMO DE LANCZOS 

Elegir un vector Vi/ || vi ||= 1, /3i = O, VQ = O 
Desde j = 1,..., A; hacer 

% = ( W í , V j ) ; 

03+1 =11 wj II. Si 0j+i = O parar; 
1 

Fin 

V,-, 1 = 
0j+i 

-w,-

Donde los vectores v, (¿ = 1,2,...) son ortonormados. 
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2.5. Método de biortogonalización de Lanczos 

Es tina extensión del método de Lanczos [44], [47], para el caso de ma­
trices no simétricas. Genera dos sistemas de vectores vi,...,Vk y wi,... ,Wk, 
k = l,2,..., tal que, 

JCk (A; Vi) = C.L. {vi, Avi, A V I , .., A''-'^r,} 

Y' 

y que satisfacen la condición de biortogonalidad, 

K w , ) = ( ° ' Í^ ' . ^ / • (2-12) 

ALGORITMO DE BIORTOGONALIZACIÓN DE LANCZOS 

Elegir dos vectores vi, w i / (vi, wi) = 1 
/?i = (5i = O, wo = vo = O 
Desde j = 1,..., k hacer 

a j = ( A v j - , W j ) ; 

Vj+i = A v j - aj-Vj - /? ,Vj_i ; 

Wj+ i = A ^ W j — ajWj — SjWj^i) 

5j+i = | ( v j + i , Wj+i)\^^^. Si 6j+i = O p a r a r ; 

_ ( V j + l , W j + l ) . 
^ J + i - ~? ' 

1 ^ 

1 _ 

Fin 

Los parámetros Sj+i y /?j+i son factores de escala para los vectores Vj+i 
y Wj+i, respectivamente, y deben ser elegidos de forma que se asegure que 
{•Vj+i,Wj+i) = 1, por tanto, 

Sj+iPj+i = (vj+i, w^+i) (2.13) 

También se podría escalar los vectores Vj+i y Wj+i por su norma-2, pero en 
ese caso el producto (v^+i, w^+i) sería distinto de 1 y habría que modificar el 
algoritmo. 
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Consideramos el caso en que 5j+i, /3j+i satisfacen la relación (2.13). Deno­
tando por Tfc la matiriz bidiagonal. 

\ 

\ 

Oík-2 Pk-l 
Sk-1 Clfc-i Pk 

h Oik ) 

(2.14) 

si se determinan ¿j+i y /3j+i en el algoritmo, entonces los bj+x son positivos y 

'j+i ±(5 j + i -

Como los vectores Vj, ¿ := 1,..., /c pertenecen al subespacio /Cfc (A; v^) y los 
Wj, j == 1,..., k al subespacio /Cfc (A^; Wĵ ), podemos demostrar que forman un 
sistema biortogonal tal que, 

(v¿,Wj) = (5¿j l<i, j <k 

Además, {vi}.^j ^ es una base de/Cfc (A;vi) y {wj}.^^ ^ es una base de 
/Cfc ( A ^ ; W^) y se cumplen las siguientes relaciones. 

AVfc = VfcTfc + 6k+iVk+iel (2.15) 

A^Wfc = WkTl + pk+i^k+iel (2.16) 

WjAVfc - Tfc (2.17) 

La demostración de la biortogonalidad de los vectores v¿,w¿ la podemos 
hacer por inducción. Si (vi, wj) = 1 y asumiendo que los vectores vi,..., v^ y 
wi,..., Wj son biortogonales, vamos a demostiar que los vectores vi,..., v^+iy 
wi,..., Wj+i también son biortogonales. 

Primero veamos que {vj+i, Wj) = O para i < j . Cuando i = j , entonces, 

(vj+i, Wj) = Sj^x [(Avj, Wj) - aj {vj,Wj) - pj {vj_i,wj)] 

Pero por hipótesis de inducción {vj-i, Wj) = 0. Los otros dos términos se 
cancelan uno con otro por la definición de a^ y porque (v^, Wj) = 1. 

Consideremos ahora el producto (v^+i, w¿) cono i < j , 

Wj+i, Wi) = ¿7+1 [(Avj, Wj) - aj (v¿, w¿) - 0j (vj_i, w¿)] = 

= 5J+X [(vj, A^w¿> - ¡3j {•Vj_i, Wi)] = 

= ^i+i [(vj, A+iWi+i + aiWi + 6iWi_i) - pj (vj_i, w¿)] 
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Para i < j — I, todos los productos en la anterior expresión se anulan por la 
hipótesis de inducción. Para i = j — 1, el producto es, 

(vj+i , Wj_i) = 5 J ¿ [{•Vj,PjWj + aj-iWj_i + ¿j_iWj_2) - Pj (v j_ i , Wj_i)] 

= <̂ 7+i [Pj (vj, Wj) - Pj (v^_i, Wj_i)] = O 

Se puede probar de la misma forma que (vj, Wj+i) = O para i < j . Finalmen­
te, por construcción (v^+i, Wj+i) = 1, con lo que se completa la demostración. 

Las relaciones anteriores (2.15-2.17) nos permiten interpretar el algoritmo. 
La matriz Tfc es la proyección de A obtenida por tm proceso de proyección obli­
cua sobre JCk (A; v^) y ortogonaknente a JCk (A^; w^). De forma similar T^, re­
presenta la proyección de A^ sobre /C^ (A^; w^) y ortogonaLmente a ICk (A; v^). 

Observamos que con este método debemos resolver dos sistemas lineales, 
uno con la matriz A y otro con la matriz A^, aimque desde un punto de vista 
práctico, este algoritmo presenta algunas ventajas sobre el de Amoldi, porque 
requiere sólo unos pocos vectores de almacenamiento. Además, se han desa­
rrollado algunas técnicas alternativas para no tener que resolver el sistema con 
A^. 

Sin embargo, el método presenta en ocasiones bastantes inconvenientes ya 
que los factores de escala para los vectores de Lanczos hacen que puedan acu­
mularse excesivos errores de redondeo, e incluso llegar a anularse produciendo 
el "rompimiento" del algoritmo. Una modificación de éste, The Look-ahead Lanc­
zos [64], propuesto por Parlett-Taylor-Liu, trata de subsanar en lo posible estos 
problemas. 

2.5.1. Variante Look-Ahead del método de Lanczos (LAL) 

La variante "look-ahead" del proceso de biortogonalización de Lanczos, de­
sarrollada por Parlett, Taylor y Liu [64], para generar tma base en el subespacio 
de Krylov inducido por la matriz del sistema, se plantea para evitar el posible 
"rompimiento" que podría suceder en el proceso de Lanczos. 

Como en el proceso clásico de biortogonalización de Lanczos, el LAL genera 
dos sistemas de vectores v i , . . . , v^ y w i , . . . , w^, k= 1,2,..., tal que, 

/Cfc(A;v,) = a L . { v i , A v i , A V , . . . , A ^ - V i } 

Y' 

K, (A^; w,) ^ C.L. {w„ A V , ( A ^ ) ' W I , ..., (A^)*^-Vi} 

y que satisfacen la condición de biortogonalidad. 
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Debido a esta condición podría ocurrir que w^^jV^+i w O con w^+i 7̂  O y 
Vfc+i ^ O pero muy próximos a cero y ocasionar el "rompimiento" del proceso de 
Lanczos. 

Los vectores v i , . . . , v^ y w i , . . . , Wi; son agrupados enN = N (k) bloques, 

y , = K,Vfc,+i,...Vfc,,,_J i = i^2,...N-l (2.19) 

V7V= [Vfcj^,Vfe^+i,...Vfc] 

WAT = [wfc^, Wfc^+i, . . . Wfc] 
(2.20) 

con. 
1 =^ ki < k2 < ... < ki < ... < kjsí < k^+i 

Los bloques son construidos tal que, en lugar de (2.18), tenemos. 

donde, 

Y' 

^J^'^-l ¿ l i ' / J í J,l = l,%..-N (2.21) 

Di es no singular,/ = 1,2, . . . i V - 1 (2.22) 

Di es no singular si A; = k^+i — 1 (2.23) 

En consecuencia, si denotamos el número de vectores en cada bloque por. 

hi = ki+i — kij = 1,2,... N — 1, fiN = k — k •N 

Los primeros vectores Vfc, y ŵ ,̂ en cada bloque son llamados "regulares" y 
los restantes vectores son llamados "internos". El A'̂ —ésimo bloque es llamado 
"completo" si A; = k^+i — 1; en este caso, en el siguiente paso A; + 1, es colocado 
un nuevo bloque con vectores regulares Vfĉ ^̂  y w^^^^. Pero si por el contrario 
k < krj+i — 1, el A?̂ —ésimo bloque es "incompleto" y en el siguiente paso, los vec­
tores de Lanczos v^+i y Wjt+i son añadidos al A?̂ —ésimo bloque como vectores 
"internos". 

ALGORITMO L A L 
Elegir dos vectores v i ,w i / ||vi|| = ||wi|| = 1; 
Vi = Vi, Wi = wi. Di = W f Vi; 
fci = 1, Â  = 1, vo = wo = O, Vo = Wo = (0), pi = Ci = 1; 
Para A; = 1,2,... : 
1) Decidir para hallar v^+i y Wjt+icomo vectores "regulares" o "internos" 
e ir a 2) ó 3), respectivamente; 
2) (Paso regular) Hacer 

Vfc+i = Avfc - VArD^^W?;Avfc - VN-iD^U^N-i^^k 
Wk+i = A^Wfc - WArD]^^V^A^Wfc - WAr-iD^!:iV^_iA^Wfc 
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fcjv+i = k + l,N = N-hhVN = WN = (0), e ir a 4) 
3) (Paso interno) Hacer 

4) Hacer pfc+i = ||vfc+i|| y Ck+i = ||WA;+I||; 

Si pk+i = O o Cfe+i = O, parar; 
En caso contrario. 

Vfe+i = 
Vjfc+l 

Wfc+1 = 
Wfc+1 

Fin 
N 

Nótese que si sólo se ejecutan pasos del tipo 2) {regulares), entonces todos 
los bloques tienen dimensión /i/ = 1 y el algoritmo se reduce al clásico proceso 
de biortogonalización de Lanczos. 

Es conveniente introducir una nueva notación de la forma, 

V('=) = [Vi,V2,...Vfc] ( = [ V i V2 . . . V ^ ] ) , 

W('=) = [wi,W2,...Wfc] ( = [ W i W2 .. . W A T ] ) 

Entonces, 

;Cfc(A;Vi) = {V('=)z}, 

X:fc(A^;Wi) = {W('=)z} 

El resultado del algoritmo look-ahead Lanczos es una relación de la forma. 

j^yik) ^ YCfc+l)^^*^) (2.24) 

Ti^ik) 
donde, T es una matriz (k + l) x k, 

siendo T̂ *'̂  ima matriz tridiagonal por bloques. 

(ef) = [ O 1 ] ' 

x(fc) 

/ CXl P2 

¿2 Ol2 

Sz 

{ 

03 
« 3 

O:N-2 

^N-l 

\ 

/5jv-i 

«AT-l 0N 

5N OÍN j 
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con. 

ai = 

( * * 

Pki+i * 

O Pki+2 

\ O 

o * \ 

o ; 
* * 

* * 

o pkt+x-l * ) 

/o 

, k^ 

Vo 

o 

o } 

y los bloque /?/ son generalmente matrices llenas. Además, las matrices ai, f3i 
y 6i para / = 1,2,... iV — 1 tienen dimensiones hi x hi, hi_i x hi y hi x hi^i, 
respectivamente. Las m.atrices OAT, 0N Y SN correspondientes a los bloques N 
tienen dimensiones h^ x RN, /Í-AT-I X /ijv y ÂT X h^-i, respectivam.ente y /¡AT = ÂT 

si el bloque es "completo". 



Capítulo 3 

Métodos basados en los subespacios 
de Krylov 

Estos métodos utilizados para la resolución de grandes sistemas lineales, se 
obtienen para adaptarse, en principio, a dos requerimientos básicos que son: 

a) Minimizar una cierta norma del vector residuo sobre im subespacio de 
Krylov generado por la matriz del sistema y que se traduce en una convergen­
cia suave sin grandes fluctuaciones. 

b) Ofrecer un bajo coste computacional por iteración y no exigir alta dispo­
nibilidad de almacenaje. 

Sin embargo, esto no es siempre posible. Sólo en sistemas de ecuaciones li­
neales cuya matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva, el algoritmo 
del Gradiente Conjugado propuesto por Hestenes y Stiefel en 1952 [39] y de­
sarrollado en la práctica a partir de 1970, alcanza, salvo errores de redondeo, 
teóricamente la solución exacta en un número de iteraciones igual a la dimen­
sión del sistema y cumple los requisitos esenciales anteriores de minimalidad 
y optimalidad. 

Cuando la matriz del sistema no cumple las condiciones de simetría y po­
sitividad, el método del Gradiente Conjugado no es aplicable y en general, no 
existen métodos que cumplan los dos requisitos anteriores simultáneamente 
sin añadir inconvenientes y / o desventajas. Por todo ello, los métodos utiliza­
dos para estos sistemas, se obtienen para adaptarse a uno de eUos, bien a la 
minimización, o bien métodos que ofrezcan un bajo coste computacional y de 
almacenamiento. 

Los podemos agrupar en tres grandes familias (ver [61]): métodos de orto-
gonalización, métodos de biortogonalización y métodos basados en la Ecuación 
Normal. 
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3.1. Métodos de ortogonalización 

Están basados en xm proceso de proyección ortogonal sobre un subespa-
cio de Krylov de dimensión menor que la del sistema. Las largas recurrencias 
de estos métodos hacen que el coste computacional y la memoria ocupada au­
menten considerablemente con el número de iteraciones. Se fundamentan en el 
algoritmo de ortogonalización de Amoldi. 

3.1.1. Método de Arnoldi para sistemas lineales (Método FOM) 

La aplicación del método de Amoldi a los sistemas lineales de ecuaciones se 
realiza de la siguiente forma: dado el sistema Ax = b, sea XQ una aproximación 
inicial a partir de la cual se construye una secuencia de vectores x :̂ G XQ + ACfc , 
siendo Kk = C.L. {TQ, Aro, A^ro, -.., A*^~ r̂o} con ro = b — AXQ, imponiendo la 
condición de ortogonalidad, 

b - Axfc _L /Cfc 

como la solución aproximada del sistema viene dada por, 

Xfc = xo + VfcYfc (3.1) 

entonces, 
b - A (xo + Vfcyfc) ± X:fc =» ro - AV^YA; ± Kk 

es decir que, 
V^AVfeyfe = Vjro 

y teniendo en cuenta la ecuación (2.10), 

HfcYfc = Vf ro 

si Vi = ro/ II TQ II entonces, 

V^ro = V^ (/3vO = /3ei 

siendo /3 =|| ro |i, por tanto, 

Yk = H^^ (/?ex) (3.2) 

Basado en esta aproximación y llamado Método FOM {^ull Orthogonalization 
Method), este método aplica en cada paso el algoritmo de Amoldi modificado 
Gram-Schmidt para resolver el sistema de ecuaciones (2.1). 

ALGORITMO FOM 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — Axo, /? =|| ro ||, y vi = ro//? 
Defírúr lak x k matriz H^ = {H.}ij=i,...,k' poner Hfc = O 
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Desde j — 1,..., A; hacer 

Desde i= l,...,j hacer 
{H}ij = (wj,v¿); 
Wj = Wj- - {H}.^. v¿; 

Fin 
{ií}j+ij =11 w,- II; Si {lí}j+^j = O poner k = JY parar 

1 

Fin 
Resolver Hfcy-fe = /3ei 
Calcular Xfc = XQ + V^y^ 

El vector residuo de la solución aproximada x^ obtenido con el algoritmo 
FOM será, 

b - Axfc = -/ife+i,fcê yfcVfc+i 

y entonces, 
II b - Axfc 11= hfc+i,ifc le^y^l (3.3) 

El coste computacional de este método es de orden (A;̂ n) debido al proceso 
de ortogonalización de Gram-Schmidt y el coste de almacenamiento es de (kn), 
lo que supone que para órdenes grandes de n, la dimensión del subespacio ICk 
también es grande. Existen alternativas para paliar este problema como son el 
algoritmo Restarted FOM que periódicamente hace un restart, esto es, se ejecu­
tan iin número prefijado de iteraciones para obtener una solución aproximada 
y se usa ésta como inicialización en una siguiente aplicación del algoritmo (ver 
por ejemplo [2]), y los algoritmos lOM y DIOM que se basan en el truncamiento 
de la ortogonalización de Amoldi [72]. 

3.1.2. Método de Mínimo Residuo Generalizado (GMRES) 

El algoritmo GMRES [70, 72] aproxima la solución de forma similar al algo­
ritmo FOM visto anteriormente. 

Es un método de proyección basado en que ÍC = K.kY J0 = ^^k donde JCk es 
un subespacio de Krylov de dimensión k, lo que equivale a minimizar la norma 
del residuo. 

Así, el desarrollo del algoritmo consiste en encontrar un vector x de xo 4- K^k 
tal que, 

x = xo -h Vj ty 

imponiendo la condición de mínimo para, 

J(y) = | | b - A x | | (3.4) 
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y como, 
b - Ax = b - A (xo + Vfcy) = ro-AVfcy 

Teniendo en cuenta la ecuación (2.9) y Vi = FQ/ || FQ || obtenido del algoritmo 
de Amoldi y llamando 0 =\\ TQ \\, entonces, 

b - Ax = /3vi - Vfe+iHfcy 

pero, vj = Vfc+iBi, con ei e U'''^^, por tanto, 

b - Ax = Vfc+i (/3ei - íífcy) (3.5) 

y la ecuación (3.4) quedará, 

J(y)=| |Vfc+i( /3ei-H,y) | l 

Como las columnas de la matriz V^+i son ortonormales por construcción, 
podemos simplificar la anterior expresión, 

J(y) = | | ( / ?e i -H ,y ) | | (3.6) 

El algoritmo GMRES busca el único vector de xo + ICk que minimiza la fun­
cional J(y). 

ALGORITMO GMRES 
Aproximación inicial XQ. ro = b - Axo; 
Definir la (fc + 1) x A; matriz H^ = {^}i<i<k+i,i<j<k- Poner H^ = 0. 
Desde j = 1,..., k hacer 

Desde i = I,..-, j hacer 
{HKj = (w^-,Vi); 
Wj = Wj - {H}¿j. v¿; 

Fin 
Wj+ij =11 Wj II; Si {H}^.^i^. = O poner k = jy parar 

1 

Fin 
Hallar y fe que minimiza |j (/?ei - Hfey) ||; 
Determinar x^ = XQ + V^y^ siendo Vfc = [vi, V2,..., v^]; 
Calcular rjc = b — Axfc 

Igual que ocurría en el algoritmo FOM, el algoritmo GMRES, resulta im­
practicable cuando A; es muy grande, ya que corvlleva un elevado coste compu-
tacional y de almacenamiento, por lo que se procede de forma análoga usando 
las técnicas restart y de truncamiento. 
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ALGORITMO RESTARTED G M R E S 

1) Aproximación inicial XQ. FQ = b - Axo,_^ =i| ro ||, y vi = ro//5; 
2) Generar la base de Amoldi y la matriz H^ usando el algoritmo de Amol-

di; 
3) Iniciar con Vi; 
4) Hallar yfc que minimiza || (/3ei - Hfcy) || y x^ = XQ + VfcYfe; 
5) Si se satisface entonces parar. En caso contrario poner XQ := x^ y volver 

al paso 1. 

3.1.3. Método de Lanczos para sistemas simétricos 

La aplicación del método de Lanczos a los sistemas lineales de ecuaciones 
se realiza de la siguiente forma: 

Dada ima aproximación incial XQ del sistema de matriz simétrica, definida 
positiva Ax = b, y obterúdos los vectores v, {i = 1,2,...) del algoritmo de Lanc­
zos, junto con la matriz tridiagonal T^, la solución aproximada obtenida por im 
método de proyección ortogonal sobre Kk viene dada por, 

Xfc = xo + VfcYfc 

Yfc = T,-i (/?ei) 

ALGORITMO DE LANCZOS PARA SISTEMAS LINEALES 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — AXQ, /? = | | FQ ||, y vi = FQ//? 
Desde j = 1,..., k hacer 

Wj = Avj—/?jVj_i(si j = 1 poner f3iVQ = 0); 
aj = ( W j , V j ) ; 

W j = Wj- - ajWj-

Pj+i =11 Wj II; 
J_ 

Fin 
Generar las matrices T^ = tridiag{/3i, a¿, Pi+i), yVk = [vi,V2,..., v^] 
Resolver Tfcyfc = /3ei 
Calcular Xfc = XQ + YkJk 

donde el vector residuo de la solución aproximada x^ es tal que, 

b - Axfc = -/?fc+ie¡'yfcVfc+i (3.7) 

3.1.4. Método del Gradiente Conjugado (CG) 

Una variante del algoritmo de Lanczos [41], se puede obtener mediante el 
truncainiento del proceso de ortogonalización realizando tma factorización de 

V j + i = W,-
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la matriz Tk en LfcU/., esto es. 

T. = 

/ 1 
A2 1 

Afc_l 

v 

\ 

1 
Afc 1 ) 

X 

í m P2 
m Pz 

Vk-i 

\ 

) 

Pk 
Vk ) 

(3.8) 

entonces, la solución aproximada vendrá dada por, 

haciendo. 

quedará. 

z, = L^^(/?ei) 

Xfc = Xo + PfcZfc (3.9) 

La última columna p^ de la matriz Pfc, puede ser calculada a partir de las 
previas p¿ y v^ de la expresión, 

Pfc = % ^ [Vfc - /?fcPfc-l] 

donde ¡3^ es obtenido en el algoritmo de Lanczos y 77̂  se obtiene de la factori-
zación de Tfc, esto es. 

AI- = 
fSk 

m-1 

Vk^Oik- >^kPk 

(3.10) 

(3.11) 

Si hacemos. 

Zfe 
Z f c - l 

donde C,k = —AfcCfc-i/ podremos escribir, 

Xfc = Xfc_i + CfcPfc 

que proporciona una nueva versión del Algoritmo de Lanczos para sistemas 
lineales. 

ALGORITMO D-LANCZOS 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ, Ci = /̂  
Al = /5i = O, po = O 
Desde k = 1,2,... hasta converger, hacer 

w = Avfc-/?fcVfc_i y «fc = (w, Vfe); 

ro 11/ y Vi = ro//? 
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Si A; > 1 entonces A^ = V Cfc = -AfcCfc-i; 
Vk-i 

r}k = Oik- XkPk 
Pfc = Vk^ [vfc - PkPk-i] 
Xfc = Xfc_i + CfcPfc 

Si Xfc converge Fin 
w = w - afcVfc; 
Pk+i =11 w II; 

1 

Fin 
" ' « = & ; ; * 

Este algoritmo es matemáticamente equivalente al anterior, es decir, pro­
porciona la misma solución aproximada, pero este último calcula la solución 
del sistema tridiagonal Tfcyfc = /3ei progresivamente utilizando la eliminación 
Gaussiana de forma implícita. 

Los vectores residuos generados son ortogonales y los vectores p¿ son A-
ortogonales, o conjugados. 

Efectivamente, cada vector residuo es tal que rfc = crfcVfc+i, donde ak es un 
cierto escalar, por tanto como los vectores v¿ son ortogonales, los vectores resi­
duos también lo serán. Por otro lado como Pfc = VfcU^^, entonces, 

P^APfc = (VfcU,-̂ )"^ AVfcU,-̂  = 

= U,-^Vf AVfcU,-̂  = U¡-^TfcU,-^ = 

= U,-^Lfc 

que es una matriz triangular inferior, necesariamente simétrica. Por tanto, la 
matriz P^APfc es diagonal y como consecuencia los vectores pj son A-ortogo­
nales, es decir que (Ap¿, p^) = Osiij^ j . 

El m.étodo del Gradiente Conjugado está basado en una técnica de proyec­
ción ortogonal sobre el subespacio de ICrylov ]Ck (A; FQ) donde TQ es el residuo 
inicial y se fundamenta en el algoritmo D-Lanczos de la siguiente forma: 

Una aproximación x^+i puede ser expresada, 

Xj+i = Xj + üjPj (3.12) 

entonces, los vectores residuos deben satisfacer que, 

Tj+i = Vj - ajApj (3.13) 

estos vectores residuos son ortogonales, 

( r j - a ; j A p ^ . , r j > = 0 

por tanto. 
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como las siguientes direcciones p^+i son una combinación lineal de rj+i y pj, 
después de reescalar los vectores p apropiadamente, 

Pj+i = f^j+i + PjPj (3.15) 

con lo cual, 
(Apj , r̂ -> = <Ap^., pj - pj-iPj-i) = (Apj-, pj) 

ya que Ap^ es ortogonal a Pj_i. Entonces, teniendo en cuenta (3.14) y (3.15) 
obtenemos que, 

p ^ ( r j+ i ,Apj ) 

' (p,-,Ap^) 

y como de (3.13), podemos escribir, 

Ap j = (r^+i - Tj) (3.16) 

entonces, 
o. ^ 1 ( r j + i i (^j+i ~ Tj)) ^ ( r j+ i ) Tj+i) 

' aj <Ap^.,p,-) (r,-,r,-) 

A L G O R I T M O DEL G R A D I E N T E C O N J U G A D O ( C G ) 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ, po = ro 
Mientras || r^-i || / || TQ | |> £ {j = 1,2,3,...), hacer 

' <Ap,.,Pj>'-
Xj+l = Xj + ÜjPj 

Tj+i ^ Tj - aj Apj 

( r j> r j ) 
Pj+l = Tj+i + PjPj 

Fin 

Téngase en cuenta que los escalares aj, ¡Sj en este algoritmo no son los ob­
tenidos en el algoritmo de Lanczos, pero podemos encontrar la relación entre 
estos y los coeficientes de la matriz obtenida en el algoritmo de Lanczos. Sea, 

Tfe = tridiag{T]j, dj, rjj+i) 

De la ecuación (3.7) podemos escribir, 

Tj — escalar x v^+i (3.17) 

Como, 
¿. ^ (Avj+i.Vj+i) ^ {Arj,rj) 
^^' {Vj+i,Vj+i) {rj,rj) 
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Tj = Pj - A - l P j - l (3.18) 
De (3.15) se obtiene, 

entonces, 
{ATJ, Tj) = (A {pj - (3j-ipj-i), pj - Pj-iPj-i) 

teniendo en cuenta que los términos /?j_iPj_i se anulan para j = O porque los 
vectores p son A-ortogonales, 

(Ar,-, r,-) = (Ap^., p , ) + /?|_i (Ap^_i, p ,_ i ) 

Obtenemos para j > O, 

" j+ i + Pj-i 
(rj>rj> ^ (rj>rj) 

Por tanto, los elementos de la diagonal de T^ serán, 

l p a r a i = 0 

h -^-^ para j > O 
aj Cíj-i 

aj aj-i 
(3.19) 

^j+i = (3.20) 

Para encontrar una expresión de los elementos co-diagonales 77̂ +1, de la de­
finición del algoritmo de Lanczos, 

( A r j - i , r j _ i ) 
r7j-+i = (Av j - ,V j+ i ) = 

II r , - i 

Por la relación (3.18) y teniendo en cuenta la propiedad de ortogonalidad 
del algoritmo del Gradiente Conjugado obtenemos, 

(Arj_i, rj) = (A (pj_i - /?j-2Pj-2), r^) = 

= (Apj_i , r^-) - Pj-2 (Apj_2, r̂ -) = 

= ( f j - T j - i , Tj) + - ^ = ^ ( r j _ i - r j _ 2 , Tj) = 
Oij-l OLj-2 

•1 

Q , _ l 
( r í . r j ) 

Entonces, 

^ j + i = 
1 (rj,^^-) x/^ ; - l 

(3.21) 
" j - i II f j- i lili fj II Q:J-I II Tj-i II « j - i 

Finalmente, podemos escribir la matriz tridiagonal de Lanczos en función 
de los coeficientes del Gradiente Conjugado, 

v2o \ 

ao Qo Qo Qi 

T, = 

V 
y/fe^ 

O'k-2 

2 1 , /3fc-2 

"* : -2 0:fe-l afc_2 
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3.2. Métodos de biortogonalización 

Estos métodos son también raétodos de proyección pero intrínsecamente no 
ortogonales. Tienen la ventaja de que las fórmulas de recurrencia son reducidas 
y el almacenamiento no aumenta con el número de iteraciones, pero por contra, 
presentan un comportamiento irregular en la convergencia, con oscilaciones y 
abundantes "picos" que pueden conducir a criterios de parada con soluciones 
erróneas. Se fundamentan en el algoritmo de biortogonalización de Lanczos 
[17]. 

3.2.1. M é t o d o de b iortogonal izac ión de Lanczos para s i s temas 
n o s imétricos 

La aplicación del método de biortogonalización de Lanczos a los sistem.as 
no simétricos de ecuaciones lineales se realiza de la siguiente forma: 

ALGORITMO DE BIORTOGONALIZACIÓN DE LANCZOS PARA SISTEMAS LI­

NEALES 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — Axo, ¡3 =\\ VQ || 
Ejecutar k pasos del Algoritmo de biortogonalización de Lanczos, 

Indar con Vi = ro//5, y con wi tal que (vi, wx) = 1 
Generar los vectores vi,..., v^, wi,..., w ;̂ 
Generar la matriz tridiagonal T^ 

Resolver T^y^ = peí y calcular x̂ . = XQ + VkYk 
donde el vector residuo de la solución aproximada x^ es tal que, 

II b - Axfc 11= l^+ie^y/fel || v^+i || (3.22) 

3.2.2. Método del Doble Gradiente Conjugado (Bi-CG) 

El algoritmo del doble gradiente conjugado (Bi-CG) [17], se deriva del algo­
ritmo de biortogonalización de Lanczos de la misma forma en que el Gradiente 
Conjugado (CG) se derivó del algoritmo de Lanczos. Implícitamente, el algorit­
mo resuelve, no sólo el sistema original Ax = b, sino también el sistema dual 
o sistema auxiliar A^x*= b*, aunque éste es ignorado en la formulación del 
algoritmo. 

El algoritmo Bi-CG es xm proceso de proyección sobre, 

/Cfc (A; v j = C.L. {vi, Avi, A^v^,..., A'^"Vi} 

ortogonalmente a, 

A (A^;wO = C.L. {w„A^Wi, (A^)Vi , . . . , ( A ^ ) ' - ' w i } 
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haciendo vi = ro/ || ro \\. El vector wi es elegido arbitrariamente tal que 
(vi,wi) ^ O, generalmente igual a vi. El residuo inicial del sistema dual es 
TQ = b* — A ^ X Q . 

Procediendo de la misma forma que en el algoritmo CG, descomponemos 
la matriz Tk, 

Tk = UVk (3.23) 

y se define, 
Pk = VkUk' (3.24) 

Entonces, la solución se puede expresar, 

Xfc = xo + VfcT^^ (/3ei) 

= xo + V,U,-^L^i(/3ei) 

= xo + PfcL^' (/5ei) 

Como en el algoritmo CG los vectores Vk y r^ tienen las mismas direcciones 
que los Vfc+i y w^+i respectivamente, forman una secuencia de vectores biorto-
gonales. 

Definimos de forma similar la matriz, 

P^ = W,L,-^ (3.25) 

Claramente, los vectores columnas p* de P^ y los p, de Pfc son A-ortogonales, 
ya que, 

(PlfAP, = L-.'WlAVkV^' = L,-^T,U,-^ = I 

ALGORITMO B I - C G 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ. Elegir TQ tal que (ro, TQ) ̂  O, 
PO = TO/ P o — Í̂ O 

Mientras || r^-i || / || FQ ||> e {j = 1,2,3,...), hacer 

' <AP„P1>' 
Xj+i — Xj + CíjPj 
Tj+i = Tj - aj Apj 

r*+i = r* - ajA^p* 

Pj+l — Tj+i + PjPj 
P*+i = r*+i + pjp* 

Fin 

Los vectores generados en el algoritmo anterior satisfacen las siguientes 
propiedades de ortogonalidad: 

( r , - , r ; ) = O p a r a z ^ i (3.26) 
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(Ap^.,p*) = O p a r a z ^ j (3.27) 

Estas propiedades pueden desmostrarse por inducción o más fácilmente a 
partir de las relaciones entre los vectores r^, r*, Pj, p* y los vectores columnas 
de las matrices V^, W^, P^, P^. 

3.2.3. Método CGS (Conjúgate Gradient Squared) 

Desarrollado por Sonneveld en 1989 [76], es una modificación del Bi-CG. 
Sonneveld observa que en caso de convergencia del Doble Gradiente, los vec­
tores r j y Tj tienden a cero, pero la convergencia de los "residuos auxiliares" no 
es explotada y sólo se calculan para la valoración de los parámetros que apare­
cen en el algoritmo. Propone entonces, la siguiente modificación donde todos 
los esfuerzos se concentran en la convergencia de los vectores del sistema ori­
ginal r , . 

Usando expresiones polinómicas para los vectores residuo r^, y la corres­
pondiente dirección conjugada pj , 

r,- = </.,(A)ro (3.28) 

p,=7r,(A)ro (3.29) 

donde (¡)j es un cierto polinomio matricial de grado j que satisface la restricción 
0j(O) = I, y TTj es igualmente otro polinomio matricial de grado j . 

De forma similar, y teniendo en cuenta que los vectores r} y p | se obtu­
vieron a la vez usando las mismas fórmulas de recurrencia que r̂  y pj, sólo 
reemplazando la matriz A por A^, entonces, 

r* = 0 , ( A > * , p* = 7r,(A^)r* 

Por tanto, el escalar aj del algoritmo Bi-CG se obtendrá. 

OLj 
(A7r^(A)ro, 7r,-(A^)r*) <A7r2(A)ro, rj) 

Sonneveld, sugiere trabajar con aproximaciones Xj, que satisfacen, 

f,- = b - Ax,- = (P%A)v, (3.30) 

Como la expresión del vector residuo del sistema original en el algoritmo 
Bi-CG viene dada por r^+i = r̂  - a^ Ap^, entonces sustituyendo, 

<^^+i(A)ro = 0j(A)ro - ajA7rj{A)ro (3.31) 
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y elevando al cuadrado, 

05^.,(A) =0J(A) - ajA [20,(A)7r,-(A)-a,A7r|(A)] (3.32) 

Para calcular por recurrencia las direcciones conjugadas, como, 

7r,>i(A) =<f>j^,{A)+pj7rj{A) (3.33) 

elevando al cuadrado, 

7r|+,(A) =02^,(A)+2/3,-0,+i(A)7r,-(A)+/?27r,-(A)' (3.34) 

De (3.33) se tiene que, 

0,-(A)7r,(A) =<^J(A)+/?,_i^^(A)7r,_i(A) 

y de forma similar, 

0,+i(A)7r,-(A)=(^J(A)+/?,-_i(/.,(A)7r,_i(A)-a,A7r|(A) (3.35) 

Si definimos, 
r^ = 0f (A)ro (3.36) 

p ,=7rJ(A)ro (3.37) 

q,- = (/.,+i(A)7r,(A)ro (3.38) 

Transformando estas recurrencias de polinomios, obtenemos, 

r^+i ^ Vj - a^A [2TJ + 2/3j_iqj_i-a:jApJ (3.39) 

qj = Tj + /?j_iC|j_i-ajApj. (3.40) 

Pj+i = rj+i + 2/?jqj+/?2p^. (3.41) 

Definimos los vectores auxiliares, 

d,- = 2TJ + 2^,_ic|j_i - a j Ap^ (3.42) 

Uj = Tj + /?j_iqj_i (3.43) 

Con estas relaciones resulta el siguiente algoritmo en el que no figuran los 
vectores residuos ni las direcciones conjugadas del sistema auxiliar, eliminan­
do de esta forma los productos A^ por vector. 
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ALGORITMO C G S 

Aproximación inicial XQ. ro = b - AXQ; TQ arbitrario tal que (ro, TQ) 7̂  O 
Po = Uo = ro 
Mientras || r^_i || / || ro ||> £ (j = 1,2,3,...), hacer 

^"(Ap„r*> 

Xj+i = Xj + aj (Uj + qj) 

r^+i = r̂ - - ajA (u^ + q^) 
o _ ( í i t b£o ) 

Uj+i — Tj+i + (3jqj 

Pj+i = Uj-+i + pj {cy + /3jPj) 

Fin 

3.2.4. Método Bi-CGSTAB (Biconjugate Gradient Stabüized) 

En el CGS, los vectores residuos verifican TJ = 0^(A)ro. Van der Vorst en el 
Bi-CGSTAB [85,37], propone obtener un vector residuo por aplicación sucesiva 
de dos polinomios reductores distintos de la forma, 

r;.=^,.(A)0,(A)ro (3.44) 

tal que las relaciones de recurrencia del algoritmo donde intervenga este po­
linomio ipj (A) no deben ser excesivamente complicadas y los parámetros que 
figuren en su definición sean fácilmente optimizables. En este sentido sugiere 
para ^¿(A) la expresión, 

',Pj^,{A) = (I-wjA)i;j{A) (3.45) 

determinando Wj, por la condición de inínimo para r̂  en la iteración j-ésima. 
Las relaciones de recurrencia se derivan de forma similar que en el algorit­

mo CGS. Así, 

^,-+i(A)<^^+i(A) = (I - WjA)i;j(A)cf>j^,{A) (3.46) 

= (I - í/;,-A) [^,-(A)<^,-(A)-a,-A^,-(A)7r,(A)] (3.47) 

Necesitamos una relación de recurrencia para la correspondiente dirección 
conjugada. Esto es, 

^^(A)7r,-(A) = V,(A) [(l>j{A)+pj_^7rj_,{A)] (3.48) 
= ^,(A)0,(A)+/3,_i(I - í/;,_iA)Vj-i(A)7r,_i(A) (3.49) 

Definimos, 
r j=Vj (A)0 j (A) ro , 
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Pj = V'j(A)7rj(A)ro 

Teniendo en cuenta las anteriores relaciones, podemos encontrar las corres­
pondientes fórmxilas de recurrencia en función de los escalares aj y /3j, 

r^+i = (I - WjA) {vj-ajApj) (3.50) 

Pj+i = r̂ '+i + Pj (I - WjA)pj (3.51) 

Para obtener el algoritmo, se toma como referencia al igual que en el CGS 
el algoritmo Bi-CG, efectuando las transformaciones necesarias para que las 
relaciones de recurrencia de la solución sean función del nuevo vector residuo. 

Recordando que en el algoritmo Bi-CG, Pj = pj+i/pj con, 

p, = <(/.,-(A)ro,0,(A^)r;> = {<j>%A)r„r;) 

Pero como pj no se calcula debido a que ninguno de los vectores 0j(A)ro, 
(/)j(A^)rQ ó 0^(A)ro están disponibles, lo podemos relacionar con el escalar, 

Pj = (0j(A)ro,Vi(A^)r;> 

que podemos obtener como, 

Pj = (V'j(A)0j-(A)ro,r;) = (r,-,r;) 

Desarrollando (f)j{A'^)rl explícitamente para relacionar los escalares, pj y 'pj, 

PJ = UjiA)r„rÍ{A^yr* + 4{A.''y-'r* + . 

incorporando la ortogonalidad de (pj {A)rQ respecto de cada uno de los vectores 
TQ, con i < j y teniendo en cuenta que sólo los coeficientes principales de 

los polinomios son relevantes en el desarrollo del anterior producto. Si TÍ es el 
principal coeficiente para el polinomio 0j(A), entonces. 

Examinando las relaciones de recurrencia para 0j+i(A) y ipj+i{A), los coe­
ficientes principales para estos polinomios fueron hallados para satisfacer las 
relaciones, 

4'^^ = -Wj4, 7Í^^ = -ocjTÍ 

Por tanto, 
Pj+i ^ '^j Pj+i 

pj Qj Pj 
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que nos permite encontrar la siguiente relación para jSj, 

Pj+l Oíj 
Pj 

Pj Wj 

De forma similar, y por una simple fórmula de recurrencia podemos encon­
trar ttj como. 

Q-i = 
^̂  (A7r,(A)r„7r,(A^)r*) 

De la misma manera que anteriormente, en los productos de polinomios, 
tanto en el numerador como en el denominador, sólo se consideran los términos 
correpondientes a sus respectivos coeficientes principales y como éstos para 
0j(A^)r* y 7rj{A'^)rl son idénticos, podemos escribir. 

(^j = 
(A7r,(A)ro,0j(A^)ro) 

(A7rj-(A)ro,^j(A^)r*) 
_ (^j(A)(^j(A)ro,rS) 

(A^j-(A)7r,(A)ro,r5) 

Y como pj = -ipj{A)7Tj{A)rQ, entonces, 

A partir de la ecuación (3.50), si hacemos, 

Sj = Vj — üjApj (3.53) 

el valor óptimo para el parámetro Wj que interviene en la construcción del poli­
nomio reductor tpj{A) y que figura en las relaciones de recurrencia del algorit­
mo lo obtendremos con la condición de minimizar la norma del vector residuo, 

Tj+i = Sj — WjASj 

\\Tj+i\f = {Sj — WjAsj, Sj — WjASj) = {Sj, Sj) — 2wj {Sj, ASj) + w^ (Asj, Asj) 

^̂ ^̂ '̂̂ ^̂ ^ = - 2 (s,-, As,) + 2wj {ASj, ASj) = O 
dWj 

con lo que, 
^ ^ {Asj,Sj) ^^^^^ 

^ {Asj,Asj) 
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La ecuación (3.50) ahora nos quedará , 

Fj+i = Sj — WjAsj = Vj — ajApj — WjAsj (3.55) 

y la relación de recurrencia pa ra el vector solución viene d a d a por, 

Xj+i = Xj + ajPj + WjSj (3.56) 

Una vez expresados todos los vectores en función del nuevo residuo y deter­
minadas sus relaciones de recurrencia, así como los escalares que intervienen 
en las mismas, se puede escribir el algoritmo. 

ALGORITMO B I - C G S T A B 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
Elegir FQ arbitrario tal que (ro, TQ) 7̂  0. 

Mientras || r,_i i| / || FQ ||> e (j = 1,2,3,...), hacer 

' <Ap,-,r*> 
Sj = r̂ - - ajApj 

' {Asj,Asj) 
Xj+l =..Xj + CXjPj + WjSj 
Tj+i ^ Sj — Wj Asj 

(rj+i,ro) Qj 

Fin 

^ (rj,rS) Wj 
Pj+i = Tj+i + /3j (pj - Wj Apj) 

En el algori tmo figuran d o s productos matr iz p o r vector y cuatro p roduc tos 
internos, mientras q u e el CGS exige los mismos produc tos matr iz po r vector 
y sólo dos produc tos internos. Sin embargo en la mayoría d e los casos la con­
vergencia del Bi-CGSTAB es m á s rápida y imiforme e incluso necesita menor 
carga computacional para alcanzar una de te rminada tolerancia, pues la reduc­
ción del n ú m e r o d e iteraciones compensa su mayor coste. 

3.2.5. Método de Cuasi-mínimo Residuo (QMR) 

Este mé todo p ropues to p o r Freund y Nachtigal [21,22,23], conserva la p ro ­
p i e d a d de los mé todos t ipo gradiente de utilizar relaciones d e recurrencia que 
impl iquen bajo coste computacional , con la par t icular idad d e no usar una con­
dición estricta d e miiúmización pa ra generar los vectores res iduo. Plantea para 
ello, tina técnica pa ra cuasi-minimizar estos vectores, condición que da nombre 
al mé todo , in ten tando suavizar las fluctuaciones q u e t ienen lugar en la conver­
gencia debidas a este hecho. 
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El resultado del algoritmo de Lanczos es una relación de la forma, 

AVfc = Vfc+iTfc 

donde T^ es una matriz tridiagonal (A; + 1) x k, 

% = 
Tfc 

(3.57) 

(3.58) 

con. 
/ai 02 

h OL-i (3i 
Si as 

Tk = 

\ 

(3.59) 
ak-2 /5fc-i 
<5A;-I ak-i (3k 

5k OLk ) 

ai, ¿ = 1,..., k; I3j, j = 2,..., k; 6i, I = 2,..., k + 1, son los parámetros obtenidos 
durante el proceso de Lanczos. 

A partir de la ecuación (3.57) y desarrollando de la misma forma que en 
el GMRES, si vi se define en función de TQ, por ejemplo 7Vi = ro, entonces el 
vector residuo asociado a una solución aproximada de la forma. 

Xfc = xo + Vjt z (3.60) 

viene dado por. 

b - Axfc = b - A (xo + Vjt z) 

= ro - AVfc z 

= 7Vi - Vfc+iTfcZ 

= Vfc+i(7ei-Tfcz) 

La norma, del vector residuo viene dada por, 

llrll2 = |iVfc+i(7ei-Tfcz)l|2 

(3.61) 

(3.62) 

donde la matriz Vfc+i tiene por columnas los vectores Vj, ¿ = 1,..., /: + 1, ob­
tenidos en el procedimiento de biortogonalización de Lanczos, pero no son 
ortonormados como los obtenidos en el proceso de Amoldi utilizado para el 
GMRES, por lo que en este caso ocurre que, 

\\r\\,j^he,-TkZ (3.63) 

La idea del QMR es precisamente minimizar sólo este factor del residuo, y 
es por ello que la solución resultante es llamada "Aproximación del cuasi-mínimo 
residuo". 
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Si introducimos una matriz diagonal (k+l) x (k+ 1) de pesos, 

rik = diag {LÜI,UJ2, ..., üJk+i) ,U;J > O, j = 1,2,... ,k+ 1 

que se considera como un parámetro libre que puede ser usado para escalar el 
problema, entonces podemos escribir la ecuación (3.61) en la forma. 

rfc = Vfc+i[íífc] ' í 2 fc (7e i -Tfez ) 

= Vk+i [fifc]"' (dfc - íífcTfez) 

con dfc = a;i7ei. 
El problema es ahora minimizar la funcional cuadrática, 

lldfc -f2fcTfcz|L 

(3.64) 

(3.65) 

Este problema de mínimos cuadrados implica para su resolución, la factori-
zación QR de ftkTk como. 

OfcTfc = [Qkf R-fc 
O 

donde Q^ es una matriz ortogonal (k + 1) x {k + 1) y Rfc es una matriz no-
singular, A; X A: triangular superior. 

El problema de minimización expresado en la ecuación (3.65) se transforma 
en. 

mm ín II (dfc - HfcTfcz) 11̂  = mín 

= mm 

[Qkf {Qfcdfc o 

R-fc 
O 

(3.66) 

que permite obtener z^, el valor óptimo de z, como, 

Zfc = [R-fc] tfc 

donde. 

tfc 

Tk 

tfc 
= Qfcdfc 

Y por tanto, 
mín II (dfc - íífcTfcZfc 

Con lo que el algoritmo QMR puede escribirse, 

2 = Vk+l\ 

(3.67) 

(3.68) 

Aproximación inicial XQ. FQ = b - AXQ, 7 =| | FQ ||; 
Inciar con vi = ro/7, y con wi tal que || Wi | |= 1; 



36^ Métodos de Krylov 

Para A; = 1 ,2 , . . . : 

1) Ejecutar las k iteraciones del algoritmo de biortogonalización de 
Lanczos; Generar las matrices V^, V^+i y T^ 
2) Calcular la factorización QR de la m.atriz íífcT/c y el vector t^ 
3) Resolver Hk'Zk = t^ y calcular Xfc = XQ + VfcZfc; 
4) Si Xfe converge. Fin. 
Que desarrollado queda. 

A L G O R I T M O Q M R 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — AXQ; 
Pi =11 ro II y ; Vi = ro/pi; 
Elegir Wi tal que || wi | |= 1; 
Po = Qo = do = 0; 

co = eo = 6 = 1; 
^0 = 0,77o = - 1 ; 
Mientras V i + 1 |?7j_i| / ||ro|| > e{j = 1,2,...), hacer: 

Vj = Vj - {^j5j/ej^x) pj_i; 

ej = (APj,qj->; 

\j+i = Ap^- - l3jWj, pj+i = ||vj+i||; 
Wj+i = Á^qj - pjWj, ^j+i = ||wj+i||; 

2 
Pj+1 1 _ _ P J S 

Fin 

j — j — 1 "^ 3 f 

Vj+l = Vjj^x/pj+i, 

Wj+1 = w,+i/Cj+i; 

3.2.5.1. Método QMR con Look-Ahead Lanczos 

Procediendo de la misma forma que ya se hizo en el apartado anterior, a 
partir de la ecuación (2.24), el algoritmo QMR usando la biortogonalización 
obtenida con la variante "look-ahead" del método de Lanczos, puede escribirse. 

A L G O R I T M O QMR C O N L A L 

Aproximación inicial xo. ro = b — AXQ, po = | | ro ||, Vi = ro/ po; 
Iniciar con Vi = ro/70, y con wi tal que || wi | |= 1 
Para fe = 1, 2 , . . . : 
1) Ejecutar las k iteraciones del algoritmo LAL; 
Generar las matrices V^, V^+i y T^ 
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2) Calcular la factorización QR de la matriz fífeT^ y el vector t^ 
3) Resolver RkZk = tkY calctdar Xfc = XQ + Vk^k) 
4) Si Xjt converge. Fin. 

3.2.6. Método TFQMR (Transpose-Free QMR) 

Derivado del algoritmo CGS y desarrollado por Fretind en 1993 [20], tiene 
la ventaja de no requerir productos matriz por vector con A^ y puede imple-
mentarse fácilmente, simplemente cambiando unas pocas líneas en el algoritmo 
CGS visto anteriormente. Si dividimos en dos medios pasos el cáculo de x^ en 
el algoritmo haciendo. 

Uk-i sim = 2k — les impar 
Qfc si m = 2k es par 

(3.69) 

Y' 

siendo. 

w„. = 
í <^|(A)roSÍm = 2/c + les impar 
\ 0jt(A)0fc_i(A)ro sim = 2k es par 

W2fc+i = r^^^ k = l,2,...,k. (3.71) 

por lo que éste se verificará siempre que m e {1,2, . . . , 2A;*}. 
Teniendo en cuenta las expresiones dadas en el algoritmo CGS, (3.40), (3.43) 

y (3.31), se podrán relacionar los vectores y^ y w^ por, 

Ay^ = (w^ - w„+i) (3.72) 
Q;[(m-i)/2] 

Y como en el algoritmo CGS, ak-i ^ O para todo k, queda garantizado que 
el denominador de la expresión anterior (3.72) será siempre distinto de cero. 

Poniendo, 

Ym = [yi,y2,---ym] / 
W „ + l = [Wi, W2, . . . W^, W^+i] 

se puede expresar (3.72) en forma matricial, 

AY^ = W^+iB^ (3.73) 

donde, 

/ I O ••• O \ 

- 1 1 ••. : 

O • • . • • . O Bm 

: ••• - 1 1 

V o ••• o - 1 / 

[diag (do, "o, Q̂ i, • • •, a[(m-i)/2])] (3.74) 
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es una matriz (m + 1) x m bidiagonal inferior. Finalmente teniendo en cuenta 
que en las expresiones (3.31) y (3.33), los polinomios <j)k y T^k son de grado k y 
por (3.40), (3.43) y (3.69), 

JCm{A;Vo) = C.L.{yuy2,...,ym} = {Y„z} (3.75) 

por lo que podremos expresar una aproximación a la solución del sistema por, 

Xm = xo + Y^z (3.76) 

Por (3.73) y como Wi = ro, los correspondientes vectores residuos satisfacen, 

r^ = ro - AY^z = W^+i (e^^^^ - B^z) (3.77) 

donde e5"+^ = (1 O ••• OfeR'^+^ 
Introduciendo una matriz de escala, 

ílm+i = diag {uj-i,uj2, • • •, í^m+i), wjv > o, AT = 1, 2 , . . . , m + 1 (3.78) 

y reescribiendo la ecuación (3.77), 

rfc = W^+ií2-i+i (f^+i - T^z) (3.79) 

donde, 

f „+x=a ; i e r^ y (3.80) 

Las sucesivas iteraciones del TFQMR, vienen dadas por, 

x^ = Xo + Y^z^ (3.81) 

donde z^ es la solución del problema de mínimos cuadrados, 

Tm = mín II (f^+i - T^z) II (3.82) 

Las iteraciones x^ dependen de la elección de los pesos UJN en (3.78). La 
estrategia estándar es tomar, 

a;iv=||w^r||, N=l,2,...,m+1 (3.83) 

lo que significa que todas las columnas de Wm+i^^+i en la ecuación (3.79) son 
tratadas igualmente y escaladas para ser vectores xinitarios. 

Para la implementación del método TFQMR, las iteraciones auxiliares serán, 

x^ = xo + Y^z^ donde z^ = T~ f̂  (3.84) 
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siendo T^ la matriz m x m que se obtiene al eliminar la última fila de T^ . 
Usando (3.74), (3.77) y (3.80) se comprueba que T ^ es no-singular y que, 

y , (3.85) 

Wm+l = II (fm+1 - T^Z) II (3.86) 

Finalmente comparando (3.84) y (3.85) con la expresión para x̂ *̂ '̂  en el al­
goritmo CGS se concluye que, 

X2, = x f «5 (3.87) 

De la resolución del problema de mínimos cuadrados planteado en (3.82) (ver 
[20]) las iteraciones para el TFQMR dadas en (3.81) y (3.84) quedan relacionadas 
por, 

XTO = ( l - C^) Xm_i + C^X^ (3.88) 

con, 

Tm-l Vl+^m 

Haciendo, 

dm = (Xrn - X ^ - i ) (3.90) 
Oí[{m-l)l2] 

podemos reescribir (3.88) en la forma, 

Xm = XTO-1 + Vmdm, d o n d e rjm = C^Q:[(m-l)/2] (3.91) 

De (3.84) y (3.85) obtenemos que, 

Xm = Xm-1 + Q;[(m-l)/2]ym 

y junto con (3.90) y (3.91) (reemplazando m por m - 1) se Uega a que, 

dm = ym + ^'"'-''^"'-'dm-u donde ,9^_^ = Í 9 á l ^ (3.92) 

Teniendo en cuenta que por (3.69) y (3.71) las recurrencias para q^ y Uk en el 
algoritmo CGS pueden reescribirse como, 

y2fc = y2k-i - ak-iVk-i (3.93) 

y2k-i = W2fc_i + /3ky2k (3.94) 

y multiplicando la expresión para pk en el algoritmo CGS por A obtenemos la 
expresión recurrente, 

Vfc = Ay2fc+i + Pk (Ay2fc + Pk^k-i) (3.95) 
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para v^ = Ap^. 
Por (3.72), los vectores w^ son generados como, 

Wm+i = w^ - a[(,„_i)/2] Ay^ (3.96) 

ALGORITMO T F Q M R 

Aproximación inicial XQ. ; 
wi = yi = ro = b - AXQ, VQ = Ay^, do = 0; 
TQ= ||ro||,í9o = 0,í7o = 0; 
Elegir ro tal que po = (ro, TQ) T̂  O 
Mientras y/k + IT^-I/ ||ro|| > e{k = 1,2,...), hacer: 

(a) (Tfc_i = (vfc_i, ro), ak-i = pk-i/ak-i, 
y2fc = y2fc-l - Q;i:_iVfc_i; 

(b) Para m = 2k — l,2k hacer: 
Wm+i = w^ - cüfe-iAy^ ' m' 
. _ \\Wra+l\\ __ 1 

Tm-i ^ A ^ ^ 

Q m — y m I Qm—1/ 
Ofc- l 

Si Xm converge: Fin 

(c) pk = (w2fc+i,ro),/?fc = 
Pfc-i 

y2fc+i = W2fc+i + Pk'y2k} 

Vfc = Ay2fc+i + Pk (Ay2fc + /?fcVfc_i) 
Fin 

El test de convergencia en el paso (b) del algoritmo anterior está general­
mente basado en la norma del vector residuo ||rj„|| correspondiente a x^. Estos 
vectores no son generados explícitamente en el algoritmo, no obstante, es posi­
ble acotarlo superiormente sin vm coste extra de la siguiente forma, 

Ik^ll < ||W„+in-i+i|| • II W i - T^z^ll < Vm + iTra (3.97) 

3.2.7. Método QMRCGSTAB 

Desarrollado por Chan y otros [6] está basado en la aplicación del princi­
pio de minimización usado en el algoritmo Bi-CGSTAB al método QMR, de la 
misma forma que el TFQMR es derivado del CGS. 

Sea, 

Yfc = [yi,y2,---yfc] / 
Wfc+i = [wo,wi,...Wfc] 
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tal que, 
r y2i-i = P/ para l = l,...,[{k + l)/2] 
1 y2/ = Si para / = ! , . . . , [k/2] 

Y' 
( W21-1 = Si para l = l,...,[{k + l)/2] 
\ W2Í = rz para / = 0 , 1 , . . . , [k/2] 

donde [k/2] y [(A; + l)/2] soii la parte entera de k/2 y {k+1)/2 respectivamente. 
Definiendo, 

r̂  A A l / / 2̂z = wz para l = l,...,[{k + l)/2] 
[5i, ¿2,.. . ¿.J / I ^̂ _̂̂  ^ ^̂  p^^^ Z = 1 , . . . , [(/c + l)/2] 

Entonces, para cada columna de W^+i y Y^ las expresiones (3.53) y (3.55) 
pueden escribirse como, 

Ay^ = (w^_i - w^) ¿ - \ m=l,...,k (3.98) 

o usando notación matricial, 

AY,= Wfc+iE,+i 

donde E^+i es una matriz bidiagonal {k+1) x k con elementos diagonales <5~̂  
y en la diagonal inferior —S:¡^^. 

Esto puede ser fácilmente comprobado hasta que el grado de los polinomios 
correspondientes a los vectores Vj, Sj y pj sean 2j, 2j — 1, y 2j — 2 respectiva­
mente. Entonces, Yfc y W^ generarán el mismo subespacio de Krylov generado 
por ro pero de grado k — 1. 

La idea principal del QMRCGSTAB es encontrar una aproximación a la so­
lución del sistema (2.1) usando el subespacio de Krylov JCk-i en la forma, 

Xfc = xo + Yfeg con g € 3?" 

la expresión para el vector residuo queda, 

rfc = ro - AYfcg = ro - Wfc+iE¿+ig 

Teniendo en cuenta el hecho de que el primer vector de W^+i es justamente 
Fo, entonces, 

Tfc = Wfc+i (ei - Efc+ig) 

Como las columnas de W^+i no están normalizadas, se usará una matriz 
de escala S^+i = diag{ai,... ,ak+i) con aj = \\wj\\ para hacer tinitarias las 
columnas de W^+i. Entonces, 

Tk = Wfc+iS¡-^iSfc+i (ei - Efc+ig) = Wk+i'E^l^ (cTiei - H^+ig) 

con Hfc+i — Sfc+iEfc+i. 
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La aproximación QMR consiste en la minimización de HaiGi — Hfc+ig|| para 
obtener el óptimo gk G 3Í^, donde este problema de mínimos cuadrados es re­
suelto usando la descomposición QR de la matriz H^+i de forma incremental 
utilizando las rotaciones de Givens y como H^+i es bidiagonal inferior, sola­
mente es necesaria la rotación en los pasos previos. 

A L G O R I T M O Q M R C G S T A B 

Aproximación inicial XQ. ; 

ro = b - Axo; 

Elegir ro tal que (ro, ro) ^ O 

Po = vo = do =̂  0; 

po = ao = wo = 1; T- = !|ro||/ ô = O, r̂ o = 0; 
Mientras y/j + 1 \T\ / \\TQ\\ > e{j = 1,2,...), hacer: 

Pj = rj_i + /3j (pj_i - WjVj_i); 

Vi = Ap^.; 

(vi,ro) 
Sj = TCj-l Oíj^j'/ 

Primera cuasi-minimización 

^j = l|sj|| /T> C = , _ ; T — T 9jc; 

dj = Pj H clj-i; 

Xj = Xj_i + rjjdj} 

t j — xVS j / 

_ (Sj, tj)_ 

{tj,tj) 
Lj —- Sj UyjLj/ 

Segimda cuasi-minimización 

&j = IkjII /r; c = ; T = T djc; 

^ j = c ^ ^ j - ; 

^̂ ^̂ r 
d, = s, + -ff d,; 
Xj = Xj + rijdj-, 

Fin 



Métodos basados en la Ecuación Normal 43^ 

3.3. Métodos basados en la Ecuación Normal 

La resolución del sistema de ecuaciones (2.1), donde la matriz A es no si­
métrica, es equivalente a resolver el sistema A^Ax — A'^b de matriz A^A si­
métrica definida positiva, al que podremos aplicar el algoritmo del Gradiente 
Conjugado. La ecuación A^Ax = A'^b recibe el nombre de ecuación normal. 

Al igual que el CG, los métodos desarrollados a partir de la ecuación nor­
mal cumplen las dos condiciones fundamentales de minimización de la norma 
residual y optimización del coste computacional, sin embargo presentan el in­
conveniente de que el condicionamiento del nuevo sistema es el cuadrado del 
sistema inicial {K2 ( A ^ A ) =K2 (A)^) , lo cual, para sistemas mal condicionados 
puede resultar desastroso y además en cada iteración aparecen dos productos 
matriz por vector correspondientes a las matrices A y A^ aumentando el coste 
computacional. 

3.3.1. Método del Gradiente Conjugado para la Ecuación Nor­
mal (CGN) 

El método [39] construye una sucesión de vectores. 

Xfc = Xo + A^ro, (A^A) A^ro, ( A ^ A ) ^ A^ro,..., ( A ^ A ) ' ' " ^ A^ro 

con residuo mínimo en cada paso, sin efectuar el cálculo explícito del producto 
A^A. 

ALGORITMO CGN 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — Axo, po = A^FQ 
Mientras || r^-.i || / || FQ ||> £ (j = 1,2,3,...), hacer 

_ ( A ^ r , , A ^ r , ) , 

(Ap,-,Ap^.) 
Xj+i = Xj -I- ajPj 

Tj+i = rj - ajApj 

^' (A^r,,A^r,) 
Pi+i = A^Fj+i -1- ¡3jpj 

Fin 

3.3.2. Método LSQR (Least-Square QR) 

Propuesto por Paige y Saunders [63], este método intenta corregir el posible 
empeoramiento del número de condición de los sistemas al aplicar el método 
de Ecuación Normal. 
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La idea básica del LSQR es hallar la solución del sistema simétrico. 

I A 
A^ -A^I 

minimizando. 

fi)"-(o 

(3.99) 

(3.100) 

donde A es un número real arbitrario. 
De la aplicación del proceso de Lanczos a este sistema simétrico resultan 

dos formas de un proceso de bidiagonalización propuestas por Golub y Kahan 
[30]: 

Forma bidiagonal inferior 
Si comenzamos tomando: 

Fo = /5iUi, a i Vi = A ^ u i 

aj+iVj+i = A^Uj+i - 0j+i\j 
J = l,2,... (3.101) 

los escalares a^ > O y Pj > O son elegidos tal que ||Uj|| = ||vj|| = 1 y. 

B,^ 

( 0L\ 

Ps «3 

\ 

\ 

Pk Oík 

Pk+X ) 

Las relaciones de recurrencia dadas en (3.101) pueden reescribirse, 

ro = Ufe+i(/?iei), 

AVfc = Ufc+iBfc, 

A^Ufc+i ^ VfeB^ + afc+iVfe+ie^+i 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

terúendo en cuenta que en aritmética exacta se verifica que U '̂+iUfc+i = I y 
V^V, = I. 

Forma bidiagonal superior 
En este caso se comienza a partir de: 

A^ ro = ^ivi, piPi = Avi 
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pj+lpj+1 = 

Los escalares Pj >0y 9j > 0 son elegidos tal que \\pj 

R-fc = 

( Pl 62 \ 
pi Os 

Pk-l Ok 

(3.105) 

ly^ 

Las relaciones dadas en (3.105) pueden reescribirse, 

A^ro = Vfc(^iei), 

AVfc = PfcRfc, 

A^Pfe = VfeRf + Ok+^Vk+iel 

(3.106) 

(3.107) 

(3.108) 

y también en aritmética exacta se verifica que P^P^ = I y V^V^ = I. 
Estos dos procesos de bidiagonalización, pueden relacionarse entre sí, ya 

que la matriz V^ obtenida al aplicar el algoritmo de Lanczos con B = A^A, es 
la misma en ambos casos y además se verifica que. 

BtBjfc = RfcRt (3.109) 

Por otro lado, R^ debe ser idéntica, salvo errores de redondeo a la matriz 
obtenida de la factorización QR de Bjt. Entonces, 

QfcBi Rfc 
O 

(3.110) 

donde Qfc es ortogonal. 
Las matrices ortogonales, Ufc y P^ están relacionadas por. 

Tfc 

rfc 
Qk Ufc+i = [UfcUfc+i] = 

Y además también se verifica, 

a] + /?J+i = p | + ^ 1 , Oij(3j = pj_i9j , para j > 1 

(3.111) 

(3.112) 

Cuando aplicamos estos procesos al sistema (3.99), las relaciones del algo­
ritmo de Lanczos, 

P: •j+l^j+l = W j - ÜjWj 
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se reducen al proceso de bidiagonalización inferior, mientras que las expresio­
nes, 

Xjk = Vfcyfc 

después de 2fc + 1 iteraciones se habrán transformado en, 

I Bfc \ / tfc+i \ _ ( Aei 
B í -A^i )\yk ) - \ O 

rfc A / Ufc+i O \ / tfc+x 
Xfc J V O Vfc M y . 

(3.113) 

(3.114) 

donde B^ es una matriz bidiagonal inferior (A; + 1) x A; e y^ es la solución de 
otro problema de ecuación normal. 

min 
Bfc \ ^ í Aei 
AI } ^ ^ ' \ O 

(3.115) 

que puede resolverse mediante transformaciones ortogonales. 
Otra forma de resolver el problema de Ecuación Normal se puede derivar 

de forma análoga. Definiendo s = —Ax, podemos escribir la ecuación (3.99) 
como, 

\r \n){l)-{ -Ir, ) (3"^) 
Aplicando nuevamente el algoritmo de Lanczos, después de 2k iteraciones 

se habrá transformado en. 

Sfc \ / Pfc O \ / Qfc 
Xfc j I O Yk J[ Yk 

(3.118) 

donde R^ es una matriz bidiagonal superior k x keyk satisface, 

{RlRk + X'l)yk = e^e, (3.119) 

Se puede ver que las matrices generadas en ambos procesos de bidiagonali­
zación, Bfc, Ufc+i, Rfe, Pfc y Vfc son independientes de A, lo que supone que son 
generadas igualmente cuando A = 0. 

Las matrices, los vectores y parámetros generados en la primera bidiagona­
lización son usados para resolver el problema de Ecuación Normal, 

mín llb - Axil 
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Los vectores. 

Tfc = b - Axfc 

dependen de y*;, y se tiene que. 

^k — Ufc+itfc+i 

(3.120) 
(3.121) 
(3.122) 

(3.123) 

Debemos minimizar ¡Ir̂ H y como teóricamente las columnas de la matriz 
Ufc+i son ortonormadas, la elección de y^ debe ser tal que minimice ||tfc+i||. Es 
decir que el problema que trata de resolverse es. 

mm||/5iei -B^yitl (3.124) 

La factorización QR de Bfc es la misma que se hizo en los procesos de bidia-
gonalización y toma la forma. 

Qfc ( Bfc Aei ) = R-fc ít A _ 
(l>k+i ] ~ 

í Pl ^2 
P2 Oz 

\ 

Pk-1 ^k 

Pk 

(Pl 
(í>2 

<Í>k-l 

J>k 
4>k+i 

\ 

J 
donde Qfc = Qfc,fc+i... Q2,3Qi,2 es im producto de rotación de planos y los vec­
tores yfc y tfc+i pueden ser obtenidos de la forma. 

Rfcyfc = ífc (3.125) 

tfc+1 = Qi¡ 
O 

<t>. fc+1 
(3.126) 

Como ( Rfc ffc ) es la misma matriz que ( Rfc_i ffc_i ) pero con tma nueva 
fila y columna añadidas, se pueden combinar adecuadamente las ecuaciones 
(3.120) y (3.125) para obtener. 

Xfc = VfcR^̂ ffc = Dfcffc (3.127) 

donde las columnas de Dfc = ( di d2 • • • dfc ) se obtienen sucesivamente de 
la resolución del sistema Rfĉ Dfc — V^. Con do = xo = O, resulta. 

dfc = — (vfc - ^fcdfc-i), 
Pk 

Xfc = Xfc_i + 0fcdfc 

(3.128) 

(3.129) 
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La factorización QR anterior es deteminada para construir el A;-ésiino plano 
de rotación Qí;,fc+i que opera en las filas A; y A; + 1 de ( B^ ^lei ) para elinünar 
/?fc+i. Las relaciones de recurrencia pueden expresarse, 

Ck Sk \ í -pk O 0jt \ /̂  Pfc Ok+1 J>k \ (3.130) 

donde p^ = ai, 0i = /3i y los escalares Ck y Sk son elementos no triviales de 
(^k,k+i- Los escalares p^ y (jí^ se van reemplazando secuencialmente por pk y 0/c-

Por otro lado, en la ecuación (3.128) se puede usar el vector Wfc = pkák en 
lugar de dfc. 

Para la estimación de ||rA;||, teniendo en cuenta las expresiones (3.123) y 
(3.126), 

ffc = <?í'fc+iQfcUfc+iefc+i (3.131) 

y asumiendo que \Jlj^{fJk+i = L se obtiene, 

Ikfcll = ^fc+i = PiSkSk-i •••Si (3.132) 

A L G O R I T M O L S Q R 

Aproximación inicial XQ. FQ = b - AXQ; 
A = ||zo||/Ui =ro/ /? i ; 
a i = 1 |A^UI | | , VI = A^ui/cvi, Wi = Vi, 

01 =/5i/Pi_=cvi 
Mientras 4>j/ ||ro|| > e {j = 1,2,3,...), hacer 

l3j+i = \\Avj -ajUjW 

Uj+l = 
A v j — ajUj 

aj+i = | | A ^ U j + i - / ? j + i V j | | 

A ^ U j + i - /3j+iVj 

PJ = ÍP^ + Pj^i)' 

' P^ 

^j = 

_Pi 

^J = 9 0 j _ 

X, = x,_i + ( I ) w, 

Fin 

file:////Avj


Capítulo 4 

Precondicionamiento 

La convergencia de los métodos basados en los subespacios de Krylov me­
jora con el uso de las técnicas de precondicionamiento. Éstas consisten general­
mente en cambiar el sistema original Ax = b por otro de idéntica solución, de 
forma que el número de condicionamiento de la matriz del nuevo sistema sea 
menor que el de A, o bien que tenga una mejor distribución de autovalores. 

Generalmente, se considera como matriz de precondicionamiento a M~^ y 
obtener M como una aproximación de A, esto es, 

M-^Ax - M-^b 

tal que, 
K (M-^ A) < K (A) 

El menor valor de K corresponde a M = A, de forma que K (A~^A) = 1, 
que es el caso ideal y el sistema convergería en una sola iteración, pero el coste 
computacional del cálculo de A~^ equivaldría a resolver el sistema por un mé­
todo directo, por lo que se sugiere para M que sea una matriz lo más próxima 
a A sin que su determinación suponga tin coste elevado. 

Por tanto, la matriz M debe ser facümente inversible para poder efectuar 
los productos M~^ por vector que aparecen en los algoritmos precondiciona-
dos sin excesivo coste adicional, por ejemplo en el caso en que M es una ma­
triz diagonal, o está factorizada adecuadamente para efectuar dichos productos 
mediante remonte sin necesidad de calcular M~^. 

Dependiendo de la forma de plantear el producto de M~^ por la matriz del 
sistema obtendremos distintas formas de precondicionamiento. Éstas son, 

M~^ Ax = M~^b (Precondicionamiento por la izquierda) 
AM~^Mx = b (Precondicionamiento por la derecha) (4.1) 
Mj^^ AM^^M2X = M~^b (Precondicionamiento por ambos lados) 

si M puede ser factorizada como M = M1M2. 
Por tanto, los precondicionadores han de ctunplir dos requisitos fundamen­

tales, fácil implementación, evitando un coste computacional excesivo del pro­
ducto de M~^ por cualquier vector y mejorar la convergencia del método. Por 
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tanto una matriz que sea una aproximación más o menos cercana de A, obteni­
da con estos criterios puede ser im buen precondicionador. El campo de posi­
bles precondicionadores es por tanto muy amplio. Algunos de los más usados 
son los bien conocidos Diagonal o de Jacobi, SSOR e ILU(O). En esta tesis consi­
deraremos estos, además de la Aproximada Inversa de estructura diagonal que 
hemos nombrado como precondicionador Diagonal Óptimo. 

4.1. Precondicionador de Jacobi 

Surge comparando la fórmula de recurrencia para la solución que resulta de 
aplicar el método de Richardson, cuya relación de recurrencia viene dada por 
Xj+i = x¿ + a (b — Axj), con a > O, al sistema precondicionado con la fórmula 
correspondiente que se obtiene aplicando el método de Jacobi al sistem.a sin 
precondicionar. De la aplicación del m.étodo de Richardson al sistema precon­
dicionado M~^Ax = M~^b, se obtiene para el cálculo de los sucesivos valores 
de la solución, 

x¿+i = Xj + a (M~^b - M~^ Ax¿) 

multiplicando por la matriz de precondicionamiento M, queda, 

Mx¿+i = Mx¿ + a{h- Ax¿) (4.2) 

Por otro lado, descomponiendo la matriz del sistema en A = D — E — F, (D 
matriz diagonal formada por los elementos de la diagonal de A y E y F ma­
trices triangulares inferior y superior respectivamente), y utilizando el método 
de Jacobi para la resolución del sistema, se obtiene, 

Xi+i = D-^ (E + F) x¿ -f D - ' b 

que multiplicando por D y operando resulta, 

Dx¿+i = Dx¿ + (b - Ax¿) (4.3) 

Comparando las expresiones de recurrencia finales de ambos métodos, se 
observa que el m^étodo de Jacobi aplicado al sistema sin precondicionar, equi­
vale al de Richardson, con o; = 1, menos robusto y más simple, cuando este 
se aplica al sistema precondicionado con la matriz diagonal D. Resulta así un 
precondicionador elemental, fácü de implementar y con matriz inversa que se 
determina con muy bajo coste computacional, ya que la matriz de precondicio­
namiento es diagonal y sus entradas son las de la diagonal de A. 

4.2. Precondicionador SSOR 

Si aplicamos el método SSOR al sistema sin precondicionar, considerando 
la descomposición de la matriz A e n A = D — E — F como en el caso anterior 
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siendo cu el parámetro de relajación, se obtiene para la solución. 

x¿+i = ( ^ - F 

+ Í -F 

l-UJ 

Ijj 

D + F x¿+ 

^ - ^ D - - E 
- 1 

operando para expresar esta relación de forma que se pueda comparar con la 
solución que resulta de aplicar el método de Richardson al sistema precondi-
cionado. 

1 
üj{2-uj) 

1 

(D-a;E)D-^(D-a;F)x¿+i 

(D-u;E) D"^ (D-a;F) x̂  + (b - Ax¿) 
uj{2-üj) 

con lo que resulta como matriz de precondicionamiento, 

1 
(4.4) M = — r (D-a;E) D " ' (D-wF) 

que en el caso de sistemas simétricos, como se cumple que, 

( D - C J F ) = {T>-uMf 

podemos expresarla como un producto de dos matrices triangulares traspues-
tas> 

M = 
(D-a;E)D-^/^ (D-a;E) D"^/^ 

^ ^ ( 2 - 0 ; ) 

-[T 

(4.5) 

para el caso de sistemas no simétricos también lo podremos expresar como un 
producto de matrices triangvdares, inferior y superior respectivamente. 

M = ( I - C J E D - ^ ) 
D - w F 

ijj{2-üj) 
(4.6) 

4.3. Precondicionador ILUT 

Resulta de la aproximación de A por una factorización incompleta LU en la 
que se establecen unas determinadas reglas para eliminar (hacer cero) algtmas 
entradas de las matrices L y U, que eran cero en la estructura original de la 
matriz A. Se puede establecer la regla para todas las filas, aplicando la misma 
regla a todos los elementos de la fila. 

Llamando ÍÜ a la longitud completa de trabajo de la fila, que es usada para 
acumular combinaciones lineales de filas sparse en la eliminación gaussiana. 



52 Precondicionamiento 

siendo Wk la fc-ésitna entrada de esta fila y denotando por aj* la i-ésima fila de 
A, el algoritmo ILUT queda, 

ALGORITMO ILUT 
Para i = 1, ...,n, Hacer 

w = a¿. 
Para k = 1,..., i — ly cuando Wk ^^ O Hacer 

Wk = Wk/akk 
Aplicando una regla de eliminación para Wk 
Si íüfc 7̂  O entonces w = w — Wk*Uk* 
Fin 

Fin 
Aplicando una regla de eliminación para la fila w 
lij = Wj para j = 1,..., i — 1 
Uij = Wj para j = i, ...,n 

Fin 

En la factorización ILUT(p, r) la regla de eliminación usada es: 
1. Un elemento Wk, será reemplazado por cero si es menor que una toleran­

cia relativa r, obtenida multiplicando por r la norma del vector original de la 
i-ésitna. fila. 

2. Para-cada vector fila w primero se hacen cero cualquier elemento cuya 
magnitud sea menor que una tolerancia relativa r,. Entonces se consideran só­
lo los p elementos mayores de la fila correspondiente, tanto en L como en U, 
aunque en ésta última además se incluye siempre el elemento de la diagonal. 

4.3.1. Precondicionador ILU(O) 

Es un caso particular del precondicionador ILUT que resulta de la apro­
ximación de A por ima factorización incompleta LU, guardando las mismas 
entradas nulas en las matrices triangulares L y U [48], 

A = LU « ILU(O) = M (4.7) 

donde m^ son las entradas de M tal que, 

ruij = 0 if o¿j = O (4.8) 

{A-LU},^. = 0 if aijj^O (4.9) 

Es decir que lo elementos nulos de la matriz del sistema siguen siendo nulos 
en las posiciones respectivas de las matrices triangulares para no incrementar 
el coste computacional. 
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4.4. Precondicionador Diagonal Óptimo 

Recientemente, el uso de inversas aproximadas se ha convertido en una 
alternativa a los precondicionadores implícitos debido a sus propiedades de 
paralelización [5, 36]. Por ejemplo, en el caso de precondicionamiento por la 
izquierda, el precondicionador N resulta de resolver un problema de minimi-
zación [3], definido sobre la norma de Frobenius, 

m m | | M A - % = | | N A - % 

donde <S es tm subespacio de las matrices cuadradas de orden n y N e «S, es 
tanto mejor precondicionador (aproximada inversa de A) cuanto más pequeña 
sea ||NA — I||;r/ siendo la situación deseable que ||NA — I\\p < 1. 

Si {Mj}f̂ ^ es una base de S tal que {MjAjf^^ es base ortogonal de SA, 
Entonces, la solución a este problema, que puede verse en [31, 60], es: 

N = t í ^ i ^ M . y UNA - m = n-± M^ í^^ (4.10) 

En el caso particular en que S es el subespacio de las matrices diagonales 
de orden n, el mejor precondicionador diagonal del sistema es, 

l | N A - I | & = " - ¿ ^ (4.12) 
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Esquemas de almacenamiento 

Las matrices de los sistemas lineales que estamos resolviendo tienen estruc­
tura sparse y el número de elementos no nulos es mucho menor que el de los 
nulos. El esquema de almacenamiento de estas matrices pues, debe fundamen­
talmente reducir el coste computacional y el requerimiento de memoria en el 
ordenador. 

Existen distintas formas de almacenamiento [68, 72], para estas matrices 
sparse, que datan de las primeras experiencias numéricas en el campo de la 
Ingeniería y que han ido mejorándose a medida que lo ha permitido el desa­
rrollo de la tecnología informática. Una técnica más reciente, que tuvo su auge 
con la aparición de ordenadores paralelos es la de almacenamiento elemento a 
elemento (ver por ejemplo Montero y otros [53]). La efectividad de estos méto­
dos está directamente relacionada con la utilización del paralelismo masivo en 
la computación. 

5.1. Almacenamiento de la matriz del sistema 

El esquema de almacenamiento que utüizamos en este trabajo, para una 
matriz sparse A de dimensión n es xana versión del formato Ellpack-Itpack [72]. 
Se requieren dos matrices rectangulares de dimensión n x n^, una de reales y 
otra de enteros, donde n^ es el máximo número de términos no nulo por fila 
Y Ud « n.La primera columna de la matriz de reales contiene a los términos 
de la diagonal de A, y a continuación, de forma ordenada se coloca el resto de 
términos no nulos de la fila. En la primera columna de la matriz de enteros se 
coloca el número de términos no nulos de la fila. Seguidamente, en cada fila se 
almacena la posición de columna de cada elemento no nulo de A. En ambas 
matrices las filas son completadas con tantos ceros como sea necesario. 
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Por ejemplo, para la matriz. 

on 
0 

«31 

0 
0 
0 

a-ji 

0 
022 

0 
«42 

O52 

«62 

0 

«13 

0 
O33 

0 
0 
0 
0 

0 
«24 

0 
au 
0 
0 

«74 

0 
^25 

0 
«45 

c^ss 
0 

075 

0 
«26 

0 
0 
0 

«66 

0 

Oi7 

0 
0 
0 

«57 

0 
«77 

las matrices de elementos no nulos y de posiciones serían. 

V, 

«11 «13 «17 O 

«22 «24 «25 «26 

«33 «31 O O 

«44 «42 «45 O 

«55 «52 «57 O 

«66 «62 O O 

«77 «71 «74 «75 

P A = 

3 
4 
2 
3 
3 
2 
4 

3 
4 
1 
2 
2 
2 
1 

7 
5 
0 
5 
7 
0 
4 

0 
6 
0 
0 
0 
0 
5 

5.2. Almacenamiento de la matriz de precondicio-
namiento 

El esquema de almacenamiento descrito anteriormente tiene interesantes 
ventajas para la computación del producto matriz por vector en máquinas vec­
toriales/paralelas, pero además permite utilizar la misma matriz de posiciones 
de A para los precondicionadores ILU(O) y SSOR. 

5.2.1. Almacenamiento de la matriz de precondicionamiento 
f actorizada ILU(O) 

En el ejemplo anterior, la factorización ILU(O) de la matriz A quedaría. 

«11 O a i 3 O O O a i7 

O 022 O 024 «25 «26 o 

azi O 033 O O O O 
O 042 O 044 ^45 O O 

o 052 o o 055 o «57 

O 062 O O O 066 O 

071 O o O74 O75 o 077 
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1 
0 

kl 
0 
0 
0 

Ijl 

1 
0 
¿42 

¿52 

¿62 

0 

1 
0 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
¿74 

1 
0 
¿75 

1 
0 

«11 0 
«22 

«13 

0 
«33 

0 
«24 

0 
«44 

0 
«25 

0 
«45 

«55 

0 
«26 

0 
0 
0 

«66 

«17 

0 
0 
0 

«57 

0 
«77 

Las dos matrices L y U se almacenarían en la matriz única cuyos elementos 
no nulos ocupan idénticos lugares que en la matriz del sistema y por tanto, 
definida por la misma matriz de posiciones. 

«11 O Ui3 0 0 0 uu 

0 
¿31 

0 
0 
0 
¿71 

«22 

0 
¿42 

¿52 

¿62 

0 

0 
«33 

0 
0 
0 
0 

«24 

0 
«44 

0 
0 
¿74 

«25 

0 
«45 

«55 

0 
¿75 

«26 

0 
0 
0 

«66 

0 

0 
0 
0 

«57 

0 
«77 

5.2.2. Almacenamiento de la matriz de precondicionamiento 
factorízada SSOR 

En la factorización de M obtenida para el precondicionador SSOR, las ma­
trices serían. 

(l-a;ED-^) = 

1 
O 1 

531 O 1 

O S42 O 1 

O S52 O O 

O S62 O O 

1 
O 1 

571 O O 574 575 O 1 

D-a;F 
üü(2 - Lü) 

r i i O ri3 O O O 

í'22 O r24 r25 r26 

rsa O O O 
ni ^45 o 

r55 o 
^66 

0 
O 
0 

"̂57 

o 
r77 
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Y de la misma forma que para el precondicionador ILU(O), bastará ima ma­
triz de elementos no nulos para almacenar conjimtamente las dos matrices. 

r i i 

0 
531 

0 
0 
0 

571 

0 
r22 

0 
542 

552 

562 

0 

'"IS 

0 
fzz 
0 
0 
0 
0 

0 
r2A 

0 
Tu 
0 
0 

574 

0 
T-25 

0 
r45 

?̂ 55 

0 
575 

0 
f26 

0 
0 
0 

rQ& 

0 

rn 
0 
0 
0 

' '57 

0 
^77 



Capítulo 6 

Reordenación 

Las técnicas de reordenación, que se aplican fundamentalmente en la reso­
lución de sistemas de ecuaciones lineales por métodos directos, están basadas 
en la teoría de grafos y proporcionan una nueva matriz con un ancho de ban­
da o perfil menor, reduciendo el coste de almacenamiento y donde el efecto de 
relleno que se produce en la factorización LU queda disminuido. El objetivo 
que se persigue al aplicar estas técnicas a los algoritmos que hemos estudia­
do es conseguir que la factorización ILU(O) sea más cercana a la factorización 
completa LU, para que la matriz de precondicionamiento se asemeje lo más 
posible a la matriz del sistema inicial A, lo que supone teóricamente, un mejor 
precondicionador, mejora que se ve reflejada en los resultados obtenidos para 
las aplicaciones prácticas. Efectos similares se pueden extender al precondicio­
nador SSOR ya que es otra aproximación de la factorización de A. 

La reordenación no afecta al almacenamiento de la matriz, ya que el número 
de elementos no nulos, que son los almacenados en la forma compacta que 
usamos, se sigue conservando avmque ocupen posiciones distinstas. 

En los experimentos numéricos, las técnicas que se han adaptado al esque­
ma de almacenamiento descrito, son el algoritmo de grado mínimo (MDG, Mí­
nimum Degree) propuesto por George y Liu [29], el algoritmo inverso de Cuthill-
Mckee (RCM, Reverse Cuthill-Mckee) [28] propuesto por George para mejorar el 
algoritmo de Cuthill-Mckee [8] y el algoritmo del mínimo vecino (MN, Míni­
mum Neighboring) [13], que es una variante del MDG. 

6.1. Algoritmo de Grado Mínimo 

Este algoritmo se usa para matrices con estructura sparse pero simétrica. 
Consiste en hacer una renumeración de los nodos en orden creciente de sus 
grados respectivos (el grado de un nodo es el número de aristas o conexiones 
de dicho nodo en el grafo asociado). Los nodos de mayor grado originarán en 
teoría, un mayor fill-in. La idea es renumerarlos al final para evitar el incremen­
to del fill-in durante el proceso. 
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ALGORITMO M D G 

1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g(x) = {V,E), donde V es 
el conjunto de nodos y E = {{a, b} : a y^b / a,b e V}. 
2 - Mientras y ^ 0: 

2.1- Elegir un nodo v de grado mínimo en g{x) = {V, E) y reordenar 
como nodo siguiente. 
2.2 - Definir: 

Vy = V-{v}, 
Ey = {{a, 6} € £• / a, 6 e K} U {{a, 6} a ^ 6 / a, 6 e Adjg{v)}. 
Siendo, Adjg{v) el conjunto de nodos conectados a v en el grafo 
9Í.X). 
y hacer 
y = K, £̂  = £̂ . Yg{x)^{V,E). 

3-Fin 

6.2. Algoritmo de Cuthill-McKee Inverso 

El algoritmo de Cuthill-Mckee proporciona im método sencillo para reor­
denar una matriz sparse con objeto de reducir los costes de almacenamiento 
(conservar la sparsidad, es decir reducir el efecto fill-in) transformando la ma­
triz en una matriz banda. La ordenación resultante al invertir el algoritmo de 
Cuthill-Mckee resulta frecuentemente mejor que el original, en términos de re­
ducción de perfil, aunque la anchura de banda permanece sin mejorarse. Este 
algoritmo se denomina de Cuthill-Mckee Inverso. 

ALGORITMO R C M 

1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g{x) = {V, E), siendo V el 
conjunto de nodos y E = {{a, b} : a^b / a,b e V}. 
2 - Determinar tm nodo inicial (pseudo-periférico) y renumerarlo 
comoxi. 
3 - Renumerar los nodos conectados a Xi en orden ascendente de grado. 
4 - Efectuar el ordenamiento inverso. 
5-Fin 

6.3. Algoritmo del Mínimo Vecino 

Este algoritmo es una variante del algoritmo de grado mínimo que opera eli­
minando los nodos seleccionados en la estructura del grafo asociado a la matriz 
y de forma que no se define ni se inserta en el grafo ninguna nueva conexión. 
Este algoritmo selecciona el nodo que tiene el menor número de vecinos. Es 
especialmente útil cuando se hace una factorización incompleta con el mismo 
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patrón de sparsidad que la matriz del sistema, por ejemplo cuando se utilizan 
precondicionadores como el ILU(O). 

ALGORITMO M N 

1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g{x) = {V, E), donde V es 
el conjunto de nodos y E = {{o, b] : a ^ b / a,b e V}. 
2 - Mientras V ^%: 

2.1- Elegir un nodo v de grado mínimo en g{x) = {V, E) y reordenar 
como nodo siguiente. 
2.2 - Definir: 

Vv = V-{v}, E, = {{a,b}eE / a.beV^}. 
y hacer 
1/ = K, E = E, ygix) = {V,E). 

3-Fin 

6.4. Algoritmo de George 

La elección del nodo inicial en el segundo paso de los algoritmos anteriores 
se ha determinado usando el algoritmo de George [29, 65], lo que nos permite 
comenzar desde un nodo pseudo-periférico. 

Si definimos la distancia d{x, y) entre dos nodos a; e y en un grafo g{x) = 
{V,E), como la longitud de la trayectoria más corta que une ambos nodos, y la 
excentricidad de un nodo x por e{x) = Max {d{x, y)/x, y G V}, el algoritmo se 
escribe de la siguiente forma. 

ALGORITMO DE GEORGE PARA LA BÚSQUEDA 

DE NODOS PSEUDO-PERIFÉRICOS 

1- Elegir un nodo arbitrario r de V. 
2 . Generar una estructura con niveles enraizada en r, 

{Lo(r),Li(r),...,Le(r)(r)}. 

siendo ¿¿(r) = {x/d{x,r) = i}. 
3 - Elegir un nodo x de grado mínimo en Lg^^r) (r). 
4 . Generar una estructura con niveles enraizada en x, 

{Loix), Li{x),..., Lg^^){x)} 

5 - Si e{x) > e{r), establecer x ^>- ry volver al paso 3. 
6 - Caso contrario tomamos x como nodo inicial. 
7-Fin 



Capítulo 7 

Algoritmos precondicionados 

En este capítulo se presenta la versión precondicionada de los algoritmos 
basados en los subespacios de Krylov desarrollados en el capítulo 3. 

Cada sistema es transformado en otro precondicionado para ser resuelto 
mediante un método de íCrylov [81]. A medida que se desarrolla el algoritmo, 
se efectúan transformaciones, introduciendo nuevos vectores y se aprovechan 
las características de la matriz de precondicionamiento que debe cumplir tinos 
requisitos generales que garanticen su efectividad. Esto es, 

- La matriz de precondicionamiento nunca es multiplicada explícitamente 
por la matriz del sistema A. 

- A pesar de estar resolviendo el sistema precondicionado Ax = b, el algo-
rifano debe proporcionar la solución del sistema original x. 

- El criterio de parada se define a partir de los vectores residuos del sistema 
original sin precondicionar (r = b — Ax). 

7.1. Algoritmo CG 

La aplicación del algoritmo del Gradiente Conjugado requiere que la matriz 
del sistema a resolver sea simétrica y definida positiva, pero aunque estemos 
resolviendo un sistema como el (2.1) que cumpla estas condiciones, al aplicar 
ima técnica de precondicionamiento, el nuevo sistema no sabemos si las cum­
plirá. Es decir, que si por ejemplo vamos a resolver el sistema M~^ Ax = M~^b, 
la matriz M"^ A debe ser simétrica y definida positiva para poder usar el algo­
ritmo CG. 

Una alternativa es reemplazar el producto escalar euclídeo usual en el algo­
ritmo por otro producto interno de matriz M, ya que como, 

(x,y)M = (Mx,y) = (x,My) 
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entonces, 

<M-^Ax, y)^ = (M (M-iA) x, y) = (Ax, y) = (x, Ay) = 

= <x, M (M-^A) y) = <x, M-^Ay>j^ 

Reescribiendo el algoritmo CG con este nuevo producto interno, siendo el 
residuo del sistema original r̂  = b — Axj, y Uannando Zj = M.~^rj al residuo 
del sistema precondicionado obtendremos. 

1. a,- — ,— > 
^ <M-^Ap„p,>^ 

2. Xj+i = Xj + ajPj 
3. Tj+i = Tj - ajApj y z^+i = M'^rj+i 

5. pj+i = Zj+1 + PjPj 

Y como {zj,Zj)^ = {vj, Zj) y (M ^Ap -̂, Pj)^ = (Ap^-, pj), el algoritmo pre­
condicionado resulta. 

ALGORITMO GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO ( P C G ) 

Aproximación inicial xo. ro = b — AXQ; 
Resolver MZQ = ro, Po = ZQ; 
Mientras || r̂ - || / || TQ | |> e (j = 0,1,2,3,...), hacer 

{rj,zj) 
" i = 

xj+1 

^j+l 

(Ap,.,p,-)' 
= Xj + ajPj-, 
= r j - ajApj-, 

Resolver Mzj+i= r^+i; 

Pj = 

Pj+i 

(rj+i,Zj+i)_ 

{Tj,Zj) 
= Zj+i + /?jPj; 

Fin 

Si utilizamos como matriz de precondicionamiento M = IAF, obtenida por 
una factorización incompleta de Cholesky de la matriz A del sistema original, 
entonces, 

L-^AL-^u = L-^b, x = L-^u (7.1) 

Definiendo las siguientes matrices y vectores auxiliares, 

• T , 

Pi = L Pj 
Uj = iFxj 

A = L-^AL-^ 

r j = L^Zj = L \ 
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y como. 

todos los pasos del algoritino anterior pueden ser reescritos con estas nuevas 
variables. 

1. Oj = 
(rj,rj) 

Apj,pj-^ 

2. Uj+i = Uj + ajPj 

3. fj+i = Vj — CíjApj 

5- Pj+l = Tj+l + PjPj 

que corresponde al algoritmo del Gradiente Conjugado aplicado al sistema 
precondicionado A u = L~^b, donde u = L^x. El algoritmo puede escribirse re­
ferido a X y las direcciones conjugadas originales, de la siguiente forma. 

A L G O R I T M O G R A D I E N T E C O N J U G A D O C O N P R E C O N D I C I O N A D O R FACTO-

RIZADO ( S P L I T - P C G ) 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 

Resolver L?o = TQ; 

Resolver L^po = ro; 
Mientras || ?j || / || TQ ||> e: {j = 0,1,2,3,.. .), hacer 

' (Ap, . ,p ,> ' 
Xj+i = Xj + OíjPj 

Resolver Luj= Ap^; 

Tj+l = Tj — Oíjllj', 
r, _ (rj+i,rj+i)_ 

^ ' " (f.-,í.-) ' 
Resolver L^v^+i = í j+i; 

Pj+i = Vj+i + í^jPj-, 
Fin 

Análogamente se puede obtener un algoritmo equivalente para el CG pre­
condicionado por la derecha sin más que considerar los productos internos re­
feridos a la matriz M~^. 
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7.2. Algoritmo Flexible GMRES (FGMRES) 

El Flexible GMRES [71] es una versión que admite varios precondiciona-
dores en cada paso, tal que si Mj, j = 1,..., A; es un conjunto de matrices no 
singulares de precondicionamiento, el algoritmo se puede escribir como. 

ALGORITMO FGMRES 
Aproximación inicial XQ. TQ = b — AXQ; Elegir k 
Mientras || rj_i || / || FQ ||> e (¿ = 1,2,3,...), hacer 

Resolver Mof¿_i = rj_i; 
A - i = II r¿-i II; 

Desde j = 1,..., k hacer 
Resolver MjZ^ = v^; 
w = Azj-; 

Desde n — 1, ...,j hacer 
{H}„, = (w,v„); 
w = w - {H}„ .̂ v„; 

Fin 
{H^x, =11 w II; 
v.+i = T H J — -^' 

Fin 
Encontrar u^, tal que || A-i^i — H^ ujlg sea mínimo, donde ei es el primer 

vector de la base canónica en R'^'^^, y H^ es la matriz {k+l)xk cuyos elementos 
son los {H}„. definidos en el algoritmo. 

Xj = x¿_i + VfcUfc; siendo Vfc = [vi, V2,..., v^]; 
Tj = b - Ax¿; 

Fin 

7.3. Algoritmo FGMRES Modificado 

Esta modificación del FGMRES consiste en utilizar tin método directo para 
la resolución del problema de mínimos cuadrados que aparece en cada itera­
ción [25] en lugar de la tradicional factorización QR [72] u otra implementación 
basada en la transformación de Householder [90]. 

Considérese la proyección ortogonal sobre el subespacio de soluciones me­
diante la multiplicación por la matriz H | : 

HÍHfcU = H^A-iei (7.2) 

La forma de H^ sugiere descomponer el producto H^ H/t en una suma. En 
efecto, se advierte fácilmente que H^ es una matriz (fc + 1) x A; con la siguiente 
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estructxira: 

Hfc — 

La primera fila está definida por im vector de dimensión k (d .̂) y el resto 
forma una matriz cuadrada triangular superior Ufc: 

{d,}, = d, = {H},, i^l,...,k 

{H}.^, . l<i<j<k 
{Ufc}.̂  = Uij = I 

O en el resto 

(7.3) 

(7.4) 

Teorema. Sean d^ y Ufc defírüdos por (7.3) y (7.4), y p^, p^, respectivamente, 
las soluciones de los sistemas triangulares VlPk = dfc y UfcPfc = pfc. Si se define. 

\i = 
A •i-i 

1 + (dfc, Pfc)' 
Ufc = Ai Pfc 

entonces Ufc minimiza la forma cuadrática J(u) = ||y5j_iei — Hfc uHg sobre R''. 
Demostración: Obsérvese en primer lugar que 1 + (d t̂, pfc) 7̂  O, ya que 

(dfc, Pfc) = <u* UfcPfc, Pfc) = yUfcPfciî  > o 

y, por tanto, Aj nunca puede degenerar. 
Consideremos ahora el sistema lineal dado en (7.2). El {i,j)-ésimo elemento 

de H^ Hfc es: 
k 

{Hfc Hfc} .̂ . = didj + ^ UmiUmj (7.5) 
m—1 

En definitiva, se puede expresar, 

(dfcdl + U*fcUfc) u = H*fc A-iei (7.6) 

Teniendo en cuenta que H|.ei = dfc, se obtiene la siguiente fonnulación: 

(dfcd^ + UÍUfc)u=A-idfc (7.7) 

Si pasamos al segundo miembro el producto extemo y aplicamos la propiedad 
asociativa de la multiplicación de matrices, se obtiene. 

Si definimos. 

U*fcUfcU = dfc(A_i-(dfc,u)) 

A¿ = A_i -(dfc,u) 

(7.8) 

(7.9) 
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u = XiPk (7.10) 

entonces se tiene que, 
UÍUfcPfc= dk (7.11) 

Esto supone resolver sólo dos sistemas triangulares, ya que U | y U^ son 
matrices triangulares inferiores y superiores, respectivamente. Una vez resuel­
to este sistema, se necesita calcular A, para obtener u en la ecuación (7.10). Sus­
tituyendo (7.10) en (7.9) se llega a, 

A¿ = A-i - (dfc, u) = A-i - A¿ (dfc, Pk) 

y por tanto, se demuestra que 

1 + (dfc, Pfc) 

El cálculo del nuevo residuo se basa en el siguiente resultado [71], 

r¿ = Vfc+i(A-iei-Hfcu) (7.13) 

donde se sabe que Vfc+i = [vi, V2, •••, Vfc+i] y es unitaria. Así, se puede escribir. 

Vi = Vk+iVi (7.14) 

representando f j el siguiente vector de dimensión (k + 1), 

f¿ = /3¿_iei-HfcU (7.15) 

Además, es evidente que, 

I|ri|l2=l|f^ll2 (7.16) 

A partir de la descomposición de Hfc, la primera componente del vector 
(Hfcu) de dimensión {k + 1) es el producto escalar (dfc,u), y el resto de las 
componentes vienen dadas por el vector (UfcU) de dimensión k. Por tanto, la 
primera componente de f i es Aj, y las otras, 

-UfcU = -AiUfcPfc = -AiPfc (7.17) 

siendo posible almacenar el vector pfc después del primer remonte al resolver 
(7.11). 

Con estos cambios, el algoritmo FGMRES Modificado se formula como si­
gue: 
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ALGORITMO F G M R E S - M O D I H C A D O 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; Elegir k 
Mientras || ri_i || / || FQ ||> £ {i = 1,2,3,...), hacer 

Resolver Mor¿_i = r¿_i; 
A-i = II f¿-i i|; 

Desde j = 1,..., k hacer 
Zj = Avj-; 

Resolver MjW = z^; 
Desde n = l, ...,j hacer 

{H}„. = (w,v„); 
w = w - {H}„ .̂ v„; 

Fin 
{H},^.,, =11 w II; 
V.-+1 = { H ¿ ^ w; 

Fin 
Resolver U^p = d̂ . y U^p = p; 

donde Í T Í V ' ^ ' ^ S I " l,m=l,...,k; 

^ ^ - l + ( d , , p ) ' 
Ufe = A¿ p ; ' 

Xj = x¿_i + VfcUfc; siendo V^ = [vi, va,..., v^]; 
Ti = Vfe+if¿; siendo V^+i = [vi, va,..., v^+i]; 

donde {^'^ " ^̂  , ._-, l = l,...,k; 

Fin 

7.4. Algoritmo Variable FGMRES (VFGMRES) 

El algoritmo Variable GMRES es vma variante del FGMRES-Modifícado. 
Además de la resolución directa del problema de mínimos cuadrados [25] la 
idea básica es usar elfull GMRES al principio del algoritmo hasta que satisface 
una cierta subtolerancia 6 que puede ser función de s, la tolerancia exigida a la 
solución, y se incrementa la dimensión del subespacio de Krylov k una tmidad 
en cada paso mientras que la norma del vector residuo sea mayor o igual aSy 
k sea menor que la dim.ensión máxima permitida (por ejemplo, por exigencias 
de memoria) del subespacio de Krylov ktop. A partir de este punto, con ese úl­
timo valor de k, comenzar el algoritmo como si se tratase del estándar restarted 
GMRES hasta alcartzar la tolerancia s dada (ver Galán y otros [24]). 
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ALGORITMO V F G M R E S 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
Elegir kiniu hop, ̂  e [0,1], k = kinit 
Mientras || r¿_i || / || ro ||> e (¿ = 1,2,3,...), 

/3i_i = II r¿_i II, v¿ = r¿_i/A-i; 
Si II rj_i II / II ro ||> (̂  y fc < hop hacer k = k + l; 
Para j = 1,..., k hacer 

Resolver Mzj = v^; 
w = Azj-, 
Para n = 1,..., j hacer 

{H}„, = w*v„; 
w = w - {H}„j. v„; 

Fin 
{H},-,! ,- -II w II; 

Fin 
Resolver U^p = d^ y U^p = p; 

con (fy 1 ru i í, 771 — l,...,/c; 

Ufc = A¿ p ; 

x¿ = Xj_i + ZfcUfc; siendo Z^ = [zi, Z2,..., z^]; 

Ti = Zfc+if j ; con f j. I _ , r -, / = 1, ••-, K; 

Fin 

Este algoritmo, al igual que el FGMRES, permite cambiar el precondiciona-
dor en cada iteración. 

7.5. Algoritmo Bi-CG 

Precondicionando por la izquierda el algoritmo Bi-CG obtenemos, 

ALGORITMO Bl-CG PRECONDICIONADO 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
Elegir TQ tal que (ro, TQ) y^ 0; 
Resolver Mzo= TQ; 
Po = zo/ Po = "̂0 
Mientras || rj_i || / || TQ ||> £ {j = 1,2,3,...), hacer 

Resolver Mzj= r^; 
tj = Ap^; 
Resolver Mvj= tj-, 
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a 
" i^J^Ph 

Fin 

^j+i = ^3 - ocj^Vj' 
Resolver Mzj+i= r^+i; 

r*+i = r* - a,-A^p*; 

_ (z^+i^rj+i). 

Pj+i = Zj+i + /^jPj-; 
P*+i = r*+i + /3,-p*; 

7.6. Algoritmo CGS 

Si se aplica el método CGS a los sistemas precondicionados [54], se obtienen 
tres algoritm.os que se corresponden con cada una de las formas de precondi-
cionamiento. Sin embargo la única diferencia entre ellos estriba en el vector 
residuo inicial FQ que influye en cada iteración, siendo la relación con el vector 
residuo inicial del sistema auxiliar precondicionado, 

ro = FQ precondicionamiento por la derecha \ 
FQ = M~^ro precondicionamiento por la izquierda > (7.18) 
TQ = L~^fo precondicionamiento por ambos lados J 

Al ser f o arbitrario, se puede elegir de un modo adecuado para cada forma 
de precondicionamiento tal que vm algoritmo se transforma en otro. La conclu­
sión es que las diferentes formas de precondicionamiento son equivalentes a 
determinadas elecciones del vector inicial FQ [82]. 

ALGORITMO CGS PRECONDICIONADO 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ; 
Elegir FQ arbitrario tal que (FQ, FQ) ^ 0; 
Resolver Mzo= FQ; 
Po = uo = zo; 
Mientras || FJ_I || / || FQ | |> e {j = 1,2,3,...), hacer 

Resolver Mzj= TJ-, 
h = Apj-; 
Resolver Mvj= tj-, 

^ J — 

CU = 
^j+i 

Tj+i 

( V j , 

U j -

= Xj 

= ^3 

r5)' 
" '^j^j' 

+ aj (uj + qj-); 
- OijA {Uj + qj); 
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Resolver Mzj+i= r^+i; 
_ (zj+i, rg) _ 

Fin 

7.7. Algoritmo BICGSTAB 

El método BICGSTAB es tina variante del CGS. Introduce un nuevo pará­
metro uj en cada iteración para minimizar el residuo (ver [85]). Para cada forma 
de precondicionamiento [54], el valor del parámetro UJ resulta: 

(As)^s 
üj = ——^ precondicionamiento por la derecha 

(As )^As ^ ^ 

(M-^As)^(M-^s) 

( M - i A s ) ^ ( M - i A s ) ' ' .* 

UJ = — Tfi precondicionamiento por ambos lados 
(L- iAs)^ (L- iAs) ^ ^ 

u) = ^^^ ^ ^—T\,r precondicionamiento por la izquierda } (7.19) 

De este modo, el cálculo de ui incluye un proceso de sustitución por iteración 
para el precondicionamiento por la izquierda y dos para el precondicionamien­
to por ambos lados. No obstante, si obtenemos 5 a partir de la minimización 
del residuo del sistema original sin precondicionar, todos los valores dados en 
la ecuación (7.19) coinciden con el del precondicionamiento por la derecha. En 
este caso se obtiene también un único algoritmo. 

A L G O R I T M O BICGSTAB P R E C O N D I C I O N A D O 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ; 
Elegir TQ arbitrario tal (ro, r^) ^ 0; 
Resolver Mzo= ro; 
Po = zo; 
Mientras || r^-i || / || ro ||> £ (j = 1, 2,3,...), hacer 

Resolver Mzj= r^; 
y3 = APj ; 

Resolver Mvj= y^; 
^ _ (Zj,ro). 

Sj — Vj cxjYj, 
Uj = ASj-; 
Resolver M t j = u^; 
~ _ (tj,s,-)_ 
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Xj+i = Xj + ajPj + tójVij; 

Zj+i = Sj — ujjtj) 

Fin 

Cualquier otra elección del residuo inicial conducirá a una nueva forma de 
precondicionamiento (ver [82]). 

7.8. Algoritmo QMR 

Precondicionando por la izquierda el algoritmo QMR, obtenemos. 

ALGORITMO QMR 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ; 
Resolver Mzo= TQ; 
Pi =11 zo II y ; Vi =zo/pi; 
Elegir Wi tal que || wi ||= 1; 
Po = qo = do = 0; 
co = eo = 6 = 1; 
î o = 0,7/0 = - 1 ; 

Mientras y/j -\-1 \rjj-i\ / ||ro|| > e{j = 1, 2,...), hacer: 

Pj = Vj - {^j6j/€j-i) P j_ i ; 

q̂ . = wj - {pj6j/€j-i) q j_ i , 

Uj = Ap^; 
Resolver Msj = u^; 
ej == \Sjf, cy); 

/3j = Cj/óp 

Vj+i = Sj - 0jvj, pj+i = \\vj+i\\; 

Resolver M ^ t j = q, ; 

Wj+i = A % - - (3j-Wj, .^j+i = | |wj+i | | ; 

d j = 77jPj + (i/j-iCj)^ d j_ i ; 

Xj" — X j — \ "1" Q-j/ 

Vj+1 = Vj+i /pj+i ; 

Wj+i = Wj+i/,ej+i; 
Fin 
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7.9. Algoritmo TFQMR 

Aplicando el mismo principio para el precondicionamiento del algoritmo 
CGS obtenemos el correspondiente algoritmo TFQMR precondicionado. 

ALGORITMO TFQMR PRECONDICIONADO 

Aproximación inicial XQ, TQ = b — AXQ ; 
Resolver MZQ = ro; 
wi = yi = zo; 
ui = Ay^; 
Resolver MVQ = Ui 
do = 0; 
To = ||zo|Mo = 0,rio = 0; 
Elegirlo tal que po = (zo,ro) j^ 0; 
Mientras Vk + iTk-i/ ||ro|| > e{k •-

(a) 

(b) 

CTk-l = (VA;-l,ro),Q:fc_i = 

y2fc = y2fc-l — CXk-lPk-l) 

Para m — 2k — l,2fc hacer: 

Resolver Mq^ = u^ 

0 _ l |Wm+l| | „ _ 

'Tm-1 v i 

'^m ^ '^m—l'^m^m/ Vm ^ ^m 

^m — Ym "r ^m 

= 1,2,...). 
Pk-xjOk-

1 

Oifc-i; 

- 1 / 

, hacer: 

\t 

Si XTO converge: Fin 

(c) pfc = (W2fc+i, ro), pk = 
Pk-i 

y2fc+i = W2fc+i + Pk'y2k) 

U2fe+i = Ay2fc+i; 

Resolver Mq2j.+i = U2A;+I 

Vfc = q2fc+i + Pk (q2fc + /?fcVfc_i); 
Fin 

7.10. Algoritmo QMRCGSTAB 

Este método aplica el principio de cuasi-minimización al BICGSTAG. La mi-
nimización por mínimos cuadrados incluida en el proceso es resuelta usando 
la descomposición QR de la matriz de Hessemberg de forma incremental con 
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las rotaciones de Givens. En el algoritmo QMRCGSTAB precondicionado da­
do a continuación, las rotaciones de Givens son escritas explícitamente como 
propone originalmente Chan y otros [6]. 

A L G O R I T M O QMRCGSTAB P R E C O N D I C I O N A D O 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 

Resolver Mzo — ro; 

Elegir ro tal que (zo, ro) 7¿ O 

Po = vo = do = 0; 

PQ = ao=ujo = 1/ T"o = ||zoli/ ^0 = 0,770 = 0; 
Mientras ^/j + 1 | r | / ||ro|| > e{j = 1,2,...), hacer: 

Pj = (Zj-i,ro),^j = (pj/pj-i){aj-i/üjj_i); 

Pj = Zj-i + Pj(Pj-i - ¿>j-iVj-i); 

Yj = Apj-; 

Resolver M v j = y^; 

«íj = Pj / (vj , ro) ; 

Sj = Zj_i - ajVj) 

Primera cuasi-minimización 

^j = l|Sj II /r, c = . ; T = T 9jc; 
y/i + e^ 

dj = Pj H dj_i; 
aj 

Xj = Xj_i + TjjÚj) 

Resolver Mtj = Uj-, 

~ . _ \ ^ j ) ^ j ) . 

^ j ~ ^j — ' ^ i ^ j ' 

Segunda cuasi-minimización 

9j = \\zj\\ /T, C = —. ; T = T 6jc; 

dj = Sj + -iAdj-, 
LJj 

Fin 
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7.11. Algoritmo CGN 

Si aplicamos la técnica de precondicionamiento por la izquierda al algorit­
mo CGN desarrollado en el capítulo 3 obtenemos. 

ALGORITMO CGN PRECONDICIONADO 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — AXQ, 
Resolver MZQ = ro; 
Resolver M^SQ = ZQ; 
Po = A^so; 
Mientras i| r̂  || / |1 ro |i> £ (j = 0,1,2,3,...), hacer 

tj = Ap .̂ , 
Resolver Mvj = t^; 

^ s\. S i ) ^*- ^7 / 
Oíj - : , 

Xj+1 = Xj + Oij-pp 

Tj+i = Tj - ajtp 
Resolver Mz^+i = r^+i; 
Resolver M^Sj+i = Zj+i, 

(A^Sj+i,A^Sj+i)_ 
Pj ~ 

Fin 

7.12. Algoritmo LSQR 

Si aplicamos la técnica de precondicionamiento por la izquierda al algorit­
mo LSQR desarrollado en el capítulo 3 obtenemos. 

ALGORITMO LSQR PRECONDICIONADO 

Aproximación irücial xo. TQ = b — Axo; 
Resolver MZQ = ro; 
Pi = ||zo||, ui ==zo//?i; 
Resolver M^Si = ui; 
ai = II A^si ||, Vi = A^Si/o!i, wi = Vi; 

01 = /5i/Pi_= «i; 
Mientras (pj/ \\ ro ||> e ( j = 1,...), hacer 

Pj = Avjv 

Resolver Mq^ = p^; 
Pj+i = W^ - o^jUjll; 

Pj+i 
Resolver Msj+i = Uj+i; 
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Fin 

Vj+l = 

" j + l = IIA Sj+l - Pj+l^j\\' 

' P/ 

s - ^ -
Pj 

Pj+1 = -CjOj+i; 

Xj = X^_i + 

w J + l = Vj+1 -

w,-; 

^j+i 

Pj 
w,-; 



Capítulo 8 

Métodos de Cuasi-Mínimo Residuo 
Modificados 

Como hemos visto en el capítulo 2, la solución aproximada del QMR para 
el subespacio de Krylov de orden k, se puede escribir como. 

Xfc = xo + Vfc u 

donde u minimiza la norma, 

hei-Tfcull, 

que es una sim^plificación de la norma del residuo, 

\\r\\, = \\V,+r{je,-%n 

(8.1) 

(8.2) 

(8.3) 

siendo V^ la matriz que tiene por columnas los vectores Vj, ¿ = l,...,k, obte­
nidos en el procedimiento de biortogonalización de Lanczos, 7 = ||ro||2, y la 
matriz Tfc se define de la forma. 

con. 

S2 

Tfc = 

Tfc = 

/?2 

63 as 

(8.4) 

\ 

ak-2 Pk-i 
Sk-i o¡k-i 

(8.5) 

V • 5k ük / 

ai, i = 1,..., k; (3j, j = 2,..., k; Si, I = 2,..., k + 1, son los parámetros obtenidos 
durante el proceso de Lanczos (ver apartado 2.2.1). 

En este capítulo queremos abordar la resolución del problema de mínimos 
cuadrados, que supone la minimización de la funcional cuadrática dada en (8.2) 
de forma directa sin tener que recurrir a la factorización QR de la matriz T^ [58]. 
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8.1. Resolución directa del problema de Cuasi-mini-
mización 

Consideremos la proyección ortogonal sobre el subespacio de soluciones 
del problema de cuasiminimización dado en (8.2). Multiplicando por la matriz 
—T 

T^. obtenemos, 
Tl%u=Tl^e, (8.6) 

La estructura de T^ que es una matriz (A; + 1) x A; es, 

/ 

donde la primera fila de Tfc es un vector d|., de dimensión A; y el resto forma 
tma matriz triangular superior Ufc, 

Esto es. 

dfc = ( Qi /?2 O . 0 ) 

donde. 

U, 

/ ^2 Cí2 Ps • 

<̂3 Oíz /?4 

(0) 

V 

5fc-l Cík-l fik 

{Ufc}y = «¿j = I 
O en el resto 

(8.7) 

(8.8) 

lo que sugiere la descomposición del producto T^ T^ que aparece en la ecua­
ción (8.6) como ima suma, de la forma. 

K 

'^mi'^mj (8.9) 
7 7 1 = 1 

^T-= 
La ecuación (8.6), teniendo en cuenta esta descomposición de T .̂ Tfc, se pue­

de escribir como, 
(dfcd^4-UrUfc)u=T^7ei (8.10) 
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Y teniendo en cuenta que T;;. ei = d^, obtenemos la siguiente expresión, 

(dfcdf + U^Ufc)u=7dfc (8.11) 

Si hacemos uso de las propiedades asociativa y distributiva de las matrices, 
entonces la ecuación anterior quedará, 

UfUfcU = dfc(7-(d, ,u)) (8.12) 

y haciendo, 

A, = 7-(dfc,u) (8.13) 

u = XiPk (8.14) 

obtenemos, 
Uf UfcPfc= dfc (8.15) 

que es un doble sistema triangular, ya que U^ y Ujt son m.atrices triangulares y 
sólo requiere dos procesos de sustitución, uno por descenso y otro por remonte, 
para su resolución. 

Después de resolver (8.15), calculam.os Aj para obtener finalm^ente u a partir 
de la ecuación (8.14), 

Ai = 7 - (dfc, u) = 7 - A¿ (dfc, p^) (8.16) 

y de este modo. 

Ai = . ^ J ^ . (8.17) 
1 + (dfc, pfc) 

Nótese que 1 + (dfc, Pfc) ^̂  O, ya que, 

(dfc, Pfc) = (U^UfcPfc, Pfc) = iiUfcPfcll̂  > o (8.18) 

y por tanto A¿ nunca degenera. 
En resiimen, el método propuesto requiere: 
1. Dados dfc y Ufc definidos en (8.7) y (8.8), resolver en doble sistema trian­

gular dado en (8.15) haciendo, 

Ujpfc = dfc (8.19) 
UfcPfc = Pfc (8.20) 

2. Calcular A¿ en la expresión (8.17). 
3. Obtener u resolviendo la ecuación (8.14) 
El vector residuo cuya norma viene definida en (8.3) se puede obtener de, 

r̂  = Vfc+ir̂  (8.21) 

siendo % el (k + l)-vector. 
Ti = 761 - Tfc u (8.22) 
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y sus componentes se pueden calcular de la siguiente forma, 

Ya que de la partición de T^, la primera componente del {k + l)-vector (T^ u) 
es (dfc, u) , y el resto de las componentes vienen dadas por el k-vectoT (U^u). De 
este modo, la primera componente de f ¿ es Aj, y las otras, 

-UfcU = -XiUkPk = -\Pk (8.24) 

donde p^ se puede conservar en la resolución del primer sistema triangular 
dado en (8.19). 

Téngase en cuenta que ahora los residuos no son equivalentes (como ocurría 
en el GMRES), ya que los vectores Vj no son ortonormados. Es decir que, 

Wrih ^ I|ídl2 (8-25) 

8.1.1. Método QMR Modificado 

La aplicación de la resolución directa del problema de cuasiminimización 
planteado en el QMR, da como resultado el siguiente algoritmo. 

A L G O R I T M O QMR M O D I H C A D O 

Aproximación irücial XQ. FQ = b — AXQ; 
Pi = Si= 0; 
vo =: wo = 0; 

7 = i | r o | | ; 
1 

Vi = wi = - r o ; 
7 

Mientras ^/k + l || rfc_i || / || ro | |> £ (k = 1,2,3,...), hacer 
ak = (Avjt,Wfc); 
Vfc+i = Avfc - afcVfe - f̂cVfc_i; 
Wfc+i = A^Wfc - afcWfc - ¿fcWfc_i; 
4+1 = |(vfc+i,Wfc+i)|^''^; 
Pk+i = (vfc+i, Wfc+i) /5k+i; 
Vfc+l = Vk+l/Sk+l) 
Wfc+i = Wk+l/Pk+ú 
Resolver U ^ p = d^ y U^p = p) 

d o n d e ! í ^ ' V ^ ^ S i " l,m = l,...,k; 

^ ' = = l + ( d . , p ) ' 
Ufc = Afc p ; 
Xfc = xo + VfcUit; siendo Vfc = [vi, v j , . . . , v*.]; 
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Tk = Vfc+iFfc; siendo Vfe+i = [vi, V2,..., v^+i]; 

dondeí \l'l'^^' - ._-, l = l,...,k; 
\ {rk}i+, = -Afc {p}¿ 

Fin 

Se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia se formula ahora en 
función de ík, que representa el residuo calculado del QMR-Modificado. 

8.1.2. Método TFQMR Modificado 

Análogamente, la aproximación obtenida con el TFQMR en tm subespacio 
de Krylov de dimensión k, es de la forma. 

xo + YfcUft (8.26) 

donde Yfc = [yi, y2, •••, Yfc], Yk = t¿_i si A; == 2z - 1 es impar, e y^ = q¿ si fe = 2z 
es par, y u*; minimiza la norma || (¿IBI — T ^ U) Ijg, lo que representa un cuasi-
mínimo de la norma del residuo (ver p.e. Saad [72]), 

ffclla = ||Wfc+iA;(.^i {Siei - Afc+iBfcUfc 

siendo. 

(8.27) 

(8.28) Tfc = Ak+iBk 

Donde Wfc+i es la matrix que tiene por columnas los vectores, 

• W;t+i = [wi,W2,...,Wfc+i] (8.29) 

Y Afc+i es ima matriz diagonal, tal que Wfc+i queda escalada (6k = || rj| |, si 
k = 2i+ les impar, o 5k = v^ l J lv iF lT^ ' si A; = 2z es par). 

ÍS, 

Afc+i = 

\ 

(8.30) 

h+i J 

y Bfc es la matriz de orden (A; + 1) x k, 

( c.o' 

B i , = 

- " o ' ^ f^o^ 
1 „ - l 

—<y.c a 

a 
-1 

(fc-l)/2 
'^{k-\)/2 " ( í ; - l ) /2 

-1 

(8.31) 

"(fc-l)/2 / 
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El algoritmo TFQMR Modificado que se ha obtenido es. 

ALGORITMO TFQMR MODIHCADO 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
FQ es arbitrario, tal que (ro, rj) j^ 0; 
So = to = ro; 
vo = Aso; 
Po = (ro, rS); 
<̂i = liro||; 
Mientras VT+l \\ r,_i || / || ro ||> £ (i = 1,2,3,...), hacer 

ai-i = (v¿_i,r5); 
Qíi-i = Pi-i/(^i-i', 

q¿ = t ¿_ i - a ¿ _ i V j _ i ; 

rj = r¿_i - a¿_iA (ti_i + q¿); 
Desde A; = 2¿ — 1,2i hacer 

Si A; es impar hacer 

4+1 = -v/IKi-ill ||ri||; Yfc = t¿_i; 
En caso contrario hacer 

4+1 = l|r¿||;yfc = q¿; 
Fin 

Fin 
Resolver U^p = d^ y U^p = p; 

donde I J f ' \ - " •^Si '" /,m = 1,..., A;; 

Afc — 
l + (dfc, p ) ' 

Ufe = Afc p ; 

Xfe = xo + YfcUfc; con Yfc = [yi, y2, • - , y/t]; 

{rj}^ = A2¿ , _ ^ rf-

Pi = (i-i, rS); 

A = Pilpi-i, 
t¿ = Ti + Aqi; 
Si = ti + /3¿(qí + As¿-i); 
Vj = A S Í ; 

Fin 

Al igual que en QMR Modificado, se debe tener en cuenta que el criterio 
de convergencia se formula ahora en función de í^, que representa el residuo 
calculado del TFQMR-Modificado. 
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8.1.3. Método QMRCGSTAB Modificado 

El algoritmo QMRCGSTAB propuesto por Chan y otros [6], realiza dos cuasi-
miniírúzaciones por iteración. Si definimos Y^ = [yi, y2, •-•, yfe], siendo y2i-i = 
gi para I = 1,..., [k + 1/2] {[k + 1/2] es la parte entera de A; + 1/2) y y2i = s; 
para I = 1,..., [k/2]{[k/2] es la parte entera de k/2). La solución aproximada del 
sistema Ax = b, a partir del A;-ésimo subespacio de Krylov, se construye como 
xo + YfcUjt, donde Ufc minimiza la norma || {SIBI — T^ u) \\^, que es otra vez un 
cuasi-mínimio de la norma del residuo. 

T^kh = W'^k+i^kli {^1^1 - Afc+iBfcUfc 

siendo. 

(8.32) 

(8.33) Tfc — Afc+iBfc 

Wfc+i es nuevamente la matriz cuyas columnas son los vectores residuos, 

Wfc+i = [wi, W2,..., Wfc+i] (8.34) 

con W2;_i = s/ para / = 1,..., [{k + l)/2] y W2/ = r; para / = 1,..., [k/2]; y Afc+i es 
ima matriz diagonal, tal que Wjt+i es escalada (Si = || Wj ||), 

ÍSi 

Afc+i = 

V 

\ 

6k 
(8.35) 

4+1 / 

Bk es la matriz de orden (A; + 1) x A;, 

Bk = 

- C T i ^ 0-2 ^ 
, - 1 

V 

'k-1 

- ^ f e - 1 ^ f c 

(8.36) 

-<^k ) 

con G-u = uji para / = 1,..., [(k + l)/2], y a2/_i = ai para I = 1,..., [{k + l)/2]. 

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIHCADO 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — AXQ; 
TQ es arbitrario, tal que (FQ, TQ) T̂  0; 
Po = 0(0 = ujo = 1; 

go = vo = 0̂  
Mientras V2i + 1 || ri_i || / || ro ||> £ (i = 1, 2,3,...), hacer: 
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Pi = (ro)r¿-i); 
A = (p¿/p¿-i)(ai_i/a;¿_i); 
g¿ = r¿_i + /?¿(g¿-i - a;¿_iv¿_i); 
v¿ = Ag¿; 
.̂ ^ A . 

Si — M—1 Oti^if 

hi-i = ||s¿i|;y2¿-i = &; 

r¿ — s^ üJjXfi/ 

^2i = ||ril|;y2i = SÍ; 
Resolver U^iP = dĝ  y UaiP = p ; 

d o n d e ! {^f V " ^ S r ¿, ̂  = 1, - , 2¿; 

X ^' • 

Fin 

l + (d2i, P ) ' 
U2j = A2¿ p; 
x¿ = xo + Y2¿U2¿; con Y2¿ = [yi, y2, •-, y2¿]; 

I { Í ^ W = - ^ 2 ^ ? } / ' - ^ ' - ' ' ^ ' 

Asimismo, se debe tener en cuenta que el criterio de convergencia se formu­
la ahora en función deífc, que representa el residuo calculado del QMRCGSTAB-
Modificado. 



Capítulo 9 

Métodos tipo QMR Modificado 
precondicionados 

En este capítulo, se obtendrán los algoritmos precondicionados de los mé­
todos tipo QMR-Modificado propuestos en el capítulo anterior, estableciendo 
comparaciones en cada uno para las distintas formas de precondicionamiento 
y extrayendo las conclusiones que se deriven de las mismas. 

Se establecerán las relaciones entre las matrices, vectores incógnitas y se-
gimdo miembro, del sistema original y del precondicionado para las formas de 
precondicionamiento por la izquierda, por la derecha y por ambos lados. Las 
expresiones resultantes, junto con las de los vectores residuos se sustituirán en 
los algoritmos correspondientes. 

9.1. Método QMR Modificado 

9.1.1. Precondicionamiento por la izquierda 

El sistema precondicionado sería, 

Á = M-^A 
A x = b ^ X = X 

b = M-^b 

y la relación para el vector residuo del sistema con y sin precondicionamiento 
quedaría, 

r = b - Áx = M-^b - M-^Ax = M"^ (b - Ax) = M-^r 

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y 
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos parámetros y vectores: 

A = ¿1 = 0; 
vo = wo = 0; 
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7 = llroll = IIM-^roll = ||zo||; con M'^ro = ZQ 
„ ^ U 1 
Vi = wi = - r o = :=zo; 

7 7 
ük = ( Avfc, Wkj = {M ^Avfc, Wfc); l lamando Avfc = yfc y haciendo, 

MSA; = Yk, queda ock = {sk, w^); 

Vfc+i = Avfc - SfcVfc - AcVfc.i = Sfc - 5fcV;fc - /?feVfc_i; 

Wfc+i = A^Wfc - ttfeWfc - (5fcWfc_i = A^M-^Wfc - SfcWfc - ¿feWfc_i; 
haciendo M^f^ = w^ y l lamando A^f^ = t^ resulta, 

Wfc+i =tk- SkWk - Sk-Wk-ú 
,~ ~ y 1/2 

Ac+i = (vfc+i, Wfc+i^ /¿fc+i; 

Vfe+i = Vfc+i/(5fc+i; 

Wfc+i = Wfe4.i//?fc+i; 

Resolver U^p=dA; y U ^ p ^ p ; 

í {̂ '} = {*} 
donde< >~ K"" r^-i"* / ,m = 1,...,/:; 

I {uj ={T} 
_V L ) Im I J Z+lm 

-̂ fc — 7X 

l + (^dfc,p 
üfc = Afcp;_ 
Xjt = xo + VfcUfc; entonces, x^ = XQ + V^u^, siendo V^ = [vi, vg,..., v/t]; 
Ffe = Yfc+i£fc' siendo V^+i =: [vi, V2,..., v^+i]; entonces, 
Zfc = Vfc+iífc, siendo V^+i = [vi, V2,..., v^+i] y, 
rfc = Mzfc; 

{ fe} = Afe 

resulta entonces. 

A L G O R I T M O QMR M O D I F I C A D O P R E C O N D I C I O N A D O POR LA IZQUIERDA 

Aproximación inicial XQ. TQ = b — Axo; 
0i = 5j= 0; 
vo = wo = 0; 
Resolver MZQ = ro 

7 = l|zol|; 
1 

Vi = w i = - z o ; 
7 

Mientras Vk+1 \\ Vk-i \\ / || ro | |> e {k = 1,2,3,...), hacer 
Avfc = Yk; 
Resolver Msjt = y^; 
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Resolver M^f^ = w^; 
A^ffc = tfc; 
ak = (sfc,Wfc); 
Vfc+i = Sk- OikVk - Pk'Vk-i; 
Wfe+i = tfc - â Wfc - SkVfk-i) 
4+1 = Kvfc+i,Wfc+i)|^''^; 
/?fc+i = (vfc+i, Wfc+i) /5k+i} 
Vfe+i = Vi;+i/4+i; 
Wfc+i = Wk+i/Pk+l) 
Resolver U ^ p = d̂ . y U^p = p; 

d o n d e í {f'\"^ " " ^ 2 | " ^ / ,m = 1,..., fc; 

^ ' ^ i + {dk,py 
Ufe = Xk p ; 
Xfc = xo + VifeUfc, con Yk = [vi, V2,..., v^]; 
Zfc = Vfc+iífc, con Vfc+i = [vi, V2,..., Vfc+i]; 
Tfc = Mzfc; 

Fin 

d o n d e í p \ ' - ^ ' , , , Z = l,...,fc; 
1 {rfc},+i = -Xk {p}i 

9.1.2. Precondicionamiento por la derecha 

Precondicionando por la derecha con la matriz M quedaría, 

r Á = AM-^ 
Á x = b < X = M x 

[ b = b 

y el nuevo vector residuo sería, 

? = b - A x = b - AM~^Mx = b - A x = r 

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y 
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos parámetros y vectores: 

^ 1 = ^ = 0 ; 
vo = wo = 0; 
7 = llroll = llroll; 

1 
Vi = w i = - r o ; 

7 
c¿k = ^ Avfc, Wfc\ = (AM'^Vfc, Wfc); haciendo, My^ = Vfc, resulta, 

5fc = (Ajfc,Wfc); 

Vk+i = Avfc - afcVfc - /5fcVfc_i = Ayfc - S^v^ - Pk^k-i) 
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llamando A^Wfc = ffc y haciendo M^t^ = f̂ , resulta, 

Wfc+i = tk- SfcWfc - Sk-Wk-i) 
/- ~ \ 1/2 

h+1 

Pk+l = \^k+l,^k+l) /Sk+l) 

Wfc+i = Wk+i/pk+Ü 

Resolver U^p=dfc y Ufcp=p; 

Í W ={*} 
donde< r~ ^'^ f—{"" l,m=l,...,k) 

V 1 Jzm I il 
Afc = 

Ufc = Afcp;_ 
Xfc = xo + Vfcüfc, siendo V^ = [vi, V2, - ,y*: ] ; multiplicando por M ' ^ 

resulta, x^ = XQ + M~^Vfcüfc; l lamando Vfcüjt = s^ y haciendo 

Mq^j = Sfc,̂ se obtiene x^ = XQ + q^; 

Tk = Y*=+i£'̂ ' e^^toi^ces, 
Tk = Vk+A, siendo V^+i = [vi, vg,..., ñ + i ] ; 

<̂  ?fc > = Afc 
^de<^ ~ 1 ~ . _ / = l,...,/c; donde 

se obtiene. 

A L G O R I T M O QMR M O D I F I C A D O P R E C O N D I C I O N A D O POR LA D E R E C H A 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
/3i=Si= 0; 
vo = wo = 0; 

7 = l | r o | | ; 
1 

Vi = wi = - r o ; 
7 

Mientras Vk + 1 \\ ?k-i || / || ro ||> e (A; = 1,2,3,...), hacer 
Resolver My^. = v^; 
afc = (Ayfc,Wfc); 
Hacer A^w^ = f̂ ; 
Resolver M^tfc = ffc; 
Vfc+i = Ay^ - afcVfc - pk^k-i) 
Wfc+i = tfc - QífcWfc - 4wfc_i; 
4+1 = |(Vfc+i,Wfe+i)|^^^ 
/5jt+i == (vfc+i, Wfc+i) / 4 + i ; 
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Vfc+i — "vk+i/Sk+i; 
Wfc+i = Wfc+i//3fc+i; 
Resolver U^p = d^j U^p = p; 

dondeí {^'\- " •^Sl '" Z, m = 1,.., fc; 

' ' ' = - l + (d , ,p) ' 
Ufe = Afc p; 
Hacer VfcÛ  = s^; coii V^ = [vi, va,..., v^]; 
Resolver Mq^ = Sfc 
Xfc = Xo + Qfc 
Tk = Vfc+iífc; con Vfc+i = [vi, vg,..., v^+i]; 

donde {l*}i"^*= , ,_-, Z = l,...,fc; 
{rfc},+i = -AA {p}¿ 

Fin 

9.1.3. Precondicionamiento por ambos lados 

Precondicionando con la matriz factorizada M = M1M2 por ambos lados, 
quedaría, 

_̂  r Á = M^^AMJ^ 
A x = b < X = M2X 

b = M^ 'b 

Las relación para el vector residuo del sistema con y sin precondicionamien­
to sería, 

? = b - Ax = M¡-^b - Mj^^AM^^Max = M^^ (b - Ax) = M^-^r 

Aplicando el algoritmo QMR-Modificado a este sistema precondicionado y 
estableciendo las nuevas expresiones para los distintos parámetros y vectores: 

A = ?i = 0; 
vo = wo = 0; 
7= | i ro | | = ||Mr^ro|| = ||zo||; 

1 
Vi = - z o ; 

Elegir Wi tal que ||wi|| = ||M2^wi|| = 1; 

afc = ^Avfc,Wfc^ = <M7^AM^^M^Vfc,M^^Wfc>; 

5fc = v^M^^M2-^A^Mr^M2-^Wfc = v^M-^A^M-^w^, entonces, 
5fc = (AM-^Vfc,M-^Wfc); 
y llamando v^ = M~^v/; y w^ = M~^Wfc queda, 
5fc = (Av^,w^);^ 

Vfe+i = Ávfc - ak% - 3fcVfc_i = M]-^ AMJ^M-V¿ - dckM^\k -h'^i'^^k-x, 
que multiplicando por Mi y operando resulta. 
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Vfc+i = AM~ Vfc - SfcVfc - 3fcVfc_i = AVfc - ak^k - Pk^k-i) 
Wk+i = A^w/fc - SfcWfc - ¿fcWfc_i = 
= M^^A^M;-^M^^Wfc - a^Mj^Wfc - 4M^^W;fc_i, 
que multiplicando por M^ y operando resulta, 
Wfc+i = A^M'^Wfc - 5fcW¿ - 4wfc_i = A^w| - SfcWfc - ^Wfc-i; 

Vfc+i, Wfc+x̂  = (M;fivfc+i,Mj^Wfc+i> = v^^iM^^M^^Wfc+i = 

-- v^^iM~^Wi;+i, con lo que, 

Vfc+i,w¿+i^ = (M-ivjt+i,w¿+i); 

y llamando v^ = M~^Vfc+i resulta, 

^Vfc+i, Wfc+î  = (v*+i,Wfc+i); 

Jk+í = Kvfc+i,Wfc+i>|̂ ^ ;̂ 
/5fc+i = ( v ^ + i , Wfc+i> / 4 + i ; 

Vfc+i = Vk+i/5k+i que multiplicando por Mi se obtiene, 
Vfc+l = Vfc+i/áfc+i 

Wjt+i = Wi;+i//3fc+i que multiplicando por M^ se obtiene, 
Wfc+i = Wfc+i/^fc+i; 

Resolver U^p=dfc y Ufcp=p; 

í {̂ '} = {*} 
donde< >--'-,'" r^ i"" l,m = l,...,k; 

1 {uj ={T} 

Ufc = A f c p ; _ 

Xfc = xo + Vfcüfe, siendo Vfc = [vi, V2,..., v^]; 
entonces, M2XA; = M2X0 + V^ñfe y multiplicando por Mj \ 
queda, x/t = Xo + M^^Vfcüfc = XQ + M;"^M;-̂ Vfcüfc; 
llamando Vfcüfe = qfc queda Xfc = XQ + M"^ Vfcüfc; 
y haciendo Mj^. = qk, queda, 
Xfc = xo +p; 
Vk = Vfc+iífc, siendo^Vfc+1 = [vi, vs,..., Vfc+i]; entonces, 
Mf^rfc = M];̂ Vfc+i?fc, que multiplicando por Mi queda, 
rfc = Vfc+iffc, siendo V^+i = [vi, V2,..., Vfc+i]; 

{ {rfcj =Afc 
(~ \^ ~ r--, ^ = l,...,k; 

\rk\ =-Afc{p}, 
Con lo que obtenemos. 
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ALGORITMO QMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR AMBOS LADOS 

Aproximación inicial XQ. ro = b — Axo; 
Pi=Si = 0; 
vo = wo = O; 
Resolver MiZo = FQ 

7 = l|zol|; 
1 

Vi = -zo; 
7 

Elegir wi tal que | |Mj^wi|| = 1; 
Mientras Vk + 1 || r^-i || / || ro ||> e {k = 1,2,3,...), hacer: 

Resolver M.vl = v^; 
Resolver M^w^^ = Wfc; 
ttfc = (Av;^, w^); 
Vfc+i = Av*f, - akVk - /5fcVfc_i; 
Wfc+i = A^w^ - afeWfc - 4wfc_i; 
Resolver Mv^^^ = Vfc-j_i; 
, | / ^ , -^ \ | l / 2 

/?fc+i = (v;^+i,Wfc+i)/4+i; 
Vfc+i = Vfc+i/4+i; 
Wfc+i = Wfc+i//?fc+i; 
Resolver U^p = d̂ . y U^p = p; 

donde/ \^^\ " " i Q l - Z, m - 1,..., k; 

:̂  - _ J L _ _ . 
l + (dfc,p) 

Ufe = Afc p; 
Qfe = Vfcüfc conVfe = [vi, V2,..., Vfc]; 
Resolver Mj^ = q/t; 
Xfc = xo+jfc; 
Ffc = Vfc+irfc, siendo Vfc+i = [vi, vs,..., Vjt+i]; 

donde/ {l'=}i = '̂= - ,_-. l = l,...,k; 

Fin 

Atendiendo a los requisitos que hemos estimado al principio del capítu­
lo, en los tres esquemas figuran relaciones de recurrencia respectivas para la 
solución X del sistema Ax = b, a pesar de estar resolviendo el sistema precon­
dicionado Ax=b. Se establece el criterio de parada en función de los vectores 
residuo calculado, ífc, del algoritmo propuesto, que figuran en dichas relacio­
nes. En la inicialización del algoritmo, además hay que elegir el valor inicial, 
xo, para las iteraciones de las soluciones aproximadas del sistema, que deter­
minará el vector residuo inicial, ro, del sistema original, Ax = b. 
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En los algoritmos correspondientes, en la forma de precondicionamiento 
por la izqviierda, figuran im producto añadido matriz inversa por vector en la 
inicialización y tres más por iteración, en la forma de precondicionamiento por 
la derecha sólo aparecen tres productos añadidos matriz inversa por vector en 
cada iteración y en el precondicionamiento por ambos lados se realizan cuatro 
por iteración y dos en la inicialización. 

La elección de la matriz de precondicionamiento, M, es fundamental pa­
ra que el coste computacional de estas operaciones no sea excesivo. Para una 
matriz genérica, el cálculo de su inversa equivale a resolver el sistema por un 
método directo. En el precondicionainiento por ambos lados, iina forma conve­
niente de efectuar el producto es factorizando M como como producto de dos 
matrices triangulares inferior y superior respectivamente, con lo que la opera­
ción matriz inversa por vector se convierte en la resolución de un sistema lineal 
de ecuaciones por un proceso de remonte y otro de descenso. 

9.2. Método TFQMR Modificado 

9.2.1. Precondicionamiento por la izquierda 

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema precondicionado por 
la izquierda, expuesto en el apartado anterior, y estableciendo las nuevas expre­
siones para los distintos parámetros y vectores: 

io = ío = ro = M~^ro = Zo; 
VQ = Aso = M~^ Aio; haciendo fo = A?o/ queda, VQ = M~^fo; 
£o = (fo,ro) = (M-^ro,rS) = (zo,r^); 
h = ||ro|| = ||zo||; 
5¿-i = (y¿-i,rS) 
5i-i ~ Pi-i/o-i-i) 
q, = tj_i — a!,_iy,_i; 
r¿ = r¿_i - 5¿_iÁ(í¿_i + q¿), con loque, 

M~^r¿ = M~^r¿_i - 5i_iM~^A (t¿_i -1- q¿ j , con lo que, 

z¿ = Zi_i - Si-i A rt¿_i -I- qA con M-^r, = z¿; 

Desde k = 2i — l,2i hacer ^ 
Si k es impar 5k+i = V^lrTiJílÑÍ ^ \ / | | z i_J ||zi||; y^ = tj_i; 
En caso corsario 5fc+i = ¡|ri|| = ||z¿||;yfc = q¿; 

Resolver Ü^p=dA; y Ufcp=p; 

í m = {*} 
donde< f ~ Y" f—f^ l,m = l,...,k; 

\ \ Jim I il 
Xk = 

l+lm 
7 

l + (dk,p 
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Ufe = A f c p ; _ 

Xfc = xo + YfcUfe, entonces, 
Xfc =jCo + Yfcüfc; con Y^ = [yi, ya, •••, Yk] 

. L { i / = 1,...,2¿; 

P¿ = (r¿,r^) = (z¿,r5); 
A = pí/pí-i; _ 
t¿ = Ti + ^¿q¿ = M~^ri + Aq¿, por tanto, 
t j = Zj + PiC[i', ^ 

Sí = t£+ A(q¿ + Asi-i); 
Vj = Asi = M~^ A?¿; haciendo f¿ = Asi, queda, M~^v¿ = fj 

ALGORITMO TFQMR MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA IZQUIER­

DA 

Aproximación inicial XQ. FQ = b — AXQ; 
rQ es arbitrario, tal que (FQ, FQ) 7̂  0; 
Resolver MZQ = FQ; 
So = to = zo; 
fo = Aso; 
Resolver MVQ = fo; 
Po = (zo,rS); 
Si = ilzoll; 
Mientras vT+T || ?i_i || / || FQ ||> £ (¿ = 1,2,3,...), hacer: 

(Ji_i = ( V Í _ I , F S ) ; 

Q;¿-I = p¿_i /a-¿_i ; 

Qj = t i _ i - a ¿ _ i V j _ i ; 

Fj = Fj_i - a ¿ _ i A ( t ¿_ i + q¿) ; 

Resolver Mzj = F ;̂ 
Desde k = 2i — l,2i hacer 

Si A; es impar hacer 
4+1 = V||z¿_i|| ||zi||; Yk = t¿_i; 

En caso contrario hacer 
4+1 = l|z¿l|;yfc = (h; 

Fin 
Fin 
Resolver XJ^p = d^ y Ufcp = p; 

A 

donde I ) ; ; \ "^ _'77^i"^ l,m=l,...,k; 

Si 

' l + (dfc, p ) ' 
Ufc = Afc p ; 

Xk = xo + YfcUfc; con Yfc = [yi,y2, •••,yfc]; 
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Pi — \Zi, VQ); 

Pi = Pi/Pi-i) 
t j = Zj + Pi(\i', 

Si = t ¿ + A ( q i + A S i - i ) ; 

Resolver Mv¿ = fj; 
Fin 

9.2.2. Precondicionamiento por la derecha 

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema précondicionado por 
la derecha, expuesto en el apartado anterior, y estableciendo las nuevas expre­
siones para los distintos parámetros y vectores: 

So = to = fo = TQ; 

VQ = Aso = AM~^so; haciendo Mfo = 'so queda VQ = Af o; 
PQ = (ro,rS) = (ro,rS)' 
<̂i = ||ro|| = ||ro||; 
o^i-i = (vj_i , rS); 

5¿_i = pi_i/ai-i; 

q¿ = t i_ i - a¿_iv¿_i; 

Ti = r¿_i - 5¿_iÁ (ti_i + q¿j; r̂  = r¿_i - 5¿_iA (M-^U^I + M-^q¿j; 

haciendo Mg^.^ = U-i, y, Mh¿ = q¿, queda, 
r , = r i_ i - 5,-1 A (g¿_i + h¿); 

Desde k = 2i — l,2i hacer ^ 
Si k es impar 4+i = \/||rj_i|| ||rj|| = \/ | |ri_i| | ||r¿||; yfc = t¿_i; 
En caso contrario 6k+i — |i?i|| = ||rí||; yjt = qi) 

Resolver \Jlp=dk y UfcP=p; 

, {34 ={*} 
donde^ r~ ^'^ r - i"* Z,m= 1,..., A;; 

{Ufc} = { T Í 
I ) Im K ) I 

l+lm 

7 
l + (dfc,p 

Xk = 

Ufc = Afcp;_ 
Xfc = xo + Yfcüfc; esto es, Mx^ = MXQ + Y^üfe; 
Multiplicando por M~^ queda, 

Xfe = xo + Mfe ^Yüfc con Yk = [yi, y2, ••-, yt] 
y llamando a Y^ü/t = c^ y haciendo Mj^ = Cfc obtenemos, 
Xfc = xo+jfc; 
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( f ¿ | =A2¿ 
\~\' ~ , , Z = l , . . . , 2 i ; 

p¿ = (r¿,r5) = (r¿,rS); 

A = Pi/Pi-i) _ 

*i = £¿ + é ^ í = 1 + -^i^^' 
s¿ = t £ + A(q¿ + As¿-i); 
v¿ = Asj = AM~^?j; haciendo Mf ¿ = ?j queda, 
v¿ = Afi) 

A L G O R I T M O TFQMR M O D I F I C A D O P R E C O N D I C I O N A D O POR LA D E R E C H A 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
FQ es arbitrario, tal que (FQ, FQ) 7̂  0; 
So = to = FQ; 

Resolver Mf o = So 
vo = Afo; 
Po = (ro, r*o); 
¿i = l|ro||; 
Mientras y/i + 1 || r¿_i || / || FQ ||> e (̂  = 1,2,3,...), hacer 

cr¿_i = (Vi_i,rj); 
Q:¿_I = pi_i/cr¿_i; 
q¿ = ti_i - Q:Í_IVJ_I; 

Resolver Mg¿_i = t¿_i; 
Resolver Mhj = QJ; 
r¿ = Fi_i - a¿_iA (g¿_i + hi); 
Desde k = 2i — l,2i hacer 

Si /c es impar hacer 

4+1 = Vlk i - i l l ||r¿||; yfc = t¿_i; 
En caso contrario hacer 

4+1 = II Ti II; Yfc = qi; 
Fin 

Fin 

Resolver U ^ p = d^ y Ujtp = p; 

{d.}^ = {T} donde <̂  '^'{^ KM^ l,m= l,...,k; 

A. '^ 

Ufc = Afc p ; 
Cit = YfcUfc; c o n Y ^ = [yi , ya , -.., yfc]; 
R e s o l v e r Mj^ . = Cfc 
Xk = x o + j f c ; 
í {r¿}i = >^2i j ^ - . 2 r 
l { ? 0 w = - A 2 a P h '•••' ' 
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A = pi/Pi-i, 
t¿ = Ti + /3¿q¿; 
s¿ = t¿ + A ( q ¿ + A s i _ i ) ; 
Resolver Mf, = SJ; 
Vj = Af¿; 

Fin 

9.2.3. Precondicionamiento por ambos lados 

Aplicando el algoritmo TFQMR-Modificado al sistema precondicionado por 
ambos lados, expuesto en el apartado anterioir, y estableciendo las nuevas ex­
presiones para los distintos parámetros y vectores: 

ŝo = to = ío = Mj'^ro, que multiplicando por M i queda. 
So = to = ro 
vo = Aso = M^^AM^^M^^So = M^^AM-^so; 
Multiplicando por M i , y haciendo Mf o = So, queda, VQ = Af o; 
po = (ro,?S) = (Mr^ro, rS> = r j M r ^ r ^ = r^Mr^M^-^r^ = r j M - ^ r ^ 

entonces, po = (M~^ro, FQ), con x^ = M^-^FQ, 

y haciendo MZQ = ro queda, po = (zo, ^o)) 

Si = ||zo||; 
?¿_i = (v¿_i,r$) = (Mr^v¿_i,rS> = ( M r V ¿ _ i , M j ^ r S ) es toes , 

5i-i = vf__^Mr^M2-^rS = vf_,M-^rS, 
entonces, ?¿_i — (M~^Vj_i, FQ) y haciendo Mcj_i = v¿_i resulta, 
o'i-i = (cj_i,ro); 
5¿_i = Pi-i/ai-i) 
Qi = t j - i — S¿_iVj_i; multiplicando por M i resulta, 

q¿ = t ¿ - i ~ CKi-iVj-i; 

Ti = r¿_i - 5i_iÁ (^i_i + q¿ j = r¿_i - 5¿_iM];^ AM^^MJ"^ (t¿_i + q¿); 

Multiplicando por M i queda, FJ = r^.i - a¿_i A (M~H¿_i + M~^qj); 
Haciendo Mg¿_i = tj_i y M h , = q¿ queda, 
Fi = Fi_i - 5i_iA (g¿_i + hi); 
Desde k = 2i — l,2i hacer 

Si k es impar ók+i = \ / | |z j_i | | ||zj|| con Mzj = F¿; 

ŷ t = tj_i, que multiplicando por M i queda, y^ = tj_i; 

En caso contrario 5k+i = ||Zj||; 
Yk = q¿/ que multiplicando por M i queda, yjt = q ;̂ 

Resolver ÍJ^p=djt y Üfcp=p; 

í {̂ '} = {*} 
juj =|T| 

donde < 

l+lm 
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Afc- / - _ \ 

üfc = Afcp;_ 

Xfc = xo + Ykñk, con Yk = g i , y2, -•-, Yfc]; 
entonces, M2Xfc = M2X0 + Ykñk; 
que multiplicando por M^^ queda, 
Xfc = Xo + M^̂ Yfcüfe = Xo + M^^Mj-^Yfcüfc, con Y ;̂ = [yi, 72, •••, Yk]; 
con lo que, XQ + M~^Ykñk; 
Llamando a Ykñk = u¡̂  y haciendo Mj^ = u^, obtenemos, 
Xfc =_X0+j/¿ 

\?i\ =A2i 
< } ^ { i / = l,...,2i; 

A = (r¿,r*) = (z¿,rS); 
A = Pi/Pi-ü 
tj = ?j + /̂ jCÍi; multiplicando por Mi resulta, 

Sj = t¿ + A(q¿ + Ás¿-i); multiplicando por Mi resulta, 
s¿ = t¿^+A(q¿ + As¿-i); 
Vj = Asi = M]^^AM^^Mf ^SJ; multiplicando por Mi resulta, 
v¿ = AM~^Sj y haciendo Mf j = s¿, resulta, 
v¿ = Af¿; 

ALGORITMO TFQMR MODIHCADO PRECONDICIONADO POR AMBOS LA­

DOS 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
ro es arbitiario, tal que (ro, r^) 7̂  0; 
So = to = TQ; 

Resolver Mf o = So; 
vo = Af 0; 
Resolver MZQ = TQ; 
Po = (zo, rS); 
<̂i = ||zo||; 
Mienta-as V¿ + 1 II %-i II / 11 ro ||> e (i = 1,2,3,...), hacer 

Resolver Mci_i = v¿_i 
Ci-i = (c¿-i,ro); 
o¡i-i = P i - i M - i ; 
q, = t¿_i - a¿_iv¿_i; 
Resolver Mgj_i = t¿_i; 
Resolver Mh¿ = qi; 
Ti = ri_i - ai_i A (gi_i + hi); 
Resolver Mzj = r. 
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Desde k = 2i — l,2i hacer 
Si k es impar hacer 

4+1 = A/||Z¿_I|| ||zi||;Yk = t¿_i; 
En caso contrario hacer 

Sk+i = ||z¿||;yfc = qi; 
Fin 

Fin 
Resolver Uf p = d^ y UfcP^= p; 

donde I {f'\™ " ^jMm l,m = l,..., k; 

Ufe = Afc p; 
u^ = YfcUfc; con Y^ = [yi, y2,..., yfc]; 
Resolver Mj^. = u^; 
Xfc = xo+jfc; 

{r,},^, = -A2,{p}, ' - 1 ' - ' ^ ^ ' 
Pi =̂  \Zi, TQ); 

A = Pi/pi-i) 
t¿ = Fj + 0iqi; 
s¿ = t¿+/3¿(qi + ASi-i); 
Resolver Mf j = ŝ ; 
v¿ = Af Í; 

Fin 

El algoritmo correspondiente a la forma de precondicionamiento por la iz­
quierda, requiere dos productos añadidos matriz inversa por vector en la ini-
cialización y dos más por iteración; en el precondicionamiento por la derecha se 
requieren, un producto añadido matriz inversa por vector en la inicialización 
y cuatro por cada iteración y en el precondicionamiento por ambos lados se 
realizan dos productos añadidos matriz inversa por vector en la inicialización 
y seis por iteración. 

9.3. Método QMRCGSTAB Modificado 

9.3.1. Precondicionamiento por la izquierda 

Aplicando el algoritmo QMRCGSTAB-Modificado al sistema precondicio-
nado por la izquierda y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos 
parámetros y vectores: 
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go = vo = 0; 
Pi = (r¿_i,r*) = (M-^r¿_i,rS) = (z¿_i,rS) c o n M - ^ r i - i = z¿_i; 

Pi - ( P ¿ / A - I ) ( 5 ¿ - I / S J _ I ) ; 

g¿ = r¿_i + A(g¿-i - í^i-iVi-i) = M-^ri_i + Pi{gi-i - Si_iVi_i) entonces, 

gj = z¿_i + A(gi- i - S¿_iv¿_i); 
v¿ = Agí = M"^ Ag¿, haciendo Ag¿ = fj, resulta, v¿ = M~^fj; 

?j = r¿_i - 5¿Vj = M~^ri_i - a¿Vi con lo que, 
i j = z¿_i - ajVi; 

y2i-l^ gir _ 
ti = As¿ = M~^ A?j haciendo, Asj = hj, resulta t¿ = M ' ^ h j ; 

( i j , Sj 

r¿ = ŝ j — á;¿tj esto es, M~^ri = Sj — Wjti, entonces 
Zi = Si- Lüííi, con M~^r¿ = z¿; 
£2¿+i = ||r¿|| = ||z¿||; 

yii — ^i' _ _ „ 
Resolver U^¿p=d2¿ y U2iP=p; 

í {*•} = {*} 
donde< >^ ^^ ^—Í'^ l,m= 1, ...,2i; 

\ \ ^ílm 1 ) l+lm 

Mi — izz—~ 
l + (d2¿,p 

U2i = A2¿ P^ 
x¿ = xo + Y2¿Ü2¿ con Y2¿ = [yi, y2, •••, y2¿]; entonces, 
Xj = xo + Y2¿Ü2Í; 

= ^2i 

A L G O R I T M O QMRCGSTAB M O D I H C A D O P R E C O N D I C I O N A D O POR LA IZ­

QUIERDA 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
FQ es arbitrario, tal que (ro, TQ) J^ 0; 
Po = Oío = ujQ = 1; 

go = Vo = 0; 
Resolver Mzo = ro; 
Mientras V2i + 1 || r¿_i || / || ro | |> e {1 = 1,2,3,...), hacer 

Pi = (zi-i,ro); 
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A = ( p ¿ / p ¿ - i ) ( a ; i - i M _ i ) ; 
g¿ = Zj_i + Pi{gi-i - ct;i_iVj_i); 

Resolver Mv¿ = f, 
a. = —£i—. 

s¿ = Zi_i - aiVi) 

¿2i = | |s¿| |;y2¿-i = g ¿ ; 

Resolver M t j = hj ; 

2¿ — S¿ üJiXi} 

< 2̂í+i = l|zi||; y2i = s¿; 
Resolver U*2¿p = da^ y UgiP = p ; 

d o n d e j {^f \ - " " ^ S j - ¿, m = 1,... , 2i; 

^2i — ^2¿ P/ 
x¿ = xo + Y2¿U2¿; con Y2¿ = [yi, y2, •••, y2¿]; 

{r¿}i = A2¿ 

Fin 
{í .w = -A2aph ^-^'•••'^^' 

9.3.2. Precondicionamiento por la derecha 
A p l i c a n d o el a lgo r i tmo QMRCGSTAB-Modi f i cado al s i s tema p recond ic io -

n a d o p o r la de recha y es tab lec iendo las n u e v a s expres iones p a r a los d i s t in tos 
p a r á m e t r o s y vec tores : 

po = «o = 25o = 1; 
go = vo = 0; 

pi = ( r i - i , r o ) = ( r j_ i , ro) ; 

0i = ( p ¿ / A - i ) ( a ¿ - i M - i ) ; 
gi = r i_ i + A ( g ¿ - i - á;¿_iv¿_i) = r¿_i + A ( g i - i - í2¿_iVi_i); 

Vi = Ag¿ = AM~^g¿ y h a c i e n d o M f j = g j , resul ta , Vj = Af¿; 

7i P^ • 
Oíi — ,^ ^ , , 
Sj = ? , _ ! — Q;,Vi = Tj-i — ajVj; 

^2i-l = ||Si||; y2¿-l = gi'r 
t i = Asi = AM~^Si y h a c i e n d o M h j = % resul ta , t j = A h j ; 

^ li) Si 
Wi = 
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?i = §j — üJiti que es tj = Si — Uiti; 

\i = ¥i\\ = Il5ill¿y2i = SÍ; 
Resolver U|jP=d2i y U2¿p=p; 

í {*'} = {*} 
donde< (~ \' (—]"" l,m= l,...,2i; 

I I Jim \ Jl 

A 

l+lm 
Si 

2i — • 

x¿ = xo + Y2iÜ2£Con Y2¿ = [yi, y2,..., y2i]; entonces, 
Mxj = Mxo + Y2¿Ü2Í; que mtdtiplicando por M~^ resulta, 
x¿ = xo + M~^Y2¿Ü2¿; que llamando Y2¿Ü2Í = €20 
y haciendo Mjj, = 02, resulta Xj = XQ + J2i; 

{r¿j =A2¿ 

ALGORITMO QMRCGSTAB MODIFICADO PRECONDICIONADO POR LA DE­

RECHA 

Aproximación inicial XQ. ro = b — AXQ; 
r^ es arbitrario, tal que (FQ, FQ) 7̂  0; 
po = ao — cüQ — 1; 
go = vo = 0̂  
Mientras \/2i + 1 || r¿_i || / || ro ||> e (¿ = 1, 2,3,...), hacer 

Pi — ( r í - i , r o ) ; 

A = ( P Í M - I ) ( Q : Í - I M _ I ) ; 

g, = Ti_i + A ( g t - i - aJi- iVj. i) ; 

Resolver Mf j = g¿ 
v¿ = Afj ; 

P^ • a, = 
(Vi,r5)' 

Sj = F j - i - ajV¿; 

(̂ 21-1 = Iisi||;y2¿-i = gi; 
Resolver Mhj = SJ; 

X^í, Sjy 

r j — Sj ' ^ i t j , 

¿2í = i|r¿i|;y2¿ = s¿; 
Resolver U*2iP = djí y V^jP = p; 

dondej J^f \ - " J S f /, m = 1,.., 22; 
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U2i — A2Í p ; 
C2x = Y2iU2¿, con Y2i = [yi, y2, •••, y2¿]; 
Resolver Mja, = C2¿; 

Xj = XQ + J2i; 

Fin 

9.3.3. Precondicionamiento por ambos lados 

Aplicando el algoritmo QMRCGSTAB-Modificado al sistema precondicio-
nado por ambos lados y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos 
parámetros y vectores: 

po = 5o = wo = 1; 
go = vo = O, que multiplicando por Mi resulta, 
go = vo = 0; 
Pi = (r,_i, rS) = <Mr'r , . i , rS> = rf_iMr^?S = rf.^Mr^M^-^rS = 
= r?^^M~^ro, entonces, 
Pi = (M-^ri_i, rj), con r* = M¿-^r*; 
Haciendo Mz¿_i = ri_i resulta, 
Pi = (zi_i,rS); 
A = (p¿/p¿-i)(5i_i/á;¿_i); 

gi = ?!_! + A(g¿-i ~ ^i-i^i-i) que multiplicando por Mi resulta, 
gi = ri_i + A ( & - i - w¿_iv¿_i) 
Vi = Agj = M]"^ AM^^Mj^^gi que multiplicando por Mi resulta, 
Vj = AM~-^gj y haciendo Mf¿ = gi resulta, Vj = Af̂ ; 
~ Pi Pi Pi u • j 
ai = -7^ r = -, \ r = ,, , -, -T/ y naciendo, 

Mq, = v¿ resulta, 5j — * • 
(q¿,rs)' 

i j = ?i_i — SjVj que multiplicando por Mi resulta, s¿ = rj_i — OLÍVÍ; 

¿2,-1 = lililí = IIMjf̂ Sill y haciendo MiS* = Sj resulta ¿2J-I = ||s*||; 
y2¿-i = gi que multiplicando por Mi resulta, y2¿_i = gi; 
ti = Asi = M^^ AM^^M^^Si multiplicando por Mi resulta, 
t¿ = AM~-^Sj; haciendo Mhj = s¿ resulta, t, = Ahj; 

t í 'S i ) (MrHi,M^^s¿> , . j , , , 
: ^ = -. i —,—r-; haciendo Mit,* = ti resulta, 

ti.ti) {M^'ti,M^\y 

(t*,tjr 
r, = ?¿ — Lüiti que multiplicando por Mi resulta, r, = Si — a;it¿; 

Lüi = 
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¿2¿ = ||r¿|| = ||M;;^Si|| y haciendo Miz* = z¿ resvilta, 

4==l|z*||; 
y2¿ = s¿ que multiplicando por Mi resulta, y2¿ = SJ; 

Resolver Üí,3=d2i y ^2iP=P) 

í ídJ ={f} 
donde< r ~ i"" f—{"" l,m = l,...,2i; 

I I 'Jim I / / í+lm 

?1 
l + (d2¿,p 

Aoi — 

U2i — A2Í P£̂  _ 
Xj = xo + Y2iÜ2¿ con Y2¿ = [yi, y2, ••-, y2i]; entonces, 
MaXj = M2X0 + M]"^Y2iÜ2¿, con ¥2» = [yi, yz,..., y2i]; 
Multiplicando por M^^ resulta, 
x¿ = xo + M~^Y2íU2¿; Uamando Y2iU2¿ = €2,, 
y haciendo Mjsj = C2¿ resulta, x¿ = XQ + J2¿; 

Tí f = A2¿ 
>^h l = l,...,2i; 

A L G O R I T M O QMRCGSTAB MODIFICADO P R E C O N D I C I O N A D O POR AMBOS 

LADOS 
Aproximación inicial XQ. FQ = b — Axo; 
TQ es arbitrario, tal que (FQ, TQ) 7̂  0; 
Po = ao = íOo — 1; 

go = vo = 0; 
Resolver MZQ = ro 
Mientras ^/2iTl \\ fi_i || / || ro ||> s (i = 1, 2,3,...), hacer 

Pi = (z¿_i,ro); 
Pi = {pilpi-i){ai-\/uji-i); 
g¿ = r¿_i + A(g¿-i - w¿-iv¿_i); 
Resolver Mf j = g,; 
Vi = Afi; 
Resolver Mq^ = v,; 
r. - —Ei—. 

(q¿,r5) 
Si = r j _ i - cüjVj; 

Resolver MiS* = sf, 
S2Í-1 = | | s* | | ;y2i-i = g¿; 

Resolver Mhj = SJ; 

Resolver Mi t* = t¿ 

,, _ ( t r , s r ) . 
^ " ( t : , t : ) ' 
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Ti ^^ Si (jJihi) 

Resolver MiZ* = TÍ; 
<̂2i = l|z*||;y2^=Si; 
Resolver V^iP = da, y U2iP = p; 

dondej {^f \ - ^ J S f l,m=l,...,2í; 

^ ^ ^ - l + ( d 2 „ p ) ' 
U2i = A2Í p ; 
C2i = Y2iU2¿, con Y2¿ = [yi, y2, •-, y2i]; 
Resolver MJ2¿ = C2¿; 
x¿ = xo+J2¿; 

Fin 

El algoritmo correspondiente a la forma de precondicionamiento por la iz­
quierda, requiere un producto añadido matriz inversa por vector en la inicia-
lización y dos más por iteración; en el precondicionamiento por la derecha se 
requieren, tres productos añadidos matriz inversa por vector por cada iteración 
y en el precondicionamiento por ambos lados se realiza un producto añadido 
matriz inversa por vector en la inicialización y siete por iteración. 



Capítulo 10 

Experimentos numéricos 

Este capítulo está dedicado a la aplicación de algunos de los algoritmos y 
técnicas de precondicionamiento, reordenación y almacenamiento desarrolla­
dos anteriormente. Los problemas escogidos para estos experimentos corre-
ponden a: 

- Matrices test, extraídas de User's Guidefor the Harwell-Boeing Sparse Matrix 
Collection (Reléase I) [12] (Ejemplos 1,2,6, 7 y 8). 

- Simulación de un filtro de carbón activo desarrollado por el grupo LaCáN 
de la U.P.C. [15] (Ejemplo 5). 

- Distintos problemas de ingeniería previamente analizados por Montero y 
otros [53] (Ejemplos 3,4,9,10 y 11). 

Esta elección obedece al interés planteado en esta tesis en la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales con matriz tipo sparse. Concretamente, hemos 
prestado especial atención a sistemas resultantes de la discretización de proble­
mas de convección-difusión, en 2-D y 3-D. Asimismo, se consideró interesante 
el análisis de diferentes sistemas correspondientes a un mism^o problema, que 
surgen bien de un proceso evolutivo, bien debido a im proceso de refinamiento 
de la malla. Todo ello convenía ser estudiado tanto en algunos casos extraí­
dos de la colección de sistemas elaborada por el grupo de investigación Álgebra 
Numérica Avanzada de la U.L.P.G.C, como en otros sistemas de colecciones reco­
nocidas intemacionaltnente y utilizadas como test por muchos investigadores. 
Por otro lado, se ha incluido algún ejemplo de sistemas derivados de problemas 
estudiados en el proyecto de investigación en que está inmerso esta tesis. 

El objetivo que se persigue en este capítulo es comprobar la efectividad y 
realizar vm estudio comparativo de los algoritmos y técnicas utüizadas en cada 
problema. En todos los casos, las matrices se almacenan en la forma compacta 
descrita en el capítulo 4 y las operaciones matriciales que figuran en los algo­
ritmos se han implementado en doble precisión y aprovechando este tipo de 
almacenamiento. 

Además se presentan, para cada uno de los ejemplos estudiados el perfil de 
la matriz del sistema y en algunos de los casos los perfiles correspondiente a 
las diferentes reordenaciones. 
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En las diferentes resoluciones, realizadas con un XEON Precisión 530, se ha 
fijado un valor de tolerancia igual a 10"̂ °̂ en todos los casos, que en ausencia 
de "reinicialización" por diferencia entre el residuo calculado por la relación 
de recurrencia, o estimado, de cada algoritmo y el residuo exacto, no afecta a 
las curvas de convergencia, aunque sí tiene relación directa con el número de 
iteraciones o el tiempo de CPU necesarios para alcanzarla. 

Los ejemplos 1 a 5 corresponden a sistemas simétricos que se han resuelto 
con el método del Gradiente Conjugado (CG), utüizando diferentes precondi-
cionadores y, en determinados casos, aplicando además alguna técnica de reor­
denación. Los resultados son expuestos mediante curvas de convergencia, en 
las que se representa el número de iteraciones y /o tiempo de CPU necesarios 
para alcanzar la tolerancia predeterminada. 

Los sistemas no simétricos se estudian en los ejemplos 6 a 11, exporúéndose 
los resultados, igual que en los casos simétricos, mediante las correspondientes 
curvas de convergencia y recurriendo a tablas que reflejan el número de itera­
ciones y tiempo de CPU necesarios para alcanzar la tolerancia exigida con los 
diferentes métodos de resolución estudiados, con y sin precondicionamiento, 
descartando aquellos casos en que la convergencia es muy lenta y / o la tole­
rancia deseada no se alcanza o lo hace para un número de iteraciones mayor 
que el número de ecuaciones del sistema analizado, o bien cuando el tiempo 
de cálculo es muy elevado respecto a otros métodos o técnicas. Para aquellos 
ejemplos en que se ha utilizado algima técnica de reordenación, se presenta en 
la misma tabla el número de iteraciones y el tiempo de CPU. 

Las curvas de convergencia resultantes en de los diferentes problemas dan 
información sobre la evolución más o menos suave de la norma residual con el 
número de iteraciones y /o el tiempo de computación necesario para alcanzar la 
tolerancia exigida. El vector inicial en todos los algoritmos es el vector residuo 
del sistema original sin precondicionar. El valor del parámetro que define al 
precondicionador SSOR utilizado en todos los casos es w = 1. Las gráficas 
además van a permitir: 

- Establecer comparaciones en la eficacia de los algoritmos con o sin precon­
dicionamiento. 

- Contrastar los distintos precondicionadores. 
- Comprobar el efecto que producen las técnicas de reordenación. 
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10.1. Ejemplo 1 (SAYLOR) 

Estas matrices fueron proporcionadas por P. Saylor para ser usadas como 
test en su trabajo sobre la iteración de Richardson con parámetros dinámicos 
[74]. Las matrices surgen de una simulación en 3£) de reservas petrolíferas con 
una malla de n^ x rzj, x Uz nodos, tal que la pizarra produce barreras verticales en 
el fluido y crea una heterogeneidad casi aleatoria en la matriz de coeficientes. 
Además, existen contrastes locales enormes en los coeficientes de trasmisión de 
la ecuación diferencial. Estas propiedades dan lugar a sistemas de difícil solu­
ción. De estas matrices, hemos seleccionado los casos SAYLOR3 y SAYLOR4. 

La simulación SAYLOR3 ha dado lugar a un sistema simétrico de 1000 (10 x 
10 X 10) ecuaciones con 3750 entradas no nulas y la SAYLOR4 produce otro 
sistenia simétrico de 3540 (33 x 6 x 18) ecuaciones con 22316 entradas no nulas. 
Las figuras 10.1 y 10.3 muestran las estructuras de las matrices de estos dos 
sistemas, respectivamente. 

Las figuras 10.2 y 10.4 representan las curvas de convergencia relativas al 
número de iteraciones de los problemas SAYLOR3 y SAYLOR4, respectiva­
mente. En ambos casos la resolución con el algoritmo del Gradiente Conjuga­
do precondicionado SSOR acelera considerablemente la convergencia. En este 
ejemplo, el precondicionador ILLT no es factible al no ser la matriz del sistema 
definida positiva. Tampoco convergen en ninguno de los dos casos cuando es 
precondicionada con ILU(O) (precondicionador no simétrico). 

Figura 10.1: Estructura sparse de la matriz SAYLOR3 
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CG • 
CG+jacobi • 

CG+ssor • 
CG+diagopl • 

300 

Iteraciones 

500 

Figura 10.2: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SAYL0R3 

Figura 10.3: Estructura sparse de la matriz SAYL0R4 
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CG 
CG+jacobi 

CG+ssor 
CG+diagopt 

1000 1500 

Iteraciones 

2000 

Figura 10.4: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SAYL0R4 
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10.2. Ej emplo 2 (SHERMAN) 

En 1984, A. Sherman lanzó ixn reto a la industria del petróleo y a la comuni­
dad de análisis numérico para encontrar la solución más rápida a un conjunto 
de cinco sistemas de ecuaciones lineales extraídos de program.as de modeli-
zación de reservas petrolíferas. De estos , hemos elegido los cuatro primeros 
como ejemplos: SHERMANl, SHERMAN2, SHERMAN3 y SHERMAN4. Ca­
da matriz proviene de un modelo de simulación tridimensional con una malla 
Ux X Uy X Uz, usando un esquema en diferencias finitas de siete puntos y un 
número de ecuaciones e incógnitas por nodo de la malla Uc- El correspondiente 
vector segundo miembro también es suministrado para cada caso. 

En SHERMANl se usa una malla de 10 x 10 x 10 nodos, siendo el número 
de ecuaciones e incógnitas por cada nodo de la malla nc = 1. La simulación da 
lugar a un sistema simétrico de 1000 ecuaciones con 3750 entradas no nulas. 

En SHERMAN2 se usa una malla de 6 x 6 x 5 nodos, siendo el número de 
ecuaciones e incógnitas por cada nodo de la malla ric = 6. La simulación da 
lugar a un sistema simétrico de 1080 ecuaciones con 23094 entradas no nulas. 

En SHERMAN3 se usa una malla de 35 x 11 x 13 nodos, siendo el número 
de ecuaciones e incógnitas por cada nodo de la malla nc = 1. La simulación da 
lugar a un sistema simétrico de 5005 ecuaciones con 20033 entradas no nulas. 

En SHERMAN4 se usa vina malla de 16 x 23 x 3 nodos, siendo el número 
de ecuaciones e incógnitas por cada nodo de la malla Uc — 1. La simulación da 
lugar a un sistema simétrico de 1104 ecuaciones con 3786 entradas no nulas. 

Las figuras 10.5,10.7,10.10 y 10.12 muestran las estructuras de las matrices 
de estos cuatro sistemas, respectivamente. 

Las curvas de convergencia correspondientes a los problemas SHERMANl, 
SHERMAN3 y SHERMAN4 se presentan en las figuras 10.6,10.11 y 10.13, res­
pectivamente. En todos los casos se ha utilizado el algoritmo del Gradiente 
Conjugado sin precondicionar, además de apHcar los distintos precondiciona-
dores analizados en este trabajo. El método converge en todos los casos, axmque 
el precondicionador ILU(O) lo hace más rápida y suavemente. El precondicio-
namiento con ILLT tampoco es factible en este problema. 

El problema SHERMAN2, no converge cuando se aplica el método del Gra­
diente Conjugado, ni siquiera cuando el algoritmo es precondicionado, com.o 
puede verse en la figura 10.8. Este resultado parece indicar que no se tiata de 
una matriz simétrica definida positiva. En la figura 10.9, se presentan las curvas 
de convergencia cuando se aplican otros métodos de Krylov precondicionados 
con ILU(O) con los que se ha resuelto este caso particular, siendo el algoritmo 
VGMRES el que proporciona la curva más suave, aunque con una carga más 
elevada en iteraciones y en tiempo de computación. 
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Figura 10.5: Estructura sparse de la matriz SHERMANl 

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

1.. 
M 

-7 

-8 

-9 

-10 

-11 

?W. 

1 1— 

1. 

tfvX 

- ; 

-

-

\ \ \ 

•; 1 

1 1 

1 

^ 
\ 

\ \ 

1 

- I ' 1 

CG — 
CG+jacobi — 

CG+Uu • -
rrij-ccnr . CG+diagopt — 

V 
\ ^ 

% , 

\ 

1 1 

— 

— 

-

" 

" 

-

-

300 
Iteraciones 

400 500 

Figura 10.6: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SHER­
MANl 



114 Experimentos numéricos 

Figura 10.7: Estructura sparse de la matriz SHERMAN2 
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Figura 10.11: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para SHER-
MAN3 

Figura 10.12: Estructura sparse de la matriz SHERAIAN4 



Ejemplo KSHERMAN) 117 

ts 
- \ 

- % 
'i 

\ 

1 1 

^ 

% . ^ 

% 

^ t \ 
1 V 

1 1 

— 1 - ' • - 1 

^ x 

^ " ^ 

Â 
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10.3. Ejemplo 3 (calorlib) 

Se trata de un problema de trasmisión de calor en tm dominio cuadrado 

1 x 1 , dado por la ecuación —-^( |^ + | ^ ) = / / con condiciones de contomo 

de Dirichlet u = uieny = Oyx = 0,u = U2enx = ly condición mixta en y = 1, 

-X^ = H {u - Uoo), siendo A, la conductividad térmica dada en ^ ^^^^ , f, las 

y H, el coeficiente de convección 

dx 

fuentes volumétricas extemas dadas en 

en 

h.m^ 

h.m^.°C 

'ara la aplicación práctica se ha tomado en las ecuaciones los valores A = 
10~^, f — 1, H = 20, y como condiciones de temperatura ui = O, «2 = 100, 
Uoo = 1000. 

Se han considerado dos etapas de refinamiento que han dado lugar respec­
tivamente, a sistemas simétricos de 4124 y 16412 ecuaciones. Tanabién se ha 
estudiado un caso diferente correspondiente a otra malla que ha originado im 
sistema con 16340 ecuaciones. 

Las figuras 10.14-10.16 muestran las estructuras de las matrices del sistema 
de 4124 ecuaciones correspondientes a la ordenación inicial, reordenación con 
Grado Mínimo y Cuthill-McKee Inverso, respectivamente. De forma similar se 
ilustran las estructuras de las matrices del sistema de 16412 ecuaciones en las 
figuras 10.19-10.21 y del sistema de 16340 ecuaciones en las figuras 10.24-10.26. 

Las figuras 10.17 y 10.18, correspondientes a la discretización que da lugar 
al sistema de 4124 ecuaciones, representan la convergencia respecto del número 
de iteraciones para la resolución con Gradiente Conjugado sin precondicionar y 
utilizando las distintas técnicas de precondicionamiento, y la convergencia res­
pecto al tiempo de CPU cuando el sistema es renum.erado utilizando los algo­
ritmos del Grado Mínimo y Cuthill-McKee inverso. Observamos que la curva 
correspondiente al algoritmo CG sin precondicionar presenta muchas irregu­
laridades y un número de iteraciones muy grande respecto a las curvas que 
reflejan la aplicación de algún precondicionador, siendo los precondicionado-
res ILLT y SSOR los más efectivos con curvas de convergencia muy suaves. Por 
otro lado, la convergencia cuando el sistema es reordenado resulta mejorada, 
tanto por reducir el número de iteraciones como el tiempo de computación (ver 
figura 10.18) y es, en este caso, la reordenación de Cuthill-McKee inverso la más 
efectiva. 

Las discretizaciones que dan lugar a los sistemas de 16412 ecuaciones (figu­
ras 10.22 y 10.23) y 16340 (figuras 10.28 y 10.28), presentan un comportamiento 
similar al anterior. 
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Figura 10.14: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 4124 

Figura 10,15: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 4124 reordenada con 
Grado Mínimo 
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Figura 10.16: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 4124 reordenada con 
Cuthill-McKee Inverso 
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(4124 ecuaciones) 
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Figura 10.18: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib 
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Figura 10.19: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412 
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Figura 10.20: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412 reordenada con 
Grado Mínimo 

Figura 10.21: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16412 reordenada con 
Cuthill-McKee Inverso 
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Figura 10.22: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para calorlib 
(16412 ecuaciones) 
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Figura 10.23: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib 
(16412 ecuaciones) 
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Figura 10.24: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16340 

Figura 10.25: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16340 reordenada con 
Grado Mínimo 
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Figura 10.26: Estructura sparse de la matriz calorlib para n = 16340 reordenada con 
Cuthül-McKee Inverso 
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Figura 10.27: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para calorlib 
(16340 ecuaciones) 
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Figura 10.28: Convergencia del CG+SSOR con diferentes reordenaciones para calorlib 
(16340 ecuaciones) 
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10.4. Ejemplo 4 (elasticidad) 
\ 

Se estudia la deformación de una laja elástica delgada Q, sometida a ima 
carga constante Lg = —Ikg/m y a otra que varía linealmente L3 = —x/25kg/m, 
en parte de su frontera. Se impone la condición de inmovilidad en lado vertical 
derecho de la laja y en el punto (1,1) (para más detalles ver [79]). Se conside­
rarán nulas las fuerzas de volumen. El último refinamiento ha conducido a un 
sistema simétrico de 8434 ecuaciones. 

Las figuras 10.29-10.32 muestran las estructuras de las matrices de este pro­
blema para la ordenación inicial, reordenación con Grado Mínimo, con Mínimo 
Vecino y con Cuthill-McKee Inverso, respectívam.ente. 

Las figuras 10.33 y 10.34 representan la convergencia respecto al tiempo de 
CPU para la resolución con Gradiente conjugado sin y con precondicionamien-
to y cuando el sistema es reordenado utilizando los algoritmos del Grado Mí­
nimo, Mínimo Vecino y Cuthill-McKee Inverso, respectivamente. 

La figura 10.33 revela que el tiempo de computación es ligeramente menor 
cuando el sistema no es precondicionado, esto se debe al coste que supone la 
aplicación de los algoritmos de precondicionamiento, ya que la convergencia 
para este problema en concreto es muy rápida en todos los casos (el número de 
condición de la matiiz elasticidad no es muy elevado). 

La figura 10.34 muestra que la reordenación del sistema acelera la conver­
gencia cuando se utilizan los algoritmos del Mínimo Vecino y Cuthill-McKee 
Inverso, siendo el primero ligeramente más rápido, y sin embargo empeora 
cuando se reordena el sistema con Grado Mínimo. Sin embargo, conao cabía 
esperar, cuando el sistema no está mal condicionado, el efecto beneficioso de la 
reordenación no es tan espectacular. 
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Figura 10.29: Estructura sparse de la matriz elasticidad 

Figura 10.30: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Grado Mínimo 



Ejemplo 4 (elasticidad) 129 

Figura 10.31: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Mínimo Veci­
no 

Figura 10.32: Estructura sparse de la matriz elasticidad reordenada con Cuthill-
McKee Inverso 
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Figura 10.33: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para elasticidad 
(8434 ecuaciones) 
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10.5. Ej emplo 5 (LightTruck) 

Este problema corresponde a una simulación numérica de un filtro de car­
bón activo en 3D, desarrollado por el grupo LaCáN (Laboratorio de Cálculo 
Numérico de la Universidad Politécnica de Cataluña). El fenómeno físico do­
minante en estos dispositivos es el transporte de hidrocarburos. Huerta y otros 
[40], han desarrollado xxn modelo de convección-difusión-reacción que respon­
de a la ecuación, 

du 
-:r- + V • Vti — uAu + a (u) u = f (u) 
ot 

donde u es la concentración de hidrocarburos en el aire, v representa el campo 
de velocidades del aire, que se calcula previamente resolviendo un problema 
de flujo potencial y i/ es el coeficiente de difusión. El término de reacción a (u) u 
y el término fuente / (u) son fuertemente no lineales. 

Se han considerado tres sistemas de ecuaciones correspondientes a la discre-
tización por elementos finitos para tres pasos de tiempo diferentes (4030,10044 
y 16802) del proceso evolutivo. La matriz de coeficientes de orden 17914, es la 
mism.a para los tres sistemas, cambiando únicamente el segundo miembro en 
cada caso. 

En la figura 10.35 se representa la estructxira de la matriz de estos sistemas. 

Figura 10.35: Estructura sparse de la matriz LightTruck 
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Figura 10.36: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck 
(paso de tiempo 4030) 
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Figura 10.37: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck 
(paso de tiempo 10044) 
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Figura 10,38: Convergencia del CG con distintos precondicionadores para LightTruck 
(paso de tiempo 16802) 
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Figura 10.39: Convergencia de distintos métodos de Krylov para LightTruck (paso de 
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Las curvas de convergencia respecto al tiempo de CPU, para los distintos 
pasos de tiempo, del problema evolutivo objeto de estudio, son presentadas en 
las figuras 10.36-10.38. En los tres casos, se analiza la convergencia del algorit­
mo del Gradiente Conjugado. En este problema, observamos que la utilización 
de precondicionadores, acelera notablemente la convergencia, ya que, al con­
trario de lo que ocurría en el anterior, es muy lenta cuando el sistema está sin 
precondicionar. 

En la figura 10.39 se compara la velocidad de convergencia del algoritmo 
del Gradiente Conjugado con la de otios métodos de Rrylov, todos ellos con 
precondicionador ILLT(O). Se observa que, como cabía esperar, el Gradiente 
Conjugado tiene el mejor comportamiento ya que su coste por iteración es me­
nor que el del resto al realizar sólo un producto matriz-vector por iteración 
firente a los dos de los demás métodos . 

Por otro lado, debe tenerse en cuenta aquí que, aunque examinando cada 
sistema de forma aislada la mejor estrategia en cuanto a tiempo de compu­
tación fue el gradiente precondicionado con SSOR, se trata de un problema 
evolutivo que en cada paso de tiempo genera vm sistema de ecuaciones con 
idéntica matriz de coeficientes. Por eUo, el coste de la construcción del precon­
dicionador sólo se debe considerar una vez en el cómputo total, y por tanto, 
a lo largo del proceso el precondicionamiento con ILLT(O) puede ser, aunque 
en este caso no lo sea, más eficiente que con SSOR, ya que el número de itera­
ciones para cada sistema puede ser menor con ILLT(O). En este problema, esto 
sólo ocurrió la primera vez para el tiempo 4030. En cambio, en las otras dos 
etapas de tiempo, el SSOR resultó más ventajoso en iteraciones y tiempo que 
el ILLT(O) para la resolución de los correspondientes sistemas de ecuaciones. 
En cualquier caso, la diferencia de iteraciones realizadas al aplicar cada uno 
de estos dos precondicionadores no fue tan elevada comparada con el resto de 
estrategias de precondicionamiento ensayadas. Evidentemente, en este tipo de 
problemas habría que reconsiderar los resultados obtenidos si partiéramos de 
la solución obtenida en el tiempo anterior como aproximación inicial de solu­
ción del sistema correspondiente al tiempo actual. 
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10.6. Ejemplo 6 (OILGEN) 

Este ejemplo corresponde a la simulación de una reserva petrolífera orienta­
da hacia la discretización de los depósitos con mallas en 3D que proporcionan 
una estructura regular que puede explotarse para reducir costes y velocidad de 
procesamiento vectorial. La restricción a una maUa puede ocasionar un aumen­
to sustancial en el número de celdas cuando se utüiza im mayor refinamiento 
en la vecindad de los pozos y fallas. Uniendo las celdas innecesarias para for­
mar una malla menos fina en las áreas del depósito fuera de los pozos y fallas, 
se reduce considerablemente el número de celdas y, por tanto el número de 
incógnitas, a la mitad. 

Grimes desarrolló un program^a informático para generar matrices similares 
a las encontradas en la simulación tridimensional de reservas petrolíferas. El 
programa toma como entrada el depósito definido por subregiones rectangu­
lares en SD que pueden solaparse. Cada subregión tiene asociados parámetros 
de los materiales y mallados específicos. 

De las tres matrices generadas con este programa, hemos elegido dos de 
ellas como ejemplos: ORSREGl y ORSIRRl, que corresponden a tm problema 
de un modelo de reserva petrolífera en un acuífero con tres pozos. El depósito 
fue subdividido en una m.alla de 8 x 10 x 5. Las subregiones alrededor de estos 
tres pozos se subdividieron en maUas d e 8 x 8 x 5 , 4 x 4 x 5 y 4 x 4 x 5 , respectiva­
mente. El acuífero fue subdividido en una malla de 8 x 7 x 5. La malla completa 
resultante fue de 21 x 21 x 5. La matriz ORSREGl fue la Jacobiana obtenida que 
dio lugar a un sistema no simétrico de 2205 ecuaciones con 14133 entradas no 
nulas. Las celdas innecesarias en el depósito y en el acuífero, causadas por un 
mayor refinamiento alrededor de los pozos se tmieron para formar ORSIRRl, 
dando lugar a otro sistema de 1030 ecuaciones con 6558 entradas no nulas. 

La figxira 10.40 y 10.42 representan las estructuras de las matrices ORSIRRl 
y ORSREGl, respectivamente. 

En la tabla 10.1 se exponen los resultados obteiüdos para ORSIRRl al uti­
lizar los métodos de Krylov para la resolución del problema con y sin precon-
dicionamiento. Se observa que la convergencia sin precondicionamiento, sólo 
se consigue en un número de iteraciones menor que la dimensión del sistema 
para el método VGMRES, que además converge precondicionado con ILU(O) 
pero no lo hace con el resto de los precondicionadores. Para los métodos BiCG 
y MQMR el precondicionador SSOR no converge en un número de iteraciones 
menor que la dimensión del sistema y además el precondicionador de Jacobi es 
sensiblemente mejor que el Diagonal Óptimo, como también ocurre para los al­
goritmos CGS y MQMRCGSTAB. Para todos los métodos, excepto para QMR, 
CGN y LSQR, con los que no converge en rúngún caso, el precondicionamien­
to con ILU(O) acelera la convergencia tanto en número de iteraciones como en 
tiempo. 
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Figura 10.40: Estructura sparse de la matriz ORSIRRl 

Tabla 10.1: Ejemplo 6 (1030 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores 

ORSIRRl 
Kinit 

VGMRES '^"P n°Iter. 
t(seg.) 

BiCG "r̂ '̂ ":-
t(seg.) 

^ « c n^Iter. 
t(seg.) 
n^Iter 

BiCGSTAB " ; 
t(seg.) 

^Q^ S S 
QMRCGSTAB J J j 

' ^ Q ^ t(seg.) 
n^Iter 

MIPQMR l^^^ 

MQMRCGSTAB ^°^^-

SP 
1 

50 
117 

0.989 
>1030 

>1030 

>1030 

>1030 

>1030 

>1030 

>1030 

>1030 

Jacobi 

no conv. 

396 
0.070 

280 
0.039 

635 
0.100 

495 
0.109 

547 
0.140 

456 
2.480 

500 
7069 

394 
4.349 

ILU 
1 

100 
65 

0.060 
73 

2.900 
39 

0.019 
42 

0.019 
55 

0.029 
44 

0.030 
75 

3.039 
38 

0.039 
40 

0.079 

SSOR 

no conv. 

>1030 

166 
0.060 

239 
0.089 

193 
0.099 

236 
0.110 

>1030 

162 
0.639 

150 
0.730 

Diagopt 

no conv. 

411 
0.070 

288 
0.390 

415 
0.070 

411 
0.089 

438 
0.110 

476 
2.680 

476 
2.680 

481 
6.469 
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-
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'—.. 
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40 
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Figura 10.41: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para ORSIRRl 

En la figura 10.41, correspondiente a esta estrategia de precondicionamien-
to, se puede comprobar la suavidad de las curvas de convergencia de los mé­
todos de cuasi-mínimo residuo frente a otros como el BiCG o CGS. Se puede 
observar también que la modificación propuesta en esta tesis para los méto­
dos de tipo QMR, puede reducir el número de iteraciones de las implementan-
ciones originales, e incluso, como ocurre aquí con el QMR, hacer que puedan 
converger cuando no lo hacían. 

La tabla 10.2 muestra las distintas estrategias para ORSREGl. Igual que en 
el caso anterior, la convergencia para el método VGMRES sólo se consigue sin 
precondicionar y con precondicionador ILU(O). Sin embargo, algimos métodos 
convergen sin utilizar técnicas de precondicionamiento debido al mejor condi­
cionamiento de este sistema firente al anterior obtenido con tma malla de peor 
calidad. Extrañamente, para el método QMR sólo se consigue la convergencia 
sin precondicionar. Igualmente, para algunos métodos el precondicionador de 
Jacobi es sensiblemente mejor que el Diagonal Óptim.o. 

Para los métodos CGN y LSQR, la convergencia no se consigue en nin­
gún caso en xm número razonable de iteraciones. Los métodos CGS, TFQMR 
y MTFQMR sólo convergen con el precondicionador ILU(O) mientras que el 
método MQMR no converge con los precondicionadores ILU(O) y SSOR en xm 
número de iteraciones menor que la dimensión del sistema. 
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Figura 10.42: Estructura sparse de la matriz ORSREGl 

Tabla 10.2: Ejemplo 6 (2205 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores 

ORSREGl 

VGMRES *'°P n°Iter. 
t(seg.) 

BiCG ";^*^';-
t(seg.) 

CGS n°Iter. 
t(seg.) 

BiCGSTAB "°̂ *®';-
t(seg.) 

nn/D n°Iter. 
Q ^ t(seg.) 

TFQMR ";"^^-
t(seg.) 
n°Iter 

QMRCGSTAB " " ^ -

ss MTFQMR "''^*^-t(seg.) 
n°Iter 

MQMRCGSTAB " ^ ^ 

SP 
1 

50 
59 

0.490 
260 

0.079 
>2205 

1090 
0.259 

258 
0.119 

>2205 

648 
0.290 

348 
2.950 

>2205 

826 
42.880 

Jacobi 

no conv. 

342 
0.130 

>2205 

601 
0.189 

>2205 

>2205 

397 
0.220 

353 
3.09 

no conv. 

306 
4.710 

ILU 
1 

50 
51 

0.180 
>2205 

49 
0.059 

50 
0.050 

>2205 

67 
0.089 

52 
0.069 

>2205 

44 
0.120 

50 
0.149 

SSOR 

no conv. 

>2205 

>2205 

131 
0.090 

>2205 

>2205 

162 
0.149 

>2205 

no conv. 

156 
1.27 

Diagopt 

no conv. 

329 
0.129 

>2205 

400 
0.120 

>2205 

>2205 

610 
0.349 

375 
3.47 

no conv. 

300 
4.409 
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BiCGSTAB 
QMRCGSTAB 

MQMRCGSTAB 

600 800 

Iteraciones 

Figura 10.43: Convergencia de distintos métodos de Krylov sin precondicionar para 
ORSREGl 

BiCGSTAB+üu • 
QMRCGSTAB+üu • 

MQMRCGSTAB+Uu • 

20 30 

IteiBCiones 

Figura 10.44: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para ORSREGl 
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La figura 10.43 muestran las curvas de convergencia correspondientes a las 
distintas estrategias para los métodos BiCGSTAB, QMRCGSTAB y MQMRCGS-
TAB sin precondicionar y la figura 10.44, las mismas estrategias precondiciona-
das con ILU(O). Podemos ver cómo se reduce considerablemente el número de 
iteraciones y se suavizan las curvas, especialmente para el algoritmo BICGS-
TAB que ahora converge en menos iteraciones que el QMRCGSTAB. El núme­
ro de iteraciones de MQMRCGSTAB necesarias para obtener la solución con la 
tolerancia prefijada se mantienen por debajo no sólo de las de QMRCGSTAB 
sino incluso de las de BiCGSTAB. 
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10.7. Ej emplo 7 (WATT) 

Este nuevo ejemplo extraído de la Harwell-Boeing Sparse Matrix Colection, 
consiste en iin problema de ingeniería del petróleo en el que los valores de los 
coeficientes de la matriz pueden variar tanto como 10̂ "*. El uso de subrutinas de 
escalado automático producen matrices singulares. El efecto de relleno (fill-in) 
es también mayor del esperado. 

La simulación dio lugar a dos m.atrices no simétricas, con una estructura 
cercana a 5 diagonales de ancho de banda. Se ha tomado el problema WATTl 
que corresponde a un sistema de 1856 ecuaciones con 11360 entradas no nulas. 

En la figura 10.45 se ilustra la estructura sparse de la matriz WATTl. 
La tabla 10.3 refleja los resultados obtenidos para este ejemplo. Se observa 

que la convergencia para el método QMR sólo se consigue sin precondicionar. 
Por otro lado, el algoritmo LSQR sólo converge en un núm.ero de iteraciones 
inferior al número de ecuaciones del sistema cuando es precondicionado con 
Jacobi. Asimism.o, el método CGN no converge en ningún caso. El precondicio-
nador ILU(O) vuelve a ser el más efectivo en aquellos casos en que funciona. 

Figtira 10.45: Estructura sparse de la matriz WATTl 
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Tabla 10.3: Ejemplo 7: (1856 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

WATTl 

VGMRES '^if, n°Iter. 
t(seg.) 

n-^^ n°Iter. 
t(seg.) 

__c n^Iter. 
t(seg.) 
n°Iter 

BiCGSTAB " : 
t(seg.) 

ss ™" SS 
n°Iter QMRCGSTAB J^J'^ 

LSQR f;̂ '̂ -̂t(seg.) 
jíz-iníü n^Iter. 
^ Q ^ t(seg.) 

MTFQMR ^(2S 
n°Iter 

MQMRCGSTAB " ' , 

SP 
1 

100 
90 

0.560 
283 

0.069 
221 

0.040 
61 

0.009 
258 

0.099 
527 

0.140 
66 

0.030 
>1856 

241 
1.240 

274 
3.11 

68 
0.189 

Jacobi 
1 

100 
125 

1.050 
91 

0.029 
54 

0.019 
39 

0.010 
>1856 

196 
0.079 

41 
0.019 
1831 

0.670 
133 

0.369 
111 

0.500 
102 

0.449 

ILU 
1 

100 
44 

0.119 
30 

3.049 
16 

0.019 
12 

0.010 
>1856 

69 
0.069 

12 
0.019 

>1856 

>1856 

38 
0.070 

33 
0.070 

SSOR 
1 

100 
55 

0.140 
37 

3.740 
23 

0.019 
15 

0.009 
>1856 

84 
0.070 

17 
0.010 

>1856 

>1856 

45 
0.090 

43 
0.079 

Diagopt 
1 

100 
130 

1.160 
70 

0.019 
54 

0.010 
39 

0.010 
>1856 

221 
0.090 

42 
0.019 

>1856 

131 
0.349 

117 
0.569 

104 
0.439 

MQMR+diagopt 
MQMRCGSTAB+diagopt 

MTFQMR+<líagopt • 
QMR+diagopt • 

TFQMR+diagopí 
QMRCGSTAB+diagopl • 

Figura 10.46: Convergencia de distintos métodos tipo QMR con precondicionador Dia­
gonal Óptimo para WATTl 
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La figura 10.46 muestra las curvas de convergencia correspondiente a las 
distintas estrategias para los métodos de cuasi-mínimo residuo clásicos y mo­
dificados con precondicionador Diagonal Óptimo. Los Modificados QMR y 
TFQMR convergen en menos iteraciones que los correspondientes implemen-
tados clasicamente, aunque en el caso del Modificado QMRCGSTAB esto no 
ocurre. 
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10.8. Ejemplo 8 (PORES) 

Se trata de un problema de modelización de depósitos, compuesto por tres 
matrices extraídas del paquete PORES para simulación de depósitos. Estas ma­
trices no son simétricas aunque sí su estructura. Se ha elegido para este estudio 
el caso PORES2, que contiene 1224 ecuaciones con 9613 entradas no nulas. 

En la figura 10.47 se ilustra la estructura sparse de la matriz correspondiente 
a este sistema de ecuaciones. 

En la tabla 10.4 se presentan los resultados obtenidos para este problema, 
donde la convergencia sólo se logra con el precondicionador ILU(O) en seis de 
los métodos. 

Se presenta la gráfica de convergencia correspondiente a esta estrategia en 
la figura 10.48. Prácticamente todos los métodos convergen en un número de 
iteraciones y tiempo de computación similares, sin embargo la convergencia 
más suave correponde a los Modificado TFQMR y QMRCGSTAB. 

Figura 10.47: Estructura sparse de la matriz P0RES2 
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Tabla 10.4: Ejemplo 8 (1224 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores 

PORES2 

CGS n°Iter. 
t(seg.) 
n°Iter 

BiCGSTAB " ; 
t(seg.) n°Iter 

TFQMR " ; 
t(seg.) n°Iter 

QMRCGSTAB 1, [ 
t(seg.) n°Iter 

MTFQMR " : 
t(seg.) 

MQMRCGSTAB ^° Ĵ̂ ^" 

ILU 
32 

0.029 
28 

0.019 
32 

0.029 
30 

0.019 
31 

0.039 
28 

0.039 

BiCGSTAB+Uu 
CGS+Uu 

MQMRCGSTAB+Uu 
MTFQMR+au 

QMRCGSTAB+au 
TFQMR+iiu 

10 15 20 

Iteraciones 

Figura 10.48: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(0)paraPORES2 
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10.9. Ejemplo 9 (convdifhor) 

Consideramos el problema de convección-difusiór\ en 2 — D definido en im 
domiiúo cuadradro O por la ecuación, 

du íd^u d^u\ _ 
dx \dx^ dy^ J 

con un campo de velocidades horizontal dado por, 

üi = 10̂  {y - 1/2) {x - x'^) (1/2 - x) 

siendo K, el coeficiente de difusión dado en ^ y F = ^ , el ténnino fuente 

que depende de las fuentes volumétricas y de las características del medio. 

Los valores de K varían en Q desde 10~^ a 10^, y los de F desde 10^ a 1. 
Las condiciones de contomo son Dirichlet « = O e n x = l y u = l e n x = 0, y 
Neumarm, ^ = O en el resto de la frontera. 

Durante el proceso adaptativo de refinamiento de mallas, se han obtenido 
tres mallas que han dado lugar a sistemas no simétricos, con 1234,3423 y 13190 
ecuaciones, respectivamente. Las figuras 10.49-10.51,10.55-10.58 y 10.61-10.63 
muestran las estructuras sparse de las matrices con diferentes reordenaciones 
para cada uno de estos sistemas de ecuaciones, respectivamente. 

Los resultados para los distintos métodos de Krylov con y sin precondi-
cionamiento son mostrados en las tablas 10.5-10.7, que además incluyen los 
resultados obtenidos para los mismos sistemas cuando son reordenados pre-
viam.ente con los algoritmos de Grado Mínimo, CuthiU-McKee Inverso y, para 
la discretización que da lugar al sistema de 3423 ecuaciones, también con el 
algoritmo del Mínimo Vecino. 

El sistema de 1234 ecuaciones no converge en ningún caso en un número 
menor de iteraciones que la dimensión del sistema sin utüizar vina técnica de 
precondicionamiento. Para los métodos QMR, CGN y LSQR, la convergencia 
no se consigue en ningún caso en un número razonable de iteraciones. El méto­
do VGMRES no converge cuando se precondiciona con Jacobi, mientras que el 
método BiCG no converge precondicionado con SSOR y el MQMR sólo lo ha­
ce con los precondicionadores de tipo diagonal: Jacobi y Diagonal Óptimo. En 
los casos en que se consigue la convergencia, el mejor precondicionador vuelve 
a ser el ILU(O) (ver figura 10.52). Se ha analizado la convergencia de los dis­
tintos métodos precondicionados con ILU(O) cuando el sistema es reordenado 
y podemos ver que la reordenación con Cuthill-McKee Inverso hace posible y 
mejora la convergencia en todos los casos, excepto para los métodos QMR y 
CGN, (ver figura 10.54). En cambio, reordenando con Grado Mínimo (ver figu­
ra 10.53) no se consigue convergencia para todos los métodos, aunque en los 
casos en que funciona también supone una mejoría. 
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Figura 10.49: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 1234 

Figura 10.50: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 1234 reordenada 
con Grado Mínimo 
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Figura 10.51: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n 
con Cuthill-McKee Inverso 

1234 reordenada 

En las Figuras 10.52-10.54, que representan las curvan de convergencia de 
los distintos métodos precondicionados con ILU(O) para el sistema original y 
para los reordenados con Grado Mínimo y Cuthill-McKee Inverso, respectiva­
mente, puede verse cómo se suaviza la convergencia, además de acelerarse. 

Tabla 10.5: Ejemplo 9 (1234 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionar 

convdifhor(1234) 

VGMKES *Jfg^ 

tíseg.) 

mee """^'•• 

^r-e n^Iter. 
'^^^ t(seg.) 

BiCGSTAB ' ^ ^ l 

TPQMR f j -

QMRCGSTAB JJ¡ '̂̂ 'j''-

«;") 

1^ 
MiTQMK ; ; " j -

MQMRCGSTAB [ J ^ " ' 

Jacobi 

no conv. 

337 
O.OW 

204 
0,040 

275 
0.059 

339 
0.099 

293 
0.079 

>1234 

295 
1.240 

206 
1.180 

318 
2.840 

ILU 
1 

100 
79 

0.1800 
245 

19.27 
60 

0.019 
53 

0.029 
87 

0.070 
54 

0.039 
>1234 

>1234 

59 
0.109 

57 
0.109 

SSOR 
1 

100 
96 

0.2700 

no conv. 

82 
0.040 

67 
0.040 

128 
0.090 

70 
0.040 

>1234 

>1234 

76 
0.189 

68 
0.159 

Diagopt 
1 

500 
229 

2.0900 
271 

0.069 
177 

0.029 
201 

0.040 
201 

0.040 
212 

0.069 
>1234 

322 
1.509 

196 
1.120 

219 
1.350 

MDG+ILU 
1 

100 
62 

0.079 

no conv. 

47 
0.029 

43 
O.019 

62 
0.050 

45 
0.029 

>1234 

>1234 

47 
0.060 

46 
0.069 

RCM+ILU 
1 

100 
40 

0.040 
43 

3.009 
29 

0.019 
25 

0.010 
39 

0.030 
27 

0.019 
722 

50.70 
44 

3.140 
27 

0.029 
25 

0.029 
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1 : : — 
BiCG+ilu 

BiCGSTAB+ilu 
CGS+üu 

MQMRCGSTAB+au 
MTFQMR+üu 

QMRCGSTAB+Uu 
TFQMR+üu 

VGMRES+Uu 

40 60 

Iteraciones 

Figura 10.52: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para convdifhor (1234 ecuaciones) 

-

':•:::::::::: 

-

-

-

H..f 
1 

""""̂m:̂  

í 1 1 

i 

p " ' * ' • , 

..-'."."ji¿ "--.í 1 

*-;—O; \ \ 

1 

1 ..| , . 
mdg3iCGSTAB+ita 

mdg.CGS+au 
mdgMQMRCGSTAB+au 

mdgAITFQMR+ilu — 
mdg.QMRCGSTAB+Uu 

mdg.TFQMR+Uu 
mdg. VGMRES+Uu " 

-

_ 

''•v 

""•-, 

30 40 
Iteraciones 

Figura 10.53: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Grado Mínimo para convdifhor (1234 ecuaciones) 
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1 1 1 , 

^̂ í̂̂ ^̂  
' í i í^^^r^-^___^ 

x;-»—^ ""-r̂ *-̂ ""̂ . ~ ' \ , y\ 
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1 
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V . ^ s , ^ 
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-.,\ 
"''.-.. 

,\ 

N^' 

1 

1 ' T 1 
rcm.BiCG+ilu — 

rcm.B¡CGSTAB+ilu — 
rcm.CGS+ilu •••• 

rcm.MQMRCGSTAB+iIu 
rcni.MTFQMR+ita — 

rcm.QMRCGSTAB+ilu - -
rcm.TFQMR+üu - • -

rcm.VGMRES+ilu — -

1 1 1 

— . 

-

-

" 

-

20 25 

Iteraciones 

Figura 10.54: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Cutill-McKee Inverso para convdifhor (1234 ecua­
ciones) 

Igual que para la anterior discretización, el sistema de 3423 ecuaciones tam­
poco converge ntmca sin el uso de técnicas de precondicionamiento. Las es­
trategias para el método VGMRES se han realizado en este caso utilizando la 
técnica restart que logra la convergencia en todos los casos en dos o tres iteracio­
nes, aunque el coste, por lo que se refiere a tiempo de computación es bastante 
alto respecto a los otros métodos, con excepción de los Modificados TFQMR y 
QMRCGSTAB. Para los métodos QMR, MQMR, CGN y LSQR, la convergen­
cia no se consigue en ningún caso y para el algoritmo BiCG, los cálculos con 
la traspuesta de los precondicionadores ILU(O) y SSOR son muy lentos. Los 
métodos CGS, TFQMR y MTFQMR, y MQMRCGSTAB sólo convergen con los 
precondicionadores ILU(O) y SSOR en tm número menor de iteraciones que la 
dimensión del sistema. En todos los casos en que se consigue la convergencia, 
el mejor precondicionador vuelve a ser el ILU(O) (excepto para el BiCG). Para 
esta discretización, se ha estudiado la convergencia de los raétodos de Krylov 
precondicionados con ILU(O) cuando el sistema es reordenado con Grado Mí­
nimo, Mínimo Vecino y Cuthill-McKee Inverso y el comportamiento es muy 
parecido al del caso anterior. La reordenación con Mínimo Vecino presenta una 
convergencia muy similar a la de Cuthill-McKee Inverso, y mejora la consegui­
da con Grado Mínimo. 
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Figura 10.55: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 
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Figura 10.56: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada 
con Grado Mínimo 
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Figura 10.57: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada 
con Mínimo Vecino 

Figura 10.58: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 3423 reordenada 
con Cuthill-McKee Inverso 
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Tabla 10.6: Ejemplo 9 (3423 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondiciona-
dores 

convdifhor(3423) 

VGMRES * í? f n Iter. 
Kseg.) 

BiCG " " " ^ f 

^^c n"Iter. 
'^^^ t(seg.) 

BiCGSTAB ; ; ¡^^ j -

TFQMR " " " ^ • 

QMRCGSTAB JJ¡^^^-

«̂-̂  S' 
^ Q M R 5 ¡ ^ -

MQMRCGSTAB Jj""^^-

Jacobi 
500 
500 

2 
21.88 
1003 

0.889 
>3423 

687 
0.610 

>3423 

842 
1.12 

>500 
712 

42.590 
872 

93.209 

ILU 
100 
100 

3 
1389 

>500 
146 

0.284 
126 

0.269 
253 

0.680 
137 

0359 

>500 
158 

2.130 
151 

1.959 

SSOR 
200 
200 

2 
3.690 

>500 
211 

0.379 
181 

0319 
358 

0.889 
183 

0.420 

>500 
256 

5.410 
191 

3.040 

Diagopt 
400 
400 

2 
14.04 

808 
0.720 

>3423 

534 
0.459 

>3423 

540 
0.730 

>500 

no conv. 

550 
28.710 

MDG+ILU 
1 

200 
112 

1.189 

>500 

no conv. 

91 
0.179 

>3423 

99 
0.239 

>500 
137 

1.610 
104 

0.949 

MN+n,U 
1 

200 
108 

1.100 

>500 
84 

0.189 
75 

0.170 
139 

0.400 
75 

0.219 

>500 
91 

0.750 
79 

0.600 

RCM+ILU 
1 

200 
96 

0.870 

>500 
76 

0.180 
65 

0.160 
119 

0329 
66 

0.180 
315 

6932 
77 

0369 
72 

0319 

En particular, las figuras 10.59 y 10.60 muestran el efecto de la reordenación 
en la convergencia de los métodos MTFQMR y MQMRCGSTAB precondicio-
nados con ILU(O), respectivamente. Como puede comprobarse, la reordenación 
reduce casi a la mitad el número de iteraciones en ambos casos. 

MTFQMR+ilu • 
mdg.MTFQMR+ilu • 
muAlTFQMR+ilu • 
rcmJUTFQMR+ilu • 

Figura 10.59: Efecto de la reordenación en la convergencia del MTFQMR precondicio-
nado con ILU(O) para convdifhor (3423 ecuaciones). 
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MQMRCGSTAB+ilu 
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rcm.MQMRCGSTAB+ilu 

100 

Figura 10.60: Efecto de la reordenación en la convergencia del MQMRCGSTAB pre-
condicionado con ILU(O) para convdifhor (3423 ecuaciones) 
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Figura 10.61: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n — 13190 
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Figura 10.62: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 13190 reordenada 
con Grado Mínimo 

Tabla 10.7: Ejemplo 9 (13190 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

convdühor(13190) 
kinit 

VGMRES í í ? £ , n Iter. 
t(seg.) 

BiCGSTAB Í2T< 

QMRCGSTAB {J¡¿^-

MQMRCGSTAB J J ¡ ^ -

Jacobi 
1 

500 

>500 
4991 

25.760 
5296 
3538 

>500 

ILU 
1 

500 
501 

161380 
518 

5.819 
548 

6.989 
577 

99.110 

SSOR 
1 

500 

>500 
747 

7.839 
851 

12.24 
866 

341.710 

C)iagopt 
1 

500 

>500 
2981 

17.450 
2929 

17.969 

>500 

MDG+ILU 
1 

500 
257 

29739 
248 

2.639 
258 

3.149 
264 

22.659 

RCM+ILU 
1 

500 
83 

2.949 
62 

1.220 
63 

1.330 
64 

2.199 

Para el último caso, la convergencia sólo se consigue para cuatro de los mé­
todos de BCrylov, VGMRES, BiCGSTAB, QMRCGSTAB, y para el MQMRCGS­
TAB, este último precondicionado con ILU(O) y SSOR, ya que con los precondi-
cionadores de tipo diagonal la convergencia es lentísima, como se muestra en 
la tabla 10.7. Igual que en los casos anteriores cuando el sistema es reordena-
do, mejora la convergencia en número de iteraciones y tiempo de computación, 
siendo la reordenación más eficiente, nuevamente la de Cutiúll-McKee Inverso. 
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xfxX 

xx\ 

Figura 10.63: Estructura sparse de la matriz convdifhor para n = 13190 reordenada 
con Cuthill-McKee Inverso 
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SNN. 
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1 1 1 '. ^„-]Í!^ ^ . 
300 

Iteraciones 

500 

Figura 10.64: Convergencia de distintos métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para convdifhor (13190 ecuaciones) 
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QMRCGSTAB 
QMRCGSTAB+diagopt 

QMRCGSTAB+Uu 
QMRCGSTAB+jacoW 

QMRCGSTAB+ssor 

1000 2000 3000 4000 

Iteraciones 

Figura 10.65: Convergencia del QMRCGSTAB con diferentes precondicionadores para 
convdifhor (13190 ecuaciones) 
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Figura 10,66: Efecto de la reordenación en la convergencia del QMRCGSTAB precon-
dicionado con ILU(O) para convdifhor (13190 ecuaciones) 
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Las curvas representadas en la figura 10.64 muestran el comportamiento de 
los métodos de Krylov en este sistema precondicionado con ILU(O). El méto­
do LSQR precondicionado con ILU(O) se ve claramente como no Uegua a con­
verger en un número razonable de iteraciones. Por el contrario la convergen­
cia de los otros métodos.Las Figuras 10.65 y 10.66 representan las curvas de 
convergencia del método QMRCGSTAB sin precondicionar y con dististos pre-
condicionadores. Para el precondicionador ILU(O) la convergencia es mucho 
más rápida cuando el sistema es previamente reordenado. Este efecto es aquí 
más espectacular que los ejemplos anteriores. Por ejemplo, la reodenación con 
Cuthill-McKee Inverso reduce el número de iteraciones al 10 %. 

Parece desprenderse de como conclusión preliminar, que la reordenación 
es más útü a medida que el condicionamiento del sistema es peor y el orden 
aumenta. 
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10.10. Ejemplo 10 (cuaref) 

Se trata de vin nuevo problema en2^D de convección-difusión estacionario 
de un fluido sometido a un campo circular de velocidades, de ecuación f i |^ + 

V2 
du 
dy 

dhA 
dy^J O sobre un dominio cuadrado ü, con condiciones de 

tipo Dirichlet íi = Oenrc = l y u = lena; = 0, y d e Neumann, ^ = O en el resto 

de la frontera, siendo iíT = —, el coeficiente de difusión dado en 
cp , y vx, V2, 

la componentes del campo de velocidades. 

v^ = C{y-l/2){x -') V2 = C{l/2-x){y-y'') 

Se ha tomado K = \y para el coeficiente C de la velocidad un valor de 10 .̂ 
Con las mallas correspondientes a distintas etapas de refinamiento, se obtie­

nen, respectivamente, sistemas no simétricos de 1023, 4095 y 7520 ecuaciones. 
Las figuras 10.67-10.70,10.72-10.75 y 10.77-10.80 muestran las estructuras spar-
se de las matrices con distintas reordenaciones, correspondientes a cada uno de 
estos sistemas de ecuaciones, respectivamente. 

En este ejemplo, cuyos resultados se exponen en las tablas 10.8-10.10, para 
los tres sistemas de 1023,4095 y 7520 ecuaciones, respectivamente, lo más signi­
ficativo es que el precondicionador SSOR es el más efectivo en todos los casos 
en que se consigue la convergencia. 

Figura 10.67: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023 
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Figura 10.68: Estructura sparse de la matriz cuarefpara n = 1023 reordenada con 
Grado Mínimo 

Figura 10.69: Estructura sparse de la matriz cuarefpara n = 1023 reordenada con 
Mínimo Vecino 
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Figura 10.70: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 1023 reordenada con 
CuthiU-McKee Inverso 

Tabla 10.8: Ejemplo 10 (1023 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

cuare£(1023) 
fetnít 

VGMRES ^5°g^ 

^ ^ n"Iter. 
^•^^ tíseg.) 
^ „ n"Iter. 
^ ^ t(seg.) 

BiCGSTAB 5 ; i^ -

- « - r̂ -̂QMRCGSTAB {J ¡ ] ^ 

MITQMR 5"¿^-

MQMRCGSTAB JJ^'f' 

SP 
1 

100 
169 

7.019 
>1023 

>1023 

655 
0.070 

>1023 

690 
0.140 

>1023 

690 
1129 

Jacobi 
1 

200 
206 

4569 
745 

0.140 
>1023 

527 
0.079 

>1023 

551 
0.140 

>1Ü23 

534 
6.240 

ILU 
1 

200 
171 

0.909 
189 

9.859 
163 

0.059 
133 

0.050 
317 

0.159 
138 

0.069 
500 

7.119 
133 

0.450 

SSOR 
1 

200 
141 

0360 
146 

7.629 
114 

0.039 
107 

0.050 
198 

0.100 
108 

0.050 
124 

0.369 
108 

0.280 

Diagopt 
1 

50O 
428 

7.880 
729 

0.130 
>1023 

497 
0.079 

>1023 

500 
0.120 

>1023 

493 
5329 

MN+SSOR 
1 

200 
116 

0359 

no conv. 

>1023 

97 
0.029 

>1023 

97 
0,039 

96 
0240 

100 
025 

RCM+SSOR 

no conv. 

603 
28Í29 
>1023 

202 
0.060 

>1023 

219 
0.079 

500 
7.099 

387 
3349 

Para el sistema de 1023 ecuaciones, los métodos QMR, CGN y LSQR y 
MQMR no convergen en ningún caso para un número de iteraciones menor que 
la dimensión, mientras que el algoritmo BiCG no converge si no se aplica algu­
na técnica de precondicionamiento. Los algoritmos CGS, TFQMR y MTFQMR 
sólo convergen precondicionados con ILU(O) y SSOR. Las diferentes técnicas 
de reordenación del sistema cuando se utiliza algún método de Krylov precon-
dicionado con SSOR, si bien mejoran la convergencia en algunos casos, ocxirre 
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Figura 10.71: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
SSOR para cuaref(1023 ecuaciones) 

que en otros rio funcionan, por ejemplo, la renumeración con el algoritmo de 
Grado Mínimo sólo converge para al método VGMRES y además resulta más 
caro que cuando no está reordenado. Para la renumeración con Mínimo Veci­
no, los métodos BiCG, CGS y TFQMR no convergen, sin embargo en el resto 
de los métodos acelera la convergencia, tanto en iteraciones como en tiempo de 
com.putación. La reordenación con el algoritmo de Cuthill-McKee Inverso es en 
este caso peor que la anterior, ya que si bien logra la convergencia para el BiCG 
y TFQMR, ésta es mas costosa que sin la reordenación. Además no converge el 
VGMRES y el resto de métodos aumentan el núm.ero de iteraciones y tiempo. 

La figtira 10.71 representa las curvas correspondientes a la convergencia de 
los distintos métodos preconcidionados con SSOR. Los métodos más eficaces 
vuelven a ser BiCGSTAB, QMRCGSTAB y MQMRCGSTAB, estos dos últimos 
con curvas algo más suaves que el primero. 

Los sistemas correspondientes a los otras dos mallas, de 4095 y 7520 ecua­
ciones respectivamente, sólo convergen para cuatro de los métodos de Krylov 
estudiados (ver tablas 10.9 y 10.10). El comportamiento es similar al caso an­
terior en cuanto a que el precondicionador SSOR es ahora el mejor. En lo que 
se refiere a la reordenación, se presenta el mismo comportamiento para la dis-
cretización correspondiente a 4095 ecuaciones. En cambio, para el sistema de 
7520 ecuaciones es ahora, con excepción del método VGMRES, la reordenación 
con Cuthill-McKee Inverso la que produce menos iteraciones y consume menos 
tiempo. 
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Figura 10.72: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095 

Figura 10.73: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 4095 reordenada con 
Grado Mínimo 
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Figura 10.74: Estructura sparse de la matriz cuarefpara n = 4095 reordenada con 
Mínimo Vecino 

Figura 10.75: Estructura sparse de la matriz cuarefpara n = 4095 reordenada con 
Cuthill-McKee Inverso 
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Las figuras 10.75-10.81, muestran respectivamente, las curvas de convergen­
cia para los cuatro métodos precondicionados con SSOR y observamos el mis­
mo comportamiento que en el anterior sistema. 

Tabla 10.9: Ejemplo 10 (4095 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU (en 
segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

cuaref (4095) 

VGMRES ''i°P 

t(seK.) 

BiCGSTAB ""'''f-
t(seg.) 

QMRCGSTAB "^'* ' ' -

MQMRCGSTAB "^''.'•• 

SP 
1 

500 
513 

202.029 
2275 
2.049 
2412 
3.910 

>500 

Jacobi 

no conv. 

1415 
2.049 
1558 

2.779 
1418 

354.190 

ILU 
1 

500 
326 

14.529 
266 
0.75 
270 

0.830 
278 

7.069 

SSOR 
1 

500 
271 

10.050 
218 

0519 
225 

0590 
222 

4.719 

Diagopt 

no conv. 

1123 
1.420 
1177 

Z179 
1137 

184,430 

MN+SSOR 
1 

500 
197 

4.949 
157 

0.319 
163 

0.639 
182 

3.189 

RCM+SSOR 

no conv. 

425 
0.819 

470 
1.090 

>500 

1 
BiCGSTAB+ssor 

MQMRCGSTAB+ssor 
QMRCGSTAB+ssor 

VGMR£S+ssor 

100 150 

Iteraciones 

250 

Figura 10,76: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
SSOR para cuaref (4095 ecuaciones) 
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Figura 10.77: Estructura sparse de la matriz cuarefpara n = 7520 

Figura 10.78: Estructura sparse de la matriz cuaref para n — 7520 reordenada con 
Grado Mínimo 
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Figura 10.79: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520 reordenada con 
Mínimo Vecino 

Figura 10.80: Estructura sparse de la matriz cuaref para n = 7520 reordenada con 
Cuthill-McKee Inverso 
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Tabla 10.10: Ejemplo 10 (7520ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU 
(en segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

cuaref (7520) 

VGMRES *̂ *°P n°Iter. 
t(seg.) 
n°Iter 

BiCGSTAB " " ,• 
t(seg.) 

QMRCGSTAB " " , 
t(seg.) 

MQMRCGSTAB "°"^^ ' t(seg.) 

SP 
1 

500 
516 

423.889 
1726 

4.250 
1847 

6.209 

>500 

ILU 
1 

500 
354 

30.309 
371 

2.210 
375 

2.589 
372 

23.699 

SSOR 
1 

500 
351 

31.780 
335 

1.860 
374 

2.319 
290 

15.709 

MN+SSOR 
1 

500 
160 

5.869 
190 

1.080 
169 

1.040 
128 

3.190 

RCM+SSOR 
1 

1000 
532 

73.349 
132 

0.720 
121 

0.720 
117 

2.740 

Figura 10.81: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
SSOR para cuaref (7520 ecuaciones) 
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10.11. Ejemplo 11 (isla) 

Este problema se trata en dos etapas diferenciadas. La primera consiste en 
la construcción de un campo de velocidades a partir de datos observados y el 
segimdo es un problema de convección-difusión (en el que nos vamos a cen­
trar) definido en un dominio Cl bidimensional de frontera T, definido por la 
ecuación, 

de 
^ + v • Ve - V (KVc) = / en Q 

siendo c = c(x, t) la concentración de un elemento de fluido en movimiento; 
ésta depende de su vector de posición x = (xi, X2), y del tiempo t. El fluido que 
transporta la magnitud u, posee un campo de velocidades en régimen estacio­
nario, V = (üi, 1)2). Se considera el estudio del modelo Hneal, donde K = K (x) 
es el coeficiente de difusión y / = / (x, í) respresenta las fuentes extemas. Supo­
nemos, además conocido el valor inicial c(x, 0) = co(x) en Cl, y unas condiciones 
de contomo en la frontera de tipo E)irichlet y de tipo mixta. 

c = C(x) en Ti 

de 
-K (x) — = /i (x) c - G (x) en Ta 

an 

El problema se ha resuelto utilizando el método de las características para la 
discretización temporal y la técnica estándar de elementos finitos. Se han con­
siderado dos etapas del proceso de refínanxientos que han dado lugar a dos sis­
temas no simétricos de 1220 y 12666 ecuaciones, respectivamente. Las figuras 
10.82-10.84 y 10.88-10.90 muestran las estructuras sparse de las matrices con dis­
tintas reordenaciones, correspondientes a ambos sistemas de ecuaciones, res­
pectivamente. 

Los dos sistemas no simétricos, de 1220 y 12666 ecuaciones a que han dado 
lugar este ejemplo, se han analizado para los distintos métodos de Krylov es­
tudiados y se han aplicado técnicas de precondicionamiento y reordenación de 
los sistemas como resulta reflejado en las tablas 10.11 y 10.12. Observamos que 
para el primer sistema de 1220 ecuaciones, la convergencia sin precondiciona­
miento sólo se consigue con los métodos VGMRES y BiCG. Para los métodos 
QMR, CGN, LSQR y MQMR, la convergencia no se consigue ni siquiera precon-
dicionando o reordenando previamente el sistema. Por otia parte, el algoritmo 
BiCG sigue funcionando lentamente con los precondicionadores ILU(O) y SSOR 
y los métodos CGS, TFQMR y MTFQMR sólo convergen precondicionados con 
ILU(O). 
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Figura 10.82: Estructura sparse de la matriz isla para n = 1220 

Figura 10.83: Estructura sparse de la matriz isla para n = 1220 reordenada con Grado 
Mínimo 
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Figura 10.84: Estructura sparse de la matriz isla para n 
Cuthill-McKee Inverso 

1220 reordenada con 

Tabla 10.11: Ejemplo 11 (1220 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU 
(en segundos) para los distintos métodos con y sin precondicionamiento 

islal220 

VGMRES H^t n iter. 
Kseg.) 

BiCG ""^•^f 
t(seg.) 

^^^ t(seg.) 

BiCGSTAB '^¿^^ 

^ M R - -

QMRCGSTAB ^^¿f^ 

^0^ %^^ 
^ « M R %^¡-

MQMRCGSTAB """^5" 

SP 
1 

100 
l i o 
1.37 
547 

0.100 

no conv. 

no conv. 

>1220 

no conv. 

>1220 

>1220 

no conv. 

Jacobi 
1 

500 
207 
155 
296 

0.119 
>1220 

166 
0.060 

>1220 

178 
0.060 

>1220 

>1220 

162 
0.899 

ILU 
1 

100 
69 

0.109 

no conv. 

60 
0.030 

51 
0.029 

92 
O.059 

51 
0.089 

>1220 

61 
0.129 

51 
0.089 

SSOR 
1 

100 
91 

0360 

no conv. 

>1220 

65 
0.039 

>1220 

67 
0.050 

>1220 

no conv. 

50 
0.119 

Diagopt 
1 

500 
211 

1.640 
282 

0.119 
>1220 

159 
0.060 

>1220 

174 
0.060 

>1220 

>1220 

174 
1.040 

MDG+ILU 
1 

100 
54 

0.060 
68 

4.459 
60 

0.030 
37 

0.020 
61 

0.039 
38 

0.019 
67 

4.470 
42 

0.060 
37 

0.050 

RCM+ILU 
1 

100 
37 

0.039 
42 

i910 
31 

0.019 
26 

0.010 
37 

0.019 
27 

0.019 
41 

2.910 
30 

0.030 
27 

0.030 

En los casos en que se consigue la convergencia, el mejor precondicionador 
vuelve a ser el ILU(O). Asimismo, la utilización de alguna técnica de reorde­
nación no sólo la mejora, sino que en casos como los métodos BiCG y MQMR 
consiguen converger. La renumeración con Cuthill-McKee Inverso es la más 
efectiva. Sin embargo, aún reordenando, la convergencia no se consigue con 
los métodos CGN, LSQR y QMR. 
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1 j— 
BiCGSTAB+ilu 

CGS+ilu 
MQMRCGSTAB+ilu 

MTFQMR+ilu 
QMRCGSTAB+ilu 

TFQMR+ilu 
VGMRES+ilu 

••• ,̂ 

50 

Iteraciones 

80 90 100 

Figura 10.85: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para isla (1220 ecuaciones) 
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mdg.TFQMR+ilu 
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-
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1 1 

30 40 
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50 

Figura 10.86: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Grado Mínimo para isla (1220 ecuaciones) 
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'; 
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Figura 10.87: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Cuthill McKee Inverso para isla (1220 ecuaciones) 

Figura 10.88: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666 
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Figura 10.89: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666 reordenada con 
Grado Mínimo 

Tabla 10,12: Ejemplo 11 (12666 ecuaciones): número de iteraciones y tiempo de CPU 
(en segundos) para los distintos métodos sin precondicionar y con distintos precondi-
cionadores 

isla(12666) 

VGMRES ^^°J: n°Iter. 
t(seg.) 

r^r-c n^Iter. 
t(seg.) 
n°Iter 

BiCGSTAB f, , 
t(seg.) 

TFQMR ";^*"t t(seg.) 

QMRCGSTAB ^¡^J-

MTTQMR J J ^ 

MQMRCGSTAB ^¡^^\ 

SP 
1 

100 
140 

64.589 

no conv. 

no conv. 

>12666 

>12666 

>500 

no conv. 

ILU 
1 

500 
296 

37.290 

no conv. 

216 
2.909 

>12666 

249 
3.500 

>500 
242 

18.509 

SSOR 

no conv. 

no conv. 

284 
3.289 

no conv. 

303 
3.850 

no conv. 

336 
32.099 

MDG+ILU 
1 

500 
119 

5.779 
138 

2.309 
68 

1.460 
197 

3.769 
76 

1.600 
149 

8.019 
77 

2.860 

RCM+ILU 
1 

500 
58 

1.639 
43 

1.029 
42 

1.009 
124 

2.420 
43 

1.080 
41 

1.310 
39 

1.230 
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Figura 10.90: Estructura sparse de la matriz isla para n = 12666 reordenada con 
Cuthill-McKee Inverso 

1 
BiCGSTAB+ilu 

MQMRCGSTAB+ilu 
QMRCGSTAB+ilu 

VGMRES+ilu 

100 150 

Iteraciones 

300 

Figura 10.91: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) para isla (12666 ecuaciones) 
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mdg.BiCGSTAB+ilu • 
mdg.CGS+ilu • 

mdg.MQMRCGSTAB+Uu • 
mdg.MTFQMR+ilu • 

mdg.QMRCGSTAB+ilu • 
nidg.TFQMR+iIu • 

indg.VGMRES+ilu • 

100 

Ileraciones 

Figura 10.92: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Grado Mínimo para isla (12666 ecuaciones) 

- I r 
rcm3iCGSTAB+ilu 

rcm.CGS+ilu 
rcm.MQMRCGSTAB+ilu 

rcm.MTFQMR+ilu 
rcm.QMRCGSTAB+Uu 

rcm.TFQMR+Uu 
rcm.VGMRES+Uu 

60 80 
Iteraciones 

100 120 

Figura 10.93: Convergencia de diferentes métodos de Krylov precondicionados con 
ILU(O) después de reordenar con Cuthill McKee Inverso para isla (12666 ecuaciones) 
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En las figuras 10.85-10.87 se presentan las curvas correspondientes a la con­
vergencia de los distintos métodos precondicionados con ILU(O) con las di­
ferentes renumeraciones y sin renumerar. La suavidad de las curvas para los 
sistemas reordenados se constata en las figuras 10.86 y 10.87. 

Para el sistema de 12666 ecuaciones, el número de métodos que convergen 
se reduce a seis, debido al mayor número de condición de la matriz. Este caso 
sólo converge cuando no está renumerado, para los métodos, VGMRES (que 
es el único que converge sin utilizar alguna técnica de precondicionamiento), 
BiCGSTAB, QMRCGSTAB y MQMRCGSTAB, que lo hacen sólo cuando están 
precondicionados con ILU(O) o SSOR. 

Las figuras 10.91-10.93 muestran las curvas para los distintos algoritmos 
precondicionados con ILU(O) y las correspondientes renumeraciones con Gra­
do Mínimo y Cuthill-McKee Inverso, en donde queda reflejado el beneficioso 
efecto de este último algoritmo. 

y 
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Conclusiones y líneas futuras 

En esta tesis se ha estudiado, en primer lugar, la resolución de sistemas de 
ecuaciones lineales de matriz sparse m.ediante métodos iterativos basados en 
subespacios de Krylov, dotados de distintas técnicas de precondicionamiento, 
así como la aplicación de algoritmos de reordenación para mejorar el efecto del 
precondicionamiento. Por otro lado, se han aportado tmas variantes para los 
métodos de cuasi-mínimo residuo que hemos denominado métodos Modifica­
dos. Finalmente, se ha presentado un número considerable de experimentos 
numéricos que nos ha permitido extraer las siguientes conclusiones: 

Para los sistemas simétricos, en general, la estrategia iterativa de resolución 
está clara: el m.étodos del Gradiente Conjugado es el más eficaz tanto en núme­
ro de iteraciones y suavidad de la convergencia, como en coste computacional. 
Sin embargo, puede ocurrir que para matrices no definidas positivas este mé­
todo no llegue a converger (ver por ejemplo la figura 10.8). 

Para los sistem.as no simétricos, la estrategia más adecuada no está igual de 
clara y depende, en general, de varios factores. 

De los métodos de ortogonalización, el algoritmo GMRES y sus variantes, 
que hemos aplicado en todos los ejemplos, podemos destacar que aunque se 
trata de un método muy robusto y seguro, es generalmente más costoso con 
respecto a otros métodos estudiados, especialmente en lo que se refiere a me­
moria y a tiempo de CPU. En cambio presenta una convergencia monotórüca 
en tm número de iteraciones relativamente corto. El VGMRES ha permitido uti­
lizar de forma combinada élfull-GMKES y el restarted-GMRES, lo que redunda 
en tm ahorro en el coste computacional. 

Los métodos de biortogonalización han resultado los más adecuados, so­
bre todo para los sistemas de menor dimensión. Generalmente, los métodos 
BiCGSTAB, QMRCGSTAB y su versión modificada MQMRCGSTAB, son los 
que presentan una convergencia más rápida y barata en todos los casos, sien­
do los dos últimos los que presentan curvas de convergencia más suaves, con 
menos fluctuaciones, aunque el tiempo de computación puede ser algo mayor. 
Además, junto con el VGMRES, son los que han funcionado eficientemente en 
casi todos los problemas no simétricos presentados. 



180 Conclusiones y líneas futuras 

Respecto a las versiones modificadas de los métodos de cuasi-minimo resi­
duo, propuestas en esta tesis, los resultados obtenidos indican que, en general 
proporcionan curvas de convergencias más suaves que las versiones originales, 
aunque el coste computacional suele estar por encima. En los ejemplos analiza­
dos se ha comprobado que los algoritmos Modificados poseen características 
similares a las del GMRES, pero con un menor coste computacional que éste. 
Este comportamiento más robusto de los métodos de tipo QMR Modificados 
ha permitido alcanzar la convergencia en algunos casos en que los métodos 
originales no lo consiguieron. 

La familia de métodos basados en la Ecuación Normal, representada aquí 
por los algoritmos CGN y LSQR, no parece competitiva para el tipo de ejem­
plos que proponemos, en su mayoría problemas de Convección-Diftisión, por­
que su coste resulta elevadísimo. En efecto, no se ha logrado la convergencia 
en prácticamente ninguno de los casos, ya que, o bien el número de iteraciones 
necesario era mayor que la dimensión del sistema, o bien el tiempo de com­
putación era mucho más elevado que el de la m^ayoría de los otros métodos, 
incluido el VGMRES. 

Las aplicaciones numéricas indican que no sólo es fundamental utilizar téc­
nicas de precondicionamiento para la resolución de los sistemas de forma efi­
ciente, ya que aceleran la convergencia y la suavizan, sino también la elección 
del precondicionador adecuado, dependiendo de cada problema. En general, 
de los precondicionadores utilizados, el ILU(O) resultó el nnás competitivo, aun­
que el precondicionador SSOR pueda ser en ocasiones menos costoso en tiempo 
de CPU. En cualquier caso, debemos señalar que en determinados problemas 
y para determinados métodos no es posible la convergencia cuando se precon-
diciona el sistema, debido a que pueden existir algimas entiadas nulas en la 
diagonal de la matriz. 

Se ha comprobado, asimismo, que el efecto de la renumeración mejora sen­
siblemente la velocidad de convergencia y, en particular, reduce el coste com­
putacional cuando se utilizan los precondicionadores ILU(O) y SSOR, ya que 
se mejora las características de los mismos. Por otro lado, el tiempo requerido 
para la reordenación es siempre muy inferior al total del proceso. 

Queda pues patente, a modo de resumen, que lo que hemos definido con\o 
estrategia RPK {Reordenación, Precondicionamiento y Método de Krylov) para la 
resolución de sistemas de ecuaciones lineales debe considerarse de manera que 
cada uno de los ties aspectos sean igualmente importantes e úxenunciables. 
Asimismo, los métodos QMR Modificados suponen una elección a caballo entre 
los métodos clásicos de QMR y el GMRES. 

Este trabajo abre varias líneas futuras que deben ser estudiadas con profun­
didad. 

En primer lugar, estudiar la posibilidad de aplicar a los métodos de cuasi-
mírümo residuo modificados propuestos en esta tesis, una técnica de restart que 
permita la implementación de estos algoritmos de forma simüar a como se hace 
en el VFGMRES (ver Galán y otros [24]), lo que supondría una mejora conside-



181 

rabie del comportamiento, en cuanto a la convergencia y coste computacional. 
Por otro lado, sería muy interesante realizar tm estudio para comprobar 

cóm.o afecta a la convergencia de los métodos de cuasi-mínimo residuo mo­
dificados, MTFQMR y MQMRCGSTAB, una determinada elección del vector 
inicialización r^ y estudiar la posibüidad de encontrar nuevas formas de pre-
condicionamiento dependiendo de ésta, tal como proponen Suárez y otros [82] 
para los algoritmos CGS y BiCGSTAB. 

Habría que extender este estudio a otros precondicionadores como los ba­
sados en la inversa aproximada. 

Finalmente, y de forma similar, sería también de interés ampliar el estudio 
con otras técnicas de reordenación que permitan tener en cuenta los valores 
numéricos de los elementos de las matrices. 
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