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Resumen

El objetivo fundamental de la tesis, consiste en el estudio y propuesta de un potencial analitico
para el calculo de niveles y probabilidades de transicion de atomos ionizados como los que
aparecen en plasmas densos y calientes. En realidad, en esta tesis estudiamos una familia de
cuatro potenciales analiticos. Uno triparamétrico y tres mas que derivan de el fijando a priori
uno o dos de los parametros a ajustar. Para realizar dicho estudio, desarrollamos unos
procedimientos de calculo de energias de enlace, autovalores, auto funciones y fuerzas de
oscilador, en un formalismo relativista, que se pueden utilizar para cualquier potencial central
analitico.

Una de las conclusiones principales de esta tesis, vendria a decirnos que no es necesario
utilizar el potencial triparamétrico, pues segun sea el nimero de electrones, podremos utilizar
un potencial con menos parametros obteniendo resultados similares. Esto nos lleva a proponer
un potencial éptimo, con a lo sumo dos parametros. Estos parametros han sido ajustados
como funcién de z para los iones comprendidos entre los de la serie isoelectronica del he y la
del fe, permitiendo asi un uso sistematico del potencial 6ptimo propuesto.

Por dltimo, en el capitulo v se desarrolla una metodologia para obtener expresiones analiticas
de magnitudes fisicas que se puedan expresar a través de un funcional de la densidad de
carga electrénica. Con ella obtenemos expresiones de la susceptibilidad diamagnética, de la
polarizabilidad atdmica y de la energia de enlace en funcién de los parametros de los
potenciales estudiados.
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CAPITULO | : INTRODUCCION GENERAL.

El estudio de la materia en condiciones extremas de densidad y
temperatura comienza hacia 1930, realizandose esfuerzos para comprender
la generacién y el transporte de energia de fusién en el interior de las
atmésferas estelares. Como consecuencia de estos descubrimientos
realizados en el campo de la Astrofisica, se obtiene la ley de ionizacioén
de Saha, la ecuacién de estado para un gas generado por Fermi-Dirac, y
las primeras teorias sobre el transporte de la energia por radiacién en
la materia a alta temperatura, asi como un primer conocimiento sobre las

reacciones termonucleares.

Desde el descubrimiento del laser, en los afios 60 por Basov, se
pensé en reproducir condiciones astrofisicas en el laboratorio. Mediante
descargas de gases, a través de interaccién de laser con la materia, o
mediante la aceleracién de iones y su interaccién con la materia, ha sido
posible alcanzar temperaturas de varios KeV y densidades cercanas a 600
veces la densidad del deuterio-tritioc liquido. En los laboratorios de
Lawrence Livermore, Los Alamos, y en la Universidad de Rochester en
Estados Unidos, asi como en la Universidad de Osaka en Japdn, y en los
laboratorios europeos se ha avanzado notablemente en las dos ultimas
décadas, en la obtencién de experimentos donde se han alcanzado las

condiciones anteriores.

El proceso por el cual se alcanzan esas condiciones se obtiene
al irradiar con laseres o haces de iones, céapsulas de deuterio-tritio con
capas de materiales de numero atdmico Z variable (desde plasticos hasta
oro). La energia depositada por el laser se transforma en energia térmica

de los electrones y radiacién, alcanzando temperaturas de varios KeV
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después de una alta compresién. El deuterio-tritio emite radiacién que
pasa o es absorbida por los materiales que lo envuelven hasta que se

alcanzan condiciones termonucleares.

En estas condiciones de alta temperatura y elevada densidad, la
estructura de los niveles energéticos de los atomos del plasma sufre
cambios muy importantes. En el medic existiran iones, electrones y el
campo de radiacién producido térmicamente. Asi se produciran colisiones
entre los electrones libres y 1los electrones ligados, asi como la
interaccién entre de la radiacién con los electrones ligados. Por estos
mecanismos tendran lugar excitaciones, ionizaciones, asi como decaimiento

radiativo, y desexcitaciones, ademas de procesos de recombinaciones.

Cuando el medio se encuentra en equilibrio termodinamico se ha
podido determinar mediante la ecuacién de Saha la abundancia de iones en
estado fundamental, mientras que mediante la distribucién de Boltzmann es
posible conocer la abundancia de estados excitados. Para un ion dado esto
ocurre a densidades elevadas, cuando el medio esta fuertemente ionizado,
y cuando predominan los procesos colisionales y, radiativos, el medio se
encuentra en situacién de no equilibrio, lo cual obliga a evaluar dichas

abundancias iénicas mediante ecuaciones de balance.

Asi pues, un primer paso para conocer las propiedades épticas
del medio sera conocer como es la distribucién de iones del mismo. Se ha
llegado a estimar que el numero distinto de configuraciones de un plasma
de Z alto puede ser del orden de 105, lo cual es muy complejo de

determinar.

El conocimiento de estas propiedades tiene dos motivos
fundamentales: uno determinar las secciones eficaces de la interaccién de
la radiacién con el plasma y el otro es obtener el espectro de emisién o

absorcién con el cual diagnosticar la densidad y temperatura del plasma.
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En ambos casos es necesario tratar un elevado numero de
configuraciones, lo cual implica determinar para cada una, las energias
de nivel, funciones de onda, las transiciones y sus intensidades, ademas
de los mecanismos de anchura de las lineas, para el calculoc de
opacidades, y el transporte de lineas en el caso de la espectroscopia de

rayos X.

Hasta hace pocos afios, se conocian los métodos de obtencién de
opacidades, a través de trabajos en Astrofisica, pero poco se conocia de
las opacidades de materiales de alto Z. Los experimentos no eran
publicados, y los modelos no estaban disponibles, y por tanto tampoco los
resultados. En los ultimos cuatro afios se dispone de mas informacién, y
de resultados experimentales, algunos de los cuales se han usado en la

validacién de esta Tesis Doctoral.

También se ha avanzado mucho en las técnicas de espectroscopia
de rayos X, y mediante la mejora de las técnicas experimentales y el
desarrollo de teorias atémicas, se han podido diagnosticar condiciones

del plasma.

La mayoria de los datos atémicos se basan en el modelo
autoconsistente de Dirac-Hartree-Fock (DHF), que requiere calculos
complicados, por tener un términc de intercambio no local, y por
‘necesitar un proceso iterativo. Si se usa este modelo para tratar el
elevado numero de configuraciones necesarias para definir el plasma, el
cidlculo se encarece en tiempo y en recursos de computador, sobre todo

cuanto mayor es Z.

Es por tanto necesario plantear o buscar otras vias capaces de

resolver el atomo, con menor coste y con resultados fiables.
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Uno de estos modelos podria ser eliminar el caracter no local
del método DHF, al aproximar el término no local a uno que si lo fuera y
que incluyera término de intercambio, dando lugar asi al método de

Dirac-Hartree-Fock-Slater (DHFS) o a derivados de él.

Ahora bien, en casos como el que venimos exponiendo, en el que
el volumen de datos atémicos que es preciso conocer es grande, la
solucién del modelc DHFS no aporta ganancia computacional, ya que al
persistir la autoconsistencia seria preciso iterar, haciendo costoso el

calculo.

Otra linea de interés consiste en el desarrollo de modelos que
emplean potenciales analifticos o paramétricos, lo cual permite conocer
con mayor rapidez las propiedades de atomos o iones y sus estados

excitados.

La Tesis Doctoral se encuadra en el tratamiento de &atomos en
plasmas densos y calientes, en los cuales los atomos se encuentran en
diversos estados de ionizacién, y en multitud de estados excitados. Para
su evaluacidén se empleara la via de potenciales analiticos, lo cual como

se demostrara, permite analizar muchos estados iénicos, con poco coste.

Como objetivo fundamental de la Tesis Doctoral se propondra una
familia de potenciales analiticos una vez que se analicen los existentes

en la literatura.

La validacién de los potenciales propuestos se realizara sobre
magnitudes tales como energias de nivel, o intensidades de oscilador.
Estas magnitudes se comparan con otros modelos o con resultados
experimentales. Estos potenciales permitirédn obtener mejores datos de
opacidades, asi como de espectros, aunque estos no seran objeto de la

Tesis Doctoral.
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En el capitulo II de la Tesis Deoctoral planteamos el problema
del 4&tomo multielectrénico, de su .resolucién, de 1los potenciales
analiticos mas relevantes asi como de su aplicacién. Alguno de estos
potenciales serid el punto de partida para la propuesta de la familia de
cuatro potenciales que aportamos en la Tesis Doctoral. El capitulo III lo
dedicamos a estudiar esta familia de potenciales analiticos, obteniendo
las condiciones que han de cumplir los parametros de cada potencial para
que éste tenga un comportamiento asintético adecuado e indicando el

método seguido en el ajuste.

Una vez hecho esto, explicamos las técnicas y algoritmos que
hemos desarrollado en la Tesis Doctoral para el calculo de ciertas
magnitudes que nos van a servir para la validacién de los potenciales
analiticos estudiados. Los resultados consecuencia de la metodologia
explicada en este capitulo son expuestos y comentados en el capitulo IV,
donde se termina proponiendo un potencial analitico para iones con un
numero de electrones no superior a veintiséis. Hemos tomado como limite
este elemento por la mayor variedad de resultados experimentales, ya que
para atomos mds pesados no tenemos conocimiento de su publicacién. Ademéas
la metodologia a seguir con iones de mas de 26 electrones seria la misma

que la que hemos desarrollado en esta Tesis Doctoral.

Una aplicacién interesante de los potenciales paramétricos es
que permiten el calculo analitico de diferentes magnitudes que dependen
del potencial. Pues bien, el capitulo V lo dedicamos a dar una muestra de
estas técnicas obteniendo expresiones analiticas de magnitudes como la
energia de enlace del ion o los momentos de distribucién de carga
electrénica. Finalmente el capitulo VI lo dedicamos a enumerar las
conclusiones, asi como a exponer las lineas de investigacién abiertas por

esta Tesis.
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CariTuLo !l : EL ATOMO MULTIELECTRONICO. POTENCIALES ANALITICOS.

1.- El1 atomo multielectrénico. Aproximacién de campo central :

El estudio teérico de atomos con varios electrones es un
problema sumamente complejo. Recordemos que el problema de varios cuerpos
es ya, en los ambitos de la mecanica clasica, un asunto de extraordinaria
dificultad. En un A4tomo, ademdas de un problema de muchos cuerpos,
contamos con que la repulsién entre los electrones no es nada
despreciable, y su estudio ha de hacerse en el formalismo de la mecénica

cuantica. Esto da i&ea de la gran complejidad del problema.

Una primera dificultad es  1la ausencia de wuna ecuaclén
relativista exacta que permita el analisis de varios electrones en
interaccién, pues la ecuacién de Dirac resuelve el caso de un unico
electrén. La ecuacién de Breit (Bethe y Salpeter, 1977) constituye un
intento de solventar este problema. En esta ecuacidédn aparecen términos
asociados a las interaccicnes spin-spin, spin de un electrén con 1la
drbita de otro, etc. Por tode lo cual resulta demasiado laboriosa y se ha
utilizado preferentemente para resclver el &tomo de helio con el
propésito de validar las teorias cuanticas en un sistema mas complejo que

el atomo hidrogenoide.

Debido a la complejidad de este modelo se buscan métodos que,
aunque menos precisos, puedan aplicarse a cualquier 4atomo o ion.
Prescindamos de una serie de efectos relativistas que pueden se tratados

en un posterior estudio como perturbaciones al sistema atémico (cualquier
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tipo de interaccién magnética del spin del electrén con su movimiento
orbital, pequefios efectos como interacciones spin-spin, correcciones
debidas a las dimensiones del nacleo o a sus momentos dipolar magnético o
cuadrupolar eléctrico) y consideremos un atomo formado por un nicleo
puntual de carga Ze y rodeado de N electrones. Su hamiltoniano vendra
dado por (Galindo y Pascual, 1978)

N

N N
2 2 2 2
__ _h 2 _ kK 2 _ Ze e
¥ = W Vo > E v, E 5 + E S (I1.1)
pes 10 1)

i=1 1 1=1
1<j

donde m y M son las masas del electrén y del nicleo respectivamente, slj
= | gi - ZJ |, siendo 36, 31,..., gu las coordenadas de posicién del

nacleo y de los N electrones. Los subindices en los operadores laplaciana
indican con respecto a qué tres variables espaciales gl se ha de derivar.

Usando las coordenadas centro de masas y relativas definidas como

=
0l
+
-~z
=]
wnd

(I1.2)

v
1]

il

-

=l
"

wl
1

ul

2 . N N 2 N N
- h 2 k 2 Ze e 1 .
¥ = 2(M + Nm) v 2 1 Z v Z r +Z Ty * szi vj

i1=1 i1=1 1=1 i=1

1<) 1<)

(I1.3)
donde, ahora los operadores nabla son con respecto a 1las nuevas
coordenadas, r = | ?i - ?j] y u = mM/(m+M) es la masa reducida del

i}
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electrén con respecto al nucleo, que en lo sucesivo supondremos
aproximadamente igual a m. Ademas, se puede demostrar que el dudltimo
sumando de (II.3), llamado término de polarizacién de masa o de
Hughes-Eckart, tiene un efecto despreciable en las situaciones de interés
fisico (Condon y Shortley, 1957).

El hamiltoniano (II.3) se puede separar en suma de dos: uno,
constituido por el primer sumando, que sélo depende de la coordenada del
centro de masas, Hcm. y otro formado por el resto de los sumandos que
depende solamente de las coordenadas relativas, RP. Esto permite suponer

las autofunciones de (II.3) como producto de 1las correspondientes

autofunciones de Rcm y Rr y los autovalores de (I1.3) como suma de los

autovalores de los hamiltonianos centro de masas y relativo. El problema
de busqueda de los autovalores y autofunciones de }gm estd totalmente
resuelto, ya que corresponde al movimiento de una particula libre de masa
M+Nm. Por tanto, el problema del Atomo multielectrénico consiste en 1la
resolucién de 1la ecuacidén de Schrodinger estacionaria asociada al

hamiltoniano relativo. Esta en unidades atémicas (k= m =e = 1) sera

NIH

N

2 2 1 2 2, _ > 2

Vi - ¢+ E: - ¢(F1,---,F“) = E w(rl,...,rﬂ)

1 1]
1<)

(I1I1.4)

donde Y es la parte radial (la parte de spin se puede extraer ya que el
hamiltoniano relativo es independiente de dicha magnitud) de la funcién
de onda del sistema electrénico, y E es la energia a ella asoclada.
Debido a 1la presencia del término 1/rlj, la ecuacién (II.4) no es
separable y por tanto, no se puede resolver analiticamente. Esta

dificultad hace necesario recurrir a métodos aproximados.
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La aproximacién de campo central se basa en considerar que
sobre el electrén i-ésimo actﬁa‘ un potencial efectivo Vl(rl) que
representa la atraccién nuclear, y un efecto promediado de las
repulsiones entre este electrén y los N-1 restantes. Ademds este,
potencial se supone central, o sea, que sélo depende de la distancia, ro
a la que se encuentre el electrén del centro del campo (del nicleo).
Estas consideraciones llevan a reescribir el hamiltoniano electrénico

(relativo) como

N
= - 1
® = 5 vf + v (r) + W (I1.5)
i=1
con
N
N
_\ | _Z 1
W= { Vi(ri) = * E:-jr- } (11.6)
i . ij
1<}
i=1

El problema consiste en buscar un potencial central de manera
que W sea lo suficientemente pequefio y pueda ser tratado por teoria de

perturbaciones.

El efecto principal que, sobre un electrén del &tomo, causan
los N-~1 electrones restantes es apantallar la atraccién central
culombiana que sufre este electrén debido a la presencia nuclear. Resulta
por ello légico suponer que gran parte del término de repulsién tendra
que tener simetria esférica. Asi se puede suponer que el potencial

efectivo viene dado por (Bransden y Joachain, 1983)

V(r) = - =- +-S(r) (I1.7)
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Aunque la determinacién de 1la forma de S(r) es bastante
laboriosa, el comportamiento de este potencial efectivo es facil de
predecir a grandes y pequefias distancias del niicleo. Si consideramos un
electrén a una distancia del nucleo, r., muy grande comparada con las
distancias, rJ, a las que se encuentran del nicleo los N-1 electrones
restantes, podremos suponer que r 2 r y, por tanto, el potencial que

1) 1
sufre este electrén vendra dado aproximadamente por

N-1
Vi(i)e- +Z—1——-Z'N+1 (11.8)
i 1 r r

1
=1

lo que corresponde al potencial culombiano nuclear apantallado por los
N-1 electrones restantes. Si ahora nos fijamos en un electrén que se
encuentra en la vecindad nuclear, podremos suponer que r = rj y, asi el

i)
potencial sentido por el electrén cercano al nicleo es

. - 1 __ 2
Vi(rl) = + - = = + cte. (I1.9)

donde se ha realizado un promedio sobre la suma de las inversas de las

distancias de los N-1 electrones restantes al nicleo.

La determinacién dél potencial central efectivo a distancias
intermedias es un problema bastante mas dificil y es atacado
fundamentalmente por dos métodos bien distintos: el método estadistico de
Thomas-Fermi (TF) (Thomas, 1926; Fermi, 1927) y el método autoconsistente
de Hartree-Fock (HF) que es debido a una mejora que hace Fock (1930) al

método ideado por Hartree en 1928.

10
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2.~ Método de Thomas-Fermi :

Las hipdétesis sobre las que se basa este método son: suponer al
atomo constituido por un gran namero de electrones (es un modelo
estadistico), suponer que el potencial central sobre un electrén
particular es el mismo para todos los electrones y que varia muy
lentamente (a lo largo de una longitud de onda asociada al electrén), de
manera que en una regién finita del espacio pueda considerarse constante.
Podremos asi admitir que localmente el sistema de electrones admite un
tratamiento de gas perfecto (gas de Fermi), con lo que la densidad de

carga electrénica en unidades atdémicas sera

3/2
(2 E)

p(r) = - — (II.10)
3n

siendo EF la energia de Fermi, es decir la energia cinética maxima de los

electrones. Ademas, si suponemos que los electrones interaccionan lo

suficiente entre si para que se estableza el equilibrio termodindmico en
las distintas regiones del &tomo, se tendr4& una energia maxima
independiente de la posicién. Haciendo coincidir el origen de energias

con el valor constante de esta energia mdxima se tiene que

Vx(rxj = V}F(r) = - EF (I1.11}
Combinando las ecuaciones (II.10) y (II1.11) con la ecuacién de
Poisson para la distribucién de carga electrénica se llega la ecuaclén de

TF, que nos proporciona el potencial central

2 4 3/2
v [—VTF] = 3 [— 2 VTF] (I1.12)

11
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Normalmente la ecuacién anterior se plantea en términos de la

funcién de apantallamiento para los atomos neutros, $(r), definida por

_ Z &(r)
VTF(r) = ——?—— (11.13)
La ecuacién (II.12) se transforma en
x% 9 (x) = #(x)*? (11.14)
donde ademas se ha hecho el siguiente cambio de variable
4 2/3 1/3
X =2 [ ] z r = r/b (II.15)
3n

Asi expresada, la ecuacién de TF es unica para todos los
dtomos. Fue integrada numéricamente en 1931 por Bush y Caldwell para las

siguientes condiciones de contorno

®(0) =1 vy £££ ¢(x) =0 (11.16)

Este método no solo es aplicable a atomos. También lo es a
iones positivos. La expresién del potencial de TF que contempla este caso

es (Cowan, 1981)

V (r) = - 2 &(r)

1
F - T (Z - N) (I1.17)

0

siendo T, el radio de una esfera en la que se suponen confinados los N

electrones y ®(r) es la solucién de la ecuacién (II.15) que satisface las

12
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siguientes condiciones de contorno

$(0) =1 , &(x) =0y x¥(x)=-(2-N/2Z (11.18)

aqui X, se obtiene de r, v (II.15).

Ademas, al ser un modelo estadistico funciona mal para atomos
con pocos electrones. El modelo de TF tiene un mal comportamiento a
grandes y pequefias distancias del nucleo. El problema a grandes
distancias fue corregido por Latter (1955) tomando el sigulente potencial

central medio

_ Z-N+1
V(r) = min { VTF(r) , = } (11.19)
Otra mejora importante al TF 1la introduce Dirac (1930),
incluyendo 1la interaccién de intercambio correspondiente a un gas de
electrones libres en la energia potencial. Esto da lugar al método de

Thomas-Fermi-Dirac (TFD), en donde el potencial medio es (Cowan, 1981)

Z &(r) 1 (1 )% 1
V'I‘FD(F) = - ——r—— + —2-[-21-1!—] + -ITO (2 - N) {I11.20)
y ®(x) solucién de
s 1172 3
¢’ (x) =x {[-;—) + B } (I1.21)

satisfaciendo las siguientes condiciones de contorno :

— - 2 ’ - = - -
®(0) =1, Q(xo) = (B xo)/16 , xo¢ (xo) ¢(xo) (2 - N)/2
(11.22)

1/2
siendo B = [b /@2 Z]] (11.23)

13
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3.- El1 modelo autoconsistente de Hartree-Fock :

Esta aproximacién contempla el principio de exclusién de Pauli,
suponiendo la funcién de onda del atomo dada por el siguiente

determinante de Slater

o (@)...... o ()
1 q 1
1 L1 . N
v = . . (I1.24)
N! 3 2
e (F)...... e (r))
a N a 1!
donde AR representan los conjuntos de nimeros cudnticos que

definen el orbital. Estos son : n, numero cuantico principal, 1, orbital,
m tercera componente de 1, y la tercera componente de spin, m_. Por otro

lado, este método estad basado en el principio variacional, que establece
E, =<¥ [ ¥|¥>=EW (11.25)

sindo EO la energia del estado fundamental, ¥ cualquier funcién de

onda prueba normalizada, y ¥ el hamiltoniano electrénico

H=H + X (11.26)
1 2 .
N N
H =Zh =Z [— 12 2 ] (11.27)
1 i 2 1 ri
1i=1 i=1
N
: 1
R = Z-— (I1.28)
2 r

14
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Pues bien, teniendo en cuenta la actuacién de las funclones
determinantales sobre operadores a uno y dos cuerpos, Se puede obtener

para el valor esperado del hamiltoniano

<w|ﬂ|w>=ZI+1ZZ[J - K ] (11.29)
q qp qp
q q P

donde los indices q y p recorren las diferentes configuraciones de

N

nameros cuanticos presentes en el determinante de Slater y

_ 2. >
Iq =< wq(rl) l h,1 | wq(ri) > (I1.30)
- > > > 2
Jqp < wq(rl) ¢p(r2)| i/r | ¢q(rl) wp(r2)> (I1.31)
_ = > 2 2 .
Kﬁp =< wq(rll wp(rz)l r | ¢p(r1) ¢q(r2)> (I1.32)

a los dos ultimos se les denominan término directo y de intercambio,

respectivamente.

Una vez calculado el valor esperado del hamiltoniano se aplica
el teorema variacional. Es decir el funcional E(¥) ha de ser estacionario
con respecto a las variaciones de los orbitales presentes en ¥. Y esto
sujeto a que cada uno de estos orbitales ha de cumplir una condicién de
ortonormalidad. Asi, aplicando el método de los multiplicadores de

Lagrange, tendremos
S[E(\P)-ZZS <¢|¢>]=o (I1.33)
qap q P
L S

15
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Como la matriz formada por los multiplicadores de Lagrange,
eqp, es real y hermitica serd diagonalizable. Entonces convendra hacer la
transformacién que nos lleva del conjunto de orbitales (base) { wq} a una
base de orbitales { wq} en la que la matriz de los multiplicadores pasa a
ser una matriz diagonal formada por los elementos Eq. Con este cambio la

ecuacién (II.33) se transforma en

a[ E() - Z E <o |e> ] =0 (I1.34)

q

donde ahora la funcién ¥ se construye con el nuevo conjunto de orbitales.

Considerando variaciones del tipo wq —_ wq + awq, y por tanto,
wq.-—a ¢q‘ + 6¢§‘ y manteniendo fijos los restantes orbitales, se llega
al siguiente sistema de N ecuaciones integrodiferenciales acopladas

conocido como las ecuaciones de HF (Galindo y Pascual, 1978)

1 .2 d 2 2> D> XD D 2 _ 2
{— 5V + Vq(rl) } wq(rl) + J dr, ‘l/q(rl.r ) lllq(r ) =E y (F)

(II.35)
donde el potencial medio que actlia sobre el electrén i-ésimo consta de

dos términos : un potencial local, el potencial directo

lv ()2
+ZJ'd? a2 (11.36)
- 2 r12

y el de intercambio que es no local

ViR = -
q 1

ﬁIN

1

v"(?l,?z) = —Z w’(‘r’z) 11_ ¥ (?1) s (11.37)
q - P 12 P sp” ®sq
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El método seguido en la resolucién de las ecuaciones de HF es
un proceso iterativo que se inicializa con un conjunto de orbitales
prueba que sirve para generar los potenciales (II.36) y (II.37). A
continuacién se resuelve el sistema (II.35) y con el conjunto de
orbitales que se obtiene de esta resolucidén se inicia el proceso. Este
procedimiento se repite hasta que una generacién de orbltales y la

siguiente se parezcan tanto como se desee.

Tanto para resolver las ecuaciones de HF como a la hora de
evaluar correcciones relativistas, la no localidad del potencial de
intercambio se convierte en un gran inconveniente. Por esta razén se
suelen buscar aproximaciones locales del menciocnade potencial. Slater
propuso utilizar el potencial de intercambio correspondiente a un gas de
electrones libres. Esta aproximacién da lugar al método de
Hartree-Fock-Slater (HFS).

Ya indicdbamos al principio de este capitulo la no existencla
de una ecuacién relativista para el atomo multielectrénico. Ahora bien,
una manera de introducir efectos relativistas en las ecuaciones de HF es
sustituir el hamiltoniano a un cuerpo monoparticular hx de (I1.27) por

el de Dirac, es decir
h =c&’-3+c23--f—1 (11.38)

donde a y B son las matrices de Dirac, ¢ la velocidad de la luz, 3 el
operador momento lineal e I la matriz identidad. Ademds en este método
hay que sustituir los orbitales, que son funciones escalares, por los
spinores, que son vectores columna de cuatro elementos. Este
procedimiento da lugar a los método de Dirac-Hartree-Fock (DHF) o Dirac-
Hartree-Fock-Slater (DHFS), segun se trabaje con el potencial de
intercambio de (II.37) o con 1la aproximacién local anteriormente

comentada.

17
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4.- Potenciales analiticos o paramétricos :

Como hemos visto en el capitulo anterior, el método de HF
requiere célculos muy complicados debido a que contiene un término no
local (el término de intercambio). Ademds, debido a la autoconsistencia,
exige un proceso iterativo. Esto hace que en ocasiones sea linteresante

plantear otras vias de resolucién del &tomo.

Cuando se trata de evaluar términos relativistas, como la
interaccién spin-érbita, se suele acudir a métodos que consisten en
utilizar una aproximacién local del término no local que incluya efectos
de intercambio y correlacién. Habitualmente estos métodos son mejoras del
de HFS. Ahora bien, si el nuimero de datos atémicos necesario es elevado
el proceso iterativo debido a la autoconsistencia implica un coste

elevado en tiempo de calculo.

Asi, en plasmas densos y calientes, como los que aparecen en
los experimentos de interaccién con laseres o haces de particulas, nos
encontramos con Atomos ligeros o pesados que estidn en distintos estados
de ionizacién y en estados excitados. El1 calculo de las propliedades
6pticas del plasma requiere un conocimiento de todos estos estados, lo
cual si se emplea un modelo de tipo DHF o DHFS requeriria un tiempo de
calculo enorme. Por esto, la busqueda de expresiones analiticas para el
potencial es una alternativa interesante a estos métodos
autoconsistentes, ya que el prescindir de la autoconsistencia dota a los
cadlculos de gran rapidez. Ademds, las aproximaciones analiticas citadas
conducen a unas expresiones de diferentes magnitudes fisicas que son muy
concisas y facilitan la comprensién de los procesos fisicos descritos por

dichas magnitudes.

Lo que resta de capitulo lo dedicamos a hacer una revisién de

los potenciales analiticos mas relevantes que aparecen en la
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bibliografia, explicando: su método de obtencién, el contexto en que han
sido calculados ( relativista o no relativista, para atomos neutros y/o

ionizados) y un breve resumen de las aplicaciones.

Los primeros potenciales analiticos se basan en el concepto de
funcién de apantallamiento introducido en el modelo estadistico de TF. O
mejor dicho, en un ajuste de la funcién de apantallamiento numérica
obtenida por Bush y Caldwell (1931). Entre estos potenciales paramétricos
podemos. destacar los que se obtienen de (II.13) y de las sigulentes

expresiones de la funcién de apantallamiento :

En 1932 Sommerfeld propone la slgulente expresién para la

funcién de apantallamiento

a -a
$_(x) [1 + [ % ] "] 3 (I1.39)

1

donde a1 = 122/3 .

[+
1]

0.772 vy a, = 3.885.

En 1952 el ajuste propuesto por Gaspar es

expl -alx]
¢G(x) = (II.40)
1 + azx

siendo a1= 0.1837 vy a2= 1.050.

En 1955 Teitz propone un ajuste uniparamétrico dado por

1

(II.41)
(1 + a X )2

¢T(x) =
con a1 = 0.53626.
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Latter en 1955 propone una expresién con siete parametros
6
12 7!
o - [ z a, x ] (11.42)
i=0
siendo a= 1, a = 0.02747, a= 1.243, a= - 0.1486, as= 0.2302,
a_= 0.007298 y a.= 0.006944.

En 1958 Green propone

a_ x
¢hr(X) =a exp[ --g; ] + (1 - al) exp[ - ] (II.43)

obteniendo los parametros, a = 0.349, a2= 3.560 y a= 5.220.

En 1969 Green, Sellin y Zachor notan, al representar en un
esquema semilogaritmico la solucién numérica de (II.14), que ésta sugiere
la forma de una funcién de distribuciénvgeneralizada y, consecuentemente

con esto, proponen la siguiente expresién

-1
X
¢gdf(x) = [ a [ exp[ e ] -1 ] + 1 ] (I1.24)

1

siendo a = 4.478 y a= a1 + 1.

Todas estas expresiones, como ya hemos dicho, han sido
ajustadas a la funcién de apantallamiento solucién numérica de (II.14).
Ahora bien, el concepto de funcién de apantallamiento ha servido para
proponer muchas formas de potenciales analiticos, aunque 1luego se
utilizan otros métodos muy diversos de obtencién de los paréametros.

Veremos, a continuacién, algunos potenciales analiticos.
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5.- E1 modelo de particula independiente de Green, Sellin y Zachor:

En la aproximacién de particula independiente (IPM) propuesta
por Green, Sellin y Zachor (1969) la ecuacién radial que se obtiene a
partir de suponer orbitales dados por el producto de una parte radial,
P;l(r), un arménico esférico y una funcioén de spin en la correspondiente

ecuacién de Schrédinger, sera

2
( 14 10+ . E J P (r) =0 (11.45)

2 dr2 2 r2

donde U(r) es el potencial analitico que se obtiene de usar la funcién de
apantallamiento (II.44) en la expresién (II.13) y Enl es el autovalor

asociado al orbital de nimeros cuanticos n y 1.

Se observa que (II.44) a grandes distancias (x > 8) cae mas
rapido que 1la solucién de (II.14). Esto viene bien, ya que los
potenciales de TF o de TFD, han de ser corregidos a grandes distancias
para que caigan mas rapido (Latter, 1955). Al wutilizar (II.44) no
necesitaremos hacer estas correcciones, que nos Introducirfan wuna

discontinuidad en la primera derivada del potencial, el potencial sera

U(r) = -

'1|»-

{ (z - 1) a(r) + 1) (1I.46)

YA ¢gdf(x) -1

Q(x,2) = (11.47)

Z2-1

Al hacer un primer ajuste de Q se observa que los parametros
. 1/3
varian con Z°7, en vez de permanecer constante. Esto motiva un cambio en

la variable independiente; o seas, que se usard r en lugar de x.
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Entonces, la funcién de apantallamiento propuesta es
/d -1
Q(r) = [H (e -1) +1 ] (I1.48)

Los parametros de forma, H, y de escala, d, son ajustados a la
solucién numérica de la ecuacidén (II.14) dando el siguiente resultado : H
= 0.72 2}° y d=0.57. Con estos parametros se obtienen autovalores
cercanos a los obtenidos por Latter (1955). Ademds, se observan mejoras

al hacer variaciones locales de los parametros H y d.

5.1.- Otros ajustes fenomenolégicos del modelo de IPM-GSZ :

S.1.1.- Ajuste al modelo de Hartree-Fock-Slater :

A partir del potencial obtenido con los calculos HFS y de la

expresién (II1.46), se <calcula 1la funcién de apantallamiento que
proporciona dicho modelo, g%rs' A continuacién se hace un ajuste de
minimos cuadrados entre Q}u-‘s y la chz de la expresién (11.48), para cada
valor de Z, obteniéndose que d fluctda alrededor de un valor promedio de
0.8 y que H crece con el nimero de electrones del core, p=Z2-1, y muestra

fluctuaciones en correlacién con las del parametro de escala, d.

Empiricamente se encuentra que,

K=o =ap” (I1.49)

con v = 0.4 y « = 1.05. Con esta expresién se convierte (II.48) en una

funcién de apantallamiento uniparamétrica, y se repite el ajuste en el

22

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



parametro d, obteniendo que tanto la uniparamétrica como la biparamétrica
ajustan bien a gaws a pequeflas distancias, mientras que es la
biparamétrica la que mejor lo hace a grandes distanclas.

5.1.2.- Ajuste utilizando autovalores HFS :

Un ajuste mds directo es el que se hace utilizando un conjunto
de niveles de energia procedentes de calculos HFS (Herman y Skillman,

1963), EJ(HFS), e imponiendo que la siguiente expresién sea minima

[ E (HFS) - Ej]
= > (I11.50)
[EJ(HFS) ]

donde E , que dependera de los parametros, es el autovalor calculado con
el IPM-GSZ y p es el entero que determina el pesc dado a cada punto. Los
me jores resultados se obtienen para p=1. Usando los parametros d y « (de
(I1.49)) se obtienen valores parecidos a 1los obtenidos en el método

anterior.

5.1.3.- Ajuste utilizando autovalores HF :

Se sigue un procedimiento andlogo a lo anterior, pero
utilizando las energias HF, EJ(HF) (Mann, 1968), para obtener los
pardmetros d y «. En este caso, puesto que los calculos HF incluyen
término de intercambio, el potencial asi ajustado incluirid efectos de
intercambio. Se obtienen resultados mas aproximados a los HF que los

obtenidos con el método HFS.
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5.1.4.~- Ajuste a las energias experimentales :

Se utilizan energias de ionizacién experimentales (Sliegbahn et
al., 1967), previamente modificadas para eliminar 1los efectos de
spin-érbita y para numeros atémicos superiores a S50 también para eliminar
los efectos relativistas, para determinar unos parametros d y « similares

a los de los otros casos.

5.2.- E1 modelo IPM GSZ relativista :

Es debido a Dareweych, Green y Sellin (1969) y se basan en de

la ecuacioén

d2u+{_ 1 d°v _ B[dV ]2+ K dv
dr? ¥ g2 106 U 4r 29T ar
o’ K(K + 1)
(e -V) ¢ - —————— } u=20 (II.51)
2 2
r
siendo,
2
_ 1 4 _p _ 2 _ e
¢——2—[8-V+—2—] , € =E mc , a—-ié- ,
o
K=(1 - J)(2j + 1) y Fnu(r) = q{J”2 u(r) que es la componente

mayor de la parte radial de la funcién de onda.

La ecuacién (II.S51) se obtiene de las ecuaciones radiales de

Dirac acopladas cuando se desprecia la componente menor.

Pues bien, utilizando autovalores HF relativistas y también
energias experimentales, son determinados los parametros del potencial,
obteniéndose valores para d y H que dependen de los datos utllizados en

el ajuste.
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5.3.- E1 modelo IPM-GSZ ab initio :

Se trata de un método ab initio de determinacién del potencial
IPM-GSZ, que puede sustituir con ventaja a los ajustes fenomenolégicos
anteriormente descritos, ya que elimina la sensibilidad caracteristica de
estos ajustes con el tipo de datos o con los pesos utilizados en la

minimizacién. Este método se debe a -Bass, Green y Wodd (1973).
5.3.1.- Formulacién del problema variacional :

Se suponen unos orbitales de la forma siguiente,

_ 1
Wnlmi(r,S) = = Pnl(r) Ylm(e,w) xi(s) (I1.52)

o sea, orbitales hidrogenoides.

Ademas estos orbitales han de verificar 1la ecuacién de

Schrédinger con un potencial GSZ, que contempla el caso de A&tomos

ionizados dado por

U(r)=—%[(N-1)Q(r)+Z—N+1] (II.53)

donde Z es la carga nuclear, N el numero de electrones y Q(r) viene dada

por (II.48).

Si se promedia sobre todos los determinantes de Slater posibles
para una configuracién dada, el valor esperado del hamiltoniano nos dara

el funcional energia total (Slater, 1960), esto es

<H>-= E: w [ I+ -E-E: (W -8 ) M ] (I1.54)
nl nl 2 nl nl,n’1’ ni,n’1’

nl n’l’
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donde

00
I =JP (r)[ ~le _z ,10+1) ]P (r) dr (11.55)
nl nl 2 2 r 2 nl
0 dr 2r
4]
_ 0 _ 1 k .
Mo = Faim 7?7‘1—T_'§: c'(10;10) F:hnl (I1.56)
k=0
172
M - _of21 + 1)(21°+ 1)] Zcu(l 0:1' 0) G
nl,nl nl,nl 2 nl,n’1’
k=0
(11.57)
Kk

nl,n’1’

(o0 BN +
Gnl’n,l, =2 I J Pnl(rl) Pn,l,(rz)
oo

donde los coeficientes ck(l m;1’'m') estan tabulados en el apéndice 20 de

(Slater, 1960).

Ademas se supone que cada una de los Pnl es solucién de la

correspondiente ecuacién radial con el potencial GSZ, o sea

1 d 1 (1 +1) 1 =
(44 e CRRECEERT R E I

dr 2 r2
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(I1.58)

p (r,) P, (r)drdr,

(I1.59)

(II.60)
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Entonces, como los Pnl dependeran de los parametros del
potencial analitico, el principio variacional de minimizacién del
funcional energia total se convierte en un problema de minimizacién con
respecto a dichos parametros. O sea, los parametros que determinaran el

potenclal GSZ seran los que hagan minimo < H >.

5.3.2.- Proceso de calculo y resultados :

Se minimizara con respecto a los parémetros d y K (H/d) ya que,
segin (II.49), este Ultimo casi no varia con Z. Para la minimizacién de
(II.S&) en el espacio d-K se usan tres métodos diferentes, a saber :

(I) E1 Brute Force (Roothaan y Bagus, 1963)

(II) E1 Grid Search (Arudt y Mac Gregor, 1966)

(III) Un ajuste cuadratico, que se emplea cuando la
localizacién del minimo es aproximadamente conocida. Se hace un ajuste
cuadratico de <H> utilizando puntos de la vecindad del minimo aproximado

y luego se calcula el minimo del ajuste.

Se obtienen unos d y K que guardan buena correlacién con 2 y pu,
respectivamente, al comparar con la. que guardan los calculados por
métodos fenomenolégicos. Ademas, se obtienen las sigulentes
aproximaciones para el parametro K : K=1.17 2% si 2z 10 y K
= 0.88 < r'>. Las energias calculadas para 1<2<37 y Z2 = 50, 70, 90

tienen unos errores con respecto a los valores HF del orden del 0.01%.
5.4.- Aplicaciones del modelo IPM GSZ :
Este método ha sido y sigue siendo ampliamente utilizado. Asi
el potencial IPM-GSZ ab initio fue utilizado por Szydlik y Green (1974)

para el calculo de energias, autovalores y autofunciones de liones con 2
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hasta 18, dando resultados satisfactorios. Ademas, como laé funciones de
onda que proporciona el IPM-GSZ no son muy sensibles a las diferentes
determinaciones de los pardmetros y aproximan bien a las HF o a las HFS,
este potencial, comin a todos los electrones del atomo, proporciona una
base ortogonal y completa de autofunciones que es de gran ayuda en los
estudios de teoria de perturbaciones. Estas funciones de onda
monoparticulares han sido wusadas satisfactoriamente para calcular
secciones eficaces de scattering elastico de electrones (Purcell et al.,
1970; Ganas, et al., 1970a; Barg et al., 1971), secciones eficaces de
excitacidén e ionizacién electrénica (Ganas et al., 1970b; Sawada et al.,
1971; Kazaks et al., 1972; Wallance et al., 1973) y fuerzas de oscilador
6pticas (Ganas 'y Green, 1973). También son utilizadas en calculos de
procesos de ionizacién de capa interna (Yin et al.,1973; Chem vy
Crasemann, 1973) dando buenos resultados al comparar con los cédlculos que
se obtlenen al utilizar el modelo HFS. Hahn y Watson (1973) usan estas
funciones de onda para el calculo de probabilidades de transicién de

estados ligados y del continuo en Atomos e iones altamente cargados.

6.~ Diversos Potenciales propuestos por Yunta, Rodriguez Mayquez y
Sanchez del Rio :

6.1.~ Potencial analitico uniparamétrico derivado de uno

biparamétrico:

Yunta et al. (1973) presentan un método ab Initio de
determinacién de un potencial uniparamétrico. E1 parametro se determina
mediante un proceso iterativo de resolucién de la ecuacién de Schrédinger

que finaliza al alcanzar la autoconsistencia.
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En un atomo neutro, de carga nuclear Z, un electrén, a grandes
distancias del nucleo, estid sometido a un potencial "-1/r", debido al
apantallamiento de los Z-1 electrones restantes. En la proximidad nuclear
el potencial a que estd sometido el electrén es "-Z/r+(2-1)c", que
corresponde al nuclear y al de los demas electrones (¢ es la lnversa de
la media arménica de los radios de las capas en donde se encuentran los
otros electrones). Empalmando estas dos situaciones, de una manera suave,
por una funcién exponencial, se tiene la siguiente expresién analitica

para el potencial

U(r) = [--%; + (Z - 1)c]exp[-ar] - -%7[1 - exp[-ar]] (11.61)

expresién que cumple los comportamientos extremos indicados en (I1.8) y
(I1.9). Simplificandola

U(r) = - -%r [ (Z-1)(1 -cr) expl-ar] + 1 ] (11.62)

Se puede demostrar que la variacién del potencial es
despreciable si se varian a y c simultaneamente, de manera que c+a
permanezca constante. Por tanto, a partir de aqui se trabajard con c¢=0 lo

que transforma (II.62) en la siguiente expresién uniparametrica

U(r) = -

|~

[ (Z - 1) expl-ar] + 1 ) (11.63)

6.1.1.- Método de ajuste y resultados :

Se resuelve la ecuacién radial de Schrédinger a partir de un

valor arbitrario del parametro a, obteniendo Enl y Pnl(r). El potencial,
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promediado esféricamente, gque producen los Z-1 electrones y el mnicleo

sobre el electrén i-ésimo es

. Pj(rj)
U(r) =- < + E I — dr (II.64)
i i r r j
i >
1#)

donde r =max{ r , r)
> t 3

Podemos hacer un promedio de esto para todos los electrones con
un peso (Z2-1)/Z, lo que equivale a suponer que todos los electrones
contribuyen al potencial en un punto con una carga (2-1)/2 en vez de con

carga unidad (e = 1),con lo que tendremos

o0 P2 (r)
__ 2 Z-1 1 2 nl
U =- 2 . 22 {—r } J:Pnl(r) dr+§ Ir——r dr}
nl

nl

(I1.65)
donde la suma se extiende a todos los orbitales compatibles:  con el

principio de Pauli.

A continuacién se obtiene el parémetro a de (II.63). Este sera

el que haga minima a la siguiente expresién

172

R V(r) -V (r) 42
o = % [ t c ! ] (11.66)
V(r!)

i=1

donde { r, con 1 =<1=n} es la malla radial.

Con este parametro se genera un nuevo potencial analitico y se
repite toda la operacién. Este proceso lterative finaliza cuando se

encuentra una diferencia entre dos valores consecutivos del paréametro a
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inferior a 0.001.

Se realizan calculos de estados fundamentales vy alguhos
excitados con atomos de 2 inferior a 42, pues se considera que a partir
de aqui no se pueden ignorar los efectos relativistas. Para 2 < 12 el
error al comparar con los datos experimentales es inferior al 20% e
inferiores al 40% para el resto, excepto para el 3d, que da errores mas

elevados.

Se hace el siguiente ajuste que da errcres inferiores al 50% en

los valores de las energias.
a=1.64 + .037 Z (I1.67)

Incluso para estimaciones mas groseras se puede tomar el valor

de 2.5 para a en atomos con Z2 = 41.

Cuando se estudian configuraciones excitadas se observan
variaciones considerables del parametro a con respecto al del estado
fundamental correspondiente. Variaciones que consisten en una disminucién

y que van siendo cada vez menos acentuadas conforme crece Z.

6.2.- Potencial analitico uniparamétrico derivado de un potencial

con tres parametros:

Yunta et al. (1973; 1974) parten de un potencial analitico

triparamétrico de la siguiente forma

U(r) = - -%} [ (N-1) (1 - cr) exp[—arb] +Z-N+1 ] (11.68)
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Empiricamente observan que a es mayor gque la unidad, b del
orden de la unidad, y ¢ menor que ésta. Las mismas razones empiricas
llevan a los autores a fijar los parédmetros b y ¢ en 0 y 374,

respectivamente, con lo que el potencial usado es

3/4
]

u(r) = - -%} [ (N - 1) expl[-ar +2-N+1 } (I1.69)

El parametro a se ajusta de la misma forma que se hacia en
6.1.1, o sea, minimizandc el indice de autoconsistencia (I1.66), siendo,
ahora, U(r) el dado por (11.69) y Uc(r) el de (II.65) pero con un peso
para promediar el potencial de (N-1)/N, pues no se esta restringiendo

solo al caso de &tomos neutros.

Se hace un ajuste del parametro a para los atomos neutros en
estado fundamental desde el He al U, obteniéndose un indice de
autoconsistencia, ¢, aproximadamente de 0.04 £ 0.02 para Z < 54 y de 0.10
+ 0.04 para el resto de los atomos. Este udltimo aumento se achaca a la
necesidad de elegir otro valor del parametro b para la zona alta de la
tabla.

Se hace el siguiente ajuste
a = 1.536 + 0.0255 Z - 0.000139 Z° (11.70)

que debe usarse con precaucién para Z pequefios, donde da errores del 10%

sobre el valor de a.

Cuando se hace el calculo de energias y se compara con las
experimentales se observa que este modelo subestima las energias de

ligadura de capa interna (entre el 10% y el 20%) y sobrestima las de capa
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externa ( alrededor del 10%, aunque ocasionalmente se llega a un 30%).
Ahora bien, como las energias de ligadura de capa interna son mds grandes
que las de externa, se puede decir que este modelo subestima la energia
total. Al comparar estos resultados con los que proporcionaba el modelo
GSZ se observan mejoras en los resultados de capa.externa, cosa que no

sucede con las energias de capa interna.

Unos pocos calculos hechos con estados excitados muestran que
el parametro a cambia de manera apreciable para pequefios Z y que casi no

cambia para Z grande.
6.3.- El potencial analitico triparamétrico de Sanchez del Rio:
En 1975 Sanchez del Rio et al. proponen un nuevo esguema local
autoconsistente para 4tomos. En éste los spinorbitales ¢ han de

satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones, expresado en -unidades

atémicas :

1 2 2+ 172 2 N - 172 2 - 2
{_ Va - _________} o (F.) + _—____-—E:Uj(rl) ¢1(r1) = El g ()

i1 N 11
i

J

(I1.71}
con
> 2
@ (r )p (r))

thr1)=f L2 ) 24 (11.72)

12

donde la suma se extiende a todos los orbitales compatibles con el

principio de exclusién de Pauli.
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51 se busca un modelo analitico compatible con el esquema
autoconsistente anterior se tendrd que el potencial debido a 1la

distribucién de carga, Uc(r), es ahora

2
o P° (r)
U()=- 2*12, N-1/2 {—l-erz(r)dr*—ZI—nl dr}
c r N r o ni r
nl a1 "

(I1.73)

y el modelo analitico que proponen es (Sanchez del Rio et al.,1982)

U(r) = - -%r {(N -1/2) | A exp(-a r] + (1-A) expl-ar] | +Z2-N+1 }

(II.74)

se puede ver que en_régimen asintético (II1.73) y (I1.74) coinciden.

Los parametros A, a1 y a2 son determinados (segin un proceso
anélogo al de 6.1.1. y 6.2) para el estado fundamental de los atomos
neutros de la tabla peridédica y para iones con grados de lonicidad de
1,2,3,4 y 5. Las energias que se obtienen con (II.74) son, en general, mas

bajas que las obtenidas directamente de (II.73).
La funcién de apantallamiento de (I1.74), es decir
¢(r) = A exp[-air] + (1 - A) exp[—azr] (I1.75)

ha sido empleada con éxito (Sanchez del Rio, 1983) en el célculo de
susceptibilidades diamagnéticas, probabilidades de transicién con emisién
de fotones, seccicnes eficaces de colisién electrén-atomo e incluso en
s6lidos. Como las energias de los orbitales internos concuerdan bien con
los valores experimentales, es previsible que se puedan calcular

secclones eficaces de efecto fotoeléctrico y procesos Auger.
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7.- E1 método del potencial paramétrico de M. Klapisch:
7.1.- Teoria del método del potencial paramétrico :

Este método (Aymar et al., 1970; Klapisch, 1971) se aplica a
dtomos aislados cuyo hamiltoniano en unidades atémicas para el i-ésimo

electrén es K = Ro + Rl , siendo
H = L v rur) (I1.76)
0 2 1 i )

= - _Z
H, -Z { u(r) ;- ] (11.77)

y U un potencial central. Ademds, el término de spin-érbita no se tendra
en cuenta para evitar problemas en los desarrollos de perturbaciones. Se
supone para la funcién de onda y para la energia los siguientes

desarrollos perturbativos

[+ o] [+5]
¥ =Z¢‘P’ E=ZE“” (I11.78)
p=0

entonces, si U(rl) satisface unas ciertas condiciones generales (II.78)
converge, y sus limites verifican la ecuacién de autovalores, es decir,
HV¥ =E ¥. Y esto no depende de la forma concreta del potencial, U(rl), o]
sea, ésta aparenta ser arbitraria. Ahora bien, las sucesivas correcciones
E(p) y W(p) dependen de EfO) 4 W(O) , ¥ éstas dependen de la forma del
potencial. Entonces si se pueden dar unas funciones de onda aproximadas

que sean Optimas de acuerdo con algun criterio de calidad, y éstas a su
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vez corresponden a algin U(ri). La aparente libre eleccidén del potencial
queda sujeta a la eleccién de las funciones de onda segin algin criterio

de calidad.
7.1.1.- Criterio de calidad para las funciones de onda :
Un criterio lo establece el principio variacional : Sea

2®M = { £ R — ¢/ f [£|? < wy 3 D’ }

el espacio de Hilbert en el que se encuentra la solucién exacta de la
ecuacién de Schrédinger y sea G el subespacic de las funciones prueba, ¢,

que no contienen a ¥. Entonces se define el funcional

E(p) = S@lH|e>
<o | ¢>

que sera minimo cuando ¢ = ¥.

Partiendo de este principio se puede establecer el siguiente

criterio : La mejor aproximacién ‘A de ¥ verifica

| Ep,)) -~ E(¥) | < | E(p) - E(¥) | Ye#e,,0e0 (I1.79)

7.1.2.~ Criterio de calidad para los potenciales :
Se trata de una extensién del criterio anterior para las
funciones de onda (II.79). Supongamos que U(r) es una férmula analftica

que depende de los parametros (al,...,aN), esto es

U(r) = U(r,a) = Ule,...,a) (11.80)
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Con cada & se pueden calcular muchas funciones de onda de
estados excitados y a éstas se les aplica un criterio de calidad con el
fin de reducir el conjunto a uno de funciones de onda bien elegidas. A
este conjunto se le llama clase prueba. Sea uno de estos conjuntos

E"“”( 2) =4 w:"’(a’), o qp:lp)(&)) } (II.81)

formado por una secuencia de n funciones de onda de orden p calculadas

con U(r,z).

Si pl(g.¥) es una distancia en 22(R*™) se define una distancia

en el espacio de las clases prueba como

1/m

-_’ 14 m
D(EP@), E®' @) ) = Z [P,‘ 02 @ , 9 @) ]
i

(I1.82)

Entonces se dice que U(zo,r) es 6ptimo para una clase prueba
dada y un determinado criterio de calidad, segin sea la p1 elegida en

£2@®R™M), si

D(EP@),®)<D(EP@ , E°
m [+ n m n n

n

3.,
[+ 4 24

) v o

# (11.83)

donde E: es la clase prueba de la solucidn exacta.
Veamos a continuacién tres criterios de calidad para el

potencial. Todos ellos consisten en la minimizacién de una distancia a la

que llamamos S(a).
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Sea una clase prueba En(z) = {¢1(2)'E1(2)""'wn(Z)’En(z)}

Criterio Espectroscépico :

M 1/2
S (@) = -I—Z| (E@ +C@ ) -(E-c) | (11.84)
sc M m m
m=

1

donde E: son los niveles de energia experimentales que estén referidos a
uno fijo, usualmente E: + C°= 0. Segin se defina C(a) se da lugar a dos

criterios diferentes, a saber

(1) El(&)) +Cd) =0 Va (11.85)

M
(II) C@) =C° + ‘3«‘2 (E - Em(&)) ) (11.86)

m=1

Criterio Variacional :

M
s (@) = iz E (2) (11.87)
ve M m

m=1

Criterio Perturbacional :Es poco frecuente y en realidad

se trata de dos criterios.

Criterio de convergencia acelerada :

M 172
S (@) = [ %Zl E9@ - M@ |? (11.88)
m m
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con

@) = Z q (m) e (11.89)

m
nl

que es la energia de orden cero, y en donde ¢ , €S la energia
n

monoelectrénica y q., el numero de ocupacién de la capa nl.

Criterio de Condon y Shortley :

M 172
S (@) = -LZ| (EY@ +c9@ ) - (V@ + cP@))?
csc M m o m m
m=1
(I1.90)
0 > (1) >
donde qn (a) y Cm (a) son las energias de cierre de capas en orden cero

y uno, respectivamente, que estan tabuladas en (Condon y Shortley, 1963).

El algoritmo de calculo para optimizar el potencial analitico
consiste en lo siguiente : Se empieza por elegir una clase prueba, un
criterio de calidad y la forma de U(z,r) para una inicializacién de los
parametros 20. A continuacién se resuelve la ecuacién radial y se busca
el vector de parametros que minimiza la expresioén de S correspondiente al
criterio de calidad elegido. Con este vector de parametros se construye
un nuevo potencial, se resuelve nuevamente la ecuacién radial y de la
minimizacién de S obtendremos la siguiente generacién de parémetros. Este
proceso continua hasta que se llegue a una cierta precisién fijada a

priori.

A continuacién indicamos los potenciales utilizados en este

método y sus principales usos.
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7.1.3.- Potencial analitico y aplicaciones:

En 1967 Klapisch utiliza el siguiente potencial paramétrico :

— - 1 - - —
U(cxl, ...,ccn,r) = - {(N 1) expl oclr] tar expl ocar] + ...
+ a_drk exp[—anr] +Z-N+1 } (I1.91)

notando que para potenciales que correspondan a densidades que no den
cuenta de la estructura de capas los resultados en &tomos medios y
pesados no son demasiado buenos. Esto le lleva a proponer otra forma del
potencial analitico que dé cuenta de dicha estructura de capas (Aymar et

al., 1970; Klapisch, 1971).

Una subcapa cerrada con g electrones (asumiendo simetria

esférica) da una densidad de carga radial igual a

1+1

2
-qC [ r exp[-1/2 « rl ] (11.92)

donde C es el factor de normalizacién dado por

- )
ct = (21 +2)! (1I.93)
JEITE

esto viene de suponer los orbitales radiales, Rnl(r), proporcionales al

producto (1 expl-ar/2]).

Entonces la energia potencial de otro electrén a una distancia
r en un campo con esta densidad de carga mds un nucleo puntual de carga

+Z es

U(e,r) = —-%—( q f(l,a,r) + 2 - q ] (11.94)
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donde

21+1 , ( )k
f(l,e,r) = expl-ar] 2: [ 1 - ] or (I1.95)

21 + 1 k!
k=0

S1 el core del atomo estda formado por mas de una subcapa es

util definir para describir una capa completa n :

L
gL,x,r) = 12 E: (41 + 2) f(l,al,r) (11.96)
2n
1=0
siendo
a (lo+ 1)
L=n-1 @ = (11.97)
1 -0.031(1 + 1)
Entonces la energia potencial de un electrén externo en un
atomo es
N N
s t
u@@,r) = - L q gL ,a,r) + q f(l ,&,r) + 1
’ r s s' s’ t £t
s=1 t=1

(I1.98)

donde s recorre las Ns capas completas y t las Nt incompletas, q, ¥y 9,
son los nuimeros de ocupacién de las capas completas y no completas
respectivamente, LS es el maximo 1 de la capa-n completa y lt es el 1 de
las subcapas-nl no completas, I es 2-N+l1. Ademds se cumplen las

siguientes relaciones

qu+Zq +1=2 (11.99)
t
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L
1

gL ,x ,r) =
s S 2(L_+ 1)

> E: (41 + 2) f(l,al,r) (I1.100)
1=0

Este potencial se utiliza para calcular las energias totales de
los gases Ne I, A I, Kr I, Xe I y Rn I y de la secuencia isocelectrénica
del Ne I al V XIV, obteniéndose resultados muy cercanos a los HF cuando
se usa el criterioc variacional. También con este modelo se calculan
probabilidades de transicién (Feneuille et al.,1970)y es generalizado al

caso relativista por Koenig en 1972.
8.~ Método del potencial paramétrico de Rogers :

8.1.- Potencial paramétrico :

Este potencial fue propuesto inicialmente por Rogers en 1981 y

me jorado en un trabajo posterior (Rogers et al.,1988).

Es conveniente definir una configuracién electrdénica como la
constifuida por las dos componentes siguientes: La configuracién padre,
que es la conformada por todos los electrones de una configuracién dada
salvo uno al que se denomina electrén mévil (running electron).

Asi por ejemplo, dada la configuracién (1s® 2s° 2p4), si
pretendemos estudiar cualquier estado de los correspondientes a las
diferentes posiciones posibles de uno de los electrones 2p, llamariamos a
(1s2 282 2p3) configuracién padre y nl =2p,3s,3p,... (incluso continuo),

seria el electrén mévil.
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Entonces, siguiendo con este esquema, la conflguracién padre
define el potencial efectivo para todas las subcapas permitidas al

electrén mévil, y dicho potencial tiene la forma (en u.a.)

nl

u(r) = - —l-[ (2 - v) + §: N expl-a r] ] (I1.101)
r n n
n=1
donde

nt

v = E: N (I1.102)
n
n=1

que es el namero de electrones de ion padre, N es el nuimero de
n
electrones de la capa-n, n’ el maximo valor de n para la configuracién

padre y a es el parametro de apantallamiento para la capa-n.

En realidad (II.101) no es un potencial de particula
independiente, ya que, por ejemplo, si consideramos las sigulentes

parejas :

Configuracién padre 1 (152,252,2p3)
Electrén moévil n111= 2p,3s,3p,. ..
Configuracién padre 2 (152,25,2p4)

Electrén moévil n212= 2s,2p,3s,3p, . .

podria darse la posibilidad de que n111= 2p y que n212 = 2s, con lo que
tendriamos configuraciones idénticas descritas por potenciales
diferentes, ya que éstas se forman a partir de padres diferentes vy

(I1.101) depende sélo de cual sea la configuracién padre.
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8.2.- Determinacién de los parametros de apantallamiento :

Los niveles de energia son obtenidos de la ecuacién de Dirac
promediada para el término de spin-érbita y en la que se desprecia la

componente menor :

2

—é—d§+%%+ L E-v+ lz(E-V)z-————l(l+l) R +
dr k 4(hc) 2 r

+ 21¢ +3¥ [‘;E:} =0 (1I.103)

y donde, ¢ =E + 2uc® - v (I11.104)

También se ha considerado un nucleo finito que, aunque su
efecto es pequefio, evita soluciones espureas en el proceso numérico, esto
es, se toma U(r)= - Z/r (1 - exp[-r/rn] para r muchc menor que ao(radio

de Bohr) y donde r = (1.55 AR 4 1.09) 107 a , con A numero masico.

Entonces los @ de (I1I.101) son determinados mediante un
proceso iterativo de resolucién de (II.103) con el potencial analitico e
igualacién de los autovalores a las energias de lonizacién
monoelectrénicas experimentales. Este método empirico incorpora efectos
de correlacién electrénica y otros que pudieran ser despreciados en

métodos ab initio.

8.2.1.- Configuracién padre de estado fundamental :

Se tratara de configuraciones padre formadas por un core

cerrado y una subcapa de valencia abierta.
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Los parametros de apantallamiento se obtienen sistematicamente
variando 2 para cada configuracién padre de estado fundamental
isoelectrénica. Comenzando con una configuracién de dos electrones (o
sea, la padre es 1s) se determina el parametro de la capa k, o . Es

decir, a partir de (II.103) con un potencial como sigue

U(r) = - -%} [ (Z - 1) + exp[-axlr] ] (II.105)

c s P . e 2
De manera similar se hara para la configuracién padre 1s para

determinar « ., con un potencial dado por

U(r) = - -%} [ (2 -2) +2 exp[-akzr] ] (I1.106)

Para la configuracién padre 15225 se usarid un potencial en el

que habrd que determinar dos parametros, uno para la capa K, el L y
otro para la L, «
L1
= - 1 - -
U(r) = - [ (Z - 3) + 2 expl ak3r] + exp[aLlr] ] (11.107)
Pues bien, aqui la forma de proceder es hacer @, = &g {que

corresponde a la configuracién padre de capa completa, de gas noble) y

calcular «
L1

Este proceso se sistematiza. 0 sea , sbélo calculamos el
parametro de apantallamiento correspondiente a la capa mas externa y los
demds parametros de capa interna son forzados a tomar los valores

correspondientes en la configuracién de gas noble. Asi, por ejemplo, para
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una configuracidén padre 132,252,2p6,352,3p3 con un potencial

u(r) = - '%r[ (2 - 15) + 2 exp[-alr] + 8 exp[azrl +5 exp[aér] ]

(11.108)

« se iguala al « que resultdé de optimizar la configuracién padre lsz; @,

al de 252,2p6; y o es el que se optimiza.

Se encuentra que el parametro a optimizar (el de la capa més

externa), en cada caso, se ajusta a la siguiente expresién

3
a (v )
o = + 1) E: (I1.109)

donde

v =_§: N £E =2 ~-v (I1.110)
k=

asi en este ejemplo anterior n = 3 v,= 2 +8+5y €3 =2Z - 15.

En el trabajo de Rogers et al. (1988) se dan los aj para las
configuraciones correspondientes a n=1,2,3. Con estos parémetros se
calculan algunas energias de ionizacién monoelectrénicas y se comparan

satisfactoriamente con las experimentales.

A continuacién se hace una correccién de los « para

que distingan las subcapas nl

a =aT (IT1.111)
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|
]

1+06(n) [ 1 (1 +1)-1¢(¢ +1)71 sil>1
v vy Vv v

(II.112)

T =1 sil1=1
v

donde (nvlv) es la subcapa de valencia, 1 el momento angular orbital del

electrén mévil y 6 es ajustado experimentalmente de la siguiente forma :
Si la capa de valencia es K
6(1) = 0.048 + 0.000062 (Z - 3)° (I1.113)

S1 la capa de valencia es L

8(2) = 0.004 + 0.0019 (Z-5)° v<10y1l=1 (I11.114)
8(2) = 0.02 v<10ylz2 (1I.115)
0(2) = 0 v =10 (II.116)

Los valores de 6 que dependen de v y 1 para la capa M se dan en
(Rogers et al. 1988).

8.2.2.- Configuraciones padre de estados excitados :

Se genera el ©potencial efectivo para una de estas
configuraciones a partir del de la configuracién fundamental wusando
algunas leyes de escala. Estas leyes va a depender de como se genere la
configuracién padre excitada a partir de la de estado fundamental vy
pueden ser de dos tipos :

(I) Dentro de la capa de valencia de la configuracién padre
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fundamental.

(II) Las que conllevan una redistribucién en la ocupacién de

las capas.
En el caso (I), por ejemplo, para una configuracién padre
(...)Zszp2 que puede ser generada de la fundamental (...)Zszp se

encuentra un parametro de apantallamiento de la capa L,

@ =TT (I1.116)

donde Tt es el dado en (II.112), aL es el parametro de apantallamiento de
la configuracién de estado fundamental que se obtiene cuando el electrén

mévil ocupa el orbital mas bajo posible, en este caso el 2p, vy

- ZI Ngl rl
r = . r (I1I.117)

z N® r
1 nl nl

r, es la amplitud maxima de la funcién de onda radial mis externa

obtenida de (II.104) con el potencial de la configuracién padre de estado
fundamental. Las sumas son sobre 1las subcapas de valencia de la

configuracién padre y los pesos N? y N°® , son los numeros de ocupacién
n n

1
de las subcapas de la configuracién padre en estados fundamental y

excitados, respectivamente.

Una mejora en los resultados de las energias se obtiene con

a;_=aL(1+(F-1)o) (I1.118)
c=C_ + & (I1.119)
1+2 -v

los C0 y G estan tabulados en el apéndice B de {Rogers et al. 1988).
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En el <caso (II), cuando la excitacién implica wuna

redistribucién, se pueden distinguir tres tipos :

(a) Una configuracién padre engendrada por la excltacién de un
electrén del core a la capa de valencia. Asi por ejemplo, a partir de la
del Si fundamental 182,252,2p6,382,3p se puede llegar a la siguiente
excitada 1s1,252,2p6.3sz,3p2 con un electrén mévil que puede ocupar los
orbltales 1s, 3p, 3d,

Se observa que los pardmetros que principalmente sufren cambio
son los que corresponden a las capas visto un cambio en su ocupacién.
Para la capa K, en el ejemplo, la ocupacién se reduce en 1 y la carga

neta, en dicha capa, aumenta en 1, con lo cual

3 ,
’ a (VK )
« = (& +1) )y —3 ;% (11.120)
K K (¢ )j
J=0 K
donde v g = Ve~ 1 =1 y £ r = Ex + 1 = 13. Para la capa L el

parametro de apantallamiento queda como el corréspondiente a la

configuracién fundamental, esto es
a (vL)
@ = (€ +1) E: -3 = (II.121)

con v, = 10 vy €L = 4. La capa M parece la de un azufre comc fésforo

(si, , P__,
14 15

lado, el efecto de aumento de carga en la capa interna, debido a la

515) ya que estd ocupada como la de un fésforo. Por otro

marcha de uno de los electrones del 1s, se puede ver como un aumento en
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la del nucleo. Con esto

3 )
, a (vH )
« = (€ +1) E: 3 (11.122)
" . (g )’
3=0 M
con v’H =v, +1=14 y & W= EH +1=2

(b) Una configuracién padre excitada formada a consecuencia del
desplazamiento de un electrén de capa interna a una capa desocupada.
Siguiendo con el ejemplo del silicio a partir de una configuracién padre
como 152,252,2p6,352,3p se puede lograr 151,252,2p6,352,3p,4d que seria

una configuracién padre excitada de este tipo.

Los coeficientes « y « se calculan de (II.120) y (II.121)}, a
se calcula a partir de la del estado fundamental pero incrementado la
carga del padre para tener en cuenta la vacante producida en la capa K.
Por ultimo, el a  se obtiene del « de la configuracién padre de estado

fundamental por medio de un factor de escala, es decir

x =« J (I1.123)

Rq es la localizacién de la maxima amplitud del orbital mas externo de la
configuracién padre de estado fundamental (de 3p) y Re lo mismo pero de
la configuracién padre de estado excitado (de 4d). Esto se hace usando
las funciones de onda calculadas para las correspondientes
configuraciones padre de estado fundamental. Empiricamente se encuentran
me joras en los cédlculos cuando los @, Yy @ se modifican siguiendo

(IT.116).

(c) Una configuracién padre excitada formada por simple

excitacién de 1la «capa de valencia (estas configuraciones padre
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corresponden a los estados doblemente excitados). Un ejemplo de este caso
seria la configuracién siguiente formada a partir de 152,252,2p6,332,3p
esta es, 132,252,2p5,3sz,4f. Aqui aK y aL son los mismos que los de las
configuraciones padre de estade fundamental, el o se calcula como si

fuese el del préximo elemento mas ligero, o sea,

3 ’
, a(vH)
@ = (€ +1) S RN (II.124)
M M (£ ¥
i=0
donde » M 1 =12 y &£ y = 2 ~-v N = §H+1 = 2. Finalmente el a se
calcula como en (II.123), es decir
€ = 3p (11.125)
N N
R
ar

Todos estos coeficientes se mejoran usando expresiones como
(II.111). Aunque estas reglas se han visto para casos concretos son

generalizables.

8.2.3.- Aplicaciones :

Este potencial (Rogers et al. 1988) se utiliza en el cadlculo de
transiciones, en concreto en el citado articulo, se comparan energias de
transicién y fuerzas de oscilador para el Fe como sodio con resultados
procedentes de otros calculos y lo mismo se hace para el oxigeno como

carbono.

También se calculan y se comparan favorablemente secciones
eficaces de fotoionizacién ( la del 3s del Na y la del 2s del Li

neutros).
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Este modelo, wusando las conflguraciones padre excitadas,
trata de manera andloga a los estados excitados y a los doblemente

excitados.

En (Rogers, 1981) se hace una adaptacién del potencial (II.101)
al caso de un plasma. En un plasma el gran alcance del potencial
culombiano hace imposible el estudio de un ion aislado, sin tener en
cuenta perturbaciones debidas a las demas particulas cargadas del
sistema. Para bajas y moderadas densidades se puede. demostrar que las
interacciones culombianas, en el ©problema de pocos cuerpos, son
remplazadas por el potencial culombianoc apantallado exponencialmente de
Debye (Rogers et al., 1973; Rogers,1974). El potencial (II.101) de atomo

aislado pude ser modificado para calculos en un plasma por

u(r) = - %{ (Zz - v) exp[-r/ADJ + ZN“ exp[-anrl ) (I1.126)

n=1

donde AD es la longitud de Debye. Se puede demostrar que este potencial

da la correccién correcta (I/AD) a la energia.
9.- Método de Glossman y Castro :

Este método (Glossman y Castro, 1989; 1990a; 1990b) es
ligeramente diferente a los anteriores ya que parte de una funcidén de
apantallamiento y esta se relaciona con la densidad de carga a través de
la ecuacién de Poisson. Una vez obtenida una expresién paramétirica para
la densidad se trabaja con esta magnitud como cantidad basica. Los
parametros se determinan transformando un principio variacional con
respecto a la densidad electrénica, en una minimizacién de la energia del
estado fundamental <con respecto a los parametros mencionados

anteriormente. Veamos este método con mas detalle.
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La energia del estade fundamental del atomo expresada como
funcional de la densidad de electrones, p, viene dada, en el modelo de

Thomas-Fermi-Dirac-Weizsicker (TFDW), por la sigulente expresién

E(p) =E (p) +E (p) +E (p) +E_(p) +E_(p) (I1.127)

donde

3 2 23 5/3
E,(p) = o [31:] Ip dr (I1.128)

es la energia cinética de los electrones (corresponde al término de

Thomas-Fermi de energia cinética)

Ene(p) = - J Un p dt (I1.129)

es la energia de interaccién entre el nicleo, de numerc atémico 2, y los

N electrones
E (p)=- +~ [u part (I1.130)
ee 2 e

da cuenta de la interaccién de los electrones entre si

3 3 1/3 4/3
E_(p) = - T[-n—] Ip dr (I1.131)

es la aproximacién de gas homogéneo de electrones para el término de

intercambio usada por Dirac, y

c (Vp)2
E (0 = & o dr (II.132)
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es el término de Weizicker multiplicado por el factor corrector de Yonel

y Tomishima (1965). Este término es una correccién a la energfa cinética.

En (II.129) Un es el potencial nuclear, o sea

U = (I1.133)

mientras que Ue es el potencial electrénico, el cual se determina de la
ecuacioén de Polisson
@ (ru)
S =4mnpr (II.134)

dr2

con la condicién de contorno siguiente

gim (rd ) = - N (I1.135)
r-o e

Para un sistema con simetria esférica la relacién entre la
densidad y la funcién de apantallamiento resultante de la ecuacién de

Poisson es

4

¢ (II.136)

p:

y las condiciones de contorno para la funcién de apantallamiento son
ﬁgg o(r) =1 §3@.¢(r) =0 (I1.137)

Glossman y Castro (1989;1990a) obtienen la densidad del sistema

atémico a partir de la siguiente expresién para la funcién de
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apantallamiento

¢(r) = -—%—-[ @ exp(-Blr) * e exp(—Bzr) + aa.exp(-B3r)] (I1.138)

Ademas la eleccién de las condiciones de contorno dadas en
(I1.137) llevan a
k=a +oa +a (11.139)
1 2 3

2

o = - (a1 Bf * Bz ) / 33

\ (II.140)

Los valores 6ptimos de los parametros desconocidos se obtienen
del principio variacional que verifica el funcional energia de TFDW dado
en (II.127), que con (II.136) y (I1.138) conduce a un problema de

minimizacién de la energia con respecto a dichos parémetros

=0 (I1.141)

donde los 71 son los a1 y Bi.

Como aplicaciones Glossman y Castro hacen céalculos para
diversos &atomos neutros de energias cinéticas, energias potenciales
nucleares, electrénicas y de intercambio, asi como de los siguientes
valores esperados : <r-1>, <r>, <r2>, <p> y <p'1>, donde r es la posicién
y p el momento. Todos estos cdlculos son comparados satisfactoriamente

con los correspondientes Hartree-Fock.
Glossman y Castro (1990b) utilizan una aproximacién analitica
debida a Scheidemann y Dreizler (1986), basada en un trabajo previo de

Parr y Wang (1976). En este esquema la funcién de apantallamiento viene
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dada por

a
¢(r) = _é_ Z:ci exp [-plr] (II.142)
1=1
y con
4
g=zcl (11.143)

que se obtiene de imponer (II.137).

Los parametros de (I1.142) se obtuvieron minimizande el

funcional energia de TFDW y posteriormente se ajustaron en funcién de Z

de la manera siguiente : p1 = 11.7200 + 0.07740 2 , p2 = 1.3651 +
0.01669 Z, p, = 4.4126 + 0.09230 Z y p, = - 32.8990 + 18.40950 Z y los
C
i
=22 (1 -exp [-a2Z]) +b, a=0.067996 , b = - 0.28755

4
c = E: a 2' a=-3.8328, a=3.2219 , a = ~-0.01945 , a_= 0.5203x107>,
2 i 0 1 2 3

1=0
a= - 0.21548x10™°

c= - 6.64951 2 + 1.94540 2

por ultimo, de considerar que p(r) ha de ser finita en el origen se

obtiene que ng ¢'’(r) =0, y de esto

4

1 2

C4— - —-—2- Z Ci pi (II.144)
p4 i=1
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En este trabajo se calculan susceptiblilidades diamagnéticas y
se comparan con las calculadas usando el modelo de TF, observando que las
primeras son mas préximas a los correspondientes valores experimentales.
Esto es debido a que la densidad de TF tiende a cero a grandes distanclas
muy despacio (como 1/r®) mientras que la usada por Glossman y Castro
tienen el comportamiento asintético correcto, esto es, tiende a cero
exponencialmente. También se calculan polarizabilidades atémicas vy
factores de forma. Estos ultimos pueden ser utilizados para evaluar las
secciones eficaces diferenciales de scattering elastico de electrones de
alta energia por atomos. Estos cédlculos dan unos resultados mas préximos
a los cédlculos autoconsistentes correspondientes (o sea, a los calculados
con densidades HF) que los que se obtienen de modelos como el TF o el
TFD.

10.- Una funcidén de apantallamiento analitica de DHFS :

En este trabajo F.Salvat et al. (1987) nos presentan una
aproximacién analitica de la funcién de apantallamiento dependiente de
cinco parametros, los cuales son determinades a partir de datos
calculados con el modelo autoconsistente de DHFS. Este proceso se realiza

para 4tomos neutros con Z comprendido entre 1 y 92.

La funcién de apantallamiento, ¢(r), estd relacionada con el
potencial electrostatico que sufre una carga puntual a una distancia r

del nicleo por la siguiente expresion

el(r’)
ur) = - 2 +J &P o= - L 4 (I1.145)
r r‘> r

donde r_es el maximo de r y r’. Ademias, dado que se supone simetria

esférica, la ecuacién de Poisson nos lleva a la relaclén entre la
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densidad de electrones y 1la funcién de apantallamiento dada en la
ecuacién (I11.136).

La funcién de apantallamiento analitica que se elige se debe a
Moliére (1947) , ésta es

3
¢(r) = E: Al exp [-alr] {II.146)

i=1

y por tanto, de (I1.136), la densidad de electrones sera

3
p(r) = Znr E: Al @ exp [ alr] (I1.147)

i=1

En principio los parametros se podrian obtener mediante un
ajuste convencional de la funcién de apantallamiento numérica obtenida
del modelo DHFS. Sin embargo, al proceder de esta manera encontrariamos
diferentes conjuntos de parametros para 1las distintas estimaciones
iniciales, dando cuenta de la existencia de minimos locales en la funcién
que estd siendo minimizada. Para evitar esta incertidumbre en 1la
obtencién de 1los parametros se utiliza el siguiente procedimiento

alternativo.

Las cantidades

w0
_ 1 3 1 1 .,
Rn = T J r" p(r) d°r = a7 Jo ™t ¢ (r) dr (IT.148)

han sido calculadas a partir de la densidad de DHFS para -1 = n s 6. Para

determinar los parimetros de (II.146) se resuelve el siguiente sistema de
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ecuaciones obtenido al introducir (I1.146) en (I1.148)

A a +A o +A a =R
1 1 2 2 3 3 -1

Al + A2 + A3 =1 (I1.149)
Al Az A3
— + =2 + 2 =R n=1,2,3,4.
n n n n
o a
1 2 3

Como aplicacién se hacen calculos de las seccliones eficaces
diferenciales de scattering de particulas rapidas por &atomos. Ademas, se
calculan energias monoelectrénicas utilizando un modelo de particula
independiente relativista. Este consiste en resolver la ecuacién de Dirac
para cada orbital monoelectrdnico utilizando el mismo potencial para
todos los electrones de un atomo. Este potencial escrito en términos de

la funcién de apantallamiento analitica tiene la siguiente forma :

- —E— ¢(r) - Uex(r) si u(r) < -1/r
U(r) = (II.150)

1
- en otro caso

donde Uex(r) da cuenta de la interaccién de intercambio y elimina los
efectos de autointeraccién electrostatica, y donde, ademds, se hace una
correccién a grandes distancias del ndcleo debida a Latter (1955). El

término de intercambio utilizado es el de Slater

1/3
_ 9 (3
Uex(r) = 7 [_TZ_ P(I‘) ] (I1.151)

término que se hace depender de la funcién de apantallamiento analitica

sin mas que utilizar la relacién (I1I.136).
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CapPiTuLo Il ; ESTUDIO DE UNA FAMILIA DE POTENCIALES ANALITICOS

1.- Introduccién :

Como ya dijimos en el capitulo primero las aproximaciones
analiticas ayudan a comprender mejor que otros métodos mads riguroseos la
naturaleza de gran numero de procesos que desempefian un papel baslico en
diversas aplicaciones de la fisica. Ademas, el uso de estos potenciales
analiticos dota de una gran rapidez a los cdlculos atémicos, tales como
los de energias y fuerzas de oscilador, necesarios para la determinacién

de propiedades épticas de los plasmas densos y calientes,

En este capitulo analizaremos una familia de potenciales
analiticos centrales, estudiando sus comportamientos a grandes y cortas
distancias del nicleo. A continuacién, describiremos el método utilizado
en la obtencién de los paréametros. Posteriormente, explicamos los
procedimientos seguidos en los calculos de energias atémicas y fuerzas de

oscilador.

Estos potenciales provienen de la siguiente expresién :

a
=- L - - - 3 -
U(al,az,aa,r) = = { (N-1) (1 azr) exp[ a r ] +Z2-N+1 }

(III.1)

donde Z es la carga nuclear, N el numero de electrones , r la distancia
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al nudcleo, (al, a_, a3) son los parametros a ajustar y el sistema de

2
unidades usado es el de las unidades atémicas (h =m = e 1).

El potencial de (III.1), comoc ya mencionamos en el apartado 6.2
del capitulo anterior, fue propuesto por J. Yunta et al. (1974a; 1974b),
y estudiado para atomos neutros no relativistas y para el caso particular
de a, y a, iguales a 0 y 3/4, respectivamente. Quedando, por tanto, el
potencial uniparamétrico dado por la expresién (II.69), en donde el dnico

paradmetro se determinaba mediante un proceso ab initio.
2.- Comportamientos extremos del potencial. Analisis de sus
parametros :

El potencial dado por la expresion (III.1) puede escribirse

también como

U(a;r) = - - { (N-1) ¢(3;r) +2-N+1 } (I11.2)

donde 2 representa el vector de los parametros, (al,a ,a3), y ¢(2;r) es

2
la funcién de apantallamiento, concepto definido por 1la expresién

(11.13). Para este potencial dicha funcién toma la forma

a
¢(2;r) = (1 - azr) exp[—a1 r 3] (I11.3)

en lo sucesivo usaremos ¢(r) para referirnos a (III.3).

Para que el potencial analitico (III.2) tenga la forma

asintética correcta a grandes distancias del nucleo los parametros a y
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a, han de ser positivos, ya que entonces

2
r —a r
Eénl-{ $(r) } = tm 2 =0 (III.4)

r-ow 1/r r-w a3
exp[ a1 r ]

es decir, que ¢(r) tiende a cero mas rapido que 1/r y por tanto el

comportamiento asintético del potencial (III.2) sera

. Z-N+1 (I11.5)

—)
u(a;r) =

IR

que es el comportamiento correctc cuando el electrén se aleja una gran
distancia del nudcleo. El electrén sufre un potencial culombiano debido a

la carga ﬁuclearlapantallada por la nube electrénica formada por los N-1

electrones restantes.

A continuacién vamos a estudiar el comportamiento del potencial
en las proximidades del nucleo. Para ello desarrollaremos en potencias de
r la funcién de apantallamiento (II1I1.3) a pequefias distancias. Este
desarrollo lo truncaremos a partir del primer término en el que r
aparezca elevado a una potencia igual o superior a la unidad, pues al
introducir este desarrollo en (III.2), y evaluar el comportamiento en el
origen, los productos de 1/r por todos los términos del desarrollo con
potencias de r mayores que la unidad son nulos. Para este estudio hemos

de distinguir los siguientes casos :

i) Cuando a, sea mayor que uno. En este caso la funcién de

apantallamiento admite el siguiente desarrollo en el origen :

p(r)=1-a r+ o(r®) (III.6)
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siendo s un nimero estrictamente mayor que la unidad. Esto es facil de
probar. S1 tenemos en cuenta que el limite en cero de (III.3) es 1, se

puede decir que

¢ (r) =1 + 0(r®) s>0 (111.7)

Para hallar el sigulente término del desarrollo hemos de resolver la

siguiente ecuacion

=1 (I11.8)

Este limite es equivalente a

(I11.9)

Como la funcién exponencial multiplica a todo el numerador, podemos
considerar que ésta se comporta como 1 cuando r tiende a cero. Ademas, en
este régimen el término constante es el que domina en el numerador, por

tanto, el limite anterior equivale a

—-a
eim =1 (I11.10)
r kp rP

y esto es posible si k = -a_ y p = 1, lo que introducide en (III.8) nos

lleva al desarrollo (III.6).

2
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Introduciendo (II1.6) en (III.2), obtendremos el siguiente

comportamiento del potencial a pequefias distancias del nuacleo

Ula;r) = - % +a (N-1) (I11.11)

ii) Cuando as= 1 se pude demostrar, siguiendo un procedimiento
similar al anterior, que el desarrollo de la funcién de apantallamiento

en la proximidad nuclear es

¢(r)=1-(+a)r+ o(r®) (I11.12)

siendo s un namero mayor estricto que 1.

Con lo cual, el comportamiento del potencial cerca del nicleo

viene dado por

u@ir) = - —f— +(a, +a)(N - 1) (111.13)

Observando (III.11)} y (III.13) vemos que para a, mayor o igual

a uno el potencial en la vecindad nuclear se comporta como

-Z ckw-n (I11.14)
donde "-Z/r" , que es el término dominante, es el potenclal debido al

nicleo puntual de carga Z, y "k (N - 1)" es el potencial constante debido
a la nube electrénica suponiéndola esféricamente simétrica. Entonces como
k ha de ser positiva, dado el diferente signo entre la carga del nicleo y

la de los electrones, a2 tendra que ser también positiva en el caso de a,
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estrictamente mayor que la unidad y mayor que -a, para el caso de a= 1.

iii} El1 dltimo caso a considerar sera aquel en que a, esta
comprendido estrictamente entre 0 y 1. Aqui la forma de proceder es la
misma que en los casos anteriores, pero al llegar a la expresién (III.9),
el término dominante en el origen no es la constante, sino el que
acompaifia a r elevado a a3—1, ya que en este caso dicha potencia es

negativa. Por lo que el limite (III.9) sera equivalente a

aa-l
-—aar _
&gg = =1 {III.15)
r k prP
lo que conduce a que p = a,y k = -a y por tanto
¢ (r)=1-a rz +0(r) s> a (I11.16)

en este caso se ha de continuar ya que a, es menor que uno. Para calcular

el siguiente término hemos de resolver la siguiente ecuacién

$(r) -1 +a r’s
Lim =1 (II1.17)
k rf

r->0 p-1

(III.18)
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3
en este caso la exponencial la aproximamos por 1 - a r (ya que no

multiplica a todo el numerador) y nos queda

a 2a 2a -1
3 2 3 2
aafla-1)r " -a -a aa_r +a a r
, 192773 2 1 7273 1 73
4 1 =1
r -
kp rf

(I11.19)

A partir de esta expresién hay que distinguir los siguientes

casos

Si a, es mayor que 1/2, domina la constante en el numerador, y

entonces p =1y k = -a, . Por lo que el desarrollo sera

¢ (r) =1~ a, r’sz - a, r+ o(r®) (I11.20)

con s mayor que 1. Por tanto, de la expresién (II1.2) se deduce que el

potencial a pequeiias distancias tendrid la sigulente expresién

Ui = - L va -1 va V-1

r 3

(ITI1.21)

El primer y segundo sumandos del miembro de la derecha de la
expresién (III.21) son facilmente interpretables, respectivamente, como
el potencial debido al nucleo, término que es dominante, y el potencial
culombiano que los electrones causan en el niucleo, suponiéndolos como una
distribucioén esférica de carga igual a (N-1l}e. Por lo que también en este
caso a, ha de ser positivo. El tercer sumando no se puede interpretar
como un efecto debido a la densidad de carga, y por tanto tiene que ser

atribuide a otros efectos de correlacién electrénica. Efectivamente, se
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puede demostrar que si U(r) es un potencial central producido por una
distribucién de carga esféricamente simétrica, p(r), con p(0) = O,

entonces U(r) en el origen es una contante.

Cuando a, es menor que 1/2 el término que domina en el
numerador de (III.19) es el de exponente 2a3—1, con lo que p = 2a3 y k =
(1/2)a12 . Como 2a3 es menor que 1 hay que obtener un término mds en el

desarrollo de la funcién de apantallamiento.

a 2a

¢ (r) =1 - a r 34 -%Taf r 2+ 0% (I11.22)

donde s es mayor que 2a3. En este caso tendriamos que continuar con el
desarrollo. Se pude demostrar facilmente, por induccién, que si mes el
mencor numero natural tal que a3 es mayor que 1/m, entonces el desarrollo

para la funcién de apantallamiento en el origen es

m-1 X
¢ (r) =1+ L f-a ra3 -a_r +0(r® (II1.23)
k! 1 2
k=1
con s estrictamente mayor que 1. Al sustituir esto en (III.2) tendremos

que el potencial en el origen se comportara como

m~-1

> - . 2 _ _ - _j;_ _ k

U(a;r) = - (N -1) a, (N - 1) 2: K ( al)
k=1

1-ka
r 3

(III.24)
donde nuevamente se pueden reconocer en el primer y segundo sumandos,

respectivamente, los potenciales debidos a la carga nuclear y a la carga
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electrénica. También, y por 1dénticas razones a las aducidas
anteriormente, el tercer sumando no pude ser atribuido a efectos

culombianos.

Posteriormente, en el capitulc de resultados, se vera como a,
es siempre mayor que 1/2 y que crece con la ionicidad, tendiendo a la
unidad e incluso sobrepasandola cuando el numero de electrones es

pequeiio.

De este analisis de las condiciones extremas del potencial
hemos obtenido que a, vy a, han de ser positivos, y que a, también lo ha
de ser siempre que a, sea distinto de uno. Cuando a, sea uno, a, podra

ser negativo, pero ha de mantenerse mayor que -a, .

3.- Obtencién de los parametros del potencial :

Después de realizar numerosos cdlculos de sistemas atdmicos
ionizados hemos 1llegado a la conclusién de que en ocasiones es
conveniente fijar previamente alguno de los parametros de (III.1). Esto

nos conduciri a unos potenciales con dos o un parametro a determinar.

La familia de potenciales que vamos a estudiar estd constituida
por el potencial triparamétrico dado por la expresién (III.1), y los

siguiente potenciales que de él1 derivan cuando alguno de los paréametros

es fijado. Asi, al fijar a, = 1 se obtiene el siguiente potencial
biparamétrico

= .- 1 - - - -
U(al,az,r) = -?7{(N 1)(1 azr)exp[ a, r] +2Z-N+ 1} (II1.25)
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Otro biparamétrico lo obtenemos cuando se fija a, = 0
1 33
U(al,a3;r) = - -;r{(N - l)exp[-a1 r ] +Z-N+1 } (II1.26)

Por ultimo, un potencial uniparamétrico que proviene de fijar

simultaneamente a2 en cero y a3 en uno, esto es

U(al;r) = - .%7{ (N-1) exp[—a1 r ] +Z-N+1 } (II1.27)

En el siguiente capitulo veremos la conveniencia de usar unc u
otro potencial, lo que dependera fundamentalmente de la lonicldad y del

numero de electrones del sistema atémico en estudio.

Cuando se estudian los comportamientos extremos de estos tres
potenciales derivados de (III.1), se observa que los tres tienen el
comportamiento correcto en infinito; esto es, el dado en el expresién
(III.S). En cuanto al comportamiento en el origen, procediendo como en el
apartado anterior, encontramos que los potenciales (III.25), (III.26), y

(II1.27) vienen dados, respectivamente, por la expresién (III.13) y por

1

1-a
r 3

(I11.28)

~_ £ _
U(al,a3.r) = = * al(N 1)
Ula;r) = - £ +a (N-1) (I11.29)
1’ r 1
donde vemos que sélo para (I111.26) aparece el término divergente no
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culombiano que aparecia en (III.22) y también vemos que el término
constante correspondiente al potencial culombiano debido a 1la carga
electrénica no esta en (III.28). Todo esto nos lleva a pronosticar un
me jor comportamiento de (III.25) y (III.27) cuando hay pocos electrones,
ya que es cuando menos importantes son los efectos no culombianos de
correlacién electrénica. Para un nimero de electrones que no sea pequefio
seria necesario utilizar un potencial como el dado en (III.1) o en
(I111.26).

Los parémetros de estos cuatro potenciales (III.1), (III.25),
(I11.26) y (I111.27) son obtenidos mediante un método fenomenolégico que

consiste en minimizar la siguiente expresién :

. 172
U(rl) - (r‘) 2
x = 1 (II11.30)
U (r))
1=1
donde { r o 1 =1 sn} es la malla radial y Ud(rl) es un potencial

utilizado como dato para el ajuste y que puede ser cualquiera,
autoconsistente, experimental o incluso otro potencial analitico. En este
trabajo utilizaremos un potencial autoconsistente calculado mediante el
programa DAVID debido a Liberman y Zangwill (1984). Este es un potencial
central generado en un contexto relativista y en el seno de la
aproximacién de densidad local. Ademads, este potencial ha sido corregido
con el fin de que el comportamiento a grandes distancias delAnﬁcleo sea
el correcto. Este modelo autoconsistente ha sido previamehte contrastado

con datos experimentales y con otros modelos.
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El procedimiento de minimizacién de (II1.30), que nos permite
la obtencién de 1los parametros para cada potencial analitico, se ha
realizado utilizando el método simplex no lineal de Nelder-Mead (Nelder y

Mead, 1965). Este basicamente consta de los siguientes pasos :

Nosotros tenemos una funcién x(al,aa,as) de los parédmetros y
queremcs encontrar una terna de pardmetros que la haga minima. Entonces
11
, 035 )
arbitrarios del espacio generado por los valores posibles de los tres

> i
calculamos cuatro valores de x en cuatro puntos, a = (a1 ,a

parametros. A estos cuatro puntos se les considera los vértices de un
simplex tridimensional. A continuacién se buscan, entre estos cuatro, los
puntos 3; \% gx tales que ¥ tome en ellos los valores minimo y maximo.

Sean éstos X, Y X, o respectivamente. Entonces si se cumple que :

< T (II1.31)

siendo T la tolerancia que fijemos a priori, el punto 2; sera el que
minimiza la funcién y por tanto, U(gu;r) serda el potencial analitico

optimizado.

Si no se verifica (IIl.31) entonces se sustituye 2; por otro
para el que } tome menor valor que el tomado en el gx anterior. Con esto
se buscan los puntos en donde y tome el valor maximo y minimo. Con ellos
se recalculan Xy Y Xy y éstos se someten a la prueba (III.31). El proceso

es repetido hasta que se verifique (III.31).
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4.- Calculo de las energias atémicas :

Para analizar la bondad de estos potenciales compararemos las
energias atémicas, los autovalores, las autofunciones, las densidades de
carga radial y las fuerzas de oscilador calculadas mediante los
potenciales analiticos con las correspondientes magnitudes
autoconsistentes o, cuando se posible experimentales. Por ello
dedicaremos lo que resta de capitulo a describir los métodos y algoritmos
utilizados para el calculo de dichas magnitudes. En concreto en este
apartado describiremos el método seguido para el cdlculo de la energia.
Este esti basado en un método autoconsistente en el que el potencial

efectivo es sustituido por uno de los analiticos miembros de la familia.
Rajagopal (1980) establece el siguiente teorema :
El estado fundamental no degenerado de un sistema no

homogéneo de N electrones interactuando puede ser descrito por el

siguiente sistema de ecuaciones autoconsistentes de Schrédinger

monoparticulares
h 2 2 : 2y _ 2 :
{ > v o+ Vef[r,p] } Wk(r) = Ek Wk(r) (II1.37)

para cada estado electrénico, k, ocupado, y donde la densidad se deflne

por

_ 2 2 =
p(r) = }Z vk| Wk| y Jp(r) dr = N (I11.38)
k

siendo aqui v, el numero de ocupacién del orbital k (numero de electrones

en dicho orbital). El potencial efectivo a un cuerpo, Ver’ estd dado por
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3 (r') ok
vV [Fp] = v(B) + J-——3~—————- a2 + — XS (111.39)
: | 3p(r)

donde v(?] representa un potencial externo al que esta sometido el
sistema, y Exc es la energia de intercambio y correlacidén del sistema,

dado por la siguiente expresién

E lpl = Flp] - -%-[ J-?iglﬂigl%-d? d? - T [p] (111.40)
r -r’

En la expresién anterior TS es la energia cinética de un sistema de N
electrones que no interactaan, pero que tiene 1igual densidad p.
Finalmente, Flpl] es el funcional universal de la densidad que aparece en

la teoria del gas de electrones no homogéneo de Hohenberg y Kohn (1964).

En esta teoria se establece que para un sistema de N electrones
encerrados en una gran caja, Yy moviéndose bajo la influencia de un
potencial externo, v(?), siendo W la repulsién culombiana, la energia del
estado fundamental del sistema se puede expresar como el siguiente

funcional de la densidad

Elp] = Flp] + f o(r) v(B) d? (1II.41)

con

Flpl = <¥|T + W|¥> (111.42)

que es un funcional universal véilido para cualquier numero de electrones

y para cualquier potencial externo. T es la energia cinética y |W> el
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estado fundamental del sistema. Ademads, se demuestra que para cada
potencial externo existe una unica densidad del sistema (salvo constantes
aditivas). Y también, que la densidad correcta hace minima la expresién
(III.41).

La demostracién del teorema anterior se basa en estos
resultados de Honenberg y Kohn junto con la utilizacién de la siguiente

forma del funcional universal dada por Kohn y Sham (1965)

_ 1 p(riplr’) > 2,
F[p] = Ts[p] + T/I‘ der dr + Exc[p] (111.43)

Nosotros vamos a considerar un sistema atémico relativista en
estado estacionario y con un nucleo infinitamente pesado (fijo en el
origen de coordenadas). Con lo que el potencial externo del teorema sera
el potencial culombiano debido al nucleo, o sea, v(r) = -Z2/r. Ademds, en
vez de un sistema de ecuaciones de Schrddinger tendremos un sistema de
ecuaciones de Dirac con el potencial efectivo, o sea, que para cada

estado electrénico k se tiene que resolver la siguiente ecuacién

_)

> > 2 3. 2y -
{ cap +c B+ Vef[r.p] } ‘I’k(r) E, wk(r) (I11.44)

donde 3 y B son las matrices de Dirac y ¢ = 137.036.

Con esto se puede calcular la energia total del atomo a partir

de la siguiente expresién :

_ _ 2 1 p(r)plr’') 5 3,
ot a2 G [0

(III.45)
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siendo

- 3.2 2
T—ka< \Itkl c ap + c” B v > (I1I.46)

k

Este resultado es inmediato si partimos, de (III.41), de
(I11.43), de tener en cuenta que Tscorresponde a un sistema de electrones

que no interactuan, y de que v(r)=-2/r.

También podemos calcular la energia total a partir de

_ _ > Z 2 1 p(r)p(r’) .9,
E = Z Vk Ek IP(r)Vefdr JP(I') -r—dI‘ + TJJWdrdr + Exc[p]
k

(II1.47)
Esto es facil de comprobar. Proyectando cada una de las ecuaciones
(III.44) sobre el correspondiente orbital Wk, y sumando para los N

electrones del atomo estas ecuaciones, se tendrd lo siguiente

> 2
Y v wle B« ol ) v w] v e =) vegEly
k k k

Teniendo en cuenta la expresién (II1.46), que el potencial efectivo es un
operador a un cuerpo y que los orbitales estan normalizados, la expresién

anterior se transforma en
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y teniendo en cuenta (II1.38) concluimos que

T + J' p(r) V_(r) dF = z v E,
k

Pues bien, nosotros sustituimos en estas ecuaciones el
potencial efectivo por uno de los potenciales analiticos (III.1),
(I11.25), (III.26) o (III.27), con sus parametros optimizados. Con esto,

para cada capa k=(nlj) tendremos que resolver

[c @B +c® B +URE;r)] wk('r’) = E wk('r’) (I11.48)

donde E = Ek + c° (E contiene la energia debida a la masa del electrén).
Con las funciones de onda y valores propios de cada capa construimos la
densidad a partir de la ecuacién (II1.38). Una vez calculadas estas
magnitudes, a partir de (III.47) calculamos la energia total. Ahora bien,
para ello es necesario conocer la energia de intercambio y correlacién.
Esta se calcula asumiendo la aproximacidén de densidad local (Kohn y Sham,
1965) que consiste en suponer la siguiente forma para la energia de

intercambio y correlacién :

E_lp] = J p(r) e*°(p(r)) di (111.49)

en donde £°° es la contribucién de intercambio y correlacién a la energia
total por electrén en un gas homogéneo de electrones que interactuan, de
densidad p. O sea, esta aproximacién supone que la contribucién de
intercambio y correlacién a la energia total puede irse afladiendo por
cada porcién de gas no uniforme como si fuese localmente uniforme. La
unica justificacién que de la aplicabilidad de esta aproximacién se ha

hecho para sistemas atémicos ha sido empirica.
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Para la energia de intercambio y correlacién por electrén

utilizamos la siguiente expresién propuesta por Barat y Hedin (1962)

3

£ (p) =~ ———— - ¢ [ (1 + %) In(t + 1/%) + 1 x - x° - -l-]

2 3

4nr «
S
(I111.50)
y donde « = (ar9m)3 » X =T / rp y
a -1/3
r = [ = T plr) ] (III.51)

las constantes ¢ y rp son calculadas de diversas formas dando valores
diferentes segin sea el proceso de su determinacién. Sin embargo estas
diferencias no se ponen de manifiesto en los valores de las magnitudes
fisicas que estamos calculando. Nosotros hemcs usado los siguientes
valores para estas constantes ¢ = 0.0333 u.a. y rp= 11.4 , que han sido

calculados por Gunnarsson y Lundqvist (1976).

4.1.- Obtencién de la ecuacion radial de Dirac :

Tendremos que resolver una ecuacién de Dirac como la (III.48)
para cada capa. Como los potenciales analiticos son estaticos y centrales
(Yndurain, 1990; Landau y Lifshitz, 1975; Messiah, 1975), la funcién
arbital solucién de esta ecuacién, que es un bispinor, es una autofuncién
del cuadrado del momento angular total, Jz, de su tercera componente, Jz,
v del operador paridad. En estas condiciones la funcién de onda puede ser

expresada, en funcién de las componentes mayor y menor, de la siguiente
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forma (Liberman et al., 1965):

.1
R i A(r) QUm

¥ (R) = % (111.52)

1’
1B,

estas funciones poseen momento angular total, j, tercera componente, m; y
paridad definida. En esta expresién los numeros cuanticos guardan las

siguientes relaciones :

1’ =1+ s, j=1+—;-s=l’--;—s (111.53)

s es el namero cuantico que caracteriza la paridad y que vale 1 para los

)J—‘I/Z )j+1/2

estados de paridad (-1 y -1 para los de paridad (-1

En la expresién (III.S52) las partes angulares vienen dadas por

los spinores esféricos, Q y Q
1jm 1’ jm
(_1)j-(1/2)s j+(1/2)s

(-1) , respectivamente. Estos objetos proceden del
acoplamiento de autcfunciones de spin 1/2 con arménicos esféricos de

que tienen paridad opuesta,

momento cinético 1, para la componente mayor, y 1’ para la menor (ver

Apéndice A; 1).

Finalmente, A(r) y B(r) son funciones arbitrarias de r a
determinar mediante la resolucién de (III.48). Dada la simetria esférica
del potencial, cobtendremos a partir de (III.48) una ecuacién radial con A

y B como incdgnitas.

La ecuacién (III.48) la podemos escribir como HD¢ = E¥ donde el

operador Hamiltoniano de Dirac sera

H =c 3P+ 2B+ UE;r) (I11.54)
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Usando la representacién de Dirac, o sea

Ry
o 9y

B = 1o (III.55)
0 -I

9l ©

donde I es la matriz unidad 2x2 y 3 un vector cuyas componentes son las

matrices de Pauli dadas por
1o 1 _10-i |1 o0
o= [ 1 0 ] c, = [ i 0 ] c_= [ 0 -1 ] (III.56)
se obtiene que (ver Apéndice A; 2)

2P = “r{ p_+ _;_[ 1+ c-L )} (I11.57)

donde

- .1 8
P r 8

r

(II1.S8)

r o =
r r r r

Ademis, usando la funcién de ondas (III.52) se tiene (ver

Apéndice A; 3)

1

[1+&’oi’]\p=-n3w k=-s(J+ 5) (111.59)

Con (III.57) y (II1.59) la ecuacidén (III.48) quedara

{ ¢ “p[ P. - irK B ] + c° B+ U(g;r) - E } v =0 (II1I.60)
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y teniendo en cuenta (III1.52) y que los spinores esféricos verifican
(Yndurain, 1990)

(3)a =-@ (&2) Q. =-0 (IT11.61)
r 1jm 1’ jm r 1’ jm 1jm

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones acopladas

d A(r) -K/T (U(g;r)- E - cz)/cs A(r)
dr B(r) -(U(z;r)— E + c°)/cs K/T B(r)
(I1I1.62)

Y teniendo en cuenta que el autovalor de la capa k, Ek, sera la
energia E menos la autoenergia del electrén (mcz, en u.a. cz), la

ecuacién anterior se transforma en

q A(r) -k/r (U(g;r] - Ek— 2¢%)/cs A(r)
r B(r) —(U(g;r) - Ek)/cs K/T B(r)
(I11.63)

4.2.- Resolucién numérica de la ecuacién radial :

Para la resolucién numérica de (III.63) utilizamos un método
seguido por Liberman et al. (1965; 1971) consistente en el siguiente'

proceso :

Para un valor de la energia Ek comprendido entre Eh= —22/n2 y

Eu = —10-5 u.a. se calcula el punto clasico de retroceso. Este sera el
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primero de los puntos de la malla radial que cumpla :

3 - D) (II1.64)
2 r?

A continuacién se calculan A(r) y B(r) resolviendo la ecuacién
radial desde el origen hasta el punto clasico de retroceso y se
contabiliza el nimero de nodos (contamos el nimero de cambios de signo)
de A(r). Si éste coincide con el numero de nodos teérico (n-1-1)
entonces se calcula el infinite practico (punto para el cual la funcién
de onda no difiere de cero de una manera significativa) de la siguiente

condicién :

[ U@d;r) - E, =75 (III1.65)

Desde este punto se hace una integracién de la ecuacidén radial

hacia dentro hasta el punto clésico de retroceso, en el que se impone.

continuidad para A y B. Finalmente, estas funciones radiales desde el
infinito préactico hasta el 1Ultimo punto de la malla radial son

aproximadas por las proporcionadas por el método WKB no relativista.

En el caso de que el numero de nodos no hubiera sido el
correcto se tomaria, si el nimero de nodos de A es menor que el tedrico,
Em = Ek y un nuevo autovalor igual a la semisuma de EH y el antiguo
autovalor. Cuando el numero de nodos de A es mayor que el debido, se toma
En = EIk y un nuevo autovalor igual a la semisuma de Em y el antigue
autovalor. Tanto en un caso como en el otro se recalcula el punto clasico
de retroceso y se determinan A(r) y B(r) desde el origen hasta dicho
punto. Este proceso se repite hasta conseguir una funcién radial A(r)} con

un numero de nodos igual al tedérico y a partir de aqui se procede como

hemos descrito anteriormente.
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Con el fin de conseguir una malla radial que sea muy fina en la
vecindad nuclear, se toma una malla del tipo exponencial. O sea, que r
serd proporcional a la exponencial de x, siendo x una malla uniformemente

espaciada ( x1=ih con h=cte.).

Se puede demostrar (Landau y Lifshitz, 1975) que para un
potencial atractivo U=~Z/r y para pequefios valores de r las funcliones

g

radiales, A(r) y B(r), se comportan como r°, siendo

1/2
g = [ (j + 1/2)% - (Z/c)z] (I11.66)

Entonces, podemos suponer que en el origen la solucién de
(I11.63) se comporta de esta manera y con el fin de obtener mas precisién
a cortas y largas distancias del nicleo extraemos de las funciones
radiales estos comportamientos conocidos. Asi pues, en la integracién
desde el origen hasta el punto clasico de retroceso introducimos en

(II1.63)

A(r) = r? 4(r) y B(r) = r? B(r) (II1.67)

con lo que la ecuacidén a resolver sera

d d(r) -(k + g)/r wWwi@;r) - Ek- 2¢?)/cs 4(r)
dr B(r) -(U(g;r) - Ek)/cs (k - g)/r B(r)
(I11.68)

y para la integraciéon hacia dentro, desde el infinito practico hasta el
punto clasico de retroceso (en donde invertimos el infinito por el

origen) introducimos en (III.63)

Alr) = 2 4(r) y B(r) = r? B(r) (111.69)
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con lo que la ecuacién a integrar es

d A(r) -k - g)l/r (U(g;r] - Ek- 2¢®)/cs A(r)
ar [ g(r) -WE;r) - E)/es (k + g)/r B(r)
(I11.70)

Para integrar (III.68) y (III.70) se utiliza la férmula de

interpolacién de Adams (Abramowitz y Stegun, 1972), ésta es

h

¢n+1 - wn * 24 (9 wnq + 19 'l’n -5 wn-l + '/’;_2 } (IT1.71)
donde wx es el valor aproximado de ¢(ri), siendo
d(rl) q |4)
w(r!J = Y W; = I : (111.72)
ﬂ(ri) ﬂ(ri)

La integracién hacia fuera, 1la de (III.68), se 1inicia
calculando los cinco primeros términos de Y y sus derivadas mediante unas
series de potencias de r construidas a partir de las soluciones de una
ecuacién radial similar a (III.68), pero planteada para un potencial del
tipo -2/r + Uo’ siendo este Ultimo sumando el potencial constante que los
electrones causan en el origen. Mientras que la integral hacia dentro, la
de (III.70), se inicia calculando los cinco primeros términos y sus
derivadas a partir de un método Runge-Kutta de cuarto orden que toma como
origen la aproximacién WKB no relativista en el primer punto, el infinito

practico.
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5.~ Transiciones espontaneas :

Un 4atomo aislado que se encuentra en un estado excitado de
energia E1 puede, por medio de una transicién radiativa espontadnea, pasar

a otro estado de menor energia, Ef, emitiendo un fotén de energia

(I11.73)

(en toda esta memoria siempre que aparezca el término AElf debe ir en

unidades atémicas de energia, 1 rydbergs = 2 u.a. o hartree}.

Si la probabilidad por unidad de tiempo de que esto suceda es
a . y recordamos que para un atomo aislado hay 2Jf+ 1 estados cuanticos
degenerados con energia Ef, que corresponden a los posibles valores de Mf
(tercera componente del momento angular total del atomo en el estado de
energia Ef, Jf), se define la probabilidad total por unidad de tiempo de
que un atomo en un estado especifico i decaiga mediante una transicién
espontanea en uno de los 2J£+ 1 de energia Ef, (coeficiente de Einstein

de emisién espontanea), de la siguiente forma

AL = Zaif = 1 Za“_ (II1.74)
27 + 1
M i M M

£ fi

o sea, promediamos para los estados iniciales y sumamos. para los finales,
pues estamos considerando que todas las direcciones en el espacio son
equivalentes (el &atomo que inicialmente estd en uno cualquiera de los
2J1+1 estados de energia Ei puede pasar con 1igual probabilidad a
cualquiera de los estados finales de energia Er)' Por tanto, si en un

instante t hay Ni(t) dtomos en el estado i, la variacién de esta

84

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



poblacién a causa de una transicidén espontdnea al nivel f es

d N (t)
~———==-A N (III.75)
dt

Si se considera la radiacidén como una perturbacién al sistema
atémico y asumimos la aproximacidén dipolar eléctrica, aproximacién en la
cual sélo se considera el primer término del desarrollo multipolar del
hamiltoniano de interaccién ( o sea, la exp(i R2) se aproxima por la
unidad, siendo 4 y P los vectores de propagacién de 1la onda
electromagnética y posicién del electrén, respectivamente), el
coeficiente de emisiéon espontanea de Einstein viene dado por (Cowan,
1981; Sobelman, 1992)

A = ——— F (II1.76)
if 3 if

donde F!f es una cantidad adimensional llamada fuerza de oscilador y dada

por la siguiente expresién

F = Z z <o, P lo >|? (I11.77)
3(2J +1)

HH
f’

siendo ?q la q-ésima componente del tensor irreducible de rango unidad
del momento dipolar eléctrico clasico, y que expresado en unidades
atdémicas es
N
?q =qu(k) (II1.78)

k=1
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donde N es el nimero de electrones del atomo y rq(k) es la gq-ésima
componente del tensor irreducible de rango uno que se obtiene cuando se
expresa el vector posicién del k-ésimo electrén, ?, en la base esférica

correspondiente a momento angular 1, es decir

vo=- @7 ir) =-r (2)7"2 sen @ explig)

r =r =r cos 0 (I11.79)
(4] z

r, = (2)"172 (rx - iry) =r (2)'? sen o exp(-igp)

aqui r,0,¢ son las coordenadas esféricas del vector posicidn.

Ademas hemos considerado que los estados atémicos son
estacionarios, lo que sera una buena aproximacién, pues en el caso del
Atomo aislado la interaccién con la radiacién es débil, asi que para el

estado s

® (t) = & expliE t/hl (I11.80)
s s s

con lo que si A es un operador

2 _ 2
|< o (t)]ale (t)>]° = |< @ |A|e>] (I1I1.81)

Por esta razén los estados atémicos inicial y final de (III.77) no

dependen del tiempo.

Las transiciones dipolares eléctricas ocurren solamente cuando
(II1.76) sea diferente de cero, y esta expresién serd no nula cuando asi
lo sea el elemento de matriz de (III.78). Debido a que el operador
momento dipolar tiene paridad impar, estas transiciones sélo sucederan

entre estados con paridad opuesta. Si notamos por |¢i> = |7JM> y [¢f> =
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|7’J’M’>, siendo y y %’ el resto de los numeros cuanticos de los
correspondientes estados atémicos, en virtud del teorema de

Wigner-Eckart, el elemento de matriz anteriormente mencionado sera

J 1 J
J'- M

<Y IMW P |gi> = (-1) <y 3|2 |¥3> (I1I.82)

-M' g M

donde el segundo vy tercer términos del segundo miembro son
respectivamente un simbolo 3-j y el elemento de matriz reducida del
tensor momento dipolar, el cual no depende de terceras componentes. De
las condiciones en las cuales los simbolos 3-j son distintos de cero se
obtienen las siguiente reglas de seleccién para las emisiones

espontaneas:

AJ

J'-1J

"
(w]
I+
—
0O
o]
ol
—
+
o
v
—

(IT1.83)

AM = M- M

1

Q
1
o
-
e

los diferentes valores de q corresponden a la polarizacién de 1la
radiacién dipolar (q = 0 para la lineal paralela al eje z y 1 o -1
circular en el plano xy a favor o en contra del sentido horario,

respectivamente).

Si tenemos en cuenta la siguiente regla de suma gque verifican

los simbolos 3-j

=1 (II1.84)

y el teorema (III.82), podremos obtener una expresién de la fuerza de

87

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



oscilador independiente de terceras componentes, ésta es

2 0E )
= — Y < ||?] |2 > (I11.85)
3 (2J+1)

if
Al cuadrado del modulo del elemento de matriz reducida se le suele llamar

fuerza de linea dipolar eléctrica.

Se puede demostrar (Cowan, 1981; Sobelman, 1992) que la fuerza
de oscilador dipolar eléctrica dada por (III.77) se puede poner como una
serie de factores que multiplican a la siguiente fuerza de oscilador de

tipo hidrogenoide

2 AE < ¥

3 {2j+1) m,m’

" (III.86)

en esta expresién los numeros cuanticos se refieren a las subcapas entre
las que tiene lugar la transicién (i ={nlj}— f ={n’1’j’}, es decir, que
a partir de ahora nos referimos a i y f como subcapas, no como estados
atémicos), las funciones de ondas son los orbitales de las subcapas
implicadas en la transicién, y por ultimo, m y m' son los nuimeros
cuanticos que dan cuenta de las terceras componentes de j y J',

respectivamente.

En este trabajo hemos realizado los cdlculos de (III.86)
considerando que Whm y an, son de la forma (III.52) y que sus partes
radiales son las obtenidas de la resoluciones de la ecuacién (III.63)
correspondiente. También hemos aproximado la energia de la transicién
AElf por la diferencia de los autovalores obtenidos de (III.63) para cada

una de las subcapas implicadas en la transicién.
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Para hacer el calculo del elemento de matriz de (II1.86)
expresamos el vector posicién como tensor irreducible de orden uno, esto
teniendo en cuenta {(III.79) y la definicién de los armoénicos esféricos

nos llevaria a la siguiente expresién

4 m 172
ro=T [—7?—] th(e,¢) q=20,1,-1 (I11.87)
Entonces
|<w |2 ¥ >|2=Z|<\It Ir | ¥ >|? (I11.88)
f,m’ i,m f,m’' q i,m
q
y usando (III.52)
< ¥ lr | ¥ >=<r >+<r > (I11.89)
f,m’ ' q i,m A B

con
<r >=<(a/r)i''Q e | (/) it @ >
A £ ’i’m* ' g i 1jm
(I11.90)
<r. >=<@®sr)i¥a, |r| B/m)ita >
B £ 'ymlq i Ljm
donde 1 = 1 + s y las primas se refieren a la subcapa f. Utilizando
(II11.87) se tiene que
4 n 172 1-1°
<r > = [————] i R q(1,1") (I11.91)
A 3 A
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o0
R =J' A r A dr (I11.92)
A o f i

*
4(1,1") =J dw 9,0 Y, (I11.93)

aqui dw es el elemento de &ngulo sélido. Como

Q.. = Z 1,172, j|mp,pym) ¥, (I11.94)

u=t1s2

donde los C son los coeficientes de Clebsch-Gordan y x” las funciones de

spin 1/2, podremos escribir (III.93) de la siguiente manera

q(l,1’) = E: c(1’,1/2,5 |m’ -p,pu,m" ) C(1,1/2, j|m-p,p, m)

H (II1.95).

x de vl Y %
1’,m’~p 1,q Iym-p

donde se ha sumado para los spines.

Si ahora se tiene en cuenta que

172
. _[ (2j+1) (2k+1) : : |
[dw YooY Y -[ G ] c(j,k,1|u,q,m) C(j,k,1|0,0,0)

(II1.96)
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la expresién (III.95) queda

v [ 3 (21+1) 2 , - . :
q(l,1) °[_ZET§T77T7] c(1',172,5" |m' -p,p,m’ ) C(1,1/2, j|m-u,pu,m)
M
x C(1,1,1’ |m-u,q,m’ -p) C(1,1,1'|000)
(II11.97)
con lo que
<r >= 1"V % Qu,1") (III.98)
A A
siendo
PR -
Q(1,1’) =[ 5 ] q(1,1%) (II1.99)

esta expresién es distinta de cero si Am=m-m’=q, Al=1’-1=0,%*1 (condicién
para que C(1,1,1’ |m-u;q,m’-p) sea no nulo) y 1+1’ un namero impar (que es
necesario para que C(1,1,1’|000) sea distinto de cero). Por tanto uniendo

estas condiciones podremos decir que <rA> no contribuye si :

Al # 1 o Am # 0,11 (II1.100)

De manera similar se obtiene que

R_Q(1,1%) (II1I.101)

donde RB se obtiene de (II11.92) sin mds que sustituir Ai y Af por Bl y

Bf, respectivamente, y Q(1,1’) de (II1.97)-(III.99) cambiando 1 por 1 vy
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1’ por 1’. Por las mismas razones que se expusieron en el parrafo

anterior (III.101) sera cero si :

Al # *1 o Am * 0,%1 (111.102)

De todo esto se deduce que

2 2 _ 2 2 .s=-g’
< ¥l FLY 217 Z[ P, Y Pgt2 1 P, pB] (II1.103)
q
P, = %& Q(1,1") g, = ﬂé Q(%,l ) (II1.104)

donde el término i*° wvale 1 si s’=s y -1 si s#s’ (téngase en cuenta que
tanto s como s’ sélo pueden tomar los valores 1 o -1). Para obtener

(III.103) basta tener en cuenta que is's' es igual a is'_s

Teniendo en cuenta las condiciones (III.100) y (III.102) y las

siguientes relaciones inmediatas podremos deducir la tabla I.

Al = Al + &s (111.105)
As = s’- s =0,%2 (III1.106)
A = j'~- j =41 + (1/2)As = 0,%1 (I11.107)

En principio tendriamos que los valores de Aj +2 y -2 son
posibles, sin embargo, basta aplicar el teorema de Wigner-Eckart a

(III.89)kpara ver la imposibilidad de dichos valores.
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Tabla I

Al As Al Aj transicién
x1 0 *1 g | permitida
1 2 3 2 prohibida
-1 2 1 0 permitida
1 -2 -1 0] permitida
-1 -2 -3 -2 prohibida
3 0 3 3 prohibida
3 2 5 4 prohibida
-3 2 -1 -2 prohibida
3 -2 1 2 prohibida
-3 -2 -5 -4 prohibida

Luego a la vista de la tabla sélo serdn posibles transiciones
en las que tanto Al como Al sean *1. En realidad, como los orbitales son
"funciones de momento angular total bien definido, deberiamos poner las
reglas de seleccién en funcién de Jy J . Asi, si Aj es %1, entonces As
ha de ser cero, y si la transicidn es entre capas de igual momento

angular total As ha de valer 2.

En el capitulo siguiente presentamos calculos de fuerzas de
oscilador realizados en litioides y sodioides. En este tipo de &atomos
constituidos de un electrén mas un core formado por capas cerradas los
numeros cuanticos de los diversos estados atémicos (que corresponden a
las diferentes posiciones del electrdén externo) coinciden con los del
orbital correspondiente a dicho electrén de valencia. Por tanto, en estos
casos, en donde estudiamos las transiciones espontaneas debidas a los
cambios de nivel de este electrén, la expresién (III.77) de la fuerza de

oscilador se transformara en la (I11.86).
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CAPiTULO IV : RESULTADOS. PROPUESTA DE UN POTENCIAL ANALITICO OPTIMO

1.- Introduccién :

En este capitulo haremos un analisis de los valores de los
parametros que resultan del ajuste de cada uno de los cuatro potenciales
analiticos propuestos en esta Tesis Doctoral. Desecharemos aquellos
valores que no cumplen las condiciones deducidas para estos parametros de
acuerdo con el apartado segundo del <capitulo anterior. También
estudiaremos la variacién de estos parametros con el numero de electrones
o la lonicidad. Han sido numerosos los cadlculos realizados y siempre
hemos encontrado, en lineas generales, los nismos comportamientos. En
este apartado haremos un estudio detallado para distintos iones de hierro
y aluminio. De estos iones los primeros juegan un papel fundamental en el
campo de la Astrofisica y los segundos en los experimentos de interaccién
de laseres con plasmas. A continuacién compararemos nuestros potenciales
con los propuestos por otros autores. Continuaremos evaluando los errores
que se comenten en los autovalores, energias atémicas y autofunciones
proporcionados por los cuatro potenciales analiticos. Del andlisis de
todos estos comportamientos que estudiaremos en este capitulo podremos
proponer un potencial analitico éptimo para los iones con un numero de
electrones comprendido entre 2 y 26. Ademds se encontrard una correlacidn
de los parametros de este potencial en funcién de 2. Por 1ultimo,
finalizaremos este capitulo mostrando algunos resultados obtenidos al
usar este potencial éptimo en el calculo de energias de transicién y
fuerzas de oscilador para transiciones espontaneas en diversos litioides

y sodioides.
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2.- Parametros optimos :

Tal y como describimos en el apartado tercero del capitulo
anterior, hemos obtenidos los parametros Optimos para la famllia de
potenciales analiticos, o sea, para el triparamétrico, 1los dos
biparamétricos y el uniparamétrico, dados, respectivamente, por las
expresiones (III.1), (III.25), (III.26) y (III.27).

En las sigulentes tablas mostramos los resultados obtenidos
para los diferentes estados iénicos de hierro, comenzande con el hierro
una sola vez lonizado (un nucleo de hierro y la configuracién electrénica
del manganeso en estado fundamental), Fell, hasta el hierro como hello,

es decir un nicleo de hierro y dos electrones en el nivel 2s, FeXX}V.

La tabla I corresponde a los parametros &ptimos para el
potencial triparamétrico (III.1), Ut, la tabla II a la de los del
biparamétrico (III.26), Ub1’ la tabla III a la de los del también
biparamétricae (III.25), sz, y la tabla IV a la de los del uniparamétrico
(I111.27), Uu. En todas estas tablas N es el nuimero de electrones y & es
el error relativo medio cometido en el ajuste del potencial; éste viene

dado por

| U (r)-u(r)]|
5(%) = 120 Z sc i a 1 (IV. 1)

| Usc(ri)l

donde Usc y Ua son, respectivamente, el potencial autoconsistente usado
en el ajuste, el calculado con DAVID, y el potencial analitico a ajustar
y { r1 : 1 =1 =n} es la malla radial utilizada. Nosotros hemos usado

una malla de 421 puntos con un radio maximo de 40 u.a.
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ion N a a a (%)

1 2 3
Fe I1 25 2.2450 0.1104 0.8058 0.83
Fe III 24 2.4983 0.0006 0.8255 0.71
Fe 1V 23 2.2755 0.3962 0.8134 0.65
Fe VII 20 2.9583 0.0002 0.8299 D.65
Fe IX 18  3.2008 0.4712 0.8609 0.47
Fe XI 16 4.2719 0.0001 0.8%40 0.36
Fe XIII 14 5.1368 0.0001 0.9187 0.27
Fe XV 12 6.7078 0.0002 0.9643 0.11
Fe XVI 11  6.1456 1.3912 0.9740 0.08
Fe XVII 10 6.4793 2.1592 0.9947 0.07
Fe XVIII 9 6.6690 2.1982 0.9852 0.07
Fe XX 7 7.2563 2.2985 0.9649 0.08
Fe XXII S 12.3025 0.0002 0.9846 (.07
Fe XXIII 4 14.8178 0.0271 0.9897 0.06
Fe XXIV 3 18.4260 5.5056 1.0602 0.03
Fe XXV 2 58.1910 13.7576 1.3100 0.02

Tabla I. Parametros dptimos del potencial Ut y error cometido en el

ajuste, 8, para iones de Fe.

ion N a, a, 8(%)
Fe II 25 2.3634 0.8158 0.83
Fe III 24 2.4989% 0.8255 0.71
Fe 1V 23 2.6214 0.8301 0.66
Fe VII 20 2.9583 0.8298 0.65
Fe IX 18 3.7523 0.8847 0.45
Fe XI 16 4.2709 0.8940 0.36

Tabla II. Parametros 6ptimos del potencial Ubl y error cometido en

el ajuste, 8, para iones de Fe.
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ion N a, a, 8(%)
Fe XIII 14 5.1370 0.9187  0.27
Fe XV 12 6.7077 0.9643  0.11
Fe XVI 11 8.0517 0.9987  0.07
Fe XVII 10 9.9650 1.0382  0.13
Fe XVIII 9 10.1579 1.0282  0.10
Fe XX 7 10.7610 1.0060  0.08
Fe XXII 5 12.3030 0.9846  0.07
Fe XXIII 4 14.8448 0.9897 0.06
Fe XXIV 3 28.5989 1.0856  0.02
Fe XXV 2 96.2090 1.2626  0.04
Tabla II. Continuacién.
ion N a, a, 8(%)
Fe XI 16 5.0777 -2x 107° 0.82
Fe XIII 14 5.9662 -2 x 107’  0.51
Fe XV 12 7.2202 -2x 107> 0.18
Fe XVI 11  8.6242 =-0.5719 0.07
Fe XVII 10 12.1170 -3.5714 0.10
Fe XVIII 9  12.2071 -3.1491 0.09
Fe XX 7 12.2143 -1.7498 0.08
Fe XXII 5  12.8373 -3 x 10°° 0.07
Fe XXIII 4  15.3052 -6 x 10°° 0.06
Fe XXIV 3  32.5426 -13.8859  0.03
Fe XXV 2  68.1184 -48.3293  0.03

Tabla III(a). Parametros éptimos del potencial sz y error cometido,

3, para los iones Fe.
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ion N a, a, 8(%)
Fe XI 16 5.0751 3 x 10" 0.83
Fe XIII 14 5.9662 2 x 107’  0.51
Fe XV 12 7.2198 2x 107> 0.18
Fe XVI 11 7.2293  0.7936 0.08
Fe XVII 10  6.5937  2.1357 0.07
Fe XVIII 9 7.0347  2.1109 0.07
Fe XX 7 8.5343  1.8463 0.08
Fe XXII 5 12.8373 3 x 10°° 0.07
Fe XXIII 4  15.3051 6 x 10™° 0.06
Fe XXIV 3  14.4880  5.9136 0.05
Fe XXV 2 17.8631  13.5911  0.05

Tabla III(b). Parametros éptimos del potencial sz y

8, para los iones de

Fe.

ion N a, (%)
Fe II 25 2.6003 3.92
Fe III 24 2.8195 3.20
Fe IV 23 3.1289 2.36
Fe VII 20 3.6135 1.99
Fe IX 18 4.4207 1.12
Fe XI 16 5.0762 0.82
Fe XIII 14 5.9671 0.57
Fe XV 12 7.2207 0.18
Fe XVI 11 8.0742 0.08
Fe XVII 10 9.1232 0.18

TablalV. Parametros

para los iones de Fe.

éptimos del potencial Uu Yy
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ion N a S(%)

Fe XVIII 9 9.5012 0.13
Fe XX 7 10. 6005 0.08
Fe XXII 5 12.8377 0.07
Fe XXIII 4 15.3055 0.06
Fe XXIV 3 21.5649 0.08
Fe XXV 2 35.5927 0.10

Tabla IV. Continuaciodn.

Para los 1iones de aluminio hemos obtenido los siguientes
potenclales. Asi en la tabla V mostramos los parametros éptimos para el
potencial Ut, en la'tabla VI para el potencial Ub1’ en la tabla VII para
el sz y la tabla VIII para el Uu.

ion N a, a, a_ é(%)
Al II 12 2.3758 0.0323 0.8704 0.71
Al IV 10 2.5917 0.8106 0.9535 0.21
Al VI 8 2.9205 0.9318 0.9404 0.18
Al VIII 6 3.5674 1.0050 0.9321 0.16
Al X 4 6.9090 0.0064 0.9787 0.09
Al XII 2 25.2484 6.6896 1.3417 0.03

Tabla V. Parametros é6ptimos del potencial Ut y error cometido en el

ajuste, 8, para iones de Al.
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a

ion N . a, 8(%)
Al 11 12 2.4084 0.8720 0.71
Al 1V 10 3.7849 1.0119 0.32
Al VI 8 4.2698 0.9949 0.19
Al VIII 6 4.9514 0.9742 0.14
Al X 4 6.9155 0.9787 0.09
Al XI1 2 39.9228 1.2710 0.05

Tabla VI. Parametros éptimos del potencial Ubl

el ajuste, 3, para iones de Al.

y error cometido en

ion N a, a, S(%)
Al II 12 2.6346 -3 x 107> 1.60
Al IV 10 4.4906  -0.8715  0.30
Al VI 8 4.7655  -0.4970  0.20
Al VIII 6 5.1784 -7 x 10°° 0.15
Al X 4 7.2421° -4 x 10°% 0.09
Al XII 2 33.4423 -23.9570  0.04

Tabla VII{a).

Parametros 6ptimos del potencial sz y error cometido

en el ajuste, &, para iones de Al.
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ion N a, a, 3(%)
Al II 12 2.6235 0.0110 1.70
Al 1V 10 2.8684 0.7261 0.30
Al VI 8 3.5061 0.7025 0.21
Al VIII 6 5.1784 6 x 10°° 0.15
Al X 4 7.2421 2 x 10°°  0.09
Al XII 2 10.0565 5.9555 0.13

Tabla VII(b).

Parametros 6ptimos del potencial sz Yy

en el ajuste, 8, para iones de Al.

Tabla VIII. Parametros 6ptimos del potencial Uu y error cometido en

el ajuste, 8, para iones de Al.

Cuando ajustamos el potencial triparamétrico nos encontramos
siempre dos soluciones para los parametros éptimos, una que corresponde a
un valor de a2 positivo y otra terna que corresponde a un valor negativo
del mismo parametro.
relativo medio del mismo orden nos proporcionan similares valores de las

energias y las fuerzas de oscilador. Ahora bien, segin demostramos en el

jon N a, (%)
Al II 12 2.6235 1.70
Al IV 10 2.8684 0.30
Al VI 8 3.5061 0.21
Al VIII 6 5.1784  0.15
Al X 4 7.2421 0.09
Al XII 2 10.0565 0.13

101

Estas dos soluciones,

error cometido

ademds de presentar un error

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



capitulo anterior, a, tenia que ser un numero positivo, y por tanto no
consideraremos la solucién que corresponde a un valor negativo para este

parametro.

Como se muestra en las tablas III(a), III(b), VII(a) y VII(b)
existen dos soluciones para el potencial biparamétrico sz, una con a,
positivo y la otra con un valor negativo de dicho parémetro. Ambas
soluciones tienen un error relativo similar y nos llevan a valores de
energias y fuerzas de oscilador similares. En el apartado segundd del
capitulo anterior obtuvimos que cuando a, se fijaba en la unidad, a,
tenia que ser estrictamente mayor que -a, . Pues bien, aunque las dos
soluciones mencionadas cumplen la condicién anterior nosotros vamos a
trabajar con la que corresponde al valor negativo. Esta eleccién la
hacemos basandonos en a que el valor positivo de a, nos da una densidad
analitica que cambia de signo cuando se utiliza la expresién (V.4).
Ademads, cuando el numero de electrones es pequefio el producto del
potencial por 1la distancia radial, para a, positivo, no tiende
monétonamente a Z2-N+1 cuando r es grande, sino que va creciendo hasta que
supera este valor y luego decae hasta él. Este comportamiento se muestra
en las figuras 1 y 3 para el Fe XXIV y el Al XII respectivamente. También
se observa, cuando el ion tiene 2 6 3 electrones, que el ajuste es mejor
para un valor negativo del parametro a,. Esto se refleja en las figuras 2
y 4, donde representamos el error relativo del potencial biparamétrico
con respecto al autoconsistente de DAVID, D(r), frente a la distancia
radial, r, para el hierro con tres electrones y el aluminio con dos,
respectivamente. El error relativo ~con respecto al potencial

autoconsistente viene dado, en tanto por ciento, por

|U(r) - U_ (r)]
D(r) = 100 5c (I1V.2)
U ()|
sSC

102

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



r<U(r)

error
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Figura 1. Ub2

corresponde a a2>0 y la continua a az<0.

por r para el Fe XXIV.

La 1linea discontinua
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Figura 2. Error relativo de sz para el Fe XXIV. a2>0 (linea

discontinua) a2<0 (linea continua).
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Figura 3. sz por r para el Al XII. La linea discontinua corresponde

a a2>0 y la continua a a2<0.
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Figura 4. Error relativo de sz para el Al XII.

discontinua) a2<0 (1inea continua).
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De un analisis de las tablas anteriores vemos que cuando el
numero de electrones es mayor que 10 u 11 el parametro a, de L%z es
practicamente cero y el potencial biparamétrico dado en las tablas III y
VII es practicamente el uniparamétrico dado en IV y VIII,
respectivamente. En este caso en que a, se ha fijado en la unidad se
puede justificar que, en ciertas condiciones, el potencial biparamétrico
anteriormente mencionado es sustituible por el uniparamétrico Uu sin mas
que tomar para a, el valor que resulta de la suma de los valores
obtenidos- para los parametros a1 y a, en el ajuste del potencial

biparamétrico correspondiente al mismo ion.

En efecto, al incrementar a; y a, en.Aa1 y Aa2 respectivamente

la variacién del potencial analitico biparamétrico seréa

AU=U(Z+A3 ;1) -UBR; r) (IV.3)

_ (N-1)

AU exp[-alr}{l -ar- (1 - ar - Aazr)exp[-AaIr]} (1Iv.4)

si ahora aproximamos la exponencial, exp[—Aalr], por sus dos primeros
términos del desarrollo de Taylor y despreciamos los términos que tengan

productos de incrementos (IV.4), quedara
AU = (N-1) exp[-alr] { (1 - a2r) ba + la, } (IV.5)
y esta expresién sera valida para pequefios valores de r. Ahora bien, es

precisamente para estos valores para los que las variaciones del
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potencial, AU, son apreciables. Esto es debido a la presencia de las
exponenciales negativas en (IV.4). Ademés, sl el producto de a, por r es

lo suficientemente pequefio frente a la unidad, podemos escribir

AU = (N-1) exp[-alr] { Aa1 + Aa2 } (Iv.6)

O sea, que cuando se den las condiciones en las que (IV.6) es
vadlida, el potencial no variara si Aa1+ Aa2 = A(a1+ az) = 0, o lo que es
lo mismo, si a+ a, es constante. Luego cuando se den estas condiciones

se podra tomar a= 0, y usar el potencial uniparamétrico en el ajuste.

En las siguientes tablas mostramos la diferencia entre el valor
de a, guando se optimiza el potencial uniparamétrico y la suma de los
valores de los parametros a vy a, obtenidos en el ajuste del potencial
analitico biparamétrico sz. Las tablas IX y X contienen estos datos para
distintos iones del aluminio e hierro respectivamente, ademds en ellas d
es la diferencia entre el parametro del potencial uniparamétrico y la
suma de los dos del biparamétrico expresada como tanto por ciento de la

primera cantidad, o sea

u b
| 2, - (a+a)
d = 100 (1v.7)

u
a
1

donde los superindices u y b indican que los parametros han sido
obtenidos con los potenciales uniparamétrico y biparamétrico,

respectivamente.
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. u b o
ion N a, (a1+ az) d(#%)

Al 11 12 2.634592 2.634576 0.000607
Al IV 10 3.733197 3.619025 3.058290
Al VI 8 4.301106 4.268554 0.757108
Al VIII 6 5.178338 5.178355 0.000328
Al X 4 7.242151 7.242137 0.000193
Al XII 2 17.444780 9.485302 45.636725

Tabla IX. Comparacidén entre el parametro de Uu y la suma de los dos

parametros de sz para los estados idnicos del Al.

ion N a: (a + az)b d(%)
Fe XI 16 5.076200 5.077698 0.029510
Fe XIII 14 5.967100 5.966200 0.015086
Fe XV 12 7.220700 7.220180 0.007201
Fe XVI 11 8.074200 8.052300 0.271234
Fe XVII 10 9.123200 8.545600 6.331112
Fe XVIII S 9.501200 9.058000 4.664674
Fe XX 7 10.600500 10.464500 1.282958
Fe XXII 5 12.837700 12.837297 0.003139
Fe XXIII 4 15.305500 15.305194 0.001999
Fe XXIV 3 21.564900 18.656700 13.485803
Fe XXV 2 35.592700 19.789100 44.401240

Tabla X. Comparacién entre el parametro de Uu y la suma de los dos

parametros de sz para los estados iénicos del Fe.
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De estas dos tablas anteriores nos encontramos que hay dos
zonas en las que se aprecia alguna diferencias entre la suma de los dos
parametros del biparamétrico y el parametro del uniparamétrico, estas
estan entre los 11 y 7 electrones y entre los 2 y 3 electrones. En esta
dltima regién las diferencias se acentian bastante. Ademas, si observamos
las tablas III(a), IV, VII(a) y VIII vemos que para 2 6 3 electrones es

me jor el ajuste biparamétrico que el uniparamétrico.

3.- Comparacién con otros potenciales :

La tarea de contrastar los potenciales propuestos en esta Tesis
con los de otros autores no es demasiado sencilla ya que la mayoria de
los potenciales analiticos existentes en 1la bibliografia han sido

obtenidos para atomos neutros.

En el presente apartado compararemos los potenciales propuestos
en este trabajo con el potencial IPM-GSZ obtenido para iones por Szydlik
y Green (1974) y con el potencial paramétrico de Rogers et al. (1988).
Para hacer estas cdmparaciones utilizamos como potencial patrén el

potenclal autoconsistente obtenido con el programa DAVID.

Los estimadores estadisticos que vamos a utilizar para el

contraste de modelos son el error relativo en funcién de r

| U (r) -U (rl)l
d (r) = =e 2 (IV.8)
a | U (r)]
scC i

donde r, son los diferentes puntos de la malla radial y los subindices sc
y a aluden respectivamente al potencial autoconsistente y a los

diferentes analiticos. El error relativo medio lo calculamos a partir de
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_ 1
8 = - da(ri) (Iv.9)

siendo n el numero de puntos de la malla radial. También calculamos la

varianza

1O 2
C =T [ d(r)-2o ) (Iv.10)
n a i a

i=1
por ultimo, calcularemos los maximos relativos de da(ri).

La comparacién la hacemos para los iones de argén como sodio y
como litio, o sea, para el Ar VIII y Ar XVI. Utilizamos una malla radial
de 421 puntos, que viene condicionada por el potencial autoconsistente,
ya que es en los puntos de esta malla donde conocemos el valor del
potencial que vamos a tomar como patrén. El radio maximo que tomamos es
de 40 unidades atémicas. La discontinuidad, que, como deciamos en el
capitulo anterior, tenia el potencial autoconsistente de DAVID, y que era
debida a la correccién de cola, se produce en el punto de la malla radial
correspondiente a 0.8302 u.a. para el Ar VIII y a 0.1911 u.a. para el
Ar XVI.

El potencial analitico IPM-GSZ se obtiene wusando las
expresiones (I11.48) y (II1.53) y los parametros dados por Szydlik y Green.

Asi, para el Ar VIII se tiene

1 10
Ulr) = - — +8 (IV.11)
9 r 1.1616 (exp(rr/0.22)-1) + 1
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y para el Ar XVI

1 2
Ul(r) = - — + 16 (IV.12)
9 r 0.72 (exp(r/0.06)-1) + 1

El potencial de Rogers lo obtenemos a partir de las expresiones
(I1.101), (II1.102), (I1.109) y (II.110). Para el Ar VIII tendremos

Ur(r) = - -%— { 8 + 2 exp(-15.3183 r) + 8 exp(-4.2523 r) } (Iv.13)

y para el Ar XVI
Ur(r) = - -%f { 16 + 2 exp(-15.3183 r) } (Iv.14)

Finalmente para los potenciales analiticos propuestos en este

trabajo, Ut, Ubl' sz y Uu, obtenemos los parametros Oéptimos que

relacionamos en la tabla XI.

ién N. a, a, a, 8(%)
Ar VIII 11 3.8315 0.8330 0.9532 0.11
Ar VIIT 11 4.9314  =~——- 0.9816 0.11
Ar VIII 11 5.0806 -0.0011 ——=——- 0.14
Ar VIII 11  5.0795  =m—=erm  ——e——ee 0.14
Ar XVI 3 12.2008  3.6242 1.0594 0.03
Ar XVI 3 18.6173  -—-——- 1.0828 0.02
Ar XVI 3 21.9119 -9.1764 —=——-- 0.03
Ar XVI 3 14.6461  ———m—m  ——mmee 0.07

Tabla XI. Parametros de los potenciales para el Ar VIII y el Ar XVI.

110

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



error

error

0.03

. I
4 ’
] /
J -=—-— Rogers I
] — — IPM-GSZ f
] U, !
0.02 . '\
0.01 ]
0.00 - :
b 10~ 10_" 10 1 10
"~ r{u.a.)

Figura 5a. Error del Ut, del GSZ y del de Rogers con respecto al de
DAVID para el Ar VIII.
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Figura 5b. Error de Ut, Ubl y sz con respecto al potencial de DAVID
para el Ar VIII.
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Figura 6b. Error de Ut, Ubl, sz Y Uu con respecto al potencial de

DAVID para el Ar XVI.
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En las figuras 5 y 6 representamos el error relativo en funcién
de r para el Ar VIII y para el Ar XVI, respectivamente. En todas ellas se
observa un pico muy pronunciado entre 0.1 y 1 que es debido a que es
justamente en ese intervalo de distancias donde el potencial
autoconsistente tiene la discontinuidad originada por la correccién a
grandes distancias. Pues bien, dejando aparte este maximo podemos
observar en la figura S5a que para el Ar VIII el potencial triparamétrico
tiene en todo el intervalo radial menor error relativo que el de Rogers y
también menor que el GSZ a partir de las 0.05 u.a. Para distancias
menores.este dltimo potencial tiene un error ligeramente menor que el Ut'
En la figura 5b comparamos nuestros potenciales paramétricos y se observa
que todos tienen un error relativo bastante similar, aunque ligeramente
mas alto para el sz. El potencial Uu no ha sido representado ya que este
coincide préacticamente con sz (véase en la tabla XI el bajo valor que
toma az).,Para el Ar XVI se observan resultados parecidos en las figuras
6a y 6b. En esta ultima grafica se puede observar que los errores del
potencial triparamétrico y los dos biparamétricos son del mismo orden y

‘'que es ligeramente superior para el 'uniparamétrico. Ademas, en las
gréficés S5a y 6a se observa que el error de Ut oscila mas que el de los
otros modelos entre unos maximos relativos y valores muy cercanos a cero.
En particular, en la figura 6a, al prescindir del pico debido a la
correccién de cola se observa que los errores de Uq y Ur se distribuyen
en torno a un solo maximo, mientras que el error para Ut se agrupa en
tres curvas en torno a sus respectivos maximos locales (relativos).
Ademas, a favor de nuestro modelo podemos comprobar, utilizando los datos

~de la tabla XIII, que la suma de estos tres maximos locales es inferlor a

los errores de Ur y de Ug.

En las tablas siguientes se puede observar cémo los estimadores
estadisticos son ligeramente menores para los potenciales propuestos en
esta Tesis. Ademas, el pequefio valor de las varianzas nos indica que la

diferencia entre el error relativo medio y el error relativo en todo
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punto no es grande.

El hecho de que sean nuestros potenciales los de menor error
relativo era previsible, pues tengamos en cuenta que comparamos con el
potencial usado en el ajuste. Ahora bien, dado el pequefio error relativo
que presentan todos los potenciales comparados, podremos llegar a la
conclusién de que nuestros potenciales, el de GSZ y el de Rogers estan
bastante cercanos entre si. Este hecho es una forma de validar nuestros
potenciales, ya que los dos potenciales con los que se comparan han sido

usados amplia y exitosamente en diversas aplicaciones.

U 3 o 2 r (u.a.) max(d )
a a a m a
U 0.0056 4.8 x 10°° 0.8302 0.0293
r 0.0961 0.0208
U 0.0017 9.4 x 10°° 0.8302  0.0248
9 0.4174  0.0081
0.0092  0.0009

U, 0.0011 2.4 x 10°° 0.8302 0.0156
0.5887 0.0039

0.2378 0.0005

0.0931 0.0023

, 0.0126 0.0028

o 0.0011 4.2 x 107 0.8302 0.0206
0.5035 0.0012

0.2378 0.0029

0.0681 0.0027

0.0095 0.0015

o2 0.0014 5.9 x 10°° 0.8302 0.0184
0.4880 0.0051

0.0660 0.0059

Tabla XII. Error medio, 5a , varianza, 0a2, y maximos locales del
error relativo para los potenciales analiticos IPM-GSZ, Ug, de Rogers,

Ur, y los propuestos en esta tesis en el caso del Ar VIII.
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U 3 o r (u.a.) max(aa)

a a a m
U 0.0007 1.7 x 1078 0.1911 0.0071
g 0.0531 0.0043
U 0.0009 2.4 x 1077 0.1911 0.0067
i , 0.0189 0.0031
u, 0.0003 2.4 x 1077 0.1911 0.0045
0.1234 0.0014
0.0483 0.0010
0.0101 0.0005
U, 0.0002 3.8 x 1077 0.1911 0.0056
0.1124 0.0014
0.0426 0.0005
0.0111 0.0001
0.0012 0.0001
u,  0.0003 3.5 x 1077 0.1911 0.0052
0.1159 0.0016
0.0440 0.0010
0.0074  0.0006
U 0.0007 1.0 x 107 0.1911 0.0076
" 0.0147 0.0022

Tabla XIII. Error medio, Sa, varianza, 0;2, y maximos locales del
error relativo para los potenciales analiticos de Rogers, IPM-GSZ y los

propuestos en esta tesis en el caso deliAr VIII.
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4.- Autovalores, energias atémicas, autofunciones y densidades:

En la tablas XIV y XV mostramos la desviacién de los
autovalores calculados usando los potenciales analiticos propuestos en
esta memoria (tal y como se explicé en el apartado quinto del capitulo
anterior) con respecto a los autovalores autoconsistentes calculados con
DAVID. Estos calculos se han realizado para los orbitales 1sis2, 2s1/2 y

2p1s2 de diferentes iones de hierro y aluminio.

ion orbital & e e e e

D t bl b2 u

1s -257.2432 2.54 2.34 -2.60 -2.60

Fe 11 2s -30.7399 -0.35 -0.48 10.86 10.86
2p -26.6377 -2.13 -2.28 9.94 9.94

1s -258.8177 1.91 1.76 -2.19 -2.19

Fe IV 2s -32.3880 0.63 -0.71 10.02 10.02
2p -28.2797 -1.00 -2.49 9.50 9.50

1s -262.0010 1.69 1.70 -1.70 -1.70

Fe VII 2s -35.7043 -0.74 -0.73 8.58 8.58
2p -31.5909 -2.39 -2.38 8.39 8.39

1s -263.4528 0.77 0.56 -1.14 -1.14

Fe IX 2s -37.1091 -0.22 -0.10 6.50 6.50
2p -33.0015 ~-1.50 -1.28 6.69 6.69

1s -266.4887 0.57 0.56 -0.83 -0.83

Fe XI 2s -39.8807 -0.08 -0.10 4.87 4.87
2p -35.8153 -1.01 -1.03 5.11 5.11

1s -269.8236 0.35 0.34 -0.53 -0.53

Fe XIII 2s -42.8863 -0.01 -0.01 3.07 3.07
2p -38.8735 -0.64 -0.63 3.31 3.31

1s -273.5462 0.03 0.03 -0.75 -0.29

Fe XV 2s -46.1913 0.10 0.09 0.29 1.09
2p -42.2443 -0.10 -0.10 0.18 1.24

Tabla XIV. Comparacién de los autovalores 1s1/2, 2si/2 y 2pis2
calculados usando Ut’ Ub1’ sz y Uu con los de DAVID, €D(en u.a.), para
iones de Fe. Las desviaciones, e, se expresan en tanto por ciento.
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ion orbital & e e e e

D t bl b2 u

ls -277.5828 -0.09 -0.19 -0.20  0.40

Fe XVII 2s -49.7979 -0.01 -0.25 -0.12 -0.48
2p -45.9167 0.07 0.13 0.1 -0.28

1s -292.5760 -0.09 -0.10 -0.13 -0.18

Fe XX 2s -60.2044 0.06 -0.10 -0.06 -0.26
2p -57.1767 0.09 0.08 0.11 -0.15

1s -309.3382 -0.07 -0.07 -0.09 -0.09

Fe XXIII 2s -71.3555 0.03 -0.03 0.05 0.05
2p -69.3635 0.09 0.09 0.14 0.14

1s -315.1587 -0.02 0.01 -0.01 -0.32

Fe XXIV 2s -75.1887 -0.02 -0.11 -0.10 -0.32
2p -73.5175 -0.004 -0.11 -0.10 -0.51

1s -323.7491 0.01 0.01 0.01 -0.49

Fe XXV 2s -79.9268 0.03 -0.11 -0.10 =-0.86
2p -79.0329 0.05 -0.05 -0.05 -0.27

Tabla XIV. (continuacién).

Tanto en esta tabla como en la siguiente la desviacién viene
dada por
&, - 18,]
e = 100 (Iv.15)
a Ig

ol

donde €D y 8a son, respectivamente, los autovalores de DAVID y el

, U _ o U).
bl b2 u

Definiendo asi la desviacién podremos tener una idea sobre si el modelo

calculado con el potencial analitico correspondiente (Ut, U
analitico sobrestima (si el valor de la desviacién es positivo) o

subestima ( si e es negativo) los autovalores con respecto a los
a

autoconsistentes.
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En estas tablas vemos cémo los autovalores obtenidos con los
potenciales Ut y Ubl dan desviaciones del mismo orden. En cambio, hasta
el Fe XVII ( 10 electrones) o el Al IV (10 electrones) los resultados
proporcionados por sz o Uu no son competitivos con los obtenidos usando

los otros dos potenciales analiticos.

ion orbital & e e e e
sc t b1l b2 u

1s -55.7189 2.28 2.27 -7.00 -1.32

Al II 2s -4.3835 -0.79 -0.79 -7.10 15.33
2p -3.0061 -3.34 -3.33 -14.38 22.73

is -56.8800 -0.43 -1.22 -1.44 -0.45

Al 1V 2s -5.5060 0.29 0.14 0.27 0.52
2p -4.1294 0.47 1.29 1.22 1.80

is -60.3384 -0.26 -0.55 -0.86 -0.40
Al VI 2s -8.1300 0.25 -0.10 0.03 0.43
2p -6.8417 0.29 0.49 0.68 1.28
1s -64.5089 -0.21 -0.25 -0.70 -0.36

Al VIII 2s -11.1210 0.25 -0.02 0.18 0.54
2p -9.9960 0.26 0.23 0.65 1.15

1s -69.4240 -0.15 -0.15 -0.27 -0.36

Al X 2s -14.4522 0.08 0.08 0.16 0.11
2p -13.5688 0.19 0.19 0.40 0.33

1s -76.6188 0.02 -0.05 -0.06 -1.03

Al XII 2s -18.4889 0.05 0.02 0.02 -0.29

0

2p -18.0732 .07 -0.09 -0.10 -0.52

Tabla XV. Comparacién de 1los autovalores 1si/2, 2s1/2 y 2p1/2

calculados usando Ut, U, sz y Uu con los de DAVID, €xc(en u.a.), para

b1
iones de Al. Las desviaciones, ei, se expresan en tanto por ciento.

En las tablas XIV y XV se observa como las desviaciones son, en
general, menores para el autovalor 2s1/2 que para los otros dos, aunque
la tendencia general es la disminucién del valor absoluto de la

desviacién a medida que aumenta el grado de ionizacién, Z-N. En las
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tablas anteriores, aunque la mayoria de los resultados corresponden a los
estados fundamentales de los diferentes iones de hierro y aluminio,
aparecen algunos autovalores asociados a estados excitados como el 2pl/2
en los iones de Fe XXIII, Fe XXIV, Fe XXV, Al X y Al XII o el 2s1/2 en el
Fe XXV y en el Al XII. Estos autovalores de estado excitado Juegan un
papel 1importante en el calculo de 1las fuerzas de oscilador de las
transiciones espontdneas. En la siguiente tabla recogemos los autovalores
correspondientes al orbital 4sl1/2 de diferentes 1iones de hierro
calculados con los potenciales Ug, U

bl
valores autoconsistentes obtenidos con el programa DAVID, con 1los

y sz y Uu y los comparamos con los

obtenidos usando el potencial analitico de Rogers y con los valores

experimentales de energias de ionizacién (Rogers, 1981).

ion 8t 8b1 E?bz 8u €D 8x 83
Fe II -0.615 -0.616 -0.432 -0.432 -0.617 -0.575 -0.560
Fe III —1.025 ~1.018 -0.793 -0.793 -1.020 -0.960 -0.940
Fe 1V -1.403 -1.482 -1.217 -1.217 -1.473 -1.405 -1.425
Fe VII -3.103 -3.103 -2.783 -2.783 -3.094 -3.020
Fe IX -4.176 -4.189 -3.997 -3.997 -4.162 -4.215 -4.275
Fe XI - -5.545 -5.545 -5.512 -5.390 -5.535 -5.560 -5.590
Fe XII1 -7.021 -~7.021 -6.998 -6.923 -7.027 -7.125 -7.145
Fe XV -8.633 -~8.633 -8.625 -~8.602 -8.638 -8.760 -8.650
Fe XVI -9.483 -~9.495 -9.494 -9.497 -9.480 -9.475 -9.480
Fe XVII -10.376 -10.402 -10.398 -10.431 -10.383 -10. 430
Fe XX 13.589 -13.606 -13.604 -13.613 -13.596 -13.695

Fe XXIII 17.155 -17.155 -17.154 -17.154 -17.238
Fe XXIV 18.414 -18.419 -18.418 -18.435 -18.411
Fe XXV 19.781 -19.782 -19.782 -19.797 -19.783

Tabla XVI. Comparacién de los autovalores 4si1/2 (en u.a.) calculados

usando U, U
t b1

con los obtenidos por Rogers, 8R, y con los experimentales, 8x.

R sz, Uu con los autoconsistentes obtenidos con DAVID, 80,
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Estos autovalores de la tabla anterior corresponden a estados
excitados cuando el grado de ionizacién.es mayor o igual a la del Fe IX.
En ella podemos ver que los valores obtenidos con los potenciales Ut y
Ubl son del orden de los que proporciona el programa DAVID para cualquier
nimero de electrones, y nuevamente se observa que los potenciales sz y
Uu no proporcionan unos resultados que sean competitivos con los
anteriores hasta que el numero de electrones no es menor de 12 u 11. Los
parametros del potencial de Rogers se obtienen imponiendo que la
diferencia de los 8R calculados frente a los correspondientes valores
experimentales sea minima. Esta es una de las razones que expllica el por
qué generalmente los €R estan ligeramente mas cerca de los 8x que el

resto de los autovalores.

N E E E E E E E
t b1 b2 u K D HF

25 -1269.97 -1269.99 -1244.96 -1244.96 -1268.32 -1270.19 -1270.67
24 -1268.91 -1268.83 -1252.93 -1252.93 -1267.73 -1269.06 -1270.18
23 -1267.04 -1267.10 -1257.70 -1257.70 -1266.79 -1267.19 -1269.14
20 -1256.67 =-1256.67 -1254.67 -1254.67 -1258.69 -1256.82 -1260.83
18 -1249.90 -1249.91 -1249.20 -1249.20 -1248.82 -1249.98 -1250.76
16 -1231.61 -1231.60 -1231.09 -1231.35 -1232.64 -1231.66 -1232.65
14 -1208.86 -1208.86 -1208.68 -1208.81 -1209.98 -1208.89 -1210.02
12 -1181.26 -1181.26 -1181.24 -1181.25 -1182.59 -1181.26 -1182.49

11 -1164.43 -1164.43 -1164.42 -1164.43 -1164.43 -1165.85
10 -1146.44 -1146.43 -1146.43 -1146.44 -1146.44 -1147.89
7 -996.14 -996.13 -996.13 -996.14 -996.14 -998.14
4 -810.46 -810.46 -810.46 -810.46 -810.46 -812.16
3 -738.75 -738.75 -738.75 -738.74 -740.80 =-738.75 -740.73
2 -663.86 -663.86 -663.86 -663.85 -665.61 -663.86 -665.55

Tabla XVII. Energias atémicas (en u.a.) para iones de Fe en estado

b1’ sz’
Klapisch, Ex’ las obtenidas con DAVID, ED, y las de HF, EHF.

fundamental, calculadas con Ut, U Uu , asi como las obtenidas por
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En las tablas XVII y XVIII mostramos las energias atémlcas para
los estados fundamentales de diversos iones de hierro y aluminio. En

estas tablas Et’ E , E y Eu representan las energias obtenidas a

partir de la exp;:éiénb2(111.47) del capitulo anterior cuando los
autovalores y autofunciones de los orbitales ocupados del ion utilizados
son soluciones de ecuaciones de Dirac que incluyen los potenciales
analiticos Ut, Ub1’ sz y Uu, respectivamente. ED es la energia atémica
que proporciona el cédlculo relativista autoconsistente realizado por el
programa DAVID. EHF son las energias relativistas autoconsistentes
obtenidas por Fraga et al. (1979) siguiendo un método de Hartree-Fock
corregido. Por udltimo, EK fue calculada para diversos iones de hierro por
Klapisch et al. (1977), utilizando el programa RELAC, que es una versién
relativista del método del potencial paramétrico de Klapisch (programa
MAPPAC) descrito en el capitulo segundo. Estos ultimos valores contienen
la contribucién de Breit, debida a considerar la interaccién dipolar
magnética, que representa alrededor de 0.5 u.a. para el estado
fundamental de los iones de hierro. Los valores Eﬁr también incluyen

dicha correccién.

N Et Eb 1 E:b 2 Eu E:D EHF

12 -241.72 -241.72 -241.07 -241.63 -241.77 -242.08
10 =-239.99 -239.97 -239.97 -239.95 -239.99 -240.41
8 -229.74 -229.73 -229.73 -229.72 -229.74 -230.46
6 -213.77 -213.77 -213.77  -213.76 -213.77 -214.65
4 -191.26 -191.26 -191.26 -191.26 -191.26 -192.04
2 -160.49 -160.49 -160.49 -160.48 -160.49 -161.31

Tabla XVIII. Energias atémicas (en u.a.) para iones de Al en estado
fundamental calculadas con Ut, Ubl, sz, Uu , asi como las obtenidas por
Klapisch, Ex’ las obtenidas con DAVID, ED, y las de HF, EHF.
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En las dos tablas anteriores vemos como los valores de las
energias calculadas por diversos métodos para un estado fundamental de un
mismo ion estin en general muy préximos. Como es légico, las energias
calculadas con los potenciales estudiados en esta tesis son mds cercanas
a las ED, pues recordemos que el potencial proporcionado por DAVID es el
que hemos utilizado en el calculo de los parametros de los cuatro
potenciales analiticos. Ademas de apreciarse que las energias atémicas
son bastante menos sensibles al cambio de potencial analitico de lo que
lo eran los autovalores, se observa que los errores cometidos en el
cédlculo de las energias totales son considerablemente mas pequefios que el
error en el calculo de dichos autovalores. Asi, tanto para el hierro como
para el aluminio los errores relativos maximos con respecto a ED que se
cometen son para los atomos una sola vez ionizados, y éstos son para el
Fe II y el Al II del orden de 0.02 % cuando se usa Ut o] Ubl , del orden
de 0.3% en el Al II y del 2% para el Fe II cuando se usan los potenciales
U;z y Uu. La disminucién del error cometido con el aumento de 1la
ionicidad se muestra de manera clara en la siguiente tabla en la que

relacionamos las energias totales ED, Ec’ E , E y Eu para diversos

b1 b2
iones como potasio (o sea, con configuracién electrénica de K en estado

fundamental y diferente carga nuclear).

2 E E E E E
D t b1 b2 u

25 -1145.01 -1144.90 -1144.90 -1143.03 -1143.03
45 -4320.18 -4320.13 -4320.13 -4319.56 -4319.56
65 -9769.26 -9769.21 -9769.22 -9768.73 -9768.73
85 =-17937.03 -17936.99 =-17936.98 -17936.42 -17936.42

Tabla XIX. Energias atémicas (en u.a.) para potasioides en estado
fundamental calculadas con Ut’ U

DAVID, ED.

b1’ sz, U , asi como las obtenidas con
u
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Los parametros oéptimos de los potenciales analiticos con los

que hemos calculado las energias de la tabla anterior son :

V4 a, a, a_ 8(%)
3.1228 0.00001 0.8498 0.49
25 3.1194  ————-—- 0.8495 0.49
3.7428 -0.00005  ~———-- 1.38
3.7427 - 1.38
6.6990 0.12597 0.8984 0.15
15 6.8243  ——————- 0.9000 0.15
8.5521 -0.00002  ~————- 0.37
8.5521  ——————=  ~———u- 0.37
10.5176 0.00009 0.9083 0.09
65 10.5086  ---———- 0.9081 0.09
13.5634 -0.00015  =~~——=- 0.21
13.5634  ——————= e 0.21
14.1935 0.00009 0.9046 0.07
85 14.1936  -—-——== 0.9046 0.07
19.1957 -0.02323  ~————- 0.16
19.1718 -- 0.16

Tabla XX. Parametros éptimos de 1los potenciales analiticos de

algunos miembros de la serie isoelectrénica del potasio.

En la tabla XIX se observa, como deciamos, esa disminucién del
error relativo con el aumento de la ionicidad, disminucién que es mayor
cuando se pasa de una carga nuclear de 25 a una de 45 (disminuye en un
factor de 10 para Ut y Ub1 y en 20 para los otros dos) que cuando pasamos
de Z=45 a 65 o de este valor a 85 (disminuye en un factor entre 2 y 3 en
ambos pasos y para todos los potenciales analiticos). O sea, la
disminucién del error es cada vez menor conforme aumenta la ionicidad. En
esta tabla también podemos ver que el error relativo cometido cuando se
usa el potencial triparamétrico es del mismo orden que cuando se usa Ubl,

y que el error cometido con el otro biparamétrico es igual al del
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uniparamétrico. Este error da un valor que es aproximadamente diez veces
mayor que el anterior. En el calculo de los autovalores de los iones
pertenecientes a la serie isoelectrénica del potasio los errores son
mayores que los de las energias totales aunque la tendencia es similar.
Los potenciales Ut y Ubl sobrestiman, con respecto a los de DAVID, los
autovalores correspondientes a un numero cuantico principal, n, impar,
mientras que cuando n es par hay una subestimacién de éstos. Cuando se
usa Uba o Uu obtenemos autovalores por debajo de los autoconsistentes de

DAVID si n es menor o igual que 2, y por encima cuando n es mayor que 2.

El comportamiento de esta familia de potenciales analiticos en
el calculo de las autofunciones es similar al mostrado en el calculo de
las energias. O sea, en general, las autofunciones proporcionadas por Ut
y Ub1 estan muy préximas. Lo mismo sucede con las proporcionadas por sz
y Uu. Y cuando el numero de electrones es menor que 12 u 11 las
autofunciones proporcionadas por los cuatro potenciales son bastante

parecidas.

Con el fin de hacernos una idea sobre el error que se comete en
la obtencidn de las autofunciones calculamos las densidades radiales de
carga con los cuatro potenciales analiticos. La densidad de carga radial

viene definida por

n(r)= E: v, [ Ai(r) + Bi(r)] =4mn rzp(r) (IV.16)
K

Aqui se suma sobre los orbitales del ion, y donde vk, Ak Yy Bk son,
respectivamente, el numero de ocupacién y las partes radiales de las
componentes mayor y menor del orbital k (ver la expresién (III.52) ). La

densidad, p, estd definida en la expresién (III.38).
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Figura 7a. Error de las densidades de carga radial obtenidas con los

potenciales analiticos con respecto a la de DAVID para el Fe II.
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Figura 7b. Densidades de carga radial obtenidas con Ub1 y Uu para
el Fe II.

125

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



—
o
b

AR N E T

error
[
(=]
3

11 119l

10

Lotk

10-‘ LA} 1 LBLELIRARLE 1 TV T TTTITT§ T T TFPERng T T 1 T T80T 1 T 1T T TTUTf ¥ ¥

10 10~ 10~ 10 1 10

Figura 8. Error de las densidades de carga radial obtenidas con los

potenciales analiticos con respecto a la de DAVID para el Fe XVII.

10 "—EI l
A
e — = _—_T
10 ™3 Z
. 3
10 4
] = P
o = T T
] \
\
10~ —— U, |
‘=== Up i
— — Up :
— U\l y
'
|||l-‘ 1 1 ll]I]]l-aj 1 LERILELEA] T 1 |||||l|l T ¥ IIIIII[ 1 'I]llllll ] ]
10 10 10 ® 10 1 10

r(u.a.)
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potenciales analiticos con respecto a la de DAVID para el Fe XXIV.
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orbitales del Fe XVI en estado fundamental obtenidas con sz.
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Figura 10b. Partes radiales .de las componentes menores de los

orbitales del Fe XVI en estado fundamental obtenidas con Uba'
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cuatro potenciales analiticos con respecto a la de DAVID para el Al XII.
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Figura 11b. Parte radial de las componentes mayor y menor del

orbital 1s del Al XII en estado fundamental obtenidas con Ut.
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orbitales p del At como K en estado fundamental obtenidas con Ub1'
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En la figura 7a representamos el error relativo con respecto al
modelo autoconsistente de DAVID cometido en el calculo de la densidad
radial del hierro una sola vez ionizado, para los cuatro potenciales
analiticos. En esta figura se puede ver que el error mas alto es el
cometido con el potencial Uu (que coincide con sz), con un error medio
en torno al 18%4. En esta misma figura también podemos ver cémo los
errores de n(r) cuando se usa Ut o] Ub1’ son del mismo orden (el error
medio estd entre un 3% - 4%). En la figura 7b representamos las
densidades radiales proporcionadas por Ubl y Uu para el Fe II. En ellas
se distinguen perfectamente los tres picos que corresponde a las tres
capas presentes en el Fe II. Las n(r) obtenidas con DAVID y Ut no han
sido representadas ya que no se distinguen de la calculada con Ubl. En
las figuras 8 y 9 representamos el error de n(r) para los diferentes
potenciales analiticos para el caso de los iones de hierro como sodio y
como litio. En estas graficas se puede observar cémo todas las densidades
estan muy préximas, sobre todo entre 0.01 y 1 u.a. El error medio nunca

supera el 3%.

En las figuras 10a y b mostramos las partes radiales de las
componente mayor y menor, A(r) y B(r), de los orbitales que conforman el
Fe XVI cuando se usa Ubl como potencial. El1 error relativo medio es

inferior al 1%.

Comportamientos similares a éstos se observan con otros 1iones.
Asi, a modo de ejemplo, en las figuras 1la podemos ver el error relativo
de las densidades radiales calculadas con 1los cuatro potenciales
analiticos en el caso del aluminio como helio, con un error medio del
0.7% para el potencial uniparamétrico e inferior al 0.2% para los otros
tres. En 1la figura 11b representamos A(r) y B(r) del orbital 1s
calculadas con Ut para este mismo ion de aluminio. Por dltimo, en las
figuras 12a, b, ¢ y d podemos ver A(r) y B(r) para todos los orbitales

ocupados del Astato como potasio en estado fundamental cuando el
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potencial usado es el biparamétrico U;1' Para todos estos orbitales el
error relativo medio cometido es siempre inferior al 0.1%. Ademds en
estas Ultimas representaciones se puede observar como el numero de nodos

es correcto.

5.- Propuesta de un potencial analitico para iones con N = 26 :

Como ya indicabamos en el primer capitulo, empezamos esta Tesis
con el objetivo de estudiar y proponer un potencial analitico para el
calculo de autovalores, autofunciones, energias y fuerzas de oscilador de
atomos ionizados como los que aparecen en los plasmas densos y calientes.
Pues bien, después de realizar un gran numero de cdalculos (que en su
mayoria corresponden a iones con no mas de 26 electrones) dirigidos al
estudio de una familia de potenciales analiticos, observamos que,
independientemente de cual sea la naturaleza del &tomo, 1los errores

cometidos en los calculos de autovalores, energias y autofunciones

disminuyen considerablemente con el aumento de la ionicidad para todos

los miembros de la familia de potenciales, o sea Ut, u., U y Uu.

b1 b2

Ademds, de todos estos calculos se desprende un comportamiento diferente
de estos potenciales segin sea el numero de electrones. Esto ha sido
mostrado en los apartades anteriores de este capitulo, fundamentalmente,
para iones de hierro y aluminio. Asi, el potencial Ub1 da uﬁos errores
similares a los del triparamétrico, Ut, en todos los casos. Los
potenciales analiticos sz y Uu no empiezan a proporcionar resultados
competitivos con los obtenidos cuando se usan los otros dos potenciales
hasta que el numero de electrones no sea inferior a 12 u 11. Asi,

detectamos un comportamiento oéptimo para el potencial uniparamétrico

cuando el N del ion esta comprendido entre los siete y cuatro electrones.
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De todo esto se desprende que, en realidad, no es necesario
utilizar el potencial triparamétrico para la resolucién de los atomos
ionizados, ya que, segin sea el numero de electrones del ion objeto de
estudio siempre podremos usar un potencial biparamétrico o incluso un
uniparamétrico que proporcione unos resultados con un error del orden de

los obtenidos cuando se usa Ut'

A partir de los argumentos anterlores proponemos el siguiente

potenclal analitico para el calculo de atomos ionizados :

oy

ul( ; r) = u_(r) si 8sN=<116N=2,3 (IV.17)

En realidad, basandonos en 1lo argumentado anteriormente,
podriamos haber elegido el potencial Ubl para cualquier N. En cambio,
nosotros preferimos usarlo sdélo cuando es absolutamente necesario, o sea,
cuando el error cometido con los otros dos, sz y Uu, empleza a ser
grande comparado con el cometido cuando se usa Ub1' Las razones en las
que nos basamos son varias. Una de ellas es que sz tiene wun
comportamiento en las regiones préximas al nicleo que estid mas de acuerdo
con el comportamiento fisicamente conocido que Ubl (estos comportamientos
vienen dados, respectivamente, por las expresiones (III.13) y (III.28)).
Por otro lado, y segin veremos en el préximo éapitulo, L%z y Uu nos
llevan a expresiones de magnitudes fisicas mas facilmente integrables que
a las que nos conduce Ub1' Esto pude ser una ventaja en futuras
aplicaciones de estos potenciales a la busqueda de aproximaciones
analiticas de otras magnitudes fisicas, como energias, susceptibilidades

atomicas, polarizabilidades, secciones eficaces, etc.
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Figura 13. Parametros del potencial (17) en funcién del nimero de
electrones para los iones de hierro. De izquierda a derecha y de arriba
abajo representamos: :-11 del uniparamétrico, a, del biparamétrico sz y

por ultimo, a ya del biparamétrico Ubl’ frente a N.
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Con el objeto de que este potencial sea lo mas facilmente
utilizable posible seria deseable expresar los parametros del potencial
(IV.17) en funcién de cantidades que identifiquen a cada ion, como su

carga nuclear y el numero de electrones.

Tal y como se puede observar en la figura 13, no parece que
exista una correlacién entre los parametros y el numero de electrones
cuando la carga nuclear permanece constante. Examinando estas graficas
podemos observar que cuando representamos el parametro a, de sz frente a
N se aprecian dos minimos relativos uno para 2 electrones y otro para 10.
Pues bien, este comportamiento que se repite también para otros iones
diferentes a los de hierro, aventura una posible relacién entre el
parametro a,y la estructura de capas, ya que es para N = 2 y 10 donde se

cierran las capas K (1s%) y L (2s® 2p6) , respectivamente.

Siguiendo con el intento de encontrar una correlacién de los
parametros en funcién de las cantidades que identifican a cada ion, hemos
observado que si mantenemos constante la configuracién electrénica y
variamos la carga nuclear, es relativamente sencillo expresar 1los

pardametros del potencial (IV.17) en funcién de Z.

Asi, por ejemplo, para los sodioides, en estado fundamental ( o
sea, para una configuracién electrénica dada por ls2 Zs2 Zp6 331) los
parametros optimizados del potencial analitico sz se ajustan a los

siguientes polinomios de cuarto grado en 2

a = -1.4743-107% z* + 3.0250-107* 2% - 2.2855-1072 2% +

+ 1.2232 2 -12.6351

(Iv.18)
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a +a, = -1.618810°7 z* + 5.5255-10™° Z2° - 4.6446-107° 2% +

+ 0.5263 2 - 3.4686 (Iv.19)

estas férmulas fueron obtenidas usando resultados de iones de la serie

isoelectrénica del sodio con una carga nuclear comprendida entre 20 y 92.

También para los litioides (con una configuracién 1s® 28 )
obtenemos un ajuste similar de los parametros de sz, usando datos con
8 <= Z = 92.

= . -7 4 - . -5 3 d -3z
a = 8.8147+10 ' 2 7.2732+10 ~ 27 + 5.5550-10 ~ 2" + (1V.20)
+ 1.2473 Z - 0.4002
_ 1n-7 3 . -5 53 _ n~3 52
a= 6.7607+10 " 2" + 5.6646+10 ~ 2 4.4070-10 ~ Z (IV.21)

- 0.5851 Z + 0.1696

Finalmente, la tabla XXI muestra los parametros del potencial
(IV.17) para los iones en estado fundamental con un numero de electrones
comprendido entre 2 y 26. O sea, esta tabla nos da el potencial de todos
los iones entre los de la serie iosoelectrénica del hierro y los
helioides, ambos inclusive. Los parametros de estos potenciales han sido

ajustados a los siguientes polinomios en Z

_ 4 3 2 -
a=c. 2 + o Z o+ o VAR c4k Z + Cor (k 1,2,3 )

(1v.22)
estas expresiones han sido obtenidas usando resultados de iones con Z en
el rango de Zl < Z = 95, Fuera de estos intervalos, (IV.22) ha de usarse

con precaucidén.
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c c c c c VA

K 1k 2k 3k ak 5k 1
a1 -5.641-8 1.374-5 -1.235-3 2.292~-1 -=3.0501

26 a3 -2.044-8 .831-6 -6.274-4 3.028-2 3.813-1 30
a1 -4.956-8 1.192-5 -1.053-3 2.188~1 -2.7512

25 a3 -1.731-8 .951-6 =~5.362-4 2.613-2 4.449-1 30
a1 -3.946-8 9.567-6 -8.475-4 2.084~1 -2.4687

24 a3 -1.481-8 4.255-6 -4.645-4 2.287-2 4.937-1 30
31 -3.370-8 8.034-6 -7.036-4 2.001-1 -2.2146

23 a3 -1.297-8 3.732-6 -4.096-4 2.033-2 -5.306-1 30
a1 -3.375-8 8.058-6 -7.075-4 1.978~1 -2.0438

22 a3 -1.133-8 3.268-6 -3.608-4 1.807-2 5.629-1 30
X -3.635-8 8.797-6 -7.819-4 1.984-1 -1.9159

21 a3 -1.026-8 .954-6 -3.268-4 1.642-2 5.855-1 30
a -2.892-8 .284-6 -6.772-4 1.931-1 -1.7213

20 ! 25
a3 -1.571-8 .357-6 -4.553-4 2.133-2 5.134-1
a1 -3.331-8 .740-6 -6.509-4 2.077-1 -1.7745

19 a  -1.282-8 3.553-6 -3.733-4 1.761-2 5.932-1 25
a -3.786-8 .948-6 -5.797-4 2.262-1 -1.8589

18 a3 -1.010-8 2.802-6 =-2.971-4 1.417-2 6.724-1 25
a -4.129-8 8.916-6 -6.390-4 2.360-1 -1.8549

17 a3 -9.814-9 2.711-6 -2.865-4 1.362-2 6.845-1 25
a1 -3.622-8 8.333-6 =-5.988-4 2.465-1 -1.8629

_16 a3 -9,356-9 2.588-6 -2.739-4 1.303-2 6.990-1 25

Tabla XXI. Coeficientes del ajuste (22) de los parametros del

potencial (IV.17).
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N ak Clk c2k C3k C4k cSk zl
a, 4.032-7 -1.059-24 1.018-2 -1.691-1 4.2119
15 a, -1.563-8 4.137-6 -4.093-4 1.792-2 6.458-1 20
a, -3.338-8 8.435-6 -5.013-4 2.760-1 ~-1.8367
14 a, -1.307-8 3.462-6 -3.437-4 1.512-2  7.000-1 20
a 0 0 2.568-4 2.775-1 -1.596+0 |
13 ! ' 20
a, -8.624-9 2.265-6 -2.277-4 1.027-2 7.884-1
a 0 0 2.874-4 3.167-1 -1.727+0
12 1 ‘ 20
a, -7.767-9 2.000-6 -1.972-4 8.643-3  8.400-1
a, -1.474-6 3.025-4 -2.286-2 1.223+0 -1.264+1
1 a, 1.312-6 -2.472-4 1.821-2 -6.969-1 9.166+0
a, -1.759-1 3.709-5 -2.236-3 6.400-1 -3.594+0
10 a 3.281-7 -5.027-5 3.240-3 -2.978-1 2.72340
a, -1.855-7 3.751-5 -2.182-3 6.326-1 -3.296+0
9 a, 3.251-7 -4.567-5 2.795-3 -2.604-1 2.326+0 15
a -2.063-7 3.681-5 -1.845-3 6.141-1 -2.988+0
8 a, 3.573-7 -4.466-5 2.437-3 -2.198-1 2.077+0 15
7 a, 1.882-7 -1.606-5 1.220-3 4.178-1 -9.004-1 15
6 a 22197 -1.614-5 1.159-3 4.519-1 -8.722-1 10
S a  2.348-7 -1.709-5 1.266-3 4.951-1 -7.008-1 10
4 a 2.747-7 -2.240-5 1.700-3 5.714-1 -4.388-1 10
a = 8.815-7 -7.273-5 5.555-3 1.247+0 -4.002-1
3 a, -6.761-7 5.665-5 -4.407-3 -5.851-1 1.696-1 8
a 9.793-7 -3.607-5 3.955-3 2.544+0 -3.469-1
2 a, -3.873-7 -4.994-5 1.365-3 -1.889+0 0.632-1 8
Tabla XXI. Continuacion.
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6. Fuerzas de oscilador y energias de transicién :

Con el potencial propuesto en la expresién (IV.17) y con los
parametros proporcionados por el ajuste de la tabla XXI hemos calculado
las energias de transicién y las fuerzas de oscilador de diversas
transiciones espontaneas para los iones pertenecientes a las series

isolectrénicas del sodio y del litio con Z = 30, 56 y 79.

Tal y como deciamos en el capitulo anterior, para estas series
isoelectrénicas que corresponden a configuraciones de gas noble mds un
solo electrén en 1la siguiente capa, las fuerzas de oscilador en
aproximacién dipolar eléctrica vienen dadas por la expresién (III.91) del

mencionado capitulo.

En las tablas XXII y XXIII mostramos estos calculos de energias
de transicién en unidades atédmicas, AEa, y de fuerzas de oscilador, FOa,
(que son cantidades adimensionales) para los sodioides y litioides,
respectivamente. Ademads, en estas tablas mostramos los valores de las
correspondientes energias de transicién y fuerzas de oscilador calculadas
por dos procedimientos autoconsistentes diferentes. Uno de estos métodos
se basa en usar el potencial proporcionado por el programa DAVID. En este
caso notamos a laé mencionadas magnitudes por AED y FOD, respectivamente.
Por otro lado, los valores de las energias de transicién, AES, y fuerzas
de oscilador, FOS, fueron obtenidos por Sampson et al. (1990) para los
sodioides y por Zhang et al. (1990) para los litioides. Estos calculos se
realizaron utilizando un método relativista debido a Sampson el al.
(1989), basado en la utilizacién de un hamiltoniano de Dirac conteniendo
un potencial central de Dirac-Fock-Slater, que es calculado usando
configuraciones electrénicas con numeros de ocupacién fraccionarios. Los
cidlculos de energias de transicién y fuerzas de oscilador obtenidos

usando este Ultimo método han sido comparados satisfactoriamente con los
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que proporciona el programa de Grant (1980). Este programa que genera y
resuelve numéricamente las ecuaciones atémicas relativistas de Dirac-Fock
en el seno de la aproximacién multiconfiguracional ha sido ampliamente

referenciado y utilizado en diversas aplicaciones.

z Transiciones AED FOD AEa FOa AES FOs
3s1/2 - 3pir2 1.511 0.0997 1.510 0.0992 1.586 0.1049
3s1s72 - 3p3r2 1.718 0.2296 1.720 0.2286 1.781 0.2384
3pis2 - 3d3s2 2.358 0.2439 2.358 0.2426 2.335 0.2426

30 3p1/2 - 4s1/2 11.124 0.0557 11.185 0.0555 11.080 0.0548
3p3s2 - 3d3rsz2 2.150 0.0222 2.149 0.0221 2.139 0.0222
3p3s2 - 3dsrs2 2.192 0.2051 2.191 0.2037 2.170 - 0.2040
3s1/2 - 3pis2 3.680 0.0497  3.672 0.0495 3.873 0.0526
3s1/2 - 3p3s2 7.530 0.2142 7.536 0.2139 7.611 0.2166
3p1s2 - 3d3rs2 8.749 0.1750 8.754 0.1748 8.618 0.1728

S6 3pis2 - 4s1s/2 57.289 0.0432 57.423 0.0431 57.183 0.0425
3p3s2 - 3d3r2 4.899 0.0097 4.890 0.0097 4.880 0.0097
3p3s/2 - 3dsr2 5.843 0.1067 5.831 0.1063 §.722 0.1047
3s1/2 - 3p1s2 6.203 0.0345 6.197 0.0344 6.412 0.0361
3sis2 - 3p3sz2  25.367 0.3144 25.415 0.3145 25.154 0.3117
3pis2 - 3d3s2 26.642 0.2316 26.752 0.2326 26.228 0.2282

79 3pis2 - 4s1,2 134.343 0.0378 134.484 0.0377 134.044 0.0389
3p3s2 - 3d3sz 7.478 0.0064 7.534 0.0064 7.485 0.0064
3p3s2 - 3dsrs2 12.026 0.0974 12.068 0.0976 11.695 0.0948

Tabla XXII. Energias de transicién (u.a.) y fuerzas de oscilador
para los sodioides Zn XX, Ba XLVI y Au LXIX.
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2 Transiciones AED FOD AEa FOa AES FOS
2s1s2 - 2p1s/2 1.968 0.0141  2.033 0.0146  2.108 0.0153
2s1/2 - 2pas2 3.130 0.0460  3.191 0.0469  3.198 0.0474
2s1/2 - 3p1/z  57.935 0.1323 58.014 .0.1317 58.021 0.1309

30 2s1/2 - 3pssz 58.279 0.2485 58.357 0.2474 58.352 0.2477
2p1s2 - 4s1/2  75.228 0.0036 75.226 0.0036 75.121 0.0036
2p3/z - 3dasz  55.412 0.0683 55.412 0.0684 55.342 0.0670
2s1/2 - 2p1s2 4.203 0.0073  4.392 0.0076  4.631 0.0082
2s1/2 - 2pasz  20.802 0.0797 20.890 0.0801 20.659 0.0794
2s1/2 - 3pis2 220.980 0.1405 220.928 0.1399 221.225 0.1362

> 2s1/2 - 3pasz. 225.911 0.2219 225.831 0.2207 226.065 0.2214
2p1/2 - 4s1/2 291.360 0.0034 291.022 0.0034 290.948 0.0033
2p3sz - 3dasz 205.621 0.0685 205.358 0.0686 205.518 0.0662
2s1/2 - 2pis2  7.148 0.0051  7.598 0.0054  7.927 0.0058
2s1/2 - 2pas2  83.654 0.1471 83.958 0.1476 82.530 O0.1455
2s1/2 ~ 3pisz 480.239 0.1453 480.504 0.1445 480.914 0.1364

7 2s1,2 - 3pasz 503.036 0.1699 503.263 0.1689 503.405 0.1693
2pis2 - dsis2 634.384 0.0034 634.081 0.0034 634.236 0.0033
2pasz - 3dasz 420.082 0.0681 419.930 0.0681 420.055 0.0640

Tabla XXII. Energias
para los litioides Zn XXVIII, Ba LIV y Au LXXVII.

de transicién (u.a.)

Al analizar estas tablas,

son, en general, mas préximos a los obtenidos con DAVID, aunque en ambos

casos los errores son pequefios. Estos errores no son, en general, mayores

141

y fuerzas

de oscilador

uno observa que nuestros resultados

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



que las diferencias relativas entre las energias de transicién y fuerzas
de oscilador proporcionadas por los dos modelos autoconsistentes. Asi,
con.el objetivo de hacernos una idea de estos errores, se puede comprobar
que para los sodioides el error relativo con respecto a DAVID, tanto de
las energias como de las fuerzas de oscilador, no supera el 1% y con
respecto a los valores de Sampson este error, en general, se mantiene por
debajo del 6%. Para los litioides nos encontramos con errores que

practicamente en todos los casos se encuentran por debajo del 7%.
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CAPiTULO V : OBTENCION DE EXPRESIONES ANALITICAS DE MAGNITUDES
MEDIANTE EL UsO DE POTENCIALES PARAMETRICOS.

1.~ Introduccién :

Hasta ahora hemos descrito métodos de obtencién de diversas
magnitudes atémicas basados en la resolucién numérica de un conjunto de
ecuaciones de Dirac con un potencial central analitico. En este capitulo
iniciamos un método de obtencién de expresiones analiticas de magnitudes
que se puedan expresar como funcionales de la densidad. Las expresiones

analiticas obtenidas quedarian como funcién de los parametros éptimos.

En el siguiente apartado obtendremos cuatro expresiones
analiticas (una por cada uno de los potenciales miembros de la familia)
para los momentos de distribucién de carga de orden n, y mostramos los
resultados obtenidos con los parametros de los iones de hierro y aluminio
relacionados en el capitulo anterior. En el tercer apartado veremos la
posibilidad de obtener expresiones analiticas para la energia de enlace
del ion. Esto lo haremos sélo para los potenciales uniparamétrico, Uu, y
biparamétrico, sz. Finalmente, mostramos los resultados obtenlidos con
estas expresiones analiticas y los comparamos con los correspondientes

valores autoconsistentes calculados usando el programa DAVID.
En realidad, en este capitulo iniciamos un procedimiento de

obtencién de magnitudes analiticas que esperamos que sirva de comienzo de

futuras investigaciones de nuestro grupo de trabajo.
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2.~ Densidad radial analitica :

A partir de la ecuacién de Polsson podremos relacionar la
funcién de apantallamiento con la densidad de carga. Como suponemos

simetria esférica la ecuacién de Poisson quedara

2 1 d2
vV vi(ir) = — [ rv (r)] = -4 xn p(r) (v.1)
e r dr2 e

donde Ve debe ser el potencial debido a todos los electronés.

Nosotros estamos trabajaﬁdo con un potencial como el dado en la
expresién (III.2), que es el potencial que siente un electrén que forma
parte del ion. Entonces el potencial que sentira un electrén ajeno al ion

sera
V(@a;r) = - —11,- {N¢(a’;r) +Z-N} (v.2)

y por tanto, el potencial debido a los N electrones del ion de carga
nuclear Z se obtendrd de esta expresién sin mas que descontar el

potencial debido al nicleo (-2/r), o sea

V() = - % {¢(5’;r) -1 } (v.3)

con lo que, al sustituir esta expresién en (V.1) se tiene
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p(r) = —— ¢'’(r) (v.4)
4 nr

donde ¢'’(r) es la segunda derivada con respecto a r de la funcién de
apantallamiento ¢(2;r). Y de aqui obtenemos la densidad de carga radial,

definida por la expresién (IV.16), en funcién de ¢’
n(r) =Nr ¢ (r) (v.5)

A continuacién analizaremos la expresién (V.5) para los
diversos potenciales analiticos estudiados en esta tesis. Para la funcién
de apantallamiento asociada al potencial Ut, que es la dada por (III.3),

se tiene

1 1

) - a - - a—z-. 2a -
¢’ ' (r) = a a {(a2 ta a3) r°s + (1 a3) ra a a a r 3
2a—2} [ a]
+a a r“s exp|-a, r°3
1 3 1
(v.s6)

Asi que de (V.5) la densidad radial seré

a a -1 2a
n = a a_ + a r 3+ (1 -a rs3 —-a a_a_ r 3
(r) =N a a, {( . ta, 3) ( 3) L 3 3,
2a_-1 a
+a a r 3 expj-a, r 3
1 3 1

v.7)
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Para el potencial U;l la funcién de apantallamiento es

¢(r) = exp[—a1 raa] (v.8)
y por tanto su segunda derivada sera

’ = - a_-2 v 2a_-2 _ a
¢ (r)—alaa{(l a3)r3 ta ar 3}exp[a1r3]

(v.9)

y entonces

- _ a_-1 2a_-1 _ a
n(r) = N a a {(1 a, ) ra o+ a a r’3 } exp[ a r 3]

(v.10)

Para el potencial sz la funcién de apantallamiento es

¢(r) = (1 - a, r) expl -a, rl (v.11)

por lo que su segunda derivada viene dada por

¢’ (r) = al( a + 2 a, -a a, r) expl -a, rl (v.12)

y asi tendremos

n(r) =N al( a + 2a -a a r) r expl -a, rl (v.13)
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Finalmente, para el potencial U; se tiene lo siguiente

¢(r) = exp[-a1 rl (v.14)
con lo que
¢’ (r) = af exp[—a1 r] (v.15)
y, por tanto
n(r) =N af r exp[-a1 r] (v.16)

A la hora de estudiar los comportamientos extremos de estas
cuatro densidades radiales analiticas obtenemos que las cuatro se anulan
a grandes distancias del nicleo. En cambio el comportamiento en el origen
no es igual para las cuatro expresiones de n(r). Para las que derivan del
potencial triparamétrico y del biparamétrico Ub1 , (v.7) y (V.10)

respectivamente, se tiene el siguiente comportamiento cerca del ntcleo :
n(r) 2Na a (1 -a)ria’ (v.17)
1 3 3

donde se ha supuesto que a, es mayor que 1/2. Como se puede ver en esta
expresién cuando a, se acerca a la unidad esta densidad tiende en cero al

valor constante N a a_ (1 - a_).
1 3 3

Para las expresiones (v.13) y (V.16) que derivan,
respectivamente de sz y Uu, obtenemos que estas densidades también se
anulan en el origen, lo que estid de acuerdo con el comportamiento
correcto de una densidad culombiana que dé cuenta de la distribucién
electrénica de carga del ion. Todos estos comportamientos se reflejan en
las siguientes graficas, en las que representamos las diferentes
densidades radiales de carga frente a la distancia radial para algunos

iones de hierro.
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" 3.~ Momentos de distribucién de carga :

La carga electrénica total ha de ser igual al numero de

electrones del ion, N, por lo que se ha de cumplir

(¢ 4]
J anr? p(r) dr = N (v.18)
0
y esto unido a (V.4) nos lleva a
00
I r ¢ (r) dr = 1 (V.19)
o :

En realidad la integral (V.18) no es mds que el momento de
orden cero de la distribucién de carga. Haciendo un razonamiento analogo
podriamos expresar los sucesivos momentos de la distribucién de carga

mediante la siguiente expresién

00 0
<r"> = I anr’plr) r"dr =N J ™! ¢ (r) dr (v.20)
0 0

A continuacién veremos cémo las funciones de apantallamiento
que corresponden a cada uno de los potenciales estudiados en este trabajo
verifican la condicién (V.19). A partir de (V.6), obtenemos para la

funcién de apantallamiento asociada a Ut la siguiente expresién de (V.19)

I r ¢ (r)dr=a1a3{(az+a2a3)11+(1-a3) Iz-a1a2a313+

0
+a a_[J
1 3 74

(v.21)
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donde todas las integrales I se calculan haciendo el siguiente cambio de

a .
variable x = r 3. Si consideramos que

E(r) = exp[—a1 raa] (v.22)
tenemos
00 00
r(isa.)
I = J r’3 E(r) dr = s J x%3 exp[—a x] dx = 1 3
1 a 1 2 1+1/a
3 a a 3
) 0 3 1
(v.23)
00 00
I = [ r%" ! E(r) dr = = j exp[—a x] dx = —1 (v.24)
2 a 1 a a
3 31
0 ]
00 00
I3 = J r- 3 E(r) dr =% J x/35*t exp[—a x] dx =
0 3 Jy
r(isa_)
= —1-[1 " -1-] -3 (V.25)
2 a 2+1/a
a 3
3 1
00 00
_ 2a_-1 1 _ 1
I = | r°s E(r)dr= — | x exp|-a x| dx = ——
4 a 1 2
3 a_a
0 0 31

(v.26)

sustituyendo estas expresiones en (V.21), observamos que esta expresién es

la unidad, de acuerdo con (V.19).
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Para la funcién de apantallamiento asociada a UL1 también se

cumple la expresién (V.19). Sin mas que usar (V.9) se tiene que

00
Io r ¢ '(r) dr = a a {(1 - a, ) I2 +a a I4 } =1 (v.27)

aqui las integrales I, e I4 son las dadas por (V.24) y (V.26),

respectivamente.

Teniendo en cuenta la expresién de la segunda derivada de la
funcién de apantallamiento biparamétrica asociada a sz dada por 1la

expresién (V.12) se tiene para (V.19)

+ ] 00
LIS — - 2 - -
I r ¢’(r) dr = a J [(a1 + 2 az) r-aar ] expl a, r] dr
() )
a (a, +2a) L a’ a 2 - 1
1 2 2 1 "2 3
a; a)

(v.28)

Finalmente, para la funcién de apantallamiento uniparamétrica
asociada a Uu (expresién (V.14)) vemos cémo también la condicién (V.19)

es cumplida

=1 (v.29)
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Después de comprobar que para todos los potenciales se verifica
la condicién (V.19), obtendremos a partir de (V.20) las expresiones del
momento de distribucién de carga de orden n para todos los potenciales

miembros de la familia. Asi, para el triparamétrico se tiene que

00
n+l (] — - -
Jo r ¢’ (r) dr = a, aa{(a2 +a a3) K1 + (1 a3) K2 a a, a, K3 +

+a a K } (v.30)
1 3 4

donde todas las siguientes integrales K se resuelven haciendo el mismo

cambio que haciamos en las anteriores, I; de este modo, tenemos

o ]

K = J r’3™ E(r) dr = —;— J x{1mag exp[—alx] dx =
0 30
r((n+1)/a.)
.o+l 3 (V.31)
2 1+(n+1)/a
a a 3
3 1
00 00
K = [ r3™ 1 E(r) dr = & J x™?3 exp[-a x] dx =
2 a_ 1
0 0
n I‘(n/as)
= (v.32)
2 1+n/a
a a 3
3 1
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00 00

K3 = [ r23"™ E(r) dr =% J x 1)/ exp[—aix] dx =

3
) )
r({n+1)/a.)
- n+1 [1+n*1] 3 (V.33)
2 a 2+(n+1)/a
a 3 a 3
3 1
0 (v ]
K = I r223"™ 1 E(r) dr = 1 J x1*2, exp[—a x] dx =
4 a_ 1
(0] o .
n n F(n/a3)
-0 [1+ _]——— (v.34)
2 a 2+n/a
a 3
3 1

Estas integrales son vadlidas cuando n es un numero natural
diferente de cero. Introduciendo estas expresiones en (V.30) y teniendo
en cuenta (V.20) se obtiene, tras algunas operaciones aritmética, para el

momento de distribucién de carga de orden n, la siguiente expresién

Nn (n+1) %
<" > = { Nn/a ) - ——— T ((n+l)/a]) }
n/a 3 1/a 3
aja’’3 a’’s

(v.35)
Para la funcién de apantallamiento asociada al potencial Ubl se
tiene que

n+1 y s _
I r ¢’ (r) dr = a, a3{ (1 - a3) K, +a a K, } (v.36)
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donde Ké y K; son las dadas en (V.32) y (V.34), sustituyendo sus
expresiones en (V.36) y esta Gltima en (V.20) se tiene que para todo n =
©1,2,3,...

n__ Nni(n+1)
n/a
a_ a 3
3 1

F(n/aa) (v.37)

De manera similar para la funcién de apantallamiento asociada

al potencial biparamétrico sz se tiene que

(+ 1] . e
n+1
Io r (al( a + 2 a, -a a r) expl a, r]] dr =

00 00
_ & {- -n+1 _ 2 n+2 _
=a (a1 + 2 az) j r ‘expl a r] dr + al a J r ~ expl a r] dr

0 0
con lo que

1
< rn> = _N_(.I_l__*i_[ a -n a] (v.38)
an+1 1 2

1

y por ultimo, para la funcién de apantallamiento uniparamétrica se tiene

» ,
<rt > = I o [ af exP[-alr]] ar = To*2) (n+i)! (v.39)

0 a” a
: 1 1

estas dos Ultimas expresiones son validas para n = 0,1,2,3,...
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3.1.~ Susceptibilidades diamagnéticas y polarizabilidades eléctricas

para iones :

En este apartado mostramos los resultados que proporcionan las
expresiones (V.35), (v.37), (v.38) y (V.39) para los momentos de
distribucién de orden dos (n = 2). A partir de estas cantidades podremos
obtener el valor de las susceptibilidades diamagnéticas sin mas que
multiplicar por una constante. Para un ion aislado la susceptibilidad
diamagnética se puede calcular a partir de la férmula de Langevin-Pauli
(Menzel, 1960)

xX=-—————<rT > (V.40)

donde L es el numero de Avogadro, e y m son la carga y la masa del

electrén y ¢ es la velocidad de 1la 1luz. La expresién anterior
3 -1

expresada en cm™ mol = queda

2

x = - 2.8283 x 10'% cm mo1”? < r? >(cm?) (V.41)

donde < r° >(cm®) = < r >(u.a.) x 2,7995 x 10717,

La polarizabilidad eléctrica en la aproximacién de
Hasse-Kirkwood-Vinti, « , para un ion aislado viene dada por (Csavinszky,
P
1973)
2 4 2
@ = 22mC X2 PR (V.42)
P Le a N 9N a
o o

donde el radio de Bohr, a, es 0.5291 x 102 cm.
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En la siguiente tabla los calculos de las susceptibilidades

autoconsistentes calculadas mediante el potencial de DAVID, Xy los

comparamos con los resultados analiticos obtenidos de (V.35), X, » de

(v.37), X

, de (V.38) X, Y la uniparamétrica, X, obtenida de (V.39).

Estos calculos se han realizado para diferentes iones de hierro.

N X, Xp1 Xp2 _ Xy Xp
25 -22.5234 -22.6824 -17.5340 -17.5340 -23.1876
24 -18.9021 -18.9026 -14.3171 -14.3171 -18.5425
23 -12.4499 -16.1077 -11.1412 -11.1412 -15.5250
20 -10.4652 -10.4669 -7.2638 -7.2638 -10.0661
18 -5.2136 -5.5344 -4.3675 -4,3675 -4.6450
16 -3.7069 -3.7091 -2.9429 -2.9446 -3.3385
14 -2.2309 -2.2308 -1.8652 -1.8646 -2.2283
12 -1.1773 -1.1775 -1.0916 -1.0420 -1.2850
11 -0.7192 -0.8022 -0.7944 -0.8045 -0.8528
10 -0.3727 -0.5290 -0.5134 -0.6049 -0.4438
9 -0.3173 -0.4468 -0.4342 -0.4955 -0.3781
7 -0.2147 -0.2917 -0.2863 -0.3017 -0.2607
5 -0.1491 -0.1490 -0.1439 -0.1449 -0.1603
4 -0.0830 -0.0830 -0.0810 -0.0810 -0.1156
3 -0.0193 -0.0256 -0.0249 -0.0355 -0.0601
2 -0.0025 -0.0048 -0.0049 -0.0101 -0.0071
Tabla I. Comparacién de las susceptibilidades diamagnéticas

autoconsistentes, xD, con las analiticas para diversos iones de Fe. Las

unidades son % x 10° cm® mol™l.
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A continuacién, en la tabla II, mostramos las polarizabilidades
eléctricas obtenidas de la expresién (V.42) para diversos 1iones de
aluminio. En ella los valores de o son los obtenidos a partir de un
momento de distribucién de orden dos derivado de los calculos
autoconsistentes con el programa DAVID. Las polarizabiiidades o, a

t b1’

. Y & son las que se obtienen cuando el momento de distribucién de

segundo orden es calculado con (V.35), (V.37), (Vv.38) y (V.39),

respectivamente.

N « o «

t abl abZ u D

12 0.89497 0.89626 0.59032 0.60034 1.55221
10 0.06182 0.11775 0.11230 0.35009 0.09000
| 0.02671 0.05643 0.05370 0.12547 0.04341
0.01329 0.02205 0.01977 0.01977 0.02002
0.00380 0.00380 0.00344 0.00345 0.00755
0.00001 0.00002 0.00002 0.00046 0.00005

N & o

Tabla II. Comparacién de 1las polarizabilidades eléctricas
autoconsistentes con las analiticas para diversos iones de Al. Las

. 24 3
unidades son a x 107 cm .

En las tablas I y II podemos observar un comportamiento muy
parecido en los resultados de las susceptibilidades y polarizabilidades
que son calculadas usando (V.35) y (V.37), o sea, los errores en X, ¥
son similares a los cometidos en X, Y %, Por debajo de los 11
electrones también los errores en las expresiones de x y « que derivan
del uso de (V.38) y (V.39) empiezan a ser del orden de los anteriores, e

incluso en ocasiones inferiores.
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Los errores mids altos se producen para los dtomos con muy pocos
electrones. Asi, los mayores errores relativos que se obtienen en el
cidlculo de los momentos de distribucién de orden dos para iones de hierro
y aluminio estédn comprendidos entre un 30% y 40% cuando los iones tienen
2, 3y 4 electrones. Para el resto de los iones de hierro y aluminio nos
encontramos que al menos una de las expresiones (V.35), (Vv.37), (V.38) y
(V.39) obtenidas para <r®> nos llevan a cometer un error por debajo del
15%. Hay alguna excepcién como el Al II (el error en <r2> no es inferior
al 24%). También nos encontramos lones en los que el error es muy
pequefio, como el Al VIII con un 0.6% cuando usamos (V.38) o (V.39) para

calcular <r2>, o como el Fe XIII con un 0.1% al usar (V.35) o (V.37).

Los errores relativos en la susceptibilidades son del orden de
los que se cometen en el calculo de los momentos de distribucién de orden
dos. Para las polarizabilidades éstos son del orden del doble de los
anteriores, lo cual era de esperar ya que las susceptibilidades son
proporcionales a < y las polarizabilidades lo son al cuadrado de la

mencionada magnitud.

Si utilizamos el potencial propuesto en la expresién (IV.17)
podremos obtener la susceptibilidad y la polarizabilidad en funcién de Z
para los iones cuyo nimero de electrones esté comprendido entre 2 y 26.
Para ello no tenemos mas que utilizar para el momento de distribucién de
carga de orden dos la expresién biparamétrica (V.37) cuando el numero de
electrones del ion es mayor que 11, la también biparamétrica (V.38) entre
los 11 y 8 6 para 2 y 3, y, la uniparamétrica (V.39) cuando el numero de
electrones del ion estia entre 4 y 7. Los parametros correspondientes a
cada caso fueron expresados como polinomios de grado cuatro en Z cuyos
coeficientes se pueden encontrar en la tabla XXI del capitulo anterior.

Asi por ejemplo, para los sodioides usando las expresiones (V.38), (V.40)
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Susceptibilidad(x10°)

y (V.42) obtenemos el siguiente resultado

i~
[+
N
Pte

o
©

X = - x 107 cm® mol™

——
ne~—1e
”D'
N
et
—
w

1l
[=]

donde a= -1615.6627, a = 136.5061, a= -3.0924, a = 4.1571 «x 10-2.

az= -2.1377 «x 107, b= -12.6400, b= 1.2230, b= -2.2860 x 1072,
b= 3.0250 x 107y b= -1.4740 «x 10"°. En la siguiente grafica
representamos los resultados obtenidos con la expresién anterior y los

obtenidos mediante el programa DAVID en funcién de Z.
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Figura 5. Susceptibilidades (x106 cm3 mol_l) analiticas vy

autoconsistentes para sodioides frente a 2.
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4.- Expresiones analiticas para la energia :

En principio podriamos considerar que la energia total, E, de

un ion es

E=E +E +E (v.43)
k en ee

aqui Ek, Een y Eee representan, respectivamente, la energia cinética, la
energia potencial debida a la atraccién entre el nlGcleo y los N

electrones y la debida a la repulsién electrénica.

Por otro lado, el teorema del virial, que se cumple tanto en la
mecanica cléasica como en la cuantica, establece que la energia cinética
de un sistema de particulas cargadas sometidas sélo a fuerzas culombianas

es igual a la mitad de 1la energia potencial con signo negativo.

E =-1/2(E + E ) (v.44)
k en ee

y usando este teorema obtendremos para la energia total

E= L F + L E +E (V.45)

-2— en T ee XcC
donde ademas hemos afiadido un término, Exc, de energia de cambio y
correlacién. Los términos de (V.45) se pueden expresar como funcién del
apantallamiento, ¢(3;r), a partir de la expresién (V.4) y de diferentes

funcionales de la densidad.

La energia que da cuenta de la interaccién entre los electrones
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y el ndcleo se puede expresar como

E = I V p(r) df (V.46)
en n

Teniendo en cuenta que Vn es el potencial creado por el nucleo (-2/r), y

la expresién (V.4), tenemos

en

o0
E =-2N I ¢’ (r) dr (v.47)
0

La energia de repulsién electrénica es

E = J' V_ p(r) a2 (V.48)

utilizando el Ve dado por (V.3) y la expresién (V.4) se obtiene

0
2
E_ = -g- [ (1 ~ ¢(r)) ¢’ (r) dr (V.49)

0

Para el término de intercambio podriamos utilizar el funcional
de Gunnarsson-Lundqvist dado por las expresiones (V.49), (V.50) y (V.S1)
del capitulo tercero. Ahora bien, como tratamos de mostrar un
procedimiento, elegimos otro funcional algo mas sencillo, el de

Dirac=-Slater, dado por

E =- c I p(r)a'/3 d¥ (v.50)

Xc
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donde el factor c, convencional es 3/4(3/n)1/3.

y Parr (1987), obteniendo un valor de 0.7937. Introduciendo (V.4) en
(V.50) llegamos a

Este es mejorado por Lee

00
473

E = -(4m)"}3 c N4/3 I r?3 (¢”(r‘) dr (V.51)

Xc
o

El término de energia cinética también se puede calcular
directamente del funcional de Thomas-Fermi sin necesidad de usar el
teorema del virial, que es

E =c J' p(r)%® a? (V.52)

2/3
)

donde el coeficiente wusual c, = 0.3 ( 3na° es corregido (Lee y

Parr,1987) por el valor 2.9686. Utilizando (V.4), esta Gltima expresién

se convierte en

0

5/3
E_= (4n) ™23 c, N3 J r? [¢”(r)] dr (V.53)

o
Con esto la energia vendria dada en vez de por (V.45) por

E=E +E +E +E (v.54)
k en ee

xc

Ademas, la energia cinética (V.53) puede ser corregida

afladiéndole el término de Weizsdcker, que es

2
E = ﬁ-[ (Vg) a2 (V.55)

donde ¢ es un factor corrector que Yonei y Tomishima (1965) encontraron
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igual a 1/5. Y a partir de (V.4) se obtiene

00

L 2R AN 9 2
E = -g—-NJ (re¢’’ () -¢"'(0) ) 4 (V.56)
r ¢'’(r)

0

Otra forma de corregir la energia, esta vez la dada por la
expresién (V.45), es introduciendo efectos relativistas a través del
teorema del virial. En el apéndice B justificamos la siguiente correccién

relativista del teorema del virial, que en unidades atodmicas es

E +E {E + E;)2
en ee en ee

E = - - - (v.57)
2 16 N ¢

donde el primer término es el teorema del virial no relativista tal y

como se expresd en (V.44) y ¢ es la velocidad de la luz.

Con este resultado y siguiendo 1los mismos pasos que nos
condujeron a la formula (V.45), llegamos a la siguiente expresién para la

energia

E= = FE + 2 E +E +E (v.58)

T en —2— ee cr XC
donde la correccidén relativista viene dada por
(E +E )2
en ee

E = - p (V.59)
16 N ¢
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4.1.- Expresiones de energias analiticas uniparamétricas :

En este apartado vamos a obtener diversas expresiones de la
energia utilizando la funcién de apantallamiento asociada a Uu y dada por
la expresién (V.14). Asi, de (V.47) obtenemos para la energia potencial
que da cuenta de la interaccién entre el nicleo y los electrones

en

00
E =-2N J af exp[-alr] dr =-2N a, (V.60)
)

Para la energia potencial de repulsién electrénica se obtiene

de la expresién (V.49)

N2 i 2 N2 2 @
Eee = > (1 - exp[-alr]) aj exP[-air] dr = 5 3 { Joexp[-Zair] dr -
)
00 1 2 .
- Ioexp[-Zair]} = T N a (v.61)

La energia de cambio y correlacién la calculamos a partir de la

expresién (V.51)

00

4/3
E =-(am) ¥ ¢ N3 J r?3 { a® expl-a r]] dr
Xc x 1 1
0
y, por tanto
1/3
E = —i[—g-] re/3) ¢ N2 a (V.62)
xc 8 )4 x 1
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Con las expresiones (V.60), (V.61) y (V.62) unidas a la (V.45)

tenemos que la energia del ion es
T T

1 1 1 9 173 1/3
E=- — Na { Z - N + [—] r(2/3) ¢ N } (V.63)
2 1 1 4 x

En este caso la correccién (V.59) a (V.63) se obtiene de las

expresiones (V.61) y (V.62) y tiene la siguiente forma
N 3 1 2 2
E = [TN + 2 —NZ] (v.64)

.Si calculamos la energia del ion por medio de la expresién

(V.54), necesitamos calcular la energia cinética usando (v.53)

00
5/3
_ -2/3 5/3 1/3 2 _
Ek = (4n) c. N J r [ a) expl alr]] dr
)
asi pues
1 23 13 5/3 _2
Ek = [Tﬁa—n—-] 3 l"(1/3) Ck N al (V.65)

y entonces la energia del ion sera
1/2 y2/3 1/3
_ 3 2/3 1 1 9 1/3

(V.66)
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En las siguientes dos tablas mostramos los resultados obtenidos
con estas expresiones analiticas uniparamétricas para diferentes iones de
aluminio e hierro. En estas tablas El1 es la energia obtenida de (V.63),
E2 es El1 mas la correccién relativista (V.64) y E3 la calculada mediante
(v.66).

autoconsistentes ED,

Ademds, en las tablas aparecen los correspondientes valores

proporcionado por DAVID, y 1los obtenidos por

calculos Hartree-Fock, Eﬁp.

El

E2

E3

E

E

D HF
12 -171.1624 -171.1898 -221.1274 -241.7700 -242.0800
10 -162.3823 -162. 4125 -218.1894 -239.9900 -240.4100
8 ~164.9720 -165.0117 ~-221.6096 -229.7400 -230.4600
6 -189.4273 -189.4982 -236.2266 -213.7700 -214.6500
4 -182.5844 -182.6850 -225.1897 -191.2600 -192.0400
2 -130.5414 -130. 6466 -176.5586 -160. 4900 -161.3100

Tabla III. Comparacién de las

con las autoconsistentes ED y EH

iones de Al.

F

energias uniparamétricas E1, E2 y E3

en unidades atémicas,

para diversos

N “E1 E2 E3 ED EHF
25 -678.2177 -678.4372 -961.4336 -1270.1900 -1270.6700
24 -T713.9226 -714.1768 -996.6133 -1269.0600 -1270.1800
23  -T767.6921 -767.9996 -1044.1412 -1267.1900 -1269.1400
20 =796.2652 -796.6487 ~-1077.5410 -1256.8200 -1260.8300
18 -895.1956 -895.7370 -1150.9600 -1249.9800 -1250.7600
16 = -932.4611 -933.1255 -1231.6600 -1232.6500

-1176.1430

Tabla IV. Comparacién de las energias uniparamétricas E1, E2 y E3

con las autoconsistentes ED y EiF, en unidades atémicas, para diversos

iones de Fe.
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N E1 - E2 E3 E E

D HF
14  -978.2350 -979.0754 -1199.3850 -1208.8900 -1210.0200
12 -1034.3070 -1035.4090 -1216.8430 -1181.2600 -1182.4900
11 -1070.1770 -1071.4680 -1222.3430 -1164.4300 -1165.8500
10 -1109.4790 -1111.0100 -1222.6080 -1146.4400 -1147.8900
7 -926.8013 -928. 3417 -1112.1250 -996. 1400 -998. 1400
4 -783.8181 ~785.7682 -963.0674 -810. 4600 -812.1600
3 -834.5737 -837.5356 -931.0910 -738.7500 -740.7300
2 -924.7267 -930.2129 =770.7773 -663.8600 -665.5500

Tabla IV. Cotinuaciodn.

Tanto para los iones de hierro como para los de aluminio

encontramos que El1 y E2 presentan los mayores errores cuando el numero de

electrones es grande y que estos errores disminuyen a medida que N
disminuye. Aqui hay que hacer la salvedad del caso de N = 2, en el que el
error es alto. Recordemos que para atomos de dos electrones el ajuste de
Uu era bastante peor que el de los otros potenciales analiticos. En
cambio el comportamiento de 1la expresién (V.66) es complementario al de
El y EZ2, dando mejores resultados que 1las otras dos expresiones
uniparamétricas de la energia cuando el numero de electrones es mayor que

6 para los iones de Al y que 11 para los de Fe.

Los comportamientos comentados en 1la pagina anterior los
mostramos en la figura 6a, en la que representamos el error relativo que

con respecto a ED tienen E1, E2 y E3 para diversos iones de Fe. Tanto en
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esta figura como en las dos tablas anteriores se puede observar cémo El1 y
E2 son practicamente iguales. Esto es légico, ya que la correccién (V.66)
se nota mas cuanto mas alto sea Z. Este comportamiento es evidente en las
figuras 6b y 6c, en las que representamos el error relativo de El, E2 y
E3 con respecto a ED para los iones de las series isoelectrénicas del
boro y nitrégeno, respectivamente. En este caso el parametro a, ha sido

obtenido del ajuste presentado en la tabla XXI del capitulo anterior.

w0

o

ffll"llll|]T'r]|flll'lTIj_lf1l"lllllr]l‘lll]Iﬁl]lllljlrllTlrllTll—IT

0 2 4 8 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
N

Figura 6a. Error (en tanto por ciento) de E1, E2 y E3 con respecto a

ED para diversos iones de Fe.
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error en tanto por ciento
[ — -
L3 [+ ] [--] (=] n L3 o
raa de v b v g be g bea bl baeale g

N

o

LR AN RN AR AN SR RN AR RN ARG N R AN AR A LN A RN AR AN A AR LA ARA LA S RARR AR RA RRRA

10 15 20 25 30 35 40 45 50 65 60 65 70 75 80 85 90 95
z

[4)]

Figura 6b. Error (en tanto por ciento) de E1, E2 y E3 con respecto a

ED para diversos iones de la serie isoelectrénica del B.

12.8

11.2

9.6

8.0

6.4

4.8

3.2

error en tanto por ciento

1.6

RSN NN NS NP NS N

0.0 llllrrlll]lll|||lII]IIIl|I]_ll]lITI[IIII|IIII|I_III|IIII]ITII|llllT’llIlr1|l_I]llll|rllT

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 9
Z

Figura 6c. Error (en tanto por ciento) de E1, EZ y E3 con respecto a

ED para diversos iones de la serie isoelectrénica del N.
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4.2.- Expresiones de energias analiticas biparamétricas :
A continuacién obtenemos estas expresiones anteriores para la

funcién (V.11) asociada al potencial biparamétrico sz. En primer lugar

calculamos la interaccién entre el nicleo y los electrones de (V.47)

00
Een =-2ZN Joal( a + 2 a,-a a r) expl -a, r] dr

y entonces

E =-2ZNa [(a +2al) R aa -——-) =-2N (a + a))
en 1 1 2" a a 1 2

(v.67)

Por otro lado la energia debida a la repulsién electrénica,

segin se vio en la expresién (V.49), sera

00

2
- N - - _ -
Eee = 5 J a1[1 (1 azr) expl alr]] (a1+ Za2 alazr) expl alr] dr
)
y por tanto

2 2
e - B a, (2 al + 2 aa +a; ) (v.68)
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Por otro lado, de (V.51) calculamos la energia de cambio y -

correlacidén, esto es

E =-(am) V3¢ N3 (V.69)

b {+ X Xc
siendo

0

4/3
_ 2/3 _ -
Ixc = J r [al( a + 2 a, -a a r) expl a, r]] ar (v.70)

0

en esta integral, si a, esta estrictamente comprendido entre 0 y —a1/2

podremos hacer el siguiente cambio de variable :

x=-( alaz'r) / (a1 + 2 az) >0sirel[0,w (v.71)

con lo que la integral queda

(211)4/3 (a1 *2 a2)3 ? 2/3 4/3 |
Ixc = - =3 X (1 + x) expl-p x] dx
(a.a_)
12 o
(v.72)
aqui p es un parametro positivo dado por
4 (a1 + 2 az)
p=- 3 a2 (Vv.73)
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Integrales de este tipo se resuelven a partir de (Abramowitz,
1972)

[+
I 1 (1 + x)"*? expl-z x] = I'(a) Ula,b,2z) (v.74)
0

donde la parte real de b ha de ser mayor que la parte real de a y ambas
positivas. La funcién U es una funcién hipergeométrica confluente que
para b = n+l (n = 0,1,2,...) y argumento de z comprendido entre -m y mu,

toma la forma (Galindo y Pascual, 1978)

n+1 -]
U(a,n+l.z) = 'ETL%%%:HT' { M(a,n+1,z) 1ln z + }: [ yla+r) - y(1+r) -
r=0
(a)_ z" (he1)!  -n et (a-n) z"
- y(1+n+r) ] ( } + T(a) z =) T (V.75)
1+n)r r! o r

siendo M la funcién hipergeométrica de Kummer dada por

w0 n

(a) z
M(a,b,z) = Z —-(b—)"—n!— (V.76)

n
n=0

¥(z) es la’ funcién psi, la derivada del logaritmo neperiano de la funcién
gamma de Euler, es decir y(z) = I" (z)/T(z) y la funcién factorial, (a)n,
viene dada por

(a)n = a (a+l) (a+2)...(a+n-1) vy (a)0 =1 (V.77)

para estos valores de b las funciones hipergeométricas (V.75) y (V.76)
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son convergentes.

Entonces de las expresiones (V.69), (V.72) y (V.74) se llega a

que

3
_ -1/3 4/3 (al *2a)
E = (4n) c, (N a)

X

r(s/3) u(s/3,4,p)
(alaz)
(v.78)
Una integral similar a ésta es la que aparece al calcular la

energia cinética con la expresién (V.53), a saber

E = (am)™3 ¢ N (V.79)
k k k

siendo

00
§/3

_ 1/3 _ _
Ik = J r [al( a + 2 a - a a, r) expl a r]] dr (v.80)

0

y haclendo el cambio de variables (V.71), esta integral se transforma en

(@)% (a +2a)% (°
1 1 2 1/3 5/3
I = X (1 + x) expl-q x] dx
k 4/3
(a.a_)
12 0
(v.81)
donde q es un exponente positivo dado por
5 (a1 +2 az)
q=- 33, (v.82)

de (V.74), (V.79) y (V.81) se obtiene que la energia cinética viene dada
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por la siguiente expresién

~2/3 §/3 (al v2a )3
E = (4m) ™ c (Na) —— T(4/3) U(4/3,4,q)

(aiaa)
(v.83)
Si se utiliza el teorema del virial para el calculo de 1la

energia cinética tendremos, usando (V.4S), (V.67), (V.68) y (V.78), que

la energia del ion viene dada por

2
Z N N 2 2
E = > (a1 + az) + -TE—E; 2 al + 2 aa, +a ) +
1 4/3 (a1 *2 a2)3
+ ——— ¢ (N a) r{(s/3) U(s/3,4,p)
173  x 1 5/3
(4n) (a.a))
12
(v.84)
En este caso la correccién (V.59) a la expresién (V.84) es
N N2 2 2,2 2 2
E = - [ (2a°+2aa +a ) +2 (a+a) -
er 16 <2 64 22 1 172 2 1 T2
1
N 2

7 2at+a’+aa2a +3a a° )]
a 1 2 1 %2 1 %2
(v.85)

Mientras que si wusamos el funcional de Thomas-Fermi para

calcular la energia cinética, la expresién para la energia de enlace del
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ion es la que se obtiene de (V.54), (V.67), (V.68) y (V.83}), esta es

_ _ N 2 2
E=N { 2 (a1 * az) Y %2 (2 a * 2 aa, * az) *

N 1/3 3 N a1 1/3
+ [—4n-_a-‘;—] (a1+ 2 az) [ Ck[ In ] rc4/3) U(4/3,4,q) +
c
+ ——-Lm r(s/3) U(5/3,4.p)]} (v.86)
(alaz)

tanto esta expresién como la anterior son validas para valores de a,

estrictamente comprendidos entre —a1/2 y O.

A continuacién, en las tablas V y VI mostramos los resultados
proporcionados por las diversas expresiones biparamétricas de la energia.
En estas tablas El1 corresponde a los resultados obtenidos de (V.84), E2 a
(v.84) (v.85) vy,

finalmente, E3 corresponde a las energias calculadas con (V.86).‘ Los

los obtenidos de la expresién corregida por la
calculos mostrados corresponden a diversos iones de Al (tabla V) y de Fe

(tabla VI).

N El E2 E3 ED EHF
12 -171.8846 -171.9123 -221.6052 -241.7700 -242.0800
10 -204.1111 -204.1587 -241. 3566 -239.9900 -240.4100

~200.6951 -200.7537 -243.4393 -229.7400 -230. 4600
-189.4271 -189.4979 -236.2265 -213.7700 -214.6500
-182.5843 -182.6849 -225.1897 -191.2600 -192.0400

Tabla V. Comparacién

las autoconsistentes ED Yy EHF, en unidades atémicas, para diversos iones

de Al.

de las energias biparamétricas E1, E2 y E3 con
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N E1l E2 E3 ED EHF
14 -978.0875 -978.9276 -1199.3127 -1208.8900 -1210.0200
12 -1034.2329 -1035.3349 -1216.8139 -1181.2600 -1182.4900
11 -1067.0484  -1068.3315 -1220.5660 -1164.4300 -1165.8500
10 -1034.3961 -1034.3961 -1172.9726 -1146.4400 -1147.8900

-914.3921 -914.3921 -1103.9742 -996.1400 -998. 1400
-783.8024 -785.7525 -963.0599 -810. 4600 -812.1600
~720.5622 ~722.7583 -833.5071 =738.7500 -740.7300

Tabla VI. Comparacién de las energias biparamétricas E1, E2 y E3 con
las autoconsistentes ED Yy EHF, en unidades atdmicas, para diversos iones
de Fe.

Los valores correspondientes a iones de hierro con mas de 14
electrones no han sido calculados ya que, para N mayores, sz coincidia
con Uu. Tampoco calculamos atomos con dos electrones ya que en éstos a,
es menor que —a1/2 y entonces, al ser p y q negativos, no convergen las
integrales (V.72) y (V.81).

Al comparar estos resultados con los de las tablas III y IV‘

observamos que, ademads de repetirse los comportamientos de E1, E2 y E3
también para el caso biparamétrico, el menor error cometido con Ei, E2 y
E3 cuando utilizamos las expresiones biparamétricas, para cada ion, es de
igual orden o mas pequefio que el minimo obtenido cuando se usaban las
expresiones uniparamétricas‘para el mismo ion. En la siguiente grafica
mostramos los errores relativos con respecto a ED cometidos en los
cdlculos de las energias biparamétricas E1, E2 y E3 para los diversos
iones de las series isoelectrénicas del Na. Los parametros a, ya, han
sido obtenidos del ajuste de la tabla XXI del capitulo IV.
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error en tanto por ciento

11.2
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Figura 7. Error (en tanto por ciento) de las-energias biparamétricas

El, E2 y E3 con respecto a ED para diversos sodioides.

Para el calculo de las diferentes expresiones de las energias
unli y Dbiparamétricas hemos utilizado diferentes funcionales de 1la
densidad ‘con los que calculamos la energia clnética, E; (expresioén
(v.52)), y las energias potenciales debidas a la interaccién nicleo-nube
electrénica, E;n , a la repulsién electrénica, E;e y al intercambio, E;c
(expresiones (Vv.46), (v.48) y (V.50), respectivamente). Para finalizar
este capitulo compararemos los valores de estos funcionales cuando son
calculados mediante las correspondientes funciones de apantallamiento
asociadas a Uu y sz con los valores que de ellos se obtienen al utilizar

la densidad autoconsistente proporcionada por el programa DAVID.
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En la tabla VII mostramos los valores obtenidos para los
funcionales de intercambio y de energia cinética para diversos lones de
Al. En dicha tabla Exc(D) corresponde a los valores del funcional de
intercambio (V.50), calculados con la densidad de DAVID, y Exc(u) y
Exc(bZ) corresponden a los valores que de este funcional proporcionan las
expresiones (V.62) y (V.78), respectivamente. Ek(D) corresponde a la
energia cinética obtenida al utilizar la densidad autoconsistente de
DAVID en la expresién (V.52), y Ek(u) y Ek(bZ) las energias cinéticas

proporcionadas por las expresiones (V.65) y (V.83), respectivamente.

En la tabla VIII mostramos los valores obtenidos para los
funcionales Elen y l:‘.ee para algunos iones de Fe. En esta tabla Een(D)
corresponde a los valores del funcional (V.46) calculados con DAVID, y
Een(u) y E‘en(bZ) corresponden a los valores que de este funcional
proporcionan las expresiones (V.60) y (V.67), respectivamente. E“(D)
corresponde a la energia de repulsién electrénica proporcionada por
DAVID, vy Eee(u) y Eee(bz) las energias de repulsién obtenidas de las

expresiones (V.61) y (V.68), respectivamente.

N EXC(D) Exc(u) Exc(bZ) Ek(D) Ek(u) Ek(bZ)
12 -17.58 -13.75 -13.81 230.96 107.44 108.35
10 -17.10 -11.79 -15.17 229.40 94.78 151.70

-14.73 -10.70 -13.09 213.87 97.63 144.86
-12.11 -10.77 -10.77 195.52 131.86 131.86
-9.45 -8.77 -8.77 176.86 131.20 131.20

Tabla VII. Comparacién de las energias de intercambio y cinética uni
y biparamétricas con las autoconsistentes Exc(D) y Ek(D), en unidades

atémicas, para diversos iones de Al.
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N E (D) E (u) E (b2) E (D) E (u) Eee(bZ)

en en en ee ce
14 -2708.43 -2172.02 -2172.70 315.74 292.39 292.34
12 -2614.57 -2252.86  -2252.70 274.83 259.94 259.93
11 -2562.91 -2309.22 -2302.96 255.83 244.24 244.15
10 -2509.67 -2372.03 -2221.86 237.36 228.08 226.80

+2116.73 -1929.29 -1904.54 134.33 129.86 129.73

-1677.87  -1591.77 -1591.74 59.24 61.22 61.22

-1520.01 -1682.06  -1455.22 42.99 48.52 48.64

Tabla VIII. Comparacién de las energias Eeny Eee uni vy
biparamétricas con las autoconsistentes Een(D) y Eee(D), en unidades

atémicas, para diversos iones de Fe.

Si observamos las tablas anteriores podemos ver cémo el mayor
error ée comete en el célculo de las energias cinéticas. Esto podria
sugerirnos, para futuras investigaciones, una mejora de las expresiones
uni y biparamétrica de E3, ensayando con otro funcional de energia
cinética con el que se cometa menos error, o bien, de buscar términos de
correccién de la energia cinética, como el de Weizsdker. El error
cometido en los otros funcionales es bastante menor, siendo minimo en

este caso el cometido en el calculo de Eee.
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CAPITULO VI : CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS.

1.- Conclusiones :

Las principales conclusiones que se derivan del trabajo
realizado en 1la Tesis Doctoral, suficientemente explicadas en 1los

distintos apartados, se pueden resumir en:

Primera.- Abundantes calculos de sistemas ionizados nos indican
la conveniencia de no estudiar sélo un potencial triparamétrico sino una
familia de potenciales analiticos, que se obtienen de él fijando a priori
uno 6 dos de sus parametros a ajustar. Se justifica asi la necesidad de

, U_, U}
u

estudiar una familia de potenciales {Ut, U 2

b1

Segunda.- Del énélisis de las condiciones que un potencial debe
cumplir a pequefias y grandes distancias del nuacleo, obtenemos los
intervalos del conjunto de los numeros reales a los que los parametros de
cada potencial han de pertenecer. A esto se refieren las dos conclusiones

siguientes.

Tercera.- Para que el comportamiento de los cuatro potenciales
analiticos estudiados sea el correcto a grandes distancias (el dado por

(II.8)), basta exigir que a, sea un nimero real positivo (R').

Cuarta.-El comportamiento cerca del nucleo (dado en (II.9)) no
es el mismo para todos los potenciales miembros de la familia. Asi, una
vez determinado que a € R*, tendremos :

El comportamiento correcto de Ut depende del parametro a,.

Si a, > 1 entonces azvha de ser real positivo.
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Si 0« a3< ly a, > 0 ademads de reproducir (II.9) aparecen
unos términos que divergen mas despacio que 1/r y que no son un efecto de
las densidad de carga. Sin embargo, se comprueba numéricamente que para

gran numero de iones a, estd entre 172 y 1.

El potencial Ubl carece del término constante de (II.9) que la
nube electrénica esféricamente simétrica deberia originar, y si ademas,
a, es un numero positivo menor que uno, nos encontramos con los términos

divergentes mencionados en el parrafo anterior.

El potencial sz tiene el comportamiento tipico de (II.9)

cuando a2 es estrictamente mayor que —al.

+ e s 2 < < =
El que a, € R es condicién necesaria y suficiente para que el

potencial uniparamétrico, Uu, se comporte en el origen como (II.9).

Quinta.- El método fenomenolégico utilizado en la obtencidén de
los pardmetros permite usar como potencial dato cualquier potencial
experimental, autoconsistente, 6 incluso un analitico ya validado.
Ademds, como este procedimiento se basa en un método simplex no lineal
para hacer la minimizacién, no serda necesario el programar las derivadas

de (III.30) cada vez que se cambie el potencial analitico a optimizar.

Sexta.- En esta Tesis desarrollamos unos procedimientos de
cadlculo de energias de enlace, autovalores, autofunciones y fuerzas de
oscilador, en un formalismo relativista, que se pueden utilizar para

cualquier potencial central analitico.

Séptima.- Cuando ajustamos los potenciales analiticos Ut y sz
nos encontramos con soluciones fisicamente inaceptables que, sin embargo,
dan unos errores en los calculos de energias y fuerzas de oscilador, del

mismo orden que las soluciones que otorgan a los potenciales un
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comportamiento correcto.

Octava.- Para gran nimero de especies atdémicas encontramos unas
tendencias generales de los parametros éptimos en los cuatro potenciales
estudiados. Asi, para cada Z2 fijo : el parametro a, tiende a crecer
cuando aumenta la ionicidad; el a, tiene un comportamiento oscilante con
N, presentando unos minimos cuando N corresponde al cierre de la capa K ¢
L; por dltimo, a, , para la mayoria de los iones estd entre 1/2 y 1. Sélo
para iones con muy pocos electrones se supera claramente la unidad. A
medida qﬁe el ion aumenta el nimero de electrones, a, decrece sin llegar,

en ninguno de los casos calculados, a ser inferior a 1/2.

Novena.- Para los valores de a3 estrictamente comprendidos ente
172 y 1, Ut y Ub1 presentaban un término divergente en el origen no
atribuible a efectos_culombianos, Por ello podremos aventurar que dichos
efectos no debidos a la'densidad de carga y que se introducen a través
del parametro a,, Yy son mas importantes cuantos mads electrones tenga el

ion.

Décima.- Cuando N es mayor de 13 é 14 el potencial sz se
convierte practicamente en el uniparamétrico Uu. Ademas, comprobamos que
en determinadas situaciones el potencial U£2 es muy poco sensible a las
variaciones de sus parametros, siempre que la suma de estos se mantenga
constante. Cuando se dé el hecho anterior podremos sustituir, para Ny Z
fijos, sz por un Uu cuyo parametro es la suma de los dos de sz. Para
jones con 2 8 3 electrones las diferencias entre estos dos potenciales
son muy notables.

Undécima.- La proximidad de Ut' u, U_vy Uu con potenciales

b1 b2
analiticos, tan utilizados en la bibliografia, como el de Rogers o el
IPM-GSZ, constituye una validacién de 1los estudiados en esta Tesis

Doctoral.
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Duodécima.- Los errores cometidos en los = cdlculos de
autovalores y de energias disminuyen considerablemente con el aumento de
la ionicidad para los cuatro potenciales estudiados. Dada una
configuracién electrénica, esta disminucién en el error va siendo cada

vez menos acentuada conforme Z va aumentando (siempre Z > N).

Decimotercera.~ Los errores en el calculo de autovalores y
energias que se cometen mediante el uso de Ut son siempre del mismo orden
que se cometen usando Ubl. Sélo por debajo de los 10 u 11 electrones los
potenciales sz y Uu proporcionan unos autovalores y energias que pueden
competir con los correspondientes valores proporcionados por Ut Yy Ubf
Teniendo el potencial uniparamétrico un comportamiento éptimo entre los 8

y 4 electrones.

Decimocuarta.- Para estados simplemente excitados en Aatomos
medio y altamente ionizados, siempre podemos encontrar al menos uno de
los cuatro potenciales que dé autovalores del mismo orden que los

proporcionados por el cédigo autoconsistente DAVID.

Decimoquinta.—- El comportamiento, en lineas generales, de esta
familia de potenciales analiticos en el cdlculo de autofunciones es

similar al comentado para los autovalores y energias.

Decimosexta.- Una de las conclusiones principales de esta Tesis
vendria a decirnos que no es necesario wutilizar el potencial
triparamétrico, pues segin sea el numero de electrones, siempre podremos
utilizar uno de 1los biparamétrico, 6 incluso, el uniparamétrico
obteniendose resultados similares. Este hecho nos lleva a proponer un

potencial éptimo, el (IV.17).
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Decimoséptima.- Dada wuna configuracién electrénica, los
parametros de este potencial 6ptimo se ajustan bastante bien a polinomios
de grado cuarto en Z. En esta Tesis presentamos estos ajustes para los
iones comprendidos entre los de la serie isoelectrénica del helio y los
de la del hierro. Este ajuste permite el uso sistematico del potencial
propuesto en (IV.17). Apoyandonos en el buen comportamiento del potencial
6ptimo, tanto en los calculos de ‘niveles como en los de fuerzas de
oscilador, creemos que se ha cumplido el objetivo fundamental de esta

Tesis.
Decimoctava.~ En el capitulo V se desarrolla una metodologia
para obtener expresiones analiticas de magnitudes fisicas que se puedan

expresar a través de un funcional de la densidad de carga electrénica.

Decimonovena.- La expresién (V.5), a partir de las funciones de

apantallamiento asociadas a los potenciales estudiados, nos proporciona

cuatro expresiones analiticas de la densidad de carga: una

triparamétrica, dos biparamétricas y una uniparamétrica. Estas

densidades, por ser obtenidas a partir de la ecuacién de Poisson, no

muestran, ¢ mas bien, promedian el efecto de capas.

Vigésima.— Todas las densidades se anulan a grandes distancias
de nucleo. En cambio, en el origen sélo se anulan las que derivan de Uu'y
U;Z.-Al igual que sucedia con Ut y U£1’ las densidades que derivan de
estos potenciales reflejan un comportamiento no culombiano en el origen

cuando 0O < a3< 1.

Vigésimo primera.— A partir de las densidades analiticas

obtenemos cuatro expresiones de los momentos de distribucién de carga de
orden n. De estas expresiones particularizadas al caso n=2 se obtiene las
susceptibilidades diamagnéticas y las polarizabilidades eléctricas. Las

mayores diferencias de los valores de estas dos ultimas magnitudes con
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los calculados a partir de DAVID, las encontramos para &atomos muy
ionizados (2,3,4 electrones) o muy poco ionizados, mientras que los
me jores resultados se obtiene para atomos con un grado de ionizacién
intermedio. Usando los ajustes de los parametros del potencial o6ptimo
podemos obtenemos expresiones de las susceptibilidades diamagnéticas en
funcién de Z. En realidad, el ajuste de los parametros de (IV.17) nos
permitiria obtener expresiones de los momentos de distribucién de orden n
en funcién exclusivamente de 2, para cada una de 1las secuencias

isoelectrénicas comprendidas entre N = 2 y 26.

Vigésimo segunda.- Hemos desarrollado, fundamehtalmente dos
maneras de construir un funcional de la energia de enlace. Una fundada en
sumar los funcionales de energia cinética, de energia de interaccién
electrén—-nicleo, de interaccidén electrén-electrén y de intercambio, E3, y
otra en la que el término de energia cinética se construye a partir del
teorema del wvirial, El1. Esta ultima, es modificada para que incluya
efectos relativistas a través de una correccién del teorema del virial,
E2. Para esto Gltimo, hemos deducido una correccién relativista del

teorema del virial en el Apéndice B.

Vigésimo tercera.- A partir de las funciones de apantallamiento
asociadas a Uu y sz hemos obtenido tres expresiones de la energia (E1,
E2 vy E3)  uniparamétricas y tres biparamétricas. Tanto en las
biparamétricas como en la uniparamétricas se dan las sigulentes
tendencias generales : La correccién E2 se acentla conforme aumenta 2Z,
los comportamientos de E1 y E2 son complementario al de E3, dando El1 y E2
me jores valores conforme disminuye N (salvo N=2), mientras que E3
funciona mejor que las otras dos en las regiones de mayor N. Esto udltimo
era de esperar ya que E3 al se exclusivamente suma de funcionales de la

densidad es un modelo mas estadistico.
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Vigésimo cuarta.- Por norma general, el minimo error cometido

con las expresiones biparamétricas de E1, E2 y E3 para cada ion, es de
igual o menor orden que el minimo obtenido cuando se wusaban las

expresiones uniparamétricas para el mismo ion.

2.- Futuras investigaciones :

En cuanto a las lineas de investigacién que se abren con esta

Tesis se pueden distinguir

En primer lugara, mids que a una linea de investigacién nos
vamos a referir a una aplicacién inmediata. Esta seria la implementacién,
en programas de calculo de las propiedades épticas de los plasmas densos
y calientes (como los que aparecen en experimentos de interaccién con
laseres & haces de particulas), del potencial (IV.17) con sus
correspondientes parametros en funcién de Z (dados en la tabla XXI del
capitulo IV), asi como de los algoritmos desarrollados para la resolucién
de los atomos y los calculos de fuerzas de oscilador. Esto dotaria a los

mencionados programas de una gran rapidez.

Ahora bien, en la aplicacién anterior seria necesario
introducir de manera independiente a la resolucién atémica wunas
correcciones que tuvieran en cuenta las condiciones de densidad y
temperatura del medio. Este hecho nos lleva a plantear la conveniencia de
generalizar el potencial obtenido para atomo aislado al caso de atomo no
aislado. Esto, que permitria incluir 1los efectos de densidad vy
temperatura del medio desde la resolucidén atémica. Pensamos que esta
generalizacidén podria consistir en multiplicar el potencial propuesto en
esta Tesis por un término corrector que incluyera estos efectos. Pensamos
en términos de tipo ion-esfera, para alta densidad, de tipo Debye-Hiickel

para alta temperatura y densidad intermedia.
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Pensando estrictamente en la obtencién del potencial analitico
seria interesante desarrollar un método ab initio que permitiese calcular
los parametros del potencial sin necesidad de conocer un potencial
patrén. En realidad esto mas que una linea futura es presente, pues es un

problema que en estos momentos tenemos casi finalizado.

Por otro lado, el capitulo V, dedicado a la obtencién de
magnitudes analiticas a partir de 1las funciones de apantallamiento
asociadas a la familia de potenciales estudiados en esta Tesis, abre todo
un campo de investigacién. En esta linea se podria seguir profundizando
yva sea en el cdlculo de expresiones analiticas de la energia, o bien
calculando expresiones analiticas de otras magnitudes que se puedan
expresar en funcién de la densidad, y por tanto, de la funcién de

apantallamiento.
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APENDICE A : DEMOSTRACIONES EN TORNO A LA ECUACION RADIAL

1.~ Spinores esféricos :

En el espacio de spin 1/2 la base sera

y en esta base los spinores para j = 1 *1/2 vendran dados por

€(1,1/2,1+1/2|m~1/2,1/2,m) Y (0,9)
Q _ 1,m-1/2
Pz C(1,1/2,141/2|m+1/2,-1/2,m) Y (6,9)
1,m+1/2
A _[ewvi-teimzzm Y L (0,0)
Pz e €(1,1/2,1-1/2|n+1/2,~1/2,m) Y (8,9)

1,m+1/2

donde los Y son los arménicos esféricos y los C son los coeficientes de
Clebsch-Gordan para el acoplamiento entre espacios de momentos angulares

de valor 1 y 1/2. Por tanto

[ 1+m+1/2 ]"2 y

5141 (8,¢)

1,m-1/2

1 141/2 m [ 1-m+1/2 ]1/2 v

T (6,9)

1,m+1/2
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172
1-m+1/2
_[ 21+1 ] Y1.m—1/2(9"p)
1 1-1/2 m Leme1s2 Y172 . . o)
21+1 1,m+1/2 a4

2.- Demostracién de la expresién (I11.57):

Veamos que 3-3 = ar{ p + -i-[ 1 + &L ]}

con p = -

se puede ver que

3 D7D
0 (¢+r) (¢+p)
> 2 > - (2.2
(aer)(a-p) = 3 55 g (¢r)(d-p)
(¢-F)(ocep) O
y teniendo en cuenta que para cualesquiera a y ¢ se cumple
(3:3)(3:3) = 3-8 + i & (3xd)
y como ?-3 = =i r-gF =p+1i y ?&3 = T se tiene que

(@R)(@P) = (FBRVEP) =1 p+i(1+ D)

y si multiplicamos por ar/r esta igualdad se obtiene la expresién deseada
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sin mas que darse cuenta de que

> S5 > - .
« =(ccu}{oeu)=0u +ice(uxu) =1
r r r Tr r r r

3.~ Demostracién de la expresién (III.59):

[ 1 + &L ] V=-kBY¥ k= -s(j + 7%—)

para demostrar esto hay que tener en cuenta 1+3~ﬁ = J2-L2+1/4. Lo que se

Justifica sin mas que considerar que j=f+g. que 2=1/2 ¢ y que s° sobre

las funciones de spin 1/2 tiene valor propio igual a 1/2(1/2 + 1) = 3/4.
Ademas, hay que considerar que Qlﬂlson autofunciones de L? con

L%y = [§(4+1) + 1/4 + kBl ¥

Esto dltimo se justifica de la siguiente forma :
1 vl_lvy 1 _ "2 I
como ?—(1'\"[3)[‘13] = [0] —2—(1 B)[{O] [“’]
L% = Lz(i(ws) v +-L (1-p) w] = [1(1+1)i(1+m . 1’(1’+1)i(1-3)] v
2 2 2 2

y como 1=j-(1/2)s , 1’=j+(1/2)s y s°=1

L3y =[ JOi+1) + 711‘ - s(j+%)8]
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APENDICE B : CORRECION RELATIVISTA DEL TEOREMA DEL VIRIAL

En mecdnica clasica el teorema del virial relativista para un

sistema de N particulas establece que (Landau y Lifshitz, 1987)

. N ” RNV
E = }: m o c [ 1 - v /c ] (B.1)
i=

1

donde E es la energia total, moy vi la masa y velocidad de la particula
i-ésima y ¢ la velocidad de la 1luz. La 1linea horizontal indica un

promedio temporal.

Si desarrollamos en serie de potencias la raiz cuadrada vy

quedandonos con los tres primeros términos se tiene :

- - 2 Yy Yy
E =»§: L 1 - - (B.2)

i=1

Ademas como la energia total del sistema es

E=—U+T+Zmlc2 (B.3)
i

donde U es la energia potencial y T la eneregia cinética, que viene dada

por la suma de las energias cinéticas de todas las particulas del sistema

T = zi'ri = Zi /2 m vf (B.4)
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Combinando las tres Ultimas expresiones obtenemos

—

U+T Z -T - ZTi (B.S)
et 8 c? 2mc 1

donde hemos supuesto que todas las particula tienen masa m.
La desigualdad de Chebyshev (Abramowitz y Stegun, 1972)

o [543

i=

establece que

|
o
it

entonces haciendo al = Ti se obtiene que

N
2 2
1 _ T .
ZT S (ZiTx] = X (B.7)
1
y de la desigualdad de Schwarz (Abramowitz y Stegun, 1972)
2
b b 2 b 2
[ f(x) g(x) dx ] = I [f(x)] dx I [g(x)] dx (B.8)
a a a

haciendo f(x)=T(t), g(x)=1, a=0, b=t, siendo t la variable tiempo y T la

longitud del intervalo temporal sobre la que promediamos, obtenemos que

(B.9)
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Al introducir (B.7) y (B.9) en (B.5) se obtiene que

- .2
T =2-2T - LTV (B.10)

2mN c2

si consideramos, en primera aproximacién, que la ecuacién anterior es una

igualdad, tendremos una ecuacién de segundo grado en T cuya solucién es
— 2 _ 21172
T=2mNc { -1 + [ 1 - U /(2mNc )} } (B.11)

donde se ha eliminado la solucién que lleva a un valor negativo del
promedio de la energia cinética. Desarrollando en serie de potencias 1la
raiz cuadrada y quedandonos con los tres primeros términos se obtiene que
: L= —2
T lzj - J 5 (B.12)
lé m Nc

esta expresién puede considerarse una correccién relativista al teorema
del virial. Si no se considera el segundo sumando la expresién (B.12) se

convierte en el teorema del virial no rélativista.
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