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Abstract: 
 
In this thesis we proposed several variational techniques to deal with the problems of 
optical flow estimation and stereoscopic reconstruction. 
For the first problem we show that a classic optical flow technique by Nagel and 
Enkelmann can be regarded as an early anisotropic diffusion method with a diffusion 
tensor. We introduce three improvements into the model formulation that (i) avoid 
inconsistencies caused by centering the brightness term and the smoothness term in 
different images, (ii) use a linear scale-space focusing strategy from coarse to fine scales 
for avoiding convergence to physically irrelevant local minima, and (iii) create an 
energy functional that is invariant under linear brightness changes. Applying s gradient 
descend method to the resulting energy functional leads to a system of diffusion-
reaction equations. We prove that this system has a unique solution under realistic 
assumptions on the initial data, and we present an efficient linear implicit numerical 
scheme in detail. Our method creates flow fields with 100% density over the entire 
image domain, it is robust under a large range of parameter variations, and it can 
recover displacement fields that are far beyond the typical one-pixel limits. 
For the second problem, we present an energy-based approach to estimate a dense 
disparity map between two images while preserving its discontinuities resulting from 
image boundaries. We first derive a simplified expression for the disparity that allows 
us to easily estimate it from a stereo pair of images using an energy minimization 
approach. We assume that the epipolar geometry is known and we include this 
information in the energy model. This method is an extension of the one proposed for 
the optical flow estimation problem. 
We propose methods for the estimation of disparity maps and  optical flow fields from 
grey level images as well as from colour images. Finally, symmetrical methods are 
introduced to force a congruent solution in both directions. 
We show the performance of our methods by comparing with the results given by others 
for sequences of synthetic and real images. 
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Director: Luis Alvarez León

T́ıtulo: Estimación del flujo óptico en secuencias de
imágenes y de la carta de disparidad en pares
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3.2 Geometŕıa de dos cámaras proyectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Introducción

Los problemas del cálculo del flujo óptico y de la visión estereoscópica son dos proble-

mas clásicos en el campo de la visión por ordenador. El primero consiste en encontrar

el desplazamiento aparente de los objetos en una secuencia de imágenes. El segundo,

consiste en obtener una reconstrucción tridimensional de una escena a partir de sus

proyecciones.

El flujo óptico es el desplazamiento que existe entre los pixels de imágenes bidimen-

sionales. Se puede pensar que éste es una proyección del movimiento de los objetos

en escenas tridimensionales, pero en algunos casos este flujo no se corresponde con

un desplazamiento real.

En el problema de la visión estereoscópica partimos de dos imágenes que han sido

obtenidas por dos cámaras en un instante de tiempo determinado. Estas imágenes

contienen la proyección de los puntos de una escena común. Para encontrar esos

puntos de la escena, tenemos que saber qué puntos de una imagen se corresponden

con qué puntos de la otra. Este proceso es muy similar al del flujo óptico excepto

por el hecho de que en la visión estereoscópica existe una relación geométrica entre

las imágenes. Como veremos en el caṕıtulo 4, ésta se divide, básicamente, en tres

procesos, en los que el de puesta en correspondencia de puntos de las imágenes es

fundamental para un método eficiente de reconstrucción. En nuestro trabajo nos

centraremos casi en exclusiva en este punto.

Hablamos de carta o mapa de disparidad para referirnos al desplazamiento en

magnitud que existe entre un par de imágenes estéreo. Muchas veces haremos ref-

erencia al problema de la visión estereoscópica como el de la estimación de la carta

de disparidad, pero no debemos olvidar que la visión estéreo engloba a éste. Cuan-

do hablamos de flujo, nos referimos al desplazamiento que sufren los pixels entre las

imágenes. Lo utilizaremos indistintamente tanto para el problema del flujo óptico

como para el de la visión estéreo, refiriéndonos en este caso al flujo estéreo.

En los métodos que proponemos para abordar estos problemas, partimos de una

aproximación variacional basada en enerǵıas. Partimos de una enerǵıa global en la que

al minimizar se busca encontrar la solución al flujo como una función densa – sobre

1
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todo el dominio de la imagen – que cumpla con unas restricciones que comentare-

mos más adelante. Al minimizar esta enerǵıa, se genera un sistema de ecuaciones en

derivadas parciales (EDP) que posee unas propiedades interesantes de difusión – a

través de un término basado en la divergencia – y de reacción – a través de un término

que ejerce una fuerza de atracción entre las imágenes. Para resolver este sistema apli-

camos un método de descenso por gradiente que provoca que nuestro método converja

rápidamente a un mı́nimo. Lo implementamos por medio de esquemas numéricos im-

pĺıcitos iterativos que le dan una gran estabilidad frente a un paso temporal grande y

aceleran la convergencia a la solución. Para evitar que nuestro método quede atrapa-

do en mı́nimos locales irrelevantes, utilizamos una estrategia de análisis multiescala

lineal y una estrategia multipiramidal. La segunda se suele utilizar con bastante fre-

cuencia en métodos parecidos y se basa en establecer distintas escalas por medio de

zooms a las imágenes originales. La primera se basa en definir escalas por medio de

convoluciones con núcleos Gaussianos e introduce un marco formal de análisis que

tiene un amplio fundamento matemático.

Alcance del trabajo

Este trabajo se puede dividir en dos partes bien diferenciadas: En la primera intro-

ducimos métodos directos para estimar el flujo óptico y la carta de disparidad, y en

la segunda incorporamos la simetŕıa a estos métodos con el fin de obtener soluciones

coherentes en ambas direcciones.

Las enerǵıas que proponemos para los métodos directos se dividen en dos términos,

uno de acoplamiento o ligadura y otro de regularización. El primero es el encarga-

do de buscar puntos similares entre las imágenes, mientras que el segundo es el que

impone que la solución sea regular por zonas. Al igual que muchos otros, nuestro

método parte de la suposición lambertiana que comentamos en el caṕıtulo 2. Esto es

una restricción importante sobre el tipo de imágenes sobre las que podemos trabajar.

La complejidad de las imágenes reales hace que en algunos casos nuestro método no

sea capaz de captar correctamente el flujo en ciertas zonas, aunque para los métodos

que proponemos, las pruebas con imágenes reales que hemos realizado producen solu-

ciones satisfactorias. El segundo término, el de regularización, es el que incorpora

las caracteŕısticas de difusión que hacen que la solución generada sea suave y densa

al 100%. En esté utilizamos el operador de Nagel–Enkelmann que, como justificare-

mos más adelante, tiene un comportamiento anisótropo en la zona de los contornos

e isótropo en zonas homogéneas – en el caṕıtulo 1 tratamos el tema de la difusión

anisotrópica y, en particular, veremos el tensor de difusión de Nagel–Enkelmann.

Para los métodos simétricos incorporamos un tercer término que fuerza que las

soluciones en ambas direcciones sean inversas entre śı. Se impone esta simetŕıa de
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forma débil, es decir, no se impone algebraicamente que las soluciones sean inversas,

sino que se busca la solución que minimice el error en las dos direcciones. Debido a

las oclusiones y otros problemas que comentamos más adelante, este término debe

tener en cuenta que la simetŕıa sólo se puede definir por regiones. La incorporación

de las simetŕıas a nuestros modelos provoca que el esquema numérico que se deriva

de las EDPs sea más complejo, siendo dif́ıcil encontrar un esquema impĺıcito. En el

caso del cálculo de la carta de disparidad simplificamos el modelo por medio de la

rectificación de imágenes que nos lleva a una configuración geométrica sencilla y cuyo

esquema impĺıcito es inmediato.

Tanto para el problema del cálculo del flujo óptico como para el del mapa de

disparidad en una sola dirección, desarrollamos modelos que tienen en cuenta tanto

imágenes en niveles de grises como imágenes en color. Suponemos que las imágenes

en color vienen definidas por tres canales de color, RGB, cada una correspondiente a

un color distinto (rojo, verde y azul).

Resultados y contribuciones

Durante el desarrollo de los caṕıtulos donde se detallan los métodos que proponemos,

explicamos cuáles han sido las contribuciones que hacemos y desarrollamos una serie

de pruebas numéricas para evaluar su eficiencia.

En la primera parte, documentamos algunas series de imágenes tanto para el flujo

óptico como para la visión estéreo que luego utilizamos para evaluar los métodos que

proponemos. Varias de estas secuencias son imágenes generadas de forma sintética

que se han utilizado con frecuencia en muchos trabajos relacionados. Para muchas

de estas imágenes se conoce el flujo exacto y son bastante útiles de cara a desarrollar

estudios comparativos entre los métodos. Nosotros comparamos nuestros métodos

basándonos en estudios que se han realizado con antelación en trabajos como el de

Barron et al. [BFB94].

Los resultados y contribuciones más importantes que destacamos son las sigu-

ientes:

• Como veremos para el caso del flujo óptico, nuestros métodos mejoran los re-

sultados de todos los métodos estudiados en este art́ıculo, considerando los

que producen resultados sobre toda la imagen, con una densidad del 100%.

Para el caso estéreo, comparamos nuestro método con métodos basados en cor-

relación. Las soluciones que obtenemos son bastante más regulares, preservando

los contornos y obteniendo un resultado para todos los puntos del dominio de

la imagen.
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• También probamos con imágenes reales, obteniendo resultados bastante satis-

factorios. Para estas mostramos el flujo o la carta de disparidad y se puede

apreciar que son soluciones regulares por zonas (definidas por los contornos

de la imagen) con una precisión también elevada. En el caso de la visión es-

tereoscópica realizamos la reconstrucción de los pares estéreo apreciándose, en

muchos casos, que se determina correctamente la profundidad de la escena orig-

inal.

• Los métodos que proponemos aportan ciertas mejoras sobre otros métodos rela-

cionados como puede ser la invariancia frente a cambios lineales de brillo

de las imágenes. Esto se consigue ajustando los parámetros del método tal y

como se explica en el apéndice A.

• Corregimos el método de Nagel–Enkelmann para que se mantenga una co-

herencia en la centralización de los términos de las enerǵıas. Sin esta cen-

tralización, tal y como demostramos en el caṕıtulo 6 sobre flujo óptico, el resul-

tado que obtenemos no es adecuado cuando los desplazamientos son grandes.

• Incorporamos técnicas de análisis multiescala y multipiramidal para recu-

perar grandes desplazamientos. Utilizamos tanto análisis multiescala lineal,

para recuperar grandes desplazamientos a través de convoluciones con Gaus-

sianas, como no lineal, en los que se aplica un esquema de difusión anisótropa.

Por otro lado demostramos la existencia y unicidad de las soluciones de nuestro

funcional de enerǵıa bajo un marco de análisis multiescala.

• Proponemos métodos simétricos que mejoran los resultados obtenidos en los

no simétricos. Estos dan soluciones coherentes en ambas direcciones y gracias

a la forma del término de simetŕıa, se pueden determinar las oclusiones de la

imagen.

En las conclusiones (caṕıtulo 11), y en cada caṕıtulo en cuestión, comentamos con

mayor detalle estos resultados.

Publicaciones realizadas

Durante el desarrollo de esta tesis hemos realizado una serie de publicaciones que

están relacionadas con:

• La estimación de la geometŕıa epipolar: Realizamos los trabajos [AS99b, AS99a].

En estos trabajos se propone un método no lineal para la estimación de la matriz

esencial.
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• El flujo óptico: Para el problema de la estimación del flujo óptico en una sola

dirección, realizamos los trabajos [AELS99, AWS99, AWS00].

• La visión estéreo: En los trabajos [ADSW00, S0́0] tratamos el problema del

cálculo de la carta de disparidad en una sola dirección.

• Los métodos para imágenes en color: En [AS00a, AS00b] proponemos el método

para el cálculo de la carta de disparidad en una dirección utilizando pares estéreo

de imágenes en color.

• El cálculo de la carta de disparidad simétrica: Por último hemos realizado un

trabajo, [ADPS01], relacionado con el problema de la estimación de la carta de

disparidad incorporando la simetŕıa.

División del documento

El documento se divide básicamente en tres partes.

En la primera parte, veremos algunos aspectos importantes que luego utilizare-

mos a la hora de proponer nuestros métodos. En estos cuatro caṕıtulos hablaremos, en

primer lugar, de la difusión anisótropa (caṕıtulo 1) haciendo un pequeño repaso de los

métodos de difusión más representativos con algunas variantes y detallando más la di-

fusión por tensores de difusión, en especial el tensor propuesto por Nagel–Enkelmann.

Luego trataremos el problema del flujo óptico (caṕıtulo 2), donde explicamos algunos

conceptos fundamentales, determinamos los factores que influyen sobre la formación

de las imágenes y que repercuten a la hora de realizar una buena estimación, hacemos

una clasificación de las técnicas existentes y, por último, comentamos las imágenes

sintéticas y reales que utilizamos para realizar las pruebas. En el caṕıtulo 3 hacemos

un pequeño apunte sobre la geometŕıa epipolar que nos servirá para entender mejor el

primer paso de la visión estereoscópica, realizamos una parametrización de la dispari-

dad que utilizaremos en nuestros métodos de estimación del flujo estéreo, explicamos

una forma de rectificación de imágenes a partir de las matrices de proyección de las

cámaras que utilizaremos en el método para el cálculo de la carta de disparidad de

forma simétrica, y expondremos una forma de realizar la reconstrucción 3D a partir

de las matrices de proyección y de las correspondencias entre pixels. Por último, en

el caṕıtulo 4, tratamos el problema de la visión estereoscópica. Al igual que en el

caso del flujo óptico estudiamos los factores que influyen sobre las imágenes y que

repercuten en especial en el caso de la visión estéreo, luego hacemos una clasificación

de las técnicas existentes y, por último, comentamos los pares estéreo sintéticos y

reales que utilizamos para las prueba. En los casos sintéticos mostramos el flujo para

aquellos que se conocen.
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En la segunda y tercera partes se explican nuestros métodos en una sola dirección

y simétricos respectivamente. En ambas partes seguimos un esquema muy parecido.

Cada una se compone de tres caṕıtulos: El primero es una pequeña introducción en

donde se plantea de forma general la enerǵıa y donde se comentan caracteŕısticas que

son comunes a ambos métodos; el segundo es nuestro modelo para el flujo óptico y;

el tercero es el correspondiente para el problema de la visión estereoscópica.

En la segunda parte proponemos modelos variacionales tanto para el cálculo del

flujo óptico (caṕıtulo 6) como para el problema de la visión estereoscópica (caṕıtulo 7)

en una sola dirección. En la introducción (caṕıtulo 5) de esta parte tratamos la enerǵıa

desde un punto de vista general, introduciendo luego el modelo de Nagel–Enkelmann

para terminar por comentar las dos estrategias que desarrollamos para considerar

grandes desplazamientos entre las imágenes. Estas dos estrategias son las del análisis

multiescala lineal, definido por la convolución de las imágenes con una Gaussiana,

y la estrategia multipiramidal, que se basa en definir las escalas a través de zooms

que se aplican a las imágenes. En el caṕıtulo 6 sobre el flujo óptico proponemos una

nueva enerǵıa tanto para imágenes en niveles de grises como para imágenes en color.

Minimizamos el funcional de enerǵıa llegando a una ecuación en derivadas parciales

que solucionamos por medio de un método de descenso por gradiente. Desarrollamos

un esquema numérico y explicamos los parámetros que están incluidos en el método.

Por último, mostramos algunos resultados numéricos de imágenes sintéticas y reales

y comparamos numéricamente nuestro método con otros métodos. En el caṕıtulo

7 tratamos el problema del cálculo de la carta de disparidad en una dirección. La

organización de este caṕıtulo es similar al anterior. Adicionalmente introducimos una

parametrización para incorporar en nuestro modelo la información de la geometŕıa

asociada a las cámaras. Al final también mostramos algunos resultados numéricos

y hacemos comparaciones con métodos de correlación estándar, mostrando algunas

reconstrucciones 3D de pares estéreo reales.

En la tercera parte exponemos unos métodos que consideran la simetŕıa para

el cálculo del flujo óptico (caṕıtulo 9) y de la carta de disparidad (caṕıtulo 10).

Esta parte tiene muchos puntos en común con la anterior, como por ejemplo las

estrategias para recuperar grandes desplazamientos. En la introducción proponemos

la enerǵıa de forma general, haciendo especial énfasis en el término de simetŕıa. La

organización de los caṕıtulos son similares a sus homólogos de la parte anterior. En las

experiencias numéricas realizamos comparaciones entre los métodos simétricos y los

no simétricos, y mostramos en algunos casos los mapas de oclusiones. En el caṕıtulo

10 simplificamos el modelo para imágenes rectificadas, con el fin de poder establecer

un esquema numérico impĺıcito de forma sencilla.

En el caṕıtulo 11 se exponen las conclusiones sobre los métodos que proponemos.
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En el caṕıtulo 12 comentamos algunos trabajos para el futuro que se podŕıan continuar

a partir de éste. En los apéndices A, B y C tratamos puntualmente algunos temas

comunes a los métodos anteriores.

Aplicaciones

El problema del cálculo del flujo óptico y el de la visión estereoscópica tienen un punto

en común que es el de la búsqueda de correspondencias entre pixels de las imágenes.

Son muchas las aplicaciones1 que están relacionadas con este tema como pueden ser:

Detección del movimiento en escenas, segmentación de objetos, tracking, medición de

la profundidad y movimiento en el entorno, robots móviles, imágenes satélite como

las meteorológicas con el fin de medir el movimiento de nubes, aplicaciones militares

para el seguimiento de objetivos y navegación de veh́ıculos, imágenes biomédicas tales

como el movimiento del corazón, estudio del cerebro, vigilancia de sitios, interfaces y

realidad virtual, codificación de señales de v́ıdeo.

1Información detallada acerca de los experimentos que se realizan en esta tesis se pueden en-
contrar en el sitio web http://serdis.dis.ulpgc.es/∼jsanchez en el directorio /research/demos y, en
/research/software, se encuentran programas para el cálculo del flujo óptico y de la carta de dispari-
dad, además de programas de tratamiento de imágenes como el XMegaWave (ver [GT]) y el AMILab
(ver [TK01]).



Parte I

Consideraciones previas y estado
del arte
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Caṕıtulo 1

Difusión anisotrópica

1.1 Introducción

Uno de los factores que más van a influir en los modelos que propondremos en los sigu-

ientes caṕıtulos, es el de la difusión anisótropa. En este caṕıtulo estudiaremos algunos

esquemas de difusión t́ıpicos en el campo de la visión por ordenador y comentaremos

las caracteŕısticas de cada uno que nos parecen más interesantes. Explicaremos en

detalle el esquema de difusión que utilizamos tanto para los métodos de flujo óptico

como para los del cálculo de la carta de disparidad.

La importancia del efecto de la difusión es evidente en muchos campos de la f́ısica

y en el tratamiento de imágenes está siendo centro de bastante investigación. Muchos

métodos de restauración de imágenes, segmentación, realce de contornos, estimación

del flujo óptico, etc. utilizan algún proceso de difusión.

En nuestro caso particular, partimos de un problema de minimización de enerǵıa

en el que se proponen dos términos: uno de ligadura, y otro de regularización. Más

adelante, cuando propongamos los métodos objeto de esta tesis, los estudiaremos en

profundidad. De forma general, la enerǵıa tiene la expresión

E(f) =

∫
Ω

(f − q)2dx + α

∫
Ω

Φ(∇f)dx (1.1.1)

El primer término es el de ligadura que ejerce un efecto de atracción entre las dos

señales f y q, mientras que el segundo es el de regularización, encargado de imponer

alguna restricción – generalmente de suavidad – sobre la solución final. Es el segundo

término, el de regularización, el que nos da el comportamiento de difusión. En los

tipos de enerǵıa que veremos, si minimizamos la ecuación (1.1.1) y nos quedamos con

la parte que se obtiene del término de regularización, llegamos a la siguiente ecuación

11
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Tabla 1.1: Esquemas de difusión: En esta tabla se muestran algunos esquemas de
difusión t́ıpicos en tratamiento de imágenes.

Esquema de difusión Ecuación
Perona y Malik [PM90],[CCLM92] ft = div (g (‖∇f‖)∇f)

Curvatura media [ALM92], [OS88] ft = ‖∇f‖div
(

∇f
‖∇f‖

)
= fξξ

Difusión tensorial [NE86] ft = div(D(∇f)∇f)

en derivadas parciales:

ft = div (Φ(∇f)∇f) (1.1.2)

donde div representa la divergencia de una función vectorial. En el caso más simple,

cuando Φ(∇f) = ‖∇f‖2, llegamos a la ecuación del calor,

ft = div(∇f) = fxx + fyy (1.1.3)

en donde la difusión se ejerce por igual en todas direcciones.

Se ha demostrado, dentro del campo del análisis multiescala (ver [Lin94]), que la

solución a esta ecuación es equivalente a aplicar un filtro gaussiano. Este es un esque-

ma de difusión isótropo, es decir, la difusión se realiza por igual en todas direcciones.

Hablamos de difusión anisótropa cuando la dirección de difusión no es paralela

al gradiente de la señal [Wei97, Wei98a]. Perona y Malik propusieron uno de los

primeros esquemas de difusión en el que no se difuminaba por igual en cada punto de la

imagen; ellos lo denominaron difusión anisótropa. Siguiendo los trabajos de Weickert

[Wei94, Wei95, Wei96], éste propone esquemas de difusión anisótropos basados en

tensores de difusión. Weickert establece en [Wei97] una clasificación de tipos de

esquemas de difusión y define el esquema de Perona y Malik como un tipo de difusión

no lineal isotrópico. En Alvarez et al. [ALM92] se propone un esquema de difusión

anisótropa basada en la curvatura media.

Vamos a describir los esquemas de difusión que creemos más representativos y que

nos ayudarán a entender mejor cuál es el funcionamiento de la difusión dentro del

problema de la estimación del flujo óptico y del cálculo de la disparidad.

Estudiaremos tres formas distintas de realizar la difusión y sus variantes más

representativas.

A lo largo de este caṕıtulo iremos realizando algunas pruebas prácticas con el fin

de estudiar el efecto de cada método en las imágenes y realizar algunas comparaciones.

La figura 1.1 es una imagen sintética de una bola y dos rectángulos que utilizare-

mos en las pruebas de difusión. También utilizaremos una imagen real (figura 1.2)

del tenor canario Alfredo Kraus.

En la última sección de este caṕıtulo trataremos un caso especial en el que se

utilizan tensores de difusión constantes en el tiempo. En este caso, la imagen destino



1.2. PERONA Y MALIK 13

Figura 1.1: Imagen sintética de un ćırculo y dos rectángulos (izquierda) y la misma
imagen con ruido gaussiano (derecha).

de la difusión no coincide con la imagen a partir de la cual se va a calcular el campo de

vectores de difusión. Este tipo de esquemas es interesante cuando queremos conservar

ciertas caracteŕısticas a través del tensor para difuminar otra imagen. Son estos

esquemas los que utilizaremos posteriormente para tratar con el problema del flujo

óptico y del problema estereoscópico

1.2 Perona y Malik

Uno de los métodos que ha sido centro de mayor estudio es la ecuación de Perona y

Malik [PM90]:

ft = div
(
g
(
‖∇f‖2

)
∇f

)
(1.2.1)

en donde se elige la función g (‖∇f‖2) de forma que sea descendiente (p.e g(s) =

1
1+s2/λ2 , g(s) = e−

s2

λ2 , figura 1.3). Esta función sirve como inhibidora en la zona de

los contornos, ‖∇f‖ → ∞, cancelando la difusión cuando y permitiendo que en las

zonas homogéneas, ‖∇f‖ → 0, se difumine de forma isótropa, ft = div(∇f) = �f .

Este esquema presenta varios inconvenientes que se han tratado extensivamente

en varios trabajos. En Catté et al. [CCLM92], se propone una mejora introduciendo

la convolución con una Gaussiana en la estimación de la norma del gradiente para

volver el método más robusto bajo la presencia de ruido y consistente desde un punto

de vista formal. La ecuación es de la siguiente forma:

ft = div (g (‖∇fσ‖)∇f) (1.2.2)

donde fσ = Gσ ∗ f representa la convolución con una Gaussiana con desviación t́ıpica

de σ.

En la figura 1.4 mostramos varios resultados después de aplicar la ecuación de

Catté et al. a la figura del ćıculo (figura 1.1). Para obtener este resultado, hemos

implementado un esquema numérico impĺıcito por diferencias finitas.
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Figura 1.2: Estatua del tenor Alfredo Kraus (izquierda) y la misma imagen con ruido
gaussiano (derecha).

Figura 1.3: g(s) = e−
s2

λ2 .
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Figura 1.4: Resultado de aplicar el esquema de Catté et al. (1.2.2) a la imagen del
ćırculo y los rectángulos (fig. 1.1). En las tres pruebas hemos utilizado λ = 2 y σ = 1:
izquierda, solución de la ecuación con 100 iteraciones; centro, con 500 y; derecha, con
1000 iteraciones.

Como podemos ver en las pruebas de la figura 1.4, a medida que aumenta el

número de iteraciones, va disminuyendo el nivel de ruido en la imagen, preservando

los contornos de los objetos. Se preserva el contorno de los objetos gracias al efecto

inhibidor de la función g(s) cuando el gradiente de la imagen es alto. Sin embar-

go, también nos damos cuenta que en la zona de los contornos no se ha eliminado

completamente el ruido y el borde no se suaviza. Esto se debe a que este método

no regulariza en la dirección de los contornos. Con la ecuación de Perona y Malik

(1.2.1) estos dos problemas se agravan más y, si el ruido es muy grande, no se con-

sigue quitar completamente el ruido de las zonas homogéneas, formando especies de

manchas uniformes.

En las pruebas con una imagen real (figura 1.5) vemos el efecto de las manchas

uniformes que mencionábamos antes para la imagen izquierda. Para un valor de λ un

poco mayor, imagen de la derecha, vemos que se suaviza demasiado. En la imagen

de la izquierda vemos que en la zona de los contornos todav́ıa quedan muchos pixels

ruidosos que no se han regularizado y en la de la derecha se consiguen quitar muchos

de ellos pero destruyendo muchos segmentos de borde.

El hecho de conservar el ruido en los contornos ya lo hab́ıan notado Perona y

Malik – este efecto es mayor en la ecuación de Perona y Malik que en la de Catté et

al. En realidad, en este esquema no se difumina en otra dirección que no sea en la

dirección del gradiente de la imagen, con lo que no se regularizan los contornos con

la información de los pixels vecinos.

1.3 Difusión por curvatura media

El problema de la regularización de los contornos en la dirección ortogonal al gradiente

se consigue con los esquemas basados en la curvatura media. Uno de los primeros en

introducir la ecuación de difusión por curvatura media en el campo del tratamiento

de imágenes fueron Alvarez et al.[ALM92]. La ecuación de la curvatura media viene
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Figura 1.5: Resultado de aplicar el esquema de Catté et al. (1.2.2) a la imagen de
Alfrado Kraus (fig. 1.2). En las dos pruebas hemos utilizado λ = 1 para la imagen
de la izquierda y λ = 2 para la de la derecha. El número de iteraciones es de 500 y
σ = 1.
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Figura 1.6: Vector η, ξ, paralelo y perpendicular al gradiente de la función, ∇f ,
respectivamente.

dada por,

ft = ‖∇f‖div
(
∇f

‖∇f‖

)
= fξξ (1.3.1)

En la figura 1.6 vemos que el vector ξ es perpendicular al gradiente de la señal.

Esta ecuación tiene la propiedad de ejercer la difusión de la imagen en la dirección

perpendicular al gradiente proporcional al valor de la curvatura en cada punto, es

decir, cuanto mayor es la curvatura, mayor será el efecto de la difusión.

Lo que propusieron Alvarez et al. en [ALM92] fue la ecuación de la difusión por

curvatura media ponderada con una función g(s) descendiente, similar a las vistas

anteriormente.

ft = g(‖∇fσ‖)‖∇f‖div
(
∇f

‖∇f‖

)
= g(‖∇fσ‖)fξξ (1.3.2)

Lo que se consigue con la función g(s) es el efecto inhibidor que hab́ıamos visto

para las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.2) a la hora de efectuar la difusión en la dirección

de los contornos.

Aplicamos la ecuación de la difusión por curvatura media (1.3.1) a las imágenes

que estamos considerando (figuras del ćırculo 1.1 y de la estatua 1.2) para comprobar

su comportamiento. En este caso el método numérico que hemos implementado es de

tipo expĺıcito y el incremento de tiempo utilizado es de 0.5. En la figura 1.7 vemos

el resultado para el ćırculo y en la figura 1.8

Vemos que en estas pruebas se regulariza bastante en la dirección de los contornos,

desapareciendo el ruido de toda la imagen. Cada curva de nivel de la imagen progresa

de forma independiente, reduciendo su curvatura media hasta tomar la forma de un
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Figura 1.7: Resultado de aplicar el esquema de difusión por curvatura media (1.3.1)
a la imagen del ćırculo y los rectángulos (fig. 1.1). Hemos implementado un esquema
numérico expĺıcito por diferencias finitas y hemos variado el número de iteraciones en
cada prueba: izquierda, solución de la ecuación con 100 iteraciones; centro, con 250
y; derecha, con 500 iteraciones.

ćırculo. A medida que pasan las iteraciones, las curvas van disminuyendo de tamaño

hasta convertirse en un punto.

Se disminuye el tamaño de los objetos puesto que se difumina de forma propor-

cional a la curvatura de la imagen: a mayor curvatura, mayor es el efecto de la

difusión. Con el modelo de Alvarez et al. (1.3.2) se utiliza la función g(s) para evitar

que las curvas de nivel con módulo de gradiente superior a un umbral disminuyan su

tamaño.

El efecto de regularización en las zonas homogéneas es distinto para el método de

Perona–Malik que para el de curvatura media. Para el primero, estas zonas se difumi-

nan a través de una difusión isótropa, mientras que para el segundo, se difuminan

haciendo desaparecer las curvas de nivel.

Si desarrollamos la ecuación de Perona–Malik (1.2.1), llegamos a la siguiente ex-

presión:

ft =
g′ (‖∇f‖)
‖∇f‖ fξξ + g′′ (‖∇f‖) fηη

El término fξξ representa la difusión en la dirección ortogonal al gradiente y el

término fηη representa la difusión en la dirección paralela al mismo (ver figura 1.6).

Ajustando los coeficientes de estos términos (elección de la función Φ, ver [Kor98]),

se puede obtener el comportamiento deseado.

En muchos esquemas de difusión, la función g(s) se elige de forma que en zonas

homogéneas tanto g′(‖∇f‖)
‖∇f‖ como g′′ (‖∇f‖) tengan el mismo valor y se difumine por

igual en todas direcciones, mientras que en las zonas de los contornos se busca que

g′′ (‖∇f‖) se aproxime a cero para evitar la difusión en la dirección del gradiente. Tal

y como se comenta en [Kor98] es dif́ıcil encontrar una función g(s) que se comporte

como estamos proponiendo. En la práctica se considera muchas veces que existen dos

funciones g1(s) y g2(s) independientes, una por cada término, que se ajustan para
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Figura 1.8: Resultado de aplicar el esquema de difusión por curvatura media (1.3.1)
a la imagen de Alfrado Kraus (fig. 1.2). La imagen de la izquierda es el resultado
después de 25 iteraciones del método y la de la derecha 100 iteraciones, con un
incremento de tiempo igual a 0.5.
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obtener el comportamiento deseado. El inconveniente de esta aproximación está en

que no siempre es posible encontrar una expresión para la enerǵıa (1.1.1).

1.4 Difusión utilizando tensores de difusión

El último tipo de esquema de difusión que vamos a comentar es el de la difusión,

tanto lineal como no lineal, utilizando tensores de difusión.

ft = div(D(∇fσ)∇f) (1.4.1)

El interés de utilizar un tensor de difusión es el de guiar el proceso de difusión

en una dirección u otra dependiendo de alguna caracteŕıstica local de la imagen.

Generalmente se suelen utilizar tensores que actúen de forma anisótropa en la zona

de los contornos, realizando la difusión en la dirección ortogonal al gradiente, y de

forma isótropa en zonas homogéneas.

Uno de los primeros en proponer un tensor de difusión con estas caracteŕısticas

para guiar el proceso de regularización, fueron Nagel y Enkelman [NE86]. El esquema

de difusión que propusieron ellos se basaba en un tensor que no variaba con el tiempo,

es decir, que no depend́ıa de la propia señal de difusión. Ellos propusieron el tensor

como una matriz de proyección en la dirección ortogonal al gradiente.

D(∇h) =
1

‖∇h‖2 + 2λ2

(
∂h
∂y

2
+ λ2 −∂h

∂x
∂h
∂y

−∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂x

2
+ λ2

)
(1.4.2)

donde λ es un umbral que determina a partir de qué valor de la norma del gradiente

se considera que existe un contorno. Si la norma del gradiente es muy superior al de

λ,‖∇f‖ 
 λ, entonces este tensor se aproxima a una matriz de proyección ortogonal

al gradiente

D(∇h) =
1

‖∇h‖2

(
∂h
∂y

2 −∂h
∂x

∂h
∂y

−∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂x

2

)
(1.4.3)

de forma que la difusión se comporta de forma anisótropa. Si por el contrario la

norma del gradiente es cero, nos encontramos con un tensor de la forma,

D(∇h) =
1

2λ2

(
λ2 0
0 λ2

)
, (1.4.4)
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con lo que tenemos un esquema de difusión isotrópico

div (D(∇h)∇f) = div

(
1

2

(
1 0
0 1

)
∇f

)
=

1

2
�f

Si analizamos D (∇h) se puede deducir fácilmente que esta matriz tiene como

autovectores v1 = ∇h y v2 = ∇h⊥. Los autovalores correspondientes vienen dados

por

λ1 (‖∇h‖) =
λ2

‖∇h‖2 + 2λ2
(1.4.5)

λ2 (‖∇h‖) =
‖∇h‖2 + λ2

‖∇h‖2 + 2λ2
(1.4.6)

Observamos que λ1 + λ2 = 1 se cumple independientemente del valor de ∇h. En

el interior de los objetos tenemos que ∇h→ 0 y, por lo tanto, λ1 → 1
2

y λ2 → 1
2
. En

contornos ideales donde ∇h → ∞, se obtiene que λ1 → 0 mientras que λ2 → 1. Por

consiguiente, obtenemos un comportamiento isótropo dentro de las regiones, y en el

contorno de los objetos de la imagen el proceso suaviza anisótropamente a lo largo de

los bordes. Este comportamiento es muy similar a los filtros de difusión anisótropos

para el realzado de contornos [Wei96] y es bastante parecido, en esencia, a la curvatura

media considerado en [ALM92]. En este sentido se puede ver el método de Nagel-

Enkelmann como un predecesor de las técnicas modernas de EDP para restauración

de imágenes.

El modelo que presentaron Nagel-Enkelmann es, por lo tanto, anisótropo y vari-

ante en el espacio, pero es lineal en su parte de difusión.

ft = div(D(∇h)∇f) (1.4.7)

En los métodos que proponemos se utilizan tensores de difusión temporalmente

constantes de este tipo.

Los tensores de difusión no lineales de los filtros de difusión anisótropos son

una función de la evolución de la imagen misma como en la ecuación (1.4.1). Iiji-

ma propuso filtros de difusión anisótropos lineales parecidos en los sesenta y se-

tenta en el contexto de reconocimiento óptico de caracteres (ver [WII99]). Para

un tratamiento detallado de los filtros de difusión anisótropos consultar [Wei98a],
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Figura 1.9: Resultado de realizar la difusión a través de tensores de difusión (1.4.1) a
la imagen de la Bola (fig. 1.1). La imagen de la izquierda es el resultado después de
100 iteraciones del método, la del centro después de 500 iteraciones y la de la derecha
con 1000, con un incremento de tiempo igual a 10, λ = 10 y σ = 1.

para una clasificación axiomática de la curvatura media y EDP morfológicas rela-

cionadas para el análisis de imágenes consultar [AGLM93], y una reciente colec-

ción de art́ıculos acerca de métodos de suavizado de imágenes a través de EDPs

[BDH+96, CMSE98, tHRFKE97, NJOE99]

En las figuras 1.9 y 1.10 vemos el resultado de aplicar un esquema de difusión

utilizando tensores de difusión (1.4.1) variables en el tiempo. Implementamos un

método impĺıcito por diferencias finitas centradas1

Como podemos ver en ambas figuras, el resultado es similar al visto para el método

de Perona–Malik. La ventaja que obtenemos con este es que los contornos se reg-

ularizan de forma perpendicular al gradiente, cosa que no ocurŕıa en Perona-Malik.

Los contornos son más suaves (se elimina todo el ruido) y no aparecen las ”islas”de

manchas que aparećıan antes. En el caso de los dos rectángulos, se redondean un poco

las esquinas, parecido al efecto que se produce en la difusión por curvatura media.

Este efecto se puede regular ajustando el valor de σ: entre más pequeño sea, más

nos aproximamos al esquema de Perona–Malik y menor es la difusión a lo largo del

contorno.

Análisis de los tensores de difusión

Podemos ver los tensores de difusión como matrices que dirigen el proceso de difusión

atendiendo a alguna caracteŕıstica geométrica de la imagen. La forma de selección la

dirección se puede realizar a través de matrices de proyección ponderadas por valores

que aumentan la magnitud de la difusión. Aśı pues una forma sencilla e inmediata

de proponer una matriz que cumpla estas caracteŕısticas es la siguiente

D(∇fσ) =

[
φ1(‖∇fσ‖)

(
Id− ∇fσ∇f t

σ

‖∇fσ‖2

)
+ φ2(‖∇fσ‖)

∇fσ∇f t
σ

|∇fσ‖2

]
(1.4.8)

1En el apéndice C se explica en detalle la forma de discretizar el gradiente de la señal y la
divergencia del tipo que estamos viendo en esta sección, div(D∇f)
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Figura 1.10: Resultado de realizar la difusión a través de tensores de difusión (1.4.1)
a la imagen del Alfredo Kraus (fig. 1.2). La imagen de la izquierda es el resultado
para λ = 3 y la de la derecha para λ = 5, con número de iteraciones igual a 500,
incremento de tiempo igual a y σ = 1.
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donde el primer término es la proyección en la dirección ortogonal al gradiente de la

función y el segundo es la proyección en la dirección del gradiente.

En algunos esquemas de difusión se tiene en cuenta la difusión en la dirección

del gradiente y se inhibe la difusión en la dirección ortogonal. En otros esquemas se

pondera la difusión en ambas direcciones teniendo en cuenta algún criterio geométrico.

Las funciones φi se utilizan para ponderar entre ambos términos, permitiendo

la difusión tanto en la dirección η, como en ξ, como en ambas a la vez. La elección

tradicional para estas funciones es la de realizar la difusión a lo largo de los contornos,

en donde la norma del gradiente de la señal es grande y activar la difusión en todas

direcciones cuando se trate de una región homogénea.

φ1 = 1

φ2 =

{
0 si ‖∇fσ‖ ≥ λ
1 si ‖∇fσ‖ < λ

(1.4.9)

El comportamiento de este tensor es equivalente al de Nagel–Enkelmann (1.4.2)

excepto por el efecto que ejerce λ: Mientras que en Nagel–Enkelmann λ se introduce

en la ecuación de forma natural, en este último λ es un umbral perfecto, que discierne

entre lo que es un contorno y lo que no. En el de Nagel–Enkelmann el comportamiento

es perfectamente anisótropo o isótropo cuando se cumplen las condiciones extremas

que vimos en párrafos anteriores. En sitios donde la norma del gradiente no está muy

lejos del valor de λ, el comportamiento es distinto. A niveles prácticos, los resultados

de los dos tensores de difusión son prácticamente iguales, sin embargo, cuando el

rango de valores dentro de la imagen no es muy alto – en imágenes de niveles de

grises suele estar entre 0 y 255 –, el efecto de λ sobre el tensor de Nagel–Enkelmann

puede ser perjudicial.

Si Analizamos el tensor (1.4.8) se puede deducir fácilmente que esta matriz tiene

como autovectores v1 = ∇f⊥ y v2 = ∇f . Los autovalores correspondientes vienen

dados por

λ1 (‖∇f‖) = φ1 (1.4.10)

λ2 (‖∇f‖) = φ2 (1.4.11)

Ajustando los valores de φ1 y φ2 podemos obtener comportamientos distintos.

Por ejemplo, si φ1 = 1 y φ2 = 0 tenemos un comportamiento anisótropo en toda la

imagen, similar en esencia a la difusión por curvatura media; si φ1 = 0 y φ2 = 1

entonces la difusión se realizará siempre en la dirección del gradiente; y si φ1 = 1 y

φ2 = 1 el comportamiento será isótropo.
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Figura 1.11: Resultado de realizar la difusión a través del tensor de difusión expuesto
en (1.4.8) con valores de funciones φ1 = 1 y φ2 = 0. La imagen de la izquierda es el
resultado después de 100 iteraciones, la del centro después de 500, y la de la derecha
con 1000, con un incremento de tiempo igual a 10 y σ = 1.

En las imágenes 1.11 y 1.12 mostramos dos ejemplos utilizando el tensor de di-

fusión que se genera por las funciones φ1 = 1 y φ2 = 0. Como podemos ver, la difusión

sólo se realiza en la dirección ortogonal al gradiente, haciendo progresar las ĺıneas de

nivel independientemente las unas de las otras tal y como ocurŕıa con el esquema de

difusión por curvatura media, pero sin la velocidad de ésta.

Si observamos el esquema (1.4.8) nos damos cuenta que cuando σ → 0, se cumple

que D(∇fσ) se convierte en una matriz de proyección alineada con el gradiente de la

imagen, luego D(∇f)∇f = φ2(‖∇f‖)∇f , convirtiéndose exactamente en el esquema

de Perona–Malik (1.2.1). El papel que juega σ en los tensores de difusión es el de

definir el orden del error que se supone posee una imagen. Generalmente se suelen

tomar valores pequeños, del orden de 1 pixel (entre 0.5 y 1).

Si comparamos los tres métodos de difusión vistos hasta ahora, llegamos a las

siguientes conclusiones: El método de Perona–Malik se puede ver como un caso es-

pecial de un tensor de difusión como el visto en (1.4.8) con la caracteŕıstica de que

σ = 0. La difusión por curvatura media y por tensores de difusión se asemejan en

que ambos difuminan en la dirección de las ĺıneas de nivel, aunque la magnitud de la

difusión vaŕıa entre uno y otro. Aunque en el caso de los tensores de difusión tenemos

un parámetro más, σ, la ventaja que obtenemos con estos es que se puede adaptar el

mecanismo de difusión isótropo y anisótropo en un mismo tensor de forma natural.

1.5 Tensores de difusión lineales

Casi todos los métodos de difusión que hemos visto en las secciones anteriores depen-

den exclusivamente de una sola señal. Según la clasificación que se hace en [Wei97] los

esquemas que hemos visto anteriormente son todos no lineales, ya que la función de

difusividad, g(s) o la matriz D, dependen de la misma señal, excepto el esquema de

Nagel–Enkelmann en el que el tensor es constante en el tiempo. En esta sección nos

vamos a interesar por estos últimos. Vamos a estudiar la difusión anisótropa lineal.
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Figura 1.12: Resultado de realizar la difusión a través del tensor de difusión expuesto
en (1.4.8) con valores de funciones φ1 = 1 y φ2 = 0, después de 500 iteraciones, con
un incremento de tiempo igual a 10 y σ = 1.

Figura 1.13: (Izquierda) Imagen sintética de un ćırculo y dos rectángulos (señal f
objeto del proceso de difusión) y (derecha) máscara que se va a utilizar para calcular
el tensor de difusión (señal h de la ecuación (1.5.1)).
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Figura 1.14: A la izquierda aparece la foto de la Catedral de Arucas y a la derecha
la máscara que vamos a utilizar para determinar el tensor de difusión.

En muchas aplicaciones, como ocurre en las técnicas de matching, en el flujo óptico

o en la visión estereoscópica, lo que nos interesa es obtener una solución regularizada,

pero preservando algunas caracteŕısticas que aparecen en otra imagen. En el caso del

flujo óptico, por ejemplo, queremos que el flujo final estimado sea regular en zonas ho-

mogéneas y se regularize a lo largo de los contornos, preservando las discontinuidades

que aparecen en la imagen. En este caso, el flujo es la solución que buscamos y la

imagen original (la de partida) suele ser sobre la que se imponen las restricciones para

establecer cuáles son los contornos y las regiones homogéneas. Estas restricciones son

las que se definen a través del tensor de difusión. Cuando proponemos una ecuación

como esta:

ft = div (D(∇h)∇f) (1.5.1)

estamos diciendo que queremos realizar una difusión de la señal f respetando las

restricciones definidas por ∇h. Es la matriz de proyección D la que dirige el proceso

de difusión, considerando la información del gradiente de h.

En las figuras 1.13, 1.14 y 1.15 mostramos tres ejemplos de imágenes y sus

máscaras. Las máscaras son iguales a las imágenes originales excepto por algunos

trozos que hemos quitado intencionadamente para observar el efecto de la difusion
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Figura 1.15: A la izquierda foto de Herve y a la derecha la máscara para el cálculo
del tensor de difusión.

lineal a través de tensores de difusión. En el caso del ćırculo y los rectángulos hemos

quitado la mitad del ćırculo y parte de los rectángulos. En las otras dos imágenes

hemos puesto en color blanco el fondo de las imágenes conservando la Catedral y la

cara de Herve. Nótese que lo importante al definir las máscaras no es tanto el dar un

color a cada zona sino el determinar bien las discontinuidades dentro de las imágenes.

Al igual que utilizamos estas máscaras, podŕıamos haber utilizado otras en donde

sólo aparecieran los contornos de la señal, quedándonos con aquellos que nos interesa

conservar.

En las figuras 1.16, 1.17 y 1.18 mostramos los resultados después de aplicar el

esquema dado en (1.5.1). La señal f viene dada por la imagen de la izquierda de

1.13, 1.14 y 1.15, y la función que hace de máscara h está definida por la imagen de

la derecha.

En la figura 1.16 se pueden ver cuatro resultados para el ejemplo del ćırculo y

los rectángulos. Como se puede ver, la imagen se difumina de forma isótropa en

las zonas donde la máscara es homogénea, y de forma anisótropa en la zona de los

contornos. Vemos cómo poco a poco van desapareciendo la mitad del ćırculo y parte

de los rectángulos al mismo tiempo que se respetan la otra mitad del ćırculo y las

otras partes de los rectángulos.

En los ejemplos de las figuras 1.17 y 1.18 vemos cómo se preservan durante más

tiempo las zonas donde están definidas las máscaras, mientras que el resto desaparece.

A partir del caṕıtulo 6 aplicaremos este tipo de esquema a los problemas de la

estimación del flujo óptico y del cálculo de la carta de disparidad. Estos dos problemas

son un claro ejemplo en el que la solución que estamos buscando depende de otra señal,

la imagen original, que es la que debe guiar el proceso de difusión.
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Figura 1.16: Resultado de aplicar el esquema (1.5.1) a la imagen dada en 1.13. La im-
agen superior izquierda es el resultado después de 500 iteraciones, la superior derecha
después de 1500, la inferior izquierda después de 5000 y la inferior derecha después
de 10000.

Figura 1.17: Resultado de aplicar el esquema (1.5.1) a la imagen dada en 1.14. La
imagen izquierda es el resultado después de 500 iteraciones, la del centro después de
1500 y la derecha después de 5000.
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Figura 1.18: Resultado de aplicar el esquema (1.5.1) a la imagen dada en 1.15 después
de 500 iteraciones.



Caṕıtulo 2

Flujo óptico

2.1 Introducción

La definición de flujo óptico fue introducida por primera vez por Gibson [Gib50] en

el contexto de la visión humana. El cálculo del flujo óptico consiste en encontrar

el desplazamiento aparente de los objetos en una secuencia de imágenes. Recuperar

este desplazamiento es uno de los problemas claves en visión por ordenador y se han

realizado muchos trabajos de investigación sobre este campo durante los últimos años.

Si representamos una imagen como una aplicación I : (x, y, t) → I(x, y, t) donde

(x, y) representa la coordenada espacial de la imagen y t el tiempo, se puede ver una

secuencia de imágenes como la variación de la intensidad en las coordenadas de la

imagen a través del tiempo. Si representamos esto,

I(x, y, t) = I(x + dx, y + dy, t + dt)

donde �v = (dx, dy) es el desplazamiento de la imagen en el punto (x, y) después de

dt unidades de tiempo – en este documento utilizaremos indistintamente �v = (dx, dy)

como �h = (u, v) para referirnos al vector velocidad en un punto. El desarrollo en

series de Taylor de esta función,

I(x, y, t) = I(x, y, t) +∇I(x, y, t)

(
dx
dy

)
+ Itdt +O2

que simplificando se nos queda en

∇I(x, y, t)

(
dx
dy

)
+ Itdt = 0 (2.1.1)

31
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La ecuación 2.1.1 se denomina ecuación de restricción del flujo óptico. A partir

de esta ecuación no es posible determinar �v = (dx, dy)T ya que es un problema mal

condicionado [BPT88b]. Tan solo se puede estimar v̄⊥, la componente en la dirección

normal a la curva de nivel, en la dirección del gradiente. Este fenómeno se conoce

como el problema de la apertura [Ull79].

�v⊥ =
−It∇I(x, y, t)

‖∇I(x, y, t)‖2

Para tratar con este problema lo que se suele hacer es imponer alguna restricción

sobre el flujo óptico. En muchos métodos se suele imponer de forma impĺıcita un

modelo Lambertiano, en el que las intensidades de los pixels correspondientes no

vaŕıan de una imagen a otra. Este es un tema delicado de dif́ıcil solución debido a

la gran complejidad de las escenas reales. También se suelen imponer restricciones

sobre el flujo, denominadas restricciones de suavidad, con el fin de volver el problema

bien condicionado, tal y como propusieron Horn y Schuck [HS81].

En este caṕıtulo haremos un análisis de los factores que hacen del cálculo del

flujo óptico un problema complicado. Luego comentaremos las técnicas que se han

propuesto en los últimos años, refiriéndonos a los trabajos realizados por Mitiche

y Bouthemy [MB96], en donde se establece una clasificación de las técnicas más

utilizadas, por Barron et al. [BFB94], en donde se evalúa el rendimiento de algunas

de estas técnicas, por Jähne y Haussecker [JH98] y por Galvin et al. [GMN98], donde

se evalúan ocho algoritmos distintos. Por último comentaremos una serie de imágenes

de prueba sintéticas y reales que utilizaremos durante el desarrollo de este trabajo,

algunas de las cuales se han utilizado en Barron et al. [BFB94].

2.2 Factores que influyen sobre las imágenes

El cálculo del flujo óptico es un problema clásico mal condicionado en visión por orde-

nador y requiere suposiciones adicionales de regularización. Aparte de este problema,

nos encontramos una serie de factores que convierten el problema de la estimación del

flujo óptico en un problema de dif́ıcil solución. Estos factores están condicionados por

el hecho de que las imágenes que tratamos son una representación de una escena del

espacio tridimensional. Muchos de los factores derivan de la simple proyección de la

escena en una imagen bidimensional; otros, de la riqueza de matices y complejidades

que existe en el mundo real.

La definición del flujo óptico es el movimiento aparente de los niveles de intensidad

de la imagen. Muchos de los factores que vamos a citar influyen de una u otra manera
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en el nivel de intensidad de los puntos de la imagen: para puntos en correspondencia,

el nivel de intensidad puede diferir mucho de una imagen a otra.

Podemos considerar que existen dos tipos de factores principales que influyen en

las imágenes:

• Factores fotométricos: son aquellos que se deben a las fuentes de ilumi-

nación, a las caracteŕısticas de reflectancia de la superficie de los objetos y

otras caracteŕısticas ópticas.

• Factores geométricos: derivados de la geometŕıa de la imagen y de la escena.

Dependen de las caracteŕısticas de los objetos y de las relaciones entre estos.

Hablaremos de cada uno de estos tipos en las siguientes secciones, intentando

localizar en cada caso los aspectos fundamentales.

2.2.1 Factores fotométricos

Entre estos factores podemos considerar las principales fuentes de iluminación, las

propiedades de reflectancia de las distintas superficies y la geometŕıa de la escena que

afecta a la iluminación mutua y sombras.

Toda superficie posee unas propiedades de reflectancia caracteŕısticas, que de for-

ma simplificada se pueden dividir en superficies lambertianas – aquellas cuyo brillo

es igual, independientemente desde la dirección en que se mire – y superficies espec-

ulares – aquellas que reflejan toda la luz en una misma dirección, generalmente de

forma perpendicular a la superficie. En muchos casos, la función en la superficie de

reflectancia se aproxima a una combinación lineal de un término de difusión (com-

portamiento lambertiano) y un término especular. En la mayoŕıa de los métodos

para el cálculo del flujo óptico se suelen suponer que las superficies tienen un tipo de

reflectancia lambertiana (suposición lambertiana).

Cuando tratamos con imágenes reales, esta suposición no es correcta. El efecto

de los brillos hace que los niveles de intensidades de las superficies cambien de una

imagen a otra. Esto se debe, por ejemplo, a que los objetos al cambiar de posición no

reflejan la luz de igual manera, o si la fuente de luz se desplaza, entonces los brillos

cambian en todos los objetos de la imagen. Un ejemplo claro de este efecto es el de

una esfera homogénea en intensidad que gira: Si la fuente de luz permanece en la

misma posición, pareceŕıa que la esfera no se estaŕıa moviendo; sin embargo, si es la

fuente de luz la que cambia de posición, entonces se apreciaŕıa un flujo en la esfera

que no se correspondeŕıa con un movimiento real.

Aparte de estos problemas nos encontramos otros que tienen que ver con las

condiciones de luminosidad de la escena. Entre estos podemos destacar:
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• Las sombras: Depende de la intensidad de las fuentes de luz y de la distribu-

ción de los objetos. Cuando un objeto pasa de estar en sombra a ser iluminado,

o viceversa, los niveles de grises cambian siendo dif́ıcil encontrar su homólogo.De

forma general, Es dif́ıcil identificar qué zonas están afectadas por las sombras.

• Los reflejos: Generalmente, los objetos reflejan la luz, influyendo sobre la

irradiación que llega a otros. Dependiendo de las caracteŕısticas de reflectancia

de los objetos este efecto puede ser más o menos pronunciado.

• Cambios de posición e intensidad de las fuentes luminosas: Cuando

en una escena hay fuentes de luz que cambian de posición o intensidad, estas

influyen sobre los niveles de grises aumentando o disminuyendo su intensidad y

creando nuevas zonas de brillos.

• Transparencias: En muchas escenas existen objetos transparentes, tales como

cristales y objetos de plástico, que aparte de tener un comportamiento altamente

especular, son dif́ıciles de detectar y provocan que objetos en movimiento que

estén situados detrás de estos sean más dif́ıciles de captar.

Es complicado, por lo tanto, encontrar una solución precisa si no existe una ilu-

minación uniforme en los objetos de la escena, que las superficies reflectantes sean

de tipo lambertianas, y que no se encuentren los inconvenientes mencionados en los

puntos anteriores. Además, de la ecuación de restricción del flujo óptico (5.0.2) se

deduce que para obtener de forma exacta el flujo, los objetos se debeŕıan enfrentar a

una traslación pura paralela al plano de la imagen.

2.2.2 Factores geométricos

Otro tipo de factores que afectan a la complejidad de las secuencias de imágenes se

deben a los estrictamente geométricos, es decir, aquellos que dependen de la forma

y posición de los objetos en la escena, de las relaciones que existen entre ellos y de

las transformaciones que sufren al pasar de una imagen a otra. En la siguiente lista

comentamos los que nosotros creemos más representativos y que suelen aparecer con

mayor frecuencia en las secuencias que hemos tratado:

• Oclusiones: Cuando un objeto tapa a otro u oculta un trozo de otro al de-

splazarse. Es dif́ıcil estimar el movimiento de la parte que queda oculta. En

algunos casos lo que se suele hacer es prever el movimiento dependiendo del

desplazamiento que ha sufrido en frames anteriores.

• Objetos que desaparecen: El tamaño de las imágenes es limitado, luego

puede ocurrir que un objeto que está en una parte de la secuencia, termine
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desapareciendo a partir de un frame determinado. También pueden desaparecer

los objetos al ser ocultados por otros que están desplazándose en posiciones más

próximas a la cámara.

• Objetos que aparecen: Es el caso contrario al anterior. A partir de un

instante determinado, puede aparecer parcialmente un objeto por uno de los

ĺımites de la imagen o puede aparecer detrás de algún otro objeto que lo tapaba

completamente.

• Objetos no ŕıgidos: Son objetos que pueden cambiar de forma. Es más

complicado encontrar primitivas que ayuden a identificar el desplazamiento del

objeto, aśı como resulta dif́ıcil determinar de qué manera se deforma.

• Proyección perspectiva: El modelo de cámaras que estamos tratando es el

proyectivo. La transformación en perspectiva es bastante compleja, haciendo

que los objetos de las imágenes puedan cambiar bastante su forma dependiendo

de la trayectoria que tengan en la escena y de su posición con respecto a la

cámara.

• Trayectorias arbitrarias: Como ya comentamos en la sección anterior, el

movimiento más adecuado para el cálculo del flujo óptico es el paralelo al plano

de la imagen. Cuando tenemos movimientos de rotación, escalado o cualquier

otro más complejo, el desplazamiento de los pixels del objeto no es igual, pudi-

endo incluso desaparecer parte del objeto o deformarse por la proyección en la

imagen.

Además de estos factores, nos encontramos con otros problemas que están rela-

cionados con la cámara: 1) El ruido debido a los sensores de obtención de imágenes;

2) Distorsiones de la cámara que dependen de los parámetros intŕınsecos de la misma

(los veremos en el caṕıtulo 3) y del efecto de la lente.

También es importante tener en cuenta la existencia de múltiples objetos que

se mueven en distintas direcciones. En muchas escenas es normal que hayan varios

objetos y que sus movimientos no estén alineados. Entonces habrá que tener cuidado

de poder discernir correctamente entre los movimientos de cada objeto.

Por último, mencionar que el problema del cálculo del flujo óptico también depende

de la magnitud del movimiento de los objetos. En algunos casos, cuando se toman

muchas imágenes de una secuencia, es probable que los desplazamiento sean del orden

de unos pocos pixels, pero cuando consideramos imágenes en instantes de tiempo

grandes, la búsqueda de correspondencias se puede extender a todo el dominio de la

imagen, aumentando las posibilidades de errar en las estimaciones.
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2.3 Clasificación de las distintas técnicas

Se ha dedicado mucho esfuerzo al estudio del problema del flujo óptico y se han

realizado algunas clasificaciones a través de los años. En esta sección haremos una

clasificación de las técnicas de estimación del flujo óptico centrándonos principalmente

en los trabajos realizados por Mitiche y Bouthemy [MB96], por Barron et al. [BFB94],

Beauchemin y Barron [BB95] y por Fleet [Fle92]. Para profundizar sobre este tema

recomendamos leer estos trabajos.

Vamos a comentar las caracteŕısticas principales de cada tipo de método y haremos

referencia a los métodos más conocidos. Salvando la dificultad que supone clasificar

todos los métodos en unos pocos items, comentaremos los subgrupos principales de

cada tipo.

2.3.1 Métodos diferenciales

En estos métodos lo que se persigue es calcular el flujo óptico a través de las derivadas

espaciales y temporales de las intensidades de la imagen. Partimos de la ecuación de

restricción del flujo óptico (5.0.2) vista en la introducción de este caṕıtulo, como

ecuación fundamental. Como ya mencionamos, la estimación del flujo óptico a través

de esta ecuación es un problema mal condicionado, además de estar afectado por el

problema de la apertura que ya comentamos.

Los métodos diferenciales se dividen a su vez en distintos subgrupos. En Beau-

chemin y Barron [BB95] se identifican hasta cinco subgrupos distintos, aunque nosotros

consideraremos los dos más básicos. Estos son los métodos globales y los métodos lo-

cales. Los primeros se caracterizan por utilizar la ecuación de la restricción del flujo

óptico conjuntamente con un término de regularización para evitar los problemas an-

teriores. El primero en introducir uno de estos métodos fueron Horn y Schunk [HS81]

al imponer que el flujo óptico variara de forma suave. Ellos propusieron una enerǵıa

del tipo ∫
Ω

(
(∇f · �v + ft)

2 + α2
(
‖∇u‖2 + ‖∇v‖2

))
dω

con �v = (u, v). A partir de esta idea han surgido muchos métodos con distintos

términos de regularización. Otros métodos que se han propuesto son los de Nagel

[Nag83, Nag87], Uras et al. [UGVT88]

Los métodos locales no imponen ninguna restricción de regularización, sino que

sólo tienen en cuenta la información local de la imagen para estimar el desplazamiento.

Para esto, lo que se ha hecho tradicionalmente es utilizar más funciones que las

intensidades de las imágenes para evitar que el problema esté mal condicionado, tal
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y como propusieron Mitiche et al. [MWA87] o Wohn et al. [WDT83]. Otros autores

como Tretiak y Pastor [TP84] o Campani y Verri [CV90] propusieron la utilización de

operadores diferenciales. En Lucas y Kanade [LK81, Luc84] se calcula el flujo óptico

como una solución de una ecuación de mı́nimos cuadrados pesados por una función

ventana.

2.3.2 Métodos basados en la correlación

Estos métodos se basan en la búsqueda de correspondencias utilizando ventanas o

patrones alrededor de cada pixel. La ventaja que tienen estos métodos con respecto a

los anteriores, es que se utiliza información de los vecinos que en muchos casos hacen

que la búsqueda de la correspondencia sea más efectiva.

Lo que se busca con estos métodos es asociar pixels a través de regiones similares

en las imágenes que se obtienen por maximización de alguna medida de similaridad.

En el caso continuo, la correlación se expresa como

C(�v) =

∫
Ω

f (x+ �v) g (x) dω

Cuando estamos en el caso discreto entonces una medida de la correlación en un punto

que se toma como estándar es la siguiente:

C(�v) =

(a,b)∑
δ�v=−(a,b)

(
f (x+ δ�v)− f (x)

)(
g (�x + �v + δ�v)− g (x+ �v)

)
(2a + 1)(2b + 1)σf (x)σg(x+ �v)

,

donde (a, b) representa las dimensiones de la ventana de correlación, f (x) la media

de la imagen f en esa ventana y σf (x) la desviación estándar correspondiente.

Como métodos representativos de este tipo podemos mencionar los de Kories y

Zimmerman [KZ86], Sutton et al. [SWP+83], Kalivas y Sawchunk [KS91], Little et

al. [LBP88].

2.3.3 Métodos basados en la frecuencia

Estas técnicas utilizan la transformada de Fourier para calcular el flujo a través del

dominio de la frecuencia. Estas suelen ser más adecuadas que las anteriores para

extraer el movimiento de objetos que son dif́ıciles de capturar por los anteriores,

como puede ser el caso de puntos aleatorios.
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Las técnicas basadas en frecuencias se apoyan en el hecho de que un patrón que

se mueve de una imagen a otra por una simple traslación, tiene representaciones en

Fourier que difieren solo en fase. Castro et al. [DCM87] encontraron una general-

ización para incluir las rotaciones. El problema de la apertura sigue presente y, por

lo tanto, estos métodos deben incorporar términos de regularización igual que ocurŕıa

con los métodos diferenciales.

Algunas referencias básicas a técnicas de este tipo son los trabajos de Adelson y

Bergen [AB85], Fleet y Jepson [FJ90], Heeger [Hee88], Watson y Ahumada [WJ85].

En el libro de David J. Fleet [Fle92] se propone otra clasificación en la que se

añaden otros tipos. Entre éstos están las técnicas basadas en caracteŕısticas y las

técnicas basadas en enerǵıas, aunque éstas se pueden encuadrar dentro de las clasifi-

caciones anteriores.

2.4 Estudio de métodos diferenciales

En el presente trabajo vamos a desarrollar un método que está basado en una enerǵıa.

Esta enerǵıa hace uso del gradiente de la imagen aunque no utilizamos la ecuación

de restricción del flujo óptico (5.0.2).

Nuestro trabajo está en relación con los métodos diferenciales globales del tipo de

Horn y Schunck [HS81] en el que se impone una regularización que refleja la suposición

de que el campo de flujo óptico vaŕıa de forma suave en el espacio.

Después del trabajo de Horn y Schunck han aparecido muchos trabajos de in-

vestigación con el fin de permitir campos de flujos que sean continuos por trozos,

es decir, que se imponga la restricción de regularización dentro de los ĺımites de

los objetos definidos por sus contornos. Entre estos caben destacar los trabajos de

[ADK99, BA91, BA96, BFBG93, Coh93, DKA95, GR96, HB93, KTB96, MP98, NE86,

Nes93, PGPO94].

Adelantando un poco el contenido de nuestro trabajo, uno de los objetivos que nos

hab́ıamos planteado era el de demostrar que la combinación de ideas sobre análisis

multiescala lineales y no lineales nos pueden llevar a métodos diferenciales bien

definidos que permiten recuperar desplazamientos grandes.

Consideramos dos imágenes I1(x, y) e I2(x, y) (definidas R
2 para simplificar la

discusión) que representan dos vistas consecutivas en una secuencia de imágenes.

Bajo la suposición de que dos pixels correspondientes tienen igual nivel de gris, la

determinación del flujo óptico desde I1(x, y) a I2(x, y) se reduce a encontrar una

función �h(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) tal que

I1(x, y) = I2(x + u(x, y), y + v(x, y)),∀(x, y) ∈ R
2

Tal y como vimos anteriormente, para calcular la ecuación precedente se suele
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linealizar generando la ecuación de restricción del flujo óptico

I1(x)− I2(x) � 〈∇I2(x), h(x)〉

donde x = (x, y). La restricción de flujo óptico linealizado se basa en la suposición

que los desplazamientos de los objetos, �h(x), son pequeños o que la imagen vaŕıa

lentamente en el espacio. En otros casos, esta linealización no es válida.

Después de mencionar esto y aunque todav́ıa no hemos expuesto en qué con-

siste nuestro método, vamos a considerar algunos trabajos que están relacionados:

Por ejemplo, en el trabajo de Proesmans et al. [PPG94], [PGPO94] estudiaron una

aproximación parecida que también prescind́ıa de la linealización de la restricción del

flujo óptico con el fin de estimar grandes desplazamientos. Su método, sin embargo,

requiere un sistema de seis ecuaciones en derivadas parciales y su proceso de difusión

no lineal es de tipo escalar en vez de utilizar tensores de difusión. Su proceso de

difusión se gúıa por el flujo mientras que el nuestro se gúıa por la imagen. Otra

técnica en EDP que es similar en esencia a la de Proesmans et al. es un método

de estéro por Shah [Sha93]. Otras técnicas en donde la regularización está guiada

por el flujo, y con propiedades de preservación de contornos, incluyen los trabajos

de Aubert et al [ADK99], Cohen [Coh93], Deriche [DKA95], Hinterberger [Hin99],

Kumar et al. [KTB96], Schnörr [Sch94], Weickert [Wei98b] y Weickert y Schnörr

[WS99]. Se han estudiado otras aproximaciones relacionadas con la regularización a

través de estimadores estocásticos tales como en Black y Anandan [BA91], [BA96],

Blanc-Feraud et al. [BFBG93], Heitz y Bouthemy [HB93] y Mémin y Pérez [MP98].

La aproximación anisotrópica guiada por la imagen de Nagel y Enkelmann ha sido

objeto de muchos estudios. Algunos ejemplos incluyen trabajos posteriores de Nagel

[Nag87], [Nag90] aśı como de Schnörr [Sch91a], [Sch91b] y Snyder [Sny91]. Una real-

ización multimalla de este método ha sido descrita por Enkelmann [Enk88] y Anandan

[Ana89] ha realizado un trabajo desde el punto de vista piramidal. En Alvarez et al.

[AELS99] se estudia un método de flujo óptico isótropo guiado por la imagen. Con

respecto a la introducción de un marco de análisis multiescala lineal, nuestro método

se puede relacionar también con la aproximación del flujo óptico realizado por Florack

et al. [FNN98]. Su método difiere del nuestro en el sentido que es puramente lineal,

aplica mecanismos de selección de escalas y no utiliza un término de regularización no

lineal que preserve las discontinuidades. Nuestra estrategia de focalización para evitar

terminar en mı́nimos locales irrelevantes también se parece a los algoritmos de gradu-

ated non–convexity (GNC) propuesto por Blake y Zisseman [BZ87]. Los trabajos de

Alvarez et al. [ADSW00, AWS99, AWS00, AS00a] son publicaciones que resumen el

trabajo que se expone en esta tesis. Un método de flujo óptico relacionado para la

generación de peĺıculas entre dos imágenes ha sido propuesto por [Hin99].
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2.5 Imágenes de prueba

Durante el desarrollo de esta tesis se han utilizado una serie de imágenes para realizar

mediciones y comparaciones de los métodos que proponemos.

Algunas de las imágenes que mostramos a continuación son bastante utilizadas

en el campo de la visión por ordenador y son referentes para la evaluación de los

métodos. Algunas de estas imágenes se han obtenido a partir del trabajo desarrollado

por Barron et al. [BFB94], en donde comparan varios métodos utilizando una serie

de imágenes sintéticas.

A continuación mostramos algunas imágenes sintéticas para las que mostramos

sus resultados exactos. En el siguiente punto mostramos algunas imágenes reales que

se han utilizado en varios trabajos de investigación.

2.5.1 Imágenes sintéticas

Utilizamos 4 secuencias de imágenes sintéticas. La primera es la secuencia de los

cuadrados, en la que hay cuatro cuadrados que se mueven en direcciones distintas

y con distinta magnitud. Las siguientes 2 las utilizaron Barron et al. para realizar

las pruebas en su trabajo [BFB94]: Una es la secuencia Yosemite, que representa un

escena compleja de un paraje natural, con desplazamientos variados y la otra es la

secuencia de un cuadrado que se mueve con velocidad constante. La última secuencia

es la de las Torres de Mármol, copyright de Nagel.

Secuencia de los cuadrados

Esta es la primera secuencia sintética que hemos desarrollado nosotros para realizar

las pruebas prácticas. Esta secuencia (ver figura 2.1) consiste en cuatro cuadrados

que se desplazan de formas diferentes tanto en módulo como en dirección.

En las figuras 2.2 y 2.3 se muestran los desplazamientos exactos para la secuen-

cia de los cuadrados con mapas de niveles de grises. Cuando tratemos el problema

del flujo óptico en la siguiente parte, calcularemos los desplazamientos en una sola

dirección, mientras que en la parte donde se introduce las simetŕıas, se calcularán los

desplazamientos en las dos direcciones.

Durante esta exposición, utilizaremos indistintamente tanto imágenes de flechas

para mostrar los desplazamientos como imágenes en niveles de grises, en donde el

nivel de gris indica el desplazamiento en una dirección u otra – si el nivel de gris

es oscuro, significa que el desplazamiento en negativo, mientras que si es claro, el

desplazamiento es positivo. En estas últimas, utilizaremos dos imágenes, una para el

desplazamiento en x (componente u) y otra para el desplazamiento en y (componente

v).
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Figura 2.1: Secuencia de los cuadrados: En estas dos imágenes hay cuatro cuadra-
dos negros sobre fondo blanco. Los cuadrados se mueven de la imagen izquierda a
la derecha de la siguiente manera (de izquierda a derecha y de arriba a abajo): a)
(10, 5); b) (−5, 0); c) (0,−5); y d) (−10,−10).

Figura 2.2: Desplazamiento de izquierda a derecha: Estas dos imágenes rep-
resentan el desplazamiento que existe desde la imagen izquierda a la derecha de la
secuencia 2.1. Los niveles de grises claros significan desplazamientos positivos y los
oscuros, negativos. La imagen de la izquierda representa el desplazamiento en el eje
de las x y la imagen de la derecha en el de las y.
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Figura 2.3: Desplazamiento de derecha a izquierda: Estas dos imágenes rep-
resentan el desplazamiento que existe desde la imagen derecha a la izquierda de la
secuencia 2.1. La imagen de la izquierda representa el desplazamiento en el eje de las
x y la imagen de la derecha en el de las y.

Figura 2.4: Campo de vectores: Estas dos imágenes representan los campos de
vectores que se producen para la secuencia 2.1. La imagen de la izquierda representa
el desplazamiento de izquierda a derecha y. la de la derecha, en el sentido contrario.
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Figura 2.5: Mapas de oclusiones para la secuencia de los cuadrados: Estas dos
imágenes representan las oclusiones que se producen en la secuencia 2.1. La imagen
de la izquierda representa las oclusiones que se producen al calcular el flujo óptico de
izquierda a derecha y la de la derecha las oclusiones en el otro sentido.

En la figura 2.4 mostramos los campos de vectores exactos para las dos direcciones.

Esta será la otra manera de visualizar los resultados del flujo óptico en las pruebas.

Por último, en la figura 2.5 se muestran las oclusiones para la secuencia 2.1 en las

dos direcciones.

Secuencia Yosemite

En la figura 2.6 se muestra la secuencia Yosemite que representa una foto del parque

nacional Yosemite en Sierra Nevada, California . Esta es una secuencia sintética

compleja, creada por Lynn Quam y utilizada por Barron et al. [BFB94] para la

comparación entre métodos. Los desplazamientos son bastante variados: la parte de

las nubes se mueve a 2 pixels/frame, mientras que la parte inferior izquierda se mueve

alrededor de 5 pixels/frame en distinta dirección.

En las imágenes 2.7 y 2.8 se muestran los campos de desplazamientos exactos

para los frames 9 y 10, en mapas de niveles de grises y en campos de vectores,

respectivamente.

En la figura 2.8 se puede apreciar que el desplazamiento es variado: En las nubes

el desplazamiento es hacia la derecha con valor de 2 pixels/frame, en la zona de la

montaña vaŕıa en sentido y módulo, llegando hasta cerca de 5 pixels/frame en la

esquina inferior izquierda.
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Figura 2.6: Secuencia de Yosemite: Frames 9 y 10.

Figura 2.7: Desplazamiento de izquierda a derecha: En estas dos imágenes
se muestra a la izquierda (resp. derecha) el desplazamiento en x (resp. y) para la
secuencia de la figura 2.6.

Figura 2.8: Campos de vectores: Imagen de flechas para la secuencia 2.6.
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Figura 2.9: Secuencia del cuadrado: Frames 11 y 12.

Figura 2.10: Campo de vectores: Imagen de flechas para la secuencia del cuadrado
2.9. El desplazamiento es constante de (4

3
,−4

3
) pixels/frame.

Secuencia del cuadrado

Esta es una secuencia sencilla (ver figura 2.9) de un cuadrado que se desplaza de

forma constante en (x, y) = (4
3
,−4

3
). Esta secuencia también fue utilizada por Barron

et al. Este desplazamiento está definido para toda la imagen (incluido el fondo).

Sin embargo, es dif́ıcil estimar el desplazamiento en el fondo, ya que es bastante

homogéneo y abarca bastante espacio. En las pruebas que hemos realizado, veremos

que la estimación dentro del cuadrado es bastante exacta, pero en el fondo no se

obtiene este valor.

En la imagen 2.10 vemos el campo de vectores de desplazamiento para esta se-

cuencia. Los vectores son todos paralelos y de igual magnitud1.

1No mostramos el desplazamiento para la secuencia del cuadrado con mapas de niveles de gris,
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Figura 2.11: Secuencia de las Torres de Mármol: Frames 36 y 35.

Secuencia de las Torres de Mármol

En esta secuencia2 (figura 2.11) se puede ver una serie de torres y un bloque de

mármol que aparece de detrás de una de éstas. La cámara se va desplazando hacia

la izquierda al mismo tiempo que el bloque de mármol se desplaza también en esa

dirección. El suelo tiene una textura de manchas blancas sobre fondo negro.

Esta secuencia es copyright de H.H.Nagel (KOGS/IAKS, Universidad de Karl-

sruhe, Alemania). La primera vez que se utilizó esta secuencia fue en el trabajo de

Michael Otte y Nagel [ON95] sobre flujo óptico, y está disponible a través del sitio

web http://i21www.ira.uka.de/ en el directorio image-sequences.

Si observamos las imágenes 2.12 y 2.13 vemos que las torres y el suelo se desplazan

en sentido negativo tanto en x como en y. La magnitud del movimiento es mayor

en la torre y la parte del suelo que están más pegadas a la parte inferior derecha.

El bloque de mármol del centro se mueve en menor magnitud debido a que sigue un

poco al movimiento de la cámara.

Secuencia del cubo

Esta es la secuencia sintética SOFA, corteśıa del Grupo de Visión por Ordenador de la

Universidad de Heriot-Watt University http://www.cee.hw.ac.uk/ mtc/sofa. En esta

aparecen un cubo y un cilindro que tienen un movimiento de rotación puro de una

imagen a la otra (ver figura 2.14). En esta figura se muestran los frames 3 y 5.

ya que al ser constante, lo único que veŕıamos seŕıan dos imágenes en negro
2Debemos notar que el flujo óptico está calculado desde el frame 36 hacia el frame 35. Esto se

debe a que Nagel propuso un método que estaba centrado, en su término de ligadura, en la imagen I2,
mientras que nosotros lo centramos en la imagen I1 por motivos de congruencia en los dos términos,
tal y como comentamos en el caṕıtulo 6.
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Figura 2.12: Desplazamiento de derecha a izquierda: En esta imagen se muestra
con mapas de niveles de grises a la izquierda (resp. derecha) el desplazamiento en x
(resp. y) para la secuencia de las Torres 2.11.

Figura 2.13: Campo de vectores: Imagen de flechas para la secuencia 2.11.
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Figura 2.14: Secuencia del Cubo

El cubo tiene un color anaranjado con textura en forma de madera, y el cilindro

es de color verde, con una textura uniforme.

Esta secuencia la utilizaremos en las pruebas del flujo óptico para imágenes en

color.

2.5.2 Imágenes reales

Aqúı comentamos una sola secuencia, la secuencia del taxi de Hamburgo. Solo

mostramos las imágenes de la secuencia ya que el desplazamiento perfecto no lo

podemos estimar.

Secuencia del Taxi de Hamburgo

Esta es una de las secuencias tradicionales que se suelen utilizar en los trabajos sobre

el cálculo del flujo óptico. En ésta se pueden ver un taxi que se mueve en diagonal

para cambiar de calle, un coche en la esquina inferior izquierda que se mueve a mayor

velocidad hacia la derecha, un camión en la esquina inferior derecha que se desplaza

hacia la izquierda y, finalmente, un peatón en la esquina superior izquierda que se

desplaza a mucha menor velocidad (casi imperceptible) por la acera. El resto de los

objetos no se mueven.

Esta secuencia se puede obtener en el sitio ftp ftp://csd.uwo.ca en el directorio

pub/vision
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Figura 2.15: Secuencia del taxi de Hamburgo: Frames 15 y 19.



Caṕıtulo 3

Geometŕıa Epipolar

3.1 Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos la geometŕıa que se genera al considerar un par de

imágenes estéreo, en el que las imágenes se toman con cámaras proyectivas.

Suponemos que las cámaras son de tipo proyectivo (ver figura 3.1), es decir, los

puntos de la escena se proyectan a través del foco de la cámara en el plano proyectivo

o imagen. En los caṕıtulos 2 y 3 del libro de Faugeras [Fau93] se introduce de manera

formal la geometŕıa proyectiva y se modela la cámara proyectiva. Una cámara se

puede modelar como una matriz de proyección P̃, que transforma un punto de di-

mensión 3 en unas coordenadas de imagen, de dimensión 2. Esta matriz se caracteriza

por incluir los parámetros intŕınsecos y extŕınsecos de la cámara.

Uno de los pasos previos en el problema de la visión estéreo es conocer la relación

que existe entre las cámaras. Para cada punto m en una de las imágenes existe

un correspondiente, m′, en la otra que se encuentra sobre una ĺınea, denominada

ĺınea epipolar. Esto es lo que se denomina la restricción epipolar. En [LF96] definen

esta restricción a través de una matriz, denominada matriz fundamental, mostrando

la relación que existe entre las matrices de proyección de las cámaras y la matriz

fundamental.

En la matriz fundamental se encuentran representados los parámetros intŕınsecos

– origen de la imagen, distancia focal, tamaño del pixel y desviación de los ejes – y

los parámetros extŕınsecos – matriz de rotación y vector de desplazamiento – de las

cámaras. Al proceso de obtener esta matriz a través de puntos en correspondencia

se denomina calibración. Decimos que un sistema está calibrado débilmente cuando

conocemos su geometŕıa epipolar o matriz fundamental.

Cuando consideremos el problema del cálculo de la carta de disparidad supon-

dremos que las cámaras están calibradas y que se conoce la geometŕıa epipolar. Aqúı

no vamos a tratar el problema de la calibración de cámaras. Se han realizado muchos

51
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Figura 3.1: El modelo proyectivo y diferentes frames

trabajos sobre el problema de la calibración tales como [Fau93, Har92, Har94a, LH81,

LDFP93, LF96, Zha97].

En las siguientes secciones estudiaremos la geometŕıa epipolar, el problema de la

rectificación de imágenes y el problema de la reconstrucción tridimensional. Para el

primero, haremos un pequeño repaso por algunos aspectos de la geometŕıa para luego

exponer una parametrización especial que nos va a permitir determinar la disparidad

utilizando sólo una función escalar que representa el desplazamiento sobre la ĺınea

epipolar. En la siguiente sección estudiaremos el problema de la rectificación de

imágenes con el fin de obtener una geometŕıa más sencilla y que utilizaremos en algún

método de los que expondremos en los próximos caṕıtulos. Por último trataremos el

problema de la reconstrucción a partir de las matrices de proyección.

3.2 Geometŕıa de dos cámaras proyectivas

Se supone que el modelo de la cámara es proyectivo(figura 3.1). Este modelo proyecta

un punto 3D M = [X,Y, Z]t a un punto 2D m = [x, y]t a través de una matriz de

proyección 3 × 4 P̃ via sm̃ = P̃M̃, donde s es un factor de escala distinto de 0 y la

notación de p̃ es tal que si p = [x, y, . . .]t entonces p̃ = [x, y, . . . , 1]t. En el caso de

dos imágenes obtenidas por un sistema estéreo binocular, cada punto f́ısico M en el

espacio provoca un par de proyecciones 2D m y m′ en las dos imágenes. Las matrices

de proyección 3× 4 se definen por las siguientes relaciones:
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M
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C C’

e’
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Figura 3.2: Geometŕıa epipolar: I e I ′ representan las imágenes. C y C ′ los focos
de las cámaras. e y e′ los epipolos. M el punto 3D que se proyecta sobre m y m′ y
están situados sobre un mismo plano.

sm̃ = P̃M̃ , s′m̃′ = P̃′M̃. (3.2.1)

Suponiendo que el sistema de coordenadas global está asociado con la primera

cámara, las dos matrices de proyección vienen dadas por:

P̃ = [A|0] , P̃′ = [A′R|A′t], (3.2.2)

donde R y t representan respectivamente la matriz de rotación 3 × 3 y el vector de

traslación 3×1 que definen el desplazamiento ŕıgido entre las dos cámaras, y 0 denota

el vector nulo 3×1. Las matricesA yA′ son las matrices de los parámetros intŕınsecos

3× 3 de las dos vistas, cada una depende de cinco parámetros de la siguiente manera

[Fau93]:

A =

 αu −αu cot θ u0

0 αv/ sin θ v0

0 0 1

 , A′ =

 α′
u −α′

u cot θ′ u′
0

0 α′
v/ sin θ′ v′0

0 0 1

 . (3.2.3)

Los parámetros αu (resp. αu
′) y αv (resp. αv

′) corresponden a las distancias

focales en pixels a lo largo de los ejes de la imagen, θ (resp. θ′) es el ángulo entre

los dos ejes de coordenadas y (u0, v0) (resp. (u′
0, v

′
0)) son las coordenadas del punto

principal de la imagen. El ratio αv

αu
(resp. αv

′
αu

′ ) se conoce como el ratio de aspecto.

Cuando las dos imágenes se han obtenido con la misma cámara, θ = θ′ y αv

αu
= αv

′
αu

′ ,
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incluso aunque las longitudes focales hayan cambiado. En la realidad, θ y θ′ son

próximos a π
2

para cámaras reales [Fau93]. Adicionalmente, las cámaras modernas

tienen pixels casi cuadrados, por lo tanto en este caso, el ratio de aspecto está muy

próximo a uno.

Todas estas matrices y parámetros que estas incluyen se pueden calcular con buena

precisión a través de un método de calibración clásico [Fau93]. En este caso, el sistema

se dice que está calibrado.

Eliminando los escalares s y s′ asociados a las ecuaciones de proyección (3.2.1) aśı

como el punto M, se obtiene una ecuación que relaciona el par de proyecciones del

mismo punto 3D:

m̃′tFm̃ = 0.

En esta ecuación, la matriz F es la matriz fundamental, dada por

F = A′∗[t]×RA−1, (3.2.4)

donde A′∗ = (A′−1)t es la matriz adjunta de A′, y [x]× denota la matriz anti-

simétrica del vector x que está asociado con el producto vectorial. Esta matriz tiene

la propiedad [x]×y = x× y para cada vector y y tiene la siguiente forma anaĺıtica:

[x]× =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 .

Para un puntom = [x, y]t en la primera imagen I, la matriz fundamental F = (fi,j)

provee la ĺınea epipolar ∆ de la ecuación m̃′tFm̃ = 0 en la imagen I ′. Introduzcamos

la notación

a(x, y) = f11x + f12y + f13,

b(x, y) = f21x + f22y + f23,

c(x, y) = f31x + f32y + f33.

Utilizando esta notación, la ĺınea epipolar ∆ se puede escribir como

a(x, y)x′ + b(x, y)y′ + c(x, y) = 0. (3.2.5)

Usaremos esta ecuación con el objetivo de introducir una parametrización es-

pećıfica de la disparidad, desarrollada para producir un operador diferencial lineal de

segundo orden en la parte de minimización.
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El término de disparidad

Bajo la suposición Lambertiana de que pixels correspondientes tienen igual nivel de

gris, determinar la disparidad entre un par estéreo se reduce a encontrar una función

h(x, y) := (u(x, y), v(x, y))t tal que

I(x, y) = I ′(x + u(x, y), y + v(x, y)), ∀(x, y) ∈ R
2. (3.2.6)

donde el punto (x′, y′) = (x+u(x, y), y+v(x, y)) pertenece a la ĺınea epipolar asociada

a (x, y).

Sea N ( resp. T ) el vector normal (resp. tangencial) unitario de la ĺınea epipolar

∆ dada por la ecuación m̃′tFm̃ = 0, y D el vector de disparidad unitario asociado a

los puntos m y m′:

N =

[
a√

a2+b2
b√

a2+b2

]
; T =

[ −b√
a2+b2
a√

a2+b2

]
; D =

[
u√

u2+v2

v√
u2+v2

]
(3.2.7)

Entonces tenemos que

m′ = m+ δD = m− γN− λT

donde δ =
√

u2 + v2 representa la disparidad,

γ =
m̃′tFm̃√
a2 + b2

representa la distancia (módulo el signo) del punto m a su ĺınea epipolar ∆ en la

segunda imagen y λ representa la distancia (módulo el signo) de m0, la proyección

del punto m en la ĺınea epipolar ∆, al punto m′ que está incluido en la ĺınea epipolar

∆.

Utilizando estas ecuaciones se puede derivar fácilmente las siguientes expresiones

para los componentes de la disparidad:

u(x, y) =
−λ(x, y)b(x, y)√
a2(x, y) + b2(x, y)

− a(x, y)x + b(x, y)y + c(x, y)

a2(x, y) + b2(x, y)
a(x, y), (3.2.8)

v(x, y) =
λ(x, y)a(x, y)√

a2(x, y) + b2(x, y)
− a(x, y)x + b(x, y)y + c(x, y)

a2(x, y) + b2(x, y)
b(x, y), (3.2.9)
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donde λ(x, y) representa un parámetro asociado a la profundidad del punto f́ısico con-

siderado. En lo que sigue, utilizaremos la notación h(λ(x, y)) = (u(λ(x, y), v(λ(x, y)))

para indicar que la disparidad depende de un sólo parámetro λ(x, y). Nótese que

λ(x, y) = 0 nos da el punto en la ĺınea epipolar que minimiza la distancia entre la

ĺınea epipolar y el punto (x, y). Utilizando la restricción epipolar y sabiendo que

γ(x, y) se conoce para cada punto (x, y) gracias al conocimiento de la matriz funda-

mental, el cálculo del mapa de disparidad δ(x, y) se reduce al cálculo de la función

λ(x, y):

δ(x, y)2 = λ(x, y)2 + γ(x, y)2.

En los caṕıtulos 7 y 10 desarrollaremos aproximaciones para estimar con precisión

la función λ(x, y) asociada al par estéreo de imágenes. Tal como se ha dicho, esto nos

permitirá estimar fácilmente el mapa de disparidad para cada punto de las imágenes

y, por lo tanto, recuperar la información de la profundidad en el caso de tratar con

sistemas calibrados.

3.3 Rectificación de imágenes

El objetivo de la rectificación de imágenes es el de simplificar la geometŕıa epipolar.

La geometŕıa más sencilla es aquella en la que las imágenes son fronto-paralelas, es

decir, se hayan en el mismo plano y a la misma altura. Esto es equivalente a decir

que las ĺıneas epipolares son paralelas y horizontales y que los epipolos se encuentran

en el infinito.

Una forma de realizar la rectificación es la de reproyectar los puntos de la imágenes

en un plano paralelo situado como se puede ver en la figura 3.3.

Buscar correspondencias entre puntos en cámaras con esta configuración se reduce

a desplazarse sólo por la misma ordenada (y = y′). La disparidad será, por tanto,

el desplazamiento en una sola dirección (x = x′ + λ). En este caso, la disparidad

coincide con el desplazamiento dentro de la ĺınea epipolar, δ(x, y)2 = λ(x, y)2. Las

ecuaciones (3.2.8) y (3.2.9) nos quedaŕıan de la siguiente manera:

u(x, y) = −λ(x, y), (3.3.1)

v(x, y) = 0, (3.3.2)

En el caṕıtulo 10, donde se trata la incorporación de las simetŕıas en el problema de

la visión estéreo, propondremos un método especial para este tipo de configuraciones.

Suponemos, entonces, que se realiza un proceso de rectificación previo.

Algunos trabajos sobre rectificación de imágenes son [AH88], [Har98], [LZ98],

[PD96], [RMC97].
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Figura 3.3: Geometŕıa epipolar rectificada: Se reproyecta sobre el plano Σ los
puntos de las imágenes.

Rectificación a partir de las matrices de proyección

Se puede rectificar un par estéreo tanto a partir de la información de la geometŕıa

epipolar como de las matrices de proyección. Ahora vamos a ver cómo rectificar un

par estéreo a partir de sus matrices de proyección.

Partimos de dos matrices de proyección, P̃ y P̃′, de R
3 en R

2. Siguiendo la

notación y el razonamiento expuesto en [Fau93] vamos a reproyectar los puntos de

los planos proyectivos en un plano común de la forma vista en la figura 3.3.

Para esto, lo primero que vamos a hacer es encontrar el plano definido por Σ tal

y como se ve en esta figura. Los focos de las cámaras se obtienen como

C = −P−1 p

C′ = −P′−1 p′ (3.3.3)

donde P−1 (resp. P′−1) es la submatriz de 3 × 3 de P̃ (resp. P̃′), y p (resp. p′)
es la última columna de P̃ (resp. P̃′). A partir de las matrices de proyección es

posible encontrar los parámetros intŕınsecos de las cámaras (ver [Fau93]) y, por lo

tanto, podemos encontrar el origen de los planos proyectivos, o lo que es lo mismo, la

proyección del foco en la imagen. Para la primera matriz, P̃, el centro de la imagen

viene dado por (u0, v0) y para P̃′ es (u′
0, v

′
0).

Para que el plano Σ tenga los epipolos en el infinito vamos a imponer que éste sea

paralelo a la ĺınea que une C y C′ definida por el vector unitario

�e1 =

−−→
CC′

‖
−−→
CC′‖
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Existen infinitos planos que sean paralelos a esta ĺınea. Necesitamos, por tanto,

imponer alguna otra condición para definir la orientación del plano. Además, también

tenemos que determinar en qué posición se va a encontrar este plano con respecto a

los centros de proyección de las cámaras.

Para determinar la orientación, vamos a imponer que el vector normal al plano sea

una media de los vectores perpendiculares a los planos de proyección. Estos vectores

son:

�n = −P−1

 u0

v0

1

 , �n′ = −P′−1

 u′
0

v′0
1


El vector unitario normal al plano Σ lo vamos a calcular como la media de los dos

anteriores, normalizado:

�nΣ =
�n+�n′

2

‖�n+�n′
2
‖

Los vectores �e1 y �nΣ deben ser ortogonales, con lo que es necesario realizar una

rectificación de la manera �nΣ = �nΣ − �nΣ�e1.

Calculamos el otro vector director del plano Σ a través del producto vectorial de

los vectores �e1 y �nΣ, �e2 = �e1 × �nΣ. Entonces los vectores e1 y e2 son los vectores

directores del nuevo plano.

Calculamos un punto del plano desplazándonos una distancia de 1 desde el foco

de la primera cámara C en la dirección dada por el vector perpendicular a Σ, �nΣ:

pΣ = C+ �nΣ.

Una vez hemos definido el plano, �nt
Σ(�x − pΣ) = 0, lo que vamos a hacer es re-

proyectar un conjunto de puntos (≥ 4) sobre Σ y calcular la homograf́ıa que nos lleva

de unos a otros.

Cada punto (xi, yi, 1)t correspondiente al primer plano, define un vector �ni que

tiene la dirección de la proyección a través de C de la forma �ni = P−1 · (xi, yi, 1)t. La

ĺınea que pasa por C y tiene este vector director es C+ λi �ni.

La intersección de esta ĺınea con el plano viene dado por

�nt
Σ(C+ λi �ni − pΣ) = 0

que despejando obtenemos

λi =
�nt

ΣC− �nt
ΣpΣ

�nt
Σ, �ni
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Este valor de λi nos da la posición dentro de la ĺınea que intersecta con el plano,

pero lo que necesitamos es la posición relativa dentro del plano. Para esto, expresamos

el plano en término de sus dos vectores directores y lo igualamos al punto dado en la

itersección,

C+ λi �ni = pΣ + ηi1�e1 + ηi2�e2

De aqúı deducimos directamente que las coordenadas de los puntos en el nuevo

plano viene dadas por

ηi1 = (C+ λi �ni − pΣ)�e1

ηi2 = (C+ λi �ni − pΣ)�e2 (3.3.4)

Para el segundo plano tenemos que elegir otro conjunto de puntos y repetir todo

este proceso, teniendo en cuenta que el foco ahora es C′ y la matriz de proyección es

P̃′.
Una vez obtenidas las nuevas posiciones de los puntos, calculamos las dos homo-

graf́ıas – una por cada plano – que nos lleva de cada plano al plano Σ. Aplicamos

estas homograf́ıas a todos los puntos de los planos para obtener las nuevas posiciones.

De cara a la implementación, no utilizamos las homograf́ıas directas, sino que

calculamos las inversas, y para cada punto en el plano Σ buscamos su correspondiente

en los planos originales, realizando una interpolación de las intensidades de los cuatro

vecinos. Además, hay que tener en cuenta que los tamaños de las nuevas imágenes no

coincidirán con los antiguos, siendo necesario calcular de antemano el tamaño final.

La forma de rectificación que se propone en [Fau93] es ligeramente distinta a la

expuesta aqúı. En aquella, lo que se propone es crear un plano Σ a partir de la

intersección de los dos planos proyectivos. Esto significa que uno de los vectores

directores del plano estará definido por �e2 = �n×�n′− (�n×�n′)t�e1. El inconveniente que

tiene esto es que si las imágenes están situadas en posiciones próximas a paralelas,

entonces el producto vectorial da valores próximos a cero, con lo que el vector director

se puede ver afectado negativamente por pequeños errores de redondeo.

3.4 Reconstrucción tridimensional

El proceso final dentro de la visión estéreo es el de la reconstrucción tridimensional.

Como veremos en el siguiente caṕıtulo, una vez calculemos las correspondencias que

existen entre los puntos de ambas imágenes, pasaremos a calcular los puntos 3D de

la escena.

Existen varias formas de reconstruir una escena a partir de sus proyecciones

[Fau92]. Dependiendo del conocimiento que se tenga acerca de la geometŕıa de las

cámaras, es posible realizar varios tipos de reconstrucciones. Por ejemplo, si las
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cámaras están calibradas de forma débil, entonces se puede realizar una reconstruc-

ción proyectiva, [Har94b]. Si se conoce la información del plano en el infinito, es

posible realizar la reconstrucción af́ın y el caso en el que se conozcan las matrices de

proyección de ambas cámaras, entonces podemos realizar una reconstrucción eucĺıdea.

Algunos trabajos sobre el problema de la reconstrucción son [MGDP93], [TK92].

En nuestro caso, vamos a trabajar con cámaras para las que se conocen sus ma-

trices de proyección. Vamos a ver entonces cómo a partir de éstas podemos realizar

la reconstrucción eucĺıdea.

El proceso consiste básicamente en encontrar la distancia mı́nima que existe entre

las ĺıneas que unen los focos de las cámaras con las proyecciones asociadas a un punto

3D. Si tenemos dos puntos, m̃ = (x, y, 1)t y m̃′ = (x′, y′, 1)t que son la proyección de

un punto M de la escena, los vectores que marcan la dirección entres estos puntos y

su reconstrucción vienen dados por

�n = P−1

 x
y
1

 , �n′ = P′−1

 x′

y′

1

 (3.4.1)

Estos dos vectores nos indican las direcciones de las rectas que pasando a través

de los focos de las cámaras, nos dan una situación de un punto 3D. El punto que

estamos buscando, Q = (x, y, z)t, es aquel cuya distancia a las rectas

�l = C+ λ�n

�l′ = C′ + λ′ �n′ (3.4.2)

sea mı́nima. La distancia al cuadrado de este punto a cada una de las rectas viene

dada por

dist2(Q, l) = ‖−−→CQ2‖ −
(−−→
CQ�n

‖�n‖

)2

dist2(Q, l′) = ‖
−−→
C′Q2‖ −

(−−→
C′Q�n′

‖�n′‖

)2

(3.4.3)

Es posible que por errores que se cometen en la estimación de las matrices de

proyección, la precisión de las imágenes y el error en el cálculo de las correspondencias,
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estas rectas no intersecten. Buscamos el punto más próximo a las dos, minimizando

la suma conjunta de la distancia del punto a las dos rectas,

dist2(Q, l̃, l̃′) = dist2(Q, l̃) + dist2(Q, l̃′)

Para mayor comodidad suponemos que n̄ = �n
‖�n‖ y n̄′ = �n′

‖�n′‖ . Si desarrollamos la

igualdad anterior llegamos a una expresión de la distancia que depende de las tres

coordenadas del punto

dist2(Q, l̃, l̃′) =(x− Cx)2 + (y − Cy)
2 + (z − Cz)

2

− ((x− Cx)n̄ + (y − Cy)n̄ + (z − Cz)n̄)2

+ (x− C ′
x)2 + (y − C ′

y)
2 + (z − C ′

z)
2

−
(
(x− C ′

x)n̄′ + (y − C ′
y)n̄

′ + (z − C ′
z)n̄

′)2
(3.4.4)

Para encontrar el mı́nimo, derivamos con respecto a x, y y z e igualamos a cero,

obteniendo un sistema de ecuaciones de la forma


(
1− 2

n̄n̄+n̄′n̄′
)

1 1

1
(
1− 2

n̄n̄+n̄′n̄′
)

1

1 1
(
1− 2

n̄n̄+n̄′n̄′
)
 x

y
z

 =
(Cn̄n̄ +C′n̄′n̄′)− (C+C′)

(n̄n̄ + n̄′n̄′)

La solución de este sistema de ecuaciones es el punto en el espacio que está más

próximo a las dos ĺıneas.

Este proceso se repite para todos los puntos de la imagen. Para cada par de

correspondencias tenemos un sistema de ecuaciones distinto que nos da un punto de

la escena real.



Caṕıtulo 4

Visión estereoscópica

4.1 Introducción

El problema de la visión estereoscópica está estrechamente relacionado con el proble-

ma del cálculo del flujo óptico en cuanto que el proceso de puesta en correspondencia

es común en ambos. Las dificultades y caracteŕısticas que nos encontramos en uno

y otro son muy parecidas, hasta tal punto que no es raro que muchos autores traten

ambos problemas de forma conjunta.

Podemos definir la visión estereoscópica como el proceso por el cual se obtiene

una representación tridimensional de una escena a partir de la proyección en un par

de imágenes relacionadas entre śı. El objetivo final de la visión estereoscópica es el de

reconstruir una escena en el espacio. Este proceso de reconstrucción se puede dividir

en tres partes,

• Calibración del par estéreo. Consiste en encontrar la relación geométrica que

existe entre las imágenes del par estéreo.

• Estimación de las correspondencias entre las dos imágenes. Dado un punto en

una imagen, m, se busca su correspondiente en la otra, m′.

• Se calcula la posición 3D del punto a partir de sus proyecciones m y m′, haciendo

uso de la información dada por la geometŕıa.

El primer proceso está relacionado con el problema de la calibración de cámaras.

Hablamos de calibración débil cuando el objetivo de la calibración es estimar la matriz

fundamental, F, que relaciona a través de una transformación lineal una imagen con

la otra. Nos referimos a calibración fuerte al proceso de estimar las matrices de

proyección asociadas a las dos cámaras.

El segundo proceso es el de la búsqueda de correspondencias. Nuestro trabajo

consiste básicamente en este punto. Para esto, necesitamos conocer la geometŕıa
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epipolar asociada al par estéreo y que está definida por la matriz fundamental. Ésta

nos permite buscar cada una de las correspondencias a lo largo de una sola ĺınea,

denominada ĺınea epipolar.

Una vez determinada todas las correspondencias, podemos proceder a calcular

los puntos tridimensionales de la escena. Para esto necesitamos las correspondencias

obtenidas en el punto anterior y las matrices de proyección obtenidas por un método

de calibración fuerte.

La visión estereoscópica es un proceso delicado que requiere la mayor precisión en

cada una de sus partes. Sin una buena estimación de la geometŕıa epipolar es dif́ıcil

encontrar unas correspondencias precisas. La reconstrucción puede variar consider-

ablemente si se producen errores en las etapas anteriores.

Vamos a definir ahora un concepto que utilizaremos a menudo. Este es el de

mapa de disparidad. El mapa de disparidad es un mapa – representado generalmente

por una imagen de niveles de grises – en el que en se representa la norma del vector

desplazamiento para cada punto de la imagen,
√

u2 + v2. Esta carta nos puede dar una

idea de la profundidad de la escena, incluso, para ciertas configuraciones geométricas

de las cámaras, es posible relacionar esta carta con la profundidad de los puntos.

Cuanto más oscuros son los puntos, menos se desplazan de una imagen a otra y

cuando más claros, mayor es el desplazamiento. Como ya veremos en las pruebas

práctica, en algunos casos, la claridad de un punto puede estar asociado a la cercańıa

con la cámara.

Muchos de los temas que tratamos en el caṕıtulo 2 sobre flujo óptico son válidos

para este tema. En primer lugar detallaremos algunos factores que afectan en espe-

cial a la imágenes estereoscópicas. Luego haremos una clasificación de los distintos

métodos que existen en el campo de la visión estéreo y, por último, comentaremos

todas las imágenes que utilizamos en las pruebas.

4.2 Factores que influyen en los pares estéreo

Se puede decir que estos factores son básicamente los mismos que identificamos para

el caso del flujo óptico 2.2, pero existen otros, quizás más sutiles, que pueden afectar

más en el caso estereoscópico.

Vamos a identificar estos factores que si bien algunos se pueden dar también en

el caso de imágenes para el flujo óptico, influyen con mayor gravedad en el caso

estereoscópico.

Cuando estamos intentando estimar el flujo óptico, casi siempre las imágenes se

toman con la misma cámara en instantes de tiempo distintos. En este caso, general-

mente la mayor parte de la imagen permanece estática y solo se desplaza un número

pequeño de objetos. Cuando tratamos con pares estéreo, siempre partimos de dos
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cámaras que se sitúan en posiciones distintas del espacio. Las proyecciones de la

escena en las imágenes pueden variar mucho dependiendo de la posición relativa que

exista entre las dos cámaras. Por lo general, se puede decir que prácticamente todos

los puntos se mueven de una imagen a otra y dependiendo de la profundidad de los

objetos, estos desplazamientos pueden ser más grandes o más pequeños.

Los factores que hemos identificado son estos:

• Diferentes tipos de cámaras: Muchas veces no se dispone de dos cámaras

parecidas, con lo que la adquisición de las imágenes puede varias bastante de una

a otra. Esto puede provocar que la forma de proyectar en ambas cámaras sea

distinto. Con un buen método de calibración este problema se puede solucionar,

pero todav́ıa queda el efecto que tiene cada cámara sobre la intensidad de cada

pixel. Si los niveles de intensidad vaŕıan mucho de una imagen a otra, entonces

la suposición lambertiana no se cumple, y los modelos que estamos considerando

pueden no ser válidos.

• Se desplaza un mayor número de puntos: En los pares estéreo, por lo gen-

eral, se suelen desplazar prácticamente todos los puntos, ya que si las cámaras

están colocadas en posiciones distintas, es dif́ıcil que hayan objetos comunes

que no se muevan.

• Mayor variedad de desplazamientos: Excepto para posiciones relativas

espećıficas – como es el caso de imágenes frontoparalelas – los desplazamientos

de una imagen a otra variarán tanto en dirección como en magnitud.

• Deformación de los objetos: Quizás como consecuencia del punto anterior,

es más fácil encontrar objetos que sufren transformación proyectivas muy fuertes

de una imagen a otra dependiendo de la posición relativa de las cámaras.

• Cambio en las condiciones de luminosidad: Si la cámara no se mueve y

se toman varias imágenes en distintos instantes de tiempo, es probable que las

condiciones luminosas no cambien demasiado – excepto el brillo de los objetos en

movimiento – sin embargo, en las imágenes estéreo es natural que las condiciones

de luminosidad no sean iguales de una cámara a otra, ya que la componente

especular hace que las superficies no reflejen la luz por igual en todas direcciones.

• Geometŕıa epipolar: Una de las ventajas a la hora de calcular las correspon-

dencias entre pares estéreo es que se puede disponer de la geometŕıa epipolar

para facilitar la búsqueda. Esto en principio parece una ventaja, pero tiene sus

inconvenientes cuando no se ha calculado con bastante precisión.
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• Reconstrucción: El objetivo final de la visión estereoscópica es la de obtener

una reconstrucción de la escena original. No solo se comete un error en la

estimación de las correspondencias, sino que al realizar el proceso inverso al de

la proyección se produce otro error en la estimación del punto reconstruido. Esto

se debe a que muchas veces los rayos que unen los oŕıgenes de las cámaras con

los puntos en correspondencia no intersectan entre śı, teniéndose que aproximar

el punto donde se produce la distancia mı́nima entre las ĺıneas.

4.3 Clasificación de las técnicas

La clasificación que proponemos aqúı podŕıa ser la misma que la que propusimos para

el flujo óptico, pero vamos a agruparlas de la siguiente manera.

4.3.1 Basadas en caracteŕısticas

Estos algoritmos establecen correspondencias entre algunas caracteŕısticas determi-

nadas que se extraen de las imágenes [Gri85], tales como pixels pertenecientes a

contornos [OK85, PMF85], segmentos de ĺınea [AL87, MM88, GR85] o curvas [BB90,

Nas92, RF91]. Su principal ventaja es que consiguen información precisa y manip-

ulan pequeñas cantidades de datos, con la consiguiente mejora en tiempo y espacio.

Su principal desventaja es la baja densidad de información obtenida en profundidad.

Esta clase de métodos se han utilizado ampliamente hace algunos años cuando no era

posible recuperar una reconstrucción densa y precisa dentro de un tiempo razonable.

4.3.2 Basadas en áreas

En estas aproximaciones, los mapas de disparidad densos se obtienen correlacionan-

do zonas de las imágenes en las vistas consideradas, suponiendo que estas presentan

algún tipo de similaridad [DF94, FHM+93, Fua93, Nis84]. Estos métodos proporcio-

nan buenos resultados para áreas relativamente texturadas; sin embargo, estos suelen

suponer que la escena observada es localmente fronto-paralela, causando problemas

en superficies dobladas, particularmente, cerca de los contornos de oclusión de los

objetos. Por último, en el proceso de puesta en correspondencia no tienen en cuen-

ta la información de los contornos que es, normalmente, una información bastante

importante y debeŕıa ser utilizada con el fin de obtener mapas densos, precisos y

viables.
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4.3.3 Basadas en frecuencias

Otra clase de métodos está basada en la información de las frecuencias de Fourier,

que puede ser considerada como una clase de métodos de flujo óptico basadas en

el gradiente, con la derivada en el tiempo aproximada por la diferencia entre las

imágenes izquierda y derecha de la transformada de Fourier [BFB94, FJ90, FJ93,

JJ94, KH75, WWK92]. También se utilizan métodos jerárquicos con el fin de evitar

quedar atrapados en mı́nimos locales.

4.3.4 Basadas en enerǵıas

Una última aproximación que no sufre de los inconvenientes expuestos anteriormente,

consiste en resolver el problema de la puesta en correspondencia a través de una en-

erǵıa a minimizar con algún criterio de regularización [Bar89, BD93, HPB94, PPG94,

RD96, Sha93, Yok90]. Después se utiliza un esquema iterativo de la versión discre-

ta de las ecuaciones de Euler-Lagrange para estimar la profundidad. Por ejemplo,

en [RD96], los autores proponen un método para calcular directamente el mapa de

profundidad Z(x, y) como el mı́nimo de la siguiente enerǵıa:

S(Z) =

∫∫
(Il(x, y)− Ir(f1(x, y, Z(x, y)))2 dx dy + ν

∫∫
Φ(|∇Z|) dx dy

donde f1 depende de los parámetros intŕınsecos y extŕınsecos obtenidos de un proceso

de calibración previo. El mı́nimo de la enerǵıa anterior se calcula utilizando las

ecuaciones de Euler-Lagrange asociada.

4.4 Imágenes de prueba

Durante el desarrollo de los métodos propuestos para el problema del cálculo de

la carta de disparidad, hemos utilizado una serie de imágenes que comentamos a

continuación. Al igual que en el caṕıtulo 2 propondremos algunas imágenes sintéticas

y otras reales.

Para cada par estéreo mostraremos la información de la geometŕıa epipolar aso-

ciada al mismo, aśı como las matrices de proyección y, en el caso que se conozca, el

mapa de disparidad.

4.4.1 Imágenes sintéticas

Aqúı proponemos cuatro pares estéreo distintos: el primero es el par estéreo del pasillo

creado por el grupo de visión por ordenador de la Universidad de Bonn; el segundo es
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Figura 4.1: Par estéreo del pasillo

una pirámide de escalones con distintos niveles de grises que hemos generado nosotros

mismos; el tercero y cuarto son dos tipos de imágenes de puntos aleatorios, en los que

se produce una disparidad aunque a simple vista sea dif́ıcil detectarla.

Par estéreo del pasillo

Este par estéreo (figura 4.1) se ha generado de forma sintética a través de un programa

de ray tracing. En esta escena nos encontramos con un pasillo en donde hay una esfera,

un cono y un objeto al fondo, todos situados a profundidades distintas con respecto

a las cámaras. En las paredes hay dos cuadros y la iluminación se reparte a lo largo

del pasillo con pares de focos situados a ambos lados del mismo.

Las imágenes se han generado de tal forma que las cámaras están situadas de

forma frontoparalela, es decir, las ĺıneas epipolar son horizontales y el desplazamiento

solo ocurre en la dirección de las x. Es fácil deducir que la matriz fundamental es

igual a

F =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0



En la figura 4.2 se muestran los mapas de disparidad en los dos sentidos y en la

figura 4.3 se muestran las oclusiones también en los dos sentidos.



4.4. IMÁGENES DE PRUEBA 69

Figura 4.2: Disparidad del par estéreo del pasillo: Izquierda, disparidad que se
produce al calcular el flujo de izquierda a derecha del par estéreo en 4.1 y, derecha,
la disparidad en el sentido contrario.

Figura 4.3: Oclusiones del par estéreo del pasillo: mapa de oclusiones que se
producen al calcular las disparidades de izquierda a derecha (imagen de la izquierda)
y en el sentido contrario (imagen de la derecha).
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Figura 4.4: Par estéreo de la pirámide.

Figura 4.5: Disparidad del par estéreo de la pirámide.

Par estéreo de la pirámide

En este par estéreo (figura 4.4) se muestra una pirámide escalonada en la que cada

escalón tiene un nivel de gris distinto.

Las cámaras también están situadas de forma frontoparalela, luego su matriz

fundamental es

F =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0


En la figura 4.5 se muestra la disparidad que se produce al ir en los dos sentidos.

Cada escalón se mueve con respecto a su predecesor una cantidad constante.
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Figura 4.6: Mapa de oclusiones del par estéreo de la pirámide.

Las oclusiones (figura 4.6) que se producen en cada dirección vienen definidas por

franjas verticales a la derecha o a la izquierda dependiendo si el desplazamiento es en

el sentido de la imagen izquierda a la derecha o viceversa.

Pares estéreo aleatorios

En la figura 4.7 se muestra un tipo especial de imágenes estéreo propuestas por

Bela Julesz. En estas imágenes se representa una escena tridimensional con puntos

aleatorios. Con este par estéreo, Julesz quiso demostrar que el sistema visual humano

no necesita formas definidas para detectar una disparidad entre dos imágenes. Para

el ser humano resulta más sencillo detectar la profundidad de una escena en donde

existen formas reconocibles, pero también es capaz de detectarla en escenas como

estas.

Como veremos en las pruebas que expondremos en el caṕıtulo 7, nuestros métodos

son capaces de detectar la disparidad en este tipo de imágenes.

En la figura 4.8 se muestra otra imagen parecida desarrollada por nosotros. Es

una imagen de puntos aleatorios que presenta una disparidad en forma de pirámide

escalonada. El desplazamiento entre los escalones de la pirámide es del orden de tres

pixels entre cada escalón.

4.4.2 Imágenes reales

Las imágenes reales que utilizamos son las de los rostros de Herve, Cyrille, Javier y

Julio, y la biblioteca del INRIA en Sophi-Antipolis.
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Figura 4.7: Par estéreo de Julesz

Figura 4.8: Par estéreo de la pirámide de Julesz.
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Figura 4.9: Par estéreo de Herve:.

Par estéreo de la cara de Herve

Originalmente, esta escena estaba rotada 900 a la derecha, mostrándose su cara en

horizontal. Nosotros aqúı la hemos puesto en vertical, solo a efectos de visualización.

La geometŕıa epipolar está definida por

F =

 1.49318e− 07 3.39847e− 06 −0.00255432
−7.18153e− 06 1.08563e− 06 0.0478208

0.00307686 −0.0475878 1



Esta geometŕıa define ĺıneas epipolares casi horizontales. Las cámaras están situ-

adas en posiciones casi frontoparalelas, con lo que el mapa de disparidad nos da un

buena idea de la profundidad de la escena.

Las matrices de proyección asociadas a las dos cámaras – de la izquierda y de la

derecha respectivamente – son

P̃ =

 0.6917 −0.036930 −0.531179 63.516085
0.196776 1.25842 0.158295 108.349952
0.000424 −0.000075 0.000419 1.0



P̃′ =

 0.768037 −0.04413 −0.417032 154.349277
0.181712 1.245176 0.160536 90.489840
0.000379 −0.000044 0.000470 1.0


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Figura 4.10: Par estéreo de la biblioteca del Inria

Par estéreo de la biblioteca del Inria

En la figura 4.10 mostramos el par estéreo de la biblioteca del INRIA en Sophia-

Antipolis, Niza. En esta podemos ver un edificio, unos coches aparcados, una farola y

algunos arbustos. Si nos fijamos en las ventanas del edificio a la izquierda, vemos que

en una de ellas se produce un cambio importante en el nivel de las intensidades de

grises. Esto se debe probablemente a algún efecto de brillo. Veremos en las pruebas

que esta ventana dará problemas a la hora de captar su disparidad.

La geometŕıa epipolar está definida por

F =

 −1.2283e− 08 1.51231e− 07 9.24541e− 05
−1.45856e− 07 1.86386e− 08 −0.00016238
−8.64161e− 05 0.000150838 0.00292565


Las matrices de proyección asociadas a las dos cámaras – de la izquierda y de la

derecha respectivamente – son

P̃ =

 0.0970209 0.0839468 0.01148 −0.971534
0.0170976 −0.0412608 −0.19218 −0.0243176

9.31884e− 05 −0.000244737 1.77068e− 05 −0.00333367



P̃′ =

 −0.00426314 −0.0033588 −0.000573386 0.0418263
−0.000753117 0.00223661 0.00829619 0.00271194
−3.77021e− 06 1.12864e− 05 −1.72595e− 06 0.000151626



Par estéreo de Cyrille

En la figura 4.11 mostramos el par eséreo de la cara de Cyrille. Este par estéreo

presenta más problemas que el par de Herve, ya que como podemos apreciar en la
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Figura 4.11: Par estéreo de Cyrille

imagen 4.11 las diferencias de niveles de grises entre las distintas regiones es bastante

reducida – en algunas partes se confunde parte de la cara con el fondo – y la rotación

que sufre la cabeza es pronunciada.

La geometŕıa epipolar está definida por

F =

 −0.0395784 0.12248 −340.293
−0.14318 0.0228359 −334.933
382.541 364.789 −13102.9


Las matrices de proyección asociadas a las dos cámaras – de la izquierda y de la

derecha respectivamente – son

P̃ =

 26.2032 −17.2914 0.17349 379.602
2.33914 2.51403 −34.0252 389.735

0.0112432 0.0117628 −5.39616e− 05 1



P̃′ =

 24.7377 −23.2973 −0.271379 399.591
6.41329 6.36073 −35.7191 397.952

0.0150127 0.0104568 0.00235911 1



Par estéreo de la cara de Julio y Javier

Para los métodos del cálculo de la disparidad en color utilizamos las fotos de las

caras de dos investigadores de nuestro grupo (figuras 4.12 y 4.13). En estas imágenes,

hemos cuidado que el fondo fuera bastante homogéneo y hubiese un buen contraste

con respecto a las caras. Las cámaras que utilizamos son dos cámaras del mismo tipo

controladas por un mando de control remoto.
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Figura 4.12: Par estéreo de Julio

Figura 4.13: Par estéreo de Javier
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La geometŕıa epipolar está definida por

F =

 73.872423 84.146983 −1205694.051034
−46.314623 −64.567860 858256.364362

1131211.501774 −849166.861691 59409629.424184



Las matrices de proyección asociadas a las dos cámaras – de la izquierda y de la

derecha respectivamente – son

P̃ =

 1396.52875 −1308.25291 −15.54100 1485116.21910
201.79457 189.23185 −1872.51273 1687977.90930
0.78465 0.61869 0.03940 4103.09720



P̃′ =

 1501.65593 −1101.07980 73.05620 1468058.33906
385.19944 354.19704 −1764.54265 1481735.36465
0.69466 0.69548 0.18373 3953.11964


Estas matrices las obtuvimos por medio de un patrón de cuadros negros sobre

fondo blanco organizados en dos tablas perpendiculars, t́ıpico en el campo de la

calibración de imágenes.
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Caṕıtulo 5

Introducción

En esta parte proponemos una aproximación variacional para la estimación del flu-

jo óptico y del mapa de disparidad utilizando el operador de difusión de Nagel y

Enkelmann [NE86].

En este caṕıtulo mostramos cómo una técnica clásica para la estimación del flujo

óptico por Nagel y Enkelmann [NE86] se puede ver como un método de difusión

anisotrópica temprana en la que se emplea un tensor de difusión. En este trabajo

introducimos tres mejoras sobre la formulación del modelo que:

1. Evitan inconsistencias debidas a la centralización del término de acoplamiento

y del término de regularización en distintas imágenes.

2. Utilizan una técnica de análisis multiescala y multipiramidal desde escalas más

gruesas a escalas más finas para evitar la convergencia hacia mı́nimos locales

irrelevantes.

3. Creamos un nuevo funcional de enerǵıa que es invariante bajo cambios de brillo

lineales1.

Aplicando un método de descenso por gradiente al funcional de enerǵıa resultante,

nos lleva a un sistema de ecuaciones de tipo difusión–reacción. Demostramos que este

sistema tiene una única solución2 bajo suposiciones realistas sobre los datos iniciales,

y presentamos en detalle un esquema numérico eficiente.

Nuestros métodos crean campos de flujo 100% densos sobre el dominio completo

de la imagen, es robusto bajo una amplia variación de parámetros y puede obtener

desplazamientos que están más allá del ĺımite de unos pocos pixels, caracteŕıstico de

muchos métodos diferenciales para el cálculo del flujo óptico. Demostramos que se

1En el apéndice A explicamos los detalles a tener en cuenta para que nuestro método sea invariante
a cambios de brillo lineales

2Esta demostración se desarrolla en el apéndice B
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comporta mejor que los métodos de flujo óptico clásicos 100% densos que se evalúan

en Barron et al. [BFB94].

Una clase importante de métodos para la estimación del flujo óptico son aquellos

que se refieren a métodos diferenciales. Frecuentemente estos se consideran útiles

solo cuando los campos de desplazamiento son pequeños. El objetivo del presente

trabajo es demostrar que la combinación de ideas sobre análisis multiescala lineales

y no lineales nos pueden llevar a métodos diferenciales bien definidos que permiten

recuperar grandes desplazamientos.

Consideramos dos imágenes I1(x, y) e I2(x, y) (definidas R
2 para simplificar la

discusión) que representan dos vistas consecutivas en una secuencia de imágenes.

Bajo la suposición de que dos pixels correspondientes tienen igual nivel de gris, la

determinación del flujo óptico desde I1(x, y) a I2(x, y) se reduce a encontrar una

función �h(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) tal que

I1(x, y) = I2(x + u(x, y), y + v(x, y)),∀(x, y) ∈ R
2 (5.0.1)

Para calcular la ecuación precedente se suele linealizar generando lo que se de-

nomina la restricción de flujo óptico linealizado

I1(x)− I2(x) �
〈
∇I2(x),�h(x)

〉
(5.0.2)

donde x = (x, y). La restricción de flujo óptico linealizado se basa en la suposición

de que los desplazamientos de los objetos, �h(x), son pequeños o que la imagen vaŕıa

lentamente en el espacio. En otros casos, esta linealización no es válida.

Frecuentemente, en vez de la ecuación (5.0.1) se usa la siguiente igualdad

I1(x− u(x, y), y − v(x, y)) = I2(x, y),∀(x, y) ∈ R
2 (5.0.3)

En este caso el desplazamiento está centrado en la imagen I2(x, y).

El cálculo del flujo óptico y de la carta de disparidad son problemas clásicos mal

condicionados en visión por ordenador [BPT88a] y requiere suposiciones adicionales

de regularización. La regularización de Horn y Schunck [HS81] refleja la suposición de

que el campo de flujo óptico vaŕıa de forma suave en el espacio. Sin embargo, ya que

muchas secuencias de imágenes naturales se describen mejor en términos de trozos

de campos de flujo suaves por discontinuidades, se han realizado muchos trabajos de

investigación con el fin de modificar la aproximación de Horn y Schunck para permitir

estos campos de flujos discontinuos, ver [ADK99, BA91, BA96, BFBG93, Coh93,

DKA95, GR96, HB93, KTB96, MP98, NE86, Nes93, PGPO94, Sch94, Wei98b]
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5.1 Aproximación variacional

En la mayoŕıa de los problemas de estimación del flujo bajo una aproximación varia-

cional, se suele proponer una enerǵıa que depende de dos términos

E(�h) = El(�h) + C Er(�h) (5.1.1)

El primer término es el término de ligadura, en el que se minimiza el error dado

por la diferencia de las correspondencias entre ambas imágenes.

El(�h) =

∫
Ω

Θ(�h)dω (5.1.2)

En muchos métodos se supone que se cumple la condición lambertiana y se puede

elegir la ecuación de restricción del flujo óptico, o, en nuestro caso, Θ(�h) = (I1−I2(x+
�h))2. Cuando en las imágenes que estamos tratando no se cumple esta suposición,

entonces se suelen proponer funciones más complejas (ver p.e. [HCF01]) que ayuden

a salvar esta dificultad. Este término nos da un esquema de reacción.

El término de regularidad es el que nos va a permitir imponer restricciones sobre

la continuidad del flujo. Los primeros en proponer un término de este tipo fueron

Horn y Schunck [HS81]

Er(�h) =

∫
Ω

Φ(∇I1,∇�h) dω (5.1.3)

Ejemplos de tipos de funciones Φ(∇I1,∇�h) son las que hemos estudiado en el

caṕıtulo 1 sobre difusión anisótropa. Este término es el que después de minimizar y

obtener las ecuaciones de Euler–Lagrange asociadas, nos da un esquema de difusión

de los tipos vistos en ese caṕıtulo. Nosotros utilizaremos un esquema de difusión que

utiliza un tensor de difusión como el de Nagel–Enkelmann. Tal y como propusimos en

el caṕıtulo sobre difusión anisótropa, este tensor de difusión es muy parecido al que

propusimos con matrices de proyección en direcciones paralelas y perpendiculares al

gradiente de la imagen.

De la enerǵıa propuesta en (5.1.1) y tomando

Θ(�h) = (I1 − I2(x+ �h))2 (5.1.4)

Φ(∇I1,∇�h) = traza (∇�htD(∇I1)∇�h) (5.1.5)
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donde D(∇I1) es un tensor de difusión de los vistos en el caṕıtulo 1, las ecuaciones

de Euler–Lagrange asociadas son de la forma:

0 = C div
(
D(∇I1)∇�h(�x)

)
+
(
I1(�x)− I2(�x + �h(�x))

)
∇I2(�x + �h(�x)) (5.1.6)

Para buscar el mı́nimo a este sistema, aplicamos un método de descenso por

gradiente, haciendo variar el flujo en el tiempo

∂�h

∂t
= C div

(
Φ(‖∇�h‖)∇�h(x)

)
+
(
I1(x)− I2(�x + �h(x))

)
∇I2(x+ �h(x)) (5.1.7)

Más adelante veremos que en el caso del flujo óptico, este es un sistema de ecua-

ciones en EDP, mientras que en el caso del cálculo del mapa de disparidad, gracias a

la parametrización que vimos en el caṕıtulo 3, ésta es una ecuación simple.

En lo que sigue de este caṕıtulo, hablaremos indistintamente de flujo para referirnos

tanto al flujo óptico como el flujo estéreo.

5.2 Modelo propuesto por Nagel y Enkelmann

En 1986 Nagel y Enkelmann [NE86] (ver también [Nag83]) propusieron un método

para el cálculo del flujo óptico que introdućıa una importante mejora. Ellos consid-

eraron el siguiente problema de minimización:

ENE(�h) =

∫
(I1(x− u(x, y), y − v(x, y))− I2(x, y))2 dx+

C

∫
traza

((
∇�hT

)
D (∇I1)

(
∇�h

))
dx (5.2.1)

donde C es una constante positiva yD (∇I1) es una matrix de proyección regularizada

en la dirección perpendicular a ∇I1 (ver caṕıtulo 1 para más detalles):

D (∇I1) =
1

|∇I1|2 + 2λ2

{(
∂I1
∂y

−∂I1
∂x

)(
∂I1
∂y

−∂I1
∂x

)T

+ λ2Id

}
(5.2.2)
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En esta fórmula Id denota la matriz de identidad. La ventaja de este método es

que inhibe la difusión del flujo a través de los contornos de I1 en posiciones donde

|∇I1| 
 λ.

A pesar de este mérito, este método todav́ıa deja lugar para ciertas mejoras:

1. El modelo de Nagel y Enkelmann utiliza un flujo óptico que está centrado en

I2 mientras que la matriz de proyección D, en el término de regularización,

depende de I1. Esta inconsistencia puede crear artefactos para campos de de-

splazamientos grandes.

2. Evitar la linealización de la restricción del flujo óptico tiene como consecuencia

que el funcional de enerǵıa (5.2.1) sea no convexo. En este caso, algunos algorit-

mos populares como los métodos de descenso por gradiente, pueden converger

a mı́nimos locales irrelevantes.

3. Los mı́nimos del funcional de enerǵıa (5.2.1) no son invariantes bajo cambios

de intensidad lineales de las imágenes I1 e I2.

En el documento actual abordaremos estos puntos introduciendo tres mejoras en

el modelo de Nagel-Enkelmann:

1. Diseñamos un funcional de enerǵıa que centra consistentemente tanto la restric-

ción del flujo óptico como el término de regularización en la misma imagen.

2. Conseguimos la convergencia al mı́nimo global de la enerǵıa integrando el método

dentro del marco de un análisis multiescala lineal y, también, de una estrategia

multipiramidal que permiten ir progresando de escalas más amplias a escalas

más finas en pequeños pasos.

3. Introducimos una adaptación de los parámetros C y λ al rango dinámico de las

imágenes tal que el funcional de enerǵıa resultante sea invariante bajo cambios

de brillo lineales3. Esta adaptación es particularmente útil en el contexto de

nuestra estrategia de análisis multiescala que altera el rango dinámico de las

imágenes.

Aplicando un método de descenso por gradiente a nuestro modelo nos lleva a un

sistema de dos ecuaciones ligadas de tipo difusión-reacción, para las que establecemos

la existencia y unicidad de soluciones (ver apéndice B). Además, estas ecuaciones se

3En el apéndice A se explica la manera de que el método sea invariante a los cambios de brillo
lineales
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pueden relacionar con filtros de difusión anisótropos con tensores de difusión. Pre-

sentamos un esquema númerico eficiente que está basado en una discretización im-

pĺıcita por diferencias finitas. Discutimos el papel de los parámetros del modelo y

demostramos que nuestro modelo permite una estimación precisa del campo de flujo

para un amplio rango de parámetros. Esto se hace considerando tanto secuencias de

imágenes sintéticas, para las que se conoce el flujo real, como para secuencias reales.

5.3 Recuperando grandes desplazamientos

Uno de los propósitos de este trabajo es el de estimar el flujo óptico para desplaza-

mientos superiores a unos pocos pixels. La suposición que se hace al establecer la

ecuación de la restricción del flujo óptico (5.0.2) es la de campos de desplazamientos

cortos. Cuando linealizamos la ecuación estamos suponiendo que los desplazamien-

tos de los pixels entre distintas imágenes son pequeños. Si los desplazamientos son

grandes, el desarrollo por series de Taylor no es una buena aproximación a la función

del flujo.

Es por esto que se hace necesario introducir algún mecanismo que supere este

inconveniente. Durante nuestro trabajo, hemos abordado este problema desde dos

puntos de vista: a) siguiendo una estrategia multiescala, en donde se utiliza la teoŕıa

de los análisis multiescala lineales para conseguir un solape entre las regiones más

distantes; b) siguiendo una estrategia multipiramidal, en donde se realizan una serie

de zooms a las imágenes con el fin de aproximar los pixels entre śı.

Ambas estrategias son, en esencia, bastante similares, aunque como ya comentare-

mos, existen diferencias que pueden llevar a soluciones distintas.

A continuación comentamos cada una de las estrategias desarrolladas y hacemos

una comparación final entre las dos:

Estrategia multiescala

El funcional de enerǵıa (5.1.1), con la función Θ vista anteriormente, puede no ser

convexo debido a que el término de acoplamiento no está linealizado. En este caso no

podemos esperar que la solución del sistema de ecuaciones eĺıptico, (5.1.6), sea única.

Como consecuencia, el estado asintótico del sistema parabólico (5.1.7), que se utiliza

para aproximar el flujo, depende de la aproximación inicial. Podemos esperar que el

algoritmo converja a un mı́nimo local del funcional de enerǵıa (5.1.1) que está localiza-

do en la vecindad de la aproximación inicial. Cuando los desplazamientos en la escena

son pequeños, la elección normal es tomar u ≡ v ≡ 0 como inicialización del flujo.

Para campos de desplazamiento grandes, esto podŕıa no funcionar, necesitándose una

mejor aproximación inicial. En este caso introducimos nuestro método en un marco
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multiescala lineal [Iij62, WII99]. Considerando el problema a escalas grandes evita-

mos que el algoritmo converja a mı́nimos locales irrelevantes. La solución a una escala

mayor sirve, luego, como aproximación inicial para resolver el problema a una escala

más fina. La estrategia de concentración por escalas tiene una larga tradición en la

teoŕıa multiescala lineal [Ber87], y a pesar de que algunas cuestiones teóricas quedan

abiertas, no ha perdido su popularidad. Para más detalles sobre la teoŕıa multiescala

consultar [Flo97, Iij73, Iij89, Lin94, SNFE97].

Procedemos de la siguiente manera. Primero, introducimos un factor de escala

lineal en el sistema de EDP parabólico obteniendo

∂�hσ

∂t
= C div

(
D (∇Iσ

1 ) ∇�hσ

)
+
(
Iσ
1 (x)− Iσ

2 (x+ �hσ(x))
)
∇Iσ

2 (x+ �hσ(x)), (5.3.1)

donde Iσ
1 = Gσ ∗ I1, I

σ
2 = Gσ ∗ I2,�hσ(x) = (uσ (�x) , vσ (�x)) , y Gσ ∗ Ij representa la

convolución de la imagen Ij con una Gaussiana de desviación estándar σ.

La convolución con una Gaussiana mezcla la información en las imágenes y nos

permite recuperar una conexión entre los objetos de I1 e I2. En nuestra aplicación, esta

propiedad global caracteŕıstica de la difusión lineal multiescala es muy importante.

Esto lo hace más favorable que los análisis multiescala morfológicos en el sentido de

Alvarez et al. [AGLM93] ya que estos últimos no pueden transportar información

entre objetos topológicamente desconectados.

Empezamos con una escala grande σ0. Luego calculamos el flujo óptico (uσ0 , vσ0)

a escala σ0 como el estado asintótico de la solución del sistema de EDP anterior,

utilizando como dato inicial u ≡ v ≡ 0. Luego, elegimos un número de escalas

σn < σn−1 < ... < σ0, y para cada escala σi calculamos el flujo óptico (uσi
, vσi

) como

el estado asintótico del anterior sistema de EDP con aproximación inicial (uσi−1
, vσi−1

).

El último flujo calculado corresponde a la menor escala σn. De acuerdo con la estrate-

gia de muestro logaŕıtmico en la teoŕıa multiescala lineal [Koe84], elegimos σi = ηiσ0

con un ratio de descenso de η ∈ (0, 1) .

En la figura (5.1) se muestra intuitivamente cuál es el proceso considerando la

estrategia de análisis multiescala. Se establecen las escalas para distintos valores de

σ y luego se empieza de atrás hacia adelante, calculando el flujo en escalas gruesas y

utilizando el resultado en la siguiente escala más fina.

Estrategia multipiramidal

Una de las aproximaciones más utilizadas a la hora de calcular el flujo con grandes

desplazamientos, es la estrategia multipiramidal. Esta estrategia es, en esencia, muy
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Figura 5.1: Estrategia multiescala: A la izquierda se puede ver la secuencia de
imágenes a distintas escalas para la imagen de origen (secuencia de los cuadros) y, a
la derecha, la secuencia para la imagen destino.
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parecida a la propuesta anteriormente. Se establece una secuencia de imágenes a

distintas escalas –en este caso las escalas son los zoom que se le aplican a las imágenes

originales–, luego se calculan soluciones intermedias que nos sirven de aproximaciones

a escalas superiores.

Esta estrategia se ha utilizado frecuentemente en el campo de la estimación de

correspondencias. Algunos trabajos relacionados con esta aproximación son los de

Anandan [Ana89], Battini et al. [BAK91], Enkelmann [Enk88], Glazer [Gla84], Heitz

y Bouthemy [HB93].

El sistema de ecuaciones a resolver es prácticamente igual:

∂�hz

∂t
= C div

(
D (∇Iz

1 ) ∇�hz

)
+
(
Iz
1 (x)− Iz

2 (x+ �hz(x))
)
∇Iz

2 (x+ �hz(x)), (5.3.2)

donde z representa la escala o zoom para el que se calcula la solución del sistema,

I1z = I1(zx), I2z = I2(zx) y �hz(x) = (u(zx), v(zx)).

Al igual que para la estrategia anterior, se establece un proceso por el que dada

una serie de escalas para las imágenes, zi, se calculan soluciones intermedias que nos

sirven de aproximación inicial a las siguientes escalas. Generalmente se suele utilizar

la escala zi = 2zi−1, de forma que una escala superior sea equivalente a realizar un

zoom a la imagen original por una potencia entera de 2. Entonces se eligen valores

de la forma zn > zn−1 > . . . > z1 > z0. Se puede considerar que z0 es la escala para

el tamaño de las imágenes originales. A medida que aumenta la escala disminuye

su tamaño. El efecto que conseguimos con esto es que pixels que están distantes en

imágenes a escalas pequeñas se aproximen en escalas superiores.

El proceso empezaŕıa por la escala superior zn. Empezar por esta escala es equiva-

lente a aplicar a las imágenes un zoom de 2n de la forma Iizn(x) = Ii(2
nx). Resolvemos

el sistema para esta escala y utilizamos la solución obtenida como aproximación inicial

para la siguiente escala. A diferencia de la estrategia anterior, es necesario realizar

un ajuste entre iteración e iteración de forma que se actualicen los tamaños de escalas

consecutivas. Para esto hay que modificar la solución de la forma hzn−1(2x) = hzn(x)

En la figura (5.2) se muestra intuitivamente cuál es el proceso considerando la

estrategia multipiramidal. Se establecen los distintos zoom y luego, empezando desde

las imágenes más pequeñas, se va calculando el flujo que se utiliza en la siguiente

escala aplicando la transformación explicada anteriormente.

Una de las ventajas fundamentales del proceso multipiramidal frente al de mul-

tiescala es su coste computacional. En la aproximación multiescala el proceso se

desarrolla para imágenes cuyas dimensiones son iguales a las originales y el paso de

un escala a otra se realiza de forma suave –el valor de η suele estar próximo a 1 (� 0.9).

El resultado de esto es que se tarda más tiempo en calcular el sistema (5.1.6), y se
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Figura 5.2: Estrategia multipiramidal: A la izquierda se muestra la secuencia de
zooms para la imagen de origen (secuencia de los cuadros) y a la derecha se muestra
la secuencia para la imagen de destino.

necesitan un mayor número de escalas. En la estrategia multipiramidal, a medida que

aumenta zi, disminuye el tamaño de las imágenes y, por tanto, el tiempo necesario

para calcular el sistema. El número de escalas que se establece generalmente para

esta última suele ser bastante reducido –del orden de 2 á 6.

La estrategia multipiramidal es, sin embargo, más sensible a la elección del número

de escalas. Con el análisis multiescala basta seleccionar un σ que alcance el máximo

desplazamiento esperado para poder encontrar con precisión todos los desplazamien-

tos; si, además, el ratio de descenso, η, es lo suficientemente suave, entonces la solución

final será buena.

Con la aproximación piramidal podemos pensar que si realizamos muchos zoom

sobre las imágenes, los pixels estarán lo suficientemente cerca y encontraremos una

buena solución. Esto no siempre es cierto. Aqúı nos encontramos con una mayor

dificultad a la hora de elegir la escala: 1) si el número de zoom es bajo, podemos no

acercar los pixels más alejados y, por lo tanto, no encontrar sus correspondencias, ó

2) si el número es alto, nos podemos encontrar con un problema un poco más sutil.

En este caso, el problema viene dado por el paso de escalas superiores a inferiores.

Este paso, consiste en la trasformación hzn−1(2x) = hzn(x), o lo que es igual a realizar

un zoom inverso. Esto puede dar lugar a que pequeños errores en escalas grandes se

conviertan en grandes errores en escalas más finas y se puedan ir ampliando a medida

que llegamos a tamaños más grandes de imágenes. Este problema es especialmente

importante en zonas homogéneas o zonas con mucha textura, en donde es dif́ıcil
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encontrar la correspondencia más adecuada.

Para evitar esto, no se realizan muchos zoom y en la escala más gruesa se utiliza

un método de correlación para estimar la primera aproximación al flujo.



Caṕıtulo 6

Cálculo del flujo óptico

6.1 Introducción

En este caṕıtulo vamos a proponer una nuevo método para la estimación del flujo

óptico basado en el operador de Nagel–Enkelmann.

Vamos a particularizar el modelo visto en el caṕıtulo anterior para el caso especial

del flujo óptico. Partimos de una enerǵıa a minimizar con un término de ligadura

y otro de regularización del tipo visto en la sección 5.1. En el término de regular-

ización usamos el operador de Nagel–Enkelmann para estimar un flujo continuo por

regiones. Deducimos las ecuaciones de Euler–Lagrange que nos llevan a un sistema

eĺıptico de ecuaciones en derivadas parciales. En este sistema tenemos un esquema de

difusión anisótropo que define el flujo preservando las discontinuidades de la imagen

y regularizando en las zonas homogéneas.

Las imágenes con las que trabajamos son tanto de niveles de grises como en color.

Proponemos un método para estimar el flujo para ambos tipos de imágenes. Las

imágenes en color están definidas por tres canales (RGB) cada una para un color

distinto. El método para el color tiene en cuenta esta información a la hora de

estimar el flujo.

Insertamos nuestro método en una estrategia multiescala y multipiramidal de la

forma vista en la sección 5.3. Esto nos permite estimar desplazamientos que están más

allá de unos pocos pixels. En las pruebas prácticas veremos ejemplos que sobrepasan

los 10 pixels de distancia.

En la sección 6.4 explicamos en detalle los parámetros del método tanto para la

estrategia multiescala como la multipiramidal.

Una vez propuesto el método, y deducidas las ecuaciones en derivadas parciales,

procedemos a resolver el sistema a través de un esquema numérico impĺıcito.

Por último, mostramos algunos resultados numéricos. Comparamos nuestro método

con otros estudiados en [BFB94]. Como veremos, nuestro método supera a todos los

93
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métodos cuyas densidades son del 100%, superando, incluso, a otros cuyas densidades

son muy inferiores.

6.2 Modelo propuesto

6.2.1 Centrado consistente

Hemos visto que en el funcional de enerǵıa (5.2.1) se utiliza un término de acoplamien-

to y uno de regularización que están centrados en imáges distintas. Nuestros experi-

mentos muestran que esta inconsistencia puede llevar a artefactos cuando los campos

de desplazamiento son grandes. Como remedio, consideramos un funcional de enerǵıa

modificado donde tanto el término de acoplamiento como el de regularización están

relacionados con I1 :

E(�h) =

∫
(I1(x, y)− I2(x + u(x, y), y + v(x, y)))2 dx+

C

∫
traza

((
∇�ht

)
D (∇I1)

(
∇�h

))
dx (6.2.1)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas vienen dadas por el sistema de EDP

C div (D (∇Iσ
1 ) ∇uσ) +

(
Iσ
1 (x)− Iσ

2 (x+ �hσ(x))
) ∂Iσ

2

∂x
(x+ �hσ(x)) = 0, (6.2.2)

C div (D (∇Iσ
1 ) ∇vσ) +

(
Iσ
1 (x)− Iσ

2 (x+ �hσ(x))
) ∂Iσ

2

∂y
(x+ �hσ(x)) = 0. (6.2.3)

En este trabajo estamos interesados en las soluciones de las ecuaciones (6.2.2)

y (6.2.3) en el caso de campos de desplazamientos grandes que no tienen porqué

variar suavemente en el espacio. Por lo tanto, no utilizamos una linealización de la

restricción del flujo óptico (5.0.2) en el sistema anterior.
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6.2.2 Relaciones con la difusión anisótropa

Obtenemos la solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.2.2) y (6.2.3) calculando

el estado asintótico (t −→∞) del sistema parabólico

∂uσ

∂t
= C div (D (∇Iσ

1 ) ∇uσ) +
(
Iσ
1 (x)− Iσ

2 (x+ �hσ(x))
) ∂Iσ

2

∂x
(x+ �hσ(�x)), (6.2.4)

∂vσ
∂t

= C div (D (∇Iσ
1 ) ∇vσ) +

(
Iσ
1 (x)− Iσ

2 (x+ �h(x))
) ∂Iσ

2

∂y
(x+ �hσ(�x)). (6.2.5)

Estas ecuaciones también aparecen cuando se aplica el método de descenso por

pasos con el fin de minimizar la enerǵıa (6.2.1).

Curiosamente, este sistema de ecuaciones de difusión-reacción revela un tensor de

difusión que se parece al utilizado en los filtros de difusión anisótropa para el realzado

de contornos. Si analizamos D (∇Iσ
1 ) nos damos cuenta que esta matriz tiene como

autovectores v1 = ∇Iσ
1 y v2 = ∇Iσ,⊥

1 . Los autovalores correspondientes vienen dados

por

λ1 (|∇Iσ
1 |) =

λ2

|∇Iσ
1 |2 + 2λ2

(6.2.6)

λ2 (|∇Iσ
1 |) =

|∇Iσ
1 |2 + λ2

|∇Iσ
1 |2 + 2λ2

(6.2.7)

Observamos que λ1 + λ2 = 1 se cumple independientemente del valor de ∇I1. En

el interior de los objetos tenemos que ∇I1 → 0 y, por lo tanto, λ1 → 1
2

y λ2 → 1
2
. En

contornos ideales donde ∇I1 →∞, se obtiene que λ1 → 0 mientras que λ2 → 1. Por

consiguiente, obtenemos un comportamiento isótropo dentro de las regiones, y en el

contorno de los objetos de la imagen el proceso suaviza anisótropamente a lo largo de

los bordes. Este comportamiento es muy similar a los filtros de difusión anisótropos

para el realzado de contornos [Wei96] y es bastante parecido, en esencia, a la curvatura

media considerado en [ALM92]. En este sentido se puede ver el método de Nagel-

Enkelmann como un predecesor de las técnicas modernas de EDP para restauración

de imágenes.

Debemos observar, sin embargo, una diferencia estructural: Las ecuaciones del

flujo óptico (6.2.4) y (6.2.5) utilizan un tensor de difusión constante temporalmente,

mientras que los tensores de difusión no lineales de los filtros de difusión anisótropos
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son una función de la evolución de la imagen misma. Por tanto, el modelo de Nagel-

Enkelmann es anisótropo y variante en el espacio, pero es lineal en su parte de difusión.

Iijima propuso filtros de difusión anisótropos lineales relacionados en los sesenta y

setenta en el contexto de reconocimiento óptico de caracteres; ver [WII99]. Para un

tratamiento detallado de los filtros de difusión anisótropos consultar [Wei98a], para

una clasificación axiomática de la curvatura media y EDP morfológicas relacionadas

para el análisis de imágenes consultar [AGLM93], y una reciente colección de art́ıculos

acerca de métodos de suavizado de imágenes a través de EDPs [BDH+96, CMSE98,

tHRFKE97, NJOE99]

6.2.3 Modelo para el cálculo del flujo óptico con imágenes en
color

Para el cálculo del flujo óptico con imágenes en color tenemos que tener en cuenta

que las imágenes están formadas por tres canales de intensidades. En nuestro caso,

utilizaremos canales RGB – canal para el color rojo, otro para el verde y otro para

el azul –. Vamos a incorporar esta información al modelo de enerǵıa anterior. La

enerǵıa que proponemos es como sigue:

E(�h) =
3∑

i=0

∫
(I1,i(x, y)− I2,i(x + u(x, y), y + v(x, y)))2 dx+

C

∫
traza

((
∇�ht

)
D (∇I1,max)

(
∇�h

))
dx (6.2.8)

En el término de ligadura incorporamos un sumatorio para tener en cuenta la

información de los tres canales, obteniendo la diferencia entre las intensidades de

los correspondientes canales en las dos imágenes. En el término de regularización

obtenemos una estimación del gradiente de la imagen como el máximo en norma de

los gradientes de cada canal.

∇I1,max = max{∇I1,R,∇I1,G,∇I1,B}

Minimizando obtenemos las ecuaciones de Euler–Lagrange y aplicando un método
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de descenso por gradiente, llegamos al sistema de ecuaciones

∂uσ

∂t
= C div

(
D
(
∇Iσ

1,max

)
∇uσ

)

+
3∑

i=0

(
Iσ
1,i(x)− Iσ

2,i(x+ �hσ(x))
) ∂Iσ

2,i

∂x
(x+ �hσ(x)), (6.2.9)

∂vσ
∂t

= C div
(
D
(
∇Iσ

1,max

)
∇vσ

)

+
3∑

i=0

(
Iσ
1,i(x)− Iσ

2,i(x+ �hσ(x))
) ∂Iσ

2,i

∂y
(x+ �hσ(x)). (6.2.10)

Existen formas más complejas de tratar el problema del color, tal y como se ha

descrito en algunos trabajos sobre restauración y difusión de imágenes [BC98, SR96,

DR01, Wei99]. La forma más sencilla que se podŕıa considerar seŕıa la de calcular

una nueva imagen como la media entre los tres canales y utilizar ésta en todo el

proceso. El inconveniente de ésta es que se pierde información al promediar pudiendo

desaparecer o minimizar el efecto de algunos contornos. La idea de usar el máximo

del gradiente para determinar los contornos es que si el gradiente para un canal es

alto, es probable que este sea el que defina el contorno del objeto, al mismo tiempo

que no se pierde en velocidad de cómputo.

6.3 Esquema numérico

Ahora vamos a describir un algoritmo eficiente para nuestro modelo de flujo óptico.

Discretizamos el sistema parabólico (6.2.4) y (6.2.5) por diferencias finitas [MM94].

Todas las derivadas espaciales se aproximan por diferencias centradas, y para la dis-

cretización en la dirección de t utilizamos un esquema lineal impĺıcito. Supongamos

que D (∇Iσ
1 ) =

(
a b
b c

)
. Entonces nuestro esquema lineal impĺıcito tiene la siguien-

te estructura

uk+1
i,j − uk

i,j

τ
= Tl + Tr
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El primer término es el que corresponde a la parte de ligadura y el segundo al de

regularización. Veamos cada uno por separado.

Tl = I2,x(xi,j + �hk
i,j)

(
I1(xi,j)− I2(xi,j + �hk

i,j)

+ uk
i,jI2,x(xi,j + �hk

i,j) + vk
i,jI2,y(xi,j + �hk

i,j)
)

− uk+1
i,j I2

2,x(xi,j + �hk
i,j)− vk+1

i,j I2,y(xi,j + �hk
i,j) I2,x(xi,j + �hk

i,j), (6.3.1)

Para el término de regularización tenemos en cuenta la discretización de la diver-

gencia que se explica en el apéndice C.

Tr = C

(
ai+1,j + ai,j

2

uk+1
i+1,j − uk+1

i,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

uk+1
i−1,j − uk+1

i,j

h2
1

+
ci,j+1 + ci,j

2

uk+1
i,j+1 − uk+1

i,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

uk+1
i,j−1 − uk+1

i,j

h2
2

+
bi+1,j+1 + bi,j

2

uk+1
i+1,j+1 − uk+1

i,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

uk+1
i−1,j−1 − uk+1

i,j

2h1h2

−bi+1,j−1 + bi,j
2

uk+1
i+1,j−1 − uk+1

i,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

uk+1
i−1,j+1 − uk+1

i,j

2h1h2

)
(6.3.2)

De igual manera desarrollamos el esquema numérico para la componente v

vk+1
i,j − vk

i,j

τ
= Tl + Tr

El término de ligadura,
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Tl = I2,y(xi,j + �hk
i,j)

(
I1(xi,j)− I2(xi,j + �hk

i,j)

+ uk
i,jI2,x(xi,j + �hk

i,j) + vk
i,jI2,y(xi,j + �hk

i,j)
)

− uk+1
i,j I2,x(xi,j + �hk

i,j) I2,y(xi,j + �hk
i,j)− vk+1

i,j I2
2,y(xi,j + �hk

i,j). (6.3.3)

El término de regularización,

Tr = C

(
ai+1,j + ai,j

2

vk+1
i+1,j − vk+1

i,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

vk+1
i−1,j − vk+1

i,j

h2
1

+
ci,j+1 + ci,j

2

vk+1
i,j+1 − vk+1

i,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

vk+1
i,j−1 − vk+1

i,j

h2
2

+
bi+1,j+1 + bi,j

2

vk+1
i+1,j+1 − vk+1

i,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

vk+1
i−1,j−1 − vk+1

i,j

2h1h2

−bi+1,j−1 + bi,j
2

vk+1
i+1,j−1 − vk+1

i,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

vk+1
i−1,j+1 − vk+1

i,j

2h1h2

)

(6.3.4)

Aunque este esquema puede parecer a primera vista un tanto complicado, real-

mente es fácil de implementar. La notación es autoexplicativa: por ejemplo, τ es el

paso temporal, h1 y h2 denotan el tamaño del pixel en la dirección de x e y, respecti-

vamente, uk
i,j aproxima uσ en algún punto de la malla xi,j en el instante kτ , e I1,x es

una aproximación de Gσ ∗ ∂I1
∂x

. Calculamos valores del tipo I2(xi,j + �hk
i,j) a través de

una interpolación lineal.

La idea que reside detrás de estos esquemas impĺıcitos es la de utilizar discretiza-

ciones impĺıcitas con el fin de mejorar las propiedades de estabilidad, aśı como crear

sistemas de ecuaciones lineales. Impĺıcito significa que las variables del instante de

tiempo nuevo aparecen en ambas partes de la ecuación. Para ecuaciones no lineales,

métodos completamente impĺıcitos requerirán una solución computacionalmente cara

de sistemas de ecuaciones no lineales. Los métodos lineales impĺıcitos son computa-

cionalmente más rápidos y se consiguen a través de los desarrollos de Taylor, de
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forma que tales ecuaciones se convierten en lineales. En nuestro caso, conseguimos

esto usando los términos de Taylor de primer orden.

I2(xi,j + �hk+1
i,j ) ≈ I2(xi,j + �hk

i,j)

+ (uk+1
i,j − uk

i,j) I2,x(xi,j + �hk
i,j)

+ (vk+1
i,j − vk

i,j) I2,y(xi,j + �hk
i,j)

en una discretización impĺıcita completa, y discretizando Gσ ∗ ∂I2
∂x

y Gσ ∗ ∂I2
∂y

de forma

expĺıcita. Un análisis consistente demuestra que el esquema precedente es de segundo

orden en el espacio y de primer orden en el tiempo.

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineal resultante de forma iterativa con el

algoritmo de Gauß–Seidel simétrico. Para entender mejor su estructura, supongamos

que queremos resolver un sistema lineal de la forma A�w = �b donde A = D − L − U

y D es una matriz diagonal, L es una matriz triangular inferior, y U una matriz

triangular superior. Entonces las iteraciones del algoritmo de Gauß–Seidel simétrico

vienen dadas por

(D− L) �w(n+1/2) = b+Uw(n),

(D−U) �w(n+1) = b+ Lw(n+1/2)

donde el ı́ndice superior denota la iteración. Los sistemas se resuelven directamente

utilizando eliminaciones directas e inversas, respectivamente.

En una versión anterior de nuestro trabajo [AWS99] estudiamos un esquema ex-

pĺıcito que no requeŕıa resolver sistemas de ecuaciones lineales. La aproximación lineal

impĺıcita que empleamos esta vez, sin embargo, nos ha llevado a acelerar de una a

dos veces la velocidad del algoritmo, ya que permite intervalos de tiempo significati-

vamente más grandes sin crear problemas de estabilidad.

6.4 Parámetros

Nuestro algoritmo para el cálculo del flujo óptico depende de un número de parámetros

que tienen un significado intuitivo:

• El parámetro de regularización C especifica el balance entre el término de

suavizado y la restricción del flujo óptico1. Valores grandes llevan a campos

1En el apéndice A se explica cómo se calcula el parámetro C
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de desplazamiento más suaves, rellenando la información a partir de los con-

tornos de la imagen donde hay una mayor precisión.

• El factor de isotroṕıa s determina el parámetro de contraste λ a través del

histograma acumulativo de las magnitudes de los gradientes de las imágenes2. Si

elegimos s = 0.7 significa que el término de suavizado difumina isotrópicamente

en el 70% de las posiciones en la imagen, mientras que el 30% de las posiciones

se asume que pertenecen a los contornos de la imagen, donde el suavizado se

realiza de forma anisótropa a lo largo de los bordes.

• El intervalo de tiempo τ y el tiempo de parada T para resolver el sistema (5.3.1)

o el sistema (5.3.2) en cada escala σm son parámetros puramente numéricos. En

nuestras experiencias, fijamos τ = 10 y T = 500 y los resultados obtenidos están

suficientemente próximos al estado asintótico. Utilizando valores más pequeños

de τ o mayores para T hacen más lento el algoritmo sin mejorar la calidad de

los campos de flujos.

En estos esquemas σ representa el factor de escala tal y como vimos en la intro-

ducción de esta parte (caṕıtulo 5). Este factor representa, por tanto, la desviación

t́ıpica si consideramos una estrategia multiescala, o el número de zooms si se trata de

una estrategia multipiramidal. Para la primera tenemos los siguientes:

• La escala σ0 denota la desviación estándar de la mayor Gaussiana. En general,

σ0 se elige de acuerdo al máximo desplazamiento esperado.

• El ratio de descenso η ∈ (0, 1) para el cálculo de las escalas σm = ηmσ0. Podemos

esperar una buena concentración si η está cerca de 1.

• La escala más pequeña viene dada por σn. Debe estar cerca de la escala original

de la imagen con el fin de lograr una localización del flujo óptima.

Para la estrategia multipiramidal tenemos únicamente el número de zooms, zi,

que es el que determina cuántos zoom se le van a aplicar a las imágenes originales.

Normalmente este valor suele estar entre 3 y 6 dependiendo del tamaño original. Por

ejemplo, para imágenes del orden de 512 × 512 solemos realizar 4 zooms, mientras

que para imágenes inferiores, 3 zooms suele ser suficiente.

En la próxima sección veremos que los resultados de nuestro método se ven afecta-

dos a penas por una gran variación de los parámetros. Como consecuencia se pueden

utilizar valores por defecto para la mayoŕıa de los parámetros.

2En el apéndice A se explica cómo se calcula el parámetro s
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6.5 Resultados experimentales

Figura 6.1: Cálculo del flujo óptico para las imágenes de los cuadrados con α = 0.6,
s = 0.1, y η = 0.95. (a) Primera fila, par izquierdo: Imágenes originales. (b)
Segunda fila, par izquierdo: Componentes del flujo óptico (u, v) para σ0 = 10.
(c) Tercera fila, par izquierdo: Resultado del flujo óptico después de pasar a la
escala con σ12 = 5.7. (d) Primera fila, par derecho: σ25 = 2.9. (e) Segunda fila,
par derecho: σ37 = 1.4, (f) Tercera fila, par derecho: σ50 = 0.8.

La imagen 6.1 muestra nuestro primer experimento. Utilizamos una imagen

sintética compuesta de cuatro cuadrados negros sobre fondo blanco. Cada cuadrado

se mueve en una dirección distinta y con una magnitud diferente: Sobre la suposición

de que el eje de las x está orientado desde la izquierda a la derecha y que el eje de las

y está orientado desde arriba hacia abajo, el cuadrado superior izquierdo se mueve

con (u, v) = (5, 10), el cuadrado superior derecho se desplaza con (u, v) = (−10, 0),

el cuadrado inferior izquierdo se mueve con (u, v) = (0,−5), y el cuadrado inferior

derecho sufre una traslación de (−10,−10). Con el fin de visualizar el campo de

desplazamiento (u, v) utilizamos dos imágenes de niveles de grises (ugl, vgl) definidas

por ugl = 128+12u y vgl = 128+12v. En la imagen 6.1 nos damos cuenta que el flujo

estimado mejora significativamente gracias a la técnica multiescala desde σ0 = 10 a



6.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES 103

σ50 = 0.8: las discontinuidades del flujo evolucionan y el campo de desplazamiento

aproxima el campo de movimiento verdadero.

Figura 6.2: Izquierda: Error angular medio del cálculo del flujo óptico para los
cuadrados del primer frame de la figura 6.1.Derecha: Error eucĺıdeo medio corre-
spondiente.

Esta observación cualitativa se confirma en las evaluaciones cuantitativas que se

visualizan en la imagen 6.2. La figura de la izquierda muestra el error angular medio

dentro de los cuatro cuadrados del marco. El error angular Ψe se ha calculado de la

misma manera que en Barron et al. [BFB94] usando

Ψe = arccos

(
ucue + vcve + 1√

(u2
c + v2

c + 1)(u2
e + v2

e + 1)

)
(6.5.1)

donde (uc, vc) denota el flujo óptico correcto, y (ue, ve) el flujo estimado. La figura de

la derecha muestra el error eucĺıdeo
√

(ue − uc)2 + (ve − vc)2 promediado sobre los

pixels de los cuatro cuadrados del primer frame.

En ambos casos se puede observar que el error se reduce drásticamente gracias

a la estrategia de análisis multiescala, en donde se van reduciendo las escalas hasta

alcanzar un valor muy pequeño – valor de la σ de la Gaussiana próxima a la escala real

de la imagen. Si se reduce aún más σ nos lleva a un incremento ligero de los errores.

Esto se puede deber a los efectos causados por la discretización y la cuantización.

Sólo evaluamos los errores en el interior de los cuadrados debido a la homogeneidad

del fondo. El flujo no está bien definido en esta zona ya que cualquier desplazamiento

del fondo es compatible con la secuencia de imágenes.

La imagen 6.3 demuestra la importancia de un centrado consistente de los términos

de regularización y ligadura. En este experimento, el término de regularización sigue

al gradiente de I2, mientras que el término de ligadura está centrado en I1 , p.e.
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Figura 6.3: Resultado cuando la restricción del flujo óptico y del término de regu-
larización están centrados en imágenes distintas. Las imágenes y los parámetros son
idénticos a los de la figura 6.1.

Figura 6.4: Ilustración del problema de las oclusiones. Un cuadro se mueve desde I1

a I2. La región sombreada en la imagen I1 no tiene correspondencia en I2.

estamos buscando desplazamientos desde I1 a I2. Debido a que la localización de

los bordes de I1 e I2 difieren para desplazamientos largos, no es sorprendente que el

campo de desplazamiento que respeta las discontinuidades de I2 falle en las posiciones

de los bordes de I1.

Generalmente, cuando un objeto se mueve a través de la secuencia de imágenes,

el fondo se oculta parcialmente. Este problema de oclusiones se ilustra en la figura

6.4. En la dirección del movimiento del objeto una región del fondo queda oculto, de

manera que los puntos de esta región (la zona sombreada de la imagen 6.4) no tienen

correspondencias en I2, y la restricción del flujo óptico ya no es válido. En estas

regiones del fondo aparecen algunas pequeñas inhomogeneidades como se pueden ver

en la figura 6.1. Sin embargo, observamos que el término de regularización de la
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Figura 6.5: Cálculo del flujo óptico para la secuencia del taxi (frames 15 y 19) con
α = 0.6, s = 0.1, σ0 = 10, σn = 0.8, y η = 0.95.

enerǵıa ayuda a reducir tal efecto.

Para el siguiente experimento utilizamos la secuencia clásica del taxi de Ham-

burg. Estos datos están disponibles en el sitio ftp ftp://csd.uwo.ca en el directorio

pub/vision. En lugar de tomar dos frames consecutivos – como generalmente se suele

hacer – consideramos los frames 15 y 19. El coche oscuro de la izquierda crea un

desplazamiento grande de aproximadamente 12 pixels. En las figuras 6.5 y 6.6 pre-

sentamos el flujo calculado. El máximo flujo calculado es de 11.68, que es una buena

aproximación del desplazamiento real del coche oscuro. Es interesante notar que

aunque el movimiento del peatón en la esquina superior derecha de la escena es dif́ıcil

de reconocer en las imágenes 6.5, la imagen vectorial 6.6 muestra que este movimiento

no pasa desapercibido.

En las figuras 6.7 y 6.8 mostramos los resultados de nuestro método para la secuen-

cia de las torres de mármol. Esta secuencia es copyright de H.-H. Nagel (KOGS/IAKS,

Universidad de Karlsruhe, Germany). Ha sido grabada y evaluada por primera vez por

Michael Otte [ON95] y está disponible en http://i21www.ira.uka.de/image sequences.

La secuencia de las torres de mármol describen una escena sintética donde la cámara

se está moviendo. En nuestro experimento tomamos los frames 20 y 25, y utilizamos

los mismos parámetros que para la escena del taxi.

En el siguiente ejemplo realizamos una comparación cuantitativa con las técnicas

de flujo óptico clásicas descritas en el art́ıculo de Barron et al. [BFB94]. Este lo
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Figura 6.6: Vectores del flujo óptico para la figura 6.5.

realizamos utilizando los datos de los desplazamientos correctos aśı como sus utili-

dades de evaluación que están disponibles en el sitio ftp ftp://csd.uwo.ca en el direc-

torio pub/vision. Debeŕıa notarse que los resultados de [BFB94] han sido alcanzados

con secuencias de test donde los desplazamientos son pequeños, mientras que nue-

stro método está diseñado para campos de desplazamientos grandes. Más aún, sus

métodos también utilizan un pre-suavizado en el tiempo lo cual envuelve más de dos

frames en donde nosotros sólo utilizamos dos. A pesar de estas limitaciones vamos a

mostrar que podemos obtener resultados competitivos con nuestro método.

En la comparación, nos centramos en aquellos métodos en [BFB94] que crean cam-

pos de flujo 100% densos. Para muchas tareas tales como la inferencia del movimiento

y de la estructura de superficies esto es una propiedad muy deseable. Métodos lo-

cales que provocan menores densidades pueden tener que ser complementados con

estrategias adicionales para rellenar los lugares donde no hay resultados disponibles.

Su eficacia práctica puede depender considerablemente de este tipo de post-proceso.

Aproximaciones variacionales con términos de regularización no requieren tal post-

proceso ya que automáticamente generan campos de flujo 100% densos.

En las imágenes 6.9 y 6.10 mostramos el flujo óptico calculado para la secuencia del

Cuadrado que muestra un cuadro moviéndose con velocidad (4/3,−4/3). La tabla 6.1

lo compara con los resultados dados en Barron et al. para algunas técnicas clásicas de

flujo óptico que crean campos de flujo 100% densos. Se puede ver que nuestro método

revela errores menores que estos métodos. En particular, esto también demuestra que

nuestras tres modificaciones mejoran sustancialmente el método de Nagel. Mientras

que la implementación del método de Nagel en [BFB94] da un error angular de 34.57◦,
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Figura 6.7: Flujo óptico resultado para la secuencia de las torres de mármol (frames
20 y 25) con α = 0.6, s = 0.1, σ0 = 10, σn = 0.8, y η = 0.95.

nuestro método genera un error de 10.97◦. En este ejemplo Barron et al. asumen

que el fondo se mueve en la misma dirección que el cuadrado. Si embargo, como el

fondo es constante el desplazamiento no está bien definido en esta zona. Si centramos

nuestra atención en el error del flujo óptico calculado dentro del cuadrado, obtenemos

un error angular medio de 0.85. Este muestra que el flujo calculado es muy preciso

dentro del cuadrado.

Vamos a dirigir nuestra atención a la secuencia de pruebas sintética más compleja

realizada por [BFB94], la secuencia de Yosemite con el cielo nublado. Contiene de-

splazamientos de hasta cinco pixels. Los resultados de nuestro flujo óptico se muestran

en las imágenes 6.11 y 6.12, y una comparación con otros métodos se puede encontrar

en la tabla 6.2. De nuevo, nuestra técnica mejora todos los métodos propuestos en

[BFB94] en los cuales los campos de flujo son del 100% densos. Con un error angular

de 5.53◦ incluso alcanza la calidad de estimación de métodos con densidades entorno

al 30%, y la desviación estándard de 7.40◦ es más pequeña que la desviación estándard

de todos los métodos que han sido evaluados en [BFB94]: el mejor método (Lucas

y Kanade con λ2 ≥ 5.0) teńıa un error angular medio de 3.22◦ con una desviación

estándard de 8.92◦ y una densidad de solo el 8.7%.
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Figura 6.8: Vectores del flujo óptico para la figura 6.7.

Con el fin de evaluar la robustez de nuestro algoritmo con respecto a la elección

de parámetros, presentamos en la tabla 6.3 los errores para la secuencia de Yosemite

tomando diferente valores para los parámetros. Para simplificar la presentación, fi-

jamos la escala más fina a σn = 1, y como parámetros numéricos utilizamos τ = 10

y T = 500. Estos parámetros son casi independientes de la imagen y pueden, por lo

tanto, ser colocados a valores por defecto. Por esto, variamos solo los parámetros α,

s, η y σ0 en la tabla 6.3.

Antes que nada, se puede apreciar que nuestro método supera a todos los métodos

en [BFB94] con densidad del 100% no solo en el caso de parámetros óptimos sino

también para un amplio rango de valores. Estudiemos ahora la influencia de los

parámetros con más detenimiento.

Una observación importante a partir de la tabla 6.3 es que el ratio de descenso η

tiene una influencia importante en el resultado: Valores cercanos a 0.5, tales como

se suelen utilizar de forma impĺıcita en los algoritmos t́ıpicos piramidales, no son

óptimos. Un enfoque lento con η = 0.95 da resultados significativamente mejores.

Nuestra experiencia con otras imágenes nos sugiere que η se puede fijar a este valor

para todas las aplicaciones.

Si se elige un valor demasiado pequeño para el factor de isotroṕıa s no se empeoran
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Figura 6.9: Cálculo del flujo óptico para la secuencia del Cuadrado con α = 0.6,
s = 0.1, σ0 = 10, σn = 1, y η = 0.95.

mucho los resultados, mientras que para valores más grandes el término de suavizado

se convierte en isótropo en casi todos sitios y aproxima el esquema de Horn and

Schunck [HS81]. Con el fin de evitar resultados deteriorados, proponemos fijar s = 0.1,

que significa que el método suaviza anisótropamente en un 90% de las localizaciones.

Si observamos el parámetro de suavizado α, nuestro método parece ser bastante

robusto frente a sobre y subestimaciones. Por lo tanto hemos utilizado un valor fijo

de 0.6 para todos los experimentos.

Tal y como se mencionó anteriormente, la escala inicial σ0 se debeŕıa elegir de

forma que se cubra el desplazamiento más largo esperado. Encontramos que las

sobrestimaciones son menos cŕıticas que las subestimaciones. Esto también confirma

la utilización de la estrategia multiescala. Valores muy pequeños incrementan el

peligro de acabar en un mı́nimo local irrelevante. Realmente, σ0 era básicamente el

único parámetro que teńıamos que adaptar con el fin de analizar diferentes secuencias

de imágenes. Debido a que su interpretación f́ısica es clara, esta adaptación era simple.
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Figura 6.10: Vectores del flujo óptico para la figura 6.9.

Resultados experimentales para imágenes en color

En esta prueba hemos utilizado la secuencia del cubo (ver figura 2.14). En la figura

6.13 se muestra el resultado del flujo en niveles de grises. Como se puede ver, el

desplazamiento en x (imagen inferior izquierda) es positivo en una mitad del cilindro

y negativo en la otra, al igual que pasa en la otra dirección.

En esta prueba hemos utilizado la estrategia multipiramidal. Los parámetros

utilizados son α = 1.0, s = 0.5, T = 500, dt = 10 y el número de zooms 3. El tamaño

original de estas imágenes es de 256 × 256, con lo que la escala inicial implica un

tamaño de 16× 16.

Como vemos en la figura 6.14 se ha detectado bastante bien el efecto de la rotación.

Efectivamente, la rotación es en el sentido contrario a las agujas del reloj y centrado

en la base del cilindro.



6.5. RESULTADOS EXPERIMENTALES 111

Tabla 6.1: Comparación con los resultados de los métodos en [BFB94] 100% densos
y nuestro método para la secuencia del Cuadrado.

Técnica Error medio Desviación Estándar Densidad
Horn and Schunck (original) 47.21◦ 14.60◦ 100%
Horn and Schunck (modificado) 32.81◦ 13.67◦ 100%
Nagel 34.57◦ 14.38◦ 100%
Anandan (sin umbral) 31.46◦ 18.31◦ 100%
Singh (paso 1) 49.03◦ 21.38◦ 100%
Singh (paso 2) 46.12◦ 18.64◦ 100%
nuestro método 10.97◦ 9.60◦ 100%

Tabla 6.2: Comparación con los resultados de los métodos en [BFB94] 100% densos
y nuestro método para la secuencia de Yosemite.

Técnica Error medio Desviación Estándar Densidad
Horn and Schunck (original) 31.69◦ 31.18◦ 100%
Horn and Schunck (modificado) 9.78◦ 16.19◦ 100%
Nagel 10.22◦ 16.51◦ 100%
Anandan (sin umbral) 13.36◦ 15.64◦ 100%
Uras et al. (sin umbral) 8.94◦ 15.61◦ 100%
Singh (paso 2) 10.03◦ 13.13◦ 100%
nuestro método 5.53◦ 7.40◦ 100%
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Figura 6.11: Cálculo del flujo óptico para la secuencia de Yosemite con α = 0.6,
s = 0.1, σ0 = 5, σn = 1, y η = 0.95.

Figura 6.12: Vectores del flujo óptico para la figura 6.11.
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Tabla 6.3: Errores para la secuencia de Yosemite utilizando diferentes parámetros del
algoritmo

regultariz. escal.inic. fact.isotr. ratio descenso error angul. desv. estánd.
α σ0 s η

0.4 5 0.1 0.90 5.61◦ 7.46◦

0.5 ” ” ” 5.57◦ 7.41◦

0.6 ” ” ” 5.55◦ 7.37◦

0.7 ” ” ” 5.56◦ 7.33◦

1.0 ” ” ” 5.69◦ 7.24◦

0.6 1 0.1 0.90 16.83◦ 15.23◦

” 2.5 ” ” 5.92◦ 7.31◦

” 5 ” ” 5.55◦ 7.37◦

” 10 ” ” 5.54◦ 7.37◦

” 15 ” ” 5.81◦ 8.45◦

0.6 5 0.01 0.90 5.70◦ 7.92
” ” 0.1 ” 5.55◦ 7.37◦

” ” 0.2 ” 5.70◦ 7.31◦

” ” 0.5 ” 6.38◦ 8.14◦

” ” 0.8 ” 7.31◦ 9.76◦

” ” 0.9 ” 7.64◦ 10.37◦

” ” 0.99 ” 8.04◦ 11.21◦

0.6 5 0.1 0.50 7.25◦ 7.58◦

” ” ” 0.70 6.14◦ 7.36◦

” ” ” 0.80 5.75◦ 7.33◦

” ” ” 0.95 5.53◦ 7.40◦

” ” ” 0.99 5.56◦ 7.45◦
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Figura 6.13: Cálculo del flujo óptico para la secuencia del cubo (frames 3 y 5) con
α = 1.0, s = 0.5 y zoom = 3.
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Figura 6.14: Vectores del flujo óptico para la figura 6.13.



Caṕıtulo 7

Cálculo de la carta de disparidad

7.1 Introducción

En este trabajo presentamos un método para la estimación de mapas de disparidad

densos basado en una aproximación por enerǵıa. En este método trabajamos con

dos imágenes estéreo para las cuales proponemos un método que preserva las dis-

continuidades producidas por los contornos de la imagen. Primero derivamos una

expresión simplificada de la disparidad que nos permite estimarla fácilmente a partir

de un par estéreo de imágenes utilizando un método de minimización por enerǵıa.

Suponemos que la geometŕıa epipolar es conocida e introducimos esta información

en el modelo de enerǵıa. Se preservan las discontinuidades a través de un término

de regularización basado en el operador de Nagel-Enkelmann. Deducimos las ecua-

ciones de Euler-Lagrange para el funcional de enerǵıa y aproximamos la solución de

la EDP resultante utilizando un método de descenso por gradiente. Con el fin de

evitar que el proceso quede atrapado en mı́nimos locales irrelevantes a través de las

iteraciones, utilizamos una estrategia de enfoque basado en la técnica de multiescala

lineal y una estrategia piramidal. Demostramos la existencia y unicidad del sistema

de EDP parabólica en el apéndice B. Presentamos algunos resultados sobre imágenes

reales y sintéticas que muestran la capacidad de este método de EDP y multiescala.

Presentamos una aproximación variacional para el cálculo de mapas de disparidad

densos a partir de dos imágenes estéreo calibradas de forma débil. Para resolver

este problema, primero hacemos uso de la matriz fundamental (ver Faugeras 1993

[Fau93]) para derivar las ecuaciones que relacionan dos pixels correspondientes en las

dos vistas, y luego combinamos herramientas de regularización y análisis multiescala

para estimar iterativa y jerárquicamente el mapa de disparidad. La solución que

se obtiene a una escala grande se utiliza para restringir la búsqueda en escalas más

finas. Minimizamos un término de enerǵıa que tiene en cuenta las restricción de las

ĺıneas epipolares aśı como la información de los contornos a través de un término de

117
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regularización apropiado.

El método que presentamos aqúı, es un método basado en enerǵıa, y se puede

presentar como una generalización del método presentado en [RD96] para el caso de

calibración débil, con las siguientes originalidades:

• Como ya se ha dicho, el método presentado en este art́ıculo considera un sistema

estéreo calibrado de forma débil, (el sistema no está calibrado como en [RD96]),

y solo se conoce la matriz fundamental. Los parámetros intŕınsecos y extŕınsecos

no se conocen.

• Consecuentemente, se calcula una clase de profundidad proyectiva relacionada

con la bien conocida medida de disparidad. En [RD96] los autores estiman

directamente la información de profundidad. No tenemos que tratar con ningún

proceso intermedio como el de rectificación [AH88, PKG99, RMC97, ZF94]. La

información de la profundidad proyectiva se expresa directamente como una

función m→ D(m) del punto de la imagen.

• Este método aborda el problema de determinar con precisión el mapa de dis-

paridad denso mientras que suaviza y regulariza este mapa de disparidad a lo

largo de los contornos de la imagen de niveles de grises e inhibe el suaviza-

do a través de las discontinuidades de la imagen. En [RD96] el proceso de

regularización se lleva a cabo con el fin de inhibir el suavizado del mapa de

profundidad a través de las discontinuidades de la profundidad. Por otro lado,

en S(Z) la conservación de las discontinuidades de la profundidad Z se ob-

tiene por un operador de difusión no lineal asociado a la función Φ, mientras

que en nuestro método, la conservación de las discontinuidades en el mapa de

disparidad se obtiene utilizando un operador lineal anisótropo que nos permite

desarrollar discontinuidades en el mapa de disparidad a través de los bordes

de la imagen I1. Esto se logra considerando el término de regularización de

Nagel-Enkelmann que ya ha demostrado ser muy útil en la estimación del flujo

óptico [AWS99, NE86].

• Otro punto importante está relacionado con la forma en que se procede para

evitar converger a mı́nimos locales irrelevantes. Se utiliza una estrategia de

enfoque multiescala lineal, en el que se introduce nuestro método, al igual que se

ha aplicado de forma exitosa en la estimación del flujo óptico [AWS99, AWS00].

Esto también relaciona nuestro trabajo con métodos estéro que utilizan análisis

multiescala lineales tales como [JM92, Lin98, ND95, NMN+99].

• Finalmente, con el objetivo de mostrar que nuestro método lleva a un concepto

matemáticamente correcto, demostramos la existencia y unicidad de la solución
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de la ecuación parabólica que gobierna nuestro método.

El trabajo está organizado de la siguiente manera: En la sección 7.2, presenta-

mos el formalismo del proceso de puesta en correspondencia y comentamos todas

las caracteŕısticas relevantes de nuestro modelo. En la sección 7.3 comentamos los

aspectos numéricos del algoritmo, y en la sección 7.4 presentamos algunos resultados

experimentales.

7.2 Modelo propuesto

7.2.1 El funcional de enerǵıa

Con el fin de estimar λ(x, y) se puede proceder de manera clásica e intentar recuperar

esta información importante utilizando un esquema simple de correlación. Desafortu-

nadamente, esta solución no nos dará una solución correcta y precisa, en particular en

las regiones donde el mapa de disparidad puede presentar algunas discontinuidades,

como suele ser el caso próximo a los contornos de los objetos de la imagen. Es bien

conocido que el mapa de disparidad que se obtiene utilizando este método clásico,

tiende a suavizar mucho a través de los contornos de las imágenes. La idea que nos

gustaŕıa formalizar y desarrollar aqúı es la de estimar la función λ(x, y) tal que sea

suave solo a lo largo de los contornos de la imagen y no a través de ellos. Esto nos

lleva a considerar la minimización del siguiente funcional de enerǵıa:

E(λ) =

∫
Ω

(I1(x, y) − I2(x + u(λ(x, y)), y + v(λ(x, y))))2 dx dy

+ C

∫
Ω

Φ (∇I1,∇λ) dx dy (7.2.1)

donde Ω es la dominio de la imagen, C es una constante positiva, y Φ(∇I1,∇λ)

determina el término de regularización. Se han estudiado distintos tipos de términos

de regularización tal y como se ilustra en la tabla 7.1.

En todos estos modelos excepto en la regularización de Tikhonov, la idea subya-

cente es la de preservar las discontinuidades de la función en la regularización. Sin

embargo, solo el modelo de Nagel y Enkelmann, propuesto en el contexto de la teoŕıa

de la estimación del flujo óptico [Nag83, NE86], procede a regularizar la solución a

través de la información de los niveles de grises. Utilizan una matriz de proyección

regularizada en la dirección perpendicular al ∇I1:
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D (∇I1) =
1

|∇I1|2 + 2ν2

{[
∂I1
∂y

−∂I1
∂x

] [
∂I1
∂y

−∂I1
∂x

]t

+ ν2Id

}
. (7.2.2)

En esta formulación, Id denota la matriz identidad. Ya que estamos interesados

en estimar el mapa de disparidad discontinuo de acuerdo a la información de los

niveles de grises, centraremos nuestra atención en el método de Nagel y Enkelmann,

primero, debido a su simplicidad, ya que el operador diferencial de segundo orden es

lineal, y segundo, ya que este método ha demostrado su eficacia numerosas veces en

el contexto de la estimación del flujo óptico [AWS99, AWS00, BFB94, Enk88, Nag83,

Nag87, NE86, Sch91a, Sny91].

Mencionamos aqúı la relación que existe entre la aproximación que proponemos en

este art́ıculo y el propuesto en [RD96] dentro del marco estéreo. Una aplicación sen-

cilla de la idea en [RD96] resulta de seleccionar un término de regularización que tiene

en cuenta las discontinuidades dentro del mapa de disparidad. Selecciona un término

de regularización como Φ(|∇λ|) donde Φ es una función especial diseñada para preser-

var las discontinuidades (como la propuesta por Charbonnier et al. [CBFAB94]; ver

también [DF95]). Tal y como ya hab́ıamos mencionado, esta elección no tiene en

cuenta la información de los contornos de la imagen que puede ser relevante en nues-

tra aplicación. Otra solución interesante podŕıa ser la de considerar un término de

regularización Φ((∇λ)T D (∇I1)∇λ) con la misma función Φ.

7.2.2 Minimizando la enerǵıa

Teniendo en cuenta la pararmetrización del flujo visto en el caṕıtulo 3 sobre geometŕıa

epipolar, y con el fin de minimizar el funcional de enerǵıa, resolvemos su ecuación de

Euler-Lagrange asociada,

Tabla 7.1: Algunas regularizaciones utilizadas en proceso de imágenes y visión por
ordenador.

Authors Φ (∇I1,∇λ)

Tikhonov [TA77] |∇λ|2

Perona y Malik [PM90] −k2

2
e−(|∇λ|/k)2

Geman y Reynolds [GR92] (|∇λ|/k)2

1+(|∇λ|/k)2

Rudin et al. [ROF92] |∇λ|
Charbonnier et al. [CBFAB94] k2

√
1 + (|∇λ| /k)2

Nagel y Enkelmann [NE86] (∇λ)T D (∇I1)∇λ
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C div (D (∇Iσ
1 ) ∇λσ)+

(
I1(x)− Iσ λσ

2 (x)
) a

(
∂Iσ

2

∂y

)λσ

(x)− b
(

∂Iσ
2

∂x

)λσ

(x)
√

a2 + b2
= 0, (7.2.3)

donde

x = (x, y)t, (7.2.4)

Iσ λσ
2 (x) = Iσ

2 (x+ �h(λσ(x))), (7.2.5)

(
∂Iσ

2

∂x

)λσ

(x) =
∂Iσ

2

∂x
(x+ �h(λσ(x))), (7.2.6)

(
∂Iσ

2

∂y

)λσ

(x) =
∂Iσ

2

∂y
(x+ �h(λσ(x))). (7.2.7)

Obtenemos la solución a la ecuación anterior calculando el estado asintótico (t→
∞) de la ecuación parabólica

∂λσ

∂t
= C div (D (∇Iσ

1 ) ∇λσ) +
(
Iσ
1 (x)− Iσ λσ

2 (x)
) a

(
∂Iσ

2

∂y

)λσ

(x)− b
(

∂Iσ
2

∂x

)λσ

(x)
√

a2 + b2
.

(7.2.8)

Observamos que en este método de difusión-reacción la matriz D(∇Iσ
1 ) juega un

papel de tensor de difusión. Sus autovectores son v1 = ∇Iσ
1 y v2 = ∇Iσ⊥

1 y los

autovalores correspondientes vienen dados por

λ1(|∇Iσ
1 |) =

ν2

|∇Iσ
1 |2 + 2ν2

, (7.2.9)

λ2(|∇Iσ
1 |) =

|∇Iσ
1 |2 + ν2

|∇Iσ
1 |2 + 2ν2

. (7.2.10)

En el interior de los objetos tenemos que |∇Iσ
1 | → 0 y por lo tanto λ1 → 1/2 y

λ2 → 1/2 En bordes ideales donde |∇Iσ
1 | → ∞ obtenemos que λ1 → 0 y λ2 → 1. Por
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lo tanto, tenemos un comportamiento isótropo dentro de las regiones, y en el contorno

de las imágenes el proceso suaviza de forma anisótropa a lo largo de los bordes. Este

comportamiento es similar al filtrado por difusión anisótropa en el realce de contornos

[Wei96, Wei98a], y también está muy próximo en esencia a la evolución por curvatura

media considerada en [ALM92].

7.2.3 Modelo para el cálculo de la carta de disparidad con
imágenes en color

Para el cálculo de la carta de disparidad con imágenes en color tenemos que tener en

cuenta que las imágenes están formadas por tres canales de intensidades. En nuestro

caso, utilizaremos canales RGB – canal para el color rojo, otro para el verde y otro

para el azul –. Vamos a incorporar esta información al modelo de enerǵıa anterior.

La enerǵıa que proponemos es como sigue:

E(λ) =
3∑

i=0

∫
Ω

(
I1,i(x, y) − I2,i(x+ �h(λ(x)))

)2

dx

+ C

∫
Ω

Φ (∇I1,max,∇λ) dx (7.2.11)

En el término de ligadura incorporamos un sumatorio para tener en cuenta la

información de los tres canales, obteniendo la diferencia entre las intensidades de

los correspondientes canales en las dos imágenes. En el término de regularización

obtenemos una estimación del gradiente de la imagen como el máximo en norma de

los gradientes de cada canal.

∇I1,max = max{∇I1,R,∇I1,G,∇I1,B}

Minimizando obtenemos las ecuaciones de Euler–Lagrange y aplicando un método

de descenso por gradiente, llegamos a la ecuación en EDP

∂λ

∂t
= C div

(
D
(
∇Iσ

1,max

)
∇λ

)

+
3∑

i=0

(
Iσ
1,i − Iσ

2,i(x+ �h(λ))
) a

(
∂Iσ

2,i

∂y

)λ

(x)− b
(

∂Iσ
2,i

∂x

)λ

(x)
√

a2 + b2
(7.2.12)
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7.3 Esquema numérico

Ahora vamos a describir un algoritmo eficiente para nuestro método. Discretizamos la

ecuación parabólica (7.2.8) por diferencias finitas1 (ver [MM94] para una introducción

a este tema). Todas las derivadas espaciales se aproximan por diferencias centradas,

y para la discretización en la dirección de t utilizamos un esquema lineal impĺıcito.

Sea D(∇Iσ
1 ) =

(
d
f

f
e

)
. Entonces nuestro esquema lineal impĺıcito tiene la estructura

λk+1
i,j − λk

i,j

τ
= C

(
di+1,j + di,j

2

λk+1
i+1,j − λk+1

i,j

h2
1

+
di−1,j + di,j

2

λk+1
i−1,j − λk+1

i,j

h2
1

+
fi,j+1 + fi,j

2

λk+1
i,j+1 − λk+1

i,j

h2
2

+
fi,j−1 + fi,j

2

λk+1
i,j−1 − λk+1

i,j

h2
2

+
ei+1,j+1 + ei,j

2

λk+1
i+1,j+1 − λk+1

i,j

2h1h2

+
ei−1,j−1 + ei,j

2

λk+1
i−1,j−1 − λk+1

i,j

2h1h2

− ei+1,j−1 + ei,j
2

λk+1
i+1,j−1 − λk+1

i,j

2h1h2

− ei−1,j+1 + ei,j
2

λk+1
i−1,j+1 − λk+1

i,j

2h1h2

)

+

I1(xi,j)− I
λk

i,j

2 (xi,j)−
λk+1
i,j − λk

i,j√
a2
i,j + b2

i,j

(
ai,jI

λk
i,j

2,y (xi,j)− bi,jI
λk

i,j

2,x (xi,j)
)

·
ai,jI

λk
i,j

2,y (xi,j)− bi,jI
λk

i,j

2,x (xi,j)√
a2
i,j + b2

i,j

(7.3.1)

donde τ es el paso en el tiempo, h1 y h2 denotan el tamaño del pixel en la dirección de

x e y, respectivamente, λk
i,j aproxima λσ en algún punto de la malla xi,j en el instante

kτ , e I
λk

i,j

2,x (xi,j) es una aproximación de
∂Iσ,λ

2

∂x
(xi,j, kτ). Calculamos valores fuera de los

puntos por interpolación lineal, y resolvemos el sistema de ecuaciones lineal resultante

iterativamente a través del algoritmo iterativo de Gauß–Seidel simétrico [AWS00].

1Ver apéndice C sobre discretización del gradiente y de la divergencia
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El esquema lineal impĺıcito ofrece la ventaja de poder utilizar intervalos de tiempo

más grandes con el fin de acelerar la convergencia a un estado estable. Utilizamos

como paso τ = 10 y detenemos el proceso después de 50 iteraciones.

7.4 Resultados experimentales

7.4.1 Imágenes sintéticas

Par estéreo del pasillo

En nuestro primer experimento utilizamos un par estéreo sintético clásico donde se

conoce la disparidad exacta. En este caso las ĺıneas epipolares son paralelas al eje

horizontal y la matriz fundamental F está dada por

F =

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0


Calculamos el error como el promedio de los valores absolutos de la diferencia entre

la disparidad calculada y la disparidad exacta. No tenemos en cuenta una franja de

15 pixels del contorno de la imagen para evitar su influencia en los cálculos de los

errores.

Comparamos nuestro método con una versión mejorada de la técnica de correlación

clásica, donde usamos algunas técnicas de interpolación para conseguir precisión sub-

pixel aśı como una carta de disparidad del 100%. Con esta técnica de correlación

encontramos que el mejor tamaño para la ventana es de 23 × 23. Para este tamaño

de ventana el error es de 0.4978.

La tabla 7.2 muestra los resultados obtenidos utilizando nuestro método para

diferentes configuraciones de parámetros, y en la figura 7.1 presentamos el mejor

resultado que obtuvimos con nuestro método. Tiene un error medio de 0.2639. La

tabla 7.2 muestra también que nuestro método es más robusto con respecto a la

elección de los parámetros. En realidad, en la mayoŕıa de los casos los resultados son

mejores que para el método de correlación con el tamaño de ventana óptimo.

Par estéreo de imágenes con puntos aleatorios

En las próximas pruebas utilizamos imágenes de puntos aleatorios para probar el

método. La disparidad que existe para el ejemplo de Julesz (figura 7.2) es, como se

puede ver, una especie de e que se desplaza con un flujo constante de 2 con respecto

al fondo de una imagen a la otra.
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Tabla 7.2: Resultado de nuestro método aplicado al par estéreo de la figura 7.1.
σ0 σn α λ0 s η Error medio
7 0.8 0.5 −3 0.15 0.95 0.26
10 0.8 0.5 −3 0.15 0.95 0.36
4 ” ” ” ” ” 3.23
7 1.0 0.5 −3 0.15 0.95 0.27
” 0.6 ” ” ” ” 0.28
7 0.8 0.6 −3 0.15 0.95 0.27
” ” 0.4 ” ” ” 4.49
7 0.8 0.5 −1 0.15 0.95 0.28
” ” ” −5 ” ” 0.58
7 0.8 0.5 −3 0.10 0.95 0.30
” ” ” ” 0.20 ” 0.30
7 0.8 0.5 −3 0.15 0.99 0.30
” ” ” ” ” 0.90 0.33

El resultado de la correlación es bastante exacto en gran parte de la imagen,

aunque en la zona de los bordes se ven muchos grupos de manchas erróneas. Con

nuestro método desaparecen prácticamente todas estas manchas, aunque se suaviza

un poco más el resultado.

En la figura 7.3 se muestra otro ejemplo de imágenes de puntos aleatorios en

las que la disparidad viene representada por una pirámide escalonada. Se repite

el mismo efecto que para el ejemplo anterior en el que la correlación no es capaz

de encontrar correspondencias en muchas zonas (más que en el anterior) y nuestro

método encuentra una solución densa aunque un poco más regularizada.

7.4.2 Imágenes reales

Par estéreo de Hervé

En el siguiente experimento utilizamos un par estéreo real obtenido a partir del web

site del INRIA http://www-sop.inria.fr/robotvis/demo. En este caso las ĺıneas epipo-

lares no son paralelas al eje horizontal, y la matriz fundamental viene dada por

F =

 0.000000149 0.00000340 −0.0026
−0.00000718 0.00000109 0.048

0.0031 −0.048 1



En la imagen 7.4 presentamos la disparidad calculada (
√

u2 + v2) usando el método
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Figura 7.1: De izquierda a derecha y de arriba abajo: el par estéreo original,la carta
de disparidad calculada utilizando una ventana de correlación de 23× 23, y la carta
de disparidad obtenido con nuestro método.

de correlación aśı como nuestro método con la técnica de correlación como inicial-

ización. La figura 7.5 muestra alguna vistas de la reconstrucción 3-D de la cara en el

par estéreo, haciendo uso de la carta de disparidad obtenido por nuestro método. La

reconstrucción parece muy realista.

Par estéreo de la Biblioteca del Inria

En la figura 7.6 mostramos un experimento con la biblioteca del INRIA en Sophia–

Antipolis. En ésta se muestra en la parte superior el par estéreo y en la parte inferior

el resultado que se obtiene de la correlación a la izquierda y aplicando nuestro método

a la derecha. A diferencia con el ejemplo visto anteriormente, la geometŕıa epipolar

hace que sea más dif́ıcil apreciar a través de la carta de disparidad la profundidad

real de la escena.
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Figura 7.2: Arriba: El par estéreo original. Abajo izquierda: La carta de disparidadd
calculada utilizando una ventana de correlación de 3 × 3. Abajo derecha: Nuestro
método (α = 1, s = 0.5, zoom = 3) empezando desde u ≡ v ≡ 0.
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Figura 7.3: Arriba: El par estéreo original. Abajo izquierda: La carta de disparidadd
calculada utilizando una ventana de correlación de 4 × 4. Abajo derecha: Nuestro
método (α = 0.3, s = 0.5, zoom = 3) empezando desde u ≡ v ≡ 0.
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Figura 7.4: Arriba: El par estéreo original. Abajo izquierda: La carta de disparidadd
calculada utilizando una ventana de correlación de 13× 13. Abajo derecha: Nuestro
método (σ0 = 7, σn = 0.8, α = 1, s = 0.5, η = 0.95), con el resultado de la correlación
como inicialización.
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Figura 7.5: Cuatro vistas de la reconstrucción 3-D del par estéreo de la figura 7.4,
utilizando la carta de disparidad obtenida por nuestro método.

Si nos fijamos en la ventana del edificio que está más a la izquierda, vemos que

no se obtiene una buena disparidad. Esto se debe a que hay un cambio de brillo

importante, haciendo que las intensidades en las dos imágenes no sean iguales, no

cumpliéndose la suposición lambertiana.

En la figura 7.7 mostramos cuatro vistas de la reconstrucción de la biblioteca.

Como vemos, se capta perfectamente la profundidad de los distintos objetos (coches,

edificio, farola), además de conseguir que los ángulos que forman las paredes del

edificio sean prácticamente perpendiculares.

Par estéreo de Cyrille

En la imagen 7.8 presentamos un experimento con otro par estéreo del INRIA. Tam-

bién representa la cara de un ser humano, pero la geometŕıa epipolar difiere bastante

del ejemplo de Hervé. Sin embargo, como se puede ver en la figura 7.9, también en
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Figura 7.6: Arriba: El par estéreo original. Abajo izquierda: La carta de disparidad
calculada utilizando una ventana de correlación de 13× 13. Abajo derecha: Nuestro
método (α = 0.3, s = 0.5, zoom = 3) empezando desde u ≡ v ≡ 0.

Figura 7.7: Cuatro vistas de la reconstrucción 3-D del par estéreo de la figura 7.6,
utilizando la carta de disparidad de nuestro método.
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Figura 7.8: Arriba: El par estéreo original. Abajo izquierda: La carta de disparidad
calculada utilizando una ventana de correlación de 13× 13. Abajo derecha: Nuestro
método (σ0 = 7, σn = 0.8, α = 1, s = 0.5, η = 0.95), con el resultado de la correlación
como inicialización.

este caso la reconstrucción 3-D es buena con nuestro método. Un pequeño artefacto se

hace visible: debido a problemas de oclusiones no es posible reconstruir perfectamente

la región entre el ojo izquierdo y la nariz. Aqúı podemos ver como el término de regu-

larización de Nagel–Enkelmann intenta propagar la información desde la vecindad con

el fin de guardar las inconsistencias lo más pequeñas posibles. Como consecuencia, el

ojo se extiende de alguna manera dentro de la zona de oclusión.

Nos gustaŕıa señalar que hemos utilizado exactamente los mismos valores de

parámetros en ambos pares estéreos reales. En el caso del par sintético – donde no

hay ruido presente – tan solo hemos reducido los valores del parámetro de isotroṕıa

s y del parámetro de regularización α. Esto permite mayores discontinuidades en la

carta de disparidad. En pares estéreos reales se requiere mayor regularidad (p.e. may-

or valor para s y α) debido a dos razones: Primero, hay presencia de ruido, y segundo,

en situaciones reales la suposición lambertiana que establece que puntos correspondi-

entes en ambas imágenes tienen igual nivel de brillo, no se cumple estrictamente. Lo

que es realmente importante es que, incluso si el número de parámetros del algorit-

mo es alto, se pueden obtener buenos resultados en diferentes situaciones utilizando

un conjunto de parámetros por defecto. Nuestros experimentos ilustran que esto se

mantiene incluso para geometŕıas epipolares muy diferentes. Esto vuelve a confirmar

la robustez del algoritmo que ya se hab́ıa señalado en la tabla 7.2.
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Figura 7.9: Cuatro vistas de la reconstrucción 3-D del par estéreo de la figura 7.8,
utilizando la carta de disparidad de nuestro método.



134 CAPÍTULO 7. CÁLCULO DE LA CARTA DE DISPARIDAD

Figura 7.10: Par estéreo de Julio (ver caṕıtulo 4 para más detalles acerca del mismo).

Figura 7.11: Disparidad para el par estéreo de Julio. Se ha elegido la estrategia
multipiramidal con parámetros z = 4, α = 1, s = 0.5, T = 500 y dt = 10.

7.4.3 Resultados experimentales para imágenes en color

En esta sección utilizamos pares estéreos en color para probar el método dado por

(7.2.12). Utilizamos dos imágenes reales creadas por nosotros mismos tal y como

explicamos en el caṕıtulo 4.

Par estéreo de Julio

En la figura 7.10 y 7.11 mostramos el par estéreo de Julio y el mapa de disparidad

que obtenemos al aplicar nuestro método.

Donde se obtiene mayor precisión es en la zona interior a la cara, ya que hay

mayor contraste y más variación de niveles de grises. En la zona del fondo y del

pelo la solución vaŕıa bastante de una lado a otro debido a que al ser zonas tan

homogéneas, se propagan más fácilmente los errores.

La reconstrucción 3D (figura 7.12) muestra cuatro vistas de la cara de Julio desde

distintos puntos de vista. Se capta bastante bien la profundidad de las distintas partes
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de la cara.

Par estéreo de Javier

El último ejemplo para imágenes en color es el par estéreo de Javier. Esta foto se

tomó junto con las del par anterior, por lo tanto, la geometŕıa epipolar es la misma.

La disparidad que se obtiene (figura 7.14) tiene las mismas caracteŕısticas que las

comentadas para el par de Julio.

La reconstrucción (figura 7.15) parece más fina que en el caso anterior. Se aprecia

un pequeño error en los ojos debido probablemente al efecto del cambio de brillo de

una imagen a la otra.
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Figura 7.12: Distintas vistas de la reconstrucción tridimensional para el par estéreo
de Julio.

Figura 7.13: Par estéreo de Javier (ver caṕıtulo 4 para más detalles acerca del mismo).
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Figura 7.14: Disparidad para el par estéreo de Javier. Se ha elegido la estrategia
multipiramidal con parámetros z = 4, α = 1, s = 0.5, T = 500 y dt = 10.
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Figura 7.15: Distintas vistas de la reconstrucción tridimensional para el par estéreo
de Javier.



Parte III

Introducción de la simetŕıa en el
cálculo de correspondencias
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Caṕıtulo 8

Introducción

Los métodos variacionales que hemos estudiado en los caṕıtulos anteriores, no generan

una solución simétrica, a pesar que el problema de la estimación del flujo óptico y

del mapa de disparidad debeŕıan ser independientes del orden en que se tomen las

imágenes para el cálculo. Generalmente, esto no es cierto para la mayoŕıa de los

métodos variacionales que existen actualmente.

El problema de la simetŕıa se ha tratado recientemente en varios trabajos rela-

cionados con imágenes médicas como pueden ser [Chr99, MY99, CR00]. En el primero

se propone un método en el que se introduce un término de simetŕıa, en el que se min-

imiza la diferencia entre las funciones inversas de correspondencias, y una restricción

difeomórfica, en el que se hace uso de modelos de la mecánica continua para forzar

que las soluciones sean inversas una de la otra. En el último se exponen algunas

causas por las que las enerǵıas del tipo que nosotros manejamos son asimétricas. Las

razones básicas por las que no se cumple la simetŕia son:

1. Puede no existir h−1
1 : No se puede asegurar que h1 sea biyectiva y, por lo

general, debido al tipo de imágenes que estamos considerando, para ciertas

regiones como pueden ser las oclusiones no existe h−1
1 .

2. No se preserva el orden de las enerǵıas: Se puede tener que E1(h1) <

E2(h2) pero puede que no se cumpla que E1(h
−1
2 ) < E2(h

−1
1 ).

3. El espacio de las trasformaciones no es estable: El espacio de las trasfor-

maciones permitidas T puede no ser un grupo y, por lo tanto, no estable por

inversión, por ejemplo, podemos tener T ∈ T y T−1 /∈ T .

4. Mı́nimos locales: El proceso puede caer en mı́nimos locales distintos depen-

diendo del sentido en que se tomen las imágenes.

En la formulación de la enerǵıa no se impone ninguna restricción para que el flujo

estimado sea simétrico.
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Los métodos que estamos considerando están pensados para imágenes tomadas

del mundo real, en donde la complejidad de las escenas puede ser bastante alta. Los

problemas que se derivan de estas son varios – tal y como se discutió en la sección 2.2

– pero, por lo general, los que más repercuten sobre la estimación simétrica son las

oclusiones y las apariciones y desapariciones de objetos. Debido a estos problemas,

no podemos hablar de una simetŕıa perfecta entre imágenes, sino de simetŕıas por

regiones. En otro tipo de imágenes, p.e. en algún tipo de imágenes médicas, esto

no es un problema, ya que el efecto de las oclusiones es prácticamente despreciable.

Sin embargo, en la mayoŕıa de las imágenes con que tratamos, el problema de las

oclusiones suele ser importante.

Por esto es necesario introducir algún mecanismo que sea capaz de discernir entre

regiones existentes en ambas imágenes de regiones que aparecen en una imagen y

desaparecen en la otra.

En esta parte vamos a modificar los modelos descritos anteriormente para incor-

porar la simetŕıa en el cálculo de las correspondencias. Empezaremos por dar una

idea general de cómo vamos a modificar las enerǵıas propuestas anteriormente, para

luego detallar para el problema del flujo óptico y del cálculo de mapas de disparidad

cómo se expresaŕıan sus correspondientes enerǵıas y cuáles seŕıan las ecuaciones en

EDP para las que se proponen soluciones numéricas.

Figura 8.1: Las funciones de correspondencia �h(x, y) y �g(x, y) deben ser inversas la
una de la otra. Debe existir una correspondencia uno a uno entre las dos funciones
excepto en aquellas zonas donde se producen oclusiones.
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En la figura 8.1 se muestra de forma intuitiva el problema de la simetŕıa. En nues-

tras pruebas prácticas hemos podido comprobar que dif́ıcilmente �h(x, y) = �g−1(x, y).

En nuestros modelos incorporamos un nuevo término que minimiza la diferencia

entre las funciones de correspondencia directa e inversa, aśı como tiene en cuenta los

puntos para los que no existe una buena correspondencia – aquellos que pertenecen

a regiones de oclusión.

Como veremos en las pruebas prácticas, el efecto de introducir un término de

simetŕıa mejora considerablemente aquellas regiones donde los métodos no simétricos

produćıan grandes diferencias entre �h(x, y) y �g(x, y). Generalmente, estas son las

regiones homogéneas, donde es dif́ıcil estimar las correspondencias debido a que el

término de ligadura no es capaz de discernir entre puntos de la región, o las regiones

donde existe textura muy homogénea, donde es fácil que los métodos confundan

una correspondencia con otra. En estas zonas, se produćıan soluciones más suaves

que las obtenidas con los métodos anteriores. En las regiones donde se obteńıan

valores precisos para los métodos no simétricos (p.e. zonas de los contornos) se siguen

obteniendo en los métodos simétricos.

8.1 Modelo de enerǵıa para las simetŕıas

En esta sección vamos a proponer, de forma general, una enerǵıa que introduce las

simetŕıas. Básicamente, las enerǵıas propuestas hasta ahora se pueden descomponer

en dos términos: 1) De acoplamiento, que se encarga de aproximar los puntos de

las dos imágenes, y 2) de regularización, que es el encargado de que la solución sea

suave1.

E(�h1) =

∫
Ω

(
I1(x)− I2(x+ �h1(x))

)2

+ α

∫
Ω

Φ
(
D(∇I1),�h1

)

E(�h2) =

∫
Ω

(
I2(x)− I1(x+ �h2(x))

)2

+ α

∫
Ω

Φ
(
D(∇I2),�h2

)
La primera ecuación calcula las correspondencias desde la imagen I1 hasta I2,

mientras que la segunda las calcula en sentido inverso. No existe ninguna restricción

para que ambas estimaciones sean inversas la una de la otra. Lo que se suele hacer

1En esta ecuación la función Φ depende de un tensor de difusión. Esta es la forma en que hemos
utilizado las enerǵıas propuestas.
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muchas veces es estimarlas en paralelo y descartar aquellas correspondencias que

no tengan un mı́nimo de precisión determinado en los dos sentidos. Otra cosa que

se suele hacer para que las soluciones se aproximen a las inversas, es ir calculando

iterativamente una solución, luego calcular su inversa y utilizar esta para calcular la

solución en el sentido inverso.

Una forma natural de incorporar la simetŕıa en estas enerǵıas es a través de un

nuevo término en el que se considere la diferencia entre las soluciones en las dos

direcciones.

E1(�h1,�h2) =

∫
Ω

(
I1(x)− I2(x+ �h1(x))

)2

+ α

∫
Ω

Φ
(
D(‖∇I1‖),∇�h1

)

+β

∫
Ω

Ψ
(∥∥∥�h2(x) + �h1(x+ �h2(x))

∥∥∥) (8.1.1)

E2(�h1,�h2) =

∫
Ω

(
I2(x)− I1(x+ �h2(x))

)2

+ α

∫
Ω

Φ
(
D(‖∇I2‖),∇�h2

)

+β

∫
Ω

Ψ
(∥∥∥�h1(x) + �h2(x+ �h1(x))

∥∥∥) (8.1.2)

Se fuerza la consistencia en la transformación inversa minimizando las diferencias

cuadradas entre h1 y h2. Esta aproximación es similar a la propuesta por Christensen

en [Chr99], aunque en éste se calcula la inversa de h1 y trabaja con cuatro incógnitas

en vez de dos.

8.2 La elección de la función Ψ

La función Ψ afecta a la norma de la suma de h1 y h2 en las ecuaciones (8.1.1) y

(8.1.2). Gracias a la función Ψ podemos diferenciar entre puntos que tienen buenas

correspondencias, Ψ

(∥∥∥�h2(x) + �h1(x+ �h2(x))
∥∥∥2
)
∼= 0, de los puntos donde no hay

una buena correspondencia, Ψ

(∥∥∥�h2(x) + �h1(x+ �h2(x))
∥∥∥2
)

 0,.
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En las pruebas que hemos realizado, hemos considerado dos tipos de funciones

Ψ(s):

Figura 8.2: Ψ(s2) = s2

γ
e1− s2

γ

Ψ(s) =s, (8.2.1)

Ψ(s) =
s

γ
e1− s

γ (8.2.2)

En la función (8.2.2) γ es un umbral para el cual se considera que hay una buena

correspondencia. La primera elección para la función Ψ (8.2.1) se corresponde con

mı́nimos cuadrados estándar y la segunda, se puede utilizar para tratar con outliers.

Si utilizamos este tipo de funciones, podemos extender el dominio de integración

a la imagen completa teniendo en cuenta aquellos subdominios donde el flujo es

suficientemente simétrico.

Con la primera función, intentaremos encontrar las simetŕıas incluso aún si el

punto en cuestión no tiene correspondencia. Se le dará mayor peso a aquellos puntos

cuyas soluciones directa e inversa estén muy alejados y se intentarán aproximar entre

śı.

Con la segunda función incorporamos de forma natural un mecanismo para excluir

los puntos que probablemente no tengan correspondencia en ambas imágenes. Cuando

la diferencia entre la función directa y la inversa sobrepasa el umbral γ, la función

8.2.2 decae, con lo que esos puntos tienden a tener un menor efecto en la minimización,

es decir, no se tiende a aproximar las dos funciones en ese punto.

Como veremos en los ejemplos, los puntos donde falla la simetŕıa se puede asociar

con las oclusiones de las dos imágenes.



Caṕıtulo 9

Cálculo del flujo óptico simétrico

9.1 Introducción

En este caṕıtulo vamos a proponer una enerǵıa simétrica para el problema de la

estimación del flujo óptico. Modificaremos los modelos que hab́ıamos propuesto en el

caṕıtulo 6 para considerar la simetŕıa.

En las distintas pruebas que hemos realizado, utilizamos las dos versiones de

funciones Ψ (8.2.1) y (8.2.2) vistas en el caṕıtulo anterior. Hacemos una comparación

con el método no simétrico, mostrando resultados numéricos para el ejemplo de los

Cuadrados y de las Torres de Mármol. Para estos dos ejemplos se consigue una

mejora considerable y para el ejemplo de los Cuadrados podremos ver los mapas de

oclusiones.

9.2 El modelo de enerǵıa

La enerǵıa que vamos a proponer está compuesta por dos – una para cada dirección

de cálculo – que están ligadas en una sola para la estimación conjunta de las funciones

de correspondencia. Cada una de las enerǵıas constituye la estimación del flujo en

cada una de las direcciones. Ambas enerǵıas están relacionadas por su término de

simetŕıa, mientras que el resto de sus términos son similares a los ya vistos en la

sección 6.2.

Cada ecuación de enerǵıa depende de las dos funciones de correspondencia, �h1 y
�h2, pero en cada una se intenta encontrar la solución a una sola de las funciones. La

primera enerǵıa viene dada por:

147
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E1(�h1,�h2) =
1

2

∫
Ω

(
I1(x)− I2(x+ �h1(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

traza
(
∇�ht

1D(∇I1)∇�h1

)

+
β

2

∫
Ω

Ψ

(∥∥∥�h1(x) + �h2(x+ �h1(x))
∥∥∥2
)

(9.2.1)

Como podemos ver, esta enerǵıa es equivalente a la propuesta en la sección 6.2,

en el sentido I1 hacia I2. Se añade un tercer término, término de simetŕıa, que es el

que liga las dos incógnitas.

Análogamente para la segunda función de correspondencia tenemos que,

E2(�h1,�h2) =
1

2

∫
Ω

(
I2(x)− I1(x+ �h2(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

traza
(
∇�ht

2D(∇I2)∇�h2

)

+
β

2

∫
Ω

Ψ

(∥∥∥�h2(x) + �h1(x+ �h2(x))
∥∥∥2
)

(9.2.2)

o lo que es igual a la enerǵıa de estimación del flujo en el sentido de I2 hacia I1

incorporando el término de simetŕıa.

El interés de plantear estas ecuaciones es el de poder estimar conjuntamente tanto
�h1 como �h2 al mismo tiempo. Podŕıamos estimar primero una de ellas con el método

de flujo óptico directo y utilizarla después a la hora de estimar la función de cor-

respondencia en el sentido inverso. Esto simplificaŕıa bastante la forma de estimar

el flujo pero la solución que se obtendŕıa se veŕıa distorsionada por la primera esti-

mación. La manera más adecuada es la de estimarlas de forma conjunta combinando

ambas enerǵıas en una sola,

E(�h1,�h2) = E1(�h1,�h2) + E2(�h1,�h2)
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9.3 Minimizando la enerǵıa

La función de enerǵıa anterior se minimiza como la solución asintótica de las ecua-

ciones de Euler-Lagrange asociadas. Con el fin de encontrar un mı́nimo para esta

enerǵıa, procedemos de forma iterativa como sigue: Primero empezamos con una

aproximación inicial (�h0
1,
�h0

2) y luego obtenemos (�hn+1
1 ,�hn+1

2 ) a partir de (�hn
1 ,

�hn
2 ) co-

mo una iteración de un método de descenso por gradiente. El inconveniente de esta

enerǵıa es que al derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange, nos queda un sistema de

ecuaciones en derivadas parciales muy complejas, de dif́ıcil resolución.

Lo que hacemos es

E(�hn+1
1 ,�hn+1

2 ) = E1(�h
n+1
1 ,�hn

2 ) + E2(�h
n
1 ,

�hn+1
2 )

de forma que la enerǵıa, Ei, que calcula cada función de correspondencia dependa

sólo de �hn+1
i , en el instante n + 1. En cada iteración suponemos que �hn

1 y �hn
2 son

constantes y E1 y E2 dependen solo de una variable.

La aproximación inicial,(�h0
1,
�h0

2), se obtiene por un método clásico de correlación

en la escala de resolución más gruesa. Derivando las ecuaciones de Euler-Lagrange

obtenemos,

∂E

∂�hn+1
1

(
�hn+1

1 ,�hn+1
2

)
= −

(
I1 − I

�hn+1
1

2

)
∇I

�hn+1
1

2 − C div
(
D(∇I1)∇�hn+1

1

)

+ β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

1 + (�hn
2 )

�hn+1
1

∥∥∥2
)(
Id+∇(�hn

2 )
�hn+1

1

)

·
(
�hn+1

1 + (�hn
2 )

�hn+1
1

)
(9.3.1)

∂E

∂�hn+1
2

(
�hn+1

1 ,�hn+1
2

)
= −

(
I2 − I

�hn+1
2

1

)
∇I

�hn+1
2

1 − C div
(
D(∇I2)∇�hn+1

2

)

+ β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

2 + (�hn
1 )

�hn+1
2

∥∥∥2
)(
Id+∇(�hn

1 )
�hn+1

2

)

·
(
�hn+1

2 + (�hn
1 )

�hn+1
2

)
(9.3.2)

Aplicando un método de descenso por gradiente para buscar el mı́nimo y con el

fin de recuperar largos desplazamientos – tal y como vimos en el cálculo del flujo
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óptico en una sola dirección (ver sección 5.3)– introducimos el método en un mar-

co de análisis multiescala lineal o multipiramidal, obteniendo un sistema de cuatro

ecuaciones diferenciales:

∂un+1
1,σ

∂t
=

(
Iσ
1 − I

σ,�hn+1
1,σ

2

)(
∂Iσ

2

∂x

)�hn+1
1,σ

+ Cdiv
(
D(∇Iσ

1 )∇un+1
1,σ

)

− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

1,σ + (�hn
2,σ)

�hn+1
1,σ

∥∥∥2
)[(

1 +

(
∂un

2,σ

∂x

)�hn+1
1,σ

)(
un+1

1,σ +
(
un

2,σ

)�hn+1
1,σ

)

+

(
∂un

2,σ

∂y

)�hn+1
1,σ (

vn+1
1,σ +

(
vn

2,σ

)�hn+1
1,σ

)]
(9.3.3)

∂vn+1
1,σ

∂t
=

(
Iσ
1 − I

σ,�hn+1
1,σ

2

)(
∂Iσ

2

∂y

)�hn+1
1,σ

+ Cdiv
(
D(∇Iσ

1 )∇vn+1
1,σ

)

− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

1,σ + (�hn
2,σ)

�hn+1
1,σ

∥∥∥2
)[(

∂vn
2,σ

∂x

)�hn+1
1,σ (

un+1
1,σ +

(
un

2,σ

)�hn+1
1,σ

)

+

(
1 +

(
∂vn,σ

2

∂y

)�hn+1
1,σ

)(
vn+1

1,σ +
(
vn

2,σ

)�hn+1
1,σ

)]
(9.3.4)

Estas dos ecuaciones son para el cálculo del flujo en la dirección de la imagen I1

a I2 y

∂un+1
2,σ

∂t
=

(
Iσ
2 − I

σ,�hn+1
2,σ

1

)(
∂Iσ

1

∂x

)�hn+1
2,σ

+ Cdiv
(
D(∇Iσ

2 )∇un+1
2,σ

)

− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

2,σ + (�hn
1,σ)

�hn+1
2,σ

∥∥∥2
)[(

1 +

(
∂un

1,σ

∂x

)�hn+1
2,σ

)(
un+1

2,σ +
(
un

1,σ

)�hn+1
2,σ

)

+

(
∂un

1,σ

∂y

)�hn+1
2,σ (

vn+1
2,σ +

(
vn

1,σ

)�hn+1
2,σ

)]
(9.3.5)
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Figura 9.1: Ψ′(s2) = s2

γ
e1− s2

γ con γ = 5.

∂vn+1
2,σ

∂t
=

(
Iσ
2 − I

σ,�hn+1
2,σ

1

)(
∂Iσ

1

∂y

)�hn+1
2,σ

+ Cdiv
(
D(∇Iσ

2 )∇vn+1
2,σ

)

− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

2,σ + (�hn
1,σ)

�hn+1
2,σ

∥∥∥2
)[(

∂vn
1,σ

∂x

)�hn+1
2,σ (

un+1
2,σ +

(
un

1,σ

)�hn+1
2,σ

)

+

(
1 +

(
∂vn

1,σ

∂y

)�hn+1
2,σ

)(
vn+1

2,σ +
(
vn

1,σ

)�hn+1
2,σ

)]
(9.3.6)

para el cálculo en la dirección inversa.

Estas ecuaciones en EDP son muy similares a las vistas en la sección 5.3 con la

excepción del tercer término de la parte derecha que representa la parte de la simetŕıa.

Si analizamos con mayor detenimiento este término, vemos que depende exclusiva-

mente de las funciones de correspondencia en ambas direcciones, además de mezclar

la información de las dos en cada una de las ecuaciones. La función Ψ′ funciona como

un factor que inhibe o habilita el mecanismo de simetŕıa.

Como podemos ver en la figura 9.1, eligiendo la función Ψ exponencial con γ = 5,

Ψ′ cruza el eje de las x en
√

5, para luego acercarse asintóticamente a 0 a medida que

nos alejamos en el eje de coordenadas. Efectivamente, nuestro propósito al elegir la

función Ψ era el de hacer simétricas las funciones de correspondencia en los puntos

cuyos valores fueran inferior al umbral γ. Esto se puede ver en las ecuaciones en EDP

anteriores, ya que cuando se anula Ψ′ obtenemos exactamente el modelo tradicional,

es decir, la estimación directa sin considerar la simetŕıa, mientras que para valores
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pequeños conseguimos que se active la simetŕıa. Si observamos con mayor deten-

imiento la gráfica, vemos que a partir de x2 =
√

5 la curva está próxima a cero, lo que

significa que a partir de este valor, la simetŕıa no se tiene en cuenta y las funciones

progresan libremente.

9.4 Esquema numérico

Vamos a describir un algoritmo eficiente para nuestro modelo de flujo óptico simétrico.

Discretizamos el sistema parabólico formado por las ecuaciones (9.3.3), (9.3.4), (9.3.5)

y (9.3.6) por diferencias finitas. Todas las derivadas espaciales se aproximan por difer-

encias centradas, y para la discretización en la dirección de t utilizamos un esquema

lineal impĺıcito. Discretizamos las derivadas de primer orden, ∂u
∂x

y ∂u
∂x

, utilizando

máscaras invariantes por rotaciones de 45o1

Al igual que en la sección 6.3 suponemos que

D (∇Iσ
1 ) =

(
a b
b c

)
y D (∇Iσ

2 ) =

(
a′ b′

b′ c′

)

Empezamos estudiando cada ecuación por separado. Para el componente de �h1

en la dirección de las x tenemos

uk+1
1,i,j − uk

1,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts, (9.4.1)

donde Tl representa el término de ligadura, Tr el término de regularización y Ts el de

simetŕıa. Vamos a estudiar cómo discretizar cada uno por separado.

Los dos primeros términos, de ligadura y regularización, son parecidos a los ya

expuestos en la sección 6.3. Aplicamos los desarrollos en serie de Taylor centrados en

(uk
1,i,j, v

k
1,i,j) para linealizar el término de ligadura,

Tl = I2,x(xi,j + �hk
1,i,j)

(
I1(xi,j)− I2(xi,j + �hk

1,i,j)

+ uk
1,i,jI2,x(xi,j + �hk

1,i,j) + vk
1,i,jI2,y(xi,j + �hk

1,i,j)
)

− uk+1
1,i,jI

2
2,x(xi,j + �hk

1,i,j)− vk+1
1,i,jI2,y(xi,j + �hk

1,i,j) I2,x(xi,j + �hk
1,i,j) (9.4.2)

1En el apéndice C se explica detalladamente la forma de discretización para el gradiente y para
la divergencia.
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Para discretizar el término de regularización tenemos en cuenta la discretización

propuesta en el apéndice C para la divergencia, obteniendo el siguiente esquema,

Tr = C

(
ai+1,j + ai,j

2

uk+1
1,i+1,j − uk+1

1,i,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

uk+1
1,i−1,j − uk+1

1,i,j

h2
1

+
ci,j+1 + ci,j

2

uk+1
1,i,j+1 − uk+1

1,i,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

uk+1
1,i,j−1 − uk+1

1,i,j

h2
2

+
bi+1,j+1 + bi,j

2

uk+1
1,i+1,j+1 − uk+1

1,i,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

uk+1
1,i−1,j−1 − uk+1

1,i,j

2h1h2

− bi+1,j−1 + bi,j
2

uk+1
1,i+1,j−1 − uk+1

1,i,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

uk+1
1,i−1,j+1 − uk+1

1,i,j

2h1h2

)
(9.4.3)

Por último, discretizamos el término de simetŕıa,

Ts = − β Ψ′
(∥∥∥�hk

1,i,j + (�hk
2,i,j)

�hk
1,i,j

∥∥∥2
)[(

1 +
(
uk

2,i,j

)�hk
1,i,j

x

)(
uk+1

1,i,j +
(
uk

2,i,j

)�hk
1,i,j

)

+
(
uk

2,i,j

)�hk
1,i,j

y

(
vk

1,i,j +
(
vk

2,i,j

)�hk
1,i,j

)]
(9.4.4)

De la misma forma discretizamos la componente v1 del vector �h1 como sigue,

vk+1
1,i,j − vk

1,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts, (9.4.5)

donde Tl, Tr y Ts tienen el mismo significado que en la ecuación (9.4.1).

Analizamos cada término por separado: Término de ligadura,

Tl = I2,y(xi,j + �hk
1,i,j)

(
I1(xi,j)− I2(xi,j + �hk

1,i,j)

+ uk
1,i,jI2,x(xi,j + �hk

1,i,j) + vk
1,i,jI2,y(xi,j + �hk

1,i,j)
)

− uk+1
1,i,jI2,x(xi,j + �hk

1,i,j) I2,y(xi,j + �hk
1,i,j)− vk+1

1,i,jI
2
2,y(xi,j + �hk

1,i,j) (9.4.6)
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Término de regularización,

Tr = C

(
ai+1,j + ai,j

2

vk+1
1,i+1,j − vk+1

1,i,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

vk+1
1,i−1,j − vk+1

1,i,j

h2
1

+
ci,j+1 + ci,j

2

vk+1
1,i,j+1 − vk+1

1,i,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

vk+1
1,i,j−1 − vk+1

1,i,j

h2
2

+
bi+1,j+1 + bi,j

2

vk+1
1,i+1,j+1 − vk+1

1,i,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

vk+1
1,i−1,j−1 − vk+1

1,i,j

2h1h2

− bi+1,j−1 + bi,j
2

vk+1
1,i+1,j−1 − vk+1

1,i,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

vk+1
1,i−1,j+1 − vk+1

1,i,j

2h1h2

)
(9.4.7)

Término de simetŕıa,

Ts = − βΨ′
(∥∥∥�hk

1,i,j + (�hk
2,i,j)

�hk
1,i,j

∥∥∥2
)[(

vk
2,i,j

)�hk
1,i,j

x

(
uk+1

1,i,j +
(
uk

2,i,j

)�hk
1,i,j

)

+

(
1 +

(
vk

2,i,j

)�hk
1,i,j

y

)(
vk+1

1,i,j +
(
vk

2,i,j

)�hk
1,i,j

)]
(9.4.8)

El esquema numérico para el vector �h2 en la dirección de las x viene dado por

uk+1
2,i,j − uk

2,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts, (9.4.9)

Los tres términos son similares a los correspondientes para u1 dados en (9.4.2),

(9.4.3) y (9.4.4)

Término de ligadura,

Tl = I1,x(xi,j + �hk
2,i,j)

(
I2(xi,j)− I1(xi,j + �hk

2,i,j)

+ uk
2,i,jI1,x(xi,j + �hk

2,i,j) + vk
2,i,jI1,y(xi,j + �hk

2,i,j)
)

− uk+1
2,i,jI

2
1,x(xi,j + �hk

2,i,j)− vk+1
2,i,jI1,y(xi,j + �hk

2,i,j) I1,x(xi,j + �hk
2,i,j) (9.4.10)
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Término de regularización,

Tr = C

(
a′i+1,j + a′i,j

2

uk+1
2,i+1,j − uk+1

2,i,j

h2
1

+
a′i−1,j + a′i,j

2

uk+1
2,i−1,j − uk+1

2,i,j

h2
1

+
c′i,j+1 + c′i,j

2

uk+1
2,i,j+1 − uk+1

2,i,j

h2
2

+
c′i,j−1 + c′i,j

2

uk+1
2,i,j−1 − uk+1

2,i,j

h2
2

+
b′i+1,j+1 + b′i,j

2

uk+1
2,i+1,j+1 − uk+1

2,i,j

2h1h2

+
b′i−1,j−1 + b′i,j

2

uk+1
2,i−1,j−1 − uk+1

2,i,j

2h1h2

−
b′i+1,j−1 + b′i,j

2

uk+1
2,i+1,j−1 − uk+1

2,i,j

2h1h2

−
b′i−1,j+1 + b′i,j

2

uk+1
2,i−1,j+1 − uk+1

2,i,j

2h1h2

)
(9.4.11)

Término de simetŕıa,

Ts = − β Ψ′
(∥∥∥�hk

2,i,j + (�hk
1,i,j)

�hk
2,i,j

∥∥∥2
)[(

1 +
(
uk

1,i,j

)�hk
2,i,j

x

)(
uk+1

2,i,j +
(
uk

1,i,j

)�hk
2,i,j

)

+
(
uk

1,i,j

)�hk
2,i,j

y

(
vk

2,i,j +
(
vk

1,i,j

)�hk
2,i,j

)]
(9.4.12)

De la misma forma discretizamos la componente v2 del vector �h2 como sigue,

vk+1
2,i,j − vk

2,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts, (9.4.13)

donde Tl, Tr y Ts tienen el mismo significado que en la ecuación (9.4.9).

Analizamos cada término por separado: Término de ligadura,

Tl = I1,y(xi,j + �hk
2,i,j)

(
I2(xi,j)− I1(xi,j + �hk

2,i,j)

+ uk
2,i,jI1,x(xi,j + �hk

2,i,j) + vk
2,i,jI1,y(xi,j + �hk

2,i,j)
)

− uk+1
1,i,jI1,x(xi,j + �hk

2,i,j) I1,y(xi,j + �hk
2,i,j)− vk+1

2,i,jI
2
1,y(xi,j + �hk

2,i,j) (9.4.14)
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Término de regularización,

Tr = C

(
a′i+1,j + a′i,j

2

vk+1
2,i+1,j − vk+1

2,i,j

h2
1

+
a′i−1,j + a′i,j

2

vk+1
2,i−1,j − vk+1

2,i,j

h2
1

+
c′i,j+1 + c′i,j

2

vk+1
2,i,j+1 − vk+1

2,i,j

h2
2

+
c′i,j−1 + c′i,j

2

vk+1
2,i,j−1 − vk+1

2,i,j

h2
2

+
b′i+1,j+1 + b′i,j

2

vk+1
2,i+1,j+1 − vk+1

2,i,j

2h1h2

+
b′i−1,j−1 + b′i,j

2

vk+1
2,i−1,j−1 − vk+1

2,i,j

2h1h2

−
b′i+1,j−1 + b′i,j

2

vk+1
2,i+1,j−1 − vk+1

2,i,j

2h1h2

−
b′i−1,j+1 + b′i,j

2

vk+1
2,i−1,j+1 − vk+1

2,i,j

2h1h2

)
(9.4.15)

Término de simetŕıa,

Ts = − βΨ′
(∥∥∥�hk

2,i,j + (�hk
1,i,j)

�hk
2,i,j

∥∥∥2
)[(

vk
1,i,j

)�hk
2,i,j

x

(
uk+1

2,i,j +
(
uk

1,i,j

)�hk
2,i,j

)

+

(
1 +

(
vk

1,i,j

)�hk
2,i,j

y

)(
vk+1

2,i,j +
(
vk

1,i,j

)�hk
2,i,j

)]
(9.4.16)

Hubiese sido más correcto introducir dos ı́ndices, k y n, en la discretización, ya que

formalmente tenemos dos esquemas iterativos, uno para el nivel de la enerǵıa que es

el que se corresponde con el ı́ndice n, y otro para el método de descenso por gradiente,

que se corresponde con el ı́ndice k. El primero es un mecanismo que introducimos

para simplificar las ecuaciones, procediendo en varios pasos a la hora de estimar la

solución final, mientras que el segundo es el ı́ndice temporal correspondiente al método

de descenso por gradiente.

A la hora de implementar el algoritmo, sólo tuvimos en cuenta un esquema itera-

tivo, o lo que es igual a suponer que el ı́ndice k sólo vaŕıa en un instante de tiempo.

No olvidemos que además de estos esquemas iterativos, hemos introducido estas

ecuaciones en un proceso multiescala que va refinando las soluciones de escalas más

gruesas a escalas más finas.

Los parámetros son los mismos que los utilizados en el método de flujo óptico no

simétrico, además del parámetro β, que es el que multiplica al término de simetŕıa,

y del parámetro γ si elegimos la función Ψ exponencial. En las pruebas numéricas el
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valor de β se suele tomar más pequeño que el valor de α. Más adelante veremos la

influencia de este parámetro en el resultado del flujo.

9.5 Experiencias numéricas

En esta sección mostramos algunos resultados para imágenes sintéticas y realizamos

comparaciones entre el método estándar y el simétrico.

Hemos probado nuestro algoritmo con el par de imágenes mostrado en la figura

9.2. Las oclusiones en estas imágenes son importantes, aśı que utilizamos la versión

robusta de la función Ψ. En la figura 9.3 mostramos el desplazamiento real que existe

de la imagen de la izquierda a la imagen de la derecha – fila superior – y viceversa, –

en la primera columna representamos el desplazamiento en x y en la segunda en y.

Figura 9.2: Secuencia de los cuadrados

En la figura 9.4 representamos el resultado obtenido con nuestro método simétrico.

Se han llevado a cabo tres niveles de resolución con α = 1, β = 0.5, γ = 5, T = 200,

dt = 10 y ν = 0.1.

En la figura 9.5 se muestran las oclusiones tanto exactas – fila superior – como

estimadas. Los puntos de las oclusiones son aquellos para los que las condiciones

de simetŕıa no se cumplen – sobrepasan el umbral fijado de γ = 5. Como se puede

ver, estas localizaciones se corresponden bastante bien con las oclusiones reales. Sin

embargo, estas regiones se han visto erosionadas debido al término de regularización

.

En la tabla 9.1 se muestran los errores que se producen tanto para el método

simétrico como para el no simétrico. Como se puede ver, los errores que se producen

en el método simétrico son bastante inferiores al no simétrico.
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Figura 9.3: Desplazamiento real para la secuencia de los cuadrados: en la fila superior
representamos el desplazamiento de izquierda a derecha – con la primera columna
para la componente x y la segunda para y. En la segunda fila, representamos el caso
inverso.

En la figura 9.6 mostramos la secuencia de las torres de mármol suministradas

por el grupo KOGS/IAKS de la Universidad de Karlsruhe.

En la figura 9.7 se muestra la disparidad perfecta para las Torres de mármol.

En la figura 9.8 representamos el resultado obtenido con nuestro método simétrico.

Se han llevado a cabo tres niveles de resolución con α = 1, β = 0.5, γ = 5, T = 200,

dt = 10 y ν = 0.1. Se compara el resultado con el método no simétrico. Se utiliza la

función Ψ lineal, Ψ(s) = s.

Si comparamos los resultados sobre las imágenes de las torres de mármol, vemos

que el método simétrico genera una solución más suave en la región del suelo, la

columna del medio tiene un flujo más homogéneo, desaparece el gran error que se

produce para el caso no simétrico en la esquina inferior izquierda y la componente

vertical del flujo es más consistente con la solución exacta en la zona del fondo.
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Figura 9.4: Flujo óptico que resulta de aplicar nuestro método simétrico a la secuencia
de los cuadrados. En la izquierda (resp. derecha) la componente u (resp. v) del flujo.

Arriba (resp. abajo) se muestra �h1 (resp. �h2).

Tenemos que tener en cuenta que el número de iteraciones, T , lo hemos fijado a 200,

muy por debajo de las 500 iteraciones que realizábamos en las pruebas anteriores. Esto

puede implicar que el método simétrico converge más rápidamente hacia la solución.

El efecto del término de simetŕıa parece haber mejorado considerablemente el

resultado en las zonas donde existe mucha textura y en las zonas homogéneas. Solo

con el término de regularización no es posible realizar una buena estimación del flujo

en las zonas homogéneas, debido a la incertidumbre que se produce en el término de

ligadura.
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Figura 9.5: Oclusiones reales (fila superior) y estimadas (inferior) para la secuencia
de los cuadrados.

Tabla 9.1: Errores eucĺıdeo y angular medios que se producen para el ejemplo de
los cuadrados 9.4 para el método simétrico y para el no simétrico. ”ID”significa de
izquierda a derecha y ”DI”lo contrario.

Error Eucĺıdeo Error Angular
No simétrico ID 0.16 0.50

DI 0.18 0.58
Simétrico ID 0.081 0.18

DI 0.084 0.19
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Figura 9.6: Secuencia de las Torres de mármol

Figura 9.7: Desplazamiento real para la secuencia de las Torres: en la fila superior
representamos el desplazamiento de izquierda a derecha – con la primera columna
para la componente u y la segunda para v. En la segunda fila, representamos el caso
inverso.

Tabla 9.2: Errores eucĺıdeo y angular medios que se producen para el ejemplo de las
torres 9.8 para el método simétrico y para el no simétrico.

Error Eucĺıdeo Error Angular
No simétrico 0.37 9.4

Simétrico 0.17 5.2
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Figura 9.8: Flujo óptico que resulta de aplicar los métodos simétrico (arriba) y no
simétrico (abajo) a la secuencia de las Torres. En la izquierda (resp. derecha) la
componente u (resp. v) del flujo.



Caṕıtulo 10

Cálculo de la carta de disparidad
simétrica

10.1 Introducción

En este caṕıtulo vamos a estudiar cómo modificar nuestro modelo para introducir la

simetŕıa en el cálculo de la carta de disparidad. Al igual que vimos para el cálculo

del flujo óptico, el modelo propuesto para la carta de disparidad está basado en

una aproximación variacional. En este caṕıtulo propondremos dos modelos distintos:

Uno general, considerando cualquier configuración para la posición de las cámaras –

geometŕıa epipolar arbitraria – y otra para imágenes fronto-paralelas – aquellas en

las que las ĺıneas epipolares son horizontales.

El primero implica un modelo más complejo para el que hemos implementado un

esquema numérico expĺıcito. El segundo es más sencillo y se puede encontrar un es-

quema impĺıcito para implementarlo. Además, gracias a la rectificación de imágenes,

el proceso es mucho más rápido. Como ya hemos mencionado en el caṕıtulo 3 podemos

transformar cualquier par estéreo en un par fronto-paralelo. Con esta trasformación

se puede perder resolución, pero se obtiene un método más sencillo y rápido.

10.2 El modelo de enerǵıa

Tal y como vimos en el caṕıtulo 3 sobre geometŕia epipolar, vamos a utilizar la

parametrización del vector de desplazamiento teniendo en cuenta la geometŕıa epipo-

lar.

163
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�hi(x, y) =

(
ui (x, y)
vi (x, y)

)
=

 −λi(x,y)bi(x,y)√
a2

i (x,y)+b2i (x,y)
− ai(x,y)x+bi(x,y)y+ci(x,y)

a2
i (x,y)+b2i (x,y)

ai (x, y)

λi(x,y)ai(x,y)√
a2

i (x,y)+b2i (x,y)
− ai(x,y)x+bi(x,y)y+ci(x,y)

a2
i (x,y)+b2i (x,y)

bi (x, y)


La incógnita de nuestro problema es entonces λi, que según vimos en la sección

3.2, representa el desplazamiento dentro de la ĺınea epipolar.

Al igual que hicimos con el flujo óptico, añadimos un nuevo término en la ecuación

variacional con el fin de minimizar la diferencia entre la disparidad de izquierda a

derecha y la disparidad de derecha a izquierda. Nuestra enerǵıa variacional viene

dada por:

E1(λ1, λ2) =
1

2

∫
Ω

(
I1(x)− I2(x+ �h1(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

∇λt
1D(∇I1)∇λ1

+
β

2

∫
Ω

Ψ

(∥∥∥�h1(x) + �h2(x+ �h1(x))
∥∥∥2
)

(10.2.1)

Esta enerǵıa minimiza la disparidad desde la imagen I1 a I2. Análogamente,

tenemos que la enerǵıa en el sentido inverso viene dada por:

E1(λ1, λ2) =
1

2

∫
Ω

(
I2(x)− I1(x+ �h2(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

∇λt
2D(∇I2)∇λ2

+
β

2

∫
Ω

Ψ

(∥∥∥�h2(x) + �h1(x+ �h2(x))
∥∥∥2
)

(10.2.2)

donde la función Ψ(s) es de la forma que ya se ha explicado en la introducción de

esta parte. La enerǵıa simétrica está dada por la suma de las enerǵıas anteriores

E(λ1, λ2) = E1(λ1, λ2) + E2(λ1, λ2)

10.3 Minimizando la enerǵıa

Con el fin de converger a un mı́nimo de esta enerǵıa, procedemos de forma iterati-

va como sigue: Primero, empezamos con una aproximación inicial (λ0
1, λ

0
2) y luego
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obtenemos cada (λn+1
1 , λn+1

2 ) a partir de la anterior (λn
1 , λ

n
2 ) como una iteración de un

método de descenso por gradiente

E(λn+1
1 , λn+1

2 ) = E1(λ
n+1
1 , λn

2 ) + E2(λ
n
1 , λ

n+1
2 )

Aplicando Euler-Lagrange obtenemos:

∂E

∂λn+1
1

(
λn+1

1 , λn+1
2

)
= −

(
I1 − I

λn+1
1

2

)
∇I

λn+1
1

2

 −b1√
a2
1+b21
a1√
a2
1+b21

− Cdiv (D(∇I1)∇λ1)

+ βΨ′
(∥∥∥�hn+1

1 + (�hn
2 )λ

n+1
1

∥∥∥2
)(
Id+∇(�hn

2 )λ
n+1
1

)

·

 −b2√
a2
2+b22
a2√
a2
2+b22

(
�hn+1

1 + (�hn
2 )λ

n+1
1

)
(10.3.1)

Para la primera enerǵıa y

∂E

∂λn+1
2

(
λn+1

1 , λn+1
2

)
= −

(
I2 − I

λn+1
2

1

)
∇I

λn+1
2

1

 −b2√
a2
2+b22
a2√
a2
2+b22

− Cdiv (D(∇I2)∇λ2)

+ βΨ′
(∥∥∥�hn+1

2 + (�hn
1 )λ

n+1
2

∥∥∥2
)(
Id+∇(�hn

1 )λ
n+1
2

)

·

 −b2√
a2
2+b22
a2√
a2
2+b22

(
�hn+1

2 + (�hn
1 )λ

n+1
2

)
(10.3.2)

Obtenemos una solución para estas ecuaciones a través de un método de descenso

por gradiente obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales:
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∂λn+1
1

∂t
= C div

(
D(∇I1)∇λn+1

1

)
+

(
I1 − I

λn+1
1

2

)
∇I

λn+1
2

2

 −b1√
a2
1+b21
a1√
a2
1+b21



− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

1 + (�hn
2 )

�hn+1
1

∥∥∥2
)

·


 1 +

(
∂un

2

∂x

)λn+1
1(

∂un
2

∂y

)λn+1
1


T  −b1√

a2
1+b21
a1√
a2
1+b21

(
un+1

1 + (un
2 )λ

n+1
1

)

+


(

∂vn
2

∂x

)λn+1
1

1 +
(

∂vn
2

∂y

)λn+1
1


T  −b1√

a2
1+b21
a1√
a2
1+b21

(
vn+1

1 + (vn
2 )λ

n+1
1

) (10.3.3)

∂λn+1
2

∂t
= C div

(
D(∇I2)∇λn+1

2

)
+
(
I2 − I

λn+1
2

1

)
∇I

λn+1
2

1

 −b2√
a2
2+b22
a2√
a2
2+b22



− β Ψ′
(∥∥∥�hn+1

2 + (�hn
1 )

�hn+1
2

∥∥∥2
)

·


 1 +

(
∂un

1

∂x

)λn+1
2(

∂un
1

∂y

)λn+1
2


T  −b2√

a2
2+b22
a2√
a2
2+b22

(
un+1

2 + (un
1 )λ

n+1
2

)

+


(

∂vn
1

∂x

)λn+1
2

1 +
(

∂vn
1

∂y

)λn+1
2


T  −b2√

a2
2+b22
a2√
a2
2+b22

(
vn+1

2 + (vn
1 )λ

n+1
2

) (10.3.4)
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10.4 Esquema numérico

Vamos a describir un algoritmo eficiente para nuestro modelo simétrico. Discretizamos

el sistema parabólico formado por las ecuaciones (10.3.3) y (10.3.4) por diferencias

finitas. Todas las derivadas espaciales se aproximan por diferencias centradas, y

para la discretización en la dirección de t utilizamos un esquema lineal impĺıcito.

Discretizamos las derivadas de primer orden, ∂u
∂x

y ∂u
∂y

, utilizando máscaras invariantes

por rotaciones1 de 45o.

Definimos las posiciones de los tensores de difusión para cada dirección de la

siguiente manera

D (∇Iσ
1 ) =

(
d e
e f

)
y D (∇Iσ

2 ) =

(
d′ e′

e′ f ′

)

A continuación vamos a ver un esquema numérico para este modelo. Empezamos

con la discretización de λ1:

λk+1
1,i,j − λk

1,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts (10.4.1)

Estudiamos cada término por separado: Linealizamos el término de ligadura uti-

lizando los desarrollos en serie de Taylor de primer orden,

Tl =

I1(xi,j)− I
λk
1,i,j

2 (xi,j)−
λk+1

1,i,j − λk
1,i,j√

a2
1,i,j + b2

1,i,j

(
a1,i,jI

λk
1,i,j

2,y (xi,j)− b1,i,jI
λk
1,i,j

2,x (xi,j)
)

·
a1,i,jI

λk
1,i,j

2,y (x1,i,j)− b1,i,jI
λk
1,i,j

2,x (x1,i,j)√
a2

1,i,j + b2
1,i,j

(10.4.2)

1En el apéndice C se explica detalladamente la forma de discretización para el gradiente y para
la divergencia.
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Término de regularización,

Tr = C

(
di+1,j + di,j

2

λk+1
1,i+1,j − λk+1

1,i,j

h2
1

+
di−1,j + di,j

2

λk+1
1,i−1,j − λk+1

1,i,j

h2
1

+
fi,j+1 + fi,j

2

λk+1
1,i,j+1 − λk+1

1,i,j

h2
2

+
fi,j−1 + fi,j

2

λk+1
1,i,j−1 − λk+1

1,i,j

h2
2

+
ei+1,j+1 + ei,j

2

λk+1
1,i+1,j+1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

+
ei−1,j−1 + ei,j

2

λk+1
1,i−1,j−1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

− ei+1,j−1 + ei,j
2

λk+1
1,i+1,j−1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

− ei−1,j+1 + ei,j
2

λk+1
1,i−1,j+1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

)
(10.4.3)

Término de simetŕıa,

Ts = − β Ψ′
(∥∥∥�hk

1 + (�hk
2)

�hk
1

∥∥∥2
)

·

a1,i,j

(
uk

2,i,j

)λk
1,i,j

y
− b1,i,j

(
1 +

(
uk

2,i,j

)λk
1,i,j

x

)
√

a2
1,i,j + b2

1,i,j

(
uk+1

1,i,j +
(
uk

2,i,j

)λk
1,i,j

)

+
a1,i,j

(
1 +

(
vk

2,i,j

)λk
1,i,j

y

)
− b1,i,j

(
vk

2,i,j

)λk
1,i,j

x√
a2

1,i,j + b2
1,i,j

+

(
vk+1

1,i,j +
(
vk

2,i,j

)λk+1
1,i,j

) (10.4.4)

Tenemos que hacer notar que λ1(x, y) �= −λ2(x + λ1(x, y), y) para el caso general.

Sólo se cumple esta igualdad cuando las ĺıneas epipolares son paralelas. En la siguiente

sección estudiaremos el caso especial en el que la ĺıneas epipolares son horizontales.

Ahora exponemos el esquema numérico para λ2: Término de ligadura,
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Tl =

I2(xi,j)− I
λk
2,i,j

1 (xi,j)−
λk+1

2,i,j − λk
2,i,j√

a2
2,i,j + b2

2,i,j

(
a2,i,jI

λk
2,i,j

1,y (xi,j)− b2,i,jI
λk
2,i,j

1,x (xi,j)
)

·
a2,i,jI

λk
2,i,j

1,y (xi,j)− b1,i,jI
λk
2,i,j

1,x (xi,j)√
a2

2,i,j + b2
2,i,j

(10.4.5)

Término de regularización,

Tr = C

(
d′i+1,j + d′i,j

2

λk+1
2,i+1,j − λk+1

2,i,j

h2
1

+
d′i−1,j + d′i,j

2

λk+1
2,i−1,j − λk+1

2,i,j

h2
1

+
f ′
i,j+1 + f ′

i,j

2

λk+1
2,i,j+1 − λk+1

2,i,j

h2
2

+
f ′
i,j−1 + f ′

i,j

2

λk+1
2,i,j−1 − λk+1

2,i,j

h2
2

+
e′i+1,j+1 + e′i,j

2

λk+1
2,i+1,j+1 − λk+1

2,i,j

2h1h2

+
e′i−1,j−1 + e′i,j

2

λk+1
2,i−1,j−1 − λk+1

2,i,j

2h1h2

−
e′i+1,j−1 + e′i,j

2

λk+1
2,i+1,j−1 − λk+1

2,i,j

2h1h2

−
e′i−1,j+1 + e′i,j

2

λk+1
2,i−1,j+1 − λk+1

2,i,j

2h1h2

)
(10.4.6)

Término de simetŕıa,

Ts = − β Ψ′
(∥∥∥�hk

2 + (�hk
1)

�hk
2

∥∥∥2
)

·

a2,i,j

(
uk

1,i,j

)λk
2,i,j

y
− b2,i,j

(
1 +

(
uk

1,i,j

)λk
2,i,j

x

)
√

a2
2,i,j + b2

2,i,j

(
uk+1

2,i,j +
(
uk

1,i,j

)λk
2,i,j

)

+
a2,i,j

(
1 +

(
vk

1,i,j

)λk
2,i,j

y

)
− b2,i,j

(
vk

1,i,j

)λk
2,i,j

x√
a2

2,i,j + b2
2,i,j

+

(
vk+1

2,i,j +
(
vk

1,i,j

)λk+1
2,i,j

) (10.4.7)
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Si observamos con detenimiento el término de simetŕıa, vemos que éste no está

expresado de forma impĺıcita. Esto se debe a que la expresión no es lineal en las

variables λ1 y λ2, siendo además compleja su linealización a través de los desarrollos

en serie de Taylor.

I (x,y)
1 I (x´,y´)

2

p (x,y)
1 p (x´,y´)

2

l

l´

�
1
(x,y)

�
2
(x´,y´)�

1
(x,y)

�
2
(x´,y´)

Figura 10.1: Geometŕıa epipolar arbitraria: Generalmente, cuando se adquiere un
par estéreo, se genera una geometŕıa epipolar arbitraria. Esto lleva a que normalmente
no se satisfaga la igualdad λ1(x, y) = −λ2(x + λ1(x, y), y). En este caso se satisface√

λ2
1(x) + γ2

1(x) =

√
λ2

2(x+ �h1) + γ2
2(x+ �h1).

Este modelo tiene en cuenta cualquier tipo de geometŕıa epipolar (ver figura 10.1).

Si la geometŕıa epipolar generase ĺıneas epipolares paralelas (figura 10.2), el modelo

se simplificaŕıa bastante ya que γi(x, y) se anulaŕıa en todos los casos.

El objetivo de la siguiente sección será el de proponer un nuevo modelo en el que

las ĺıneas epipolares śı sean paralelas (figura 10.2), minimizando la diferencia entre

λ1 y λ2.

10.5 Simplificación del modelo

Se puede simplificar el modelo anterior realizando una rectificación del par estéreo.

Gracias a la información de las matrices de proyección, podemos proyectar las dos

imágenes en un plano paralelo de forma que las ĺıneas epipolares sean fronto-paralelas.

En la sección 3.3 se detalla el proceso de rectificación de imágenes que hemos

utilizado en nuestras pruebas.
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I (x,y)
1

I (x´,y´)
2

p (x,y)
1

p (x´,y´)
2

l

l´
�

1
(x,y)

�
2
(x´,y´)

Figura 10.2: Imágenes frontoparalelas: Este tipo de imágenes cumple que sus
ĺıneas epipolares son paralelas (en este caso horizontales). Este tipo de imágenes se
suele utilizar mucho ya que satisface λ1(x, y) = −λ2(x+ λ1(x, y), y), lo que simplifica
mucho los modelos a tratar.

10.5.1 El modelo de enerǵıa

Esta rectificación nos va a permitir minimizar la enerǵıa teniendo en cuenta un de-

splazamiento en una sola dimensión. Esta simplificación afecta al término de simetŕıa

de la siguiente manera:

E1(λ1, λ2) =
1

2

∫
Ω

(
I1(x)− I2(x+ �h1(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

∇λ1D(∇I1)∇λ1

+
β

2

∫
Ω

Ψ
(
‖λ1(x) + λ2(x+ λ1(x))‖2) (10.5.1)

Esta enerǵıa minimiza la disparidad desde la imagen I1 a I2. Análogamente,

tenemos que la enerǵıa en el sentido inverso viene dada por:

E2(λ1, λ2) =
1

2

∫
Ω

(
I2(x)− I1(x+ �h2(x))

)2

+
C

2

∫
Ω

∇λ2D(∇I2)∇λ2

+
β

2

∫
Ω

Ψ
(
‖λ2(x) + λ1(x+ λ2(x))‖2) (10.5.2)
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La enerǵıa simétrica está dada por la suma de las enerǵıas anteriores

E(λ1, λ2) = E1(λ1, λ2) + E2(λ1, λ2)

10.5.2 Minimizando la enerǵıa

Con el fin de converger a un mı́nimo de esta enerǵıa, procedemos de forma iterati-

va como sigue: primero, empezamos con una aproximación inicial (λ0
1, λ

0
2) y luego

obtenemos cada (λn+1
1 , λn+1

2 ) a partir de la anterior (λn
1 , λ

n
2 ) como una iteración de un

método de descenso por gradiente

E(λn+1
1 , λn+1

2 ) = E1(λ
n+1
1 , λn

2 ) + E2(λ
n
1 , λ

n+1
2 )

Minimizando la enerǵıa compuesta llegamos al siguiente sistema de ecuaciones en

derivadas parciales:

∂E

∂λn+1
1

(
λn+1

1 , λn+1
2

)
= −

(
I1 − I

λn+1
1

2

) ∂I
λn+1
1

2

∂λn+1
1

− Cdiv (D(∇I1)∇λ1)

+ βΨ′
(∥∥∥λn+1

1 + (λn+1
2 )λ

n+1
1

∥∥∥2
)(

1 +
∂(λn

2 )λ
n+1
1

∂x

)

·
(
λn+1

1 + (λn
2 )λ

n+1
1

)
(10.5.3)

Para la primera enerǵıa y

∂E

∂λn+1
2

(
λn+1

1 , λn+1
2

)
= −

(
I2 − I

λn+1
2

1

) ∂I
λn+1
2

1

∂λn+1
2

− Cdiv (D(∇I2)∇λ2)

+ βΨ′
(∥∥∥λn+1

2 + (λn
1 )λ

n+1
2

∥∥∥2
)(

1 +
∂(λn

1 )λ
n+1
2

∂x

)

·
(
λn+1

2 + (λn
1 )λ

n+1
2

)
(10.5.4)

Aplicando un método de descenso por gradiente para el cálculo del mı́nimo,
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∂λn+1
1

∂t
= C div

(
D(∇I1)∇λn+1

1

)
+

(
I1 − I

λn+1
1

2

)
∇I

λn+1
2

2

 −b1√
a2
1+b21
a1√
a2
1+b21



− βΨ′
(∥∥∥λn+1

1 + (λn+1
2 )λ

n+1
1

∥∥∥2
)(

1 +
∂(λn

2 )λ
n+1
1

∂x

)(
λn+1

1 + (λn
2 )λ

n+1
1

)
(10.5.5)

∂λn+1
2

∂t
= C div

(
D(∇I2)∇λn+1

2

)
+
(
I2 − I

λn+1
2

1

)
∇I

λn+1
2

1

 −b2√
a2
2+b22
a2√
a2
2+b22



− βΨ′
(∥∥∥λn+1

2 + (λn
1 )λ

n+1
2

∥∥∥2
)(

1 +
∂(λn

1 )λ
n+1
2

∂x

)(
λn+1

2 + (λn
1 )λ

n+1
2

)
(10.5.6)

10.5.3 Esquema numérico

Vamos a describir un algoritmo eficiente para nuestro modelo de simétrico. Dis-

cretizamos el sistema parabólico formado por las ecuaciones (10.5.5) y (10.5.6) por

diferencias finitas. Todas las derivadas espaciales se aproximan por diferencias cen-

tradas, y para la discretización en la dirección de t utilizamos un esquema lineal

impĺıcito.

A continuación vamos a ver un esquema numérico para este modelo. Empezamos

con la discretización de λ1:

λk+1
1,i,j − λk

1,i,j

τ
= Tl + Tr + Ts (10.5.7)

Estudiamos cada término por separado: Linealizamos el término de ligadura uti-

lizando los desarrollos en serie de Taylor de primer orden,
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Tl =

I1(xi,j)− I
λk
1,i,j

2 (xi,j)−
λk+1

1,i,j − λk
1,i,j√

a2
1,i,j + b2

1,i,j

(
a1,i,jI

λk
1,i,j

2,y (xi,j)− b1,i,jI
λk
1,i,j

2,x (xi,j)
)

·
a1,i,jI

λk
1,i,j

2,y (x1,i,j)− b1,i,jI
λk
1,i,j

2,x (x1,i,j)√
a2

1,i,j + b2
1,i,j

(10.5.8)

Término de regularización,

Tr = C

(
di+1,j + di,j

2

λk+1
1,i+1,j − λk+1

1,i,j

h2
1

+
di−1,j + di,j

2

λk+1
1,i−1,j − λk+1

1,i,j

h2
1

+
fi,j+1 + fi,j

2

λk+1
1,i,j+1 − λk+1

1,i,j

h2
2

+
fi,j−1 + fi,j

2

λk+1
1,i,j−1 − λk+1

1,i,j

h2
2

+
ei+1,j+1 + ei,j

2

λk+1
1,i+1,j+1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

+
ei−1,j−1 + ei,j

2

λk+1
1,i−1,j−1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

− ei+1,j−1 + ei,j
2

λk+1
1,i+1,j−1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

− ei−1,j+1 + ei,j
2

λk+1
1,i−1,j+1 − λk+1

1,i,j

2h1h2

)
(10.5.9)

Término de simetŕıa,

Ts = − βΨ′
(∥∥∥λk

1,i,j + (λk
2,i,j)

λk
1,i,j

∥∥∥2
)(

1 +
(
λk

2,i,j

)λk
1,i,j

x

)(
λk+1

1,i,j + (λk
2,i,j)

λk
1,i,j

)
(10.5.10)

Tenemos que hacer notar que en este caso śı se cumple que λ1(x, y) = −λ2(x +

λ1(x, y), y) ya que las ĺıneas epipolares son paralelas.

Ahora exponemos el esquema numérico para λ2: Término de ligadura,
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Tl =

I2(xi,j)− I
λk
2,i,j

1 (xi,j)−
λk+1

2,i,j − λk
2,i,j√

a2
2,i,j + b2

2,i,j
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a2,i,jI

λk
2,i,j

1,y (xi,j)− b2,i,jI
λk
2,i,j
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)

·
a2,i,jI

λk
2,i,j

1,y (xi,j)− b1,i,jI
λk
2,i,j

1,x (xi,j)√
a2

2,i,j + b2
2,i,j

(10.5.11)

Término de regularización,

Tr = C

(
d′i+1,j + d′i,j

2

λk+1
2,i+1,j − λk+1

2,i,j

h2
1

+
d′i−1,j + d′i,j

2

λk+1
2,i−1,j − λk+1

2,i,j

h2
1

+
f ′
i,j+1 + f ′
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2
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2

+
f ′
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i,j

2

λk+1
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2

+
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2

λk+1
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2,i,j

2h1h2

+
e′i−1,j−1 + e′i,j

2

λk+1
2,i−1,j−1 − λk+1

2,i,j

2h1h2

−
e′i+1,j−1 + e′i,j

2

λk+1
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2,i,j

2h1h2

−
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2
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2,i,j

2h1h2

)
(10.5.12)

Término de simetŕıa,

Ts = − βΨ′
(∥∥∥λk

2,i,j + (λk
1,i,j)

λk
2,i,j

∥∥∥2
)(

1 + (λk
1,i,j)

λk
2,i,j

x

)(
λk+1

2,i,j + (λk
1,i,j)

λk
2,i,j

)
(10.5.13)

10.6 Resultados numéricos

La primera prueba que presentamos a continuación es para el par estéreo del pasillo.

En la figura 10.3 se muestra el resultado del método simétrico para cámaras fron-

toparalelas. Como se puede apreciar, el resultado es bastante parecido en ambos

sentidos.
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Figura 10.3: Resultado de aplicar el método estéreo simétrico dado por el sistema
10.5.5 y 10.5.6. En la imagen inferior izquierda se muestra el resultado para λ1 y en
la derecha para λ2. Parámetros: zoom = 4, α = 0.3, β = 0.1 y s = 0.15. Se utilizó la
función Ψ lineal.

El segundo ejemplo que proponemos es el de un par real rectificado. En la figura

10.4 se muestra el resultado para el par estéreo de Javier.
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Figura 10.4: Resultado de aplicar el método estéreo simétrico dado por el sistema
10.5.5 y 10.5.6. En la imagen inferior izquierda se muestra el resultado para λ1 y en
la derecha para λ2.
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Conclusiones

Normalmente, cuando los investigadores en visión por ordenador tratan con métodos

variacionales para el cálculo del flujo óptico, suelen linealizar la restricción del flujo

óptico. Excepto para aquellos casos en los que las imágenes vaŕıan suficientemente

despacio en el espacio, la linealización solo funciona para desplazamientos pequeños.

En este trabajo hemos introducido tres mejoras dentro de un método clásico por

Nagel y Enkelmann donde no se ha utilizado linealización. Identificamos este método

con filtros de difusión anisótropa ligados con un término de reacción no lineal. De-

mostramos que este sistema parabólico está bien definido desde un punto de vista

matemático, y presentamos un esquema lineal impĺıcito en diferencias finitas para

encontrar una solución numérica eficiente. Con el fin de evitar que el algoritmo con-

verja a mı́nimos locales irrelevantes, introducimos nuestro método en una estrategia

de análisis multiescala y multipiramidal para buscar la solución desde una escala más

gruesa a otra más fina. Un análisis cuantitativo detallado utilizando secuencias de

prueba con información exacta acerca de su disparidad mostró los siguientes resulta-

dos.

• El método puede recuperar desplazamientos de más de 10 pixels con una buena

precisión.

• Es significativamente mejor que el método original de Nagel y todos los demás

métodos 100% densos que se evalúan en Barron et al. [BFB94].

• El método es robusto. La resolución permanece estable a pesar del gran rango

de valores a que se sometieron los parámetros. Esto permite utilizar valores por

defecto para los parámetros para muchas aplicaciones.

A pesar de estas propiedades favorables, todav́ıa queda sitio para futuras mejoras

y extensiones de este algoritmo. Por ejemplo, esperamos que nuestro método se pueda

beneficiar de los resultados obtenidos de las imágenes anteriores. Se puede interpolar

179
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el flujo de los frames precedentes con el fin de tener una primera aproximación del flujo

en el frame actual [BA91]. Si esta primera estimación es razonablemente buena para

nuestro algoritmo, no haŕıa falta introducir grandes escalas de corrección utilizando

grandes valores para σ0 o realizando muchos zoom. Un valor inicial más pequeño

para σ0 aceleraŕıa el proceso de enfoque y haŕıa que el algoritmo fuese más rápido.

Originalmente empezamos con el problema del cálculo del flujo óptico y lo extendi-

mos al problema de la reconstrucción 3D a partir de pares estéreos en niveles de grises

y en color [ADSW00, AS00a]. Esperamos que nuestro método que combina ecuaciones

de difusión-reacción anisotrópicas con técnicas de análisis multiescala lineal, pueda

servir como motivación para el estudio de otras combinaciones de aproximaciones

multiescala lineales y no lineales para resolver problemas de visión por ordenador.

Con respecto al problema de la estimación de la carta de disparidad densa entre

dos imágenes, partimos del modelo que propusimos para el flujo óptico. Gracias a que

la geometŕıa epipolar es conocida, nos permite simplificar el modelo de enerǵıa aśı

como la ecuación de Euler-Lagrange asociada. Utilizamos un esquema lineal impĺıcito

por diferencias finitas para realizar una aproximación numérica eficiente. De igual

manera, con el fin de evitar que el algoritmo converja a mı́nimos locales irrelevantes,

lo introducimos dentro de una técnica de análisis multiescala o multipiramidal para

encontrar la solución desde una escala más gruesa a otra más fina.

Nuestro método combina algunas técnicas desarrolladas en el contexto de la esti-

mación del flujo óptico [AWS99, NE86] con otras técnicas desarrolladas en el contexto

de la estimación de la carta de disparidad [RD96] que tiene en cuenta las restricciones

geométricas asociadas a un par estéreo. Creemos que la combinación de estas ideas

es fruct́ıfera en el sentido que produce nuevas herramientas para estimar campos de

disparidad densos que se benefician de los esfuerzos de la investigación tanto en visión

estéreo como en la estimación del flujo óptico.

Los resultados experimentales obtenidos con nuestro método son muy promete-

dores. En el caso de un par estéreo sintético donde se conoce de forma exacta la carta

de disparidad, demostramos que los resultados obtenidos mejoran los que se obtienen

con una técnica de correlación clásica. También hemos evaluado nuestro método en

pares estéreos de imágenes reales. En estos casos hemos reconstruido la geometŕıa 3D

a partir de la disparidad calculada a través de nuestro método. Los resultados que

se obtuvieron con éstas son también buenos. Incluso en las regiones de oclusiones los

artefactos son moderados gracias al efecto del término de regularización.

La incorporación de la simetŕıa en el cálculo del flujo nos permite obtener una

solución congruente en ambas direcciones. Los puntos que en los métodos directos se

encontraban con alta precisión, en los métodos simétricos se mantienen. En las zonas

homogéneas se pueden observar mejoras considerables con respecto a los métodos
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estándar. En las zonas con mucha textura, también, como es el caso del suelo para la

prueba de las Torres de Mármol, se obtiene una solución más regular que con respecto

a los otros métodos. Una última conclusión que se deriva de las pruebas numéricas, es

que la solución en el método simétrico vaŕıa menos de una escala a otra, consiguiendo

que la velocidad de convergencia a la solución final sea más rápida que con respecto

al método en una sola dirección.

Para recuperar grandes desplazamientos hemos introducido nuestros métodos den-

tro de una estrategia de análisis multiescala y también dentro de una estrategia

multipiramidal. Aunque no hemos realizado comparaciones numéricas entre ambas

aproximaciones podemos concluir de forma general que el análisis multiescala da un-

os resultados más precisos que el multipiramidal, en contraposición a la velocidad

en la que la estrategia multipiramidal produce tiempos muy inferiores. Podemos ver

la estrategia multipiramidal como un caso especial de la aproximación multiescala

en la que se escoge un ratio de descenso entorno a 1
2

– descontando el efecto de la

reducción de las imágenes. Por último mencionar que la estrategia de análisis mul-

tiescala es menos sensible a la elección de los parámetros. El único parámetro que

diferencia ambas aproximaciones es la escala: σ, la desviación estándar en el caso

multiescala y el número de zooms en el caso multipiramidal. Eligiendo σ como el

mayor desplazamiento que existe en la imagen es suficiente para poder estimar todos

los desplazamientos, sin embargo, elegir el número de zooms no es tan trivial. Si elegi-

mos un valor muy grande (muchos zooms sobre las originales), podemos provocar que

al ir subiendo de escala, por el propio mecanismo para pasar de una escala a otra, se

vaya magnificando el efecto del error, y si elegimos un valor pequeño, es probable que

no se encuentren los desplazamientos más grandes. Si utilizamos alguna técnica de

correlación para obtener una primera estimación del flujo, también es más probable

que los errores que ésta produzca se propaguen más en el método multipiramidal.
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Trabajo futuro

Durante esta tesis se nos han planteado otros trabajos que se podŕıan desarrollar

para mejorar los métodos propuestos, pero que por cuestiones de tiempo y esfuerzo

no hemos podido presentar. Entre estos podemos destacar:

Acelerar el método. Nuestros métodos están basados en técnicas de opti-

mización que utilizan esquemas numéricos iterativos. Durante el desarrollo de los

programas no nos hemos centrado mucho en la optimización con respecto al tiempo.

Para el método estéreo se puede mejorar el tiempo rectificando las imágenes, como

ya hemos hecho en el caso simétrico. Suponemos que por la naturaleza de nuestros

algoritmos es un problema complejo. Un primer paso seŕıa el de optimizar el código

que hemos desarrollado. En el caso de los métodos simétricos se podŕıa estudiar algún

mecanismo para paralelizar el cálculo del flujo en cada sentido. Otra posibilidad seŕıa

la de introducir restricciones en las búsquedas dependiendo de las caracteŕısticas de

las imágenes.

Modelo que considere una suposición no Lambertiana. Hemos supuesto que

las superficies que vamos a tratar reflejan la luz de forma difusa y uniforme. Esto no

suele ser cierto en la mayoŕıa de las imágenes reales. El inconveniente que implica

este efecto es que el término de ligadura que hemos propuesto en nuestros modelos

no es un buen estimador para buscar correspondencias en muchos casos. Se debeŕıa

proponer un término más complejo que tenga en cuenta mayor información acerca de

las propiedades de reflectancia de las superficies de la escena y de la posición de las

fuentes de luz que inciden sobre los objetos.

Desde el principio hemos trabajado con imágenes que representan escenas reales

que puede percibir cualquier persona. El fundamento de nuestro modelo es fácilmente

extrapolable a cualquier tipo de imágenes, tales como imágenes médicas. Para esto

tendŕıamos que proponer otras formas para el término de ligadura, que sean

capaz de definir la transformación de los niveles de intensidad de una imagen a otra.
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Desplazamientos grandes en imágenes complejas. Nuestro método está

clasificado dentro de los métodos diferenciales en los que para buscar las correspon-

dencias se tiene en cuenta la información de los vecinos a través del cálculo del gra-

diente. Esto implica que el desplazamiento que se va a encontrar será el que le lleve

al pixel más próximo que se le parezca, también influenciado por los desplazamientos

de los vecinos. Esto suele ser suficiente para muchos tipos de imágenes, sin embargo,

cuando nos encontramos con casos más complejos, por ejemplo, objetos cuya textura

se pueda confundir con la de otros objetos cercanos o con el fondo, es fácil que nuestro

método estime que los pixels se muevan en otro sentido. Esto se debe a que no se

tiene en cuenta la forma de los objetos.

Uno de los temas que también nos hemos planteado es el de utilizar modelos más

complejos para trabajar con imágenes en color de forma que sea más robusta la

estimación de los contornos de los objetos de la imagen a través del gradiente.

Una extensión directa del método estéreo es el de utilizar una serie de imágenes

(más de dos). Por ahora sólo hemos utilizado dos imágenes para reconstruir una esce-

na tridimensional. Utilizar más imágenes ayudará a tener mayor información acerca

de los puntos 3D, a parte de reducir el efecto de las oclusiones.

Uno de los trabajos que nos gustaŕıa realizar, y que seŕıa una continuación de éste,

es el de la estimación del mapa de disparidad al mismo tiempo que se estima

la geometŕıa epipolar asociada a las cámaras. Hasta ahora, la determinación de la

matriz fundamental era un paso previo al cálculo de la disparidad, pero seŕıa intere-

sante que todo el proceso se desarrollara de forma automática. Además, es probable

que gracias al mecanismo de puesta en correspondencia, se consigan correspondencias

más precisas que mejoren el cálculo de la matriz fundamental.

El problema de las oclusiones influye negativamente sobre el flujo final, ya que

no solo se produce un error en éstas, sino que lo propagan a otras partes de la imagen.

Un método de estimación de correspondencias debeŕıa incorporar algún mecanismo

para tener en cuenta la información de las oclusiones y evitar que éstas influyan en

otras partes. En los métodos simétricos hemos creado un mecanismo para detectar

las oclusiones, pero no utilizamos esta información para mejorar el resultado.

Para los métodos simétricos, igual que para los métodos unidireccionales, seŕıa

también interesante tratar imágenes en color.

En este trabajo hemos introducido nuestros métodos dentro de un marco de

análisis multiescala y multipiramidal para obtener grandes desplazamientos. Se

podŕıan realizar comparaciones numéricas entre las soluciones que dan ambas estrate-

gias con el fin de establecer cuantitativamente la diferencia que existe entre ellas.



Apéndice A

Invariancia a cambios lineales de
intensidad

En este apéndice vamos a estudiar cómo modificar los parámetros del funcional de

enerǵia para que la solución sea invariante bajo transformaciones lineales de los niveles

de grises de la forma (I1, I2) → (kIl, kIr), donde k es una constante. La elección

de los parámetros tiene una fuerte dependencia del contraste de la imagen. Esto

es especialmente problemático cuando el método es insertado en una estrategia de

análisis multiescala ya que la cantidad de suavizado influye en el rango de contraste

de las imágenes regularizadas Iσ
l e Iσ

r .

Nuestra reciente investigación sobre flujo óptico [AWS99] mostró que este prob-

lema se puede resolver como sigue. Calculamos C y λ especificando dos parámetros

α, s ∈ (0, 1) tal que

C =
α

max
x

(|(∇Iσ
1 )(x)|2) ,

s =

∫ λ

0

H|∇Iσ
1 |(z)dz

donde H|∇Iσ
1 |(z) representa el histograma normalizado de |∇Iσ

1 |. Llamamos s el factor

de isotroṕıa. Cuando s→ 0, el operador de difusión se transforma en anisotrópico en

todas las posiciones, y cuando s→ 1, nos lleva a la difusión isotrópica en todos sitios.

En aplicaciones prácticas de nuestro método es suficiente especificar los parámetros

α y s en vez de C y λ. Los parámetros C y λ se ajustan automáticamente al rango

dinámico de la imagen en cada paso del proceso multiescala.
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Apéndice B

Existencia y unicidad de soluciones

En este apéndice demostramos la existencia y unicidad de soluciones de los sis-

temas parabólicos (5.3.1) y (5.3.2) donde D (∇Iσ
1 ) es el tensor propuesto por Nagel–

Enkelmann dado por (1.4.2). Los parámetros C y λ pueden ser números reales pos-

itivos arbitrarios. En particular, estos se pueden estimar como se describió en el

apéndice anterior. Primero, introducimos un marco abstracto donde estudiamos el

sistema anterior. Este marco se utiliza luego para demostrar la existencia y unicidad

de soluciones.

B.1 Marco abstracto

Por simplicidad, asumimos que las imágenes están definidas completamente en el

espacio R
2. Suponemos que las imágenes de entrada I1 e I2 pertenecen al espacio

funcional L2(R2). Sea H = L2(R2)× L2(R2), y, denotamos por A : D(A) ⊂ H → H

el operador diferencial definido por

A(�h) = −C

(
div (D (∇Iσ

1 ) ∇uσ)
div (D (∇Iσ

1 ) ∇vσ)

)
,

donde D(A) es el dominio de A. Si I1 ∈ L2(R2) entonces Iσ
1 ∈ W 1,∞(R2), aśı que

∇Iσ
1 está acotado y los autovalores del tensor de difusión D (∇Iσ

1 ) son estrictamente

positivos. Por tanto, como C > 0, el operador A(�h) es un operador monótono maxi-

mal. Para más detalles acerca de los operadores monótonos maximales nos dirigimos

a Brezis [Bre73]. Introduzcamos la función F : H → H definida por

F (�h) =
(
Iσ
1 − Iσ

2 (Id+ �h)
)
∇Iσ

2 (Id+ �h).
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Entonces el problema de evolución abstracta se puede escribr como

{
d�hσ

dt
+ A�hσ = F (�hσ) in H, ∀t ∈ [0, T ]

�hσ(0) = �h0 in H.
(B-1)

Cualquier solución clásica �hσ ∈ C1([0, T ];H)∩C([0, T ];D(A)) de (B-1) está dada por

�hσ(t) = S(t)�h0 +

∫ t

0

S(t− s)F (�hσ(s))ds, (B-2)

donde {S(t)}t>0 es la contracción del semigrupo asociado al problema homogéneo.

Definición. Decimos que h ∈ C([0, T ];H) es una solución generalizada de (B-1)

si satisface (B-2).

B.2 Resultado de Existencia y Unicidad

Con el fin de demostrar la existencia y unicidad, tenemos que establecer primero un

lema.

Lema 1. Supongamos que I1,I2 ∈ L2(R2), entonces F es Lipschitz-continuo, y la

constante Lipschitz L depende de las funciones I1 e I2 y en σ.

Demostración:

Primero remarcamos que si I1,I2 ∈ L2(R2), entonces tenemos en particular que

Iσ
2 ∈ W 1,∞(R2) y Iσ

1 ∈ L∞(R2). Sea �h1,�h2 ∈ H. Para el componente i-ésimo de
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F (�h1)− F (�h2), i = 1, 2, tenemos la siguiente estimación puntual.

|Fi(�h1)− Fi(�h2)| = |(Iσ
1 − Iσ

2 (Id+ �h1))∂iI
σ
2 (Id+ �h1)

− (Iσ
1 − Iσ

2 (Id+ �h2))∂iI
σ
2 (Id+ �h2)|,

≤ |Iσ
2 (Id+ �h1)∂iI

σ
2 (Id+ h̄1)− Iσ

2 (Id+ �h2)∂iI
σ
2 (Id+ h̄2)|

+ |Iσ
1 |.|∂iI

σ
2 (Id+ �h1)− ∂iI

σ
2 (Id+ �h2)|,

≤ 1

2
|∂i(|Iσ

2 |2)(Id+ �h1)− ∂i(|Iσ
2 |2)(Id+ �h2)|

+ ‖Iσ
1 ‖∞.|∂iI

σ
2 (Id+ h̄1)− ∂iI

σ
2 (Id+ �h2)|,

≤ 1

2
CLip(∂i(|Iσ

2 |2)).|�h1 − �h2|+ ‖Iσ
1 ‖∞.CLip(∂iI

σ
2 ).|�h1 − �h2|

≤
(

1

2
CLip(∂i(|Iσ

2 |2)) + ‖Iσ
1 ‖∞.CLip(∂iI

σ
2 )

)
.|�h1 − �h2|,

donde CLip(f) denota la constante Lipschitz de la función f . Finalmente deducimos

que

‖F (�h1)− F (�h2)‖H = ‖F1(�h1)− F1(�h2)‖L2 + ‖F2(�h1)− F2(�h2)‖L2

≤
2∑

i=1

(
1

2
CLip(∂i(|Iσ

2 |2)) + ‖Iσ
1 ‖∞.CLip(∂iI

σ
2 )

)
.‖�h1 − �h2‖H .

Concluimos la demostración del lema imponiendo

L =
2∑

i=1

(
1

2
CLip

(
∂i(|Iσ

2 |2)
)

+ ‖Iσ
1 ‖∞.CLip(∂iI

σ
2 )

)
.

Esto demuestra la afirmación.

Ahora podemos establecer la existencia y unicidad del resultado para el problema

(6.2.2)-(6.2.3).
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Teorema 2. Supongamos que I1,I2 ∈ L2(R2) entonces, para todo �h0 ∈ H, existe una

solución única generalizada �hσ(t) ∈ C ([0,∞);H) de (6.2.2)-(6.2.3).

Demostración:

Las suposiciones sobre I1 e I2 nos permiten aplicar el lema 1. Supongamos que
�h1(t) y �h2(t) son soluciones de (B-2) para condiciones iniciales �h1(0) y �h2(0), entonces

tenemos, haciendo uso del hecho que A es monótono (lo que implica que ‖S(t)f‖H ≤
‖f‖H), y de la continuidad Lipschitz de F el siguiente estimador.

‖�h1(t)− �h2(t)‖H ≤ ‖�h1(0)− �h2(0)‖H + L

∫ t

0

‖�h1(s)− �h2(s)‖Hds.

Aplicando el lema Gronwall–Bellman [Bre73] nos da

‖�h1(t)− �h2(t)‖H ≤ eLt.‖�h1(0)− �h2(0)‖H ,

lo que implica la unicidad de la solución. Ahora consideremos el espacio de Banach

definido por

E = {�h ∈ C ([0,∞);H) : sup
t≥0
‖�h(t)‖He−Kt <∞}

inducida por la norma ‖�h‖E = supt≥0 ‖�h(t)‖He−Kt. Sea φ : E → C ([0,∞);H)

definida por

φ(�h)(t) = S(t)�h0 +

∫ t

0

S(t− s)F (�h(s))ds.

Si K > L, entonces φ(E) ⊂ E, y φ es L
K

-Lipschitz ya que

‖φ(�h1)− φ(�h2)‖E = sup
t≥0
‖φ(h̄1)(t)− φ(�h2)(t)‖He−Kt,

≤ sup
t≥0

∫ t

0

L‖�h1(s)− �h2(s)‖Hdse−Kt

≤ sup
t≥0

L‖�h1 − �h2‖E.e−Kt

∫ t

0

eKsds

≤ sup
t≥0

L

K
‖�h1 − �h2‖E.e−Kt(eKt − 1)

≤ L

K
‖�h1 − �h2‖E.
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Deducimos que φ es una contracción, y por el teorema de punto fijo de Banach existe

una única �hσ tal que φ(�hσ) = h̄σ. Esta es la solución generalizada de (B-1), y la

demostración está concluida1.

1La demostración de la existencia y unicidad está basada en suposiciones más bien débiles sobre
las imágenes iniciales I1 e I2. Solo suponemos integrabilidad cuadrática. No tienen que ser continuos
y pueden estar corrompidos por ruido o por efectos de cuantización, como suele ser común para
imágenes del mundo real. El comportamiento de la solución cuando σ tiende hacia 0 es un problema
matemático aún por definir. Si I1 e I2 no son suficientemente suaves, no podemos esperar un buen
comportamiento asintótico cuando σ tiende a 0. Esto sugiere que las imágenes originales I1 e I2

debeŕıan ser procesadas siempre por una pequeña cantidad de suavizado Gaussiano. En nuestros
experimentos se observa que puede ser una ventaja parar el proceso multiescala cuando σ alcanza
el orden del tamaño de un pixel.



Apéndice C

Formas de discretización

C.1 Discretización del gradiente

Para discretizar el gradiente vamos a utilizar la máscara propuesta en [AM94], en

donde se propone una discretización invariante por rotaciones de 45o.

Nos fijamos primero en los desarrollos en serie de Taylor de la señal u(t, x, y).

Desarrollos para la variable temporal

u(t + k, x, y) = u + kut + O
(
k2
)

(C-1)

u(t− k, x, y) = u− kut + O
(
k2
)

(C-2)

Desarrollos para las variables espaciales – h1 es el incremento en x y h2 en y:

u(t, x + h1, y) = u + h1ux +
h2

1

2
uxx +O

(
h3

1

)
(C-3)

u(t, x− h1, y) = u− h1ux +
h2

1

2
uxx +O

(
h3

1

)
(C-4)

u(t, x, y + h2) = u + h2uy +
h2

2

2
uyy +O

(
h3

2

)
(C-5)

u(t, x, y − h2) = u− h2uy +
h2

2

2
uyy +O

(
h3

2

)
(C-6)
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u(t, x + h1, y + h2) = u + h1ux + h2uy +
1

2

(
h2

1uxx + 2h1h2uxy + h2
2uyy

)
+ O

(
(h2

1 + h2
2)

3
2

)
(C-7)

u(t, x− h1, y − h2) = u− h1ux + h2uy +
1

2

(
h2

1uxx + 2h1h2uxy + h2
2uyy

)
+ O

(
(h2

1 + h2
2)

3
2

)
(C-8)

u(t, x + h1, y − h2) = u + h1ux − h2uy +
1

2

(
h2

1uxx − 2h1h2uxy + h2
2uyy

)
+ O

(
(h2

1 + h2
2)

3
2

)
(C-9)

u(t, x− h1, y + h2) = u− h1ux − h2uy +
1

2

(
h2

1uxx − 2h1h2uxy + h2
2uyy

)
+ O

(
(h2

1 + h2
2)

3
2

)
(C-10)

Introducimos la notación un
i,j
∼= u(kn, hi, hj) para realizar la discretización del

gradiente, teniendo en cuenta un entorno de 3×3 puntos. Para simplificar suponemos

que h1 = h2 = h. Obtenemos los siguientes esquemas discretos:

Restando las ecuaciones (C-3), (C-4) y (C-5), (C-6) obtenemos una expresión para

el gradiente de la forma

(ui,j)x =
ui+1,j − ui−1,j

2h
(C-11)

(ui,j)y =
ui,j+1 − ui,j−1

2h
(C-12)

en donde sólo se tienen en cuenta los vecinos anterior y posterior al punto.

Para diseñar nuestro esquema para el cálculo del gradiente, tendremos en cuenta

que la norma del gradiente es invariante por rotaciones. Para esto, consideramos una
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señal con un borde y la señal rotada 450.

1 1 1
0 0 0
0 0 0

1 1 0
1 0 0
0 0 0

Si calculamos la norma del gradiente para esta señal utilizando el esquema anterior,

vemos que para la primera esta vale ‖∇u‖ = 1 mientras que para la segunda vale

‖∇u‖ =
√

2

Operando con las ecuaciones (C-7), (C-8), (C-9) y (C-10), obtenemos la siguiente

expresión para el gradiente

(ui,j)x =
ui+1,j+1 − ui−1,j+1 + ui+1,j−1 − ui−1,j−1

4h

(ui,j)y =
ui+1,j+1 − ui+1,j−1 + ui−1,j+1 − ui−1,j−1

4h
(C-13)

en la que sólo se tienen en cuenta los vecinos de las esquinas y no los inmediatos.

Si calculamos la norma del gradiente para las dos señales, vemos que tampoco son

iguales.

Podemos generalizar el cálculo para el gradiente ponderando los dos esquemas

propuestos anteriormente de la siguiente manera:

(ui,j)x = (1− γ)
ui+1,j − ui−1,j

2h
+ γ

ui+1,j+1 − ui−1,j+1 + ui+1,j−1 − ui−1,j−1

4h

(ui,j)y = (1− γ)
ui,j+1 − ui,j−1

2h
+ γ

ui+1,j+1 − ui+1,j−1 + ui−1,j+1 − ui−1,j−1

4h
(C-14)

donde γ es un parámetro a elegir. Imponiendo que la norma del gradiente de la señal

y la norma de la señal rotada 450 sean iguales, se obtiene que γ = 2−
√

2.

Esto es equivalente a utilizar máscaras de la forma

1

4h

−
(
2−

√
2
)

0
(
2−

√
2
)

−2
(√

2− 1
)

0 2
(√

2− 1
)

−
(
2−

√
2
)

0
(
2−

√
2
)
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para la derivada en la dirección de las x y

1

4h

−
(
2−

√
2
)
−2

(√
2− 1

)
−
(
2−

√
2
)

0 0 0(
2−

√
2
)

2
(√

2− 1
) (

2−
√

2
)

en la otra dirección.

C.2 Discretización de la divergencia

En los método que utilizamos para el cálculo del flujo óptico y de la carta de dispari-

dad, nos encontramos siempre con un término de la forma div (D (‖∇v‖)∇u). Vamos

a ver ahora como discretizar este término.

El tensor de difusión, D, es una matriz de dimensión 2× 2 simétrica

D (∇v) =

(
a b
b c

)

donde cada elemento depende de la norma del gradiente de u.

Desarrollando la divergencia tenemos:

div (D (∇v)∇u) = div

(
aux + buy

bux + cuy

)
=

∂ (a ux + b uy)

∂x
+

∂ (b ux + c uy)

∂y

=
∂ (a ux)

∂x
+

∂ (b uy)

∂x
+

∂ (b ux)

∂y
+

∂ (c uy)

∂y
(C-1)

Si discretizamos cada término por separado, aplicando primero diferencias hacia
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adelante y luego hacia atrás, llegamos a lo siguiente:

∂ (a ux)

∂x
∼=
(
ai,j

ui+1,j − ui,j

h1

)
x

∼=

(
ai,j

ui+1,j−ui,j

h1

)
i,j
−
(
ai,j

ui+1,j−ui,j

h1

)
i−1,j

h1

∼= ai+1,j + ai,j

2

ui+1,j − ui,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

ui−1,j − ui,j

h2
1

(C-2)

para el primer término. El último término es similar a este pero derivando con

respecto a y:

∂ (c uy)

∂y
∼=
(
ci,j

ui,j+1 − ui,j

h2

)
y

∼=

(
ci,j

ui,j+1−ui,j

h2

)
i,j
−
(
ci,j

ui,j+1−ui,j

h2

)
i,j−1

h2

∼= ci,j+1 + ci,j
2

ui,j+1 − ui,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

ui,j−1 − ui,j

h2
2

(C-3)

Las variables a, b, y c son funciones que dependen de la norma del gradiente de v

y están definidas en todo el dominio de la señal. En esta discretización aproximamos

ai+1,j por una media entre
ai+1,j+ai,j

2
.

Ahora vamos a discretizar los otros dos términos. Para deducir su forma de

discretización, vamos a basarnos en la derivada direccional. Supongamos que tenemos

un vector de la forma �n =
(

h1√
2h1h2

, h2√
2h1h2

)t

en la dirección de la diagonal al pixel

(ver figura C.1 de (i − 1, j − 1) hacia (i + 1, j + 1)). La derivada en esta dirección

viene dada por
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(i, j)

(i-1, j-1) (i, j-1) (i 1, j-1)+

(i-1, j) (i 1, j)+

(i-1, j 1)+ (i, j 1)+ (i 1, j 1)+ +

Figura C.1: Ventana de 3× 3 sobre el pixel (i, j)

∂ (b u�n)

∂�n
=

∂ (b∇ut · �n))

∂�n
= ∇

(
b∇ut · �n)

)
· �n

∼= bi+1,j+1 + bi,j
2

ui+1,j+1 − ui,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

ui−1,j−1 − ui,j

2h1h2

(C-4)

en donde, al igual que antes, se aproxima cada componente del tensor de difusión por

una media de cada uno de los elementos de la diagonal con el asociado al del pixel en

cuestión.

Si realizamos el mismo proceso para el vector �n′ =
(
− h1√

2h1h2
, h2√

2h1h2

)t

en la di-

rección de la otra diagonal (figura C.1 de (i + 1, j − 1) hacia (i + 1, j − 1)) llegamos

a

∂ (b u�n′)

∂�n′ =
∂ (b∇ut · �n′))

∂�n′ = ∇
(
b∇ut · �n′)

)
· �n′

∼= bi+1,j−1 + bi,j
2

ui+1,j−1 − ui,j

2h1h2

+
bi−1,j+1 + bi,j

2

ui−1,j+1 − ui,j

2h1h2

(C-5)

Si restamos las dos ecuaciones anteriores, (C-4)-(C-5), obtenemos los dos términos

que nos quedan por definir
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∂ (b uy)

∂x
+

∂ (b ux)

∂y
=

∂ (b u�n)

∂�n
− ∂ (b u�n′)

∂�n′

∼= bi+1,j+1 + bi,j
2

ui+1,j+1 − ui,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

ui−1,j−1 − ui,j

2h1h2

− bi+1,j−1 + bi,j
2

ui+1,j−1 − ui,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

ui−1,j+1 − ui,j

2h1h2

(C-6)

Agrupando todos los términos anteriores, (C-2), (C-3) y (C-6), la discretización

de la divergencia se aproxima por

div (D (∇v)∇u) ∼=
(

ai+1,j + ai,j

2

ui+1,j − ui,j

h2
1

+
ai−1,j + ai,j

2

ui−1,j − ui,j

h2
1

+
ci,j+1 + ci,j

2

ui,j+1 − ui,j

h2
2

+
ci,j−1 + ci,j

2

ui,j−1 − ui,j

h2
2

+
bi+1,j+1 + bi,j

2

ui+1,j+1 − ui,j

2h1h2

+
bi−1,j−1 + bi,j

2

ui−1,j−1 − ui,j

2h1h2

−bi+1,j−1 + bi,j
2

ui+1,j−1 − ui,j

2h1h2

− bi−1,j+1 + bi,j
2

ui−1,j+1 − ui,j

2h1h2

)
(C-7)
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of the optic flow incorporating measurement duality. Int. J. Comput.

Vision, 27:263–286, 1998.

[Fua93] Pascal Fua. A parallel stereo algorithm that produces dense depth

maps and preserves image features. Machine Vision and Applications,

6(1):35–49, 1993. Available as INRIA research report 1369.

[Gib50] J. J. Gibson. The Perception of the Visual World. Houghton Mifflin,

Boston, Massachusetts, 1950.

[Gla84] F. Glazer. Multilevel relaxation in low-level computer vision. Multires-

olution Image Processing and Analysis, pages 312–320, 1984.

[GMN98] B. Galvin, B. McCane, and K.Ñovins. Recovering motion fields: An
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[Gri85] W. E. L. Grimson. Computational experiments with a feature based

stereo algorithm. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine

Intelligence, 7(1):17–34, 1985.
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images sequences. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Ma-

chine Intelligence, 8(5):565–593, 1986.

[Nes93] Paolo Nesi. Variational approach to optical flow estimation managing

discontinuities. Image and Vision Computing, 11(7):419–439, 1993.

[Nis84] Keith Nishihara. Practical real-time imaging stereo matcher. Optical

Engineering, 23(5):536–545, Agosto 1984.
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