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1.1- INTRODUCCION

1.1-1.- EL PROBLEMA DE LA INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA.
SUELOS ESTRATIFICADOS

Desde una Optica muy general, puede decirse que la
ingenieria tiene planteados un numero de problemas muy
diversos para los que no se conoce una solucion exacta de
forma explicita. Con la aparicion y generalizacion del uso
de los computadores digitales ,surgen una serie de técnicas
numéricas que proporcionan soluciones aproximadas, con una
precisidén y costo razonable. En esta tesis el problema que
vamos a tratar es uno de estos para los que no se dispone de
una solucidén de forma explicita y por tanto se aborda su
resolucidén de forma numérica. El problema, en general, se
refiere a obtener la solucidn en tensiones y movimientos de
una estructura sometida a solicitaciones dinamicas y en
particular a los efectos que la interaccioén entre el suelo y

estructura tienen sobre la respuesta de esta ultima.

Es claro gue un gran numero de las estructuras que se
disenan tienen una clara vinculacidén con el terreno sobre el
que se mueven, o asientan; como ejemplo se pueden citar :

maquinarias, vehiculos, edificaciones, obras civiles etc...

Debido a la penuria de métodos de resolucidn
adecuados, hasta no hace mucho tiempo, pese a que era de
todos conocida la interdependencia entre estas estructuras y
el suelo,solia realizarse el andlisis dinamico de la
estructura desvinculada del mismo; esta hipotesis, aunque
inexacta, suele ser suficiente para aquellas estructuras de

-no elevada importancia o responsabilidad.

En ciertas estructuras; bien por su importancia en si
mismas, p. ejem. puentes de grandes luces, edificios en
altura o por sus repercusiones tanto ecologicas como de

.- = s=indole de seguridad-—ecasoc—~de —eentrales - nucleares ,ssresulta

evidente que hemos de realizar el estudio conjunto de ambas
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partes; estructura y terreno.

La realidad actual es que el numero de estructuras a
las que hay que aplicar un andlisis dinamico conjunto crece
constantemente y esta necesidad ha inducido numerosas
investigaciones en este sentido. Los métodos desarrollados
son fundamentalmente dos : el Método Directo y el Método de

los Tres Pasos o de Subestructuracion.

En el Método Directo el analisis se realiza
conjuntamente entre ambos elementos estructurales, el
terreno y la superestructura, aplicandoles alguno de los
métodos numéricos de resolucion ya mencionados, usualmente
el método de los elementos finitos. La estructura y el suelo
se discretizan, empleando para ello los tipos de elementos
adecuados, en especial aquellos elementos utilizados para
modelizar el terreno, ya que éstos han de tener en cuenta la

parte del mismo que no ha sido discretizada.

La solucidn al problema puede ser hallada en dos
dominios diferentes. En el dominio del tiempo, aquel en el
que todas las variables dependen de la variable tiempo,
mediante una tecnica de resolucidon de Integracion Paso a
Paso. En el dominio de la frecuencia, aquel en el que todas
las variables son de tipo armdénico o bien pueden ser
descompuestas en una suma de éllos, a través de la obtencidn
de la funcion de transferencia del sistema para cada
frecuencia obtenida al resolver el sistema de ecuaciones
resultante de aplicar 1la transformada de Fourier o de
Laplace a las ecuaciones de campo en el dominio del tiempo.

La solucidn en este Ultimo dominio se regenera al realizar
el producto, de la funcion de transferencia del sistema, vya
conocida, y la funcidén transformada de la excitacion y

aplicarle a éste la antitransformada correspondiente.

RS TN LT L T e e L s W —
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El método de integracion paso a paso permite tener en
cuenta las posibles no linealidades del conjunto analizado,
teniendo como principal inconveniente su fuerte dependencia
del intervalo de tiempo escogido para cada uno de los pasos,
debido a que este debe ser pequeno para obtener una solucidn
correcta, se penaliza el tiempo de ejecucidén y por tanto su

costo final.

El analisis en el dominio de la frecuencia, pese a su
mayor sencillez, tiene dos inconvenientes fundamentales : el
primero es que ya no permite tener en cuenta 1las no
linealidades existentes y el segundo es que para obtener una
respuesta temporal equivalente, a 1la del analisis en el
tiempo, es necesario obtener una gama muy amplia de
frecuencias, con lo que el costo de este procedimiento se

vuelve a elevar.

El Método de los tres Pasos o de la Subestructuracidn
se consideran separadamente la super estructura y el terreno
., su denominacidn proviene de que han de resolverse tres
problemas, o pasos, sucesivamente.

1.- Determinacion de los desplazamientos de la
cimentacion, rigida y sin masa, debidos a los movimientos
producidos en la superficie 1libre por un tren de ondas
elasticas, incidentes a traves del suelo.

2.- Calculo de las impedancias dinamicas de la
cimentacion, mediante la aplicacion de los movimientos de
solido rigido adecuados y de la evaluacién de los esfuerzos
producidos.

3.- Determinacidn de la respuesta de la superestructura
(suponiendola soportada no ya por el terreno sino sobre los
resortes y émortiguadores equivalentes, obtenidos en el
segundo paso, sometida a los movimientos determinados en el

primero.

Los inconvenientes de este método se centran en la
~—diffeultad de modelizar. =i ~cemportamiento—rac - lineal .del

terreno, asi como no tener en cuenta la influencia de la
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estructura sustentada en las propiedades del mismo; al no
estar ésta incluida en los modelos utilizados en los pasos

primero y segundo.

Algunas de las ventajas Qque presenta este método

son:
a.-Los modelos utilizados son muy simples.

b.-Permite efectuar analisis de sensibilidad a los
diferentes parametros, basados en diferentes
hipdtesis a lo largo de los tres pasos , lo que
nos da, una major y mejor informacion, acerca de
los distintos factores que intervienen en el

problema global.

Hasta hace relativamento pocos anos, el método
numérico mas utilizado con ambos enfoques de resolucidén del
problema es el de los Elementos Finitos, que suponen un
semiespacio elastico, o un medio estratificado
horizontalmente, yaciendo sobre una base infinitamente
rigida. En cuaquiera de ellos, habra de obtenerse el
movimiento de la base rigida compatible con el movimiento
conocido en la superificie; utilizando para ello varios

procedimientos.

Los principales inconvenientes de los modelos

desarrollados basandose en los elementos finitos son dos:

1.- La estratigrafia real del suelo puede no ser
rectos ni paralelos, entre si y la base, como
por ejemplo, valles de aluvion, etc...

2.~ La base sobre la que se asienta la estratigrafia
del terreno considerado no ha de ser siempre

rigida.

Ambas limitaciones vienen impuestas, la primera poxr
la matriz consistente de contorno, elemento, especialmente
desarrollado para este tipo de problemas, que cierra la zona

de terreno discretizada. La segunda por 1la imposibilidad
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inherente al método de modelar medios seminfinitos o

infinitos.

Por ello se han desarrollado otras técnicas numéricas
tales como : El Método de los Elementos de Contorno , tanto
directo como indirecto, wutilizando diversas soluciones
fundamentales; acoplamientos Elementos Finitos y de
Contorno; Matrices de Transferencia o diversos tipos de

Ecuaciones Integrales.

1.1-2. ANTECEDENTES HISTORICOS DEL PROBELMA.

1-1-2-1 VIBRACIONES VERTICALES

La Deustche Forschumgsgesellschaft fur Bodenmechanilk,
en los anos treinta, pretendia desarrollar un vibrador que
permitiese la determinacidén de las caracteristicas dinamicas
del suelo. El soporte tedrico fué encomendado a Reissner,

que publico los resultados de su analisis en 1936.

El vibrador era del tipo de masas excentricas,
montadas en un marco rigido. Por tanto el modelo empleado
por Reissner consistia en una masa rigida que, sin separarse
del terreno, inducia en el un desplazamiento alternativo,
constante en la zona de contacto. La forma de ésta, por

simplicidad de los célculos, la adoptd circular.

Respecto al suelo, el modelo utilizado fue el
semiespacio eldstico, homogeneo é isotropo, como
generalizacién de los modelos usuados, para problemas

estdticos, en Mecanica de Suelos.

Con estos planteamientos el problema de calcular las
presiones en la interfase se puede resolver, si se resuelve

el problema planteado en la Fig 1.1.
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R
v
g,z=?
o] -
111 ; 11
ESTADOQ DE [ TENSIONES
&=v=0  W=1 v, wE
ESTAD QO DH | MOYIMIENTOS
]
Fig.-1.1

Tal y como se observa; es un problema mixto, que
lleva a un sistema de ecuaciones integrales; insoluble para
Reissner ya que éste no disponia de un método de resoluciodn

apropiado para el mismo.

Por este motivo hubo de simplificar la situacidon y
supuso conocida la distribucion de presiones en la zona de
contacto, lo que implica el incumplimiento de las
condiciones de compatibilidad de deformacion con la
hipétesis de movimientos de sdélido rigido. En definitiva
el pfoblema de Reissner consiste en la determinacidén de la

respuesta de un semiespacio sometido a unas tensiones.

it
Py €
g = — Tl a
i > en un zona de [ 1.1 ]
T Io radio ro
T == =0

La solucidén se obtiene mediante las funciones de
Green para el semiespacio (halladas por Lamb en 1904), y que
para el movimiento del punto en el eje de simetria , se
presenta en la forma:
Lwt
Py €

W= ( £, + 1 £32 ) [ 1.2 ]

donde : P,

p : Modulo de deformacion transversal del terxrreno
re : radio de la interfase
f, y fz : Funciones de Reissner f,,f; « ( ¢ , v , @ y

Resultante de las tensiones verticales de contactc
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A través de la expresion [1.2] se puede calcular la
respuesta del sistema vibrador-suelo. Si 1la masa del
vibrador es m y admitimos la hipdtesis de movimiento de
solido rigido, el equilibrio dinamico exige :

.. Twt fwt
mw + Py e = Qp e [1.3]

<. 2

2
w = - W w

Introduciendo esta expresidén en la 1.3

2 K re Twt
TR TTEE T, |V % e [1.4]
Twt
Suponiendo que los movimientos w =A e [1.5]
Q ( £,.+ ¢ £)
A = o . 2 [2.6]

' . 2
— (A -1 w

( m f,+ ¢ ) m £,

Los resultados tedricos no coincidieron con los
ensayos realizados debido a varias razones :

a) La hipdtesis de distribucién de 7.

et '_'.33: si. T =T =
b) ILa kipciesis de que T _ vz 0
c) la hipotesis de que las tensiones en la interfase

no dependian de la frecuencia ®

Ademas, Shekhter (1948), demostrd la existencia de
errores de signo en las expresiones de 1las funciones de
Reisssner y Richardt (1970), que en los ensayos realizados,
se utilizardn aceleraciones que producian el despegue del
vibrador del suelo, con lo que la hipotesis de partida
quedaba totalmente alterada.

Esta idea de Reissner quedé olvidada hasta 1953,
resurgiendo con la aparicion de los articulos de Quinlan y
Sung, en el LVI dAnnual Meeting of American Society for
Testing Materials, que modifican la hipdtesis a),
resolviendo varios casos con diferentes hipotesis de
“distribucion de tensiones en la interfase. ~La mas

interesante de las utilizadas fue la dada por la expresion :
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p eiwt
o
o = [1.7]
= . 3 - 7 -
2 2 Distribucion de tensiones del
2Tr r - r T
° ° caso estatico.
Tras varias mejoras introducidas por Bycroft

(1956),Richardt, presenté en 1962 las graficas de la
Fig 1-2, en funcidén de parametros adimensionales, entre

ellos la frecuencia adimensional ap= @ rg / cs [1.8], donde

ce= Y B / P es la celeridad de las ondas elasticas S, o de

distorsion del medio elastico considerado.

f Vctrn.im Amouu.dc - A‘i .

G dy

Q,
1'e DA
m..

Dmensrortess Amphtude Fottor,

Dirnensiontess Ampitde Factor, K

=] LX) 10 1%

Q ® > ‘/-é
{a) For Cogtom Bmottede - {1 For Eaciting Force Amplitude
- of Exating Force. Dependent on Exating Frequency
Fig .-1.2
La semejanza de  éstas graficas con las

correspondientes a un sistema amortiguado de un solo grado
de libertad, indujerdén a Hsieh (1962) a proponer el
siguiente esquema :

Derivando la ecuacidn [1.2] :

w=1iuww [1.9]
pero
twt M row ( f4-1fz ) fq w i fow
Poe = =Hro{ - ]
£2 4+ f2 £2 4+ g2 £ £
[1.10]
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Tt

£y P Io f2 . 111
Po € = [ H e —35 % ] w - [ ] w  [1.11]
£2 4+ f2 @

que sustituida en [1.3] conduce a :

.- f, U ro f2 . {ot
mw + [ W T ——3 ] w - [ ] w = Qo €©
2 2 (&) A 2
fi + £3 £y + £ [1.12]
que es analoga a :
.. . Tt
mw+kw+cw=Fe [1.13]

lo que nos lleva a

£y
K _=H T —5
eq £2 + £2
[1.14]
K To fa
C =
«a”TE TE L,

que clarifican la interpretacién de [1.2]

la respuesta en movimientos w, tiene dos partes; una
gobernada por f; en fase con la carga y otra por b i)
desfasada 90°.

La ecuacion [1.14] pone de manifiesto que esta
segunda corresponde al amortiguamiento; el cual solo puede
corresponder a la perdida de energia por radiacién en el

terreno.

En f, se recogen las contribuciones en fase, tanto
las debidas a las reacciones elasticas como a las de las
fuerzas de inercia; Keq recoge pues ambas y ello explica el
hecho de que aparezcan valores negativos de ésta a muy altas
frecuencias como consecuencia del predominio de las ultimas
frente a las puramente elasticas. Ademas tanto f; como f
‘<de?eﬁdenndef%ﬁffrecuencia'adimensﬁ%ﬁal&gzdel;coeﬁicientea de

Poisson del terreno V.
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El comportamiento a frecuencias muy bajas proximas a
cero han de tender a 1la solucién estatica, dada por

Timoschenko, cuya expresion es :

Pg ( 1-¥
Wgt = TR, [1.15] al comparala co [1.2]
Po 1 - v
Wat = T [filo * [f1lo = —F—— [1.16]

que coincide para los diferentes valores de ¥ obtenidos por
Bycroft

w Tt 4

wBt = e ( l__v) ( f1

+ 1 fy ) [1.17]

Lysmer (1966) a la vista de ésta expresion indico que
bastaba con representar las expresiones siguientes

graficamente :

Fy = —5—F— &1
[1.18]

Fo = —3 55— *fa

ya que son ellas las que controlan la respuesta y de forma
congruente definir un indice modificado de masa que sera :
4 1-v m

B=-—5 b=—"3 T [1.19]

Ademds Lysmer, recalculé los valores obtenidos por
Bycroft utilizando una discretizacion anular de la placa y

resolviendo un sistema de N x N grados de libertad.

Otro paso dado por Lysmer fue simplificar la
situacion, buscando eliminar la variacion de los parametros
keq ¥ Coq de la frecuencia de excitacidn; para ello

la expresion [1.2] se formula como :

PO=K(k+i60C)WO [1.20]
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_ 4y
K= 7= 50) [1.21]

y las relaciones entre f4,fz y k, c se hallan facilmente

Lo que se pretende es reducir el problema del disco
rigido, sin masa y soldado al semiespacio; al sistema de un

grado de libertad equivalente.

- . iwt
M eq w + C eq w + K eq w = Pg € [1.22]
siendo : Lwt
W = Wg € [1.23]
2 .
Wo [ ( - meq 8] + keq) + i W Ceq ] = Po [1.24]

por tanto igualando [1.24] y [1.20]

- @ m + k = k K
[1.25]

w cC = anp K C
eq

[4

El modelo de Hsieh. implica elegir

M aq = 0

K 0q k K [1.26]
dp

C oq = & K c

Richardt y Lysmer escogen los siguientes valores :

K, —K
[1.27]

- K -
C = " (1 -%k)

Valores a anadir a la cimentacion cuando se realiza el

estudio conjunto.
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Lysmer, posteriormente, eligid un modelo incompatible

3.4 Yo
Coq-TT -5y TFPH [1.28]
M =0
eq

a fin de ajustarse lo mas posible a las curvas exactas,
Fig ( 1.4 )

1.1-2-2- VIBRACIONES HORIZONTALES Y DE CABECEO EN REGIMEN
PERMANENTE.
1.1-2-2-1.- MODELO DE VELETSOS

Las ideas utilizadas en el apartado anterior,
condujerén a toda una serie de investigadores al analisis de
la respuesta de la cimentacion circular frente a
solicitaciones mas generales : momentos flectores Yy

torsores, fuerzas horizontales oscilantes.

El estado de la cuestidén, hasta el ano 1969, puede

encontrarse en la obra de Ritchart, Hall y ¥Woods.

Al estudiar el caso de momento flector y fuerza
horizontal, que corresponden a los movimientos de cabeceo
( rocking 2 y balanceo ( swaying 2 respectivamente, se
observa que ambos estan acoplados y el estado tensional que
aparece; provoca grandes discrepancias con las

simplificaciones deseadas.

En particular es casi imposible hallar valores
independientes de 1la frecuencia adimensional. Todo ello
condujo a un replanteamiento del problema y la aparicidn de
los resultados de Veletsos et al.; que constituye la base

admitida de los estudios actuales.

Las hipotesis de partida de Veletsos y Wei (1971), en
“8u articulo , para estudiar el comportamiento horizontal

eran :
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1) Durante la actuacion de la carga horizontal la
componente normal de la tension de contacto es
nula.

2) Durante la actuacion del momento flector, la
componente tangencial de la tension de contacto es

nula
Es decir imponian condiciones relajadaes de contacto y
en repuesta a cada tipo de solicitacion el disco rigido gira

y se traslada en ambos casos.

Resumiendolo graficamente en la fig (1.3)

Q X
| |
. pezwc X /\Me" wt
i 1 l I

(a) (b)
Fig .- 1.3

Con objeto de mantener las relaciones de reciprocidad
entre las tensiones y movimientos de acoplamiento,

utilizaron el siguiente procedimiento :

- * * - -
Si llamamos ¢ p, y uyw al giro y desplazamiento
provocados por P y M rewspectivamente, la condicion de

reciprocidad sera :

* *
mmm P,AuM 0 :—-,,Mn‘fb [1.29]

Sequn el teorema de Maxwell-Bettl
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2 TC r P 21T r M
J J ¢  uy rdrd® = J J ¢ _ wp rdrd® ([1.30]
0 0 0 0

y teniendo en cuenta que :

F2TT rr .
P = a . rdxrd8s
Jo Je
[1.31]
AT of M
M = o _ rdrdB
Jo Jo
podemos establecer :
Wp
J g’ u da J o™ [ ] r dA
A x M A 14 r
* *
u = - y ¢,° - [1.32]
J g da J g, rda
A A

Formulandolo como matriz de flexibilidad y de forma

matricial podemos poner :

u ( £24 + ¥ ggg ) ( £42 + 1 g4z ) Ugt
¢ 1o ( £24 + ¢ Q24 ) ( £f22 + ¢ gzz2 ) ¢st Yo
[1.34]
donde :
2 - v
Ugti = 8 H Yo P
[1.35]
- v

Pgt = 3 (1 3 ) M

8 ]—1 Yo

aplicando el teorema de reciprocidad obtenemos que :

( £42 + ¥ ge2 ) = 3((21——2)2))) ( £f24 + 22.921 )y [1-36]
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w

i
Yolues of fr2 ond ~gye

Vohes of fu ond g

Fig.-1.4

Realizando la formulacion como matriz de rigidez

queda :
P Ky (k11+iaocii) ero(k12+iaoc12) u
= [1.37]
M KyTo(kzs+tapgCzy) K¢(k22+iaoczz) ¢
donde :
- P - 8 H Xq
Kx Ug ¢ ( 2 - v )
3 [1.38]
K = M - 8 H ra
¢ ¢gt_ 3 ( 1 - v )

0

o,
(7

°-
u
T

Velues of kyy 0nd Cry

Volues of kn end Cn

-

.

o Es importante observar- la—fuerte dependencia quss -los

valores de k;; presentan con respecto al valor del
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coeficiente de Poisson (¥) a partir del valor ag=2 ,

llegando a alcanzar valores negativos para frecuencias
ap>4.5 y v=1/2. Tal y como se indico esto se debe al
predominio de las fuerzas de inercia sobre las puramente
elasticas., para altas frecuencias de excitacidn. Para
evitar la aparicidon de estos valores negativos es por lo que
algunos autores recomiendan el uso de una masa equivalente

distinta de cero.

Asimismo se observa que los valores de ks > kzz,
para el mismo rango de frecuencias, que nos indica la mayor
rigidez del terreno frente a movimientos horizontales y a su
vez que las fuerzas de inercia desarrolladas son mayores

para los movimientos de cabeceo de la cimentacion.

Respecto a los amortiguamientos cabe observar que en
ambos casos se mantienen pequenos y crecientes desde

frecuencias bajas; valores entorno a 0.5 y 0.6.

Finalmente se observa que los términos de
acoplamiento se mantienen bajos, lo que permite

despreciarlos a efectos practicos en 1la mayoria de los

casos.
Despreciandolos obtenemos la matriz de rigidez del
terreno como :
p Ry (k1s1+iapCyy) 0 u
M 0 K¢(k22+iaoczz) ¢
con :
N fa4 faz
14 = 1 kzz =
2 2 2 2
£44 + Qug f22 + g2z
[1.40]
-1 g11 -1 gzz2
Cia = ag 2 2 ¢ C2z & 2o 2

2
fz2 + g2z
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Dada la efectividad de la simplificacién efectuada,
Veletsos y Verbic ( 1972 ) han establecido las expresiones
de las flexibilidad y rigidez del terreno para cargas

armoénicas del tipo :

Twt

Py ((t ) = Py ©
Tt

P, (t ) =P; e [1.41]
Tt

M, (t ) =M, e

Las expresiones de la flexibilidad y rigidez, en forma

matricial, quedan :

FLEXIBILIDAD RIGIDEZ
u HXO 0 PX Px on 0 u
¢ 0 0 H, P, P, 0 o0 o
[1.42]
donde :
_ 1 :
H, =-—57 (£ +t4g;)
: [1.43]
Q; = Kj (ki +1t ap cj)
j=xlelz
siendo :
K, = 8}“1‘0 - K — 8}41'03 K 4P'r0
* (2-») ' e 3(1-2 )" ™= (1 -2
[1.44]

1.1-2-3. VIBRACIONES DE TORSION

Las vibraciones de torsidn se encuentran totalmente

desacopladas de las anteriores.

Las primeros resultados corresponden a los estudios
de Reissner y Sagoci (1944) que partieron, al igual que en

el caso de vibraciones verticales, de una distribucidon de
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tensiones tangenciales del tipo :

3ML Xo
Ty = [1.45]

a
P / 2
4 T ro r - Yo

que se hacen infinitas para r = ro. BEsta ley corresponde al

caso estatico y con ello podemos definir la constante

elastica :

3

©

asi como los indices de masa vy amortiguamiento. Para
representar unos resultados congruentes con los anteriores

se puede definir el factor de amortiguamiento como :
_ _16 4
C,=-3— 7HPrT [1.47]

y de esta manera expresar :

M. = K, ( k,t ¢ ao c [1.48]

o)
Los valores de k¢ y C©
Westmann (1971).

Es importante hacer notar la independecia de estos

© han sido obtenidos por Luco vy

valores del coeficiente de Poisson, asi como la ausencia de
disipacion para ondas distintas de las de distorsién, SH vy
Sv.

1.2- REVISION BIBLIOGRAFICA

De acuerdo con lo expuesto en los antecedentes del
problema; el planteamiento del mismo es de mediados los anos
30.

La revision podria hacerse en base a diversos
criterios. Se ha realizado de forma tal que, se reflejen los
diferentes aspectos y medios de resolucidén utilizados;
respetando en 1o posible el oxden cronolodgico. Esta

exposicidn permite observar la coexistencia de distintos
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métodos, asi como el abandono de ciertos planteamientos.

A grandes rasgos la clasificacidon se podria realizar

tal y como sigue :

a) Métodos que suponen una distribucion de tensiones
en la interfase.

b) Métodos que utilizan soluciones explicitas,
analiticas, o semianaliticas.

c) Métodos numericos, que proorciénan soluciones
aproximaedas; M. E.F., M. E. C.

Métodos que implican distribuciones de tensiones en

la interfase.

Dentro de este grupo se encuentran los ya citados
Reissner (1936),Reissner y Sagoci (1944) que estudian las
vibraciones verticales y de torsién de discos rigidos

situados sobre el semiespacio elatico respectivamente.

Schekter (1948), Richardt (1953), Bycroft (1954),
Hisieh (1962) y Lysmer (1966) estudian cimentaciones
superficiales sobre el semiespacio, sometidos a diferentes
tipos de vibraciones; para los que suponian una funcién de
distribucién de las tensiones en la zona de contacto, aun
cuando ésta implicaba no cumplir las condiciones cinematicas
impuestas al problema mixto planteado. Tambien es de
destacar que desde este momento se inicia la idea de 1la
discretizacion , del dominio en estudio, como método de

resolucidn del problema ( Lysmer ).

Collins (1962) y Paul (1967), presemtaron soluciones
asintoticas para el disco rigido yaciendo sobre un estrato,
que a su vez descansa sobre una base rigida; valido para

bajas frecuencias.
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Métodos que usan soluciones analiticas,

semianaliticas o explicitas

Los investigadores que emplearon esta técnica de
resolucion del problema de interaccién suelo-estructura,
empiezan a disponer de herramientas adecuadas para abordar
los complicados y tediosos calculos matematicos a que

conduce el tratamiento del mismo.

El articulo clave, del que se desarrolla la base de
los trabajos actuales, es el de Veletsos y Wei (1971) y su
generalizacion en otro articulo posterior; en los que se
obtiene 1los resortes vy amortiguadores equivalentes de
cimentaciones circulares rigidas sobre semiespacio elastico
, sometido a vibraciones armonicas de traslacidn, cabeceo vy
movimiento vertical, utilizando el principio de

reciprocidad.

Kobori, Minai y Suzuka (1968); Kobori y Suzuka (1970)
asi como Luco y Westman (1972) utilizaron esta misma técnica
para distintas solicitaciones. Veletsos y Verbic (1973),
incorporaron el amortiguamiento del material modelandolo

como un solido viscoelastico.

Luco (1976) formula el problema de un disco sobre un
terreno estratificado, incluyendo el amortiguamiento del
material; reduciendolo a la resolucionun de un sistema de
ecuaciones integrales. Wong y Luco (1976) formulan un método
analitico para cimentaciones rigidas de forma cualesquiera,

sometidas a todo tipo de excitaciones.

Las soluclones explicitas para cimentaciones
embebidas en condiciones antiplanas fueron tratadas por :
Luco (1979), Then y Umek (1973); Wong vy Trifunac (1974);
Luco, Womg y TRfunac (1975). En deformacidon plana por Thau y
Umek (1976), Wong (1979) y Dravinsky (1980).

o o rmm—

Luco (1976) obtuvo 1la respuesta de cimentaciones
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semiesfericas, ante ondas SH incidiendo oblicuamente; Apsel
y Luco (1976) el caso de cimentaciones semielipsoidales y
Luco (1976) el de cimentaciones cilindricas rigidas.
Kitamura y Saturai (1979-1982) y Adeli, Mejazi, Keer, Nemat
y Nasser (1981) completan los trabajos previos desarrollados

por Wong y Luco.

Las cimentaciones embebidas en el terreno han sido
objeto de varios estudios en los que se analizan 1los
diferentes factores-gue influyen en su comportamiento;
Baranov (1967) estudié los efectos de del embebimiento,
tanto en modelos de semiespacio elastico como en medios
estratificados horizontalmente sobre un semiespacio
homogéneo. Este trabajo fue ampliado por Beredugo y Novak
., Novak y Beredugo (1972) quienes desarrollardon soluciones
en forma de desarrollo en serie para excitaciones vertical y

horizontal-cabeceo acopladas.

Métodos Numéricos de discretizacion del dominio

Tal y como se ha expuesto al inicio de la
introduccidn, es a mediados de los anos 60 cuando surgen
unas poderosas herramientas para la resolucién de aquellos
problemas cuya formulacidn conduce a sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. El primero de estos
métodos en desarrollarse es el de todos conocido Método de
los Elementos Finitos; para posteriormente y a la vista de
ciertas limitaciones, caso del problema planteado, surge
otro planteamiento numérico no menos conocido denominado
Método de los Elementos de Contorno o de las Ecuaciones

Integrales.

Utilizando el M. E. F. encontramos diversos autores.
Lysmer y Kuhlemeyer (1969) aplicaron este procedimientoc al
problema de interaccion suelo-estructura desarrollando
elementos especiales, Contornos Adbsorbentes, que situados en
.~ los: twites de .la discretizacion—del— terreno - efectuada;

permiten tener en cuenta la influencia de la zona del mismo
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no incluida en el modelo é impedir las reflexiones de las
ondas en los contornos ficticios; realizaron estudios de
cimentaciones sobre el semiespacio eldstico obteniendo la
influencia del grado de embebimiento de la misma en el

terreno.

Waas (1972) asimismo abordd la resolucion del
problema en un medio estratificado horizontalmente
desarrollando matrices de rigidez dindmica. Kausel (1974)
extiende las técnicas de Waas para dominios con simetria de
revolucion y sometidos a excitaciones no axilsimefricas,
estudiando la influencia del tamano de 1la malla, para el
caso estatico, el grado de enterramiento y dando formulas
parcticas aproximadas. Ettouney (1976) compara resultados
con diversos tipos de condiciones de contorno. Elsabee vy
Morray (1977) presentan formulas aproximadas que completan
los resultados de Kausel. Gonzalez (1877) estudia las
rigideces de cimentaciones cuadradas; asimilandolas a 1las
circulares inscrita y circunscrita equivalentes comparando

el grado de embebimiento.

Jacub (1977) compara modelos bi y tridimensionales.
Day (1977) obtiene a su vez rigideces dinamicas de
cimentaciones cilindricas rigidas sobre el  semiespacio
eldastico. Verdanega (1978) investiga sobre cimentaciones
rigidas superficiales.

Kausel y Ushijima (1979) estudian y amplian 1los
trabajos previos, del primero, sobre cimentaciones
superficiales y cilindricas embebidas yacentes en un estrato
de espesor constante sobre una base rigida; teniendo en
cuenta la influencia del grado de embebimiento y el espesor
del estrato é incorporando la influencia del
amortiguamiento; dando ademas expresiones aproximadas que
modifican las dadas anteriormente para excitaciones vertical
y de torsidn. Day y Frazier (1979) amplian los estudios del

—primexro extendiéndolos «e=a —medios -estratificados Yy

cimentaciones cilindricas embebidas.
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El problema de la interaccién Suelo-Estructura, ha
sido afrontado por otros métodos o bien desarrollando
elementos especiales que se alejan mucho de los
convencionales; obteniendose soluciones que son
semiexplicitas en algun sentido. Entre éstos cabe citar a
Gazettas y Roesset (1976-79) que integran la ecuacion de
onda usando la transformada de Fourier y parametrizando la
influencia de la rigidez relativa de la roca que forma la
base. Dasqgupta y Rao (1976-79) usarén E F . pero
considerando distintas condiciones de contacto. Kaussel vy
Roesset (1977) presentan un nuevo elemento finito para
medios estratificados. Tassoulas (1981) revisa los tipos de
elementos finitos utilizados, las condiciones de contorno;
analizando los problemas numéricos planteados y wutilizando
el nuevo hiperelemento desarrollado por los anteriores, que

tan solo precisa discretizacidn horizontal.

Bettses y Zenkiewicz (1977) y Chow y Smith
desarrollan un elemento finito infinito para medios
infinitos o seminfinitos. Nelson e Isemberg (1976); Day y
Frazier (1979); Dasgupta (1980-81); Murakami,Shioya,Yamada y

Luco (1981) presentan técnicas hibridas para su resolucion.

El Método de los Elementos de Contorno, tanto en su
formulacion directa como indirecta, se ha comenzado a usar
recientemente; tal y como se ha indicado. Su utilidad se
basa fundamentalmente en su capacidad de modelar medios
infinitos; obviando asi este inconveniente inherente a los
E. F.

Este procedimiento ha sido utilizado en ambos
dominios; la frecuencia y el tiempo. En este ultimo bien a
través de utilizar una transformada, Fourier o Laplace, a la
solucidén obtenida en el dominio de la frécuencia o de su

formulacion directa , mediante una integracidn paso a paso.

— ~En- e-dominio del tiempo pmmediarte-las -técmieas de

transformacion encontramos los siguientes autores : Banaugh
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y Goldsmith (1963); Niwa, Kobayashi y Fukui (1976) y
Robayashi y Nishimura (1982) mediante transformada de
Fourier. La transformada de Laplace la utilizardén Cruse vy
Rizzo (1968); Manolis y Beskos (1981,1983).

Estudios en el dominio del tiempo a traves de su
formulacion directa fueron realizados por Cole, Kolossoff vy
Minster (1978); Niwa, Fukui, Kato y Fujiki (1978).

Estudios comparativos entre los tres procedimientos
se realizardon en  (1982) por Manolis. Analizando
cimentaciones en el dominio del tiempo encontramos
recientemente a Beskos y Karabalis (1984) que estudian
cimentaciones superficiales y embebidas en el semiespacio
elastico homogéneo € isdotropo; sometidas a trenes de ondas
incidiendo oblicuamente. Spyrakos y Beskos (1986) analizan
la respuesta de cimentaciones, del tipo de las anteriores,
en deformacion plana y sometidas a cualquier tipo de

excitacion.

En el dominio de la frecuencia el M. E. ., tambien
ha sido muy fecundo en trabajos publicados, Dominguez (1978
ay b ) estudia en este campo rigideces dindmicas vy
difraccion de ondas para cimentaciones rectangulares
tridimensionales embebidas en el semiespacio. Alarcon,
Dominguez y del Cano (1980) tratan problemas bidimensionales
de cimentaciones embebidas; calculando las rigideces

dinamicas.

Dominguez y Alarcon (1981) estudian funciones de
forma singulares para el estudio de cimentaciones rigidas.
Dominguez (1981) y Dcminguez y Abascal (1982) estudian el
método de las imagenes aplicado al calculo de rigideces de
cimentaciones cuadradas. Abascal (1984) obtiene las
rigideces dinamicas de cimentaciones cuadradas
tridimensionales embebidas y extiende los estudios
bidimessionales -de rigideces y difraccion de ondas a medios

estratificados con geometria cualquiera.
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Apsel (1979) presenta funciones de Green para el
semiespacio estratificado, en funcion de transformadas
integrales en el dominio de 1la frecuencia y trata
cimentaciones embebidas, en el semiespacio y medios

estratificados, con simetria de revolucion.

Benito (1985) estudid cimentaciones flexibles
utilizando una técnica hibrida de M.E.C. y M.E.F. para

discretizar el terreno y la cimentacion, respectivamente.

Cano (1985) presenté las rigideces de cimentaciones
circulares superficiales rigidas sobre el semiespacio Yy
medios estratificados, incorporando el amortiguamiento del

material.

Rizzo, Shippy y Rezayat (1985), estudian las
impedancias dinamicas de cimentaciones  semiesfericas en

medios homogéneos.

Luco y Wong (1986) presentan a sus resultados sobre
el mismo tipo de cimentaciones que los anteriornes; aplicando
las técnicas desarrolladas por Apsel para cimentaciones

cilindricas.

1.3 OBJETIVOS

De acuerdo con la exposicién realizada en los
apartados precedentes, los esfuerzos que se han realizado en
los ultimos anos se centran fundamentalmente, en los
problemas de interaccidn suelo-estructura, en acercar los
modelos lo mas posible a la realidad. En primer lugar es
necesario disponer de= un' método de calculo que permita
modelar adecuadamente regiones seminfinitas homogéneas o

estratificadas.

En segundo lugar, es asimismo necesaria una correcta
simulaeion-de -las .propiedsdes del terreno que -presenta— una

compleja naturaleza.
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Se adopta, no obstante, para su estudio dindmico un
modelo de suelo de tipo Boussinesq, es decir como un sdélido
elastico, homogéneo ¢é isdtropo, cuyo modulo de  Young
permanece constante con la profundidad. Posteriormente se
introduce el amortiguamiento del material a traves de un

modelo de Kelvin-Voigt, viscoeldstico de tipo histerético.

En ultimo lugar es preciso que el metodo de calculo
propuesto contemple la naturaleza tridimensional del
problema que se pretende resolver. Ademas se hace necesario
realizar una serie de estudios paramétricos comparativos que
permitan comprender mejor la naturaleza del problema y
sopesar adecuadamente la influencia de aquellos factores que

intervienen en el mismo.

En este trabajo de tesis se pretende contribuir a wun
mejor conocimiento del problema de interaccién
suelo-estructura para cimentaciones con simetria de
revolucion, centrandose en la obtencion de 1las impedancias
dinadicas de las mismas; es decir resolver el paso b del
Metodo de la Subesfructuraéién, como una aplicacidén del
Metodo de los Elementos de Contorno a la resolucidn de

problemas dinamicos en sdélidos de revolucidn.

Para 1llevar a cabo la tarea propuesta se hace
necesario, en primer lugar, desarrollar un nuevo elemnto de
contorno que ha de ser capaz de modelar dominios con
simetria de revolucidn, y seccidn meridiana cualesquiera y
ademas contemplar condiciones de contorno con y sin dicha
simetria. Este elemento, asi formulado, permitira
intrinsicamente contemplar el comportamiento tridimensional,
sin penalizar excesivamente los recursos necesarios para la
obtencion de resultados coherentes con la bibliografia

mencionada en el apartado correspondiente.

En primer lugar se pretende obtener la impedancia
dinamica de cimentaciones axilsimétricas, superficiales vy

embebidas en el terreno, considerado como un medio homogéneo
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elastico o viscoelastico, sometidas a movimientos de sdlido
rigido vertical ,de torsidén, horizontal y de cabeceo. En
este tipo de problemas se intentara mostrar la influencia de
factores tales como el grado de embebimiento de la

cimentacién y el amortiguamiento del material.

En sequndo lugar, se pretende obtener en medios
estratificados,las impedancias dinamicas para los mismos
tipos de cimentacién , analizando fundamentalmente la
influencia de los parametrss- de rigidez relativa del
semiespacio soporte de la estratigrafia y la potencia
relativa del estrato, especialmente en modelos bicapa.

Ademas este modelo permitira analizar la respuesta de
cimentaciones cuando el suelo presenta unas frecuencias

propias de resonancia como ocurre en el caso estratificado.



CAPITULO 11

EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

EN SOLIDOS DE REVOLUCION
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2.1.— INTRODUCCION

En este capitulo se describe, brevemente, el
planteamiento del Método de los Elementos de Contorno, tanto
en Elastostatica como en problemas Elastodinamicos en
régimen estacionario, en el dominio de la frecuencia ; para

sOlidos con simetria de revolucién.

Para ello, primero se describe el planteamiento
estatico obteniendo la identidad integral y a continuacidn
obtener ésta para el caso dinamico a partir de un estado de

Stokes reducido.

En el resto de 1los apartados se obtendran las
soluciones fundamentales, necesarias en la formulaciodn
propuesta para problemas axilsimétricos, a partir de la

solucidn tridimensional correspondiente a ambos casos.

2.2.— EL M.E.C. EN ELASTOSTATICA

2.2-1.- ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA ELASTICIDAD

Las ecuaciones basicas que rigen el comportamiento de
los medios continuos, elasticos, isotropos y homogéneos son
las conocidas leyes de equilibrio de
tensiones,comportamiento del material y las ecuaciones de
compatibilidad.

2.2-1-1.- Equilibrio de tensiones

o . +X% =Pu [2.1]yT = o, n, [2.2]

= Fuerza de volumen segqun i
~= Tensor de tensidnes

P u; = Fuerzas de inercia, nulas para el caso estatico
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v . . .
T{ = Componente del vector tension asociado a un punto
n; = Vector normal asociado al punto

1.2-1-2.- Relacion desplazamientos-deformaciones

Dado un vector de desplazamientos asociado a un punto

P, u(p) y un campo de deformaciones compatible SU la

relacién que liga ambos es:
3-.='—2— [u.hj-% uj,i']. [2.3]

2.2-1-3.- Ley de comportamiento. Ley de Hooke

Esta ley establece la relacidn que existe entre

tesiones y deformaciones; en general esta dada por:
g =C.. €. [2.4]

siendo C.L‘i una matriz de 9x9 constantes elasticas

Estas constantes quedan reducidas a dos, A y { para
materiales homogéneos é isdtropos. La ley de comportamiento

en funcion de las constantes de Lamé queda:

Ui,j= A Eyyx si.j+2H8Lj [2.5]

donde:
A = Constante de Lamé
p = Modulo de rigidez transversal
Sij= Delta de Kroneker
8Lj= Tensor de deformaciones

o como la Ley de Hooke generalizada:

€= E %y TE kxS [2-6]
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siendo:
v = Coeficiente de Poisson
ij= Tensor de tensiones
€. .= Tensor de deformaciones

ij
E = M6dulo de Young o de elasticidad longitudinal

2.2-1-4.- ECUACION DE NAVIER

Introduciendo la ecuacién [2.3] en 1la [2.5]

tendremos:

0U= A U 3ﬁ+ B [ u{fhhﬂ] [2.7]

sustituyendola en la ecuacion [2.1], de equilbrio de
tensiones obtenemos:
[7\ W) 31{" %) [ ui_.j+uj .L] + X ='§u,-_ [2.8]
L4 i ,j
K sl . . i '.4+ T B o L= -'. .
ukkJs L'}' H [u\. ii uJ'LJ_ Xy ?ul. [2.9]
aplicando las propiedades de 1la delta de Kronecker 8“
podemos establecer la ecuacidén de equilibrio en términos de
movimientos como:
R
K ui.‘jj'*_(k'ﬂ’l)u J',i-j+ Xi=Puy [2.10]
que para el caso estatico queda reducida a:
Lo (A oo i = .
K ug JJ+( +“)“J,LJ + X;=0 [2.11]
Y en notacidn vectorial como:
”~
Vz u + 1 VAV + X = —P—— - (Dinamico)
vt 1w - TR
[2.12]
v2 u + 1 VA¥..y + %X=0 ~- - {Eatatico}

1-2v
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2.2-2.- IDENTIDAD INTEGRAL. IDENTIDAD DE SOMIGLIANA

Si aplicamos el segundo teorema de reciprocidad de

Maxwell—-Betti entre dos estados elasticos; uno real definido
v . 1% * *
por (T, X , u ) y otro virtual dado por ( T X, u ),

obtenemos la conocida expresion:

f . up dr +J Xiu, dO = J o Vuy dr +J Xiug d@ [2.13]
r 0 r 0

d . -
81 escogemos como estado virtual el proporcionado por

Xi= &(x-p) ei siendo: e;= componente del vector

de direccion segun i

$(x-p) = Funcidn Delta de Dirac

Debido a las propiedades de la funcion delta de Dirac

nos queda:

* * *
j T,; uy dab +J Xiuy 4@ = J Ti_vui_ dl" + uy [2.14]
r Q r

“j(p)=f T‘f(ewf(z,e)df‘—f i (2.2 )ug (e)df“{ X; (2)ui (2)d0
~ r r Q

[15.2]

que es la denominada identidad integral de Somigliana; base
del método de los elementos de contorno. La integral de
volumen o es conocida o es nula en caso de no existir las
fuerzas de volumen.

Cuando el punto P tiende al punto Q es decir: éste se
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situa en el contorno la identidad queda:

i 1 * 7] *
v (p)= éﬁn “r gt(e)Ut(fle)dﬂL Ti (2)Ui (E,2)dl-

j T’f”(s:e)ui(e)dr—f T’-f”(z-e)ua(e)df"} [2.16]
—-£ €

el limite de la segunda integral del sequndo mienbro es nula

siendo el correspondiente a la cuarta :

lim
£-+0

TLO (2e)ui(e)dl= Cui(r)  [2.17]
e
dependiendo el valor de CU de la geometria del contorno en
el punto Q de colocacidn’ Cuando la superficie es suave,
adopta el valor de Ctj=—1/2 .

en general se puede escribir [2.16] como:
c, .u.(P)+J T’.“?(P,a)ui(a)dI‘:f Ty (2)U. . (2,2)dl  [2.18]
L) 3~ I., 1) ~ o~ ~ r ~ Ljy~l~

#*

*
donde Uij (¢,2), T ?(g,g) son los desplazamientos y

i
tensiones, respectivamente del punto Q en la direccion

t ; cuando la carga esta aplicada sequn j en P.

2.3.- EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO
EN ELASTODINAMICA

2.3-1.- ECUACIONES- FUNDAMENTALES

Analogamente al caso estatico partimos de la ecuacién
de Navier [2.11]. Si en esta expresion tenemos en cuenta que
la celeridad de las ondas S y P son respectivamente:
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_ AESY Cr  /TI(1D)
Cg™=, H/? r Cp= ? E Yy Ca - (1__27_;) [2.19]

podemas expresar la ecuacion de Navier como:

2 2 2
(cp—Cg) uV%+ Ca uLu+ffq1j [2.20]

donde las fj son las fuerzas de volumen por unidad de masa.

. 1L . .’
Las tensiones T;, se obtienen de la ecuacion [2.9]

que puesta en funcion de cg y cp queda:

2 2 2
Uij ,’3[ (cep-2cg) Sijuk.k +Cg (ui'j+ uj’i)] [2.21]

<. L . s
y definimos T;{ de la misma forma que en el caso estatico.

2.3-2 TEOREMA DE RECIPRCCIDAD EN ELASTODINAMICA

Wheeler y Stemberg (1968) formulardén 1la relacion,
equivalente al Teorema de la Reciprocidad de Maxwell-Betti
p . . *
en la estatica, entre dos estados elastodinamicos S y S ;

definidos sobre un dominio & de contorno .

S(EI?’ICSICPIQ) = [ E"g ] }
[ 2.22]

W W
/91

W »
S (_f_I?ICSICPIQ) = [ u
donde ¥ y ¢ son los campos de movimientos y tensiones
. . ‘ e #
compatibles con las fuerzas de volumen f y a su vez ¥y 0
]
los correspondientes a las fuerzas / ; siendo ?, Czs, Cp la

densidad, celeridad de las ondas S y P de ambos estados.

La formulacion analoga a la expresidén [2.13] es:
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J t * u'dr +f £ % u'do =J 5% u dr +[ £% u do  [2.23]
r - - Qo - r - - o -
donde t y E* son las tracciones que aparecen en ambos

*
estados S y S

Si se considera el caso en que las fuerzas masicas,
los movimientos o tracciones prescritos en el contornos son
funciones armonicas en el tiempo, con frecuencia angular ;
las fuerzas masicas se pueden expresar como:

(x,t)= £ (x0) e [2.24]

IHh

y el campo de movimientos asociados a ellas, se puede poner:

(x,t)= u' (x,t)+u(mw) e [2.25]

s

Siendo ET(§,t) la parte  transitoria de la
solucion, la cual se supone que desaparece transcurrido un
cierto periodo de tiempo.

Si se formula el prcblema para un instante de _tiempo
en el que tan solo exista la parte permanente, los campos de
movimientos y tensiones se pueden expresar; supuestas las
propiedades del medio independientes del tiempo como:

(x,t)= u (xw) e

=

. 2.26

los cuales sustituidos en la ecuacion de Navier queda:

(Pi—cg) gtztj(gsw)+ cg Ej,ti(§‘w)+w?§(§’w)*§(§’“);0
[2.27]
haciendo la misma sustitucidn en la [2.21]

ﬁfﬁ[ (c-2c3) &, W, x (Xi®)+cs [u, ;(x:@)+ u, pyw)]]

T 12.28)
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Las dos ecuaciones anteriores [2.27] y [2.28] son
independientes de la variable tiempo y permiten definir un
nuevo estado elastodinamico reducido S,[u,9] con un campo de
movimientos u(x®) y de tensiones UJ(x®) correspondientes
a las fuerzas de volumen f(x®) y con las mismas
propiedades del material que las definidas en el estado

elastodindmico S.

La integral sobre todas las frecuencias posibles

e o) |
u (x,t) =f u (xw)e Tde  [2.29]
-co

es solucién de 1la ecuacion de campo para una fuerza

excitadora dada por:

0 .
£ (x,t) =f £ (me)e Tdw  [2.30]
-0

con condiciones de contorno del mismo tipo. Asi 2mf(xw) es
la transformada de Fourier de las fuerzas masicas Y
2Ty (xw) es es solucidn de la transformada de Fourier de las
ecuaciones de campo de la Elastodinamica. Por tanto dado, un
espectro de frecuencias de la fuerza excitadora serad posible

obtener una solucidn general a traves de la integral [2.29].

Consideremos dos estados de Stokes reducidos Sy S:

tales que:

Se

e}

Pics,cp,Q) = [ u,0 ]
[2.31]

S

w
£ £ P L]
w(glplcﬁ:lc?;wln) [ v, 9]

5 , -
y sean t y t los vectores tension asociados al contorno r
del dominio @ en estudio. El1 teorema de reciprocidad se

expresa en el dominio de la frecuencia como:



Capitulo II M.E.C. en Solidos de Revolucidn II.- 9

J t . udr +?J £ . udo =J t*. uar +?J £, uwde  [2.32]
r - - ol - r - - ol -
donde los productos de convolucion * de [2.23] se han

reducido a productos escalars de los vectores.

Si tal como se hizo para el caso estatico definimos

*
el estado de Stokes reducido S, como el debido a una fuerza
masica excitadora unidad aplicada en un punto P del dominio

), en direccidn Jj tal que:
£5 (t)= S(P) e"e, [2.33]

los campos de movimientos y tensiones seran del tipo:

* * Lot
u (x,t)=u (xiv) e

Lot } [2.34]

* *
g (x,t)= g (x:0) e

Utilizando este estado de Stokes reducido, estado
virtual, en la expresién [2.25] y teniendo en cuenta las
propiedades de la funcidén delta de Dirac; se puede escribir:

u = J t . udl —J t*. udl +?I £ . ude [2.35]
- r - r o~

que es la representacion integral del campo de
desplazamientos del estado elastodindmico reducido S
definido en [2.31].

w

Si el dominio © en el que se han definidd el estado
S, no esta acotado, las variables de campo u_y ¢_ han de
cumplir ciertas condiciones en el infinito, de acuerdo con
algunas consideraciones fisicas. Asi, si se considera que
todas las fuentes de excitacidon estan en el interior del
dominio ?; se puede decir que no existe propagacidon de ondas
desde el infinito hasta el interior del mismo. O lo que es
lo mismo, que tanto u como 9 han de cumplir las condiciones

de radiacidén y reqularidad; que en el dominio de la
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frecuencia para el campo de movimientos se expresan Como:

radiacion reqularidad
P
. & . - .

lim E 6 *lo . lim o =0
rvo T |Tor T oo Y ] d r+o -

o0 8 [2.36]
lim e ) & lim &

h o - ua |=0 ; u =0

r-+o | ar Cp - ] _I=® =

P 8 - -
donde u vy u son las componentes irrotacional y

equivoluminal del campo de movimientos u
P s
U (xie)=u (xi@)+u (X:0) [2.37]

que tambien se pueden expresar como:

lim
-+

lim

rorco r(t -ioPcpu”)=0  [2.38]

r(t -tePern’)=0 y

Esto implica que:

J t . u'dr -I t*. u dr=o [2.39]
Moo~ T e ™ -

siendo '®w el contorno infinito.

2.4.- SOLUCIONES FUNDAMENTALES . ESTATICA Y DINAMICA

2.4-1.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL

——-

En la formulacidén integral de las ecuaciones de campo
r desarrolada previamente, la clave esta en elegir
adecuadamente los movimientos y tensiones asociados .al
estado virtual. Tal y como se ha senalado, estos son
obtenidos al resolver el problema elastico planteado para
una carga unidad aplicada en un punto del dominio o 1lo que
es lo mismo para una funcion f(x) que sea una funcidén & de

Dirac.
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En general, tanto para el caso estatico como para el
dinamico, la solucion de la ecuaciéon de Navier se puede
obtener descomponiendo el vector Y en dos partes, una
irrotacional v otra rotacional, a traves de la
descomposicion de Hemholtz mediante dos potenciales, uno Ap

irrotacional y Ag equivoluminal; es decir:
u = 9T Be)-TTn B [2.40]

y haciendo que §=Vzvg, siendo V un potencial escalar

tendremos que la ecuacion [2.12] se vera satisfecha si:

2 2 - Vv (AN
V'Ap-kpAp= % Ap= Ap € i kp= Cp
Cr donde: ‘e [2.41]
2 -V = ; =
Vzéﬂ‘ksAs= — As= 2s & ¢ ke= T
Cs

Escogiendo de manera conveniente el potencial escalar
V obtendremos diferentes soluciones que a partir de este
momento denominaremos Scoluciones Fundamsntates,

Este planteamiento es valido incluso en el caso
estatico, aun cuando los potenciales A, y Ag han de ser
funciones dependientes del tiempo segun Dominguez y Abascal.

De acuerdo con lo anterior, para el caso

tridimensional estatico tendremos:

N
[
[

Vive = — (2.42]
4ﬂ? c

at

que tiene como soluciodn particular

=__:l___ [2.43]

8ﬁ? c?

y como solucion de la homogénea:
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Ag=Dy - ¥ D, y por tanto sustituyendo en {[2.41]

-1 1
AS:—A—Z r+D,_g-—-r—— + Dzs
81TP Cg
[2.44]
-1 1
Ap=——2 r+D1p pon + sz
811'? Cp

Sustituyendo estas ecuaciones en [2.40]; se obtiene
el campo de desplazamientos de la solucidén fundamental
tridimensional y de ellos por derivaciéon el campo de

tensiones asociado; que adoptan la forma:

_ 1

-1 1 8r
[2.46]
Esta solucidn corresponde a una carga puntual en el

espacio y fué obtenida por Lord Kelvin. Formas alternativas

de obtener esta solucidn a la expuesta son:

a) Aplicar los potenciales & y ¥ de Neuber-Papkovich

b) Aplicar un vector G de Galerkin

Para obtener la solucidén tridimensional dinamica,

aplicaremos una técnica andloga a la ya expuesta:

_ =1 g2, 1 T |
S(xr)= 2V () » V= e [2.47]
de forma que:
V3a-kal= 1 g [2.48]

4ﬁ? CZ r
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cuya solucidn particular es:

-1 1 1 1
Ac= = = [2.49]
4ﬁPC2k2 r 4"9“2 r

y la general de la homogénea por:

kr -kr
Ag=Cy er +Csp er que sustituidas en [2.41] queda:

kg r —'kg r
— 1 1 e
Ag 4n?wz - FCoa— +Coa—
[2.50]
kpr —kpx
1 1 P e’
Ap +Cyp +Czp
4n§w2 r r

Introduciendo ambos potenciales en la ecuacién e
imponiendo las condiciones de equilibrio en una esfera de

rodeé la carga obtenemos:

1
4rPos?

y tendremos las expresiones de la solucién fundamental:

C4p=Cy5g=0 y Cap=Czg~ [2.51]

1
—e —-X
U, S [W S5 (r,i.r,j)] [2.52]
donde:
e e-—-ksr +[ 1 . 1 ] -—kgr _[ Cp ]2 [ 1 . 1 ] e—kp
r kgrz ker r Cg kg 2 kpr r
[2.53]
~kgr Cp 2 —kpr
X:[ §2+k3r+l] er —[c] [ 22+k3r+1] r
ksr s s kpr P
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Las componentes del vector tensidn t;=Tﬁej asociado

a un punto de una superficie de normal n estan dados por:

1 Sy 1 ér 2% 8r
Tji.—_—rﬂ[(———ar - - x)(SLJ—*-aYl I',{_Qj)" r (ni_r,j_zr.;_nj 8n)
X dr Cr 12 oy X 2%
-2 3r T.iT. 3 +[[ Ce ]—2( 3r = or ~ ¢ )r,g%

[2.55]

2.5.- SOLUCION FUNDAMENTAL AXILSIMETRICA

El tratamiento general utilizado es valido para la
obtencién de 1la solucidén fundamental para sélidos con
simetria de revolucidon; tanto para la Elastostdtica como

para la Elastodinamica.

La solucién fundamental axilsimétrica del caso
estatico fue obtenida por Kermanidis (1975), a base de
integrar los campos de desplazamientos y tensiones de 1la
solucion fundamental tridimensional,una vez transformada a
coordenadas cilindricas, a lo largo de 1la coordenada
circunferencial €@ ; para obtener una solucion fundamental
correspondiente a una carga distribuida anular segun las
tres direcciones P, 8, =z tal y como se muestra en la
Fig. 2.2.

-
\

Ro R,

fig 2.2

Cruse, Snow y Wilson (1977) obtuvieron la misma
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solucion fundamental para cargas axial y radial, (a) y (b)

de la Fig [2.2], usando la representacidén de Galerkin

u=2(1-v) Vzg_v VG [2.56]

y una transformada integral

Ambos trabajos 1limitan la solucion fundamental
estatica al caso de solicitaciones y condiciones de contorno

axilsimétricas.

Rizzo y Shippy (1979) y Shippy,Rizzo y Gupta (1980)
obtienen la solucidén fundamental axilsimétrica para problemas
de potencial y elastostatica, a partir de la integracidm
directa de 1la solucion fundamental tridimensional, en
coordenadas cilindricas, extendiendola a problemas con
condiciones de contorno no axilsimétricas; mediante un
desarrollo en serie de PFourier de las mismas. Esta
formulacidon adolece del defecto de que una vez llevada a la
Identidad de Somigliana y realizar la integracién a lo largo
de la coordenada circunferencial en primer lugar, nos"

conduce a integrales elipticas de primera y segunda especie.

Yoshikawa y Tanaka (1981),obtuvieron la formulacidn
para problemas de potencial partiendo de la soluciodn
tridimensional, pero para evitar los problemas encontrados
por los anteriores autores, relizaron la integraciéon en
primer lugar segun la coordenada curvilinea -S-que define la
linea generatriz de la superficie de revolucidn y en sequndo
lugar la integracidén segun la coordenada circunferencial
-8,

El planteamiento sequido en la tesis es analogo al
citado en ultimo lugar pero extendiendolo a problemas
elasticos, tanto estaticos como dinamicos estacionarios.
-Para -ello en los apartados siguientes se expondra

detalladamente la obtencion de estas soluciones.
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2.5-1.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL ESTATICA EN COORDENADAS
CILINDRICAS
Sea un dominio Q, de
superficie exterior I ;con
simetria de revolucion,

obtenida girando alrededor del
eje Z la 1line S, definida

sobre .

Si definimos comoXa la
distancia entre dos puntos P y
Q; en coordenadas cilindricas

queda:

[2.57]

?2=(R2+Pz—2RPcose)
A Fig.(2.3) z =(2-2)

siendo: P(R,8,Z) y Q(P,8,z) los puntos de colocaesdn -y de

observacion respectivamente; queda:

r=v//PZ—ZRPcose+R2+(Z—z)2 [2.58]

la solucidén tridimensional estatica estan dadas por [2.45] y [2.4¢

Vamos a transformar estas expresiones a coordenadas
cilindricas; para ello hemos de obtener previamente las
expresiones de las derivadas direccionales, con respecto a

las direcciones 1,2,3 que corresponden a X,Y,Z.

Una vez conocida la distancia r en coordenadas

cilindricas; tendremos que:
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_ ér _ ér aP ér ae_+ éxr @8z
Toa= 8x 5? 3x + 88 ax 8z @8x
o [2.59]
or _or P or 98 _or oz
T:2= 3y = 3p "oy 36 "3y 3z By
. Or
r:a— az
teniendo en cuenta que:
ap
2__2, 2 _ _ X _ _ 98 -y _ -sen®
P =x+y ; P.x= ¥ ~p cos8 ,8 y= 3x Pz_ 23
[2.60
ap
88 X cosB
8=arcta Y = =X = sen8 8 = ome— oz e
9% Py /R TE YT dy T T TP
Yy que:
ar P-R cos8 ] dr_ RfP sen® . or _ -Z ) 61
ap r r a8 r i Fz T ¢ [2-61]

€ introduciendo esta expresiones en [2.59], obtenemos:

P-R cos8 RP sen® send Pcos8-R 3

r, (=T, x= p—— cos8 - - P = -
dqr -z

rlazr‘z:‘ -a-—-z—= - < [2.61]
P-R cos® RP sen® cos® Psent

T, 2=r, = - sen® + - = - )

con lo que los productos:
- PcosB-R42 Pcos8-R Psenb 3

r,1><r,,1=_—————r ] ;r,z"r,1=[ T ] [ o ]=r,1xr,z
~ 8 ~2 e -

2T, 25| - ;7 T,2%XT, g T = ,aXC, 2

r 3 12 -z fcosB8-R

S 2 IO | e R
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Las movimientos en la direccion ¢, debidos a una

carga unidad actuando en direccion J estan dados por:

uy = th.ej [2.63]

los movimientos segqun I (P,8,z), en

funcién de la carga en direccion J

(1,2,3) se pueden poner como:

u, = [LT.U..](F,S,Z) e, [2.64]
L Jv J
<P;e,z> (112'3>

donde la matriz de rotacion es:

C s Q
L'=| -s ¢ o siendo: c=cos8 , s=senb [2.65]
¢ 0o 1 :
por tanto:
u = chP 6,z) e
'L(P:”eai-') ] ’ ’ ol <1,2,3» [2.66]
o - c s O Ugy Uzq Usay
Uji. = L ’Uji. = -s Cc Q Uiz Uzz Ugz [2.67]
<1,2,3» o o 1 Ugsag Uzg Ugsg

es decir realizando el producto matricial indicado:

Uie Uze Uge (—U115+U12C) (—U215+U22C) (-U915+U920)

o) ¢

[ UsP Uz2P UgP } { (Ug4ctUy28) (UzgCtUzz8) (UasCtUgzs) } ) 68

. [ .
Uiz Uzz Ugg Uss Uzs Uas

introduciendo los valores antes obtenidos de r y sus
derivadas direccionales en funcion de las coordenadas
cilindricas (P,G,zj y realizando los productos indicados en
la expresidn anterior para cada uno de los términos del
- .. - -=tensor: de=povimientos y agrupande—términos—se -obtienen las

ecuaciones siguientes:
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e 1 3
- +r., P )
UiP T6mH(1—2) _(3 4v) c +r . r P]
c 1 -
Uie™ 16T (1-v)r _—(3—4v) s +r,1.r.T]
N p— [
1z~ 16mp(1-2)r | x, T,
c 1 3
- -4y +I - ’
UzP T6Tp(1D)T (3-4v) s +r . r P]
c 1 -
Yo 16mH(1-2)r _(3‘4”) c +r‘2-r'T] [2.69]
c 1 - .
U22 167p(1—2)T | r,z.r,z_
v’ = 1 [ r. .r ] ]
op TERR(Io)E | T e TP
US o= L [ r, .r ]
367 Tomp(I=)r | ¥ T »
¢ 1 -
sz lempu(1l-v)r _(3‘4”) +r:s.r,2]
donde:
v = 2T_ _E:E_Egii . r = R senS _ _8r roomp L= dr _ -z
Treop r Ty r P8 7 BT T.Z7 3y r

Para hallar la expresién en coordenadas cilindricas
del tensor de tensiones de la solucion fundamental; el
desarrollo es anadlogo al anterior, pero teniendo en cuenta
que:

ﬁ(ni,nz,na) que en cilindricas es: ﬁ(QP,ne,nZ)

por simetria Mg=0 y n1=npcose
nz=npsen8
Ng= M

[2.70]

z

la derivada direccional de la distancia r con respecto a 1la

normal 1 sera:

A

5ﬁ=npnp+pene+pznz=pPnp+pznz [2.71]
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Teniendo en cuenta las expresiones de, las componentes

del vector normal a

direccionales,

anterior para

podemos

obtener

la superficie y las
realizar un proceso similar

las expresiones en

cilindricas del tensor de tensiones.

ti=

t.

L
{

u..

J

T

-.e.
J

[2.72]

las tensiones segun t(f,8,z), en

funcidén de la carga en direccion J

(1,2,3) se pueden poner como:

= LLT.T.
.8, = J

L](P,e,z) €

¢1,2,3»

[2.74]

introduciendo el valor de L~ y realizando el producto:

-S C Q

0 0 i

C S o ] [T:Li T21 Tgi
T4z Tz Tas

es decir realizando el producto matricial:

Tig Tzg Tag
Tiz

[ TP ToP TaP r

={

T2z Taz

llevando a

(T11C+T125) (Tz,_C"l‘TzzS) (T31C+ngs)
(—T115+T12C) (—T21S+T22C) (—T315+T92C)

cabo

T

un proceso

13 T23 Tag

similar al

del tensor de movimientos se obtienen 1las expresiones

. =]
tensor de tensiones Tﬁ:

< = -1 1 dr
ip  8m(1l-v) 2 an
o = ~1 1 dr
16 8ﬂ(1-v) rzmwan

[
{

(1-2v)c +3r,1.r,P]+(1—2v)nPr,Ts]

-(1-2v)s +3r.1.r.T]+(1—ZV)pP:,Tc}

derivadas

al

coordenadas

[2.73]

Tyz T2z Taz }« [2.75]

c
] [2.76

caso
del
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sz_-SﬁZi—v) iz: ZE [Br,1.r,z]+(1—2v)(nPcr,z—nzrli)}
_ -

T:P_ BﬂEi—V) iz zz i(l—zv)s +3r,2.r.P]—(1—2v)nPr,Tc
TS o= SﬂZi-V) iz_ gg :(1-2v)c +3r.2.r,T]+(1—2V)nPr,Ts:

: T:z— 8ﬂ1i~p) izp gg i3r,2.r.z]+(1—2v)(npsr,z—nzr,z)}

S | 1 {ex [ |
Tap 8 (1-v) rz an 3r.3.r,P]—(l—ZV)(nPr,z—nzr,P)J

< -1 1 or |

T,g g (1>) i a1 -3r,3.r.T]+(1-2v)nzr'T}
C -1 1 ar |

Tax gr(1->) _z| 9 _(1—2V)+3r.3.r,2]]

Como se puede observar, los tensores, tanto de
mirvimientos como el de tensiones ,. a diferencia de los
correspondientes a la solucidn tridimensional en coordenadas
cartesianas; no son simétricos y representan la respuesta
del sistema virtual en direccidén ? (pP,9,z) cuando se aplica
una fuerza de volumen (f) segun j(1,2,3).

2.5-2.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL DINAMICA EN COORDENADAS
CILINDRICAS

La solucién fundamental en el caso dindmico se
obtiene aplicando identico proceso que para el caso
estético;(ﬁtilizaﬂaa la misma notacidn y significado para
las variables asociadas a las derivadas direccionales,
normal a la superficie I' , asi como para la distancia y su
derivada con respecto a la normal Y. Los tensores de
movimientos y tensiones de la solucidn fundamental
tridimensional en coordenadas cartesianas estan dados por

las ecuaciones [2.52] y [2.55]. Aplicando la misma martriz

[2.77]
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. - T -y - ‘.. -
de rotacion L utilizada en el caso estatico y realizando
las transformaciones adecuadas se obtiene las expresiones de

la solucién fundamental en coordenadas cilindricas que son:

o] 1 ¥ h
ol —2 |y ¢ -x(z,, .z, )]
1P 41'r'f3wz L 1 P
18 41'1"]3032 B ,q s
c 1 B
U, ,=———| -X(x,,.r, )]
. 12‘ 47’:?&2 ~ 2 = P
_ A [2.78]
U§P=———l—5— v c —x(r,z.r,P)]
4ﬂ?w - donde las expresiones
[ X
U;e=___%7§_ -y s _x(r'z‘r-w)] ! de v y estan dadas
qmpw” b en [2.53] v [2.54]
c 1 i
U - —z(rl .rt )]
2z 411?(.02 - 2 = J
c 1 [ A
Uy o= |¥ ¢ -¥(x,,.x, )]
3P 41‘!/\?(4&2 - 3 it
a 1 i
Uae— I ?'\z -¥ s —z(rla'r;vr)] i
BT IV Y nt ~
c 1 3
O
3=z 41’!:/:{30.)2 i 3 z J

. . c ..
De forma similar el tensor Tﬁ_ en funcion de las
variables ya utilizadas y llamando:

T oy p% [ oy ex 2% _[c»
O R e N RS e ek IR

Agrupando términos una vez sustituidas las variables
en coordenadas cilindricas vy reordenando el tensor;
obtendremos las expresiones correspondientes a las tensiones
en el caso dinamico y que tiene como expresion las

ecuaciones siguientes:
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Tfrf_zif%"{% B e R e G ’2’;—")’7'1]}
Tfe=~4—1_lt{§—§ E—T4s+(% - %%% )r,i-r:T] +T2F,T10r.T}

T:P=4${§%:T,s+(%— - %r:_;z )r,z.r,P]+1’ZP[T1Cl',§(CCaLTz" 2_:_.6‘“)1'.2]}
T:e= 4i g%:#1c+(i§— - %g§ )r'z.r:T]+nPT1cr,T} [2.80]

¢ _ 1 Jor[ ax 20X T 2%
Tap“4—rr{'a—ﬁ_(T T or Mg T.p|tR TaT Fp(cCaTem T )r'z}

¢ 1 joér|, 4x 20X
Tae“ el {(— - 55— )r,..r, +nzT1r,T}

- I 2x
R R e L >r,z]}

Tal y como ya sucedié en el problema estatico 1la
solucion fundamental no conserva la simetria de la que

proviene.

2.6.—- DISCRETIZACION DE LA ECUACION INTEGRAL

Sea el dominio ©,con superficie ', que ya se ha

utilizado anteriormente Fig .2.3.

Una vez escogido el estado virtual, solucidn
fundamental obtenida. previamente en. el apartado 2.5 y cuando

los puntos P y Q estan situados sobre la superficie I; 1la
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ecuacion integral adopta la forma expresada en [2.18]

Fig .-(2.4)

De acuerdo con la simetria del problema; si sustituimos 1la
linea S, generatriz de la superficie de revolucion ', por un
conjunto discreto de tramos, a los que llamaremos elementos
y en ellos definimos unas funciones de interpolacién que nos
aproximen la geometria , los movimientos y las tensiones en
funcion de los valores que éstos tomen en ciertos puntos,
sobre ellos definidos que se denominaran mnodos. Estas
funciones tambien llamadas de pequeno soporte nos permiten
discretizar la ecuacidn integral [2.18]; convirtiendola en

un sistema lineal de N ecuaciones algebraicas.
o] Nc [o} N c N
=iz Ve Ui .ty =ﬁ2 Yo BLY  xF ) v, X [2.81]
1=1 ’ L=1
sustituyendo estas funciones en la expresion [2.18] queda:
C u; (P)+ZJ (B, o)ut(a)dl“ } J. tL(G)U (p,0)dl"y [2.82]

o lo que es lo mismo:

- N < M N
Zf <T?i_\vnu’:(g))d1"°=z ZJ LA (q))drg [2.83
n= =1 n=

=1

(o]
. P+
15 (2)

o N R

1

En caso que la aproximacion utilizada sea :
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condiciones de contorno. El segundo miembro de la expresion
[2.89] puede escribirse:

~ ~
e} C ‘. )
=G * t y obtenemos la forma clasica de un sistema

g >

lineal de 3M x 3M ecuaciones algebraicas, representado por:

”~ ~
F= K * g [2.90]

que una vez resuelto, por cualquiera de los métodos usuales;
”
¢ et . .
obtenemos en el vector u las incognitas, movimientos vy

tensiones.

Los términos Hjt Y Gﬁ se hacen singulares cuando la
distancia r entre los puntos P y Q tiende a cero y por tanto

se tendra que evaluar de forma muy especial estos términos.

La integracion de los coeficientes de influencia se
hara en general de forma numérica excepto cuando se esté en
el caso anterior. La evaluacion de estas integrales se
realizara en el capitulo siguiente.



CAPITULO 11

IMPLEMENTACION NUMERICA DEL M.E.C. CON

SIMETRIA DE REVOLUCION
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3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se escoge el tipo de elemento de
contorno, tanto su geometria como las funciones de
interpolacion necesarias para definir la variaciéon de las
variables de campo, y realizar los desarrollos que permitan
la implementacion del Método de los Elementos de Contorno en

solidos de revolucion.

Una vez escogido el tipo de elemento se evaluaran los
coeficientes de influencia mediante integraciones segqun las
dos coordenadas, una circunferencial € y la otra curvilinea
sobre la linea meridiana S, que genera el contorno [ del
dominio - en estudio; se realizaran semianaliticamente o
numericamente en funcién de que el elemento sobre el que se
evalua la misma contenga o no las singularidades del tipo
(1/r y 1/T°%).

En un tercer apartado se introduciran las
~zocnsideraciones necesarias para modelar .condiciones de
contorno no axilsimétricas, asi como tambien se abordara la
implementacion de subregiones, necesarias normalmente por el
hecho de utilizar en el modelo materiales de caracteristicas

diferentes.

3.2 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS Y FUNCIONES DE FORMA DE
LOS ELEMENTOS DE CONTORNO AXILSIMETRICOS

De acuerdo con lo establecido en el capitulo II,
apartado 2.5 la expresidn de la identidad de Somigliana, o su

equivalente en dinamica, estan dadas por [2.23] y [2.35].

Escogiendo elementos constantes, es decir aquellos
donde la variacion de las variables de campo u y t somn
constantes en todo el elemento y estan asociadas al valor

que adquieren en un unico nodo. Estos elementos, han de ser
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capaces de representar la geometria del problema que

tiene simetria de revolucion.

Sea un dominio Q, con una superficie de contorno I
generada por la linea S al girar en torno al eje Z.
Podemos definir dos coordenadas,
una circunferencial € y otra
curvilinea 1 sobre la linea S.
La discretizacidén se realizara
tan solo sobre esta curva S; a
base de segmentos rectilineos de
extremos 1, j, denominando nodo
al punto central del mismo, al
cual estara asociado el valor de
las variables de campo del

elemento fig(3.1).

Aislando uno de estos

elementos asi definidos, con los

que hemos aproximado la

geometria del dominio y el
Fig.-.3.1 comportamiento de  las wariabies
de campo; este tendra un aspecto

tal y como el que se muestra en la figura (3.2).

Extremo Coordenada
i (P.+ 2)
3 (P;r 2;)

e

Fig.-3.2

Sobre este elemento de contorno podemos definir un
vector normal 7, cuya direccion positiva sera aquella que
recorriendo el elemento del extremo i al extremo Jj, siendo
(j>i), deje el interior del dominio a su 1izquierda; sus

componentes son QP Yy n,-

El jacobiano de la transformacion del elemento
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diferencial de superficie, para un elemento genérico y en

coordenadas cilindricas Fig.-3.3, esta dado por la

expresion:
‘§<:~\\
dr=pdedl [3.1]
AL
N
Fig.-3.3 AN
AN
(d@

Para el tipo de elementos constantes escogido, la
identidad integral de Somigliana ya discretizada y sobre el

contorno esta dada por la expresion:

c; ul+ J J'r Pdedl uf= [ J J U Fdedl t? [3.2]
=1

o lo que es lo mismo:

M M
fo] c c
L uj+ .a, = Lt
Cﬁua E:IEJH ZE:GJLtt [3.3]
e=1 e=i
Para evaluar los coeficientes de influencia, H. y

Jr
Gj.L han de realizarse las integraciones correspondientes a

cada elememnto, distinguiendo dos casos. Primero y mas
sencillo, cuando en el elemento de contorno sobre el que se
integra no se hacen singulares las funciones del integrando;
se hara de forma totalmente numérica en ambas coordenadas 8

y 1 , mediante una doble cuadratura de Gauss-Legendre.

En el segundo de los casos cuando las funciones se
hacen singulares, ésta se hallara en el punto central del
elemento de contorno -nodo-, realizaremos la integracion de
forma analitica sobre la coordenada 1 y calculando 1los
valores de esta en cada extremo i,j del elemento; evaluando
a continuacidn las integrales de linea numéricamente segun

la coordenada €.
3.3.- CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA
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3.3-1.- INTEGRACION SOBRE ELEMENTOS SIN SINGULARIDADES

traves de una

dada por:

P (Re 20l

+1 +1 ™ m
j J 1f(X:Y)dXdy=Z Zwi(f).wj(n)-f(f.n) [3.5]
- - i=1 j=1 '

cuya expresidén general

Para un elemento genérico
k, de extremos i, 3; se

realizara 1la integracién a

doble

cuadratura de Gauss-Legendre,

esta

Las integrales que se han de realizar son del tipo:

27T L
J §(P.e,z)df"k=f Ja(P,e.z)pdedl [3.6]
rk Q o]

donde: §(E>,55,z)=U§.:.L o i(P,e,z)=T?£ dependiendo de que

coeficientes de influencia estemos integrando.
Haciendo los cambios siguientes:
L 2
e=___4 (1+~Q) ——— 8= v Yz:._l y V B=1t v ‘Q=+l [3.7]
P=[_fl:£] §+[_iﬁ’_'=_]
2 2

z.tz, [3-8]

zj—zi. J i
2= [—5 ) e[ )
la integral [3.5] queda de la forma :

T L

2 T L
J— Jé(p,e,z)Pdedsz J.é(P,e,vz)Pdedl [3.9]
0 40 0 o
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Y

1T L
i 1
f Jé(P:e.z)Pdedkf fé(?(f)le(n).z(f)>lJIdfdn—-
0 0 —14 -1

3

4

w (), () |I[2(E,m)  [3.10]
i=1 j=1

siendo|J| el Jacobiano de la transformacién de coordenadas
que tiene la expresion:

’J]=(_g(1+n)Lk/2]= % (1+0)L, [3.11]

La transformacién de la coordenada circunferencial 8
se realiza de esta manera a fin de concentrar los puntos de
Gauss en las proximidades de la singularidad, que es donde
la funcidén subintegral adquiere los valores mas
significativos. Esta transformacidon, fué utilizada por
primera vez por Alarcon et al (1985), e implica que la mitad

los puntos utilizados se concentraran en m/4.

Al observar las- expresiones, obtenidas en el capitulo
anterior, de la solucion fundamental se vé que tanto la
distancia entre el punto de colocacién P y el de observacion
Q, asi como sus derivadas direccionales, son funciones de p,
8, z y por tanto quedan de la forma que se indica a

continuacion:

2 Cn e 21/2
r=[(P(E) —-2R_P(§ )cos(N)+R, +(%52) ] (a)

B P($)cos(n)-R, _ P(%)sen(m) -(%,-2)
.47 r(Z,M) r LT TEE ) BaThET T I(E,m)

~ P(¥)-R,cos(m) R_ sen(7) (b) > [3.1:
T T x(E M) r TeeT Ty Y
) PP Trzz (c)

Sustituyendo estas expresiones en las obtenidas para
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la solucidn fundamental, en coordenadas cilindricas, tanto
la estatica como la dinamica se obtienen las expresiones

finales que han de ser programadas:

En este apartado hemos de hacer mencion al numero de
puntos de Gauss, m y n, que han de utilizarse para asequrar
una correcta convergencia de la solucidén. Despues de
realizarse varios estudios comparativos, se ha obtenido que
el numero de puntos adecuado para aquellos elementos
situados a distancias menores o iquales a seis veces la
longitud, L, , del elemento sobre el que se integra es de
n=10 para la coordenada ¢ y de m=20 para la Y. Cuando la
distancia es mayor que la mencionada anteriormente es

suficiente utilizar para n=4 y m=10.

3.3-2 INTEGRACION SOBRE ELEMENTOS CON SINGULARIDADES

3.3-2-1. SOLUCION FUNDAMENTAL ESTATICA

De acuerdo con 1lo hasta ahora expuesto, las
expresiones de los tensores de movimientos y tensiones, se
hacen singulares cuando la distancia entre los puntos de
colocacion y de observacion tiende a cero y este hecho tan
solo ocurre cuando estamos integrando, para elementos

constantes, sobre el propio elemento.

Esta dificultad se puede resolver realizando una
integracién analitica en una direccién, de forma que tan
solo deberemos realizar la integracion numérica de las
integrales de linea a que ha quedado reducida la integral de

superficie inicial.

Fig.- 3.5

Esquematicamente para un elemento como el de la
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Fig.-3.5 tendremos:

hal

L_f(xly)dxdFth/z [ £+2;i,y)dX]dy=z w f ((I(VZ)—I(-‘VZ),E] [3.13]

b2 -as2

Generalizando este procedimiento a los elementos
axilsimétricos del apartado anterior; se puede realizar la
integracion analitica con respecto a la  coordenada

curvilinea 1 y la numérica sequn la coordenada S.

Cuando la coordenada -l1- coincide con la variacién
radial del elemento, y esto solo se verifica en elementos
con la misma coordenada z; es decir elementos normales al
eje de simetria Z, se simplifican las expresiones y por ello
se han generado dos tipos de elementos de contorno; a los
que se denominaran £&Zlemente Corona, el ya descrito vy
Elemento Banda al elemento genérico que no admita esta

simplificacion.

3.3-2-1.1 ELEMENTOS CORONA CIRCULAR

- . -=Sea:un elementzs- k- del tipo corona circular,— con
extremos i, j de coordenadas (P r2) Yy (Pj,zj),

respectivamente; como el de la figura (3.6).

Figo—306

Sean R y %4, 1las coordenadas del punto P de
colocacidén. Para este elemento se verifica que las
coordenadas z de todos sus puntos tiene el mismo valor; es

decir:

cg =2, =2 [3.14] vy portanto  [3.12a]
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queda:
2 2 1r2
r=[(P -2R PcosB+R ] [3.15]

y asu vez las derivadas direccionales, [3.12b] adoptan las

expresiones siguientes:

8- 2]

:1 r 4 * 2 r 4 03 sz

[3.16]
r = P-R _cos® r = R sen®

IP— Tr 14 s r
y teniendo en cuenta las expresiones de las componentes del

vector normal 7, en coordenadas cilindricas

= i = = - 1l
o = I e [3.17]

X k

y llevandolo a la expresion de la derivada con respecto a la

normal tendremos:
55 z:r,PnP+r,znz=0 ot 7 i3:18]

Tal y como se ha dicho la coordenada curvilinea 1
coincide con la coordenada P y por tanto el elemento

diferencial de superficie queda: dlNe=pdede.

Los tensores de movimientos y tensiones en ‘
coordenadas cilindricas, estan dados por las expresiones
[2.69] ¥ [2.77]. En los subapartados siguientes se abordara
el calculo de de los términos de los coeficientes de

influencia G, y H..
e n

a) COEFICIENTE DE INFLUENCIA DE LAS TENSIONES

Si llamamos A, a la constante que depende tan solo de
las caracteristicas del material y que es comun a todas las

expresiones del tensor de movimientos de la solucion
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fundamental; se tiene:

=
1 CcOos C

A= Temp(1-v)

[3.19] y llamando { sen 6=s

Vamos a obtener la expresiéon de alguno de los
componentes de la matriz, de 3x3 términos, Gﬁ. Como se ha
mencionado anteriormente vamos a hallar explicitamente los
valores de la integral en los extremos del elemento y
despues integrar mediante una cuadratura de Gauss las

integrales de linea a que conduce el primer paso.

Coeficiente G

1p

2w p. 2 P
G, =AJ U (3-4v)cp2l ]d9+j ” (Fe=R)(P-Re) PdP]de [3.20]
" e Ve, e Ue o

desarrollando el integrando de la segunda integral queda:

P
1P_A{J (3- 4v)c[I JPQE d8+J [ [[ Pad ={R(1+C )[I g- -Y
P. r’
g _ﬁ
+R® P } 3.21
CL[P 3 ] [ ]

Introduciendo la notacion InC, para designar estas
integrales explicitas en funcion de P y r; tendremos que la

expresion anterior se convierte en:

21T

GIP=AJ [(3—4v)c[IlC]+[I2C]c—(R(1+cz))[I3C]+R2c[I4C]]d9 [3.22]
0

que se evalua numericamente.

Coeficiente GZe
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Analogamente la expresion del término G,o queda como:

2 P, 2 P, )
GZG=AU0 UP’ (3—4v)cp‘i§ ]de+L UF —Riig—dp]de] [3.23]

que una vez desarrollada y puesta en funcion de las integrales

basicas tendremos:

21T

€,g=A L [(3—4v)c[11C]+Rsz[IBC]]dS [3.24]

Coeficiente G
3z

Este coeficiente se obtiene de forma semejante a los
anteriores, pero es mas sencillo debido a que el término que
contiene las derivadas con respecto a z y 3 se anula y por

tanto:

2 P 2 P,
caall, [T oot Jooo| [ 52 Jeo] o

la segunda integral es nula y sustituyendo por las
integrales basicas queda:

2T

G,,=A JO [(3-4v)[110]]de [3.26]

Coeficiente Gie

De acuerdo con los términos ya obtenidos podemos

poner:

21T Pj 21 P,j
Gie=AUO UP-(3—4v)sp9§ ]de+J° UP (fe=R)Rs PdP]de] [3.27]

r
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que desarrollada y puesta en funcion de las integrales
basicas queda:

2T

(%G=A.I [—(3—4v)s[IlC]+Rsc[I3C]—R;S[I4C]]d9 [3.28]
g

Coeficiente Gz

F

Haciendo las-mismas sustituciones que en los casos

anteriores se obtiene:

2w P 2w P
G, _=A J [f (3-4v)sp9L ]dG+J [I (fe-R)Ps PdP]dS} [3.29]
2P 0 P. r 0 P . r

y de nuevo realizando un desarrollo analogo al de otros

coeficiente queda:

27T

G2P=AJ [(3-41»)s[11c1+sc[Izc]—Rs[I3C]]de [3.30]
o]

Los coeficientes restantes; es decir: Gap'(%z' G39 y

G,, son siempre identicamente nulos ya que tan solo

intervienen las derivadas r, y r_ ; que son siempre nulas en

este tipo de elementos corona.

b) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LOS MOVIMIENTOS

Por un procedimiento semejante al utilizado para las
matrices Gﬁ; se obtienen los términos de 1los coeficientes
de influencia Hﬁ. Llamando X a la constante dependiente de
las propiedades del medio y poniendola en funcidn de la que

aparecia en el tensor de movimientos, se tiene:
=—2HA [3.31]
(o}
Al observar las expresiones del tensor Tji’ se

aprecia que para los elementos sobre los que estamos

realizando la evaluacion de los coeficientes, dado que tanto
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la derivada de la distancia con respecto a la normal a la
superficie como la componente radial de ésta son nulas; los
términos de la diagonal principal de la matriz HJ..L son
nulos, quedando por tanto como coeficientes distintos de
cero los correspondientes a los indices i®j De acuerdo con
esto queda: Hip=H26=H§£=Cu y ademas por identicas razones
Hép tambien lo son. A continuacion se hallaran las
expresiones de los coeficientes no nulos en funcioén de 1las

integrales basicas.

Coeficiente H1z

M

Partiendo de la expresion general [3.77]

introduciendo las consideraciones anteriores tendremos:

2r Pi r
H, =X J J—(l—zv)nz ~Lpdpde [3.32]
o Jp, r

sustituyendo la derivada direccinal por su expresion, queda:
1T pj

B, x| [-(-20yn, (2R papas 13.33]
o Jp, r

desarrollando y sustituyendo por las integrales basicas

tendremos:

21T

H, =X j —(1—2v)nz[[I3C]C~R[I4C]]de [3.34]
Q

Coeficiente HéP

Analagomente al término anterior tendremos:

2 P
J r,
H3P=X J J (1—2v)nz——€BPdee [3.35]
o Jp, r
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sustituyendo la derivada direccional por su expresion, queda:

2w P
J
H, ,=X j J (1-20)m {E=RE) pgpge [3.36]
P o 4P, # r3

que puesta en funcién de las integrales basicas se obtiene:

2T

Hy o=X J;(1—2v)nz[[IBC]—RC[I4CJ]d9 [3.37]

Coeficiente Héz

El término H, una vez simplificado queda de la forma

sigquiente:

2w P
H, =X J J—(l-zv)nz
o Jp,

T,
3

r
pdpde [3.38]

r

que una vez sustituida la derivada y desarrollado queda:

T P,
3
Hé‘;=X-J f—(l—zvmz—f—’—i— pdpde [3.39]
0 Jp, r

que en funcion de las integrales basicas aparece como:

2T

H, =X J—(l—Zv)nzs[IBC] de [3.40]
0

Coeficiente H38

El tratemiento dado a éste término es totalmente
analogo a los anteriores y escribiendolo en funcidon de las

integrales basicas queda directamente:

21T

Hyo=X J;(1~2v)ans[I4C] ds [3.41]

Las integrales basicas que hemos denominado InC,
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¥ n=1,2,3,4; se evaluan explicitamente determinando las
primitivas correspondientes a cada una de ellas y
sustituyendo los limites de integracién (Pt' ﬁﬁ. Una vez
hecho esto, habra que verificar que se ha obviado la

singularidad tal y como se pretendia.

Las expresiones de estas integrales se obtienen de la

forma siguiente:

1/2 2 2172
teniendo en cuenta que: R = r=[ P -2R PcosB+R ] [3.42]

y llamando R=cx’+bx+a é identificando coeficientes

obtenemos:

c=1
=-2R cos8B [3.43] y que el discriminante de R es:
a=R2
A =4ac—b2=4R2—(—2Rcose)Z=4Rz(l-cosze)=4stenze [3.44]

con estas definiciones en Gradsktein y Ryzhik, encontramos
las expresiones de las funciones primitivas de las

integrales basicas; que en funcion de p,4,a,b,c,® quedan:

Pjidp 9_%% ®; b Fi dp / "
1ic= = [ ] - J. =[ p? -2R PCOSG+R§]+
Pz 9{1/2 c PL 2c Pi. f}ti/z Pi
P;
+Rcos® jP —jig;; [3.45]

A su vez, esta integral tiene su primitiva que para

valores de c positivos tiene como expresion:

P

.
I dp 1 —
L=J —= = —=— 1ln (2/c R +2cpt+b) [3.46]

L

sustituyendo ¢, ® y b por sus expresiones tendremos:
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e.

J
L=[ln[2Y/Pz—2R PcosG+R2+ZP—2Rcose]] [3.47]
P.

8

que sustituyendola en la [3.46] y poniendo ésta en funcidn
de sus limites superior e inferior, que corresponden a los

extremos del elemento; queda:

IlC=[ V/Pi—ZR chose+R2 - V/Pf—2R PiCOSS+R2 ] +

Rcose{ln[zvlpi—ZR chose+R2+ZP§2Rcose]-ln[ZY/Pf—2R PLcose+R2+
+2Pi—2Rc039]} [3.48]

Siendo esta expresion [3.48], la que se ha de

programar para realizar la posterior integracion numérica.
El resto de las integrales basicas se efectuan de
manera totalmente similar a esta y sus expresiones finales

son las siguientes:

teniendo en cuenta las expresiones [3.42],[3.43] y [3-.44]

fi 34
I2C= —E;{a—% =3Rc L+
3

L

AP?—ZRac(IO—IZCZ)Pj+R4(8—12c2)]

A V/P§-2R ch+Rz

ap?-2r%c(10-12¢% ) p, +R* (8-12¢7)
_ [3.49]

A ¥ PR p oR?

P. r 3 2 2 3
i g2 A —-4R"c")P. +4R"C A —-4R"c)P.+4R"C
I3C= _E_d_& =L+[( - - ( ) : :I [3.50]

3/2
P, ® A v/pf_zR P, c+R? A V/P§—2R PJ.c+Rz

L
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e.
J (R-cP,) (R-cP.)

I4C=J £ df - 48 [ - ] ] [3.51]
PR V[pf—zR P, c+R® Vfgi—zR ch+Rz

3.3-2-1-2 ELEMENTOS BANDA TRONCOCONICA

Para este tipo de elementos de contorno, cuya
geometria y notacién es identica a la definida para los
elementos sobre los que se ha realizado la integracién no
singular. Asimismo las expresiones de la distancia r y las
derivadas direcccionales es la dada por las expresiones

[3.12]; se tiene:

La. distancia r puesta en

funcion de la variable t y ©

12
r=((P(f)Z_ZRPP(E)cos(n)+R:+(z;Z)z]

r= ¢(P,8,2)=2(t,8) [3.52]

FIg.-3.7

poniendo:

p=£ (z)=f (t)

z=y(t) [3.33]

El Jacobiano de la transformacidén de coordenadas

queda:

dr’, =Pd1d®=p(t)L, dtde [3.54]

de acuerdo con el cambio de coordenadas realizado se pueden

poner las coeficientes de influencia como:
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21T L 2T 4
(o] < C
Gﬁ=J;1t5idFk=J J U&LPd9d1=IyJ J Uji(t,e)P(t)dedt
x 0 0 Q Q
[3.55]

2T L 21T 1
C C C
Hﬁ=J;‘ﬁﬁLdFk=J J TjiPde1=Imj j T . (t,8)P(t)dedt
y o Jo o Jo

Realizando el cambio indicado de forma esquemética en
[3.52] v [3.53]; de la manera siguiente:

z=Az]< t+ZL
[3.56]
P=az+b=a(Az, t+z +b=alz t+az +b=pt+q

siendo:
Azk::zj-z,; Y APk=PJ"_P;~

obtenemos los valores de a y b como sigue:

AP]‘ Pj-Pi. ZjPi_ziP‘j
A zZ.—-2. Z.-Z.
Zk L J 1

[3.57]

Sustituyendo estas expresiones en [3.53] se obtiene

la distancia r en funcidén de t y 2 como:

r=(a1t?+B1t+c1)* %= & (t,0) [3.58]
donde:

2
Al=L,

2
=2A — -
B1=2 zk[(a +1)z +ab-Rac Z] [3.59]

C1=[(az+1)zf+2zi(ab-z)+(bz+Rz+Zz)—2RC(aZi+b)]

a) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LAS TENSIONES

Introduciendo las expresiones de r,pP,z en los
diferentes términos del tensor de movimientos obtenido en el
capitulo anterior. Utilizando la misma nomenclatura que en

apartados anteriores para la constante dependiente del
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material A y teniendo en cuenta el Jacobiano de la
transformacién de coordenadas 1 a t; podemos realizar
detalladamente las integraciones correspondientes a cada

término de los coeficientes de influencia.

Coeficiente GiP

) 2T - Eitlgz o 21 1r'1r'PP(t)dtde 3 60
GiP—-LkA JéB— )CUO ;{1/2] J; J; = [3. ]

Sustituyendo los valores de las derivadas
direccionales de r puestos en funcion de t y desarrollando

las expresiones correspondientes queda:

2T

1 2T
- _ [[(pEtq) (ptig) -
6, [ 3-wro [ €22 ), av]ass | o[ [(2EI ] as

s
R 2

27T

i 27T
2 [[(pt+q)® 2 t
—k{(lm )L;(-E——g-}zdt]de+J§ cLiE —qldt]de [3.61]

R ORB/Z

llamando a las integrales explicitas en t por la expresion

Ve
Inn, donde n es un numero, y teniendo en cuenta que r=m} z
y su expresion esta dada en [3.58]; tendremos :

21

GiP=LkAL [(3—4v)c[Il]+c[12]—-R(l+cz)[13]+RZC[I4]]d9 [3.62]

Coeficiente Gze

De forma totalmente analoga al anteriorse hallara la

expresion de éste.

r, ,r, P(t
Gp LkAUu 4v)cUJ°—Ltld—t d9+J J 2*: « (%) dtde} [3.63]

desarrollando y poniendo todo en funcion de 1las integrales

4 -
basicas tendremos:
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21T

2
G1P=LkAL [(3—4V)C[Il]+Rs [I3]]de [3.64]

Coeficiente G
3=z

En este coeficiente, asi como en aquellos que
contengan derivadas de r con respecto a la direccion z,

aparace la expresidn:

Ve

e —z=Az t+(z-%Z 3.65], e expresa la relacidn entre la
k i qu p
coordenada z y la variable t de
integracionm.

de acuerdo con esto se tendra:

AL 1 2T 1 r r P(t)
G. =L A J- 3-4v UELEJE]de‘ J ‘3 = dtd8} [3.66]
3= Tk {é ) o ®72 o Jo r

sustituyendo [3.65] en [3.66], y desarrollando en funcidn

de las integrales basicas; surge una nueva.

2T

Gaz-=LkA'[o [(3-4v) [11]+[I7]]d8 [3.67]

Coeficiente G1z

Al igual que en los términos ya obtenidos, partiendo

de la expresion del tensor puesta en funcidén de t queda:

21 1

2T b ety _
G12=LkAJ J '1r'z dtde =J J(PC“R)E(,‘Z)F dtde [3.68]
o Jo o Jo r

que desarollado es:
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27 4 21T 1

— (pt+g) (~2) (pt+q)(-z)
G,,=L A{J U 37 dt de- J U NEVT dt]de} [3.69]

y poniendolo en funcion de las integrales basicas, surgen dos

nuevos tipos que completan las que intervienen; queda:

27T

G, =L A L [c[IS]-—R[IG]]de [3.70]

El resto de los términos del coeficiente de
influencia GJ..L puestos en funcion de las 7 integrales

basicas ya obtenidas; quedan de la forma siguiente:

Coeficiente GES

27T

Gie=LkAL [—(3—4v)s[11]+Rsc[I3]—R2s[I4]]de [3.71]

Coeficiente G

2P

27T

GZP=LkAL[(3-—41’)s[Il]+s[IZ]-—Rcs[13]]dS [3.72]

Coeficlente G
2z

21T

Gzz=LkALJ s[I5]d® [3.73]

Coeficiente G

ap

ALY

GSF=L1<A [0 »ll;'[IS }-Rc{ X6 ]] d8 . {3.74]
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Coeficiente G38

2T

Gée=IIAJ0Rs[IG]dG [3.75]

Las integrales desde 11, hasta 17, contienen
productos de potencias de P(t)=pt+q ¥ de (-z). Si se
desarrollan se obtienen las expresiones de estas integrales
en funcién de otras mas sencillas; de las que obtendremos

sus primitivas. Realizando el desarrollo tendremos:

I1=p[I12]+q[I11] (a)
T2=p° [IA]+3p°q[ IB]+3pa’ [IC]+q" [ID] (b)
I3=p® [IB]+2pq[IC]+q" [ID] (c)

T4=p[IC]+q[ID] (d)
15=pZAzk[IA]+[2quzk+p2(th)][IB]+[q2Azk+2pq(er)][IC]+

+q® (z¢2)[ID]  (e)
T6=pz, [1B1+[p(27%)+adz, | [1C1+a(zc2) (D] (£)
I7=pAzi[IA]+[2pAz£er)+qui][IB]+[p(er)2+2qu£z;Z)][IC]+

+q(z:2)°[ID1  (9) [3.76]

Resumiendo las integrales basicas, Il a I7, son:

1 i [
2iAz t+(z.—-Z)]
0 R 0 g 7%

1 1 [
3 Az t+(er)]
o
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2
i 1
2 [Az t+(z-.—Z)]
13=|{REXD) 4 c) I7=J(pt+(n = dt  f)
o X 0 R
i
I4=J—(E§;i§-}zdt d) [3.77]
Q
Llamandos:
R (t)=Lit°+Blt+Cl
_ 2 .2
A=4C1L{-Bl (3.78]

RC1=R(1)* %=(r2+B1+C1)""*
rRc2=®(0)1 %= ca'”?
se podra poner las integrales elementales I1i,112,1a,...,1D

en funcion de estos valores al sustituir los limites de

integracién en sus primitivas; cuyas expresiones son:

i

dt 1
111=I——— =[ 1n[2L, R
o ® 172 LIy k

12 1

+2L7 +B1]]
2}

I11= —Ll—— [ln[ZL L RC1+2L7 +B1]-1n[ 2L kRC2+B1]] [3.79]
k

i
17241
112=J——tdt —[ Rz ]-— Bl [111]=—i—[Rc:1—Rcz]—-Bl—2 [111]

1.2 2

2 R Lk o L]< Lk 2L1<
[3.80]
t 4 L A+B1(10C1L2-3B1%)+C1(8C1L2-3B1°
IA=.[ t°dt _ 1 e ( T ) ( e ) _
o ® 7% L: A RC1
ci1(8ciLi-381%)] 55,
- RS oL [I11]¢ [3.81]
o, L 2
o t?de _ 1}l o2ciBl _ (A-B1%)-2ciB1l o
1B L % 372 gz || A RC2 A RC1 ]+Ill [3-82]
k
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1
[t dc _ 1 4C1 _ [_4C1+2B1)
IC—j; ® 372 4 [ RC2 [ RC1 ]] [3.83]
2
v , (2L +B1) B1
ID:L x 372 & [ RC1 - RCZ] [3.84]

Estas integrales elementales una vez calculadas, se
introducen en las integrales basicas y estas a su vez en las
expresiones de los términos de los coeficientes de
influencia de las tensiones; para una vez obtenidos realizar
la integracion numérica de los mismos mediante el cambio de
variable reflejado en [3.7], que como ya se indico
concentra los puntos de Gauss en las inmediaciones de la
singularidad aumentando de esta manera la precisién de 1la

integracion.

b) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LOS MOVIMIENTOS

Bl proceso de integracién -~de los co=ficientes de
influencia de los movimientos, teniendo como funcidn
subintegral al tensor de tensiones de la solucion
fundamental, es totalmente andlogo al seguido en el apartado
anterior , incrementandose el grado del radical del
denominador debido a la introduccion del valor de la
derivada de la distancia con respecto a la normal en funcidn
de la variable t. Esto nos conduce a tener que utilizar
formulas de recurrencia para evaluar las integrales

elementales a que conduce el procedimiento utilizado.

Los diferentes términos del coeficiente de influencia
se obtienen de [3.55] y llamando D=-2pA, a la constante que
engloba las caracteristicas del medio considerado, podremos

encontrar las expresiones de estos términos.

Coeficiente H1

P
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Este coeficiente se obtiene partiendo de la expresion

[2.77], hallada en el capitulo anterior, y que queda:
Dl J J (1 2v)cH3xr, r ]+(l—2v)n r,.s|dtd® [3.85]
o r° P P

sustituyendo en [3.85], las expresiones de r, sus derivadas
direccionales, la derivada con respecto a la normal en
funcién de t y desarrollando la expresién; se obtiene una
expresién andloga a las obtenidas en la integracion de los
términos de Gﬁ, desarrollados en el apartado anterior, que

. - 7 ' -
a continuacion se va a explicitar:

2T 271 27T 1
H, o=DL, (1—2v)[np[‘ c E—Q—de J Rc? E— e +n J JBL——ldtd9]+
g 0

s s
oR? 72 ofRaz

21T 27 2T

+3 .QPU rﬁs_/ide_ R(1l+2c )J——E de 9+_[R (2ctc )J- E5/.2

21'1' 1 - 2710 27T
—|R%c? [-E9Lae +n J ﬁ 1——)dtde IR(1+c )J i L—E)dtd8+
Jo oR> |Jo Jo ®°
ZTT i Zﬂ' 1
+|R cj £ -(-—Z)dtde +(1-2v)ng 2] £-2Lqge [3.86]
J0 o R° ¢ K

Introduciendo la notacién Inn, al igual que 1lo

realizado anteriormente se tiene:

21T

_ i
H, o=DL, Jo {(1 ZV)[QP[C[I3]—RC [14]]+n chG]]+3{QP[c[Il3]—

_R(1+2c2)[Il4]+R2(2c+03)[IlS]—Racz[IIG]]+nz[c[IB]—R(l+c2)[19]+

+ch[110]]]+(1—2v)nPRsz[I4]}d9 [3.87]

Coeficiente H26
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Realizando un desarrollo paralelo de este término

partiendo de su expresion en [2.77]; se tiene:

2T

st=Dij0 {(1-2») [TZP [C[I3]-—Rc2 [I4]]+nzc[16]]+3 [nP[Rsz[IM]—

-R%sPc| 115]] +1,Rs°[ 19 ]} +(1-2v )TzPRsz[I4 ]}de [3.88]

teniendo por tanto una expresioén similar a la del

término H, ,, anteriormente hallado.

ip

Coeficiente Héz

Partiendo de la expresidén dada por [2.77] y realizando el
mismo proceso descrito tendremos su formulacién en funcidn

de las integrales basicas como:

21T
H32=DLkJ° {(1—2v) [QP [[ I3]+Rc| 14]} +nz[16]] +3 [np [[ I111]-

o~

-R c['1112]]+nz[117]}ds [3.89]

Coeficiente H1e

Desarrollando la expresién de este término en funciodn
de las Inn quedara:

21T

H18=DLkJ;'{-(1—2V}[Qp[s[I3]eRcs{I4]]+nzs[16]]+3 nP[Rsc[Il4]—

r

-R%s(1+c* )[IlS]+Rasc[116]]+‘Qz [Rcs[I9]-—st[110]- }+

+(1—2v)nPRsc[I4]}de [3.90]

Coeficiente th
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Este término desarrollado queda:

—DI%J { [QP c[I8]-R(1+c®)[I9]+Rc [110]]+n [c[Illl]—R[IllZ]]

+(1-ZV)[QPC[IG]—QZ(C[I3]—R[I4])]}de [3.91]

Coeficiente HZP

Poniendolo en funcion de las integrales basicas se

tiene:

21T

H2P=DLkJ; {(l—Zv)[QP[S[IB]—RCS[I4]]+nzs[16]]+3[QP[S[II3]—

_2Rsc[114]+R2c2s[115]]+nz[s[IB]-Rs[Ig]]]—(1—2v)nPRsc[I4]}de

[3.92]
Coeficiente Héz

Siguiendo el mismo proceso que en los anteriores

tendremos:

—DLK[ { [ s[IB]-Rcs[I9]]+n s[Illl]]+(1 2v)[QPs[16]-
—nzs[IB]]}de [3.93]

Coeficiente H

ap

21T

HépzDLkJ

0

{3[QF[[IB]-2Rc[I9]+R2c2[110]]+nz[[1111]—Rc[1112]]]+

+(1~2v)[Qz([I3]—RC[I4])—QP[IG]]}d3 [3.94]

Coeficiente Hae
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Por ultimo este coeficiente se obtiene realizando los
mismos desarrollos que en los anteriores y por tanto

resulta la expresion siguiente:

Hée—DIkJ { [ Rs[I9]-R sc[IlO]]+n Rs[IllZ]]+(l —2v)n_ Rs[I4]}
[3.95]

Desarrrollando las imtegrales basicas, desde la I8
hasta la Il17, y expresandolas en funcion de las integrales
elementales con respecto a la variable t,tendremos las

expresiones siguientes:

t+ - 3 2 a 2
18 J‘(" gg/é z) dt=p° Az, [IE]+[3p°ghz +p (z;Z)][IF1+[3pq Az, +

+3p2q(zp% ) 1 [IG]+[q Az, +3pq” (27 Z) 1[IH]+q (27Z)[II]  [3.96]

2 -
t+ -
19=J0(p g;lé/é z) dt=p2Azk[IF]+[gqu?k+p2(z:Z)][IG]+[q2Azk+

+2pq(zpZ) 1 [IH]+q® (z02) (111 [3.97]

110 J ‘pt”*qg/é 2) ge=p Az, [IG]+[qAz, +p(z;Z)][TH]+q(zZ) [II]
[3.98]

T111 J {pt 9%;%——1 dt=p?Az? [TE]+2[pgAz’+p®az, (2:2) 1 [IF1+[p (zr2)}

+4pqhz, (z, -%)+q Azl 1[IG]+[2q (2 2) (p(zi ~2)+qhz) 1 [TH]+q” (275)° [IT]

[3.99]
I112= J iEIﬁtgl—i——l dt=p Az’ [IF]+[2pAz, (z:Z)+qdz- |[IG]+[p(z %)%

+2quk(sz)][IH]+q(sz)2[II] [3.100]
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1
4
113=J (BE4A) At _o* 1gy44p°q[ 1P +6p°q” [16])+4pq [ THI+q [TT]
¢ ® [3.101]

1
3
I14= iEEﬁtg%EQE =p3[IF]+3pzq[IG]+3pqz[IH]+q3[II] [3.102]
o XK

i
2 .
I115= _(E;:_tig.gzﬁ =p2[IG]+2pq[IH]+qZ[II] {3.103]
0

i

116=[ 1-9;1553}—5—45 =p[IH]+q[II] [3.104]
Q

1

-3

117=J _(_EEig_sl%—_%). dt:pAzi[IE]+[3pAzi+qAZE][IF]+3[PAZk(Z{‘Z)EL
0 r

+qAz? (202 ) 1[I61+[p(2zr2) +3qbz (z02)” 1[IH]+q(z;2)" [T1]
[3.105]
Las integrales elementales IE,IF,IG,IH.II son de tipo
similar a las obtenidas previamente, en el apartado

anterior:. es decir wondas-responden al tipo:

1 p p=011121314
£t dt

I&=J —=—-5 ; donde _ [3.106]
yse =5
o XK

Las funciones primitivas de este tipo de integrales
irracionales, se encuentran en Grahztein, a través de

formulas de recurrencia; cuyas expresiones son:

J tm dt - t'M"i B (2m—-2n—1)BJ- tm—j,dt
ER(,2n+i>/2 (m_zn)C“R<2n—1>./2 2(‘m_2n)c f}t(zn*i)/z
m-2
_ (m-1)A t “dt
(m-2n)C j m}zn+1>/z [3.107]

Esta expresidn [3.107]; es valida para todos 1los
valores de m ,no multiplos pares de n . Para valores de m

multiplos de 2n se ha de utilizar la expresion siguiente:
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J chdt ~ __th-i 3 B.[ th—idt . lj_th—Z dt
ER:<2n+1)/2 (2n-1)C ER:czn-i)/z 2C sR<zn+1>/a C ER:<zn—1>/z
[3.108]

Sustituyendo en [108.3] el valor n=2, é integrando
entre los limites t=0 y t=1 obtenemos el valor de:

i 1 1 i
IE:J‘ t* at _ -7 _ BJ t? dt , 1 J_p_z dt '3 109
o ® 572 3¢ ® 3% 2C J, & 572 CJ, & 372

operando é identificando integrales queda:

IE= L |- BL p1ry+—25[1B) [3.110]
3.2 re1®] 212 1.2

Para aquellos valores de m distintos de 2m
utilizaremos la expresion [3.107]; obteniendo las

identidades siguientes:

V n=2 y m=3

1
3
IF=J £ dt—[ -1 ] :Blz[I@-}-;—zm—Cl[m] [3.111]
o L

s5.2- | _z _--3 , 2
® L, RC1 2L, "

vV n=2 y m=2

/s
SRSZ 2

1
2
IG=J t” dt ={ -1 ]_ Bl [IH]+ cl_ [IX] [3.112]
0 X 2Lk

V n=2 y n=1

1
IH=J t_dt =[ ot S— ] ~ -BL r1ryp [3.113)
1y ,

® %% [3t2 rc1® 312 re?? 21.2

VY n=2 y m=0

1 2 z
~ dt 12 2Lk+Bl Bl 8 L,
=523 71 73% a 7|| ¥ 35 (ID1 [3.114]
ST -ee RO RC1 RC2
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En estas expresiones los valores de a,b,c;
Al,B1,C1,RC1l,RC2y A; estan dadas por [3.78]

El proceso de integracion general de los tensores es

como sigue:

a) Se realiza la integracién numerica de IA, hasta II
b) Se introducen los valores calculados en Il1,...,1I17
Estos valores asi calculados se introducen en las
expresiones de los tensores en funcion de las integrales
basicas. '
3.4 INTEGRACION SOLUCION FUNDAMENTAL, DINAMICA

La integracidén de la solucion fundamental dinamica,
en coordenadas cilindricas, cuando el punto de colocacidn
pertenece al mismo elemento de contorno dque los de
integracidon; no es factible realizarla analiticamente, tal y

como se ha obtenido en el caso estatico, debido a que no es
posible hallar una funcidn primitiva al integrando a la cual
aplicar los limites de integracion. Las funciones a que
conduce la integracidén explicita se expresa en funcidn de
integrales sobre una linea infinita de funciones de' Hankel.
Este hecho lleva a que la integracidn en este caso, dinamico
estacionario, se realize numéricamente sobre la parte no
singular de la solucién fundamental y explicitamente en la
parte estatica; que es la que contiene la singularidad

Dominguez y Alarcon. Asi pues, la técnica a utilizar es la

siguiente:
=} 0
< < c [ =]
o B B P I e Pt I B P
T .z o I o . o [3.115]
T, T, -Tj T,
e re re

La primera de las integrales en las que se ha
subdivido el integrando es la parte no singular que se
evalua numericamente con el procedimiento indicado en el

apartado 3.3-1.
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La sequnda integral es precisamente la ya realizada

para el caso estatico, en el apartado 3.3-2.

Llamndo:
AC <:E <
T.. =P., -T..
3 Ji Ji
~ a [3.116]

< c <
U..=U.. -U..
A Jt Jr
- - - - Id .
a los tensores diferencia, solucion dinamica menos la

solucion estatica, en coordenadas " cilindricas.

Introduciendo las expresiones dadas por;
[2.80],[2.79] para el tensor de movimientos y [2.77],[2.81]
para el de tensiones, respectivamente. Restando miembro a

miembro cada una de estas expresiones se tiene:

Tensor de Movimientos

~ r~
¢ __ 1
UiP— Em _Pc—Plr,i.r,P]
Ac 1 -
Uiez—ZEﬁ— _—Ps—Plr,ir.T] r  (a)
~ -
c 1
1Z—~Z;;— --Plr,i.r,z]
~ N ~
o |
Ac l -
20 gmp _—Ps-Plr.zr,T] - (b) [3.117]
Ac 3 1 -
Uzz" 4“}4 -—Plraz.raz]
~ . ~
c 1
UBP— e _—Plr,a.r,P]
N -
c 1
Uae_'_m ~—Plra ar: T] g (C)
Ac 1 -
U32= arp ~P—Plr,3.r,z]
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donde:

P1=X +

f(1-o)r Y (1) [3.118]

Tensor de Tensiones

El tensor diferencia de tensiones se puede expresar

mas facilmente llamando:

(¥ _ _X_ . [ (1=2v) 1
- (- £ R L e

(R 29, fax _2ax__3 2
T2 Lir dr r i TASITT T rar 2(1-v) rz]

- [3.119]
cp)? ' [

- Pl . - _2x _ (1-2v) 1

ccl—[{ Cs} 2] ; TS—LcclTZ - 2 (1-2) rz

_ (1-2») 1 . _ _2X
T6 2(1-7) rz ; T7—[cc1T2 ij

== - De acuerdo con las expresiones [3.119] se tiene:

”~
c 1l |dr

Tp” n {sﬁfT3°+T4r.1r.p]+“pr1°r'P*T7r'1+T65r'T}}

;% = 1 dr —-T3s54+T4 r + T3 ()
167 T ol T34, (T, I RplTICE, 4 ]

~ #

= dr
1z 4T {Eﬁ[T4r.1r.z]+QPT3cr,z+Q$5r'1}

qkp= e {5ﬁ{T3S+T4r'2r‘P]+QP[Tlsr'P_TGCr‘T+T6r'Z]} 3

;? = L %L iq3cerar, r, 1+ [T3 )
26~ I |3ql +2Top 1T p[T3ST, o ]

/\c l 4

- 1 ]%r '
2z 4m {aQ[T4r.zr,z]+ﬁPT3sr,z+ng5r,z}
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la tercera columna del tensor sera

/\c 1 g—r—
T3P~ an {an(T4r,anp]+QP[T7—T60]r,z+nzT3;P} 3

ag

e ér
$i16™ In 55[T4r,3rqj+nzT3r,T (¢)

”~
_ ar J
Taz_ i {Eﬁ{T3+T4r,ar, 2 111, (T1+T7)x, z}

[3.120}

Tal y como se ha dicho anteriormente, éstos nucleos
diferencia, se integran numericamente y posterioremente se

les suma la solucidn estatica ya obtenida.

3.5.— CONDICIONES DE CONTORNO AXILSIMETRICAS Y NO AXTLSTMETRICAS

En los apartados anteriores, se han obtenido las
expresiones de todos los términos de 1los coeficientes de
influencia Gﬁ, Hﬁ; para las soluciones fundamentales
estdtica y dindmica: ' Dependiendo de las condiciones de
contorno, algunos términos son nulos debido a la no paridad
de las funciones subintegrales con respecto a la coordenada

circunferencial ©.

Cuando las condiciones de contorno son axilsimétricas

’
implicitamente colocamos el punto P en el meridiano =0 vy
por tanto se verifica que todos los términos que vayan

multiplicados por funciones sen®, son nulos.

El aspecto.de los tensores sera el siguiente:

UiP 0 UBP Tilo 0 TBF
0 U, 0 v 0 T,5 0 [3.121]

Uiz 0 U:_,z ‘I‘1z 0 ‘1'3z

Esté hécho nos indica que cuando las condiciones de

contorno son axilsimétricas; el problema de torsion (ue,te),
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esta desacoplado del de condiciones en P y z.

Cuando las condiciones de contorno no son
axilsimétricas, aunque si 1la geometria del problema, se
puede descomponer estas mediante una serie de Fourier a lo
largo de 1la coordenada circunferencial, en la forma
propuesta por Wilson (1985). Cada término de la serie da
lugar a valores de las incognitas en el mismo modo de los
prescritos debido a las propiedades de ortogonalidad de éste

desarrollo en serie.
Cuando la variacion de las condiciones de contorno no
es muy rapida segun 8, unos pocos modos son suficientes para

obtener una precisidn correcta. El desarrollo en serie es

de la forma:
11=m & fcos nB ™ Jcos no

i Z (uhi sen n8{ Ynilsen n& )

s n&
en nd) V i=p,8,z

En particular tendra:

para las condiciones de contorno en movimientos

e 4] 0
& a - cos nS8
= 8+ 8)=
uP Z (uhPcos n uhPsen nd) Z Uo {sen ne}
& = ] co 8
_ a _ - S n
ue—z (-u,gsen né+u_gcos n9)~2 ug {sen ne} [3.123a]

g & R 8
o —_
u =Z (u__cos nB+u__sen ne)=z u {cos n }
z nz nz = sen nB

Para las condiciones en tensiones analogamente se
tiene:
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o«
_ & a v = cos nS
tP—§ (tnPcos n9+tnpsen ne)—z tni{sen ne}

[09) o 9]
& a - cos n8
te=2 (-t _gsSen n€+t_ cos n8)=z ty {sen ne} [3.123Db]

€ .s N\ cos nB
< -
tz—z (t_ ,cos né+t_ sen ne)—z t. 1sen ne}

Introduciendo esta notacidon en la identidad integral
queda de la forma siguiente: '

M
c¢fcos n€&
coot{een nef) |
1

¢ [cos nb el

r )

Jﬁjf{sen ne}d °]t‘
r

e

[3.124]

De hecho lo unico que nos indica [3.124] es que para
resolver el problema hemos de solucionar tantos problemas
como modos intervengan; obteniendo 1los coeficientes de
influencia al integrar las expresiones ya determinadas
ponderadas por funciones sennS=sn y cosnS=cn. Por tanto los

tensores quedan:

Movimientos Tensiones
Uipcn g UZPsn § Uapcn TiPcn g szsn g TaPcn
Uiesn) Upgon 1= Uosn “Fyosn| Tyoon |- Tyo8n
U1zcn§ UZZSn g Uazcn Tizcn! Tzan : Tazcn
(a) (b)
[3.125]

Los terminos del desarrollo en serie de Fourier que
multiplican a senn®, no pueden obtenerse colocando el punto
P en 8 =0 ya que en este punto precisamente la funcidén seno

se anula y la ecuacidn [3.125], se convierte en un conjunto



Capitulo III Implementacidén Numerica M.E.C. III.-36

de términos nulos. Esto se evita con un cambio de posicion
del punto de colocacidén para aquellas amplitudes que

correspondan a los modos de tipo seno. El cambio ha de ser

del tipo:
’ ™
={e— —
e [ 2n] [3.126]
3.6.- IMPLEMENTACION DE SUBREGIONES

En aquellos problemas en los que el medio a modelar
no es homogéneo, es decir esta compuesto por materiales
de diferentes caracteristicas mecanicas Para realizar un
estudio correcto del mismo, ha de encontrarse un método que

permita tener en cuenta esta particularidad.

El Método de 1los Elementos de Contorno permite
facilmente tener en cuenta la falta de homogeneidad
mencionada sin mas que plantear las ecuaciones en el
contorno de cada una de las subregiones, dentro de 1las que
se dan las condiciones de homogeneidad requerida por el
-planteamiento inicialmente hecho del M. E. C. La
frontera,interfase, entre cada subregion y la adjacente han
de cumplir las condiciones de equilibrio de tensiones y
compatibilidad de movimientos. Por tanto ha de cumplirse en

cada interfase que:

u, , ~u Yy t,,=-t

kL Lk kL [3'127]

kL

donde k y 1 son dos subregiones adjacentes

Para un caso general como el de la figura (3.8)
formado por n regiones de caracteristicas mecanicas
diferentes; podemos plantear n sistemas de ecuaciones del

tipo:
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Huy =Gt [3.128]

e
|
|
1

Una ordenaciodn
adecuada de las
incéﬁnitas permite la
optimizacion de 1la
matriz de coeficientes
de influencia que
1 Fig.-3.8 adoptara una cierta
estructura en banda.
Para el caso de la figura se pueden plantear cuatro

sistemas del tipo [3.128]; es decir:

[H“? Hiz] {z:}=[G“§ Giz]{tj:} (1)

Hyg {04316 5{ty3} (4)
[3.129]

teniendo en cuenta [3.127], se puede escribir el sistema

global como:

]

Nggy Ng2 DNyz Nzz Nzg Nzg Ngg Nagg DNaag t}1

3 H : : b b’ b : 11
Ngqtng 2 Hiié—GizéHizg 0 : 0 i 0 i 0 i 0 0 uiz F,

........... §orceresiorens . ceadeats B § ces 3 f g § ereanaave t
Nz +tNnzztnzg| 0 G21;H21;H22§—G23§H233 0: 0 :0 £12 F2
(.21 : H % i i i 22 | =
+ + 3 H 3

Maz*Masthae) 0§ 0 1 0 | 0 | az{Ma2 Ma3| 74194 | | Ven 0
ngs N R O A R Gy 1H,, 2| [0

' . 294

- 34—

[3.130]
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Donde el numero de ecuaciones, es el siguiente:

- n 2
n11+2n12+n22+2n23+n33+2na4, donde 1los son el numero de

kL !
ecuaciones de cada interfase.

Tal y como se observa al aumentar el numero de
subregiones se incrementa el numero de elementos y por tanto
el numero de ecuaciones del sistema conjunto. Esto implica
que la memoria del computador que se necesita es grande y
como ésta, en general, es limitada; se recurre a resolver el

sistema {3.130] en memoria auxiliar.

Crotty (1982), implementd un algoritmo para la
resolucién de estos tipos de sistemas, a través de un método
que subdivide la matriz global en bloques fila y columna,
que pueden ser a su vez dividos en subbloques columna, a fin
de adaptarse a la memoria principal disponible; mediante una

técnica de pivotamiento de Gauss, dentro de cada subbloque.

Este algoritmo ha sido utilizado con exito para 1la
resolucion de problemas de Elementos de Contorno, bi vy
tridimensionales, por Abascal,R y por Cano en E.C. con
geometria de revolucion y superficie normal al eje Z; sin

problemas de estabilidad en la solucidén obtenida.



CAPITULO Y

CALCULO DE IMPEDANCIAS DINAMICAS DE

CIMENTACIONES RIGIDAS POR EL M.E.C.
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4.1.- INTRODUCCION

En el Capitulo se desarrolla el estudio de la
respuesta dinamica de cimentaciones rigidas con simetria de
revolucién. Para ello, en el apartado segundo se determinan
las solicitaciones a que van a estar sometidas las

cimentaciones.

En el apartado tercero se estudia la incorporacién de
la energia disipada por el medio, a través del
amortiguamiento del material, distinta de la perdida por
radiacion; mediante la modelizacion del terreno como un
sélido viscoelastico de Kelvin-Voigt, tambien denominado

medio histeretico,

En el cuarto y ultimo, se estudia la obtencidn de las
impedancias dindmicas de cimentaciones, correspondientes a
las solicitaciones ya obtenidas en el segundo apartado de
éste capitulo, por medio del Método de los Elementos de

Contorno.

4.2.—~ CIMENTACIONES RIGIDAS. SOLICITACIONES

La hipotesis de rigidez de la cimentacion implica que
el movimiento de cualquier punto de 1la misma, puede ser
hallado en funcion del movimiento de un punto de referencia
a través de una matriz de transformacidn, que solo depende
de la geometria de la cimentacién. De acuerdo con esto, tan
solo serd necesario dar un movimiento armonico de sdélido
rigido. a la misma, para calcular la respuesta de la

cimentacion con respecto a la frecuencia de excitacion.

El problema que se pretende resolver es pues; hallar
la respuesta dinamica de wuna cimentacion rigida
axilsimetrica, situada . bien sobre un semiespacio

homogéneo,isotropo o un medio estratificado , pudiendo ser
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en ambos casos el medio considerado elastico o
viscoeldstico; sometida a los movimientos de sélido rigido
de desplazamiento en la direccion de los tres ejes
coordenados, asi como los correspondientes giros en torno a
los mismos ejes. En definitiva se trata de resolver el
mismo problema planteado en el primer Capitulo de la Tesis,
con condiciones de contorno ne relajadas, es decir; la
cimentacion se considera soldada al terreno Yy ademas se

verifica la hipotesis de pequenas deformaciones.

En la figura 4.1, se muestra un Caso general del
problema planteado, indicandose en la misma las diferentes
condiciones de contorno necesarias para resolver el cdlculo
de las impedancias dinamicas, a aplicar sobre cada una de

las superficies que contiene el problema.
Condiciones de contorno:
en S; t=0
ok en S; u=0; movimientos de
~gdTido rigido prescritos

w0

en Sa,S4 20

[4.1a]

siendo la excitacion armonica

Y del tipo:

Tt
Fz ( t ) =F°ze

M, (t)=Moxe [4.1b]

Fig.-4.1 Fy(t)=Foxe

M, ( t)=Mozeiwt

De tal forma que la relacion entre las fuezas
generalizadas F y los movimientos de sélido rigido de 1la

cimentacidén puede expresarse en foma matricial por la
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expresion:
F( £)=Q(t) u(t) [4-2]
donde:
F(t) = Vector de Esfuerzos Generalizados.
Q(t) = Matriz de Impedancia.
u(t) = Vector de movimientos de Solido Rigido de la

Cimentacion.
En.. problemas tridimensionales, como el que se
pretende resolver a través del M.E.C., la matriz de

impedancias dindmicas es de 6x6, es decir 36 elementos.

Utilizando la transformada de Fourier, para pasar del
dominio del tiempo al de la frecuencia y quedandonos con la
parte estacionaria de la misma; siempre podemos expresar la

ecuacidén [4.2], en éste Ultimo dominio como:

F(©)=0(«) u(«) [4-3]

De acu=rcdo con lo expresado en el Capitulo tres de la
Tesis, se podra descomponer el problema general en la suma
de los distintos arménicos de un desarrollo en serie de
Fourier, de los movimientos a prescribir y por tanto obtener
las tensiones y movimientos incdgnitas de cada uno de esos

armonicos.

Para resolver el problema con el Método de los
Elementos de Contorno, se recurre a discretizar las
diferentes superficies de revolucion S; por medio de
elementos y sobre ellos imponer las condiciones de contorno

dadas por [4.1a].

Haciendo:

& cosn8 o . cosnf
‘..]_'(w ) =Z «1..1.:2*(‘9‘) {senne} Y 1.‘..: (@) =Z ; Ee (@ ){s.enne} [4.4]

Suponiendo que la variacion a lo largo de la
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coordenada circunferencial, de los movimientos y
traccciones, es suave; podemos tomar tan solo los dos
primeros términos del desarrollo en serie, es decir: n=0 y
n=1, obteniendo asi las solicitaciones correspondientes al

modo axilsimétrico y al modo antimétrico.

4.2-1 SOLICITACION AXILSIMETRICA

Esta solicitacidn corresponde al témino del
desarrollo correspondiente a n=0, si desarrollamos la serie

dada por [4.4] tendremos:

u S u’ S cosnB+u’ sennd t § t %cosn8+t “senn®
== u =
P Z np npP P Z np npP
12 g ) e g ‘o
ue=2 -u_gsennS+u_gcosnd te=Z— t_gcosnS+t gsenn® [4.5]

u:

Pr- s e o
u cosnB+u sennt t =Z t cosnB+t ~senn€
z ne nz "z "z

z

(a) (b)

a1

Que para n=0 quedan como:

8 ,Q .8 's ‘o 'a
u,=u ugFug ;u=u y tP— t.o ;7 tg=t g 7 t =t [4.6]

Las expresiones (4.6, corresponden, a los
movimientos y tracciones de los problemas de desplazamiento
vertical y giro en torno al eje Z; que se pueden observar
particularizados para cimentaciones superficiales en 1la
figura (4,2). Estos dos problemas estan desacoplados entre

¢
S1.
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4.2-2 SOLICITACION ANTIMETRICA

Si se particulariza las expresiones [4.5], para n=l,
se obtienen las solicitaciones correspondientes a problemas
antimétricos, que para las cimentaciones rigidas coresponden
a los problemas de cabeceo, rocking y desplazamiento
horizontal, swaying. De acuerdo con lo dicho en el primer

Capitulo; estos dos movimientos estan acoplados.

~Una vez particularizadas las ecuaciones [4.5],

adoptan las expresiones siguientes:

PE-} Py X g s L
u,=u_. cosn8+u_ sennb t .=t . cosnB8+t_ senn®
P P i P P P
=—u}® 8+u/“cosn® to=-t. senn®+t_ cosn® [4.7
ug=-ug sennS+ugy cosn tg=-tg sennS+tgy cosn [4.7]
-} ,Q 's 'a
u =u_ cosnS+u sennb t =t  cosnB+t  senn®
= = z z -4 -4

(a) (b)

En cazo ¢e movimientos horizontal y cabeceo, figuras

(4.3a) y (4.3b), la solicitacion queda:

x u_.=u_." cosn8 t =t °cosn®
P P P P
_ .8 g _ g 8
Uny=-Ug Senn te——te senn
.8 s
u_=u_ cosn8 t =t cosn€
z z z 2z

[4.8]
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La matriz de impedancias global de la cimentaciodn

tiene la forma:

Quu O 0 0 Qi O
0 Qm O Qe O 0
SR
RH RR
Qe 0 0 0 Orr O
0 0 0 0 0 Q.

La matriz de transformacién de los movimientos de
cualquier punto de la cimentacion a partir del punte de

referencia tiene la expresion:

g
Upy
Uy 1 0 O 0 (Zr—2i) (Xr—X%i) Upg
uy =y 0 1 0 (z{-2;) 0 (Yi-¥r)|- &, [10.4]
Uy 0 0 1 (yr-vi) (Xr—Xi) 0 8.,
5!‘2

4.3.- MEDIOS HISTERETICOS.

El desarrollo seguido en el Capitulo primero, en casi
su totalidad, la unica pérdida de energia considerada ha

sido la de radiacion hacia el infinito.

Dado que en la mayoria de 1los materiales reales
existe una pérdida de energia, debida al rozamiento interno,
fuerzas de cohesion etc..., que incluimos en el llamado

amortiguamiento del material.

Para que el modelo se aproxime lo maximo posible a la
realidad, se tendra que incorporar éste amortiguamiemto al
mismo. Este planteamiento es valido tanto para semiespacios
como para medios estratificados.

Una forma sencilla de incorporar el amortiguamiento
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al modelo es considerar que aquel es de tipo viscoso Yy
proporcional a la velocidad de desplazamiento. A este tipo

de medios se les denomina mnédios histeréticos,

Es decir; se sustituye el modelo elastico, en el que
E es la rigidez del resorte equivalente, por un modelo
constituido por un resorte, de rigidez igual al del caso
elastico, mds un amortiguador en paralelo. A éste ultimo,
figura (4.4), se le 1llama viscoelastico o tambien de

Kelvin-Voigt.

de forma sencilla:

=0, +0 =EE+nE [4.11]

Fig.-4.4

Generalizando ésta expresion se tiene:

OE5=X95Lj+2G8Lj Uij=(&eatj+2G€Lj)+
—-—_E___ ’. '.
6= 5 (Tev) +(A'8S8, +2G'E, ;)
A ,G igual que caso elastico
A= E - 2vG
(1+2) (1-2v) (1-2v) A’ ,G' constantes que dependen
del material
[4.12] [4.13]

Para ondas SH propagandose en direccion %, cuando no

existen fuerzas de volumen; la ecuacidén de onda queda:

[4.14]

La existencia de una onda plana requiere:
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u=ae ¥ (Ct-x) ; w=kc [4.15]

derivando € introduciendolas en [4.14]; obtenemos:

rr

2
u ==k u

rrs r 7

4 =tkcu =-ik°cu=-twk’u [4.16]

2 2 2
1 =-k"cTu=-w u

- sustituyendo las ecuaciones [4.16] en [4.14] se obtiene:

GkZ +1 G’ wk? =pw? [4.17]
w? w? 2 2_ GHi(G'w)
G[———]+i(evw)[~——]=pw ; c°= [4.18]
2 2 P
C C
como:
ceC

weR } = k€C == k=K+ie [4.19]

con lo que [4.15] se puede poner como:
u=[AeL(wt_Kx)]ela [4.20]

es decir, una onda armonica [4.15] modulada por una
exponencial de factor «. Introduciendo la expresion [4.18]
de k en {4.17] y operando:

2 2
of= PS¢ 1+[-280) g
2[G%+(Gw)? ]| ( ¢ ] ]
[4.21]
2 3 2 7
k2= PG 14281 4+ 1
2[6+(G'w)? 1| [ G ] ]

Para tener en cuenta el decrecimiento con la

distancia tomaremos el valor negativo de «; por lo que:
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u=[Aei(wt—Kx)]e—ia [(4.22]

« es el denominado coeficiente de atenuacion, utilizado en

sismologia para representar el amortiguamiento del material.

Lo anterior, referido a ondas S, se puede generalizar
de tal forma que intervengan las constantes A,G,A‘ y G° de

la ecuacion de comportamiento de Kelvin-Voigt.
Quimby, propuso en 1925, utilizar la simplificacion:

A
—R= gy = v=r [4.23]

@

@

con la consiguiente reduccidén del modelo a la adicién de un

s0lo parametro G’ determinable por experimentacion.

Analizando el efecto de las ondas SH sobre una
probeta, con momento de inercia J y masa despreciable; las

ecuaciones del movimiento son:

GI

g8 + 2R = 0 [4.24]

donde: IpJVZWR% y siendo: R= Radio de la probeta
I= Longitud de la "

Para un material viscoelastico la ecuacidn queda:

J8 + l%(ge+gfe)=o ; 8 + G lIe o+ —§19=0 [4.25]

IL JL.
JL — 2= %% [4.26]

G’'I
= &' lp
2Fw i

donde ¢ es el indice-de amortiguamiento, ~relacionado directa-
mente con G’.
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Se puede introducir ahora, las medidas habituales de

los sistemas de un solo grado de libertad; como son:

el decremento logaritmico

S= —28  ionF . F a0 —» 5=2C1  [4.27]

G
¥ 1-£2

y el coeficiente de atenuacién &« cuando § —0 queda:

2
Cs
2Cs

o bien teniendo en cuenta [4.27]

oo 2§CS3= o [4.29]

donde A, es la longitud de onda de la excitaciodn

Konopoff, propuso como ley de comportamiento mas

realista para suelos y rocas admitir que:

*
wG =G
" } [4.30]
WA =A

El sélido asi modelado se denomina medio histerético

y todos los resultados anteriores son validos sin mas que

sustituir:
e L3
Gl > g Y A - [4 31]
) I :
en especial.
2 *. 2
a2=-—J¥?iﬁﬁ;— L+E{§J - 1| [4.32]
2[G+G 7]
Y *
WG’ G
} B="" T& [4-33]

Si los movimientos excitacion son de tipo armdnico,
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la ecuacién [4.30] equivale a la definicidén de un médulo de

rigidez transversal GceC; tal que:
a , .
G =G+iG =G(1+2&1%) [4.34]

Hasta aqui, se ha tratado de un medio constituido por
un semiespacio. Cuando el medio que se esta analizando es
un medio estratificado y en particular un estrato que Yyace

sobre una base rigida, figura (4.5).

& 2 &
44(0) { [ 1= Move 2//"1000 \\8 Mot.w
- . o L‘ . . ' .’ . R
. M(H) . . .',-,_, - T
7////’////////////”/// 77777777777777777777 77777777

Fig.-4.5

La posibilidad de vibraciones libres el estrato, en

caso de material perfectamente elastico viene dada por:
u(H)=U(0) cos =& [4.35]
Cs

Si V u(H)=0 = u(0)»#0 = cos gﬂ =0 y a su vez esto
S

conduce a que:

wH

o =(2n- 1)—— ; ¥ n=1,2,3,... [4.36]

'y se obtienen modos’ de"v1bra01on del tipo'de los de la Fig (4.5).
El periodo de vibracion esta dado por:
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2m _ 4H .
w (2n-1)cg '

T= ¥ n=1,2,3,... [4.37]

En caso en que el medio sea histerético, el

planteamiento es similar y se tiene:

(WX WX
cos[ ﬁ: ]= %[e Cste CS] [4.38]
" ” ,
al ser &= 58_ y como & =1 ; g <2 = g <§

y llevandolo a la ecuacidn [4.37]; se obtiene:

, o 2G _ 4GH - 4H G_ _ 4H 12
<% T (Zn-Lymez ~ (In-1)% oz ~ (Zn-1)w (FG) [4.39]
4.4.- CALCULO DE IMPEDANCIAS DE CIMENTACIONES RIGIDAS
CON SIMETRIA DE REVOLUCION
Para calcular las impedancias dindmicas de

cimentaciones mediante el Método de  los Elementos de
Contorno; ha de resolverse, para cada frcuencia, tantos
sistemas lineales de ecuaciones algebraicas como movimientos

de sdlido rigido se hayan prescrito.

Una vez obtenidas las tensiones incdgnita en los
elementos en que se discretizo la interfase
cimentacion-terreno, superficie de contacto; se hallan los
esfuerzos resultantes con respecto al punto de referencia
escogido, usualmente el centro de gravedad de la cimentacidn
Yy en caso de estar embebida en el terreno en el fondo de 1la
misma, que una vez dividos por el movimiento prescrito, nos
proporciona el valor de 1la impedancia correspondiente

deseada.

«De- una forma general, - utilizando 1la -matriz «, de

transformacion de movimientos de sdélido rigido de . la
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cimentacién dada por [4.10], se puede escribir:

N, F,
T =
ry | fran vy o=y 14:40)
r =2r
k=1 k
Las impedancias dindmicas @., se hallan en la

practica; a través de expresiones que se desarrollan, para
cada uno de los movimientos prescritos, en los subapartados
siguientes. De acuerdo con lo dicho, en el apartado 4.2
anterior, los desplazamientos y giros en torno a 2 estan
desacoplados, condiciones de contorno axilsimétrica y
estando sin embargo acoplados los desplazamientos
horizontales y giros alrededor de los ejes X,Y. Por tanto
se pueden obtener las impedancias correspondientes
resolviendo dos problemas; uno vertical-torsion y el segundo

de desplazamiento horizontal-cabeceo.

4.4-1 IMPEDANCIA VERTICAL Qz» Y DE TORSION Qr

Este caso corresponde a condiciones ~de contorno

axilsimétricas, por tanto n=0 y se tiene que:
tz=tz Y tg=tg

y por esto, la expresion [4.40], se puede desdoblar en:

NZ NZ
FZ=Z Ltzgr"k (a) v MZ=Z L_tekpkdrk (b)  [4..41]
k=1 k k=1 k

Si se utiliza la misma geometria, notacion y cambio
de coordenadas, similar al del apartado 3.3-2-1.2, para los
elementos denominados banda, poniendo £ en funcion de =z
sequn la figura (4.7) tiene:

-~ pP=aztb {4.42a]
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donde:
P'—PL
a= —2
Z —Zi
3
[4.42b]
b= sz'-P'ZJ.
Z.—~Z.
J L
Y
ar —Pdedl— P(z)dedz
[4.42C]

Fig.-4.7

4.4-1-1 IMPEDANCIA VERTICAL

De acuerdo con la expresidn [41.4a] y las [4.42a.b.c];

se tiene:

N
¥, th dr, Z f J ka’(z’dedz [4.43]

=1

j J (az+b)dz ds }:2ﬂt L J (az+b)dz [4.44]

operando se obtiene:

Fz=§:2ﬂt;kLkPm [4.45] que se introduce en [4.40Db]

Esta expresion no sera valida para los elementos tipo

corona circular y por tanto emplearemos la siguiente:

Nz
— ‘ 2 2 P
k=1

4.4.1.2 IMPEDANCIA DE TORSION
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Partiendo de la ecuacion [{4.41b] y de los cambios

expresados en [4.42a,b,c]; se tendra:

Nz
6
Mz=ZJtekPkdr Ztekj J g ‘z)d dz = 14.47]

N

(az+b) dz
M. }:zntek kJ

=1

N

desarrollando la expresion subintegral é integrando queda:
‘ a2 3 3 2 2 2
M,=) 2mtg, Zik[g (zj—zt)+ab(zj-zt)+b (zj—zt)] [4.48]

esta expresion [4.48] no es valida para los elementos corona

circular y por tanto para éstos se utilizara:

M¢=§:}%E ték(P?-P?) [4.49] siendo: Q .= gz

z

que llevadas a [4.40b] nos prorciona Q..

4.4.2.1 IMPEDANCIAS HORIZONTAL Y DE CABECEO

De acuerdo con lo expresado por las ecuaciones
[4.8] se tiene gque para unas condiciones de contorno, en
movimientos, antimétrica se obtienen unas tracciones

incognita tambien antimétricas y que vienen expresadas por:

¥ i= Ho R

IQ e
t =t _, cosn
e P
_ ' i i i _, i 2 ‘i 2
tg=-tg sennb tx—tPcosne—tesenne—tP cosn9+te sennd
vw~tz=§;acosne to=t, cosn® : s+ [4.50)

Como consecuencia del movimiento prescrito,
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desplazamiento o giro respectivamente, aparacen

las

impedancias de acoplamiento o cruzadas, es decir unos

esfuerzos que se pueden expresar por:

N, . |

Fy= f £, dl (a)
k=1 rk

- 2 [4.51]
NZ
i_ i i

MV—E: thxkhkdrk+thszgosedFk (b)

k=1 k k P

4.4-2-1 IMPEDANCIAS HORIZONTALES

Teniendo en cuenta las expresiones [4.50]y
[4.42a,b,c], la [4.51la] se puede poner como:

N, 21 =z |
J , 4
F§=§z J J %%—[tpucogne+teuseﬁne]P(z)dedz [4.52]
0 % k
k=1 i

desarrollando é integrando [4.52] se obtiene:

Ng

H
H Z : ‘H ‘H F
F,= ﬂLkPmk[tP +te ] [4.53] Y QHH= Ef

k=1

La impedancia de acoplamiento horizontal-cabeceo
obtiene de [4.51b] al sustituir [4.50]

J
H L4 ’
My=§:![ J —%ﬁk[tPHcoéne+teHse%n9]hkP(z)dedz+
Q z
o .

Nz 27 zJ,

L ‘H 2
+§: Jo f ~Z§ktzkcos nSPiz)dedz [4.54]
k=1 E

Quedando ésta al introducir los valores de

las

se

las
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integrales de P(z) y Piz); queda:

Ng

2
H ‘H ‘H ‘H 1 a 3 3 2 ] 2
My=§ 'rr[LkPmk[tP ttg Ih +t Zﬁk[g (z.’.—z,._)+ab(zj—z1.~ )+b (zJ.-z.L)]
k=4

[4.55]

My

con lo que QHR= "
X

4.4-2-1 IMPEDANCIAS DE CABECEO

La impedancia del movimiento de cabeceo de la
cimentacion se obtiene de las expresiones [4.51], sin mas
que cambiar el superindice H por el R. La impedancia de
acoplamiento esta debida a 1las fuerzas horizontales que
actuan sobre la superficie de contacto al prescribir un giro

alrededor del eje Y. De acuerdo con ésto; se tiene:

R [ R ]
F,;Z o dn, (a)
k=
tok L [4.56]
N, [
R R R
M?=§E: J txkhkdrk+f t, Pgosedty (b)
k=1 l_‘k rk s

LLevando a cabo un proceso totalmente similar al del

caso anterior se obtiene la expresiones siguientes:

Z
2
R_ ‘R ‘R ‘R 1 a 3 3 2 2 2
M, = W[LkPmk[tP +tg ]h +t ng{g (zj—zi)+ab(zj—zi)+b “ﬂ"zi)]
k=1
[4.57]
o=
con lo que Qr™ —51 Yy
y
R & ‘R ‘R FR
Fy= ﬂ'LkPmk[tP ttg ] [4.58] siendo: Q™ —st

k=1
4.4-3 NORMALIZACION DE IMPEDANCIAS DINAMICAS
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Una vez se han obtenido los distintos valores de las
impedancias, corresxpondientes a cada uno de los movimientos
prescritos, se normalizan éstas a fin de adimensionalizarlas
y con ello facilitar el anlisis y la utilizacidn préctica de
las mismas. Del mismo modo, ésta normalizacién permite
realizar comparaciones entre los diversos métodos utilizados
para resolver el problema planteado y de los que se ha hecho

una breve exposicion en el capitulo de introduccion.

De acuerdo con 1lo expresado en los antecedentes

historicos, las impedancias dinamicas se suelen expresar

como:
(%j=ke&$)+iwce&@? [4.59]

y llamando

Fij=k°$?) y Cﬁ=wc°$?} [4.60]

De las multiples maneras posibles de normalizar éstos
resultados. se suelen encontrar, en  la -literatura existente
sobre el tema, fundamentalmente dos. La primera de ellas se
refiere a cimentaciones superficiales y en relacion con el
modelo de Veletsos et al, ya que de éstas se conoce la
rigidez estatica. La sequnda, utilizada para cimentaciones
con un cierto grado de embebimiento en el terreno se
normaliza con respecto al médulo de rigidez transversal del
medio considerado y de 1la longitud caracteristica de 1la
cimentacion, en las de simetria de revolucidén el radio de la

misma.

Resumiendo lo dicho las impedancias normalizadas se

pueden expresar Como:

para el modelo de Veletsos

,QLj=K9Lj(ij+iaQCYj) {4.61]
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donde: Koijes la rigidez estatica correspondiente

al movimiento prescrito que se estudia.

En elcaso general de cimentacion embebida se tiene:

ij

4.4-3-1 MODELO DE VELETSOS. PARAMETROS DE VELETSOS

Tal y como se observa en 1las expresiones [4.60] vy
[4.61], la impedancia Q.Lj es la misma y por tanto

igualandolas se puede escribir:

suprimiendo los subindices i,j y teniendo en cuenta que se

se realiza para culesquiera de ellos.
. ' \% .
keq+zwceq=Ko(k +tage )=K+iC [4.63]

identificando parte real y parte imaginaria de [4.62] , se

tiene:
K=Ko k' k' = —%
c v — v c [4.64)]
= anC Cc =
KO Q aOKO
o bien
k w C
v eq v eq
k = — Cc = — 4,
%o Yy 20Ko [4.65]
y teniendo en cuenta que ag= _gg queda:
&
CSCo
cv= —_—a
KoR
siendo:
= Radio de la cimentaciodn 12
cg= celeridad de las ondas S; cg={?1/Hi]
? = densidad del estrato con respecto al que se

normaliza, usualmente el primero.
’PiE‘Modulo de Rigidez transversal del estrato de

normalizacion
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y Ko; la rigidez estatica correspondiente, que para
los distintos movimientos de sdlido rigido prescritos y en
cimentaciones axilsimétricas superficiales adopta las

expresiones siguientes:

Ko_ = %%%— ; rigidez Vertical cimentacidn superficial
Ko p= l% uR? ; rigidez de Torsidn cimentacidn superficial
[4.66]
Koyu™= %g% ; rigidez Horizemtal cimentacidn superficial
3
Kogp™= §%%§;T ; rigidez de Cabeceo cimentacidn superficial

. . \4 \ .
A los coeficientes k y ¢ , Se les denomina

parametros de Veletsos.

4.4-3-2 NORMALIZACION DE CIMENTACIONES EMBEBIDAS

En el caso de que la cimentacidn en estudio tenga un
cierto grado de enterramiento, la solucidén estatica exacte
no es conocida y por tanto el modeio-znterior seria ficticio
y por ello se ha introducido otro factor de normalizacidén de
acuerdo con lo dicho en el apartado 4.4-3 , que ha sido

utilizado por multiples autores. Por tanto se puede
escribir:
Qﬁ=(ku+iaocﬁ)¢(H1,a) [4'67]

teniendo en cuenta la expresion [4.59] , igualandola con
[4.67] ¢é identificando partes reales €& imaginarias se
obtiene:

Ki.i Ci.j
k = Y €T —ESE:: [4.68]

donde la funciodn @U, adopta los valores siguientes para las
distintas impedancias.

Vertical y Horizontal .......... ¢
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d 3
Torsion y Cabeceo .............. e__=p_ _=H a
TroOoRR M [4.69]

. . 2
Acoplamiento Horizontal-Cabeceo Par~Pru~ M@

donde, como para los parametros de Veletso:

a= Radio de la cimentacion

B = Modulo de Rigidez transversal del estrato de
normalizacidn

con lo que:
vizPia(kvv+ia°cvv) (a)
QTT:Hiaa(kTT+ia°CTT) (b)
QHH=H1a(kHH+iaocHH) (c) [4.70]
QRR=H1a3(knn+ia°cnn) (d)
QHR=H1a2(kHR+iaocHR) (e)
Estas normalizaciones se utilizaran para representar

graficamente los resultados que se. presentan .-~ er. .los

capitulos correspondientes de la Tesis.



CAPITULO V

CIMENTACIONES AXILSIMETRICAS SOBRE

SEMIESPACIO
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5.1 INTRODUCCION

Los conceptos tedricos expuestos en los capitulos
precedentes se han implementado en un codigo Fortran de
ordenador, con el que se han obtenido un conjunto de
resultados, que se exponen en éste y posterior capitulo, que
permiten validar el método empleado, Método de los Elementos
de Contorno, aplicado a problemas elastodinamicos con
simetria de revolucién en el ambito de la interaccion suelo
-estructura, asi CcOomo la realizacidn de estudios
paramétricos que muestren la influencia de 1los diferentes
factores que influyen en la respuesta dinamica de las

- - £ - - - 4 -
cimentaciones rigidas axilsimetricas.

En este capitulo se realiza el estudio de las
impedancias dindamicas de las cimentaciones anteriormente
citadas; sometidas a los movimientos unitarios de
desplazamiento vertical y horizontal y los giros en torno a

los mismos ejes.

En el sequndo apartado deid —capitulo se muestra el
comportamiento de las cimentaciones circulares
superficiales, yaciendo sobre un semiespacio homogéneo é

isétropo considerado, primero como perfectamente elastico é

incorporando a continuacion el amortiguamiento de tipo
histerético; realizandose comparaciones con diversos
autores.

En el tltimo apartado del capitulo, se muestran Yy
comparan los resultados obtenidos, para cimentaciones
embebidas, cilindricas y semiesféricas, en el semiespacio
viscoeldstico sometidas a las mismas solicitaciones que las
superficiales. En este apartado se tendra en cuenta el
efecto del embebimiento en la respuesta dinamica del

terreno.

En este capitulo se utilizaran para la presentacién
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de los resultados los factores de normalizacion expuestos en

el capitulo cuarto.

5.2 CIMENTACIONES SUPERFICIALES SOBRE EL SEMIESPACIO

En este apartado se presentan los resultados
obtenidos de las impedancias dinamicas de cimentaciones
superficiales rigidas soldadas al semiespacio, con simetria
de revolucidn, frente a las frecuencias adimensionales de

excitacion ag -

En el primer subapartado se tratara de reproducir los
resultados de Veletsos y Wei para los movimientos vertical,
horizontal y de cabeceo y los de torsién de Luco y Westmann,

considerando un semiespacio perfectamente elastico.

En el segundo subapartado se realiza la comparacion
con los resultados de Veletsos y Verbic al incorporar el
amortigquamiento del material, considerado de tipo
histerético, al modelo de suelo utilizado.

5.2-1 SEMIESPACIO ELASTICO

La solucidén de referencia para este problema seran
los resultados de Veletsos y Wei, para las impedancias,
vertical,horizontal y cabeceo, y de Luco y Westmann para la
de torsiodn; correspondientes a un disco rigido soldado al

semiespacio elastico homogéneo é isotropo.

Para obtener los resultados que se muestran en las
figuras 5.2 hasta la 5.5, correspondientes al grupo de
lineas con amortiguamiento nulo, se ha utilizado una
discretizacion, figura 5.1, de la interfase cimiento-suelo
de tan solo ocho elementos de contorno axilsimétricos; de
tamano variable, decreciente a medida que se aproximan al
borde exterior de la misma, a fin de adaptarse mejor al

previsible pico de tensiones que se produce en este punto.
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En las fiquras 5.2 hasta la 5.3 se muestran los
pardmetros de Veletsos correspondientes a los movimientos
vertical, torsidn, horizontal y cabeceo, frente a la
frecuencia adimensional apg= 25, en un rango que va desde
cero hasta ocho para un terre;o de densidad y modulo de
rigidez transversal iguales a la unidad y coeficiente de
Poisson v=1-3. En ellas se presentan en linea continua los
resultados obtenidos y la soluciéon exacta en linea
discontinua; asi mismo se muestran con un * aquellos valores
de los coeficientes obtenidos por Cano y Gomez-Lera, para

este mismo problema y con el M.E.C.

Fig.-5.1

Discretizacion cimentacidn rigida superficial

Las discrepancias que se observan entre los
resultados dados por el Método de los Elementos de Contorno
y la solucidén de Veletsos son pequenas y pueden imputarse al
hecho que ésta ultima utiliza condiciones de contorno
relajadas, mientras que la primera realmente suelda la

cimentacion al terreno.

Las pequenas diferencias que se pueden observar entre
ambas soluciones que usan el M.E.C. pueden deberse a dos
aspectos. El primero al diferente nimero de puntos tomados
para realizar la cuadratura de Gauss y el sequndo a la forma
de- ebterer- - -la- - -solucidn “ -fundamental en ~ coordenadas

- V4 -
cilindricas.
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De acuerdo con la figura 5.1, tan solo ha sido
necesario discretizar la interfase suelo-cimiento para
obtener una buena aproximacién al comportamiento dindmico de
la cimentacioén, con lo gque se obtiene una economia
importante en el tiempo de preparacion de datos y de

ejecucion del programa.

5.2-2 SEMIESPACIO VISCOELASTICO HOMOGENEO

Para incorporar el amortiguamiento del material se
recurre, de acuerdo con el apartado 4.3, a introducir en la

formulacion un modulo de rigidez transversal del tipo:

RS =p(1+281) [5.1]

donde £ = Factor de amortiguamiento viscoso

En las figuras anteriormente citadas se presentan los
resultados obtenidos con el programa desarrollado en linea
continua, frente a los obtenidos por Veletsos y Verbic, en
linea discontinua, asi como aquellos otros obtenidos por
Cano y Gomez-Lera (*) y los correspondientes de. Luco (+).
Para factores de amortiguamiento viscoso de un 5%,15%,25% vy
un terreno con las mismas propiedades que en el caso

elastico.

La discretizacion utilizada es identica al caso del

semiespacio eldastico y se representa en la figura 5.1.

Los resultados de Luco y Veletsos han sido tomados
de sus articulos y los de Cano de su Tesis Doctoral. Tal y
como se puede observar los resultados que se presentan
concuerdan con los del resto de autores en gran medida,
debiendose las ligeras discrepancias existentes a las mismas

razones esgrimidas para el caso anterior.

El efecto de incrementar la perdida de energia
mediante la incorpordcién del amortiquamiento -viscoso

conduce, tal y como era de esperar, a un incremento en los
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valores del coeficiente de amortiguamiento a bajas
frecuencias tendiendo hacia un valor constante, a medida que
se incrementa ésta ultima, siempre superior al del caso
puramente elastico. En cuanto al parametro de rigidez se
observa una disminucion del mismo conforme se incrementa el
valor del amortiguamiento; llegando, para los parametros de
rigidez vertical, horizontal y cabeceo, a alcanzar valores

negativos de los mismos para frecuencias medias y altas.
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5.3 CIMENTACIONES EMBEBIDAS EN EL SEMIESPACIO VISCOELASTICO
HOMOGENEQ

En la mayoria de los casos las cimentaciones, bien de
maquinaria o edificacion, rara vez son estrictamente
superficiales; usualmente tienen un cierto grado de
embebimiento y por ello es conveniente que los modelos a

emplear permitan estudiar este caso.

En el primer subapartado se presenta el estudio de la
influencia del grado de embebimiento de 1las cimentaciones
cilindricas rigidas en un semiespacio viscoelastico

homogéneo.

En el sigquiente subapartado se presenta el estudio de
cimentaciones de seccion cualesquiera embebidas en el mismo
semiespacio que el caso anterior y particularmente a
cimentaciones semiesféricas, que por 1las caracteristicas
inherentes a su geometria tienen un grado de embebimiento

igual a la unidad.

5.3-1 CIMENTACIONES CILINDRICAS” RIGIDAS

Para representer adecuadamente estas cimentaciones es
necesario realizar discretizaciones como las que aparecen en
la figura 5.6; es decir, se ha de discretizar la superficie
libre del terreno hasta una distancia A é imponer
condiciones de contorno de tracciones nulas y la interfase
cimiento-terreno; en la que se impondran las condiciones de
contorno cinematicas similares a las utilizadas en el caso

de cimentaciones superficiales.

La longitud de los elementos es variable en funcidn
de la zona que se discretice y de la longitud de onda de la

excitacidén que se considere.

Para los elementos de la superficie libre basta, en

general, como tamano maximo de los mismos la cuarta parte de
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la longitud de onda mas pequena de la gama de frecuencias en
estudio. Para los elementos de la interfase de contacto es
conveniente, de acuerdo con Dominguez, Abascal y otros
autores, reducir esta longitud a un sexto de 1la mencionada

longitud de onda.

En cuanto a la cantidad de terreno libre a
discretizar, de acuerdo con los autores mencionados en el
parrafo anterior, se ha de tomar como minimo el valor maximo
de siete veces -el embebimiento y de cinco veces el. radio de

la cimentaciodn.

v
3
»

P be prieiaboqy

W, 6 )

Figura.-5.6

Discretizacion cimentacion rigida embebida

En las figuras 5.7 hasta 5.10 se muestran, en linea
continua, los resultados obtenidos para una cimentacion
rigida cilindrica con un grado de embebimiento de
0.25,0.5,1.0 y 2.0, en un semiespacio de densidad y mddulo
de rigidez transversal -igual a 1la -wnidad, coeficiente de
Poisson de un cuarto y factor de amortiquamiento viscoso del
1% y 1.5% para las ondas S y P respectivamente; frente a la
frecuencia adimensional as en un rango que va desde cero,

caso estatico, hasta seis.

Se compara con los resultados obtenidos por Apsel, en
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linea discontinua, mediante un método de ecuaciones
integrales indirecto utilizando una solucién fundamental
para el semiespacio; en un medio de las mismas
caracteristicas antes citadascon la salvedad respecto a los
amortiguamientos utilizados que son de 1% y 0.5%
respectivamente. Tambien se incluyen los resultados
obtenidos por Day, linea de punto y guion, mediante
Elementos Finitos con la particularidad que éstos no

incorporan el amortiguamiento viscoso.

De acuerdo con las figuras que muestran la parte real
e imaginaria de las diversas impedancias, normalizadas de
acuerdo con las expresiones [4.70], se observa que la
coincidencia entre ambos autores y los resultados obtenidos
mediante el Método de los Elementos de Contorno es alta
(especialmente en el rango de bajas y medias frecuencias;
apareciendo algunas discrepancias con el Apsel, a alta

frecuencia y grandes grados de embebimiento.

El efecto del embebimiento de la cimentacion en el
terreno, para cualquier impedancia y frecuencia, es el de
aumentar lcs valores de forma casi lineal con el grado de
embebimiento y especialmente en la parte imaginaria de la

misma; es decir el coeficiente de amortiguamiento.

Como se observa, a 1igualdad de las cimentaciones
superficiales, tanto la parte real como la imaginaria
dependen de la frecuencia adimensional y esto ha de ser
tenido en cuenta al incorporar los resultados al analisis de

la interaccidn Suelo-Estructura.

En cuanto al numero de -elementos de contorno
necesarios para modelizar este tipo de cimentaciones es
variable en funcion del grado de embebimiento desde 46
elementos para E/R=0.25, hasta 113 para E/R=2.0.
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5.3-2 CIMENTACIONES SEMIESFERICAS

Cuando la geometria de la cimentacion en estudio es
diferente a un cilindro circular recto, es decir cuando el
contorno I' no es exclusivamente normal a los ejes Z y P, se
puede utilizar el método propuesto ya que el elemento de
contorno axilsimétrico utilizado puede tener cualquier
orientacidn, siempre y cuando se conserve la geometria de
revolucidn implicita en la formulacion. Para mostrar la
potencia- del Método de los Elementos _de.. Contorno se
presentan las impedancias dinamicas de cimentaciones
semiesféricas embebidas en un semiespacio viscoelastico
homogéneo, cuyas caracteristicas son de una densidad y
modulo de rigidez transversal unidad y un valor del
coeficiente de Poisson v=1-4 é introduciendo un factor de

amortiguamiento viscoso de un 5% para ambas ondas S y P.

En la figura 5.11, se muestra la dicretizacién
utilizada. Los resultados se presentan, en linea continua
en las figuras 5.12, hasta 5.16; correspondientes a las
impedancias dindmicas de los movimientos de sélido rigido de
desplazamiento vertical y horizontal y giros de torsidon vy
cabeceo, asi como en la ultima de esta serie de figquras los
valores correspondientes al acoplamiento horizontal-cabeceo;
frente a la frecuencia adimensional a, y normalizadas de
acuerdo con [4.70]. El1 numero de elementos de contorno
utilizado es de 62, diez de ellos en la interfase

cimiento-terreno.

De la observacion de las curvas, se infiere que el
comportamiento de este tipo de cimentaciones es similar al
de 1las correspondientes -  al ‘disco rigido soldado  al
semiespacio, fig 5.2 a. 5.5, pero con valores de los
coeficientes incrementados; tal y como era de esperar a la
luz de 1lo acontecido con las impedancias de las
cimentaciones cilindricas embebidas, tratadas en el apartado

anterior.
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Ademas se ha incluido, con linea discontinua en las
figuras 5.12 a 5.16, los resultados presentados por Luco vy
Wong, de la misma cimentacion en un semiespacio de identicas
caracteristicas elasticas pero con unos factores de
amortiguamiento viscoso del 1% y 0.5% para las ondas S y P
respectivamente. Estos resultados corresponden a 1la misma
representacion integral utilizada por Apsel para

- - - 7/ - -
cimentaciones cilindricas embebidas.

Figura.-5.11

Discretizacidon cimentacion rigida semiesférica

A efecto de realizar una comparacion mas adecuada, ya
que los amortiguamientos utilizados en ambos ejemplos no
coinciden, en las mismas figuras se han representado, linea
de punto y guion,una linealizacion de las impedancias
respecto del indice de amortiguamiento, a partir de las de
Luco y Wong, en las que se observa que la parte real alcanza
valores inferiores a los que presenta el M.E.C. para todas
las frecuencias. El efecto de 1la linealizacidén sobre 1la
parte imaginaria de la impedancia es el de incrementar su
valor situandolo practicamente sobre los valores
proporcinados por el M.E.C.. La hipdtesis de considerar 1la
influencia del amortiguamiento de tipo lineal, para indices
bajos del mismo, es correcta respecto del " coeficiente de

amortiguamiento y no tanto para la rigidez equivalente.
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o)}

.1 INTRODUCCION

Frecuentemente el terreno en estudio no corresponde
al modelo de suelo utilizado, semiespacio homogéneo e
isdtropo, bien por su morfologia intrinseca o por intentar
aproximarse a un modelo de suelo de modulo de rigide=z
variable con la profundidad, modelos de Winkler o Frdlich.
Por ello es conveniente el poder modelar el terrenoc:como un
sO0lido estratificado, considerando cada estrato como una
subregion en las que las caracteristicas del terreno se
definen como constantes es decir cada uno de ellas es un

medio homogéneo e isdtropo.

En el primer apartado se presenta el estudio de un
modelo simple, un estrato de potencia H sustentado por un
semiespacio, mediante el que se puede poner de manifiesto la
influencia de los diferentes parametros que intervienen en
el mismo como son : potencia relativa del estrato H/R y la
rigidez relativa de la base Rcs; sobre los distintos tipos

de cimentaciones consideradas en el capitulo anterior.

En el sequndo apartado del capitulo se muestran los
resultados obtenidos para un estratigrafia mas compleja del
terreno en los casos de cimentaciones superficiales vy

cilindricas embebidas.

En ambos apartados se realiza una comparacion con los
resultados obtenidos por otros autores, con diversos
métodos para los mismos ejemplos, a fin de validar el método

propuesto de cara a una aplicacidn practica del mismo.

6.2 MODELO BICAPA

El objetivo de estudiar este modelo relativamente
simple es el »que-:debido a - sw=sencillez ' el numero- de

parametros que intervienen es bajo y por tanto permite
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realizar un estudio paramétrico del mismo. Ademas éste
modelo muestra el comportamiento de la cimentacidn cuando
aparecen frecuencias de resonancia de estrato que estan
dadas, para el caso puramente elastico, por 1la expresién
[4.36].

Se considera una geometria del tipo de la figura.-4.1
reducida a un estrato de potencia constante H sobre un

semiespacio de rigidez variable.

6.2-1 CIMENTACIONES SUPERFICIALES

Para este tipo de cimentaciones se utilizan
discretizaciones como la que se muestra en la figura 6.1 con
ocho elementos de contorno en la interfase suelo-cimiento,
siete elementos en la superficie libre y ocho elementos en
la interfase entre estratos; utilizandose dos modelos de
terreno, uno puramente elastico y el otro viscoeldstico al

incorporar el amortiguamiento del material.

e s wnnsi|

e Ve, &
; 4
+ +
P v Y24

|
! ——t
|

Figura.-6.1 Discretizacion Cimentacion Superficial

6.2-1~1 SUELO PERFECTAMENTE ELASTICO

Con el modelo de suelo perfectamente eldastico se

presentan resultados correspondientes a dos ejemplos; en el
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primero de ellos el semiespacio soporte es casi una base
rigida, Rcs=100 y en el segundo el valor de este parametro
es de Rcs=2.5.

Las caracteristicas del estrato son : una densidad de
1700 Kg/m’; un médulo de rigidez transversal de 680000 N/m°

Y un coeficiente de Poisson v=(0.3.

En las figuras 6.2 y 6.3 se muestran las partes real
e imaginaria de-las impedancias vertical y de torsidn de 1la
cimentacidn para diferentes valores del espesor relativo del
estrato, H/R=0.5,1,2,3,4,7.5 adimensionalizadas con respecto
a la rigidez estatica correspondiente, tabla 6.II, frente a
la frecuencia adimensional a, del primer estrato.

De acuerdo con 1la expresién ({4.36], la primera
frecuencia de resonancia del estrato adimensionalizada esta

dada por las siguientes expresiones para las ondas S y P

Cp
TR TR
Ao . o ag,=—F57 — 1.6
O 2H Y Op 2H Cg [ ]
que para los distintos valores del espesor  relativo H/R
adoptan los valores dados en la tabla 6.1

Tabla.-6.1

Primera frecuencia propia de estrato

H/R Ondas S Ondas P
0.5 3.1416 5.8774
1.0 1.5708 2.9387
2.0 0.7859 7 1.4694
3.0 0.5236 0.9796
4.0 0.3927 0.7346
7.5 0.2894 0.3918
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Para ambas impedancias se puede observar una fuerte
oscilacidn a medida que aumenta la frecuencia y que aquella
se suaviza y se desplaza hacia frecuencias mas altas al

incrementarse el valor del espesor relativo del estrato.

En las graficas de la impedancia vertical y para su
parte real, rigidez equivalente, se observa que para los
valores bajos del parametro H/R los picos de resonancia son
pocos y estan claramente asociados a las primeras
frecuencias propias del estrate-y en su parte imaginaria
toman valores practicamente nulos para las frecuencias
inferiores a la de resonancia en el caso de H/R=1 y valor
nulo en todo el rango de frecuencias para el valor 0.5°
indicando 1la poca absorcidén de energia por parte del

semiespacio soporte, que es practicamente una base rigida.

Cuando la potencia del estrato se incrementa, el
numero de picos y valles es mayor y se extiende hacia
frecuencias inferiores, para la rigidez equivalente, estando
estos asociados en su mayor parte a los diferentes armonicos
de las frecuencias naturales del estrato para ambas ondas,
aunque como se observa en la fiqgura aparecen picos gque no
estan claramente asociados a ninguna de estas ondas,
pudiendose imputar este hecho a la existencia de ondas
diferentes a las citadas o a combinaciones de las primeras.

En cuanto a la parte imaginaria de esta impedancia vy
para los valores intermedios del parametro, las graficas
muestran como se incrementa la energia disipada por el
modelo y desde frecuencias cada vez inferiores a medida que

éste aumenta

Para la impedancia de torsidn, el comportamiento
cualitativo, tanto para la parte real como imaginaria, es
similar a 1la anterior presentando ésta picos de gran
magnitud para los valores dos primeros valores de H/R,

= . Suavizandose:rapidamente a medida -que~ se—incrementa el

valor del parametro, asociados fundamentalmente a las ondas
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S excepto para los valores de H/R=0.5 y 1.0 para los que los
picos situados a 1las frecuencias a,=5.0 y 6.0 que

aparentemente estan asociados a ondas P.

L.os resultados que se presentan, pese a no haber sido
comparados con los de otros autores representan
adecuadamente el comportamiento que se esperaba del modelo,
teniendo en cuenta la rigidez de 1la base, que produce
grandes amplitudes en los picos de resonancia y el nulo
amortiguamiento utilizado lo que implica que toda la energia

se extrae del modelo por radiacion.

El segqundo ejemplo ha sido tomado de 1la Tesis
Doctoral de J.Cano, el cual procede de la de Chapel. Tal vy
como se dijo anteriormente el valor de la rigidez relativa
de la base con respecto al estrato es de 2.5 y los
resultados obtenidos se presentan con linea continua en las
figuras 6.3a y b 1las partes real e imaginaria de las
impedancias vertical para valores del espesor relativo del
estrato de 0.5 y 1.0; como factor de normalizacion se ha
utilizado la rigidez estatica de la cimentacion
correspondiente al semiespacio. En las mismas figuras se
muestran los resultados de Luco, en linea discontinua; los
de Chapel (+) ¥y los de Cano (*) a fin de comparar los
obtenidos por estos autores.

Las figuras muestran, a igualdad de las del ejemplo
anterior la fuerte dependencia de la impedancia con la
frecuencia. En las figuras correspondientes a H/R=0.5
se observan discrepancias entre los resultados presentados y
los del resto ya que aparecen pequenas oscilaciones a
frecuencias inferiores a la primera frecuencia propia del
estrato para las ondas S e intermedias entre esta y 1la
correspondiente a las ondas P, tanto en la parte real como
en la imaginaria, ademas de la magnitud del pico de
resonancia asociado a esta ultima que pueden ser debidos por
una parte a -errores de ¥ipo:imumérico-o --a‘f¥a : presencia de

ondas distintas de las citadas que extraigan energia del
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modelo. Los valores correspondientes al coeficiente de
amortiguamiento presentan valores bajos para frecuencias
inferiores a la de resonancia, para la que se observa existe

un pico de considerable valor.

El comportamiento para las figuras b es similar al
descrito si bien los picos adoptan valores mayores vy de
nuevo se manifiesta el mismo tipo de discrepancia con los

resultados mostrados.

De cualquier forma estas discrepancias no son de una
cuantia no excesivamente grandes con respecto a Luco y Cano,

mejorando los resultados presentados por Chapel.

Tabla.-6.11I
Rigideces Estdticas Vertical y de Torsidn

Cimentacidn Superficial sobre base rigida, v=0.3

H/R K v K ¢

0.5 0.338300 E +08 0.380025 E +08
1.0 0.192651 E +08 0.322722 E +08
2.0 0.128295 E +08 0.307551 E +08
3.0 0.109464 E +08 0.305405 E +08
4.0 0.100406 E +08 0.304865 E +08
7.5 0.878636 E +07 0.304598 E +08
co 0.777143 E +07 0.290133 E +08
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6.2-1-2 ESTRATO Y SEMIESPACIO VISCOELASTICOS

De acuerdo con lo dicho anterirmente, todos 1los
materiales reales tienen amortiguamiento. Con objeto de
contrastar los resultados obtenidos mediante el M.E.C. y los
presentados por Kausel y Ushijima usando una formulacidén del
M.E.F. capaz de incorporar el amortiguamiento del material
£ =5%, sobre base rfigida, se ha variado el pardmetro de la
rigidez relativa del semiespacio Rcs=2,4,100 con potencias
relativas del estrato de H/R=2 y 3.

En las fiquras 6.5a,b y 6.6a,b; se muetran las partes
real e imaginaria de las impedancias vertical y de torsidn,
normalizadas con respecto a la rigidez estatica
correspondiente, frente a la frecuencia adimensional as del
estrato y valor de H/R=2. En ellas se incluyen los valores
obtenidos por los autores citados en linea de raya y guiodn
para base rigida. Como se puede observar, el comportamiento
cualitativo es similar, especialmente cuando la rigidez
relativa aumenta. Este efecto tiene importancia en las

impedancias verticales y muy poca en las de torsion.

En la impedancia vertical, tanto en su parte real
como imaginaria, las curvas tienen una fuerte dependencia de
la frecuencia mostrando picos y valles asociados a las
frecuencias propias de estrato para las ondas S y P vy
algunas otros intermedios, no imputables directamente a
las anteriores, estando estos mejor fijados a las
frecuencias correspondientes y de menor magnitud que en el
caso puramente elastico.

Los valores obtenidos por el M.E.C., ~en su parte
real, presentan valores inferiores a los correspondientes
del M.E.F. para el caso de base rigida, observandose ademas
como a medida que el parametro Rcs evoluciona hacia valores
menores la rigidez disminuye a medias y altas frecuencias,
- -~ --suavizandese las curvas,mientras-—que —la -posicidén de los

picos de resonancia permanece practicamente constante.
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El coeficiente de amortiguamiento presenta un
comportamiento diametralmente opuesto incrementandose su
valor a medias y altas frecuencias a medida que se
desrigidiza el semiespacio soporte, debido a 1la mayor
energia disipada, manteniendose siempre superior al valor
proporcionado por los elementos finitos en la hipotesis de
base practicamente rigida, mientras que para valores de la
frecuencia menores que la primera de resonancia, el

coeficiente se mantiene siempre superior a aquellos.

La impedancia de torsidn, muestra un comportamiento

similar al de la impedancia vertical pero mucho mas suave.

Las discrepancias en cuanto a picos de resonancia que
no aparecen bien a través del M.E.C. o del M.E.F. pueden ser
debidos tal y como se ha dicho a la aparicion de otros tipos
de onda y tambien pudiera ser que el modelo empleado por los
elementos finitos utilice discretizaciones muy groseras para

poder analizar correctamente el modelo.

En las fiquras 6.7a,b y 6.8a,b, se muestran los
mismos resultados que en el caso anterior para un valor de
H/R=3, para los que son totalmente validos los comentarios
del parrafo precedente, teniendo en cuenta que al aumentar
la potencia del estrato el numero de picos y valles aumenta
al desplazarse las frecuencias propias hacia valores
inferiores, de acuerdo con 1la tabla 6.I, y por tanto
incrementandose el numero de armdonicos de 1las mismas que
intervienen. Ademas es de destacar que el comportamiento,
tanto cuantitativo como cualitativo de las curva
correspondiente a la parte real de 1la impedancia vertical
entorno a a;Z.O y 5.0 es diferente; ya que el M.E.C. alcanza
valores de la rigidez negativos para el valle situado en
a°=4.3, mientras que el otro método se mantiene siempre

positivo.

En otras serie de figuras-$H+3a,b y 6.10a,b se presenta

la influencia del amortiguamiento, para las impedancias
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vertical y de torsion, cuando aquel adopta los valores
siguientes ¥=5,10,20 % para H/R=2 y Rcs=100. Se puede
observar que, al icrementar el indice de amortiguamiento, en
los resultados correspondientes al método propuesto se

producen dos efectos claramente diferenciados.

El primero, es la suavizacion de la curva de
respuesta de la cimentacion para ambas impedancias y el
sequndo, la disminucidén de la parte real, fundamentalmente
en la impedancia vertical llegando a adoptar para el - indice
mias alto,valores nulos y negativos para gran parte del rango
de frecuencias estudiado. Las graficas presentadas por
Kausel y Ushijima muestran un comportamiento diferente, si
bien se produce el suavizado de la respuesta, no ocurre el
efecto de desrigidizacion apuntado; contradiciendo de esta
manera lo que acontece para estas mismas cimentaciones sobre

el semiespacio viscoeldstico al aumentar %.

En cuanto a la parte imaginaria, los valores
obtenidos se incrementan a medida que aumenta el indice de
.amortiguamiento utilizado. Con la formulacién de elementos
finitos esto no ocurre siempre asi adoptando valores
inferiores del coeficiente para indices mayores

contradiciendo de nuevo los resultados del semiespacio.

El estudio de la influencia del espesor relativo del
estrato se muestra en las fiquras 6.1la,b y 6.12a,b con
Rcs=100 en el M.E.C. y los correspondientes de Kausel vy
Ushijima para las impedancias vertical y de torsién, ambos

para £§=5% y ya ha sido en parte comentado en parrafos

anteriores.
Como ocurria en los diferentes parametros
anteriormente estudiados, la influencia del espesor

relativo del estrato tiene importancia en la impedancia
vertical fundamentalmente siendo pogo - relevante ' en-~lka -de

torsién debido a que esta ultima esta excitada tan solo por
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ondas de tipo SH o SV mientra que la primera lo es

fundamentalmente por las ondas P.

En la tabla 6.III, se dan las rigideces estaticas
correspondientes a una cimentacion superficial en medios
bicapa en funcion de los parametros Rcs y H/R para un
estrato de las mismas caracteristicas que el del caso
elastico salvo en el coeficiente de Poisson que toma a
igualdad que en el M.E.F. el valor v=1/3 y para £=5%.

Tabla.-6.III Rigideces Estdticas Cimentacidn

Superficial, estrato v=1/3

H/R| Rcs va Ktt

2 0.117477 E +08 0.303122 E +08

2 4 0.130316 E +08 0.303765 E +08

100} 0.135539 E +08 0.307551 E +08

2 0.104993 E +08 0.300969 E +08

3| 4| 0.112153 E +08 | 0.301649 E +08

100 0.1149590 E +08 0.305435 E +08

o 1 0.811940 E +07 0.290133 E +08
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semiespacio viscoelasticos.
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6.2.2 CIMENTACIONES EMBEBIDAS EN MEDIOS BICAPA
VISCOELASTICOS

De acuerdo con lo expuesto en la introduccion del
capitulo, se muestran en este apartado los resultados
obtenidos a través del M.E.C. para cimentaciones embebidas
en modelos de terreno estratificado bicapa. Se estudian dos

tipos de cimentacidn, cilindricas y semiesféricas.
En las primeras se analiza su  comportamiento ante
excitaciones vertical y de torsion y las segundas frente a

la totalidad de tipos de excitacion posibles.

6.2-2.1 CIMENTACIONES CILINDRICAS

Como ejemplo de cimentacion cilindrica embebida, y a
efecto de comparacion, se muestran los resultados obtenidos
para una cimentacién con un grado de embebimiento igual a la
unidad y como en casos anteriores los parametros de rigidez
y potencia relativas del estrato variables, con unas
caracteristicas mecanicas del mismo identicas a 1las del

correspondiente estudio de cimentaciones superficiales.

Las constantes del semiespacio soporte son : una
densidad £=2100 Kg/mF, coeficiente de Poisson v=0.25 vy
factor de amortiguamiento £=5%, siendo el modulo de rigidez
transversal variable a fin de conseguir el valor deseado de
la rigidez relativa de 1la base respecto al estrato,

parmetro Rcs.

La discretizacion utilizada consta de 81 elementos de
contorno distribuidos de 1la forma siquiente: 29 en la
superficie libre, 20 en la zona de contacto y 32 en la
interfase entre el estrato y el semiespacio, tal y como se

muestra en la figura 6.13.

En las figuras 6#14-v:6.15 a y b- ~;~+se presenta la

parte real e imaginaria de las impedancias vertical y de
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torsion normalizadas con respecto a su correspondiente valor
estdtico, para H/R=2 y valores de Rcs=2,4,100, este ultimo
con objeto de realizar una comparaciéon con los resultados
presentados por Kausel y Ushijima para el mismo tipo de

cimentacién obtenidos por medio del M.E.F.

A

e A K€

Figura.-6.13

Discretizacion cimentacion embebida, medio bicapa

Tal y como ocurre para el caso de cimentacidn
superficial el comportamiento cualitativoe es correcto en
todo el rango de frecuencias estudiadas, especialmente para
Rcs=100.

En la impedancia vertical y en su parte real se
observa que el M.E.C. obtiene valores inferiores de 1la
rigidez vertical, a los correspondientes del M.E.F., Rcs
infinito; mientras que el coeficiente de amortiguamiento
correspondiente a ésta impedancia los valores que se
alcanzan son similares a alta frecuencia, produciendose las
ya observadas discrepancias a frecuencias inferiores a la
primerd -frecuencia propia de estrato, para las que el método

propuesto da valores superiores.
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La impedancia de torsidn, en su parte real e
imaginaria, muestra un comportamiento similar, si bien la
curva tiene una variacion mas suave con la frecuencia,

fundamentalmente a medias y altas frecuencias.

Respecto a la variacién del parametro de rigidez
relativa del semiespacio soporte, al disminuir este es el de
suavizar las graficas, disminuyendo la amplitud de los picos
y valles asociados a las frecuencias propias del estrato vy
ademas provocar un desplazamiento de los —mismos hacia
frecuencias inferiores a la tedrica, dada por la tabla 6.1
tanto en la parte real como imaginaria, fundamentalmente en

las impedancia vertical.

Para la impedancia de torsidn la influencia de este
parametro es practicamente despreciable, como es habitual a
similitud con lo acontecido en el resto de las cimentaciones

hasta ahora estudiadas.

En las figuras 6.16 y 6.17a y b, se muestran
resultados andlogos a los representados en las . figuras
anteriores; para un valor de la potencia relativa del
estrato de H/R=3 e identica variacion del resto de los
parametros. De ellas se puede comentar lo mismo que en el
parrafo precedente, con la salvedad de que debido a la mayor
potencia del estrato las graficas muestran picos de
resonancia a frecuencias intermedias e inferiores asociados
a los distintos armonicos de las frecuencias de estrato para

las ondas S y P.

En las figuras 6.18 y 6.19a yb, se presenta 1la
influencia del parametro de potencia relativa del estrato,
tan solo para el caso de Rcs=100, y 1los valores expuestos
por Kausel y Ushijima. En ellas se observa la concordancia
cualitativa de ambos métodos, M.E.C. y M.E.F., si bien los
valores correspondientes al primero son cuantitativamente
inferiores en-practicamente todo el rango de frecuercias,

especialmente para la impedancia vertical.
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En la tabla 6.IV se presentan los valores estaticos
de las rigideces correpondientes a un movimiento de

translacidén vertical y al modo de torsidn.

Tabla.-6.IV Rigideces Estdticas Cimentacidn
embebida, estrato v=1/3

H/R| Rcs Koy Kit
2 16.80666 20.6571

2 4 21.58410 20.9354

100 24.0327 21.0475

2 13.4543 20.1085

3 4 15.3347 20.1718

100 16.1352 20.2200

0 1 9.0396 19.9140
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6.2-2-2 CIMENTACIONES SEMIESFERICAS

El estudio de la respuesta de cimentaciones
semiesféricas en medios estratificados viscoelasticos se ha
realizado con el M.E.C. de forma similar al apartado
anterior, utilizando una discretizacidn del tipo de la de la
figura 6.20 con un total de 73 elementos de contorno,
distribuidos de la forma siguiente : diez elementos en la
superficie de contacto, 29 en la superficie libre y 34 en la
interfase entre el estrato de potencia H y el sewmiespacio

soporte.

Las caracteristicas del estrato son: densidad unidad,
coeficiente de Poisson de un cuarto, Modulo de Rigidez
Transversal unidad y un factor de amortiguamiento del 5%
" para ambas ondas S y P. Las propiedades del semiespacio son
identicas a las anteriores excepto el mdédulo de rigidez
transversal que adopta los valores necesarios para obtener
una variacion del parametro de rigidez relativa Rcs=2,4,100,

a igualdad del ejemplo anterior.

<+
o
'
-+
~
4

b $oderdond
Hebe—t ettt

Fig.-6.20
Discretizacion cimentaciones semiesféricas, bicapa
En las fiquras 6.21 hasta las 6.25 ayb, se presentan

la parte real e imaginaria de 1las impedancias vertical,

torsion, horizontal, cabeceo y acoplamiento
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horizontal-cabeceo para un valor del parametro de potencia
relativa del estrato de H/R=2 y para los valores de Rcs
mencionados en el parrafo anterior, incorporando con fines
de comparacidén los resultados del semiespacio,
adimensionalizadas'por la rigidez estatica respectiva, que
se muestran en la tabla 6.V, frente a la frecuencia

adimensional del estrato desde el valor cero hasta seis.

Del analisis de las figuras, se puede afirmar que el
comportamiento de las cimentaciones ' semiesféricas en un
medio estratificado difiere considerablemente del que
presentan las mismas en el semiespacio para las impedancias
dinamicas vertical, horizontal, cabeceo y acoplamiento entre
ambas.

La impedancia vertical presenta una marcada variaciodn
con la frecuencia, con valores claramente menores desde
frecuencias del orden de a°=2.0 hasta practicamente el valor
4.5 a partir del que se incrementan las rigideces
equivalentes, el valor minimo del valle se produce en las
proximidades de a°=3.0, existiendo diversos picos no
asociados directamente a las frecuencias propias del estrato

especialmente para el valor inferior de Rcs.

El coeficiente de amortiguamiento presenta la misma
variacion con la frecuencia, adoptando valores claramente
inferiores a los correspondientes del semiespacio, tal vy
como era de esperar, debido a la menor perdida de energia
que presenta el modelo estratificado al rigidizar el

semiespacio soporte.

El efecto del aumento del parametro Rcs, rigidez
relativa de la base, es analogo al de cimentaciones
anteriores en el sentido de producir una magnificacién de
las amplitudes de los picos de resonancia y provocar el

desplazamiento de los mismos hacia frecuencias mas altas.

- -, - e B o e——— _—
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No obstante, en estas cimentaciones y pese a estar
tratando un modelo viscoelastico para valores bajos del
parametro y a frecuencias intermedias se produze una fuerte
oscilacion de los resultados, la cual desaparece al aumentar
Rcs. La causa de esta oscilacion puede imputarse a dos
fenomenos bien distintos, el primero a la posibilidad de 1la
existencia de errores numéricos, por un mal condicionamiento
de la matriz de coeficientes y el segundo a la aparicion de
ondas diferentes de las S y P del tipo de las de Rayleigh o
Love de forma tal que extraigan energia del modelo;
necesitando ampliar los estudios ya realizados. En otro
sentido se debe destacar la diferencia de comportamiento
cualitativo con las cimentaciones cilindricas con el mismo
grado de enterramiento y potencia de estrato para la que la
rigidez equivalente asociada a 1la frecuencia propia de
estrato asociada a la onda P adopta valores negativos, en la
semiesférica se alcanza el maximo positivo, estando el valor
minimo asociada a la onda S mientras que en las cilindricas
este pico es practicamente irrelevante.

La impedancia de torsidn, tanto en su parte real como
imaginaria, no presenta practicamente diferencias con los
valores obtenidos para el semiespacio, resaltando una vez
mas su insensibilidad al incremento de la rigidez del

semiespacio soporte de la estratigrafia.

La impedancia horizontal presenta un comportamiento
similar a la vertical, excepto en el aspecto cualitativo de
que en la parte real sus valores, adimensionalizados,
siempre se mantienen inferiores a los del semiespacio,
mostrando tambien, aunque menos acusadamente, las

- oscilaciones -ya resenadas para Rcs=2.

En la impedancia de balanceo se puede senalar que el
comportamiento de las graficas es mas suave que las
anteriores, excepto la de torsion, presentando diferencias

«comr<las -Gltimas en<su parte real en que-etr valeor maximo se

alcanza a frecuencias intermedias y muy alta. En cuanto a
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la parte imaginaria se observa que los resultados para el
semiespacio y el modelo son practicamente coincidentes

excepto para frecuencias inferiores a dos.

La influencia del parametro de rigidez de la base es
aun menos acusado que en la impedancia precedente debido a
estar excitado por ondas de tipo S.
muetran un

Las impedancias cruzadas comportamiento

cualitativo similar a las de balanceo en su parte real,

mientras que el coeficiente de amortigquamiento tiende a

comportarse de forma parecida al correspondiente de la

impedancia horizontal. En esta impedancia la influencia de

Rcs es mayor que en las dos anteriores.

Tabla.-6.V Rigideces Estaticas Cim. Semiesfdricas

H/R| Rcs K, K, K, K_ Ky r
2 | 11.3465 | 12.7533 | 10.3442 | 11.0958 | 4.94998
2 4 | 13.5992 | 12.8522 | 11.5908 | 11.4660 | 5.45271
100{ 14.6254 | 12.8925 | 12.1631 | 11.6209 | 5.68235
® 1 7.2442 | 12.5296 7.9667 | 10.2203 | 3.96982
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6.3 MEDIOS ESTRATIFICADOS MULTICAPA

En este apartado se analiza el comportamiento del
método y se estudian los resultados para medios mas
complejos que los utilizados en apartados precedentes y en

cimentaciones superficiales y cilindricas embebidas.

6.3-1 CIMENTACIONES SUPERFICIALES

Este ejemplo, tomado de la tesis de J. Cano y que a
su vez proviene de.un problema real ejecutado por medio del
programa LUCON, estudia el comportamiento de una cimentacion
superficial de radio 52.5 pies que descansa en un terreno
estratificado consistente en cuatro estratos sobre un
semiespacio cuyas potencias y propiedades mecanicas se dan
en la tabla 6.VII. '

Tabla 6.VII.- Propiedades mecanicas y potencia estratos

N Cs P v £ (%) H
1 3004 143.0 0.36 3 49.2
2 2198 138.0 0.37 5 65.6
3 3333 160.0 0.35 3 98.4
4 1703 © 136.0 0.37 7 164.0
5 2522 150.0 0.39 6 o

unidades en libras, pies y segundos

La discretizacidn utilizada es el del tipo de 1la
figura 6.26, con 10 elementos en la superficie de contacto
entre cimiento y terreno, 9 elementos en la superficie libre
Y 12 elementos en cada una de las cuatro interfases entre
estratos. El tamano maximo del elemento esta obtenido en
funcion de la longitud de onda de la excitacién y es de 49.2
piles en la superficie con lo que se alcanza una distancia de
412.7 pies de superficie libre e interfases. En el modelo

se empled esta discretizacidn para todo el rango de
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frecuencias que varia de forma adimensional entre 0.2 y 1.4

que en frecuencia circular corresponde a 11.4<w<80.8.

KR, o A ¥ -
‘%‘(
LAERER: ¢ 4 t } 4 ' t + 4 +
. Ay, hy
! ot 4 : ¢ + t 4 ; 1 1 ’I‘
i
: /“?-a”zlle}z hZ
]LL ot } ! { : } ' ! ! { #
{ Vs, G %3 h3
IL% +—t } : t f t t : t .
} /‘441”416,:}4 hl.
[[ —tet t 4 t } t + 4 4 —+ #
Pt (’,—;"ylgg

Figura 6.26.- Discretizacidn Cimentacion Superficial
Medios Multicapa

En las figuras 6.27ayb hasta la 6.30ayb se presentan
« ©n linea continua,los resultados adimensionalizados con
respecto a la rigidez estdtica del disco soldado a un
semiespacio con las caracteristicas del primer
estrato,frente a la frecuencia adimensional a,, en el rango
indicado previamente, para las impedancias dinamicas
correspondientes a los movimientos vertical, horizontal vy
los giros de torsidm y balanceo. En las mismas figuras se
presentan con distintos tipos de linea los resultados de J.
Cano y de Luco, siendo los del primero obtenidos a traveés
del M.E.C. y con discretizacién similar. De los resultados
presentados por Luco se desconoce la discretizacion
empleada.

La parte real de la impedancia vertical presenta un
maximo para-a,=0.4, para acontinuacién ir decreciendo, con
una inflexién en torno a 0.6, para estabilizarse a partir de
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la frecuencia 1.0. El método propuesto proporciona
rigideces dindmicas equivalentes superiores a los valores de
. Luco en todo el rango de frecuencias, con discrepancias
apreciables a partir de 1la ultima de 1las frecuencias
mencionadas. En cuanto a la comparacién con Cano, este
obtiene valores superiores en el primer tramo, con el maximo
desplazado hacia frecuencias mas altas, para a partir de 1la
frecuencia unidad tomar valores muy inferiores proximos a
los de Luco. Las discrepancias entre las tres curvas de
respuesta se mantienen para la parte-imaginaria si bien la
discrepancia a alta frecuencia es aparentemente
contradictoria pues los mencionados autores obtienen para
rigideces menores coeficientes de amortigquamiento tambien

inferiores lo que no es usual.

La impedancia de torsion, en la que tan solo se
compara con Cano, presenta como es habitual las menores
discrepancias tanto en su parte real como imaginaria y tiene
un comportamiento muy suave a lo largo de todo el rango de

frecuencias estudiado.

Las discrepancias entre las diversas curvas son
menores en la impedancia horizontal, obteniendo valores
superiores de la rigidez practicamente en todas las
frecuencias, mientras que la parte imaginaria coincide en
gran parte con los resultados de Cano.

Con respecto a 1la impedancia de balanceo, el
comportamiento es muy similar a la anterior dando valores
superiores en la parte real y casi coincidentes en la

imaginaria.

De lo anterior se desprende que la mayor discrepancia
se produce en la impedancia vertical y dentro de esta en su

componente real.

De la observacion de la tabla 6.VII se desprende que

el primer estrato es mas rigido que el resto salvo el
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tercero y que el de mayor potencia es precisamente el menos

rigido.

La compleja estratigrafia que presenta el problema en
estudio no permite decir a priori cual es la frecuencia
propia de estrato mias significativa ni a cual de ellos
corresponde. Con objeto de tener una idea acerca de
la frecuencia hacia la que seria de esperar que el modelo
resonara, se realizaria un modelo bicapa tomando la media
ponderada , por la respectiva potencia del estrato, de todas
las velocidades de progacidén de las ondas S y se obtendria
una relacion Rcs=0.85, con respecto al primer estrato.

Suponiendo otro modelo sencillo formado por el primer
estrato sobre una base rigida y elastico deberia resonar a
la frecuencia a,=1.697, es decir ligeramente superior a la
maxima frecuencia en estudio y para la que tanto Cano como
Luco estan proximos a un valor minimo o negativo. Esta
hipdtesis esta en contradiccién con el modelo aproximado
anterior ya que este no deberia resonar a esta frecuencia de
acuerdo con lo visto en apartados anteriores y ademas la
bondad de esta suposicidn puede en parte estar confirmada
por el hecho de que la rigidez estatica que se obtiene en el
modelo resuelto es menor que la tedrica para el semiespacio

con las caracteristicas del primer estrato.

No obstante lo expresado en parrafos anteriores sera
necesario realizar estudios complementarios, alcanzando
frecuencias superiores y con discretizaciones mas finas a

fin de observar la evolucion de la grafica.
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6.3-2 CIMENTACIONES EMBEBIDAS

Este ejemplo se presente a fin de contrastar con los
resultados correspondientes a Apsel y a Day. La cimentacidn
bajo estudio tiene 40 pies de radio y un grado de
embebimiento E/R=0.40. La estratigrafia del terreno es 1la
dada en la tabla 6.VIII y se refleja en la figura 6.31 junto
con la discretizacion utilizada que consta de 123 elementos
distribuidos de la forma siguiente: 32 en la superficie
libre y 6 en la zona de contacto entre la zapata y el primer
estrato’ 43, de 1los que 11 estan en la zona de la
cimentacion, en la interfase entre el primer y segundo
estrato y 42 en la segunda interfase entre el estrato y el

semiespacio soporte.

Los resultados y se presentan en las figuras 6.32ayb
a la 6.34ayb, en linea continua, junto con 1los de Apsel,
linea discontinua y Day en linea de punto y gquion. El
modelo de terreno utilizado, de acuerdo con sus propiedades
de amortiguamiento, es practicamente elastico con objeto de
comparar con el segundo de los autores que usa elementos

finitos sin amortiguamiento del material.

De la observacidn de las figuras se desprende que
existen algunas - discrepancias entre los resultados
proporcionados por el M.E.C. propuesto y los citados
anteriormente, ya que éstos proporcionan unas curvas con una

variacion suave en todo el rango de frecuencias estudiado.

El método de 1los elementos de contorno utilizado
proporciona en frecuencias bajas y medias una variaciodn
simiiar , pero a partir de a°=4.0 aparecen picos analogos a

los que se presentaban en los modelos bicapa ya estudiados.

De acuerdo con el razonamiento llevado a cabo en el
apartado precedente y al ser el suelo modelado como elastico
y tener una Rcs>1.0, aparentemente deberia existir cierta

resonancia.
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En sentido opuesto se ha introducido en el modelo un
indice de amortiquamiento mayor que el indicado,
practicamente duplicado, y los resultados aunque no se
representan, trasladan la aparicién de los picos hacia
frecuencias mas altas, lo que en cierta medida puede inducir
a pensar que el método utilizado requiere de un cierto grado
de amortiguamiento debido a posibles problemas de tipo
numérico; que de nuevo habran de ser objeto de un estudio en

mayor profundidad.

.......

Figura 6.31.- Discretizacion Cimentacion Embebida. Medio

Multicapa

Tabla 6.VIII Propiedades Mecanicas Estratos

N Cs Cp P Z,(%) | £ (%) H

1 980 2400 113.0 0.5 0.25 16.0
2 - 1270 2540 113.0 0.5 0.25 16.0
3 1380 2760 113.0 0.334 0.167 2000

unidades en libras, pies y segundos
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6.4 RIGIDECES ESTATICAS

En este apartado se presntam de forma grafica los
valores de las rigideces estaticas vertical y de torsiém
correspondientes a cimentaciones superficiales y cilindricas

embebidas en medios bicapa.

En la figura 6.35 se muestra la influencia de 1la

potencia relativa del estrato para las cimentaciones

" "superficiales, correspondientes a -la tabla 6.II, en linea

.28

2,80

a.80

continua y mediante * los valores dados por KXausel y

Ushijima para los mismos valores del parametro R/H.

Como se obseva la variacién de la rigidez de torsién
se puede aproximar de forma lineal mientras que para la
rigidez vertical no ocurre lo mismo, especialmente cuando la
potencia del estrato es pequena, para la que parece mas
apropiado una variacidn de tipo potencial.
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Figura 6.35 Rigidez Estatica Vertical y de Torsidén
- - - - r -cimentacién. superficial en funcidn.de la potencia

del estrato sobre base rigida
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En las figuras 6.36 a y b se presenta la influencia
de la rigidez relativa del semiespacio soporte en los
valores de la rigidez de ambos movimientos para
cimentaciones superficial y embebida cuyos valores estan
tabulados en las tablas 6.III y 6.IV y sobre las que se han
senalado con * los valores correspondientes a los autores

anteriores.

Las rigideces en este caso muestran una fuerte
dependencia de los parametros E/R y H/R, con valores
crecientes a medida que se incrementa el primero y
decrementa el segundo. Frente al parametro Rcs, rigidez
relativa, se observa que los valores tienden asintoticamante
al valor correspondiente a una base rigida y simulada por el
método desarrollado para el valor 100, que de hecho no se ha
representado por motivos de escalado del dibujo, con objeto
de reflejar mejor el comportamiento para valores bajos de
Rcs. Esta tendencia se puede recoger de forma adecuada
mediante una variacion de tipo exponencial para valores

constantes de los otros dos parametros.



CAPITULO VI

Resultados Medios Estratificados

VI.-56

-]
8
n v T MRS M v L A A A
o E/Rm1, H/R=2
Q
| -
- /
L) ]
.1/ |
o ® ¢ ]
Q m :/ E/R=1,H/R=3 ]
¥
[ —
N :! ’ 1
> 8 y' ]
A / E/R=@, H/R=2 ;
w S
a E/R=B, H/R=3 ]
]
u; AAAAAAAAA Loa b d A A A A A A 1 s s & A A A 4 4 4 } B S S T Y
o
1.082 18.88 20.08 39,00 40.80
Rcs (Rigidez Relativa)
(a)
o
)
u';- v L] T I 1
8 F £ ], Beitag
A2 L o emarns -
L
- Y E/R=1,H/R=3
=
o o
+ m 3
Y
\ r
® I ]
29t ]
VL :
T e E/R=8,H/R=2
e |
2 b
y E/R=@, H/R=3
=
[\~
aﬁ e P | A el 1 A P e "y o
1.80 18.88 28.88 30.00 48,89
Recs (Rigidez Relatiwva)

(b)

Figura.-6.36 Rigidez Estatica Vertical y de Torsidn

para cimentaciones superficiales y embebidas, en
funcién de Rcs, E/R y H/R



CAPITULO VI

CONCLUSIONES Y DESARROLLO FUTURO



Capitulo VII Conclusiones y Desarrollo Futuro VII.-1

7.1 RESUMEN

El primer objetivo cubierto por esta Tesis es el
desarrollo de una formulacioén directa del Método de los
Elementbs de Contorno, capaz de hacer frente a la resolucidn
de problemas elastodinamicos en sdélidos con geometria de
revolucion con seccion meridiana cualquiera, en el dominio
de la frecuencia Esto se ha .realizado implementando un
elemento de contorno axilsimétrico con aproximacion
constante de las variables en él, tanto en la formulacidn

estatica como en la dinamica.

Ademas se han analizado mediante el método,el
comportamiento dinamico de cimentaciones axilsimétricas,
superficiales y embebidas en el terreno, como segundo paso

de la Subestructuracion para la resolucidn del problema de

interaccion suelo-estructura.

El modelo de suelo empleado ha sido, tal y como se
apunto en los objetivos, de ‘dos tipos. El primero de -&llos
un suelo puramente elastico a traves de un Modulo de Rigidez
Transversal p € R" y en  segundo lugar como un sdlido
viscoelastico de tipo histerético introduciendo el
amortiquamiento del material, de acuerdo con léuexpuesto en
el capitulo cuarto, mediante un modulo complejo dado por la

expresion :

£
B =p(1.+2%t) « C

donde § representa el indice de amortiguamiento con respecto
al critico del material, que puede ser distinto .para las

ondas S y P respectivamennte.

Con estos modelos de suelo y el procedimiento de
calculo obtenido se ha analizado el comportamientos de los
tipos de cimentaciodn mencionados bajo dos aspectos

diferentes. En el primero de ellos se ha considerado el
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terreno como un medio isétropo y homogéneo, es decir un
semiespacio. En el segundo se ha extendido 1la formulacion
desarrollada a medios heterogéneos, estratificados, bien
debido a las caracteristicas intrinsecas del terreno o a la
simulacion de un modelo de suelo de mddulo de rigidez
variable con la profundidad; introduciendo una técnica de
subregionalizacion en la que cada una de ellas se comporte

como medio homogéneo.

En el capitulo quinto se muestran y analizan los
resultados obtenidos,convenientemente adimensionalizados,
mediante graficas que muestran la influencia del grado de
embebimiento de la cimentacién en el terreno y el incremento
del indice de amortiguamiento para el caso de semiespacio

homogéneo.

En el capitulo sexto se exponen los resultados y se
interpreta la influencia de algunos de 1los parametros,
rigidez del semiespacio soporte y potencia relativa del
estrato, que intervienen en la respuesta de las
cimentaciones a traves de grdaficas y tablas para un modelo
relativamente seneillo~como es .2l bicapa, con tan sdélo un
estrato sobre un semiespacio. Ademas en este mismo capitulo
se presentan los resultados obtenidos para estratigrafias
mis complejas en los casos de cimentaciones superficiales vy

cilindricas embebidas.

A la vista de los resultados, que en lineas generales
» concuerdan con el estado del arte, se infiere que el
método desarrollado es correcto y ha sido suficientemente
contrastado con el resto de los autores con los que se ha

comparado.

7.2 CONCLUSIONES

Como conclusiones de esta tesis pueden apuntarse
varias y pueden ser agrupadas bajo dos conceptos bien

diferenciados. Unas respecto al procedimiento de calculo
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desarrollado y otras sobre algunos aspectos de la aplicacidn
concreta efectuada; esto es el problema de interaccion

suelo-estructura.

Desde el primer enfoque y en primer lugar se hara
mencién que se ha desarrollado por primera vez un elemento
de contorno axilsimétrico ‘capaz de modelar dominios,
acotados y no acotados, generados a partir de una linea
cualquiera girando alrededor de un eje de simetria y con
condiciones. de contorno cualesquiera, aplicado a la
resolucidén de problemas elastodindmicos en el dominio de la
frecuencia. Ademas la formulacidn permite abordar el
estudio de problemas con condiciones de contorno no
axilsimétricas a través de un desarrollo en serie de Fourier
que lo descompone en tantos problemas planos como modos sean
necesarios para modelar adecuadamente las condiciones de

contorno impuestas.

La formulacidn y por tanto el programa de computador
que la implementan, no presenta grandes limitaciones para su
uso; no teniendo problemas de estabilidad de la solucidén a
muy baja frecuencié, de hecho -muckas-de los :valores que se
denominan rigidez estatica se han calculado pasando
frecuencias adimensionales del orden de 0.01. El programa
es general, aunque esta orientado a la resolucidn de
problemas de interaccidén, y podria usarse para cualquier
otro tipo de analisis con pequenas modificaciones.

En cuanto a las limitaciones, habituales en problemas
dinamicos, cabe pensar en el tamano maximo de los elementos
a utilizar que para obtener resultados con una precision
suficiente es necesario que este .comprendido entre la cuarta

Y sexta parte de la longitud de onda de la excitacién.

Otra recomendaciodn para dominios infinitos o
seminfinitos es la de cortar la discretizacidén a una
distancia adecuada para que la influencia de la parte

omitida no penalize la bondad de la solucidn. Este
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parametro depende de la frecuencia y de otras
caracteristicas del modelo que se este procesando y que para
la aplicacidén desarrollada son funcidn del embebimiento de
la cimentacidén y del radio de la misma siendo los valores
recomendados entre 7 y 15 veces el primero y de 5 a 10 veces
el segundo dependiendo del tipo de cimiento en estudio.

Pese a la caracteristica inherente a los elementos de
contorno de modelar correctamente los dominios ya
mencionados, pueden surgir problemas .de .estabilidad para
frecuencias altas y materiales puramente elasticos Yy por
tanto es recomendable utilizar indices de amortigquamiento no

inferiores a un tres por ciento.

Sobre el problema estudiado en la tesis se puede
apuntar, como conclusiones de la misma, algunos aspectos
acerca de la influencia de los diferentes factores que han
sido objeto de estudio a lo largo de ella sobre el
comportamiento de las cimentaciones a las que se les ha
aplicado el procedimiento de calculo desarrollado.

Con ' respecto al grado de embebimiento de -la
cimentacion hay que decir que,en general , el incremento de
su valor produce un aumento practicamente lineal de todas
las impedancias, especialmente la parte imaginaria de 1las
mismas, y a todas las frecuencias de forma tal que la forma
de la curva queda practicamente inalterada en medios
homogéneos. Por el contrario, para medios estratificados
esto no es cierto debido a las ondulaciones producidas por
las refracciones y reflexiones de las diferentes ondas en

las interfases entre estratos.

El indice de amortiquamiento, introduce en la
practica totalidad de los casos estudiados la disminucidn de
las partes reales de las impedancias y el incremento de la
parte imaginaria normalizada con respecto a la
frecuencia,coeficiente de amortiqguamiento, a baja frecuencia

cuando se incrementa el amortiguamiento Yy esto es
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particularmente cierto, de la wmisma forma que el factor
comentado en el parrafo anterior, para medios homogéneos y
con las mismas salvedades para los estratificados ya que de
nuevo las curvas a frecuencias altas presentan similares
oscilaciones asociadas a las diferentes frecuencas propias

de estrato para los distintos tipos de ondas.

La potencia relativa del estrato, en el modelo
bicapa, manifiesta una marcada influencia sobre el
comportamiento de las distintas impedancias produciendo un
aumento en los valores absolutos de las mismas a medida que
el parametro disminuye y bajando el numero de picos de
resonancia ,de acuerdo con la teoria monodimensional, dentro
del rango de frecuencias estudiada y situandolos en las
frecuencias predichas por ésta, especialmente en el caso de
base rigida, estando mucho mas claro este efecto en la
impedancia vertical. En sentido opuesto, con el aumento de
H/R el comportamiento de las distintas impedancias tiende
hacia la solucidén del semiespacio siendo muy marcada esta

tendencia en la impedancia de torsion.

Con respecto-a la xigidez del semiespacio soporte, se
puede decir que tiene una marcada influencia sobre todas las
impedancias y para todos los tipos de cimentaciones
estudiadas, excepto en la de torsion, en la que su efecto es
practicamente irrelevante. Esta influencia se manifiesta en
una suavizacion de las graficas y desplazamiento de las
frecuencias a las que se producen los picos de resonancia
asociados a las frecuencias propias de estrato conforme 1la
rigidez tiende hacia la unidad. Con el incremento del
parametro el comportamiento de las impedancias tiende hacia
el otro limite, modelo de base .rigida _obligatorio en los
modelos de elementos finitos, pero en el que los valores
obtenidos de las impedancias a alta frecuencia no llegan ha

alcanzarse.

Con respecto a algunos de los resultados, con los que

se ha comparado, que utilizan el M.E.F. hay que decir que en
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algunos casos la discretizacion utilizada no ha sido lo
suficientemente fina, en comparacion a la empleada en los
ejemplos de la tesis, teniendo en cuenta que éste. es un
método de dominio lo que en principio deberia implicar un
elevado incremento_en el numero de elementos necesario para

un correcto modelado del problema en estudio.

El estudio se ha extendido a medios estratificados
cualquiera, tanto para cimentaciones superficiales como para
las embebidas, con los.que se ha comprobado la validez del
método propuesto para resolver casos practicos si bien han
aparecido algunas discrepancias con los resultados obtenidos
con los autores con los que se ha comparado, que han de ser
objeto de un andlisis mas profundo.

7.3 DESARROLLO FUTURO

Como desarrollo futuro de esta tesis cabria actuar en

varios aspectos de la misma.

En primer lugar, trabajos que conduzcan a la
implementacion de nuevos elementos, dentro del dominie de la
frecuencia entre los que se podria apuntar los siguientes:

a) La obtencidén de elementos con caracter infinito
que permitan modelar de forma mas correcta 1los

contornos infinitos inherentes al problema, con

una disminucidn apreciable en la discretizacion
necesaria.
b) El1 desarrollo de elementos de contorno

axilsimétrico con funciones, aproximantes de la
geometria y variables, de orden mayor a fin de

mejorar los resultados obtenidos.

En segundo lugar, aquellos otros trabajos en los que
el método de calculo presentado, con sdélo un esfuerzo

adicional de programacién, permitiria abordar la resolucidn
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de problemas de amplificacion e interaccidén cinemdtica.

A su vez con los resultados ya obtenidos se podria
obtener la respuesta en el tiempo utilizando una técnica del
tipo de la transformada répida de Fourier, F.F.T.,
especialmente en el caso de semiespacio homogéneo dada la

suavidad de la respuesta con la frecuencia.

En tercer lugar, formular un elemento de contorno
axilsimétrico directamente en el dominio del tiempo con lo
que se podra tener en cuenta comportamientos no lineales en
el modelo de suelo asi como los fendémenos de plastificacidn
del mismo. Este tipo de trabajo requerira un mayor esfuerzo
que alguno de los anteriores pues implica wun planteamiento
totalmente diferente del que se presenta en esta tesis.
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