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INTRODUCCION 

1-1-1,- EL PROBLEMA DE LA INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA. 

SUELOS ESTRATIPICADOS 

Desde una Óptica muy general, puede decirse que la 

ingeniería tiene planteados un número de problemas muy 

diversos para los que no se conoce una solución exacta de 

forma explícita. Con la aparición y generalización del uso 

de los comp1&&8res digitales ,surgen una serie de técnicas 

numéricas que proporcionan soluciones aproximadas, con una 

precisión y costo razonable. En esta tesis el problema que 

vamos a tratar es uno de estos para los que no se dispone de 

una solución de forma explicita y por tanto se aborda su 

resolución de forma numérica. El problema, en general, se 

refiere a obtener la solución en tensiones y movimientos de 

una estructura sometida a solicitaciones dinámicas y en 

particular a los efectos que la interacción entre el suelo y 

estructura tienen sobre la respuesta de esta Última. 

Es claro qiie un gran número de las estructuras que se 

diseñan tienen una clara vinculación con el terreno sobre el 

que se mueven, o asientan; como ejemplo se pueden citar : 

maquinarias, vehiculos, edificaciones, obras civiles etc.. . 

Debido a la penuria de métodos de resolución 

adecuados, hasta no hace mucho tiempo, pese a que era de 

todos conocida la interdependencia entre estas estructuras y 

el suelo,sol~a realizarse el análisis dinámico de la 

estructura desvinculada del mismo; esta hipótesis, aunque 

inexacta, suele ser suficiente para aquellas estructuras de 

no- elevada importancia o responsabilidad. 

En ciertas estructuras; bien por su importancia en sí 

mismas, p. ejem. puentes de grandes luces, edificios en 

altura o por sus repercusiones tanto ecológicas como de 

pod hdole .de . seguridac+eas~e -ntrales nucleares ,S-esulta 

evidente que hemos de realizar el estudio conjunto de ambas 



Capitulo 1 Introduccion 1 - 2 

partes; estructura y terreno. 

La realidad actual es que el número de estructuras a 

las que hay que aplicar un análisis dinámico conjunto crece 

constantemente y esta necesidad ha inducido numerosas 

investigaciones en este sentido. Los métodos desarrollados 

son fundamentalmente dos : el ~étodo Directo y el ~étodo de 

los Tres Pasos o de ~ubestructuración. 

En el ~étodo Directo el análisis se realiza 

conjuntamente entre ambos elementos estructurales, el 

terreno y la superestructura, aplicándoles alguno de los 

métodos numéricos de resolución ya mencionados, usualmente 

el método de los elementos finitos. La estructura y el suelo 

se discretizan, empleando para ello los tipos de elementos 

adecuados, en especial aquellos elementos utilizados para 

modelizar el terreno, ya que éstos han de tener en cuenta la 

parte del mismo que no ha sido discretizada. 

La solución al problema puede ser hallada en dos 

dominios diferentes. En el dominio del tiempo, aquel en el 

que todas las variables dependen de la variable tiempo, 

mediante una tecnica de resolución de Integracion P a s o  CI. 

P a s o .  En el dominio de la frecuencia, aquel en el que todas 

las variables son de tipo armónico o bien pueden ser 

descompuestas en una suma de éllos, a través de la obtención 

de la función de transferencia del sistema para cada 

frecuencia obtenida al resolver el sistema de ecuaciones 

resultante de aplicar la transformada de Fourier o de 

Laplace a las ecuaciones de campo en el dominio del tiempo. 

La solución en este Último dominio se regenera al realizar 

el producto, de la función de transferencia del sistema, ya 

conocida, y la función transformada de la excitación y 

aplicarle a éste la antitransformada correspondiente. 
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El método de integración paso a paso permite tener en 

cuenta las posibles no linealidades del conjunto analizado, 

teniendo como principal inconveniente su fuerte dependencia 

del intervalo de tiempo escogido para cada uno de los pasos, 

debido a que este debe ser pequeño para obtener una solución 

correcta, se penaliza el tiempo de ejecución y por tanto su 

costo final. 

El analisis en el dominio de la frecuencia, pese a su 

mayor sencillez, tiene dos inconvenientes fundamentales : el 

primero es que ya no permite tener en cuenta las no 

linealidades existentes y el segundo es que para obtener una 

respuesta temporal equivalente, a la del analisis en el 

tiempo, es necesario obtener una gama muy amplia de 

frecuencias, con lo que el costo de este procedimiento se 

vuelve a elevar. 

El ~étodo de los tres Pasos o de la ~ubestxucturaciÓn 

se consideran separadamente la super estructura y el terreno 

, su denominación proviene de que han de resolverse tres 

' problemas, o pasos, sucesivamente. 

1.- ~eterminación de 'los desplazamientos de la 

cimentación, rigida y sin masa, debidos a los movimientos 

producidos en la superficie libre por un tren de ondas 

el&ticas, incidentes a traves del suelo. 

2.- Calculo de las impedancias dinámicas de la 

cimentación, mediante la aplicación de los movimientos de 

sólido rigido adecuados y de la evaluación de los esfuerzos 

producidos. 

3.- ~eterminación de la respuesta de la superestructura 

,suponiendola soportada no ya por el terreno sino sobre los 

resortes y amortiguadores equivalentes, obtenidos en el 

segundo paso, sometida a los movimientos determinados en el 

primero. 

Los inconvenientes de este método se centran en la 
-- 4 P ~ u l - t a d  de modelinar. SS& ~~~~~~~Q - lineal del 

terreno, asi como no tener en cuenta la influencia de la 
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estructura sustentada en las propiedades del mismo; al no 

estar ésta incluida en los modelos utilizados en los pasos 

primero y segundo. 

Algunas de las ventajas que presenta este método 

son : 
a.-Los modelos utilizados son muy simples. 

b.-Permite efectuar análisis de sensibilidad a los 

diferentes parametros, basados en diferentes 

hipótesis a lo largo de los tres pasos , lo que 

nos da, una major y mejor información, acerca de 

los distintos factores que intervienen en el 

problema global. 

Hasta hace relativamento pocos años, ei método 

numérico más utilizado con ambos enfoques de resolución del 

problema es el de los Elementos Finitos, que suponen un 

semiespacio elástico, O un medio estratificado 

horizontalmente, yaciendo sobre una base infinitamente 

rigida. En cuaquiera de ellos, habra de obtenerse el 

movimiento de la base rigida compatible con el movimiento 

conocid9 en la superficie; utilizando para ello varios 

procedimientos. 

Los principales inconvenientes de los modelos 

desarrollados basandose en los elementos finitos son dos: 

1.- La estratigrafia real del suelo puede no ser 

rectos ni paralelos, entre si y la base, como 

por ejemplo, valles de aluvión, etc,., 

2.- La base sobre la que se asienta la estratigrafia 

del terreno considerado no ha de ser siempre 

rígida. 

Ambas limitaciones vienen impuestas, la primera por 

la matriz consistente de contorno, elemento, especialmente 

desarrollado para este tipo de problemas, que cierra la zona 

de terreno discretizada. La segunda por la imposibilidad 
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inherente al método de modelar medios seminfinitos o 

infinitos. 

Por ello se han desarrollado otras técnicas numéricas 

tales como : El ~étodo de los Elementos de Contorno , tanto 
directo como indirecto, utilizando diversas soluciones 

fundamentales; acoplamientos Elementos Finitos y de 

Contorno; Matrices de Transferencia o diversos tipos de 

Ecuaciones Integrales. 

1.1-2. ANTECEDENTES HISTORICOS DEL PROBELMA. 

1-1-2-1 VIBRACIONES VERTICALES 

La Deuctche F o r s c h ~ s ~ e s e L  Ischaf t f ür Bodenmechanik, 

en los años treinta, pretendia desarrollar un vibrador que 

permitiese la determinación de las características dinamicas 

del suelo. El soporte teórico fué encomendado a Reissner, 

que publico los resultados de su análisis en 1936. 

El vibrador era del tipo de masas excentricas, 

montadas en un marco rígido. Por tanto el modelo empleado 

por Reissner consistía en una masa rígida que, sin separarse 

del terreno, inducía en el un desplazamiento alternativo, 

constante en la zona de contacto. La forma de ésta, por 

simplicidad de los cálculos, la adoptó circular. 

Respecto al suelo, el modelo utilizado fue el 

semiespacio elástico, homogeneo 6 isótropo, como 

generalización de los modelos usuados, para problemas 

estáticos, en ~ecánica de Suelos. 

Con estos planteamientos el problema de calcular las 

presiones en la interface se puede resolver, si se resuelve 

el problema planteado en la Fig 1.1. 
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E S T A D O  DE TENSIONES 1 
U =  Y - O  , Wrri  u, V ,  w = ? 

Tal y como se observa; es un problema mixto, que 

lleva a un sistema de ecuaciones integrales; insoluble para 

Reissner ya que éste no disponía de un método de resolución 

apropiado para el mismo. 

Por este motivo hubo de simplificar la situación y 

supuso conocida la distribución de presiones en la zona de 

contacto, lo que implica el incumplimiento de las 

condiciones de compatibilidad de deformación con la 

hipótesis de movimientos de sólido rígido. En definitiva 

el problema de Reissner consiste en la determinación de la 

respuesta'de Ün semiespacio sometido a unas tensiones. 
i Wt 

Po e 
= 
z 2 en una zona de 

ro radio ro I 1-1 1 

La solución se obtiene mediante las funciones de 

Green para el semiespacio (halladas por Lamb en 1904), y que 

para el movimiento del punto en el eje ae simetria , se 
presenta en la forma: 

donde : Po : Resultante de las tensiones verticales de contactc 

p : Modulo de deformacion transversal del terreno 
ro : radio de la interfase 

- 
fi y £, : Funciones de Reissner fi,é, cx ( p , v , w ) 
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A través de la expresión [1.2] se puede calcular la 

respuesta del sistema vibrador-suelo. Si la masa del 

vibrador es m y admitimos la hipótesis de movimiento de 

sólido rígido, el equilibrio dinámico exige : 

. . i ot iot 
m w + p o e  = Qo e 

.. 2 
w = - a  w 2 

Introduciendo esta expresión en la 1.3 

iwt 
Suponiendo que los movimientos w = A  e El-51 

Los resultados teóricos no coincidieron con los 

ensayos realizados debido a varias razones : 

a) La hipótesis de distribución de \. 
b) La -kip6i;esis de que -rxz= -r = O 

Y= 

c) la hipótesis de que las tensiones en la interfase 

no dependian de la frecuencia a 

Ademas, Shekhter (1948), demostró la existencia de 

errores de signo en las expresiones de 12s f~ncienis de 

Reisssner y Richardt (1970), que en los ensayos realizados, 

se utilizarón aceleraciones que producían el despegue del 

vibrador del suelo, con I n  cpe la hip&esic purtid~ 

quedaba totalmente alterada. 

Esta idea de Reissner quedó olvidada hasta 1953, 

resurgiendo con la aparición de los articulos de Quinlan y 

Sung, en el LVI AnnuaL Meeting of American CocLety fúr 

Testin$ Hateria¿s, que modifican la hipótesis a), 

resolviendo varios casos con diferentes hipótesis de 

distribución de tensiones en la interfase. La más 

interesante de las utilizadas fue lu d ~ d u  nnr 15 -----ciAn - r-- --rJ--ULuAL 
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i w t  
Po e 

z 

2 l-r ro ~istribución de tensiones del 
caso estático. 

Tras varias mejoras introducidas por Bycroft 

(1956),Richardt, presentó en 1962 las gráficas de la 

Pig 1-2, en función de parámetros adimensionales, entre 

ellos la frecuencia adimensional a,= ro / c, [1.8], donde 

c.= J p / P es la celeridad de las ondas elasticas S, o de 
distorsión del medio elástico considerado. 

Fig .-1.2 

correspondientes a un sistema amortiguado de un solo grado 

de libertad, indujerón a Hsieh (1962) a proponer el 

Derivando la ecuación [1.2] : 

pero 
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i w t  fi f- r ro fz 
p O e  =[pro z ] W -  [W ] W [i.iij 

f:: + f, f: + f, 

que sustituida en [1.3] conduce a : 

que es análoga a : 

. . iwt 
m w + k w + c w = F e  

lo que nos lleva a 

que clarifican la interpretación de [1.2] 

la respuesta en movimientos w, 'tiene dos partes; una 

gobernada por fi en fase con la carga y otra por fZ 

desf asada 90°.  

La ecuación 11.141 pone de manifiesto que esta 

segunda corresponde al amortiguamiento; el cual solo puede 

corresponder a la perdida de energia por radiación en el 

terreno. 

En fi se recogen las contribuciones en fase, tanto 

las debidas a las reacciones elásticas como a las de las 

fuerzas de inercia; K recoge pues ambas y ello explica el 
eq 

hecho de que aparezcan valores negativos de ésta a muy altas 

frecuencias como consecuencia del predominio de las Últimas 

frente a las puramente elásticas. Memás tanto fi como f2 

dependede - 3 ~  f recuencia a d i m e n s ~ a k ~  dek coeflk5e~te- de 

Poisson del terreno v .  
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El comportamiento a frecuencias muy bajas proximas a 

cero han de tender a la solución estática, dada por 

T i ~ s c ~ e * ~ ,  cuya expresión es : 

Po ( 1-v ) 
WS t = [1.15] al comparala co [1.2] 4 t.' ro 

Po 1 - v  
Ws t. = [filo + [ftlo = 4 [l-161 

P ro 

que coincide para los diferentes valores de v obtenidos por 

Bycrof t 

w i w t  4 
= e 

( l-v) 
( f i + ¿ f z  ) f1.171 

Wst 

Lysmer (1966) a la vista de ésta expresión indicó que 

bastaba con representar las expresiones siguientes 

graficamente : 

ya que son ellas las que controlan la respuesta y de forma 

congruente definir un indice modificado de masa que será : 

 demás Lysmer, recalculó los valores obtenidos por 

Bycroft utilizando una discretización anular de la placa y 

resolviendo un sistema de N x N grados de libertad. 

Otro paso dado por Lysmer fue simplificar la 

situacion, buscando eliminar la variación de los parametros 

k,, y c,, de la frecuencia de excitación; para ello . 
la expresión f1.21 se formula como : 
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donde : 

y las relaciónes entre fi,fz y k, c se hallan facilmente 

Lo que se pretende es reducir el problema del disco 

rigido, sin masa y soldado al semiespacio; al sistema de un 

grado de libertad equivalente. 

siendo : twt 
w = w o e  

por tanto igualando [1.24] y [1.20] 

El modelo de Hsieh-implica elegir-: 

Richardt y Lysmer escogen los siguientes valores : 

Valores a añadir a la cimentación cuando se realiza el 

estudio conjunto. 
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Lysmer, posteriormente, eligió un modelo incompatible 

a fin de ajustarse lo más posible a las curvas exactas, 

Fig ( 1.4 ) 

1.1-2-2- VIBRACIONES HORIZONTALES Y DE CABECEO EN REGIMEN 

PERMANENTE. 

1.1-2-2-1,- MODELO DE VELETSOS 

Las ideas u t i l i zadas  pn p l  a antpr-~r, -r-- ---- 
condujerón a toda una serie de investigadores al análisis de 

la respuesta de la cimentación circular frente a 

solicitaciones mas generales : momentos £lectores y 

torsores, fuerzas horizontales oscilantes. 

El estado de la cuestión, hasta el año 1969, puede 

encontrarse en la obra de Ritchart, Ha13. y Xoods. 

Al estudiar el caso de momento flector y fuerza 

horizontal, que corresponden a los movimientos de cabeceo 

( rocking ) y balanceo ( swaying respectivamente, se 
0 h s e - v ~  qcp 2 ~ ~ n I a A n e  x7 e l  e s t ~ d e  tensienal rn,n r----- 2 Y-- 

aparece; provoca grandes discrepancias con las 

simplificaciones deseadas. 

En particular es casi imposible hallar valores 

independientes de la frecuencia adimensional. Todo ello 

condujo a un replanteamiento del problema y la aparición de 

los resultados de VeLetsos al.; que constituye la base 

admitida de los estudios actuales. 

Las hipótesis de partida de Veletsos y Wei (1971), en 
. -  - -- - 
SU- articulo , para estudiar el comportamiento horizontal 

e r w  : 
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1) Durante la actuación de la carga horizontal la 

componente normal de la tensión de contacto es 

nula. 

2) Durante la actuación del momento £lector, la 

componente tangencia1 de la tensión de contacto es 

nula 

Es decir imponíán condiciones relajad- de contacto y 

en repuesta a cada tipo de solicitacion el disco rígido gira 

y se traslada en ambos casos. 

Resumiendolo graficamente en la fig (1.3) 

Fig .- 1.3 

Ccn eh-jeto de m ~ n t u f i e r  12s rplici~nes de recinrncidad LT------- 

entre las tensiones y movimientos de acoplamiento, 

utilizaron el siguiente procedimiento : 

* 
Si llamamos * y U M al giro y desplazamiento 

provocados por P y M rewspectivamente, la condición de 

reciprocidad sera : 
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y teniendo en cuenta que : 

podemos establecer : 

Formulandolo como matriz de flexibilidad y de forma 

matricial podemos poner : 

donde : 

aplicando el teorema de reciprocidad obtenemos que : 

2 - Y )  
( f,, + i g,, ) = ( 3 ( 1 - Y )  ( £21 + 921 ) [ 1 . 3 6 ]  
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Rea 

queda : 

Fig.-1.4 

lizando la formulación como matriz de rigidez 

donde : 

- - - .  - - - Es importante- a-bservctrle h-herte dependencia-que: -los 

valores de k,, presentan con respecto al valor del 
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coeficiente de Poisson ( Y )  a partir del valor ao=2 , 
llegando a alcanzar valores negativos para frecuencias 

ao>4.5 y v=1/2. Tal y como se indicó esto se debe al 

predominio de las fuerzas de inercia sobre las puramente 

elásticas., para altas frecuencias de excitación. Para 

evitar la aparición de estos valores negativos es por lo que 

algunos autores recomiendan el uso de una masa equivalente 

distinta de cero. 

Asimismo se observa que los valores de kii > kZ2, 

para el mismo rango de frecuencias, que nos indica la mayor 

rigidez del terreno frente a movimientos horizontales y a sÚ 

vez que las fuerzas de inercia desarrolladas son mayores 

para los movimientos de cabeceo de la cimentación. 

Respecto a los amortiguamientos cabe observar que en 

ambos casos se mantienen pequeños y crecientes desde 

frecuencias bajas; valores entorno a 0.5 y 0.6. 

Finalmente se observa que los términos de 

acoplamiento se mantienen bajos, lo que permite 

despreciarlos a efectos practicos en la mayoria de los 

casos. 

Despreciandolos obtenemos la matriz de rigidez del 

terreno como : 

con : 
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Dada la efectividad de la simplificaciÓn efectuada, 

Veletsos y Verbic ( 1972 ) han establecido las expresiones 

de las flexibilidad y rigidez del terreno para cargas 

armónicas del tipo : 
¿ot 

Las expresiónes de la flexibilidad y rigidez, en forma 

matricial, quedan : 

FLEXIBILIDAD RIGIDEZ 

t1.421 
donde : 

1 H = -  
K j (fj+'gj 11-43] 

Qj = Rj (kj + i  a0 Cj) 
j=x,Q,z 

siendo : 

1.1-2-3. VIBRACIONES DE TORSION 

Las vibraciones de torsión se encuentran totalmente 

desacopladas de las anteriores. 

Las primeros resultados corresponden a los estudios 

de Reissner y Sagoci (1944) que partierón, al igual que en 

el caso de vibraciones verticales, de una distribución de 
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tensiones tangenciales del tipo : 

que se hacen infinitas para r = ro, Esta ley corresponde al 

caso estático y con ello podemos definir la constante 

elástica : 

asi como los indices de masa y amortiguamiento. Para 

representar unos resultados congruentes con los anteriores 

se puede definir el factor de amortiguamLento como : 

y de esta manera expresar : 

Los valores de k 
rp Y CV han sido obtenidos por Luco y 

Westmann (1971). 

Es importante hacer notar la independecia de estos 

valores del coeficiente de Poisson, asi como la ausencia de 

disipación para ondas distintas de las de distorsión, SH y 

sv . 

1.2- REVISION BIBLIOGRAFICA 

De acuerdo con lo expuesto en los antecedentes del 

problema; el planteamiento del mismo es de mediados los años 

30. 

La revisión podría hacerse en base a diversos 

criterios. Se ha realizado de forma tal que, se reflejen los 

diferentes aspectos y medios de resolución utilizados; 

respetando en 1s posible el orden cronolÓgícs. Esta 

exposición permite observar la coexistencia de distintos 
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métodos, asi como el abandono de ciertos planteamientos. 

A grandes rasgos la clasificación se podría realizar 

tal y como sigue : 

a) Métodos que suponen una distribucioh de tensiones 

en la interfase. 

b) ~étodos que utilizan soluciones explícitas, 

analiticas, o semianalíticas. 

c) &todos numericos, que proorciÓnan soluciones 
clprúximdcrs; M . E . F . ,  M. E.  C .  

Métodos que implican distribuciones de tensiones en 

la interfase. 

Dentro de este grupo se encuentran los ya citados 

Reissner (1936),Reissner y Sagoci (1944) que estudian las 

vibraciones verticales y de torsión de discos rigidos 

situados sobre el semiespacio elático respectivamente. 

Schekter (1948), Richardt (1953), Bycroft (1954), 

Hisieh (1962) y Lysmer (1966) estudian cimentaciones 

superficiales sobre el semiespacio, sometidos a diferentes 

tipos de vibraciones; para los que suponian una función de 

distribución de las tensiones en la zona de contacto, aún 

cuando ésta implicaba no cumplir las condiciones cinemáticas 

impuestas al problema mixto planteado. Tambien es de 

destacar que desde este momento se inicia' la idea de la 

d¿scret¿zac¿on , del dominio en estudio, como método de 

resolución del problema ( Lysmer ) .  

' CoPlins (1962) y Paul- (1967), presentaron soluciones 

asintóticas para el disco rigido yaciendo-sobre un estrato, 

que a su vez descansa sobre una base rígida; valido para 

bajas frecuencias. 
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~étodos que usan soluciones analíticas, 

semianalíticas o explícitas 

Los investigadores que emplearon esta técnica de 

resolución del problema de interacción suelo-estructura, 

empiezan a disponer de herramientas adecuadas para abordar 

los complicados y tediosos cálculos matematicos a que 

conduce el tratamiento del mismo. 

El articulo clave, del que se desarrolla la base de 

los trabajos actuales, es el de Veletsos y Wei (1971) y su 

generalización en otro articulo posterior; en los que se 

obtiene los resortes y amortiguadores equivalentes de 

cimentaciones circulares rígidas sobre semiespacio elástico 

, sometido a vibraciones armónicas de traslación, cabeceo y 

movimiento vertical, utilizando el principio de 

reciprocidad. 

Kobori, Minai y Suzuka (1968); Kobori y Suzuka (1970) 

así como Luco y Westman (1972) utilizaron esta misma técnica 

para distintas solicitaciones. Veletsos y Verbic (1973), 

incorporaron el amortiguamiento del material modelandolo 

como un sólido viscoelástico. 

Luco (1976) formula el problema de un disco sobre un 

terreno estratificado, incluyendo el amortiguamiento del 

material; reduciendo10 a la resolucionun de un sistema de 

ecuaciones integrales. Wong y Luco (1976) formulan un método 

analitico para cimentaciones rígidas de forma cualesquiera, 

sometidas a todo tipo de excitaciones. 

Las soluciones explícitas para cimentaciones 

embebidas en condiciones antiplanas fueron tratadas por : 

Luco (1979), Then y Umek (1973); Wong y Trifunac (1974); 

Luco, Womg y TRfunac (1975). En deformación plana por Thau y 

Umek (1976), Wong (1979) y Dravinsky (1980). 

- -- 1-4- - - -  - - 

Luco (1976) obtuvo la respuesta de cimentaciones 
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semiesfericas, ante ondas SH incidiendo oblicuamente; Apsel 

y Luco (1976) el caso de cimentaciones semielipsoidales y 

Luco (1976) el de cimentaciones cilíndricas rígidas. 

Kitamura y Saturai (1979-1982) y Adeli, Mejazi, Keer, Nemat 

y Nasser (1981) completan los trabajos previos desarrollados 

por Wong y Luco. 

Las cimentaciones embebidas en el terreno han sido 

objeto de varios estudios en los que se analizan los 

diferentes factores----que influyen en su comportamiento; 

Baranov (1967) estudió los efectos de del embebimiento, 

tanto en modelos de semiespacio elástico como en medios 

estratificados horizontalmente sobre un semiespacio 

homogéneo. Este trabajo fue ampliado por Beredugo y Novak 

, Novak y Beredugo (1972) quienes desarrollarón soluciones 

en forma de desarrollo en serie para excitaciones vertical y 

horizontal-cabeceo acopladas. 

~étodos ~uméricos de discretización del dominio 

Tal y como se h z  expuesto al inicio de la - 
introducción, es a mediados de los anos 60 cuando surgen 

unas poderosas herramientas para la resolución de aquellos 

problemas cuya formulación conduce a sistemas de ecuaciones 

diferenciales en derivadas parciales. El primero de estos 

métodos en desarrollarse es el de todos conocido ~étodo de 

los Elementos Finitos; para posteriormente y a la vista de 

ciertas limitaciones, caso del problema planteado, surge 

otro planteamiento numérico no menos conocido denominado 

~étodo de los Elementos de Contorno o de las Ecuaciones 

Integrales. 

Utilizando el M. E. F. encontramos diversos autores. 

Lysmer y Kuhlemeyer (1969) aplicaron este procedimiento al 

problema de interacción suelo-estructura desarrollando 

elementos especiales, Contornos Absorbentes, que situados en 

- =1mArkmiL&s de la discret~i6pi-de- terreno ef ectnada; 

permiten tener en cuenta la influencia de la zona del mismo 
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no incluida en el modelo e impedir las reflexiones de las 

ondas en los contornos ficticios; realizaron estudios de 

cimentaciones sobre el semiespacio elástico obteniendo la 

influencia del grado de embebimiento de la misma en el 

terreno. 

Waas (1972) asimismo abordó la resolución del 

problema en un medio estratificado horizontalmente 

desarrollando matrices de rigidez dinámica. Kausel (1974) 

extiende las técnicas de Waas para dominios con simetría de 

revolución y sómetidos a excitaciones no axilsime6ricasI 

estudiando la influencia del tamaño de la malla, para el 

caso estático, el grado de enterramiento y dando formulas 

parcticas aproximadas. Ettouney (1976) compara resultados 

con diversos tipos de condiciones de contorno. Elsabee y 

Morray (1977) presentan formulas aproximadas que completan 

los resultados de Kausel. Gonzalez (1977) estudia las 

rigideces de cimentaciones cuadradas; asimilandolas a las 

circulares inscrita y circunscrita equivalentes comparando 

el grado de embebimiento. 

Jacub (1977) compara modelos bi y tridimensionales. 

Day (1977) obtiene a su vez rigideces dinámicas de 

cimentaciones cilindricas rígidas sobre el semiespacio 

elástico. Verdanega (1978) investiga sobre cimentaciones 

rigidas superficiales. 

Kausel y Ushijima (1979) estudian y amplian los 

trabajos previos, del primero, sobre cimentaciones 

superficiales y cilíndricas embebidas yacentes en un estrato 

de espesor constante sobre una base rígida; teniendo en 

cuenta la influencia del grado de ernbebím2ento y el espesor 

del estrato 6 incorporando la influencia del 

amortiguamiento; dando además expresiones aproximadas que 

modifican las dadas anteriormente para excitaciones vertical 

y de torsión. Day y Frazier (1979) amplian los estudios del 
-- -pr-i=o externdiéndo1o.s e --medios -est.za&áficados Y 

cimentaciones cilíndricas embebidas. 
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El problema de la interacción Suelo-Estructura, ha 

sido afrontado por otros métodos o bien desarrollando 

elementos especiales que se alejan mucho de los 

convencionales; obteniendose soluciones que son 

semiexplícitas en algun sentido. Entre éstos cabe citar a 

Gazettas y Roesset (1976-79) que integran la ecuación de 

onda usando la transformada de Fourier y parametrizando la 

influencia de la rigidez relativa de la roca que forma la 

base. Dasgupta y Rao (1976-79) usarón E F , pero 

considerando distintas condiciones de contacto. Kaussel y 

Roesset (1977) presentan un nuevo elemento finito para 

medios estratificados. Tassoulas (1981) revisa los tipos de 

elementos finitos utilizados, las condiciones de contorno; 

analizando los problemas num&ricos planteados y utilizando 

el nuevo hiperelemento desarrollado por los anteriores, que 

tan solo precisa discretización horizontal. 

Bettses y Zenkiewicz (1977) y Chow y Smith 

desarrollan un elemento finito infinito para medios 

infinitos o seminfinitos. Nelson e Isemberg (1976); Day y 

' Frazier (1979); Dasgupta (1980-81); Murakami,Shioya,Yamada y 

Luco (1981) presentan técnicas híbridas para su resolución. 

El ~étodo de los Elementos de Contorno, tanto en su 

formulación directa como indirecta, se ha comenzado a usar 

recientemente; tal y como se ha indicado. Su utilidad se 

basa fundamentalmente en su capacidad de modelar medios 

infinitos; obviando asi este inconveniente inherente a los 

E. F. 

Este procedimiento ha sido utilizado en ambos 

dominios; la frecuencia y el tiempo. En este Úl-tlmo bien a 

través de utilizar una transformada, Pourier o Laplace, a la 

solución obtenida en el dominio de la frecuencia o de su 

formulaciÓn directa , mediante una integración paso a paso. 

.- -4% &dominio del tiempo d&mtedlas -&&GS%~IS de 

transformación encontramos los siguientes autores : Banaugh 
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y Goldsmith (1963); Niwa, Kobayashi y Fukui (1976) y 

Kobayashi y Nishimura (1982) mediante transformada de 

Fourier. La transformada de Laplace la utilizarón Cruse y 

Rizzo (1968); Manolis y Beskos (1981,1983). 

Estudios en el dominio del tiempo a traves de su 

formulación directa fueron realizados por Cole, Kolossoff y 

Minster (1978); Niwa, Fukui, Kato y Fujiki (1978). 

Estudios comparativos entre los tres procedimientos 

se realizarón en (1982) por Manolis. Analizando 

cimentaciones en el dominio del tiempo encontramos 

recientemente a Beskos y Karabalis (1984) que estudian 

cimentaciones superficiales y embebidas en el semiespacio 

elástico homogéneo 6 isótropo; sometidas a trenes de ondas 

incidiendo oblicuamente. Spyrakos y Beskos (1986) analizan 

la respuesta de cimentaciones, del tipo de las anteriores, 

en deformación plana y sometidas a cualquier tipo de 

excitación. 

En el dominio de la frecuencia el M. E. C-,, tambien 

ha sido muy fecundo en trabajos publicados, Dominguez (1978 

a y b ) estudia en este campo rigideces dinámicas y 

difracción de ondas para cimentaciones ,rectangulares 

tridimensionales embebidas en el semiespacio. AlarcÓn, 

Dominguez y del caño (1980) tratan problemas bidimensionales 

de cimentaciones embebidas; calculando las rigideces 

dinámicas. 

Dominguez y ~larcón (1981) estudian funciones de 

forma singulares para el estudio de cimentaciones rígidas, 

Dominguez (1981) y Dominguez y Abascal (1982) estudian el 

método de las imagenes aplicado al cálculo de rigideces de 

cimentaciones cuadradas. Abascal (1984) obtiene las 

rigideces dinámicas de cimentaciones cuadradas 

tridimensionales embebidas y extiende los estudios 

Ibidiare~icmdes -de si,'@mm: y dif racclón de on&m a -medios 
estratificados con geometría cualquiera. 
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Apsel (1979) presenta funciones de Green para el 

semiespacio estratificado, en función de transformadas 

integrales en el dominio de la frecuencia y trata 

cimentaciones embebidas, en el semiespacio y medios 

estratificados, con simetria de revolución. 

Benito (1985) estudió cimentaciones flexibles 

utilizando una técnica hibrida de M.E.C. y M.E.F. para 

discretizar el terreno y la cimentación, respectivamente. 

Cano (1985) presentó las rigideces de cimentaciones 

circulares superficiales rigidas sobre el semiespacio y 

medios estsatificados, incorporando el amortiguamiento del 

material. 

Rizzo, Shippy y Rezayat (1985), estudian las 

impedancias dinámicas de cimentaciones semiesfericas en 

medios homogéneos. 

Luco y Wong (1986) presentan a sus resultados sobre 

el mismo tipo de cimentaciones que los anterio~es; aplicando 

las técnicas desarrolladas por Apsel para cimentaciones 

cilhdricas. 

1.3 - OBJETIVOS 

De acuerdo con la exposición realizada en los 

apartados precedentes, los esfuerzos que se han realizado en 

los Últimos años se centran fundamentalmente, en los 

problemas de interacción suelo-estructura, en acercar los 

modelos lo mas posible a la realidad. En primer lugar es 

necesario disponer^de-- un- método de cálculo que permita 

modelar adecuadamente regiones seminfinitas homogéneas o 

estratificadas. 

En segundo lugar, es asimismo necesaria una correcta 

simulaein-de -las ,.p.ropk~-dor del terreno que presenta- una 

compleja naturaleza. 
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Se adopta, no obstante, para su estudio dinámico un 

modelo de suelo de tipo Boussinesq, es decir como un sólido 

elástico, homogéneo 6 isótropo, cuyo modulo de Young 

permanece constante con la profundidad. Posteriormente se 

introduce el amortiguamiento del material a traves de un 

modelo de Kelvin-Voigt, viscoel~stico de tipo histerético. 

En Último lugar es preciso que el metodo de cálculo 

propuesto contemple la naturaleza tridimensional del 

problema que ee pretende resolver. Ademas se hace necesario 

realizar una serie de estudios paramétricos comparativos que 

permitan comprender mejor la naturaleza del problema y 

sopesar adecuadamente la influencia de aquellos factores que 

intervienen en el mismo. 

En este trabajo de tesis se pretende contribuir a un 

mejor conocimiento del problema de interacción 

suelo-estructura para cimentaciones con simetría de 

revolución, centrandose en la obtención de las impedancias 

dinaáicas de las mismas; es decir resolver el paso b del 

Metodo de la ~ubes+ructuraciÓn, como una aplicación del 

Metodo de los Elementos de Contorno a la resolución de 

problemas dinámicos en sólidos de revolución. 

Para llevar a cabo la tarea propuesta se hace 

necesario, en primer lugar, desarrollar un nuevo elemnto de 

contorno que ha de ser capaz de modelar dominios con 

simetria de revolución, y sección meridiana cualesquiera y 

ademas contemplar condiciones de contorno con y sin dicha 

simetría. Este elemento, asi formulado, permitirá 

intrinsicamente contemplar el comportamiento tridimensional, 

sin penalizar excesivamente los recursos necesarios para la 

obtención de resultados coherentes con la bibliografía 

mencionada en el apartado correspondiente. 

En primer lugar se pretende obtener la impedancia 

dinámica de cimentaciones axilsimétricas, superficiales y 

embebidas en el terreno, considerado como un medio homogéneo 
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elastico o viscoelástico, sometidas a movimientos de sólido 

rigido vertical ,de torsión, horizontal y de cabeceo. En 

este tipo de problemas se intentara mostrar la influencia de 

factores tales como el grado de embebimiento de la 

cimentación y el amortiguamiento del material. 

En segundo lugar, se pretende obtener en medios 

estratifi~ados~las impedancias dinámicas para los mismos 

tipos de cimentación , analizando fundamentalmente la 

influencia de los paramet~as- de rigidez relativa del 

semiespacio soporte de la estratigrafia y la potencia 

relativa del-estrato, especialmente en modelos bicapa. 

Ademas este modelo permitirá analizar la respuesta de 

cimentaciones cuando el suelo presenta unas frecuencias 

propias de resonancia como ocurre en el caso estratificado. 
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2.1.- INTRODUCCION 

En este capitulo se describe, brevemente, el 

planteamiento del ~étodo de los Elementos de Contorno, tanto 

en ~lastostática como en problemas ~lastodinámicos en 

régimen estacionario, en el dominio de la frecuencia ; para 

sólidos con simetria de revolución. 

Para ello, primero se describe el planteamiento 

estático obteniendo la identidad integral y a continuación 

obtener ésta para el caso dinámico a partir de un estado de 

Stokes reducido. 

En el resto de los apartados se obtendrán las 

soluciones fundamentales, necesarias en la formulación 

propuesta para problemas axilsimétricos, a partir de la 

solución tridimensional correspondiente a ambos casos. 

2.2.- EL M.S.C. EN EZASTOSTATICA 

2.2-1.- ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA ELASTICIDAD 

Las ecuaciones básicas que rigen el comportamiento de 

los medios continuos, elásticos, isÓtropos y homogéneos son 

las conocidas leyes de equilibrio de 

tensiones,comportamiento del material y las ecuaciones de 

compatibilidad. 

2.2-1-1.- Equilibrio de tensiones 

. . 
0 + Xi = ui [2.1] y T: = 0. 
i j ,  J 

n. [2.2] 
J 

donde : 

Fuerza de volumen segun i 
Tensor de tensiQnes 

Fuerzas de inercia. nulas para el caso estático 
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V 
Ti = Componente del vector tensión asociado a un punto 

nj  = X Y ~ C ~ Q ~  n~_-al as~cia& al punto 

1.2-1-2.- Relacion desplazamientos-deformaciones 

Dado un vector de desplazamientos asociado a un punto 

P, Ü(p) y un campo de deformaciones compatible E.. LJ la 

relación que liga ambos es: 

2.2-1-3.- Ley de comportamiento, Ley de Hooke 

Esta ley establece la relación que existe entre 

tesiones y deformaciones; en general está dada por: 

aiendo Cij una matriz de 9x9 constantes elásticas 

Estas constantes quedan reducidas a dos, A y p para 

materiales homogéneos 6 isótropos. La ley de comportamiento 

en función de las constantes de  amé queda: 

donde : 

A = Constante de  amé 
p = ~Ódulo de rigidez transversal 

Sij= Delta de Kroneker 
E. .= Tensor de deformaciones 
L 3 

o como la Ley de Hooke generalizada: 
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siendo : 

v = Coeficiente de Pnisson 

O . . =  Tensor de tensiones 
L J  

E..= Tensor de deformaciones 
L J  

E =  ~Ódulo de Young o de elas.ticidad longitudinal 

2.2-1-4.- ECUACION DE NAVIER 

Introduciendo la ecuación 1 2 - 3 1  en la 12.51 

tendremos: 

sustituyendola en la ecuación [2.1], de equilbrio de 

tensiones obtenemos: 

aplicando las propiedades de la delta de Kronecker aij 
podemos establecer la ecuación de equilibrio en términos de 

movimientos como: 

que para el caso estático queda reducida a: 

y en notación vectorial como: 
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2.2-2.- IDENTIDAD INTEGRAL. IDENTIDAD DE SOMIGLIANA 

Si aplicamos el segundo teorema de reciprocidad de 

MaxweLL-Be t t i  entre dos estados elásticos; uno real definido 
v Y *  * * 

por (T, 5 , u - ) y otro virtual dado por ( T - x - 1 2 1 1  
obtenemos la conocida expresión: 

\>* 
Ti 

5 
E''¿ O! - - Q fl T 9 

Fig. (2.1) 

si escogemos como estado virtual el proporcionado por 

Xi= S(5-p) ei siendo: e¿= componente del vector .., 
de direccion segun i 

S(x-p) =   unción Delta de Dirac ... 

Debido a las propiedades de la función delta de Dirac 

nos queda: 

que es la denominada identidad integral de Somigliana; base 

del método de los elementos de contorno. La integral de 

volumen o es conocida o es nula en caso de no existir las 

fuerzas de volumen. 

Cuando el junto g tiende al punto Q es declrz ése- se 
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situa en el contorno la identidad queda: 

el limite de la segunda integral del segundo mienbro es nula 

siendo el correspondiente a la cuarta : 

dependiendo el valor de C.. de la geometría del contorno en 
LJ 

el punto Q de colocación: Cuando la superficie es suave, 

adopta el valor de Cij=-1/2 . 

en general se puede escribir 12.163 como: 

* *Y  
donde U i j  (:,E), Tij(~,$) son los desplazamientos y 

tensiones, respectivamente del punto Q en la dirección 

i ; cuando la carga esta aplicada segun j en P. 

2.3.- EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

EN ELASTODINAMICA 

Analogamente al caso estático partimos de la ecuación 

de Navier [2.11]. Si en esta expresión tenemos en cuenta que 

la celeridad de las ondas S y P son respectivamente: 
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podemas expresar la ecuación de Navier como: 

donde las fj son las fuerzas de volumen por unidad de masa. 

V 
Las tensiones Ti, se obtienen de la ecuación 12-91 

que puesta en función de cs y cp queda: 

2 2 2 " ' j  L (cP-2cs) 6ijuk,"cs (Ui ,jf U. 11 12-21] 
J , i # J  - 

v 
ydefinimos Ti dela misma formaqueen el caso estático. 

2.3-2 TEOREMA DE RECIPROCIDAD EN ELASTODINAMICA 

Wheeler y Stemberg (1968) formularón la relación, 

equivalente al Teorema de la Reciprocidad de HaxweZL-Betti 
* 

en la estática, entre dos estados elastodinámicos S y S ; 

definidos sobre un dominio 0 de contorno T .  

donde u y 0 son los campos de movimientos y tensiones - - * Y 
compatibles con las fuerzas de volumen f y a su vez y Q - - - * 
los correspondientes a las fuerzas f ; siendo ?, cs , cp la - 
densidad, celeridad de las ondas S y P de ambos estados. 

La formulación análoga a la expresión 12-13] es: 
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Yc 
donde t y t son las tracciones que aparecen en ambos - - * 
estados S y S 

Si se considera el caso en que las fuerzas &sicas, 

los movimientos o tracciones prescritos en el contornos son 

funciones armónicas en el tienps, con frecuencia angular U; 

las fuerzas másicas se pueden expresar como: 

i w t  
f (x,t)= f (xw) e - - - - 12.241 

T 
Siendo 2 (x,t) la parte transitoria de la 

soluciÓn, la cual se supone que desaparece transcurrido un 

cierto periodo de tiempo. 

Si se formula el problema para un instante de --tiempo 

en el que tan solo exista la parte permanente, los campos de 

movimientos y tensiones se pueden expresar; supuestas las 

propiedades del medio independientes del tiempo como: 

i w t  
u (x,t)= u (XN! e - - - - 
a (x,t)= 0 (xm) e - - - 

los cuales sustituidos en la ecuación de Navier queda: 

[2 .27]  

haciendo la misma sustitución en la [2 .21]  
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Las dos ecuaciones anteriores [ 2 .27 ]  y 12.281 son 

independientes de la variable tiempo y permiten definir un 

nuevo estado elastodinámico reducido S,[u,Q] - con un campo de 

movimientos u(=&) - - y de tensiones ~ ( X W )  - - correspondientes 

a las fuerzas de volumen f(-w) y con las mismas 

propiedades del material que las definidas en el estado 

elastodin&nico S. 

La integral sobre todas las frecuencias posibles 

es solución de la ecuación de campo para una fuerza 

excitadora dada por: 

con condiciones de contorno del mismo tipo. Asi 2nf(x;~) es - - 
la transformada de Fourier de las fuerzas másicas y 

2~u(x;w) - - es es solución de la transformada de Pourier de las 

ecuaciones de campo de la ~lastodinárnica. Por tanto dado, un 

espectro de frecuencias de la fuerza excitadora será posible 

obtener una solución general a traves de la integral [2.29]. 

* 
y sean t y t los vectores tensión asociados al contorno r - - 
del dominio n en estudio. El teorema de reciprocidad se 

expresa en el dominio de la frecuencia como: 
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donde los productos de convoluciÓn * de [2.23] se han 

reducido a productos escalars de los vectores. 

Si tal como se hizo para el caso estático definimos * 
el'estado de Stokes reducido S, como el debido a una fuerza 

másica excitadofa.unidad aplicada en un punto P del dominio 

fi, en dirección J' tal que: 

los campos de movimientos y tensiones seran del tipo: 

ik Yc 
.. u (x,t)= u (x;,) e - - - - 

a B i w t  c2.341 
0 (x,t)= 0 (x;W) e - - - - 

Utilizando este estado de Stokes reducido, estado 

virtual, en la expresión [2.25] y teniendo en cuenta las 

propiedades de la función delta de Dirac; se puede escribir: 

que es la representación integral del campo de 
A---? ---- ' - . - L A -  ueayuiipuurnros del estado elastodináínico reducido S, 

definido en C2.311. 

Si ei dominio en el que se han definiao el estado 

S, no esta acotado, las variables de campo u y 0- han de - 
cumplir ciertas c~ndiciones en el infinito, de acuerdo con 

algunas consideraciones físicas. Asi, si se considera que 

todas las fuentes de excitación estan en el interior del 

dominio n; se puede decir que no existe propagación de ondas 

desde el infinito hasta el interior del mismo. O lo que es 

lo mismo, que tanto u como 0 han de cumplir las condiciones - - - 
de radiación y regularidad; que en el dominio de la 
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frecuencia para el campo de movimientos se expresan como: 

radiacion requiariaad 
P 

lim ; li-m uP,o 
r-tw CP - r-tm - 

S [2.36] 
lim Bu 

; [e - - lim u%o 
r-+a CP - r-+m - 

S 
donde uP - y son las componentes irrotacional y 

equivoluminal del campo de movimientos u - 

l b  P -iaí)~p~ P )=O Y r+m r(5 S -ioí)c,u S )=O [ 2 - 3 8 I  lim 
=-+'m - - 

Esto implica que: 

siendo rm el contorno infinito. 

2.4.- SOLUCIONES FUNDAMENTALES . ESTATICA Y DINAMICA 

2.4-1.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL 

En La fomxilaci6n integral  de las ecuaciones de campo 

, desarrolada previamente, la clave está en elegir 

adecuadamente los movimientos y tensiones asociados .al 

estado virtual. Tal y como se ha señalado, estos son 

obtenidos al resolver el problema elástico planteado para 

una carga unidad aplicada en un punto del dominio o lo que 

es lo mismo para una función f(x) que sea  una función 6 de - - 
Dirac . 
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En general, tanto para el caso estático como para el 

dinámico, la solución de la ecuación de Navier se puede 

obtener descomponiendo el vector en dos partes, una 

irrotacional y otra rotacional, a traves de la 

descomposición de Hemholtz mediante dos potenciales, uno AP 

irrotacional y & equivoluminal; es decir: 

2 y haciendo que - f=V Ve, - siendo V un potencial escalar 

tendremos que la ecuación C2.121 se verá satisfecha si: 

2 - v V~A,-I~~A,= e A ~ =  A~ e ; i - - 
C P donde : 

i w  E2.411 

Escogiendo de manera conveniente el potencial escalar 

V obtendremos diferentes soluciones que a partir de este 

momento denominaremixj Sotucio~~s Fu-ntuLss. 

Este planteamíento es válido incluso en el caso 

estático, aun cuando los potenciales Ap y AS han de ser 

funciones dependientes del tiempo se& Dominguez y Abascal. 

De acuerdo con lo anterior, para el caso 

tridimensional estático tendremos: 

que tiene como solución particular 

y como solución de la homogénea: 
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+ & y por tanto sustituyendo en [2.41] Ag=Dt- r 

Sustituyendo estas ecuaciones en [2.40]; se obtiene 

el campo de desplazamientos de 

tridimensional y de ellos por 

tensiones asociado; que adoptan la 

la solución fundamental 

derivación el campo de 

forma : 

Esta solución corresponde a una carga puntual en el 

espacio y fué obtenida por Lord Kelvin. Formas alternativas 

de obtener esta solución a la expuesta son: 

a] Aplicar los potenciales S y Y - de Neuber-Papkovich 
b) Aplicar un vector G - de Galerkin 

Para obtener la solución tridimensional dinámica: 

aplicaremos una técnica análoga a la ya expuesta: 

de forma que: 
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cuya solución particular es: 

y la general de la homogénea por: 

kr -kr e e As=& +C2 Y que sustituidas en [2.41] queda: 

Introduciendo ambos potenciales en la ecuación e 

imponiendo las condiciones de equilibrio en una esfera de 

rodeé la carga obtenemos: 

y tendremos las expresiones de la solucih fundamental: 

donde : 
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Las componentes del vector tensión ti=T..e asociado 
JL j 

a un punto de una superficie de normal Q estan dados por: 

1 T.. =- a~ 1 8r 22 8r 
jI 4 ~ [ ( - ~  -y X)('ijwr*iQj)- - r mira j-zr, iQj-1 

2.5.- SOLUCION FUNDAMENTAL AXILSIMETRICA 

El tratamiento general utilizado es válido para la 

obtención de la solución fundamental para sólidos con 

simetría de revolución; tanto para la ~lastostática como 

para la ~lastodin6mica. 

La solución fundamental axils&trica del caso 

estático fue obtenida por Kermanidis (1975), a base de 

integrar los campos de desplazamientos y tensiones de la 

solución fundamental tridimensiona1,una vez transformada a 

coordenadas cilindricas, a lo largo de la coordenada 

circunferencia1 f3 ; para obtener una solución fundamental 

correspondiente a una carga distribuida anular segun las 

tres direcciones p, 6, z tal y como se muestra en la 

Fig. 2.2. 

fig 2.2 

Cruce, Snow y Wilson (1977) obtuvieron la misma 
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solución fundamental para cargas axial y radial, (a) y (b) 
de la Fig 12-21, usando la representación de Galerkin 

y una transformada integral 

Ambos trabajos limitan la solución fundamental 

estática al caso de soPTcitaciones y condiciones de contorno 

axilsimétricas. 

Rizzo y Shippy (1979) y Shippy,Rizzo y Gupta (1980) 

obtienen la soluci6n fundamental axilsimétrica para problemas 

de potencial y elastostática, a partir de la integración 

directa de la solución fundamental tridimensional, en 

coordenadas cilindricas, extendiendola a problemas con 

condiciones de contorno no axilsimétricas; mediante un 

desarrollo en serie de Fourier de las mismas. Esta 

formulaciÓn adolece del defecto de que una vez llevada a la 

Identidad de Somigliana y realizar la integración a lo largo 

de la coordenada circunferencial en primer lugar, nos 

conduce a integrales elípticas de primera y segunda especie. 

Yoshikawa y Tanaka (198l),obtuvieron la formulaciÓn 

para problemas de potencial partiendo de la solución 

tridimensional, pero para evitar los problemas encontrados 

por los anteriores autores, relizaron la integración en 

primer lugar se& la coordenada curvilinea -S-que define la 

linea generatriz de la superficie de revolución y en segundo 

lugar la integración segun la coordenada circunferencial 
-G- 

El planteamiento seguido en la tesis es análogo al 

citado en Último lugar pero extendiendo10 a problemas 

elásticos, tanto estáticos como dinámicos estacionarios. 

Para - ello en los apartados sigen-ientes se expondrá 

detalladamente la obtención de estas soluciones. 
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2.5-1.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL ESTATICA EN COORDENADAS 

CILINDRICAS 

Sea un dominio rar de 

superficie exterior ;con 

simetría de revoluciÓn, 

obtenida girando alrededor del 

eje Z la line S, definida 

sobre r. 

Si definimos comoXa la 

distancia entre dos puntos P y 

Q; en coordenadas cilíndricas 

queda : 

/Tz- r= p +z 

[2.57] 
-2 P =(R'+P~ -2Rpcose ) - 
z =(Z-2) 

siendo: P ( R , e  ,Z) y Q(P,Q, z) los puntos- de coloca~w~n g de 

observación respectivamente; queda: 

la solución tridimensional estática están dadas por 12-45] y [2.4t 

Vamos a transformar estas expresiones a coordenadas 

cilíndricas; para ello hemos de obtener previamente las 

expresiones de las derivadas direccionales, con respecto a 

las direcciones 1,2,3 que corresponden a X,Y,Z. 

Una vez conocida la distancia r en coordenadas 

cilindricas; tendremos que: 
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teniendo en cuenta que: 

y que: 

4 introduciendo esta expresiones en [2.59], obtenemos: 

P-R cose RP sena sene pcose-R 
r, =r, = cose - - -  - r '..' r P r 1 

P-R cose Rp sene cose psene 
r, 2 =r, y =  sene + - =  

I 
r r P r J 

con lo que los productos: 
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Las movimientos en la dirección ¿, debidos a una 

carga unidad actuando en dirección 3' estan dados por: 

los movimientos según i(p,8,z), en 

función de la carga en dirección J' 

(1,2,3) se pueden poner como: 

donde la matriz de rotación es: 

C S O  
siendo: c=cos8 , s=sene 

por tanto: 

C T uji = L -uj; - 
< i , z , 3 ,  

es decir realizando el producto matricial indicado: 

introduciendo los valores antes obtenidos de r y sus 

derivadas direccionales en función de las coordenadas 

cilindricas (p,8,z) y realizando los productos indicados en 

la expresión anterior para cada uno de los términos del 

- - - t e n m r  d ~ i m i e n t o s  y agrupaiacb-t&&ome - obtienen las 

ecuaciones siguientes: 
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donde : 

Para hallar la expresión en coordenadas cilíndricas 

del tensor de tensiones de la solución fundamental; el 

desarrollo es análogo al anterior, pero teniendo en cuenta 

v e  = 

Ti($ QZ Q3 ) que en cilíndricas es : T ~ ( Q  2 q Z )  P' e 

por simetria Qe=O y Qi=Q cose 
P 

qz=q sena 
P [2.70] 

Q3= Qz 

la derivada direccional de la distancia r con respecto a la 

normal q, será: 



Capitulo 11 M.E.C. en sólidos de  evolución 11.- 20 

Teniendo en cuenta las expresiones de, las componentes 

del vector normal a la superficie y las derivadas 

direccionales, podemos realizar un proceso similar al 

anterior para obtener las expresiones en coordenadas 

cilindricas del tensor de tensiones. 

las tensiones se+ i(P,e,z), en 

función de la carga en dirección 3 

(1,2,3) se pueden poner como: 

T 
introduciendo el valor de L y realizando el producto: 

es decir realizando el producto matricial: 

llevando a cabo un 

del tensor de movimientos 

tensor de tensiones TC. : 
J t  

- 

proceso similar al caso 

se obtienen las expresiones del 
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-1 1 -- = V )  r [ a ;  [3r'3-r'T]+(1-2vi?zr,~ 

Como se puede observar, los tensores, tanto de 

m,wim~ent~s como el de tensiones , a diferencia de los 

correspondientes a la solución tridimensional en coordenadas 

cartesianas; no son sime'tricos y representan la respuesta 

del sistema virtual en dirección (p,a,z) cuando se aplica 

una fuerza de volumen (f) - según f(1,2,3). 

2.5-2.- SOLUCION TRIDIMENSIONAL DINAMICA EN COORDENADAS 

CILINDRICAS 

La solución fundamental en el caso dinámico se 

obtiene aplicando identico proceso que para el caso 
--- 

estático; utilizando la misma notación y significado para 

las variables asociadas a las derivadas direccionales, 

normal a la superficie r , asi como para la distancia y su 

derivada con respecto a la normal . Los tensores de 

movimientos y tensiones de la solución fundamental 

tridimensional en coordenadas cartesianas estan dados por 

las ecuacinnes [S.53] y C2.55:. Aplicand~ lu ~Lsrna martrfz -- 
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T 
de rotación L utilizada en el caso estático y realizando 

las transformaciones adecuadas se obtiene las expresiones de 

la solución fundamental en coordenadas cilíndricas que son: 

donde las expresiones 

de v y X estan dadas 
en 12-53] y 1 2 - 5 4 ]  

C De forma similar el tensor Tji en función de 

variables ya utilizadas y llamando: 
las 

C2.791 

Agrupando términos una vez sustituidas las variables 

en coordenadas cilíndricas y reordenando el tensor; 

obtendremos las expresiones correspondientes a las tensiones 

en el caso dinámico y que tiene como expresión las 

ecuaciones siguientes: 
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Tal y como ya sucedió en el problema estático la 

solución fundamental no conserva la simetria de la que 

proviene. 

2.6.- DISCRETIZACION DE LA ECUACION INTEGRAL 

Sea el dominio 0,con superficie r ,  que ya se ha 

utilizado anteriormente Pig -2.3. 

Una vez escogido el estado virtual, solución 

fundamental obtenida-previamente en e3 apartado 2.5 y cuando 

los puntos g y Q están situados sobre la superficie r; la 
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ecuación integral adopta la forma expresada en [2.18] 
'P 

" / \'-' 

De acuerdo con la simetria del problema; si sustituimos la 

linea S ,  generatriz de la superficie de revolucion r, por un 
conjunto discreto de tramos, a los que llamaremos elementos 

y en ellos definimos unas funciones de interpelación que nos 
aproximen la geometría , los movimientos y las tensiones en 

función de los valores que éstos tomen en ciertos puntos, 

sobre ellos definidos que se denominaran nodos. Estas 

funciones tambien llamadas de pequeño soporte nos permiten 

discretizar la ecuación integral C2.181; convirtiendola en 

un sistema lineal de N ecuaciones algebraicas. 

sustituyendo estas funciones en la expresión [2.18] queda: 

o10 que es lo mismo: 

En caso que la aproximación utilizada sea : 
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condiciones de contorno. El segundo miembro de la expresión 

[ 2 . 8 9 j  puede escribirse: 

A A A  

rc= * fC y obtenemos la forma clásica de un sistema 

lineal de 3M x 3M ecuaciones algebraicas, representado por: 

que una vez resuelto, por cualquiera de los métodos usuales; 
h 

C 
obtenemos en el vector las incógnitas, movimientos y 

tensiones. 

Los términos H.. y Gji se hacen singulares cuando la 
J 

distancia r entre los puntos P y Q tiende a cero y por tanto 

se tendrá que evaluar de forma muy especial estos términos. 

La integración de los coeficientes de influencia se 

hará en general de forma numérica excepto cuando se esté en 

el caso anterior. La evaluación de estas integrales se 

jr=saLizar& en el capitulo siguiente, 



CAPITULO I I I  

IMPLEMENTACION NUMERICA DEL M.E.C. CON 

SIMETRIA DE REVOLUCION 
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3.1 INTRODUCCION 

En este capitulo se escoge el tipo de elemento de 

contorno, tanto su geometria como las funciones de 

interpelación necesarias para definir la variación de las 

variables de campo, y realizar los desarrollos que permitan 

la implementación del ~étodo de los Elementos de Contorno en 

sólidos de revolución. 

Una vez escogido el tipo de elemento se evaluarán los 

coeficientes de influencia mediante integraciones segun las 

dos coordenadas, una circunferencia1 8 y la otra curviiinea 

sobre la linea meridiana S, que genera el contorno del 

dominio en estudio; se realizaran semianalíticamente o 

numericamente en función de que el elemento sobre el que se 

evalua la misma contenga o no las singularidades del tipo 

En un tercer apartado se introducirán las 

--~?onsiaeraciones necesarias para modelar ..condiciones de 

contorno no axilsimétricas, asi como tambien se abordará la 

implementación de subregiones, necesarias normalmente por el 

hecho de utilizar en el modelo materiales de caracteristicas 

diferentes. 

3.2 CARACTERISTICAS GEOMETRICAS Y FUNCIONES DE FORMA DE 

LOS ELEMENTOS DE CONTORNO AXILSIMETRICOS 

De acuerdo con lo establecido en el capitulo 11' 

apartado 2.5 la expres~& de la identidad de SomigLiana, o su 

equivalente en dinámica, estan dadas por 12.231 y C2.351. 

Escogiendo elementos constantes, es decir aquellos 

donde la variación de las variables de campo u - y 5 son 

constantes en todo el elemento y estan asociadas al valor 

que adquieren en un unico nodo. Estos elementos, han de ser 
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capaces de representar la del problema que 

tíene simetría de revolución. 

Sea un dominio n, con una superficie de contorno r 
generada por la linea S al girar en torno al eje 2. 

Podemos definir dos coordenadas, 

una circunferencia1 €3 .y otra 

curvilinea 1 sobre la linea S .  

La discretización se realizara 

tan solo sobre esta curva S; a 

base de segmentos rectilineos de 

extremos i, j, denominando nodo 

al punto central del mismo, al 

cual esiara asociado ei -valor de 

las variables de campo del 

elemento fig(3.1). 

Aislando uno de estos 

elementos asi definidos, con los 

que hemos aproximado la 
1 geometria del dominio y el 

Fig.--3.1 comportami-ento ,'de, las variables 

de campo; este tendrá un aspecto 

tal y como el que se muestra en la figura (3.2). 
4 e 

Extremo Coordenada 
. i ( P i ,  ZJ 

A 

j (Pjr zj) 
-z 

Sobre este elemento de contorno podemos definir un 

vector normal q, - cuya dirección positiva sera aquella que 

recorriendo el elemento del extremo i al extremo j, siendo 

(j>i), deje el interior del dominio a su izquierda; sus 

componentes son Y+ y Y1,. 

El jacobiano de la transformación del elemento 
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diferencial de superficie, para un elemento genérico y en 

expresión: I 

Para el tipo de elementos constantes escogido, la 

identidad integral de Somigliana ya discretizada y sobre el 

contorno esta dada por la expresión: 

o lo que es lo mismo: 

Para evaluar los coeficientes de influencia, Hji y 

G.. han de realizarse las integraciones correspondientes a 
JL 

cada elememnto, distinguiendo dos casos. Primero y mas 

sencillo, cuando en el elemento de contorno sobre el que se 

integra no se hacen singulares las funciones del integrando; 

se hará de forma totalmente numérica en ambas coordenadas 8 

y 1 , mediante una doble cuadratura de Gauss-Legendre. 

En el segundo de los casos cuando las funciones se 

hacen singulares, ésta se hallará en el punto central del 

elemento de contorno -nodo-, realizaremos la integración de 

forma analitica sobre la coordenada 1 y calculando los 

valores de esta en cada extremo i,j del elemento; evaluando 

a continuación las integrales de linea numéricamente según 

la coordenada 8. 
3 . 3 . -  CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA 
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Para un elemento 

k, de extremos i, j; se 

realizará la integración a 

de una doble 

cuadratura de Gauss-Legendre, 

cuya expresión general esta 

dada por: 

Las integrales que se han de realizar son del tipo: 

coeficientes de influencia estemos integrando. 

naciendo los cambios siguientes: 

la integral [3.5] queda de la forma : 
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siendol~l el Jacobiano de la trans£ormaciÓn de coordenadas 

que tiene la expresión: 

La transformación de la coordenada circuníerenciai 

se realiza de esta manera a fin de concentrar los puntos de 

Gauss en las proximidades de la singularidad, que es donde 

la función subintegral adquiere los valores más 

significativos. Esta transformación, £u& utilizada por 

primera vez por Alarcón et al (1985), e implica que la mitad 

los puntos utilizados se concentraran en ~ / 4 .  

Al observar las- expzeS20nes,, obtenidas en el capitulo 

anterior, de la solución fundamental se vé que tanto la 

distancia entre el punto de colocación P y el de observación 

Q, asi como sus derivadas direccionales, son funciones de P, 
8 ,  z y por tanto quedan de la forma que se indica a 

continuación: 

Sustituyendo estas expresiones en las obtenidas para 
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la solución fundamental, en coordenadas cilíndricas, tanto 

la estática como la dinámica se obtienen las expresiones 

finales que han de ser programadas: 

En este apartado hemos de hacer mención al numero de 

puntos de Gauss, m y n, que han de utilizarse para asegurar 

una correcta convergencia de la solucibn. Despues de 

realizarse varios estudios comparativos, se ha obtenido que 

el numero de puntos adecuado para aquellos elementos 

situados a distancias menores o iguales a seis veces la 

longitud, Lk, del elemento sobre el que se integra es de 

n=10 para la coordenada 5 y de m=20 para la Y¿. Cuando la 

distancia es mayor que la mencionada anteriormente es 

suficiente utilizar para n=4 y m=10. 

3.3-2 INTEGRACION SOBRE ELEMENTOS CON SINGWIDADES 

3.3-2-1. SOLUCION FfINDAMENTAL ESTATICA 

De acuerdo con lo hasta ahora expuesto, las 

, expresiones de los tensores de movimientos y tensiones, se 
-- 

hacen singulares cuando la distancia entre los puntos de 

colocación y de observación tiende a cero y este hecho tan 

solo ocurre cuando estamos integrando, para elementos 

constantes, sobre el propio elemento. 

Esta dificultad se puede resolver realizando una 

integración analitica en una dirección, de forma que tan 

solo deberemos realizar la integración numérica de las 

integrales de linea a que ha quedado reducida la integral de 

superficie inicial. 
. / y  

Esquematicamente para un elemento como el de la 
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Fig.-3.5 tendremos: 

Generalizando este procedimiento a los elementos 

axilsimétricos del apartado anterior; se puede realizar la 

integración analitica con respecto a la coordenada 

curvilinea 1 y la numérica segun la coordenada 8. 

Cuando la coordenada -1- coincide con la variación 

radial del elemento, y esto solo se verifica en elementos 

con la misma coordenada z; es decir elementos normales al 
n 4 n  A n  c<mni-v-f= 9 ea e<-ml i G <  1 nvn-pncinna= -7 nny a l  l n  
GJFÍ UFÍ D U U F Í L - L I U  a, O= O ~ ~ I I L - L ~ U ~ ~  &-U ~ - ~ & - U I V I & U U  J y-- u--- 

se han generado dos tipos de elementos de contorno; a los 

que se denominaran Elemento Corona, el ya descrito y 

ELemento B a d a  al elemento genérico que no admita esta 

simplificación. 

3.3-2-1.1 ELEMENTOS CORONA CIRCULAR 

- , : S  un elemenea- k - del tipo corona circular, -- con 
extremos i, j de coordenadas (Pi,z) y (Pj,zj), 

respectivamente; como el de la figura (3.6). 

t ' / 

Sean R y Z, las coordenadas del punto P de 

colocación. Para este elemento se verifica que las 

coordenadas z de todos sus puntos tiene el mismo valor; es 

decir: 
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queda : 

y asu vez las derivadas direccionales, [3.12b] adoptan las 

expresiones siguientes: 

y teniendo en cuenta las expresiones de las componentes del 

vector normal 6 ,  en coordenadas cilhdricas 

y llevandolo a la expresión de la derivada con respecto a la 

normal tendremos: 

Tal y como se ha dicho la coordenada curvilinea 1 

coincide con la coordenada P y por tanto el elemento 

diferencial de superficie queda: dre=pdedp. 

Los tensores de movimientos y tensiones en , 
coordenadas cilhdricas, están dados por las expresiones 

[2.69] y C2.771. En los subapartados siguientes se abordará 

el calculo de de los t&rminos de los coeficientes de 

influencia G..  y H.. . 
J L JL 

a) COEFICIENTE DE INFLUENCIA DE LAS TENSIONES 

Si llamamos A, a la constante que depende tan solo de 

las caracteristicas del material y que es comun a todas las 

expresiones del tensor de movimientos de la solución 
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fundamental; se tiene: 

Vamos a obtener la expresión de alguno de los 

componentes de la matriz, de 3x3 términos, G... Como se ha 
J 

mencionado anteriormente vamos a hallar explícitamente los 

valores de la integral en los extremos del elemento y 

despues integrar mediante una cuadratura de Gauss las 

integrales de linea a que conduce el primer paso. 

Coeficiente G 
i P  

desarrollando el integrando de la segunda integral queda: 

Introduciendo la notacion InC, para designar estas 

integrales explicitas en función de P y r ;  tendremos que la 

expresión anterior se convierte en: 

que se evalua numericamente. 

Coeficiente GZe 
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~nálo~amente la expresión del término GzB queda como: 

que una vez desarrollada y puesta en función de las integrales 

básicas tendremos: 

Coeficiente 

Este 

anteriores, 

coeficiente 

pero es más 

se obtiene de forma semejante a los 

sencillo debido a que el término que 

contiene las derivadas con respecto a z y 3 se anula y por 

tanto : 

la segunda integral es nula y sustituyendo por las 

integrales básicas queda: 

Coeficiente Gie 

De acuerdo con los términos ya obtenidos podemos 

poner : 
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que desarrollada y puesta en función de las integrales 

básicas queda: 

Coeficiente G 
2P 

Haciendo las-nalsmas sustituciones que en los casos 

anteriores se obtiene: 

y de nuevo realizando un desarrollo análogo al de otros 

coeficiente queda: 

Los coeficientes restantes; es decir: G3pf i f  (%e y 

G2z 
son siempre identicamente nulos ya que tan solo 

intervienen las derivadas re3 y re=; que son siempre nulas en 

este tipo de elementos corona. 

b) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LOS MOVIMIENTOS 

Por un procedimiento semejante al utilizado para las 

matrices Gji; se obtienen los términos de los coeficientes 

de influencia H... Llamando X a la constante dependiente de 
JL 

las propiedades del medio y poniendola en función de la que 
aparecia en el tensor de movimientos, se tiene: 

C 
Al observar las expresiones del tensor Tji, se 

aprecia que para los elementos sobre los que estamos 

realizando la evaluación de los coeficientes, dado que tanto 
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la derivada de la distancia con respecto a la normal a la 

superficie z ~ i m  la csiüpvnente rüdíal de &tz son n u l ~ s ;  les 

términos de la diagonal principal de la matriz Hji son 

nulos, quedando por tanto como coeficientes distintos de 

cero los correspondientes a los indices i#j De acuerdo con 

esto queda: Hlp=KLa=Yz=Cii y ademas por identicas razones 

%P tambien lo son. A continuacion se hallaran las 

expresiones de los coeficientes no nulos en función de las 

integrales básicas. 

Coeficiente HiZ 

Partiendo de la expresión general 13.771 6 
introduciendo las consideraciones anteriores tendremos: 

sustituyendo la derivada direccinal por su expresión, queda: 

desarrollando y sustituyendo por las integrales básicas 
L - _ A - _ -  r;eriureiüos : 

Coeficiente H, 
-P 

Analagomente al término anterior tendremos: 
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sustituyendo la derivada direccional por su expresión, queda: 

que puesta en función de las integrales básicas se obtiene: 

Coeficiente HZz 

que una vez sustituida la derivada y desarrollado queda: 

pdpde 
3 [ 3 . 3 9 ]  r 

que en función de las integrales básicas aparece como: 

Coeficiente Y8 

El tratemiento dado a éste término es totaimeñte 

análogo a los anteriores y escribiendo10 en función de las 

integrales básicas queda directamente: 

Las integrales básicas que hemos denominado InC, 
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V n=1,2,3,4; se evaluan explícitamente determinando las 

nrimitivas correspondientes a cada una de ellas y 
L 

sustituyendo los limites de integración (Pi, Pj). Una vez 

hecho esto, habra que verificar que se ha obviado la 

singularidad tal y como se pretendia. 

Las expresiones de estas integrales se obtienen de la 

forma siguiente: 

i/Z 
teniendo en cuenta que: -2R pcosB+R '1 [3.42] 

2 y llamando R=cx +bx+a 6 identificando coeficientes 
obtenemos: 

c=l 
b=-2R cose C3.431 y que el discriminante de VC es: 

2 a=R 

2 2 2 2 2 A =4ac-b = ~ R ~ - ( - ~ R C O S ~ ) ~ = ~ R  (l-cos €3)=4R sen 8 [ 3 . 4 4 ]  

con estas definiciones en Gradsktein y Ryzhik, encontramos 

las expresiones de las funciones primitivas de las 

integrales básicas; que en función de f',A,a,b,c,E quedan: 

A su vez, esta integral tiene su primitiva que para 

valores de c positivos tiene como expresión: 

sustituyendo c, y b por sus expresiones tendremos: 
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que sustituyendola en la [ 3 . 4 6 ]  y poniendo ésta en función 

de sus limites superior e inferior, que corresponden a los 

extremos del elemento; queda: 

Siendo esta expresion C3.481 ,  la que se ha de 

programar para realizar la posterior integración numérica. 

El resto de las integrales básicas se efectuan de 

manera totalmente similar a esta y sus expresiones finales 

son las siguientes: 

teniendo en cuenta las expresiones [ 3 . 4 2 ] , [ 3 . 4 3 ]  y l 3 . 4 4 1  
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3.3-2-1-2 ELEMENTOS BANDA TRONCOCONICA 

Para este tipo de elementos de contorno, cuya 

geometria y-notación es identica a la definida para los 

elementos sobre los que se ha realizado la integración no 

singular. Asimismo las expresiones de la distancia r y las 

derivadas direcccionales es la dada por las expresiones 

[3.12]; se tiene: 

t d  
La- distancia r puesta en 

función de la variable t y e 

2 
r=[(p(~)2-2~,p(~)cos(~)+~P+(~pz) 

i r= q(p,@,~)=g(t,e) 13.521 

PIg.-3.7 

poniendo : 

.-, 7 jacobianu de la .L. r ---, z i -  
L L ~ I L S  LUL-UL~LLUIL de cool-ileimdas 

queda : 

de acuerdo con el cambio de coordenadas realizado se pueden 

poner las coeficientes .de influencia como: 
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Realizando el cambio indicado de forma esquemática en 

E3.521 y 13.531; de la manera siguiente: 

z=Azk t+zi 
[3.56] 

p=az+b=a ( Azk t+zi +b=aAzk t +  b t q  

e: r.,-.AA r 
D J - G A L U U  r 

A2 k =Z j -Z i Y APk=Pj-?i 

obtenemos los valores de a y b como sigue: 

Sustituyendo estas expresiones en 13-53] se obtiene 

la distancia r en función de t y 9 como: 

a) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LAS TENSIONES 

Introduciendo las expresiones de r,p,z en los 

diferentes términos del tensor de movimientos obtenido en el 

capitulo anterior. Utilizando la misma nomenclatura que en 

apartados anteriores para la constante dependiente del 
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material A y teniendo en cuenta el Jacobiano de la 

transfem.zci6n de c~ordenadas 1 a t; podemos realizar 

detalladamente las integraciones correspondientes a cada 

término de los coeficientes de influencia. 

Coeficiente G 
i P  

Sustituyendo los valores de las derivadas 

direccionales de r puestos en función de t y desarrollando 
las exp-esi=nes cerr e sp~ndiefit,ec: rnieda 1--- : 

llamando a las integrales explicitas en t por la expresión 

Inn, donde n es un numero, y teniendo en cuenta que r=&" 

y su expresión esta dada en 13.581; tendremos : 

Coeficiente Gze 

De forma totalmente análoqa al anteriorse hallará la 

expresión de éste. 

desarrollando y poniendo todo en función de lag integrales 

básicas tendremos: 
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Coeficiente GSZ 

En este coeficiente, asi como en aquellos que 

contengan derivadas de r con respecto a la dirección z,  

aparace la expresión: 
.,' 

..-. t+( Z ~ Z )  C3.651, que expresa la relación entre la 

coordenada 5 y la variable t de 
integración. 

de acuerdo con esto se tendra: 

sustituyendo 13-65] en 13.661, y desarrollando en función 

de las integrales básicas; surge una nueva. 

Coeficiente G,_ 
* - 

Al igual que en los términos ya obtenidos, partiendo 

de la expresión del tensor puesta en función de t queda: 

que desarollado es: 



Capitulo 111 1mplementaciÓn ~umérica M.E.C. 111. -20 

y poniendo10 en función de las integrales básicas, surgen dos 

nuevos tipos que completan las que intervienen; queda: 

El resto de los términos del coeficiente de 

influencia Gji puestos en función de las 7 integrales 

básicas ya obtenidas; quedan de la forma siguiente: 

Coeficiente GiB 

Coeficiente G 
2P 

Coeficiente G1- 
Grí 

Coeficiente G 
3P 



Capitulo 111 1mplementaciÓn ~umérica M.E.C. 111. -21 

Coeficiente G38 

Las integrales desde 11, hasta 17, contienen - 
productos de potencias de p(t)=pt+q y de ( z )  Si se 

desarrollan se obtienen las expresiones de estas integrales 

en función de otras has sencillas; de las que obtendremos 

sus primitivas. Realizando el desarrollo tendremos: 

Il=p[I12]+q[Ill] (a) 

mp3 [ I A ] + ~ ~ ~ ~ [ I B ] + ~ ~ ~  [1c1+q3 [ID] (b) 

13=p2 [1~]+2pq[i~]+q~ [ID] (C) 

I4=p[IC]+q[ID] (d) 

. . 

I6=pAzk[IB]+ [IC]+q(zTZ)[ID] (f) 1 

Resumiendo las integrales básicas, 11 a 17, son: 



Capitulo 111 ~rnplementación ~umérica M.E.C. 111. -22 

Llamando : 

2 2 R(t)=Lkt +Blt+Cl 

2 2 A=4C 1 Lk -B1 l3.781 

i/z RC~=X(~)'/~=(L~+B~+C~) 

i / 2  - RC~=Z(O) - ~1'~'~ 

se podra poner las integrales elementales 111f112,1A, ..., ID 
en función de estos valores al sustituir los limites de 

integración en sus primitivas; cuyas expresiones son: 

i 
tdt '.& 1/2 i B1 ---- = --- - --- 112=Jo 1 1 2  [ LZ 1. LE [Ill]=y [m-RC21- 2 [ 1111 

k Lk 
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Estas integrales elementales una vez calculadas, se 

introducen en las integrales básicas y estas a su vez en las 

expresiones de los términos de los coeficientes de 

influencia de las tensiones; para una vez obtenidos realizar 
la integraci& nvm&fcu de 1 ~ s  mismo -5i~nte el c d f o  de 
A- 

variable reflejado en C3.71, que como ya se indicó 

concentra los puntos de Gauss en las inmediaciones de la 

singularidad aumentando de esta manera la precisión de la 

integración. 

b) COEFICIENTES DE INFLUENCIA DE LOS MOVIMIENTOS 

-21 proceso de integxación --de los co&imen-les de 

influencia de los movimientos, teniendo como función 

subintegral al tensor de tensiones de la solución 

fundamental, es totalmente análogo al seguido en el apartado 

anterior , incrementandose el grado del radical del 

denominador debido a la introducción del valor de la 

derivada de la distancia con respecto a la normal en función 

de la variable t. Esto nos conduce a tener que utilizar 

formulas de recurrencia para evaluar las integrales 

elementales a que conduce el procedimiento utilizado. 

Los diferentes términos del coeficiente de influencia 

se obtienen de [3.55] y llamando D=-2pA, a la constante que 

engloba las caracteristicas del medio considerado, podremos 

encontrar las expresiones de estos términos. 

Coeficiente H 
i P  
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Este c~eficiente se obtiene partiendo de la expresión 

[2.77] ,  hallada en el capitulo anterior, y que queda: 

sustituyendo en 13-85], las expresiones de r, sus derivadas 

direccionales, la derivada con respecto a la normal en 

función de t y desarrollando la expresión; se obtiene una 

expresión análoga a las obtenidas en la integración de los 

términos de Gji, desarrollados en el apartado anterior, que 
a eontinUaci& se \rs 2 exnl/ci+ars E-------- 

Int~odüciendo la notaci6n IIL?, al a que lo 

realizado anteriormente se tiene: 

Coeficiente 
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Realizi~do un desarrollo paralelo de este término 

partiendo de su expresión en [2.77]; se tiene: 

teniendo por tanto una expresión similar a la del 

t&inino H anteriormente hallado. 
1 P' 

Coeficiente K j Z  

Partiendo de la expresión dada por [2.77] y realizando el 

mismo proceso descrito tendremos su formulación en función 

de las integrales básicas como: 

Coeficiente Hle 

. Desarrollando l a  eapresion de este t&mLno en f~nci6n 

de las Inn quedará: 

Coeficiente Hiz 
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Coeficiente % 
P .. 

Poniendo10 en función de las integrales básicas se 

tiene : 

Coeficiente 

Siguiendo el mismo proceso que en los anteriores 

tendremos: 

Coeficiente K j G  
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Desarrrollando las kn-tegrales básicas, desde la 18 

hasta la 117, y expresandolas en función de las integrales 

elementales con respecto a la variable t,tendremos las 

expresiones - siguientes: 
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2 3 q z  (z;Z ) 1 [IG]+[p(z;Z) +3qk (z;~)' ] [IH]+~(z;z)~ [11] 

[3.105] 

Las integrales elementales IE,IF,IG,IH.II son de tipo 

similar a las obtenidas previamente, en el apartado 

anterior.;, es decir kmda-S- responden al tipo: 

i P=0,1,2,3,4 

tP dt donde E3.1061 

\ 

Las funciones primitivas de este tipo de integrales 

irracionales, se encuentran en Grahztein, a través de 

formulas de recurrencia; cuyas expresiones son: 

Esta expresión f3.1071; es valida para todos los 

valores de m ,no multiplos pares de n . Para valores de m 

multiplos de 2n se ha de utilizar la expresión siguiente: 
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Sustituyendo en C108.31 el valor n=2, 6 integrando 

entre los l k t e s  t=O y t=l obtenemos el valor de: 

operando 6 identificando integrale S queda : 

Para aquellos valores de m distintos de 2m 

utilizaremos la expresión [3.107]; obteniendo las 

identidades siguientes: 

1 
dt 2~: + ~ 1  [ ,,a 

. .  3A [ID] [3.114] 
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En estas expresiones los valores de a,b,c; 

- A1,Bl,C1,RC1íRC2y -- A; estan dadas por C3.781 

El proceso de integración general de los tensores es 

como sigue: 

a) Se realiza la integración nberica de IA, hasta 11 

b) Se introducen los valores calculados en 11, ..., 117 
Estos valores asi calculados se introducen en las 

expresiones de los tensores en función de las integrales 

básicas. 

3.4 INTEGRACION SOLUCION FUNDAMENTAL DINAMICA 

La integración de la solución fundamental dinámica, 

en coordenadas cilindricas, cuando el punto de colocación 

pertenece al mismo elemento de contorno que los de 

integración; no es factible realizarla analiticamente, tal y 

como se ha obtenido en el caso estático, debido a que no es 

posible hallar una función primitiva al integrando a la cual 

aplicar los limites de integración. Las funciones a que 

conduce la integración explícita se expresa en función de 
- * r-itegrales sobre una llnea infinita de funciones de. Wankel. 

Este hecho lleva a que la integración en este caso, dinámico 

estacionario, se realize numéricamente sobre la parte no 

singular de la solución fundamental y explícitamente en la 

parte estática; que es la que contiene la singularidad 

Dominguez y ~larcón. Asi pues, la técnica a utilizar es la 

siguiente: 

La primera de las integrales en las que se ha 

subdivido el integrando es la parte no singular que se 

evalua numericamente con el procedimiento indicado en el 

apartado 3 . 3 - 1 .  
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La segunda integral es precisamente la ya realizada 
/ .  

mara el c - s ~  estatlco, en el apartado 3=3-2. r--- 

a los tensores diferencia, solución dinámica menos la 

solución estática, en coordenadas cilindricas. 

Introduciendo las expresiones dadas Por; 

[2,80j,[2.79! para el tensor de m o v í m i e n t o s  y [2-77],[2.81] 

para el de tensiones, respectivamente. Restando miembro a 

miembro cada una de estas expresiones se tiene: 

Tensor de Movimientos 
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donde : 

Tensor de Tensiones 

El tensor diferencia de tensiones se puede expresar 

6 s  facilmente llamando: 

- - De acuerdo con las expresiones [3.119] se tiene: 

{%[T3c+T4r, ,r,, ]+q ? [Tlcr, p+T7r, ,+Tlsr, ]} ] 

{%[Tls+Tlr, pr, ]+q P [Tlsr, ?-T6cr, =+T6r, ]} 1 
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la tercera columna del tensor será 

h 

- 
T -  & I<[Tl+T4r,3r, ]+qz (TltT7 Jr, 1 

[3.120] 

Tal y como se ha dicho anteriormente, éstos nucleos 

diferencia, se integran numericamente y posterioremente se 

les suma la solución estática ya obtenicia. 

3.5.- CONDICIONES DE CONTORNO AXILSIKETRICAS Y NO AXILSIMETRICAS 

En los apartados anteriores, se han obtenido las 

expresiones de todos los términos de los coeficientes de 

, influencia Gjif H.. - para las soluciones fundamentales 
JL 

..estática y din&ca:- ' Dependiendo de las condiciones de 

contorno, algunos términos son nulos debido a la no paridad 

de las funciones subintegrales con respecto a la coordenada 

circunferencia1 8 .  

Cuando las condiciones de contorno son axilsimétricas 
t 

lmplicitamente colocamos el punto P en el meridiano 8=0 y 

por tanto se verifica que todos los términos que vayan 

multiplicados por funciones sena, son nulos. 

El aspecto de los tensores será el siguiente: 

Este hecho nos indica que cuando las condiciones de 

contorno son axilsimétricas; el problema de torsíon (ug,tg), 
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esta ,desacoplado del de condiciones en P y 2. 

Cuando las condiciones de contorno no son 

axilsimétricas, aunque si la geometría del problema, se 

puede descomponer estas mediante una serie de Pourier a lo 

largo de la coordenada circunferencial, en la forma 

propuesta por Wilson (1985). Cada término de la serie da 

lugar a valores de las incógnitas en el mismo modo de los 

prescritos debido a las propiedades de ortogonalidad de éste 

desarrollo en serie- 

Cuando la variación de las condiciones de contorno no 

es muy rapida segun e, unos pocos modos son suficientes para 

obtener una correcta. El desarrollo en serie es 

de la forma: 

00 m 
S cos ne uz =? (unz cos n@+unz sen n~ )='J üz isen ne) 
Para las condiciones en tensiones analogamente se 

tiene: 
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m / 
S cos n8' 

t (tnpcos ne+ta nP sen n~ )=J tni ten no) 
m M 

S cos ne 
te=? (-tnesen n@+t:ec~~ ne)=& fe isen ne) [3.123h] 

m m 
S cos ne t (tnzcos n~+tz~sen fz {sen nB) 

Introduciendo esta notación en la identidad integral 

queda de la forma siguiente: 

fCOS níj\ 'r r - / cos ne' 
cjiuL iSe, nehLL J JiiSen nejdre] u?=C[ Ju'?. J L  (coa sen I$)w~] ty 

e = i  re 0=1 re 

De hecho lo Único que nos indica [3.124] es que para 

resolver el problema hemos de solucionar tantos problemas 

como modos intervengan; obteniendo los coeficientes de 

influencia al integrar las expresiones ya determinadas 

ponderadas por funciones semQ=sn y cosnQ=cn. Por tanto los 

tensores quedan: 

Movimientos Tensiones 

Los terminos del desarrollo en serie de Fourier que 

multiplican a senne, no pueden obtenerse colocando el punto 
t 

P en 8 =O ya que en este punto precisamente la función seno 

se anula y la ecuación [3.125], se convierte en un conjunto 
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de términos nulos. Esto se evita con un cambio de 

del p n t o  de cilncaci6n para aouellas amplitudes que 

correspondan a los modos de tipo seno. El cambio ha de ser 

del tipo: 

3.6.- IMPLEXENTACION DE SUBREGIONES 

En aquellos problemas en los que el medio a modelar 

no es homogéneo, es decir esta compuesto por materiales 

de diferentes caracteristicas mecánicas Para realizar un 

estudio correcto del mismo, ha de encontrarse un m&todo que 

permita tener en cuenta esta particularidad. 

El ~étodo de los Elementos de Contorno permite 

facilmente tener en cuenta la falta de homogeneidad 

mencionada sin mas que plantear las ecuaciones en el 

contorno de cada una de las subregiones, dentro de las que 

se dan las condiciones de homogeneidad requerida por el 

-planteamZento inicialmente hecho del M. E. C. La 

frontera,¿nterf-e, entre cada subregión y la adjacente han 

de cumplir las condiciones de equilibrio de tensiones y 

compatibilidad de movimientos. Por tanto ha de cumplirse en 

cada interfase que: 

donde k y lson dos subregiones adjacentes 

Para un caso general como el de la figura (3.8) 

formado por n regiones de caracteristicas mecánicas 

diferentes; podemos plantear n sistemas de ecuaciones del 

tipo: 
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. Una ordenación 

1 adecuada de las 

incógnitas permite la 

optimizaci6n de la 

1 matriz de coeficientes 

'/ .-. . de ínf luencia que 

I Fig.-3.8 adoptará una cierta 

Para el caso de la figura se pueden plantear cuatro 

sistemas del tipo [3.128]; es decir: 

[%, H,, H , 4 ] e i } = [ ~ . i  G,, ! G ] }  (3, 
4 

H43 w 4 3 3 = G 4 3 u 4 3 3  ( 4 )  

teniendo en cuenta C3.1271, se puede 

global como: 

escribir el sistema 
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Donde el número de ecuaciones, es el siguiente: 
nil+2niZ~n . A122 -~3n . L.A23 A- . +?m e&24 ; A n n A n  UUAAub -L.#u l n c  2,. son el nlbero de 

ecuaciones de cada interfase. 

Tal y como se observa al aumentar el número de 

subregiones se incrementa el número de elementos y por tanto 
el número de ecuaciones del sistema conjunto. Esto implica 

que la memoria del computador que se necesita es grande y 

como ésta, en general, es limitada; se recurre a resolver el 

sistema f3.11301 en memoria auxiliar. 

Crotty (1982), implementó un algoritmo para la 

resolución de estos tipos de sistemas, a través de un método 

que subdivide la matriz global en bloques fila y columna, 

que pueden ser a su vez dividos en subbloques columna, a fin 

de adaptarse a'la memoria principal disponible; mediante una 

técnica de pivotamiento de Gauss, dentro de cada subbloque. 

Este algoritmo ha sido utilizado con exito para la 

resolución de problemas de Elementos de Contorno, bi y 

tridimensionales, por Abasca1,R y por Cano en E.C. con 

geometr-$a de revolución y superficie normal al eje Z; sin 

problemas de estabilidad en la solución obtenida. 



CAPITULO I V  

CALCULO DE IMPEDANCIAS DINAMICAS DE 

CIMENTACIONES RlGlDAS POR E L  M.E.C. 
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4.1.- INTRODUCCION 

En el Capitulo se desarrolla el estudio de la 

respuesta dinámica de cimentaciones rígidas con simetría de 

revolución. Para ello, en el apartado segundo se determinan 

las solicitaciones a que van a estar sometidas las 

cimentaciones. 

En el apartado tercero se estudia la incorporación de 

la energía disipada por el medio, a través del 

amortiguamiento del material, distinta de la perdida por 

radiación; mediante la modeiización aei terreno como un 

sólido viscoel~stico de Kelvin-Voigt, tambien denominado 
medio histereticó, 

En el cuarto y Último, se estudia la obtención de las 

impedancias dinámicas de cimentaciones, correspondientes a 

las solicitaciones ya obtenidas en el segundo apartado de 

éste capitulo, por medio del ~étodo de los Elementos de 

Contorno. 

4.2.- CIMENTACIONES RIGIDAS. SOLICITACIONES 

La hipótesis de rigidez de la cimentación implica que 

el movimiento de cualquier punto de la misma, puede ser 

hallado en función del movimiento de un punto de referencia 

a través de una matriz de transformación, que solo depende 

de la geometria de la cimentación. De acuerdo con esto, tan 

solo será necesario dar un movimiento armonico de sólido 

rígido a la misma, para calcular la respuesta de la 

cimentación con respecto a la frecuencia de excitación. 

El problema que se pretende resolver es pues; hallar 

la respuesta dinámica de una cimentación rigida 

axilsi6-tsica, situada bien sobre un semiespacio 

homog~neo,isÓtropo o un medio estratificado , pudiendo ser 
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en d o s  casos el medio considerado elástico o 

viscoel&tico; svmetidz a los movimientos de sólido rigido 

de desplazamiento en la dirección de los tres ejes 

coordenados, así como los correspondientes giros en torno a 

los mismos ejes. En definitiva se trata de resolver el 

mismo problema planteado en el primer Capitulo de la Tesis, 

con condiciones de contorno no relajadas, es decir; la 

cimentación se considera soldada al terreno y ademas se 

verifica la hipótesis de pequeñas deformaciones. 

En la figura 4.1, se muestra un caso general del 

problema planteado, indicandose en la misma las diferentes 

condiciones de contorno necesarias para resolver el cálculo 

de las impedancias dinhicas, a aplicar sobre cada una de 

las superficies que contiene el problema. 

Condiciones de contorno: 

en S2 w O ;  movimientos de 

- soIido dgido prescritos 

- - - - -  //////// / / 
en S3 ,S4 { :: 

[4.1a] 

siendo la excitación armonica 

del tipo: 

De tal foma que la relación entre las fuezas 

generalizadas F y Pos movimientos de sólido rígido de la 

cimentación puede expresarse en foma matricial por la 
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expresión: 

donde : 

P(t) - Vector de Esfuerzos Generalizados. 
Q(t) = Matriz de Impedancia. 
g ( t )  5 Vector de movimientos de sólido Rigido de la 

cimentación. 

En. problemas tridimensionales, como el que se 

pretende resolver a través del M.E.C., la matriz de 

impedancias dinámicas es de 6x6, es decir 36 elementos. 

Utilizando la transformada de Fourier, para pasar del 

dominio del tiempo al de la frecuencia y quedandonos con la 

parte estacionaria de la misma; siempre podemos expresar la 

ecuación [4.2], en éste Último dominio como: 

De acy-xzrca con lo expresado en el Capitxlo tres de la 

Tesis, se podra descomponer el problema general en la suma 

de los distintos armónicos de un desarrollo en serie de 

Fourier, de los movimientos a prescribir y por tanto obtener 

las tensiones y movimientos incognitas de cada uno de esos 

armónicos. 

Para resolver el problema con el ~étodo de los 

Elementos de Contorno, se recurre a discretizar las 

diferentes superficies de revolución Si por medio de 

elementos y sobre ellos imponer las condiciones de contorno 

dadas por [4.la], 

Haciendo : 

Suponiendo - que - la variación a -lo largo de la 
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coordenada circunferencial, de los movimientos Y 
traccciones, es suave; podemos tomar tan solo los dos 

primeros términos del desarrollo en serie, es decir: n=O y 

n=l, obteniendo asi las solicitaciones correspondientes al 

modo axilsimetrico y al modo antimétrico, 

4.2-1 SOLICITACION AXILSIMETRICA 

Esta solicitación corresponde al témino del 

deaarxollo correspondiente a n=O, si desarrollamos la serie 

dada por [4.4] tendremos: 

Que para n=O qixedan como: 

Las expresiones 14-61, corresponden, a los 

movimientos y tracciones de los problemas de desplazamiento 

vertical y giro en torno al eje 2; que se pueden obsenrar 

particularizados para cimentaciones superficiales en la 

figura (4,2). Estos dos problemas estan desacoplados entre 

si. 
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4.2-2 SOLICITACION ANTIMETRICA 

Si se particulariza las expresiones f4.51, para n=l, 

se obtienen las solicitaciones correspondientes a problemas 

antimétricos, que para las cimentaciones rígidas coresponden 

a los problemas. de cabeceo, rocking y desplazamiento 

horizontal, swayfng. De acuerdo con lo dicho en el primer 

Capitulo; estos dos movimientos están acoplados. 

-3na vez particularizadas las ecuaciones ~4.51, 

adoptan las expresiones siguientes : 

En caz9 de ~ovimientos horizontal y cabeceo, figuras 

(4.3a) y (4.3b), la solicitación queda: 

Fig . - 4 . 3  
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La matriz de impedancias global de la cimentación 

tiene la forma: 

QHH O O o Q*, O 

O QHH O -QHR O O 
O O Q"" O 0 0  

O -QRH O Qm O O 

QRH O O O QRR 
o 

o o O O O Q, 

La matriz de transfomaciÓn de los movimientos 

cualquier punto de la cimentación a partir del punte 

4.3. -  MEDIOS HISTERETICOS* 

El desarrollo seguido en el Capitulo primero, en casi 

su totalidad, la unica pérdida de energia considerada ha 

sido la de radiación hacia el infinito. 

Dado que en la mayoria de los materiales reales 

existe una pérdida de energía, debida al rozamiento interno, 
f 3 3 ~ ~ - 7 a 9  de c&eii& &C in-111 irnos en el 1 1 amado &--A--- 

amortiguamiento del material. 

Para que el modelo se aproxime lo maximo posible a la 

realidad, se tendrá que incorporar éste amortiguamiemto al 

mismo. Este planteamiento es valido tanto para semiespacios 

como para medias estzatificados. 

Una forma sencilla de incorporar el amortiguamiento 
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al modelo es considerar que aquel es de tipo viscoso y 

proporcional a la velocidad de desplazamiento. A este tipo 
de medios se les denoMna &dios hister&ticos, 

Es decir; se sustituye el modelo elástico, en el que 

E es la rigidez del resorte equivalente, por un modelo 

constituido por un resorte, de rigidez igual al del caso 

elástico, más un amortiguador en paralelo. A éste &timo, 

figura (4.4), se le llama viscoelástico o tambien de 

Kelvin-Voigt. 

de forma sencilla: 

a=a +a =EE+Q% [4.11] k d 

Fig.-4.4 

Generalizando ésta expresión se tiene: 

Oi j =he&. J . +2GEi 1 1  i j  =(he&, +2GEi ) + 

I l del material 

La existencia de una onda plana requiere: 
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u=Ae ik(ct-x)  : &,=kc 14.151 

derivando e introduciendolas en [4.14]; obtenemos: 

. sustituyendo las ecuaciones 14.161 en [4.14] se obtiene: 

como : 

con lo que C4.151 se puede poner como: 

es decir, una onda armonica 14.151 modulada por una 

exponencial de factor a. Introduciendo la expresión 14.181 

de k en 14.171 y operando: 

. -. . Para tener en cuenta el decrecimiento con la 

distancia tomaremos el valor negativo de a; por lo que: 
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a es el denominado coeficiente de atenuación, 

sismología para representar el amortiguamiento 

utilizado en 

del material. 

Lo anterior, referido a ondas S ,  se puede generalizar 

de tal forma que intervengan las constantes A,G,Af y G *  de 

la ecuación de comportamiento de Kelvin-Voigt. 

Quimby, propuso en 1925, utilizar la ~im~lificacíon: 

con la consiguiente reducción del modelo a la adición de un 

sólo parametro G' determinable por experimentación. 

Analizando el efecto de las ondas SH sobre una 

probeta, con momento de inercia J y masa despreciable; las 

ecuaciones del movimiento son: 

donde: y siendo: RE Radio de la probeta 

Para un material 

E Longitud de la " 

viscoelástico la ecuación queda: 

donde 5 es el hdice-de amorieigu&entcr,-relacionado directa- 
mente con G ' ,  
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cn pedo intriducir ah~ra, las medidas hahítuales de w-  

los sistemas de un solo grado de libertad; como son: 

el decremento logaritmico 

y el coeficiente de atenuación a cuando 5 -0 queda: 

2 W 
2 

0<-- - -2p  E+ a y -  

2c: 
E 

Cs 

o bien teniendo en cuenta 1 4 - 2 7 ]  

donde A, es la longitud de onda de la excitación 

Konopoff, propuso como ley de comportamiento más 

, realista para suelos y rocas admitir que: 

El sólido asi modelado se denomina medio histerético 

y todos los resultados anteriores son válidos sin mas que 

sustituir: 

en especial, 

Si los movimientos excitación son de tipo armónico, 
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la ecuación (4.301 equivale a la definición de un módulo de 
C 

rigidez transversal G EC; tal que: 

Hasta aqui, se ha tratado de un medio constituido por 

un semiespacio, Cuando el medio que se está analizando es 

un medio estratificado y en particular un estrato que yace 

sobre una base rigida, figura (4.5). 

La posibilidad de vibraciones libres el estrato, en 

caso de material perfectamente elástico viene dada por: 

Si v u(H)=O + u(0)ZO -s cos - =O y a su vez esto 
cs 

conduce a que: 

WH Tr - =(2n-1)? ; V n=1,2,3, ... [ 4 . 3 6 ]  
cs 

.y se obtienen modas. &z vjrbra-kión del tip'o ' de los de la Pig ( 4 . 5  ) . 
El período de vibración esta dado por: 
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En caso en que el medio sea hister&ico, el 

planteamiento es similar y se tiene: 

G* 
* 

al ser 5= 2~ y como 5 5 1 , 

y llevandolo a la ecuación 14-37]; se obtiene: 

4.4.- CALCULO DE IMPEDANCIAS DE CIMENTACIONES RIGIDAS 

CON SIMETRIA DE REVOLUCION 

Para calcular las impedancias dinámicas de 

cimentaciones mediante el ~étodo de' los Elementos de 

Contorno; ha de resolverse, para cada frcuencia, tantos 

sistemas lineales de ecuaciones algebraicas como movimientos 

de sólido riqido se hayan prescrito, 

Una vez obtenidas las tensiones incógnita en los 

Y ~ E E I ~ ~ ( ? S  ~ í i  CpX? ve discretizb &u 1 I l lbG.LILIU= i ntarc-F=ce 

cimentación-terreno, superficie de contacto; se hallan los 

esfuerzos resultantes con respecto al punto de referencia 
: l....--&- -1 2 -  ------ 2-2 2- t==Lwyat.tw, UJU~IIIL~IILI= I=L GCILLIV ue Ijrrrveuau ue id cimentaci6n 

y en caso de estar embebida en el terreno en el fondo de la 

misma, que una vez dividos por el movimiento prescrito, nos 

proporciona el valor de la impedancia correspondiente 

deseada. 

pQe-una -forma generab, - utilizando la -ma&~iz de 

transformación de movimientos de sólido rígido de la 
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cimentación dada por [4.10], se puede escribir: 

Las impedancias dinámicas Q,, se hallan en la 

practica; a través de expresiones que se desarrollan, para 

cada uno de los movimientos prescritos, en los subapartados 

siguientes. De acuerdo con lo dicho, en el apartado 4.2 

anterior, los desplazamientos y giros en torno a Z están 

desacoplados, condiciones de contorno axilsimétrica y 

estando sin embargo acoplados los despiazaiiientos 

horizontales y giros alrededor de los ejes X,Y. Por tanto 

se pueden obtener las impedancias correspondientes 

resolviendo dos problemas; uno vertical-torsión y el segundo 

de desplazamiento horizontal-cabeceo. 

4.4-1 IMPEDANCIA VERTICAL QZE Y DE TORSION QTT 

Este caso corresponde a condiciones' de contorno 

axilsimétricas, por tanto n=O y se tiene que: 

y por esto, la expresión C4.401, se puede desdoblar en: 

Si se utiliza la misma geometria, notación y cambio 

de coordenadas, similar al del apartado 3.3-2-1.2, para los 

elementos denominados banda, poniendo P en función de z 

segun la figura (4.7) tiene: 
- .. - -- P=az+b .[4,42a] 
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donde : 

4.4-1-1 IMPEDANCIA VERTICAL 

De acuerdo con la expresión [41r4a] y las [4.42a.b.c]; 

se tiene: 

F . = ~ ~ = ~ ~ ~ L . P  14.451 que se introduceen [4.40b] 
L J C '  m - - - 

Esta expresión no será valida para los elementos tipo 

corona circular y por tanto emplearemos La siguiente: 

k = i  

4.4.1.2 IMPEDANCIA DE TORSION 
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Partiendo de la ecuación [4.41b] y de los cambios 

expresados en [4.42a1b,c]; se tendrá: 

desarrollando la expresión subintegral 6 integrando queda: 

esta expresión 14-48] no es válida para los elementos corona 
circular y por tanto para éstos se utilizara: 

N, 
2n ' 3 3 

tek(Pj-Pi) - iL C4.491 siendo: QTT- 
g z  

que llevadas a [4.40bJ nos prorciona QTT 

4.4.2.1 IMPEDANCIAS HORIZONTAL Y DE CABECEO 

De acuerdo con lo expresauo por las ecuaciones 

14.81 se tiene que para unas condiciones de contorno, en 

movimientos, antimétrica se obtienen unas tracciones 

incógnita tambien antimetricas y que vienen expresadas por: 

I E - tz=GZ C O S ~ ~  
i 'i tz=tZ come . -- {Q  e 581 

Como consecuencia del movimiento prescrito, 
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desplazamiento o giro respectivamente, aparacen las 

impedancia~ de acoplamiento o cruzadas! es decir unos 

esfuerzos que se pueden expresar por: 

4.4-2-1 IMPEDANCIAS HORIZONTALES 

Teniendo en cuenta las expresiones [4.50]y las 

[4.42afbfc], la [4.51a] se puede poner como: 

desarrollando 6 integrando [4.52] se obtiene: 

La impedancia de acoplamiento horizontal-cabeceo se 

obtiene de [4.51b] al sustituir [4.50] 

Quedando ésta al introducir los valores de las 
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integrales de P ( z ) y ~f z ) ; queda: 

M? con lo que QWR= --Y 
ux 

4.4-2-1 IMPEDANCIAS DE CABECEO 

La impedancia del movimiento de cabeceo de la 

cimentación se obtiene de las expresiones C4.511, sin mas 
m-n n z s r n h ; = ~  ~1 uUperindice par el 
~ U F I  ~-IUL La hpe&nci=  de 

acoplamiento esta debida a las fuerzas horizontales que 

actuan sobre la superficie de contacto al prescribir un giro 

alrededor del eje Y. De acuerdo con ésto; se tiene: 

Uevando a cabo un proceso totalmente similar al del 

caso anterior se obtiene la expresiones siguientes: 

R 

con lo que Q ~ , =  A Y 

R 
'R 'R 

F:=bkpmk[tP +t8 1 [ 4 . 5 8 ]  siendo: Q ~ , =  

k = i  
BY 

4.4-3 NORMALIZACION DE IMPEDANCIAS DINAMICAS 
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u~i,;i x-rpy 11 &+_efijri_  ̂10- distintos valores las 

impedancias, corresxpondientes a cada uno de los movimientos 

prescritos, se normalizan éstas a fin de adimensionalizarlas 

y con ello facilitar el anlisis y la utilización práctica de 

las mismas. Del mismo modo, ésta normalización permite 

realizar comparaciones entre los diversos métodos utilizados 

para resolver el problema planteado y de los que se ha hecho 

una breve exposición en el capitulo de introducción. 

De acuerdo con lo expresado en los antecedentes 

historicos, las impedancias dinámicas se suelen expresar 

como : 

y llamando 

De las multiples maneras posibles de normalizar éstos 

resultados se suelen encontrar, en- la literatura existente 

sobre el tema, fundamentalmente dos. La primera de ellas se 

refiere a cimentaciones superficiales y en relación con el 

modelo de Veletsos et al, ya que de éstas se conoce la 

rigidez estática. La segunda, utilizada para cimentaciones 

con un cierto grado de embebimiento en el terreno se 

normaliza con respecto al módulo de rigidez transversal del 

medio considerado y de la longitud característica de la 

cimentación, en las de simetría de revolución el radio de la 

misma. 

Resumiendo lo dicho las impedancias normalizadas se 

pueden expresar como: 

para elmódelo de Veletsos 

v v 
Q .  .=&. . (k. . +iaoc. . ) 

L J L J  L J . L J  
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donde: hijes la rigidez estática correspondiente 

al movimiento prescrito que se estudia. 

En elcaso general de cimentación embebida se tiene: 

4.4-3-1 MODELO DE VELETSOS. PARAMETROS DE VELETSOS 

Tal y como se observa en las expresiones [ 4 . 6 0 ]  y 

[4.61], la impedancia Qij es la misma y por tanto 

igualandolas se puede escribir: 

suprimiendo los subindices i,j y teniendo en cuenta que se 

se realiza para culesquiera de ellos. 

identificando parte real y parte imaginaria de [4.62] , se 
tiene : 

WR y teniendo en cuenta que ao= - queda : 
cs 

siendo : 

R= Radio de la cimentación 

[ i i]1'2 
co= celeridad de las ondas S; c,= /p 
h 
pl= densidad del estrato con respecto al que se 

normaliza, usualmente el primero. 

ri='ModuPo de Rigidez transversal del estrato de 

normalización 



Capitulo IV . Cimentaciones ~igidas 1V.-20 

y &; la rigidez estática correspondiente, que para 

los díst lntos  movimientos de solido rígido prescritos y en 

cimentaciones axilsimétricas superficiales adopta las 

expresiones siguientes: 

- 4t- ; rigidez Vertical cimentación superf icial G z z -  1-v 

&,,= 2 v ~ 3  ; rigidez de ~orsión cimentación superficial 
1 4 - 6 6 ]  

2-v ; rigidez Horizon-&al cimentación superficial 

- 8 W 3  
&RR- 3 ( 1 - v )  ; rigidez de Cabeceo cimentación superficial 

A los coeficientes kv y cV , se les denomina 

parametros de Veletsos. 

4.4-3-2 NORMALIZACION DE CIMENTACIONES EMBEBIDAS 

En el caso de que la cimentación en estudio tenga un 

cierto grado de enterramiento, la solución estática e x a c t a  

no es conocida y por Zanto el modeko ~nterior seria ficticio 
y por ello se ha introducido otro factor de normalización de 

acuerdo con lo dicho en el apartado 4.4-3 , que ha sido 

utilizado por multiples autores. Por tanto se puede 

escribir: 

teniendo en cuenta la expresión [ 4 . 5 9 ]  , igualandola con 

1 4 - 6 7 ]  6 identificando partes reales 6 imaginarias se 

obtiene : 

donde la función pij, adopta los valores siguientes para las 

distintas impedancias. 

Vertical y Horizontal .......... fpvv=qH,=pia 
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- 3 
~orsión y Cabeceo .............. PT,-PRR=pia 

c4 .691  
4 

Acoplamiento Horizontal-Cabeceo PRR=sH=pia 

donde, como para los parametros de Veletso: 

a= Radio de la cimentación 

pi= Modulo de Rigidez transversal del estrato de 

normalización 

con lo que: 

Estas normalizaciones se utilizarán para representar 

graf icamente los resultados que .se... presentan . - eP;- . los  

capítulos correspondientes de la Tesis. 



CAPITULO V 

CIMENTACIONES AXlLSlMETRlCAS SOBRE 

SEMIESPACIO 
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INTRODUCCION 

Los conceptos teóricos expuestos en los capitulas 

precedentes se han implementado en un codigo Fortran de 

ordenador, con el que se han obtenido un conjunto de 

resultados, que se exponen en éste y posterior capitulo, que 

permiten validar el método empleado, ~étodo de los Elementos 

de Contorno, aplicado a problemas elastodinámicos con 

simetria de revolución en el ambito de la interacción suelo 

-estructura, asi como la realización de estudios 

paramétricos que muestren la influencia de los diferentes 

factores que influyen en la respuesta dinámica de las 

cimentaciones rígidas añilsiiii&ricas. 

En este capitulo se realiza el estudio de las 

impedancias dinámicas de las cimentaciones anteriormente 

citadas; sometidas a los movimientos unitarios de 

desplazamiento vertical y horizontal y los giros en torno a 

los mismos ejes. 

En el segundo apartado dd. -capituJs se muestra el 

comportamiento de las cimentaciones circulares 

superficiales, yaciendo sobre un semiespacio homogéneo 6 
isótropo considerado, primero como perfectamente elástico & 
incorporando a continuacion el amortiguamiento de tipo 

histerético; realizandose comparaciones con diversos 

autores. 

En el Último apartado del capitulo, se muestran y 

comparan los resultados obtenidos, para cimentaciones 

embebidas, cilindricas y semiesféricas, en el semiespacio 

viscoel~stico sometidas a las mismas solicitaciones que las 

superficiales. En este apartado se tendrá en cuenta el 

efecto del embebimiento en la respuesta dinámica del 

terreno. 

En este capitulo se utilizarán para la ~resentación 
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de los resultados los factores de normalización expuestos en 

el capitulo cuarto. 

5.2 CIMENTACIONES SUPERFICIALES SOBRE EL SEMIESPACIO 

En este apartado se presentan los resultados 

obtenidos de las impedancias dinámicas de cimentaciones 

superficiales rígidas soldadas al semiespacio, con simetria 

de revolución, frente a las frecuencias adimensionales de 

excitación a*. 

En el primer subapartado se tratará de reproducir los 

resultados de Veletsos y Wei para los movimientos vertical, 
norizon-icai y de cap,eceo y- los de L---'L- LVlslVlr de hcv -y T - T e ~ + m = - m  nczn u u u i u r  , 
considerando un semiespacio perfectamente elástico. 

En el segundo subapartado se realiza la comparación 

con los resultados de Veletsos y Verbic al incorporar el 

amortiguamiento del material, considerado de tipo 

histerético, al modelo de suelo utilizado. 

La solución de referencia para este problema serán 

los resultados de Veletsos y Wei, para las impedancias, 

vertical,horizontal y cabeceo, y de Luco y Westmann para la 

de torsión; correspondientes a un disco rigido soldado al 

semiespacio elástico homogéneo 6 isÓtropo. 

Para obtener los resultados que se muestran en las 

figuras 5.2 hasta la 5.5, correspondientes al grupo de 

lineas con amortiguamiento nulo, se ha utilizado una 

discretización, figura 5.1, de la interfase cimiento-suelo 

de tan solo ocho elementos de contorno axilsimétricos; de 

tamaño variable, decreciente a medida que se aproximan al 

borde exterior de la misma, a fin de adaptarse mejor al 

previsible pico de tensiones que se produce en este punto. 
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En las figuras 5.2 hasta la 5.3 se muestran los 

pardmetros de Veletsos correspondientes a los movimientos 

vertical, torsión, horizontal y cabeceo, frente a la 

frecuencia adimensional a,= - en un rango que va desde 
cs 

cero hasta ocho para un terreno de densidad y modulo de 

rigidez transversal iguales a la unidad y coeficiente de 

Poisson v=1/3. En ellas se presentan en linea continua los 

resultados obtenidos y la solución exacta en linea 

discontinua; asi mismo se muestran con un * aquellos valores 
de los coeficientes obtenidos por Cano y Gomez-Lera, para 

este mismo problema y con el M.E.C. 

Pig.-5.1 

~iscretización cimentación rígida superficial 

Las discrepancias que se observan entre los 

resultados dados pos el ~étodo de los Elementos de Contorno 

y la soluciÓn de Veletsos son pequeñas y pueden imputarse al 

hecho que ésta Última utiliza condiciones de contorno 

relajad-, mientras que la primera realmente suelda la 

cimentación al terreno. 

Las pequeñas diferencias que se pueden observar entre 

ambas soluciones que usan el M.E.C. pueden deberse a dos 

aspectos. El primero al diferente número de puntos tomados 

para realizar la cuadratura de Gauss y el segundo a la forma 

de- &tener - =la -soluek& ' --fundamental en coordenadas 

cilindricas. 



Capitulo V Resultados Semiespacio V. -4 

De acuerdo con la figura 5.1, tan solo ha sido 

necesario discretizar la interface suelo-cimiento para 

obtener una buena aproximación al comportamiento dinámico de 

la cimentación, con lo que se obtiene una economia 

importante en el tiempo de de datos y de 

ejecución del programa. 

5.2-2 SEMIESPACIO VISCOELASTICO HOMOGENEO 

Para incorporar el amortiguamiento del material se 

recurre, de acuerdo con el apartado 4 .3 ,  a introducir en la 

formulación un modulo de rigidez transversal del tipo: 

pc=p(i+25i) C5-13 

donde = Factor de amortiguamiento viscoso 

En las figuras anteriormente citadas se presentan los 

resultados obtenidos con el programa desarrollado en linea 

continua, frente a los obtenidos por Veletsos y Verbic, en 

linea discontinua, asi como aquellos otros obtenidos por 

Cano y Gomez-Lcra (*\. y los correspondientes de- Luco (+) .  

Para factores de amortiguamiento viscoso de un 5%,15%,25% y 

un terreno con las mismas propiedades que en el caso 

elástico. 

La discretización utilizada es identica al caso del 

semiespacio elástico y se representa en la figura 5.1. 

Los resultados de Luco y Veletsos han sido tomados 

de sus artículos y los de Cano de su Tesis Doctoral. Tal y 

como se puede observar los resultados que se presentan 

concuerdan con los del resto de autores en gran medida, 

debiendose las ligeras discrepancias existentes a las mismas 

razones esgrimidas para el caso anterior. 

El efecto de incrementar la perdida de energia 

mediante la incorporación del amortiguamiento- viscoso 

conduce, tal y como era de esperar, a un incremento en los 
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valores del coeficiente de amortiguamiento a bajas 

frecuencias tendiendo hacia un valor constante! a medida que 

se incrementa ésta Última, siempre superior al del caso 

puramente elástico. En cuanto al parametro de rigidez se 

observa una disminución del mismo conforme se incrementa el 

valor del amortiguamiento; llegando, para los parhetros de 

rigidez vertical, horizontal y cabeceo, a alcanzar valores 

negativos de los mismos para frecuencias medias y altas. 



Capitulo V Resultados Semiespacio V,-6 

- M.E.C - - -  Vele tsos * Cano 
+ Luco 

Figura 5.2 a y b ~arámetros de Veletsos, movimiento 

vertica1,semiespacio elástico y viscoel~stico. 
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- M.E .C. - --Luco y Westman 
W Cano 

- M.E.C.  - - -CUCO y W c ~ t m a n  
jk Cano 

Figura 5.3 a y b ~arámetros de Veletsos, movimiento 

de torsiÓn,semi~spacio elástico y viscoelástico. 



Capitulo V Resultados Semiespacio V.-8 

- M . E  .C - - -  V d e  t sos * Cano 
.+ Luco 

- M.€ .C 
- - -  .#A-* - - m  

V R C  I W V J  * Cano 
+ Luco 

1 

Figura 5.4 a y b ~arámetros de Veletsos, movimiento 

horizonta1,semiespacio eláskico y viscoel~stico. 
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- M.E .C --- Vde t sos * Cano 
U + Luco 

- M.E .C ---  Vele t S O ~  

+k Cano 
+ Luco 

0.00 1.00 2.08 3.00 4.08 5.00 6.00 7.bR 8.00 

R o = W * R / C s  

( b )  
Figura 5.5 a y b ~arámetros de Veletsos, movimiento 

de cabeceo,semiespacio elástico y viscoel~stico. 
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5-3 CIMENTACIONES EMBEBIDAS EN EL SEMIESPACIO VISCOELASTICO 

HOMOC=ENEO 

En la mayoria de los casos las cimentaciones, bien de 

maquinaria o edificación, rara vez son estrictamente 

superficiales; usualmente tienen un cierto grado de 

embebimiento y por ello es conveniente que los modelos a 

emplear permitan estudiar este caso. 

En--el primer subapartado se presenta el estudio de la 

influencia del grado de embebimiento de las cimentaciones 

cilhdricas rígidas en un semiespacio viscoelástico 

homogéneo. 

En el siguiente subapartado se presenta el estudio de 

cimentaciones de sección cualesquiera embebidas en el mismo 

semiespacio que el caso anterior y particularmente a 

cimentaciones semiesféricas. que por las caracteristicas 

inherentes a su geometría tienen un grado de embebimiento 

igual a la unidad. 

5.3-1 CIMEMTACIONES CILINLZ¿IwRIGIDAS 

Para representer adecuadamente estas cimentaciones es 

necesario realizar discretizaciones como las que aparecen en 

la figura 5.6; es decir, se ha de discretizar la superficie 

libre del terreno hasta una distancia A 6 imponer 

condiciones de contorno de tracciones nulas y la interfase 

cimiento-terreno; en la que se impondran las condiciones de 

contorno cinemáticas similares a las utilizadas en el caso 

de cimentaciones superficiales, 

La longitud de los elementos es variable en función 

de la zona que se discretice y de la longitud de onda de la 

excitación que se considere. 

Para los elementos. de la superficie libre basta. en 

general, como tamaño maximo de los mismos la cuarta parte de 
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la longitud de onda mas pequeña de la gama de frecuencias en 

estudio, Para 10s elementos de la interfase de contacto es 

conveniente, de acuerdo con Dominguez, Abascal y otros 

autores, reducir esta longitud a un sexto de la mencionada 

longitud de onda. 

En cuanto a la cantidad de terreno libre a 

discretizar, de acuerdo con los autores mencionados en el 

parrafo anterior, se ha de tomar como mínimo el valor maximo 

de siete veces el embebimiento y de cinco vecese1 radio de 

la cimentación. 

~iscretización cimentación rígida embebida 

En las figuras 5.7 hasta 5.10 se muestran' en linea 

continua, los resultados obtenidos para una cimentación 

rígida cilíndrica con un grado de embebimiento de 

0.25,0.5.1,0 y 2.0, en un semiespacio de densidad y m6dulo 

de rigidez transveraal.-irgual a la .--midad, coeficiente de 

Poisson de un cuarto y factor de amortiguamiento viscoso del 

1% y 1.5% para las ondas S y P respectivamente; £rente a la 

frecuencia adimensional a. en un rango que va desde cero, 

caso estático, hasta seis. 

Se compara con los resultados obtenidos por Apsel, en 
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linea discontinua, mediante un método de ecuaciones 

integrales indirecto utilizando una solución fundamental 

para el semiespacio; en un medio de las mismas 

caracteristicas antes citadascon la salvedad respecto a los 

amortiguamientos utilizados que son de 1% y 0.5% 

respectivamente. Tambien se incluyen los resultados 

obtenidos por Day, linea de punto y guion, mediante 

Elementos Finitos con la particularidad que éstos no 

incorporan el amortiguamiento viscoso. 

De acuerdo con las figuras que muestran la parte real 

e imaginaria de las diversas impedancias, normalizadas de 

acuerdo con las expresiones C4.701, se observa que la 

coincidencia entre ambos autores y los resultados obtenidos 

mediante el ~étodo de los Elementos de Contorno es alta 

,especialmente en el rango de bajas y medias frecuencias; 

apareciendo algunas discrepancias con el Apsel, a alta 

frecuencia y grandes grados de embebimiento. 

El efecto del embebimiento de la cimentación en el 

terreno, para cualquier impedancia y frecuencia, es el de 

auiientar los valores de forma casi lineal con el grado de 

embebimiento y especialmente en la parte imaginaria de la 

misma; es decir el coeficiente de amortiguamiento. 

Como se observa, a igualdad de las cimentaciones 

superficiales, tanto la parte real como la imaginaria 

dependen de la frecuencia adimensional y esto ha de ser 

tenido en cuenta al incorporar los resultados al análisis de 

la interacción Suelo-Estructura. 

En cuanto al número de ,elementos de contorno 

necesarios para modelizar este tipo de cimentaciones es 

variable en función del grado de embebimiento desde 46 

elementos para E/R=0.25, hasta 113 para E/R=2.0. 
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M. E. C. 
--- A P S E L  

L -.-. D A Y  

E I R  = 2 N :  --- I 
. - - - . = = L /  - . .  

M. E. C. 
--- A P S E L  

t . . . . . . . . . , . . . . . . . . . l . . . . . . . . .  t . . . . . . . . . . . ,  A 

0 . 8 0  .-.1.00 2.00 3.50 4.00 5.80 6.00 

F i o = W * R / C s  

(b) 

Figura 5.7 a y b Impedancia vertical normalizada, 

cBm%aif;aciones cilíndricas -embebidas en- el semiespacio 

viscoel&tico. 
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- M. E. C. 
--- A P S E L  
-.-. DAY 

E/ R z 2  

y- 

] 
L . . . . . . . . . . . . . .  . 

Figura 5.8 a y b Impedancia de torsión normalizada, 

cimentacianes &r i~ l~ncki~as e-mbebidas en el~semigopacio 

viscoelástico. 
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M. E . C .  
--- APS EL 
- . -. D AY 

M .  E .  C. 
--- A P S E L  

Figura 5.9 a y b Impedancia horizontal normalizada, 

t - -- 6 s - i m e n t a c l o ~ ~ i l i n d r i & . a s  embebida-n e%--semiespacio 

viscoelástico. 
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Figura 5.10 a y b Impedancia de cabeceo normalizada, 

cimentaciones cilindricas-embebidas en el semiespacio 

viscoel~stico. 
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5.3-2 CIMENTACIONES SEMIESFERICAS 

Cuando la geometria de la cimentación en estudio es 

diferente a un cilindro circular recto, es decir cuando el 

contorno r no es exclusivamente normal a los ejes Z y p, se 

puede utilizar el método propuesto ya que el elemento de 

contorno axilsimétrico utilizado puede tener cualquier 

orientación, siempre y cuando se conserve la geometria de 

revolución ímplicita en la formulaciÓn. Para mostrar la 

potencia del ~étodo de los Elementos--deL Contorno se 

presentan las impedancias dinámicas de cimentaciones 

semiesféricas embebidas en un semiespacio viscoel~stico 

homogéneo, cuyas caracteristicas son de una densidad y 

modulo de rigidez transversal unidad y un valor del 

coeficiente de Poisson v=1/4 e introduciendo un factor de 

amortiguamiento viscoso de un 5% para ambas ondas S y P. 

En la figura 5.11, se muestra la dicretización 

utilizada. Los resultados se presentan, en linea continua 

en las figuras 5.12, hasta 5.16; correspondientes a las 

impedancias dinámicas de los movimientos de sólido rigido de 

desplazamiento vertical y horizontal y giros de torsión y 

cabeceo, asi como en la Última de esta serie de figuras los 

valores correspondientes al acoplamiento horizontal-cabeceo; 

frente a la frecuencia adímensional a. y normalizadas de 

acuerdo con f4.701. El número de elementos de contorno 

utilizado es de 62, diez de ellos en la interface 

cimiento-terreno. 

De la observación de las curvas, se infiere que el 

comportamiento de este t ip de c h n t ~ c i e n i s  es sLzilar ul 

de las correspondientes - al disco rigido soldado al 

semiespacio, fig 5.2 a. 5.5, pero con valores de los 

coeficientes incrementados; tal y como era de esperar a la 

luz de lo acontecido con las impedancias de las 

cimentaciones cilindricas embebidas, tratadas en el apartado 

anterior. 
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 demás se ha incluido, con linea discontinua en las 

figuras 5.12 a 5-16! los resultados presentados por Luco y 

Wong, de la misma cimentación en un semiespacio de identicas 

caracteristicas elásticas pero con unos factores de 

amortiguamiento viscoso del 1% y 0.5% para las ondas S y P 

respectivamente. Estos resultados corresponden a la misma 

representacibn integral utilizada por Apsel para 

cimentaciones cilindricas embebidas. 

~iscretización cimentación rígida semiesférica 

A efecto de reaiizar una comparación más adecuada, ya 
que los amortiguamientos utilizados en ambos ejemplos no 

coinciden, en las mismas figuras se han representado, linea 

de punto y guion,una linealizacion de las impedancias 

respecto del indice de amortiguamiento, a partir de las de 

Luco y Wong, en las que se observa que la parte real alcanza 

valores inferiores a los que presenta el M.E.C. para todas 

las frecuencias. El efecto de la linealización sobre la 

parte imaginaria de la impedancia es el de incrementar su 

valor situandolo practicamente sobre los valores 

proporcinados por el M.E.C.. La hipótesis de considerar la 

influencia del amortiguamiento de tipo lineal, para índices 

bajos del mismo, es correcta respecto del -coeficiente de 

amortiguamiento y no tanto para la rigidez equivalente. 
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.-.-.-. 

M.E.C. B=5% 
- - Luco h Uong 0 ~ 1 %  
-. - Luco h Uong 0 ~ 5 %  

Figura 5.12 a y b Impedancia vertical normalizada, 

cimentaciones semiesféricas, semiespacio viscoela&tico 
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,, , 

- - -  Luto h Uong B E ~ %  
-.- Luco b Hong B=5% 

. .  a * . . . v  . . .  . . . . S . . .  . . . * . S  

0 .00  1 .a0  2 .00  3.08 4 . 8 8  5.00 

j 
6.80 

Figura 5.13 a y b Impedancia de torsión normalizada, 

cirnentacio~ se&sfé~icas,semiespacio viseaeh&stico 
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H.E.C. 134% 
--- Luto a Wong O = 1 %  
-,- Luto & Wong 8 4 %  

t 
l . . .  . . . . . . t . . . . . . . . . ,  . i . i . i . i . , . . . . . . . . . , . i i i .  

M.E.C. 8 4 %  
- - -  Luto a Hong 0 ~ 1 %  
-, - Luco h Hong 0 ~ 5 %  

Figura 5.14 a y b Impedancia horizontal normalizada, 

.chen.t.aciones s;emiesf&ricas,sewiespac50- viscoel~stico 
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H.E.C. B=5% 
--- Luco A Nong B=1% 
-.- Luto h Uong 8 4 %  

--- Luto h Uong 0-1): 
-.- Luto h Hong 6 6 %  

Figura 5.15 a y b Impedancia de cabeceo normalizada, 

cimentaciones semiesf &ricas, semiespacio viscoel&tico 
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y----------- -. 
l.-. 

---.-.-.-. 
- H.E.C. 13-53! 
--- Luco h Wong 0 ~ 1 %  
-.- Luco h Wong 8 4 %  

- H.E.C. 8 4 2  
- - - Loco h Hong 0 ~ 1 %  

i. -.- Luco h Hong BUS% i 

~ ~ u ~ ~ i I ~ . ~ . . . i i . i . , . . . . . . . . . t . . . . . . . . . I . . . .  . . . . .  

Figura 5.16 a y b Impedancia de acoplamiento horizon - 
tal-cabeceo normalizada, cimentaciones semiesfericas; 

semiespacio viscoelástico 
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INTRODUCCION 

Frecuentemente el terreno en estudio no corresponde 

al modelo de suelo utilizado, semiespacio homogéneo e 

isÓtropo, bien por su morfología intrínseca o por intentar 

aproximarse a un modelo de suelo de módulo de rigidez 

variable con la profundidad, modelos de Winkler o Ffilich. 

Por ello es conveniente el poder modelar el terzem.o*como un 

sólido estratificado, considerando cada estrato como una 

subregión en las que las características del terreno se 

definen como constantes es decir cada uno de ellas es un 

medio homogéneo e is6tropo. 

En el primer apartado se presenta el estudio de un 

modelo simple, un estrato de potencia H sustentado por un 

semiespacio, mediante el que se puede poner de manifiesto la 

influencia de los diferentes parbetros que intervienen en 

el mismo como son : potencia relativa del estrato H/R y la 

rigidez relativa de la base Rcs; sobre los distintos tipos 

de cimentaciones consideradas en el capitulo anterior. 

En el segundo apartado del capitulo se muestran los 

res111 tadris nhtanidnc nara i ~ q  estr~tigraf 22 mzs c ~ m p l e  ju del ----- ----- ----a*---- E-&- 

terreno en los casos de cimentaciones superficiales y 

cilíndricas embebidas. 

En ambos apartados se realiza una comparación con los 

resultados obtenidos por otros autores, con diversos 

iü~todoc para los mismos ejempios, a fin ae validar ei método 

propuesto de cara a una aplicación practica del mismo. 

6.2 MODELO BICAPA 

El objetivo de estudiar este modelo relativamente 

simple es el +que- debodo a , sencillez el numero - de 
parbetros que intervienen es bajo y por tanto permite 
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realizar un estudio paramétrico del mismo. Ademas éste 

modelo muestra el comportamiento de la cimentación cuando 

aparecen frecuencias de resonancia de estrato que estan 

dadas, para el caso puramente elástico, por la expresión 

C4.361. 

Se considera una geometría del tipo de la figura.-4.1 

reducida a un estrato de potencia constante H sobre un 

semiespacio de rigidez variable. 

6.2-1 CIMENTACIONES SUPERFICIALES 

Para este tipo de cimentaciones se utilizan 

discretizaciones como la que se muestra en la figura 6.1 con 

ocho elementos de contorno en la interfase suelo-cimiento, 

siete elementos en la superficie libre y ocho elementos en 

la interfase entre estratos; utilizandose dos modelos de 

terreno, uno puramente elástico y el otro viscoel~stico al 

incorporar el amortiguamiento del material. 

Figura.-6.1 ~iscretización cimentación Superficial 

6.2-1-1 SUELO PERFECTAMENTE ELASTICO 

Con el modelo de suelo perfectamente elástico se 

presentan resultados correspondientes a dos ejemplos; en el 
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primero de ellos el semiespacio soporte es casi una base 

rígiaa, Rcs=íOY y en el segundo el valor de este parametro 

es de Rcs=2.5. 

Las caracteristicas del estrato son : una densidad de 
3 

1700 Kg/m ; un módulo de rigidez transversal de 680000 ~/m' 

y un coeficiente de Poisson v=0.3. 

En las figuras 6.2 y 6.3 se muestran las partes real 

e imaginaria de4as impedancias vertical y de torsión de la 

cimentación para diferentes valores del espesor relativo del 

estrato, H/R=0.5,1,2,3,4,7.5 adimensionalizadas con respecto 

a la rigidez estática correspondiente, tabla 6.11, frente a 

la frecuencia adimensional a. del primer estrato. 

De acuerdo con la expresión f4.361, la primera 

frecuencia de resonancia del estrato adimensionalizada esta 

dada por las siguientes expresiones para las ondas S y P 

que para los distintos valores del espesor relativo H/R 

adoptan los valores dados en la tabla 6.1 

T a b l a . 4 . I  

Primera frecuencia propia de estrato 

Ondas P 

5.8774 

2,938? 

U /D  I 
AA[ x\ Ondas S 

O. 5 

1.0 

3.1416 

1.5708 
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Para ambas impedancias se puede observar una fuerte 

oscilación a medida que aumenta la frecuencia y que aquella 

se suaviza y se desplaza hacia frecuencias más altas al 

incrementarse el valor del espesor relativo del estrato. 

En las gráficas de la impedancia vertical y para su 

parte real, rigidez equivalente, se observa que para los 

valores bajos del parbetro H/R los picos de resonancia son 

pocos y estan claramente asociados a las primeras 

frecuencias propias del estrato-y ,. en su parte imaginaria 

toman valores prácticamente nulos para las frecuencias 

inferiores a la de resonancia en el caso de H/R=l y valor 

nulo en todo el rango de frecuencias para el valor 0.5' 

indicando la poca absorción de energia por parte del 

semiespacio soporte, que es prácticamente una base rígida. 

Cuando la potencia del estrato se incrementa, el 

número de picos y valles es mayor y se extiende hacia 

frecuencias inferiores, para la rigidez equivalente, estando 

estos asociados en su mayor parte a los diferentes armónicos 

de las frecuencias naturales del estmto- para ambas ondas, 

aunque como se observa en la figura aparecen picos que no 

estan claramente asociados a ninguna de estas ondas, 

pudiendose imputar este hecho a la existencia de ondas 

diferentes a las citadas u a coiü5inacisnes de las primeras. 

En cuanto a la parte imaginaria de esta impedancia y 
---- pala ~ O S  valores íntermeaios ciei parbetro, las gráficas 

muestran como se incrementa la energia disipada por el 

modelo y desde frecuencias cada vez inferiores a medida que 

éste aumenta 

Para la impedancia de torsión, el comportamiento 

cualitativo, tanto para la parte real como imaginaria, es 

similar a la anterior presentando ésta picos de gran 

magnitud para los valores dos primeros valores de H/R, 

e, -saavizamdose nqxkdameaite a medida - qne- se-inmrnenta el 

valor del par&netro, asociados fundamentalmente a las ondas 
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S excepto para los valores de ~/~=0.5 y 1.0 para los que los 

picos situados a las frecuencias ao=5.0 y 6.0 que 

aparentemente estan asociados a ondas P. 

Los resultados que se presentan, pese a no haber sido 

comparados con los de otros autores representan 

adecuadamente el comportamiento que se esperaba del modelo, 

teniendo en cuenta la rigidez de la base, que produce 

grandes amplitudes en los picos de resonancia y el nulo 

amortiguamiento utilizado lo cpe implica qine toda la eneligáa 

se extrae del modelo por radiación. 

El segundo ejemplo ha sido tomado de la Tesis 

Doctoral de J.Cano, el cual procede de la de Chapel. Tal y 

como se dijo anteriormente el valor de la rigidez relativa 

de la base con respecto al estrato es de 2.5 y los 

resultados obtenidos se presentan con linea continua en las 

figuras 6.3a y b las partes real e imaginaria de las 

Mpedancias vertical para valores del espesor relativo del 

estrato de 0.5 y 1.0; como factor de normalización se ha 

' utilizado la rigidez estática de la cimentación 

correspondiente al semiespacio, En las mismas figuras se 

muestran los resultados de Luco, en linea discontinua; los 

de Chape1 (+) .y los de Cano ( * )  a fin de comparar los 

obtznícios por estos autores. 

Las figuras muestran, a igualdad de las del ejemplo 

anterior la fuerte ciepenciencia de la impeaancia con ia 

frecuencia, En las figuras correspondientes a H/R=0.5 

se observan discrepancias entre los resultados presentados y 

los uei resto ya que aparecen pequeñas oscilaciones a 

frecuencias inferiores a la primera frecuencia propia del 

estrato para las ondas S e intermedias entre esta y la 

correspondiente a las ondas P, tanto en la parte real como 

en la imaginaria, ademas de la magnitud del pico de 

resonancia asociado a esta Última que pueden ser debidos por 
- - mar parte a errores -de tzipo ~1iuian6rico o - -a" +a - presencia de 

ondas distintas de las citadas que extraigan energia del 
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modelo. Los valores correspondientes al coeficiente de 

amortiguamiento presentan valores bajos para frecuencias 

inferiores a la de resonancia, para la que se observa existe 

un pico de considerable valor. 

El comportamiento para las figuras b es similar al 

descrito si bien los picos adoptan valores mayores y de 

nuevo se manifiesta el mismo tipo de discrepancia con los 

resultados mostrados. 

De cualquier forma estas discrepancias no son de una 

cuantia no excesivamente grandes con respecto a Luco y Cano, 

mejorando los resultados presentados por Chapel. 

Tabla.-6.11 

Rigideces ~státicas Vertical y de ~orsión 

cimentación Superficial sobre base rígida, v=0.3  
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- HIR -0.5 
- -HIR =ID 
- - W R  =20 
----HIR 23.0 
- - - H / R = r ; D  
- - -HIR ~ 7 . 5  

I 

(b) 
- G Figura 6.2 a y- b-Tmpedmcia- vertical, - estrato -de 

potencia variable sobre semiespacio rígido 
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Figura 6 ~ 3  z y -b -XmPedaacr@a d e  - torsión, estrato de 

potencia variable sobre semiespacio rigido 
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Cano 
+ Chapel 

Rcs i 2 .S 

f 

- M.€ .C. - - - b e 0  * Cano 
+ Chapel 

Rcs = 2 .S 

- M.E .C. ---  
k Cano 
+ Chapel 

R c s  = 1 . S  i 

Pigura- fr; 4-  a -y b Parbetros - de VeBet.sss- - verti-cal 

,estrato de potencia variable sobre semiespacio Rcs=2.5 
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6.2-1-2 ESTRATO Y SEMIESPACIO VISCOELASTICOS 

De acuerdo con lo dicho anterirmente, todos los 

materiales reales tienen amortiguamiento. Con objeto de 

contrastar los resultados obtenidos mediante el M.E.C. y los 

presentados por Kausel y Ushijima usando una formulación del 

M.E.F. capaz de incorporar el amortiguamiento del material 

5 =5%,  sobre base rlgida, se ha variado el parámetro de la 

rigidez relativa del semiespacio Rcs=2,4,100 con potencias 

relativas del estrato de-.~/W=2 y 3. 

En las figuras 6,5a,b y 6.6a,b; se muetxan las partes 

real e imaginaria de las impedancias vertical y de torsión, 

normalizadas con respecto a la rigidez estática 

correspondiente, frente a la frecuencia adimensional a. del 

estrato y valor de H/R=2. En ellas se incluyen los valores 

obtenidos por los autores citados en linea de raya y guión 

para base rígida. Como se puede observar, el comportamiento 

cualitativo es similar, especialmente cuando la rigidez 

relativa aumenta. Este efecto tiene importancia en las 

impedancias verticales y muy poca en las de torsión. 

En la impedancia vertical, tanto en su parte real 

como imaginaria, las curvas tienen una fuerte dependencia de 
frecuencia m ~ s t r a ~ d ~  picos y y-ulles us=ciad~s lus 

frecuencias propias de estrato para las ondas S y P y 

algunas otros intermedios, no imputables directamente a 
12s unt-r-~res, es+---&- Luriuv cubua -m+-- ---m- uit;juL S -  ~i j a d ~ ~  -- a I ~ s  

frecuencias correspondientes y de menor magnitud que en el 

caso puramente elástico, 

Los va-lores obtenidos por el M.E.C., - en su parte 

real, presentan valores inferiores a los correspondientes 

del M.E.F. para el caso de base rígida, observandose ademas 

como a medida que el parámetro Rcs evoluciona hacia valores 

menores la rigidez disminuye a medias y altas frecuencias, 

- . . - - -4iuavizand~i3se~ las curvas ,mientras--que -la -posición de los - 
picos de resonancia permanece prácticamente constante. 
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El coeficiente de amortiguamiento presenta un 

comportamiento diametralmente opuesto incremeniandose su 

valor a medías y altas frecuencias a medida que se 

desrigidiza el semiespacio soporte, debido a la mayor 

energia disipada, manteniendose siempre superior al valor 

proporcionado por los elementos finitos en la hipótesis de 

base prácticamente rígida, mientras que para valores de la 

frecuencia menores que la primera de resonancia, el 

coeficiente se mantiene siempre superior a aquellos. 

La impedancia de torsión, muestra un comportamiento 

similar al de la impedancia vertical pero mucho más suave. 

Las discrepancias en cuanto a picos de resonancia que 

no aparecen bien a través del M,E.C- o del M.E.F. pueden ser 

debidos tal y como se ha dicho a la aparición de otros tipos 

de onda y tambien pudiera ser que el modelo empleado por los 

elementos finitos utilice discretizaciones muy groseras para 

poder analizar correctamente el modelo. 

En las figuras 6.7a,b y 6.8a1b, se muestrsn los 

mismos resultados que en el caso anterior para un valor de 

H/R=~, para los que son totalmente válidos los comentarios 

del párrafo precedente, teniendo en cuenta que al aumentar 
la p~+,eccia  dpl p ~ t r i + , ~  Ei-prO de picos y val1-c: ailm-nt- -- 
al desplazarse las frecuencias propias hacia valores 

inferiores, de acuerdo con la tabla 6.1, y por tanto 
< -m-nm-n+- -nAf ien  nl m-<mn-n * .  
A A l \ r L ~ ~ ~ I I L . U I I U V ~ C i  Al-CiAV de Ü ~ O ; ~ ~ S G S  de las mismo v e  

intervienen. Ademas es de destacar que el comportamiento, 

tanto cuantitativo como cualitativo de las curva 
a la parte real de la impedancia 

entorno a a=2.0 y 5.0 es diferente; ya que el M.E.C. alcanza 
O 

valores de la rigidez negativos para el valle situado en 

a,=4.3, mientras que el otro método se mantiene siempre 

posítivo. 

En otr* selsi.e de f igucasb8~9a, b y 6. loa, b se presenta 
la influencia del amortiguamiento, para las impedancias 
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vertical y de torsión, cuando aquel adopta los valores 

siguientes 5=5,10,20 % para H/K=Z y Rcs=iQQ. Se puede 

observar que, al icrementar el indice de amortiguamiento, en 

los resultados correspondientes al método propuesto se 

producen dos efectos claramente diferenciados. 

El primero, es la suavización de la curva de 

respuesta de la cimentación para ambas impedancias y el 

segundo, la disminución de la parte real, fundamentalmente 
- en la impedancia vertical llegando a adoptar para el índice 

más alto,valores nulos y negativos para gran parte del rango 

de frecuencias estudiado. Las gráficas presentadas por 

Kausel y Ushijima muestran un comportamiento diferente, si 

bien se produce el suavizado de la respuesta, no ocurre el 

efecto de desrigidización apuntado; contradiciendo de esta 

manera lo que acontece para estas mismas cimentaciones sobre 

el semiespacio viscoelástico al aumentar c.  

En cuanto a la parte imaginaria, los valores 

obtenidos se incrementan a medida que aumenta el indice de 

amortiguamiento utilizado. Con la formulaciÓn de elementos 

finitos esto no ocurre siempre asi adoptando valores 

inferiores del coeficiente para indices mayores 

z~ntrodicfeílUlo de nueva 13s resultados d e l  semlesnacio. -Jr- 

El estudio de la influencia del espesor relativo del 

esiratu se muestra en l a s  figiüras 6.11a,U y V.12ufh con 

Rcs=100 en el M.E.C. y los correspondientes de Kausel y 

Ushijima para las impedancias vertical y de torsión, ambos 

para 5=5% y ya na sicio en parte comentado en ~ & L L S L ~ O S  

anteriores. 

Como ocurria en los diferentes parámetros 

anteriormente estudiados, la influencia del espesor 

relativo del estrato tiene importancia en la impedancia 

^v~cal-fundamentalmente siendo poso- -refevante en-Y&- -de 

torsión debido a que esta Última esta excitada tan solo por 
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ondas de tipo SH o SV mientra que la primera lo es 

fundamentalmente por las ondas P. 

En la tabla 6.111, se dan las rigideces estáticas 

correspondientes a una cimentación superficial en medios 

bicapa en función de los parámetros Rcs y H/R para un 

estrato de las mismas caracteristicas que el del caso 

elástico salvo en el coeficiente de Poisson que toma a 

igualdad que en el M.E.F. el valor v=1/3 y para ?=S%. 

Tabla.-6.111 Rigideces ~státicas cimentación 
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1 - RCs: 2 - - -  RC,: 4 

-. - AC, : 100 

---- M . E . F .  (Kausel. . .) 

-r Figura- 6 . 5  a: y =b "Hmpedancia Vertical-. -Estrato y 

semiespacio viscoel~sticos. 



CAPITULO VI . Resultados Medios Estratificados VI,-15 

- RC,: 2 

- - -  RC,: 4 

- .  - A C , :  100 

4 M.E.F. (Kaure l .  . .) 

Figura 6.6 a y b Empednncia de: ~ o r s & +  - Estrato 

y semiespacio viscoelasticos. 



CAPITULO VI Resultados Medios Estratificados V1.-16 

RC, : 100 i -iRc'= " 

.y - Figura 6*. 7 a y b -Impedancia Tbgarti~aP. -- Estrato y 

semiespacio viscoel~sticos. 
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---- H.E.F. (Kausel .  . .) t 

- RCs r 2 

- - -  RC.2  4 

-.- R C s =  100 

- -- M.E.F. ( K a u s e l . .  .) 

i 
1 

--Pigura 6.8 a y b Impd-aPr@ia de ~omi6n .  Estrato 
y semiespacio viscoel~sticos. 
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e Fágara 6,9 a y - E -1~pedancia Vertical. - Tnf luencia del 

amortiguamiento. Estrato H/R=2, sobre base rígida 
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- Figura 6.10 a y-~b hpedsncia de- ~saisá6w. - Influencia 

del amortiguamiento. Estrato H/r=2, base rígida. 
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Figura 6 i 1 9 - a  y b-1mpedanci.a -Vertical. - m£-luencia 

del espesor relativo del estrato, base rigida. 
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(b) 
- Fi(yuT&-- 8 :12 a y b Impedancia cZe ~orsión. Influencia 

del espesor relativo del estrato, base rígida. 
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6.2.2 CIMENTACIONES EMBEBIDAS EN MEDIOS BICAPA 

VISCOELASTICOS 

De acuerdo con lo expuesto en la introducción del 

capitulo, se muestran en este apartado los resultados 

obtenidos a través del M.E.C. para cimentaciones embebidas 

en modelos de terreno estratificado bicapa. Se estudian dos 

tipos de cimentación, cilindricas y semiesféricas. 

En las primeras se analiza su comportamiento c ~ t e  

excitaciones vertical y de torsión y las segundas frente a 

la totalidad de tipos de excitación posibles. 

6.2-2.1 CIMENTACIONES CILINDRICAS 

Como ejemplo de cimentación cilindrica embebida, y a 
efecto de comparación, se muestran los resultados obtenidos 

para una cimentación con un grado de embebimiento igual a la 

unidad y como en casos anteriores los parhetros de rigidez 

y potencia relativas del estrato variables, con unas 

caracteristicas mecánicas del mismo identicas a las del 

correspondiente estudio de cimentaciones superficiales. 

Las constantes del semiespacio soporte son : una 

densidad P=2100 !Xg/m, coeficiente de Poisson v=Q.25 y 

factor de amortiguamiento g=5%, siendo el módulo de rigidez 

transversal variable a fin de conseguir el valor deseado de 
la ---'-A-' y ~ u e s  L-eldLiva de la base respecto af estrato, 

parmetro Rcs. 

La tiiscretización utilizada consta de 8i elementos de 

contorno distribuidos de Pa forma siguiente: 29 en la 

superficie libre, 20 en la zona de contacto y 32 en la 

interfase entre el estrato y el semiespacio, tal y como se 

muestra en la figura 6.13. 

En -las f ipras 6d4-y;fi:lS a y b -  3-;+se presenta la 

parte real e imaginaria de las impedancias vertical y de 
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torsión normalizadas con respecto a su correspondiente valor 

estatico, para H/R=2 y valores de Rcs=2,4,100, este ultimo 

con objeto de realizar una comparación con los resultados 

presentados por Kausel y Ushijima para el mismo tipo de 

cimentación obtenidos por medio del M.E.F. 

~iscretización cimentación embebida, medio bicapa 

Tal y como ocurre para el caso de cimentación 

superficial el comportamiento cualitativo es correcto en 

ioao ei rango de Frecuencias estudiauas, especiaimente para 

Rcs=100. 

En la impedancia vertical y en su parte real se 

observa que el M.E.C. obtiene valores inferiores de la 

rigidez vertical, a los correspondientes del M.E.F., Rcs 

infinito; mientras que el coeficiente de amortiguamiento 

correspondiente a ésta impedancia los valores que se 

alcanzan son similares a alta frecuencia, produciendose las 

ya observadas discrepancias a frecuencias inferiores a la 
-- primer2 aicecuencia propia de estTato; para las que el método 

propuesto da valores superiores. 
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La impedancia de torsión, en su parte real e 

imaginaria, muestra un comportamiento similar, si bien la 

curva tiene una variación más suave con la frecuencia, 

fundamentalmente a medias y altas frecuencias. 

Respecto a la variación del parámetro de rigidez 

relativa del semiespacio soporte, al disminuir este es el de 

suavizar las gráficas, disminuyendo la amplitud de los picos 

y valles asociados a las frecuencias propias del estrato y 

ademas provocar un desplazamiento de los--mismos hacia 

frecuencias inferiores a la teórica, dada por la tabla 6.1 

tanto en la parte real como imaginaria, fundamentalmente en 

las impedancia vertical. 

Para la impedancia de torsión la influencia de este 

parbetro es prácticamente despreciable, como es habitual a 

similitud con lo acontecido en el resto de las cimentaciones 

hasta ahora estudiadas. 

En las figuras 6.16 y 6.17a y b, se muestran 

resultados análogos a los representados en las ..fi,yras 

anteriores; para un valor de la potencia relativa del 

estrato de H/R=3 e identica variación del resto de los 

parbetros. De ellas se puede comentar lo mismo que en el 
1 - - _ L -  preceuence, cun la salvedad de debídu a la rnayur 

potencia del estrato las gráficas muestran picos de 

resonancia a frecuencias intermedias e inferiores asociados 

a los uistintos armónicos de las frecuencias de estrato para 

las ondas S y P. 

En las figuras 6.18 y 6.19a yb, se presenta la 

influencia del parámetro de potencia relativa del estrato, 

tan solo para el caso de Rcs=100, y los valores expuestos 

por Kausel y Ushijima. En ellas se observa la concordancia 

cualitativa de ambos métodos, M.E.C. y M.E.F., si bien los 

valores correspondientes al primero son cuantitativamente 

inferiores en -pr&eticasnente- esde el rango de fre~ue~cias, 

especialmente para la impedancia vertical. 
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En la tabla 6.IV se presentan los valores estáticos 

de las rigideces correpondientes a un movimiento de 

translación vertical y al modo de torsión. 

Tabla.-6.IV Rigideces ~státicas cimentación 

embebida, estrato v=1/3 
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M . E . F .  ( K a u s e l . .  .) 

0.08 1 .BE 2.00 3.00 4 .E0 5.00 6.00 

f l o = W x R / C s  

1. . . . . . a , . . , . , . . . , , , . . . a , , , - . a - , . . , . a . 

-.- RC, = 100 

M.E.F. ( K a u s e l . .  .) 

B. 00 1.88 --. 2.00 3 .OO 4.00 ' 3 . 0 8  6.00 

Figura 6.14 a y b Impedancia vertical normalizada, 
-r - - - c i n i e n ~ c i ~ r i  - cilindrica enabebkdii err un -estrato y 

sobre un semiespacio viscoel~stico. 
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---u H.E. F. (Kause l .  . . 

l . .  . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . .-. . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . l  

Figura 6.15 a y b Impedancia de torsión normalizada, 

chentacióa cikhdrica- embebida -en-inn estrato y sobre 

un semiespacio viscoelástico. 
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- - -  RC,:  4 

-.- RC, : 100 

-.-e M.C. F. ( U r u s e l .  . .) i 
1 

0.00 1 .00 2.08 3.00 4.00 5.00 6.00 

Figura 6.16 a y b Impedancia vertical normalizada, 

cim~3íicioir cildndrica embebida e m -  un s estrato y 

sobre un semiespacio, viscoel~sticos. 
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t - RC, t 2 

- . -  RC, : 100 

---- M.E.F. (Uausel. . .) 
E 

--e- M.E.F. ( K a u s c l . .  .) 

Figura 6.17 a y b Impedancia de torsión normalizada, 

cimentaeim: .= e i ~ h d r i c a  ?-$ida en un es t ~ a - t e  y - 

sobre un semiespacio, viscoel~sticos. 
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Figura 6.18 a y b Influencia del espesor relativo, 

iaPmpdanc-i-a ~erticmk.~ simentacion ciliridriea- embebida 

en un estrato y sobre un semiespacio, viscoelásticos. 
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Figura 6.19 a y b Influencia del espesor del estrato, 

impedancia de torsión; ciianentacion cilhdrica embebida 

en un estrato y sobre un semiespacio, viscoel~sticos. 
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6.2-2-2 CIMENTACIONES SEMIESFERICAS 

El estudio de la respuesta de cimentaciones 

semiesféricas en medios estratificados viscoel~sticos se ha 

realizado con el M.E.C. de forma similar al apartado 

anterior, utilizando una discretización del tipo de la de la 

figura 6.20 con un total de 73 elementos de contorno, 

distribuidos de la forma siguiente : diez elementos en la 

superficie de contacto, 29 en la superficie libre y 34 en la 

interfase entre e& estrato de potencia H y el semi-c'epacio 

soporte. 

Las características del estrato son: densidad unidad, 

coeficiente de Poisson de un cuarto, ~Ódulo de Rigidez 

Transversal unidad y un factor de amortiguamiento del 5% 

para ambas ondas S y P. Las propiedades del semiespacio son 

identicas a las anteriores excepto el módulo de rigidez 

transversal que adopta los valores necesarios para obtener 

una variación del parámetro de rigidez relativa Rcs=2,4,100, 

a igualdad del ejemplo anterior. 

~iscretización cimentaciones semiesféricas, bicapa 

En las figuras 6.21 hasta las 6.25 ayb, se presentan 

la parte real e imaginaria de las impedancias vertical, 

torsión, horizontal, cabeceo Y acoplamiento 
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horizontal-cabeceo para un valor del parbetro de potencia 

relativa aei estrato ae H / R = ~  y para los vaiores de Rcs 

mencionados en el párrafo anterior, incorporando con fines 

de comparación los resultados del semiespacio, 

adímensionalizadas por la rigidez estática respectiva, que 

se muestran en la tabla 6.V, frente a la frecuencia 

adimensional del estrato desde el valor cero hasta seis. 

Del análisis de las figuras, se puede afirmar que el 

comportamiento de las cimentaciones semiesfericas en un 

medio estratificado difiere considerablemente del que 

presentan las mismas en el semiespacio para las impedancias 

dinámicas vertical, horizontal, cabeceo y acoplamiento entre 

ambas. 

La impedancia vertical presenta una marcada variación 

con la frecuencia, con valores claramente menores desde 

frecuencias del orden de a =2.0 hasta prácticamente el valor 
O 

4.5 a partir del que se incrementan las rigideces 

equivalentes, el valor minimo del valle se produce en las 

proximidades de ao=3.0, existiendo diversos picos no 

asociados directamente a las frecuencias propias del estrato 

especialmente para el valor inferior de RCS. 

El -0ef i c i  ente de a m o r t i p a r n i  ente present~ pAsm 

variación con la frecuencia, adoptando valores claramente 

inferiores a los correspondientes del semiespacio, tal y 

ccxw era de esperur, Uebids u la mxmr perUiUa Ue ener& 

que presenta el modelo estratificado al rigidizar el 

semiespacio soporte. 

El efecto del aumento del parámetro Rcs, rigidez 

relativa de la base, es análogo al de cimentaciones 

anteriores en el sentido de producir una magnificación de 

las amplitudes de los picos de resonancia y provocar el 

desplazamiento de los mismos hacia frecuencias más altas. 
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No obstante, en estas cimentaciones y pese a estar 

tratancio un modelo viscoei~siico para valores bajos del 

par&netro y a frecuencias intermedias se produze una fuerte 

oscilación de los resultados, la cual desaparece al aumentar 

Rcs. La causa de esta oscilación puede imputarse a dos 

fenómenos bien distintos, el primero a la posibilidad de la 

existencia de errores numéricos, por un mal condicionamiento 

de la matriz de coeficientes y el segundo a la aparición de 

ondas diferentes de las S y P del tipo de las de Rayleigh o 

Love de forma &al que extrah&gan energia del modelo; 

necesitando ampliar los estudios ya realizados. En otro 

sentido se debe destacar la diferencia de comportamiento 

cualitativo con las cimentaciones cilindricas con el mismo 

grado de enterramiento y potencia de estrato para la que la 

rigidez equivalente asociada a la frecuencia propia de 

estrato asociada a la onda P adopta valores negativos, en la 

semiesférica se alcanza el maximo positivo, estando el valor 

minimo asociada a la onda S mientras que en las cilíndricas 

este pico es prácticamente irrelevante. 

La impedancia de torsión, tanto en su parte real como 

imaginaria, no presenta prácticamente diferencias con los 

valores obtenidos para el semiespacio, resaltando una vez 

más su insensibilidad al incremento de la rigidez del 
afrmi nanar-i n a~nnrto do 12 estr-tinraq; a -----r---- r-- -- 3----- - 

La impedancia horizontal presenta un comportamiento 
e i m < 1 3 ~  3 1 3  - e v + < n = l  n w n n n t n  a- 

U wGICIIbuI, =CLb=pCIV el uopectG c ~ u l i t a t i - m  de 

que en la parte real sus valores, adimensionalizados, 

siempre se mantienen inferiores a los del semiespacio, 
---L----1- L--L' -- 
ltluzj L L ~ X ~ U U  ~cllu~lt-11 , d-úilqüe ILeiiO8 a~üsaddlíiente , l a ~  

oscilaciones.-ya reseñadas para Rcs=2. 

En la impedancia de balanceo se puede señalar que el 

comportamiento de las gráficas es más suave que las 

anteriores, excepto la de torsión, presentando diferencias 

ecsn 4 a a  -&ltímarr eneu- parte real en que -e+ val- maximo se 

alcanza a frecuencias intermedias y muy alta. En cuanto a 



CAPITULO VI Resultados Medios Estratificados V1.-35 

la parte imaginaria se observa que los resultados para el 

semiespacio y el modeio son prácticamente coincidentes 

excepto para frecuencias inferiores a dos. 

La influencia del par&netro de rigidez de la base es 

a& menos acusado que en la impedancia precedente debido a 

estar excitado por ondas de tipo S. 

Las impedancias cruzadas muetran un comportamiento 

cualitativo similar a las de balanceo en su parte real, 

mientras que el coeficiente de amortíguamiento tiende a 

comportarse de forma parecida al correspondiente de la 

impedancia horizontal. En esta impedancia la influencia de 

Rcs es mayor que en las dos anteriores. 

Tabla.-6,V Rigideces ~státicas Cim. ~emiesféricas 
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..Rcs=2 
--- Rcs-4 
-.-.- Rcs=100 
--- Semi espacio 

Rcs=2 
--- Rcs=4 
-.- Res= 1 U0 
--- Semiespacio 

- '=-Figura 6 - 21 a y b impedancia- vertical normalizada, - 

cimentación semiesférica, medio estratificado bicapa 
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- -- Semiespacio 

\ - Rcs=2 
r "1 
+; ! 

- - - Rc.s=~ 
U -.-.- Res= 100 

---- Semi espac i o 

4 

- - Figura 6.22 a y b Xmpedancña detorsión normalizada, 

cimentación semiesfdrica,medio estratificado bicapa 
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Figura-6723 a y  b-Tmpedancia horizontal?iolmalizada, 

cimentación semiesférica, medio estratificado bicapa 
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--- Semi espac i o 

--- Semiespacio 

-.- - Figura 6.24 a y b Impedancia -de cabeceo ~rmmalizada, 
cimentación semiesférica,medio estratificado bicapa 
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--- Semi esp ac i o 

Rcs-2 
--- Rcs=4 
-.- Res= l0O 
--- Semiespacio 

- -- - -Figura 6.25 a y Ib_ Irnpedancri-a-de acopE4fFmrjlentm normalizada, - ... 

cimentación semiesférica, medio estratificado bicapa 
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6.3 - MEDIOS ESTRATIFICADOS MULTICAPA 

En este apartado se analiza el comportamiento del 

método y se estudian los resultados para medios más 

complejos que los utilizados en apartados precedentes y en 

cimentaciones superficiales y cilindricas embebidas. 

6.3-1 CIMENTACIONES SUPERFICIALES 

Este ejemplo, tomado de ba tesis de J. Cano y que a 

su vez proviene de un problema real ejecutado por medio del 

programa LUCON, estudia el comportamiento de una cimentación 

superficial de radio 52.5 pies que descansa en un terreno 

estratificado consistente en cuatro estratos sobre un 

semiespacio cuyas potencias y propiedades mecánicas se dan 

en la tabla 6.VII. 

Tabla 6.VII.- Propiedades mecánicas y potencia estratos 

unidades en libras, pies y segundos 

La discretización utilizada es el del tipo de la 

figura 6.26, con 10 elementos en la superficie de contacto 

entre cimiento y terreno, 9 elementos en la superficie libre 

y 12 elementos en cada una de las cuatro interfases entre 

estratos. El tamaño maximo del elemento esta obtenido en 

función de la longitud de onda de la excitación y es de 49.2 

pies en la superficie con lo que se alcanza una distancia de 

412.7 pies de superficie libre e interfases. En el modelo 

se empleó esta discretización para todo el rango de 



CAPITULO VI Resultados Medios Estratificados V1.-42 

frecuencias que varia de forma adimensional entre 0.2 y 1.4 

que en Frecuencia circular corresponde a 

Figura 6.26.- ~iscretización Címentacion Superficial 

Medios Multicapa 

En las figuras 6.27ayb hasta la 6.30ayb se presentan 

, en linea continua,los resultados adimensionalizados con 

respecto a la rigidez estática del disco soldado a un 

semiespacio con las características del primer 

estrato,frente a la frecuencia adimensional ao, en el rango 

indicado previamente, para las impedancias dindcas 

correspondientes a los movimientos vertical, horizontal y 

los giros de torsión y balanceo. En las mismas figuras se 

presentan con distintos tipos de linea los resultados de J. 

Cano y de Luco, siendo los del prikero obtenidos a través 

del M.E.C. y con discretización similar. De los resultados 

presentados por Luco se desconoce la discretización 

empleada. 

La parte real de la impedancia vertical presenta un 

maximo para ao=0.4, para acontinuación ir decreciendo, con 

una inflexión en torno a 0.6, para estabilizarse a partir de 
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la frecuencia 1.0. El método propuesto proporciona 

ricjidzces diii&iuas quivaienies superiores a ios valores de 

Luco en todo el rango de frecuencias, con discrepancias 

apreciables a partir de la Última de las frecuencias 

mencionadas. En cuanto a la comparación con Cano, este 

obtiene valores superiores en el primer tramo, con el maximo 

desplazado hacia frecuencias más altas, para a partir de la 

frecuencia unidad tomar valores muy inferiores proximos a 

los de Luco. Las discrepancias entre las tres curvas de 

respuesta se mantienen para la parte imaginaria si bien la 

discrepancia a alta frecuencia es aparentemente 

contradictoria pues los mencionados autores obtienen para 

rigideces menores coeficientes de amortiguamiento tambien 

inferiores lo que no es usual. 

La impedancia de torsión, en la que tan solo se 

compara con Cano, presenta como es habitual las menores 

discrepancias tanto en su parte real como imaginaria y tiene 

un comportamiento muy suave a lo largo de todo el rango de 

frecuencias estudiado. 

Las discrepancias entre las diversas curvas son 

menores en la impedancia horizontal, obteniendo valores 

superiores de la rigidez prácticamente en todas las 

frecuencias, mientras que la parte imñgiczria coincide en 

gran parte con los resultados de Cano. 

Con respecto a 1s ispvduncia de balanceo, el 

comportamiento es muy similar a la anterior dando valores 

superiores en la parte real y casi coincidentes en la 

- i m a g i n r \ r i ~ .  

De lo anterior se desprende que la mayor discrepancia 

se produce en la impedancia vertical y dentro de esta en su 

componente real. 

De la observación de la tabla 6.VII se desprende que 
el primer estrato es más rígido que el resto salvo el 
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tercero y que el de mayor potencia es precisamente el menos 

rígido. 

La compleja estratigrafia que presenta el problema en 

estudio no permite decir a priori cual es la frecuencia 

propia de estrato más significativa ni a cual de ellos 

corresponde. Con objeto de tener una idea acerca de 

la frecuencia hacia la que sería de esperar que el modelo 

resonara, se realizaria un modelo bicapa tomando la media 

ponderada , por la respectiva potencia del estrato, de todas 
las velocidades de progación de las ondas S y se obtendr5a 

una relación Rcs=0.85, con respecto al primer estrato. 

Suponiendo otro modelo sencillo formado por el primer 

estrato sobre una base rígida y elástico deberia resonar a 

la frecuencia ao=1.697, es decir ligeramente' superior a la 

maxima frecuencia en estudio y para la que tanto Cano como 

Luco estan proximos a un valor minimo o negativo. Esta 

hipótesis esta en contradicción con el modelo aproximado 

anterior ya que este no deberia resonar a esta frecuencia de 

acuerdo con lo visto en apartados anteriores , y  ademas la 

bondad de esta suposición puede en parte estar confirmada 

por el hecho de que la rigidez estática que se obtiene en el 

modelo resuelto es menor que la teórica para el semiespacio 
con las caracte&sticas del p-L~ey estruto.  

No obstante lo expresado en párrafos anteriores será 
nocosurio rezliz~z estwiias cí;i;ipleiiiefitarios, dcanzando 

frecuencias superiores y con discretizaciones más finas a 

fin de observar la evolución de la gráfica. 
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-- - Figura 6.27 a y b -~&etr+s de -Veletsos , movimiento 
vertical, medios. estratificados. 
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M. E.C. 
--- C a n  o 

z- - - -Figura 6.2%.%a -y b ~ashetros de -Veletses, movimiento 

de torsiÓn,medios estratificados. 
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M. E. C. 
--- L u c  o -.- C a n o  

m 
N 

m 

i 
- M. E. C. 
--- C u c o  
-.- C a n o  

F i v r a  5.29 a y b ~arhetros df? Veletsos-, movrn i i enCo  

horizontal, medios estratificados 



CAPITULO VI Resultados Medios Estratificados VI.-48 

M.E.C. 
--- Luc  o - .- C a n  o 

M E C 
--- L u c  o 
- .- C a n o  

de cabeceo, medios estratificados. 
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6.3-2 CIMENTACIONES EMBEBIDAS 

Este ejemplo se presente a fin de contrastar con los 

resultados correspondientes a Apsel y a Day. La cimentación 

bajo estudio tiene 40 pies de radio y un grado de 

embebimiento E/R=0.40. La estratigrafia del terreno es la 

dada en la tabla 6.VIII y se refleja en la figura 6.31 junto 

con la discretización utilizada que consta de 123 elementos 

distribuidos de la forma siguiente: 32 en la superficie 

libre y 6 en la zona de contacto entre la zapata y el primer 

estrato' 43, de los que 11 estan en la zona de la 

cimentaci&, en la interfase entre el primer y segundo 

estrato y 42 en la segunda interfase entre el estrato y el 

semiespacio soporte. 

Los resultados y se presentan en las figuras 6.32ayb 

a la 6.34aybf en linea continua, junto con los de Apsel, 

linea discontinua y Day en linea de punto y guión. El 

modelo de terreno utilizado, de acuerdo con sus propiedades 

de amortiguamiento, es prácticamente elástico con objeto de 

' comparar con el segundo de los autores que usa elementos 

finitos sin amortiguamiento del material. 

De la observación de las figuras se desprende que 

existen & g m a s  díscrenancias entre 10s resultad~c Jr------- 

proporcionados por el M.E.C. propuesto y los citados 

anteriormente, ya que éstos proporcionan unas curvas con una 

x - ~ ~ ~ i ~ ~ i ~ ~  su~x-re en tude ranp Ge frec~encius eswdiad~. 

El método de los elementos de contorno utilizado 
-...A--..--: ,Lw,wLLAw,,, --- er; frezüeixias bajas y iíiedias -mis ~ a ~ i ~ ~ i ~ i l  S . #  

similar , pero a partir de ao=4.0 aparecen picos análogos a 

los que se presentaban en los modelos bicapa ya estudiados. 

De acuerdo con el razonamiento llevado a cabo en el 

apartado precedente y al ser el suelo modelado como elástico 

y tener una Wcs>l.O, aparentemente debería existir cierta 

resonancia. 
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En sentido opuesto se ha introducido en el modelo un 

&dice de amortiguamiento mayor que el indicado, 

prácticamente duplicado, y los resultados aunque no se 

representan, trasladan la aparición de los picos hacia 

frecuencias &S altas, lo que en cierta medida puede inducir 

a pensar que el método utilizado requiere de un cierto grado 

de amortiguamiento debido a posibles problemas de tipo 

numérico; que de nuevo habrán de ser objeto de un estudio en 

mayor profundidad, 

Figura 6.31.- ~iscretización ~imentaci6n Embebida. Medio 

Multicapa 

Tabla 6.VIII Propiedades ~ecánicas Estratos 

unidades en libras, pies y segundos 

0.5 1 0.25 1 16.0 

0.5 O'. 25 16.0 
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e Figura- 6.-32-a y b Impedancia horizontaP normalizada, 
cimentación embebida,medio multicapa 
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H.E.C. 

Figura 5.18 a y b Impedancia de cabeceo normali-zada, 

cimentación embebida, medio multicapa 
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<S-' 

Prgura 6.34 a y b 1mpedG2ia di+ acoplamiento 

normalizada, cimentación embebida, medio multicapa 
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6,4 RIGIDECES ESTATICAS 

En este apartado se presntam de forma gráfica los 

valores de las rigideces estáticas vertical y de torsión 

correspondientes a cimentaciones superficiales y cilindricas 
embebidas en medios bicapa. 

En la figura 6.35 se muestra la influencia de la 

potencia relativa del estrato para las cimentaciones 

-superficiales, correspondientes a. -.la tabla 6.11, en linea 

continua y mediante * los valores dados por Kausel y 

Ushijima para los mismos valores del par&etro R/H. 

Como se obseva la variación de la rigidez de torsión 

se puede aproximar de forma lineal mientras que para la 

rigidez vertical no ocurre lo mismo, especialmente cuando la 

potencia del estrato es pequeña, para la que parece más 

apropiado una variación de tipo potencial. 

Figura 6.35 Rigidez Estatica Vertical y de ~orsión 

- .- - .. .. , ximentacL6-R. auperf icial en fun:i&- de la potencia 

del estrato sobre base rígida 
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En las figuras 6.36 a y b se presenta la influencia 
. . de la rig idez  relativa del semiespacio soporte en los 

valores de la rigidez de ambos movimientos para 

cimentaciones superficial y embebida cuyos valores estan 

tabulados en las tablas 6.111 y 6.IV y sobre las que se han 

señalado con * los valores correspondientes a los autores 

anteriores. 

Las rigideces en este caso muestran una fuerte 

dependencia de los parametros E/R y H/R, con valores 

crecientes a medida que se incrementa el primero y 

decrementa el segundo. Frente al parámetro Rcs, rigidez 

relativa, se observa que los valores tienden asintóticamante 

al valor correspondiente a una base rígida y simulada por el 

método desarrollado para el valor 100, que de hecho no se ha 

representado por motivos de escalado del dibujo, con objeto 

de reflejar mejor el comportamiento para valores bajos de 

Rcs. Esta tendencia se puede recoger de forma adecuada 

mediante una variación de tipo exponencial para valores 

constantes de los otros dos parbetros. 
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Rcs (Rigidez Relativa) 

1 .88 143.430 243.08 38.80 48.00 

Rcs (Rigidez Relativa) 

(b) 
Figura.-6.36 Rigidez ~stática Vertical y de ~orsión 

para cimentaciones superficiales y embebidas, en 

función de Rcs, E/R y H/R 
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7.1 RESUMEN 

El primer objetivo cubierto por esta Tesis es el 

desarrollo de una formulación directa del Método de los 

Elementos de Contorno, capaz de hacer frente a la resolución 

de problemas elastodinámicos en sólidos con geometría de 

revolución con sección meridiana cualquiera, en el dominio 

de la frecuencia Esto se ha- .xealizado implementando un 

elemento de contorno axilsimétrico con aproximación 

constante de las variables en 61, tanto en la formulación 

estática como en la dinámica. 

 demás se han analizado mediante el método,el 

comportamiento dinámico de cimentaciones axilsimétricas, 

superficiales y embebidas en el terreno, como segundo paso 

de la ~ubestructuración para la resolución del problema de 

interacción suelo-estructura. 

El modelo de suelo empleado ha sido, tal y como se 

apuntó en los objetivos, de-dos tipos. El primero de -ellos 

un suelo puramente elástico a traves de un Módulo de Rigidez 

Transversal y E R+ y en segundo lugar como un sólido 

viscoelástico de 

amortiguamiento del 

el capitulo cuarto, 

expresión : 

tipo histerético introduciendo el 
. .  . 

material, de acuerdo con lo expuesto en 

mediante un módulo complejo dado por la 

donde 5 representa el indice de amortiguamiento con respecto 
al crítico del material, que puede ser distinto ..para las 

ondas S y P respectivamennte. 

Con estos modelos de suelo y el procedimiento de 

cálculo obtenido se ha analizado el comportamientos de los 

tipos de cimentación mencionados bajo dos aspectos 

diferentes. En el primero de ellos se ha considerado el 
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terreno como un medio isótropo y homogéneo, es decir un 

semiespacio. En el segundo se ha extendido la formulación 

desarrollada a medios heterogéneos, estratificados, bien 

debido a las caracteristicas intrínsecas del terreno o a la 

simulación de un modelo de suelo de módulo de rigidez 

variable con la profundidad; introduciendo una técnica de 

subregionalización en la que cada una de ellas se comporte 

como medio homogéneo. 

En el capitulo quinto se muestran y analizan los 

resultados obtenidos,convenientemente adimensionalizados, 

mediante gráficas que muestran la influencia del grado de 

embebimiento de la cimentación en el terreno y el incremento 

de l  indice cie amortiguamiento para el caso de semiespacio 

homogéneo. 

En el capitulo sexto se exponen los resultados y se 

interpreta la influencia de algunos de los parbetros, 

rigidez del semiespacio soporte y potencia relativa del 

estrato, que intervienen en la respuesta de las 

, cimentaciones a traves de gráficas y tablas para un modelo 

= relativamente senekllo-cono es -el bicapa, con tan sólo un 

estrato sobre un semiespacio. Ademas en este mismo capitulo 

se presentan los resultados obtenidos para estratigrafias 

más complejas en los casos de cimentaciones superficiales y 
cilindricas embebidas. 

A la vista de los resultados, que en lineas generales 

, concuerdan con el estado del arte, se infiere que el 

método desarrollado es correcto y ha sido suficientemente 

contrastado con el resto de los autores con los que se ha 

comparado. 

7.2 CONCLUSIONES 

Como conclusiones de esta tesis pueden apuntarse 

varias y pueden ser agrupadas bajo dos conceptos bien 

diferenciados. Unas respecto al procedimiento de cálculo 
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desarrollado y otras sobre algunos aspectos de la aplicación 

concreta efectuada; esto es el problema de interacción 

suelo-estructura. 

Desde el primer enfoque y en primer lugar se hará 

mención que se ha desarrollado por primera vez un elemento 

de contorno axilsimétrico capaz de modelar dominios, 

acotados y no acotados, generados a partir de una línea 

cualquiera girando alrededor de un eje de simetria y con 

condiciones-- de contorno cualesquiera, aplicado a la 

resolución de problemas elastodinámicos en el dominio de la 

frecuencia. Ademas la formulación permite abordar el 

estudio de problemas con condiciones de contorno no 

añilsiü&ricas a través de un desarroiio en serie de Fouxier 

que lo descompone en tantos problemas planos como modos sean 

necesarios para modelar adecuadamente las condiciones de 

contorno impuestas. 

La formulación y por tanto el programa de computador 

que la implementan, no presenta grandes limitaciones para su 

, uso; no teniendo problemas de estabilidad de la solución a 

muy baja Erecuencia, de Iiecho~r~lctas-ac-3eucase l m  valores que se 

denominan rigidez estática se han calculado pasando 

frecuencias adimensionales del orden de 0.01. El programa 

es general, aunque está orientado a la resolución de 

problemas de interacción, y pdria usarse para cualquier 

otro tipo de análisis con pequeñas modificaciones. 

En cuanto a las limitaciones, habituales en problemas 

dinámicos, Cabe pensar en el tamaño mimo de los elementos 

a utilizar que para obtener resultados con una precisión 

suficiente es necesario que estexomprendido entre la cuarta 

y sexta parte de la longitud de onda de la excitación. 

Otra recomendación para dominios infinitos o 

seminfinitos es la de cortar la discretización a una 

distancia adecuada para que la influencia de la parte 

omitida no penalize la bondad de la solución. Este 
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parbetro depende de la frecuencia y de otras 

características del modelo que se este procesando y que para 

la aplicación desarrollada son función del embebimiento de 

la cimentación y del radio de la misma siendo los valores 

recomendados entre 7 y 15 veces el primero y de 5 a 10 veces 

el segundo dependiendo del tipo de cimiento en estudio. 

Pese a la caracteristica inherente a los elementos de 

contorno de modelar correctamente los dominios ya 

mencionados, pueden surgir problemas -de -.estabilidad para 

frecuencias altas y materiales puramente elásticos y por 

tanto es recomendable utilizar indices de amortiguamiento no 
inferiores a un tres por ciento. 

Sobre el problema estudiado en la tesis se puede 

apuntar, como conclusiones de la misma, algunos aspectos 

acerca de la influencia de los diferentes factores que han 

sido objeto de estudio a lo largo de ella sobre el 

comportamiento de las cimentaciones a las que se les ha 

aplicado el procedimiento de cálculo desarrollado. 

con respecto al grado de dmbebimiento de .-la 

cimentación hay que decir que,en general , el incremento de 

su valor produce un aumento practicamente lineal de todas 

las impedancias, especialmente la parte imaginaria de las 

mismas, y a todas las frecuencias de forma tal que la forma 

de la curva queda prácticamente inalterada en medios 

homogéneos. Por el contrario, para medios estratificados 

esto no es cierto debido a las ondulaciones producidas por 

las refracciones y reflexiones de las diferentes ondas en 

las interfases entre estratos. 

- .  

El indice de amortiguamiento, introduce en la 

práctica totalidad de los casos estudiados la disminución de 

las partes reales de las impedancias y el incremento de la 

parte imaginaria normalizada con respecto a la 

frecuencia,coeficiente de amortiguamiento, a baja frecuencia 

cuando se incrementa el amortiguamiento y esto es 
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particularmente cierto, de la misma forma que el factor 

comentado en el ~árraf o anterior para medios homogéneos y 

con las mismas salvedades para los estratificados ya que de 

nuevo las curvas a frecuencias altas presentan similares 

oscilaciones asociadas a las diferentes frecuencas propias 

de estrato para los distintos tipos de ondas. 

La potencia relativa del estrato, en el modelo 

bicapa, manifiesta una marcada influencia sobre el 

comportamiento de las distintas impedancias produciendo un 

aumento en los valores absolutos de las mismas a medida que 

el parámetro disminuye y bajando el numero de picos de 

resonancia ,de acuerdo con la teoria monodimensional, dentro 

del rango de frecuencias estudiada y situándoios en las 

frecuencias predichas por ésta, especialmente en el caso de 

base rigida, estando mucho mas claro este efecto en la 

impedancia vertical. En sentido opuesto, con el aumento de 

H/R el comportamiento de las distintas impedancias tiende 

hacia la solución del semiespacio siendo muy marcada esta 

tendencia en la impedancia de torsión. 

Con respecko-a la ~igidez del semiespacio soporte, se 

puede decir que tiene una marcada influencia sobre todas las 

Unpedancias y para todos los tipos de cimentaciones 

estudiadas, excepto en la de torsión, en la que su efecto es 

prácticamente irrelevante. Esta influencia se manifiesta en 

una suavización de las gráficas y desplazamiento de las 

frecuencias a las que se producen los picos de resonancia 

asociados a las frecuencias propias de estrato conforme la 

rigidez tiende hacia la unidad. Con el incremento del 

parámetro el comportamiento de las impedancias tiende hacia 

el-otro lhite,lmodelo de base rigida -obligatorio en los 

modelos de elementos finitos, pero en el que los valores 

obtenidos de las impedancias a alta frecuencia no llegan ha 

alcanzarse. 

Con respecto a algunos de los resultados, con los que 

se ha comparado, que utilizan el M.E.F. hay que decir que en 
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algunos casos la discretización utilizada no ha sido lo 

suficientemente fina, en comparación a la empleada en los 

ejemplos de la tesis, teniendo en cuenta que éste. es un 

método de dominio lo que en principio debería implicar un 

elevado incremento en el numero de elementos necesario para 

un correcto modelado del problema en estudio. 

El estudio se ha extendido a medios estratificados 

cualquiera, tanto para cimentaciones superficiales como para 

las embebidas, con los que se ha comprobado la validez del 

método propuesto para resolver casos practicos si bien han 

aparecido algunas discrepancias con los resultados obtenidos 

con los autores con los que se ha comparado, que han de ser 
de aasliSiS profunao. 

7.3 - DESARROLLO FUTURO 

Como desarrollo futuro de esta tesis cabria actuar en 

varios aspectos de la misma. 

En primer lugar, trabajos que conduzcan a la 

implementación de nuevos elementos, dentro del dominio de la 

frecuencia entre los que se podria apuntar los siguientes: 

a) La obtención de elementos con caracter infinito 

que permitan modelar de forma más correcta los 

contornos infinitos inherentes al problema, con 

una disminución apreciable en la discretización 

necesaria. 

b) El desarrollo de elementos de contorno 

axilsimétrico con funciones, apraximantes de la 

geometria y variables, de orden mayor a fin de 

mejorar los resultados obtenidos. 

En segundo lugar, aquellos otros trabajos en los que 

el método de cálculo presentado, con sólo un esfuerzo 

adicional de programación, permitiría abordar la resolución 
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de problemas de amplificación e interacción cinemática. 

A su vez con los resultados ya obtenidos se podria 

obtener la respuesta en el tiempo utilizando una técnica del 

tipo de la transformada rápida de Fourier, F.F.T., 

especialmente en el caso de semiespacio homogéneo dada la 

suavidad de la respuesta con la frecuencia. 

En tercer lugar, formular un elemento de contorno 

axilsimétrico directamente en el dominio del tiempo con lo 

que se podrá tener en cuenta comportamientos no lineales en 

el modelo de suelo así como los fenómenos de plastifícaciÓn 

del mismo. Este tipo de trabajo requerira un mayor esfuerzo 
rmn =-- a l ~ q ~  de los anteriores pues b p l í ~ a  pianteamíento 

totalmente diferente del que se presenta en esta tesis. 
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