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EQUILIBRIUM PROBLEMS IN NETWORK SPATIAL COMPETITION MODELS

by Pablo Dorta-Gonzalez

In this book we revise the problems of spatial competition. An extension of certain
nctwork spatial gamcs, analysing diffcrent scenarios, comparing results and studying the
existence and uniqueness of equilibrium is presented. The term spatial game is used to refer to
thosc problems of spatial compectition, in which a numbecr of firms try to entcr and compete in
a market where established firms do not exist, deciding on the location of its services and
pricing policy or the level of production. Equilibrium analysis allows us to establish a
situation which none of the firms wishes to modify.

Chapter 1 introduces the most important charactcristics, which diffcrentiate the spatial
competition models treated in literature.

Chapter 2 compiles the classical modcls of compctition and introduccs non-
cooperative games, some types of equilibrium solutions and results related to their existence
and uniqueness.

Chapter 3 studies a spatial game in which two competing firms supply the same
product in a spatially separated market. The equilibrium solutions to different scenarios
(depending on either quantity or price competition, elastic or totally inelastic demand with
respect to price, and various conjectures in relation to how different firms believe their
competitors will react) are analysed and compared.

In Chapter 4, the models of the previous chapter are extended to the oligopoly. In both
of these chapters (Chapters 3 and 4) a two-stage game where the firms compete in location
anticipating subsequent competition in price or quantity, is considered.

In Chapter 5, negative externalities are introduced by considering a model in which
each individual consumer is affected by actions carried out by the others. In these cases, apart
from the price and the cost of transport, consumers must take into account a cost associated to
the effect of the externality. Two scenarios are analysed: one in which the users take joint
decisions minimising the aggregate costs to obtain a Pareto optimal allocation, and another
where the users take individual decisions obtaining a Nash equilibrium.

Finally, Chapter 6 is dedicated to conclusions and possible future fields of study.
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0.1. NOTACION 9

0.1 Notacion

A continuacién se encuentra una lista con los principales simbolos que aparecen
en la memoria. En la primera columna se muestra la notacién empleada y en la
segunda una pequeia descripcidn.

N(V.E) red
T(V,E) drbol
V= {vg}hey conjunto de nodos de N o T
n V]
E conjunto de aristas de N o T
[u,v] arista con extremos u y v
A,B firmas competidoras en un duopolio
L,S firmas lider y seguidora, respectivamente
% firma genérica
r nimero de firmas en un oligopolio
o localizacién de la firma ©
4 precio que fija la firma 7 en vy

vector de precios de la firma ¢
cantidad que suministra la firma 1 en vy
vector de produccién de la firma ¢

cantidad total ofrecida en v

matriz de precios en un oligopolio
matriz de produceidn en un oligopolio
vector de localizaciones en un oligopolio

¥ beneficio bruto de la firma i en vg
IO coste fijo de la firma ¢
n
m= > 7k —F beneficio neto de la firma ©
k=1
Ci(z;) coste marginal de la firma i localizada en z;
bzy = 6(z,y) distancia de  a y en la red

t:? (’E,) =1; (515-;’11;;)

cf(x:) = Cilas) + tF(z:)

coste de transporte unitario de la firma 4
coste unitario de la firma 7 en vg

ck=Cl+1f notacién empleada para z; fija
ty(z;) coste de transporte unitario con precio f.0.b.
tri = ti(Ts) notacién empleada para z; fija

tpa =tk ~ tra

diferencia de costes de transporte
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I'(7,8,11)
I={1,..,1}
S=81x-- x5
4

I = (I, ..., IT;)

Pk(qk) =ag — bqu
¢*(p*) = oy — Byp"

ap >0
b >0
ak:-%f
ﬂkzb—l,;
__dg®/ap*
Ak
n
A= 35X
k=1
Aki
A;
E;(A;)
e; >0

Ei(g) = ¢* + dig

LISTA DE TABLAS

juego

conjunto de jugadores
espacio de estrategias
estrategia del jugador ¢
vector de pagos

funcién inversa de demanda lineal en v, 0 < ¢* < e
funcién de demanda lineal en vy 0 < p* < ay,

disposicién a pagar de los consumidores en vy

elasticidad-precio de la demanda en vy

demanda totalmente ineldstica en vy

demanda total

parte de demanda de vg cubierta por la firma i
cuota de mercado de la firma 7

funcién de coste unitario de externalidad de la firma i
coste unitario de externalidad lineal de la firma z
coste de externalidad cuadrético de la firma 7
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Ay =tyg +pB—tra—pa, k=1,.,n
Ap <Ay 1 <. <Ay <A

By = +00, Bpyy = —c0

3J
fj=kz/\k; i=1.,n, fu=0
=1

Lij=tip—tia+2epA—2(esa+ep)fj, i=1,..,n

T;—1=1tjB — 4 +2epA —2(es +e€B) fi-1, i=1,..,m

L;-V =t;B —tjA+2(€A+283)A—6(6A+€B)fj, i=1.,n

TN, =tip—tja+2(ea+2ep)A—6(ea+ep)fi-1, j=1,..,n

& = {(pa,pB) € R : pa > C}, p5 > Cg}

Rj =N {(pap) €R®: Ly <pa—pp <Tj1},j=1,..,n
S; =%n{(pa,ps) €R®:Tj<pa-pp<Lj},j=1,.,n~1
So=9n{(pa,pB) €N*:pa—pp =To}

Sn=SN{(pa,p) €R?:pa—pp < Ly}

X = {(pa,pB) € R? : pa = C, pp 2 Cp, va+pp = K}

K =Gy + Ch + 2A(e4 + e5)

Ci= (G (K+Ly), 5 (E—Lj), i =1,.yn
Dj=(3(E+Tin1),5(K-T51)), i =1,un
Co=(K —Cg,Cpg)

Drg1 = (G, K = C)

11
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0.2 Prdlogo

La finalidad de esta memoria es la revisién de los problemas de competencia
espacial y la extensién de determinados juegos espaciales en redes, analizando
diferentes escenarios, comparando resultados y estudiando la existencia y
unicidad del equilibrio. Se analiza el duopolio y el oligopolio, modelando ‘el
proceso de competencia como un juego.

Los juegos desempefian un importante papel en la toma de decisiones.
En esta memoria se utiliza el término juego espacial para referirse a aquellos
problemas de competencia en los cuales un mimero dado de empresas pretenden
entrar a competir en un mercado donde no existen empresas establecidas,
decidiendo las ubicaciones de sus servicios y la politica de precios o la
produccién. El andlisis del equilibrio permite determinar una situacién que
ninguna empresa tiene incentivo a modificar mientras no se produzcan cambios
en las condiciones del problema, lo que debe tenerse en cuenta en la toma de
decisiones. En aquellos mercados en los que existen empresas operando, estos
Jjuegos permiten conocer aquella situacién a la que previsiblemente conducir la
competencia, al menos si los costes irrecuperables no son tan importantes como
para impedir la relocalizacién. Ademsés, el equilibrio del juego comstituye una
situaci6én de referencia respecto de la cual evaluar las situaciones presentes.

Existen numerosas aplicaciones de los juegos espaciales. El comercio
internacional entre grandes ciudades conectadas por vias répidas de
comunicacién, constituye una aplicacién en mercados separados espacialmente
de los que se habla en los capitulos 3 y 4. Los mercados en los cuales suelen
producirse colas constituyen un marco de aplicacién del modelo del capitulo 5.
En estos casos, el equilibrio de Nash en asignaciones es una solucién razonable
para servicios privados, mientras que el 6ptimo de Pareto se adapta mejor a
servicios piblicos. Un ejemplo del primer escenario puede encontrarse en el
servicio de restauracién de comida rdpida, en el cual los usuarios consideran,
ademds del precio y los costes de desplazamiento, el tiempo de espera para
ser atendido, al cual se le puede asociar un valor monetario. Un ejemplo del
segundo escenario lo constituye el servicio piiblico de salud, en el que ciertas
clinicas privadas realizan intervenciones costeadas por la administracién, cuya
finalidad es la reduccién de las listas de espera en ciertas especialidades. En este
caso, el objetivo del servicio de salud es la minimizacién del coste agregado.

Los juegos espaciales se engloban dentro de los problemas de competencia
espacial. Tl término competencia espacial puede ser identificado con el de
localizacién competitiva. Mientras que el primero es més frecuente en Economfa
Industrial, el segundo suele ser mds utilizado en el dmbito de la Investigacién
Operativa. Se consideran decisiones de localizacién, de fijacién de precios y
de niveles de produccién, para un nimero de firmas competidoras que han de
proporcionar bienes o servicios a un conjunto de consumidores o usuarios. La
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Economia Industrial constituye un importante campo de investigacién de la
teorfa econémica y estudia el funcionamiento de los mercados. Los problemas
de localizacién han sido objeto de estudio durante siglos, pero no fue hasta el
desarrollo de la Investigacién Operativa, a partir de la Segunda Guerra Mundial,
cuando estos problemas tomaron mayor relevancia. Son muchas las disciplinas
en las que se estudia este tipo de problemas. Economistas, mateméticos,
gedgrafos, ingenieros, informéticos y arquitectos tiemen un interés comiin en
la teoria de localizacién y no es extrafio que se haya dedicado grandes esfuerzos
al estudio del problema de la mejor ubicacién de plantas de produccién, centros
de distribucién, puntos de venta al por menor, centros de socorro, servidores
en una red de ordenadores, componentes de una planta de produccidén en serie,
centros de recogida y tratamiento de residuos, o cualquier otra cosa de cuya
ubicacién dependiera el cumplimiento de unos objetivos econémicos o sociales.

En esta memoria se estudian modelos de competencia espacial considerando
situaciones distintas. Se analizan dos tipos de competencia, Cournot y Bertrand,
se estudian demandas elésticas e ineldsticas al precio, y se establecen tres tipos
de conjeturas respecto al modo en que reaccionardn las firmas competidoras.
El supuesto més comiin en la literatura es la conjetura nula, segin la cual
cada empresa asume que sus competidoras no reaccionardn a cambios en su
precio o produccién; este supuesto se corresponde con el equilibrio de Nach.
Otro supuesto es el del lider-seguidor, segin el cual una empresa es lider y
adelanta la reaccién de las seguidoras; este supuesto corresponde al equilibrio de
Stackelberg. Finalmente, todas las firmas pueden adoptar conjeturas no nulas
y adelantar las reacciones de sus competidoras. Se establecen dos escenarios
bésicos, uno en el cual la decisién de cada usuario no tiene repercusién en el
resto (ausencia de externalidad) y otro donde cada usuario sufre el efecto de las
decisiones de los demés (presencia de externalidad).

A continuacién, se detalla el contenido de la memoria. En el capitulo
1 se define el problema general de competencia espacial y se sefialan las
caracteristicas mds importantes que diferencian a los modelos tratados en la
literatura. Un importante mimero de trabajos que abordan estos problemas
se basan en modelos clésicos de competencia como los de Cournot, Bertrand,
Stackelberg y Hotelling, entre otros. En muchos trabajos se argumentan
cuestiones relacionadas con los equilibrios para estos modelos que representan,
desde el punto de vista teérico, el comportamiento de las empresas en el
mercado. Por estos motivos, en el capitulo 2 se recopilan los modelos clésicos de
competencia y los resultados que de ellos se derivan. Ademds, se introducen
los juegos no cooperativos, algunas soluciones de equilibrio y resultados de
existencia y unicidad de soluciones, que serdn empleados en los capitulos
posteriores.

En el capitulo 3 se sefialan algunos resultados conocidos cuando los precios
estdn fijados y coinciden entre empresas. Con posterioridad, se estudia un juego
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espacial en el que dos firmas competidoras suministran un mismo producto en
un mercado separado espacialmente. El supuesto general de la existencia de una
lnica curva de demanda y, en consecuencia, un tinico precio de mercado, igual
para todos los consumidores, no es vélido para este tipo de mercados. En estos
casos, suele admitirse la existencia de una curva de demanda para cada mercado
y es bastante comuin la discriminacién espacial de precios, que consiste en vender
unidades iguales de un mismo bien a precios distintos. Bajo estos supuestos,
se estudian y comparan las soluciones de equilibrio para diferentes escenarios,
segiin la competencia sea via cantidades o precios, la demanda sea eldstica o
totalmente ineldstica al precio, y distintas conjeturas para las empresas.

El andlisis empieza con el duopolio, extendiéndose con posterioridad al
oligopolio en el capitulo 4. En ambos capitulos se considera un juego en dos
etapas y el concepto de equilibrio subjuego-perfecto (Selten, 1975), asumiendo
que las firmas compiten en localizacion en la priwera etapa, anticipando la
posterior competencia en precios -o cantidades- de la segunda etapa. Se trata
de un supuesto comun en este tipo de modelos donde la competencia involucra
més de una variable de decisién. Es un equilibrio para el juego porque no
son crefbles cambios de localizacién en la segunda etapa debido a los costes
irrecuperables asociados a cada ubicacién (Vives, 1988, p.11).

En el capitulo 5 se introducen externalidades negativas, considerando un
problema en el que cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones
de los demds. En estos casos, ademds del precio y el coste de transporte,
los consumidores deben tenmer en cuenta un coste asociado al efecto de la
oxternalidad. Un cjemplo de cexternalidad negativae es la congestién que se
produce en determinados servicios, la cual se traduce en un coste por el tiempo
de espera para ser atendido. El problema se aborda adelantando, por parte
de las empresas, €l equilibrio en las asignaciones de los usuarios una vez que
ha terminado el proceso de decisién en dos etapas de las firmas. Se analizan
dos escenarios, uno en el cual los usuarios toman las decisiones conjuntamente,
minimizando el coste agregado para obtener un 6ptimo de Pareto, y otro
donde los uwsuarios toman las decisiones de forma individual, obteniendo asf
un equilibrio de Nash. Se estudia un duopolio en el cual las empresas fijan
precios en origen. Se utilizan funciones de externalidad simples con el fin de
favorecer la obtencién de resultados para las diferentes etapas del juego.

La seccién 5.3 -decisiones individuales- est4 publicada en FEstudios de
Economia Aplicada, 1999. Una versién de la seccién 5.2 -decisiones conjuntas-
con precios de Nash ha sido publicada en la revista Investigacién Operacional,
2000. El caso con precios de Stackelberg aparece publicado en Studies in
Locational Analysis, 2000.

Finalmente, el capftulo 6 se dedica a algunas conclusiones y a posibles
extensiones en los modelos.



Capitulo 1

Introduccién

La competencia espacial, conocida también como localizacion competitiva, es
un importante tema de investigacién en el drea de la Organizacién Industrial
y la Ciencia Regional. En general, los modelos se centran en las decisiones
de localizacion, de fijacion de precios y niveles de produccidn, y de otras
caracteristicas relacionadas con los centros de servicio, que tienen que realizar
una o varias empresas (firmas competidoras) que quieren entrar o estdn
operando en un mercado espacial, ofreciendo productos o servicios a un conjunto
de consumidores o usuarios. El objetivo principal de estas empresas es la
maximizacién de los beneficios o la cuota de mercado. Existe una extensa
literatura sobre el tema, de la cual destacamos las revisiones bibliogréficas
de Plastria (2001), Kilkenny y Thisse (1999), Serra y ReVelle (1995), Eiselt,
Laporte y Thisse (1993), Hakimi (1990), Eiselt y Laporte (1989) y Friesz,
Miller y Tobin (1988a). Labbé, Peeters y Thisse (1995) recopilan los principales
resultados en redes. Eiselt y Laporte (1996a,b) ofrecen una extensa revisién del
problema de Stackelberg y de los modelos que se han derivado del trabajo de
Hotelling.

Ademés de la Ceonoinia, la Investigacién Operativa y la Geografia tienen
intereses comunes en el problema de competencia espacial. Sin embargo, en
palabras de Eiselt y Laporte (1996b, p.64) “los economistas se han centrado en la
buisqueda de equilibrios, su existencia y unicidad, mientras que los investigadores
operativos han estado més interesados en la optimizacién de la localizacién.”

El trabajo de Cournot publicado en 1838, constituye la primera discusién
formal sobre un problema de competencia, al considerar un modelo de duopolio
donde las empresas deciden su nivel de produccién. En 1883, Bertrand introduce
la competencia via precios como una alternativa a la competencia via cantidades.
Sin embargo, el estudio de Hotelling (1929) constituye el primer andlisis que
incorpora la localizacién como una variable de eleccidn determinante. En
este trabajo, Hotelling estudia las estrategias de dos competidores respecto al

17
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precio y la localizacién, en un mercado lineal acotado con demanda totalmente
ineldstica al precio y uniformemente distribuida. El modelo de Hotelling
ha tenido gran trascendencia en la literatura econémica, dando lugar a un
importante grupo de trabajos que analizan la localizacién desde el punto de
vista de las preferencias de los consumidores (ver Andaluz (1995) para una
recopilacién de trabajos en este campo). El término competencia espacial no
se limita a la localizacién fisica sino que incluye también otros aspectos como
la diferenciacién del producto, donde el espacio geogréfico pasa a ser el espacio
de caracteristicas, la localizacién del consumidor se interpreta como su variedad
idcal, la localizacién de la empresa representa la variedad ofrecida y el coste de
transporte indica la pérdida de utilidad. Posteriormente, en el capitulo 2, se
tratarén con més detalle los modelos cldsicos en Organizacién Industrial.

Serra y ReVelle (1995, p.368) definen un madeln de Inralizacidn competitiva
como “aquel en el que existe més de una firma compitiendo en un mercado
espacial con interaccién entre ellas; la decisién de localizacién de una firma afecta
no sélo a su cuota de mercado sino también a la de sus competidoras”. Por otra
parte, Friesz, Miller y Tobin (1988a, p.48) lo definen como “cualquier modelo
de localizacién que explicitamente reconozca que la localizacién de una firma
puede afectar a su cuota de mercado”, para incluir, de esta forma, a los modelos
de monopolio. Sin embargo, aunque el monopalia es una forma de organizacion
industrial, no supone competencia entre empresas. Estas definiciones no hacen
referencia explicita a las politicas de precios y a los niveles de produccién, quizés
porque una importante parte de la literatura existente sobre este tema asume
precios iguales y fijos entre firmas. En el capitulo 3 se muestran los principales
resultados conocidos para estos modelos.

Desde el punto de vista metodolégico, la principal caracteristica que
diferencia los modelos de competencia espacial de otros modelos de localizacién
es el uso de argumentos de la teorfa de juegos. Un juego tiene tres componentes
principales: un grupo de jugadores, un conjunto de reglas y un sistema de
pagos. Los jugadores son los participantes en el juego. Cada uno de ellos
realiza una eleccién o elecciones de un conjunto de alternativas de acuerdo
a las reglas del juego, las cuales especifican claramente las posibilidades que
tiene cada jugador en cada circunstancia posible. El sistema de pagos asigna
una cantidad a cada jugador bajo cada posible realizacion del juego. Emn el
capitulo 2 se incluyen algunas soluciones de equilibrio y resultados de existencia
para juegos mo cooperativos. Para una introduccién en los juegos puede
consultarse Friedman (1091) y Fudenherg y Tirole (1991). Una recopilacién
de las aplicaciones econémicas se encuentra en Wang y Parlar (1989).

El estudio de los modelos de competencia espacial estd enfocado a resolver
problemas cuya forma general es la siguiente. Dado un espacio donde se
distribuyen clientes, varios jugadores desean determinar las localizaciones de uno
o varios centros de servicio de acuerdo a unas reglas dadas y con unos objetivos
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especificados previamente (Eiselt y Laporte, 1989). El término “localizacién”
puede entenderse en un sentido amplio, haciendo referencia no sélo a la ubicacién
geogréfica sino también a la seleccién de otros valores tales como los precios (o
niveles de produccién) y ciertas propiedades de los centros de servicio. Un
problema general de competencia espacial es el que consiste en determinar los
precios (o niveles de produccién) y las localizaciones de p empresas entrantes
que competirdn con ¢ yo cstablecidas, ademds de cntre cllas, por proveer un
bien homogéneo a un mercado, teniendo en cuenta que en el futuro r nuevas
empresas pueden entrar a competir. El criterio seguido suele ser la maximizacién
de la cuota de mercado o el beneficio. Cuando r = 0 se tiene el problema del
medianoide formulado por Hakimi (1983) y el problema de captura méxima
estudiado por ReVelle (1986) y Serra y ReVelle (1995). Cuando g = 0 se tiene el
problema del centroide, formulado por Hakimi (1983) y conocido también como
el problema de localizacién con anticipacién (Serra y ReVelle, 1994). Un caso
donde g =r = 0 es el juego espacial, en el cual un grupo de empresas pretenden
entrar a operar en un mercado y el equilibrio se alcanza cuando ninguna de
ellas tiene incentivos a modificar sus variables de decisién. Este problema ha
sido estudiado para p = 2 por Hotelling (1929) sobre un segmento, Lederer
y Hurter (1986) sobre un subconjunto bidimensional del plano y por Labbé y
Hakimi (1991) y Lederer y Thisse (1990) sobre redes. Para 3 o més firmas ha
sido estudiado por Sarkar, Gupta y Pal (1997). El capitulo 2 incluye un cuadro
con las caracteristicas de los trabajos més significativos sobre juegos espaciales.
Los capitulos 3, 4 y 5 analizan el equilibrio en diferentes juegos espaciales.

Numerosas contribuciones han modificado y generalizado algunas de
las suposiciones originales de Hotelling (ver Eiselt y Laporte (1996b)
para una buena revisién de resultados), de las que se concluye que los
modelos de localizacién competitiva son bastante inestables, incluso pequedias
modificaciones de las hip6tesis o los pardmetros alteran sustancialmente los
resultados. En el modelo original de Hotelling no existe equilibrio pero, sin
embargo, cuando el coste de transporte es una funcién cuadrética de la distancia
existe equilibrio con diferenciacién méxima. Si los precios estdn fijados en el
modelo original de Hotelling, existe equilibrio para p # 3, con diferenciacién
minima para p = 2, y no existe equilibrio para p = 3, siendo p el mimero de
firmas. El comportamiento de las firmas est4 ligado con el servicio que prestan;
asi, mientras los restaurantes de comida rdpida tienden a concentrarse en algunas
zonas, no ocurre lo mismo con las librerfas y tiendas de muebles, por ejemplo
(Eiselt y Laporte, 1996b).

En las siguientes secciones, se detallan las principales caracteristicas que
diferencian a los modelos de competencia espacial en general y a los juegos
espaciales en particular.



20 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Representacién espacial

Durante los afios treinta y comienzo de los cuarenta, los trabajos aparecidos en
la literatura utilizan la misma representacién espacial que Hotelling (1929), es
decir, el espacio lineal, cambiando alguno de los supuestos econémicos. Lerner y
Singer (1937) prueban que no existe equilibrio para tres firmas bajo los supuestos
de Hotelling y que el equilibrio con cuatro firmas se alcanza cuando en cada
cuartil se localizan dos de ellas. Aunque estos autores consideran demanda
eldstica por encima del precio de reserva, es Smithies (1941) el primero en
considerar demanda el4stica en todo el rango de variacién del precio!. Sin
embargo, “aunque estos modelos en mercados lineales son ricos desde el punto
de vista tedrico y han aumentado considerablemente nuestro conocimiento de
la interdependencia en localizacién, proporcionan muy poca ayuda a la hora de
realizar aplicaciones précticas” (Ghosh y Craig, 1984, p.40).

Tras varias décadas de estancamiento en las contribuciones en el campo
de la localizacién en mercados lineales, a finales de los setenta comienzan a
aparecer diferentes modelos de competencia en redes. Una de las pruneras
cuestiones consideradas es la posible existencia de un conjunto de localizaciones
de equilibrio en los nodos de la red. Wendell y McKelvey (1981) consideran
la localizacién de dos empresas competidoras, con un tdnico centro cada una,
cuyo objetivo es obtener, al menos, la mitad del mercado, y prueban que puede
no existir equilibrio si restringimos el problema a los nodos de la red. Hakimi
(1983) analiza los problemas del medianoide y centroide en redes y prueba que
ambos problemas son NP-duros. En 4rboles, el equilibrio de un duopolio con
precios fijos e iguales, se sitiia en la mediana (Slater, 1975). Una recopilacién
de modelos econémicos en redes puede encontrarse en Sharkey (1995). Para

una sintesis de problemas y resultados sobre redes ver Labbé, Peeters y Thisse
(1995).

Durante la década de los setenta aparecen también importantes
contribuciones en espacios continuos. Hartwick y Hartwick (1971) realizan
una sintesis de los trabajos aparecidos sobre el problema de Hotelling y
D’Aspremont, Gabszewicz y Thisse (1979) sefialan que no existe equilibrio en
dicho modelo si no se asumen condiciones restrictivas como precios iguales y
fijos. En tal caso, las localizaciones de equilibrio se sitian en la mediana,
lo que se conoce como el principio de diferenciacidn minima, mientras que
las localizaciones socialmente 6ptimas son los cuartiles (Hamilton, MacLeod
y Thisse, 1991). Tabuchi (1994) estudia el problema de Hotelling sobre un
rectdngulo con demanda uniforme y prueba que dos firmas maximizan su
distancia en una dimensién y la minimizan en la otra. Sin embargo, no existe
equilibrio en este espacio para tres firmas (Shaked, 1975). Knoblauch (1996)
prueba que existe una familia infinita de equilibrios en una esfera con demanda

! considera funciones de demanda lineales ¢ idénticas en cada punto del mercado
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uniforme; este espacio tiene interés en la localizacién de servicios sobre la

superficie terrestre, como por ejemplo la ubicacién de estaciones de seguimiento
de satélites.

En Mirchandani y Francis (1990) se analizan con profundidad los modelos
de localizacién discreta. En el espacio discreto existe s6lo un conjunto finito de
posibles ubicaciones en la red. Por tanto, la localizacién discreta de servicios
puede ser considerado como un caso particular del problema de localizacién de
servicios en redes. En ambos casos, suele suponerse que los consumidores se
encuentran situados en los nodos de la red.

Como es 16gico, la idoneidad de la representacién espacial elegida depende
del problema particular. En los ltimos afios se ha observado nuevamente un
resurgimiento de los trabajos que se dedican a modificar los supuestos originales
del modelo de Hotelling, como Mayer (2000) y Gupta (1994) con coste de
produccién dependiente de las localizaciones, Mai y Peng (2000) con cooperacién
entre las firmas en forma de intercambio de informacién, Bhadury {1996) con
incertidumbre en costes, Tabuchi y Thisse (1995) con demanda no uniforme,
Fujita y Thisse (1986) con puntos de demanda con localizaciones variables,
Hamilton y Thisse (1993) con restriccién de capacidad, entre otros. Esto se
debe a que este tipo de modelos tienen aplicaciones importantes en el comercio
y la politica. El propio Hotelling indic6 este hecho al sugerir que su modelo
explicaba la similitud en los programas de los partidos Republicano y Demécrata
a finales de la década de los veinte. El objetivo de un candidato es posicionarse

ideolégicamente sobre un tema concreto de forma que maximice el mimero de
electores.

1.2 Objetivo y variables de decision

Una caracteristica que diferencia los modelos de competencia espacial es el
criterio de optimalidad. En los modelos referidos al sector publico suele
maximizarse la cobertura o el bienestar social, mientras que los que se refieren
al sector privado suelen maximizar los beneficios o la cuota de mercado. Estos
dos 1ltimos objetivos son equivalentes cuando el precio y el coste marginal no
dependen de la cuota de mercado.

En otros casos, la decisién es tomada mediante una votacién en la que
cada agente implicado atiende a criterios econémicos y/o politicos. Existe
una estrecha relacién entre la localizacién competitiva y la teorfa del voto,
pudiéndose entender el mimero de individuos que prefieren cierta localizacién
como el peso (0 demanda) de dicho punto. Hansen y Labbé (1988) proponen
un algoritmo de tipo polinomial para determinar los conjuntos de puntos de
Simpson y de Condorcet. Un punto de Simpson corresponde a un equilibrio de
Stackelberg, mientras que un punto de Condorcet es aquel que asegura como
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minimo la mitad de los votos. En general, puede no existir punto de Condorcet,
aunque la existencia de al menos un punto de Simpson estd asegurada. Para un
estudio més detallado sobre teorfa del voto puede consultarse Campos (2000),
Campos y Moreno (2000) y Hansen, Thisse y Wendell (1990).

Otras caracterfsticas que diferencian los modelos de competencia espacial
son las variables de decisién. En algunos modelos se asume que el precio estd
fijado, es el mismo para todas las empresas y, por tanto, no es determinante
en la decisién del consumidor. El vinico factor de decisién es la distancia
o el coste de desplazamiento al centro de servicio. Un ejemplo es el sector
farmacéutico, cuya funcién principal es la venta de medicamentos al pibiico.
En general, el consumidor se desplaza a la farmacia més préxima sin atender al
precio, ya que éste es idéntico en todas ellas. ReVelle (1986), baséndose en este
supuesto, formula un problema entero de maximizacién de la cuata de merrado,
el denominado problema de captura méxima o MAXCAP, que es el origen de
otros modelos como el de captura méxima con anticipacién (Serra y ReVelle,
1994) y el de captura méxima con incertidumbre (Serra, 1996). Este modelo ha
sido adaptado a situaciones donde el servicio es jerdrquico, como por ejemplo en
los servicios sanitarios, donde conviven centros de atencién primaria con centros
hospitalarios (Serra, Marianov y ReVelle, 1992). También ha sido adaptado a
situaciones en las quc ¢l precio ce una variable de decisién y una firma desea
establecer varios centros en un mercado donde otra firma opera con un nimero
dado de centros (Serra, 1997).

Hukiwi (1983) considera la localizacién de un mimeoro de firmas en un espacio
donde ya hay otras establecidas o puede existir competencia en el futuro, como
una generalizacién de los problemas de la p-mediana y p-centro, refiriéndose a
ellos como medianoide y centroide, respectivamente. En su formulacién, no se
consideran precios y el objetivo de una firma entrante es la maximizacién de
la cuota de mercado. En otras ocasiones se asume que los precios estdn fijados
de antemano por un regulador (por ejemplo, el butano y los combustibles antes
de la liberalizacién) o se trata de un servicio piblico gratuito. Algunos autores
que consideran exclusivamente decisiones en localizacién fisica son Wendell y
McKelvey (1981) y Dobson y Karmarkar (1986).

En otras ucasioues, las fumas deciden los niveles de produccién en lugar del
precio, como ocurre en el modelo de Cournot (1838). Labbé y Hakimi (1991)
consideran niveles de produccién en lugar de precios en el modelo de Lederer y
Thisse (1990). La extensién del trabajo de Labbé y Hakimi al caso oligopolistico
con funcién de demanda no lineal se debe a Sarkar, Gupta y Pall (1997).
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1.3 Politica de precios

Cuando el precio es una variable de decisién, suelen asumirse diferentes politicas.
Peeters y Thisse (1995) comparan algunas de ellas, concluyendo que “la politica
de precios tiene un impacto significativo en las decisiones de localizacién”
(p-366). A continuacién se describen las principales politicas de precios, para
un estudio més detallado puede consnltarse el libro de Phlips (1983).

El precio en origen, conocido también como precio de fébrica o f.o.b. price,
consiste en fijar un mismo precio para todos los consumidores, los cuales asumen
el coste de transporte desde su ubicacién hasta el servicio. Esta politica de
precios es la vnica que no considera diferenciacién entre los clientes y ha sido
defendida por las autoridades antimonopolio (Peeters y Thisse, 1995, p.336).
Otra posibilidad es fijar un precio en destino, conocido también como precio de
entrega o delivered price, asumiendo las empresas el coste de transporte. En este
caso, existen dos alternativas dependiendo de si la firma fija un mismo precio
para todos los consumidores (precio uniforme) o si ofrece diferentes precios en
funcién de donde estén localizados (discriminacion espacial de precios). El
precio uniforme perjudica a los clientes localizados més cerca del vendedor.
La discriminacién espacial de precios se utiliza frecuentemente en el comercio
internacional y segin Hobbs (1986, p.173), “es frecuentemente la evidencia de
cierto poder de mercado”. Ademsds, esta politica es poco transparente para
los consumidores. Por estos motivos, las politicas piblicas suelen favorecer el
precio en origen frente al precio en destino. Sin embargo, Anderson, DePalma y
Thisse (1992) analizan estas politicas en el modelo de Hotelling v concluven
que el precio en origen es una prdctica socialmente ineficiente. Incluso el
equilibrio localizacién-precio uniforme puede generar mayor bienestar social que
el equilibrio localizacién-precio en origen.

El precio puede depender de la cantidad o la calidad servida. Para entender
esta idea, pensemos por ejemplo en una empresa que ofrece diferentes tamaros
de cereales de desayuno a un precio por unidad de peso diferente segiin el tamafio
del paquete. Pires y Sarkar (2000) analizan esta situacién en el modelo de
Hotelling.

La discriminacién espacial de precios es conveniente para las empresas ya
que permite extraer de los consumidores lo méximo que estdn dispuestos a
pagar, aunque para poder discriminar son necesarias algunas condiciones. La
primera es que sea posible diferenciar las distintas disposiciones a pagar de
los clientes, bien individualmente o en grupos, es decir, que sean identificables
las demandas individuales o por grupos de consumidores que presenten
caracterfsticas similares. La segunda condicién es que sea posible impedir la
reventa del producto entre los consumidores de distintos grupos, porque de lo
contrario quienes pudieran adquirir el bien a un precio inferior, podrfan venderlo
a otros consumidores con un beneficio de arbitraje. Estas dos condiciones
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se satisfacen en los mercados separados espacialmente, los cuales son objeto
de estudio en los capitulos 3 y 4 de esta memoria. A veces, la introduccién
de algin tipo de diferenciacién en el producto permite una discriminacién de
precios no espacial. Las ediciones de libros en pastas duras y en ristica, cuya
diferencia de precio no est4 justificada por los costes de encuadernacién, tratan
de captar la diferencia entre compradores de alto nivel adquisitivo o de consumo
demostrativo y el resto. La diferencia en precio de un espectdculo en funcién
de la hora de la sesién o del emplazamiento en el local son otros ejemplos de
discriminacién no espacial de precios.

El precio por zonas viene a sustituir la discriminacién espacial cuando el
mimero de clientes es elevado. La divisién en zonas puede venir dada de
antemano segin pafses, regiones econémicas (comunitarias y no comunitarias,
por ejemplo) o zonas geogréficas (Peninsula, centro de Europa y norte de Africa,
por ejemplo), o fijarse al mismo tiempo que los precios. Peeters y Thisse (1996)
sefialan que el precio por zonas es una buena aproximacién de la discriminacién
espacial y que el beneficio de las empresas se incrementa con el mimero de
zonas. Esta politica es viable s6lo si las firmas pueden prevenir el arbitraje entre
clientes que residen en diferentes zonas. Un ejemplo de arbitraje se encuentra
en el mercado automovilistico europeo, donde los coches franceses se exportan
a Bélgica, se venden a un precio inferior al fijado en Francia dada la mayor
competencia y son reexportados por consumidores franceses a su pais de origen
(Peeters y Thisse, 1996). Hansen, Peeters y Thisse (1997) proponen un modelo
que determina las dreas y los precios en cada una de ellas que debe fijar una
firma para maximizar el beneficio.

Finalmente, con el precio mizto los clientes son libres de elegir entre
desplazarse y obtener un precio en origen dado o aceptar el precio en destino.
Algunos trabajos, aunque no consideran explicitamente localizaciones tienen
interés en el campo de la competencia espacial. Hoover (1936) analiza diferentes
politicas de precios y estudia el efecto que sobre dichas politicas tiene la
elasticidad de la demanda y el enste de transporte, observando que las empresas
ejercen cierto poder de monopolio sobre los consumidores més préximos, lo
que les permite elevar los precios a la hora de discriminar. Tabuchi (1999)
considera el modelo de Hotelling sobre un mercado circular con ubicaciones
fijas e igualmente espaciadas para las firmas. En la primera etapa cada firma
selecciona una politica de precios (precio en origen o discriminacién espacial) y
en la segunda fija los precios.

Como indican Anderson y Neven (1990, p.1) la mayor parte de la literatura
sobre competencia espacial asume precio en origen, siguiendo la pauta de
Hotelling. Hoover (1936), Lederer y Hurter (1986), Lederer y Thisse (1990)
examinan la discriminacién espacial de precios cuando la demanda es totalmente
ineldstica, obteniendo que el precio de equilibrio en un mercado coincide con el
coste en destino de la segunda firma con menor coste.
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1.4 Coste de transporte

La consideracién conjunta de la localizacién y el precio como variables
estratégicas en los modelos de competencia espacial, pone de manifiesto la
relevancia de los costes de transporte en los resultados obtenidos, siendo un
claro ejemplo la conocida relaci6n entre las funciones de coste lineal y cuadritica
v los principios de minima y méaxima diferenciacién, respectivamente, en el
modelo de Hotelling. Andaluz (1995), tras una descripcién detallada del
modelo bésico de competencia espacial, presenta las principales modificaciones
existentes en la literatura, poniendo especial énfasis en aquellos trabajos que
centran su atencién en el estudio de los costes de transporte. Concluye que “a
pesar de las limitaciones existentes, el campo de aplicacién de la teorfa de la
competencia espacial es mucho més central en la teoria econémica de lo que
su tradicional status periférico podria sugerir” (p.343). Ademds, “podemos
decir que cuando los mercados se caracterizan por la dispersién geogrdfica
v los costes de tramsporte son lo suficientemente relevantes, el modelo de
competencia espacial surge como una aproximacién analitica de cardcter general,
més adecuada que el modelo competitivo bésico.” (p.343)

Es habitual asumir que el coste de transporte es una funcién céncava y
creciente de la distancia recorrida. Esta suposicién es necesaria para probar que
las funciones de beneficio son convexas y, por tanto, que cada firma se localiza
en un nodo independientemente de las ubicaciones del resto de las firmas. Este

resultado es importante porque reduce la bisqueda del equilibrio a los nodos de
Ia red.

1.5 La demanda

La curva de demanda de un consumidor indica el precio al que estd dispuesto a
adquirir una unidad del bien, el cual depende de la oferta. Su precio de reserva
es lo maximo que estd dispuesto a pagar por una unidad del bien. T.a curua
de demanda del mercado es la demanda agregada de todos los consumidores e
indica la cantidad demandada en funcién del precio y la renta. La disposicidn
a pagar es el precio méximo que alguien estd dispuesto a pagar por una unidad
del bien y coincide con el punto de corte de la curva de demanda con el eje
qg=0.

Un concepto fundamental es la elasticidad-precio de la demanda, que es un
indicador de la sensibilidad de las decisiones de compra a pequeifias variaciones
del precio y viene dada por:

_ da/dp _

€=
q/p

S
55
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Se dice que los bienes con |e| > 1 son eldsticos; los bienes con || < 1 son
ineldsticos; y los bienes con |¢] = 1, son de elasticidad unitaria. Cuando € =0
se dice que el bien es totalmente ineldstico al precio. La elasticidad cero suele
presentarse en bienes esenciales, donde la cantidad demandada no depende del
precio del bien (demanda constante). La mayor parte de los autores (Hakimi
1983, 1990, entre otros) asumen bienes esenciales y, por tanto, que la demanda
es totalmente ineldstica, es decir, que los consumidores demandan una cantidad
fija independientemente del precio y de lo alejado que se encuentre el servicio.

La elasticidad-precio en valor absoluto correspondiente a un punto cualquiera
(p,q) de una curva de demanda lineal, puede interpretarse geométricamente
como el cociente entre la base y la altura del rectdngulo que aparece al trazar
perpendiculares desde el punto (p,¢) a los ejes cartesianos, de lo que se deduce
que la elasticidad-precio es igual a infinito cuando el precio es mdximo y
disminuye a cero al aproximarnos al origen. Por tanto, en una curva de demanda
lineal se presentan todos los tipos de elasticidad.

La elasticidad de la demanda junto al hecho de que ésta sea continua y
distribuida uniformemente o discreta y separada espacialmente, representan las
principales cuestiones consideradas en el modelado de la demanda. Hotelling
(1929) asume que la demanda es totalmente inel4stica, suposicién que es relajada
por Lerner y Singer (1937) por encima de la disposicién a pagar, y por Smithies
(1941) en todo el rango de valores del precio. La demanda considerada por
estos autores estd uniformemente distribuida a lo largo de un segmento lineal,
mientras que la demanda asumida por Hakimi (1983), ReVelle (1986), Lederer y
Thisse (1990), Labbé y Hakimi (1991), entre otros, es discreta y se concentra en
los nodos de la red. Ademds, estos dos tltimos trabajos consideran elasticidad-
precio distinta de cero al asumir funciones lineales de demanda.

La elasticidad-precio de la demanda de un bien depende de dos grandes
factores: (i) Las posibilidades de sustitucién; cuanto mayor es la facilidad con
que los consumidores pueden sustituir unos bienes por otros, més eldstica es
la demanda. (ii) La proporcién presupuestaria; los bienes que representan una
elevada proporcién en el gasto total tienen una mayor elasticidad-precio.

La variacién del nivel medio de renta en un mercado generalmente desplaza
la curva de demanda. La elasticidad-renta de la demanda de un bien se define de
forma similar a la elasticidad-precio. Los bienes con elasticidad-renta positiva
se denominan bienes normales, mientras que si es negativa se denominan bienes
inferiores. Cuando los bicnes son normales, ¢l aumento de la renta desplaza
hacia la derecha la curva de demanda del mercado; cuando son inferiores ocurre
justo lo contrario.
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1.6 Estructura del mercado

Otro aspecto importante es el mimero de firmas competidoras, lo que caracteriza
la estructura del mercado. Cada una localizard un nimero dado de servicios en
el espacio considerado. En el monopolio existe una tnica firma, por lo que no
habrd comportamiento estratégico respecto a competidores efectivos, aunque
lo puede haber respecto a empresas que sean potenciales competidoras en el
futuro, respecto al propio monopolista en un contexto temporal o entre los
diferentes centros de una misma firma. En el oligopolio existe m4s de una firma,
generalmente un mimero pequefio. En el caso particular en que este mimero es
dos se tiene el duopolio. Cuando el mimero de firmas es suficientemente grande
se denomina competencia perfecta. En un oligopolio las empresas han de tener
en cuenta la competencia que suponen los restantes oligopolistas y también
los potenciales competidores qne podrian entrar en el mercado (competencia
potencial), lo que origina un comportamiento estratégico. Este comportamiento
no aparece ni en la competencia perfecta, porque las empresas no tiemen
influencia sobre los precios, ni en el monopolio. La importancia del oligopolio
no radica sélo en este comportamiento estratégico, sino también en el hecho de
que se trata de la forma de organizacién industrial m4s frecuente.

En la revisién bibliografica sobre el tema de Friesz, Miller v Tobin (1988a) se
incluye el monopolio espacial dentro de los problemas de competencia espacial,
al considerar “cualquier modelo de localizacién que explicitamente reconozca
que la localizacién de una firma pueda afectar su cuota de mercado” (p-48).
Wagner y Falkson (1975) y Erleukotler (1977) fueron los primeros autores en
formular modelos de localizacién con funciones de demanda el4sticas en espacios
no lineales. Sin embargo, estos autores no consideran competencia entre firmas,
asumiendo una organizacién (gobierno o empresa) que pretende localizar varios
centros con el fin de cumplir cierto objetivo empresarial (maximizacién del
beneficio) o piblico (maximizacién del bienestar social).

La presencia de un mimero pequefio de empresas conlleva la tentacién yla
tendencia a realizar acuerdos que limiten o eliminen la competencia, con el fin
de obtener beneficios extraordinarios, por lo que formalmente los modelos de
oligopolio se pueden clasificar en dos grandes grupos, colusivos (coaliciones) y
no colusivos. Los oligopolios no colusivos se caracterizan porque las empresas
compiten entre si, es decir, por tratarse de situaciones no cooperativas. Como
es obvio, las empresas no maximizan los beneficios conjuntos, lo que podria
comsegnirse si las mismas se fusionan o llegan a algin tipo de acuerdo. Los
oligopolios colusivos plantean dos tipos de problemas, por una parte internos,
al existir incentivos a romper los acuerdos (dilema del prisionero), y por otra
externos, ya que a medida que la cooperacién sea mayor entre los oligopolistas,
mayores serdn los beneficios obtenidos y, por tanto, existirdn m4s posibilidades
de que entren nuevos competidores en €l mercado.
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Empezando por el modelo de Hotelling, e incluyendo los trabajos de Smithies
(1941), Hartwick y Hartwick (1971) y Wendell y McKelvey (1981), el duopolio
10 colusivo ha sido objeto de especial atencién. La mayor parte de los modelos
estudian tnicamente dos jugadores, aunque algunos autores han abordado el
caso en el que existen tres firmas competidoras, como Eiselt y Laporte (1993),
Weber (1992), Fujita y Thisse (1986), Shaked (1975) o Eaton (1972), entre
otros. Sarkar, Gupta y Pal (1997) y Kohlberg (1983) estudian un problema
con n firmas. Sin embargo, como indican Friesz, Miller y Tobin (1988a) el
oligopolio ha recibido poca atencién en la literatura sobre competencia espacial.
En cl capitulo 4 sc presentan algunos resultados generales para el oligopolio y
se extienden los modelos del capitulo 3 al caso en el que existen mds de dos
empresas.

1.7 Reglas del juego

Pueden considerarse decisiones simultdneas o secuenciales. La solucién para un
juego no cooperativo de eleccién simultdnea, conocida como equilibrio de Nash,
es aquella donde ningin jugador tiene incentivo a alterar unilateralmente su
situacién. Puede no existir equilibrio de Nash, como ocurre en el modelo para
tres firmas en un mercado lincal de Lorner y Singer (1937).

Una alternativa al modelo de eleccién simultdnea es la eleccidn secuencial,
segtin la cual un jugador decide conociendo las elecciones de los que le preceden
y anticipando las decisioncs posteriores de los restantes competidores. Asociado
a este modelo surge el concepto de solucidn o equilibrio de Stackelberg. El lider
del juego no siempre tiene ventaja sobre el seguidor, como ocurre por ejemplo
en el problema de localizacién de dos firmas en un tridngulo de lados iguales
y demandas nodales e iguales. Por esta razén, existen leyes de patente que
proporcionan al menos una ventaja temporal al lider del juego. Eiselt y Laporte
(19962) hacen una buena revisién del problema de Stackelberg, al que ellos
genéricamente denominan de localizaci6n secuencial. Anderson (1987) analiza
el equilibrio de Stackelberg en el problema de Hotelling y prueba que cuando las
entradas de las firmas son secuenciales y se conoce que la competencia posterior
en precios serd de tipo lider-seguidor, la primera firma se localiza en el centro
del mercado y la segunda indistintamente en = 0.13 6 z = 0.87. Ademis, la
segunda firma en entrar adoptard el papel de lider en precios y la establecida el
rol de seguidora, obteniendo ésta iltima mayores beneficios. Garcia y Pelegrin
(1997) estudian un problema de localizacién en drboles con demanda totalmente
ineldstica y prueban la existencia de un equilibrio de Stackelberg en localizacién.

En una generalizacién del problema de Hotelling sobre un rectdngulo,
Tabuchi (1994) prueba que la localizacién secuencial es mds beneficiosa para
las firmas que la simult4nea. Eiselt (1998) considera un juego de Stackelberg en
un 4rbol donde los duopolistas no conocen la demanda real y tienen diferentes
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percepciones sobre ella. Si hay informacién completa, es decir, cada uno conoce
la percepcién de su oponente, no existen ventajas ni para el lider ni para
el seguidor. Si la informacién es incompleta, es decir, el lider no conoce la
percepcién del seguidor, la ventaja es para éste iltimo.

Hakimi (1983) introduce los términos medianoide y centroide para las
localizaciones del seguidor y lider, respectivamente. En particular, el (r|X,)-
medianoide es el problema del seguidor cuando va a localizar 7 servicios en un
espacio donde ya estdn localizados p servicios en los puntos del conjunto Xp.
De forma similar, un (7|p)-centroide es el conjunto de p localizaciones para el
lider, sahiendo qne posteriormente el seguidor situard r scrvicios resolviendo
el problema (r|X,)-mediancide. Hakimi demuestra que ambos problemas son
NP-duros y que, por ejemplo, el (1|X;)-medianocide sobre una red no tiene
necesariamente solucién nodal. Benati y Laporte (1994) proponen un algoritmo
de busqueda tabi para resolver ambos problemas.

Si los precios son también variables, se pueden considerar dos alternativas.
La primera consiste en suponer una eleccién simultdnea de precio (o nivel de
produccién) y localizacién (Tobin y Friesz, 1986). Otros modelos, como ocurre
en el de Hotelling, consideran que los jugadores deciden en dos etapas, motivado
por el hecho de que la eleccién de la ubicacién suele ser anterior a la del precio.
En la primera etapa los jugadorcs deciden simultdneamente sus localizaciunes
¥, conocidas éstas, los jugadores deciden simultdneamente los precios (o niveles
de produccién) en la segunda etapa. Una vez hallado el equilibrio de Nash
en la segunda etapa, su expresién es incorporada en la funcién de beneficio
para abordar el juego de la primera etapa. El correspondiente concepto de
solucién en dos etapas se denomina equilibrio de Nash subjuego-perfecto. Este
concepto se basa en la idea de que los jugadores anticipan las consecuencias de
la competencia en precios (o produccién) a la hora de decidir sus localizaciones.
Para una amplia discusi6n sobre este concepto ver Selten (1975).

Lederer y Thisse (1990) consideran un juego en dos etapas con discriminacién
espacial de precios en la segunda y prueban la existencia de un equilibrio de Nash
subjuego-perfecto. Ademds, si los costes de transporte son funciones céncavas de
la distancia, existe un equilibrio en un conjunto de nodos de la red. Un resultado
similar es obtenido por Labbé y Hakimi (1991) cuando las empresas deciden la
cantidad a ofrecer en cada mercado separado espacialmente con demanda lineal.
Los modelos anteriores consideran exclusivamente la posibilidad de instalar un
tinico servicio para cada firma. Tobin y Friesz (1986) estudian el problema de
maximizar el beneficio de una empresa que pretende introducirse con més de un
servicio en un mercado ocupado por otras empresas. Este modelo es generalizado
por Friesz, Tobin y Miller (1989) para permitir a la firma entrante decidir no sélo
el nivel de produccién y la localizacién de sus plantas, sino también el esquema
de distribucién. Sarkar, Gupta y Pal (1997) extienden el modelo de Labbé y
Hakimi (1991) al caso del oligopolio con demanda no lineal y prueban que, bajo
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ciertas condiciones, las firmas contimian situdndose en los nodos de la red. Estos
autores permiten que cada firma pueda ubicar mds de un centro. Ademss, en
el caso particular en el que la demanda es lineal prueban la existencia de un
equilibrio de Nash subjuego-perfecto para el oligopolio.

Anderson y Engers (1994) consideran un juego en dos etapas con demanda
totalmente ineldstica al precio, donde en la primera etapa las firmas deciden
las localizaciones en un espacio continuo, adelantando el posterior equilibrio en
precios de la segunda etapa. El mercado est4 regulado por una autoridad que
fija los precios de forma que se maximice el bienestar social. En equilibrio,
se minimiza el coste social que viene dado por el coste tutal de produccidn y
de transporte, obteniéndose la misma solucién que si las firmas compitiesen
libremente. Este resultado es similar al obtenido por Lederer y otros (1990,
1086). Spagat (1992) introduce un refinamiento del concepto de equilibrio
subjuego-perfecto, que emplea para seleccionar una solucién en un juego de
competencia espacial con multiples equilibrios subjuego-perfecto.

1.8 Conjeturas de las empresas

En la mayor parte de los modelos se asume que cada empresa fija un precio o
decide su localizacion suponiendo constante el precio o la ubicacion del resto de
sus rivales. Se trata de un supuesto denominado “variacién conjetural nula”.
Como sefialan Eaton y Lipsey (1974), dicho supuesto puede ser razonable a corto
plazo dado que las empresas no tienen tiempo de observar la reaccién de sus
competidoras, o bien cuando la relocalizacién no se produce como consecuencia,
por ejemplo, de unos elevados costes de instalacién. En el modelo de Stackelberg
s6lo una de las firmas, la seguidora, mantiene este supuesto mientras que la
lider asume conjeturas no nulas al adelantar la reaccién de la seguidora. La
tercera posibilidad aparece bajo el supuesto de conjeturas no nulas para ambas
firmas. Estos tipos de conjeturas aparecen en Segura (1993) y serén tratados
con posterioridad en los capitulos 2, 3 y 4.

1.9 Comportamiento de los consumidores

En general, podemos distinguir entre modelos deterministicos y probabilisticos.
En un modelo deterministico los consumidores son atraidos por los centros
de servicio de acuerdo a alguna funcién de utilidad dada en funcién de
caracteristicas tales como la distancia (o el coste de transporte) y el precio,
entre otras. En el modelo probabilistico existe una funcién de atraccién que
determina la probabilidad de que un consumidor visite un servicio. La principal
diferencia entre estos dos modelos radica, por tanto, en la asignacién de los
clientes a los centros de servicio. Mientras que en el modelo deterministico un
usuario acude exclusivamente al centro que le produce mayor utilidad, lo que
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lleva asoclado una particién del espacio en 4reas de mercado de los centros de
servicio, en el modelo probabilistico un cliente puede visitar cualquier centro,
incluso el menos atractivo, con una cierta probabilidad.

La suposicién més comin en el modelo deterministico es que los clientes
eligen el servicio mds préximo (en tiempo o distancia). El MAXCAP (maximum
capture problem), formulado por ReVelle (1986) aplica el criterio de distancia
minima. En general, el cliente tiene en cuenta, ademds de la distancia, el precio,
el servicio postventa, etc. Drezner (1994a), en un problema continuo, asume que
los clientes basan su eleccién en una funcién de utilidad, que incorpora atributos
del servicio y la distancia. Los clientes situados en un mismo punto de demanda
presentan la misma funcién de utilidad y, por tanto, eligen el mismo servicio.
Sin embargo, Drezner y Drezner (1996) consideran una funcién de utilidad que
cambia de un consumidor a otro, incluso entre aquellos localizados en un mismo
punto de demanda.

En un modelo probabilistico los clientes dividen su poder de compra entre
las firmas competidoras. El modelo de Huff (1964), de tipo gravitacional,
sugiere que la probabilidad de que un consumidor acuda a un servicio es
proporcional al tamafio de dicho servicio e inversamente proporcional a la
distancia. Este modelo es extendido por Nakanishi y Cooper (1974) quienes
reemplazan el tamafio del servicio por un conjunto de caracteristicas que definen
su atractivo, dando lugar al modelo MCI (modelo de interaccién competitiva
multiplicativa). Plastria (1996) utiliza una variacién del modelo de Huff para
determinar la localizacién éptima y el atractivo de un nuevo servicio en un
mercado competitivo. Peeters y Plastria (1998) proponen una variante del
modelo de Huff, el modelo de Pareto-Huff, considerando que un consumidor
visita un servicio A mds distante que otro B, sélo si A es més atractivo que
B. Este criterio es diferente al de Huff, donde los clientes pueden visitar,
aunque sea con umna probabilidad muy pequefia, servicios distantes incluso
existiendo préximos a él servicios mds atractivos. Santos, Sudrez y Dorta
(1999a, 1998) abordan el problema del equilibrio localizacién-atractivo para
dos firmas que entran a competir simultdneamente con un 1inico servicio cada
una, considerando los modelos de Huff y de Pareto-Huff. Basdndose en el
MCI, Achabal, Gorr y Mahajan (1982) desarrollan un modelo de localizacién de
servicios miiltiple, mientras que Ghosh y Craig (1983) determinan estrategias de
localizacién deseables en un mercado dindmico considerando posibles cambios
competitivos y demograficos.

El modelo MAXCAP ha sido adaptado tamhién al caso prohahilfstico.
Benati (1999) considera un problema de captura méxima donde los
consumidores toman sus decisiones de acuerdo a una funcién de utilidad
aleatoria. Serra y Colomé (2000) modifican el modelo MAXCAP para permitir
que la demanda de un nodo asignada a un determinado centro de servicio sea
funcién de las distancias de ese nodo al resto de los centros de servicio.
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1.10 Externalidades

Cuando cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones de los demaés,
se dice que existe externalidad en el mercado. En estos casos, ademds del
precio y el coste de transporte, los consumidores deben tener en cuenta un
coste asociado al efecto de la externalidad. Como consecuencia, cuando los
precios que fijan las empresas coinciden, no siempre es la asignacién al centro de
servicio més préximo la que proporciona el coste minimo. A Muiiiz (1998) sefiala
en una revisién bibliogrdfica sobre externalidades, localizacién y crecimiento
regional, que la presencia de externalidades explica la concentracién observada
en empresas € industrias dedicadas a una misma actividad.

Kohlberg (1983) modifica el modelo de Hotelling con el fin de evitar la
discontinuidad de las funciones de pago en un juego donde las estrategias son las
localizaciones en un intervalo. No tiene en cuenta el precio del producto, lo que
equivale a considerarlo fijo e igual para todas las firmas. Considera que el tiempo
de espera es una funcién creciente de la cuota de mercado, y suponiendo que
el conswnidor elige el ceutro de servicio minimizando el tiempo de transporte
mas €] tiempo de espera, demuestra que las cuotas de mercado son funciones
continuas de las localizaciones y que no existe equilibrio para tres o m4s firmas.
Cuando el nimero de firmas es dos, existe equilibrio con diferenciacién minima
¥, al igual que en el modelo de Hotelling, las localizaciones socialmente 6ptimas
se sitian en los cuartiles.

Brandeau y Chiu (1994a, 1994b) introducen un coste de externalidad para
servicios privados y piiblicos en un problema en redes, considerando que los
consumidores minimizan la suma de los tiempos de desplazamiento y de espera
en el servicio. Estos autores asumen que los precios no intervienen en el proceso
de deeisién. Consideran servicios con capacidades y funciones de externalidad
convexas, crecientes y tendiendo a infinito cuando la utilizacién del servicio se
aproxima a su capacidad. En el caso de servicios privados (1994a), dos firmas
maximizadoras de su cuota de mercado deciden sus localizaciones segin un
juego de Stackelberg. Prueban que las decisiones de los usuarios en equilibrio
son tnicas y, por tanto, que la cuota de mercado en equilibrio también es wnica.
En el caso de servicios piiblicos (1994b), se localizan un mimero dado de centros
de servicio de manera que se minimice el coste social, que es el tiempo agregado
de desplazamiento y de espera de la totalidad de los usuarios. Prueban que para
costes de externalidad negativos las asignaciones de equilibrio no son en general
tnicas, aunque la cuota de mercado si lo es. Cuando el nimero de centros
publicos es dos, las asignaciones de equilibrio son tinicas. En ambos trabajos,
para el estudio de las localizaciones se particulariza el problema en 4rboles con
demanda nodal.

Un problema similar incorporando el precio del producto es estudiado por
Santos, Dorta y Sudrez (2000a). En este trabajo se considera un juego en dos
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etapas, en la primera se deciden las localizaciones y en la segunda, conocidas
éstas, se deciden los precios, estudidndose la existencia de un equilibrio de Nash
para cada etapa. Elequilibrio de Stackelberg en precios es estudiado por Sudrez,
Dorta y Santos (2000). En ambos trabajos se supone que las asignaciones son
impuestas por un agente regulador para minimizar el coste agregado y obtener
asf un 6ptimo de Pareto. El caso en que los consumidores toman sus decisiones
individualmente es estudiado por Suérez, Dorta y Santos (1999).

Berman y Larson (1982) analizan el problema de la mediana con congestién
en redes. El objetivo es minimizar el tiempo de respuesta (suma del tiempo de
viaje y de espera) de un servicio en el que las llegadas se producen de forma
aleatoria. Lee y Cohen (1985) consideran demanda eldstica a la congestién.
Desrochers y otros (1995) formulan un problema de localizacién de facilidades
con congestién entero mixto, que es resuelto mediante ramificacién y acotacién.

En otras ocasiones las externalidades son positivas, como sucede con locales
de ocio como pubs y discotecas, por ejemplo. En estos casos, muchos usuarios
prefieren acudir a aquellos lugares con mayor afluencia.



Capitulo 2

Modelos clasicos de
competencia y nociones
basicas

Este capitulo estd dedicado a los wodelos cldsicus de compeleucia oligopolfstica
en Economfa Industrial. Los modelos desempefian un importante papel en
la toma de decisiones, permitiendo a las empresas obtener informacién sobre
la repercusién de sus posibles acciones. Existe una extensa literatura sobre
modelos de oligopolio, que como se indicé con anterioridad es una estructura de
mercado en la que existe més de una empresa, generalmente un nimero pequefio
de ellas. En particular, cuando el mimero de firmas es dos se tiene un duopolio.
La capacidad de las empresas de fijar los precios diferencia al oligopolio de la
competencia perfecta. Por otra parte, la existencia de varias firmas supone que
cada una tomar4 decisiones teniendo en cuenta las acciones de sus competidoras,
lo que distingue al oligopolio del monopolio. Para una introduccién en este
tema puede consultarse Segura (1993), Tirole (1988), Chiang (1987), Arrow y
Intriligator (1982), Hay y Mortis (1979), entre otros.

En Ja seccion 2.1 de este capitulo, se analizan los modelos clasicos
de competencia oligopolistica, de gran importancia para explicar el
comportamiento estratégico de los productores, y se definen diferentes conceptos
de solucién. Se presenta en primer lugar la competencia via cantidades,
incluyendo aquellas situaciones asimétricas en las que una de las empresas es
lider, para posteriormente abordar la competencia via precios. En tercer lugar
se analiza otro tipo de competencia, via diferenciacién del producto, donde las
empresas deben decidir Ja ubicacién de sus instalaciones o las caracteristicas de
sus productos.

35
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La seccién 2.2 contiene algunas nociones y resultados sobre juegos y redes
que serdn utilizados en la memoria. Se definen los principales tipos de solucién
de equilibrio y se muestra un cuadro resumen donde figuran las caracteristicas
de algunos juegos espaciales junto con los casos tratados en esta memoria.
Finalmente, se recogen algunos resultados generales sobre convexidad que serén
utilizados con posterioridad.

2.1 Modelos cldsicos de competencia

2.1.1 Modelos de Cournot y Stackelberg

Sea r €l mimero de firmas en el mercado, con funciones de costes de produccién
Ci(g:), donde ¢; es cl nivel de produccién de la firma 4, ¢ — 1,...,r. La funcién
inversa de demanda viene dada por p = p(q), siendo ¢ = > _, ¢; la cantidad
total producida. Las empresas deciden simultdneamente su produccién ¢;,
que serd aquella que maximice el beneficio, es decir, la solucién del siguiente
problema de optimizacién

max7r,-(q) = qlp(q) - Ci(‘h’), Vi = 1,...,7‘,

donde se han relajado las restricciones de no negatividad. Asumiendo que las
funciones de beneficio son céncavas y diferenciables, las condiciones necesarias
v suficientes de éptimo global son

di .
p+ qip’(q)—q —Ci(g;) =0, Vi=1,..,7.

dg;
.
Dado que g = Y g;, diferenciando se obtiene
i=1
da_qq zr: G a1,
s I TT Ry eyt
das e

y las condiciones necesarias y suficientes de 6ptimo resultan

T

dq; ,
prar(@ |1+ Y diq{ —Clg) =0, Vi=1,..,r.

s=1gsi

e dg oy - . .
El término ;23%, j # 1, representa la variacién que ocurrird en la produccién
T

del competidor j ante cambios en g¢;. Estos términos se denominan variaciones
conjeturales. La hip6tesis méds simple sobre los valores de las variaciones
conjeturales es la nulidad, es decir, suponer que cada productor piensa que
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sus competidores no reaccionardn a la alteracién de su volumen de produccién.
Este es el supuesto formulado por Cournot (1838), bajo el cual, en el caso
de un duopolio (r = 2, i = 4, B), las ecuaciones anteriores se escriben de la
siguiente forma:

il

p+qap'(q) — C(ga) 0, (ra(gs))

p+asp'(q9) —Cslge) = 0, (rp(ga))

y se denominan funciones de reaccidn o de mejor respuesta (ra(gg),75(q4))-
Proporcionan respectivamente, el output de la firma A dado el de B (r4(qg)),
y el de la firma B dado el de A (rp(g4)), indicando cémo reacciona una de ellas
ante cambios en la oferta de la otra.

Una hipétesis alternativa consiste en suponer que una de las empresas asume
variacién conjetural nula, mientras que la otra considera variacién conjetural no
nula. Este es el supuesto formulado por Stackelberg (1934), donde la firma
lider asume conjeturas no nulas mientras que la seguidora asume conjeturas
nulas. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es lider y B
seguidora. Entonces, el comportamiento de la empresa seguidora sigue estando
representado por su funcién de reaccién rg, mientras que la nueva curva de
reaccién de la lider viene dada por

d
p+ a7 () [1 + _d_qﬁ} —Ch(ga) =0.
qA

Diferenciando la funcién de reaccién de I3 1especto de g4 resulta

dq | dgp dgq dqp
Ng)—— + =285 (q) + e G =2 =9,
(@) PR () +a5p"(9)7 n B(a8) ”
y de la relacién E%l,l{ =1+ ‘—;—%, se obtiene que
dgg ?'(q) + gp"(q)

dga  20/(q) + qoP"(q) — CLlan)

Sustituyendo en la curva de reaccién de la empresa lider, y tras algunas
simplificaciones, se obtiene

7'(g) — C%(gB)
2p'(q) + gpp"(g) — Chlgm)

Por tanto, la solucién o equilibrio de Stackelberg viene dado por la solucién del
sistema

r+qap'(9) [ ] —C%(gqa) = 0.

7 _CII
p+ 947 (0) | ) ~ Caloa) =0, (r2)

n

p+app'(q) — Cilgr) =0, (rs)
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Lo anterior equivale a resolver el problema de maximizacién de beneficio del
lider sujeto a la restriccién de reaccién del seguidor?

max  ¢ap(q) — Calga)
s.a. p+qpp'(q) — Cplgr) =0,

que puede resolverse por el método de los multiplicadores de Lagrange.

En resumen, el seguidor se atendré a su propia funci6n de reaccién, mientras
que, por cl contrario, el lider incorporar4. 1a informacién relativa a la reaccién
de su competidora a su funcién de beneficio.

Finalmente, el tltimo escenario aparece al asumir que ambas firmas se
comportan como lidercs. En tal caso, el equilibrio surge al intersectar rz con la
que aparece al intercambiar en esta tltima los subindices.

Comparacién de equilibrios para demandas lineales

Supongamos que la funcién inversa de demanda es lineal, del tipo p(g) = a—bg,
a,b > 0, y los costes marginales de ambas empresas son constantes e iguales. Si
cstos costes son Cl(g;) — ¢, 1 = A, B, las curvas de reaccién en el supuesto de
Cournot son

a—blga+gqp)—bga—c = 0,

1l
o

a—blga+gp)—bgs — ¢
v el equilibrio de Cournot es

a—cC
3b

c
ga=4p =9 =
Entonces, el precio de mercado y los beneficios para ambas empresas son

+ 2c a—c)?
P0=a3 ,WA—WD:WC=——( Qb) -

Las curvas de reaccién para el modelo de Stackelberg, si A es lider, son
bga .
a—blgatap)—— —¢ = 0,

a—blga+gs)—bgp—c = 0,

Lostamos prescindiendo de las restricciones de no negatividad
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que proporcionan las siguientes cantidades de equilibrio

L
a—c a—c
¢F=——, ¢ = =L

2 b 2

El precio de mercado y los beneficios en este caso son

s _a+3c ;  (a—c)? S_7rL
et s Ty T T

Mientras que en el equilibrio de Cournot las producciones de ambas firmas
coinciden, en el equilibrio de Stackelberg el nivel de produccién del lider es el
doble que el del seguidor, por lo que su beneficio también se duplica. Obsérvese
que el beneficio del lider es superior al que obtendria segiin el modelo de Cournot,
mientras que el del seguidor es menor. El beneficio conjunto de la solucién de
Stackelberg es menor que el beneficio conjunto de la sohicién de Cournot, lo que
indica que la competencia con el criterio de Stackelberg conduce a una solucién
subéptima atendiendo al criterio de maximizacién del beneficio conjunto.

Por 1ltimo, en el caso en que ambos duopolistas actuaran como lideres?, el
equilibrio se alcanzaria resolviendo el sistema

b
a—b((IA‘*‘(IB)__(éé“C = 0,
b
a—bgatas) oL o = 0,
cuya solucién es
2(a—rc)

S # A
daA =4 =g 5p
con lo que la cantidad total producida es la mayor entre las situaciones
analizadas, esperdndose una disminucién del precio y consecuentemente una
reduccién de los beneficios. En efecto,
Ly _ a+ie pr _ 2(a-c)

5 s TA=TR =T 750

2
En la figura 2.1 se muestran las curvas de reaccién y los equilibrios para
las situaciones anteriores. El segmento F'G estd formado por ludas aquellas

combinaciones cuyo output total equivale al de monopolio, y el DE por todas
aquellas que dan lugar a una produccién de competencia perfecta®. El resto

2 ambas firmas asumen conjeturas no nulas
31a solucion de monopolio s aquella que iguala coste marginal ¢ ingreso marginal; ol precio
en competencia perfecta coincide con ¢l coste marginal
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2k/3
k/2

k/2 2k/3 k qa

Figura 2.1: Diferentes equilibrios en competencia via cantidades

dc scgmentos paralelos entre los antcriores, constituyen ¢l lugar gecométrico de
todas aquellas producciones que proporcionan un mismo output, estando mds
alejado del origen cuanto mayor es la produccién. Puesto que a las empresas
les interesa reducir el output para que aumenten los precios, aproximéndose
a la situacién de monopolio, puede observarse graficamente que para ambos
productores en conjunto la mejor situacién es la de Cournot, C, seguida por
aquella en la que uno es lider y el otro seguidor?, S4 y Sp, y por 1iltimo aquella
en la que los dos actiian como lideres, LL.

El equilibrio de Cournot, pese a constituir la mejor solucién conjunta,
descartada la coalicién, presenta una cierta inestabilidad a largo plazo, debido
a quc para cada uno de ellos individualmente la mejor situacién posible es
convertirse en lider, siempre que su competidor acepte ser seguidor. Cada agente
tendrd incentivos a ser lider, pero si 1o son ambos la solucién serd la peor de las
posibles. Este resultado apunta la conveniencia de llegar a coaliciones o acuerdos
de reparto del mercado, la més obvia de las cuales serfa la monopolizacién del
mismo®, lo que les permitiria a ambos obtener los beneficios del lider.

Por ltimo, es posible deducir que el oligopolio de Cournot es la forma de
organizacién industrial intermedia entre la competencia perfecta y el monopolio,
acercdndose tanto mds al extremo de la competencia (monopolio) cuanto mayor
(menor) es el mimero de empresas que lo forman. Esta idea intuitiva es facil de

48; denota ¢l cqnilibrio de Stackelberg donde ol lider cs la firma 4, 4 = A, B

- M M
Yga=gn =4~ =(a—0)/4b,pM = (a+)/2, T4 =7p = T~ = (@ — )?/8b



2.1. MODELOS CLASICOS DE COMPETENCIA 41

formalizar si en el modelo utilizado se supone que existen r empresas iguales. En
este caso, bajo la hipétesis de Cournot, la maximizacién del beneficio individual

mi=(a-bg) g —eg;, i=1,..,r,

da lugar a ¢; = ﬁ%, p = £,y entonces

. _ o rla-¢) a-c
) e = Mmoo
=1
limp = g
r—oo

por lo que la solucién de Cournot cuando el niimero de oligopolistas tiende a
infinito, coincide con la de competencia perfecta ¥, coww es obvio, cuando 7 = 1
con la de monopolio.

2.1.2 Modelos de Bertrand y Edgeworth

Los resultados del apartado anterior se han obtenido suponiendo que los
oligopolistas compiten produciendo determinadas cantidades del bien, que son
adquiridas al precio determinado por la funcién dc demanda. Con frecuencia
se ha criticado la falta de realismo de esta competencia via cantidades,
proponiéndose una hipétesis alternativa respecto al comportamiento de los
oligopolistas, debida a Bertrand (1883), quien supuso que las empresas
competian determinando el precio de venta del producto. Tratdndose de un bien
homogéneo, los consumidores adquirirdn el bien al oligopolista que lo venda a
menor precio, por lo que la solucién si el coste marginal de todas las firmas
coinciden es simplemente el equilibrio en competencia perfecta, es decir, precio
igual al coste marginal.

Supongamos que inicialmente dos firmas venden a un precio comiin (superior
al coste marginal); si una de ellas redujese el precio, incluso en una pequeiia
cantidad, y la otra lo mantuviese, la primera se harfa con todo el mercado al
ser el producto homogéneo. Sin embargo, la segunda puede también reducir
su precio, por lo que mientras haya margen, es decir, siempre que el precio sea
superior al coste marginal, habr4 posibilidad de reducir el precio. Entonces,
en el limite el precio de equilibrio, igual para ambas empresas, coincide con el
coste marginal. La paradoja es que con tan sélo dos empresas, se ha obtenido el
equilibrio en competencia perfecta. Sin embargo, cste resuttado se basa en tres
supuestos fundamentales. El primero, el producto es perfectamente homogéneo;
una ligera diferenciacién del mismo conduce a que el resultado competitivo no
se produzca, por lo que es beneficioso para los oligopolistas inmersos en una
competencia en precios diferenciar sus productos (por ejemplo, elegir ubicaciones
diferentes). En segundo lugar, el resultado competitivo sélo se justifica con un
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planteamiento estatico en el que las empresas, cuando rebajan ligeramente su
precio, se apropian de todo el mercado. Sin embargo, si tienen en cuenta que a
su decisién de rebajar el precio le seguird ineludiblemente una reaccién de los
competidores rebajdndolo aun més, resultard mds conveniente para todos no
entrar en una lucha a la baja de precios que conduciré a anular sus beneficios,
siendo conveniente llegar a algin tipo de acuerdos. Por iltimo, los costes de
ambas empresas son iguales; en el caso de no ser asi, el precio final de Bertrand
igualarfa al mayor coste marginal, por lo que la empresa con mayores costes no
tendria beneficios. Este hecho motiva ademés la necesidad de reducir los costes.

Tenemos, en resumen, dos posibles explicaciones del comportamiento del
oligopolio. La m4s realista desde el punto de vista del tipo de competencia
que se establece entre los productores, la de Bertrand, da lugar a un resultado
sorprendente ya que los oligopolios, en la prdciica, no se comportan como
competencia perfecta. La menos realista desde el punto de vista de cémo se
compite, la de Cournot, proporciona un resultado més acorde con la realidad.
La solucién més satisfactoria serfa, por tanto, que dispusiésemos de un modelo
teérico de oligopolio que, considerando que los oligopolistas compiten via
precios, condujera a un equilibrio final en que el output total fuera inferior al
de competencia perfecta. La idea original de esta sintesis se debe a Edgeworth.

Edgeworth (1925) supuso que si dos empresas instaladas compiten entre si
via precios, lo hacen con dimensiones dadas, y que estas dimensiones implican
restricciones de capacidad que hacen que el equilibrio final de la conjetura
de Bertrand no sea el de competencia perfecta. Suponer que la dimensiou
de cada empresa no le permite satisfacer individualmente toda la demanda
correspondiente a la solucién competitiva, es un supuesto sensato debido a
que 1o tendria sentido que las empresas instalasen capacidades excedentarias,
teniendo que asumir los costes derivados. Si esto es asf, la solucién pa = pp =¢
no puede constituir un equilibrio ya que una de las empresas podria subir
el precio y atender la demanda no cubierta por su competidora por falta de
capacidad y obtener beneficios. En consecuencia, la restriccién de capacidad
impide que la solucién del problema via precios sea la de competencia perfecta.
La formulacién de esta idea en términos de teorfa de juegos consiste en suponer
que los oligopalistas participan en un juego en dos etapas, en la primera de las
cuales eligen simultdneamente la dimensién de sus respectivas empresas, y en la
segunda, una vez instaladas las capacidades y conocidas las mismas por ambas
empresas, éstas compiten via precios, fijéndolos también de forma simulténea.

2.1.3 Modelo de Hotelling

Una de las suposiciones bajo la que se sostiene la paradoja de Bertrand es que
el producto es homogéneo. En esta situacién, el precio es la tnica variable
de interés para los consumidores, y cuando el coste marginal de todos los
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Figura 2.2: Representaci6n espacial considerada por Hotelling

oligopolistas coincide, ninguna empresa puede elevar su precio por encima del
coste marginal sin perder todo el mercado. Sin embargo, en la practica esta
suposicién rara vez se cumple, existiendo otras variables que condicionan la
decisién de los consumidores. Algunos pueden estar dispuestos a pagar un precio
supcrior, si para adquirir el bien deben recorrer una distancia mds corta, o si la
empresa suministradora proporciona un mejor servicio postventa, por ejemplo.

La diferenciacién del producto es un hecho en nuestra economia, siendo los
bienes que ofrecen la mayorfa de las empresas no homogéneos. La diferenciacién
presenta ventajas para todos los agentes; para los consumidores, porque la
eleccién entre un abanico més amplio de posibilidades permite optar por aquel
que mejor satisface sus preferencias, aumentando con ello su satisfaccién; para

las empresas, porque ser el inico oferente de ciertas caracteristicas confiere cierto
poder de mercado.

El andlisis de la diferenciacién tiene interés en tres tipos de problemas. En
el primero, varias firmas deciden las caracteristicas de sus productos dentro
del espacio de preferencias de los consumidores. En el segundo, un conjunto
de agentes se posicionan ideolégicamente para conseguir el mayor mimero de
electores, o bien se decide democrdticamente la ubicacién de un servicio, lo que
se conoce como teoria del voto. Finalmente, en el tercer problema un conjunto
de firmas se ubican fisicamente con el fin de satisfacer algiin objetivo.

Para ilustrar estas cuestiones, consideremos el modelo clésico de competencia
espacial formulado por Hotelling (1929). Supongamos una calle de longitud L,
en la que se encuentran distribuidos uniformemente los consumidores. Existen
dos empresas, ubicadas en lngares distintos de la calle, que producen el mismo
bien. La primera empresa estd situada en el punto 4, a una distancia I4 del
principio de la calle, y la segunda empresa se ubica en B, a una distancia (g
del final de la misma. Un consumidor genérico h se encuentra situado a una
distancia d4 de la primera empresa y dg de la segunda. Esta situacién est4
representada en la figura 2.2.

Es obvio por propia construccién que l4 + d4 +dp + g = L y que, como
estamos analizando el caso en que ambas empresas est4n situadas en puntos
distintos, l4 + g < L.
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Las empresas® producen a un coste marginal ¢ y venden a unos precios en
fabrica p;, 1 = A, B. Transportar una unidad del bien cuesta 7 por unidad de
distancia, por lo que el coste por unidad para un consumidor situado a una
distancia d; de la empresa % serd p; + 7d;, ¢ = A, B. Puesto que el bien es
homogéneo, la tnica diferencia para el consumidor serd su coste, de forma que
para que un consumidor se encuentre indiferente entre adquirirlo de una u otra
empresa (consumidor marginal) habrd de verificarse

pa+7ds =pp+ Tdp.

Si se cunple esta relacion, y supuuiendo gue cada conswinidor adquiere una
unidad de bien, es decir, que la demanda es totalmente ineldstica al precio (lo
que sucede en el caso de bienes esenciales), la demanda cubierta por la primera
empresa serd 4 + d4 y la de la segunda I + dp.

Asumiendo localizaciones dadas, las demandas captadas son funciones
discontinuas del precio. En efecto, supongamos que pp estd dado; la firma
A podria ganar mercado reduciendo pg, lo que desplazarfa hacia la derecha
al consumidor marginal, reduciendo dp y aumentando d4. Para captar todo
el mercado entre el comienzo de la calle y el punto en el que se ubica su
competidora, la firma A deberia fijar el siguiente precio

Py =pp—7(da+dp).

Si ahora redujera ps ligeramente por debajo de p%, la primera empresa se
haria con todo el mercado. Por tanto, su cuota de mercado presentarfa una
discontinuidad en p%, lo que motiva la no existencia de equilibrio. D’Aspremont,
Gabszewicz y Thisse (1979) demostraron que si las empresas se encuentran
en posiciones distintas préximas al centro, no existe precio de equilibrio. No
ohstante, cuanto m4s distantes se encuentren amhas empresas, es m4s prohable
que exista equilibrio al aumentar el dominio en el que las cuotas de mercado son
continuas’. También demostraron que la condicién para que los precios sean de
equilibrio es

|pa — pB| < 7(da +dB) =T§,

siendo § = L — l4 — lp la distancia entre ambas empresas. Supondremos en
lo sucesivo que se satisface esta relacién y que, por tanto, las firmas estén
suficientemente alejadas.

Dado que § = d4 + dp, de la condicién ps + 7d4 = pp + 7dp se puede
obtener

T —pi+p;
2T
Ssupondremos por simplicidad, sin que ello afecte a los resultados, que los costes fijos son

iguales y no dependen de 1a localizacion

“en ¢l caso limite en que cada cmpresa se situara cn un extremo de la calle, no habria
discontinuidad

dz' 111.7=AyB7.7#1’7
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y entonces el beneficio puede expresarse de la siguiente manera

6—p; i + 27 (p; — . L
Wi:(Pi—C)(li'f‘di):(T p+p32—|7—_ 7h) (p C),‘L,j:A,B; j #i.

Las condiciones de primer orden para el problema de maximizacién de
beneficio vienen dadas por

671'.,' _ 76 — 2p; +p; + 27l; + ¢
Op; 2T
de donde se obtienen los siguientes precins de equilibrio

Li—1;
3 ”),z',j=A,B; i #i,

=0,4,7=4,B; j#i,

ﬁi=C+T<L+

lo que indica yue, incluso con productos homogeneos, la diferenciacién espacial
puede conducir a precios de equilibrio diferentes.

No6tese que cada empresa aumentaria sus beneficios si, dados los precios y
localizacién del rival, redujera su distancia al mismo, debido a que las derivadas
parciales Om;/0l;, i = A, B, evaluadas en estos precios’ de equilibrio son
positivas. Este es un resultado razonable porque una aproximacién le permitirfa
capturar parte del mercado rival sin perder nada del suyo. Esto, en el limite,
conducirfa a que ambas empresas se sitden juntas en el centro del mercado. En
esta situacién, la diferenciacién del producto es nula, resultado que se conoce
como principio de diferenciacion minima de Hotelling.

Liste principio parece indicar que la competencia espacial da lugar a una
diferenciacién minima y ayudaria a comprender, por ejemplo, por qué los
automéviles son muy similares entre si, o por qué la regla general de cualquier
productor que entra en un mercado consiste en ofrecer productos similares a los
ya existentes. La generalidad del resultado hace que sea considerado en terrenos
ajenos a los propios de la diferenciacién del producto. Permite, por ejemplo,
explicar las razones por las cuales distintas religiones poseen bastantes Tasgos
comunes o por qué los politicos, a la hora de disefiar sus campafias electorales,
tratan de parecer méds moderados.

Sin embargo, cabe destacar que este resultado no se obtiene del razonamiento
seguido ya que Hotelllng no se percaté de que las expresiones del beneficio 7;
de las que se deduce el equilibrio, se han obtenido suponiendo que las firmas
se encuentran suficientemente alejadas. Este hecho es puesto de manifiesto por
D’Aspremont, Gahszewicz y Thisse (1979), quienes ademse demucstran que
si las firmas se encuentran préximas entre sf en la primera etapa, no existe
equilibrio en precios en la segunda etapa. La razén es bastante simple; si
las firmas se localizan préximas entre si, la agresiva competencia en precios
conducirfa los beneficios de ambas firmas a cero. Sin embargo, cada firma
aumentaria su beneficio alejéndose de su competidora.
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Extensiones del problema de Hotelling

Hotelling asumi6 costes de transporte constantes por unidad de distancia
(funcién lineal de la distancia) y demandas totalmente ineldsticas al precio.
Sin embargo, para otros tipos de costes de transporte el efecto puede ser
justo el contrario, es decir, obtener méxima en Jugar de minima diferenciacién.
Supongamos, por ejemplo, que el coste de transportar una unidad del bien a una
distancia d es 7d®> (D’Aspremont y otros, 1979). Un efecto de este supuesto es
que las demandas captadas, y por tanto los beneficios, dejan de ser discontinuas,
con lo que se elimina el posible problema de existencia de equilibrio, es decir,
no existe limitacion alguna en la localizacion de las empresas.

Ahora, un consumidor serd marginal si
pa+7Tdy =pp | Tdg,
lo que, teniendo en cuenta que § = d4 + dp, permite expresar la distancia de

cada empresa al consumidor marginal de la siguiente forma

i 6% —pi+p; . . .,
di=—2—71%—m-,z,j:A,B; j#1,

y, por tanto, los beneficios como

762 — pi + pj + 276L:) (pi — ¢)

m=pi—c)(li+di) = ( o

L, =4,B; jFi.

Las condiciones de primer orden correspondientes conducen a los siguientes
precios de equilibrio

I; -1 . .
ﬁi:c—i—’r&(l}—i——:&i),%J:A’B? jFi

Se puede comprobar que el signo de dm;/0l; evaluado en el precio de
equilibrio es negativo, por lo que las dos empresas tenderdn a situarse en los
extremos del mercado, obteniéndose por tanto un resultado que cabria llamar de
diferenciacién méxima. En resumen, el grado de diferenciacién en los modelos
de competencia espacial depende en gran medida de los costes de transporte.

Cuando las decisiones en localizacién y precios son simultdneas es fécil
comprobar que no existe equilibrio de Nash independientemente de los costes
de transporte®. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que existe
equilibrio. Si las localizaciones son coincidentes, la competencia a la baja en
precios lleva a ambas firmas fuera del mercado (modelo de Bertrand). Por tanto,

Zincluso cuando los costes de transporte son funciones enadrdticas
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supongamos que las localizaciones de equilibrio no son coincidentes. En tal caso,
cualquiera de ellas puede aumentar sus beneficios desplazdndose ligeramente
hacia su competidor, ya que de esta forma aumentarfa su cuota de mercado.
Obsérvese que este hecho no ocurre cuando las decisiones son secuenciales ya
que dicha firma conoce que a ese desplazamiento le sigue ineludiblemente una
reduccién de los precios en la siguiente etapa, y como se indicé anteriormente,
una reduccién del beneficio.

El problema de la existencia de equilibrio ha originado un extenso mimero
de trabajos que modifican alguno de los supuestos del modelo de Hotelling,
con el obijetivo fundamental de recuperar el equilibrio y establecer conclusiones
en cuanto al grado de diferenciacién espacial de las empresas. Andaluz (1995)
enumera las principales lineas de trabajo sobre el tema y sefiala que el grado
de diferenciacién viene determinado por el conflicto entre dos efectos: un efecto
directo sobre la cuota de mercado y un efecto indirecto a traves de la variacion
en el precio del competidor. El efecto directo incentiva a la empresa a localizarse
préxima a su rival, con el fin de captar la méxima cuota de mercado posible.
Por el contrario, el efecto indirecto lleva a cada duopolista a diferenciarse de
su competidor, evitando asi una excesiva competencia en precios en la segunda
etapa del juego. En funcién de cual sea el efecto dominante, se obtendrd un
determinado grado de diferenciacién, lo cual se halla estrictamente relacionado
con la funcion de coste de transporte. La funcion cuadratica de la distancia
es frecuentemente utilizada en la literatura de marketing sobre preferencias
individuales.

Anderson (1988) utiliza costes de tramsporte de la forma 7id + Tod?
y demuestra que sélo si 79 = 0, es decir en el caso de costes de
transporte puramente cuadréticos analizado con anterioridad, existe equilibrio
en estrategias puras. Este tipo de costes es utilizado por Frutos y otros (1999)
en un modelo circular. Por otro lado, los costes de transporte del tipo-d®
con « € [1,2] son estudiados por Economides (1986). La conclusién es que
si a < 1.26 no existe equilibrio de Nash subjuego-perfecto (este rango incluye
el supuesto de Hotelling o = 1). Para 1.26 < o < 5/3 las localizaciones de
- equilibrio son estrictamente interiores mientras que para o > 5/3 el equilibrio
se alcanza en los extremos del intervalo (como caso particular se tiene a = 2,
estudiado por 1’Aspremont. y otras, 1979).

Otro intento de generalizar el modelo de Hotelling se debe a Lerner y Singer
(1937) y posteriormente a Eaton y Lipsey (1975). El escenario es idéntico al de
Hotelling sélo que ahora son tres las firmas que compiten en el merecado y los
precios en fdbrica estén fijos y coinciden entre las firmas. Es f4cil comprobar
que no existe equilibrio en este caso. Puesto que el precio est4 fijo, cada firma
maximiza su beneficio cuando es méxima su cuota de mercado. Si las firmas
A, B y C se encuentran situadas en el segmento en este orden, las dos exteriores
(4 y C) verdn aumentar su cuota de mercado al desplazarse hacia B, mientras
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que la de ésta tltima tiende a cero. Entonces, B se verd obligada a desplazarse
a Ja derecha de C o a la izquierda de A. Este proceso continiia indefinidamente.
Teitz (1968) observa un comportamiento similar en un modelo con dos firmas
donde una de ellas ubica dos centros y la otra sélo uno.

Cuando el mimero de firmas es mayor que tres, el caso es nuevamente
diferente. El trabajo original de Lerner y Singer (1937) muestra que existe
equilibrio para més de 8 firmas. Eaton y Lipsey (1975) demuestran que el inico
caso en el que 10 existe equilibrio de Nash es el de tres firmas. Ademds, para 6 o
més firmas existen mltiples equilibrios. Como ejemplo, consideremos 6 firmas

situadas en
113355
6°6'6'6°6'6/"

Cada una capta una sexta parte del mercado. Puede comprobarse que ninguna
de ellas aumenta su cuota de mercado relocalizdndose unilateralmente, lo que
indica que se trata de un equilibrio de Nash. Sin embargo, otro equilibrio de

Nash es
113577
8’8°8'8'8'8/ "

En este caso, las firmas con localizaciones diferentes captan 2/8 y el resto 1/8.

Otro modelo simple fue propuesto por Smithies (1941). La diferencia
respecto al de Hotelling radica en que ahora el bien ofrecido no es esencial, frente
al resto de modelos en los que la demanda es totalmente ineldstica. Smithies
utiliza una funcién de demanda linealmente decreciente con precio de reserva
finito. En este caso las firmas se sitian en el primer y tercer cuartil.

Obsérvese que los resultados de estos modelos de competencia espacial son
muy sensibles a las condiciones del problema. El modelo de Hotelling original no
tiene equilibrio pero, sin embargo, el coste de transporte cuadrético proporciona
un equilibrio con diferenciacién méxima. Cuando los precios estdn fijados
en el modelo de Hotelling, se recupera nuevamente el equilibrio aunque con
diferenciacién minima. Sin embargo, basta afiadir una tercera firma para que
nuevamente se pierda el equilibrio.

2.2 Nociones y resultados bésicos

En este apartado se recogen algunas nociones y resultados sobre juegos y redes
que sersn utilizados en el resto de la memoria. Se definen las principales
soluciones de equilibrio y se muestra un cuadro resumen que recoge las
caracterfsticas de algunos de los trabajos més destacados sobre juegos espaciales
junto con los casos tratados en esta memoria. Finalmente, se recogen algunos
resultados generales de convexidad que serén utilizados con posterioridad.
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2.2.1 Redes

Una red N = N(V, E) es un par de conjuntos (V, E) tales que E C V x V. A los
elementos de V' = {v1,...,v,} se les llama nodos o vértices y a los elementos
de E se les llama aristas. Cada nodo tiene asociado un peso no negativo
Ak, k=1,...,n, y cada arista tiene asignada una longitud positiva.

Una definicién alternativa de red es la siguiente. Una red es un conjunto
N = N(V,E) ¢ ®¢ que resulta de la unién de un mimero finito de aristas.
Cada arista es la imagen de un intervalo cerrado [0,1] C R mediante una funcién
continua e inyectiva f : [0,{] — R?. La longitud de la arista es l. La interseccién
de dos aristas, si existe, ocurre en los extremos de las mismas. Un punto = de
la red N(V, E) situado en la arista {v;,v;] de longitud l;;, tiene asociado un
unico valor real ¢ € [0,1;;], donde @ representa la distancia entre v; y w. 5i a
z,z’ € [vi,v;] le corresponden 6,0, € [0,1;;], entonces 6z = |07 — 0| . Para
cada vy, la distancia es una funcién continua y céncava de 8 en [0, 1;5}, o lo que
es equivalente, 6.y, es una funcién continua y céncava de « cuando z se mueve
sobre la arista [vi, v;].

Una red es conexa si existe un camino entre cualquier par de nodos, es decir,
una sucesién de aristas que los conectan. En esta memoria se consideran redes
conexas. Un drbol es una red conexa que no contiene ciclos, es decir, no existe
ningtin camino que una un nodo consigo mismo sin repetir alguna arista. En un
4rbal existe un vnico camino que no repite aristas entre cualquier par de nodos.
Dado un problema en redes, cuando las localizaciones factibles se restringen a
los nodos de la red, el problema resultante se dice que es discreto.

La distancia entre cualquier par de puntos en una red, 6y, viene dada
por la longitud del camino minimo que une z con y. La distancia entre un
punto dado de la red = y un punto y variable a lo largo de una arista que no
contenga al primero es 1ma funcidn lineal a trozas, continua y céncava de v.
En el caso particular de un 4rbol, dicha distancia es una funcién lineal (y, por
tanto, convexa).

Un punto m € N es una mediana si y sélo si
n n
EAk5(vk,m) < ZAké(vk,w), vz € N.
k=1 k=1

Es conocido que el conjunto de medianas es no vacfo y que al menos una de ellas
corresponde a un nodo. Ademas, cuando la demanda agregada es un mimero
impar, cualquier mediana es un nodo (Hakimi, 1964).
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El problema clésico de las p-medianas consiste en determinar un conjunto
de p puntos de lared N = N(V, E), X; C N, tal que minimicen la funcién

n
F(Xp) = Nemin{6(zj,vx) : 2; € Xp},
k=1
siendo X, = {z;}}_, C N.
Este problema ha sido generalizado considerando wvarios productos o
servicios, redes orientadas o no orientadas, demandas y costes de transporte
estocdsticos (en el sentido de que siguen alguna distribucién de probabilidad y

varfan en el tiempo), varios objetivos “tipo mediana”, y costes de transporte no
lineales incorporando varios atributos de desplazamiento.

Definicién 2.1 (Mirchandani y Francis, 1990) Un conjunto de puntos Xp
es un conjunto de p-medianas generalizadas de la red N = N(V, E) si

Fg(X;) < Fg(Xp), VXP CN,
donde

S n
Fo(Xp) = ZPI Zw}c : Ek(Dl(vaUk))

=1 k=1
y ek (DY (X, vi)) es el vector g-dimensional de costes unitarios cuya componente
i-ésima es cxi(DYXp,vy)), siendo g el nimero de productos o servicios. El
término W, representa el vector g-dimensional cuya componente i-ésima, wfm-,
es la demanda en vy, del producto i en el estado N de la red con probabilidad
PLl =1,.. s Asociado con el transporte del producto i desde el punto de
servicio en x; hasta el punto de demanda vi via el camino dptimo, existe un
coste de desplazamiento ci;(64(z;,vi)) donde 8t(x;,vx) es el vector de atributos
de desplazamiento (distancia, tiempo, energia, etc.) para el praducto i por el
camino dptimo en el estado N', y Di(Xp,vx) es el vector h-dimensional con
componente u-ésima

Dﬁu(Xp,vk) = min {6511(1'1-,'0;9) 1z € Xp} ,

siendo 8%,(xj,vx) el valor del atributo u correspondiente al desplazamiento del
producto i desde el punto de servicio en z; hasta el punto de demanda en vy.

Condicién 2.1 (Propiedad de homnogeneidad) El valor de cualquier atributo
de desplazamiento « en una fraccion 0 del arco [v;,v;] es 0a’ij para todo estado
N, siendo alij el valor del atributo o en el arco [v;,v;] en el estado N

Proposicién 2.0 (Mirchandani y Francis, 1990) Bajo la condicidn 2.1, si
las funciones de coste de desplazamiento son céncavas en los atributos, entonces
existe al menos un subconjunto de p vértices, V' C V, que es un conjunto de
p-medianas generalizadas de la red N = N(V, E).
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2.2.2 Juegos

Tirole (1988, p.423) sefiala que la teorfa de juegos mo cooperativos es una
herramienta 1til para analizar las interacciones estratégicas entre jugadores y
ha encontrado numerosas aplicaciones en el campo de la Economfa Industrial.
Un juego representa una situacién de conflicto entre dos o més individuos, en el
que cada contendiente, jugador o participante, tiene algin control, aunque no
total, sobre el resultado del conflicto. Existen algunas caracteristicas comunes
en la mayor parte de los juegos. En primer lugar, los juegos poseen reglas que
gobiernan el orden en que se realizan las acciones, que describen el conjunto
de acciones permitidas y que definen en qué medida sc rclaciona ¢l resultado
del juego con las acciones adoptadas. En segundo lugar, existen dos o mas
jugadores, cada uno de los cuales lucha racionalmente por maximizar su utilidad.
En tercer lugar, el resultado para un jugador depende de las acciones de los
otros jugadores. El jugador conoce esto, y sabe que la eleccién de las mejores
acciones requiere una valoracién inteligente de las acciones que, probablemente,
serdn adoptadas por los otros jugadores (Friedman, 1991, p.3).

Un juego I'(I,S,IT) est4 formado por un comjunto de jugadores I =
{1,2,...,1}, un espacio de estrategias S = Sy x Sa x -+ x 8, siendo S; C K™ el
espacio de estrategias del jugador 4, y un vector de pagos I1 = (111,11, ..., 1I})
con I1; la funcién de pagos del jugador i. En esta memoria se considcran juegos
no cooperativos de informacién completa. No cooperativo supone que no se
permiten acuerdos entre los jugadores. Un juego se dice de informacién completa
si cada jugador conoce todos los conjuntos de estrategias y todas las funciones
de pagos.

Definicién 2.2 (Friedman, 1991) La funcidn de mejor respuesta para el
Jugador i € I es

ri(s) = {ti €8 (s |t) = max (s | si)} ,

donde para cada s = (s1,82,...,81) € S, 5| t; denota (S1,..y Sim1,ts; Sit1s -0 S1)5
es decir, el vector s con t; en lugar de s;. Ademds, cuando s € 7(s), r(s) =
(T1(8), <., 1)), se dice que s es un punto fijo de r.

Se tiene que s € S es un equilibrio de T" si y s6lo si s € 7(s), es decir, los
puntos de equilibrio coinciden con los puntos fijos de 7.

Segiin Wang y Parlar (1989), existen dos tipos principales de soluciones
para este tipo de juegos, que son el equilibrio de Nash y el equilibrio de
Stackelberg. Ademds de estos, a continuacién se incluyen otros conceptos que
serdn empleados posteriormente.
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(a) Equilibrio de Nash. Conocido también como equilibrio con conjeturas
nulas o equilibrio de Cournot-Nash, es el principal concepto de solucién para
toda clase de juegos mo cooperativos. Es propuesto por Nash (1951) y
posteriormente extendido por otros autores. Un equilibrio de Nash es un
conjunto de estrategias, una para cada jugador, de tal forma que cualquiera
que se desvie de ella unilateralmente, no mejoraria su pago.

Formalmente, la estrategia (51, 32, ..., 5;) es un equilibrio de Nash para I si
y sélo si

I1;(51, 32, ..., 1) > 1L;(31, 32, .y 8i—1, i, Si41, ...,51), Vs; €85, 1=1,2,...,1.

Lsto es,

L.

Hi(§1,§2, ...,51) = meagi H,;(§1,§2,...,5,;_1,5,;,5,;4_1,...,51), 1=12,..
5i€S;

"
Si el objetivo es minimizar los pagos (si se trata de funciones de costes, por
ejemplo), éstos se deben tomar con signo megativo o bien reemplazar en la
definicién anterior maxz por min.

Tanto el equilibrio de Cournot como el de Bertrand pueden formularse como
casos particulares del equilibrio de Nash cuando el nimero de jugadores es dos.
El conjunto de estrategias son las produceiones y los precios, respectivamente,
v los pagos vienen dados por las funciones de beneficios.

El equilibrio de Nash puede no existir. Sin embargo, si el juego es finito,
es decir tanto el conjunto de jugadores como el espacio de estrategias son
finitos, siempre habrd un equilibrio de Nash de estrategias mixtas? (Nash,
1951). No existe un método general para encontrar un equilibrio de Nash.
En un juego finito es necesario evaluar todas las posibles combinaciones de
estrategias, lo que lo hace, en ciertas ocasiones, intratable debido al gran
nimero de combinaciones posibles’. Si los pagos son funciones diferenciables,
la bisqueda del equilibrio de Nash puede realizarse con ayuda del cdlculo
diferencial. En esta seccion se presentan condiciones suficientes de existeucia
y unicidad de equilibrio de Nash para funciones de pago cuasicéncavas. Existen
diferentes definiciones y caracterizaciones de funciones cuasicéncavas. Para un
estudio de la cuasiconcavidad v otros conceptos de concavidad generalizada
puede consultarse el texto de Avriel (1988).

%una estrategia que consiste on una distribucion de probabilidad de 1as estrategias originales
(puras)

Wnhor cjemplo, un juego con scis jugadores y scis cstrategias presenta 66 = 46656
combinaciones posibles
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f®

Figura 2.3: Ejemplo de nma funcién enasiedneava que na es céneava

Definicién 2.3 Sea f : C C ®™ — R, C convero. Se dice que f es
cuasiconcava st los conjuntos de niveles superiores

Us={zeC: f(z)>a}

son convezos, Vo € R. De forma similar, f es cuasiconvera si los conjuntos de
niveles inferiores

Ly,={z€C: f(z) L a}

son convezos, Vo € R.

Concavidad (convexidad) implica cuasiconcavidad (cuasiconvexidad). La
implicacién contraria no es cierta. En la figura 2.3 se muestra un ejemplo de
una funcién que es cuasicéncava y no céncava.

Una caracterizacién para funciones cuasicéncavas es la siguiente. La funcién
f:CCR*— R, C convexo, es cuasicéncava si y sélo si

F(Azy + (1 — Nzg) > min{f(z1), f(z2)}, V21,22 € C, VA € [0, 1].

Una funcién es estrictamente cuasicéncava si en la expresién anterior la
desigualdad es estricta para A € (0,1). Adem4s, es conocido que si f es creciente
en C entonces f es cuasicéncava en C. Un resultado equivalente para funciones
cuasiconvexas se obtiene teniendo en cuenta que f es cuasiconvexa si y sélo si
—f es cuasicéncava.
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Proposicién 2.1 (Rosen, 1965, y Friedman, 1991) Sea T'(I, S,TI) un juego
no cooperativo de informacidn completa que satisface las condiciones siguientes:

Condicién 1. S; C R™ es compacto y convezo para cada i € I.
Condicion 2. 1I;(s) es continua en S para cada i € I.

Condicién 3. T;(s | ;) es cuasiconcava respecto de t; € S;, para cada s € S,
i € I, donde para una estrategia s = (81,82,..,51) € 5, s | t; denota
(Sl) ooy Si—lyti’si-l-l, ey Sl)-

Entonces el juego T tiene al menos un equilibrio de Nash.

Proposicién 2.2 (Rosen, 1965, y Friedman, 1991) Sea (1, S,TI) un juego

no cooperativo de informacidn completa que satisface las condicioncs siguicntes:
Condicién 1. S; C R™ es compacto y convezo para cada 1 € I.
Condicién 4. Ti;(s) es una funcion de clase C®?) en S para cadai € I.

Condicién 5. ;(s | t;) es estrictamente cuasiconcava respecto de t; € Si,
para cada s € S, 1 € I.

Condicién 6. La matriz H(s) = (%3) es cuasidefinida

i,j€l;k,l=1,...,m
negativa para cada s € S; esto es, H(s) + H'(s) es definida negativa
para cada s € S.

Entonces el juego I' tiene un dnico equilibrio de Nash.

Si el objetivo del juego es la minimizacién de los pagos, basta considerar como

funciones de pagos las opuestas de las originales para aplicar las proposiciones
2.1y 2.2.

(b) Equilibrio de Stackelberg. El equilibrio de Nash proporciona la
solucién de un juego en el que ningin jugador domina el proceso de decisién.
En otro caso, una posible solucién corresponde al equilibrio de Stackelberg,
dondo ol jugador que ticne la posicién dominante se llama lider, mientras que
el resto, que reacciona a la decisién del lider, se denominan seguidores.

Formalmente, cuando el mimero de jugadores es dos, una estrategia (31, 52)
es un equilibrio de Stackelberg para I', donde el primer jugador es lider, si y sélo
si

i (31,5) = ma:'x 111 (s1, s2(51)),
41 €S

donde IT3(sy, s2(51)) = max (51, s2).
2 2
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El equilibrio de Stackelberg puede ser también formulado de forma similar
para mds de dos jugadores, si uno asume el comportamiento de lider y el resto el
de seguidor. Esto es, (51, 39, ..., §;) es un equilibrio de Stackelberg para T, donde
el primer jugador es lider, si y s6lo si

111 (31, 32, ..., &) = max i (s, s2(51), -+ 51(51)),
S1ES)
donde
H,;(S1, 182,00y 841, Si(Sl), Sitly ey 51)

= max Hi(sl)§2) ey gi-—l) Si, §i+la "‘:gl)i 1= 2a weny L
;€S8

El lider no siempre tiene ventajas frente al seguidor. Un ejemplo donde la
ventaja es para éste ultimo ocurre en el problema de localizacién para dos firmas
con precios fijos e iguales. En este caso, la empresa lider es la que se sitia en
primer lugar. Si se admiten localizaciones coincidentes, el seguidor se asegura
como minimo la mitad de la cuota de mercado (al situarse junto al lider). Sin
embargo, como se mostré en la seccién 2.1, la competencia via cantidades da
ventajas al lider.

Si el conjunto de estrategias es finito, siempre existird al menos un equilibrio
de Stackelberg.

(c) Equilibrio con conjeturas no nulas. (Segura, 1993) Se trata de una
variante del equilibrio de Stackelberg donde todos los jugadores asumen el papel
de lideres. Formalmente, cuando el mimero de jugadores es dos, €l par (51, 32)
es un equilibrio con congeturas no nulas si y sélo si

M,(5,5;) = ;“eﬂgﬁ 1, (o1, 02(51)),
1 1]
My(31,5,) = max Ma(s1(s2), 52),

donde ITy(s1,s2(s1)) = max a(s1, s2)s2(s1) y M1 (s1(s2), s2) = max I (s1, s2)-

Esta formulacién puede también ser extendida a méds de dos jugadores de
forma similar. En un equilibrio de Nash los jugadores toman las estrategias de
los oponentes como dadas, por lo que no se considera la posibilidad de influir
sobre ellas. Sin embargo, en el equilibrio con conjeturas nulas, cada jugador
asume que su estrategia puede hacer variar la de sus oponentes, asi que todos
los jugadores consideran variaciones conjeturales no nulas.
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(d) Equilibrio subjuego-perfecto. El concepto de equilibrio subjuego-
perfecto esté asociado a los denominados superjuegos (Friedman, 1991) y juegos
dindmicos (Bierman y Ferndndez, 1998). Un superjuego es una secuencia de
juegos, finita o infinita, desarrollada por un conjunto dado de jugadores. Un
ejemplo lo constituye Ia tepeticién de un juego donde los jugadores mueven
simuténeamente. En un juego din&mico los jugadores mueven siguiendo
una secuencia fija. Los que mueven més tarde conocen los movimientos
que han efectuado los jugadores que han intervenido antes. Un ejemplo de
juego dindmico es el ajedrez. Los superjuegos y los juegos dindmicos pueden
representarse en forma extensiva mediante un drbol. Un subjuego de un juego
[ es un juego contenido en I' que se inicia en un nodo del 4rbol (en forma
extensiva) asociado a I' hasta un subconjunto de nodos terminales.

En un juego con varias etapas se efectiian secuencialmente un mimero dado
de subjuegos. Un equilibrio subjuego-perfecto es una combinacién de equilibrios
para cada subjuego, donde los jugadores anticipan las consecuencias de las
decisiones adoptadas en una etapa sobre las siguientes. En particular un
equilibrio de Nash subjuego-perfecto es una combinacién de equilibrios de Nash
para cada subjuego (Selten, 1965).

(e) Optimo de Pareto. Una estrategia s* es un 6ptimo de Pareto si
de existir alguna otra estrategia s € S y algtn jugador 4, i = 1,...,I, tal
que II;(s) > TI;(s*), entonces existe necesariamente otro jugador j tal que
II;(s) < H;(s*). Es decir, ningin jugador puede conseguir un pago superior
sin perjuicio para alguno de los restantes.

Los equilibrios introducidos con anterioridad constituyen una condicién
necesaria para que una propuesta de solucién de un juego no cooperativo sea una
prediccién razonable del resultado final. Un juego puede tener varios equilibrios
y cuando esto ocurre, no es posible adelantar cual serd el resultado del juego, por
lo que se hace necesario establecer un criterio para seleccionar alguno de ellos.
Cuando estas situaciones se presentan, parece razonable tomar como solucién, si
existe, una estrategia no dominada, es decir, aquella que sea éptimo de Pareto.
Un equilibrio constituye un 6ptimo de Pareto si no existe ningiin otro equilibrio

que proporcione un pago superior a un jugador y pagos no inferiores al resto de
los jugadores.

Ejemplo. Con el fin de ilustrar los conceptos de estrategia no dominada
v Sptimo de Pareto, consideremos el juego bipersonal con dos posibles
estrategias y matriz de pagos que se muestra en la tabla 2.1.

Como puede observarse, existen 2 equilibrios de Nash, las estrategias
(s1,51) y (s2,52). Sin embargo, la segunda est4 dominada por la primera.
Entonces, la solucién previsible del juego serd (s1,51), la cual es una
estrategia 6ptima de Pareto.
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Jugador 1 |
S1 89
=4 | ,=3
Jugador2 | 1| Mpy=4 | My=1
] = =2
2 m=3 Iy =2

Tabla 2.1: Matriz de pagos de un juego con dos equilibrios de Nash y una séla
estrategia no dominada

Un juego puede ser definido de forma mds general considerando que la
estrategia del jugador 7 estd representada por el vector s; € R7,1 =1, ..., 1. Las
estrategias de los | jugadores vienen representadas por el vector ¢ € Hi=1 i =
R™, con m = Zé:l m;. El conjunto de estrategias factibles es R C R™. Si S;
es la proyeccién de R en R™:, entonces RC S = Hi’:l S;. En gran parte de los
trabajos sobre teoria de juegos el conjunto de estrategias posibles del jugador ¢
es un conjunto convexo y compacto ; CR™ y R=8 = Hi___l R;.

Denotando por I'(Z, 5,11, R) al juego definido de esta forma, la estrategia
5=(51,32,...,51) € R es un equilibrio de Nash para T siy s6lo si

H,L(§) = maxsi {Hi(glv ey §'i—11 Siy §i+11 ey El) : (51) ey §i—l) Siy §i+l) seey §l) € R} 3
para ¢ = 1,2,..1. El resto de las soluciones de equilibrio se adaptan
directamente a esta definicién. A continuacién se incluyen los resultados de

existencia y unicidad de equilibrios de Nash para este juego. Una definicién de

juego atin més general que incluye las anteriores es la de seudojuego (Friedman,
1991.)

Proposicién 2.1’ (Rosen, 1965 y Friedman, 1991) Sea T'(I, 5,11, R) un
juego mo cooperativo de informacidon completa que satisface las condiciones
siguientes:

Condicidon 1°. R C R™ es compacto y convezo.
Condicidn 2°. 1;(s) es continua en R para cada i € I.

Condicion 3°. TI;(s | ¢;) es cuasiconcava respecto de t; € Ri(s), para cada
seS,i€l, siendo Ri(s) ={t; € Si:s|t; € R}.

Entonces el juego I tiene al menos un equilibrio de Nash.
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Proposicién 2.2’ (Rosen, 1965 y Friedman, 1991) Sea T'(I,S,II,R) un
Juego no cooperativo de informacion completa,

R={ze®™:hj(z)>0,j=1,...,k}

con h; : R™ — R una funcidn céncava de clase CW, j=1,.. k. Eristez € R
tal que hj(z) > 0, Vj. El juego T satisface las condiciones siguientes:

Condicién 1°. R C R™ es compacto y convezo.
Condicion 4°. TI;(s) es una funcion de clase C® en R para cada i & I.

Condicion 5°. T;(s | t;) es estrictamente cuasicéncava respecto de t; € R;(s),
para cada s € S, 1 € I, siendo Ri(s) ={t; € S;i:s|ti e R}.

Condicién 6°. La matriz H(s) = (iﬂﬁl) —_ es cuasidefinida

dsir0sj
ik 0S4l yeeesTL

i,j€
negativa para cada s € R; esto es, H(s) + H'(s) es definida negativa
para cada s € R.

Entonces el juego I' tiene un vnico equilibrio de Nash.

La tabla 2.2 recoge algunos de los trabajos més relevantes sobre juegos
espaciales. En la tabla se hace referencia también a los casos tratados en esta
memoria. En cada modelo se sefiala el marco en el que se desarrolla el andlisis
de acuerdo a los elementos siguientes:

1. Representacién espacial

(a) L: segmento lineal

(b) S: subconjunto del espacio real bidimensional
(c) N: red
(d) T 4rbol

2. Niimero de jugadores

(a) 2: duopolio
(b) 3: oligopolio con tres empresas

(c) 7: oligopolio con un mimero fijo pero arbitrario de empresas

3. Tipo de competencia

(a) Cournot: competencia en cantidades
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Modelo Esp. | Jug. Comp. | Precio | Equil. | Ext.
Anderson (87) L 2 | Bertrand | fob | sub-per | no
Anderson y Engers (94) S r Bertrand fob sub-per | no
Brandeau y Chiu (84a) | T 2 - fijo Stack st
Brandeau y Chiu (94b) | T 2 - fijo Nash si
Eiselt (98) T 2 - fijo Stack no
Hotelling (29) L 2 Bertrand fob sub-per | no
Kohlberg (83) L T - fijo Nash sf
Labbé y Hakimi (91) N 2 Cournot dep | sub-per | no
Lederer y Hurter (86) S 2 Bertrand | dep | sub-per { no
Lederer y Thisse (90) N 2 | Bertrand | dep | sub-per | no
Sarkar y otros (97) N T Cournot dep | sub-per | no

De esta memoria:
capitulo 3, seccién 3 N 2 Cournot dep | sub-per | mno
capitulo 3, seccién 4 N 2 | Bertrand | dep | sub-per | no
capitulo 4, seccién 2 N T Cournot dep sub-per | no
capitulo 4, seccién 3 N T Bertrand dep sub-per | no
capitulo 5 N 2 Bertrand fob sub-per | sf

Tabla 2.2: Caracterfsticas de algunos juegos espaciales

(b) Bertrand: competencia en precios

¢) - : no existe competencia en cantidad/precio ya que el precio estd
P p ¥
fijado

4. Politica de precios

(a) fob: precio en origen
(b) dep: discriminacién espacial de precios
(c) fijo: los precios estdn fijos y coinciden entre empresas

5. Tipo de equilibrio

(a) sub-per: equilibrio subjuego-perfecto
(b) Nash: equilibrio de Nash
(c) Stack: equilibrio de Stackelberg

6. Externalidad

(a) sf: con externalidad

(b) mno: sin externalidad
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2.2.3 Resultados generales de convexidad

A lo largo de esta memoria se utilizarén algunos resultados sobre composicién
de funciones convexas. Los de cardcter general se incluyen a continuacién.

Proposicién 2.3 Sean f: C C R* — R, C convezo, g: D C R — R,
D convezo, f(C) C D. Si f y g son funciones convezas (cdncavas) y g es
creciente, entonces go f es convera (cdncava).

Demostracion Se probar4 para funciones convexas. La demostracién para
funciones céncavas es similar. Por ser f convexa,

F((A=XN2z+M) <A=-Xf(2)+2(v), v,y € C, VA€ [0,1].
Entonces

(o A -Nz+Xly) =g (f((Q1-N=+Ay)

< g(@=Nfl)+ A2 w)

g creciente

< (1-MN(gof)@)+A(90f)(y).O

g conveza

Proposicién 2.3’ Sean f: C C R — N, C convezo, g : D C R — R,
D convexo, f(C) C D. Si f es ecstrictamente convewa (céncava) y g es
estrictamente creciente y conveza (concava), entonces go f es estrictamente
conveza (céncava).

Demostracién De forma similar a la proposicién 2.3. a

Proposicién 2.4 Sea f: C CR™ — R, C convero. Si f es una funcidn
conveza (estrictamente convera) positiva, entonces f* es conveza (estrictamente
conveza).

Demostracién Es consecuencia inmediata de las proposiciones 2.3 y 2.3’
tomando g(z) = 22, la cual es estrictamente creciente y convexa en [0,c0). O
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Proposicién 2.5 Sean f : D C R — R, D convero, y g(z) =
Az? + Ba+C con z € Ry A, B,C constantes reales tales que A > 0,B > 0
(A<0,B<0)y f(z) > & para z € D. Si f es conveza (concava), entonces
go [ es conveza (concava).

Demostracién Si A > 0 (A < 0) la funcién g es convexa (céncava), ademds
es creciente para « > —2&. Por tanto, si f es una funcién convexa (céncava)
y f(z) > —£:, aplicando la proposicién 2.3 resulta la convexidad (concavidad)

degof. (]

Corolario 2.1 Sean f: D CR* — R, D convero, y g(z) = Az?+ Bz +C
con x € R y A, B,C constantes reales tales que A > 0,B >0 (A< 0,B <0).
Si f es convera (concava) positiva, entonces g o f es conveza (cdncava).

Demostracién Si f es positiva, entonces f(z) > —Z y aplicando la
proposicién 2.5 resulta la convexidad (concavidad) de g o f. 0O

Iroposicidén 2.6 Sea I1;(s1,...,s;) la funcion de pagos y S; — N(V, E) el
espacio de estrategias del jugador i, =1, ...,1. Sea II; una funcidn cuasiconveza
de s; cuando s; se desplaza a lo largo de cualquier arista de N y s;,7 # 1,
permanecen fijos. Si existe equilibrio de Nash para el juego, entonces existe un
equilibrio en V' C V.

Demostracién Sea § = (3, ..., 51) un equilibrio de Nash y supongamos que
5; ¢ V. Entonces, existe una arista [vr, vy de la red tal que §; € Jvr, vy|. Como
I1; es cuasiconvexa cuando s; se desplaza sobre [vr,, vy] ¥ sj, 7 # %, permanecen
fijos, ocurre que

I1; (5) < max {TT; (o) TL; (3Jow)}
de donde se deduce que
IT; (8) = max {I1; (3Jvr ) , IL; (8]vy)} -
Por tanto, 3; puede sustituirse por uno de los extremos de la arista sin que

decrezca el valor de I;. La misma operacion puede repetirse para el resto de 3;
que 10 sean vértices. O



Capitulo 3

Juego espacial duopolistico

Este capitulo recoge los distintos escenarios que aparecen al combinar el tipo
de competencia, ya sea via cantidad o precio, con la elasticidad de la demanda,
elastica o totalmente ineldstica al precio, en mercados separados espacialmente
en redes. De los cuatro escenarios posibles, existe uno que es no factible, que
corresponde a la competencia en cantidad con demanda totalmente ineldstica al
precia. Nos de 10s escenarios que son factibles han sida tratadns anteriormente
en la literatura. Asf, por ejemplo, Lederer y Thisse (1990) consideran demanda
totalmente ineldstica y competencia via precios, mientras que Labbé y Hakimi
(1991) analizan la competencia en cantidad con funcién de demanda lineal.
La generalizacién de este 1iltimo modelo al caso no lineal y al oligopolio se
debe a Sarkar, Gupta y Pal (1997). En este capitulo, se unifica la notacién, se
modifican algunos supuestos de los modelos anteriores y se formula un nuevo
escenario correspondiente a la competencia en precio con demanda lineal. Se
proponen dos comportamientos distintos para las empresas en el modelo de
Labbé y Hakimi, lider-seguidor de Stackelberg y variaciones conjeturales no
nulas, y se comparan resultados entre escenarios. Se propone un algoritmo para
la obtencion del equilibrio en la primera etapa del modelo de Lederer y Thisse,
basado en un resultado que garantiza la inexistencia de ciclos en el proceso de
relocalizacién en el cual las empresas alternativamente maximizan el beneficio
dada la eleccién de su competidora.

En lineas generales, en este capitulo se introduce la localizacién como
variable de decisién en los modelos cldsicos de competencia duopolistica
presentados en el capitulo anterior. Con posterioridad, en el eapitulo 4,
se extiende el estudio al caso general del oligopolio. El comportamiento
estratégico de las empresas que compiten en el mercado es modelado como
un juego en dos etapas, asumiendo que las firmas eligen en primer lugar las
localizaciones y posteriormente, conocidas éstas, eligen la cantidad ofrecida en
cada uno de los mercados separados espacialmente o los precios en destino de sus

63
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productos (discriminacién espacial de precios), segin se trate de competencia
tipo Cournot o Bertrand, respectivamente. El procedimiento seguido para
obtener el equilibrio subjuego-perfecto consiste en estudiar el equilibrio en la
segunda etapa del juego para localizaciones fijas de la primera etapa y tener
en cuenta esta informacién en el juego de la primera etapa. De esta forma, las
empresas adelantan en la primera etapa la competencia posterior de la segunda.

El resto del capitulo est4 estructurado de la siguiente manera. En el apartado
3.1 se formula el problema. Una recopilacién de resultados cuando el precio no
interviene se presenta en el apartado 3.2. En los apartados 3.3 y 3.4 se estudian
los dos tipos de competencia (via cantidades o precios). En ambos casos se
plantean modelos y se analiza la existencia de equilibrios cuando la eleccién de
la localizacién se combina con la de cantidad o precio del producto en cada
unv de los mercados separados espacialmente. En la seccién 3.5 sc comparan
los resultados obtenidos en la segunda etapa del juego para la competencia via
cantidad y via precio. En la seccién 3.6 se introduce el efecto renta y finalmente
en la seccién 3.7 se muestra un ejemplo.

3.1 Formulacién

Dos firmas, A y B, desean establecer un centro de servicio cada una en un
mercado donde no existen firmas competidoras. El mercado est4 representado
por una red no dirigida v conexa N(V, E) donde V = {1, ...,v,} es el conjunto
de nodos, que representan mercados separados espacialmente, y E es el conjunto
de aristas. Un centro de servicio puede ubicarse en cualquier punto de la red y
los consumidores est4n situados inicamente en los nodos. Las firmas deciden sus
ubicaciones, 24 y ©p, y los precios p; = (p}, ..., p?) o cantidades ¢; = (¢}, ---, ¢}"),
i = A, B. La demanda en el mercado & viene dada por la funcién inversa de
demanda p*(g*), diferenciable hasta orden dos, decreciente (dp*/dg* < 0) y
convexa (d?p®/d?q® > 0), siendo la produccién total F=gh+ds, k=1,.,n

Se asume que el coste marginal de produccién no depende de la cantidad
producida y se denota por C;(z), i = A, B. Esta condicién significa que no hay
rendimientos a escala y es necesaria para que los mercados pueden ser tratados
independientemente, una vez conocidas las localizaciones de las empresas. Se
considera también que C;(:L) es céncava con respecto de  cuando z se mueve
sobre una arista de la red. Esta restriccién de concavidad es justificada por
Labbé y Hakimi (1Y90) considerando que en el proceso de produccion la firma ¢
emplea J inputs, j = 1,...,J, y que existen H; posibles proveedores del input j
en N, denotados por ¥z, h = 1,..., H;. El precio del input j en y;n es pjn. El
coste de transporte de una unidad del input j desde y;j» hasta = es t;(6(y;n, z)),
donde ¢; es una funcién creciente y céncava de la distancia. Sea a; la cantidad
del input 5 usada para producir una unidad de producto. Entonces, el coste
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marginal de produccién en « es

J
Cite) = 3|, mim, (o + 56 asm ) o

que es una suma ponderada de minimos de funciones céncavas, pues la distancia
8(y;jn, ) es una funcién céncava de = cuando & se mueve a lo largo de una arista.
Por tanto, Cj(z) es también céncava.

El coste de transporte unitario t¥(z) = t;(6s,) es una funcién positiva y
creciente de la distancia, 65y, , entre z y el nodo v, k =1, ...,n, e indica el coste
que supone a la empresa i trasladar una unidad del bien desde su ubicacién
z hasta el mercado k. En lo sucesivo, denotaremos por

¢i (z) = Ci(z) + ti(x)

al coste marginal en destino, es decir, el coste de suministrar una unidad del
producto en el mercado k para la firma 7 localizada en z. Para simplificar la
notacién, cuando las localizaciones de las firmas se consideren fijadas, se podrén
eliminar los argumentos de las funciones de costes. Si la funcién de coste de
transportc unitario #; cs céncava, entonces tif’ = {; 0 517'01: ¢s c¢bénecava cuando @
se mueve sobre una arista ya que es composicién de funciones céncavas y t; es
creciente; en este caso, c¥(z) es una funcién céncava de = cuando « se mueve
sobre una arista, al ser suma de funciones céncavas. Finalmente, existe un coste
fijo F; para cada firma, que por simplicidad supondremos que no depende de su
localizacién.

Se asume que las firmas no bajardn los precios por debajo de sus costes,
que es la conducta esperada si no existe comportamiento predatorio’, es decir,
si p* < C! + t¥, entonces ¢F = 0. Se asume también que los productos son
homogéneos, es decir, los consumidores adquirirén el bien de aquella empresa que
se lo ufiezca a un piecio en destino 1nés bajo. El criterio seguido por las empresas
es el de maximizacién de beneficios, que se obtienen como ingresos totales menos
costes de produccién y de transporte. Asi, cuando las localizaciones estédn dadas,
el beneficio para la firma 4 si la competencia se realiza via cantidades viene dado
por

milqa,a) = Y mr(d5,df) - F,
k=1
m¥(dh, k) = (P°(d") —cF)df,

len nn modelo donde s intenta maximizar el beneficio presente y no futuro, os dificil

justificar un comportamicnto predatorio en precios
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mientras que si compiten en precios, se expresard como

n
mi(pa,pe) = » wi(h,ph) - Fi
k=1

(p¥ — cF) ¥ (0%, 2%,

w5 (%5, 1)

El objetivo de cada firma es determinar su ubicacién y la cantidad que
colocard en cada uno de los mercados o el precio al que ofrecerd su producto,
de forma que se maximice su beneficio. Este proceso de competencia puede
modelarse como un juego no cooperativo en dos etapas, en la primera de
las cuales se eligen las localizaciones y en la segunda, conocidas éstas, las
cantidades o los precios. Una solucién de equilibrio para este juego, es decir,
una situacién que ninguna de las empresas tenga unilateralmente incentivo
a alterar, se denomina equilibrio subjuego-perfecto (Selten, 1975). En las
siguientes secciones se analizan los casos particulares de demanda constante, la
cual es totalmente ineldstica al precio, y demanda lineal, que presenta diferentes
tipos de elasticidad.

3.2 Precios fijados e iguales

Sean A y B dos firmas que ofrecen el mismo producto al mismo precio en origen
(mill price), el cual no depende de sus localizaciones. Supongamos ademds que
los costes marginales y fijos son iguales para todas las localizaciones. En este
caso, el consumidor acude al centro més préximo y la maximizacién del beneficio
equivale a la maximizacién de la cuota de mercado. Cuando la distancia a
ambos centros coincide, la demanda se reparte en partes iguales entre ellos. Si
la empresa A estd ubicada en z 4, la demanda captada viene dada por

A
As(za,zB) = -y
v €Va
donde
Va = {vk:6(vg,z4) < 6(vk,zB)},
1 si 6('019;“"A) < §(Uk,:1:3)
Te =

2 si §(uvk,z4) = 6(vk,zB).

Por otra parte, Ag(za,z5) = A — Aa(z4,2B), donde A es la demanda total.



3.2. PRECIOS FIJADOS E IGUALES 67

Figura 3.1: Red con Ay =M = X3 =1

Figura 3.2: Redcon A1 =2, o =Xy =1, \3=3

Un par de localizaciones (Z4,Zp) es un equilibrio de Nash si y sélo si

AA(:?A::EB) 2 AA(x’-’%B)a Vz € N,
Ap(Za,ZB) > Ap(Za,z), Vze N.

Si las dos firmas est4n localizadas en el mismo punto, se reparten el mercado,
quedéndose cada una con la mitad de éste. Por tanto, en el equilibrio,
o _ A
Aa(Z4,%p) = AB(Za,ZB) = 5
Si no fuese asi, la empresa con menor cuota de mercado se moveria,
estableciéndose en la misma localizacién que la otra, y aumentarfa de esta forma
la demanda captada. Por tanto, si (Z1,Z2) es un equilibrio, también lo serdn
(:ﬁl ) il) y ("E27 EZ)-

Tanto si el problema es discreto o en redes, la existencia de equilibrio no
est4 asegurada en general. Consideremos las redes de las figuras 3.1 y 3.2. Si



68 CAPITULO 3. JUEGO ESPACIAL DUOPOLISTICO

Figura 3.3: Redcon Ay =Ap=A3=1, Ay =0

el problema es discreto, cualquier par de nodos de la figura 3.1 es un equilibrio,
mientras que en la figura 3.2 no existe equilibrio. Considerando el problema
en redes, en ninguno de los casos anteriores existe equilibrio. En la figura 3.1,
un punto interior de una arista no puede formar parte del equilibrio ya que,
en tal caso, la otra firma podria situarse en el vértice més cercano captando
dos unidades; un vértice tampoco puede formar parte del equilibrio debido a
que entonces la competidora podrfa situarse en el interior de la arista opuesta
y captar dos unidades. Una situacién parecida ocurre en la figura 3.2. Sin
embargo, existe equilibrio en el problema en redes de la figura 3.3 si las dos
firmas se situan en la mediana vy, e inclusu en la figma 3.1 tomando por ejemplo
Ay = 2. Tenemos entonces que considerando la misma red, los resultados sobre

el equilibrio pueden ser diferentes segin trabajemos en el espacio discreto o en
red.

Si consideramos el problema en redes, es conocido que cuando la red es
un 4rbol, el conjunto de pares de equilibrio es M2, siendo M el conjunto de
medianas (Slater, 1975). Puesto que el conjunto de vértices V' contiene una
mediana y cuando A es impar cualquier mediana es un vértice (Hakimi, 1964),
se deduce que en 4rboles existe al menos un equilibrio en los vértices, y si Aes
impar cualquier equilibrio est4 constituido por un par de vértices. Por tanto,
en drboles los dus problemnas, ¢l discieto y el de redes, son equivalentes, aunque
si A es par, pueden haber soluciones en redes que no lo sean del discreto.

Como ya hemos dicho, en el caso de redes generales no siempre existe
equilibrio, y cuando éste exisle, 1o siempre es una mediana o un vértice. En la
figura 3.4 (Hakimi, 1983), un equilibrio es el par (Z,Z) donde Z es el punto medio
de la arista [vs,vg). En este ejemplo, v; no puede formar parte del equilibrio
porque entonces Z obtendria més de la mitad del mercado. Por simetria, lo
mismo ocurre con v, v3 y v4. Suponiendo que vs (vg) es elegido como candidato,
entonces v; (vp) captarfa més de la mitad del mercado.
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Flgura 3.4: Red con /\1 =}\2:/\3=/\4 =1, As :)\520

Wendell y McKelvey (1981) estudian los equilibrios en una red N (V,E)
conexa y no dirigida con n clientes U = {1, ..., n} localizados en vértices distintos
de la red (pueden haber vértices donde no existan clientes). El cliente i est4 en
el vértice v; y demanda una unidad del producto. P(z,y) = (2,05, ..., v5,,, )
representa un camino minimo entre « e y, mientras que P*{(z,y) denota el
conjunto de caminos minimos entre z e y. Demuestran que si existe una
biyeccién T : U — U (al que T € P(v;,T(v;)) para algiin camino minimo
P(v;,T(v;)) entre v; y T(v;), para cada i € U, entonces (%, ) es un equilibrio
de Nash. Como ejemplo, en la figura 3.3 se tiene que n = 3 y se puede construir
la biyeccién T(1) = 2, T(2) =3 v T(3) = 1. Los conjuntos de caminos miimns
entre cualquier par de modos de demanda son P*(vy,v5) = {(v1,v4,v2)},
P*(vg,v3) = {(v2,v4,03)} y P*(v3,11) = {(v3,v4,v1)}. En cada caso, el tnico
camino contiene vy, luego (v4,v4) es un equilibrio de Nash.

Hansen, Thisse y Wendell (1990) estudian varios conceptos de solucién en
teorfa del voto y localizacién competitiva en redes. Consideran que existe un
conjunto finito U de clientes localizados en los vértices de la red N(V, E). Cada
cliente u viene descrito por su localizacién v(u) € V. Puede ocurrir que dos
clientes distintos, u y v/, estén localizados en el mismo vértice, en cuyo caso
v(u) = v(u'). Demuestran que si z € N(V, E) tiene la propiedad “betweeness”
para una permutacién o de U, entonces = es una mediana de la red v (z, z)
es un equilibrio de Nash. Dada una permutacién o definida en U, se dice que
« tiene la propiedad “betweeness” para o si z € B(v(u),v(c(u))) para todo
u € U, donde

B (vi,v;) = {z € N(V, E) : §(v;, ) + 8(z, v;) = 8(v;,v5)}

para v;,v; € V. Como ejemplo, en la figura 3.3 con Mg = 1, el vértice vy, satisface
la propiedad “betweeness” para la permutacion

01U — U, Ug — Vq,VU3 — Vg, Vg — Vs.
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TEstos autores muestran que la condicién anterior es suficiente pero no
necesaria. Prueban también que para determinar los puntos que satisfacen la
propiedad “betweeness” basta considerar los vértices de lated, yaquesiz € N
satisface esta propiedad para alguna permutacién o, entonces = € V o existe
una arista [v;,v;] conteniendo a z tal que {(y,¥) 1y € [vi,v;]} , son equilibrios
de Nash. Ademds, el resultado que relaciona la propiedad “betweeness” con el
equilibrio de Nash se reduce a otro mds simple cuando z es un vértice de corte,
es decir, cuando la eliminacién de z y de las aristas que inciden en él proporciona
subredes conexas disjuntas. En tal caso, si la demanda de cada subred es menor
o igual que %, entonces « s una mediana y (2, ) ex un equilibrio de Nash. Esta
condicién también es necesaria si « es “un vértice de corte fuerte”, esto es, si
= es un vértice tal que las aristas adyacentes a « son aristas de corte, lo que

equivale a que la eliminacién de cualesquiera de ellas proporciona dos subredes
disjuntas.

3.3 Competencia en cantidades

Para que las firmas puedan competir segiin el modelo de Cournot, la demanda
debe ser eldstica al precio. Se asume que la cantidad demandada decrece
linealmente con el precio, siendo la funcién inversa de demanda en el mercado
k la siguiente

k(k)_ ("Ic'_bk:qk si Oﬁqk_/:%:
PAI=Y 0 en otro caso,

donde ai, > 0 es la disposicién a pagar de los consumidores de ese mercado y
—bg < 0 la pendiente de la recta p®(¢®) = ax — beg®. El cociente # representa
la cantidad méxima que demanda el mercado.

Bajo variaciones conjeturales nulas, Labbé y Hakimi (1991) prueban que si
las funciones de coste de transporte son céncavas, existe un equilibrio de Nash
subjuego-perfecto. En esta seccién se analizan los dos nuevos escenarios que
surgen al considerar conjeturas no nulas para una o dos empresas. El primero
corresponde al modelo lider-seguidor de Stackelberg y el segundo al modelo
lider-lider. En adelante, se utilizar4 también el término “modelo con conjeturas
no nulas” para hacer referencia al modelo lider-lider.

3.3.1 Modelo de Stackelberg en cantidades

Se asume que una de las firmas es lider en produccién y su adversaria seguidora.
En primer lugar, consideremos dadas las localizaciones y estudiemos la existencia
de equilibrio para la segunda etapa del juego.
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Se trata de hallar (g1, §s) tales que
7L (qr,ds) = maxr, (qz,9s(gr)

donde 73 (91, 9s(qL)) = max s (9z,9s) -

Proposicién 3.1 Sean dos localizaciones tales que
ax >maz{cf,ck}, k=1,...n,

donde L indica la empresa lider y S la sequidora. Entonces, existe un nico
equilibrio de Stackelberg (q1,qs) . Ademds:

(i) Si & <k, entonces

k
ap—Ce . k k
(O, T,f‘) st oap <2 —cg

(a1,q8) =

ap—2ck ek a42ck —3ck . L &
( DI R T st ap 2> 2¢f — cg.

(i1) Si c& > ck, entonces

.
(_;a o) sian <2k —ck
- k .
(tif, tjg) = (a—"'b-k—cs-,()) st 2c§ —cf <ap< 3c§ —2ck

(ak-—Qc'f +ct‘- a +2c'f —Sc'f; )

: k k
25, , T st ag 2> 3¢ — 2cf.

Demostracién Puesto que el coste marginal de produccién no depende de
la cantidad producida, los mercados pueden ser tratados independientemente.
Para vi, € V consideramos el problema

ax ag
ma 7% (45,95(dF)) sa. 0< gf < o
2, s

donde ¢%(g¥) es la solucién 6ptima del problema

A
max 7§ (¢f,¢%) s.a. 0<q§ < 3 UL
9s
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Se resolverd en primer lugar este \ltimo problema. La funcién
7§ (a8, 48) = (ar — b (f +45) — <5) a5
es céncava con respecto a q§ y
ork

k kK
ok = —2bqg + ag — brqy — 5

para 0 < g§ < & — ¢f. Entonces,

awg ag — bqu —ck
g’ N 2br

—bigh —ck .
Sea yj, = “=3AL==3. Se tiene que

Por tanto, si ¢f < gﬁ%é, entonces ¢5(q¥) = v, v si ¢ > -a—kﬁé-, entonces
gs\qr) =Y.

Consideremos ahora el problema

. k Qg
maxy, (47,95(¢0)) sa 0 <qp < .
4qr,

Tenemos que

!a.—b. ‘“+c’i-—2z:“? . L —ck,
ko k k(k g s 0<gf < S
Ty, (CII.aqS(CIL)) = .
k . ap—Cay k .
(ar —brgf —ck)qf si 5= <qp <35,

que es una funcién continua. Sean

aj, — bpg + ¢ — 2ck
fo) = & 2 1),

9(y)

h

(u,k —brq — c’i) g.

. "  —2ck ek
Las funciones f y g son céncavas y sus puntos criticos son g5 = a—‘—i%fﬁb- y
K

_ ap—c .

qg = ~55 %, Tespectivamente.

Podemos distinguir dos situaciones segin sea c& < c% o ¢ > ck.
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(i) Supongamos que cf < c&. En este caso,

ap — 2ck + ¢k <ak—c’f,_ <ak—c§

a5 = 2, ST op, =T,

Si gy > 0, entonces cj’fl = gy es la solucién 6ptima del problema. Esto
sucede si ay, — 2¢§ + ¢ > 0, esto es, si aj, > 2cF — c&.
Si gs < 0, entonces la solucién éptima es g?’f, =0.
(ii) Supongamos ahora que c& > cf. En cste caso,
_ ak—2c,’i+c§ S ak—c’fl
- 2by, 2by,

= qq.

k
Si gf < 5%, entonces la solucién 6ptima del problema es 7% = g7. Esta
desigualdad ocurre si y sélo si aj > 3c"§ - QC’IC,'

—ck . .
Si g5 > 2523, lo que equivale a ay, < 3c} — 2}, pueden considerarse dos

—ck . —ch
situaciones segiin g, < “kb:“ 0q,> “—"b-k—cb..

’ ek
(a) Si gg < 255, entonces la solucién 6ptima es G§ = 2575, Esta
desigualdad equivale a aj > 2¢% — c¥.
g ST CL
(b) Si gy > gkb—:cﬁ, es decir para ap < 2c§ — c¥, entonces la solucién
6ptima es Jf =qq.
De todo lo anterior se deduce que:

(i) Sick < ck, entonces:

. ko oap—2c4ck _p _poky _ ar+2ch—3ck . A k
(1) §f = ===y G5 = q4(qf) = 222, si ap > 2cf — c§.

k.
(12) ¢ =0y gk =gk@ah) = ST s ag < 2cf k.

I

(ii) Sick > cf, entonces:

. —  —2ck ek b (= a2k —3c8 . k k
(1) gk = %:"’—‘i y k= B(gh) = aptetrzdes T , i ag > 3cg — 2.

-— k -] - - -
(ii.2) g% = a—kbk—c-ﬁ- y 3% =a5(a%) = 0,51 2¢8 — b <ap < 3ck — 2ck.

-— k - —_ - N
(ii.3) gk = a"Q—b:Ib y 3% = q5%(qk) =0, si ap < 2ck — k. O
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Corolario 3.1 Dadas dos localizaciones tales que
ai, > magz {2¢§ — cf,3ck — 2¢; },
el unico equilibrio de Stackelberg viene dado por

7 =ak—2c’i+c§. K :ak+26§—3c'§

13 T y g T, ,k=1,.,n,

donde L indica la empresa lider y S la seguidora.

Demostracién Se obtiene como caso particular de la proposicién 3.1,
teniendo en cuenta que

maz {ZCIZ —cf,3ck — 20';} > maz {c'z, cg} Jk=1,..,n.

Bajo el supuesto del corolario 3.1 se deduce que €l precio de mercado es

& _ ak+2c’2+cf§
—

Condicién 3.1 La red N(V,E) satisface
IR k(N 9rmin ok (o
ay > max {21;1163}3ch(9,) LIgIr\}cs(z), 3151631%{%(:1:) 2;%1}1\}611(1,)} ,
k=1,..,n.

La condicién 3.1 garantiza que ambas empresas ofrecen cantidades
estrictamente positivas en todos los mercados. Bajo la condicién anterior los
beneficios en la primera etapa, asumiendo comportamiento de Stackelberg en la
segunda etapa, son

o1
T (eL,25) = Z S (ax — 2cf(21) + C,';(-'L‘s))2 - Fi,
k=1
21 2
7s(zL,2s) = Z Tobr (ar + 2c§ (z1) — 3ck(zs))” — Fs.

x
1

1
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Lema 3.1 Bajo la condicidn 3.1, si las funciones de coste de transporte
unitario t; son cdncavas, entonces m;(;,2;) es una funcidn convera en ;

cuando z; se desplaza a lo largo de una arista de la red y w; estd fijo,
i,j=L,S; j #1.

Demostracién Para cada vértice v, € V, la distancia bz, €8 cOncava con
respecto de z; cuando z; se mueve sobre una arista. Al ser {; concava y creciente
de la distancia, la funcién t¥ =t; 0 §,,y, es céncava respecto de «; cuando «; se
mueve sobre una arista.

Para cada vértice v, € V, se tiene que

1 2
8 (zp,z5) = Y (ar — 2k (z1) + cg('cs)) ,

1 2
& (zp,c5) = oo (ak + 2¢% (@p) — 3c’§(xs))

Puesto que cf(z) = Cl(z) + t¥(z) y hemos asumido que C!(z) es una funcién
céncava con respecto de = cuando « se mueve sobre una arista de la red, entonces

cF(z) es una funcién céncava con respecto de = cuando = se mueve sobre una
arista de la red. Sean

f(z)

ax — 2¢8 (z) + ¢k,

g(z) = ag+ 2} — 3ck(z).

Las funciones f y ¢ son convexas y positivas bajo la condicién 3.1. Entonces, f2
y ¢* son también funciones convexas (proposicién 2.4). Por tanto, 7r, (21, zg)
(75 (zL,%s)) es una funcién convexa de =z, (¢g) cuando 71, (zg) se desplaza a
lo largo de una arista de lared y =g (zr) esté fijado.

Proposicién 3.2 Sea la condicién 3.1 y funciones de coste de transporte
unitario t; céncavas. Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa con
comportamiento de Stackelberg en la segunda, entonces eziste uno en un
subconjunto de vértices de la red.

Dcemostracién Basta aplicar ¢l lema 3.1 y la proposicién 2.6. O

Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa, la bisqueda de uno de
ellos puede hacerse aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de
relocalizacién se adopta aquel vértice que maximiza el beneficio.
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Algoritmo 3.1 Equilibrio de Nash en localizacion

Paso 0. Veriﬁcar la condicién 3. 1 Hacer h = 0. Tomar un par de vértices
iniciales v} y vk de V, hacer 7} =7z (v v8) vy wh = mg (vf,v8).

Paso 1. (Relocalizacién de L) Calcular v} tal que 77 = (vl vl) =
meag_ch(v, vk). Siw} =7 y h #0, parar. Las localizaciones de equilibrio
v

- htl _ bl _
son v¥, i = L,S. En otro caso, hacer vy =vp y 7 =7L.

Paso 2. (Relocahzacnén de q') Caleular o% tal que w5 = ﬂg(vh"'l vE) =
max ms(vht,v). Si 7% = 7%, parar. Las localizaciones de equilibrio son
ve

1y ok, En otro caso, hacer vt =
paso 1.

vy 7rS+ =75 h=h+1leiral

Si no se producen ciclos, este proceso finaliza en un nimero finito de
pasos y converge hacia el equilibrio en O(n3). Fmalmente observese que en
el paso 0 podria tomarse una localizacién inicial ’UL € V y elegir vs tal que
ﬂ'S(vL!US) T&"‘@‘”S(“L, v).

3.3.2 Modelo lider-lider en cantidades

Desde el punto de vista teérico, cada empresa podria actuar como lider
asumiendo que su competidora se comportard como seguidora (Segura, 1993).
Esto quiere decir que las firmas tomarén una decisién en base a una hipétesis
que To se satisface, lo que puede justificarse al tratarse de un modelo estético.

El beneficio de cada firma puede expresarse en funcién de las decisiones
tomadas tanto en localizacién como en cantidad. En primer lugar, consideremos
dadas las localizaciones y estudiemos la existencia de equilibrio para la segunda
etapa del juego. La funcién de beneficios en la segunda etapa es

n

Wi(QAa(IB):Z( k—bk(4A+qB)—C) - F,i=A,B,

h—

[

donde ¢%,¢% >0, ¢f +¢h < &, k=1,..,n.

Se trata de hallar (g4, dg) tales que

74 (Ga,d8) = max 4 (g4,9B(g4)) ,

1

w5 (34, qB) maxp (94 (gB).98),
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donde

75 (94,98(q4))

wa(galgs)as) =

7

max7p (q4,9B),
qn

max7 4 (qa,98) -
qA

Proposicién 3.3 Sean dos localizaciones tales que

ar > maz {cj,cp}, k=1,.

T

Entonces, eziste un 1nico equilibrio lider-lider (G4, qp) . Ademds:

(i) iy < kg, entonces

k
ag—<c .
(—-277:4-,0) St
=k -k\ _ ak—c‘a ak+ckj—2c‘f2 .
(QAaQB) - ( br b by St

( aL—2c8+c®  andck—2c% )

Wy obn St

ar < 2k —c&
2 — ¢k < ap < 3k —2ck

- Jo lo
ag 2 3cp — 2cy.

i) Si k> ok, entonces se intercambian lus pupeles de A v B en el equilibrio
A B pup Yy q

de (i).

Demostracién Los valores fjﬁ, ﬁg, son los obtenidos para el lider del modelo

de Stackelberg en la proposicién 3.1.

O

Corolario 3.2 Dadas dos localizaciones tales que

ay, > maz {3cfy — 2, 3¢k — 24}, k=1,..,n

el dnico equilibrio lider-lider viene dado por

o _ W25 4ch
QA—_T‘a 9B

2by,

_ak—f—cﬁ—Qc’g

)

,k=1,..,n.

Demostracién Se obtiene como caso particular de la proposicién 3.3,

teniendo en cuenta que

maz {3c — 2cf, 3l — 25} > maz {cf, ek}, k=1,.,n O
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Bajo la hipétesis del corolario 3.2, el precio de mercado es

K itk
= T7
el cual no depende de la disposicién a pagar de los consumidores. Esta hipétesis,
similar a la asumida por Labbé y Hakimi para el estudio de la primera etapa,
garantiza que las cantidades ofrecidas por ambas empresas en todos los mercados
son estrictamente positivas. Este supuesto admite que las firmas pueden
ofrecer cantidades a un precio inferior a su coste. Aunque a corto plazo esto
comportamiento no es razonable, las empresas podrian actuar de esta forma

durante un periodo de tiempo con el fin de posicionarse en el mercado y obtener
beneficios a largo plazo.

Condicién 3.2 La red N(V,E) satisface
> koo 2 mi k 3 k — 2mi k
o > max { S (o) ~ 2minch(), Smech(s) ~ 2minch(a) .

kE=1,..,n.

Bajo la condicién 3.2, el beneficio en la primera etapa, asumiendo
comportamiento lider-lider en la segunda etapa, es

wi(za,2B) = ZZ;—IC (ax + c;“(a,J) -~ Zci?(o:i)) (c?(:LJ) - cf(wl)) — F;,
k=1

1,7 = A, B; j # 1. Obsérvese que si cada empresa actia como lider suponiendo
que la otra es seguidora y no es asi, ambas firmas suiren pérdidas en aquellos
mercados donde su coste sea mayor que el de su competidora.

Condicién 3.2’ La red N(V,E) satisface
ai > max{4gn€aj%<c’i(a:) - 3;1‘1511{[10'2;(9;), 41&%{8;(9;) — 328}\}611(“3)} ,

k=1,..,n.

La condicién 3.2’ implica la condicién 3.2 y serd utilizada con posterioridad.
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Un equilibrio subjuego-perfecto, si existe, viene dado por un par de
localizaciones de equilibrio para la primera etapa junto con las correspondientes
cantidades de equilibrio para la segunda etapa. Un par de localizaciones, Z4 y
Zp, constituyen un equilibrio de Nash para la primera etapa si

T (ii’ij) = max; ("E1fij)1 ,j=4,B; j # 1.
TEN

Se probaré que bajo determinadas condiciones, si existe equilibrio de Nash

en la primera etapa, entonces existe uno en un subconjunto de vértices de la
red.

Lema 3.2 Bajo la condicién 3.2°, si las funciones de coste de transporte
unitario t; son concavas, entonces m;(w;,z;) es una funcién conveza en x;
cuando ; se desplaza a lo largo de una arista de la red v w; estd fijo,

i,j=AB;j#i

Demostracién Para cada vértice v, € V, la distancia 62.v, €s céncava con
] 1V
respecto de x; cuando x; se mueve sobre una arista. Al ser t; concava y creciente

de la distancia, la funcién t§f = ¢; 0 8z;v, €8 céncava respecto de «; cuando z; se
mueve sobre una arista.

Para cada vértice v, € V, el beneficio 7k (2, 5) sc puede escribir como
9 ) 1 \T, B P

= ﬁ (@ + 5 (z5) = 2c(2)) (cf(25) = cf (1)

= Z;—k. {2 (cF(ei))” = (an + 8ek(5)) c(w:) + (ar + ch(ay)) C?(“?j)}

=A (—c:-c(:zi))z + B (—cf(’c,)) +C,

donde
2
A = — >0,
4by,
ax + 3ck(z;)
B = T > 0,
c = (an + cf () (=) > 0.
4by,

Puesto que cf(z) = Cj(z) + t§(z), y hemos asumido que C(z) es una funcién
céncava con respecto de i cuando « se mueve sobre una arista de la red, entonces

c¥(z) es una funcién céncava en la arista y, por tanto, —cf(z) es convexa.
Ademés,

-B O +3C§(’E:)
24 ~ 4 ’
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y por la condicién 3.2,
ay > 4ci~°(z) - 3c§(:1:),
de donde

_agt 3ck(z;)
4

< =k (w)-

Aplicando la proposicién 2.5 se deduce que 7% (24, ;) es convexa respecto de
2; cuando z; se desplaza a lo largo de una arista delared y o5, 7 7 1, permanece

fijo.

Proposicién 3.4 Sea la condicidn 3.2’ y funciones de coste de transporte
unitario t; céncavas. Si existe equilibrio de Nash en la primera etape asumiendo
comportamiento lider-lider en la seqgunda, entonces existe uno en un subconjunto
de vértices de la red.

Demostracién Basta aplicar el lema 3.2 y la proposicién 2.6. O

Si se dan las condiciones de ]a proposicién anterior y existe equilibrio de Nash
en la primera etapa, su busqueda puede realizarse con un algoritmo similar al
3.1 del epigrafe anterior.

3.3.3 Anailisis comparativo entre escenarios

T.a tahla 3.1 muestra el equilibrio para el mercado k en la segunda etapa, tanto
de los escenarios estudiados con anterioridad como del considerado por Labbé
y Hakimi (1991). La condicién exigida en todos los casos es

Up > Tus {305‘1 - 20’}‘3,30% - 2“54} .
Ademds, se muestra la elasticidad de la demanda.

La elasticidad-precio de la demanda en el mercado k, viene dada por la
siguiente expresién

k

dg*/dp* _p* P
€1, = et = — (d dpk = — .
b /P 7" ( 7"/ ) ay — p*

La demanda serd eldstica si p* > ax/2, ineldstica si p* < ap/2 y tendrs
elasticidad unitaria si p* = ax/2. Ademsés, si p* = a; la elasticidad es infinita
y cuando p* = 0 la demanda es totalmente ineléstica.
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—

Escenario Conjcturas Conjeturas Stackelberg
nulas no nulas (A lider)
qk ak—20ﬁ+c'f-, ak—Qc’f‘«l-c';, ak—2cff‘+c'f1
A 3% 2% &
(jk ak+c’f‘—-2c',‘; zz;;-f—c“A—Qc’,"-f ak+26’f‘—-3c'f3
B 3oy, 2br 1,
=k 2ay -—c}ft—c';', Zak—cﬁ—c’,‘} Sak—Qc‘f‘—-c',"?
3be 2h;, 4b,,
Z_’k ak+c§ +c’a c“: -;—c"iz ar +2:‘::'j +cfy
€k _ ak+c’j+c‘,5, _ c'fl+c’,‘"-, _ ar+2c% +c‘:
2ai—ch—ck 2a,—ck —ck 3ak—2c§—-cift
eldstica si | q, < 2ck +2¢  ap < Ktk ap< 2% +ck

Tabla 3.1: Resultados para la competencia en cantidades

81
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Como puede observarse, las cantidades de equilibrio del modelo lider-
lider (con conjeturas no nulas) son 1.5 veces las obtenidas por Labbé y
Hakimi asumiendo conjeturas nulas, es decir, adelantar la reaccién de la firma
competidora provoca un aumento de la produccién del 50%. Por supuesto, el
precio se reduce por el incremento de la oferta. Por otro lado, la firma lider
pone en el mercado la misma cantidad que asumiendo conjeturas no nulas,
aproximadamente el doble que la seguidora®. Obsérvese ademds, que los costes
unitarios de la lider afectan en mayor medida a la cantidad y precio de mercado
que los de la seguidora.

Respecto al precio de equilibrio, pueden comprobarse las siguientes relaciones
sin més que tener en cuenta que bajo la condicién exigida se tiene que

ap > max {c’jl,c%,,?c’j‘ —c,2ck — cﬁ} .

Se cumple que

c’j‘—{—c’g . ak—}—Qc’Z—i-c’f; ak+cﬁ+2c"§3
—-2——<m1n 2 , 1 ,

es decir, el precio de equilibrio asumiendo conjeturas no nulas es menor que €l
precio de Stackelberg, independientemente de cual sea la firma lider. Por otro
lado, también se tiene que

max{ak+22i+cg,ak+ca+26g} < ak-}-cg—i-c’g’

luego el precio de equilibrio de Stackelberg, independientemente de cual sea la
firma lider, es menor que el que se obtiene asumiendo conjeturas nulas.

En resumen, la competencia m4s agresiva, en cuanto a reduccién de precios se
refiere, se produce asumiendo conjeturas no nulas, seguida del comportamiento
de Stackelberg y en ultimo lugar las conjeturas nulas.

Finalmente, como
it <o+ <2(h+dh),

si la demanda es eldstica en el escenario de conjeturas nulas, entonces también lo
serd en los otros dos escenarios. Sin embargo, podria ocurrir que en alguno de los
escenario donde alguna de las empresas asume conjeturas no nulas la demanda
fuera eldstica y que al considerar conjeturas nulas pasase a ser ineléstica.

2 exactamente ¢l doble si 1os costes unitarios en ose mercado coinciden
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3.4 Competencia en precios

En este modelo el comportamiento estratégico combina ubicacién y politica
de precios en destino (delivered price). Las empresas discriminan precios en n
mercados separados espacialmente, de forma que cubran, al menos, los costes de
produccién y de transporte. El objetivo de cada empresa es decidir la ubicacién

y el precio al que ofrecer4 su producto en cada mercado, de forma que maximice
el beneficio.

El proceso de competencia es modelado como un juego no cooperativo en dos
etapas. El precio en la segunda etapa estd condicionado por las localizaciones
elegidas en la etapa anterior. Sea pf(ft A,2B) el precio al que ofrecerd la empresa
i el bien en el mercado k, si las firmas A y B estdn ubicadas en z4 y zp,
respectivamente. Se asume que los consumidores adquirirdn el producto de la
firma con menor precio, es decir, si p¥(z4, ) < p}f’(m A,ZB), los consumidores
situados en v, comprardn a la firma 7 al precio p¥. Si en un determinado mercado
los precios coinciden, supondremos que la demanda se reparte en partes iguales
entre las firmas.

3.4.1 Demanda totalmente ineldstica

Sea A la demanda en el mercado k-ésimo, que no depende del precio del bien
en ese mercado. Este tipo de demanda totalmente ineldstica corresponde a
bienes de primera necesidad sin sustitutos cercanocs. Este escenario ha sido
estudiado por Lederer y Thisse (1990) cuando las firmas dcciden ademds del
precio, la forma de combinar los inputs para producir los outputs (tecnologia de
produccién), que depende de sus respectivas ubicaciones. El problema analizado
a continuacién es similar al considerado por estos autores, asumiendo en esta
ocasién, que las firmas deciden localizaciones y precios. Se propone un algoritmo
para la obtencién del equilibrio de Nash en la segunda etapa basado en un
resultado que garantiza la inexistencia de ciclos en un proceso en el que las
firmas dcciden alternativemente la localizacién que meaximiza su beneficio dada
la ubicacién de su rival.

Estudiemos en primer lugar la segunda etapa del juego. Para ello, dadas
dos localizaciones, denotemos por /{4 y Kp, los mercados captados por Ay B,
respectivamente, y por kpr el mercado marginal, es decir,

Kqa = {k:ph <0k},
Ke = {k:p4>pk},
Ky = {k:ph=pk}.
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Entonces, el beneficio para la firma ¢ se escribe de la siguiente manera

1 .
i (P4, PB) = E(P?—Cf)/\k-i”i Z (P?—C?)/\k——Fi,ZZA,B.
keK; keKnr

Dadas dos ubicaciones y pfy, k = 1,...,n, la decisién 6ptima para A en el
mercado k es

P, =max {ci,pp — €},

donde £ > 0 es una cantidad tan pequena como se desee. La empresa B,
conocedora de la politica de A, es decir, reducir mientras tenga margen de
beneficio el precio fijado por B, adoptard el precio

=k ko k

Pg, :max{cB,cA—a},
al que responderd A con

b _ ko k

pa, =max {ch,ch —e}.

Esto significa que la empresa con menor coste en un determinado mercado
lo capta completamente y que el precio fijado serd algo inferior al coste de su
competidora. Las empresas tomarén g arbitrariamente pequefio, y en el limite

=k =k _ 1194 5k _— k k\ _ gk
pA=pB—ll~%p’is __max{cA,cB} =p.

Este es un resultado conocido en la teoria sobre discriminacién de precios,
que asegura que €l precio pagado por los consumidores es igual al coste marginal
en destino de la empresa con costes superiores. Obsérvese que si ¢fj = ¢ = c¥,
entonces (7%,5%) = (c¥,¢") es un equilibrio de Nash. En otro caso, es decir
cuando ¢ # cf, (7%,P%) = (7°,7) no es un equilibrio de Nash. Nétese que si
c’j; < c’fa, la funcién ﬂ"z(p"z, c’ﬁ) es discontinua y el problema

k(ok Kk
. nax ma(Pa,cp)
ch<plhi<ch

no tiene solucién. Por esta razén, nos referiremos al precio de mercado p* como
seudoequilibrio (e-equilibrio).

Bajo la regla usada para definir la cuota dc mercado, con cl precio P* =
max {c%,c;} cada empresa captars la mitad de la demanda. Sin embargo,
aquella con mayores costes no obtendréd beneficios, es mds, si cf < c;? bastaria
con que la firma ¢ redujese minimamente su precio para quedarse con toda la
demanda del mercado, asi que parece bastante razonable redefinir esta regla de

forma que cada mercado sea cubierto por la firma con menor coste. Entonces,
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el beneficio para la firma i en la primera etapa puede escribirse de la siguiente
manera

n
Ti(za,op) = Y wh(za,zp) - B,
k=1

(5(z3) = ci@Ne st cf(@s) < cli(ay)

¥ (za, )
0 sio cf(ws) 2 (),

dondei = A, B; j #i.

Proposicién 3.5 El beneficio de cada firma en la primera etopa puede
erpresarse de la siguiente mancra

n

7.ri(mAy :EB) = EC_,;(:EJ))"C + }?J - CS(:L'As‘TB)y 1= Aa B; .7 7é ia
k=1

donde

n
OS’(T.A,IB) = z.)\kmin {C:(.’EA),CIB(EB)} -1 FA | FB.
k=1

Demostracién Se deduce teniendo en cuenta los mereadns captados por
cada empresa. O

La funcién C'S' se denomina coste social (Lederer y Thisse, 1990) y es el coste
minimo de cubrir toda la demanda. El resultado anterior indica que el beneficio
de una firma es el coste que supone a su rival cubrir toda la demanda menos el
coste social, que es el coste minimo si las firmas actuaran de forma cooperativa.

Un equilibrio de Nash para la primera etapa viene dado por un par de
localizaciones, T4 y Zp, tales que

w0, 35) — mes (4, 85) , § = A, B ] #4

Si asumimos z; fijo, el coste que supone para la firma j suministrar todo
el mercado es constante, por lo que el beneficio de la firma i se maximiza en
aquella localizacién que minimice el coste social. Por tanto, se trata de estudiar
si existen localizaciones, Z4 y Zp, tales que

CS5(za,ZR) =1;'é1]1\}C'S (z,2p) = ;réllx\}C’S(:iA,a:).
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Proposicidn 3.6 Se tienen los siguientes resultados:

(i) Si CS tiene minimo global en (Za,Zg) € N x N, entonces (ZT4,Zp) es
un equilibrio de Nash para la primera etapa del juego.

(i) Si las funciones Cl, t¥, son continuas en N, entonces eziste un equilibrio
de Nash para la primera etapa del juego.

(iit) Si las funciones t¥ son concavas cuando T se mueve sobre una arista de
la red, entonces CS (2 4,zp) es una funcidn céncava en z; cuando z; se
desplaza por una arista de la red y z; permanece fijo, i = A, B; j # 1.

Demostracién
(1) Si(Z4,Zp) es un minimo global de C'S (z4,2g) , entonces
CS(&‘)A,O_JB) < CS(HJA,.’L'B), V(wﬂ,mB) c N x N,

por tanto,

CS5(za,ZB)

IA

CS(Z4,%xB), Yop € N,

CS(Za,%p) < CS(za,ZB), Vza €N,
de donde se deduce que (Z4,Zg) es un equilibrio de Nash.

(i) La funcién cf(z) = Cj(z)+t5(z) es continua en N. Entonces, CS (24, B)
es coutinua en N x N por ser swua de winhoos de funciones continuas.
Como N2 = N x N C 24 es compacto en R2¢ y CS (z 4,2p) es continua
en N2, se deduce que existe minimo global de CS (z4,z5) en N2.

(11) Como se ha supuesto que Cj(z) es una funcién céncava de = cuando «
se desplaza por una arista de la red, entonces cf(z) = Ci(z) + t¥(z) es
una funcién céncava de 2 cnando z se desplaza por una arista de la red.
Entonces, CS (2 4,z5) s una funcién céncava de ; cuando z; se mueve

sobre una arista y «; permanece fijo, por ser suma de minimos de funciones
céncavas. 0

Obsérvese que, en equilibrio, dos empresas con iguales costes marginales y
de transporte, no se localizarén en el mismo nodo siempre que exista otro con
demanda no nula. Esto es debido a que si las localizaciones son coincidentes,
ambas tendrén pérdidas, mientras que una de ellas podrfa relocalizarse en otro
nodo con demanda no nula, obteniéndose mayores beneficios para ambas.
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Proposicién 3.7 Sean t¥ funciones concavas cuando = se mueve sobre una
arista de la red. Si eviste equilibrio de Nash en la primera etapa, entonces existe
un equilibrio en un conjunto de nodos de la red.

Demostracién Como t¥ son funciones céncavas cuando = se mueve sobre
una arista de la red, entonces CS es una funcién céneava cuando « se mueve
sobre una arista de la red (proposicién 3.6). Sea (Z4,Zg) un equilibrio. Si
Zpy Zp € V estarfa probado el resultado. Si no fuera asi, podemos suponer
que 4 ¢ V. Esto significa que existe una arista [vz,vy] en la red, de forma
que Z4 € Jvr,vy|. Por hipétesis, el minimo de la funcién céncava CS estd en
el interior de [vg,vy], por tanto CS debe ser constante en [vy,vy| y entonces
cualquiera de los extremos del intervalo es también un equilibrio. O

En virtud del resultado anterior, la isqueda de un equilibrio de Nash puede
efectuarse con un método de enumeracién que recorra las n? posibilidades.
Podrfa utilizarse un algoritmo de biisqueda que no recorra necesariamente todo
el conjunto factible. Puede partirse de una localizacién inicial para una de las
empresas y obtener consecutivamente la localizacién que minimiza el coste social
dada la eleccién de la otra. Elsiguiente resultado asegura que este proceso acaba
en un mimero finito de pasos en un equilibrio de Nash.

Proposicién 3.8 Dado un conjunto de localizaciones iniciales en nodos de
la red, silas funciones t¥ sun concuvus cuundo « se Tueve sobre una arista de
la red, entonces el proceso de relocalizaciones consecutivas a un nodo con menor
coste social acaba en un ndmero finito de pasos en un equilibrio de Nash.

Demostracién Puesto que el conjunto factible es finito, bastard con
comprobar que mno existen ciclos. Supongamos por reduccién al absurdo
que existen dos conjuntos {v}‘,vi,...,vi} y {vk,v%,...,v5 de nodos que
representan las decisiones tomadas por A y B, tespectivamente, siendo A la
primera en decidir, que producen un ciclo en la jteracién s. Se tendr4 entonces:

CS (v3,v) < CS (vh,vh),
CS (vi,vQB) < CS (v}, vp),

cs (vi,sz) < C8 (U%,v%) ,

CS (v}, v3) < CS (v, v3) ,

CS (vy,vp) < CS (v, vg).
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Sumando todas las inecuaciones se tiene

3" [os (o504 + 05 (5, )] < Z (o5 (v wh) + 05 (vi,5)]

=1

donde vi*! = v}, i = A, B. Pasando todo al primer miembro, agrupando bajo

el mismo sumatorio y simplificando, resulta
d . . .
S [cs (i, ;;”) - 05 ('u}l,vg)] <0.
j=1

Como el primer término se anula, se obtiene la contradiccién que se buscaba
(0 <0). O

Si las funciones t¥ son céncavas cuando z se mueve sobre una arista de la
red, la bisqueda de un equilibrio de Nash para la primera etapa puede hacerse
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalizacién se
minimiza el coste social.

Algoritmo 3.2 Obtencidn de un equilibrio para el juego

Pasou 0. Hacer i — 0. Toinar un par de localizaciones inicialea 'uﬁ y vi"? de V,
y hacer CS* = CS(vh,vh).
Paso 1. (Relocalizacién de A)
Hallar v% tal que CS(vy,v}) = rmg CS(v,vl). Si CS(vy,vh)
ve

CS*" y h # 0 parar. Las localizaciones son vﬁ y v%, los precios fi

= max {ck (v%), i (v})}, k =1,..,n, y el coste social es CS". En otro

caso, hacer vﬁ“ =Yy y CSMY = CS(vy,vh).

Paso 2. (Relocalizacién de B)
Hallar v} lal gue OS5, vy) — mm c8(Wht v). s G’S(vﬁ"'l,v}“?) -

CSh1, parar. Las locahzacmnes son 11",'{"1 y 'ug, los precios §* =
max {c& (vi™), el (v) } k=1,..,n,y el coste social es CS"*1. En otro
caso, hacer v}y'* = vg, CS" =CS(@W}' Y, vy), h=h+1eir al paso 1.

La proposicién 3.8 garantiza que este proceso finaliza en un mimero finito
de pasos y converge hacia el equilibrio en O(n®). Finalmente, obsérvese que en
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el paso 0 podria tomarse una localizacién inicial v§ € V y elegir v tal que
O (63000 = i O oy ).
v

Se ha probado la existencia de un equilibrio de Nash para la primera etapa
en un conjunto de nodos de la red si las funciones t¥ son céncavas cuando
se mueve sobre una arista. Ademds, el equilibrio de Nash que es éptimo de
Pareto se alcanza cuando se minimiza el coste social, es decir, el coste mfnimo
para satisfacer toda la demanda. Esta idea lleva intrinseca cierta eficiencia, al
confluir en el equilibrio los intereses de las firmas, de maximizacién del beneficio,
y de los consumidores.

3.4.2 Demanda eldstica al precio. El caso lineal

Dado que hemos asumido by # 0, es posible expresar la cantidad demandada en
funcién del precio, dando lugar a la funcién de demanda

(k) O‘k’“ﬁkp si Oﬁpkﬁak
en otro caso,

donde a = ak/bk >0y 0, = 1/bk >0, k=1,..,n

Ll beneficio para una de las empresas se expresa de la siguiente manera

n
i (@a,@8,P4,PB) = Y (pF (ea,28) — cf (z:)) af (P, PB) - P,
k=
siendo
ay — Bip¥ siocf<pf< p;?
gPWhorB) = 3 (o —Bepl) s PP —pf
0 siax>pF>ph

con 4,j = A, B; j F#i.
Dadas dos localizaciones, T4 y =B, se tiene que
n
ki k .k
s (paspe) = Y75 (Ph,pk) — By

donde
(5 =) (n—Bupk) &t o <pk <}

w8 (ph.ph) = 3 (pF —cF) (aw - Brpf) st pf =pf

0 si ap >pf >pf
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coni,j=A4A,B; j#1.

Otra forma de expresar el beneficio es la siguiente

i (paspe) = Y, (b — cF) (o — Bpk) +% > (pF - f) (o~ Bipt) — Fi,

keK; k€K

dondei=A,B,y

Ka = {k:c&<ph <k},
Kpg = {k:pf>ph>ck},
Ky = {k:ph=ph>ci}.

Proposicién 3.9 Sean dos localizaciones tales que
ar > max {ch,ck}, k=1,..,n

(i) St a < max {2cﬁ —ch,2ck — c’j,} , entonces eziste un equilibrio de Nash
en precios en vy dado por
. (% (ak + (,’;1) ,L'Lé) st oup < ZC)E‘; — cﬁ
-
(pA)p ) = %
(5, % (ax+cf)) si ar <2 —ch.

Ademds,

1 (ax+ k) st oax< 2ck — b
—k o=k =k
p* =min {p%,7p} =
3 (e + c%) siay < 2¢5 —ck.
(%) Si ar > max {2c’j1 —cl,2ck — c’j‘} , entonces existe equilibrio de Nash en
v, 51y solo si ¢y =y — ¢, en cuyo caso el equilibrio es

(ﬁi:ﬁkB) = (ck7ck)
y P* = 1iu {pi,ﬁ’é} =ck.
(1i) Sipara k=1,...,n, se tiene que
k k

d=ch o a,<max{2e —cf, 25 -},

entonces eziste un equilibrio de Nash en precios.



3.4. COMPETENCIA EN PRECIOS 91

Demostracidn Suponiendo fijadas las localizaciones «;, i = A, B, si los
costes marginales son constantes los mercados pueden separarse y el estudio del
equilibrio en precios en v, € V consiste en obtener un par (P4, %) tal que p¥
es solucién éptima del problema

H;gxﬂi-“ (r%,p%)

i

s.a. c:-c < pf < p;-“
PF<ag

i, = A,B; j #1, donde
(PF = k) (o~ Bupk) i cF <pb<ph
7 (0 08) = { 1 (oF — ) (an — Apf) si pF—pk
0 si ap > pi-“ > p;?.
Fijado pf, la funcién 7k (pi, p’f;) tiene una discontinuidad en p;?‘ Sea
fie(p) = =Brp® + (0 + cF By )p — anck.
Entonces, para cf < pk < p;“,
i (Phoph) = fa(o), 4,5 = A, By # 1.
La funcién fi es céneava y tiene un médximo en

k
« _ ot B 1 k
= ———— = = (a +cF).
pz]c Qﬂk 2 ( k + 1,)
Como a > ci-“, se tiene que p}, < ai. Entonces, si P < p;?', la solucién 6ptima
del problema de optimizacién para ¥ es Di- Siph > p;?, no existe solucién
debido a la discontinuidad en h.

(a) Supongamos que c§ < ¢k,

(a.1) Si %(ak +c_’f1) < ¢k, es decir aj < 2k — ¢k, entonces para todo
Vg con ¢ < pP < ay, la firma A obtiene el beneficio méximo en
Pi =% (ax +c) < c§ y la firma B tenderfa a bajar el precio hasta
alcanzar cf,. Puesto que P <%, 1a demanda captada por B es nula

¥ no le interesarfa entrar en ol mercado. En este caso
Y 1 K\ Lk
(pA7pB) = 5 (ak + CA) 1CB

es un equilibrio de Nash.
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(a.2) Si 3 (ax+ch) > cf, se tiene que pfy = F(ar+ch) > Py

entonces B tendria incentivos a reducir precios. El proceso de

reduccién de precios llevaria a B hasta cf. En este caso, se tendrfa

un seudoequilibrio (A tendria incentivos a cambiar a cf; — &) en

(9%,7%) = (ck,ch), que no es equilibrio de Nash salvo cuando
ek =% = ¢, en cuyo caso

(7, 55) = (c*,<")

es un equilibrio de Nash.

(b) Si & > &, se procede de forma similar que para c§ < c%, obteniéndose
que

1
(7h.7g) = (cf%' 5 (a +ci§))

es un equilibrio de Nash si § (a; + cfy) < cf, es decir a5 < 2¢§j — ¢k, y

55,5%) = (c&, %) es un seudoequilibrio si % (ar +c%) > ¢k, es decir
AsCA 2 4

ap > 2¢h — .

Obsérvese que si aj, > max {c%,c%}, entonces:
q Ar“BJ»

ap < 2(:‘%—4:{31 B cl;<2c’f5——ak<cg,

ap < 2c’2—c’§ = c’i;<2c’f4—ak<c’2.

En el resto del epigrafe se considerard que los precios que fijan las empresas
en la segunda etapa son

ot (an+c)) st i >chych>g(artch

(
(Ph.0%) = (
(
(

)
g, cky) siocf<chych<i(antch)
)
)

cﬁ,c’ﬁ) si cA>cByc'_j‘§%(ak+c’f3
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¥ que, por tanto, el precio competitivo en el mercado k es

3 (ax+cfy) s cg>%(ak+c’jl)

. ck si oy < <i(aptch)
p —
% (ak + Cg) si C’j& > -é- (ak + C%)
Lc’j1 sic<ch <3 (artch).

Si ambas firmas se ponen de acuerdo para maximizar el beneficio conjunto
en la segunda etapa, cada mercado es cubierto por aquella con menor coste,
obteniéndose un 6ptimo de Pareto para las empresas. En tal caso, los precios
colusivos que maximizan el beneficio conjunto de las firmas vienen dados por el
. siguiente resultado.

Proposicién 3.10 Sean dos localizaciones tales que
ar > max {cf,ch},k=1,..,n

Entonces, el precio colusivo que mazimiza el beneficio conjunto de las empresas
es

ke

P = (ak-i—min{cﬁ,c%}).

N =

Demostracién Este resultado se obtiene considerando que en colusién el

mercado k es cubierto por la firma con menores costes, min{ch,ck}, y que
—;— (a;C + cf) es el precio de monopolio de la firma 1. O

Finalmente, se trata de estudiar la existencia de un equilibrio de Nash para
la primera etapa, asumiendo la siguiente condicién.

Condicién 3.3 La red N(V,E) satisface

ax > max {c’;(m),c’g(w)} ,Vee N, k=1,..,n.

Corolario 3.3 Bajo la condicién 3.9, el beneficio en la primera etapa
adelantando el precio competitivo en la seqgunda es

n
wi(wa,op) = Z/rf’ (xaywn) — I5,
k=1
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donde
'4%,: (ak - ‘3?(9«3))2 st ci?(a:i) < 20;?(:1;_,-) —ag
k(o mo) = o208 (z) — ap < F(z;
mi (24,2B) = 2_117:.' (cf(mj) - Cf(%)) (ax — cf(:vg)) s <ch9(?r)j) k < cf(zi)

o

en otro caso,

con 1,7 = A,B:7#1.

Demostracién Se ha sustituido el precio competitivo en la funcién de
beneficio. O

Corolario 3.4 Bajo lo condicidn 3.8, el beneficio en la primera elapa
adelantando el precio colusivo en la sequnda es

n
’R-;.': (EAr'TB) = Zﬂ-?c (a:A:mB) - Fi)
k=1
donde
2
-é: (ax — cF(z;))” s c¥(z;) < c;?(mj)
T (x4, 28) = o (o - cf(m,))z si cfzi) = cF(ay)
0 st C?(:L‘i) > C?((Ej),
coni,j=A, B;j#1.

Demostracién Se ha sustituido el precio colusivo en las funciones de
beneficios. 0

Lema 3.3 Bajo la condicidn 3.8, st la funcidn de coste de transporte t; es
concava, entonces la funcidn m;(za,7p) es conveza cuando ; se mueve sobre
una ariste de la red y z; permanece fijo, 1,7 = A, B;j #1.

Demostracién Supongamos «; fijo. Sea fi la funcién real de variable real
definida en [0, ay] de la forma

ﬁ(ak—z)2 si 0_<_z<2€§’—ak
fu(2) =< g=(f—2) (ar—ck) si 2f—ax<z<cg

0 en otro caso.
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Si t; es c6ncava, entonces cf(z;) es concava cuando z; se mueve por una
arista de lared. Por otro lado, fx(2) es convexa y decreciente en [0, ax|. Ademss
¥ (¢4, ¢5) = fi 0 cf(e;). Aplicando la proposicién 2.3 a las funciones ~fu(2) v
c}(x;) se obtiene que — f; o cf(z;) es céncava y por tanto ¥ (z;, ;) es convexa
cuando z; se mueve sobre una arista. Entonces, 7; (z4,p) es convexa en la
arista. g

Proposicién 3.11 Sea la condicién 3.9 y funciones de coste de transporte t;,
i= A, B, cdncavas. Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa asumiendo

precio competitivo, entonces existe un equilibrio en un conjunto de vértices de
la red.

Demostracién Basta aplicar el lema 3.3 y la proposicién 2.6. O

Obsérvese que bajo la condicién 3.3, aunque las funciones de coste de
transporte t;, 4 = A, B, sean c6éncavas, puede ocurrir que la funcién 76 (T4, TB)
no sea convexa en Z; cuando «; se mueve sobre una arista de la red y z;
permanece fijo, 1,j = A,B;j # i. Sit;, i = A, B, son céncavas, la funcién
cf () es céncava cuando «; se mueve sobre una arista de la red ¥ &; permanece
fijo, y consecnentemente, hajn la condicién 3.3, (ak — cf(mi))Q es convexa on la

arista. Para vy, € V, supuesto z; fijo, la funcién de beneficios es

2 .
lez—k (a —cF(z:))” si cf(a) < c;?
2
7} (@4, o) = aio (ak —cF(@i))” st cf(z;) =cb
0 si cf(z;) > ch.

Si cf(z;) < c;? para todo z; de la arista, entonces 7¥° (x4, 2p) es convexa; lo
mismo ocurre si cf(z;) > c;? en toda la arista. Supongamos que existe =g en la
arista tal que cf(zp) = cf. Entonces, puede ocurrir que la funcién de beneficios
no alcance el miximo en la arista debido a la discontinuidad. Por tanto, no

puede asegurarse la convexidad de 75 (z 4, z5) en la arista. El siguiente ej emplo
mucstra uno situacién en la que esto ocurre.

Ejemplo
Se considera el segmento de longitud unidad 1" = [v1,v3] = |1,2] con
nodos de demanda situados en los extremos. No se consideran costes fijos
(Fa = Fg =0) y las funciones inversas de demanda son

A

PP(gF) = ax — big®, 0< ¢* < 5
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con a; = ag = 8, by =1, by = 2. Los costes marginales y los costes de
transporte son

Ch(z) = Cg(z) = 1, Vz € [v1, ],
5 (@;) = 2Wppon, i = A, By k=1,2.

Supongamos que £5 = vg. Si la localizacién de A en la arista, z, viene
dada por 0 < 8 < 1, con 6 la distancia de v; a z, se tiene que

ci(z) < cplzp) si 0<0<1,

cy(z) =cplzp) si 0=1
Entonces,
(e - (1+20))° si 0<0<1
71-}4(: (msz) =
(o —(1+20)? si 0=1
1(r-20% s 0<0<1
1(7-20?% si 6=1.
La funcién 7Yf (2, zp) no es continua en 6 = 1 ya que

o 2 25
s ((I)B,iL‘B) =7 7 (zp,zB) = 5

Adems4s, no es convexa, aunque sf es cuasiconvexa.
Supongamos ahora que
Cule) =1, Chlz) =2, Vz € [v1,va].
En esta ocasién se tiene que
ch(z) < ch(zp) st 0<0<],

y entonces,

7if (¢,25) = 1 (- 267, 0< O <1,
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75(Ta,zp) _ _

rh(eaes) | 2=V o =
T4 =1 15(.)37 24255
4=y 6.912 12(.)37

Tabla 3.2: Beneficios en los nodos con precio colusivo

La funcién 7Y€ (z,z5) es continua y convexa en 0 < 6 < 1, por lo que de
existir equilibrio, habria alguno en los extremos del intervalo. La tabla 3.2
muestra los beneficios de ambas firmas, para estos costes, en los extremos
del segmento. Como puede observarse, no hay equilibrio en los extremos
¥, por tanto, tampoco hay equilibrio en T = [v1, v

3.4.3 Analisis comparativo entre escenarios

La tabla 3.3 muestra los resultados en la segunda etapa cuando c§ < c§, en
los escenarios estudiados con anterioridad: demanda totalmente inel4stica al
precio, precio competitivo y precio colusivo. La condicién exigida en todos los
casos es ay > maz {cﬁ,cg} , es decir ¢& < cf < ap. Si ck > ¢k, los papeles de
las firmas A y B se intercambian.

Obsérvese que cuando las empresas compiten en precios se produce un
reparto de los mercados, es decir, cada mercado es servido por una 1inica
empresa, la de menor coste en destino. Puede comprobarse que

ak-l—cﬁ N ak—c’f; >ak—c’j1

2 by T 2

k
cg <

Esto significa que cuando existe competencia en precios, la cantidad
suministrada por la empresa con menor coste en destino es mayor o igual que
la que se obtiene cuando existe colusién en precios. Por otra parte, el precio
competitivo es menor o igual que el precio colusivo. En resumen, la colusién
reduce la cantidad servida y eleva los precios, lo cual es un resultado conocido
en otros modelos.
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- demanda precio precio
Escenario | | . - -
ineldstica competitivo colusivo
; k
w—ch g ok > oten
. 2by B 2
ag—c
qA Ak ok s 5
_’Ez_ll si Cg S L'Z.A
k
% 0 0 0
k & ag—ch
q Ak 5% —Zb_kA
k & . b ooaxtch ar+ch
P Ch min {c By —5 -5

Tabla 3.3: Resultados para la competencia en precios y ¢ < cf < ay

3.5 Resultados en la segunda etapa: cantidad
frente a prccio

Dado que la condicién a, > maz {35 — 2cf, 3¢l — 2c%}, aquella bajo la cual

se han comparado los escenarios de Cournot, es m4s restrictiva que la condicién

ay > maz { ek, c"fg }, aquella bajo la cual se ha estudiado el escenario de Bertrand,

y que ésta tltima se satisface cuando se tiene la primera, en esta seccién se

comparan los resultados obtenidos en la competencia via cantidades con los que
se obtienen via precios asumiendo

ay, > maz {3cf — 2c%,3cf —2¢5}.
Rajo esta hipdtesis se tiene también que
ar > maz {c&,c, 2k — cf,2cf — i}

T.a tabla 3.4 muestra la cantidad v el precio en la segunda etapa cuando & < c’};,
en todos los escenarios estudiados con anterioridad en los que la demanda es
eldstica al precio. Si c§ > ¢, los papeles de las firmas A y B se intercambian.

Puede comprobarse la relacién

k k k k k
pconj. no nula < pcmnpetiti'uo < PStack. < Peonj. nula < Peolusivo



3.6. EFECTO RENTA 99

conj. conj. Stack. precio precio
nula no nula (A lider) comp. colusivo
qk Qak—cﬁ-i'f? Zak—c‘f‘—c’,‘.‘ Sak—Qc’g—c;‘; a;:—c"é ak—z:"ﬂ
30, 25, 45, br 2,
Z—)lc ar +C;4+£’ﬁ C'X‘;C'I} a;:+22‘3+c‘§ C% a‘:;—c’;

Tabla 3.4: Resultados para demanda eldstica y ¢/ < cf§

y dado que la demanda es una funcién decreciente del precio, con la
cantidad suministrada se tiene la relacién inversa. Como puede observarse, la
competencia m4s agresiva, en cuanto a reduccién de precio se refiere, se produce
compitiendo en cantidad bajo el supuesto de conjetura no nula, mientras que el
precio wds elevado se vbtiene cuando existe colusidu.

3.6 FEfecto renta

Tanto en las secciones anteriores como en la literatura sobre el tema, se han
considerado funciones de demanda compensadas o Hicksianas, cuya diferencia
con las funciones de demanda directas o Marshallianas radica en que en las
primeras se ha eliminado el efecto renta sobre la cantidad demandada. Mientras
que la demanda directa es observable, la compensada no lo es, aunque puede ser
estimada por técnicas econométricas. La curva de demanda Marshalliana ¢ =
q(p, I) recoge las variaciones en el consumo de un determinado bien ante cambios
en su precio (efecto sustitucién) y en la renta (efecto renta). Generalmente, suele
suponerse que el bien tiene poco peso dentro del presupuesto del consumidor y,
por tanto, que el efecto renta es nulo o préximo a cero.

Si la cantidad demandada es funcién lineal del precio y la renta, la funcién
inversa de demanda puede expresarse de la siguiente manera, donde Iy es el
nivel de renta en el mercado k&,

—b k I H < k < ap+eply
pk(qk:-{k) = { CO”C kq + Ck k s1 0 - q - bk

en otro caso,

con ai y by > 0, VE; ¢, > 0 en el caso de bienes normales y ¢, < 0 para bienes
inferiores. Si los bienes son normales, el aumento de la renta desplaza hacia la
derecha la curva de demanda del mercado, mientras que si son bienes inferiores,
ocurre justamente lo contrario. Sin embargo, puesto que la renta no es una
variable de decisién y se supone conocida, los cdlculos hechos en los apartados
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anteriores son vélidos sin més que sustituir en los resultados ax por la nueva
disposicién a pagar ax + cxlx. Otra alternativa consiste en tomar una cantidad
comun a todos los mercados y otra especifica proporcional a la renta, esto es
a+ Ckl k-

Si 1a demanda es totalmente ineldstica, no hay efecto renta. Por otro lado,
si la demanda es lineal y el bien es inferior, una renta suficientemente grande
puede asegurar la existencia de equilibrio de Nash en la segunda etapa cuando
la competencia se realiza en cantidad. En este caso, la cantidad suministrada
a cada mercado es una funcién creciente de la renta en el caso de bienes
normales y decreciente para bienes inferiores; lo mismo sucede con el precio
y el beneficio. Esto significa que para bienes normales la renta tiene un efecto
negativo sobre los consumidores, al incrementar el precio de equilibrio, y positivo
gohre las empresas, ya que incrementan el beneficio. Para bienes inferiores ocurre
exactamente lo contrario. La tnica excepcién lo constituye la suposicién de
conjeturas no nulas, donde se observa que no hay efecto renta sobre los precios.

3.7 Ejemplo

El siguiente ejemplo compara los resultados del juego espacial para diferentes
escenarios. Se considera la red de la tigura 3.1. El coste marginal para ambas
firmas es de una unidad, al igual que el coste de transporte por unidad entre
cualesquiera dos vértices, es decir,

cFog) =1y f(w) =2, i=A4,B; k1 =123, I #F.
No se consideran costes fijos (F4 = Fg = 0) y las funciones inversas de demanda
son

ak

(%) = ax — beg®, 0< ¢* < b

con aq =ag =8,a3 =09, by =b3z =1, by =2. Las elasticidades son

El tercer mercado es el més eldstico y presenta también la mayor disposicién a
pagar, mientras que con el segundo mercado ocurre justo lo contrario.

Puede comprobarse que se cumple la condicién 3.2 y, por tanto, también se
cumplen las condiciones 3.1 y 3.3. En las tablas 3.5 y 3.6 aparecen marcados con
un superindice los equilibrios de Nash del problema discreto de la primera etapa
para los siguientes escenarios de la segunda etapa: conjeturas nulas (Labbé y
Hakimi), conjeturas no nulas (lider-lider), lider-seguidor de Stackelberg (A es
lider), precio competitivo y precio colusivo.
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(ma(za,zp), 7B(xa,2B))

TA Tgp =1 Tp =1y Tp = V3
Contet vy (12.89,12.89)  (13.94,11.78) (13.11,13.78)"
e vy (11.78,13.94)  (12.17,12.17)  (11.55, 14.39)

vs | (13.78,13.11)°  (14.39,11.55) (13.11,13.11)3

. G (0,0) (2,1) (2,2.25)*

conjetixas | (1,2) (0,0) (1,2.25)

v3 (2.25,2)° (2.25,1) (0,0)

o (14.5,7.25)  (15.69,6.59)  (14.75,8.37)°
?fﬁlgm v (13.25,8.62)  (13.69,6.84) (13,9)

vs (15.5,7.75)"  (16.19,6.34)  (14.75,7.37)

Tabla 3.5: Localizaciones de equilibrio con competencia en cantidades

~ (malca,cB),mB(T,TB))

ri."IZA Tp =10 TR = V2 TR = U3
. vy (0,0) (6,3) (6,7)®
Precio N Uy (3, 5) (0’0) (3)7)
competitivo v @, 6)9 (7,3) (0’0)
_ vy (14.50,14.50)  (18.37,12.25)  (14.50,18.25)
Prlecs‘_"v . vy (12.25,18.37)  (13.69,13.69)  (10.62,20.50)
cotust vg (18.25,14.50)  (20.50,10.62) (14.75,14.75)'°

Tabla 3.6: Localizaciones de equilibrio con competencia en precios
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Equilibrio | Op. de Pareto | p*  p*  p° | &1 —e3 —e3
1,2 st 3.67 4 4 0.85 1 0.8
3 no 4 4 3.67 1 1 0.69
4,5 si 1.5 2 1.5 1 0.33 1
6 st 3 35 351 06 078 0.64
7 st 3.26 3.5 325|068 0.78 0.56
8,9 st 2 2 2 0.33 033 0.29
10 st 5 5 5 1.67 167 1.25

Tabla 3.7: Precios y elasticidades en el equilibrio

En la tabla 3.7 aparecen los precios y elasticidades para cada uno de los
equilibrios de Nash recogidos en las tablas 3.5 y 3.6. Obsérvese que existe
un equilibrio de Nash que no es éptimo de Pareto (el mimero 3). En 8 de los
10 equilibrios encontrados, una de las firmas se localiza en el primer mercado
v la otra en el tercero; recuérdese que estos mercados son los que presentan
mayor elasticidad-precio. Ademds, en todos ellos la firma que se ubica en el
tercer mercado, aquel con mayor disposicién a pagar, ohtiene mayares heneficios.
Tanto con precio competitivo como con conjeturas no nulas, las localizaciones
coincidentes no pueden constituir un equilibrio de Nash porque ambas firmas
obtienen beneficio nulo.

Los precios més altos en competencia y los beneficios més reducidos, se
presentan asumiendo conjeturas no nulas. En colusién los precios son altos y
aun asf se obtienen importantes beneficios. N6tese que incluso pactando un
reparto del mercado en la segunda etapa (precio colusivo), en equilibrio ambas
firmas se sitdan juntas. Finalmente, si las localizaciones son coincidentes, el
beneficio de la lider es el doble del de la seguidora.



Capitulo 4
Juego espacial oligopolistico

En este capitulo, se generalizan algunos resultados presentados en el capitulo
anterior para el oligopolio y se extienden algunos de los resultados obtenidos
por Sarkar, Gupta y Pall (1997) a un conjunto de funciones de demanda que
incluye el considerado por estos autores. Para analizar esta nueva situacién,
consideremos 7 empresas, © > 2, que deciden sus ubicaciones X = {z, ..., T}
en la red N(V, E) y también los precios p¥ o cantidades ¢¥, i = 1,...,r, que
fijarén en cada mercados separados espacialmente vy, k = 1,...,7n, siendo
¢* =37, ¢F, k=1,..,n, la cantidad total ofrecida en el mercado k.

En todos los casos analizados se considera un juego en dos etapas. En
la primera las firmas seleccionan la localizacién y en la segunda, conocida la
ubicacién de todas las firmas, seleccionan los precios o cantidades en cada
mercado vk, k = 1,...,n. Un equilibrio para este juego se denomina equilibrio
subjuego-perfecto.

Elresto del capitulo estd estructurado de la siguiente manera. En el apartado
4.1 se analiza la competencia cuando los precios est4n fijados y coinciden. En
los apartados 4.2 y 4.3 se estudia la competencia en cantidades y precios,
respectivamente. En la competencia via precios se distinguen dos posibilidades
en funcién de que la demanda sea eldstica o totalmente ineldstica al precio. En el
punto 4.4 se comparan los resultados obtenidos para el duopolio y €l oligopolio.
Finalmente, el apartado 4.5 recoge algunos ejemplos.

4.1 Precios fijados e iguales

Se asume que las 7 firmas ofrecen un producto homogéneo al mismo precio (mill
price). En este caso, el consumidor acude al centro mds préximo y, suponiendo
costes marginales y fijos independientes de las localizaciones, la maximizacién
del beneficio equivale a la maximizacién de la cuota de mercado. La demanda

103



104 CAPITULO 4. JUEGO ESPACIAL OLIGOPOLISTICO

captada por la firma ¢ viene dada por

Ak
A’L(X) = ETRY
vk EVi(X) re(X)
donde
VL(X) = {vk : é(vkvmi) S 6(”}0:1:]')1 .7 = 17"':”‘}7
re(X) = {l 2 6(vg, ) = ‘I?in 5(vk,wj)} yk=1,.,n.
j=1,..n

Un conjunto de localizaciones X = {Zi,...,Z} es un equilibrio de Nash sii
Ai(X) > Ai(&1y ey Tiy ooy Br), Vi € Ny i = 1,0,

A diferencia de lo que sucede para r = 2 (duopolio), en equilibrio las
firinas pueden tener cuotas de mercado diferentes. Por ejemplo, en el problema
discreto con dos nodos de igual demanda y tres firmas competidoras, cualquier
distribucién de las firmas en la que no todas las localizaciones sean coincidentes
constituye un equilibrio de Nash. Sin embargo, dos de las firmas, aquellas
con localizaciones coincidentes, captan una cuarta parte de la demanda total
mientras que la tercera capta la mitad de dicha demanda.

Si X es un equilibrio, cualquier permutacién de las localizaciones de este
conjunto sigue siendo un equilibrio. Sin embargo, tanto si el problema es discreto
como en redes, la existencia de equilibrio no estd asegurada. Consideremos las
redes de las figuras 3.1 y 3.2 del capitulo anterior. En la figura 3.1, tanto para
el problema discreto como en redes, existe equilibrio de Nash para r = 3 cuando
las tres firmas se localizan en nodos distintos. Es més, en el problema discreto
existe equilibrio independientemente del mimero de firmas. Sin embargo, en la
red de la figura 3.2 no existe equilibrio para r = 2 y 3, aunque sf existe equilibrio
para 7 = 4; dos firmas se localizan en el primer nodo y las otras dos en el tercero.
Estos ejemplos ponen de manifiesto la sensibilidad del problema ante cambios
en el niimero de firmas y la estructura de la red. Ademds, como se indicé para
el caso del duopolio, no hay relacién entre la solucién del problema discreto y
la del problema en redes.

Ni siquiera en drboles est4 asegurada la existencia de equilibrio. Un problema
disereto sin equilibrio ocurre cuando tres firmas se localizan en el segmento [1, §]
con demanda unitaria en los nimeros enteros. Tampoco un mimero par de
firmas asegura la existencia de equilibrio. La figura 4.1 muestra un 4rbol donde
el problema discreto no tiene equilibrio para r = 4.

Por otra parte, si existe equilibrio, éste no siempre coincide con una mediana.
Por ejemplo, si tres firmas compiten por localizarse en la red de la figura 3.3,
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Figura 4.1: Arbol con A\; = 40, Ag = 30, A3 = 30, Ay = 10

el nico equilibrio aparece cuando las tres se localizan en nodos distintos con
demanda no nula. Sin embargo, la mediana es el cuarto nodo. A diferencia de
lo que sucede para el duopolio, existen equilibrios en &rboles en los que alguna
firma no est4 en una mediana. Por ejemplo, en el segmento [1,3] con demanda
unitaria en los nimeros entervs, la dnica wediana es el punto 2, y sin embargo,
un equilibrio resulta cuando las tres firmas se ubican en nodos distintos con
demanda no nula.

A continuacién, se indican algunos resultados conocidos sobre existencia de
equilibrio en 4rboles. Sea T el subédrbol con mayor demanda de entre los
subdrboles que aparecen al eliminar una mediana m € V y las aristas incidentes
en m. Cuando las firmas se localizan en m, se reparten en partes iguales la
demanda total A = w(T'), donde w(T") denota la demanda total en T" La cuota
de mercado de una firma que se localizara en cualquier otro lugar serfa como
méximo w(T}y). Por tanto, si w(1) < ﬂp, entonces existe un equilibrio en
el que las'r firmas se sitian en la mediana m. Adems4s, el equilibrio es tnico
cuando la desigualdad es estricta.

Intuitivamnente, todas las firmas se localizardan en la mediana cuando se
verifica alguna de las siguientes condiciones: (i) w(m) es suficientemente grande,
o (ii) se obtienen al menos r sub4rboles con pesos similares, al eliminar m
¥ las aristas incidentes en m. Si w(T},) es grande (mayor que -‘ﬂr-T-l), no
existe equilibrio. Eiselt y Laporte (1993) prueban para tres firmas y valores
intermedios de w(T}y,), que existen equilibrios en los cuales una firma se separa
de las otras o las tres se encuentran dispersas. En cualquier caso, al menos una
firma se sitda en una mediana. Estos autores caracterizan las localizaciones de
equilibrio cuando no se permiten localizaciones coincidentes.
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4.2 Competencia en cantidades

En los problemas de equilibrio de Cournot se considera que las firmas deciden
las cantidades de producto que ofrecen en cada mercado, dejando que éste
determine €l precio. Varios autores han estudiado condiciones de existencia
y unicidad del equilibrio de Cournot, que han sido utilizadas por estos mismos
autores o por otros diferentes en problemas de equilibrio localizacién-cantidad.
Asf, por ejemplo, Novshek (1985) demuestra la existencia de equilibrio de
Cournot para r firmas que sirven un tnico producto homogéneo, cuando se
cumple cicrta condicién de las funciones de demanda normalmente asnmida en
Economia Industrial. Estos resultados son utilizados por Anderson y Neven
(1990) para demostrar la existencia y unicidad de equilibrio de Cournot fijadas
las localizaciones de las firmas, incorporando los costes de produccién y de
transporte, con costes marginales de produccién constantes (independientes de
la cantidad) y funciones de coste de transporte homogéneas de grado uno con
respecto a la cantidad desplazada.

Labbé y Hakimi (1991) estudian un problema de equilibrio localizacién-
cantidad en redes para dos firmas y funciones de demanda lineales, demostrando
la existencia y unicidad del equilibrio en la segunda etapa del juego y
estableciendo condiciones de existencia de locolizaciones de equilibrio en un
conjunto de vértices de la red. Sarkar, Gupta y Pal (1997) extienden los
resultados de Labbé y Hakimi a m4s de dos firmas y un conjunto de funciones
de demanda mds amplio que incluye a las lineales. También obtienen resultados
para situaciones donde las firmas poseen mds de un establecimiento.

En la seccién 4.2.1 se extienden algunos de los resultados obtenidos por
Sarkar, Gupta y Pal, a un conjunto de funciones de demanda que incluye el
considerado por estos autores. La modificacién incorporada consiste en sustituir
la condicién impuesta por ellos por la concavidad de la funcién de ingreso.
Puesto que, de la misma forma que los autores citados, se consideran costes
marginales de produccién constantes, la existencia de equilibrio en cantidades
puede probarse utilizando resultados conocidos de la teorfa de juegos, mientras
que la demostracién de la unicidad sigue la linea trazada por Anderson y
Neven. El tratamiento del problema del equilibrio en localizaciones es similar
al desarrollado por Sarkar, Gupta y Pal.

En la seccién 4.2.2 se estudia el caso particular en el que la demanda es
1ma funcién lineal del precio y se generalizan algunos resultados del capitulo 3
al caso del oligopolio. Se analizan los escenarios siguientes: conjeturas nulas,
lider-seguidor de Stackelberg y conjeturas no nulas.
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4.2.1 Equilibrio localizacién-cantidad

El precio pi en el mercado vy, es una funcién real definida en R, decreciente de
la cantidad total de producto ofrecida en el mercado vy. Existen = firmas en los
puntos X = {z;}]_; C N que compiten para servir a los mercados. Cada firma
i desea determinar la localizacién z; y la cantidad ¢f que debe ofrecer en cada
mercado k para maximizar el beneficio total. Se supone que las firmas eligen en
primer lugar la localizacion y posteriormente fijan las cantidades de producto
que ofrecerdn en cada mercado. Esta situacién se modela mediante un juego en
dos etapas y se estudia la existencia de equilibrio de Nash subjuego-perfecto.

Fijadas las localizaciones, una estrategia para la firma ¢ es un vector
ql = (q'37 q’l'27 bR q?)’ i = 17 "'lr'

La cantidad total ofrecida por la firma i es A; = D, ¢¢ ¥ la cantidad total
servida en el mercado k es ¢* = i gF. Para cada mercado k existe un valor

Uy tal que pe(U) = 0 v pu(g) > 0, Vg € [0,Uy]. El conjunto de estrategias
factibles es

K
S={Q=(¢): ¢F>0, > gF <Uy 1<i<r, 1<k<n},

i=1

donde @ representa una matriz real de orden 7 X n cuya componente (%, k) es
k
95 -

Condicién 4.1 El coste de transporte unitario desde la firma ¢ en x; hasta el
mercado k en vy es t¥(x;) = ti(6z, ), siendo t; una funcion positiva, creciente
y cdncave de la distancia.

Condicidén 4.2 El coste marginal de produccion para la firma © en z; es una
cuntided pusitive e independiente de lo produccidn que se denvte Ci(x;). Bstu
funcidn es concava con respecto de ; cuando x; se mueve sobre una arista de
la red.

El coste unitario total de servir producto en el mercado vy para la firma <
€n ; es

C:.'c(z'i) = C:(mt) + ti(‘smi’vk)'

En lo sucesivo, para simplificar la notacién, cuando las localizaciones de las
firmas se consideren fijadas, se podrén eliminar los argumentos de las funciones
de costes. Por simplicidad, la funcién inversa de demanda px(g) se denominarg -
funcién de demanda.



108 CAPITULO 4. JUEGO ESPACIAL OLIGOPOLISTICO

Condicién 4.3 (Sarkar, Gupta y Pal, 1997) Las funciones pr(g) son
derivables hasta el orden 3 y satisfacen las condiciones siguientes:

(1) v}, <0.
(it) p} +qpi < 0.

a*{(p¥)* —phpl’
(P)"

Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.3, si Ci(z) = C'(z) y t; = ¢, ¢ = 1,..,7,
entonces queda asegurada la existencia y la unicidad del equilibrio en cantidades;
esto es, el equilibrio en la segunda etapa del juego. Ademds, imponiendo
condiciones sobre los costes y las funciones de demanda para que las cantidades
de equilibrio sean estrictamente positivas, ocurre que cada firma obtiene el
beneficio méximo en un vértice para cualesquiera que sean las localizaciones
del resto de las firmas (Sarkar, Gupta y Pal, 1997). Por tanto, si existe
equilibrio en la primecra ctapa, existird un conjunto V/ C V de localizaciones
de equilibrio. Estos resultados son vdlidos cuando los costes marginales y de
transporte dependen de la firma.

(iti)) —2(r — 1) < < (r=1)3

Las condicioncs 4.3(¢) y 4.3(4¢) permiten, junto con las condiciones 4.1y 4.2,
demostrar la existencia de equilibrio en la segunda etapa del juego. La condicién
4.3(¢) implica que las funciones de demanda son estrictamente decrecientes.
La condicién 4.3(i¢) es usualmente impuesta en Economia Industrial y recoge
funciones de demanda tales que el ingreso marginal de una firma es una funcién
decreciente de la oferta agregada del resto.

La condicién 4.3(44) implica también que la funcién de ingreso definida como
1,(q) = gprlg), es estrictamente céncava ya que para funciones de demanda
estrictamente decrecientes se tendria

I(q) = 20} + qpl < pr + qpil < 0.

Sea X = (21,9, ..., z,) €l vector de localizaciones de las firmas. El beneficio
de la firma 7 en el mercado k viene dado por

(X, Q) = ¥ (pi(d*) — ),

y el beneficio total de la firma ¢ es

m(X,Q) =Y 7HX,Q), i =1,..,m

k=1



4.2. COMPETENCIA EN CANTIDADES 109

Condicién 4.4 Las funciones pi(q) son derivables hasta el orden 2 y
satisfacen las condiciones siguientes:

(i) Pl <0 en (0,Uy).
(i) 2p), + qpl <0 en (0,Uk).

La condicién 4.4(i) implica que py{g) es estrictamente decreciente en {0, U]
y la 4.4(i%) implica que la funcién de ingreso Ix(g) es estrictamente céncava
en [0,U;]. Cualquier funcién p; derivable hasta orden dos, estrictamente
decreciente y céncava, cumple las condiciones 4.3(2), 4.3(i) y 4.4. Las funciones
cuadréticas de la forma p(q) = ag? +bg+c,cona<0,b<0yec>0,son
funciones que cumplen las condiciones 4.3 y, por tanto, las condiciones 4.4, Las
funciones cuadréticas de la forma p(g) = ag? +bg+¢c,cona>0,b<0,¢>0y
9ac—2b% < 0, cumplen la condicién 4.4, y si ademds 16ac— 3b% > 0, no cumplen
4.3.

Proposicién 4.1 Si se cumplen las condiciones 4.2 y 4.4, entonces la
fu?cig’n 7i(Q) = Yoney TH(Q) es estrictamente concava con respecto de q; =
(9,98, G, Vg con Q € S.

Demostracién Dados ¢; con j # 4, se tiene que
n
7(Q) = mi(a:) = Y w¥(gf).
k=1

Para ¢* = Y"7_, ¢¥ € (0,Uy), de la condicién 4.4, resulta
2xk
WIF;_ = 20, (d%) + ¢Fpll (") < 0.

En efecto, si p{(g*) > 0, entonces
2p(¢%) + aFpi(a®) < 2p4(d") + ¢*Pi(¢") < 0, Vi, k.

Si p{l(¢*) < 0, por 4.4(3) es 2p, (¢¥)+4Fp{(¢*) < 0. Como consecuencia resultala
concavidad estricta de ¥ con respecto de gF, de donde se deduce la concavidad
estricta de m; con respecto a g;. ]

Corolario 4.1 Si se cumplen las condiciones 4.2, 4.3(3) y 4.3(ii), entonces
la func]io‘rg 1(Q) = Y5 THQ) es estrictamente concava con respecto de
% =(g;,9%, - 4}'), Vgi con Q € S.

Demostracién Resulta de considerar que las condiciones 4.3(z) y 4.3(i)
implican la condicién 4.4 (O
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La segunda etapa: Equilibrio en cantidades

Fijadas las localizaciones X de las firmas, el problema del equilibrio en
cantidades consiste en determinar la matriz Q = (g¥) tal que

"Ti(Xs Q) = HIQB.X 7Tz'(X, @i)r

donde Q; = (g¥) siendo @¥ = ¥ si j # 14 y gF = qF variable. Puesto que el coste
marginal de produccién es independiente de la cantidad, los mercados pueden
ser tratados separadamente.

Proposicién 4.2 Bajo las condiciones 4.2 y 4.4, para un vector dado
de localizaciones X = (z1,%9,...,2,), eziste un Unico equilibrio de Nash en

cantidades Q(X).

Demostracién La existencia de equilibrio de Nash resulta de aplicar
resultados conocidos de la teorfa de juegos (Friedman, 1991). Para la unicidad
puede adaptarse la demostracién de Anderson y Neven (1990).

El problema de la firma 7 en el mercado k puede formularse de la manera
siguiente:

0¥ (pr(g®) — cF)

]

max 77 (")

i

s.a. qi-c

v

0,

Ul.: - Zq‘;c

ki

A

a¥

Si se relaja este problema eliminando la 1ltima restriccién se obtiene
max gf(pe(d®) — ) sa. gf 20,

cuyas condiciones de primer orden son:

Pr(d®) + & pi(d®) — cF + X =0,
)\qf =0,

A>0.

Puesto que ¥ es c6ncava con respecto de gF en el conjunto factible (proposicién
4.1), las condiciones de optimalidad anteriores son necesarias y suficientes.
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Considerando que se trata de un juego con funciones de Pago continuas y

céncavas en el conjunto de estrategias S, aplicando la proposicién 2.1 se deduce
que existe equilibrio Q.

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que
c]f < c’2° <. < c’:.

En el equilibrio existirdn firmas con g¥ > 0, o firmas activas, y firmas con §¥ = 0,
o firmas no activas. Considerando las condiciones de optimalidad del problema
relajado, se tendria que

pr(@") + @pi(@®) - F =0

para las firmas activas y py (%) — ¥ < 0 para las firmas no activas con
T
0<q* =) "af <Us.
i=1

Supéngase que el mimero de firmas activas es 4 éstas serdn las firmas i con
1= 1,2,..,r%; rx > 1. Entonces las cantidades de equilibrio satisfacen las
ecuaciones

e(d®) + A ck, 1=1,2, .., 4.1)

que sumadas conducen a la ecuacién

Tk
epk(a¥) + P (e") = k. (4.2)
i=1
Considérese la ecuacién
Tr

F(q) = repi(q) + qpi(q) — Z ek

i=1

La funcién F' es continua en [0, U] y

F'(q) = (& + )pi(a) + apil(a),

donde, suponiendo al menos una firma activa, 7, > 1, y por la condicién 4.4
resulta que F'(g) < 0 para g € (0,1/2), luegn F es estrictamente decreciento
en [0,Uy] y la solucién de la ecuacién (4.2) es vinica. Entonces, volviendo a las
ecuaciones (4.1), tomando la solucién de (4.2), se obtienen los valores

—k _ Cf —Pk(qk)

= — y i=l,2,...,rk,
(@)
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y @ =0, para i > ri. Los valores §¢ cumplen las condiciones de KKT para el
problema del equilibrio en el mercado k, que vienen dadas por las expresiones
siguientes:

Peld®) + o (d®) —F+ XM —pf = 0, i=1..,7,
Maf = 0, i=1,..,m
iU =>db~df) = 0, i=1,.,r,

i%

MNopb o> 0 i=1,..r

Considerando 7 fijo, no existe otra solucién con un conjunto de firmas
activas diferentes a A = {1,2,...,7}. Si existiese un conjunto de firmas activas
A # A, existirian

1S31STk<SZST7

tales que sy € A— A4 ys2 € A — A. Sean (3¥) y (@F), las soluciones 6ptimas
correspondientes a A y A, respectivamente. Entonces,

cfl < pk(qk) <ck

= “s5°
Puesto que en la nueva solucién es ?1"; =0y qu > 0, y se cumple

o5, <€, <pl(@),

por las condiciones de KKT deberia ser ’\51 — p¥ <0, por tanto 0 < /\f. <k
Y2 q;? = Uy, luego

7 —Uc y (@)= pr(Us) =0.
Entonces, en las condiciones de KKT para 7 = s9 quedaria
k k k k
_CSQ + qszp;c(q ) - p’s; =0
y resultarfa ,u';z < 0, no cumpliéndose por tanto las condiciones de optimalidad.

De todo lo anterior se deduce que existe una inica solucién con 7 firmas activas.

Supéngase ahora que existe una solucién con 7y < 7y firmas activas. Como
(@) > cF,i=1,2,...,7, entonces

Tk

(& — T%)pi(T®) > z c¥,

i=Tp+1
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por tanto, de la ecuacién (4.2),
i
p(@°) + 3°Pi(@") < k.
i=1

Puesto que el primer miembro de la ecuacién (4.2) es una funcién decreciente
de ¢®, resulta que

§°<d vy pe(@) > pe(@),
¥y, por consiguiente, py(q®) > cf para i = 1,2,..,rg, resultando asf uma

contradiccién. Por otro lado, tampoco existird una solucién con 7, > 74 ya que,
en otro caso, segin la argumentacién anterior, no podria existir un equilibrio
con 7} firmas activas.

A partir de la ecuacién (4.1) se obtienen los valores 6ptimos de las cantidades
ofrecidas por cada firma en cada uno de los mercados. Si la solucién de la
ecuacién (4.2) es g¥, entonces de las ecuaciones (4.1) resulta

qk(X) _ pk(qk) - c"iv

—p;c((ik) 3 7= 1,2, ey Tr

T (X)

i

THX, Q) = T (pe(T®) — cF) = —pi(7*)3?

~k k\2
— Cy .
= @) -G e

—p(a")

Una condicién que garantiza valores gf(X) > 0, Vi, k es la siguiente.

Condicién 4.5 (Sarkar, Gupte y Pal, 1997) Para cada vector de
localizaciones X y cada vértice v € V, se verifica

(r+1) max {cF(X)} ~ *(X) <pi(0),

donde c*(X) = YI_, ¥(X).



114 CAPITULO 4. JUEGO ESPACIAL OLIGOPOLISTICO

La primera etapa: Equilibrio en localizaciones

Bajo las condiciones 4.2, 4.4 y 4.5, existe un equilibrio Q@ = (gF)i con G >0,
en la segunda etapa del juego. Los correspondientes valores de los beneficios
son 7¥,i=1,2,..,m; k=1,2,...,n, y el beneficio total para la firma ¢ es

n n
_ & & k —k
=S "7X) = (@) — &) = Z—pk ) (@)
k=1 k=1 k=1

El problema del equilibrio en la primera etapa del juego, consiste en
determinar un vector de localizaciones X = (Z1,%2, .-, Tr), bal que

7_1”,,(X) = l;lleair{ﬂ’i(f-l, weey Ei_l,w,fji+1, ...,i:r), = 1,2, ey T

Es posible imponer condiciones sobre las cantidades y las funciones de
demanda que garantizan la convexidad de las funciones de beneficios 7;(X)
cuando z; se mueve sobre una arista de la red y el resto de las localizaciones
permanecen invariables.

Condicién 4.6 Las funciones px, k = 1,2,...,n, son derivables hasta el
orden 3, 7 > 2 y se cumple la relacion

2o+ 2 s L gzap) ) < - 22— 1)~ 1.

La condicién anterior para funciones cuadriticas de la forma p(q) = aq® +
bg+c,cona>0,b<0,¢>0 y 9ac—2b* <0, conduce a:

W2U2
'(2—2(]—:{7)2'3@—2)2(7"“1)“

siendo U la raiz més pequeiia de p(q). Esto es debido a que
4a2q2
(2ag+b)* =

y —2(r — 2)% + -T—E—l < 0 para r > 2. Por tanto,

. )2« 0 pel) =

—2(r —2)% + 2 —5 < E 32((12 )’ — pipi)-

Ademés, F(q) = -(zi;%q;—, es creciente en [0, U], por lo que basta con exigir que

FU)< (r—2%r-1)- 1
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Lema 4.1 Bajo las condiciones 4.1, 4.2, 44, 4.5 y 4.6, la funcién 7; es
conveza con respecto de x; cuando T; se mueve sobre una arista de la red y el
resto de las localizaciones zj, j # 1, permanecen fijas.

Demostracién Para cada vértice Vg, suponiendo las localizaciones T;
fijadas, j # 4, la funcién #¥(X) puede expresarse como

7 (X) = 7k(e:) = (90 f)(=s),

donde f(z;) = cF y g(cF) = 7¥(2;). La distancia desde un vértice v a un punto
z de la red, es una funcién céncava con respecto de = cuando = se mueve sobre
una arista de la red. Por tanto la funcién f es céncava respecto de z; cuando z;
se mueve sobre una arista de la red y las localizaciones del resto de las firmas
no cambian. Utilizando las ccuaciones (4.1) y (4.2) y derivando implicitamente,
puede demostrarse que la funcién 7¥ es decreciente y convexa con respecto de
cf. Entonces, la composicién g o f es convexa con respecto de z; cuando T; se
traslada sobre una arista de la red. Basta comprobar que, bajo las condiciones
impuestas, se obtiene

Oaf _ _roh+ (@ —af)pl
ok pi((r+ Pk +a )

L daf _ _ e 2o+ (2a° — gl
ek TR ack Y+ D)pl 4 gFpy]

ork v w2 0gF
ack = P (%) 5

k2

<0,

o2t
[(r -+ 1)ph + ¢*PU) 5 =

k

2
= —p—,[mnic + (¢ - of)p})?
k

k

: 2 2

+Wq§i+q’“p”[ 2pipk | ((PK)° — phpl) (29" — (7 + 1)gF) — wi)° o]
k

> —2(r —2)%p}

k
q; 2 2
N rEre [—2pkpx + ((PK)” — PLpk') (26" — (r + 1)aF) — (2})* gF)-
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Figura 4.2: Red con 6 nodos

La condicién

k .
q; ’o 79 7o k ) & 9
P, ((r + D)p}, + qkpz)[ Vi + Wk vk ) (29 (r+1)g?)] <2(r )

V-
implica que 2%& > 0. Esta desigualdad se satisface si se verifica
plica que 33 g

2+ L ()P — ko) 2d — (r + 1)) < 20 — 27 — 1),
(pk)

e imponiendo la condicién 4.6 la relacién anterior se cumple (obsérvese que la
condicién 4.6 tiene sentido s6lo para r > 2).

En las expresiones anteriores, con el fin de simplificar la notacién, se ha
prescindido de los argnmentos de Tas funciones y se ha empleado ¥k, q!f, a® en

lugar de 7¥, F, ¢*. O

Proposicién 4.3 Bajo las condiciones 4.1, 4.2, 4.4, 4.5 y 4.6, cada firma
mazimiza su beneficio localizéndose en un vértice, para cualesquiera que sean
las localizaciones del resto de las firmas.

Demostracién Se deduce del lema anterior. 0



4.2. COMPETENCIA EN CANTIDADES

top,v) | v1 | vo [ v | vg | w5 | vg
v 0 6110]10| 6] 5
) 6|1 0]6 10|10 5
v3 100(610f6|10]5
Vg 10]10] 6 0 6 5
Vg 6 110|110 | 6 0 5
Vg 5 5 5 5 5 0

Tabla 4.1: Coste de transporte entre vértices en la figura 4.2

Ejemplo

117

Se considera la red de la figura 4.2 con 6 nodos cuyas funciones de demanda son

pi(q)
p2(9)
p3(q)
pa(q)
ps(9)

pe(q)

1
~(g-1)° = 59+ 105,

~(g—1)% — g +90,

—(g—1)3 - ¢+ 100,

~(g-1)° - 3¢+ 100,

—(g—1)* - q+95,

1
—(g-1)3%- 54+120,

y 5 firmas cuyos costes marginales son

Ci(z)=8,1<i<5, VzeN.

Los costes de transporte vienen dados en la tabla 4.1.

Se verifica que py(¢g) < 0, Vk. Las funciones px(q), con k = 2,3, 5, satisfacen
las condiciones 4.3(%) y 4.3(ét). La condicién 4.3(éi) no es satisfecha por el resto
de las funciones de demanda, que si cumplen la condicién 4.4. Los valores de
[l son a 5.71019, 5.30016, 5.55301, 5.63383, 5.47344 y 5.92556, para 1 < k < 6.

Todas las funciones de demanda cumplen las condiciones 4.5 y 4.6.

La tabla 4.2 muestra las cantidades de equilibrio en cada mercado y los
beneficios correspondientes a varios casos, distintos entre si debido inicamente
a las localizaciones diferentes de la firma 3.
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Localizacién Equilibrio Beneficio
z1 =1 g' =4.707353 | m; = 303.5784
Tg = Vg g% =4.408170 | 7y = 304.5880
z3 =y g3 =4.534719 | w3 = 303.5784
T4=14 q* =4.594247 | 74 = 305.2968
x5 = U5 ¢® =4.500779 | 75 = 304.0846

q® = 4.900301
z1 = Uy T—4.690383 | m; = 303.9753 |
To = Uy g% = 4.421721 | mo = 303.9441
T3 =y g® =4.546909 | w3 = 303.9441
T4 =4 ¢! =4.594247 | w4 = 305.2410
Ty = vy q° =4 488281 | ms = 304.6483
¢% = 4.900301
z, = U qF =4.678085 | m, = 304.4774
Zo = Up q% = 4.408170 | 7y = 304.3817
z3=v3 g3 =4.565046 | w3 = 304.3718
Tyq =4 gt =4.606163 | m4 = 304.5016
T5 = Vs q® =4.488281 | w5 = 304.5235
¢® = 4.900301
z1 = qf = 4.678985 | m; = 304.5601
T =1y q% = 4.395017 | o = 305.1223
Ty = Vs g3 = 4.546909 | w3 = 304.0700
Ty =4 g1 = 4.623897 | m4 = 304.0700
z5 = vg q° = 4.500779 | 75 = 303.9623
¢ = 4.900301
Z, = 1) gl = 4.690383 | 7, = 304.0822
Ty = Uy q? =4.395017 | my = 305.2608
T3 = vs ¢® =4.534719 | 73 = 303.5669
T4 =14 q* =4.606163 | w4 = 304.6951
25 =vs ¢° =4.519369 | 75 = 303.5669
¢% =4.900301
T, =1 ¢F =4.603222 | w1, = 299.9380
Tg = Uy g% =4.411443 | 7y = 300.4483
T3 = Ug ¢® =4.549944 | 73 = 300.9436
Tq=4 q* =4.609130 | 74 = 300.5608
#5 — s ¢ = 4.503890 | w5 = 200.0578
¢% =4.913033

Tabla 4.2: Cantidades de equilibrio y beneficios para distintas localizaciones en

vértices de la figura 4.2
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Puede observarse que, fijadas las localizaciones de la firma 4 en v; para
i # 3, la mejor eleccién de la firma 3 es establecerse en v3. Si existe equilibrio
en localizaciones, existir4 un equilibrio en los vértices de la red. Un proceso de
relocalizacién secuencial de las firmas sin ciclos conduciria al equilibrio.

4.2.2 Equilibrio localizacién-cantidad con demanda lineal

Se considera el caso particular en el que la demanda es una funcién lineal del
precio y se generalizan algunos resultados del capitulo 3 al oligopolio. Sea la
funcién inversa de demanda

a —brg® si 0<¢gF< g

pr(d®) ={ 0

en otro caso,

donde ay, by > 0. Obsérvese que pr(g®) cumple las condiciones 4.4 y 4.6.

Conjeturas nulas en cantidades

En la seccién 4.2.1 se prueba la existencia de cantidades de equilibrio en la
segunda etapa del juego, aunque no se indican explicitamente quienes son estas
cantidades. En esta seccién, se deducen las expresiones de las producciones
de equilibrio. Por otra parte, se incluye un algoritmo de bisqueda secuencial
considerado por Sarkar, Gupta y Pal (1997), basado en un resultado que asegura
la inexistencia de ciclos en los procesos de elecciones secuenciales.

Proposicién 4.4 Bajo la condicidn 4.2 y un conjunto dado de localizaciones
pare las firmas, existe un tnico equilibrio de Nash para la segunda etapa del
juego. Ademds, si ck < k<. <cky

i
s=max{ie{l,..,r}:a;> (l—l—i)cf—z:c? ,
i=1
entonces las cantidades de equilibrio son
(ED (ak —(1+s)cF+ Zlcf) , i=1,..,s
j=

0, i=s84+1,.,r
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Demostracién La existencia y unicidad del equilibrio de Nash resulta de
aplicar Ia proposicién 4.2. Para cada v, € V, sin pérdida de generalidad, los
nodos pueden ordenarse de forma que c§ < c’zC < .- < ck. Entonces,

i+1

A+ =S < @+i) e, - o
Jj=1 =1

ya que

i i1
(L+i)cf =D ek = @+i)chy— Y = (1 +i)(chq —cf)
3=1 j=1
i+1
. k
2+1)chyy — Ecj.

j=1

IA

Ademads, puede comprobarse que las cantidades g¥, i = 1,...,7, cumplen las
condiciones de KKT del problema

max 7(¢°) = gf(ar ~bra" — )
s.a. qi-“ > 0,
k A k
@5 g
J#i
dadas por:

ap —bg® —braf —cf+ A —pf = 0, i=1,..r,
Mgk =0, i=1,.,m

Qg .
M’f(E”Z‘If—‘Jf) = 0, 1=1,.,7,
J#i

k k
)‘1',1 Hq

3%
L
-
i
-

O

Puede comprobarse que para 7 = 2 se obtiene el resultado de Labbé y Hakimi
(1991). Puede comprobarse también, que para r > 2 las cantidades de equilibrio
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cuando s = r coinciden con las resultantes de aplicar la formulacién propuesta
por Sarkar, Gupta y Pal (1997), quienes sélo consideran el caso en el que las

cantidades ofrecidas por las firmas en los mercados son todas estrictamente
positivas.

Corolario 4.2 Sea la condicion 4.2 y un conjunto dado de localizaciones
para las firmas. Si

T
ar > (147) max {cf} - Zcf, E=1,..,n,
- - i=1

entonces el inico equilibrio de Nash viene dado por

1 u
~k k § :k: P
q; __——(1 )bk ak—(l+7)ci-|—j 1Cj ,1—1,...,7,

Y
1 T
_k k
= - 1, k=1,..,n
q (1+'f‘)bk (Ta'k ;Cz) ) yeeey T
Demostracién Se obtiene como caso particular del resultado anterior. 0O
En las condiciones del corolario 4.2, el precio de equilibrio en el mercado k&
€S

=k __ 1 . k
) <ak+26i)y
1=1

es decir, la media de los costes en destino de todas las empresas y la disposicién
a pagar. Kl precio, por tanto, aumenta con la disposicién a pagar y con los
costes de cualquiera de las firmas. Por otra parte, una reduccién del coste de
una de las firmas aumenta su produccién y disminuye el precio de mercado.
Cuando 7 = 2, se tiene como caso particular el precio obtenido por Labbé y
Hakimi (1991). Ademds, para 7 =1 se obtiene la solucién de monopolio

_k _ak+ck
Par = 5

La condicién

”
ap > (1+7) max. {cF} - Zcf, k=1,..,n,

i=1
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garantiza que las cantidades ofrecidas en cada mercado son estrictamente
positivas. Este supuesto para localizaciones variables viene dada por la siguiente
condicién.

Condicién 4.7 La red N(V,E) satisface

Ty, Tn€

k(A1 _ k(... _
ay > maxN{(lJrr)llg?%(T{ci(z,)} ;ci(m,)}, k=1,..,n

Condicién 4.7’ La red N(V,E) satisface

5(z)} —r min min {cF k=1,..,n.
a, > (14 ) max max {c;(2)} r;g;;;g%{cz(m)}, L,.n

Bajo la condicién 4.7’ se tiene también la condicién 4.7.

Corolario 4.3 Bajo las condiciones 4.2 y 4.7, el beneficio en la primera
etapa adelantando el equilibrio en cantidades de la segunda es

m(X) = S Obe (#(0)”, i =1,
k=1

con

(X)) =

g (- (e + e

Demostracién Se obtiene sustituyendo el equilibrio en cantidades en la
expresién del beneficio. O

Corolario 4.4 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, la funcién m; (X) es
conveza con respecto de x; cuando z; se mueve sobre una arista de la red y el
resto de las localizaciones z;, j # i, permanecen fijas.

Demostracién Se tiene como caso particular del lema 4.1. 0

Proposicién 4.5 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, existe un equilibrio de
Nash subjuego-perfecto en nodos de la red.
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Demostracién Se probard que dado un conjunto de localizaciones iniciales
en nodos de la red, el proceso de relocalizacién consecutiva a un nodo con mayor
beneficio acaba en un mimero finito de pasos en un equilibrio de Nash para la
primera etapa.

Dado un conjunto de localizaciones iniciales, se asume que las firmas siguen
un orden estricto en la toma de decisiones, empezando por la primera y
terminando por la que ocupa la posicién 7. Una vez que esta dltima ha decidido
su localizacién en funcién de las de sus competidoras, la primera vuelve a decidir
v asi sucesivamente. Se probard que no existen ciclos, en cuyo caso €l proceso
acaba cn un mimecro finito de pasos, a lo sumo n”. Supongamos por rcduccién
al absurdo, que existen r subconjuntos {v},...,v§}, 4 = 1,...,7, de nodos que
representan las decisiones tomadas por las 7 empresas, de tal manera que:

2 2 2 1 1 2 2 .1 41 1 s
i (V3,003 g, 08,0k, 0)) 2 (02, vy, vl 0k, e 0r) s i =1,

3 3 .3 .2 2 3 3.2 .9 2
mi (3,003 1,03, 00,00, 02) > (03, vy, 0,08, 0 00) i =1,

. 1 1 1 ., S o] 1 S 8 L
i (V] oy 01, 0], Vg, oy UE) 25 (v}, V), 0, U8y, 0R) S D=1,

es decir, se produce un ciclo en la iteracién s. Al menos una de las desigualdades
anteriores es estricta, por lo que sumando todas las expresiones anteriores se
llega a

T S T S
j+1 j+1 j j+1 J a3 J
sz (v{ Yoy U7 7Uf+1;~~-7”i) > ZZm (v{ ,...,vi,viﬂ,.“,v,_) ,

i=1 j=1 i=1 j=1

$+1 =y}, i =1,...,r. Pasando todo al primer miembro se obtiene

r S
o o ) 1 o ,
ZZ{m (v{+ yon 02T ,vf_,_l,...,vi) - (v{+ ,...,UZ,UZ+1,...,U£)} > 0,

i=1 j=1

donde v

y sustituyendo la expresién del beneficio,

> 0.

2

. rs o n g (ak_rcf(vz“)+lzc;°(vg+‘)+l,:c;°(u,’))
<i >1

- ZE:E:E:_ . . .\ 2

(r+ 1) o b —(ak—rcf(vf)JrlECf(v{“)+I>Z_c§“(vz’))
<t 3
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Finalmente, desarrollando los cuadrados y simplificando se tiene,

(T+1 17 EZZ o (cked) — b o) (EC’“(U’“ +Zcf(vi')) >0

i=1 j=1k=1 I<i >

Puede comprobarse que

S (chwd) - chwi™) (24*('4‘“) + ey ) -0,

i=1 I<i >

por lo que en la expresién que precede a esta iltima, todos los términos se
anulan, obteniéndose asf la contradiccién buscada (0 > 0). U

La bisqueda de un equilibrio de Nash subjuego-perfecto puede hacerse
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalizacién se
maximiza el beneficio.

Algoritmo 4.1 Obtencidn de un equilibrio de Nash para la primera etapa

Paso 0. Verificar que se cumplen las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7. Hacer h = 0.

Tomar un conjunto de localizaciones iniciales {v{‘, ...,vf} de V y hacer

ho_ h By g —
wp = (V) ., vl) i= 1

Paso 1. Desde i = 1, ...,7, hallar v7*! tal que

Rl Al bl R By _ ht+1 ht-1 h h
w0, v, i+l,...,vr).—rvnea‘3/<7ri(v1 ye Ui Uy Uiy, e U,
y hacer 7P = (0, L0l =1,

Paso 2. Si 7! = «P, i = 1,..,r, entonces parar. El equilibrio es

{v{”, vny vi‘} En otro caso, hacer h = h+ 1 e ir al paso 1.

La proposicién 4.5 garantiza que este proceso finaliza en un mimero finito
de pasos en un equilibrio. El orden de este algoritmo es O(n™*1).
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Modelo de Stackelberg en cantidades

En primer lugar, consideremos dadas las localizaciones y estudiemos la existencia
de equilibrio para la segunda etapa del juego. Recordemos que la funcién de
beneficios en la segunda etapa es

n

r
Tr,-(Q)*—Z ak-—kaq;?—c,’f qF, i=1,.,7,
J=1

k=1

y el conjunto de estrategias factibles es

”
— (kY .k ko 86 o k=
5= Q— (Qi)i,k‘qi 20) ;qj < E; Z—»l,...,?‘, k—]-v---:n

Se asume que una de las firmas, ¢ = 1, es lider en produccién y sus
adversarias son scguidoras. La firma lider decide la produccién incorporando
la reaccién de las seguidoras. Dada la produccién de la lider, las r — 1 firmas
seguidoras alcanzan un equilibrio de Nash con conjeturas nulas. Se trata de
hallar (g1, G2, ..., 3r) tal que

™ (T, @2, r @) = max w1 (q1,92 (1), - e (1))

0Zqy <3k
k=1,...,n
donde
ue (‘ha‘h (‘h),---,ﬂh (Ch)) = max m; (Qh‘h (ql)a°-'7q4;7"'1q7‘ (QI)),
0<qf <Uf
k=1,...,n
y Ub=%-q¢f— 3 df(df), i=2,...m

J#LE

Proposicién 4.6 Sea la condicion 4.2 y un conjunto dado de localizaciones
para los firmas. Supongamos que la primera firma es lider (i = 1) y las restantes
se comportan como sequidoras, y se verifica que

ap > max {’Y)lc"‘l',;} yk=1,.4m,
donde

.
¥ = 2r max {c;?}—(r—l)c’f—zc;?,

1<isr :
J=1

2
[ F-
1l

a7

.

2r m c® +c’°—2§ ck.

1<5< {J} 1 s J
J:
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Entonces, las tnicas cantidades de equilibrio de Stackelberg en la segunda etapa
son

1 T
& _ k k
i = T ar —(r+1)cf + E=1 ;)
1 r
@& = o ap + (r —1)cf —2rcf + E l,i=2,.,m

=1

Demostracién Fijadas las localizaciones, como los costes marginales son
constantes, los mercados pueden tratarse separadamente. Sin pérdida de
generalidad, si analizamos el mercado k, podemos suponer que ¢ < --- < ck.
El beneficio para la firma i, 1 = 2,...,7, es

i (Q) =t (Q%),

k=1

= (qF ; k= (gF
donde Q = (qm )115522’ Q (%)19'91 y

T
7 (QF) = |ak —beaf —be Y gF —cF | of, k=1,...,n.
=2

Por la proposicién 4.4, se obtiene que las cantidades de equilibrio de Nash (en
funcién de ¢¥) son

s(a¥)

_ 1 .
ar (q{c)=;—(&m akAbkq’f—c’f—s(qf)cf+ ;Cf ’2§ZSS(9}10)’

y l?f (qf) =0sii>s (q'f), siendo

i

max <t € {2,...,7} 1 ax — brgt > ick — Jc;?

s (af)
j=2

kS ok

a —ic; + Z c;
= max<{i€{2,..,71} :q{c < ™ i=2
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Ademsés, si

ak —brgf > r max {c’“} Z

j=2

las cantidades de equilibrio son todas estrictamente positivas. La expresién
anterior es equivalente a la siguiente

ap > Jax {c’“} +ck - E ok + brgt.
Bastaria con imponer
ar, > {cf} + 42 _{ch
T max {c¥} +cF ¥
e>7 g {e) ter - Z

Jj=1

para obtener cantldades de equilibrio estrictamente positivas, y esta condicién
se cumple pues ay, > 5.

La funcién 7% (ql) que representa el beneficio de la firma lider en el mercado
k es

mr (af) = =5 (.3 (¢F),.. 3 ()
r

ag —bkq{c—('l +1)LI{‘+ZL_); q;c,
i=1

[ | =

que tiene un méximo en

r

_ 1
qi‘:m ak—(r-i-l)c’f—{—Zc;?

de donde

o 1 u .
a; (@ = 5 ak+(r—1)C'f—2Tc:-°+j§c;? L =2,

La condicién ax > max {v¥,7%}, k=1, .., n, garantiza que

G>0,i=1.,n y =) g <=
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En particular, para » = 2 la condicién
ar > max {7¥,75}, k=1,.,7,
conduce a
ay > max {2c’£ —c%,3ck — 20'2,} L k=1,..,n,
que se obtuvo en la seccién 3.3.1, resultando entonces el corolario 3.1.

En equilibrio, la oferta agregada en el mercado k es

T

1 -
—k K _ _ k_ k
q° = § g’ = g ((2r Var+ (1 —r)c} él c,)

i=1

v el precio en dicho mercado es
1 T
= __ _ “k_ _ k k
P = ax —bkG” = o (ak +(r-1e+ ;—1 01> .

La condicién ap > max {’y'f,’y’zc} , k =1,...,n, para localizaciones variables
es la siguiente.

Condicién 4.8 La red N(V,E) salisface
a, > max {1§(X),75(X)}, VX = (1, -,er) € NT,
k=1,..,n, donde

TX) = 2r max {f(a5)} = (0 = Der (@) = 3 _cf(a),
- i=1
A = 2 max {ch(es)} + ef (02) - 23 e ey):
- = i=1

Bajo la condicién 4.8, los beneficios en la primera etapa, asumiendo
comportamiento de Stackelberg en la segunda etapa, son

2

n 1 T
m (X) = ZW ak—(r+1)c'f(a:1)+ch(wj) )

k=1 k i=1

n 1 T 2
m(X) = kE: yrT ag + (r = 1) cF(zy) - 2k (a;) + Zc}c(%) ,

=1 j=1
parat = 2,..,r1.
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La condicién 4.8 garantiza que cada empresa ofrece una cantidad mayor que
cero en todos los mercados. En este caso, se probard que siempre que exista

equilibrio de Nash en la primera etapa, su biisqueda puede reducirse a los nodos
de Ja red.

Lema 4.2 Bajo las condiciones 4.1,4.2 y 4.8, la funcion 7; (X) es convera
con respecto de z; cuando T; se mueve sobre una arista de la red y el resto de
las localizaciones z;, j # i, permanecen fijas.

Demostracién Dado v, € V, como el cosle de lrausporte unitario es una
funcién céncava, las funciones cF(z;) son también céncavas. Entonces, las
funciones

f(1) = ap—rcf(z)+ Zc_’f,
j=2
gi(z:) = ap+(r—1)cf—(2r—1)cf(z)+ Zcf,
J#
son convexas. Bajo la condicién 4.8, son ademds positivas. Entonces, f2 y g2
son también funciones convexas (proposicién 2.4). Por tanto, m; (X) es una

funcién convexa de z; cuando x; se mueve sobre una arista de la red, al ser
suma de funciones convexas en la arista. 0

Proposicién 4.7 Bajo las condiciones 4.1,4.2 y 4.8, si existe equilibrio en
la primera etapa, entonces existe un equilibrio en un conjunto de nodos de la
red.

Demostracién Basta aplicar la proposicién 2.6 junto al lema 4.2. 0

Conjeturas na nulas en cantidades

En este caso, una extensién directa del comportamiento lider-lider del duopolio
a més de dos firmas conduce a situaciones donde la cantidad total ofrecida en el
mercado es supcrior a la demanda méxima y drésticas 1educciones de precios.

Teniendo en cuenta el resultado de la proposicién 4.6, dada la condicién 4.2,
y un conjunto de localizaciones para las firmas, si se verifica que

a;, > max {'y'fi,fy’;i} yi=1,..,m k=1,..,n,
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donde
™
o= o lléljggtr {c?} —(r—1)ck - jz;c;?,
™
7’2:- = 2r lréljzlx%(r {cf} + cf — 221::;?,
i=

entonces, las inicas cantidades de equilibrio asumiendo conjeturas no nulas para
todas las firmas son

_ 1 2 .
,A“:-Q—b—’C uk_(.r—t—l)ci-"‘Jerlc? ,yt=L4L.,mk=1,..,n.

La oferta agregada en el mercado k seria
T 1 T
& =k k
= Y IS e—— ar — C
Pt =g (- 34,

expresién que podria ser superior a ax/bx. Ademds, el precio en dicho mercado
seria

T
ﬁk:ak"bquz';' ((Z*T)ak-FZCf),

i=1

el cual podria ser inferior a min {cf}, e incluso menor que cero, es decir,

t=1,...,7
ninguna firma obtendria beneficios en el mercado k. Considérese, por ejemplo,
el caso 7 = 3. Bajo las condiciones anteriores, se cumple que

ar > max {7}, 72,13}
> 6max {cf,ck,ck} —2cf — (F+ 5 +f),i=1,23,
y entonces
ar > 6max{ck,ck,cE} — 2max {cf,c5, 5} — (cf + c5 + cf)

= 4max {c’f,c’z“,clg} - (c’f —|—c’2c -|—c’3°) .
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Por tanto,

1
5 (—ak + Cllc +C’26 + Clsc)
1
2

(—4max{c}f,c’2°,cl3°} +2 (c’lc +Cl2= +c§))
= —Zmax{cf,c'g,clg}—{-c’f—}—c’;—i—c’g
< min {c’f,c;,cg}.

Entonces, asumiendo las condiciones anteriores, parece que no es posible que
tres firmas asuman el papel de lideres, siendo necesario que al menos una de
ellas sea seguidora. Recordemos que cuando el mimero de firmas es dos, cada
una de ellas obtiene pérdidas en aquellos mercados en los que su coste en destino
es superior al de su competidora.

4.3 Competencia en precios

4.3.1 Demanda totalmente ineldstica al precio

Asumamos que Ak, la demanda en el mercado k-ésimo, no depende del precio
del bien en dicho mercado. Los clientes elegirdn el producto menos costoso, es
decir, si p¥(X) < p; (X ),Vj # i, los consumidores situados en vy comprarén
a la firma i al precio p¥. Si en un determinado mercado los precios de varias
empresas coinciden, supondremos que dichas empresas se reparten en partes
iguales la demanda de ese mercado.

Denotando por K; los mercados captados por la empresa i, y por M; los
mercados que 4 comparte con otras empresas, es decir,

I{i = {k:p§<p?>j=1:“'5r;j7éi}a

k:pt= k
{£:vh= _min b},

el beneficio se escribe de la siguiente manera

M;

7 (X, P)= Y (pF(X) - cf(z:)) M + Z (PE(X) = cf(z:)) A — F,

kEK; kE.M
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siendo

s k
T§=‘{l=p§=pf=j:1{;}lgj¢ipj} :

Dadas las ubicaciones X y los precios p;?(X )}, 5 =1,...,r, la decisi6n éptima
para la firma 7 es

ko ko [k _
2 —max{ci, Ijnl_gl{c]} —e}, k=1,..,n,

donde € > 0 es una cantidad arbitrariamente pequena. Esta formulacién asume
que la firma 7 no bajard los precios por debajo de sus costes (costes en destino),
que es la conducta esperada si no existe comportamiento predatorio. Las
empresas tomarédn € arbitrariamente pequefio y en el limite,

T k _ k i ok
pi = lim p;, = max {ca-, m;ncj}-
JF1

Entonces, se considerard que
p®" =minc}, k=1,..,n,
i

k

donde i* es tal que cf. = | min cj.
i=1,

T

Si cE“l) < c’é) <..< C?,r) es una ordenacién de los costes en el mercado ,

con ciy < ay, entonces el precio en el mercado k es

P =cly-

Esto significa que la demanda del nodo k es captada por la firma con menor
coste y que el precio pagado es igual al coste marginal en destino (incluyendo
el coste de transporte) de la segunda empresa con menores costes.

En el equilibrio, las dos firmas con menores costes fijar4n los mismos precios.

Si embargo, parece razonable asumir que dicha demanda sea captada por aquella
con costes inferiores. El beneficio bajo el precio considerado es

Il

D mHX) = Fiy i =1,
k=1

)‘k (minj# {C.,;(:LJ)} - C,}Lc(aq)) si cf(mi) < C;‘?(:Ej), Vj 761'
mHX) =
0 en otro caso.
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Proposicién 4.8 La funcidn de beneficios en la primera etapa puede
descomponerse de la siguiente manera

mi(X) = ZAkIJn?gl {(=s)} + ZFj -C8(X),i=1,..,r,
k=1 i

donde CS(X) = 3> M win {ch(e;)} + 3 Fy;
k=1 J=1,...,,r j:1

Demostracién Se deduce teuiendo eu cuenta lus wercados captados por
cada empresa. a

Este resultado asegura que el beneficio de una firma es la diferencia entre el
coste de cubrir toda la demanda de la forma menos costosa sin que dicha firma

intervenga y el coste social, es decir, el coste mfnimo cnando intervienen todas
la empresas.

El equilibrio de Nash en la primera etapa se obtendria maximizando el
beneficio, dada la posicién de sus adversarias. Si asumimos z; fijo,Vj # , los
dos primeros sumatorios de la expresién del beneficio son constantes. Entonces,
el beneficio se maximiza en aquella localizacién que minimiza el coste social. En
definitiva, (%1, ..., Zr) es un equilibrio de Nash si y sélo si

C’S(fil,...,fl_:i,...,:fr) < CS(Z1, .y Tiyooey Tr), YT €N, 1 =1, ..,

Proposicién 4.9 Se tienen los siguientes resultados:

(i) Si CS tiene minimo global en X = (%1,...,%,) € N7, entonces X es un
equilibrio de Nash para la primera etapa del juego.

(i) Si las funciones C}, t¥, son continuas en N, entonces existe un equilibrio
de Nash para la primera etapa del juego.

(#i) Bajo la condicién 4.1, CS(X) es una funcidn céncava en x; enondo x;
se desplaza por una arista de la red y x; permanece fijo, 1 =1,...,7; § # 1.

Demostracién Se tiene de forma andloga al caso r = 2 que se recoge cn la

proposicién 3.6. O

Proposicién 4.10 Bajo la condicidn 4.1, si eziste equilibrio de Nash en la
primera etapa, entonces existe un equilibrio en un conjunto de nodos de la Ted.
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Demostracidén Se tiene de forma andloga al caso r = 2 que se recoge en la
proposicién 3.7. O

El problema de obtener una solucién de equilibrio para la primera etapa se
reduce a minimizar una funcién en un conjunto finito de cardinal n”. Podria
utilizarse un algoritmo de bisqueda que no recorra necesariamente el conjunto
de oportunidades, de forma similar al propuesto para el duopolio en el capitulo
3. Puede partirse de una localizacién inicial para una de las empresas e ir
obteniendo consecutivamente las localizaciones que minimizan el coste social.
Eu virtud del siguiente resultado, puede asegurarse que este proceso acaba en
un mimero finito de pasos en un equilibrio de Nash.

Proposicién 4.11 Dado un conjunto de localizaciones iniciales en nodos
de la red, si se verifica la condicion 4.1, entonces el proceso de relocalizaciones
alternativas a un nodo con menor coste social acaba en un nimero finito de
pasos en un equilibrio de Nash.

Demostracién Se probard que no existen ciclos, en cuyo caso el proceso
acaba en un mimero finito de pasos dado que el conjunto de vértices es finito.
Para ello, supongamos por reduccion al absurdo que existen 7 subconjuntos

{v},..,vf},4=1,...,7, de nodos que representan las decisiones tomadas por las
T empresas sigujendo un determinado orden de decisién, de tal manera que:

, 2 e 16 (1,2 2 a1 gl N s
CS (0F, .0 071,97, 0} 4, - oUp) S CS(Vf, 0 V71, 0], 0y, 0 08) , 1= 1,007,

v? 3 3 2\ s
CS (v}, ..., v} 1,03,02,4,...,92) < CS (v}, ..., 03 1,77, Vs V2), =1,
1 1 1 1 1 s s s __
CS (v1, sV} 1,0}, V40,5000 VE) < C8 (0], .y 0], 05,084, .005) , i =1, ..

es decir, se produce un ciclo en la iteracién s. Dado que al menos una de las
desigualdades anteriores es estricta, sumando todas las inecuaciones se tiene

iiC’S(v{“,m,v{“ Vgl < chs(m XA

J=11i=1 Jj=11i=1

donde v”‘l v}, i =1,...,r. Pasando todo al primer miembro se obtiene

cs "H 'Lﬂ"'l,'uf 1L} —CS "H, ..,vf,vg_l_l,...,v{.. <0,
ZZ "

Jj=11i=1
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pero en esta expresion todos los términos se anulan, obteniéndose la
contradiccién buscada (0 < 0). a

La biisqueda de un equilibrio de Nash en la primera etapa puede hacerse
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalizacién se
minimiza el coste social.

Algoritmo 4.2 Obtencién de un equilibrio de Nash para la primera etapa

Paso 0. Hacer h = 0. Tomar un conjunto de localizaciones iniciales {v¥, ..., v/}
de V' y hacer CS* = CS(vh, ..., v]P).

Paso 1. Desde i = 1,...,r, hallar vP*! tal que

7

htl R+l RHl R h
CS(utt, . oftl ot ol of)

k2

: h+1 h+1 h h
= Lrg,lC’S(vl”" e U U, U1y e V),

y hacer CSM1 = CS(u+!, .. vl t1).

Paso 2. Si CS"™! = CS*, entonces parar. El equilibrio es {v,...,o"}. En
otro caso, hacer h = h + 1 e ir al paso 1.

La proposicién 4.11 garantiza que este proceso finaliza en un mimero finito
de pasos en un equilibrio. El orden de este algoritmo es O(n™*1).

4.3.2 Demanda eldstica al precio. El caso lineal

Sea la funcién de demanda
7* (P*) = o — Bpp®, 0 < p* < ay,
donde o = %f, By = 31:, y

p® = min pf

i=1,...,7
es el precio en el mercado k.

Dado un conjunto de localizaciones para las firmas, el beneficio de la firma
1es
n

mi (P) = (pf - cF) ¢ (") - i,
k=1
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siendo ¢¥ la cuota de mercado de la firma i en el mercado k, dada por

ar — Bip¥ si c§§p§<p_’;,\/j#i
1 k) si pf = minp*
d0h) =] Flon—pul) & b=
0 en otro caso,
donde
k. l k_ ok _ K
T3 H PeE = o i “}
Es decir,
n
mi(P) =)t (") -
k=1
y
(0 — k) (o= Burk)  si ok <pk<p, Vi
1k ok ) si p¥ = minph
wt () = { 7 (= ct) (ou = Bupk) s pt =minp}

0 en otro caso.

Proposicién 4.12 Dado un conjunto de localizaciones para las firmas, si en
el mercado k los nodos se pueden ordenar de forma que c’(cl) < C’(Cz) <..< c(“r),
y se cumple que

ai > c’(°2), k=1,..,n,
entonces:

(t) Si c'(cl) < c’é) Y ap < 26’(°2) - c’(°1), entonces eriste un equilibrio de Nash en
precios en vg dado por

%(ak-i—c’(“l)), i=1

c’(ci), 1 # 1.

b _
Py =
Ademds,

_ . [ 1
= 1léliléln {P’f} =3 (ak + C?l)) .
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(ii) Si 6?1) < cé) y ap > QC&) — c?l), entonces existe equilibrio de Nash en vy,
si y solo si ¢y = c&), en cuyo caso el equilibrio es
k ;
ciy, =12
& (1)
Py = * .
oy 1> 2
=k o SEY — ok
y "= min {5i} = cfy)-
(%3) Sipara k= 1,...,n, se tiene
k k k
‘=< ©° %K%)y%d%—%%

entonces existe un equilibrio de Nash en precios.

Demostracién Similar al caso del duopolio en proposicién 3.9. a

En el resto del epfgrafe se considerard que el precio competitivo en el mercado
“kes

% (ak + c?])) si 0?2) > % (ak + 0?1))

C?Q) si 02“1) < c’(°9) <i (ak + c’fl)) .

Si todas las firmas se ponen de acuerdo en la segunda etapa para maximizar
el beneficio conjunto, cada mercado es cubierto por aquella con menor coste,
obteniéndose un 6ptimo de Pareto para las empresas. En tal caso, el precio
colusivo que maximiza el beneficio conjunto de las firmas vienen dados por el
siguiente resultado.

Proposicién 4.13 Dado un conjunto de localizaciones para las firmas, si en
cl mercado k los nodos se pueden ordenar de forma que cE“l) < 5?2) <..< cé"r),
y se cumple que

ar, > cfy, k=1,..,m,

entonces el precio colusivo que mazimiza el beneficio conjunto de las empresas
es

1
ke o 1 in {ck
P=3 (ak+1§¥£r c‘})'
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Demostracién Similar al caso del duopolio en proposicién 3.10. O

Finalmente, se trata de estudiar la existencia de un equilibrio de Nash para
la primera etapa asumiendo la siguiente condicién.

Condicién 4.9 La red N(V,E) satisface

ar > @), Ve e N, k=1,.,n,i=1,..,7

Corolario 4.5 Bajo la condicion 4.9, el beneficio en la primera etapa
adelantando el precio competitivo en la segunda es

n
m(X) =) (X)) - F
k=1
donde 7¥ (X), coni=1,..,7, es

7 (o — k(i) si cF(@i) < 2y () — ax

. (2(2)) — an, < f ()
?zl,: (C’(cz)(l'(z)) —c} (T«i)) (ﬂk - sz) (93(2))) v« (;(%2)((;()2) i

0 en otro caso.

Demostracién Se ha sustituido el precio competitivo en la funcién de
beneficios. 0

Corolario 4.6 Bajo la condicion 4.9, el beneficio en la primera etapa
adelantando el precio colusivo en la segunda es

rE(X) = S ke (X) - B,
k=1

donde
7 (ar— @) st ci(m) < le;), Vi #i
2 . .
T X) =0 mer (ae —cF(@))” i cf(wi) =I§1;§C§(wj)

0 en otro caso
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sF= lick=ck= min 'c;“ .
J=1,...,m; j#i

Demostracién Se ha sustituido el precio colusivo en la funcién de beneficios
de las empresas. O

Lema 4.8 Bajo las condiciones 4.1 y 4.9, la funcidn m; (X) es convewu
cuando T; se mueve sobre una arista de la red y zj,j # 1, permanecen fijas.

Demostracién Similar al lema 3.3 para duopolio. O

Proposicién 4.14 Bajo las condiciones 4.1 y 4.9, si existe equilibrio de Nash
en la primera etapa asumiendo precio competitivo, entonces existe un equilibrio
en un conjunto de vértices de la red.

Demostracién Basta aplicar el lema 4.3 y la proposicién 2.6. |

4.4 Comparacién de resultados entre duopolio y
oligopolio

El mimero de empresas afecta de manera importante en los resultados de
un problema de competencia espacial. Por ejemplo, recordemos que existe
equilibrio para el duopolio espacial de Hotelling cuando los precios estdn fijados,
¥, sin embargo, no existe equilibrio cuando el mimero de empresas es tres. En
esta seccién se comparan los resultados obtenidos para el duopolio en el capitulo
3 con los del oligopolio del capitulo 4.

Consideremos en primer lugar el problema en el que los precios estdn fijados
y coinciden entre empresas. En este caso, la principal diferencia radica en la
cuota de mercado. En el oligopolio las firmas pueden tener cuotas de mercado
diferentes, mientras que en el duopolio las cuotas de mercado de ambas firmas
coinciden. Ademds, la existencia de equilibrio en localizacién depende del
nimero de empresas. Consideremos, por ejemplo, la red de la figura 3.1. Si
el problema es discreto, existe equilibrio independientemente del mimero de
empresas. En el caso particular del duopolio, existe equilibrio de Nash para
cualquier localizacién de las firmas, por lo que existen equilibrios en los que
se produce aglomeracién (localizaciones coincidentes) y otros en los que hay
dispersién (localizaciones diferentes). En cambio, cuando el mimero de firmas es
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tres, existe siempre dispersién en las localizaciones de equilibrio. Si el problema
no es discreto, no existe equilibrio en el duopolio, aunque si existe equilibrio
cuando el nimero de firmas es tres, produciéndose ademds localizacién en los
nodos y dispersién entre las firmas. Consideremos ahora la red de la figura 3.2.
Si el problema es discreto, no existe equilibrio para dos empresas, mientras que
s{ existe para tres, dos de las firmas se localizan en el primer nodo y la otra en
el tercero, y cuatro firmas, dos en el primero y las otras dos en el tercero, por
ejemplo. En redes, no existe equilibrio para dos y tres firmas, aunque sf existe
equilibrio para cuatro, dos firmas se localizan en el primer nodo y las otras dos
en el tercero.

Como se ha puesto de manifiesto, la existencia de equilibrio depende en gran
medida del mimero de empresas, aunque también de la naturaleza del problema,
va sea discreto o en redes. La existencia de equilibrio no estd asegurada ni
siquiera en arboles, como ocurre en el problema de Hotelling con tres empresas
y precios dados, incluso cuando el mimero de empresas es par, como pone de
manifiesto el ejemplo discreto de la figura 4.1 cuando el nimero de firmas es
cuatro.

Consideremos ahora que los precios son variables y que las empresas
compiten via cantidades o bien via precios. Cuando la competencia se lleva
a cabo en precios, no existen diferencias significativas en relacién al nimero de
empresas. De hecho, cuando compiten més de dos empresas, el problema en cada
mercado se reduce al andlisis del equilibrio entre las dos empresas con menores
costes en destino. Sin embargo, esto no sucede con la competencia en cantidades,
donde €] precio en un determinado mercado, resullanle de las cantidades de
equilibrio, depende de los costes en destino de todas las firmas. Dado un
conjunto de localizaciones para las firmas, €l precio de equilibrio oligopolistico
en el mercado k para la competencia en cantidades con conjeturas nulas es

-
ak + 3 cf
K i=1

P:———T+1 )

mientras que si la competencia se realiza en precios el resultado es
L (ak + c’&)) sicy >3 (ak + c’fl))
ci“z) en otro caso,

donde ca) < ca) <. < cﬁ,) es una ordenacion de los costes en el mercado &,

con ap > c'(cz). Por otra parte, si existe colusién en precios el resultado en el
mercado k es

7 = % (ak + c’("l)) .
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Nétese que para » = 2, el precio asociado al equilibrio en cantidades
proporciona el resultado conocido para el duopolio. Ademds, para r = 1 se
obtiene el precio de monopolio p* = ‘—‘L% Cuando la competencia es via
precios, cada firma captura aquellos mercados en los que su coste en destino
es el menor de entre todas las firmas competidoras, fijando en dichos mercados

el precio de monopolio siempre que éste sea inferior al segundo menor coste en
destino.

Respecto a las conjeturas, se ha observado como para tres firmas y
determinadas condiciones, una de ellas necesariamente ha de ser seguidora. Si
las tres firmas deciden comportarse como lideres se obtiene una situacién no
factible.

Finalmente, veamos como afecta la eutrada de nuevos compelidores en el
mercado. La incorporacién de una nueva firma influye en el precio de equilibrio
de todos los mercados si la competencia se produce via cantidades, mientras que
si la competencia se realiza via precios, inicamente tiene repercusién en aquellos
mercados en los que su coste en destino se encuentre entre los dos menores.

4.5 Ejemplos

A continuacién se muestran dos ejemplos en los que se ha estudiado el grado de
dispersién espacial en el equilibrio. El primero pone de manifiesto la sensibilidad
del equilibrio a camnbios en la 1ed. En el segundo, se comparan los equilibrios
con los obtenidos en el problema de captura méxima (precios fijados e iguales).

4.5.1 Equilibrio localizacién-cantidad

Se considera competencia en cantidades y dos escenarios diferentes,

determinados por los drboles de la figura 4.3. La demanda en cada mercado
viene dada por

p(d®) =14—-¢F, 0< ¥ <14, k=1,..,1L

Tres firmas deciden sus ubicaciones en ambos escenarios, adelantando la
posterior competencia en cantidades con conjeturas nulas en una segunda etapa.
No se consideran costes fijos, F; =0, i = 1,2, 3, y los costes marginales son

Cllzs)=1,Vz; €T, i =1,2,3.

La longitud de cada una de las aristas es de una unidad y el coste de transporte
unitario entre dos puntos coincide con la distancia que los separa, es decir,

tf(mi) = buim-
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Figura 4.3: Arboles con 9 y 11 nodos

Bajo estos supuestos, se cumplen las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, y en virtud de
la proposicién 4.5, existen localizaciones de equilibrio para la primera etapa en
los nodos de la red. Ademds, puede comprobarse que ninguna de las firmas se
sitiia fuera de los nodos v1, v2 ¥ v3, por lo que nos restringiremos a estos nodos.

Las tablas 4.3 v 4.4 muestran los beneficios de las firmas en cada terna de
nodos. Como puede observarse, en la red 4.3 (a) los tnicos equilibrios aparecen
cuando las tres firmas se localizan en nodos diferentes, es decir, cuando existe
dispersién entre las firmas. Los beneficios asociados a los 6 equilibrios se indican
en negrita. Sin ewbargo, como puede comprobarse, en la red 4.3 (b) ninguna
firma se sitda en la mediana, que corresponde al nodo g, por lo que los tinicos
equilibrios aparecen cuando dos de las firmas se sitiian en el nodo 1 y la tercera
en el nodo vs, o viceversa, es decir, dos de ellas se ubican en v3 y la restante en
vy, Los beneficios asociados a los 6 equilibrios se indican nuevamente en negrita.
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T3 mn (%)) V3
1 T2 U1 V2 U3 U1 V2 U3 U1 V2 U3
9 7691729 741 789 769 789 849
vy 729 794 849 | 729 761 789|769 774 769

729 729 769|794 761 774|849 789 769
794 7161 774 ]| 761 739 761 | 77.4 761 794
g 729 761 789 | 741 739 741|789 761 729
729 741 789|761 739 761|789 741 729
849 789 1769 | 780 741 729 | 769 729 728
va 769 774 769|789 761 729 | 849 794 728
769 789 849|774 761 794|769 729 728

Tabla 4.3: Beneficio de las firmas (en columnas) en vy, k = 1,2,3, en la figura
4.3 (a)

4.5.2 Equilibrio localizacién-precio

Como se indicé en el epigrafe 4.3, cuando las firmas oligopolisticas compiten en
precios y la demanda es totalmente ineldstica, bajo la condicién 4.1 existe un
equilibrio de Nash para la primera etapa en los nodos de la red. Sin embargo,
la existencia de cquilibrio no estd asegurada en el problema de captura méxima
cuando el mimero de firmas es superior a dos. En este ejemplo se presenta una
situacién donde se pone de manifiesto esta circunstancia.

Se considera el 4rbol de la figura 4.4. Tres firmas deciden sus ubicaciones en
esta red adelantando la posterior competencia en precios en la segunda etapa.
No se consideran costes fijos, F; =0, 7 = 1,2, 3, y los costes marginales son

Cl(z:)=1,Vo; €T, i =1,2,3.

La Jongitud de cada una de las aristas es de una unidad y el coste de transporte
unitario viene dado por

tic(’l"t) = 51;’%'

Figura 4.4: Arbol con Ay =2, 3 =1, 3 =2
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T3 (%1 Vg V3

Ty T2 U1 V2 U3 v V2 v3 m V2 v3
88.1 83.6 93.1 8.6 904 961|931 961 103

7 831 951 103 |88.6 914 96.11}931 926 93.1
88.1 83.6 931|951 914 926 103 96.1 93.1
95.1 914 926|914 89.1 914] 926 914 951

() 836 914 96.1 |904 89.1 904 | 96.1 914 88.6
836 904 961|914 89.1 9141961 904 B88.6
103 961 931|961 904 83.6|93.1 886 83.1

V3 93.1 Y26 Y31 961 914 38386 ] 103 95.1 38.1
93.1 96.1 103 | 926 914 951|931 886 881

Tabla 4.4: Beneficio de las firmas (en columnas) en m,, k =1,2,3, en Ia figura

4.3 (b)
3 U1 v2 V3
1 o m Vp V3| V1 V2 U3 | V1 V2 U3
V1 10 7 6|17 7 5|16 5 6
U2 T 7T 517 9 7|5 7 7
V3 6 5 6|5 7 7|6 7 10

Tabla 4.5: Coste social en los vértices de la figura 4.4

Aplicando las proposiciones 4.10 y 4.11, existe un equilibrio en los nodos de este
drbol, por lo que restringiremos su bisqueda a los vértices.

En la tabla 4.5 se muestra el coste social correspondiente a cada terna
de vértices. Como puede observarse, el coste social es minimo cuando las
localizaciones de las tres firmas son diferentes (se muestra en negrita), por lo que
cualquier distribucién de las firmas en vértices diferentes constituye un equilibrio
de Nash. Existe, por tanto, dispersién espacial entre las firmas.

Por otro lado, la tabla 4.6 muestra las demandas captadas por las firmas
en cada terna de nodos, suponiendo que cada una captura la demanda més
préxima (se estén asumiendo precios fijados e iguales); si hay mds de una firma
a la misma distancia de un nodo de demanda, ésta se reparte en partes iguales
entre dichas firmas. Como puede observarse, no existe equilibrio de Nash.
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T3 U1 Vo U3
T1 T3 U1 U2 U3 V1 U2 U3 U1 U2 U3
1.66 1 1.33 1 2 2 1.33 2 2.33
V1 1.66 3 233 1 1.5 2 1.33 1 1.33
1.66 1 1.331 3 1.5 1 233 2 1.33
3 1.5 1 15 166 1.5 1 1.5 3
Vg 1 1.5 2 2 1.66 2 2 1.5 1

1 2 2 1.5 166 1.5 2 2 1
233 2 133 2 2 1133 1 166
V3 133 1 133 2 1.5 1 1233 3 166
133 2 1 1.66

233 1 1.5 3 [ 133

Tabla 4.6: Demanda captada por las firmas (en columnas) en los vértices de la
figura 4.4



Capitulo 5

Juego espacial duopolistico
con externalidades

Cuando cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones de los demss,
se dice que existe externalidad en el mercado. En estos casos, ademé4s del precio y
el coste de transporte, los consumidores deben tener en cuenta un coste asociado
al efecta de la externalidad. Como consecuencia, cuando los precics que fijan
las empresas coinciden, no siempre es la asignacién al centro de servicio mds
préximo la que proporciona el coste minimo.

Kohlberg (1983) meodifica ¢l modclo dc Hotclling con ¢l fin de evitar la
discontinuidad de las funciones de pago en un juego donde las estrategias son las
localizaciones en un intervalo. No tiene en cuenta el precio del producto, lo que
equivale a considerarlo fijo e igual para todas las firmas. Considera que el tiempo
de espera es una funcién creciente de la cuota de mercado, y suponiendo que
el consumidor elige el centro de servicio minimizando el tiempo de transporte
més el tiempo de espera, demuestra que las cuotas de mercado son funciones
contimias de las localizaciones y que no existe equilibrio para r > 2, siendo 7 el
mimero de firmas. Cuando sélo se considera tiempo de transporte, el equilibrio
existe para r # 3 (Eaton y Lypsey, 1974).

Brandeau y Chiu (1994a, 1994b) introducen un coste de externalidad para
servicios privados y piiblicos en un problema en redes, considerando que los
consumidores minimizan la suma de los tiempos de desplazamiento y de espera
en el servicio. Estos autores asumen que los precios no intervienen en el
proceso de decisién. Sin embargo, esta suposicién sélo se sostiene en el caso
de servicios piblicos o servicios privados donde el precio est4 fijado y coincide
entre firmas. Consideran servicios con capacidades y funciones de externalidad
convexas, crecientes y tendiendo a infinito cuando la utilizacién del servicio se
aproxima a su capacidad. En el caso de servicios privados (1994a), dos firmas

147
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maximizadoras de su cuota de mercado deciden sus localizaciones segiin un juego
de Stackelberg. Prueban que las decisiones de los usuarios en equilibrio son
tnicas y, por tanto, que la cuota de mercado en equilibrio también es tnica. En
el caso de servicios publicos (1994b), se localizan 7 centros de servicio de manera
que se minimice el coste social, que es el tiempo agregado de desplazamiento y de
espera de la totalidad de los usuarios. Prueban que para costes de externalidad
negativos las asignaciones de equilibrio no son en general tinicas, aunque la
cuota de mercado si lo es. Cuando el nimero de centros piiblicos es dos, las
asignaciones de equilibrio son tinicas. En ambos trabajos, para el estudio de las
localizaciones se particulariza el problema en &rboles con demanda nodal.

En este capitulo, se estudia un problema de competencia espacial con
externalidades en redes, incorporando el precio como variable de decisién.
Aparte del precio, la principal diferencia respecto a los trabajos anteriores
de Brandeau y Chiu radica en el estudio de costes en lugar de tiempos. Se
consideran precios en origen y dos posibles escenarios. En el primero, los
usuarios toman las decisiones conjuntamente o bien un regulador asigna las
demandas a los servicios con el fin de minimizar el coste agregado y obtener un
6ptimo de Pareto en las asignaciones. En el segundo escenario, los usuarios
toman sus decisiones individualmente con el fin de minimizar sus costes,
obteniendo asi un equilibrio de Nash. Al igual que en los capitulos anteriores, el
proceso de competencia se modela como un juego en dos etapas; en la primera,
las firmas eligen las localizaciones y, a partir de éstas, fijan simultdneamente

los precios en la segunda etapa, de acuerdo con los dos escenarios descritos con
anterjoridad.

El equilibrio de Nash en asignaciones es una solucién razonable para servicios
privados, mientras que el 6ptimo de Pareto se adapta mejor a servicios publicos.
Un ejemplo del primer equilibrio puede encontrarse en el servicio de restauracién
de comida rdpida. Supongamos dos firmas que compiten decidiendo las
ubicaciones de sus restaurantes y los precios de sus comidas. Evidentemente,
los usuarios consideran, ademds de los costes de desplazamiento y las tarifas
establecidas, el tiempo de espera para ser atendido, al cual se le puede asociar
un valor monetario. Un ejemplo del segundo escenario puede encontrarse en
el servicio publico de salud. Ciertas clinicas privadas realizan intervenciones
costeadas por el servicio publico de salud, cuya finalidad es la reduccion de
las listas de espera en ciertas especialidades. En este caso, el objetivo de la
administracién es la minimizacién del coste agregado.

En los dltimos afios ha tomado gran importancia el problema de la
contaminacién y, en particular, el de la eliminacién de los residuos. La
comisién europea obliga a que los paises miembros eliminen una parte de los
residuos que producen, sancionando con importantes cantidades a aquellos que
incumplen ciertas cuotas que dependen del tipo de residuo. La formulacién
del problema de localizacién, incorporando costes de externalidad ademds del
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precio unitario del servicio, se ajusta a ciertos sistemas de gestién de residuos
en los que se penaliza (penalizacién impuesta por la administracién) la emisién
de contaminacién en los procesos de tratamiento, con la imposicién de un
coste econémico dependiente de la cantidad de material tratado (considérese,
por ejemplo, una planta de incineracién), coste que las empresas (plantas de
tratamiento) trasladan a sus clientes {generadores de los residuos).

El resto del capitulo estd estructurado en 3 apartados. En el primero se
formula el modelo, introduciendo la notacién y los supuestos comunes a ambos

escenarios. En el segundo se asumen decisiones conjuntas de los usuarios y en
el tercero decisiones individuales.

5.1 Formulacién general

Dos firmas, A y B, desean establecer un centro de servicio en un mercado donde
no existen firmas competidoras. El mercado est4 representado por una red no
dirigida y conexa N(V, E), donde V es el conjunto de nodos de la red y E es
el conjunto de aristas. Cada firma decide su ubicacién en la red, z;, y el precio
en origen, p;, que maximice su beneficio, ¢ = A, B. La demanda en el nodo k,
Ak > 0, es totalmente ineldstica respecto del precio, k = 1,...,n. Sea

VD={vkeV:/\k>0},n=|VD].

La demanda total es A = "¢, M.

Tanto C;] como F; no dependen de la localizacién, i = A, B. La funcién de
beneficios para la firma ¢ se puede expresar como

7i(24,%B,P4,PB) = [pi(Ta,2p,p;) — Ci] Ai(wa, T8, paspB) — i,

donde A; es la cuota de mercado captada por la firma 4, 1,5 = 4,B; j # 4.
Se asume que la demanda del mercado es satisfecha totalmente, es decir,
A = As + Ap. Para simplificar la notacién, en lo sucesivo se omitirdn los
argumentos de las funciones cuota de mercado y precio.

El coste de los usuarios en v, viene dado por

Ci(T4, B, PA, DB, Ak, AkB) = Z Mei(pi + te(z:) + Ei(As)),
i=A,B

donde Ag; es la parte de la demanda del nodo k que es asignada a la firma
i, ¢ = A, B. Dado que la demanda ha de cubrirse en su totalidad, se tiene que
Ak = Aka + M, siendo Mg > 0, ¢ = A, B. El término x(z) > 0 representa el
coste de transporte de una unidad de demanda entre el nodo v, y la localizacién
x, y es una funcién creciente de la distancia tx(z) = t (6(vy,«)). En lo sucesivo,
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cuando una localizacién esté fija se empleard la notacién tx; = t(z;). Los costes
de externalidad unitarios, E;(A;), son funciones definidas en [0, M), M > A, de
clase CW, positivas, estrictamente crecientes y convexas de la cuota de mercado
captada. Obsérvese que, como Ay = A — Ap, se cumple que E4 (Ep) es
decreciente en Ag (A4).

5.2 Equilibrio localizacién-precio con asignacién
de Pareto

Supéngase la existencia de un agente regulador en el mercado que asigna la
demanda a los centros de servicio, minimizando los costes agregados para
obtener un éptimo de Pareto. En primer lugar, se estudiardn las asignaciones
de equilibrio 6ptimas de Pareto. En segundo lugar, se tratard el equilibrio
localizacién-precio para el caso n =1y, con posterioridad, se generalizard para
el caso n > 1. Finalmente, se desarrollardn algunas extensiones y se mostrard
un ejemplo.

5.2.1 Asignaciones 6ptimas de Pareto
Dadas las localizaciones y los precios, el coste agregado viene dado por
C(A4,A8) = D _ Ck(Akas AkB);
k=1

stendo A; = (M3, - Ani) las asignaciones de la demanda al servicio 4, i = A, B.

Entonces, el problema a resolver es el siguiente:

min C(Aa, Ag)
A = Ao+ M, K=1,..1,

54 Aea, >0, k=1,...,n.

Sustituyendo Axg por Ax — Ara en la funcién objetivo y teniendo en cuenta que
A =A4+ Ap, se tiene

Crha) = i Aka(Pa+tea+ Ba(Aa))

k=1

+) (M — Aea)(ps + te + Ep(A — Aa))
k=1



5.2. EQUILIBRIO LOCALIZACION-PRECIO CON ASIGNACION DE PARETO 151

y ol problema de las asignaciones es

minC(A,) sujetoa 0< A\ga < M, k=1, ...,7.

Lema 5.1 Si la funcion f: R} — R es positiva, estrictamente creciente
y conveza, entonces la funcidn g : R — R definida como g(z) = zf(z) es
estrictamente conveza en

R ={xeR:x>0}.
Demostracién Sean p € (0,1), z,y € mi, « < y. Entonces, por ser f
convexa y (1 — 1)z -+ py > 0, se satisface que
9((1 = e+ py) < [(1 - e+ pyl [ = p)f (=) + nfy)]-
El segundo miembro de la desigualdad puede escribirse de la siguiente manera
(1= p@zf(e) + pyf ) + (A - w)plf@) - f@) (= - ),

expresibn que es estrictamente menor que (1 — p)g(z) + pg(y) al ser §
estrictamente creciente'. Luego

9((L = )z + py) < (1 - p)g(z) + pg(y).

Por tanto, g(x) es estrictamente convexa. c

Lema 5.2 Si las funciones F;, i = A, B, son positivas, estrictamente
crecientes y convexas, entonces la funcion C(A4) es estrictamente conveza.

Demostracién Obsérvese que
n
Cra) =Y {Malpa+tea) + O — Aea)pn +tep)}
k=1

+AsE4 (AA) + (A —Ay) EB(A — AA)
es la suma de una funcién lineal y las funciones

F(Aa) = AsEa(Ay),

GO4) = (A—Ax)Eg(A—Ay).

len euyo caso (1 —p)p{f(y) — f(@)l(z—y) <0
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La funcién F es la composicién F(A4) = (9o f)(Aa) donde f : " — R, con
fOA) =31 1 ayg: R — R, con g(z) = zE(z). La funcién f es lineal y
g es, por el lema 5.1, estrictamente convexa, por tanto g o f es estrictamente
convexa. De forma similar, G es también estrictamente convexa. Entonces, C
es estrictamente convexa por ser suma de funciones convexas y estrictamente
convexas. O

Proposicién 5.1 i las funciones E;, i = A, B, son positivas, esirictamente
crecientes y convezas, entonces el problema de las asignaciones

min C()‘A) sujeto a 0< AkA < )‘kv k= 17 ey Ty
tiene una Unica solucién dptima y el dptimo es global.
Demostracién Se deduce directamente de la continuidad y convexidad

estricta de la funcién objetivo garantizada por el lema 5.2, junto con la
convexidad y compacidad del conjunto factible. O

Por tanto, bajo las hip6tesis de la proposicién anterior, la cuota de mercado
6ptima esinica. Con el fin de deducir explicitamente su expresién, consideremos
la siguiente notacién. Sea

Ag =ty +pp —tha — P4, k=1,2,...,n,

A() = +00, An-l—l = —00.
Sin pérdida de generalidad, puede asumirse que
Ap <Ap_1 <. <Ay <Ay

Si Ag = Ag41 los nodos de demanda k y k + 1 son agregados. Finalmente, sea

J
f] = Z)‘lm J=12,..,m, fo=0.
k=1

El siguiente resultado expresa las asignaciones de Pareto en funcién de la
cuota de mercado.
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Proposicién 5.2 Sean las funciones E;, i = A, B, positivas, estrictamente
crecientes y convezas. Si § = A4 es la cuota de mercado dptima de Pareto de
la firma A (Ap = A —q), entonces eziste j € {1,2,...,n} tal que

fi-1<3<f;

y la asignacion dptima de Pareto, s y Mg, es

S‘kA = )‘k71Sij_1)
Nia = T~ fi-1,
Aea = 0,k>j,

MB = A—Aea, k=1,2,...,7n.

Demostracién Como 7 € [0, A] y {f;}7_, es una particién de [0, A], existe
i € {1,2,..,n} tal que § € {f;_1.f;]. Se probard que cualquier asignacién
distinta de A4 no es 6ptima. Sea A} = (,\QA,,\;’A, A2 1) una asignacién,
X # M. Como Ag # )Y, existirdn

T€{17"'7j}, se{j"""""_}’ T<S’
tales que A4 > A?A v dsp > )‘(s)B- Sea
a=min{Aa — A4, A5 — A5}

y considérese la asignacién /\‘14 definida como

Moa =M, VE#m7,5,
Ma=N4ata,

/\;A = )‘SA - .
Sean C° y C* el coste para las asignaciones A} y A} respectivamente. Iintonces,
C'=C%+ oA, - A,) < CO.

De la desigualdad anterior se sigue que /\94 no es 6ptima. Entonces, dado que
existe asignacién éptima (proposicién 5.1), ésta tendrd que ser A4. O



154 CAPITULO 5. JUEGO ESPACIAL DUOPOLISTICO CON EXTERNALIDADES

Proposicién 5.3 Sean las funciones E;, i = A, B, de clase CO, positivas,
estrictamente crecientes y convezas. Entonces, la cuota de mercado dptima de
Pareto de la firma A es

q= fi si Ajy1 < ad—q(CEtotal(q)) l5; <Ajconje{0,1,..,n},

fj_l <g< fj, st d%(CEtom;(q)) IQ = A]‘ conj € {1, ...,'n,},

donde CEiota1(q) = qEa(¢) + (A — Q)Ep(A — q) ¥ 5£(9(2)) oy = 9'(20)-

Demostracién Las condiciones necesarias y suficientes de Karush-Kuhn-
Tucker del problema de las asignaciones de Pareto son:

%(C’E}ot?l(q)) — A+ p, 20, k=1,..,n,
[£(CEwa(@) = Ak + i Mea =0, k=1,.m,
(A — Aka) =0, k=1,..,n,
1y >0, k=1,..,n,
0 < Apa < Mg, k=1,..,n.
Entonces, puede ocurrir uno de los siguientes casos:
(a) 7=0.

Si § = 0, entonces Aga = 0, k = 1,...,n. De las condiciones de KKT se
deduce que

d
i = Od_q b2 (CEtota[(q)) |0 — Ak- >0, k= 1,...,n.
Por tanto,

=0 My =0,k=1,...,n

d
= EE(CEtotal(q)) IO Z Ak, k= 1, ceey T
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(b) 3=A.
Ahora Mga = M, k=1, ..., n, y de las condiciones de KKT,
d
d_q(CEtotal(Q)) IA - Ak + Hi = 0)
donde y;, > 0, k =1,...,n. Por tanto,

d
d_q(CEtotal(Q)) A —Ar <0, k=1,..,n.

Entonces,

§=A4=>/_\k,q=/\k, k=1,..,n

d
<~ Ti—q-(CEt"m(q)) |A < Ak, k= 1, ey T

(c) 0<g<A.

Si 0 < g < A, entonces existe 1 < j < n de tal manera que f;_; <7< f;.
Pueden darse dos posibilidades:

(el)g=fji=1.,n-1
En este caso,

Aea = My k<Lj

/_\IcA = 0,k>7.
Entonces, de las condiciones de KKT se deduce que,
d . .
E&(CEtoml (@) lfj ~Ag+tp = 0 si k<,
d . .
a—q(CEtotal(Q)) |fj - Ak > 0 si k> J-

Esto es,

IA

_d . .
dq (CEtotal(q)) If_, Ak si k S 7,
—d 2 -
dq (CEtotat(@)) |s; 2 Ok si k>J.

Por tanto,

d
Ajpr < d_q(CEtotal(q)) |f,- < Aj.
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(c2) fi-mi<g<f;i=1,..,n
En este caso,
Ma = A, k<j-1,

Aa = q-fi-,

Ma = 0, k>3
Entonces, de las condiciones de KKT se deduce que,

ad—a(CEtotal(Q)) lg ~De+ppy=0 si k<j-1,
M = 0 y 'd%'(CEtotal(q)) [ti - Alc =0 si k :j’

e =0y £(CBioa(q)) |lg — Ak 20 si k>j.

Esto es,
d - .
d—q(CEtotal(q)) I(? < Ak si k <ji-— ]_,
d - .
'd—q(CEtotal @)lg =4k si k=4,
d - .
d_q(CEtotal(q)) lg 2 A, si k>3
Es decir,
o d
d_q(CEtotal(q)) Iq = A]
De (a), (b) y (c) se obtiene el valor de §. O

La figura 5.1 ilustra el resultado anterior. Notese que bajo las hip6tesis de
esta proposicién la cuota de mercado Gptima es tinica.

Se ha probado la existencia y unicidad de asignaciones de Pareto y, por
tanto, de la cuota de mercado en equilibrio, cuando los costes de externalidad
son funciones positivas, estrictamente crecientes y convexas. En particular, si
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Ml d

A —‘E (CEmmI )
A
Ajnt
Aot
ﬁz =t f,
A] T i (CEmmI )
JAVIRE dgq
A;
An T

Figura 5.1: Cuota de mercado 6ptima de Pareto
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los costes de externalidad son funciones lineales de la forma E;(q) = e;q, con
e; > 0, i = A, B, tanto las asignaciones 6ptimas de Pareto como la cuota de
mercado de Pareto son tinicas. Esta suposicién puede parecer poco realista y
demasiado simple, sin embargo es una forma de obtener resultados sin que el
problema se vuelva intratable (ver Laurent, Peeters y Thomas, 1997). Otras
funciones més generales, como las lineales a trozos o cuadriticas, pueden
considerarse en futuros trabajos. Las expresiones de las cuotas de mercado
6ptimas de Pareto se muestran en el corolario 5.1.

Corolario 5.1 §i Ey(q) = eiq, es > 0, ¢ — A, B, entonces la cuota de
mercado dptima de Pareto es

A si pa—pp<Ln
- Encpaln iRt si Li<pa—-pe<Tjo1, j=1,.m
Ag=
.fj st I—BSPA—pBSLj1j=17~",n—1
L O si pa—pe>To

y Ag = A — Ay, donde

L; = tjp—tja+2pA—-2(ea+ep)f;,i=1.n,

Ti—1 = tjp—tja+2epA ~2(ea+eg) fi—, i=1,..,n
Ademds, si Ly <pp—pp <Tj-1, j =1,..,n, se cumple que

fj_1<AA<fj Y A—fj <1_\B<A—fj_1.

Demostracién Como consecuencia de la proposicién 5.3 se tiene

' . Ajpit2enA o Ayt2euA .
~ I3 51 —JL—_Q(EA+8B) <f; < Tengen) COMJ € {0,1, ..., n}
Ag=

A;42enA Ai+42enA

Teaten) si fjz1< Z—(Jm; < fj con je{l,.,n}

expresién de la que se deduce este corolario. Si L; < pa — pp < Tj—1 entonces

A =PB_Pa +t;p — tja + 2epA
2(eq +eB)
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Como pp —pa > —Tj-1, se tiene

AA > 151+t —1;4 + 2egA _

Aeaten) L
De forma andloga, como pp — pa < —Lj;, entonces
- —L;+tip—tijsa+2
AA < %] + iB iA + eBA =fjA

2(es +eB)

Obsérvese que

Ly<Tho1 <Lp1 < <T;<Lj<Tju1 < Ljmg <+ < Ty < L1 < Tp.

Ademds, A4 y Ap son funciones continuas de (pg4,pgp) y, por tanto, también
lo serdn las funciones de beneficio. La figura 5.2 representa dichas cuotas de
mercado.

En las siguientes secciones se estudia el problema del equilibrio localizacién-
precio para funciones de externalidad lineales. En primer lugar se analizar4 el
caso n = 1y con posterioridad se extenderdn los resultados al caso n > 1.

5.2.2 Equilibrio localizacién-precio para n =1
5.2.2.1 Precios de equilibrio

Suponiendo localizaciones dadas y denotando tgp4 = t1p — t14, las cuotas de
mercado 6ptimas de Pareto son

A i pa—-pp<Iy
AA = P—L(——)——-"_ QASEQ:QBBA si Ly <pa—pp<Ty
0 st pa—pp=2To

yAp=A—Ay4, donde Ly =tp4 — 2e4A vy To =tpa +2epA.

Sin pérdida de generalidad y por simplicidad, se considera que Fiy = Fg = 0.
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fy PA-Ps
LiTplny 00 T, LT

Figura 5.2: Cuotas de mercado en equilibrio

Entonces, la funcién de beneficio m(pa,pp) = (v4(pa,pB), 7 5(P4,PB)) €5
( ((pa — C)A,0) si (pa,pB) € §i

((pa - C%) (W) ’
(rs - Op) (==t

si (pa,pB) € Ry — (51U So)

0, (ps — Cp)A) si (pa,pB) € So,
donde
S = {(pa,pB) € R :pa>Cy, pp > Ch},
S = i‘f‘m{(PA,PB)EW:PA—PBSLl},
Ry = SN {(pa,ps) € R*: Ly <pa—pp <Th},

So = &n{(pa,pB) € R2:pa—pp>To}-



5.2. EQUILIBRIO LOCALIZACION-PRECIO CON ASIGNACION DE PARETO 161

Ps

Pa

Figura 5.3: Regiones de definicién del beneficio cuando n =1

El conjunto dec intcrés
§ =51 URy U8y = [0y, +00) x [CF, +00)

est4 representado en la figura 5.3. Puede comprobarse que m = (wa,7pg)
es continua en . Ademds, fijado pp, la funcién m4(palpp) es cuasicéncava
respecto de p4. De forma similar ocurre con 75(pg |pa).

Sea ¢ (Pa,PB) = (T4 (PB), 7B, (P4)) la funcién de mejor respuesta en
un conjunto C C B2, es decir

rag (Py) = {P* : (p*,p8) € C, walp*,py) = Mo T"A(P:PB)}:
B (Pa) = {P* :(pa,p”) € C, 75 (pa,p*) = amec P (pA’p)}'

Cuando la mejor respuesta sea tinica se escribird indistintamente

*

TAc (pB) ={p"} o0 TAie (pB) =p".

De forma andloga con la firma B.
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Proposicién 5.4 Si n=1 y los costes de externalidad son lineales, entonces
las funciones de mejor respuesta son

Tas, (PB) = pB+ Ly,
B, Pa) = {p:pa—p< I},
Tas, PB) = {p:p—p2>To},
TBs, (P4) = pa—To,
Tag, (PB) =
Ciy si pp < -2Tp+CY +tpa+2epA

—2Ty +C‘IA +tpa +2egA < PpPB

1 !
2(pp+ Cyttpa+ 2esh) < =20y + C)y +tpa + 2epA

PB+1n si pp > —2Ly + 0 +ips +2egA,

"B, (PA)

C’B st pA§2L1+C’B—tBA+2€AA

2L1 +Cp —tpa+2eaA <pa

1 o ;
2 (Pa+Cp —tpat2eah) si < 2Ty +Cq —tpa+2esA

pa—To si pa>2Tp+ Ch —tpa+ 2esh.

Demostracién La funcién de beneficio de la firma A es

(pa—CHA si pa—pe<Liypa2Cly
_ _ ) (po=pattnat2ens) L1 <pa—pp<Tp
ma(Pa,Ps) (Pa—Cl) ( 2eaten) ) |y paxcy

0 en el resto de los casos.
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Dado que 74, (p4,PB) = (pPa—Cy)A y 74, (Pa,pB) =0, entonces

ras, PB) =pB+L1 y ras (pB)={p:p—pp>To}.

Sea
- tpa + 2egA
- _c) (PB—PA +iBa '
Sa(pA) (pA A) ( 2(8.4 T eB)
Entonces,
1
©' (pa) =0<¢=pa= E(PB + Cy +tpa+2epA).

Si

. 1
PA=§(;DB+C'§1+tBA+283A),
se tiene que L; < p% — pp < T si y sélo si
2T + C./A +tpa+2epA < pp < —2L; + CAIA +tpa+2egA.

Adeds, puede comprobarse que si se da la condicion previa, entonces py > C%.
Dado que ¢ (pa) < 0, la funcién ¢ (p4) es céncava y se cumple que

TAn, (PR) =

v =maz{pg + To, C4} si pp<-2Ip+C) +tpa+2epA

—2To+C% +tpa+2epA<pp

1 / ;
3(Pp+Chttpat2epd) st Tor or Cipa + 2esA

=

pe+ 1Ly si pp>—2Ly +C)+tpa+2epA.

Puede comprobarse que pg + L1 > C/,. Por otra lado, 1a funcién de heneficio
de la firma B es

(ps — CB)A si pa—pg>Toyps>Ch
_ v A—pr—tnat2esl . Li<pa—-pp<Th
molpare) =) s - Ca) (MgiaEget) & 00

0 en el resto de los casos.
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Dado que mp 4 (p4,pB) =0 y wg, (PA,PB) = (pB — Cg)A, entonces

g, Pa) ={p:pa-p< L1} vy v, (P4) =pa—To.

Sea
pA—pB —tpa+2esA
/ = — .
U(pB) (pB B) ( 2(6A T eB)
Entonces,
1
¥ (pB) =0 <=pp = §(PA+C’§; —tpa+2eal).
Si

. 1
pg = 3 (pA +CE; —tBA+2€AA),
se tiene que Ly < pg —pp < Tp si y s6lo si
2L1 + Clg —tpa +2e4A < pa < 2Ty + Ch —tpa + 2e4A.

Puede comprobarse que bajo la condicién anterior se cumple que py > Cp.
Dado que ¢ (pg) < 0, la funcién ¢ (pg) es céncava y

TBin, (PA) =

Cp=maz{ps — L1,Cg} si pa<2L+Ch—~tpa+2e4

204 +C)IB —tpa+2eaA<py

1 (- H
2(PatCp—tpat2eal) st _op Uor it 2ea

pa—"Tp si pa>2Ty+ Ch —tpa+ 2esl.

Sustituyendo Ty y L, por su valor, se obtiene la siguiente expresién para las
funciones de mejor respuesta:

1l

TAs, (pB) pB+igA — ZeAA,

s, (Pa) {p:p>pa—tpa+2e4A},
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TAs, (PB) = {p:p2>pp+ipa+2epA},
TBIS(] (pA) = PA— tBA - 2€BA,
Tan (PB) =

C;; si pBSC‘IAA—tBA—~2€BA

C.IA —tpa —2egA < pp

1 ’ :

P +ipa — 2e4A si PBEC"AA—tBA-FQ(QeA*f‘eB)A,

7B, (PA) =

Ch si pa<Ch+tpa—2e4A

i’
L , ) Btipa—2eaA <py
5 (Pa+Ch —tpa+2e4A) si <Ch+1ipa+2(es+2ep)A

pa —tpa —2egA si ppa>Ch+tpa+2(es+2ep)A.

Proposicién 5.5 (equilibrios parciales y locales) Si n=1 y los costes de
externalidad son lineales, entonces:

(i) Lus equilibrios en S1 son los puntos (Pa,Pg) € S1 tal que pa —pg = L.
(i) Los equilibrios en Sq son los puntos (Pa,pg) € Sy tal que pa — pp = Tp.
(©i) En Hy existe equilibrio. Ademds,

(a) Si

tBA_2(2eA+eB)ASC,{q_C,B <tpa+2(es+2ep)A,
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entonces (Pa,PB) es un equilibrio en Ry con

1
Pa = 3(2Og+C;-,+tBA+2(eA+2eB)A),
1
P = E(C’A-%QC'B—tBA+2(2€A+eB)A)~

Ademds, si
tpa -—-2(26A +63)A < Ok - Cj; <tpa +2(€A+2€B)A,

entonces (Pa,pB) es un equilibrio local en .
(b) 8i CY~Clh <tpa—2(2e4 +ep) A, entonces los puntos del conjunto

Sn{(p+L1,p):m <p <}
son de equilibrio, siendo

L= C"'A—tBA-l'Q(QeA-I-eB)A,

p2=Cp.
(c) Si C,y—C% > tpa+2(es+2ep) A, entonces los puntos del conjunto
SN{(p+Tn,p): pz <p < ps}
son de equilibrio, siendo

p3 =Cp+2(ea+ep)h,

pa=CY% —tpa+2(ea —2ep)A.

Demostraciéon
(i) Sea (Da.Pr) € S1 tal que H4 — Pr = L1. Se tiene que

Tas, (PB) = P4,

ﬁB E TB[S| (ﬁA))

de donde se deduce que (54,Pp) es un equilibrio en S;. Por otra parte,
si p4 — Pp < Li entonces (Pa,PB) no es equilibrio en S1. En efecto, si
Pa—Pp+h =Ly, con h >0, entonces r4 (Pg) =Pa+hy (Pa,PB) no
es equilibrio en S;.
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(i) Sea (pa,PB) € So tal que pa — pp = To. Se tiene que

,5A € TA|sﬂ (ﬁB) )

TBISU (15.4) = pB,

de donde se deduce que (P4,Pr) es un equilibrio en Sn. Ademés, puede
comprobarse que si pa — g > Tp entonces (P4, Pg) 1o es equilibrio en Sp.

(i) (a) Si
tpa—2(2es+epg)A<CY —Cp <tpa+2(esa+2ep)A,

entonces Ly < 4 — pp < Tp y, por tanto, (Pa,Pr) € R1. Ademss,
(Pa,PB) esun punto fijo de = (r4,75) ya que es solucién del sistema

¢'(pa) = 0,
¢'(pB ) = 0:
donde ¢ y 1 fueron definidas en la proposicién anterior.

Si
tpa—2(2ea +epg)A <Oy —Cp <tpa+2(ea+2ep)A,

entonces existe un entorno en el que (§4,Pp) es un equilibrio en
Ry C &, por 1o que (p4,Pp) es un equilibrio local en .

(b) Si CY — Ch <tpa—2(2e4+ ep) A entonces el equilibrio est4 en la
frontera de R, en la recta pa — pp = L1. Sea (P4, Pp) un punto de
equilibrio y supongamos que (54,58) = (p+ L1,D) , esto es, (Pa,P5)
es un punto de la recta p4 — pg = Lj. Se tiene que:

1
ra(p) =5 P+ Ch+tpa+2ep) <p+Li

&= p>-2L; +C)y +tpa —tja + 2epA = p1,

1
TB(p+L1)=§(p+L1+C'2;—tBA+2€AA) >p

<= p< Iy +Cg—tpa+2es\=ps.

Como CY — Cp < tpa~2(2es+ ep) A entonces py < p2. Por tanto,
todo punto (p+ L1,p), ;1 < p < pa, que pertenezca a ¥ es de
equilibrio.
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(c) SiCY —Ch >tpa+2(ea+ 2ep) A entonces el equilibrio estd en la
frontera de Rj, en la recta pg — pg = To. Sea (Pa,Pp) un punto de
equilibrio y supongamos que (P4,98) = (p + To,p) , esto es, (54, PB)
es un punto de la recta py — pp = Tp. Se tiene:

1
ra(p) =§(P+ Cy+tpa+2epA) <p+To
<= p>-2Tp+C% +tpa +2epA =p3,
1
re(p+To) = -2-(p+T0+Cg—tBA +2e4A) > p

<:,>p§T0+C'B—tBA+2€AA=p4.

Como C) — Cj > tpa + 2(ea+2ep) A puede comprobarse que
ps < ps. Por tanto, todo punto (p+7To,p), p3 < p < pa, que
pertenezca a § es de equilibrio. g

Proposicién 5.6 (equilibrio global) Si n=1 y los costes de externalidad son
lineules, entonces el equilibriv en =51 UR1 U5 es

(P4, py) si C4—Cp<tpa—2(2es+tep)A

tBA—2(2CA+6B)AS 0‘14—01’5

(pA7pB) = (pA)pB) st <tga+?2 (eA +2€B)A

(%, 0%) si CYy—Cl>tpa+2(ea+2ep)A,

donde
~ 1
a = 5(204+Ch+tpa+2(ea+2es)h),
- Lo U
fg = E(CA.{__QCB_tBA+2(2€A+eB)A))
ph = C’B + tBA - 2€AA7
Pt = Ch
i = Cy

ng = C,’A —tpa — 2egA.
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Demostracién
(a) Si
tpa—2(2esa+ep)A<CY —Ch<tpy +2(eq + 2ep) A,
entonces (54, 5p) es un equilibrio en R;.
Fijado fip se tiene que
TAs, (PB) =Pp + Iy
y como (pp + L1,Pg) € Ry, entonces
TAis,om, (PB) =Ty, (PB) = Pa.
Por otra parte,
TAis, BB) ={p: (p,PB) € So}.
Como (g + To, ) € R, se tiene que
TAs,umus, (PB) =74, (PB) =Pa.
Fijado $4 se tiene que
TBis, (Pa) =Pa—To
y como (4,54 —Tp) € Ry entonces
TBirus, (PA) =785, (Pa) = PB.
Por otra parte,
TBy5, (Pa) ={p: (Pa,p) € S1}.
Como (54,54 — L1) € R; se tiene que

TB|s,um, us, (Ba) = TBg, (Ba) = Pp-

C,,A - Oi; <tga -—2(2€A +eB)A,
entonces (pY, ph) es un equilibrio en S;.

Fijado p}l, Vpp > p}g = C% toda la demanda es capturada por A, por
tanto la mejor respuesta de B es no entrar en el mercado fijando el precio

Ph-



170 CAPITULO 5. JUEGO ESPACIAL DUOPOLISTICO CON EXTERNALIDADES

Fijado pL, puede comprobarse que
TAn, (PB) >Pa <= Cl—Ch>tpa—2(2ea +ep)A
y como A no captura demanda en Sy, se deduce que si
Cy—Cr<tpa—2(2eq+ep)A,

la mejor respuesta de A es pl.

(c) Si

Cy—Cp>tpa+2(ea+2ep)A,

entonces (p%,p%) es un equilibrio en Sp.

Fijado ph, Vpa > vy = C4 tuda la demanda es captmrada por B, por

tanto la mejor respuesta de A es no entrar en el mercado fijando el precio

P

Fijado pﬁ, puede comprobarse que

B, (Ph) > Pp <= C4 — Cp <tpa+2(es+2ep)A

y eama R no eaptura demanda en Sy, se deduce que si

Cy—Cg>tpa+2(eat2ep)A

la mejor respuesta de B es p%. g

Obsérvese que cuando
Ca—Cp <tpa—2(2eat+ep)A,
la firma A captura toda la demanda, mientras que si
Cly—Ch>tpa+2(ea+2ep)A,

es la firma B la que captura la totalidad de la demanda. Si no existen grandes
diferencias en los costes marginales, en concreto si

tBA-Z(ZeA—i—eB)A < C.,A._C;_? StBA+2(eA+QeB)A,

el precio de equilibrio es (P4,5p). En tal caso, obsérvese que el precio de
equilibrio de cada una de las firmas se incrementa con los costes marginales
de externalidad, en mayor medida con los de la firma rival. El incremento del
precio debido al aumento del coste marginal de externalidad de la propia firma
viene justificado por el mayor aumento del precio de la empresa competidora.
Ademés, los precios se incrementan con los costes marginales de produccién, en
mayor medida con los propios.
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5.2.2.2 Localizaciones de equilibrio

Se trata de calcular el equilibrio de Nash en localizaciones conocido el
comportamiento posterior de los precios. Un par de localizaciones, Z4 y Zg,
constituye un equilibrio de Nash si y sélo si:

TA(Za, %) = ;ilg-}cvWA(wA,fB),

np(%a,Tp) = max 75(Z4,25)-

Para cl estudio del equilibrio en localizacidn, se aswnird la siguiente
condicién.

Condicién 5.1 La red N(V, E) tiene un sélo nodo con demanda no nula y

4 ! .
Cy—-Cy > Izneag,(tl(m) —;rglr\}t;(x) —2(2e4+ep) A,

Ch—-Cp < ;%%tl(m) - Izne%(tl(m) +2(e4 +2ep) A.

La expresi0n del beneficio de la tirma A bajo la condicién 5.1 es

_ (5 — Gy +tpa(24,aB) +2(ea + 2e5) A)®
ma(za,2B) = 18(cA + en) .

La expresién para B se obtiene intercambiando los subindices. Nétese que s6lo
tpa(za,z8) = t1(xp) — t1(z4) depende de las localizaciones.

Se trata, por tanto, de resolver el siguiente problema

ax (Cg—Cf4+tn_4(244,xn)+2(e_4+25n)1\)2
EGN 18(eaten) ?

max

rpEN

(C",‘—C}}—tn,\ (:1:A,Ir;)+2(2€_4+en)1\)2
18(ea-ten) ‘

Proposicién 5.7 Bajo la condicion 5.1 y costes de externalidad lineales,
el nico equilibrio en localizacién es (Ta,Zp) = (v,v) siendo v el nodo con
demunda nw nula.

Demostracién Bajo la condicién 5.1 se tiene que

(Ch — C +tpa(ra, ) +2(ea + 2e5) A)?
18(6A + eB)

ma(T4,TB) =
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y
Cy—Cy+tpa(za,zp)+2(ea+2ep)A>0.
Ademss,
. (Cy—Ch —tpalwa,zB) +2(2e4 +ep) A
WB(:LA’:LB) - IS(EA +63)
y

C.’A —_ C,B —‘tBA(G.'A,ZL'B) +2(22A +2D)A 2 0

(a) (Za,%B) = (v,v) es un equilibrio. En efecto, dado £4 = v, se tiene que
tpa(Za,z) >0, Ve € N, y entonces

g (T4, ZB) =max7p (Za,2).

De forma similar, dado Zg = v, se tiene que tpa(z,Zp) < 0,Vz € N,y
entonces -

Ta(Z4,p) =maxmy (z,ZB)-

(b) Se probard que cualquier (z4,z5) € N tal que (z4,zB) # (v,v) no
es equilibrio. Se tiene que z4 # v o zp # v. Si 4 F v, entonces
tpa(v,z5) > tpa(za,zB) por lo que

wa(v,2p) >7a(CA,2B)
y entonces (2 4, zg) no es equilibrio. De forma similar, si zp # v, entonces
wg (w4,0) > Tp(24,Z8),

por lo que (z4,zp) no es equilibrio. O

5.2.2.3 Ejemplo

Se considera la red de la figura 5.4 donde el dnico nodo con demanda no mula
esvgy Ay =3 =A. Sean
Cl, =92 Cy=23,

ea =02, ep =03,

t1(z) = t(fu,z) = buyo-
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OO0
Figura 5.4: Arbol con A4 = 3, M=0,k=1,2,35

Se Cump]e que
m t] T} = min t] T)=U.

Ademsés, puede comproharse que se satisface la condicién 5.1. Por tanto,

(CIB - 01'4 +tBA(zA7$B) + 2(8A + 263) A)2

raleaen) = 18(es +ep)
— (5.8+tBA(£EA,[BB))2
9 b
_ (C4—Ch —tpalza,zp) +2(2e4 +ep) A)?
mp(Ta,%B) = 8o on)
(8.2 — tpa(za, op))”

9

La tabla 5.1 muestra tpa(z4,28), Ta(z 4, TB) y mp(za,vp) para cada par
de nodos. Como puede observarse, el tinico equilibrio en los nodos se alcanza
en (z4,28) = (v4,v4) .

5.2.3 Equilibrio localizacién-precio para n > 1

Un grupo de problemas en los que 7 > 1 se pueden reducir al casu 72 = 1. Esto
sucede cuando las localizaciones factibles no son nodos de demanda y se cumple
que A; = A;,Vi,j € Vp. En tal caso, las demandas de los nodos en Vp pueden
agregarse en uno solo, por lo que esta situacién se reduce al caso n = 1. E]
siguiente ejemplo ilustra esta situacién.
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tpa(za,zB)
mwa(za,B) zp
7g(zA,2B)
(41 (%) V3 V4 Vs
[4] -1 -2 -3 -2
vy 3.738 2.560 1.604 0.871 1.604
1.138 1.960 3.004 4271 3.004
1 0 -1 -2 -1
Vg 5.138 3.738 2.560 1.604 2.560
0.5638 1.138 1.960 3.004 1.960
2 1 0 -1 0
T4 vg | 6.760 5.138 3.738 2.560 3.738
0.160 0.538 1.138 1.960 1.138
3 2 1 0 1
vy | 8.604 6.760 5.138 3.738 5.138
0.004 0.160 0.538 1.138 0.538
2 1 0 -1 0
vs | 6.760 5.138 3.738 2.560 3.738
0.160 0.538 1.138 1.960 1.138

Tabla 5.1: Beneficios para cada par de nodos de la figura 5.4

5.2.3.1 Ejemplo

Se considera la red de la figura 5.5 con localizaciones factibles {v1,v2} ¥ nodos
de demanda Vp = {vs3,v4, 05,06}, con

M=1, =2, =2 3%=1 i=X=0 A=6

Sea
Cy = 2 Ch=3,
€p = 02, eg = 03,
ti(2) = t(6uya) =Ouyzr § = 3,4,5,6.

Puede comprobarse que

TpA | TRH tj((IJB) —tj(ilfA)y J=3,4,5,6 |
0

(51 V1
v | v . |
V2 m 1

V2 | V2 0
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/@\
\ @/
NG,

Figura 5.5: Red con \; = Ap =0, A3—1 M=2,=2,)=1

¥, por tanto, A; = A;, Vi, € Vp. Entonces pueden agruparse las demandas de
Vb en un solo nodo. Se trata de estudiar si (v1,v1), (v1,v2), (va,v1) 6 (vg,v2) es
equilibrio.

Puede comprobarse que se cumple la condicién 5.1 y entonces

(Cp = Cly +tralza,xp) +2(e4 + 2e5) A)?

na(Lp, ) = 18(cs £ op)
_ (106+1tpa(z4,25))"
g b
_ (C4—Ch —tpa(za,zB) +2(2e4 + ep) A)2
TB(T4,2p) = 18(ca T c5)
(7.4 —tpa(za, .’1:13))2

9

La tabla 5.2 muestra ma(zs,z5) v mp(Ta,tp) para cada par de
localizaciones factibles. Como puede observarse, el rinica equilibrio se aleanza
cuando (z4,2B) = (v2,v2), que es la localizacién més préxima a los nodos de
demanda.
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e el Kk
1248 10.24
TA="h 6.08 7.84
— 14.95 12.48
Ta="0 4.55 6.08

Tabla 5.2: Beneficios para cada par de localizaciones factibles de la figura 5.5

5.2.3.2 Precios de equilibrio

Cuando no se puede reducir al caso n = 1 se procede de la siguiente forma. Sean

§ = {(pa,pB)E R?:pa>ClY pe>Cp},

R; = &‘fﬂ{(pA,pB)eW:Lj SPA“pBSTJ'—l}vj=1’""n’
S; = Sn{(pa,ps) €R?:Tj <pa—pp<Lj},j=1,..,n-1,
So = Sn{(pa,ps) €R*:ps—pp=To},

Sn = SN {(pa,pB) eR?:ps—pp <Ln}.

El conjunto de interés

n n

& =[Cl, +o0) x [Ch,+o0) = | U R | U | U Si
estd representado en la figura 5.6.

Dadas dos localizaciones, la funcién de beneficio para la firma ¢ cs
mi(pa,pB) = (i — Ci)bi — F, i = A, B.

Para simplificar la notacién, asumamos qie no existen costes fijos (F; = 0). En
tal caso, el beneficio de las firmas viene dado por el siguiente resultado.
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_Ln
T

n-1

.T'
.LI
T
Cy Pa
.T1
-L1
'TO s
Figura 5.6: El conjunto &
Proposicién 5.8 La funcidn
w(pa,pB) = (ma(pa,pB),7B(PA,PB))
estd definida en § por la expresion
((pa — C4)A,0) si (pa,pB) € Sn
— ")) { Br=pattin—tjatlenh , (pa,pB)
((pa ’A) (p_d_pni(;ﬂ:_nzw_ﬁ A si € Rj—(5;U8;21),
(ps — C) (Pa=zogfuactintlond’)) i=1,.nn
. . 4,PB) € S5,
((pA'—'C;&)f]v(pB - IB) (A—f])) 8% _gp: I,B),TL—:?].
[ (0,005 — CR)A) si (pa,ps) € So.
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Denotemos f |p la restriccion de la funcién f al conjunto D e Int(D) el interior
de D. Se verifican las siguientes propiedades:

(i) La funcidn m(pa,pB) es continua en .

(ii) Las funciones w(pa,pB) [r; ¥ (B4, 1B) |s; son de clase C®) en Int(R;)
e Int(S;), respectivamente.

(iii) Las funciones wa(pa,pB) |r; ¥ 7TB(P4,PB) |R; son estrictamente
cdncavas respecto de las variables pa y pp, respectivamente. Las funciones

Talpa,PB) |5] y TB(I’AJ’B) |5J san funcinnes lineales y, por tantn,
concavas.

Demostracién La funcién de beneficio se obtiene reemplazando A; en
mi(pa,pB) = (i — C))A;
por la expresién dada en el corolario 5.1. Dado que

P —pa+tig —t;4+ 2egA
2(ea +epB)

=fj st pa—pp=1Lj,j=1,.,n
Yy

PB—Pa+itjp—t;a+2epA
2(es +eB)

=fj-1 81 pa—pp=Tj_1,j=1,..41,

se deduce que 7;(pa,pp) es continua en . Como w;(pa,pp) es lineal en
S;, 3 =0,1,...,n, y cuadrdtica R; con

om; _
8;;’ = —(ea+es) ' <0si (pa,ps) €Rj, j=1,..,n, i=A,B,

%

las propiedades (ii) v (iii) se cumplen. O

Proposicién 5.9 Se cumple que:

(i) Si C < pp € C% —Tj_1 +2(ea + ep)fj—1, entonces ma(pa|pp) es
cuasicdncava en

{pa:pa > Ch,(pa,pB) € S5UR;US;—1}.

(i) 8i C < pa < Ch+ Lj+2(ea +es)(A — fj), entonces np(pr|pa) es
cuasicéncava en

{pB :pB > Ch, (Pa,pB) € S; UR; US;_1}.
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(i) Si Cp < pp < CY —To, entonces Ta(pa|pp) es cuasiconcava en
{pa: (pa,pB) € §}.
(iv) Si C! <pyg < Cp+ Ln, entonces Tp(pp |pa) es cuasiconcava en

{rp : (pa,pB) €S} .

Demostracién
(i) Se comprobard que en ese caso T4(p4 |pp) es creciente en
{pa:pa>Ch, (Payps) €S;UR; US;—1}.
En efecto, m4(pa [pp) es creciente en

{pa:pa>Clh, (pa,pB)€Si} v {pa:pa>Cu, (pa,pB) € Sj-1}-

La funcién de beneficio en R; es una pardbola con vértice

RN

(%) =

Ademss, en R; se cumple que Lj < pa—pp < Tj—1. Entonces, ma(pa |pB)
es creciente en R; siy sélo si

(pB +1tip —tja+2epA+Ch).

N1

(p-)) > PB +Tj7‘—-11
es decir

pp <tip —tja+2eph+ Cy —2T;_1 = Cy — Ty +2(ea +ep)fi-a.

(i) De forma similar al caso anterior, basta considerar que en este caso
7p(pp|pa) es creciente en

{pB :pB > CB,(pa,pB) € S; UR; US;-1}.
En efecto, Tp(pp [pa) es creciente en

{pp:pe>Ch, (na,pp) € S;} v {pp:pe > Ch, (p4,Dr) € S;_1}.
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La funcién de beneficio en R; es una parébola con vértice
N 1
(}773) =§(PA+tjA—th+2eAA+CE;).

Ademds, en R; se cumple que L; < pa—pp < Tj-1. Entonces, 7p(pp |p4 )
es creciente en R; siy sélo si

(PJI.;»)* >pa-Lj,
es decir

pa <tja—tip+2eah+Ch+2L; = Cly + L; + 2(ea + ep)(A — f;).

(ii1) Basta tener en cuenta (i) y que la expresién C% — Tj—1 + 2(es +ep)fi-1
crece con j.

(iv) Basta tener en cuenta (ii) y que la expresién Cg +L;+2(esa+ep)(A—f;)
decrece a medida que j aumenta.

O

La figura 5.7 muestra un ejemplo de funcién de beneficio no cuasicéncava de
la firma A para un valor pp dado. La no cuasiconcavidad de las funciones de
beneficio sobre & complica el estudio del equilibrio global ya que, por ejemplo,
no puede aplicarse el teorema 2.1 que garantiza la existencia de equilibrio. Sin
embargo, si existe equilibrio en <, este equilibrio en precios tiene que coincidir
con alguno de los equilibrios en S; o Rj. A continuacién, se estudiardn los
equilibrios en

So, S;, Ry, g=1,..,n,

o “equilibrios parciales”. Para ello, es necesario establecer la siguiente notacién.
Sean

Lj\/ — th_tjA+2(EA+ZGB)A—6(6A+EB)fj1
T, = tp—tja+2(ca+2p)A - 6(catep)fjms, j =1,

Puede comprobarse que

L;V = 3Lj - 2(75]'3 — jA) + Q(BA — eB)A,
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mipip) |

TN

2
5 1
¢t 7/// Tre b T bth Taa bt Oa
"Cix'fh? (PIA)
-C £
I

Figura 5.7: Funcién de beneficios de la firma A para pp fijo
Ti ) = 3T51 —2(tj3 — tja) +2(ea —ep) A,

N N N N N
LV <, <Ly < <TN < LY <1 < LV << < LY < T,

Proposicién 5.10 Las funciones de mejor respuesia son

Tas, ®B) = {p:p—pB>To},
rag, (PB) = pt+Lji=1,..,m,
Ch st pp < —2T;_1+C% +tjp —tja+2egA

’I‘ ( )_ 7 ( ) si —2Tj—1+Cf4+th"tjA+2€BA<PB
A5y PB) = A\PB < —2L;+C +tjp —tja+2epA

pB—{—Lj st p32—2Lj+Cj1+th—tjA+2eBA,
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con Fﬂ (pB) = % (pB+Cly+1t;8—tja+2epA), j=1,..,n

TBys. (pA) = pA_ij J=0,..,n-1,
Is;
TBs, (P4) = {p:pa—p<La.},
C/B st DA 52L,~+Cg—tj3+tj,4+2eAA
_j . 2L+ O —tip+itia+2e4A <py
- j j T~ 3
TBI”:i (pA) "B (PA) st < 27}_1 + Cb —tjB +tja+ 2e4A

pa~Ti—1 st pa>2Tj—1+Cg—tim +tj4+2e4A,
com. ')7{3. (pa) = -;- (pa+ OG5 —tip+1;a+204A),5=1,. n

Demostracién La funcién de beneficio de la firma A, w4(pa, p5), es

(pa—CA si  (pa,pB) €Sn
- m—tia42e . , e R; —(S;US;-1),
(pa—C1) (Pn P.A-Ql-(ie,:—*:j}.’)ﬁ-? RA) . gpi i?.).,n i — (S5 U Sj-1)
(pA_C.IA)fj si (PAMDB) GS]‘, j":l:'“an_l

[ O st (pa,pB) € So.

Dado que 74,5 (Pa,pg) = U ¥y Tas, (PAPB) = (Pa — CQ)f5; V5 > 0,
entonces

A, PB) ={p:p—pp 2To} v ray (PB) =pB+Lj Vi>0.

Sea

, — DA+t —tia+ 2erA
#(pa) = (P4~ O)) (”B AT )

2(ea +eB)

Entonces

1
‘PI(PA)=0<———>pA='2'(PB+Ci1+th~tjA+QeBA).



5.2. EQUILIBRIO LOCALIZACION-PRECIO CON ASIGNACION DE PARETO 183

Si

DOt

Py =5 (pp+Cy+tip—tja+2epA),
se tiene que L; < p% —pp < Tj_1 siy sdlo si

2T, + oy +tig —tja+2epA < pp < —2L; +CY +t;8 — tja + 2eBA.
Ademds, puede comprobarse que si se da la condicién previa, entonces p% > C.

Dado que ¢” (p4) < 0, la funcién ¢ (pa) es céncava y se cumple que

TAlnj (pB) =

k:mam{pg +Tj_1,CIA} st pp < ~2Tj_1 +Cﬁq+th ~tjA+QeBA

# (o) g —2Tj + Cly +tjp —tja +2epA < pp
4\PB < —2L; + C'y +tjp —t;a + 2epA

prB+ Lj si pp > —2L; +C4 +1i;p —tja + 2epA.

Puede comprobarse que pg + L; > C si

pe = —2L; + Cy +t;p —tja + 2epA.

Por otro lado, la funcién de bencficio de la firma B cs

( 0 si (pAapB) € Sn
pp—tintiat2e . (Pa,pB) € B — (5;US;-1),
(pe — Cp) (“ pnz(tgf-::;')‘” ‘“A) si ;pi iB),n i — (85U 5j-1)
(pe —CB) (A - f;) si (pa,pB)€S;,j=1,..,n—-1
(pe — Cp)A si  (pa,pB) € So.

Dado quemp,s, (P4,pB) =0 y 7, (P4,pB) = (PB—Cp)(A—f5), Vi<n,
entonces

Bis, PA) ={P:pa-p<Ln} vy 7B (Pa)=pa—T; Vi<n.
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Sea
- —tig+tia+2esA
— _c PA—PB —liBTUj .
¥ (pa) = (p — Cp) (PA=PE R L
Entonces,
1
1/)’ (pB) =0<pp= 'é‘(PA'l‘C’B —t;ptt54 +2e44).

Si

N 1
Pp = §(PA+C§3 —t;B +tja +2eal),
se tiene que L; < pg — pp < Tj—1 sl y solo si
2L; + 0;3 —t;B +tjA+26AA <pa < 2T, + Cy —tiB +tjA+26AA.

Puede comprobarse que bajo la condicién anterior se cumple que py > Cj.
Dado que ¥ (pg) < 0, la funcién 4 (pp) es c6éncava y

Tb'l ry (pa) =

e

Ch =maa:{pA——Lj,Gg} S pA52Lj+C§3f jB+tjA+2€AA

2L; +Cp —tjp +tja +2eah < pa

_j .
"B (p4) S < 2T +Cp —tjp +tj4 +2esA

pa—T;1 si pa>2Tj_1+Ch —tjp+tj4+ 2ead.

Para j = 1,...,n, sean

TalpB) = T4, (PB),
h(pa) = 7B, (Pa)-

Proposicién 5.11 (Equilibrios parciales y locales en <)

(i) Los equilibrios en Sy, son los puntos (Ba,PB) € Sy tal que 4 —Pp = L.

(ii) Los equilibrios en Sp son los puntos (Pa,Pg) € S tal que p4 — P = Tp.
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(wi) En S; no eziste equilibrio, j =1, ....n — 1.

(iv) En R; existe equilibrio, j = 1,...,n. Ademds,
(a) Si Lf’ <Cy-Cp< TjA_’l, entonces (ﬁi\,ﬁ%) es un equilibrio con

—j 1
p; = 5[201,4%—053 +th—tjA+2(€A+2eB)A],

j 1
Pp = 3[Ch+205+tja—tip+2(2ea +ep) Al
Ademds, si LY < Cy - C} < TN, entonces (ﬁﬁ,ﬁ{g) es un
equiltbrio “local” en .
() SiCly -4 < L;-v, entonces los puntos del conjunto
SN{(p+Ljp) : p1 <p<po}
son de equilibrio, siendo

P = —-QLJ' +t;p — tjA‘l“C;;‘*'QeBA,

P2 —Lj""tjA —LjB-i—G’B-i—ZEAA.

(c) SiCY - ChL > TJA_’l entonces los puntos del conjuntn
SN{(p+ Tj-1,p) : p3 < p < p4}
son de equilibrio, siendo

p3=Tj_1+tja —t;5+ Cp+ 2e4A,
pa=—2T;_1 +tjp —tja + C) + 2epA.

Demostracién
(i) Sea (pa,PB) € Sn tal que P4 — Pg = Ly. Se tiene que
Tas, (PB) = Pa,
7B €TBs, (Pa),

de donde se deduce que (P4, pp) es un equilibrio en S,. Por otra parte,
si 4 — P < Ly entonces (Pa,Pp) no es equilibrio en Sp. En efecto, si
Pa—pp+h=L,, con h >0, entonces T4, (PB) =Ppa+hy (Pa,pp) no
es equilibrio en S,,.
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(ii) Sea (Pa,PB) € So tal que fa — fn = To. Se tiene que
PaETayg, (PB),
TB,s, (Pa) = PB;
de donde se deduce que (pa,P8) es un equilibrio en So. Ademds, puede

comprobarse que si fa — pg > Tp entonces (P4, Pp) no es equilibrio en So.

(iii) Las funciones de beneficio m;(pa,pB), i = 4, B, son lineales y crecientes
en Sj, j =1,...,n—1. Para cada punto (pa,pB) € S existe (p/y,P) € S;
tal que p/y > p4 o pg > pp- Entonces

74P, pB) > Ta(pa,ps) © 75(Pa,PB) > TB(PA,PB)s

y (pa,pB) no cs cquilibrio.
(iv) Seaj €{1,...,n}.

(a) Si LY < C) — Cp < T}Y, puede probarse que (ﬁ";,fr’,’g) € R; yes

un punto fijo de 79 = (H};,r’,'g). Si

YN e, -cp< T,
entonces existe un entorno en el que (ﬁ’/‘i,ﬁ’é es un equilibrio en
R; C S, por lo que (P4,Pp) es un equilibrio local en <.

(b) SiCy—Cx < Lf’ entonces el equilibrio estd en la frontera de R;, en

la recta pa — pp = Lj. Sea (pa,DB) = (p+ Lj,p), esto es, (P4, PB)
es un punto de la recta pa — pp = L;. Se tiene que:

o 1
7ap) =5 P+ Ca+1is - ja+2epA) <p+L;
& p>-2L; +tjp —tja+ Cy +2epA =p1,
;i 1
"alp+ L) =5+ L+ Ch+tja—t;p+2e4A) > D

< p<Lj +tjA—th+Cig +2eaA = po.

Como CY — Cp < L¥, puede comprobarse que p; < pa. Entonces,
todo punto (p+ Lj,p), p1 < p < pa2, que pertenezca a I es de
equilibrio. Nétese que Cj, representado en la figura 5.8, es el punto
intermedio entre los extremos de este segmento, esto es (p1 + Lj,p1)
y (P2 + Lj,p2) -
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(c) Si C% — Cp > T;Y, entonces el equilibrio est4 en la frontera de R;,
en la recta pg — pp = Tj-1. Sea (Pa,PB) = (p+ Tj-1,p), esto es,
(P4, Pp) es un punto de la recta ps — pp = Tj—1. Se tiene:

i 1
7 (p) = 5P+ Cyttip—tiat+2eph) >p+Ti
<= p < —2Tjq +tip —tja+ Cy +2epA =py,
_j 1 .
TP+ 1) = 5(P+Ij-1+Cp+tja—tip+2ead)<p

<= p2>Tj1+tja—tip+ Cp+2e4A = p3.
Como CY — Cp > T} ,, puede comprobarse que p3 < ps. Entonces
todo punto (p+Tj-1,p), ps < p < p4, que pertenezca a & es de

equilibrio. Ndétese que Dy, representado en la figura 5.8, es el punto
intermedio entre (p3 +Tj—1,p3) y (P4 + Tj—1,P4)- 0

Proposicién 5.12 Sea K =C) + Cg +2(es +ep)A y (pa,pB) € &.
() Py +i=K,j=1,..,n
(i) pa+pp < K <= ¥ (pp) + 5(pa) < K, j=1,..,n.
(iii) Si (pa,pn) es un punto fijo de 7 = (q:g;,r«g), entonces pa +pp = K.
(v) Si pa+pp < K, entonces

’“‘A(Pu) + T%;(PA) <K +2eaten)(fy—fi-1),i=1.,n

Demostracién
(i) Se tiene que
Py tip = %[QCQ | O | tip —tja | 2(ca | 2e5)A]

+:,1,)- [C)y +2C5 +tj4 ~ tip +2(2ea + ep) Al

= K, j=1,.

M
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(i) Como
i o 1
Fp5) +75(pa) = 5(Patps+Ch+Ch+2ea+en)h)
1
= §(pA+pB+K),
entonces,

#,(pp) + 75 (pa) < K <= pa+pp < K.
(iit) Sea (pa,pp) un punto fijo de 7 = (Fﬁ,’r‘%). Entonces FQ(PB) = pa,

7pa) =pB Y

i ; 1
pa+ DB =74(pB) +75(P4) = 5 (pa+pre+K),
de donde se deduce que pa +pp = K.

(iv) Se pueden presentar las siguientes situaciones:
(a) (ff'q (PB),PB)) €Rjy (PA,T"A(}?A)) ER;

En este caso ri(pg) = ’F“%(PB) y r};(m) = F%(pA). Teniendo en
cuenta (ii) se deduce que

rh(ps) + 15 (pa) = Fa(p5) + 75 (p4) < K.
(b) (7’{;; (pB) :PB)) €R;y (PA,V”};(PA)) ¢ R;
En este caso
L; <, (pg) —pp < Tj—1, Ti(pB) =7 (PB)
y ocurre que pa — fé(pA) >T;—1 o pa —fg(PA) < Lj.
(b.1) Sipa— F"B(pA) > Tj-1 entonces rj;(pA) =pa — Tj-1. Ademds,

i (pg) + 3 () = ¥, (pp) + DA — Tj-1
<pp+Tj1+pa—Ti

=pa+pp < K.
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(b.2) Sipa —’f’é(pA) < Lj; entonces %(pA) = pa — L;. Ademis,
r3y(pB) +15(pa) = (P5) + P4 — L;
<pp+Tj-1+pa—Lj

<K+T; 4 —-Lj

=K +2(ea+es) (fi — fi-1)-

() (fﬁ (pB),pB)) ¢R;y (pA,ng(pA)) € R;

En este caso
L <pa—5(pa) <Tjmr, Th(pa) = F5(pa)
y ocurre que 7"'7;4 (pe)—pe>Tj—1 o Fi,‘ (pB) ~pPB < Lj.
(c.1) Sira(ps) — pB > Tj—; entonces r%(pg) = pp + Tj-1. Ademds,
ri(pB) + Th(Pa) = PB + Tjm1 + 7 (pa)
<ps+Tj1+tpa—Lj
<K+Tjq— L
=K +2(ea +ep) (f; - fi-1)-
(c:2) Siralpu) — py < Lj entonces r(ps) = ps | Ly. Ademis,

,(pB) + T (pa) = pB + Lj + 75 (pa)
<pg+Lj+tpsa—L;

=pat+pp < K.

(@) (7 (ea),pe)) ¢ Bs v (pa7h(pa)) ¢ Ry

En este caso se pueden presentar las signientes situaciones:
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(d.1) ¥, (pB) — pp > Tjo1 y Pa — T (pa) > Tj-1

En este caso

() =pp+Tjo1 vy 75(P4) =pa—Tj1.

Ademss,

r(p5) +1%(pa) =P + Tjm1 +pa —Tja

=pa+pe < K.

@2) @ (pe) —pp >Tjm1 vy pPa—7h(pa) <Lj

En este caso
(pp)=pp+Tjm1 v rh(pa) =pa—Lj
Ademads,

™ (pp) + 5 (pa) =pp + Tjm1 +pa—Lj

< K +Tj1 — Lj

=K +2(ea+e)(fi — fi—1)-

(d3) @ (pg) —pp < L;j v pa—7h(pa)>Tima

En este caso

rip)=pp+Li v mh(pa)=pa~Ti-1.

Ademés,

() +rh(pa) =p5 + Ly +pa — Tja

<pa+pp < K.
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(d4) 7 (pB) —ps<Lj y pa—ih(pa) <L

En este caso
rips)=ps+L; y ri(pa)=ps- L;.
Ademss,

7y (pB) +m5(pa) =pp + Lj +pa — L;

=patpp < K.

Sea

X ={(pa,pp) € R*:pa > C}, pp > Cf, pa+pp <K},
donde K = C) + Cp + 2A(e4 + ep). El conjunto x es el conjunto compacto
representado en la figura 5.8. La consideracién de esta restriccién estd motivada

por la ecuacién fy + fp = K. Si se prescinde de esta restriccién, es posible un
incremento indefinido en precios y no existirfa equilibrio en Sy, h =1, ...,n— 1.

Proposicién 5.13 (Equilibrios parciales en x)

(i) Los equilibrios en S,Nx son los puntos (Pa,PB) € x tal que po—Pp = L,
y el segmento D, 41Ch, donde

Dn+1 = (0;171{ - 0;1) ’

C = (% (K +Ln),%(K— Ln)> .

() Los equilibrios en SoNx son los puntos (Ba,Pp) € x tal que pa—pp = To
y el segmento D1Cy, donde

D, = G (K+T0),%(K ~To)) ,

Co= (K ~Cl,Cl).
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Figura 5.8: El conjunto x
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(ii) El conjunto de precios de equilibrio en SiNx, j=1.,n~-1, es el
segmento D;41C; donde

1 1
Dy = (56 +T3m0), 5 (- 150

c; = (% (K + LJ-),—;-(K - Lj)) .
(iv) Eniste equilibrio en Ry x, j = 1, ..., n. Ademds,
(a) Si L;-V <Cy-Cp< Tﬁ’_l, entonces (ﬁﬁ,ﬁ%) es un equilibrio con
Py = %[2C:4+Cb +tjp—tja+2(ea+2ep) A,
7y = %[C;; +2C% +tj4a —tip +2(2ea +ep) A

(b) 8i Cy — Cp < LY, entonces los puntos del conjunto

K—L;
xﬂ{(p+Lj,p):p1 SP<— J}
son de equilibrio, siendo py = —2L; +t;p ~ tia+C) +2egA.

(c) Si CY —Cg > ley_l, entonces los puntos del conjunto

K —~Tj_,
XNq@+Ti—1,p):pa<p< —

son de equilibrio, siendo py = —2Tj_1 +t;8 — tj4 + C) + 2eBA.

Demostracién

(i) Los puntos (pa,PB) € X tal que pa — pp = L, son equilibrios en S,
¥, por tanto, también serdn equilibrios en S, N x C S,. Por otra parte,
m8(Pa,PB) — 0y wa(pva,vB) es lineal y creciente en Sy,. Por tanto, dado

(PA,PB) € Dpy1Ch,

se tiene que 74(pp) = pa y pp € 7B(P4), con lo que (pa,pp) es un
equilibrio.
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(ii) Los puntos (pa,PB) € X tal que pa — ps = Lo son equilibrios en So

(iif)

(iv)

y, por tanto, también serdn equilibrios en Sp N x C Sp- Por otra parte,
wa(pa,pe) =0y 7p(pa,ps) es lineal y creciente en Sp. Por tanto, dado

(pa,pB) € D1Cy,

se tiene que pa € ra(ps) vy v8(pa) = Pm, con lo que (pa,pp) es un
equilibrio.

Las funciones de beneficio m;(pa,pB), ¢ = A, B, son lineales y crecientes
en S;Nx, j =1,..,n — 1. Por tanto, dado (pa,pB) € D;4+1C;, se tiene

que 74(PB) = pa y TB(PA) = PB, con lo que (pa,pp) es un equilibrio. Por
otra parte, para cada punto

(pa,pB) € {(SiNx) — Dj+1GCj}

existe (p/y,p) € S;j N x tal que p)y > pa o pp > pp, por tanto

7a(p's,pB) > Talpa,ps) 0 T5(pa,Pg) > TB(P4PB), ¥ (PA,PB) 1O €s
un punto de equilibrio.

(a) Si Lf,-v <C4-C< ij‘_’_ ; entonces (ﬁA,ﬁ’B) es un equilibrio en R;
(proposicién 5.11). Ademés, como 7 + g = K se tiene que

(ﬁ’g,ﬁ’g) € RjNx CR;.
Entonces, (ﬁ’A,ﬁ’E) es también un equilibrio en R; N x.

(b) Si C) — Cp < LY entonces los puntos

K—L;
xﬂ{(p+Lj,p):p1 <p<—; J}

son equilibrios en R; (proposicion 5.11). Eutonces, dichus puutos son
también equilibrios en R; N x.

(c) De forma similar al apartado (b). O
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Proposicién 5.14 Dados

7

7

1
5[2011+Ci?+tj3 — jA+2(eA+ZeB)A],

1
g[CA*}-QC};—{—tjA——- jB+2(28A+eB)A],

con j =1,...,n, se tiene que:

(i) Dy >p% > > P2

(i6) By <P} < - <73

(iii) Si Lf[ <Cy-Ch < Tf‘ll, entonces

Cht2(eates)(A-f;) <Fp < Ch+2(ea+en) (A — fiju1).

Demostracién

(i) Como t;j4 — t;g crece con j, entonces ﬁ’A decrece con 7, j =1, ...,n.

Ca+2(eaten)fin <7 <Cl+2(eatep)f;

(ii) De forma similar a (i).

(iii) En efecto, como C < C) — L¥, entonces

a

1
-5[20:4+Cg+tj3—tj,4+2(6,4 +263)A]

1
3 [30"4 - L‘JN +tjB —tja+2(ea + 2eB) A]
Ch+2(es+eg) fi.

De forma similar, como Cy > C) — T/, entonces

Fa

=

1
5 [201/4 +C’B +1iB _tjA +2(eA +2€B) A]

1
3 [3Ch —Tf, +ti5 — tja + 2 (ca + 2¢B) A]

Cly+2(ea+ep) fj1.

195

Utilizapdo lo anterior y la igualdad ﬁi‘ + ;Fr’B = K se deduce la acotacién

para .

O



196 CAPITULO 5. JUEGO ESPACIAL DUOPOLISTICO CON EXTERNALIDADES

W
1
K2/3—\ / g(oz +K,)
A
[
— / \ 1
Kv/3 —3—(—a +K,)
dn Ian—l a/‘ dz dl

Figura 5.9: Precios de equilibrio en R;

Ta fignra 5.9 muestra los precios de equilibrio en R; cuando
LY <Cy-Cp<TN,, j=1,u4m,

suponiendo que K; < Ko, o =t;8 —t;4 Y

i 1

p]A = g(aJ+K1)7

- 1

pr = 3 (—oy + Ks),

K, - QCA—{-C'J’B—E—Q(eA-I-QeD)A,
Ky = C4+20p+2(2e4+ep)A.

El siguiente resultado compara los precios de equilibrio que maximizan los
beneficios conjuntos e individuales sobre la recta

xN{(pa,pp) :pa+pp=K}.
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Proposicién 5.15 Sean vy p} los precios de la firma | que mazimizan en
xN{(pa,p5) : pa+pp =K}
los beneficios conjuntos e individuales, respectivamente, [ = A, B. Entonces:
(}) En 8; N {(pa,pB) :pa+pp= K}, 7=0,..n, se tiene
.1
1

p’_iB = 9 (I{ - 1-27) )
Gj st fj > -%
(P4, Pp) = . R
Dj+1 St fJ < 7

Sif;= -‘%, entonces (p%,0%) = (P4, pB), V(04a,pB) € D;41C;. Ademds,
Pa=p% si fi>4
Pe=ry si fi<4.

(i) En R; N {(pa,pB) : pa+pp = K},j=1,..,n, se tiene que

C; st pi¥ < EJ;—K
(Prh) = (pg) si L <pp < Tk
D; stopi > 2#7
donde
Py = i (3C4 + Cp +tjp —tja + (3ea + Sep) A),
i = %(cg +3C} ~ tjp +tja+ (5eq + 3ep) A) .

Ademds, si la firma A mazimiza su beneficio indiwvidual (lider) y la firma

B fija el precio p; = K — py (sequidora), entonces

i LK
Cj su Py <=
i i - . Li+K i T \+K
(Pa:PB) =4 (ppl) si K <py < Ttk
. i i1+ K
D; si pif > Tk,
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donde
: 1
Pi = 7BCh+Chttp—tia+2(eat2ep)h),

; 1
P = Z(C,A +3Cr ~tip +tia+2(3es +2ep) A).

Demostracién Sea
7°(pa,pB) = ma(pa,pp) + TB(PA,PB).
(i) En S; se tiene
m(pa,pB) = (Pa — CY) fj + (pB — Cp)(A = f5)-

Como pa 4+ pp = K, entonces

m(p4,pB) (pa—Cu)f; + (K —pa—Cg)(A-f;)

i

@2f; =M pa+(Cy—Clh— K)f;+ (K - Cp)A
¥ los precios que maximizan el beneficio conjunto son

L C; si fj> %
(Pa:Pg) = ] A
Djy1 si fi< 3.

Sify= %, entonces el beneficio conjunto no depende de pg4.

El méximo de w4(p4,pB) = (pa — C,’q)fj en
SjN{(pa,pp) : pa+pp =K}

se alcanza para el valor mayor de pa4, esto es p% = % (K + Lj) . De forma
similar, WB(pA,PB) = (pg — Cp) (A — f;) es mdximo para el valor mayor
de pp, esto es py = 2 (K — Tj) .
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(i) En R; N {(pa,pB) : pa+ps = K} se tiene que

PB—Pa+1t;p —tja+ 2egA
T(pa, pB) = (pa — CYy) ( 2(31 +e;)

pa—pgt+itja—tjp +2esA
- o) (Mgl

— iB—1; A
— (pa—CY) (I( 2pa+1tiB —tia +2ep )

2(ea + eg)

~ ot A
+(ff—pA—C}3) (QpA K+t;ja—t;p+2e4 )

2(es +ep)
El méximo de 7° es

1
P =7 (3Ch +Ch +tn — tja + (3ea+ Sep) A)

si Lj <pi¥ — (K —p¥) < Tj_q, es decir

L; -; K ot < Tj_12+ K
kEntonces,
Cj si pif < E‘J;K'
(Faorh) = (pE) s B <pp < Bt
D, si pie > Bt
donde
i = K —pif = 7 (Clh +3Ch —tm+ ty4 + (5 +3em) A)

El méximo del beneficio individual

P —pa+itjp —tja +263A)

Ta(pa,pp) = (PA_CA)( 2(ea +ep)

il

I{-—2pA+t'B —t'A+2€BA
(PA”C.,A)( ; : :

2(ea +eB)
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se obtiene para
|
pi =7 (BCh+Ch + 15 —tia+2(ea+25)A),

si Lj < pi — (K — p) < Tj_1, es decir
Lit K _ i Tt K

2 =4 2
Entonces,
C; si pj‘i < L".':K
PN - . Li+K i Tj_1+K
(Pa,ps) = ¢ (pi,pH) s == <pi <5
D; si py > HE
donde

p}}:[{—pX:Z(CQ-HiC'g—- 5B+ tja+2(3ea+2ep) A).

Proposicién 5.16 (Equilibrio global)
(1) Si jo € {1,...,n} verifica L% <Cy-Cy< ler‘f_l entonces (Pa,PB) =

([72’, ”;) constituye un equilibrio global en X y los beneficios son

o 1 2
74 (Pa,PB) T8(eaten) (Cp — Cl+tjup —tjsa+2(ea+2ep)A),
_ 1 2
T™B (PA:PB) m(CA—Cg +tj0A—tjDB‘|‘2(2€A+BB)A) .

Ademds, si

N 4 ! N
L:in <Ca—Cp <Tj1

entonces ("_;;’, "é’) es un equilibrio global en el rectangulo

{(4,p8) €72 : CL < 7 <75 + Ty, Cp <7 <74 — Lis

(it) 8i C'y — Cp < LY, entonces pa = Cz + Ly y la firma B no entra en el
mercado.

(i) Si C'y — Cg > T, entonces pg = Cy —Tp y la firma A no entra en el
mercado.
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Demostracién
(1) Se comprobara que dado f)’g’, la mejor opcién para A es [7‘7;{’ y viceversa.
Si L% <CL-C< T]-I:{_l, entonces (p"];{’, ~§) €Rj v
{(Pa,78) 1 pa > CLIN(S; N x) =0, Vi < jo,
{(p4,78) : pa > C4Y N (R; N x) =0, Vj < jo,
{(#,p8) : P8 > C} 0 (S;nx) =0, Vi > jo,

{(7},p8) : pB > C} N (R; Nx) =0, Vi > jo.

(i.1) Sea pp :ﬁ'g’ y 7> jo+ 1 tal que

(Rinx) N {(pA, é) 1pa > CL;} £0.

Como
tioB — tjoa > tip —tja, Vi > G0+ 1,
entonces
; 7o tip—tia+2epA
=70 — el pJB PA T joB o
T . (pA, B) (pa —CY) < Slen T en)

~70
y B —Pa+tip —1tj4+2epA
> (Pa=Ca) ( 2(es +ep)

]

T (pA,z?’};) , Vpa > Cly.

A,
Por lo tanto,

max ™

3 (pAy ~1§) = max 7TA (pA7 ~g)
(pa:FR) CRy, g

pa2l,

0

> max (pA ﬁj")
pAZC,IA A|Rj B

> max 7 (pA, "g)
(pad)ers Aln,
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(i.2) Sea pp =1'77‘;§’ y 7 > o tal que
(S;nx)n {(pA,ﬁ’g) 1pA 2 CA} #0.
Entonces, teniendo en cuenta (i.1) se sigue que
Th (;Erf;{’, "g) >  max WAIm (PA, "};’)
3

- (P.A,ﬁ{;’)GRj
(:DA, ”}3 )
R

7
= max 7 (Pmﬁ’é’)
(padi)es; 4

=7TA(Lj+f)]§,~é’).

> max ™
(paByy)eRsns; 4

S

(i.3) De forma similar a (i.1), sea pg = ;ﬁ’;{’ v j <jo—1tal que
(Rinx)n {(ﬁfi’yps) 1pB > Cb} # 0.
Como

tioa —tjoB > tja —tip, Y5 < jo— 1,

se sigue que

} 7y — oA — b5 2e4A
oy = —C A —PB +tj,a —tiB +2e4
s Ty ( A’pB) e =) < 2(ea +ep)
~70
—pB +tja—tjp +2esA
> -t A
(pB B) ( 2(eA T eB)
—n (Fs.pm), Vea 2 Cp.
B|p,
Por tanto,
max (;D PB) = max T (~'o PB)
(ﬁﬁ,’p”)ERﬂ) B, A pzCy B R, &
> max w ("'n )
pn2Chy Blnj P4:p5
> max 7 (ﬁi{’,p3>_
o en)ers Bl
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(1.4) De forma similar a (i.2), sea pg = ﬁ’,{’ y i <jo-—1tal que

(S ﬂx)ﬂ{(ﬁf{’,ps) :pp > cg} £ 0.

Entonces,
TR (ﬁ’,}ﬂ '-") > max 7 (ff”' PB)
B =30 . B A

(PA :PB)€R1+1 Ry

> max ™ (157“ PB)
(#0 rn)eR;pns; BIRH' A

= max ™ (ﬁﬁ)ypB)
(7 pr)es; Bls,

= (7 ),

Es fécil deducir que si

N 7 1 N
Ljo < CA - CB < 7}0_],

entonces (";4", p E?) es un equilibrio global en el rectdngulo

{(pmpu) eRT:CY < FY <P+ Ty, Cly < 7l < 5 —Ljr,}-

(ii) SiCY — Cy < LY, entonces

Pa—pB <Pa—Cp =Ly, Vpp > Cjy

203

¥, por tanto, (54,pg) € Sn. En este caso, A captura toda la demanda y
la mejor respuesta de B es no entrar en el mercado. Por otro lado, si B
no entra en el mercado, la demanda deber4 ser satisfecha por A. La mejor
respuesta de A ser4 fijar el precio méximo posible dentro de la regi6én S,

esto es pg = Cq + Ly,.

(ifi) Similer a (ii).

Proposicién 5.16' $i LY < C', — C% < TN ., entonces:
P j A B i-1

(@) CE;—C;;-%—th —tjA+2(eA+2eB)A

> 0,
(ii)CA—C};+t,-A—th+2(2eA+e3)A > 0.

O
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Demostracién
(i) Como CY — Cp < T}, entonces

0 < C’B_ :3+th—tjA+2(6A+2€B)A—6(6A+83)fj_1
< OIB_Cit+th_tjA+2(eA+zeB)A-

(ii) Como Lj-v < C' — Cf, entonces

0 C"A——Cg-{-tjA—th—2(6A+2€B)A+6(6A+63)fj
Cy —G’B +tja—tiB —2(ea+2ep)A+6(eg +ep)A

= C;{’_C’B'*'tjA_th+2(25A+GB)A-

<
<

5.2.3.3 Localizaciones de equilibrio en drboles

Se estudia el equilibrio de la primera etapa en 4rboles, suponiendo que existe
Jo € {1,...,n} tal que
N N
Ljn <Ch- Cp < Tjr-—l’

=jo o

es decir, que (P4,PB) = ( 7 B) constituye un equilibrio global en precios en
X, global en el rectdngulo

{(paspp) € B2 Ol <7 <78 + Ty, Op <7 <4 — Lo |
v local en <.
Proposicién 5.17 Sea T(V, E) un drbol y t(z,y) = t(0zy) = sy, o > 0.
Supongamos que (Z4,Zp) €T xT es un equilibrio y que existe v;, € V tal que
tjo(ZB) = tjo(Za) + B, < Cy — Cp < 15,(Zp) — £, (Z4) + Bjo—1,
con B; =2(ea +2eg)A —6(ea + en)fj.
(i) Si T4 € E(ua,va) y T € E(up,vg), con E(us,va) # E(up,vB) y

i, (wp) — Ly (za) + ﬁjn hS G:‘i - C’B S Ty (zB) = tjo (za) + ﬁjn—l’

Vza € E(ua,va), Vzp € E(up,vp), entonces

(EA, 5)3) € {(uA,uB), (uA, 'UB), (vA,uB), (’UA, ’UB)} .
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(i) Si Za,Zp € E(u,v) y
t(u,v) + B, < C4 — Cp < —t(u,v) + B, 1,
entonces (Z4,Zg) € {(u,u), (v,v)}.
Demostracién Como T es un 4rbol, existe un vinico camino entre Z4 y Zg.
Sea P (Z4,%p) este camino. Para cada arista E(v;,v;) se define

V(’Ui,’Uj) = {'U evV: 5('”11}1:) < 5(1},'0_7')},

V(vj,v) = Ve(w,v;)={veV:6(@,v;)<80;)}.
Se verifica que v; € V(ui, v;), VE(u;,v;) € E.

(i) Si Z4 y Zp se encuentran en aristas distintas. Podemos suponer que
u4,v4 € V(up,vp). Entonces, Vv € V(ua,v4) se tiene que

8(v,Zp) — 6(v,Z ) (6(v,u4) +8(ua,Tg)) — (5(v,uas) + 6(ua, Za))
6(ua,Zp) — 6(ua,Z4)

¥, por tanto,

t(v,:EB) —t(U,fiA) = t(uA,:iB) - t(uA,:T:A),

con lo que podemos agrupar las demandas de los v € V(ug,v4) en ug.
Anslogamente, Vv € V(vp,up) se tiene que

5(7), 1733) - (S(U,(Y:A) = (5('1),’()5) + 6('1)3,(1_23)) - (5(1),7)3) + 5(’03,5,4))
= 5(’03,:7:3) — (5(1)}3,.’7);1).

Por tanto, las demandas de los nodos v € V(vp,up) pueden agregarse

en vg. De forma similar, el resto de los nodos que no estdn en el camino

P (us,vp) pueden agregarse al nodo del camino P (u4, vp) més préximo.
Por tanto, el problema se reduce al 4rbol lineal P (u4,vg).

Reurdenainus lus nodos de forma que

P(ua,vB) ={Eivit1) by, net -

Lntonces, v1 — w4, v2 — VA, Um—~1 — UB, Um — vB. Puede supouerse que
T4 # V2 y Tp # VUm—1. Esto slempre es posible, ya que si Z4 = vp
la demanda de v; puede agregarse en vg. De forma similar ocurre si
Tp = Vym—1. Se tiene que

8(vj,zB) — 8(vj, T a) > 6(vj41,28) — 6(vj41,%4), 2<F<m -1,
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y entonces
ti(zp) —tj(wa) > tiqa(ep) —tjn(ea), 2<j<m—1,
Vza € E(v1,v2), V2B € E(Vm—1,Ym)-
Sea 1 < jp < m, tal que
tj0(ZB) = tjo(Z4) + Bj, < Ci — Cp < 150(ZB) — t50(24) + Bjo-1-
Se tiene que (‘X, ”g) es un equilibrio global en precios. Como

tjo(g_“B) - tjo(wA) +ﬁjn < C.’4 - CI,B < tjo(a_:B) - tjn(wA) + ﬁjn—h
Yz 4 € E(vy,v2), entonces para los precios de equilibrio se tiene que

1

m(cfg — Oy +t,(ZB) — ad(vjo,z4) + 2(ea + 2ep)A)>.

ma(za) =
Sil = é(v1,v2), para £4 € E(vy,vp) podemos escribir
6(1}17IA) =01, 0 < 0 < 1.
(i.1) Si jo # 1, entonces
5(’“.7'0’ ‘TA) = 6(1).7'()"”2) + (1 - a)l) 0<o<1

Sea
fa(8) = (Cp — C4 + 15, () — od(vjy,v2) — (1 - O)1
+2(eq +2ep)A)?, 0<0<1.
Como
Ch — Cp <ty (2B) — tjo(Za) + Bjp—1,
entonces

Cp — Oy + tj,(ZB) — tj(Ta) + Bj,—1 = 0.
Ademads, se tiene que
Bjo—1 < 2(ea +2ep)A.
Eutonces,
Ch — C'y + tj, (Zp) — ad(vj,, v2) — a1 — 0)1 +2(ea + 2ep)A >0,

para 0 < 6 < 1, luego el méximo de su cuadrado estd en 6 = 1.
Entonces, £4 = vs.
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(i)

(1.2) Si jo = 1, entonces §(vj,,z4) = 6, 0 < 8 < 1, y procediendo como
en (i.1) se concluye que Z4 = v;.

Razonando de forma similar para Zg, se concluye que como Vg €
E(Um—1, Um), se cumple la relacién

tj, (€B) = tj, (Ta) + B, < C — Cp < tj, (xB) — t5, (Z4) + Bj,_1,

el 6ptimo es Tp = V1 si jo # My Tp = vy, si jo = m. Entonces,
(iAa 5:8) (S {(vlv'vm—l) ) ('U2, Um—l) ) (U2> Um)} -

Si 4 y p se encuentran en la misma arista, el prohlema se reduce a la
arista E(u,v) pues las demandas de los nodos de V (u,v) se agregan en u
y las de V(v,u) se agregan en v.
Sean v; = u,v; = v y | = §(u,v). Entonces, ¥z € E(vy,v;), podemos
escribir z = 0, con 0 < 6 < 1. Sea T4 = 04l y Tg = Ogl. Se utilizard
Ta < (£)Zp y 04 < (<)0p indistintamente. Podemos suponer que
Ta < IR
Como

8(v1,2p) — 8(vi,@a) > 8(va,@p)  8(vz,24), Vou < o,

entonces

ti(zp) — t1(za) > ta(ep) — to(za), Voa < TB, Ta,TB € E(v1,12).

Sea jo € {1,2} tal que
tjo(EB) - tjo("iA) + :@jn < Cj‘l - CIB < tjn(‘%B) —t (%A) + ﬂ.’io-—l'

Atendiendo a la definicién de 3, se tiene qua

Bo = 2(ea +2eB)A,
By =2(ea +2ep)A —6(ea +ep)f1,

B2 = —2(2e4 +ep)A,

¥ By < By < By
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Supongamos en primer lugar que jo = 1. Fijado Zp, se cumple que

t1(Zp) — ti(za) + y < Oy — Cp < t1(Zp) —t1(za) + By, V24 < Tp-

Sea
f4(0) = (Clg — C'y + 11 (&) — abl + 2(ea + 2ep)A)?,
que es una funcién convexa de §. Como

Cp — C4 +t(ZB) ~ ti(za) + Bo
= Gllg — C.’A +1; (EB) —abl+2(es +2ep)A >0, V0 < 0p,

entonces oé’éé’én fa(8) tiene solucién dptima en § = 0. Dado que
wa(za,Zp) = fa(0), el valor méximo de 74 se alcanza en T4 = v;.
Por otra parte, fijado Z4 = vy, se cumple que
t1(zp) + B < C4 — Cp < ta(2B) + B, V2B 2 W1
Sea
fB(6) = (C) — Op — afl +2(2e4 + ep)A)?,
que es una funcién convexa de ¢. Como
Cy—Cp—ti(zp) — By 20, Vzp > vy,
entonces

2, fB(0)

tiene solucién 6ptima en 0 = 0. Entonces, como wg(Z4,2p) = fB(9),
el valor miximo de g se alcanza en Tp = v;.

De lo dicho anteriormente se deduce que el equilibrio
(Z4,2B) = (vi,v1).
Supongamos ahora que jp = 2. Se tiene que
S(vg,xa) = (1 —04)l, &(ve,z5)=(1-05p)L
Fijado Z 4, se cumple que

ta(zg) — t2(Z4) + By < CY — Cp <ta(x) —t2(Ta) + By, VZB > Za.
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Sea
IB(0) =(Cl4 — Cp +ta (Ta) — a(l — O)l + 2(2e4 + ep)A)>.
Como

Cy — Cp — ta(xB) + t2(Z4) — By
=ClY —Ch+1ta(Ta) —a(l - 0) +2(2esa +ep)A >0, V8> 0y,

entonces

fB(6)

max
4<0<1

tiene solucién éptima en @ = 1. Entonces, como 7p{T4,zg) = f5(0),
el valor méximo de 7 se alcanza en Zg = vs.

Por otra parte, fijado Zp = vg, se tiene
—ta(xa) + By < Cy — Cg < —ta(xa) + By, Voa < vn.
Sea
fa(0) = (Cp — C4 — o1 — 0)l + 2(ea + 2ep)A)>.
Como

Cp—Ch—ta(za) +6,=Cp - Ch—a(1-0)+6,>0,0<6<1,

entonces
Cp—Cl—a(l—0)+2(es+2ep)A>0
y
e fa(6)

tiene solucién 6ptima en 6 = 1. Entonces, como 74(%4,Zg) = f4(0),
el valor mdximo de 74 se alcanza en T4 = va.

De lo dicho anteriormente se deduce que el equilibrio (Z4,Zp) =
(v2, v2). Od

El resultado anterior puede utilizarse para reducir el conjunto de
localizaciones candidatas a equilibrio en drboles. Esto es:
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(i) Si existe jo tal que
i, (y) - tjo(m) +:Bj0 < CAIA - CE? < tjn(y) - tjﬂ(w) + ﬁjo—lr

Vo € FE(ug,va), Yy € E(up,vp), E(ua,va) # E(up,vp), las
localizaciones candidatas a equilibrio en el conjunto

{(za,28) €T x T :24 € E(ua,va),zp € E(up,vp)}
se reducen a
{(ug,up), (ua,vB), (va,uB), (va,v5)} .
(ii) Si existe jo tal que
t(u,v) + By, < CY - Cy < —t(u,v) + 'Bjo—li

entonces las localizaciones candidatas a equilibrio en E(u, v) se reducen a

{(u,u), (v, v)}.

Proposicién 5.18 Sea T(V, E) un drbol y t(z,y) = t(6zy) = sy, a > 0.
Dado v; € V, sean

V(UJ) — {v eV.: E(vj,v) € E},
V(vj,u) = {v €V : 4y < buu},Yu € V(v5),

AV(@pu)= D> A,

veV (v;,u)

5= uen‘l,i(l;l)j) {A(V(vjvu))}’

75 = max {t(vj,v)} -
Si existe vj, € V tal que

;o + 2(ea + 2ep)A — 6(ea +ep)n;, < Cy — Cp

< Yo +2(EA +2€B)A - S(GA + EB) (A —'r)jﬂ) -
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entonces (Ta,Zp) = (vj,,vj,) es un equilibrio de Nash para la primera etapa y
el vértice vj, es una I-mediana del drbol. Ademds, (5a,BB) es un equilibrio de
Nash para la sequnda etapa del juego, siendo

1
Pa = 3[2014+O§3+2(eA+2eB)A],
= 1 ! !
Pp = §[CA+QGB+2(26A+QB)A],
y
_ 1 . . ; 2
y 4 , s 14 - 1/ B . A ,
TA(TA,ZTB,PA,PB) Bea tep) (Cp ~CH+2(es+2ep)A)
1

T (T4, Zp,04,PB) (Cy — Ch +2(2e4 +ep) A)°.

18(es +ep)

Demostracién

(a) Sea T4 = v;, y tp € T. Veamos que la firma B maximiza el beneficio
cuando xp = vj;,.

Considerando los nodos ordenados en el 4rbol lineal de acuerdo a la
situacién T4 = v, zp € T, se tiene que

L{V = tjc,B "‘tjnA + 2(6A + 288) A— G(BA +GB)fj0

= tj,p+2(ea+2ep)A~6(ea+eg)fj,

1A

Yio t 2(ca I 2e5) A —6(ca | cu)fyy

IN

Vi T2 (ea+2ep)A —6(ea+ 83)7’]3-0

IA

Cly - Cl.
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Ademds,
TY = tjp—tjoa+2(ea+2ep)A~6(ea+ep)fj—1

= tjB +2(6A+2€B)A

> —"an +2(€A+2€B)A
> Yo +2(EA+263)A—6(6A+BB) (A'—njo)
> O -

Entonces, como Lfg <0, -C< Tf(\,’_l, se tiene que

1

e (EA’:EB) - 18(6A+5B) (C:“ - ’B +tj0A_tjnB +2(28A+QB) A)2
L 2
= 18(6A+CB) (CA_C%—tJnB’*‘Q(ZeAﬁ—eB)A) i

Como

ti,p —2(2e4 +eg)A Yo +2(ea +2ep)A — 6(es + eB);,

<
entonces
OY—Cp—tys12(2cal ce)A>0

y g es méximo cuando tj,p es minimo, es decir cuando Zg = vj,.

Sea Zp = vj, y €4 € T. Veamos que la firma A maximiza el beneficio
cuando z4 = vj,.

Considerando los nodos ordenados en el 4rbol lineal de acuerdo a la
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situacién Tp = vj,, 24 € T, se tiene que

Ly = tjp—tj,a+2(ea+2ep) A —6(es +e5)f,

= —tja+2(ea+2ep)A—6(es +ep)A

< vj, t2(ea+2ep) A —6(es +ep)A
< Y, +2(ea+2ep) A —6(ea + ep);,
< C4-C5.
Ademds,
To1 = ti—tjoa+2(ea+2ep)A—6(es+ep) (A f)

= ~tiat2(eat2es)A—6(ea+en)(A-fi)

v

~Yjo +2(ra +2ep) A —8(es +ep) (A~ f,)
> —7j, +2(ea+2ep)A—6(es+ep) (A- ”jr,)

> C4-Ch.

Entonces, como LY < C) — Cp <TJ_,, se tiene que

: 2
TA(Ta,TRB) W(Cﬁ; —CY +1tjoB —tjoa+2(ea+2ep)A)
- — 2
18(e4 + e5) (Cy—C —tjoa+2(ea+2ep)A)".
Como

—tjoat+2(ea+2ep)A > —'yjn+2(eA+QeB)A—6(eA+eB)(A——77]-0)

v

Ch Cp
entonces
CIB - C.’A —tjr,A+2(eA + 263)1\ >0

¥ T4 €s méximo cuando ?;,4 es minimo, es decir cuando Z4 = vj,.
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De (a) y (b) se concluye que (Z4,Zp) = (j,,vj,) €s un equilibrio de Nash
para la primera etapa. Ademds, la desigualdad

Vj, + 2(ea + 2ep)A — 6(ea + ep)n;,

< Yt 2(eq + 2ep)A —6(eq +ep) (A - 77]-0)
ocurre si y sélo si

2v;, < 6(ea +ep) A+ 2771-0) ,

esto es,
A Vi A
> b N
Mo = 2 +6(6A+GB) > 2’

de donde se deduce que v;, es una 1-mediana del drbol.

Si Z4 = Zp = vj, el problema se reduce al caso de un nodo de demanda
(n =1) y como

—2(28A +ep)A < qu - C,B < 2(6A +2€B)A,

entonces los precios de equilibrio (proposicion 5.6) y los beneficios asociados son

1
pa = g[ZCA+C’B+2(eA+263)A],
1
pPB = 5[0:44-202;-{-2(26,1-}*63)1\],
74 (EarEr ParPs) = = (Ch — Cl+2(ca+2e5) A)
3 3 ' MB 18(€A+EB) B A A B 3
1
73 (Za,%8,P4,PB) — Bea 7op) (O — O +2(2ea +ep) A).

5.2.4 Extensiones
5.2.4.1 Precios de Stackelberg paran=1

En el modelo lider-seguidor de Stackelberg, el equilibrio en precios se define
como el par (fr,Ps) tal que

7(PL,Ps) = max wr(pL,ps (L)),
pr2C)

t=MT
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siendo ps (pr) la curva de reaccién de la seguidora (su mejor respuesta), esto
es, la funcién de pr, que satisface la relacién

ms(pL,ps (pr)) = max ws(pL,ps)-
rs2C%

Proposicién 5.19 Sea n=1 y E;(z) = e;x, 1= L, S.

(1) Sitsr —2(3er +2eg)A < Cf, — Cgs <tgsp+2(er +2es) A, entonces

1
Pr = §(C'L+C’5+tSL+2(5L +2es)A),
1
ps = 7(Cp +3Cs — tsr +2(3er +2e5) A),
es un equilibrio de Stackelberg.

(it) Si Cp — Cg < tsr — 2(3er + 2e5) A, entonces pr, = Ck + tsp — 2erA,
Ps = Cg y la empresa seguidora no entra en el mercado.

(i) Si Cp — Cg > tsp + 2(er + 2es) A, entonces ps = C), — tsr, — 2esA,
fr, = C}, y la empresa lider no entra en el mercado.

Demostracién La funcién de mejor respuesta de la empresa seguidora
(proposicién 5.4) es
(a) ps(pL)=C fg y la empresa seguidora no entra en el mercado, si

pr < Cs+tsp —2ep A

(b) ps(pL) = 5 (pr + C% — tsr + 2erA) si
Cs+tsp —2eA < pr < Cg+tsp +2(er + 2e5) A.
(¢) ps(pr) =pL—tsp —2esA si pp > Cht+tsp+2(ep + 2es) A
Un equilibrio de Stackelberg en precios es un par (P, ps (F)) tal que

71 (Pr,ps (PL)) = e (pL,ps (L)),
2 M
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donde 71, (pL, s (pr)) estd definido como

(pL — C)A si Cf <pr <Ch+tsp—2erh

( e ) (—Pr,+C;-+tsr,+2(er,+Zes)A) si O,’S' +tgr —2e A <pg
PL L 4(ertes) < Chttsp+2(eL+2es) A

0 si pLZCg+t5L+2(eL+265)A.

La funcion 71(pr, ps (pr)) es continua respecto de pr. Sea

¥ (o) = (pr - O (RS ez teeld)

4(er + es)

Se tiene que

(CL+ Cg +tsp +2(er +2e5)A).

B =

V'(pr) =0 pL =
Sea
P} = ; (CL t CL+tsp+2(er + 2e5)A).
Se cumple que

Ct +tsr — 2eLA < p} < C5 +tsL +2 (e +2e5) A ~—

tsr —2(3er +2e5) A < Cr - Cg <tgr + 2(6L+265) A,
de donde se deduce p;, y teniendo en cuenta la funcién de mejor respuesta se

obtiene ps. O

Si la diferencia de costes marginales satisface la relacién
tsr —2(3er +2e5) A < Cy, - C’S <tgp +2(er +2e5) A,

entomnces el precio de equilibrio de Stackelberg es
1
L = 3(Cp+Cs+isr+2(er+2es)4),

1
s = 7(CL+3C5~ts+2(3er+2:5)A).

Bajo esta condicién, se observa que el equilibrio de Stackelberg, a diferencia del
equilibrio de Nash, es asimétrico. Se incrementa con los costes de externalidad,
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en mayor medida con el de la firma rival. También con los costes marginales de
produccién, en la misma proporcién para la lider.

Condicién 5.2 La red N(V, E) tiene un sdlo nodo con demanda no nula y

! /] _ : _
CpL-Cs > Imneal%ct](w) zrg}l\}tl(z) 2(3eL +2es) A,

Cr—Cs

IA

;Ié'%h(z) —maxt; (z) +2 (e +2es) A

La expresién del beneficio de la firma lider bajo la condicién 5.2 es

(=CL + C% + tsp(zr,ms) + 2 (e + 2e5) A)®

(2L, zg) = 16(eL + es)

y el de la seguidora es

(C}, — O —tor(er,mg) + 2 (3ep, + 2e5) A)?
32(eL + es) '

ms(zL,T5) =

Nétese que sélo tsy(zr, zg) = t1(xs) — t1(z1) depende de las localizaciones.

El equilibrio de Nash en localizaciones resulta de resolver el siguiente
problema:

(-Cr4Chttsr(rzs)+2(er,+2e5)A)°
max 16(er.+es) 4

(C1,—Ch—tsr(or,25)+2(3er,+2e5)A)°
32(er,tes) )
Si las firmas tienen iguales costes® y localizaciones coincidentes, el heneficia
de la lider es inferior al de la seguidora. Ademds, ambas firmas mejoran sus
beneficios respecto al equilibrio de Nash en precios®.

Proposicién 5.20 Bajo la condicién 5.2, el tinico equilibrio de Nash en
localizacion es (Zr,Zgs) = (v,v) donde v es el nodo con demanda no nula.

20s decir, ef, = eg =, CL =C;
3mp =1.125eA?, 15 = 1.562eA%y 14 = 7p = eA?
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Demostracién Bajo la condicién 5.2 se tiene que

rileL, zs) = (=C}, + Cs + tsp(zr,35) + 2 (er, + 2e5) A)?
Llzr, zg) = T6(er 3 ¢3)

y —Ci + Cé + tSL(a:L,CIJs) +2 (eL + 285) A > 0. Ademss,

(C}, — C% —tsp(zr,2s) + 2(3er + 2e5) A)®
32(er. +es)

y G — Ck —tsp(mp,zs) 1 2(3cr | 2e5)A > 0.

ms(zr,2s) =

(a) (£1,%g) = (v,v) es un equilibrio.
Dado &, = v, se tiene que ¢5.(Z,z) > 0, V& € N, y cntonces
TS (Q_JL,Es) =mMax7wg (EL,.'IJ) .
zeN
De forma similar, dado Zg = v, se tiene que ts(z,Zs) < 0,V € N,y
entonces

w1 (Zr,,T5) = max (z,Zs).

(b) (z1,z5) € N tal que (z1,zs) # (v,v) no es equilibrio.

Se tiene que z # v 0 =g # v. Sl &L # v, entonces tsL(v,zs) >
tsp(zL,2s), por lo que

7p(v,25) > 7L (2L, 25)
v entonces (¢, zs) no es equilibrio. De forma similar, si zg 7 v entonces
ms(zL,v) > s (2L, Ts)

y (zp,zs) no es equilibrio. O

5.2.4.2 Funciones cuadréaticas de externalidad

Si los costes de externalidad son funciones cuadraticas de la forma

Ez(q) = q2 + e;q, e; Z 07 1= A7 Bv
de la proposicién 5.1y 5.3 se deduce que existe un 1inico conjunto de asignaciones
6ptimas de Pareto y una tinica cuota de mercado 6ptima, definida en el corolario
siguiente.
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Corolario 5.2 Si Ei(q) = ¢®>+eiq, i = A, B, las cuotas de mercado dplimas
de Pareto son

(A si pa—pp< L
pr—pa+tin—tia+2enA+3A2 , .
T e SeaTen+3A) st Li<pa—pp<Tj, j=1.4n
Ag =
f si. Ty <pa—-pp<L§j=1,.,n-1
L 0 si pa—ps 2 T§

u KB:A_KA, donde
L; = th—tjA+263A+3A2—2(€A+CB+3A)fj1 i=1.,n,

T¢

pa tip —tja+2epA+3A% —2(eq +ep +3A) fj_1, 5=1,..,n.

Demostracién Como consecuencia inmediata de la proposicién 5.3 se tiene
que A4 es

. . Ajpi42enA+3A° o Aj+2epA43A? .
fJ st 225.4+9n+3/\; < f-7 < 2(ea+tep+3A) conje {0711"-;”‘}

Aj+2en A+3A2

. Aj+2eA+3A% .
. Ajt2enAt3A- .
Seatenish) St fim1 < < fjeonjed{l,..,n},

2(ea+en+3A)

expresién de la que se deduce este resultado. g

Obsérvese que
Ly <Thp <Lp <+ <T7<Lf<Tf, <---<Tf < L§ < Tg.

Ademsds, A4 y Ap son funciones continuas en (pa,pB) y por tanto también lo
serdn las funciones de beneficio.
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Sean
¥ = {(pa,ps) €R?:pa>Chpp2Ch},
R = $n{(papB) €R*: L <pa—pp <Tiq), i=1.m,
S5 = &‘fr‘\{(pA,pB)ES?Z:TJ-CSPA—PBSLﬁ},j=1,---»n—1)
S¢ = $n{(pa,pp) €eR*:pa—-pp =T},
Se = &‘s‘ﬂ{(PA,PB)EmzipA—PBSLfL}-

El conjunto de interés es

n n

[ c c

$ = U Rj U U S] )
j=1 j=0

v la funcién de beneficio para la firma 7 es

mi(pa,pe) = (pi — Ci)A; — F;, i = A, B.
Asumamos sin pérdida de generalidad y por simplicidad en la notacién, que no
cxisten costes fijos (F; = 0). En tal caso, el beneficio de las firmas viene dado
por el siguiente resultado.

Proposicién 5.21 La funcidn de beneficios

w(pa,pB) = (a(pa,pB), "B(PA,PB))

estd definida en & y viene dada por

( ((pA - Cf/{)A70) st (pA7pB) € S'rc'b
—pA+tin—tja+2enA43A°
((pa - C) (pn Hoenren o) e ‘(:p,;cpf)( S¢118%_,)
—pp+ttia—tin+2eaA+3A° - = B A fob WA
! (ps — Cj) (“ e Ten i) )) i=LL.,n
. 5S¢
((pa— C) Iy, (o5 — Clp) (A — 1) s (Papp) €55
j=1,.,n
L (0,(pe — CR)A) st (pa,pB) € S§.

Ademds, se verifican las siguientes propiedades:
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(i) 7(pa,pB) es continua en .

() Las funciones (pa,pg) |rg ¥ 7(p4,PB) IS;: son de clase C(°) en Int(R3)
e Int(S§), respectivamente.

(iii) wa(pa,pB) ]R;; y me(p4,PB) |R;; son estrictamente cdncavas respecto de
las variables py y pp, respectivamente. Las funciones 7a(pa,PB) IS; Y

75(p4,PB) Is;;‘ son funciones lineales de pa y pp, Tespectivamente, y por
tanto céncavas.

Demostracién La funcién de beneficio se obtiene reemplazando A; en
7i(pa,pB) = (i — Ci)As

por la expresién dada en el corolario 5.2. Dado que

PB —Pa+1t;B —tis +2epA + 3A2
Q(QA +éep +3A)

=f; si pa—-pp=1L;,j=1,.,n,

y

P5 Pa |l tis  t;a | 2euA 1+ 3A2
2(eqa +ep +3A)

=fj—1 i pa—pp=Tj_1,5=1,...,m,

se deduce que m;(pa,pp) es continua en §. Como w;(pa,ps) es lineal en
S5, 5 =0,1,..,n, y cuadrética RS con

%}? =—(ea+ep+3A)7' <0si (pa,pB) € R, j=1,..,n,i=A4,B,
las propiedades (ii) y (iii) se cumplen. a
Sean
LN = 3L¢—2(tjp —tja) +2(ea —ep) A,
TN = 8Tf . —2(ts —tja) +2(ca—en)A, j=1,..,m,
X° = {(pa,pB) € R*:pa >Cl,pp > Cp,pa+pp < K},

K¢ = C4+Cp+2(es+ep+A)A.
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Proposicién 5.22 (Eguilibrios parciales en x°)

(i) El conjunto de precios de equilibrio en S§Nx°, j = 1,.,n— 1, es el

segmento DS, Cs, donde

C§ =(K° - C5,Cpg),

c 1 c C "‘ c c
Cs = (5 (K°+L5) 5 (K —Lj)),

c 1 c 1 C [
D.7 = (-2— (I{c +T]—l) ,5 (-Kv *1—;—1)) ?

Di = (CY, K= Ch).
(i) En RiNX° existe equilibrio, j = 1,...,n. Ademds,
(a) Si LN < C)y — Cp < TEFN,, entonces (ﬁ%,ﬁg) es un equilibrio con

i 1
PCA7 = E[QC‘IA—FCL‘ —|—th—tjA+2(eA+QeB)A]+3A2,

~cj

1
pg = 5[0144—2023 +tjA——th+2(2€A+GB)A]+3A2.

(b) Si CYy —Cs < L;N, entonces los puntos del conjunto

Ke— LS
x”ﬂ{(p+L§~,;n) 21 Sps—z’-}

son de equilibrio, siendo
P = —2L% +tjp —tja + Cy + 2epA + 3A%
(c) 8i Cy — Cly > TN, entonces los puntos del conjunto

=17
Ke—Ts
XN {(p+Tf_1,p) :pig<p< ———-2-#}

son de equilibrio, siendo

pﬁ = —2Tj_1 + th — tjA + C:q + 2BBA + 3A2
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Demostracién Obsérvese que la funcién de beneficio w(pa,pB) €s similar
al caso lineal; la diferencia radica en determinadas constantes que no afectan
sustancialmente al desarrollo de la demostracién. Por tanto, de forma similar a
la demostracién de la proposicién 5.13 se prueba este resultado. O

Nétese que ﬁif + :5ch =K°.

Proposicién 5.23 (Eguilibrio global en x°)
(4) Si jo € {1,...,n} verifica L3 < Cy — Cp < T3, entonces (Pa,pp) =

(ﬁf",ﬁg“) constituye un equilibrio en x° y los beneficios son

_ 2
T4 (P4:PB) =Tsterrengany (Ch — Ca +tion — tipa +2 (e + 2e5) A +9A2)
_ 2
75 (Da,PB) :m (014 —Cp+tja—tip+2(2es+ep)A+ 9A2)
(i) Si Cy — Ch < LEN, entonces pg = C'y + LE y la firma B no entra en el

mercado.

(i) Si CY — Cp > TEN, entonces pp = C'y — T¢ y la firma A no entra en el
mercado.

Demostracién De forma similar al caso lineal. O

5.2.5 Ejemplos

5.2.5.1 Ejemplo 1

Se considera la red de la figura 5.10 (a) y se asumen decisiones conjuntas de

los usuarios. Las demandas son A\; = 3,y = 2,A\3 =5y Ay = 7. Los costes
marginales son

4(©) =2, Cp(s) =3, Yz € N,

los costes de externalidad unitarios son eq = 0.2, eg = 0.3, y los costes fijos
F4 = Fp = 0. Las distancias entre nodos se indican en la figura y se considera
que t('vky 'Uj) = t(é‘”k"’j) = 5”k”y"

Se presenta en primer lugar un escenario en el que la funcién de beneficio no
es cuasicéncava. La firma A est4 situada en el nodo v; y la firma B en un punto
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(a) (b)

Figura 5.10: Red con 4 nodos

intermedio, que no es un nodo, entre los nodos vz y v2. Puede comprobarse que
t;p — tja viene dado por

tig —tia
5
-3
3.5
)

NGJURE I AN

Entonces, Ay < Ag < Az < A;. Se considera la siguiente permutacién en la
denominacién de los nodos: 1 — 1,3 — 2,2 — 3,4 — 4. De esta forma, se tiene
que

Ay < Az <Ay < Ay,

La figura 5.10 (b) representa la nueva situacién. Entonces, puede comprobarse
que

L J [tie—tia X\ i L; T;
0 — — 0 - 15.2
1 5 3 3 12.2 10.7
2 3.5 5 8 5.7 -0.8
3 -3 2 10 —2.8 —4.8
4 -5 7 17 —-11.8 —
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¥, como se indic6 con anterioridad, que
To>Li>T > Ly>Ty > Ly > T3> Ly.
Sea pp = 5 y los puntos

147 € [Lo+5,Ty +5],
16.7 € [T1+5,L1+5],

17 ¢ [T1+5,L1+5],

pertenecientes a las regiones Rp,.S; y 8, respectivamente. Como

pa | malpa,pB)

14.7 50.8
16.7 44.1
17 45

se sigue que 16.7 = A(14.7) + (1 — A)17 con A = % y
m4(16.7,5) = 44.1 < min {50.8,45} .

Por tanto, 74(pa,pB) no es cuasicéncava respecto de p4.

La figura 5.11 muestra la funcién 74(p4, pp) para diferentes valores de pp.

Como puede observarse, toma valores no nulos entre C’y y K — pg, siendo
K =22.

Las regiones R; y S;, y los equilibrios parciales se muestran en la figura 5.12
v en la tabla 5.3, respectivamente. Las coordenadas de los puntos C; y D; se
indican en la tabla 5.4.

Puede comprobarse que P§ = (ﬁ%,ﬁ%) es un equilibrio global en x. Para
ello, basta verificar que fijado p%, el precio de mejor respuesta de la firma B
en las regiones Ry y Sy provoca un beneficio para dicha firma no superior al
beneficio que obtiene en R3. De forma andloga, el precio de mejor respuesta
de la firma A en las regiones S3 y R4 provoca un beneficio para esta firma no
superior al beneficio que obtiene en Rj3. Estos datos se muestran en la tabla 5.3.
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ﬂA(pA’pB)

87.87

75.317
62.765
S8.242
37.659
25,106

12.553

2.1812 4.3624 6.5436 B.7248 18.996 13.987 15.268 D
a

Figura 5.11: Beneficio de la firma A para diferentes valores de pp

[l Region [ Equilibrio "

M DsCy

Ry Dy

S3 D4C3

Rs P = (p%,P%) = (10.4,11.6)
Sz Dy

R, Cy

5 DyCy

R, Gy

So D1Cy

‘abla 5.3: Equilibrios parciales en cada regién
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pe A4

Ds=(2,20)

11.8="14

4.8=-Ta

2.8=-L3
0.8=-T2

-5.7=L2

-10.7=-Th
“12.2=-1,

-15.2=-To

Figura 5.12: Regiones consideradas en el ejemplo

j Cj Dj

0 (19,3) -

1 (17.1,4.9) (18.6,3.4)
2 | (13.85,8.15)  (16.35,5.65)
3 (9.6,12.4) (10.6,11.4)
4 (5.1,16.9) (8.6,13.4)
5 — (2,20)

Tabla 5.4: Coordenadas de los puntos C; y D;
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[ Fijo reaccién [R, S; R Ss Ry |
7 s 17 112 5, - -
B 153 738 73.96 — -
Py pa - - 4 88 68
Ta — 7056 68 48

Tabla 5.5: Precio de mejor respuesta y beneficio asociado en cada regién

Las funciones de beneficio son

7 4(pa,pB) |R; = (Pa—2) (P —pa+1ijp —tja+102),

wg(pa,p8) |r; = (B —3) (P4 —PB +tj4 —t;B+6.8),
7a(pa,pB)|s; = (pa—2)f5,

75(pa,pB) |s; = (e —3) (17— f3),

v las funciones de mejor respuesta en R; son

; 1 tig—t;a+12.2
Pps) = ipp+HETlATIE2
; 1 tia—1t:p+98

rhpa) = spala=lm 208

Procediendo de forma similar a como se ha hecho con P§, puede comprobarse
que D4 es también un equilibrio global. Por tanto, este ejemplo muestra
una situacién en la que el equilibrio global no es vinico. En realidad, puede
comprobarse que el conjunto de equilibrios globales es

{DaHy, P5, 03}
donde H; = (9.5,12.5) y Hp = (10.61,11.39).

Dado que el equilibrio global es mmiltiple, descartaremos aquellas estrategias
dominadas. Los beneficios correspondientes aparecen en la tabla 5.6. El
beneficio agregado de denota por I =74 +7p.

Puede comprobarse que para p4 € [8.6, Y.U6) se tiene que

7TA(P3€) > WA(PA»22—PA)a

np(Ps) > mp(Pa,22-pa),
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ma{pa,pB) | 7B(pa,pr) | mazll

[8.6,9.5)
104
[10.61,13.85]

10ps —20 | 133—7ps | 1415
70.56 73.96 | 144.52
8pa—16 | 171 -9p4 | 144.39

Tabla 5.6: Beneficios asociados a los equilibrios globales

por lo que los puntos anteriores est4n dominados por P¢. De forma similar, para
pa € (10.78,10.82) se tiene que

TA(P5) > 7a(pa,22—pa)

me(Ps) > 7p(pa,22—pa),

con lo que estos puntos estdn dominadns par P§. En definitiva, las estrategias
no dominadas son

Py,
{(pAva) ‘pa € [906v95] yPB = 22 _pA}7

{(pa,pB) : p4 € [10.61,10.78 U [10.82,13.85], pp = 22 — p4}.

Obsérvese que Py es la estrategia no dominada con mayor beneficio agregado.
En realidad es el equilibrio global con mayor beneficio agregado.

Finalmente, para el estudio del equilibrio en la primera etapa del juego
consideremos el drbol T' que aparece al eliminar el vértice v; y las aristas
incidentes en v; de la red de la figura 5.10(a). La figura 5.13 representa la
nueva situacidu. El resto de lus datos del problema se consideran iguales salvo
los costes marginales, teniendo en cuenta que ahora A = 14.

Dado vj, = vy, se tiene que v, =4.5 y

V(”J’mvﬁ) = {U3’v4}1 )‘(V(vjmvz)) =12,

V(”jmvfi) {v2,v4}, ’\(V(Ujmvii)) =9.

1l
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Figura 5.13: Arbol con Ay =2,A3 =5,A4 =7

Entonces n;) =9y
Vjo T 2(ea +2ep)A —6(ea +ep)n;, = 0.1,

—Yjo Tt 2(ea +2ep)A —6(ca | ¢p) (A '17]-0) =2.0.
Por tanto, para valores de C’ y Cp tales que
-01<C) - C;h <29,

se tiene que (Z4,Zp) = (v4,v4) es un equilibrio de Nash para la primera etapa
del juego y v4 es una 1-mediana del 4rbol (proposicién 5.18). En particular, si
(7:1 = (% = 1 10s precins de equilibrin son pa = 8.47, pp = 7.53, y los beneficios
asociados son

TA (EA7 Zg, ﬁA:ﬁB) = 55.75,

B (EAaa—:B)ﬁA)ﬁB) = 42.68.

5.2.5.2 Ejemplo 2

El siguiente ejemplo muestra una situacién en la que una mediana no es un
equilibrio de Nash. Consideremos el drbol T' de la figura 5.14. Los costes
marginales son

Ci(z) =10, Cx(z) =5, vz €T,

Figura 5.14: Arbolcon Ay =X =A3 =2 =3
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los costes de externalidad unitarios son e4 = 0.2, eg = 0.3, y los costes fijos
F4 = Fp = 0. Las distancias entre nodos se indican en la figura y se considera
que t('l)k, 'Uj) = t(‘svkvj) = 5'ukvj-

Como puede observarse, v y v3 son medianas. Ademds, si jo = 3, entonces

’anzﬁy

Vja .
G(EA + 63)

rof >

A

Si @y = @p = v3, se tendria lo siguiente. Como tip —tja = 0, Vj, ¢l problema
se reduce al caso n =1, y dado que

—2(2e4 t+ep)A < Cy — O < 2(es + 2ep)A,
entonces

w4 (v3,v3) = 2240,

g (v3,v3) = 52.80.
Si ahora la firma A se sitiia en v y la firma B en v3, agregando los nodos resulta
la arista [vg, v3). Reordenando los nodos de forma que 4, = v3 v ug = v, se

tiene que Ag < Ay y

LV =42,
T =22.2,
LY <Cy-Cp <1y

Entonces,

TA (’l)g, 1)3) = 32.87,

7'!‘3(1)2,'03) = 3927,

esto es, la firma A mejorarfa moviéndose a vg, por lo que (v3,v3) no seria
equilibrio de Nash.
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5.3 Equilibrio localizacién-precio con asignacion
de Nash

Cuando los usuarios toman sus decisiones de forma individual aparece el
equilibrio de Nash en las asignaciones. En esta seccién se estudia en primer
lugar el equilibrio de Nash en las asignaciones para localizaciones y precios
fijados. En segundo lugar se analiza el equilibrio en precios para localizaciones
dadas, conocido el comportamiento posterior de las asignaciones. Finalmente,

se investiga el equilibrio en localizaciones dado el comportamiento posterior de
los precios.

5.3.1 Equilibrio de Nash en asignaciones

En esta ocasién, el usuario & minimiza su coste dado por

Cre(Aa) = Aea(@a +ta + Ea(A4)) + (M — Aea) (@B + tez + Ep(A — Aa)).

Se trata, por tanto, de obtener A4 que sea solucién de los siguientes n problemas:
min Cx(A4) sujoto a 0 < Aga < Mg
El vector Ag = (/—\1 Ay eeny :\nA) es un equilibrio de Nash en asignaciones si

Cr(ha) = OSz{E/i\HSAk Cr(P 14y s A4y o) S‘nA)7 k=1,..,mn.

Proposicién 5.24 Si E;, i = A, B, son funciones positivas, estrictamente
crecientes y convezas, entonces:

(i) Fijados Aja, Vi # k, la funcidn Cr(Ma) es estrictamente conveza respecto
de Aga, k=1,..,n.

(ii) Fijados A;ja, Vi # k, el problema

Tian(AA) sujeto a 0 < Aga < A
kA

tiene una Unica solucion dptima vy el dptimo es global.

(iit) Fijadas las localizaciones y los precios, £ 4,TB,pa, DB, existe equilibrio de
Nash en asignaciones.
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Demostracién

(i) Fijados Aja, Vj # k, el coste Ci()4) puede escribirse como

F(Axa)

Mea(Pa+tra+ Ea(Ag))

+(Ak ~ Aka)(pB ttee + EB(A — Ay))

I

F(Ara) + G(Apa) + H(Mpa),

donde F' es una funcién lineal, G(Aga) = MeaEa(An) y H(Apa) =
(A — Aka)EB(A —Ay). Puesto que E4 y Ep son positivas, estrictamente
crecientes y convexas, aplicando el lema 5.1 y considerando que la suma de
una funcién lineal y una funcién estrictamente convexa es estrictamente
convexa, resulta la convexidad estricta de f(Ara).

(i) Resulta de considerar que la funcién objetivo es continua y estrictamente
convexa, y el conjunto factible es compacto y convexo.

(iii) Resulta de aplicar la proposicién 2.1. ]

Si los costes de externalidad son funciones lineales de la forma E;(q) =
ey, con e; > 0, i = A, B, entonces

Cr(Aa) = Mea(pa +tia +eala) + (A — Mea) (B + tis + ep(A — Aa)).

Proposicién 5.25 Dadas localizaciones y precios, si
Ei(q) = eiq, e; >0, i=A,B,

entonces existe equilibrio de Nash en asignaciones y es 1Unico.

Demostracién La existencia se tiene como caso particular de la proposicién
5.24. Ademds,

82C, ~ 2(ea+ep) si j=k
Onadia | epten stk
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y
2 1 1
1 2 1
H:(6A+CB) .
1 1 2
Entonces,
2 1 1
1 2 1

H+H® =2(ea+eB)
11 ... 2
es definida positiva y aplicando la proposicién 2.2 se deduce la unicidad del
equilibrio. g

Nétese que las cuotas de mercado en equilibrio son dnicas cuando los costes
de externalidad son lineales. Esto es debido a que las asignaciones de Nash son
también 1inicas.

Proposicién 5.26 Dadas localizaciones y precios, sean
Ei(q) = eq, e >0,i=A4,B,

1
= — A4+ A A
F e les(A + ) + Akl

Gy = A+ XM+ Fr,k=1,..,n
Entonces:
(i) Ma=0, k=1,...,n, es un equilibrio de Nash y Aa =0, sii
Fi>0, k=1,..,n.
(i) Moa =M, k=1,...,n, es un equilibrio de Nash y Ag = A, sii
G <0, k=1,..,n.

(iii) Si ewisten k1, ko € {1,...,n} tales que Fy, < 0y G, > 0, entonces ezistird
je{l,..,n} tal que

fici <Aa<fj, Ra#0, As#A
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Ademds:

(a) Si existe una ordenacion de los nodos tal que
—Fs < f] < ”')‘T_F'r) e {17"'7j}7 s € {j+11“'7n}7
entonces
_ A st k=1,..,7
Ao =
0 st k=j+1,.,n
es un equilibrio de Nash y Aa = f;.

(b) Si eziste una ordenacidn de los nodos tal que

_Fs < f'j__‘_1 — E’

con 0 < —iL;'E'- < Aj, entonces

Ak si k=1,.,j-1
Mea=< L=t 5 k=
0 st k=j3+1,.,n

es un equilibrio de Nash y Ay = 1‘1’—‘211—1

Demostracién Las condiciones de KKT del problema

min Cx(A4) sujetoa 0 < Agg < Ay,

son

m
Aa+ D Mja+ Fro+ e 20,
j=1

(Aka+ Zl Aja+ Fy+ pp)dea =0,
J:

.“k,()\k - )\IcA) =0,
/-‘k 2 O)

0 < Apa < A

S=A = Fp,r€{L,..,j— 1}, s€{j+1,..

235
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Un equilibrio de Nash debe cumplir simult4neamente las condiciones de KKT
para k =1,...,n. Entonces:

(i) Sea dgg = 0, k = 1,...,n, un equilibrio de Nash. Entonces, de las
condiciones de KKT se deduce que g3, = 0y Fi, > 0,VEk. Reciprocamente, si
Fr. > 0, Vk, haciendo Aga =0, iy, = 0, Vk, se satisfacen simultdneamente
las condiciones de optimalidad de KKT para los n problemas. Ademds,

Ay = Z;j\kA =0.

(i) Sea Aga = M, £ = 1,..,n, un equilibrio de Nash. Entonces, de las
condiciones de KKT se deduce que p;, = —Gy > 0,Vk. Reciprocamente,
si Gy < 0, Vk, haciendo Aga = Mg, pp = —Gi, VE, se satisfacen
simulténeamente las condiciones de KKT para todo k. Ademds,

5\ch =A.

=

As=

x~
1

1

(iii) Si existen ki, ks € {1,...,n} tales que Fj,, < 0y (), > 0, entonces de (i)
y (i) se deduce que 3 j € {1,...,n} tal que

fi-1<Aa<f;, Ba#0, Aa#A
(a) Si existe una ordenacién de los nodos tal que
—F, < f; <=M —-F,re{l,.,j},se{i+1,.,n},
entonces
Aea = Ay fp == + fj + Fr) r=1,..,J
Asa=0, p, =0 s=j+1,.,n

satisfacen las condiciones de KKT para k = 1,...,n. En este caso
_ j
Ba=>"A=fj

(b) Si existe una ordenaci6én de los nodos tal que

fj—1—F

<L <N —Fyre{li-1}, se{i+L,n},
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con 0 < —L’%& < Aj, entonces

Ara = Ay plp = —(Ae + Fr + L _12—F~)’ r=1.,j-1

=0

L —F  \LF:
Na=L=20 g = LB,

j
Asa=0, p,=0,s=43+1,..,n
satisfacen las condiciones de KKT para k = 1, ...,n. En este caso

fi-1+F; _ fi-1— Fj
> .

Ag=fi_1— >

O

Proposicién 5.27 Sean E;(q) = e;q,¢; > 0, i = A, B, y la red N(V,E)
con Ng = Ak — 1,..,n. Seun udemds wg,wp, loculizaciones dadus Lales que
tkp —tka =tBa, k=1,...,n. 8i ps,pp, satisfacen

—tpa— (n+1)epA <pp—pa < —tpa+ (n+ ea),

entonces las expresiones

1
m(("+1)38)\+173 —pa+ipa), k=1,.,n,

Aea =g =
son un equilibrio de Nash y Ag = nhy4.
Demostracién El sistema
n
Aca + Z)\jA =—Fy, k=1,..,n,
j=1 -
es compatible determinado con solucién Mga, k = 1,...,n. Ademés, si
—tpa— (n+1)egd <pp—pa < —tpa+(n+1)eal,

se cumple que 0 < Aga < Mg, k = 1,..,n, por lo que estas asignaciones
satisfacen las condiciones de KKT del problema, que aparecen en la
demostracién de la proposicién 5.26, tomando y, =0, k=1,...,n. O

Nétese que la condicién
kB —tka =tpa, k=1,..,m,

se cumple para T4 = g, en cuyo caso tgq = 0. También se cumple esta
condicién cuando la red tiene un 1inico nodo con demanda no nula. Obsérvese
que bajo las hipétesis de la proposicién anterior, la cantidad asignada a la firma
A desde cada punto de demanda es la misma. Adems4s, la asignacién del nodo
de demanda k a la firma B es Ayg = A — Apa, k=1,...,7n.
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5.3.2 Equilibrio en precios

Sea la ted N(V,E) con Ay = A, k = 1,...,n. Sean z4,Zp, localizaciones dadas
tales que tgp —tra = tpa, k= 1,...,n. Supongamos que

—tpa — (n+1)epA < pp —pa < —tpa+ (n+ 1)eal.
La funcién de beneficio para la empresa i se puede expresar de la siguiente forma
mi(pa,pB) = (ps — Ci)Ai — Fi, i = A, B,

y sustituyendo la cuota de mercado en equilibrio se tiene que

- _ _
ma(pa,PB) = (n+1)(ea+es) (pa—CL)((n+1)epA+pp —pa+tpa) — Fa.

El beneficio de B se obtiene sin mds que permutar los subindices.

Proposicién 5.28 Sean Ei(q) = eiq, e; > 0, i = A, B, y la red N(V,E)
con A, = A\, k = 1,...,n. Sean ademds z4,%p, localizaciones dadas tales que
tkp — tkA = tBA: k= l,...,TL, y

< < 1
AkA =g = (n+1)egA+pp—pa+tpa), k=1,..,n
B)

n+1)(ea+e

Entonces, el dnico equilibrio de Nash en precios es
(a,Cp) si C4—-Cp<L

(Pa,P) =4 W%p%) si L<LCL-Ch<U

(C4,p8) st C4,—-Cy>TU,
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donde
1
Yy = g[20;‘+ng+153A+(n+1)(eA+2eB)/\],
* 1
Pp = —3~[CA+2CIB—tBA+(n+1)(23A+eB))‘},
- 1. . /
Pa = 3 [Ca+Cs+ipa+ (n+1)ep)],
. 1
PB = §[C:4+O‘IB_tBA+(n+1)6A)‘]7
L = tpa—(n+1)(2es+ep)A,

U = tBA+(n+1)(eA +263)>\.

Demostracién El beneficio 7;(p4,pp) es una funcién de clase C? y
estrictamente céncava respecto de p; ya que

627l'.i —271,
= <0,i1=A,B,
o7  (ntDeates)

con p; en el conjunto compacto y convexo [C! k], donde h es un valor
suficientemente grande. La matriz Hessiana H(s) cumple

H(s) + HY(s) =( e e )

Cc

donde ¢ = WTI)(Q:—He—n) Esta matriz es definida negativa®. Aplicando la

proposicién 2.2 se deduce que existe un 1inico equilibrio de Nash. El par (54, 5r)
satisface simultdneamente las condiciones de KKT de los problemas

,max 74 (pa,PB)

pinzagh mp(P4,PB)

41os menores principales son Hy = —2¢ < 0, Ha = 3¢2 > 0
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dadas por las ecuaciones siguientes:
-;—((n-';- )epA — 2pa +pB +C:4+tBA) +A=0,

£((n+1)ear—2pp +pa+Cp—tpa) + =0,

A(pa—Cy) =0,
p(ps —Cg) =0,
pa 2 Oy,
pB 2 Cpg,
Ap>0.

Basta considerar

A=0, p=nc[2(Cy —pg)+p4—Pal) si Ch—-Cp<L
A=0,p=0 si L<ClL--Ch<U
A=nc[2(Cy —p4) +pp ~ D8], p=0 si Cy-Cp>U

expresiones que son > 0. Entonces, se deduce que (p4,Pp) son los precios de

equilibrio. ad

Puede comprobarse que cuando L < C) — Cp < U, se tiene que
—tpa— (n+1ep) < ph — pi < —tpa+ (n+ eal,

y entonces Aga, k = 1,...,n, es un equilibrio de Nash en asignaciones. En el
rosto del epigrafe supondremos que se cumple la condicién L < O — O < 1T

5.3.3 Equilibrio en localizacién para n =1

Supongamos que la red N(V, E) tiene un tinico nodo con demanda no nula v,
(y quizés otros con demanda nula) y denotemos tga(z4,28) = t1(zp) —t1(z4a)-
Supongamos ademds que

L($A7$B) < C‘IA - OIB < U(QJA,Q?B), Vz 4,25 € N1
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donde

L((EA,.’EB) = tBA("BA) ZUB) -2 (2€A + CB) A

U(za,zp) = tBA(xA,-TB) +2(ea +2eg) A

Bajo la condicién anterior el precio de equilibrio es (p%,PE)- Sustituyendo
PB — PA por

Py — P =

[

[Ch — OA — 2tpa(ma, mp) +2(e4 — ep) A
en la expresién 74 (x4, zB) se obtiene

[Cs — Ch +tpa(Ta,@B) +2(ea + 2e5) A°
18(6_4 + CB)

WA(ZA):EB) = FA.

La expresién para B se obtiene intercambiando los subfndices. Obsérvese que
tanto las expresiones del beneficio como los precios de equilibrio son los mismos
que para la asignacién de Pareto estudiada con anterioridad. Esto es debido
a que sélo existe un nodo con demanda no nula y que entonces la asignacién
de Pareto coincide con la asignacion de Nash. Como se probo en la seccién
5.2.2.2, bajo la condicién 5.1 y costes de externalidad lineales el vinico equilibrio
en localizaciones es (T4,Zp) = (v1,v1).



Capitulo 6

Conclusiones y posibles
extensiones

En esta memoria se hace una revisién de los problemas de competencia espacial
y una extensién de determinados juegos espaciales en redes, que son aquellos
problemas de competencia espacial en los cuales un determinado nimero de
cmpresas pretenden instalarse sobre una red de trauspoite, doude nu existen
atin competidores, y servir la demanda de un determinado producto, la cual se
localiza en los nodos de la red.

Los supuestos comuncs a todos los modclos analizados en esta memoria son
los siguientes:

(i)

(i)

(iii)

Las firmas, maximizadoras del beneficio, se localizan en la red en una
primera etapa y con posterioridad deciden el precio del producto o la
produccién en una segunda ctapa. Este supuesto es necesario para poder
modelar el comportamiento estratégico de las empresas como un juego en
dos etapas.

El coste marginal no depende de la cantidad total producida. Este
supuesto, que es bastante restrictivo, se emplea en los capitulos 3 y 4
para desagregar el problema original en n suhprahlemas, 1na para cada
mercado separado espacialmente. Por otro lado, se trata de una condicién
asumida frecuentemente en la literatura sobre juegos espaciales.

Fl coste de transporte es una funcién positiva, creciente y céncava de
la distancia recorrida. Esta suposici6n es utilizada para probar que
las funciones de beneficio son convexas y, por tanto, que si el objetivo
es la maximizacién de beneficio, cada firma se localiza en un nodo
independientemente de las ubicaciones del resto de las firmas. Este
resultado es importante porque reduce la biisqueda del equilibrio en la

243
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primera etapa a los nodos de la red, garantizando que si existe equilibrio,
entonces existe uno en un conjunto de nodos de la red.

Otros supuestos que dan lugar a diferentes escenarios son los siguientes:

(iv)
¥)

(vii)

(viit)

()

La estructura del mercado corresponde a un duopolio o un oligopolio.

La demanda es eldstica o totalmente ineldstica al precio. La funcién
inversa de demanda en cada mercado es una funcién decreciente de la
cantidad servida. Siempre que no ha sido posible obtener resultados para
funciones m4s generales se ha particularizado para demandas constantes
o funciones de demanda lineales.

Las empresas compiten en la segunda etapa decidiendo el precio que fijardn
o la cantidad que proveerdn en cada mercado. Este supuesto da lugar a
dos tipos de competencia, via precios o competencia a la Bertrand, y via
cantidades o competencia a la Cournot.

Las empresas establecen diferentes conjeturas respecto al modo en el cual
reaccionardn sus competidoras en la segunda etapa. En esta memoria se
analizan y comparan tres tipos de conjeturas. El supuesto mds comiin en
la literatura es la conjetura nula, segin el cual cada empresa asume que
sus competidoras no reaccionardn a cambios en su precio o produccién.
Este supuesto se corresponde con el equilibrio de Nash. Otro supuesto
es el del lider-seguidor, segiin el cual una empresa es lider y adelanta la
reaccién de las seguidoras. Este supuesto corresponde al equilibrio de
Stackelberg. Finalmente, todas las firmas pueden adoptar conjeturas no
nulas y adelantar las reacciones de sus competidoras.

Pueden existir externalidades negativas. Bajo este supuesto, la decisién
de cada usuario influye en el resto. Se estudian dos casos diferentes, en el
primero el objetivo es la minimizacién del coste agregado y en el segundo
el objetivo es la minimizacién del coste individual.

Se consideran dos politicas de precios. En los problemas sin externalidad
las empresas fijan el precio en destino (discriminacién espacial de precios),
mientras que en los problemas con externalidad las empresas fijan el precio
en origen. Cuando las firmas fijan precio en destino, los mercados deben
estar separados espacialmente para evitar que algin consumidor pueda
adquirir el producto en un punto de demanda diferente a aquel en el que
se encuentra, o incluso comprar en un punto de demanda para vender
en otro obteniendo beneficios. Un ejemplo de este tipo de mercados
separados espacialmente se encuentra en el comercio internacional con
grandes micleos urbanos conectados por vias répidas de comunicacién.
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Bajo estos supuestos se estudia la existencia y unicidad del equilibrio
localizacién-cantidad o localizacién-precio, y se comparan los resultados
obtenidos para los diferentes escenarios. Como resultado de cardcter general,
puede decirse que la solucién es bastante sensible a los siguientes supuestos: el
tipo de competencia, la elasticidad de la demanda, el mimero de competidores
y la presencia de externalidad.

A continuacién, se detallan por capitulos algunos de los resultados obtenidos.

Capitulo 3. Juego espacial duopolistico

Se han presentado diferentes escenarios, probéndose la existencia de equilibrio en
la segunda etapa bajo determinadas condiciones y localizaciones fijas. Respecto
a la primera etapa, se ha probado que el beneficio es una funcién convexa a
lo largo de emalquier arista de la red cuando el coste de trausporle es una
funcién céncava de la distancia. Por tanto, si existe equilibrio, entonces existe
un equilibrio en los nodos de la red. Cuando la demanda es totalmente ineldstica
al precio se prueba, ademss, la existencia de equilibrio en Ja primera etapa.

Analicemos en primer lugar el supuesto de demanda totalmente ineldstica
al precio. En este caso, la competencia se produce necesariamente via precios.
Como se ha comprobado, el precio competitivo en un determinado mercado
coincide con el mayor coste en destino, siendo la firma con menor coste la que
captura toda la demanda de dicho mercado. Las localizaciones de equilibrio son
aquellas que minimizan el coste de proveer la totalidad de los mercados, por lo
que se trata de un Sptimo de Pareto para el probleiua de reduccion de costes en
destino, ademds de una solucién deseable socialmente al maximizar el beneficio
de las empresas al mismo tiempo que se reduce la cantidad total pagada por
los consumidores. Un resultado similar a este se obtiene también en el caso de
demanda lineal.

La introduccién de elasticidad-precio al considerar funciones de demanda
lineales, da lugar a dos posibles tipos de competencia, via cantidades y via
precios. Se han comparado los resultados obtenidos en la segunda etapa,
para los diferentes escenarios estudiados, presentando bajo la condicién ax >
{3ch — 2¢5, 3¢k — 2ch ), k =1,...,n, una clasificacién de los mismos en funcién
del precio alcanzado, obteuiéuduse lus siguientes conclusiones. Consideremos
en primer lugar la competencia en cantidades. En este caso, existe un vinico
equilibrio de Nash en la segunda etapa tanto con conjeturas de Stackelberg
como con conjeturas no nulas. Las cantidades suministradas en cada mereada
asumiendo conjeturas no nulas son un 50% superiores que las que se obtienen
con conjeturas nulas. En el supuesto de Stackelberg la produccién del lider es el
doble de la del seguidor. Las conjeturas no nulas originan la competencia m4s
agresiva respecto a la reduccién del precio, seguida del supuesto de Stackelberg,
mientras que el precio mayor se produce bajo conjeturas nulas. En segundo
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lugar se analiza la competencia en precios. En esta ocasién, a diferencia del
caso anterior, se produce un reparto de los mercados, esto es, cada mercado es
servido por una inica empresa, la de menor coste en destino, fijando en dicho
mercado el precio de monopolio siempre que éste sea inferior al coste en destino
de su competidora. La colusién en precios reduce la cantidad servida y eleva los
precios, lo cual es un resultado ya conocido para otros modelos.

Para comparar ambos tipos de competencia cuando la demanda es lineal,
cantidad frente a precio, se ha comprobado la siguiente relacién entre los precios
en un determinado mercado k para los diferentes escenarios analizados,

k k k k k
pconj. no nula < pcompetitivo < PStack. < pconj. nula < Peolusivo

y dado que la demanda es una funcién decreciente del precio, con la
cantidad suministrada se tiene la relacién inversa. Como puede observarse, la
competencia mas agresiva, en cuanto a reduccién de precio se refiere, se produce
compitiendo en cantidad bajo el supuesto de conjetura no nula, mientras que el
precio més elevado se obtiene cuando existe colusi6n.

Capitulo 4. Juego espacial oligopolistico

El mimero de empresas competidaras es wn factor importante en los problemas
de competencia espacial, hasta tal punto que un mismo problema puede tener
equilibrio para un determinado mimero de firmas y no existir equilibrio para
otro.

En primer lugar se considera el escenario en el que los precios estdn fijados
y coinciden entre empresas. En este caso, la principal diferencia radica en la
cuota de mercado. En el oligopolio las firmas pueden tener cuotas de mercado
diferentes, mientras que en el duopolio las cuotas de mercado de ambas firmas
coinciden. Ademads, la existencia de equilibrio en localizacién depende del
mimero de empresas, de la naturaleza del problema, ya sea discreto o continuo,
y del tipo de red. Ni siquiera en &rboles puede asegurarse la existencia de

equilibrio, como ocurre con el problema de Hotelling con tres empresas y precios
dados.

Consideremos ahora que los precios son variables. Algunos de los resultados
de equilibrio localizacién-cantidad obtenidos por Sarkar, Gupta y Pal (1997) han
sido extendidos considerando funciones de demanda que cumplen una condicién
més general que la impuesta por los autores citados y que incluye el tipo de
funciones utilizadas por éstos. Esta condicion consiste en la concavidad estricta
de las funciones de ingreso de las firmas que, dado que los costes marginales
de produccién se han considerado independientes de la cantidad, implica la
concavidad estricta de las funciones de beneficio. Para este tipo de funciones,
se prueba la existencia y unicidad del equilibrio de Nash en cantidades para
la segunda etapa cuando las localizaciones estén fijas. Ademds, bajo ciertas
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condiciones, si existe equilibrio y el coste de transporte es una funcién céncava
de la distancia, entonces existe un equilibrio en los nodos de la red. En el
caso particular en el que la demanda es lineal, existe un equilibrio de Nash
subjuego perfecto en los nodos de la red y la solucién puede obtenerse mediante
un algoritmo de orden O(n™*!).

Cuando la competencia se realiza en precios, no existen diferencias
significativas en relacién al mimero de empresas. De hecho, cuando compiten
mds de dos empresas, el problema en cada mercado se reduce al andlisis del
equilibrio entre las dos empresas con menor coste en destino. Esto no sucede
con la competencia en cantidades, donde €l precio en un determinado mercado
depende de los costes en destino de todas las firmas. En la competencia via
precios, cada firma captura aquellos mercados en los que tiene el menor coste
en destino entre todas las firmas competidoras, fijando en dichos mercados el
precio de monopolio siempre que ésle sea inferior al segundo menor coste en
destino.

Cuando la competencia es en precios y la demanda es totalmente ineldstica,
existe equilibrio en un conjunto de nodos de la red. Ademsds, dichas
localizaciones minimizan el coste social, que es el coste minimo de cubrir toda
la demanda si las firmas actdan de forma cooperativa en la primera etapa.
Se propone un algoritmo de orden O(n™+1) para obtener las localizaciones de
equilibrio, basado en un resultado que asegura la inexistencia de ciclos en los
procesos en los que las firma deciden alternativamente su mejor ubicacién en los
nodos de la red, dada la ubicacién del resto de las firmas.

Finalmente, dada una situacién de equilibrio, la entrada de una nueva
empresa afecta al precio de equilibrio de todos los mercados cuando la
competencia se produce via cantidades, mientras que si la competencia se realiza
via precios, tinicamente afecta a aquellos mercados en los que su coste en destino
es uno de los dos menores.

Capitulo 5. Juego espacial duopolistico con externalidades

Se consideran externalidades negativas y dos escenarios distintos. En el primero,
un agente regulador Ileva a cabo las asignaciones con el fin de minimizar el coste
agregado de todos los consumidores y ohtener asf un éptimo de Pareto. En el
segundo, los consumidores toman sus decisiones individualmente para obtener
un equilibrio de Nash. En el primero de estos escenarios, la externalidad se

internaliza al agregar los costes y, de esta forma, se evita la ineficiencia social
del segundo escenario.

En el primer escenario se prueba la existencia de una tinica asignacién éptima
de Pareto cuando el coste de externalidad es una funcién positiva, estrictamente
creciente y convexa. Ademds, se estudia el equilibrio localizacién-precio en el
caso particular de externalidades lineales. En la segunda etapa, las funciones
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de beneficio est4n definidas sobre ciertos conjuntos, en los cuales se estudian los
equilibrios parciales. Posteriormente, esta informacién se utiliza para deducir
algunos resultados sobre el equilibrio global en precios. En la primera etapa y
bajo ciertas condiciones, como que la red sea un drbol y que el coste de transporte
sea una funcién lineal de la distancia, entre otras, se prueba que el equilibrio,
si existe, se localiza en los nodos de la red. Cuando el coste de externalidad es
una funcién cuadrética puede seguirse un desarrollo similar al caso lineal y no
existen diferencias significativas en los resultados que se obtienen.

En el segundo escenario, se prueba la existencia de un equilibrio de Nash
en asignaciones cuando el coste de externalidad es uua funcién positiva,
estrictamente creciente y convexa. En el caso particular en el que los costes de
externalidad son lineales, se prueba la unicidad de esta solucién y se estudia el
equilibrio localizacién-precio. Bajo ciertas condiciones existe un inico equilibrio
de Nash en precios.

Posibles extensiones

El estudio realizado podria extenderse a funciones de demanda y costes de
externalidad més generales, como por ejemplo lineales a trozos, que dieran lugar
a funciones de beneficios cuasicéncavas o de otro tipo que permitan asegurar
la existencia de equilibrio en la segunda etapa. Algunas de estas condiciones
diferentes a la cuasiconcavidad pueden encontrarse en Nishimura y Friedman
(1981), aunque la verificacién de las mismas asf como la obtencién de las
expresioues del equilibrio en la segunda etapa sucle sor laboriosa y no exenta
de dificultad. Ello puede hacer més compleja la obtencién de resultados para la
primera etapa del juego.

En los capitulos 3 y 4 se consideran demandas insensibles al precio
(totalmente inelésticas) y curvas de demanda lineales. Se asumen demandas
lineales por simplicidad y por la necesidad de obtener resultados para cada
etapa. Un tipo de demanda més general es la siguiente,

<
p(q):{a_ch siOSqS(%)“
0 en otro caso

donde @ es un ntmero teal no negativo y b,c € R — {0}, de forma que se
satisfagan las condiciones de demanda, es decir, que sea decreciente, esto es
%{’3 = -beq®1 £ 0, y convexa, es decir g—z-? = —be(e —1)g°~2 > 0. De la primera
condicién se deduce (i) bc > 0, es decir, b y ¢ deben tener el mismo signo, y
de la segunda se concluye (#) be(c — 1) < 0. De las condiciones (3) y (i) de
deduce que ¢ < 1. Como caso particular aparecen la demanda lineal (¢ =1) y la
demanda de elasticidad constante ¢ (a = 0y ¢ < 0), que incluye a la hipérbola
equildtera como caso particular (a =0, b= —-1yc=-1).
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En ¢l capftulo 5, por simplicidad, se asumen costes de externalidad lincales y
cuadréticos, aunque seria interesante estudiar funciones de espera como ha hecho
Brandeau y Chiu (1994a, 1994b), quienes consideran servicios con capacidades
y funciones de externalidad convexas, crecientes y tendiendo a infinito cuando la
utilizacién del servicio se aproxima a su capacidad. Sin embargo, estos autores
asumen que los precios no intervienen en el proceso de decisién y la introduccién
de este tipo de funciones mds realistas puede hacer intratable el juego en dos
etapas que considera decisiones en precios en la segunda. Por otra parte, la
demanda, es totalmente ineldstica al precio y una primera extensién consistiria
en asumir que la demanda es lineal. Ademés, la extensién del duopolio al
oligopolio podria aportar resultados interesantes.

Ademds de las extensiones especificas de cada capitulo, existen otras
de cardcter general que serdn enumeradas a continuacién. Una suposicién
bastante restrictiva es asumir costes marginales de produccién constantes. Este
supuesto se utiliza para desagregar el problema de maximizacién de beneficios
en n subproblemas, uno para cada mercado. Sin embargo, cuando existen
rendimientos a escala crecientes, tanto los costes marginales como los costes
medios son decrecientes. Por otra parte, cuando existen rendimientos a escala
decrecientes, ambos costes son crecientes. Generalmente, los monopolios acttian
bajo rendimientos a escala crecientes, aunque en competencia lo habitual son
los rendimientos a escala decrecientes.

Uno de los objetivos del estado es garantizar la competencia en los mercados
como forma de salvaguardar los intereses de los consumidores. Sin embargo,
existen cdrteles como la OPEP, Organizacién de Paises Exportadores de
Petréleo, donde se decide regularmente la produccién de los paises miembros
con el fin de estabilizar los precios dentro de cierta franja que interesa a los
miembros del cértel. Resulta de interés, por tanto, la colusién entre las empresas,
que se produce cuando existen acuerdos entre las mismas que limitan o reducen
la competencia y, por consiguiente, incrementan los beneficios de las firmas.
De forma similar a como se procedié en el modelo de competencia en precios
con demanda linecal (capitulos 3 y 4) podrfa realizarse un andlisis de los juegos
cooperativos para el resto de los escenarios.

Una extensién natural es la generalizacién del modelo al caso en que
existan empresas operando en el mercado, asumiendo que no hay posibilidad
de relocalizacién para las firnas establecidas. Por otro lado, la extensién al
caso en el que cada firma puede localizar m4s de un centro de servicio podria
cstudiarse de mancra similar a como lo ha hecho Sarkar, Gupta y al (1997)
con el modelo de competencia en cantidades con conjeturas nulas del capitulo
4. Finalmente, puede ser interesante el estudio de jucgos dindmicos.
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1.

Fe de erratas

En la seccion 3.3.2 Modelo lider-lider en cantidades, también
conocido como desequilibrio de Stackelberg (ver Intriligator,
1971, pag. 210), la proposicion 3.3 no es correcta. Las
expresiones del corolario 3.2, de las que se deducen el resto de
resultados de este epigrafe son

- 2a, —6¢* +4c! 7 = 2a, +4c! —6ck
4 T ) ’ - - N

5b, ? 5b,
Seglin estas nuevas expresiones, el lema 3.2 sigue siendo cierto,
aunque la demostracién cambia porque las expresiones del
beneficio también cambian. La proposicion 3.4 es correcta y
ademds puede comprobarse que existe un equilibrio en
localizacion para la primera etapa.
Las expresiones de la tabla 3.1 correspondientes a este
desequilibrio se ven alteradas, aunque las conclusiones obtenidas
en el punto 3.3.3 siguen verificindose. Este cambio afecta

también a las tablas 3.5 y 3.6. asi como al modelo oligopolistico
de las paginas 129-131.

En la proposicién 5.16 (pag. 200-203), las variables que definen
el rectingulo son evidentemente p, y p,, en lugar de phy

Dy, como por error se indica.



