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EQUILIBRIUM PROBLEMS IN NETWORK SPATIAL COMPETITION MODELS 

by Pablo Dorta-González 

In this book we revise the problems of spatial competition. An extension of certain 

nctwork spatial gamcs, analysing diffcrcnt scenarios, comparing results and studying the 

existence and uniqueness of equilibrium is presented. The term spatial game is used to refer to 

thosc problcms of spatial compctition, in which a numbcr of fiims try to enter and compete in 

a market where established firms do not exist, deciding on the location of its services and 

pricing policy or the leve1 of production. Equilibrium analysis allows us to cstablish a 

situation which none of the firms wishes to modify. 

Chapter 1 introduces the most important charactcristics, which diffcrcntiatc thc spatial 

competition models treated in literature. 

Chapter 2 compiles thc classical modcls of compctition and introduccs non- 

cooperative games, some types of equilibrium solutions and results related to their existence 

and uniqueness. 

Chapter 3 studies a spatial game in which two competing f ims  supply the same 

product in a spatially separated market. The equilibrium solutions to different scenarios 

(depending on either quantity or price competition, elastic or totally inelastic demand with 

respect to price, and various conjectures in relation to how different firms believe their 

competitors will react) are analysed and compared. 

In Chapter 4, the models of the previous chapter are extended to the oligopoly. In both 

of these chapters (Chapters 3 and 4) a two-stage game where the firnls compete in location 

anticipating subsequent competition in price or quantity, is considered. 

In Chapter 5, negative externalities are introduced by considering a model in which 

each individual consumer is affected by actions carried out by the others. In these cases, apart 

from the price and the cost of transport, consumers must take into account a cost associated to 

the effect of the externality. Two scenarios are analysed: one in which the users take joint 

decisions minimising the aggregate costs to obtain a Pareto optimal allocation, and another 

where the users take individual decisions obtaining a Nash equilibrium. 

Finally, Chapter 6 is dedicated to conclusions and possible future fíelds of study. 
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0.1 Notación 

A continuación se encuentra una lista con los principales símbolos que aparecen 
en la memoria. En la primera columna se muest,ra la notación empleada y en la 
segunda una pequeña descripción. 

red 
&bol 
conjunto de nodos de N o T 
IVI 
conjunto de aristas de N o T 
arista con extremos u y v 

firmas competidoras en un duopolio 
firmas líder y seguidora, respectivamente 
firma genbrica 
número de firmas en un oligopolio 

localización de la firma i 
precio que fija la firma i en vk 
vector de precios de la firma i 
cantidad que suministra la firma i en v k  
vector de producción de la firma i 

cantidad total ofrecida en vi; 

mat,riz de precios en un oligopolio 
matriz de producción en un oligopolio 
vector de localizaciones en un oligopolio 

beneficio bruto de la firma i en vi, 
coste fijo dc la firma i 

beneficio neto de la firma i 

coste marginal de la firma i localizada en zi 
distancia de z a y en la red 
coste de transporte unitario de la firma i 
coste unitario de la fuma i en vi, 
notación empleada para o; fija 
coste de transporte unitario con precio f.0.b. 
notación empleada para xi fija 
diferencia de costes de transport,e 





C j =  ( ; ( K + L ~ ) , $ ( K - L ~ ) ) ,  j = i  ,..., n 

Dj = ( S  (Ir' + Tj-1) ,$ ( K  - , j = 1, ..., n 

co = (IC - c;, c;) 
Dn+1 = (CÁ, K - CÁ) 



0.2 Prólogo 

La finalidad de esta memoria es la revisión de los problemas de competencia 
espacial y la extensión de determinados juegos espaciales en redes, analizando 
diferentes escenarios, comparando resultados y estudiando la existencia y 
unicidad del equilibrio. Se analiza el duopolio y el oligopolio, modelando el 
proceso de competencia como un juego. 

Los juegos desempeñan un import,ante papel en la toma de decisiones. 
En esta memoria se utiliza el término juego espacial para referirse a aquellos 
problemas de competencia en los cuales un número dado de empresas pretenden 
entrar a competir en un mercado donde no existen empresas establecidas, 
decidiendo las ubicaciones de sus servicios y la política de precios o la 
producción. El análisis del equilibrio permite determinar una situacibn que 
ninguna empresa tiene incentivo a modificar mientras no se produzcan cambios 
en las condiciones del problema, lo que debe t,enerse en cuenta en la toma de 
decisiones. En aquellos mercados en los que exist,en empresas operando, estos 
juegos permit,en conocer aqiiella situación a la que previsiblernent,~! condiicii8 la 
competencia, al menos si los costes irrecuperables no son tan importantes como 
para impedir la relocalización, Además, el equilibrio del juego constituye una 
situación de referencia respecto de la cual evaluar las situaciones presentes. 

Existen numerosas aplicaciones de los juegos espaciales. El comercio 
internacional entre grandes ciudades conectadas por vías rápidas de 
comunicación, constituye una aplicación en mercados separados espacialment,e 
de los que se habla en los capítulos 3 y 4. Los mercados en los cuales suelen 
producirse colas constituyen un marco de aplicación del modelo del capítulo 5. 
En estos casos, el equilibrio de Nash en asignaciones es una solución razonable 
para servir.inn privarins, mient,ras que el ópt,irno de P a ~ e t a  se adapta mejor a 
servicios públicos. Un ejemplo del primer escenario puede encontrarse en el 
servicio de restauración de comida rápida, en el cual los usuarios consideran, 
ademiLs del precio y los costes de desplazamient,~, el tiempo de espera para 
ser atendido, al cual se le puede asociar un valor monetario. Un ejemplo del 
segundo escenario lo constituye el servicio piíblico de salud, en el que ciertas 
clínicas privadas realizan intervenciones costeadas por la administracibn, cuya 
finalidad es la reducción de las listas de espera en ciertas especialidades. En est,e 
caso, el objetivo del servicio de salud es la minimización del coste agregado. 

Los juegos espaciales se engloban dent.ro de los problemas de competencia 
espacial. E1 tArmino competencia espacial puede ser identificado con el de 
localización competitiva. Mientras que el primero es más frecuente en Economía 
Industrial, el segundo suele ser m& utilizado en el Bmbito de la Investigación 
Operativa. Se consideran decisiones de localización, de fijación de precios y 
de niveles de producci6n, para un número de firmas competidoras que han de 
proporcionar bienes o servicios a un conjunto de consumidores o usuarios. La 
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Economia Indiistrial constituye un importante campo de investigación de la 
teoría económica y estudia el funcionamiento de los mercados. Los problemas 
de localización han sido objeto de estudio durante siglos, pero no fue hasta el 
desarrollo de la Investigación Operativa, a partir de la Segunda Guerra Mundial, 
cuando estos problemas tomaron mayor relevancia. Son muchas las disciplinas 
en las que se estudia este tipo de problemas. Economistas, matemáticos, 
geógrafos, ingenieros, informáticos y arquitectos tienen un interés común en 
la teoría de localización y no es extraño que se haya dedicado grandes esfuerzos 
al estudio del problema de la mejor ubicación de plantas de producción, centros 
de distribución, puntos de venta al por menor, centros de socorro, servidores 
en una red de ordenadores, componentes de una planta de producción en serie, 
centros de recogida y tratamiento de residuos, o cualquier otra cosa de cuya 
ubicación dependiera el cumplimiento de irnos objetivos econ6micos o sociales. 

En esta mernoria se estudian modelos de competencia espacial considerando 
situaciones distintas. Se analizan dos tipos de competencia, Cournot y Bertrand, 
se estudian demandas elásticas e inel&ticas al precio, y se establecen tres tipos 
de conjeturas respecto al modo en que reaccionarán las firmas competidoras. 
El supuesto más comíí  en la literatura es la conjetura nula, según la cual 
cada empresa asume que sus competidoras no reaccionarán a cambios en su 
precio o producción; este supuesto se corresponde con el equilibrio de Nach 
Otro supuesto es el del lider-seguidor, según el cual una empresa es líder y 
adelanta la reacción de las seguidoras; este supuesto corresponde al equilibrio de 
Stackelberg. Finalmente, todas las firmas pueden adoptar conjeturas no nulas 
y adelantar las reacciones de sus competidoras. Se establecen dos escenarios 
básicos, uno en el cual la decisión de cada usuario no tiene repercusión en el 
resto (ausencia de externalidad) y otro donde cada usuario sufre el efecto de las 
decisianen de 10s dem A S  (presencia de ext,ernalidad). 

A continuación, se detalla el contenido de la memoria. En el capítulo 
1 se deñne el problema general de competencia espacial y se señalan las 
características más importantes que diferencian a los modelos tratados en la 
literatura. Un importante número de trabajos que abordan estos problemas 
se basan en modelos clásicos de competencia como los de Cournot, Bertrand, 
Stackelberg y Hotelling, entre otros. En muchos trabajos se argumentan 
cuestiones relacionadas con los equilibrios para estos modelos que representan, 
desde el punto de vista te6ric0, el comportamiento de las empresas en el 
mercado. Por estos motivos, en el capítulo 2 se recopilan los modelos clásicos de 
competencia y los resultados que de ellos se derivan. Además, se introducen 
los juegos no cooperativos, algunas soluciones de equilibrio y resultados de 
existencia y unicidad de soluciones, que serán empleados en los capítulos 
posteriores. 

En el capítulo 3 se señalan algunos resultados conocidos cuando los precios 
están fijados y coinciden entre empresas. Con posterioridad, se estudia un juego 



espacial en el que dos firmas competidoras suministran un mismo producto en 
un mercado separado espacialmente. El supuesto general de la existencia de una 
íinica curva de demanda y, en consecuencia, un único precio de mercado, igual 
para todos los consumidores, no es dlido para este tipo de mercados. En estos 
casos, suele admitirse la existencia de una curva de  demanda para cada mercado 
y es bastante común la discriminación espacial de precios, que consist,e en vender 
unidades iguales de un mismo bien a precios distintos. Bajo estos supuestos, 
se estudian y comparan las soluciones de equilibrio para diferentes escenarios, 
según la competencia sea vía cantidades o precios, la demanda sea elástica o 
totalmente inelástica al precio, y distintas conjeturas para las empresas. 

El análisis empieza con el duopolio, extendiéndose con posterioridad al 
oligopolio en el capítulo 4. En ambos capítulos se considera un juego en dos 
et,apas y el concepto de equilibrio subjuegwperfecto (Selten, 1975), asumiendo 
que las h i i ~ a s  cuinpiteii eii lucaiizaciúii e11 la pl-il~iera elapa, a~ilicipaiirlu la 
posterior competencia en precios -o cantidades- de la segunda etapa. Se trata 
de un supuesto común en este tipo de modelos donde la competencia involucra 
m& de una variable de decisión. Es un equilibrio para el juego porque no 
son creíbles cambios de localización en la segunda etapa debido a los costes 
irrecuperables asociados a cada ubicación (Vives, 1988, p.11). 

En el capitulo 5 se introducen externalidades negativas, considerando un 
problema en el que cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones 
de los demás. En estos casos, además del precio y el coste de t,ransporte, 
los consumidores deben tener en cuenta un cost,e asociado al efecto de la 
cxtcrnalidad. Un cjemplo de cxternalidad negativa e3 la congestidn que se 
produce en determinados servicios, la cual se traduce en un coste por el tiempo 
de espera para ser atendido. El problema se aborda adelant,ando, por parte 
de las empresas, el equilibrio en las asignaciones de los usuarios una vez que 
ha terminado el proceso de decisión en dos etapas de las firmas. Se analizan 
dos escenarios, uno en el cual los usuarios t,oman las decisiones conjuntamente, 
minimizando el coste agregado para obtener un dptimo de Pareto, y otro 
donde los usuarios toman las decisiones do forma individual, obteniendo .así 
un equilibrio de Nash. Se estudia un duopolio en el cual las empresas fijan 
precios en origen. Se utilizan funciones de externalidad simples con el fin de 
favorecer la obtención de resultados para las diferentes et,apas del juego. 

La sección 5.3 -decisiones individuales- est,á publicada en Estudios de 
EwnomCa Aplicada, 1999. Una versión de la sección 5.2 -decisiones conjuntas- 
con precios de Nash ha sido publicada en la revista Investigación Operacional, 
2000. El caso con precios de Stackelberg aparece publicado en Studies in 
Locational Analysis, 2000. 

Finalmente, el capitulo 6 se dedica a algunas conclusiones y a posibles 
extensiones en los modelos. 



Capítulo 1 

Introducción 

La competencia espacial, conocida también como localización competitiva, es 
un importante t,ema de investigación en el área de la Organizacibn Industrial 
y la Ciencia Regional. En general, los modelos se centran en las decisiones 
de localización, de fijación de precios y niveles de producción, y de otras 
características relacionadas con los centros de servicio, que t,ienen que realizar 
una o varias empresas (firmas competidoras) que quieren ent;rar o est,án 
operando en un mercado espacial, ofreciendo productos o servicios a un conjunto 
de consumidores o usuarios. El objetivo principal de estas empresas es la 
maximización de los beneficios o la cuota de mercado. Existe una extensa 
lit,eratura sobre el tema, de Ia cual destacamos las ~evisiones bihlin~rAficas 
de Plastria (2001), Kilkenny y Thisse (1999), Sena y ReVelle (1995), Eiselt, 
Laporte y Thisse (1993), Hakimi (1990), Eiselt y Laporte (19S9) y fiiesz, 
Miller y Tobin (19SSa). Labbé, Peeters y Thisse (1995) recopilan los principales 
resultados en redes. Eiselt y Laporte (1996a,b) ofrecen una extensa revisión del 
problema de Stackelberg y de los modelos que se han derivado del trabajo de 
Hotelliig. 

Ademh de la Economia, la InvestigaciOn Operativa y la Geogafía tienen 
intereses conlimes en el problema de competencia espacial. Sin embargo, en 
palabras de Eiselt y Laporte (199Gb, p.64) ''los economistas se han centrado en la 
búsqueda de equilibrios, su existencia y unicidad, mientras que los investigadores 
operativos han estado más int,eresados en la optimización de la localización." 

El habajo de Cournot publicado en 1838, constituye la primera discusión 
formal sobre un problema de competencia, al considerar un modelo de duopolio 
donde las empresas deciden su nivel de producción. En 1883, Bertrand introduce 
la competencia vía precios como una alternativa a la competencia vía cantidades. 
Sin embargo, el estudio de Hot,elling (1929) constit.uye el primer análisis que 
jncnrpora la localización como una variable de elección determinante. En 
este trabajo, Hotelling estudia las estrategias de dos competidores respecto al 



precio y la localización, en un mercado lineal acotado con demanda totalmente 
inelástica al precio y uniformemente distribuida. El modelo de Hotelling 
ha tenido gran trascendencia en la literatura económica, dando lugar a un 
importante grupo de trabajos que analizan la localización desde el punto de 
vista de las preferencias de los consumidores (ver Andaluz (1995) para una 
recopilación de trabajos en este campo). El término competencia espacial no 
se limita a la localización física sino que incluye también otros aspectos como 
la diferenciación del producto, donde el espacio geográfico pasa a ser el espacio 
de características, la localización del consumidor se interpreta como su variedad 
idcal, la locdizaci6n de la empresa representa la variedad ofrecida y el coste de 
transporte indica la pérdida de utilidad. Posteriormente, en el capítulo 2, se 
trataran con más detalle los modelos cl~sicos en Organización Industrial. 

Scrrn y RcVcllc (1005, p.368) definen un mndeln de lnrnlizmción competitiva 
como "aquel en el que existe más de una firma compitiendo en un mercado 
espacial con interacción entre ellas; la decisión de localización de una firma afecta 
no sólo a su cuota de mercado sino también a la de sus competidoras". Por otra 
parte, Friesz, Miller y Tobin (1988~1, p.48) lo defmen como "cualquier modelo 
de localización que explícitamente reconozca que la localización de una firma 
puede afectar a su cuota de mercado", para incluir, de esta forma, a los modelos 
dc monopolio. Sin embargo, aunque el monnpnlin es iina forma de organización 
industrial, no supone competencia entre empresas. Estas definiciones no hacen 
referencia explícita a las políticas de precios y a los niveles de producción, quizas 
porque una importante parte de la literatura existente sobre este tema asume 
precios iguales y fijos entre firmas. En el capitulo 3 se muestran los principales 
resultados conocidos para estos modelos. 

Desde el punto de vista metodológico, la principal característica que 
diferencia los modelos de competencia espacial de otros modelos de localización 
es el uso de argumentos de la teoría de juegos. Un juego tiene tres componentes 
principales: un grupo de jugadores, un conjunto de reglas y un sistema de 
pagos. Los jugadores son los participantes en el juego. Cada uno de ellos 
realiza una elección o elecciones de un conjunto de alternativas de acuerdo 
a las reglas del juego, las cuales especifican claramente las posibilidades que 
tiene cada jugador en cada circunstancia posible. El sistema de pagos asigna 
una cantidad a cada jugador bajo cada posible realizaci6n del juego. En el 
capitulo 2 se incluyen algunas soluciones de equilibrio y resultados de existencia 
para juegos no cooperativos. Para una introducción en los juegos puede 
consiiltwse Friedman (1991) y R d ~ n h ~ ~ g  y T i ~ d e  (1991). Una recopilaci6n 
de las aplicaciones económicas se encuentra en Wang y Parlar (1989). 

El estudio de los modelos de competencia espacial está enfocado a resolver 
problemas cuya forma general es la siguiente. Dado un espacio donde se 
distribuyen clientes, varios jugadores desean determinar las localizaciones de uno 
O varios centros de servicio de acuerdo a unas reglas dadas y con unos objetivos 



especificados previamente (Eiselt y Laport,e, 1989). El término "localización" 
puede entenderse en un sentido amplio, haciendo referencia no sólo a la ubicación 
geográfica sino también a la selección de otros valores tales como los precios (o 
niveles de producción) y ciertas propiedades de los ccntros de servicio. Un 
problema general de compet,encia espacial es el que consiste en determinar los 
precios (o niveles de producción) y las localizaciones de p empresas entrantes 
que compotirQn con q ya cstablccidas, ndcmSs dc cntre cllos, por provccr un 
bien homogéneo a un mercado, teniendo en cuenta que en el futuro T nuevas 
empresas pueden entrar a competir. El criterio seguido suele ser la maximización 
de la cuota de mercado o el beneficio. Cuando r = O se tiene el problema del 
medianoide formulado por Hakimi (1983) y el problema de captura máxima 
estudiado por ReVelle (1986) y Serra y ReVelle (1995). Cuando q = O se tiene el 
problema del centroide, formulado por Hakimi (1983) y conocido t.arnbién como 
el problema de localización con anticipsci6n (Sorra y ReVelle, 1DD4). Un caso 
donde q = r = O es el juego espacial, en el cual un grupo de empresa; pretenden 
entrar a operar en un mercado y el eqiiibrio se alcanza cuando ninguna de 
ellas tiene incentivos a modiñcar sus variables de decisión. Este problema ha 
sido estudiado para p = 2 por Hotelling (1929) sobre un segmento, Lederer 
y Hurt,er (1986) sobre un subconjunto bidimensional del plano y por Labbé y 
Hakimi (1991) y Lederer y Thisse (1990) sobre redes. Para 3 o más firmas ha 
sido estudiado por Sarkar, Gupta y Pal (1997). El capítulo 2 incluye un cuadro 
con las características de los trabajos más significativos sobre juegos espaciales. 
Los capítulos 3, 4 y 5 analizan el equilibrio en diferentes juegos espaciales. 

Numerosas contribuciones han modificado y generalizado algunas de 
las suposiciones originales de Hotelling (ver Eiselt y Laporte (1996b) 
para una buena revisión de result,ados), de las que se concluye que los 
modelos de localización competit,iva son bastante inestables, incluso pequeñas 
modificaciones de las hipótesis o los parámetros alteran sust,ancialmente los 
resultados. En el modelo original de Hotelling no existe equilibrio pero, sin 
embargo, cuando el coste de transporte es una función cundrática de la distancia 
existe equilibrio con diferenciación máxima. Si los precios están fijados en el 
modelo original de Hotelling, existe equilibrio para p # 3, con diferenciación 
mínima para p = 2, y no existe equilibrio para p = 3, siendo p el número de 
firmas. El comportamiento de las firmas está ligado con el servicio que prestan; 
así, mientras los restaurantes de comida rapida tienden a concentrarse en algunas 
zonas, no ocurre lo mismo con las librerías y t,iendas de muebles, por ejemplo 
(Eisolt y Laportc, 1996b). 

En las siguientes secciones, se detallan las principales caract,erísticas que 
diferencian a los modelos de competencia espacial en general y a los juegos 
espaciales en particular. 



1.1 Representación espacial 

Durante los años treinta y comienzo de los cuarenta, los trabajos aparecidos en 
la literatura utilizan la misma representación espacial que Hotelling (1929), es 
decir, el espacio lineal, cambiando alguno de los supuestos económicos. Lerner y 
Singer (1937) prueban que no existe equilibrio para tres firmas bajo los supuestos 
de Hotelling y que el equilibrio con cuat~u fi1111iw se alcanza cuando eii cada 
cuartil se localizan dos de ellas. Aunque estos autores consideran demanda 
elástica por encima del precio de reserva, es Smithies (1941) el primero en 
considerar demanda elástica en todo el rango de variación del Sin 
embargo, "aunque estos modelos en mercados lineales son ricos desde el punto 
de vista teórico y han aumentado considerablemente nuestro conocimiento de 
la interdependencia en localización, proporcionan muy poca ayuda a la hora de 
realizar aplicaciones prácticas" (Ghosh y Craig, 1984, p.40). 

Tras varias décadas de estancamiento en las contribuciones en el campo 
de la localización en mercados lineales, a finales de los setenta comienzan a 
aparecer diferentes modelos de competencia eu iedes. U m  de la> pilueias 
cuestiones consideradas es la posible existencia de un conjunto de localizaciones 
de equilibrio en los nodos de la red. Wendell y McKelvey (1981) consideran 
la localización de dos empresas competidoras, con un único centro cada una, 
cuyo objetivo es obtener, al menos, la mitad del mercado, y prueban que puede 
no existir equilibrio si restringimos el problema a los nodos de la red. Hakiii 
(1983) analiza los problemas del medianoide y centroide en redes y prueba que 
ambos problemas son NP-duros. En árboles, el equilibrio de un duopolio con 
precios fijos e iguales, se sitúa en la mediana (Slater, 1975). Una recopilación 
de modelos económicos en redes puede encontrarse en Sharkey (1995). Para 
una síntesis de problemas y resultados sobre redes ver Labbé, Peeters y Thisse 
(1995). 

Durante la década de los setenta aparecen también importantes 
contribuciones en espacios continuos. Hartwick y Hartwick (1971) realizan 
una síntesis de los trabajos aparecidos sobre el problema de Hotelling y 
D'Aspremont, Gabszewicz y Thisse (1979) señalan que no existe equilibrio en 
dicho modelo si no se asumen condiciones restrictivas como precios iguales y 
fijos. En tal caso, las localizaciones de equilibrio se sitúan en la mediana, 
lo que se conoce como el principio de diferenciación mínima, mientras que 
las localizaciones socialmente óptimas son los cuartiles (Hamilton, MacLeod 
y Thisse, 1991). Tabuchi (1994) estudia el problema de Hotelling sobre un 
recthgulo con demanda uniforme y prueba que dos firmas maximizan su 
distancia en una dimensión y la minimizan en la otra. Sin embargo, no existe 
equilibrio en este espacio para tres firmas (Shaked, 1975). Knoblauch (1996) 
prueba que existe una familia infinita de equilibrios en una esfera con demanda 
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uniforme; este espacio tiene interés en la localizaci6n de servicios sobre la 
superficié terrestré, como por ejemplo la ubicacibn de estaciones de seguimiento 
de satélites. 

En Mirchandani y Francis (1990) se analizan con profundidad los modelos 
de localizaciún discreta. En el espacio discreto existe s610 un conjunto finito de 
posibles ubicaciones en la red. Por tanto, la localizxi6n discret,a de servicios 
puede ser considerado como un caso particular del problema de localizaci6n de 
servicios en redes. En ambos casos, suele suponerse que los consumidores se 
encuentran situados en los nodos de la red. 

Como es Mgico, la idoneidad de la representacih espacial elegida depende 
del problema particular. En los últimos años se ha observado nuevamente un 
resurgimiento de los trabajos que se dedican a modiicar los supuestos originales 
del modelo de Hotelling, como Mayer (2000) y Gupta (1004) cun coste de 
producción dependiente de las localizaciones, Mai y Peng (2000) con cooperaci6n 
entre las firmas en forma de intercambio de informaci6n, Bhadury (1996) con 
incertidumbre en costes, Tabuchi y Thisse (1995) con demanda no uniforme, 
Fujita y Thisse (1986) con puntos de demanda con localizaciones variables, 
Hamilton y Thisse (1993) con restricciún de capacidad, entre otros. Est,o se 
debe a que este tipo de modelos tienen aplicaciones importantes en el comercio 
y la política. El propio Hotelling indic6 este hecho al sugerir que su modelo 
explicaba la similitud en los programas de los partidos Republicano y Demócrata 
a finales de la década de los veinte. El objetivo de un candidato es posicionarse 
ideol6&xmente sobre un tema concreto de forma que maximice el número de 
electores. 

1.2 Objetivo y variables de decisión 

Una característ,ica que diferencia los modelos de competencia espacial es el 
criterio de optimalidad. En los modelos referidos al sect,or público suele 
maximizarse la cobertura o el bienest,ar social, mientras que los que se refieren 
al sector privado suelen maximizar los beneficios o la cuota de mercado. Estos 
dos últimos objetivos son equivalentes cuando el precio y el cost,e marginal no 
dependen de la cuota de mercado. 

En otros casos, la decisión es tomada mediante una votaci6n en la que 
cada agente implicado atiende a criterios econdmicos y/o políticos. Existe 
una estrecha relación entre la localizaci6n competitiva y la teoría del voto, 
pudiéndose entender el número de individuos que prefieren cierta localización 
como el peso (o demanda) de dicho punto. Hansen y Labbé (1988) proponen 
un algoritmo de tipo polinomial para determinar los conjuntos de puntos de 
Simpson y de Condorcet. Un punto de Simpson corresponde a un equilibrio de 
Stacltelberg, mientras que uri punto de Condorcet es aquel que asegura como 



mínimo la mitad de los votos. En general, puede no existir punto de Condorcet, 
aunque la existencia de al menos un punto de Simpson está asegurada. Para un 
estudio m& detallado sobre teoría del voto puede consultarse Campos (2000), 
Campos y Moreno (2000) y Hansen, Thisse y Wendell (1990). 

Otras características que diferencian los modelos de competencia espacial 
son las variables de decisión. En algunos modelos se asume que el precio está 
fijado, es el mismo para todas las empresas y, por tanto, no es determinant,e 
en la decisión del consiunidor. El único factor de decisión es la distancia 
o el coste de desplazamiento al centro de servicio. Un ejemplo es el sector 
farmacéutico, cuya función principal es la venta de medicamentos al público. 
En general, el consumidor se desplaza a la farmacia más próxima sin atender al 
precio, ya que éste es idéntico en todas ellas. ReVelle (1986), basandose en este 
supuesto, formuln un problema cntcro do mauimizaci6n de la cuota de mr'rrndn, 
el denominado problema de captura máxima o MAXCAP, que es el origen de 
otros modelos como el de captura rnkima con anticipación (Serra y ReVelle, 
1994) y el de captura máxima con incertidumbre (Serra, 1996). Este modelo ha 
sido adaptado a situaciones donde el servicio es jerárquico, como por ejemplo en 
los servicios sanitarios, donde conviven centros de atención primaria con centros 
hospitalarios (Serra, Marianov y ReVelle, 1992). También ha sido adaptado a 
situaciones en la3 quc cl prccio es una variable de decisión y ima firma desea. 
establecer varios centros en un mercado donde otra firma opera con un mímero 
dado de centros (Serra, 1997). 

Hakiiiu (1983) considera la localización dc un númcro do firmas en un espacio 
donde ya hay otras establecidas o puede existir competencia en el futuro, como 
una generalización de los problemas de la p-mediana y p-centro, refiriéndose a 
ellos como medianoide y centroide, respectivamente. En su formulación, no se 
consideran precios y el objetivo de una firma entrante es la maxhización de 
la cuota de mercado. En otras ocasiones se asume que los precios están fijados 
de antemano por un regulador (por ejemplo, el butano y los combustibles antes 
de la liberalización) o se trata de un servicio público gratuito. Algunos autores 
que consideran exclusivamente decisiones en localización física son WendeU y 
bIcICelvey (1981) y Dobson y Karmarkar (1986). 

En u t ~ a s  ucaiuiies, las fhnlas deciden los niveles dc producción cn lugar del 
precio, como ocurre en el modelo de Cournot (1838). Labbe y Hakimi (1991) 
consideran niveles de producción en lugar de precios en el modelo de Lederer y 
Thisse (1990). La extensión del trabajo de Labbé y Hakimi al caso oligopolístico 
con función de demanda no lineal se debe a Sarkar, Gupta y Pall (1997). 



1.3. POLíTICA DE PRECIOS 

1.3 Política de precios 

Cuando el precio es una variable de decisión, suelen asumirse diferentes políticas. 
Peeters y Thisse (1995) comparan algunas de ellas, concluyendo que "la política 
de precios tiene un impacto significativo en las decisiones de localización" 
(p.366). A continuaci6n se describen las principales políticas de precios, para 
un estudio más detallada puede consultarse el libro de Phlips (1983). 

El precio en origen, conocido también como precio de fabrica o f.0.b. price, 
consiste en fijar un mismo precio para todos los consumidores, los cuales asumen 
el cost,e de transporte desde su ubicaci6n hasta el servicio. Esta política de 
precios es la única que no considera diferenciación entre los clientes y ha sido 
defendida por las autoridades antimonopolio (Peeters y Thisse, 1995, p.336). 
Otra posibilidad es fijar un precio en destino, conocido también como precio de 
entrega o deljveredprice, asumiendo las empresas el coste de t,ransporte. En este 
caso, existen dos alternativas dependiendo de si la firma fija un mismo precio 
para todos los consumidores (precio uniforme) o si ofrece diferentes precios en 
función de donde estén localizados (discriminación espacial de precios). El 
precio uniforme perjudica a los clientes localizados mrls cerca del vendedor. 
La discriminación espacial de precios se utiliza frecuentemente en el comercio 
internacional y según Hobbs (1986, p.173), "es frecuentement,e la evidencia de 
cierto poder de mercado". Además, esta política es poco t.ransparent,e para 
los consumidores. Por estos motivos, las políticas públicas suelen favorecer el 
precio en origen frente al precio en destino. Sin embargo, Anderson, DePalrna y 
Thisse (1992) analizan est,as políticas en el modelo de Hot,elling y concluyen 
que el precio en origen es una práctica socialment,e ineficiente. Incluso el 
equilibrio localización-precio uniforme puede generar mayor bienestar social que 
el equilibrio localización-precio en origen. 

El precio puede depender de la cantidad o la calidad servida Para entender 
esta idea, pensemos por ejemplo en una empresa que ofrece diferentes t,amaños 
de cereales de desayuno a un precio por unidad de peso diferente segiín el t,amaÍío 
del paquete. Pires y Sarkar (2000) analizan esta sit,uacidn en el modelo de 
Hotelling. 

La discriminaci6ri espacial de precios es conveniente para las empresas ya 
que permite extraer de los consumidores lo máximo que estAn dispuestos a 
pagar, aunque para poder discriminar son necesarias algunas condiciones. La 
primera es que sea posible diferenciar las distintas disposiciones a pagar de 
los clientes, bien individualmente o en grupos, es decir, que sean identificables 
las demandas individuales o por grupos de consumidores que presenten 
características similares. La segunda condición es que sea posible impedir la 
reventa del producto entre los consumidores de distintos grupos, porque de lo 
cvntrario quienes pudieran adquirir el bien a u11 pie~io  irdeliui, pucLídii vttiideilu 
a otros consumidores con un beneficio de arbitraje. Estas dos condiciones 



se satisfacen en los mercados separados espacialmente, los cuales son objeto 
de estudio en los capítulos 3 y 4 de esta memoria. A veces, la introducción 
de algún tipo de diferenciación en el producto permite una discriminación de 
precios no espacial. Las ediciones de libros en pastas duras y en rústica, cuya 
diferencia de precio no esta justificada por los costes de encuadernación, tratan 
de captar la diferencia entre compradores de alto nivel adquisitivo o de consumo 
demostrativo y el resto. La diferencia en precio de un espectáculo en función 
de la hora de la sesión o del emplazamiento en el local son otros ejemplos de 
discriminación no espacial de precios. 

El precio por zonas viene a sustituir la discriminación espacial cuando el 
número de clientes es elevado. La división en zonas puede venir dada de 
antemano según países, regiones económicas (comunitarias y no comunitarias, 
por ejemplo) o zonas geogrAficas (Península, centro de Europa y norte de Africa, 
por ejemplo), o fijarse al mismo tiempo que los precios. Peeters y Thisse (1996) 
señalan que el precio por zonas es una buena aproximación de la discriminación 
espacial y que el beneficio de las empresas se incrementa con el número de 
zonas. Esta política es viable s61o si las ñrmas pueden prevenir el arbitraje entre 
clientes que residen en diferentes zonas. Un ejemplo de arbitraje se encuentra 
en el mercado automovilístico europeo, donde los coches franceses se exportan 
a Bélgica, se venden a un precio inferior al fijado en Francia dada la mayor 
competencia y son reexportados por consumidores franceses a su país de origen 
(Peeters y Thisse, 1996). Hansen, Peeters y Thisse (1997) proponen un modelo 
que determina las áreas y los precios en cada una de ellas que debe fijar una 
f ima  para maximizar el beneficio. 

Finalmente, con el precao mixto los clientes son libres de elegir entre 
desplaza~se y obtener un precio en origen dado o aceptar el precio en destino. 
Algunos tiabajos, aunque no consideran explícitamente localizac~ones tienen 
interés en el campo de la competencia espacial. Hoover (1936) analiza diferentes 
políticas de precios y estudia el efecto que sobre dichas políticas tiene la 
elaqtirirlari r l ~  la &manda y e1 r n s t ~  r i ~  transporte, observando que las empresas 
ejercen cierto poder de monopolio sobre los consumidores más próximos, lo 
que les permite elevar los precios a la hora de discriminar. Tabuchi (1999) 
considera el modelo de Hotelling sobre un mercado circular con ubicaciones 
fijas e igualmente espaciadas para las firmas. En la primera etapa cada k m a  
selecciona una política de precios (precio en origen o discriminaci6n espacial) y 
en la segunda fija los precios. 

Como indican Anderson y Neven (1990, p.1) la mayor parte de la literatura 
sobre competencia espacial asume precio en origen, siguiendo la pauta de 
Hotelling. Hoover (1936), Lederer y Hurter (1986), Lederer y Thisse (1990) 
examinan la discriminación espacial de precios cuando la demanda es totalmente 
inelástica, obteniendo que el precio de equilibrio en un mercado coincide con el 
coste en destino de la segunda h a  con menor coste. 



1.4. COSTE DE TRANSPORTE 

1.4 Coste de transporte 

La consideraci6n conjunta de la localización y el precio como variables 
estratégicas en los modelos de competencia espacial, pone de maniñesto la 
relevancia de los costes de transport,e en los resultados obtenidos, siendo un 
claro ejemplo la conocida relación entre las funciones de coste lineal y cuadrática 
y los principios de m'nirna y máxima difersnciacihn, rssper.timm~.nt,e, en e1 

modelo de Hotelling. Andaluz (1995), tras una descripción detallada del 
modelo bhico de competencia espacial, presenta las principales modificaciones 
exist,entes en la literatura, poniendo especial énfasis en aquellos trabajos que 
centran su atención en el estudio de los costes de transporte. Concluye que "a 
pesar de las limitaciones exist,entes, el campo de aplicación de la teoría de la 
competencia espacial es mucho más central en la teoría económica de lo que 
su tradicional stat,us periférico podría sugerir'' (p.343). Además, LLpodemos 
decir que cuando los mercados se caracterizan por la dispersión geográfica 
y los costes de transporte son lo suficientement,e relevant.es, el modelo de 
competencia espacial surge como una aproximaci6n analítica de carácter general, 
más adecuada que el modelo competitivo básico." (p.343) 

Es habitual asumir que el coste de transporte es una función cóncava y 
creciente de la distancia recorrida. Esta suposici6n es necesaria para probar que 
las funciones de beneficio son convexas y, por tanto, que cada ñrma se localiza 
en un nodo independientemente de las ubicaciones del resto de las íirmas. Este 
resultado es importante porque reduce la búsqueda del equilibrio a los nodos de 
la red. 

1.5 La demanda 

La curva de demanda de un consumidor indica el precio al que estd dispuesto a 
adquirir una unidad del bien, el cual depende de la oferta. Su precio de reserva 
es lo mdximo que está dispuesto a pagar por una unidad del bien. La cumn 

de demanda del mercado es la demanda agregada de todos los consumidores e 
indica la cantidad demandada en funci6n del precio y la rent,a. La disposición 
a pagar es el precio máximo que alguien está dispuesto a pagar por una unidad 
del bien y coincide con el punto de corte de la curva de demanda con el eje 
q = o .  

Un concepto fundamental es la elasticidad-precio de la demanda, que es un 
indicador de la sensibilidad de las decisiones de compra a pequeñas variaciones 
del precio y viene dada por: 



Se dice que los bienes con le1 > 1 son elásticos; los bienes con Itl < 1 son 
inelásticos; y los bienes con 1 ~ 1  = 1, son de elasticidad unitaria. Cuando E = O 
se dice que el bien es totalmente inelástico al precio. La elasticidad cero suele 
presentarse en bienes esenciales, donde la cantidad demandada no depende del 
precio del bien (demanda constante). La mayor parte de los autores (Hakimi 
1083, 1990, entre otros) asumen bienes esenciales y, por tanto, que la demanda 
es totalmente inelástica, es decir, que los consumidores demandan una cantidad 
fija independientemente del precio y de lo alejado que se encuentre el servicio. 

La elasticidad-precio en valor absoluto correspondiente a un punto cualquiera 
( p ,  q) de una curva de demanda lineal, puede interpretarse geométricamente 
como el cociente entre la base y la altura del rectángulo que aparece al trazar 
perpendiculares desde el punto (p, q)  a los ejes cartesianos, de lo que se deduce 
que la elasticidad-precio es igual a infinito cuando el precio es máximo y 
disminuye a cero al aproximarnos al origen. Por tanto, en una curva de demanda 
lineal se presentan todos los tipos de elasticidad. 

La elasticidad de la demanda junto al hecho de que ésta sea continua y 
distribuida uniformemente o discreta y separada espacialmente, representan las 
principales cuestiones consideradas en el modelado de la demanda. Hotelling 
(1929) asume que la demanda es totalmente inelástica, suposki611 que es relajada 
por Leiner y Singer (1937) por encima de la disposición a pagar, y por Smithies 
(1941) en todo el rango de valores del precio. La demanda considerada por 
estos autores está uniformemente distribuida a lo largo de un segmento lineal, 
mientras que la demanda asumida por Hakimi (1983), ReVelle (1986), Lederer y 
Thisse (1990), Labbé y Hakimi (1991), entre otros, es discreta y se concentra en 
los nodos de la red. Ademh, estos dos últimos trabajos consideran elasticidad- 
precio distinta de cero al asumir funciones lineales de demanda. 

La elasticidad-precio de la demanda de un bien depende de dos grandes 
factores: (i) Las posibilidades de sustituci6n; cuanto mayor es la facilidad con 
que los consumidores pueden sustituir unos bienes por otros, más elástica es 
la demanda. (ii) La proporción presupuestaria; los bienes que representan una 
elevada proporción en el gasto total tienen m a  mayor elasticidad-precio. 

La variación del nivel medio de renta en un mercado generalmente desplaza 
la curva de demanda. La elasticidad-renta de la demanda de un bien se define de 
forma similar a la elasticidad-precio. Los bienes wn elasticidad-renta positiva 
se denominan bienes normales, mientras que si es negativa se denominan bienes 
infcriorco. Cuando 103 bicnce Eon normalco, cl aurncnto dc la rcnta dcsplaan 
hacia la derecha la curva de demanda del mercado; cuando son inferiores ocurre 
justo lo contrario. 
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1.6 Estructura del mercado 

Otro aspecto importante es el número de firmas competidoras, lo que caracteriza 
la estructura del mercado. Cada una localizará un número dado de servicios en 
el espacio considerado. En el monopolio existe una única firma, por lo que no 
habrá comportamiento estratégico respecto a competidores efectivos, aunque 
lo puede haber respecto a empresas que sean potenciales competidoras en el 
fut,uro, respecto al propio monopolista en un contexto t,emporal o entre los 
diferentes centros de una misma firma. En el oligopolio exist,e más de una firma, 
generalmente un número pequeño. En el caso particular en que este número es 
dus se tiene el duopolio. Cuando el níímero de firmas es suficientement.e grande 
se denomina competencia perfecta. En un oligopolio las empresas han de tener 
en cuenta la competencia que suponen los restant,es oligopolistas y también 
los competidnrw qiw pdr ían  entrar en el mercado (compctcncia 
potencial), lo que origina un comportamient,~ estratégico. Este comportamient,~ 
no aparece ni en la competencia perfecta, porque las empresas no tienen 
infiuencia sobre los precios, ni en el monopolio. La importancia del oligopolio 
no radica $610 en este ~omport~amiento estratégico, sino t,ambibn en el hecho de 
que se trata de la forma de organización industrial m& frecuente. 

En la revisión bibliográfica sobre el tema de Friesz, Miller y Tobin (19SSa) se 
incluye el monopolio espacial dentro de los problemas de competencia espacial, 
al considerar "cualquier modelo de localización que explícitamente reconozca 
que la localización de una firma pueda afectar su cuota de mercado" (p.48). 
Wagner y Falkson (1975) y EileiLkullei (1977) fueron los primeros autores en 
formular modelos de localización con funciones de demanda elhticas en espacios 
no lineales. Sin embargo, estos autores no consideran competencia entre firmas, 
asumiendo una organización (gobierno o empresa) que pretende localizar vaxios 
centros con el ñn de cumplir cierto objetivo empresarial (maximización del 
beneficio) o público (maximización del bienestar social). 

La presencia de un número pequeño de empresas conlleva la t,entación y la 
tendencia a realizar acuerdos que limiten o eliminen la competencia, con el fin 
de obtener beneficios ext.raordinarios, por lo que formalmente los modelos de 
oligopolio se pueden clasificar en dos grandes grupos, colusivos (coaliciones) y 
no colusiuos. Los oligopolios no colusivos se caracterizan porque las empresas 
compiten entre si, es decir, por tratarse de situaciones no cooperativas. Como 
es obvio, las empresas no maxirnizan los beneficios conjunt,os, lo que podria 
rnns~gturse si las mismas se fusionan o l l opn  a algún tipo de acuerdo. Los 
oligopolios colusivos plantean dos tipos de problemas, por una part,e internos, 
al existir incentivos a romper los acuerdos (dilema del prisionero), y por otra 
externos, ya que a medida que la cooperación sea mayor entre los oligopolistac, 
mayores serán los beneficios obtenidos y, por tanto, exist,irán más posibilidades 
de que entren nuevos competidores en el mercado. 



Empezando por el modelo de Hotelling, e incluyendo los trabajos de Smithiec 
(1041), Hartwick y Hartwick (1971) y Wendell y McKelvey (1981), el duopolio 
no colusivo ha sido objeto de especial atención. La mayor parte de los modelos 
estudian únicamente dos jugadores, aunque algunos autores han abordado el 
caso en el que existen tres firmas competidoras, como Eiselt y Laporte (1993), 
Weber (1992), Fujita y Thisse (1986), Shaked (1975) o Eaton (1972), entre 
otros. Sarkar, Gupta y Pal (1997) y Kohlberg (1983) estudian un problema 
con n firmas. Sin embargo, como indican Friesz, Miller y Tobin (1988a) el 
oligopolio ha recibido poca atención en la literatura sobre competencia espacial. 
En 01 capítulo 4 sc presontun algunos resultados generaies para el oligopolio y 
se extienden los modelos del capítulo 3 al caso en el que existen más de dos 
empresas. 

1.7 Reglas del juego 

Pueden considerarse decisiones simultáneas o secuenciales. La soluci6n para un 
juego no cooperativo de elección simultánea, conocida como equilibrio de Nash, 
es aquella donde ningún jugador tiene incentivo a alterar unilateralmente su 
situación. Puede no existir equilibrio de Nash, como ocurre en el modelo para 
tres firmas en un mercado lincal dc Lcrncr y Singer (1037). 

Una alternativa al modelo de elecci6n simultanea es la elección secuencial, 
según la cual un jugador decide conociendo las elecciones de los que le preceden 
y anticipando las dccioionco postcriorc~ do los restantes competidores. Asociado 
a este modelo surge el concepto de solución o equilibrio de Stackelberg. El líder 
del juego no siempre tiene ventaja sobre el seguidor, como ocurre por ejemplo 
en el problema de localizaci6n de dos firmas en un triángulo de lados iguales 
y demandas nodales e igiiales. Por esta razón, existen leyes de patente que 
proporcionan al menos una ventaja temporal al líder del juego. Eiselt y Laporte 
(199Ga) hacen una buena revisión del problema de Stackelberg, al que ellos 
genéricamente denominan de localización secuencial. Anderson (1987) analiza 
el equilibrio de Stackelberg en el problema de Hotelling y prueba que cuando las 
entradas de las firmas son secuenciales y se conoce que la competencia posterior 
en precios será de tipo líder-seguidor, la primera firma se localiza en el centro 
del mercado y la segunda indistintamente en z = 0.13 6 z = 0.87. Además, la 
segunda h a  en entrar adoptara el papel de líder en precios y la establecida el 
rol de seguidora, obteniendo ésta última mayores beneficios. García y Pelegrín 
(lQQ7) ostudiun un problema de localizaci6n en árboles con demanda totalmente 
inelástica y prueban la existencia de un equilibrio de Stackelberg en localización. 

En una generalización del problema de Hotelling sobre un rectángulo, 
Tabuchi (1994) prueba que la localización secuencia] es más beneficiosa para 
las firmas que la simultánea. Eiselt (1998) considera un juego de Stackelberg en 
un árbol donde los duopolistas no conocen la demanda real y tienen diferentes 
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percepciones sobre ella. Si hay información complet.a, es decir, cada uno conoce 
la percepción de su oponente, no existen ventajas ni para el líder ni para 
el seguidor. Si la información es incompleta, es decir, el líder no conoce la 
percepción del seguidor, la ventaja es para este último. 

Hakimi (1983) introduce los términos medianoide y centroide para las 
localizaciones del seguidor y líder, respectivamente. En particular, el (rlXp)- 
medianoide es el problema del seguidor cuando va a localizar T servicios en un 
espacio donde ya están localizados p servicios en los puntos del conjunto X p .  
De forma similar, un (r1p)-centroide es el conjunto de p localizaciones para el 
líder, sahienrln q ~ i ~  posteriormente el seguidor situar& I. servicios resolviendo 
el problema (rlXp)-medianoide. Hakimi demuestra que ambos problemas son 
NP-duros y que, por ejemplo, el (lJXi)-medianoide sobre una red no tiene 
necesariamente solución nodal. Benati y Lap0rt.e (1994) proponen iui algoritmo 
de búsqueda tabú para resolver ambos problemas. 

Si los precios son también variables, se pueden considerar dos alt,ernativas. 
La primera consiste en suponer una elección simulttinea de precio (o nivel de 
producción) y localización (Tobin y Friesz, 1986). Otros modelos, como o n m e  
en el de Hotelling, consideran que los jugadores deciden en dos etapas, motivado 
por el hecho de que la elección de la ubicación suele ser anterior a la del precio. 
En la primera etapa los jugadores dccidon simdtánearnente sus localizaciüiies 
y, conocidas éstas, los jugadores deciden simultáneamente los precios (o niveles 
de producción) en la segunda etapa. Una vez hallado el equiibrio de Nash 
en la segunda etapa, su expresión es incorporada en la función de beneficio 
para abordar el juego de la primera etapa. El correspondient,e concepto de 
solución en dos etapas se denomina equilibrio de Nash subjuego-perfecto. Est,e 
concept,~ se basa en la idea de que los jugadores anticipan las consecuencias de 
la competencia en precios (o a la hora de decidir sus localizaciones. 
Para una amplia discusión sobre este concept,~ ver Selten (1975). 

Lederer y Thisse (1990) consideran un juego en dos etapas con discriminación 
espacial de precios en la segunda y prueban la existencia de un equilibrio de Nash 
subjuego-perfecto. Ademas, si los costes de t,ransporte son funciones cóncavas de 
la dist,ancia, existeun equilibrio en un conjunto de nodos de la red. Un resultado 
similar es obtenido por Labbé y Hakimi (1991) cuando las empresas deciden la 
cantidad a ofrecer en cada mercado separado espacialment,e con demanda lineal. 
Los modelos anteriores consideran exclusivamente la posibilidad de instalar un 
único servicio para cada firma. Tobin y Fkiesz (1986) est,iidian el problema de 
maximizstr o1 bonoficio dc una cmpreua que pretende introducirse cüu iiiás rlt: uii 

servicio en un mercado ocupado por otras empresas. Este modelo es generalizado 
por Riesz, Tobin y h,liller (1989) para permitir a la firma entrant,e decidir no sólo 
el nivel de producción y la localización de sus plantas, sino también el esquema 
de distribución. Sarkar, Gupta y Pal (1997) extienden el modelo de Labbé y 
Hakimi (1991) al caso del oligopolio con demanda no lineal y prueban que, bajo 



ciertas condiciones, las firmas continúan situándose en los nodos de la red. Estos 
autores permiten que cada fisma pueda ubicar más de un centro. Ademhs, en 
el caso particular en el que la demanda es lineal prueban la existencia de un 
equilibrio de Nash subjuego-perfecto para el oligopolio. 

Anderson y Engers (1994) consideran un juego en dos etapas con demanda 
totalmente inelástica al precio, donde en la primera etapa las firmas deciden 
las localizaciones en un espacio continuo, adelantando el posterior equilibrio en 
precios de la segunda etapa. El mercado está regulado por una autoridad que 
fija los precios de forma que se maximice el bienestar social. En equilibrio, 
se minimiza el coste social que viene dado por el cusle Mal  de puclucci6n y 
de transporte, obteniéndose la misma solución que si las firmas compitiesen 
libremente. Este resultado es similar al obtenido por Lederer y otros (1990, 
1986). Spagat (1992) introduce un refinamiento del concepto de equilibrio 
subjuego-perfecto, que emplea para seleccionar una solución en un juego de 
competencia espacial con múltiples equilibrios subjuego-perfecto. 

1.8 Conjeturas de las empresas 

En la mayor parte de los modelos se asume que cada empresa fija un precio o 
decide su localizaci6n suponiendo constante el precio o la ubicaciúii del iesLü de 
sus rivales. Se trata de un supuesto denominado "variaci6n conjetural nula". 
Como señalan Eaton y Lipsey (1974), dicho supuesto puede ser razonable a corto 
plazo dado ruie las empresas no tienen tiempo de observar la reacci6n de sus 
competidoras, o bien cuando la relocalización no se produce como consecuencia, 
por ejemplo, de unos elevados costes de instalaci6n. En el modelo de Stackelberg 
s61o una de las firmas, la seguidora, mantiene este supuesto mientras que la 
líder asume conjeturas no nulas al adelantar la reacción de la seguidora. La 
tercera posibilidad aparece bajo el supuesto de conjeturas no nulas para ambas 
firmas. Estos tipos de conjeturas aparecen en Segura (1993) y serán tratados 
con posterioridad en los capítulos 2, 3 y 4. 

1.9 Comportamiento de los consumidores 

En general, podemos distinguir entre modelos determinísticos y probabilísticos. 
En un modelo determint2tico los consumidores son atraídos por los centros 
de servicio de acuerdo a alguna función de utilidad dada en función de 
caracteristicas tales como la distancia (o el coste de transpurte) y e1 pie~iu,  
entre otras. En el modelo probabiltstiw existe una función de atracción que 
determina la probabilidad de que un consumidor visite un servicio. La principal 
diferencia entre estos dos modelos radica, por tanto, en la asignación de los 
clientes a los centros de servicio. Mientras que en el modelo determinístico un 
usuario acude exclusivamente al centro que le produce mayor utilidad, lo que 
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lleva asociado una partición del espacio en áreas de mercado de los centros de 
servicio, en el modelo probabilístico un cliente puede visitar cualquier centro, 
incluso el menos atractivo, con una cierta probabilidad. 

La suposición más común en el modelo det,erministico es que los clientes 
eligen el servicio más próximo (en tiempo o distancia). El MAXCAP (maximum 
capture problem), formulado por ReVelle (1986) aplica el criterio de distancia 
mínima. En general, el cliente tiene en cuenta, además de la distancia, el precio, 
el servicio postventa, etc. Drezner (1994a), en un problema cont~uii~o, asume que 
los clientes basan su elección en una función de utilidad, que incorpora atribiitos 
del servicio y la distancia. Los clientes situados en un mismo punto de demanda 
presentan la misma función de utilidad y, por tanto, eligen el mismo servicio. 
Sin embargo, Drezner y Drezner (1996) consideran una función de utilidad que 
cambia de un consumidor a otro, incluso entre aquellos localizados en un mismo 
punto de demanda. 

En un modelo probabilistico los clientes dividen su poder de compra entre 
las firmas competidoras. El modelo de HufT (1964), de t,ipo gravitacional, 
sugiere que la probabilidad de que un consumidor acuda a un servicio es 
proporcional al tamaño de dicho servicio e inversamente proporcional a la 
distancia. Este modelo es extendido por Nakanishi y Cooper (1974) quienes 
reemplazan el tamaño del servicio por un conjunto de características que definen 
su atract,ivo, dando lugar al modelo MCI (modelo de int.eracción competitiva 
multiplicativa). Plastria (1996) utiliza una variación del modelo de Huff para 
det,erminar la localización óptima y el atractivo de un nuevo servicio en un 
mercado competitivo. Peeters y Plastria (1998) proponen ima variante del 
modelo de Huff, el modelo de Pareto-HufF, considerando que un consumidor 
visita un servicio A más distante que otro B, sdo si A es más atractivo que 
B. Este criterio es diferente al de Huff, donde los clientes pueden visitar, 
aunque sea con una probabilidad muy pequeña, servicios distantes incluso 
existiendo próximos a él servicios mas atract,ivos. Sant,os, Suárez y Dorta 
(1999a, 1998) abordan el problema del equilibrio localización-atractivo para 
dos firmas que entran a competir simultáneamente con un único servicio cada 
una, considerando los modelos de Huff y de Pareto-Huff. Bastindose en el 
MCI, Achabd, Gorr y Mahajan (1982) desarrollan un modelo de localización de 
servicios miütiple, mientras que Gliosh y Craig (1983) determinan estrat.egias de 
localización deseables en un  mercado dinámico considerando posibles cambios 
competitivos y demogrlificos. 

El modelo MAXCAP ha sido adaptado tamhihn al  caco prnhahjlístico. 
Benati (1999) considera un problema de captura máxima donde los 
consumidores toman sus decisiones de acuerdo a ima función de utilidad 
aleatoria. Serra y Colomé (2000) modifican el modelo MAXCAP para permitir 
que la demanda de un nodo asignada a un determinado cent.ro de servicio sea 
función de las distancias de ese nodo al resto de los centros de servicio. 



1.10 Externalidades 

Cuando cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones de los demás, 
se dice que existe exteinalidad en el mercado. En estos casos, además del 
precio y el coste de transporte, los consumidores deben tener en cuenta un 
coste asociado al efecto de la externalidad. Como consecuencia, cuando los 
precios que fija11 las eiiipiEsí15 cüiliciden, no siempre es la asignación al centro de 
servicio más próximo la que proporciona el coste mínimo. A Muñiz (1998) señala 
en una revisión bibliográfica sobre externalidades, localización y crecimiento 
regional, que la presencia de externalidades explica la concentración observada 
en empresas e industrias dedicadas a una misma actividad. 

Kohlberg (1983) modifica el modelo de Hotelling con el fin de evitar la 
discontinuidad de las funciones de pago en un juego donde las estrategias son las 
localizaciones en un intervalo. No tiene en cuenta el precio del producto, lo que 
equivale a considerarlo fijo e igual para todas las firmas. Considera que el tiempo 
de espera es una función creciente de la cuota de mercado, y suponiendo que 
el cünsuiiiidui elige d ~e i ihu  de seivi~iu iiJiliiiiizandu el tien~pu da tiaiispüite 
más el tiempo de espera, demuestra que las cuotas de mercado son funciones 
continuas de las localizaciones y que no existe equilibrio para tres o más firmas. 
Cuando el número de firmas es dos, existe equilibrio con diferenciación mínima 
y, al igual que en el modelo de Hoteiling, las localizaciones socialmente óptimas 
se sitúan en los cuartiles. 

Brandeau y Chiu (1994a, 1994b) introducen un coste de externalidad para 
servicios privados y públicos en un problema en redes, considerando que los 
consumidores minimizan la suma de los tiempos de desplazamiento y de espera 
en el servicio. Estos autores asumen que los precios no intervienen en el proceso 
dc decisión. Consideran servicios con capacidadco y funciones de externalidad 
convexas, crecientes y tendiendo a inñnito cuando la utilización del servicio se 
aproxima a su capacidad. En el caso de servicios privados (1994a), dos firmas 
maximizadoras de su cuota de mercado deciden sus localizaciones según un 
juego de Stacltelberg. Prueban que las decisiones de los usuarios en equilibrio 
son únicas y, por tanto, que la cuota de mercado en equilibrio también es única. 
En el caso de servicios públicos (1994b), se localizan un número dado de centros 
de servicio de manera que se minimice el coste social, que es el tiempo agregado 
de desplazamiento y de espera de la totalidad de los usuarios. Prueban que para 
costes de externalidad negativos las asignaciones de equilibrio no son en general 
únicas, aunque la cuota de mercado sí lo es. Cuando el número de centros 
públicos es dos, las asignaciones de equilibrio son únicas. En ambos trabajos, 
para el estudio de las localizaciones se particulariza el problema en árboles con 
demanda nodal. 

Un problema similar incorporando el precio del producto es estudiado por 
Santos, Dorta y Suárez (2000a). En este trabajo se considera un juego en dos 
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etapas, en la primera se deciden las localizaciones y en la segunda, conocidas 
éstas, se deciden los precios, estudiándose la existencia de un equilibrio de Nash 
para cada etapa. El equilibrio de Stackelberg en precios es estudiado por Suárez, 
Dorta y Santos (2000). En ambos trabajos se supone que las asignaciones son 
impuestas por un agente regulador para minimizar el cost,e agregado y obtener 
asi un óptimo de Pareto. El caso en que los consumidores toman sus decisiones 
individualmente es estudiado por Suhez, Dorta y Santos (1999). 

Berman y Larson (1982) analizan el problema de la mediana con congestión 
en redes. El objetivo es minimizar el tiempo de respuesta (suma del tiempo de 
viaje y de espera) de un servicio en el que las llegadas se producen de forma 
aleatoria. Lee y Cohen (1985) consideran demanda elht,ica a la congestión. 
Desrochers y otros (1995) formulan un problema de localizacián de facilidades 
con congestión entero mixto, que es resuelto mediante ramificación y acotación. 

En otras ocasiones las externalidades son posit,ivas, como sucede con locales 
de ocio como pubs y discotecas, por ejemplo. En est,os casos, muchos usua~ios 
prefieren acudir a aquellos lugares con mayor afluencia. 



Capítulo 

Modelos clásicos de 
competencia y nociones 
básicas 

Este capitiilo está dedicado a los moclelus clAsicus de cuiupeleiicia oligopvlfstica 
en Economía Industrial. Los modelos desempeñan un importante papel en 
la toma de decisiones, permitiendo a las empresas obtener información sobre 
la repercusión de sus posibles acciones. Existe una extensa literatura sobre 
modelos de oligopolio, que como se indicó con anterioridad es una est.ructura de 
mercado en la que existe más de una empresa, generalmente un número pequeño 
de ellas. En particular, cuando el número de firmas es dos se tiene un duopolio. 
La capacidad de las empresas de fijar los precios diferencia al oligopolio de la 
competencia perfecta. Por otra parte, la existencia de varias k m a s  supone que 
cada una tomará decisiones teniendo en cuenta las acciones de sus competidoras, 
lo que distingue al oligopolio del monopolio. Para una introducción en este 
t,ema puede consultarse Segura (1993), Tirole (1988), Cliang (IgSÍ'), Arrow y 
Int,riligator (1982), Hay y rflorris (1979), entre otros. 

En la seccidn 2.1 de este capítulo, se analizan los modelos clásicos 
de competencia oligopolística, de gran importancia para explicar el 
comportamiento estratégico de los productores, y se definen diferentes conceptos 
de solución. Se presenta en primer lugar la cnmpet.enr.i~ vía. cantidader, 
incluyendo aquellas situaciones asimétricas en las que una de las empresas es 
líder, para posteriormente abordar la competencia vía precios. En tercer lugar 
se analiza otro tipo de competencia, vía diferenciación del producto, donde las 
empresas deben decidir la ubicación de sus instalaciones o las características de 
sus productos. 
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La sección 2.2 contiene algunas nociones y resultados sobre juegos y redes 
que serán utilizados en la memoria. Se defhen los principales tipos de solución 
de equilibrio y se rriuestra un cuadro resumen donde figuran las características 
de algunos juegos espaciales junto con los casos tratados en esta memoria. 
Finalmente, se recogen algunos resultados generales sobre convexidad que serán 
utilizados con posterioridad. 

2.1 Modelos clásicos de competencia 

2.1.1 Modelos de Cournot y Stackelberg 

Sea T el número de firmas en el mercado, con funciones de costes de producción 
C, (y,), donde y, es el nivcl dc producción dc 1u firma i ,  i - 1, ... ,T .  La función 
inversa de demanda viene dada por p  = p ( q ) ,  siendo q = EL=, qi la cantidad 
total producida. Las empresas deciden simultáneamente su producción qi, 
que será aquella que maxirnice el beneficio, es decir, la solución del siguiente 
problema de optimización 

donde se han relajado las restricciones de no negatividad. Asumiendo que las 
funciones de beneficio son c6ncavas y diferenciables, las condiciones necesarias 
y suficientes de óptimo global son 

r 
Dado que q = qi ,  dife~enciando se obtiene 

i= 1 

y las condiciones necesarias y suficientes de óptimo resultan 

El término 2, j # i, representa la variaciOn que ocurrir& en la produccidn 
del competidor J ante cambios en qi. Estos términos se denominan variaciones 
conjeturales. La hipótesis mAs simple sobre los valores de las variaciones 
conjeturales es la nulidad, es decir, suponer que cada productor piensa que 
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sus competidores no reaccionarán a la alteración de su volumen de producción. 
Este es el supuesto formulado por Cournot (1838), bajo el cual, en el caso 
de un duopolio (T = 2, i = A, B), las ecuaciones anteriores se escriben de la 
siguierite forxxia: 

P + ~ A T J ' ( ~ )  - CÁ(YA) = 0, ( T A ( ~ B ) )  

y se denominan funciones de reacción o de mejor respuesta ( T ~ ( ~ B ) , T ~ ( Q ~ ) ) .  

Proporcionan respectivamente, el output de la firma A dado el de B (rA(q4)) ,  
y el de la firma B dado el de A (TB ( q ~ ) ) ,  indicando cómo reacciona una de ellas 
ante cambios en la oferta de la otra. 

Una hipótesis alternativa consiste en suponer que una de las empresas asume 
variación conjetural nula, mientras que la otra considera variación conjetural no 
nula. Este es el supuesto formulado por Stackelberg (1934), donde la firma 
líder asume conjeturas no nulas mientras que la seguidora asume conjeturas 
nulas. Podernos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es líder y B 
seguidora. Entonces, el comportamiento de la empresa seguidora sigue estando 
representado por su función de reacciún T B ,  mientras que la nueva curva de 
reacción de la líder viene dada por 

DXei-ei~ciaiidü la fuiiciúii de ieaccibii de D iespectü de q~ iesulta 

y de la relaci6n 8 = 1 -t 2, se obtiene que 

Sustituyendo en la curva de reacción de la empresa líder, y trac algunac 
simplificaciones, se obtiene 

Por tanto, la soluci6n o equilibrio de Stackelberg viene dado por la solución del 
sistema 

P + P A P ' ( ~ )  [ z p t ( q ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ f ~ g i q n l ]  - C Á ( ~ A )  = 0, ( r ~ )  
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Lo anterior equivale a resolver el problema de maximizaci6n de beneficio del 
líder sujeto a la restricción de reacción del seguidor1 

que puede resolverse por el método de los multiplicadores de Lagrange. 

En resumen, el seguidor se atendrá a su propia función de reacción, mientras 
que, por el contrario, el líder incorporarA. 19. información relativa a la reacción 
de su competidora a su función de beneficio. 

Finalmente, el último escenario aparece al asumir que ambas fumas se 
comportan como lídcrcs. En tal caso, el equilibrio surge al in t~rwrtnr  con la 
que aparece al intercambiar en esta última los subíndices. 

Comparación de equilibrios para demandas lineales 

Supongamos que la funci6n inversa de demanda es lineal, del tipo p(q)  = a - bq, 
a ,  b > O, y los costes marginales de ambas empresas son constantes e iguales. Si 
c ~ t o s  C O E ~ C E  son C:(qi) = C, i = A; R, las ciirvas de  reacci6n en el supuesto de 
Cournot son 

y el equilibrio de Cournot es 

Entonces, el precio de mercado y los beneficios para ambas empresas son 

Las curvas de reacci6n para el modelo de Stackelberg, si A es líder, son 

lcstairicis prcsciiiclicridii (ic las rcstricciii~ics dc ~ i o  iicgat,ividnil 
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que proporcionan las siguientes cantidades de equilibrio 

a - c  s - a - c  q L  qL = - , q  --=- 
2b 4b 2 

El precio de mercado y los beneficios en este caso son 

Mientras que en el equilibrio de Coiirnot las producciones de ambas f i r m ~ s  
coinciden, en el equilibrio de Stackelberg el nivel de producción del líder es el 
doble que el del seguidor, por lo que su beneficio también se duplica. Obsérvese 
que el beneficio del líder es superior al que obtendría según el modelo de Cournot,, 
mientias q u e  el del seguidor es menor. E1 beneficio conjunto de la solución de 
Stackelberg es menor que el beneficio conjunto de la solución de Cournot, lo qne 
indica que la competencia con el criterio de Stackelberg conduce a una soluci6n 
subóptima atendiendo d criterio de maximizaci6n del beneficio conjunto. 

Por último, en el caso en que ambos duopolistas actuaran como líderes2, el 
equilibrio se alcanzaría resolviendo el sistema 

cuya solución es 

con lo que la cantidad tot,al producida es la mayor entre las situaciones 
analizadas, esperándose una disminución del precio y consecuentemente una 
reducci6n de los beneficios. En efecto, 

En la figura 2.1 se muestran las curvas de reacción y los equiiibrios para 
Ino oituacionco anteriores. El segmento m está fuiinadu pi- lu&as aq~iellas 
combinaciones cuyo output total equivale al de monopolio, y el por todas 
aquellas que dan lugar a una producción de competencia perfecta3. El resto 

2ariil>as firiiins »sii~iicxi cor~jctiirns rio riiilna 
soliici~lri dc rrici~iopolio rs iiqiiclla qiic i g d n  costo margiiid <: ingreso iriargirial; el prccio 

cri co~ri~>ctcricia pcrfcctn couicitlc con el costo iiiarb6ii:ll 
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Figura 2.1: Diferentes equilibrios en competencia vía cantidades 

dc scgmcntoo paralelos entre 103 anteriores, constituycn cl lugar gcomótrico dc 
todas aquellas producciones que proporcionan un mismo output, estando más 
alejado del origen cuanto mayor es la producción. Puesto que a las empresas 
les interesa reducir el output para que aumenten los precios, aproximándose 
a la situación de monopolio, puede observarse gráficamente que para ambos 
productores en conjunto la mejor situaciún es la de Cournot, C,  seguida por 
aquella en la que uno es líder y el otro seguidor< SA y Sg , y por último aquella 
en la que los dos actúan como líderes, LL. 

El equilibrio de Cournot, pese a constituir la mejor solución conjunta, 
descartada la coalición, presenta una cierta inestabilidad a largo plazo, debido 
a quc para cada uno de ellos individualmente la mejor situaci6n posible es 
convertirse en líder, siempre que su competidor acepte ser seguidor. Cada agente 
tendrá incentivos a ser líder, pero si lo son ambos la solución ser& la peor de las 
posibles. Este resultado apunta la conveniencia de llegar a coaliciones o acuerdos 
de reparto del mercado, la más obvia de las cuales sería la monopolización del 
mismo" lo que les permitiría a ambos obtener los beneficios del líder. 

Por último, es posible deducir que el oligopolio de Cournot es la forma de 
organizaci6n industrial intermedia entre la competencia perfecta y el monopolio, 
acercándose tanto m& al extremo de la competencia (monopolio) cuanto mayor 
(menor) es el número de empresas que lo forman. Esta idea intuitiva es fácil de 
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formalizar si en el modelo utilizado se supone que existen r empresas iguales. En 
este caso, bajo la hipdtesis de Cournot, la  maximización del beneficio individual 

ír, = ( a -  bq)qi-cq;, i = 1 ,..., r, 

r 
r ( a - C )  a - c  -- lirn xqi = lim - - 

r-cm 
i= 1 

r-m (r + l ) b  b ' 

lim p = c, 
r-CO 

por lo que la soluci6n de Coumot cuando el número de oligopolistas t,iende a 
infinito, coincide con la de competencia peifect.a y, cuiriu es obvio, cuando T = 1 
con la de monopolio. 

2.1.2 Modelos de Bertrand y Edgeworth 

Los resultados del apartado anterior se han obtenido suponiendo que los 
oligopolistas compiten produciendo determinadas cantidades del bien, que son 
~tdrpiirirlas al precio determinado por 13 fmción dc demanda. Con frecuencia 
se ha criticado la falta de realismo de esta competencia vía cantidades, 
proponiéndose una hipdtesis alternativa respecto al comportamiento de los 
oligopolistas, debida a Bertrand (1883), quien supuso que las empresas 
competían determinando el precio de venta del producto. %atándose de un bien 
homogéneo, los consumidores adquirirán el bien al oligopolist,a que lo venda a 
menor precio, por lo que la solución si el coste marginal de todas las firmas 
coinciden es simplemente el equilibrio en competencia perfect,a, es decir, precio 
igual al coste marginal. 

Supongamos que inicialmente dos firmas venden a un precio comiín (superior 
al coste marginal); si una de ellas redujese el precio, incluso en una pequeña 
cantidad, y la otra lo mantuviese, la primera se haría con todo el mercado al 
ser el producto homogéneo. Sin embargo, la segunda puede también reducir 
su precio, por lo que mientras haya margen, es decir, siempre que el precio sea 
superior al coste marginal, habrá posibilidad de reducir el precio. Entonces, 
en el límite el precio de equilibrio, igual para ambas empresas, coincide con el 
coste marginal. La paradoja es que con tan s610 dos empresas, se ha obt,enido el 
eqdihrio en competencia perfecta. Sin cmbargo, cate resultado se basa en tres 
supuestos fundamentales. El primero, el producto es perfectamente homogéneo; 
una ligera diferenciacidn del mismo conduce a que el resultado competitivo no 
se produzca, por lo que es beneficioso para los oligopolistas inmersos en una 
competencia en precios diferenciar sus productos (por ejemplo, elegir ubicaciones 
diferentes). En segundo lugar, el resiiltado competitivo s610 se justifica con un 



planteamiento estático en el que las empresas, cuando rebajan ligeramente su 
precio, se apropian de todo el mercado. Sin embargo, si tienen en cuenta que a 
su decisión de rebajar el precio le seguirtí includiblemente una reacción de los 
competidores rebajándolo aun más, resultará más conveniente para todos no 
entrar en una lucha a la baja de precios que conducirá a anular sus beneficios, 
siendo conveniente llegar a algún tipo de acuerdos. Por último, los costes de 
ambas empresas son iguales; en el caso de no ser así, el precio h a 1  de Bertrand 
igualaría al mayor coste marginal, por lo que la empresa con mayores costes no 
tendría beneficios. Este hecho motiva además la necesidad de reducir los costes. 

Tenemos, en resumen, dos posibles explicaciones del comportamiento del 
oligopolio. La más realista desde el punto de vista del tipo de competencia 
que se establece entre los productores, la de Bertrand, da lugar a un resultado 
sorprendente ya que los oligopolios, en la piái;Lica, uu se cumportan como 
competencia perfecta. La menos realista desde el punto de vista de cómo se 
compite, la de Cournot, proporciona un resultado más acorde con la realidad. 
La solución más satisfactoria sería, por tanto, que dispusiésemos de un modelo 
teórico de oligopolio que, considerando que los oligopolistas compiten vía 
precios, condujera a un equilibrio final en que el output total fuera inferior al 
de competencia perfecta. La idea original de esta síntesis se debe a Edgeworth. 

Edgeworth (1925) supuso que si dos empresas instaladas compiten entre sí 
vía precios, lo hacen con dimensiones dadas, y que estas dimensiones implican 
restricciones de capacidad que hacen que el equilibrio h a 1  de la conjetura 
de Bertrand no sea el de competencia perfecta. Suponer que la dirrierisiúri 
de cada empresa no le permite satisfacer individualmente toda la demanda 
correspondiente a la solución competitiva, es un supuesto sensato debido a 
que no tendría sentido que las empresas instalasen capacidades excedentarias, 
teniendo que asumir los costes derivados. Si esto es así, la solución p~ = p~ = c 
no puede constituir un equilibrio ya que una de las empresas podría subir 
el precio y atender la demanda no cubierta por su competidora por falta de 
capacidad y obtener beneficios. En consecuencia, la restricción de capacidad 
impide que la solución del problema vía precios sea la de competencia perfecta. 
La formulación de esta idea en términos de teoría de juegos consiste en suponer 
q w  Inq nlignpnlistas participan en un juego en dos etapas, en la primera de las 
cuales eligen simultáneamente la dimensión de sus respectivas empresas, y en la 
segunda, una vez instaladas las capacidades y conocidas las mismas por ambas 
empresas, éstas compiten vía precios, fijándolos también de forma simulthea. 

2.1.3 Modelo de Hotelling 

Una de las suposiciones bajo la que se sostiene la paradoja de Bertrand es que 
el producto es homogéneo. En esta situación, el precio es la única variable 
de interés para los consumidores, y cuando el coste marginal de todos los 



Figura 2.2: Represent aci6n espacial considerada por Hot,elling 

oligopolistas coincide, ninguna empresa puede elevar su precio por encima del 
coste marginal sin perder todo el mercado. Sin embargo, en la práctica esta 
suposición rara vez se cumple, existiendo otras variables que condicionan la 
decisión de los consumidores. Algunos pueden estar dispuestos a pagar un precio 
oupcrior, 3i para adquirir el L i e ~ i  clel~eii i-ecui-i-ei- una distancia m& corta, 0 si la 
empresa suministradora proporciona un mejor servicio postventa, por ejemplo. 

La diferenciación del producto es un hecho en nuestra economía, siendo los 
bienes que ofrecen la mayoría de las empresas no homogéneos. La diferenciaci6n 
presenta ventajas para todos los agentes; para los consumidores, porque la 
elecci6n entre un abanico m&s amplio de posibilidades permite opt,ar por aquel 
que mejor satisface sus preferencias, aumentando con ello su satisfaccih; para 
las empresas, porque ser el ílnico oferente de ciertas caract,erísticas confiere ciert,o 
poder de mercado. 

El análisis de la diferenciaci6n tiene int,erhs pn t,rm tipns rie p~nhlemas. En 
el primero, varias firmas deciden las características de sus productos dentro 
del espacio de preferencias de los consumidores. En el segundo, un conjunto 
de agentes se posicionan ideológicamente para conseguir el mayor número de 
electores, o bien se decide democr&t,icamente la ubicación de un servicio, lo que 
se conoce como teorzá del voto. Finalmente, en el tercer problema un conjunto 
de firmas se ubican físicamente con el fin de satisfacer algún objetivo. 

Para ilustrar estas cuestiones, consideremos el modelo clásico de competencia 
espacial formulado por Hotelling (1929). Supongamos una calle de longitud L, 
en la que se encuentran distribuidos uniformemente los consumidores. Existen 
dos empresas, iihicadaq en I i i ~ a r ~ s  diqtintos de la calle, que producen el mismo 
bien. La primera empresa está situada en el plinto A, a una distancia 1~ del 
principio de la calle, y la segunda empresa se ubica en B, a una distancia 1~ 
del final de la misma. Un consumidor genérico h se encuentra situado a una 
distancia d~ de la primera empresa y d B  de la segunda. Esta situación está 
representada en la figura 2.2. 

Es obvio por propia construcción que I A  + dA + d B  + l B  = L y que, como 
estamos analizando el caso en que ambas empresas están situadas en puntos 
distintos, l A  + l B  < L. 
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Las empresas"roducen a un coste marginal c y venden a unos precios en 
fábrica pi, i = A, B. Transportar una unidad del bien cuesta T por unidad de 
distancia, por lo que el coste por unidad para un  consumidor situado a una 
distancia di de la empresa i sera pi + rdi, i = A, B. Puesto que el bien es 
homogéneo, la única diferencia para el consumidor será su coste, de forma que 
para que un consumidor se encuentre indiferente entre adquirirlo de una u otra 
empresa (consumidor marginal) habrá de verificarse 

Si se cuiiiple s s t d  i e l a ~ i ú i i ,  y aupuiiimillu que cada ~uiieuiri idu~ allquieie uia 
unidad de bien, es decir, que la demanda es totalmente inelástica al precio (lo 
que sucede en el caso de bienes esenciales), la demanda cubierta por la primera 
empresa será Z A  + dA y la de la segunda l B  + dB.  

Asumiendo localizaciones dadas, las demandas captadas son funciones 
discontinuas del precio. En efecto, supongamos que p~ está dado; la firma 
A podría ganar mercado reduciendo p ~ ,  lo que desplazaría hacia la derecha 
al consumidor marginal, reduciendo dB y aumentando dA.  Para captar todo 
el mercado entre el comienzo de la calle y el punto en el que se ubica su 
competidora, la firma A debería fijar el siguiente precio 

Si ahora redujera p~ ligeramente por debajo de pi, la primera empresa se 
haría con todo el mercado. Por tanto, su cuota de mercado presentaría una 
discontinuidad en pi, lo que motiva la no existencia de equilibrio. D2Aspremont, 
Gabszewicz y Thisse (1979) demostraron que si las empresas se encuentran 
en posiciones distintas próximas al centro, no existe precio de equilibrio. No 
nhqtante, cuanto m4s distantes se encuentren ambas empresas, es miis prohable 
que exista equilibrio al aumentar el dominio en el que las cuotas de mercado son 
continuas7. También demostraron que la condición para que los precios sean de 
equilibrio es 

siendo S = L - l A  - l g  la distancia entre ambas empresas. Supondremos en 
lo sucesivo que se satisface esta relación y que, por tanto, las firmas están 
suficientemente alejadas. 

Dado que 6 - dA + d B ,  de la condición p~ + r d A  = pg  + r dB  se puede 
obtener 

di = ~ 6 - p i  + ~ j  , i , j=A,B;  j f  i, 
21- 

Gsi~I>«~it lrc~~ios por siiiiplicidati, siti c p t :  cllo i~fcct ,~ a los rcsiiltad»r?, qiic los rmstcs fijos soii 
igiiiilc-S y rio tlcl>c~idcri tic 1s l«c~~lii.acid~i 

'mi e1 caso líuiitc CII ~ I L O  cada criiprcsa st: sitiiara cii 1111 cxtrciiio tic ln cnllc, 110 habría 
riisct>iit.itiiiitl~~ti 



y entonces el beneficio puede expresarse de la siguiente manera 

Las condiciones de primer orden para el problema de 1naximizaci6n de 
beneficio vienen dadas por 

de donde se obtienen los siguientes precinc d e  ~quilihrio 

lo que indica que,  i~icluso con productos hornogeneos, la diferenciación espacial 
puede conducir a precios de equilibrio diferentes. 

Nótese que cada empresa aument,xía sus beneficios si, dados los precios y 
localización del riml, redujera su distancia al mismo, debido a que las derivadas 
parciales ani/&, i = A, B, evaluadas en estos precios de equilibrio son 
positivas. Este es un resultado razonable porque una aproximación le permitiría 
capturar parte del mercado rival sin perder nada del suyo. Esto, en el límite, 
conduciría a que ambas empresas se sitúen juntas en el centro del mercado. En 
esta situación, la diferenciación del product,~ es nula, resultado que se conoce 
como principio de dyerenciación mzltima de Hotelling. 

Este principio parece indicar que la competencia espacial da lugar a una 
diferenciación mínima y ayudaría a comprender, por ejemplo, por que los 
automóviles son muy similares entre si, o por qué la regla general de cualquier 
productor que entra en un mercado consist,e en ofrecer product,os similares a los 
ya existentes. La generalidad del resultado hace que sea considerado en terrenos 
ajenos a los propios de la diferenciación del producto. Permit,e, por ejemplo, 
explicar las razones por las cuales distintas religiones poseen bastantes rasgos 
comunes o por qué los políticos, a la hora de diseñar sus campañas electorales, 
tratan de parecer más moderados. 

Sin embargo, cabe destacar que est,e resultado no se obtiene del razonamiento 
seguido ya que Hotelling no se percató de que las expresiones del beneficio ni 
de las que se deduce el equilibrio, se han obtenido suponiendo que las firmas 
se encuentran suficientemente alejadas. Este hecho es puesto de manifiesto por 
D'Aspremont, Gahsn~wicz y Thisse (lQB), quienes ademB~ dcmucstran que 

si las firmas se encuentran próximas entre sí en la primera et,apa, no existe 
equilibrio en precios en la segunda etapa. La raz6n es bastante simple; si 
las firmas se localizan pr6ximas entre sí, la agresiva competencia en precios 
conduciría los beneficios de ambas firmas a cero. Sin embargo, cada fuma 
aumentaría su beneficio alejándose de su competidora. 
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Extensiones del problema do Hotelling 

Hotelling asumió costes de transporte constantes por unidad de distancia 
(función lineal de la distancia) y demandas totalmente inelásticas al precio. 
Sin embargo, para otros tipos de costes de transporte el efecto puede ser 
justo el contrario, es decir, obtener máxima en lugar de mínima diferenciación. 
Supongamos, por ejemplo, que el coste de transportar una unidad del bien a una 
distancia d es 7d2 (D3Aspremont y otros, 1979). Un efecto de este supuesto es 
que las demandas captadas, y por tanto los beneficios, dejan de ser discontinuas, 
con lo que se elimina el posible problema de existencia de equilibrio, es decir, 
no existe limitacion alguna en la localizacibn de l a  e i i ip iaas .  

Ahora, un consumidor será marginal si 

lo que, teniendo en cuenta que 6 = d A  + dn, permite expresar la distancia de 
cada empresa al consumidor marginal de la siguiente forma 

y, por tanto, los beneficios como 

Las condiciones de primer orden correspondientes conducen a los siguientes 
precios de equilibrio 

Se puede comprobar que el signo de d.rii/dli evaluado en el precio de 
equilibrio es negativo, por lo que las dos empresas tenderán a situarse en los 
extremos del mercado, obteniéndose por tanto un resultado que cabría llamar de 
diferenciaciún máxima. En resumen, el grado de diferenciación en los modelos 
de competencia espacial depende en gran medida de los costes de transporte. 

Cuando las decisiones en localizacidn y precios son simultáneas es fácil 
comprobar que no existe equilibrio de Nash independientemente de los costes 
de transportea. Procediendo por reducción al absurdo, supongamos que existe 
equilibrio. Si las localizaciones son coincidentes, la competencia a la baja en 
precios lleva a ambas firmas fuera del mercado (modelo de Bertrand). Por tanto, 
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supongamos que las localizaciones de equilibrio no son coincidentes. En tal caso, 
cualquiera de ellas puede aumentar sus beneficios desplazfindose ligerament,e 
hacia su competidor, ya que de esta forma aumentaría su cuota de mercado. 
Obsérvese que este hecho no ocurre cuando las decisiones son secuenciales ya 
que dicha firma conoce que a ese desplazamiento le sigue ineludiblemente una 
reducción de los precios en la siguiente etapa, y como se indic6 anteriormente, 
una reducción del beneficio. 

El problema de la existencia de equilibrio ha originado un extenso número 
de trabajos que modifican alguno de los supuestos del modelo de Hotelling, 
con el obietivo fundamental de recuperar el equilibrio y establecer concliisinn~n 
en cuanto al grado de diferenciación espacial de las empresas. Andaluz (1995) 
enumera las principales líneas de trabajo sobre el tema y señala que el grado 
de diferenciación viene determinado por el conflicto entre dos efectos: un efecto 
directo sobre la cuota de mercado y un efecto indirecto a través de la variación 
en el precio del competidor. El efecto directo incentiva a la empresa a loc a 1' izase 

próxima a su rival, con el fin de capt.ar la máxirna cuota de mercado posible. 
Por el contrario, el efecto indirecto lleva a cada duopolista a diferenciarse de 
su competidor, evitando así una excesiva competencia en precios en la segunda 
etapa del juego. En función de cual sea el efecto dominante, se obtendrá un 
determinado grado de diferenciación, lo cual se halla estrictamente relacionado 
con la funcidn de coste de transporte. La funcion cuadrática de la dist,ancia 
es frecuentemente utilizada en la literatura de marketing sobre preferencias 
individuales. 

Anderson (1988) utiliza costes de t.ransport,e de la forma 'r1d + r z d 2  
y demuestra que s61o si T I  = O, es decir en el caso de costes de 
transporte puramente cuadráticos analizado con anterioridad, existe equilibrio 
en estrategias puras. Este tipo de costes es utilizado por  Fnit,os y otros (1999) 
en un modelo circular. Por otro lado, los costes de transporte del tipo da 
con (Y E [l, 21 son estudiados por Economides (1986). La conclusi6n es que 
si a < 1.26 no existe equilibrio de Nash subjuego-perfecto (este rango incluye 
el supuesto de Hotelling (Y = 1). Para 1.26 < a < 513 las localizaciones de 
equilibrio son estrictamente interiores mienhas que para (Y 2 5/3 el equilibrio 
se alcanza en los extremos del intervalo (como caso particular se tiene a = 2, 
estudiado por D'Asprernont y nt,rns, 1970). 

Otro intento de generalizar el modelo de Hotelling se debe a Lerner y Singer 
(1937) y posteriormente a Eaton y Lipsey (1975). El escenario es idéntico al de 
Hntelling snln que ahnra snn tres las firmaa rpie compiten en el mercado y los 
precios en fábrica están fijos y coinciden entre las firmas. Es fácil comprobar 
que no exist,e equilibrio en este caso. Puesto que el precio está fijo, cada firma 
maximiza su beneficio cuando es m&x.ima su cuota de mercado. Si las firmas 
A, B y G se encuentran situadas en el segmento en este orden, las dos exteriores 
( A  y C) verfin aumentar su cuota de mercado al desplazarse hacia B, mientras 
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que la de ésta última tiende a cero. Entonces, B se verá obligada a desplazarse 
a la derecha de C o a la izquierda de A. Este proceso continúa indefinidamente. 
Teitz (1968) observa un comportamiento similar en un modelo con dos firmas 
donde una de ellas ubica dos centros y la otra sólo uno. 

Cuando el níunero de firmas es mayor que tres, el caso es nuevamente 
diferente. El trabajo original de Lerner y Singer (1937) muestra que existe 
equilibrio para más de 8 firmas. Eaton y Lipsey (1975) demuestran que el único 
caso en el que no existe equilibrio de Nash es el de tres firmas. Además, para 6 o 
más firmas existen múltiples equilibrios. Como ejemplo, consideremos 6 firmas 
situadas en 

Cada una capta una sexta parte del mercado. Puede comprobarse que ninguna 
de ellas aumenta su cuota de mercado relocalizándose unilateralmente, lo que 
indica que se trata de un equilibrio de Nash. Sin embargo, otro equilibrio de 
Nash es 

En este caso, las firmas con localizaciones diferentes captan 2/8 y el resto 118. 

Otro modelo simple fue propuesto por Smithies (1941). La diferencia 
respecto al de Hotelling radica en que ahora el bien ofrecido no es esencial, frente 
al resto de modelos en los que la demanda es totalmente inelástica. Smithies 
utiliza una función de demanda linealmente decreciente con precio de reserva 
finito. En este caso las firmas se sitúan en el primer y tercer cuartil. 

Obsérvese que los resultados de estos modelos de competencia espacial son 
muy sensibles a las condiciones del problema. El modelo de Hotelling original no 
tiene equilibrio pero, sin embargo, el coste de transporte cuadrático proporciona 
un equilibrio con diferenciación máxima. Cuando los precios estAn fijados 
en el modelo de Hotelling, se recupera nuevamente el equilibrio aunque con 
diferenciación mínima. Sin embargo, basta añadir una tercera firma para que 
nuevamente se pierda el equilibrio. 

2.2 Nociones y resultados básicos 
En este apartado se recogen algunas nociones y resultados sobre juegos y redes 
que serán utilizados en el resto de la memoria. Se deñnen las principales 
soluciones de equilibrio y se muestra un cuadro resumen que recoge las 
características de algunos dc los trabajos más destacados sobre juegos espaciales 
junto con los casos tratados en esta memoria. Finalmente, se recogen algunos 
resultados generales de convexidad que serán utilizados con posterioridad. 
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2.2.1 Redes 

Una red N = N(V, E) es un par de conjuntos (V, E) tales que E C V x V. A los 
elementos de V = {VI, ..., u,) se les llama nodos o vértices y a los elementos 
de E se les llama aristas. Cada nodo tiene asociado un peso no negat,ivo 
X k ,  k = 1, ..., n, y cada arista tiene asignada una longitud positiva. 

Una definición alternativa de red es la siguiente. Una red es un conjunto 
N = N(V,E) C ?Rd que resulta de la unión de un número finito de aristas. 
Cada arista es la imagen de un intervalo cerrado [O, 11 c ?R mediante una funci6n 
continua e inyectiva f : [O, 1) --t La longitud de la arista es l. La intersección 
de dos aristas, si existe, ocurre en los extremos de las mismas. Un punto x de 
la red N(V, E) sit,uado en la arista [vi, vj] de longitud lij, tiene asociado un 
W c o  valor real 6 t [O, l,], donde 0 representa la dist,ancia eritle vi y :C. Si a 
S, 2' E [ui,vj] le corresponden O,, O,, E [O, lij], entonces 6,,, = 10, - 6,~l . Para 
cada vk, la distancia es una funci6n continua y cóncava de 0 en 10, Eij], o lo w e  
es equivalente, 6,,, es una función continua y cóncava de x cuando x se mueve 
sobre la arista [vi, vj]. 

Una red es conexa si existe un camino entre cualquier par de nodos, es decir, 
una sucesi6n de aristas que los conectan. En esta memoria se consideran redes 
conexas. Un árbol es una red conexa que no contiene ciclos, es decir, no existe 
ningún camino que una un nodo consigo mismo sin repetir alguna arist,a. En im 
&ha1 miste un único camino que no repite aristas entre cualquier par de nodos. 
Dado un problema en redes, cuando las localizaciones factibles se restringen a 
los nodos de la red, el problema resultante se dice que es discreto. 

La distancia entre cualquier par de puntos en una red, b,,, viene dada 
por la longitud del camino mínimo que une x con y. La distancia entre im 
punto dado de la red x y un punto y variable a lo largo de una arista que no 
contenga al p r i m ~ r o  es Tina fimrión linral A trozos, rontinua y cóncava de y. 

En el caso particular de un árbol, dicha distancia es una función lineal (y, por 
tanto, convexa). 

Un punto m E N es una mediana si y s61o si 

Es conocido que el conjunto de medianas es no vacío y que al menos una de ellas 
corresponde a un nodo. Ademas, cuando la demanda agregada es un número 
impar, cualquier mediana es un nodo (Hakimi, 1064). 



50 CAP~TULO 2. MODELOS CLASICOS DE COMPETENCIA Y NOCIONES BÁSICAS 

El problema clásico de las p-medianas consiste en determinar un conjunto 
de p puntos de la red N = N(V, E), X i  c N, tal que minimicen la función 

n 

F ( X p )  = min { 6 ( z j l v k )  : z j  E X,) , 
k=l 

siendo X ,  = {xj):_, c N. 

Este problema ha sido generalizado considerando varios productos o 
servicios, redes orientadas o no orientadas, demandas y costes de transporte 
estocásticos (en el sentido de que siguen alguna distribución de probabilidad y 
varían en el tiempo), varios objetivos "tipo mediana", y costes de transporte no 
lineales incorporando varios atributos de desplazamiento. 

Definición 2.1 (Mirchandani y Francis, 1990) U n  conjunto de puntos XP 
es u n  conjunto de p-medianas de la red N = N ( V ,  E )  si 

donde  

y ~ k ( D ' ( ~ , ~ v k ) ) e s  el vector q-dimensional de costes unitarios cuya componente 
i-ésima es  cki(D~(X,,vk)), siendo q el número de productos o servicios. El 
término ~ f i  representa el vector q-dimensional cuya componente i-ésima, wki ,  
es la demanda en vr, del producto i en el estado N' de la red con probabilidad 
P', E = 1, ..., s. Asociado con el transporte del producto i desde el punto de 
servicio e n  zj  hasta el punto de demanda vk vía el camino óptimo, existe u n  
coste de desplazamiento ck;(6lj5,uk)) donde 8 ; ( z j , v k )  es el vector de atributos 
de desplazamiento (distancia, tiempo, energía, etc.) para el producto i por el 
camino óptimo en el estado N ' ,  y D ; ( X p , v k )  es el vector h-dimensional con 
componente u-ésima 

siendo 6:,(zj, v k )  el valor del atributo u correspondiente al desplazamiento del 
producto i desde el punto de seruicio e n  a, hasta el punto de demanda e n  wk. 

Condición 2.1 (Propiedad de homogeneidad) El valor de cualquier atr-ibuto 
de desplazamiento cu e n  una  fracción B del arco [vi,  v j ]  es Baij para todo estado 
N ' ,  siendo C Y : ~  el valor del atnbuto a e n  el arco [ui,vj] e n  el estado N ' .  

Proposición 2.0 (Mirchandani y Francis, 1990) Bajo la condición 2.1, si 
las funciones de coste de desplaramiento son cóncavas e n  los atributos, entonces 
existe al menos u n  subconjunto de p vértices, V' C V, que es u n  conjunto de 
p-medianas generalizadas de la red N = N(V,  E ) .  
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2.2.2 Juegos 

Tirole (1988, p.423) señala que la teoría de juegos no cooperativos es una 
herramienta útil para analizar las interacciones estratbgicas entre jugadores y 
ha encontrado numerosas aplicaciones en el campo de la Economía Indust,rid. 
Un juego representa una situación de corúlicto entre dos o m& individuos, en el 
que cada contendiente, jugador o participante, tiene algún control, aunque no 
total, sobre el resultado del conflicto. Existen algunas caract,erísticas comunes 
en la mayor parte de los juegos. En primer lugar, los juegos poseen reglas que 
gobiernan el orden en que se realizan las acciones, que describen el conjunto 
de acciones y quc d c h c n  cn qu6 mcdida sc rclnciona o1 resultado 
del juego con las acciones adoptadas. En segundo lugar, existen dos o más 
jugadores, cada uno de los cuales lucha racionalmente por maximizar su utilidad. 
En tercer lugar, el resultado para un jugador depende de las acciones de los 
otros jugadores. El jugador conoce esto, y sabe que la elección de las mejores 
acciones requiere una valoración intcligent,e de las acciones que, probablemente, 
serán adoptadas por los otros jugadores (Friedman, 1991, p.3). 

Un juego r ( I ,  S, n) está fornlado por un conjunto de jugadores I = 
{1,2, ..., 11, un espacio de estrategias S = Si x S2 x .. . x SL, siendo Si C Pn el 
espacio de estrategias del jugador i, y un vector de pagos Il  = (n i ,  nz, ..., TI¿) 
con Ili la función dc pagos del jugador i. En esta memoria se considcrnn jucgos 
no cooperativos de información completa. No cooperativo supone que no se 
permiten acuerdos entre los jugadores. Un juego se dice de informaci6n completa 
si cada jugador conoce todos los conjuntos de estrategias y t,odas las funciones 
de pagos. 

Definición 2.2 (Friedman, 1991) 
jugador i E I es 

La función de mejor respuesta para el 

( t i )  = max Hi(s 1 si) 
o* csi 

donde para cada s = (sl, S*, ..., sl) E S, S 1 ti denota (sl, ..., S;-i,ti, si+l, ..., sl), 
es decir, e6 vector s con ti en lugar de si. Además, cuando s E r(s), r(s) = 
(rl(s), ..., ri(s)), se dice que s es un punto f i j o  de r. 

Se tiene que S E S es un equilibrio de l? si y s610 si s E r(s), es decir, los 
puntos de equhbrio coinciden con los puntos fijos de T .  

Según Wang y Parlar (1989), existen dos tipos principales de soluciones 
para este tipo de juegos, que son el equilibrio de Nash y el equilibrio de 
St,ackelberg. Además de estos, a continuación se incluyen otros conceptos que 
serán empleados posteriormente. 
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(a) Equilibrio de Nash. Conocido también como equilibrio con conjeturas 
nulas o equilibrio de Cournot-Nash, es el principal concepto de solución para 
toda clase de juegos no cooperativos. Es propuesto por Nash (1951) y 
posteriormente extendido por otros autores. Un equilibrio de Nash es un 
conjunto de estrategias, una para cada jugador, de tal forma que cualquiera 
que se desvíe de ella unilateralmente, no mejoraría su pago. 

Formalmente, la estrategia (Sl,Z2, ..., 31) es un equilibrio de Nash para r si 
y s610 si 

Esto es, 

Si el objetivo es minimizar los pagos (si se trata de funciones de costes, por 
ejemplo), éstos se deben tomar con signo negativo o bien reemplazar en la 
definici6n anterior maa: por rnin. 

Tanto el equilibrio de Cournot como el de Bertrand pueden formularse como 
casos particulares del equilibrio de Nash cuando el número de jugadores es dos. 
El conjunto de estrategias son las produccinnes y Iris p r ~ r i n s ,  rnnpertivamente, 
y los pagos vienen dados por las funciones de beneficios. 

El equilibrio de Nash puede no existir. Sin embargo, si el juego es finito, 
es decir tanto el conjunto de jugadores como el espacio de estrategias son 
finitos, siempre habr$ un equilibrio de Nash de estrategias mixtasa (Nash, 
1951). No existe un método general para encontrar un equilibrio de Nash. 
En un juego finito es necesario evaluar todas las posibles combinaciones de 
estrategias, lo que lo hace, en ciertas ocasiones, intratable debido al gran 
número de combinaciones posibles*0. Si los pagos son funciones diferenciables, 
la búsqueda del equilibrio de Nash puede realizarse con ayuda del c8lculo 
diferencial. En esta seccidn se presentan condido~les suficieiltes de t ixiblei i~ia 
y unicidad de equilibrio de Nash para funciones de pago cuasicóncavas. Existen 
diferentes definiciones y caracterizaciones de funciones cuasic6ncavas. Para un 
estudio de la cuasiconcavidad v otros conceptos de concavidad generalizada 
puede consultarse el texto de Avriel (1988). 
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Figura 2.3: Fjemplo d~ iina f i i n r i h  riinsirhncava que no es c h c a v a  

Definicidn 2.3 Sea f : C ?Rn + R, C convexo. Se  dice que f es 
cuasicóncavu si los conjuntos de niveles superiores 

va = {Z E C : f (x) 2 a} 

son convexos, V a  E 9. De forma similar, f es cuasiconvexa si los conjuntos de 
niveles inferiores 

L, = { x  E C : f (x) 5 a} 

son convexos, V a  E X. 

Concavidad (convexidad) implica cuasiconcavidad (cuasiconvexidad). La 
implicación contraria no es cierta. En la figura 2.3 se muestra un ejemplo de 
una función que es cuacic6ncava y no cóncava. 

Una caracterización para fnnciones cuasicóncavas es la siguiente. La función 
f : C %" + R, C convexo, es cuasicúncava si y sólo si 

Una funciún es estrictamente cuasicóncava si en la expresión anterior la 
desigualdad es estricta para X E (O, 1). Además, es conocido que si f es creciente 
en C entonces f es ciiasic6ncava en C. Un resultado equivalente para funciones 
cuasiconvexas se obtiene teniendo en cuenta que f es cuasiconvexa si y s610 si 
-f es cuasicóncava. 



Proposición 2.1 (Rosen, 1965, y Friedman, 1991) Sea r ( I , S , n )  u n  juego 
no cooperativo de información completa que satisface las condiciones siguientes: 

Condicidn 1. Si c WTn es compacto y convexo para cada i E I .  

Condición 2. l l i ( s )  es continua e n  S para cada i E I .  

Condición 3. n;(s 1 ti) es cuasicóncava respecto de t i  E Si, para cada s E S, 
i E 1, donde para una estrategia s = (sl,s2, ..., si) E S, s 1 ti denota 
(SI, si-l>ti ,si+~i 5 ~ ) .  

Entonces el juego F tiene al menos u n  equilibrio de Nash. 

Proposición 2.2 (Rosen, 1965, y f iedman, 1991) Sea r ( I ,S ,  n) u n  juego 
n o  coopciutiuo de iizfoi7nació1~ completa que satisface las condicionca aiguicntcs: 

Condicidn 1. Si c RTn es compacto y convexo para cada i E I .  

Condicidn 4. IIi(s) es u n a  función de clase c@) en S para cada i E I .  

Condicidn 5. & ( S  1 ti) es estrictamente cuasicóncava respecto de ti E Si, 
para cada s E S, i E 1. 

Condicidn 6. La m a t k  H ( s )  = (e) i,j's~;k,kl, ..., rn es cuasideJnida 

negativa para cada s E S;  esto es, H(s) + Ht(s) es definida negativa 
pnrn cndn s E S 

Entonces el juego I' tiene u n  único equilibrio de Nash. 

Si el objetivo del juego es la minimización dc los pagos, basta considerar como 
funciones de pagos las opuestas de las originales para aplicar las proposiciones 
2.1 y 2.2. 

(b) Equilibrio de  Stackelberg. El equilibrio de Nash proporciona la 
solución de un juego en el que ningún jugador domina el proceso de decisión. 
En otro caso, una posible solución corresponde al equilibrio de Stackelberg, 
donde el jugador que tiene la dominante se llama líder, mientras que 
el resto, que reacciona a la decisión del líder, se denominan seguidores. 

Formalmente, cuando el número de jugadores es dos, una estrategia (51,52) 
es un equilibrio de Stackelberg para r, donde el primer jugador es líder, si y s61o 
si 
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El equilibrio de Stackelberg puede ser t,amb'ién formulado de forma similar 
para más de dos jugadores, si uno asume el comportamiento de Iíder y el resto el 
de seguidor. Esto es, (SI, $2, ..., Sl) es un equilibrio de Stackelberg para r, donde 
el primer jugador es líder, si y s610 si 

donde 

El líder no siempre tiene ventajas frente al seguidor. Un ejemplo donde l a  
ventaja es para éste Ultimo ocurre en el problema de localizaci6n para dos firmas 
con precios fijos e iguales. En este caso, la empresa Iíder es la que se sitúa en 
primer lugar. Si se admiten localizaciones coincidentes, el seguidor se asegura 
corno mínimo la mitad de la cuota de mercado (al situarse junto al líder). Sin 
embargo, como se mostrd en la secciún 2.1, la competencia vía cantidades da 
ventajas al líder. 

Si el conjunto de estrategias es h i t o ,  siempre existirá al menos rm equilibrio 
de St.aclcelberg. 

(c) Equilibrio con conjeturas no nulas. (Segura, 1993) Se trata de una 
variante del equilibrio de Stackelberg donde todos los jugadores asumen el papel 
de líderes. Formalmente, cuando el número de jugadores es dos, el par ($1, Sz) 
es un equilibrio con conjeturas no nulas si y s610 si 

donde &(SI, ~ ( s l ) )  = max n2(s1, s2)s2(si) Y nl (si (si), ~ 2 )  = FEZ (31 , SS). 
%ES2 

Esta formidación piiede t,ambién ser exkndida a más de dos jugadores de 
forma similar. En un equilibrio de Nash los jugadores toman las estrategias de 
los oponentes como dadas, por lo que no se considera la posibilidad de influir 
sobre ellas. Sin embargo, en el equilibrio con conjeturas nulas, cada jugador 
asume que su estrategia puede hacer variar la de sus oponentes, así que todos 
los jugadores consideran variaciones conjeturales no nulas. 
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(d) Equilibrio subjuego-perfecto. El concepto de equilibrio subjuego- 
perfecto está asociado a los denominados superjuegos (Friehan, 1991) y juegos 
din&rnicos (Bierman y Fernández, 1998). Un superjuego es una secuencia de 
juegos, finita o infinita, desarrollada por un conjunto dado de jugadores. Un 
ejemplo lo constituye la repetición de un juego donde los jugadores mueven 
sim~dtáneamente. En un juego dinámico los jugadores mueven siguiendo 
una secuencia fija. Los que mueven más tarde conocen los movimientos 
que han efectuado los jugadores que han intervenido antes. Un ejemplo de 
juego dinámico es el ajedrez. Los superjuegos y los juegos dinámicos pueden 
representarse en forma extensiva mediante un árbol. Un subjuego de un juego 
l? es un juego contenido en r que se inicia en un nodo del árbol (en forma 
extensiva) asociado a r hasta un subconjunto de nodos terminales. 

En un juego con varias etapas se efectúan secuencialmentc un número dado 
de subjuegos. Un equilibrio subjuego-perfecto es una combinación de equilibrios 
pma cada subjuego, donde los jugadores anticipan las consecuencias de las 
decisiones adoptadas en una etapa sobre las siguientes. En particular un 
equilibrio de Nash subjuego-perfecto es una combinaci6n de equilibrios de Nash 
para cada subjuego (Selten, 1965). 

(e) Optimo de Pareto. Una estrategia SI es un 6ptimo de Pareto si 
de existir alguna otra estrategia s E S y algún jugador i, i = 1, ..., 1, tal 
que ni(s) > &(S*), entonces existe necesariamente otro jugador j tal que 
nj(s) < nj(s*). Es decir, ningún jugador puede conseguir un pago superior 
sin perjuicio para alguno de los reatnntea. 

Los equilibrios introducidos con anterioridad constituyen una condición 
necesaria para que una propuesta de solución de un juego no cooperativo sea una 
predicción razonable del resultado final. Un juego puede tener varios eqiiilibrios 
y cuando esto ocurre, no es posible adelantar cual será el resultado del juego, por 
lo que se hace necesario establecer un criterio para seleccionar alguno de ellos. 
Cuando estas situaciones se presentan, parece razonable tomar como soluci6n, si 
existe, una estrategia no dominada, es decir, aquella que sea óptimo de Pareto. 
Un equilibrio constituye un óptimo de Pareto si no existe ningún otro equilibrio 
que proporcione un pago superior a un jugador y pagos no inferiores al resto de 
los jugadores. 

Ejemplo. Con el íin de ilustrar los conceptos de estrategia no dominada 
y 6ptimo de Pareto, consideremos e1 juego bipersonal con dns posibles 
estrategias y matriz de pagos que se muestra en la tabla 2.1. 

Como puede observarse, existen 2 equilibrios de Nash, las estrategias 
(SI, si) y (S?, sz). Sin embargo, la segunda está dominada por la primera. 
Entonces, la solución previsible del juego será (sl ,sl) ,  la cual es una 
estrategia óptima de Pareto. 
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u Jugador 1 U 

Tabla 2.1: Matriz de pagos de un juego con dos equilibrios de Nash y una s61a 
estrategia no dominada 

Un juego puede ser definido de forma más general considerando que la 
estrategia del jugador i está representada por el vector si E Rvn' , i = 1 l .  Las 
estrategias de los 1 jugadores vienen representadas por el vector r fli=;'krn' = 

1 ?Rm, con m = C i = ,  m i .  El conjunto de estrategias factibles es R R'n. Si Si 
1 es la proyección de R en Rm', entonces R S = ni=, Si. En gran parte de los 

trabajos sobre teoría de juegos el conjunto de estrategias posibles del jugador i 
es un conjunto convexo y compacto I$ Rvn' y R = S = &. 

Denotando por r ( I ,  S, IT, R) al juego definido de esta forma, la estrategia 
5 = ( s i ,  s2, ..., Si )  E R es un equilibrio de Nash para r si y s610 si 

para i = 1,2, ..., 1. El resto de las soluciones de equilibrio se adaptan 
directamente a esta definición. A continuación se incluyen los resultados de 
exist,encia y unicidad de equilib~ios de Nash para este juego. Una definición de 
juego aún más general que incluye las anteriores es la de seudojuego (Friedman, 
1991.) 

Proposición 2.1' (Rosen, 1965 y Friedman, 1991) Sea r(I, S, H, R) un 
juego no cooperativo de información completa que satisface las condiciones 
siguientes: 

C o n d i c i ó n  1 '. R c Rrn es compacto y convexo. 

C o n d i c i ó n  2'. II;(s) es continua en R para cada i E I 

C o n d i c i d n  3'. n ; ( s  1 t i)  es cuasicóncava respecto de ti E & ( S ) ,  para cada 
s E S, i E 1, siendo R j ( s )  = {ti E Si : S 1 ti E R) . 

Entonces el juego l? tiene al menos u n  equilibrio de Nash. 



Proposición 2.2' (Rosen, 1965 y Friedman, 1991) Sea r(I, S ,n ,R)  u n  
juego n o  cooperativo de información completa, 

con hj : %'" -+ % una  función cóncava de clase c('), j = 1, ..., k .  Eziste e E !J? 
tal que hj(z) > O ,  V j .  EL juego l? satisface las condiciones siguientes: 

Condición 1 '. R c !Rrn es compacto y convexo. 

Condicidn 4'. ni(s) es una  juncidn de clase c(') e n  R para cada i t 1 .  

Condición 5'. ni(s 1 ti) es estrictamente cuasiwncaua respecto de ti E & ( S ) ,  

para cada S E S ,  i E I ,  siendo Ri(s) = {ti E Si : S 1 ti E R}. 

al ni [S)- Condición 6'. La m a t n i  H ( s )  = i , j E  , , es cuasidefinida 
1.k l = l ,  ..., m 

negativa para cada s E R; esto es, H ( s )  + H t ( s )  es definida negativa 
para cada S t R. 

Entonces el juego r tiene un único equilibrio de Nash. 

La tabla 2.2 recoge algunos de los trabajos más relevantes sobre juegos 
espaciales. En la tabla se hace referencia también a los cacos tratados en esta 
memoria. En cada modelo se señala cl marco en el que se desarrolla el análisis 
de acuerdo a los elementos siguientes: 

(a) L :  segmento lineal 

(b) S: subconjunto del espacio real bidimensional 

(c) N: red 

(d) T: árbol 

2. Número de jugadores 

(a) 2: duopolio 

(b) 3: üligüpuliü con ties eiiipicsas 

(c) r:  oligopolio con un número fijo pero arbitrario de empresas 

3. Tipo de competencia 

(a) Cournot: competencia en cantidades 
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hlodelo 1 Esp. 1 Jug. 1 Comp. ( Precio 1 Equil. 1 Ext. [l 

1 De esta memoria: 11 

Tabla 2.2: Características de algunos juegos espaciales 

(b) Bertrand: competencia en precios 

(c) - : no existe competencia en cantidnd/precio ya que el precio est,á 
fijado 

4. Polít,ica de precios 

(a) fob: precio en origen 

(b) dep: discriminación espacial de precios 

(c) fijo: los precios estdn fijos y coinciden entre empresas 

5. Tipo de equilibrio 

(a) sub-per: equilibrio subjuego-perfecto 

(b) Nash: equilibrio de Nach 

(c) Stack: equilibrio de Stackelberg 

6. Externaiidad 

(a) sí: con externalidad 

(b) no: sin externalidad 



2.2.3 Resultados generales de convexidad 

A lo largo de esta memoria se utilizarán algunos resultados sobre composición 
de funciones convexas. Los de carácter general se incluyen a continuaci6n. 

Proposición 2.3 Sean f : C C 9" --+ 8, C convexo, g : D C % -t %, 
D convexo, f (C)  D. S i  f  y g son funciones convexas (cdncavas) y g es 
creciente, entonces g o f es convexa (cóncava). 

Demostración Se probará para funciones convexas. La demostración para 
funciones cóncavas es similar. Por ser f convexa, 

f ((1 -X)z+Xy)  5 (1-X)f(x)+Xf(y),  vz ,g  EC, VXE [ O , l ] .  

Entonces 

< ( l - X ) ( g o f ) ( x ) + X ( g o f ) ( y ) . O  
g convexa 

Proposici6n 2.3' Sean f : C S 9" 4 8, C convexo, g : D 8 4 R, 
convczo, f ( C )  C D. Si f cs c~trictarncnte conveza (cómcaua) y g es 

estrictamente creciente y convexa (cóncava), entonces g o f es estrictamente 
convexa (cóncava). 

Demostración De forma similar a la proposición 2.3. O 

Proposici6n 2.4 Sea f : C ?Rn -4 ?R, C convexo. S i  f es una  función 
convexa (estrictamente convexa) positiva, entonces f2 es convexa (estrictamente 
convexa). 

Demostración Es consecuencia inmediata de las proposiciones 2.3 y 2.3' 
tomando g ( x )  = z2, la cual es estrictamente creciente y convexa en [O, m). U 
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Proposición 2.5 Sean f : D IRn -4 3, D convexo, y g ( x )  = 
A x 2  t B x  + C con x E 3 y A, B, C constantes reales tales que A > O, B 2 O 
(A < O, B 5 O) y f (x) > -& para x E D. Si f es conveza (cóncava), entonces 
g o f es convexa (cóncava). 

Demostración Si A > O ( A  < O) la función g es convexa (cóncava), ademhs 
es creciente para x > -&. Por tanto, si f es una función convexa (cóncam) 
y f (z) > -&, aplicando la proposici6n 2.3 resulta la convexidad (concavidad) 
de g o  f .  O 

Corolario 2.1 Sean f : D C %* -+ 3, D convmo, y g ( x )  = Ax2 + Bx + C 
con x E 3 y A, B,  C constantes reales tales que A > O ,  B 2 O ( A  < O, B < 0). 
Si f es convexa (cóncava) positiva, entonces g  o f es convexa (cóncava). 

Dcrnostración Si f es positiva, entonces f ( x )  > -A y aplicando la 
proposición 2.5 resulta la convexidad (concavidad) de g o  f .  O 

I'roposicibn 2.6 Sea lIi(sl, ... , s l )  la funciún de pago3 y Si - N(V,E)  el 

espacio de estrategias del jugador i ,  i = 1, ..., E .  Sea rI; una función cuasiconve~a 
de si cuando si se desplaza a lo largo de cualquier arista de N y s j ,  j # i, 
permanecen fijos. Si existe equilibrio de Nash para el juego, entonces existe u n  
equilibrio en V' C V .  

Demostración Sea é = (SI, ..., S!) un equilibrio de Nash y supongamos que 
Si # V. Entonces, existe una arist.a [ v ~ ,  vU] de la red tal que si E ] v ~ ,  v U [ .  Como 
ni es cuasiconvexa cuando si se desplaza sobre [uL, u"] y s j ,  j # i, permanecen 
fijos, ocurre que 

de donde se deduce que 

ni (S) = max {Ii; (S lvL) ,  ni (SlvU)). 

Por tanto, Zi puede sustituirse por uno de los extremos de la arista sin que 
decrezca el valor de I l i .  La misma operación puede repetrrse para el resto de s j  
que no sean vertices. O 



Capítulo 3 

Juego espacial duopolístico 

Est,e capítulo recoge los distint,os escenarios que aparecen al combinar el tipo 
de competencia, ya sea vía cantidad o precio, con la elast,icidad de la demanda, 
elástica o totalmente inelástica al precio, en mercados separados espacialmente 
en redes. De los cuatro escenarios posibles, existe uno que es no factible, que 
corresponde a la competencia en cantidad con demanda tot,almente inelástica al 
precio. nos de lns esc~narios qiie son factibles han sidn tratadns ant,~riormente 
en la literatura. Así, por ejemplo, Lederer y Thisse (1990) consideran demanda 
totalmente inelástica y competencia vía precios, mientras que Labbé y Hakirni 
(1991) analizan la competencia en cantidad con función de demanda lineal. 
La generalizaci6n de este último modelo al caso no lineal y al oligopolio se 
debe a Sarkar, Gupta y Pal (1997). En este capítulo, se unifica la notación, se 
modifican algunos supuestos de los modelos anteriores y se formula un nuevo 
escenario correspondient,e a ln competencia en precio con demanda lineal. Se 
proponen dos comportamientos distintos para las empresas en el modelo de 
Labbé y Hakirni, lider-seguidor de St.ackelberg y variaciones conjeturales no 
nulas, y se comparan resultados entre escenarios. Se propone un algoritmo para 
la obtenciOn del equilibrio en la primera etapa del modelo de Lederer y Thisse, 
basado en un resultado que garantiza la inexistencia de ciclos en el proceso de 
relocalización en el cual las empresas alternativamente maxirnizan el beneficio 
dada la elección de su competidora. 

En líneas generales, en este capítulo se introduce la localizaci6n como 
variable de decisión en los modelos clásicos de competencia duopolística 
presentados en el capítulo anterior. Con posterioridad, en el capítulo 4, 
se extiende el estudio al caso general del oligopolio. El comportamiento 
estratégico de las empresas que compiten en el mercado es modelado como 
un juego en dos etapas, asumiendo que las firmas eligen en primer lugar las 
localizaciones y posteriormente, conocidas éstas, eligen la cantidad ofrecida en 
cada uno de los mercados separados espacialmente o los precios en destino de sus 



productos (discriminación espacial de precios), según se trate de competencia 
tipo Cournot o Bertrand, respectivamente. El procedimiento seguido para 
obtener el equilibrio subjuego-perfecto consiste en estudiar el equilibrio en la 
segunda etapa del juego para localizaciones fijas de la primera etapa y tener 
en cuenta esta información en el juego de la primera etapa. De esta forma, las 
empresas adelantan en la primera etapa la competencia posterior de la segunda. 

El resto del capítulo está estructurado de la siguientemanera. En el apartado 
3.1 se formula el problema. Una recopilación de resultados cuando el precio no 
interviene se presenta en el apartado 3.2. En los apartados 3.3 y 3.4 se estudian 
los dos tipos de competencia (vía cantidades o precios). En ambos casos se 
plantean modelos y se analiza la existencia de equilibrios cuando la elecci6n de 
la localización se combina con la de cantidad o precio del producto en cada 
uiiu de lus irieicadus sepaiadüs espacialnlente. En la sección 3.6 3c comparan 
los resultados obtenidos en la segunda etapa del juego para la competencia vía 
cantidad y vía precio. En la sección 3.6 se introduce el efecto renta y finalmente 
en la sección 3.7 se muestra un ejemplo. 

3.1 Formulación 

Dos firmas, A y B, desean establecer un centro de servicio cada una en un 
mercado donde no existen firmas competidoras. El mercado está representado 
por una red no dirigida v conexa N(V,  E) donde V = {vi, ..., v,} es el conjunto 
de nodos, que representan mercados separados espacialmente, y E es el conjunto 
de aristas. Un centro de servicio puede ubicarse en cualquier punto de la red y 
los consumidores están situados únicamente en los nodos. Las firmas deciden sus 
ubicaciones, z~ y %B, y los precios p; = ( p j ,  ... , p?) o cantidades qi = (qt , ..., qp ) ,  
i = A, B. La demanda en el mercado k viene dada por la función inversa de 
demanda ~ ~ ( q ~ ) ,  diferenciable hasta orden dos, decreciente (dpydq" O) y 
convexa (dLpk/d2qk 2 O),  siendo la producción total q" q: + &, k = 1, ..., n. 

Se asume que el coste marginal de producción no depende de la cantidad 
producida y se denota por C;(a:), i = A, B. Esta condición significa que no hay 
rendimientos a escala y es nrr~r;aria. para rye los mercados pueden ser tratados 
independientemente, una vez conocidas las 1ocaIizaciones de las empresas. Se 
considera también que C;(z) es cóncava con respecto de a: cuando z se mueve 
sobre una arista de la red. Esta restricción de concavidad es justificada por 
Labbé y Hakimi (1Y' IU)  considerando que en el proceso de produccldn la Arma i 
emplea J inputs, j = 1, ..., J, y que existen Hj posibles proveedores del input j 
en N, denotados por yjh, h = 1, ..., Hj. El precio del input j en yjh es pjh. El 
coste de transporte de una unidad del input j desde yjh hasta x es tj(6(yjh, x)), 
donde t j  es una función creciente y cóncava de la distancia. Sea aj la cantidad 
del input j usada para producir una unidad de producto. Entonces, el coste 



marginal de producción en z es 

que es una suma ponderada de mínimos de funciones cóncavas, pues la distancia 
6(yjh, x) es una función cóncava de z cuando z se mueve a lo largo de una arista. 
Por tanto, Ci(x) es también cóncava. 

El coste de transporte unitario $(a) = ti(d,,,) es una fiinci6n positiva y 
creciente de la distancia, S,,, , entre z y el nodo vk, k = 1, ..., n, e indica el coste 
que supone a la empresa i trasladar una unidad del bien desde su ubicación 
x hasta el mercado k. En lo sucesivo, denotaremos por 

al coste marginal en destino, es decir, el coste de suministrar una unidad del 
producto en el mercado k para la firma i localizada en z. Para simplificar la 
notación, cuando las localizaciones de las firmas se consideren fijadas, se podrán 
elinunar los argumentos de las funciones de cost,es. Si l a  función de coste de 
transporte unitario t f  cs cóncava, cntoncco tt = tc o 6,,, cs cóncava cuando n: 
se mueve sobre una arista ya que es composición de funciones cóncavas y ti es 
creciente; en este caso, $(x) es una función cóncava de x cuando x se mueve 
sobre una arista, al ser suma de funciones c6ncavas. Finalmente, existe un coste 
fijo Fi para cada firma, que por simplicidad supondremos que no depende de su 
localización. 

Se asume que las firmas no bajarán los precios por debajo de sus costes, 
que es la conducta esperada si no existe comportamiento predatoriol, es decir, 
si pk < Ci $ t" entonces qf = O. Se asume t,ambién que los productos son 
homogéneos, es decir, los consumidores adquirirán el bien de aquella empresa que 
se lo ofiezca a un piecio en destino inás bajo. El ccriterio seguido por las empresas 
es el de maximización de beneficios, que se obtienen como ingresos t.otales menos 
costes de producción y de transporte. Así, cuando las localizaciones están dadas, 
el beneficio para la firma i si la competencia se realiza vía cantidades viene dado 
por 

' cti i i ~ i  iiiodc1:la tloiidc uc iiit,c.iit,a riiaxiiriizar el \>micficio prwcrii,c y tio futiiro, cs dificil 
jiistificnr iiri c«tri~>ortarriic~it~i prcrlatitrio cri precios 
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mientras que si compiten en precios, se expresará como 

El objetivo de cada firma es determinar su ubicación y la cantidad que 
colocará en cada irno de los mercados o el precio al que okecerá su producto, 
de forma que se maximice su beneficio. Este proceso de competencia puede 
modelarse como un juego no cooperativo en dos etapas, en la primera de 
las cuales se eligen las localizscioncs y en la segunda, conocidas éstas, las 
cantidades o los precios. Una solución de equilibrio para este juego, es decir, 
una situación que ninguna de las empresas tenga unilateralmente incentivo 
a alterar, se denomina equzlibrio subjuego-perfecto (Selten, 1975). En las 
siguientes secciones se analizan los casos particulares de demanda constante, la 
cual es totalmente inelástica al precio, y demanda lineal, que presenta diferentes 
tipos de elasticidad. 

3.2 Precios fijados e iguales 

Sean A y B dos íirmas que ofrecen el mismo producto al misrrio precio en origen 
(mil1 price), el cual no depende de sus localizaciones. Supongamos además que 
los costes marginales y fijos son iguales para todas las localizaciones. En este 
caso, el consumidor acude al centro más próximo y la maximización del beneficio 
equivale a la maximizaci6n de la cuota de mercado. Cuando la distancia a 
ambos centros coincide, la demanda se reparte en partes iguales entre ellos. Si 
la empresa A está ubicada en %A, la demanda captada viene dada por 

donde 

Por otra parte, AB(zA, xB) = A - AA(xA,xg), donde h es la demanda total. 
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Figura 3.1: Red con Al = Az = Xg = 1 

Figura 3.2: Red con X i  = 2, Xz = A4 = 1, A3 = 3 

Un par de localizaciones (5A, Zo) es un equilibrio de Nash si y s610 si 

Si las dos firmas están localizadas en el mismo punto, se reparten el mercado, 
quedándose cada una con la mitad de éste. Por tanto, en el equilibrio, 

Si no fuese así, la empresa con menor cuota de mercado se movería, 
estableciéndose en la misma localización que la otra, y aumentaría de esta forma 
la demanda captada. Por tanto, si (Z1, Zz) es un equilibrio, también lo serán 
(E , ,  ?I) Y (ZZ,~Z)- 

Tanto si el problema es discreto o en redes, la existencia de equilibrio no 
está asegurada en general. Consideremos las redes de las figuras 3.1 y 3.2. Si 



Figura 3.3: Red con Al = X2 = A3 = 1, A4 = O 

el problema es discreto, cualquier par de nodos de la figura 3.1 es un equilibrio, 
mientras que en la figura 3.2 no existe equilibrio. Considerando el problema 
en redes, en ninguno de los casos anteriores existe equilibrio. En la figura 3.1, 
un punto interior de una arista no puede formar parte del equilibrio ya que, 
en tal caso, la otra firma podría situarse en el vértice más cercano captando 
dos unidades; un vértice tampoco puede formar parte del equilibrio debido a 
que entonces la competidora podría situarse en el interior de la arista opuesta 
y captar dos unidades. Una situación parecida ocurre en la figura 3.2. Sin 
embargo, existe equilibrio en el problema en redes de la figura 3.3 si las dos 
@mas se sitilan en la mediana vq, e iriclusu i-IL la iiglua 3.1 tomando por ejemplo 
X2 = 2. Tenemos entonces que considerando la misma red, los resultados sobre 
el equilibrio pueden ser diferentes según trabajemos en el espacio discreto o en 
red. 

Si consideramos el problema en redes, es conocido que cuando la red es 
un Arbol, el conjunto de pares de equilibrio es M2, siendo M el conjunto de 
medianas (Slater, 1975). Puesto que el conjunto de vértices V contiene una 
mediana y cuando A es impar cualquier mediana es un vértice (Hakimi, 1964), 
se deduce que en hboles existe al menos un equilibrio en los vértices, y si A es 
impar cualquier equilibrio está constituido por un par de vértices. Por tanto, 
e11 árbules lus dus pulile~iias, d cliscleto y el de redes, son equivalentes, aunquc 
si A es par, pueden haber soluciones en redes que no lo sean del discreto. 

Como ya hemos dicho, en el caso de redes generales no siempre existe 
equilibriu, y cuaridu este exisle, iiu bielupe es una mediana o un vértice. En la 
figura 3.4 (Hakimi, 1983), un equilibrio es el par (5, 5) donde 5 es el punto medio 
de la arista [v5, vol. En este ejemplo, vl no puede formar parte del equilibrio 
porque entonces E obtendría más de la mitad del mercado. Por simetría, lo 
mismo ocurre con 712, vg y u4 Suponiendo que vs (v6) es elegido como candidato, 
entonces vl (v2) captarja más de la mitad del mercado. 
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Figura 3.4: Red con X1 = Xz = X3 = X4 = 1, J5 = XG = O 

Wendell y McKelvey (1981) estudian los equilibrios en una red N(V,  E) 
conexa y no dirigida con n clientes U = (1, ..., n) localizados en vértices distintos 
de la red (pueden haber vértices donde no existan clientes). E1 cliente i esta en 
el vértice vi y demanda una unidad del producto. P (z ,  y) = (x, vi, , ..., vi,,, y) 
representa un camino mínimo entre z e y, mientras que P*(x,y) denota el 
conjunto de caminos mínimos entre x e y. Demuestran que si existe una 
biyccci6n T : U -t U la1 que :? E P(vi,T(vi)) para algUTi camino rninimo 
P(vi,T(vi)) entre u; y T(u;), para cada i t U, ent,onces (2,%) es iin equilibrio 
de Nash. Como ejemplo, en la figura 3.3 se tiene que n = 3 y se puede construir 
la biyección T ( l )  = 2, T(2) = 3 y T(3) = 1. Los conjuntos de caminos mínimnq 

entre cualquier par de nodos de demanda son P*(vl,v2) = {(vllv4,v2)), 
P * ( v ~ ,  v3) = ( ( ~ 2 ,  v4,v3)) y P * ( V ~ ~  vl) = {(u3, 214, VI)) .  En cada caso, el único 
camino contiene VA, luego (714, v4) es un equilibrio de Nash. 

Hansen, Thisse y Wendell (1990) estudian varios conceptos de soluci6n en 
teoría del voto y localización competitiva en redes. Consideran que existe un 
conjunto finito U de clientes localizados en los vértices de la red N(V, E). Cada 
cliente u viene descrito por su localizaci6n u(u) f V. Puede ocurrir que dos 
clientes distintos, u y u', estén localizados en el mismo vértice, en cuyo caso 
v(u) = v(u'). Demuestran que si x E N(V, E) tiene la propiedad "betweeness" 
para una permutación d de U, entonces x es una mediana de la red v (z, z )  
es un equilibrio de Nash. Dada una permutación n definida en U, se dice que 
x tiene la propiedad 'Lbetweeness" para n si a E B (v(u), v(a(u))) para todo 
u E U, donde 

para vi, vj E V. Como ejemplo, en la figura 3.3 con X4 = 1, el vért,ice v4, satisface 
la propiedad "betweeness" para la permutación 
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Estos autores muestran que la condición anterior es suficiente pero no 
necesaria. Prueban también que para determinar los puntos que satisfacen la 
propiedad "betweeness" basta considerar los vértices de la red, ya que si x E N 
satisface esta propiedad para alguna permutación a, entonces x E V o existe 
una arista [vi, vj] conteniendo a x tal que {(y, y )  : y E [vi, vj]) , son equilibrios 
de Nash. AdemBs, el resultado que relaciona la propiedad 'Lbetweeness" con el 
equilibrio de Nash se reduce a otro más simple cuando x es un vértice de corte, 
es decir, cuando la eliminación de x y de las aristas que inciden en él proporciona 
subredes conexas disjuntas. En tal caso, si la demanda de cada subred es menor 
o igual que 4, entonces r es -a mediana y (Y, n.) w un erpiilihrio do Nash. Esta 
condición también es necesaria si x es "un vértice de corte fuerte", esto es, si 
z es un vértice tal que las aristas adyacentes a e son aristas de corte, lo que 
equivale a que la eliminación de cualesquiera de ellas proporciona dos subredes 
disjuntas. 

3.3 Competencia en cantidades 

Para que las ñrmas puedan competir según el modelo de Comnot, la demanda 
debe ser elástica al precio. Se asume que la cantidad demandada decrece 
linealmente con el precio, siendo la función inversa de demanda en el mercado 
k la siguiente 

donde a k  > O es la disposición a pagar de los consumidores de ese mercado y 
-bk < O la pendiente de la recta p'"(qk) = cci, - bkqk. El cociente 2 representa 
la cantidad máxima que demanda el mercado. 

Bajo variaciones conjeturales nulas, Labbé y Hakimi (1991) prueban que si 
las funciones de coste de transporte son cóncavas, existe un equilibrio de Nash 
subjuego-perfecto. En esta sección se analizan los dos nuevos escenarios que 
surgen al considerar conjeturas no nulas para una o dos empresas. El primero 
corresponde al modelo iíder-seguidor de Stackelberg y el segundo al modeIo 
líder-líder. En adelante, se utilizará también el término "modelo con conjeturas 
no nulas" para hacer referencia al modelo líder-líder. 

3.3.1 Modelo de S tackelberg en cantidades 

Se asume que una de las firmas es líder en producción y su adversaria seguidora. 
En primer lugar, consideremos dadas las localizaciones y estudiemos la existencia 
de equilibrio para la segunda etapa del juego. 
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Proposición 3.1 Sean dos localizaciones tales que 

ak > m a x  {cJ,, e;} , k = 1, ..., TI, 

donde L indica la empresa Iz'der y S la seguidora. Entonces, existe un único 
equilibrio de Staclcelberg ( q ~ ,  qs) . Además: 

(i) Si c i  < c i ,  entonces 

(ii) Si c i  > cL, entonces 

[ (+,O) 
s i  a& < 2 c t  - C; 

Demostracibn Puesto que el cost,e marginal de producción no depende de 
la cantidad producida, los mercados pueden ser trat.ados independientemente?. 
Para vi, E V consideramos el problema 

ak 
ma=L ( q t ,  q i (qL) )  S-a. 0 5 qL 5 - 

l k  h," ' 

donde qg(q;) es la solución úptima del problema 

ak k maxrr; qi) s.a. O < qi < b; - qL. 
9.: 
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Se resolverá en primer lugar este úitimo problema. La función 

ck)& 74 (Y;, Y:) = (Q - bk (YL + 9 s )  - s 

es cóncava con respecto a y; y 

para O < q i  < - y:. Entonces, 

ab-c" 
Por tanto, si & 5 9, entonces yk(yL) = ~ k ,  y si q i  > y, entonces 

Y:(& = 0. 

Consideremos ahora el problema 

k k k  Uk max& (4z, 9 S h L ) )  s.a. 0 I YL I -. 
YE bk 

Tenemos que 

que es una función continua. Sean 

Y(Y) - (uk - ú k ~  - ~ i )  Y. 

a k  - 2 2  fc': 
Las funciones f y g son cóncavas y sus puntos críticos son qf = 2bi y 

a k - c k  
yg = +, respectivamente. 

Podemos distinguir dos situaciones según sea c i  < c i  o C: > ci. 
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(i) Supongamos que cg 5 c;. En este caso, 

Si qf 2 O, entonces 4: = q j  es la solución óptima del problema. Esto 
sucede si ak - 2ci  + c i  2 0, esto es, si ak 2 2ck - CS. 
Si 49 < O, entonces la solución óptima es Y; = 0. 

(ii) Supongamos ahora que cg > ct. En esto caso, 

Si qf 5 q, entonces la solución óptima del es g; = qf. Esta 
desigualdad ocurre si y s610 si ak 2 3ci - 2ci. 

as-c'. Si qf > Ti  lo que equivale a ak < 3ci - 2 c i ,  pueden considerarse dos 
a'-ck. situaciones según 9, ( 0 qg > y. 

(a) Si qg 5 -b;-i, entonces la soluci6n bpt,ims es t& = *. Esta 

desigualdad equivale a ak 2 2cg - c i .  
ak-ch- 

(b) Si q, > es decir para a k  < 2c; - ci, entonces la solución 
6ptima es ¿jk = g,. 

De todo lo anterior se deduce que: 

(i) Si c i  5 ck, entonces: 



Corolario 3.1 Dadas dos localizaciones tales que 

ak > mm (2c; - c:, 3c: - 2cF,) , 

el único equilibrio de Stackelberg viene dado por 

donde L indica la empresa lider y S la seguidora. 

Demostración Se obtiene como caso particular de la proposici6n 3.1, 
teniendo en cuenta que 

max (2c: - c2,3c: - 2ci)  2 mm {ci,  c:} , k = 1, ..., n. 

Bajo el supuesto del corolario 3.1 se deduce que el precio de mercado es 

p'. = ~k + 2 4 ,  f C: 

4 

Condición 3.1 La red N(V,E) satisface 

U, > max { 2 maxc:(r) itN - m h  = E N  c k ( r ) ,  3ma.x xEN ci(2) - 2min xEN C:(X)} , 

La condiciún 3.1 garantiza que ambas empresas ofrecen cantidades 
estrictamente positivas en todos los mercados. Bajo la condición anterior los 
beneficios en la primera etapa, asumiendo comportamiento de Stackelberg en la 
segunda etapa, son 
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Lema 3.1 Bajo la condición 3.1, si las funciones de coste de transporte 
unitario ti son cóncavas, entonces Í T ~  (xi,xj) es una función convexa en x; 
cuando x; se desplaza a lo largo de una arista de la red y z j  esta fijo, 
i , j = L , S ;  j#i .  

Demostración Para cada vértice vr, E V, la distancia Szivi es cóncava con 
respecto de si cuando si se mueve süht: una aiiski. Al ssi ti chicava y ci-ecieritt: 
de la distancia, la función t! = ti o 6,,,, es cóncava respecto de xi cuando xi se 
mueve sobre una arista. 

Para cada vertice vi, t V, se tiene que 

Puesto que cf(x) = Cl(z) + tf(2) y hemos asumido que Ci(x) es una función 
cóncava con respecto de x cuando x se mueve sobre una arista de la red, entonces 
cj(x) es una funcidn c6ncava con respecto de x cuando z se mueve sobre una 
alista de la ied. Sean 

f (x) = ak - 2ci(a) + cg, 

Las funciones f y g son convexas y positivas bajo la condición 3.1. Entonces, f 
y g2 son también funciones convexas (proposiciún 2.4). Por t.anto, T L  (ZL, zS) 
(ns (zL, xS)) es una funci6n convexa de XL (xS) cuando z~ (zS) se desplaza a 
lo largo de una arist,a de la red y z s  (xL) está fijado. O 

Proposición 3.2 Sea la condicidn 3.1 y funciones de coste de transporte 
unitan'o ti cóncavas. Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa con 
comportamiento de Stackelberg en la segunda, entonces existe uno en un 
subconjunto de vértices de la red. 

Dcmostraoidn Baota aplicar cl lcma 3.1 y la propo~ici6n 2.6. O 

Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa, la biísqueda de uno de 
ellos puede hacerse aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de 
relocalización se adopta aquel vértice que maximiza el beneficio. 
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Algoritmo 3.1 Equilibrio de Nash en localización 

Paso O. Verificar la condición 3.1. Hacer h = O. Tomar un par de vértices 
iniciales u; y u: de V, hacer nk = TL (u?, u;) y .ir; = ns (u;, u;) . 

Paso 1. (Relocalización de L) Calcular u> tal que x¿ = r r~(v¿ ,v i )  = 
m a x n ~ ( v ,  u:). Si .ir> = nk y h # 0, parar. Las localizaciones de equilibrio 
uEV 
son vh, i = L,S. En otro caso, hacer u!+' = u: y T;+' = rr;. 

Paco 2. (Relocalización de S) Calriil~r 719 tal qiie a; = T~(V:+~,U:) = 
max.irS(@',v). Si .ir; = T;, parar. Las Iocalizaciones de equilibrio son 
WFV - 

-xs,  h = h + l e i r a l  v y l  y vg. En otro caso, hacer u y l  = a;, .irh+' - * 

paso 1. 

Si no se producen ciclos, este proceso finaliza en un número finito de 
pasos y converge hacia el equilibrio en O(n3). Finalmente, obsérvese que en 
el paso O podría tomarse una localización inicial u! E V y elegir v i  tal que 
rs(v;, u;) = rnax xs(vi, u). 

wEV 

3.3.2 Modelo líder-líder en cantidades 

Desde el punto de vista tcórico, cada empresa podría actuar como líder 
asumiendo que su competidora se comportará como seguidora (Segura, 1993). 
Esto quiere decir que las firmas tomarán una decisión en base a una hipótesis 
que no se satisface, lo que puede justificarse al tratarse de u n  modelo estático. 

El beneficio de cada iirma puede expresarse en función de las decisiones 
tomadas tanto en localización como en cantidad. En primer lugar, consideremos 
dadas las localizaciones y estudiemos la existencia de equilibrio para la segunda 
etapa del juego. La función de beneficios en la segunda etapa es 

Se trata de hallar (qA, qB) tales que 
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Proposici6n 3.3 Sean dos localizaciones tales que 

ak 3 max {ci,c$} , k = 1, ..., n. 

Entonces, existe u n  único equilibrio líder-líder (¿jA, q B ) .  Además: 

(i) Si c i  5 ck,  entur~cca 

(e , O) 
si ak < 2ck - c~ 

(&, &) = 
(+, ak+c!,-kh 

2bh ) si 2c5 - c i  5 ak < 3c6 - Zc4 

(~~-~c:+c>~.+$;zc~) Si 3c, - Zc;. 
Zbr,  ' 

Demostración Los va1oi.e~ &, &, son los obtenidos para el líder del modelo 
de Stackelberg e n  la proposición 3.1. O 

Corolario 3.2 Dadas dos localizaciones tales que 

ak > m m  ( 3 4  - 2cg,  3ck - 2 4 )  , k = 1, ..., n, 

el único equilibrio lider-líder vzene dado por 

Demostracih Se obtiene como caso particular de la proposición 3.3, 
teniendo en cuenta que 

m a x { 3 c ~ - 2 c ~ , 3 c ~ - 2 c ~ ) > m m { c ~ , ~ ~ ) , k = 1 ,  ..., n O 
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Bajo la hipntesis del corolario 3.2, el precio de mercado es 

el cual no depende de la disposición a pagar de los consumidores. Esta hipótesis, 
similar a la asumida por Labbé y Hakimi para el estudio de la primera etapa, 
garantiza que las cantidades ofrecidas por ambas empresas en todos los mercados 
son estrictamente positivas. Este supuesto admite que las Armas pueden 
ofrecer cantidades a un precio inferior a su coste. Aunque a corto plazo esto 
comportamiento no es razonable, las empresas podrían actuar de esta forma 
durante un período de tiempo con el fin de posicionarse en el mercado y obtener 
beneficios a largo plazo. 

Condición 3.2 La red N(EE) satisface 

Bajo la condiciún 3.2, el beneficio en la primera etapa, asumiendo 
comportamiento líder-líder en la segunda etapa, es 

i, j = A, B;  j # i. Obsérvese que si cada empresa actúa como líder suponiendo 
que la otra es seguidora y no es así, ambas firmas sutren pérdidas en aquellos 
mercados donde su coste sea mayor que el de su competidora. 

Condición 3.2' La red N(V, E) satisface 

La condición 3.2' implica la condición 3.2 y será utilizada con posterioridad. 
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Un equilibrio subjuego-perfecto, si existe, viene dado por un par de 
localizaciones de equilibrio para la primera etapa junto con las correspondientes 
cantidades de equilibrio para la segunda etapa. Un par de localizaciones, ?A y 
ZB, constituyen un equilibrio de Nash para la primera etapa si 

Se probar& que bajo determinadas condiciones, si existe equilibrio de Nash 
en la primera etapa, entonces existe uno en un siibconjunto de vértices de la 
red. 

Lema 3.2 Bajo la condición 3.2', si las funciones de coste de transporte 
unitario ti son cóncavas, entonces .rri ( x i , x j )  es una función convexa en 2; 
cuando e;  se desplaza a lo largo d e  una arista de la red y zj est,á 50, 
i , j = A , B ;  j # i .  

Demostracih Para cada vértice vk E V, la distancia S,;,, es cóncava con 
respecto de x; cuando zi se mueve sobre una arist,a. Al ser ti cóncava y creciente 
de la distancia, la funci6n t" ti o 6,,,, es cóncava respecto de xi cuando zi se 
mueve sobre una arista. 

Pma rada vértice V L  E 17, el beneficio ( m n ,  e,) sc puede escribir como 

donde 

A = - L O ,  
4bk 
ak + 3cjk(xj) 

B = 
4bk 

> o, 
(ah  + c: (e j ) )  r i ( ~ ~ )  

C = > o. 
4 b k  

Puesto que c ( ( x )  = Ci (x )  + $(e),  y hemos asumido que Cl (x )  es una funci6n 
c6ncava c o ~  iespach Ilt: :L cua~lclo :c se mueve sobre una arista de la red, entonces 
c f ( z )  es una funci6n cóncava en la arista y, por tanto, - c f ( z )  es convexa. 
Ademh, 

-B - d h  + 3cjk(zj) 
- - - 
2A 4 '  



SO 

y por la condición 3.2', 
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de donde 

Aplicando la proposición 2.5 se deduce que T( (zi, zj) es convexa respecto de 
x; cuando r ;  se desplaza a lo largo de una arista de la red y ~ j ,  j # i, permanece 
fijo. D 

Proposición 3.4 Sea la condicidn 3.2' y funciones de coste de transporte 
unitario ti cóncavas. Si existe equilibrio d e  Nash en la primera etapa asumiendo 
comportamiento l.lder-lz'der en la segunda, entonces existe uno en u n  subconjunto 
de uértices de la red. 

Demostración Basta aplicar el lema 3.2 y la proposición 2.6. O 

Si se dan las condiciones de la proposición anterior y existe equilibrio de Nash 
en Ia primera etapa, su búsqueda puede realizarse con un algoritmo similar al 
3.1 del epígrafe anterior. 

3.3.3 Análisis comparativo entre escenarios 

T,n tahln 2 1 rniiwtra el ~rpilihrin pnra P I  m~rrarln k en la s~giinrln etapn, tantn 

de los escenarios estudiados con anterioridad como del considerado por Labbé 
y Hakimi (1991). La condición exigida en todos los casos es 

Además, se muestra la elasticidad de la demanda. 

La elasticidad-precio de la demanda en el mercado k, viene dada por la 
siguiente expresión 

La demanda será e k t i c a  si pk > a&!, ineldstica si pk < ak/2 y tendrá 
elasticidad unitaria si pk = ak/2. Adernas, si pk = ak la elasticidad es infinita 
y cuando pk = O la demanda es totalmente inelástica. 
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Tabla 3.1: Resultados para la competencia en cant,idades 
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Como puede observarse, las cantidades de equilibrio del modelo líder- 
líder (con conjeturas no nulas) son 1.5 veces las obtenidas por Labbé y 
Hakimi asumiendo conjeturas nulas, es decir, adelantar la reacción de la firma 
competidora provoca un aumento de la producción del 50%. Por supuesto, el 
precio se reduce por el incremento de la oferta. Por otro lado, la firma líder 
pone en el mercado la misma cantidad que asumiendo conjeturas no nulas, 
aproximadamente el doble que la seguidora2. Obsérvese además, que los costes 
unitarios de la líder afectan en mayor medida a la cantidad y precio de mercado 
que los de la seguidora. 

Respecto al precio de equilibrio, pueden comprobarse las siguientes relaciones 
sin rnác que tener en cuenta que bajo la condición exigida se tiene que 

Se cumple que 

min 

es decir, el precio de equilibrio asumiendo conjeturas no riulas es rriowr q u e  el 
precio de Stackelberg, independientemente de cual sea la firma líder. Por otro 
lado, también se tiene que 

max 

luego el precio de equilibrio de Stackelberg, indepe~idiente~riwite de cual sea la 
firma líder, es menor que el que se obtiene asumiendo conjeturas nulas. 

En resumen, la competencia más agresiva, en cuanto a reducción de precios se 
refiere, se produce asumiendo conjeturas no nulas, seguida del comportamiento 
de Stackelberg y en último lugar las conjeturas nulas. 

Finalmente, como 

si la demanda es elástica en el escenario de conjeturas nulas, entonces tambien 10 
será en los otros dos escenarios. Sin embargo, podría ocurrir que en alguno de los 
escenario donde alguna de las empresas asume conjeturas no nulas la demanda 
fuera elástica y que al considerar conjeturas nulas pasase a ser inelástica. 
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3.4 Competencia en precios 

En este modelo el comportamiento estratégico combina ubicación y politica 
de precios en destino (delivered price). Las empresas discriminan precios en n 
mercados separados espacialmente, de forma que cubran, al menos, los costes de 
producción y de transporte. El objetivo de cada empresa es decidir la ubicación 
y el precio al que ofrecer8 su producto en cada mercado, de forma que maximice 
el beneficio. 

El proceso de competencia es modelado como un juego no cooperativo en dos 
etapas. El precio en la segunda etapa está condicionado por las localizaciones 
elegidas en la etapa anterior. Sea p!(aA, z ~ )  el precio al que ofrecerá la empresa 
i el bien en el mercado k, si las firmas A y B están ubicadas en z~ y xn, 
respectivamente. Se asume que los consumidores adquirirán el producto de la 
firma con menor precio, es decir, si p"zA, zB) < p:(zAi xB), 10s consumidores 
situados en vk comprarán a la firma i al precio p?. Si en un determinado mercado 
los precios coinciden, supondremos que la demanda se reparte en partes iguales 
entre las firmas. 

3.4.1 Demanda totalmente inelástica 

Sea Xk la demanda en el mercado k-ésimo, que no depende del precio del bien 
en ese mercado. Este tipo de demanda totalmente inelktica corresponde a 
hienes de primera necesidad sin sustitutos cercanos. Este escenario ha sido 
estudiado por Lederer y Thisse (1990) cuando las nmns dcciden adcmds del 
precio, la forma de combinar los inputs para producir los outputs (tecnología de 
producción), que depende de sus respectivas ubicaciones. El problema analizado 
a continuación es similar al considerado por est,os aut,ores, asumiendo en esta 
ocasión, que las firmas deciden localizaciones y precios. Se propone un algoritmo 
para la obtención del equilibrio de Nash en la segunda et,apa basado en un 
resiiltado que garantiza la inexistencia de ciclos en un proceso en el que las 
firmas dccidcn altcrnativmcntc la locali~sción quc maximiza su beneficio dada 
la ubicación de su rival. 

Estiidiemos en primer lugar la segunda etapa del juego. Para ello, dadas 
dos localizaciones, denotemos por I íA  y ICB, los mercados captados por A y B, 
respectivamente, y por khf el mercado marginal, es decir, 



Entonces, el beneficio para la firma i se escribe de la siguiente manera 

Dadas dos ubicaciones y pk, k = 1, ..., n, la decisión óptima para A en el 
mercado k es 

donde e > O es una cantidad tan pequeña como se desee. La empresa B, 
conocedora de la política de A,  es decir, reducir mientras tenga margen de 
beneficio el precio fijado por B, adoptará el precio 

al que responderá A con 

k pie = max {ci ,  cB - E )  . 

Esto significa que la empresa con menor coste en un determinado mercado 
lo capta completamente y que el precio fijado ser& algo inferior al coste de su 
competidora. Las empresas tomarán E arbitrariamente pequeño, y en el límite 

Este es un resultado conocido en la teoría sobre discriminaciún de precios, 
que asegura que el precio pagado por los consumidores es igual al coste marginal 
en destino de la empresa con costes superiores. Obsérvese que si c: = c& = ck ,  
entonces (&,&) = (ck, ck) es un equilibrio de Nash. En otro caso, es decir 
cuando c$ # &, (&, &) = (2jk, 2jk) no es un equilibrio de Nash. Nótese que si 
c3 < c%, la función ~ 2 ( & ,  cb)  es discontin~ia y el problema 

no tiene soluci6n. Por esta razón, nos referiremos al precio de mercado p%omo 
seudoequilibrio (&-equilibrio). 

Bajo la rcgla uonda para dciinir la cuota dc mcrcado, con cl prccio pk = 

max { c ~ , ~ ~ )  cada empresa captará la mitad de la demanda. Sin embargo, 
aquella con mayores costes no obtendrá beneficios, es más, si c: < c$ bastaría 
con que la firma i redujese mínimamente su precio para quedarse con toda la 
demanda del mercado, así que parece bastante razonable redefinir esta regla de 
forma que cada mercado sea cubierto por la firma con menor coste. Entonces, 
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el beneficio para la firma i en la primera etapa puede escribirse de la siguiente 
manera 

( ( j )  - c ( ) )  si c:(oi) < cjk(zj) 

O si cf(zi)>c$(xj) ,  

donde i = A, B; .i # i. 

Proposición 3.5 El bemficio de cada firma en la primera etapa puede 
erpresarse de la siguicatc mancra 

donde 

Demostración Se deduce teniendo en ciient,~ lns merr~rlns raptados por 
cada empresa. O 

La función CS se denomina coste social (Lcderer y Thisse, 1990) y es el coste 
mínimo de cubrir toda la demanda. El resultado anterior indica que el beneficio 
de una firma es el coste que supone a su rival cubrir toda la demanda menos el 
coste social, que es el coste minimo si las firmas actuaran de forma cooperativa. 

Un equilibrio de Nash para la primera etapa viene dado por un par de 
localizaciones, LA y LB, tales que 

Si asumimos z j  fijo, el c0st.e que supone para la h a  j suministrar todo 
el mercado es constante, por lo que el beneficio de la firma i se maximiza en 
aquella localización que minimice el coste social. Por tanto, se trata de estudiar 
si existen localizaciones, E A  y ZB, tales que 
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Proposición 3.6 Se tienen los siguientes resultados: 

(i) Si C S  tiene mhimo global en (ZA,zB) E N x N, entonces ( Z A , 5 ~ )  es 
un equilibrio de Nash para la primera etapa del juego. 

(ii) Si las funciones Ci, t f ,  son continuas en N, entonces eziste un equilibrio 
de Nash para la primcra etapa del juego. 

(iii) Si las funciones tf son cóncavas cuando z se mueve sobre una arista de 
la red, entonces C S  (xA, zg) es una función cóncava en xi cuando 2; se 
desplaza por una arista de la red y x j  permanece fijo, i = A, B; j f i .  

Demostración 

(i) Si (EA, ZB) es un ml'nimo global de C S  ( x ~ ,  z ~ )  , entonces 

por tanto, 

de donde se deduce que (zA, EB) es un equilibrio de Nash. 

(ii) La función ct(z) = C:(x) +t,k(z) es continua en N. Entonces, C S  (zA, XB) 

es L U I I ~ ~ I L U ~  e11 N x N pul be1 ~ U L I L ~  de I~IUIIIU> de Iuu~iuue> CUIIL~LIU~. 

Como N2 = N x N c !ñ2' es compacto en y CS (xA, xB) es continua 
en N 2 ,  se deduce que existe mínimo global de CS (xA, xg) en N*. 

(iii) Como se ha supuesto que C'l(x) es una función cóncava de x cuando x 
se desplaza por una arista de la red, entonces $(x) = Ci(x) + tk(z) es 
una función cóncava de x cuando x se desplaza por una arista de la red. 
Entonces, C S  (zA, zg) es una función cóncava de z i  cuando si se mueve 
sobre una arista y xj permanece fijo, por ser suma de mínimos de funciones 
cóncavas. O 

Obsérvese que, en equilibrio, dos empresas con iguales costes marginales y 
de transporte, no se localizarán en el mismo nodo siempre que exista otro con 
demanda no nula. Esto es debido a que si las localizaciones son coincidentes, 
ambas tendrán pérdidas, mientras que una de ellas podría relocalizarse en otro 
nodo con demanda no nda ,  obteniéndose mayores beneficios para ambas. 
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Proposición 3.7 Sean tk funciones cóncavas cuando x se mueve sobre una 
arista de la red. Si existe equilibrio de Nash e n  la primera etapa, entonces existe 
u n  equilibño e n  u n  conjunto de nodos de la red. 

Demostración Como tk son funciones cóncavas cuando x se mueve sobre 
una arista de la red, entonces CS es una funci6n cóncava cuando x se mueve 
sobre una arista de la red (proposiciún 3.6). Sea ( Z A ,  B ~ )  un equilibrio. Si 
ZA y Z B  E V estaría probado el resultado. Si no fuera así, podemos suponer 
que E A  # V. Esto significa que existe una arista [vL,vu] en la red, de forma 
que Z A  E ] U L , V U [ .  Por hipótesis, el mínimo de la función cóncava CS está en 
el interior de [vL,vU], por tanto CS debe ser constante en [uL, vU] y entonces 
cualquiera de los extremos del intervalo es t,ambién un equilibrio. U 

En virtud del resultado anterior, la búsqueda de un equilibrio de Nash puede 
efectuarse con un método de enumeración que recorra las n2 posibilidades. 
Podria utilizarse un algoritmo de búsqueda que no recorra necesariamente todo 
el conjunto factible. Puede part,irse de una localización inicial para una de las 
empresas y obtener consecutivamente la localizaci6n que minimiza el coste social 
dada la elección de la otra. El siguiente resultado asegura que este proceso acaba 
en un número finito de pasos en un equiiibrio de Nash. 

Proposici6n 3.8 Dado un conjunto de localizaciones iniciales e n  nodos de 
la red, ~i la* funciones tt a w r  C ~ ~ L C L L . U U S  C U W L ~ O  z se mueve sobre una arista de  
la red, entonces el proceso de relocalizaciones consecutivas a u n  nodo con menor 
coste social acaba e n  un número finito de pasos en  un equilibrio de Nash. 

Demostración Puesto que el conjunto factible es finito, bastará con 
comprobar que no existen ciclos. Supongamos por reducciún al absurdo 
que existen dos conjuntos {vi, v i ,  ,.., V A )  y {u;, v i ,  ..., v g ) d e  nodos que 
representan las decisiones tomadas por A y B, respectivamente, siendo A la 
primera en decidir, que producen un ciclo en la iteración s. Se tendrá entonces: 



SS CAP~TULO 3. J U E G O  ESPACIAL D U O P O L ~ S T I C O  

Sumando todas las inecuaciones se tiene 

donde vif7 = vf , i = A, B. Pasando todo al primer miembro, agrupando bajo 
el mismo sumatorio y simpliicando, resulta 

Como el primer término se anula, se obtiene la contradicción que se buscaba 
(U < U). O 

Si las funciones tf son cóncavas cuando z se mueve sobre una arista de la 
red, la biisqueda de un equilibrio de Nash para la primera etapa puede hacerse 
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalización se 
minimiza el coste social. 

Algoritmo 3.2 Obtención de u n  equilibrio para el juego 

Pasu O .  Hawi li. - O. Tuiriai un pai de locdiacionea iniciales v i  y vk dc 15 
y hacer CSh = CS(v2, u;). 

Paso 1. (Relocalización de A) 

Hallar v> tal que CS(v2, u;) = minCS(v, u;). Si CS(v>,v;) = 
u€V 

CSh y h # 0, parar. Las localizaciones son v i  y u;, los precios pk 
= max { c ~ ( v ~ ) ,  &(u;)), k = 1, ..., n, y el coste social es C s h .  En otro 
caso, hacer vi+' = v i  y CShfl = CS(v2 > B  vh).  

Paso 2. (Relocalización de B) 

Hallai u& tal que CS(V$+', u&) - min C S ( V ~ ' , V ) .  Si CS(V~+', v h )  - 
wEV 

CShtl, parar. Las localizaciones son .y1 y vk, los precios j j k  = 
max {cA(vyl) ,  ck(vg)) , k = 1, ..., n, y el coste social es CSh+'. En otro 
caso, hacer VE' = u;, CS1"+' = CS(V;' ', v i ) ,  h = h + 1 e ir al paso 1. 

La proposición 3.8 garantiza que este proceso finaliza en un número finito 
de pasos y converge hacia el equilibrio en O(n3). Finalmente, obsérvese que en 
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el paso O podría tomarse una localización inicial u; E V y elegir v; t,al que 
CS(u1, u;) = min CS(vA, u). 

v E V  

Se ha probado la existencia de un equilibrio de Nash para la primera et,apa 
en un conjunto de nodos de la red si las funciones t( son cóncavas cuando z 

se mueve sobre una arista. Además, el equilibrio de Nash que es 6ptimo de 
Pareto se alcanza cuando se minimiza el coste social, cs decir, el coste mínimo 
para satisfacer toda la demanda. Esta idea lleva intrínseca cierta eficiencia, al 
confluir en el equilibrio los intereses de las firmas, de maximizaci6n del beneficio, 
y de los consumidores. 

3.4.2 Demanda elástica al precio. El caso lineal 

Dado que hemos asumido bk # O, es posible expresar la cantidad demandada en 
funci6n del precio, dando lugar a la función de demanda 

cxk - PkPk si O 5 pk 5 ak 
8 (pk) = { o en ot,ro caso, 

donde a k  = ak/bk > O y Pk = l/bk > O, k = 1 ,..., n. 

El beneficio para una de las empresas se expresa de la siguiente manera 
la 

~ ~ ( z A , z B , ~ A , P B )  =C(P: ( ~ A , x B )  -C/(Z~))~: (PA,PB)-R,  
k=l 

siendo 

si c! 5 p/ < p$ 

Dadas dos localizaciones, z~ y z ~ ,  se tiene que 
n 

donde 

(& - cf) ( a k  - ~ k p f )  si c( 5 P( < pk 3 



. . 
con z , j  = A , B ;  j #i. 

Otra forma de expresar el beneficio es la siguiente 

Proposición 3.9 Sean dos localizaciones tales que 

ak > rnax { c i ,  c k )  , k - 1, ..., n 

(i) S i  ak < max ( 2 c i  - c k ,  2,; - cA) , entonces existe un equilibrio de Nash 
en precios e n  vk dado por 

Además, 

( Q  + ~ 5 )  si ak < 2 4  - 
P" min { p i , p ; )  = 

5 (ak + c k )  si a k  < 2 4  - c;. 

(i i)  S i  ak 2 max ( 2 4  - c&,2ck - c A )  , entonces existe equilibrio de Nash en 
."k s.i si Lk A - - GB li - ch, e n  C U ~  cam el equilibrio es 

(@A, @k) = ( c k ,  c k )  

Y . p E  = miu {FA, &} = 2. 

(iii) Si para k = 1, ..., n, se tiene que 

k 
c, = c g  o a ,  < rnax ( 2 4  - c z ,  2cg - c;)  , 

entonces eziste un equilibrio de Nash e n  precios. 
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Demoatiai;iúri Suponiendo fijadas las locahaciones x i ,  i  = A, B, si los 
costes marginales son constantes los mercados pueden separarse y el estudio del 
equilibrio en precios en vk E V consist,e en obt,ener un par (pi,&) tal que p! 
es soluci6n 6ptima del problema 

max 6 ( P A  , P B )  
P: 

s.a. C! 5 p! 5 p .  3 

P! I a k  

i, j = A, 8; j # i ,  donde 

1 ( p f  - c i )  (ak - P k p f )  si c! 5 p: < pt  

T. (&, &) = S (d - c P )  ( ~ k  - P&) si p l  - P; 

O si a k  > p,k > p$. 

Fijado p;, la funciún T: ( p i r p % )  tiene una discontinuidad en p;. Sea 

ffk + ~ k P k  - 1 P C =  2pk - 5 ( a k  + e:) . 

Como a k  > c., se tiene que p,Tk < a k .  Entonces, si pIk < p$, la solución óptima 
del problema de optimización para n-2 es p&. Si p& > p$, no exist,e soluci6n 
debido a la discontinuidad en p f .  

(a) Supongamos que c: 5 ck 
(a.1) Si ( a k  + c2) < c;, es decir ak < 245 - c i ,  entonces para todo 

& cun ck 5 p$ 5 ak, la firma A obtiene el beneficio msximo en 
p$ = $ ( a k  + c i )  < ck y la firma B tendería a bajar el precio hasta 
alcanzar cg .  Puesto que & < c i ,  la demanda captada por B es nula 
y no le interesaría enbar Pn CI mercado. En esto caso 

es un equilibrio de Nash. 
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(a.2) Si ( a k  + c i )  L. c k ,  se tiene que pk = 1 (ar, + cb) 2 p i  y 
entonces B tendría incentivos a reducir precios. El proceso de 
reducción de precios iievaría a B hasta c b .  En este caso, se tendría 
un seudoequilibrio ( A  tendría incentivos a cambiar a ck - E )  en 
( & l p i )  = ( c b ,  e;), que no es equilibrio de Nash salvo cuando 
C k -  k -  k A - cR  - c , en cuyo caso 

es un equilibrio de Nash. 

(b) Si c i  > cg, se procede de forma similar que para c5 5 c b ,  obteniéndose 
que 

es un equilibrio de Nash si 4 (ak + ck) < c:, es decir a k  < 2c: - ck, y 

(i%,&L = ($,c:) es un seudoequilibrio si ? (a i  + c k )  > c i ,  es decir 
2 2cA - CB. 0 

En el resto del epígrafe se considerará que los precios que fijan las empresas 
en la segunda etapa son 
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y que, por tanto, el precio competitivo en el mercado k es 

Si ambas firmas se ponen de acuerdo para maximizar el beneficio conjunto 
en la segunda etapa, cada mercado es cubierto por aquella con menor coste, 
obteniéndose un 6ptimo de Pareto para las empresas. En tal caso, los precios 
colusivos que maxirnizan el beneficio conjunto de las firmas vienen dados por el 
siguiente resultado. 

Proposición 3.10 Sean dos localizaciones tales que 

ak > max {c;, ck,} , k = 1, ..., n. 

Entonces, el precio colusivo que maxirniza el beneficio conjunto de las empresas 
es 

Demostración Este resultado se obtiene considerando que en colusión el 
mercado k es cubierto por la firma con menores cost,es, min{cA,cB), y que 

(ak + c!) es el precio de monopolio de la firma i. 0 

Finalmente, se trata de estudiar la existencia de un equilibrio de Nash para 
la primera etapa, asumiendo la siguiente condición. 

Condición 3.3 La red N(V,E) satisface 

ak > rnax { 4 ( 2 ) , c ~ ( x ) }  , QX E N ,  k = 1, ..., n. 

Corolario 3.3 Bajo la condición 3.3, el beneficio e n  la primera etapa 
adelantando el precio competitivo en la segunda es 
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donde 

l o  en otro caso, 

con i , j = A , B ; i # i .  

Demostración Se ha sustituido el precio competitivo en la funci6n de 
beneficio. O 

Corolario 3.4 Bajo la condición 3.3, el beneficio e n  la primera etapa 
adelantando el precio cohsivo e n  la segunda es 

n 

donde 

( a  - c ( ) ) ~  3i c f ( z i )  < c$(x j )  

2 
a - c si c:(z;) = c $ ( x j )  

o si c:(zi) > c, . (x~),  

Demostración Se ha sustituido el precio colusivo en las funciones de 
beneficios. O 

Lema 3.3 Bajo la condición 3.3, si la función de coste de transporte ti es 
cóncava, entonces la funcidn .iri ( x A ,  z ~ )  es convexa cuando xi  se mueve sobre 
u n a  arista de la red y zj permanece 330, i, j = A, B; j # i. 

Demostración Supongamos zj fijo. Sea f k  la función real de variable real 
definida en [O, u k ]  de la forma 

si O 5 z < 2cjk - ak 

si 2 c $ - a k < z < c j k  

l o  en otro caso. 
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Si ti es cóncava, entonces cf(zi) es cóncava cuando zi se mueve por una 
arista de la red. Por otro lado, fk(z) es convexa y decreciente en [O, ak]. Además 

k ri (xil zj) = f k  o c!(x~). Aplicando la proposición 2.3 a las funciones - fk(z) y 
c?(zi) se obtiene que - fk o c((zi) es cúncava y por tanto .xf (q, z j )  es convexa 
cuando xi se mueve sobre una arista. Entonces, .?rj (XA, XB) es convexa en la 
arista. 

Proposición 3.11 Sea la condicidn 3.3 y funciones de coste de transporte ti, 
i = A, B, cóncauas. Si existe equilibrio de Nash en la primera etapa asumiendo 
precio competitivo, entonces m'ste un equilibrio en un con.junto de vértices de 
la red. 

Demostración Basta aplicar el lema 3.3 y la proposición 2.6. O 

Obsérvese que bajo la condición 3.3, aunque las funciones de coste de 
transporte ti, i = A ,  B ,  sean cóncams, puede ocimir que la función zt (xA, XB) 
no sea convexa en z i  cuando z; se mueve sobre una arista de la red y z j  
permanece fijo, i, j = A, B; j # i. Si ti, i = A, B, son cóncavas, la función 
c. (zi) es cóncava cuando ei se mueve sobre una arist,a de la red y z j  permanece 

2 fUo, y consenimt,emfmt,t?, h ~ j n  la condición 3.3, (ab - cd(~;))  es convexa on 1s 
arista. Para vk E VI supuesto ~j fijo, la función de beneficios es 

Si c;(xi) < C: para todo xi de la arista, entonces T?" (%A, xB) es convexa; lo 
mismo ocurre si cf(zi) > c$ en toda la arista. Supongamos que existe zo en la 
arista tal que ct(zo) = c:. Entonces, puede ocurrir que la función de beneficios 
no alcance el máximo en la arista debido a la discontinuidad. Por tanto, no 
puede asegurarse la convexidad de 71.p (zA, xB) en la arista. El siguiente ejemplo 
mucstra una eituaciún en la que esto ocurre. 

Ejemplo 

Se considera el segmento de longitud unidad 1' = [ul,  vzj = [l, 21 con 
nodos de demanda situados en los extremos. No se consideran cost,es fijos 
(FA = FB = O) y las funciones inversas de demanda son 
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con u1 = u2 = 8, bl = 1, b2 = 2. LOS costes marginales y los costes de 
transporte son 

Supongamos que X B  = u2. Si la localizacih de A en la arista, z, viene 
dada por O 5 O 5 1, con 8 la distancia de u1 a x, se tiene que 

cfZ(z) < c b ( z ~ )  si O 5 B < 1, 

Entonces, 

La función T? (a, xB) no es continua en O = 1 ya que 

Además, no es convexa, aunque si es cuasiconvexa. 

Supongamos ahora que 

CÁ(z)= l ,  C ~ ( X ) = ~ , V X C Z [ V ~ , U ~ ] .  

En esta ocasión se tiene que 

cf4(z) < cL(xB) si O < 6' 5 1, 

y entonces, 

1 2 TY (x, ZB) = - 4 (7 - 28) , O 5 f3 5 1. 
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Tabla 3.2: Beneficios en los nodos con precio colusivo 

La funci6n ny ( X , X B )  es continua y convexa en O < B 5 1, por lo que de 
existir equilibrio, habría alguno en los extremos del intervalo. La tabla 3.2 
muestra los beneficios de ambas firmas, para est.os cost,es, en los extremos 
del segmento. Como puede observarse, no hay equilibrio en los extremos 
y, por t.anto, tampoco hay equilibrio en T = [VI, vz]. 

3.4.3 Análisis comparativo entre escenarios 

La tabla 3.3 muestra los resultados en la segunda etapa cuando c i  < ci, en 
los escenarios estudiados con anterioridad: demanda totalmente inehtica al 
precio, precio competitivo y precio colusivo. La condición exigida en todos los 
casos es ak > m m  {ci ,  c;) , es decir C: < C; < ak. Si c i  > c5, los papeles de 
las iirmas A y B se intercambian. 

Obsérvese que cuando las empresas compiten en precios se produce un 
reparto de los mercados, es decir, cada mercado es servido por una única 
empresa, la de menor coste en destino. Puede comprobarse que 

Esto significa que cuando exist,e competencia en precios, la cantidad 
suministrada por la empresa con menor coste en destino es mayor o igual que 
la que se obtiene cuando existe colusión en precios. Por otra parte, el precio 
competitivo es menor o igual que el precio colusivo. En resiunen, la colusión 
reduce la cantidad servida y eleva los precios, lo cual es un resultado conocido 
en otros modelos. 



98 C A P ~ T U L O  3. JUEGO ESPACIAL DUOPOL~STICO 

Tabla 3.3: Resultados para la competencia en precios y c: < ck < a, 

Escenario 

3.5 Resultados en la segunda etapa: cantidad 
frente a prccio 

precio 
inelbstica competitivo colusivo 

Dado que la condición ( ~ k  > rnaz (3ci  - 2ck, 3cL - 2cA), aquella bajo la cual 
se han comparado los escenarios de Cournot, es más restrictiva que la condici6n 
ak > maz {c i ,  c;), aquella bajo la cual se ha estudiado el escenario de Bertrand, 
y que ésta última se satisface cuando se tiene la primera, en esta sección se 
comparan los resultados obtenidos en la competencia via cantidades con los que 
se obtienen vía precios asumiendo 

Rajo esta hipcítesis se t,iene también que 

Tra tabla. 3.4 miiest,ra la cantidad y el precio en la segunda etapa cuando c5 < ck, 
en todos los escenarios estudiados con anterioridad en los que la demanda es 
elástica al precio. Si c i  > $, 10s papeles de las firmas A y B se intercambian. 

Puede comprobarse la relación 
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conj. conj. Stacli. precio precio 
nula no nula (A líder) comp. colusivo 

Tabla 3.4: Resultados para demanda elBstica y c i  < ck 

y dado que la demanda es una función decreciente del precio, con la 
cantidad suministrada se tiene la relaci6n inversa. Como puede observarse, la 
competencia más agresiva, en cuanto a reducci6n de precio se refiere, se produce 
compitiendo en cantidad bajo el supuesto de conjetura no nula, mientras que el 
pleciu irida elevadu se ublieiie cuaiidu exible culusiúii. 

3.6 Efecto renta 

Tanto en las secciones anteriores como en la literatura sobre el tema, se han 
considerado funciones de demanda compensadas o Hicksianas, cuya diferencia 
con las funciones de demanda directas o Marshallianas radica en que en las 
primeras se ha eliminado el efecto renta sobre la cantidad demandada. Mientras 
que la demanda directa es observable, la compensada no lo es, aunque puede ser 
estimada por técnicas econométricas. La curva de demanda 'larshalliana q = 
q(p ,  1) recoge las mrlaciones en el consumo de un determinado bien ante cambios 
en su precio (efecto sustitución) y en la renta (efecto renta). Generalmente, suele 
suponerse que el bien tiene poco peso dentro del presupuesto del consumidor y, 
por tanto, que el efecto rent,a es nulo o próximo a cero. 

Si la cantidad demandada es funciún lineal del precio y la renta, la función 
inversa de demanda puede expresarse de la siguiente manera, donde I k  es el 
nivel de renta en el mercado k,  

con ak y bk > O, Qk; ck > O en el caso de bienes normales y ck < O para bienes 
inferiores. Si los bienes son normales, el aumento de la renta desplaza hacia la 
derecha la curva de demanda del mercado, mientras que si son bienes inferiores, 
ocurre justamente lo contrario. Sin embargo, puesto que la renta no es una 
variable de decisidn y se supone conocida, los cálculos hechos en los apartados 
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anteriores son válidos sin más que sustituir en los resultados a k  por la nueva 
disposición a pagar a k  + ckIk.  Otra alternativa consiste en tomar una cantidad 
común a todos los mercados y otra específica proporcional a la renta, esto es 
a + c k I k .  

Si la demanda es totalmente inelástica, no hay efecto renta. Por otro lado, 
si la demanda es lineal y el bien es inferior, una renta suficientemente grande 
puede asegurar la existencia de equilibrio de Nash en la segunda etapa cuando 
la competencia se realiza en cantidad. En este caso, la cantidad suministrada 
a cada mercado es una funci6n creciente de la renta en el caso de bienes 
normales y decreciente para bienes inferiores; lo mismo sucede con el preciu 
y el beneficio. Esto significa que para bienes normales la renta tiene un efecto 
negativo sobre los consumidores, al incrementar el precio de equilibrio, y positivo 
cnhrbre las empresaq, ya qiie inrremmtan el beneficio. Para bienes inferiores ocurre 
exactamente lo contrario. La única excepción lo constituye la suposición de 
conjeturas no nulas, donde se observa que no hay efecto renta sobre los precios. 

3.7 Ejemplo 

El siguiente ejemplo compara los resultados del juego espacial para diferentes 
escenarios. Se considera la red de la iigura 3.1. El coste marginal para ambas 
firmas es de una unidad, al igual que el coste de transporte por unidad entre 
cualesquiera dos vértices, es decir, 

NO se consideran costes fijos (FA  = FB = O) y las funciones inversas de demanda 
son 

con al = a2 = 8,  u3 = 9 ,  bl = b3 = 1 ,  b2 = 2. Las elasticidades son 

El tercer mercado es el más elástico y presenta también la mayor disposición a 
pagar, mientras que con el segundo mercado ocurre justo lo contrario. 

Puede comprobarse que se cumple la condici6n 3.2 y, por tanto, tambieri se 
cumplen las condiciones 3.1 y 3.3. En las tablas 3.5 y 3.6 aparecen marcados con 
un superindice los equilibrios de Nash del problema discreto de la primera etapa 
para los siguientes escenarios de la segunda etapa: conjeturas nulas (Labbé y 
Hakimi), conjeturas no nulas (líder-líder), líder-seguidor de Stackelberg (A es 
líder), precio competitivo y precio colusivo. 
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Conjeturas 
nulas 

Stackelbcrg 
( A  líder) 

Tabla 3.6: Localizaciones de equilibrio con competencia en precios 

VI 

"2 

v3 

Precio 
colusivo 

(12.89,12.89) (13.94,11.78) (13.11,13.78)' 
(11.78,13.94) (12.17,12.17) (11.55,14.39) 
[13.78,l3.11)~ (l4.39,11.55) (13.ll,l3.11)~ 

Tabla 3.5: Localizaciones de equilibrio con competencia en cantidades 

u1 

'u2 

v3 

(14.5,7.25) (15.69,6.59) (14.75, ~ . 3 7 ) ~  
(13.25,8.62) (13.69,6.84) (13,9) 
(15.5,7.7517 (16.19,6.34) (14.75,7.37) 

0 1  

u2 

u3 

(14.50,14.50) (18.37,12.25) (14.50,18.25) 
(12.25,18.37) (13.69,13.69) (10.62,20.50) 
(18.25,14.50) (20.50,10.62) (14.75,14.75)1° 
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Op. de Pareto 

Tabla 3.7: Precios y elasticidades en el equilibrio 

En la tabla 3.7 aparecen los precios y elasticidades para cada uno de los 
equilibrios de Nash recogidos en las tablas 3.5 y 3.6. Obsérvese que existe 
un equilibrio de Nash que no es óptimo de Pareto (el número 3). En 8 de los 
1U equilibrios encontrados, una de las firmas se localiza en el primer mercado 
y la otra en el tercero; recuérdese que estos mercados son los que presentan 
mayor elasticidad-precio. Además, en todos ellos la firma que se ubica en el 
tercer mp.rcadn, arpiel rnn maynr dispnsiciCin a pagar, nhtiene maynres henefici~s. 
Tanto con precio competitivo como con conjeturas no nulas, las localizaciones 
coincidentes no pueden constituir un equilibrio de Nash porque ambas fiTmas 
obtienen beneficio nulo. 

Los precios m& altos en competencia y los beneficios m& reducidos, se 
presentan asumiendo conjeturas no nulas. En colusi6n los precios son altos y 
aún así se obtienen importantes beneficios. Nótese que incluso pactando un 
reparto del mercado en la segunda etapa (precio colusivo), en equilibrio ambas 
&mas se sitúan juntas. Finalmente, si las localizaciones son coincidentes, el 
beneficio de la líder es el doble del de la seguidora. 



Capítulo 4 

Juego espacial oligopolíst ico 

En este capítulo, se generalizan algunos resultados presentados en el capítulo 
anterior para el oligopolio y se extienden algunos de los resultados obtenidos 
por Sarlrm, Gupta y Pall (1997) a un conjunto de funciones de denianda que 
incluye el considerado por estos autores. Para analizar esta nueva situaci6n, 
consideremos T empresas, T 2 2, que deciden sus ubicaciones X = {xl, ..., x,) 
en la red N(V,  E) y también los precios p f  o cantidades i = 1, ..., r ,  que 
fijarán en cada mercados separados espacialmente vl;, k = 1, ..., n, siendo 
qk  = k = 1, ..., n, la cantidad tot,al ofrecida en el mercado k. 

En todos los casos analizados se considera un juego en dos etapas. En 
la primera las firmas seleccionan la localización y en la segunda, conocida la 
ubicación de todas las firmas, seleccionan los precios o cantidades en cada 
mercado vk, k = 1, ..., n. Un equilibrio para este juego se denomina equilibrio 
subjuego-perfecto. 

El resto del capitulo está estructurado de la siguiente manera. En el apartado 
4.1 se analiza la competencia cuando los precios están fijados y coinciden. En 
los apartados 4.2 y 4.3 se estudia la competencia en cantidades y precios, 
respectivamente. En la competencia vis precios se distinguen dos posibilidades 
en función de que la demanda sea elástica o totalmente inelástica al precio. En el 
punto 4.4 se comparan los resultados obtenidos para el duopolio y el oligopolio. 
Finalmente, el apartado 4.5 recoge algunos ejemplos. 

4.1 Precios fijados e iguales 

Se asume que las r firmas ofrecen un product,~ homogéneo al mismo precio (mil1 
price). En este caso, el consumidor acude al centro más próximo y, suponiendo 
costes marginales y fijos independientes de las localizaciones, la maximización 
del beneficio equivale a la maxirnización de la cuota de mercado. La demanda 
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captada por la firma i viene dada por 

donde 

K(X) = {uk : S(ug, zj) 5 iS(vk,zj), j = 1, ..., r), 

Un conjunto de localizaciones X = (Zl, ..., Z,.} es un equilibrio de Nash sii 

A diferencia de lo que sucede para r = 2 (duopolio), en equilibrio las 
Tuiiias pueden tener cuotas de mercado difwe~ites. Por ejemplo, en el prublerria 
discreto con dos nodos de igual demanda y tres fumas competidoras, cualquier 
distribución de las firmas en la que no todas las localizaciones sean coincidentes 
constituye un equilibrio de Nash. Sin embargo, dos de las firmas, aquellas 
con localizaciones coincidentes, captan una cuarta parte de la demanda total 
mientras que la tercera capta la mitad de dicha demanda. 

Si K es un equilibrio, cualquier permutación de las localizaciones de este 
conjunto sigue siendo un equilibrio. Sin embargo, tanto si el problema es discreto 
como en redes, la existencia de equilibrio no está asegurada. Consideremos las 
redes de las figuras 3.1 y 3.2 del capítulo anterior. En la figura 3.1, tanto para 
el problema disc~eto como en redes, existe equilibrio de Nash para T. = 3 cuando 
las tres firmas se localizan en nodos distintos. Es más, en el problema discreto 
existe equilibrio independientemente del número de fumas. Sin embargo, en la 
red de la figura 3.2 no existe equilibrio parar  = 2 y 3, aunque sí existe equilibrio 
para r = 4; dos firmas se localizan en el primer nodo y las otras dos en el tercero. 
Estos ejemplos ponen de manifiesto la sensibilidad del problema ante cambios 
en el número de firmas y la estructura de la red. Además, como se indicó para 
el caso del duopolio, no hay relación entre la solución del problema discreto y 
la del problema en redes. 

Ni siquiera en árboles está asegurada la existencia de equilibrio. Un problema 
discreto sin equilibrio ocurre cuando tres firmas se localizan en el segmento [1,5] 

con demanda unitaria en los números enteros. Tampoco un número par de 
firmas asegura la existencia de equilibrio. La figura 4.1 muestra un árboI donde 
el problema discreto no tiene equilibrio para T = 4. 

Por otra parte, si existe equilibrio, éste no siempre coincide con una mediana. 
Por ejemplo, si tres firmas compiten por localizarse en la red de la figura 3.3, 
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Figura 4.1: Al-bol con Al = 40, A2 - 30, A3 = 30, A4 = 10 

el único equilibrio aparece cuando las tres se localizan en nodos distintos con 
demanda no nula. Sin embargo, la mediana es el cuart,o nodo. A diferencia de 
10 que sucede para el duopolio, existen equilibrios en árboles en los que alguna 
firma no está en una mediana. Por ejemplo, en el segmento [1,3] con demanda 
unitaria en los números eiiteius, la úiüca iriellíaiia es el punto 2, y sin embargo, 
un equilibrio resulta cuando las tres firmas se ubican en nodos distintos con 
demanda no nula. 

A continuación, se indican algunos resultados conocidos sobre existencia de 
equilibrio en árboles. Sea T,*, el subárbol con mayor demanda de entre los 
subárboles que aparecen al eliminar una mediana in E V y las arist,as incidentes 
en m. Cuando las firmas se localizan en m, se repaten eri part,es iguales la 
demanda total A = w ( T ) ,  donde w ( T )  denota la demanda tot,al en T. La cuota 
de mercado de una firma que se localizara en cualquier otro lugar seria como 
máximo w(T2). Por tanto, si w(T,n) 5 T, entonces existe un equilibrio en 
el que ]asar kmas  se sitúan en la mediana m. Además, el equilibrio es íinico 
cuando la desigualdad es estricta. 

Ir~~uitivd~riente, todas las firmas se IocalizarAn en la mediana cuando se 
verifica alguna de las siguientes condiciones: (i) w(m) es suficientemente grande, 
o (ii) se obtienen al menos T subárboles con pesos similares, al eliminar m 
y lar: a ~ i s t a g  incid~ntes en m. Si w(Tzb) es grande (ma>>or que e), no 

existe equil'hio. E~selt y Laporte (1993) prueban para t .~es  firmas y valores 
intermedios de w(TA) ,  que existen equilibrios en los cuales una firma se separa 
de las otras o las tres se encuentran dispersas. En cualquier caso, al menos una 
ñrma se sitúa en una mediana. Estos autores caracterizan las localizaciones de 
equilibrio cuando no se permiten localizaciones coincident,es. 
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4.2 Competencia en cantidades 

En los problemas de equilibrio de Cournot se considera que las k m a s  deciden 
las cantidades de producto que ofrecen en cada mercado, dejando que éste 
determine el precio. Varios autores han estudiado condiciones de existencia 
y unicidad del equilibrio de Cournot, que han sido utilizadas por estos mismos 
autores o por otros diferentes en problemas de equilibrio localización-cantidad. 
Así, por ejemplo, Novshek (1985) demuestra la existencia de equilibrio de 
Cournot para r firmas que sirven un único producto homogéneo, cuando se 
cumplc cicrts condición de las funciones de demanda normalmmtp awmida en 
Economía Industrial. Estos resultados son utilizados por Anderson y Neven 
(1990) para demostrar la existencia y unicidad de equilibrio de Cournot fijadas 
las localizaciones de las firmas, incorporando los costes de producción y de 
transporte, con costes marginales de producción constantes (independientes de 
la cantidad) y funciones de coste de transporte homogéneas de grado uno con 
respecto a la cantidad desplazada. 

Labbé y Hakimi (1991) estudian un problema de equilibrio localización- 
cantidad en redes para dos firmas y funciones de demanda lineales, demostrando 
la existencia y unicidad del equilibrio en la segunda etapa del juego y 
estableciendo condiciones de existencia dc loc~lizsciones de equilibrio en un 

conjunto de vértices de la red. Sarkar, Gupta y Pal (1997) extienden los 
resultados de Labbé y Hakimi a más de dos Cmas y un conjunto de funciones 
de demanda más amplio que incluye a las lineales. También obtienen resultados 
para situacionw donde las firmas poseen mLLs de un establecimiento. 

En la sección 4.2.1 se extienden algunos de los resultados obtenidos por 
Sarkar, Gupta y Pal, a un conjunto de funciones de demanda que incluye el 
considerado por estos autores. La modificación incorporada consiste en sustituir 
la condición impuesta por ellos por la concavidad de la función de ingreso. 
Puesto que, de la misma forma que los autores citados, se consideran costes 
marginales de producción constantes, la existencia de equilibrio en cantidades 
puede probarse utilizando resultados conocidos de la teoría de juegos, mientras 
que la demostración de la unicidad sigue la linea trazada por Anderson y 
Neven. El tratamiento del problema del equilibrio en localizaciones es similar 
al desarrollado por Sarkar, Gupta y Pal. 

En la sección 4.2.2 se estudia el caso particular en el que la demanda es 
iina f i i ne ih  lineal del precio y se generalizan algunos resultados del capítulo 3 
al caso del oligopolio. Se analizan los escenarios siguientes: conjeturas nulas, 
líder-seguidor de Stackelberg y conjeturas no nulas. 
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4.2.1 Equilibrio localización-cantidad 

El precio pk en el mercado vk es una función real definida en 9, decreciente de 
la cantidad total de producto ofrecida en el mercado vk. Exist,en r firmas en los 
puntos X = {zi}il C N que compiten para servir a los mercados. Cada firma 
i desea determinar la localización z; y la cantidad qk que debe ofrecer en cada 
mercado k para maximizar el beneficio tot,al. Se supone que las firmas eligen en 
primer lugar la localizacidn y posteriormente fijan las cantidades de producto 
que ofrecerán en cada mercado. Esta situación se modela mediante un juego en 
dos etapas y se estudia la existencia de equilibrio de Nash subjuego-perfecto. 

Fijadas las localizaciones, una estrategia para la firma i es un vector 

La cantidad t,otal ofrecida por la firma i es Ai = qk y la cantidad total 
servida en el mercado k es qk = E¿, qt. Para cada mercado Ic existe im valor 
Uk tal que pk(&) = 0 y p k ( q )  2 0, Vq E [O, Uk]. El conjunto de estrategias 
factibles es 

donde Q representa una matriz real de orden T x n cuya componente (i, k) es 
qk. 

Condici6n 4.1 El coste de tmnsporte unitario desde la.firma i en xi hasta el 
mercado k en vk es t f ( x i )  = t i (&il tk) ,  siendo ti una  funciónpositiva, creciente 
y cóncava de Ea distancia. 

Condición 4.2 El coste marginal de producción para la firma i en xi es una 
cunl idad pus¿l.i.uu t: i r ~ d c p r r ~ d i w ~ l t í  dr. la prudu~CVIr~  yac stí d n i u t a  C { ( x i ) .  Estu 
función es cóncava wn respecto de xi cuando x, se mueve sobre una arista de  
la red. 

El coste unitario total de servir producto en el mercado vk para la fhma i 
en x; es 

En lo sucesivo, para simplificar la notación, cuando las localizaciones de las 
firmas se consideren fijadas, se podrán eliminar los argumentos de las funciones 
dc costcs. Por simplicidad, la función inversa de demanda pa(q)  se denominar6 
función de demanda. 



Condici6n 4.3 (Sarkar, Gupta y Pul, 1997) Las funciones pk(q)  son 
derivables hasta el orden 3 y satisfacen las condiciones siguientes: 

(2) pj¿ < o. 

(ii) pj, + qp',' < O. 

Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.3, si C[(N) = C1(z) y tt = t ,  i = l , . . . ,~ ,  
entonces queda asegurada la existencia y la unicidad del equilibrio en cantidades; 
esto es, el equilibrio en la segunda etapa del juego. Ademác, imponiendo 
condiciones sobre los costes y las funciones de demanda para que las cantidades 
de equilibrio sean estrictamente positivas, ocurre que cada firma obtiene el 
beneficio máximo en un vértice para cualesquiera que sean las localizaciones 
del resto de las firmas (Sarkar, Gupta y Pal, 1997). Por tanto, si existe 
equilibrio en la primcra ctapa, existir6 un conjunto V' C V dc locnlízaciones 
de equilibrio. Estos resultados son dlidos cuando los costes marginales y de 
transporte dependen de la firma. 

Las condiciones 4.3(i) y 4.3(ii) permiten, junto con las condiciones 4.1 y 4 2 ,  
demostrar la existencia de equilibrio en la segunda etapa del juego. La condición 
4.3(i) implica que las funciones de demanda son estrictamente decrecientes. 
La condicih 4.3(ii) es usualmente impuesta en Economía Industrial y recoge 
funciones de demanda tales que el inpeso marginal de una firma es una función 
decreciente de la oferta agregada del resto. 

La condición 4.3(ii) implica también que la funciún de ingreso definida como 
Ik(q) = qpk(q), es estrictamente cóncava ya que para hc iones  de demanda 
estrictamente decrecientes se tendría 

Sea X = (q, 22, ..., zr) el vector de localizaciones de las firmas. El beneficio 
de la fuma i en el mercado k viene dado por 

rS(x, Q) = qi"(pk(qk) - ~ 3 ,  
y el beneficio total de la firma i es 

11 

T;(x, Q) = CT!(X, Q), i = 1, ..., T .  

k = l  
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Condición 4.4 Las funciones pk(q) son deriuables hasta el orden 2 y 
satisfacen las condiciones siguientes: 

(é) pk < O en ( O ,  Uk). 

La condición 4.4(i) implica que pk (q) es estrictamente decrecient,e en [O, Uk] 
y la 4.4(ii) implica que la funci6n de ingreso Ik(q) es estrictament,e cdncava 
en [O, Uk]. Cualquier funci6n pk derivable hast,a orden dos, estrictamente 
decreciente y cóncava, cumple las condiciones 4.3(i), 4.3( i i )  y 4.4. Las funciones 
cuadrAticas de la forma p(q) = aq2 f bq f c, con a < O, b < O y c > 0, son 
funciones que cumplen las condiciones 4.3 y, por tanto, las condiciones 4.4. Las 
funciones cuadrAticas de la forma p(q)  = aq2 + bq + c, con a > O, b < O, c > O y 
9ac-2bZ < O, cumplen la condición 4.4, y si ademBs 16ac-3b2 > U ,  no cumplen 
4.3. 

Proposición 4.1 Si se cumplen las condiciones 4.2 y 4.4, entonces la 
función T ~ ( Q )  = T!(Q) es estrictamente cóncava con respecto de qi = 
(q;, qS, ..., qr), Vqi con Q E S. 

Demostracidn Dados qj con j # i, se tiene que 

Para q" E:=, q,k E (O, Uk), de la condición 4.4, resulta 

si  $(qk) 5 O, por 4.4(i) es 2pk(qk)~g"plk(qk) < O. Como consecuencia recidtala 
concavidad estricta de rrk con respecto de q!, de donde se deduce la concavidad 
estlicta de ri con iespecto a qi. U 

Corolario 4.1 Si se cumplen las condiciones 4.2, 4.3(i) y 4.3(ii), entonces 
la función n;(Q) = n!(Q) es estrictamente wncaua con respecto de 
gi = (qf , qS, . .. , q ~ ) ,  Vq; con Q E S. 

Demostración Resulta de considerar que las condiciones 4.3(i) y 4.3(ii) 
implican la condición 4.4 U 
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La segunda etapa: Equilibrio e n  cantidades 

Fijadas las localizaciones X de las firmas, el problema del equilibrio en 
cantidades consiste en determinar la matriz Q = (o!) tal que 

donde Qi = (e;) siendo 4- = $ si j # i y Gf = y; variable. Puesto que el coste 3 3 
marginal de producción es independiente de la cantidad, los mercados pueden 
ser tratados separadamente. 

Proposición 4.2 Bajo las condiciones 4.2 y 4.4, para un uector dado 
de localizaciones X = (x1,x2, ..., x,), existe un único equilibrio de Nash en 
cantidades Q ( X ) .  

Demostración La existencia de equilibrio de Nash resulta de aplicar 
resultados conocidos de la teoría de juegos (Riedman, 1991). Para la unicidad 
puede adaptarse la demostración de Anderson y Neven (1990). 

El problema de la firma i en el mercado Ic puede formularse de la manera 
siguiente: 

Si se relaja este problema eliminando la última restricción se obtiene 

maxq!(pk(q"-cc,k) s.a. y!>U, 

cuyas condiciones de primer orden son: 

pl,(qk) + q!prk(qk) - C! + = 0, 

Puesto que T? es cóncava con respecto de qk en el conjunto factible (proposición 
4.1), las condiciones de optimalidad anteriores son necesarias y suficientes. 
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Considerando que se trata de un juego con funciones de pago continuas y 
cóncavas en el conjunto de estrat,egias S, aplicando la proposición 2.1 se deduce 
que existe equilibrio 0. 

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que 

En el equilibrio existirán fismas con 4: > O, o firmas activas, y firmas con @ = 0, 
o firmas no activas. Considerando las condiciones de optimalidad del problema 
relajado, se tendría que 

para las &mas activas y p k ( a k )  - c; 5 O para las firmas no activas con 

Supángase que el número de firmas activas es r k ;  ést.as serán las firmas i con 
i = 1,2, ..., r k ;  r k  2 l. Entonces las cantidades de equilibrio satisfacen las 
ecuaciones 

que sumadas conducen a la ecuación 

Considérese la ecuaciún 

La función F es continua en [O, Uk] y 

donde, suponiendo al menos una fisma activa, r k  > 1, y por la condición 4.4 
resulta que F1(q)  < O para q F (O, lJb), l i i ~gn  F es estrictamente decreciontc 
en [O, Uk] y la solución de la ecuación (4.2) es única. Entonces, volviendo a las 
ecuaciones (4.1), tomando la solución de (4.2), se obtienen los valores 
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y tjf = O, para i > r k .  Los valores qf cumplen las condiciones de KKT para el 
problema del equilibrio en el mercado I r ,  que vienen dadas por las expresiones 
siguientes: 

Considerando r k  fijo, no existe otra solución con un conjunto de firmas 
activas diferentes a A = {1,2, ..., r k ) .  Si existiese un conjunto de firmas activas 
A # A, existirían 

tales que sl E A - A y sz E Á - A. Sean (@) y ($), las soluciones óptimas 
correspondientes a A y A, respectivamente. Entonces, 

cSI < pk(gk) < csk2- 

Puesto que en la nueva solución es 2, = O y > O, y se cumple 

por las condiciones de IIIIT debería ser A:, - P:, < O, por tanto O 5 A:, < pf, 

y Cj = Uk , luego 

Entonces, en las condiciones de K K T  para i = sz quedaría 

4 5 ,  + q,.,pL(qk) - Pt2 = O 

y resultaría & < 0, no cumpliéndose por tanto las condiciones de optimalidad. 
De todo lo anterior se deduce que existe una única solución con r k  fumas activas. 

Supóngase ahora que existe una solución con pb < r k  firmas activas. Como 
pk(qk) > e!, i = 1,2 ,  ..., r k ,  entonces 
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por tanto, de la ecuación (4.2), 

Puesto que el primer miembro de la ecuacidn (4.2) es una función decreciente 
de qk, resulta que 

y, por consiguiente, p k ( p )  > c t  para i = 1,2, ..., rk, resultando así una 
contradicción. Por otro lado, tampoco existir& una solución con Tk > r k  ya que, 
en otro caso, según la argumentación anterior, no podría existir un equilibrio 
con r k  firmas activas. 

A partir de la ecuación (4.1) se obtienen los d o r e s  óptimos de las cantidades 
ofrecidas por cada firma en cada uno de los mercados. Si la sohci6n de la 
ecuación (4.2) es ¿jk, entonces de las eciiaciones (4.1) resiilta 

Una condición que garantiza valores q ! ( ~ )  > O, V i ,  k es la siguiente. 

Condición 4.5 (Sarkar, Gupta y Pul, 1997) Para cada uector de 
localizaciones X y cada vértice vk E V, se verifica 

(r + 1) ,ygv {cW} - c k W  < Pk(Q)l 

donde ck(x)  = ELi c$(x). 
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La primera etapa: Equilibrio en localizaciones 

Bajo las condiciones 4.2, 4.4 y 4.5, existe un equilibrio = (y:)+ con > 0, 
en la segunda etapa del juego. Los correspondientes valores de los beneficios 
son E!, i = 1,2,  ..., T ;  k = 1,2, ..., n, y el beneficio total para la firma i es 

El problema del equilibrio en la primera etapa del juego, consiste en 
determinar un vector de localizaciu~ies 3 = (Z1,Z2, ..., Z,.), tal que 

~ ~ ( 3 )  =maxñi(Z1 ,..., Ei- l ,~ ,~ i . i+ l , . . . ,ZT) ,  i =  1 ,2  ,..., T .  
x E N  

Es posible imponer condiciones sobre las cantidades y las funciones de 
demanda que garantizan la convexidad de las funciones de beneficios ? i i ( X )  
cumdo zi se mueve sobre una arista de la red y el resto de las localizaciones 
permanecen invariables. 

Condición 4.6 Las funciones pk, k = 1,2,  ..., n, son derivables hasta el 
orden 3, r > 2 y se cumple la relación 

La condición anterior para funciones cuadráticas de la forma p(q) = aq2 + 
bq + c,  con a > 0, b < 0, c > 0 y 9ac - 2b2 < 0, conduce a: 

siendo U la raíz mas pequeña de p(q) .  Esto es debido a que 

< O para r > 2. Por tanto, 

Además, F(g) = -&2 es creciente en [O, U], por lo que basta con exigir que 

F ( u )  5 ( T - Z ) ' ( T  - 1)- l. 
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Lema  4.1 Bajo las condiciones 4.1, 4.2, 4.4, 4.5 y 4.6, la función Ti es 
convexa con respecto de xi cuando xi se mueve sobre una arista de la red y el 
resto de las localizaciones xj, j # i ,  permanecen fijas. 

Demostración Para cada vértice vk, suponiendo las localizaciones zj 
fijadas, j # i, la funci6n i i ( ( X )  puede expresarse como 

donde f (xi) = c t  y g(c,k) = ?$(xi). La distancia desde un vértice vk a un pinto 
x de la red, es una funciún cóncava con respecto de x cuando x se mueve sobre 
una arista de la red. Por tanto la funci6n f es cóncava respecto de zi cuando xi 
se mueve sobre una arista de la red y las localizaciones del resto de las firmas 
no cambian. Utilizando 103 ecuaciones (4.1) y (4.2) y delivniiclu iiiiplfcitarnente, 
puede demostrarse que la funci611 es decreciente y convexa con respecto de 
c!. Entonces, la cornposici6n g o f es convexa con respecto de xi cuando x; se 
traslada sobre una arista de la red. Basta comprobar que, bajo las condiciones 
impuestas, se obtiene 
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Figura 4.2: Red con 6 nodos 

La condición 

implica que 3 > 0. Esta desigualdad se satisface si se verifica 

e imponiendo la condición 4.6 la relación anterior se cumple (obsérvese que la 
condición 4.6 tiene sentido s610 para r > 2).  

En las expresiones anteriores, con el fin de simplificar la notación, se ha 
pwsrinriidn de 10s a r p r n ~ m t o ~  de las fiinciones y se ha empleado al, si, qk en 
lugar de $, $, ¿jk. O 

Proposición 4.3 Bajo las condiciones 4.1, 4.2, 4.4, 4.5 y 4.6, cada firma 
maximiza su beneficio localiaándose en  un vértice, para cualesquiera que sean 
las localizaciones del resto de las .firmas. 

Demostraci6n Se deduce del lema anterior. U 
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Tabla 4.1: Coste de transporte entre vért,ices en la figura 4.2 

Ejemplo 

Se considera la red de la figura 4.2 con 6 nodos cuyas funciones de demanda son 

1 
P ~ ( P )  = - - 1 )  - 5 q  + 120, 

y 5 firmas cuyos costes marginales son 

C i ( z ) = 8 ,  15 i 5 5, V z  E N. 

Los costes de transporte vienen dados en la t,abla 4.1. 

Se verifica que p i ( q )  < O ,  Vk. Las funciones pk(q) ,  con k = 2,3,5, satisfacen 
las condiciones 4.3(i) y 4.3( i i ) .  La condici6n 4.3( i i )  no es satisfecha por el resto 
de las funciones de demanda, que sí cumplen la condición 4.4. Los valores de 
U, son a 5.71019, 5.3QOL6, 5.55391, 5.63383, 5.47344 y 5.02556, para 1 5 k 5 6. 
Todas las funciones de demanda cumplen las condiciones 4.5 y 4.6. 

La tabla 4.2 muestra las cantidades de equilibrio en cada mercado y los 
beneficios correspondientes a varios casos, distintos entre sí debido únicamente 
a las localizaciones diferentes de la ñrma 3. 
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Localización 
21 = v1 
5 2  = v2 
2 3  = u1 
2 4  = u4 
2 5  = u5 

Equilibrio 
q1 = 4.707353 
q2 = 4.408170 
q3 = 4.534719 
q4 = 4.594247 
q5 = 4.500779 
q6 = 4.900301 

q1 = 4.690383 
q2 = 4.427721 

q3 = 4.546909 
q4 = 4.594247 
q5 = 4 488781 
q6 = 4.900301 

g' = 4.678985 
q2 = 4.4081 70 
q3 = 4.565046 
q4 = 4.606163 
q5 = 4.488281 
q6 = 4.900301 

q1 = 4.678985 
q2 = 4.395017 
q3 = 4.546909 
q4 = 4.623897 
q5 = 4.500779 
q" 4.900301 
q' = 4.6110383 
q2 = 4.395017 
q3 = 4.534719 
q4 = 4.606163 
q5 = 4.519369 
q6 = 4.900301 
q1 = 4.693222 
q2 = 4.411443 
q3 = 4.549944 
q4 = 4.609130 
$ -  4.503890 
q6 = 4.913033 

Beneficio 
nl = 303.5784 

Tabla 4.2: Cantidades de equilibrio y beneficios para distintas localizaciones en 
vértices de la figura 4.2 
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Puede observarse que, fijadas las localizaciones de la firma i en vi para 
i # 3, la mejor elección de la firma 3 es establecerse en v3. Si existe equilibrio 
en localizaciones, existir& un equilibrio en los vértices de la red. Un proceso de 
relocalización secuencia1 de las firmas sin ciclos conduciría al equilibrio. 

4.2.2 Equilibrio localización-cantidad con demanda lineal 

Se considera el caso particular en el que la demanda es una función lineal del 
precio y se generalizan algunos resultados del capítulo 3 al oligopolio. Sea la 
función inversa de demanda 

ak - bkqk si O 5 qk 5 2 
en otro caso, 

donde aL, bL > O. Ob~drvcsc quc P k ( 4 k )  cumple las condiciares 4.4 y 4.0. 

Conjeturas nulas en cantidades 

En la sección 4.2.1 se prueba la existencia de cantidades de equilibrio en la 
segunda etapa del juego, aunque no se indican explícitamente quienes son estas 
cantidades. En esta sección, se deducen las expresiones de las producciones 
de equilibrio. Por otra parte, se incluye un algoritmo de búsqueda secuencia1 
considerado por Sarkar, Gupta y Pal(19 97), basado en un resultado que asegura 
la inexistencia de ciclos en los procesos de elecciones secuenciales. 

Proposicidn 4.4 Bajo la condición 4.2 y u n  conjunto dado de localizaciones 
para las firmas, existe u n  único equilibrio de Nash para la segunda etapa del 
juego. Ademds, si c';. < c$ < . . . 5 c: y 

entonces las cantidades de equilibrio son 
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Demostración La existencia y unicidad del equilibrio de Nash resulta de 
aplicar la proposición 4.2. Para cada vi, E V, sin pQdida de generalidad, los 
nodos pueden ordenarse de forma que ct 5 c,k 5 5 c:. Entonces, 

ya que 

Además, puede comprobarse que las cantidades I$, i = 1, ..., T, cumplen las 
condiciones de KKT del problema 

dadas por: 

a k  - bkqk - bkqS - ,$ + A: - p! = O, i = 1, ..., T ,  

Puede comprobarse que para T = 2 se obtiene el resultado de Labbé y Haki i i  
(1991). Puede comprobarse también, que para T > 2 las cantidades de equilibrio 
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cuando s = r  coinciden con las resultant,es de aplicar la formulaci6n propuest,a 
por Sarkar, Gupta y Pal (1997), quienes s610 consideran el caso en el que las 
cantidades ofrecidas por las fumas en los mercados son todas e~trictament~e 
positivas. 

Corolario 4.2 Sea la condición 4.2 ?J un conjunto dado de localizaciones 
para las &mas. Si 

ak > (1 + r )  max {c! )  -):c" ,= 1, ..., n, 
l<i$r 

i= 1 

entonces el único equilibrio de Nash viene dado por 

Demostraci6n Se obtiene como caso particular del resultado anterior. O 

En las condiciones del corolario 4.2, el precio de equilibrio en el mercado k 
es 

es decir, la media de los costes en destino de todas las empresas y la disposición 
a pagar. El precio, por tanto, aumenta con la disposición a pagar y con los 
costes de cualquiera de las firmas. Por otra parte, una reducción del coste de 
una de las firmas aumenta su producción y disminuye el precio de mercado. 
Cuando r  = 2, se tiene como caso particular el precio obtenido por Labbé y 
Hakimi (1991). Además, para r = 1 se obtiene la solución de monopolio 

arc + c" p;, = - 
2 .  

La condición 
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garantiza que las cantidades ofrecidas en cada mercado son estrictamente 
positivas. Este supuesto para localizaciones variables viene dada por la siguiente 
condición. 

Condición 4.7 La red N(V,E) satisface 

Condici6n 4.7' La red N(V,E)  satkface 

ak > (1 + r )  r n q  max { c f ( z ) )  - r min min {c!(z)}  , k = 1, ..., n. 
l<r<r xEN lsisr %EN 

Bajo la condici6n 4.7' se tiene también la condición 4.7. 

Corolario 4.3 Bajo las condiciones 4.2 y 4.7, el beneficio en la primera 
etapa adelantando el equilibrio en cantidades de la segunda es 

n 

2 
~j ( X )  = x b k  ($(x)) , i = 1, ..., T ,  

k=l 

con 

Demostraci6n Se obtiene sustituyendo el equilibrio en cantidades en la 
expresión del beneficio. 0 

Corolario 4.4 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, la funcidn .rri ( X )  es 
convexa con respecto de z ;  cuando xj se mueve sobre una  an'sta de la red y el 
resto de las localizaciones z j ,  j # i, permanecen fijas. 

Demostración Se tiene como caso particular del lema 4.1. O 

Proposición 4.5 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, existe un equilibrio de 
Nash subjuego-perfecto e n  nodos de la red. 
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Demostración Se probara que dado un conjunto de localizaciones iniciales 
en nodos de la red, el proceso de relocalización consecutiva a un  nodo con mayor 
beneficio acaba en un número finito de pasos en un equilibrio de Nash para la 
primera etapa. 

Dado un conjunto de localizaciones iniciales, se asume que las firmas siguen 
un orden estricto en la toma de decisiones, empezando por la primera y 
terminando por la que ocupa la posicibn r. Una vez que esta última ha decidido 
su localiici6n en función de las de sus competidoras, la  primera vuelve a decidir 
y así sucesivamente. Se probará que no exist,en ciclos, en cuyo caso el proceso 
acaba cn un númcro finito de pnsos, a lo sumo nP. Supongamos por reducción 
al absurdo, que existen r subconjuntos {u:, ..., vt}, i = 1, ..., r, de nodos que 
representan las decisiones tomadas por las r empresas, de tal manera que: 

es decir, se produce un ciclo en la iteración s. Al menos una de las desigualdades 
anteriores es estricta, por lo que sumando todas las expresiones anteriores se 
llega a 

donde vff' = vi, i = 1, ..., r. Pasando todo al primer miembro se obt,iene 

y sustituyendo la expresión del beneficio, 
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Finalmente, desarrollando los cuadrados y simplificando se tiene, 

Puede comprobarse que 

por lo que en la expresión que precede a esta última, todos los términos se 
anulan, obteniéndose así la contradicción buscada (O > 0). U 

La búsqueda de un equilibrio de Nash subjuego-perfecto puede hacerse 
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalización se 
maximiza el beneficio. 

Algoritmo 4.1 Obtención de un equilibrio de  Nash para la primera etapa 

Paso O. Verificar que se cumplen las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7. Hacer h = 0. 
Tomar un conjunto de localizaciones iniciales {u:, ..., O:) de V y hacer 
T: =xi ($ , . . . ,v~) ,  i =  1, ..., T. 

Paso 1. Desde i = 1, ..., r, hallar vh+' tal que 

T~(v?+', ..., u:::, v:+', v Z 1 ,  ..., u:) = maxni(vtf ', ..., u:_+. , v, ..., vr),  
uEV 

y hacer a!+' = ni (vl+', ..., v,hfl), i = 1, ..., r. 

Paso 2. Si nh+' = nh, i = 1, ..., r ,  entonces parar. El equilibrio es 
{u:, ..., $1. En otro caso, hacer h = h + 1 e ir al paso 1. 

La proposición 4.5 garantiza que este proceso finaliza en un número finito 
de pasos en un equilibrio. El orden de este algoritmo es O(nr+' ). 
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Modelo de Stackelberg en cantidades 

En primer lugar, consideremos dadas las localizaciones y estudiemos la existencia 
de equilibrio para la segunda etapa del juego. Recordemos que la función dc 
beneficios en la segunda etapa es 

y el conjunto de estrategias factibles es 

Se asume que una de las firmas, i = 1, es líder en producción y sus 
adversarias son seguidoras. La firma líder decide la producci6n incorporando 
la reacción de las seguidoras. Dada la producción de la líder, las T - 1 &mas 
seguidoras alcanzan un equilibrio de Nash con conjeturas nulas. Se trata de 
hallar (ql,@, ...,¿&) tal que 

donde 

~ i ( q 1 , q 2 ( q l ) , . . - , ~ v ( q l ) ) =  max ~i(qi,q2(qi),...,qi,...,qT(q~)), 
O ~ ~ ~ ~ U ~  

Proposici6n 4.6 Sea la condición 4.2 y un conjunto dado de localizaciones 
para las firmas. Supongamos que la pr imera f ima  es ltder (i = 1)  y las restantes 
se comportan como seguidoras, y se verifica que 

ak > max {y:, y:), k = 1, ..., n, 
donde 

y; = 2r max { c $ ) + c ~ - 2 ~ c j k .  
1 S j r  

j=l 



Entonces, las únicas cantidades de equilibrio de Stackelberg e n  la segunda etapa 
son  

Demostración Fijadas las localizaciones, como los costes marginales son 
constantes, los mercados pueden tratarse separadamente. Sin pérdida de 
generalidad, si analizamos el mercado k, podemos suponer que c2 < ... 5 c;. 
El beneficio para la firma i ,  i = 2, ..., r, es 

Por la proposición 4.4, se obtiene que las cantidades de equilibrio de Nash (en 
función de &) son 
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las cantidades de equilibrio son todas estrictamente positivas. La expresión 
anterior es equivalente a la siguient,e 

ak > r max {cjk) + C! - C c j k  + bkql .  
2Sj5r 

3=1 

Bastaría con imponer 

T 
o,,., - c! 

ak > r max {c:) + c i  -Ec$ + - 
2<j-T 

j=1 
2 '  

para obtener cantidades de equilibrio estrictamente positivas, y esta condición 
se cumple pues ak > Y$. 

La fimción nf (qf) que representa el beneficio de la firma líder en el mercado 
k es 

que tiene un máximo en 

de donde 

La condición a~ > max {$, yk} , k = 1, , n ,  garantiza que 
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En particular, para r = 2 la condición 

ak > max {rl,rk) , k = 1, ..., n, 

conduce a 

ak > max {2cL - ck, 3cS - 2c;) , k = 1, ..., n, 

que se obtuvo en la sección 3.3.1, resultando entonces el corolario 3.1. 

En equilibrio, la oferta agregada en el mercado k es 

y o1 procio on dicho mercado es 

La condición ak > max {yk,yi) , k = 1, ... , n, para localizaciones variables 
es la siguiente. 

CondiciBn 4.8 La red N(V,E) satisface 

k = 1, ..., n, donde 
r 

$(x) = 21 max {C?(S;~)) - (I - 1)~: (31) - x c j k ( z j ) ,  ijsr 
j=l 

Bajo la condición 4.8, los beneficios en la primera etapa, asumiendo 
comportamiento de Stackelberg en la segunda etapa, son 

para i = 2, ..., T.  
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La condición 4.8 garantiza que cada empresa ofrece una cant.idad mayor que 
cero en t,odos los mercados. En este caso, se probará que siempre que exista 
equilibrio de Nash en la primera etapa, su búsqueda puede reducirse a los nodos 
de la red. 

Lema 4.2 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.8, Ea función .iri ( X )  es convexa 
con respecto de xi cuando xi se mueve sobre una arista de la red y el resto de 
las localizaciones xj ,  j # i, permanecen fijas. 

Demostración Dado vi, E V, como el coste cle lidiispurte unitario es una 
función cóncava, las funciones c k ( z i )  son también cóncavas. Entonces, las 
funciones 

son convexas. Bajo la condición 4.8, son además positivas. Entonces, f 2  y g2 
son tambih funciones convexas (proposición 2.4). Por t,anto, ni (X) es una 
funci6n convexa de xi cuando x; se mueve sobre una arista de la red, al ser 
suma de funciones convexas en la arist,a. O 

Proposicion 4.7 Bajo las condiciones 4.1, 4.2 y 4.8, si existe equilibrio en 
la primera etapa, entonces existe u n  equilibrio en un conjunto de nodos de la 
red. 

Demostración Basta aplicar la proposición 2.6 junto al lema 4.2. O 

Conjet.iirm nn niilas en cantidades 

En est,e caso, una extensión directa del comportamiento líder-líder del duopolio 
a más de dos firmas conduce a situaciones donde la cantidad total ofrecida en el 
mercado CG eupcrior a la demanda máxima y cháslicas iducciuiies de precios. 

Teniendo en cuenta el resultado de la proposici6n 4.6, dada la condición 4.2, 
y un conjunto de  localizaciones para las firmas, si se v a s c a  que 

ak > max {Yyi,Y!ji) , i = 1, ..., r ;  k = 1, ..., n ,  
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donde 

y!i = 27- max {cjk)-(T- l)c:-Cc;,  
l_<j_<~ 

j= 1 

k = 271 max { c j " } + c k - Z ~ C : ,  
l< jSP  

j=1 

entonces, las únicas cantidades de equilibrio asumiendo conjeturas no nulas para 
todas las firmas son 

La oferta agregada en el mercado k sería 

expresión que podría ser superior a a b / b k .  Además, el precio en dicho mercado 
sería 

el cual podría ser inferior a min {c:} e incluso menor que cero, es decir, 
i=l. .... T 

ninguna firma obtendría beneficios en el mercado k .  Considérese, por ejemplo, 
el caso T = 3. Bajo las condiciones anteriores, se cumple que 

y entonces 
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Por tanto, 

Entonces, asumiendo las condiciones anteriores, parece que no es posible que 
tres firmas asuman el papel de líderes, siendo necesario que al menos una de 
ellas sea seguidora. Recordemos que cuando el número de firmas es dos, cada 
una de ellas obtiene pérdidas en aquellos mercados en los que su coste en destino 
es superior al de su competidora. 

4.3 Competencia en precios 

4.3.1 Demanda totalmente inelástica al precio 

Asumamos que h, la demanda en el mercado k-ésimo, no depende del precio 
del bien en dicho mercado. Los clientes elegirh el producto menos cost,oso, es 
decir, si p$(X)  < p$(X),Qj # i, los consumidores situados en vi¿ comprarán 
a la firma i al precio pt. Si en un determinado mercado los precios de varias 
empresas coinciden, supondremos que dichas empresas se reparten en partes 
iguales la demanda de ese mercado. 

Denotando por K; los mercados captados por la empresa i, y por M; los 
mercados que i comparte con otras empresas, es decir, 

el beneficio se escribe de la siguiente manera 
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siendo 
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Dadas las ubicaciones X y los precios P$(x), j = 1, ... , T ,  la decisión óptima 
para la íirma i es 

donde E > 0 es una cantidad arbitrariamente pequeña. Esta formulación asume 
que la firma i no bajara los precios por debajo de sus costes (costes en destino), 
que es la conducta esperada si no existe comportamiento predatorio. Las 
empresas tomarán E arbitrariamente pequeño y en el límite, 

Entonces, se considerará que 

donde i* es tal que c: = min c!. 
k l ,  ..., r 

Si ct1) 5 ct2) 5 ... 5 ct,.) es una ordenaci6n de los costes en el mercado k, 
con ci2) 5 uk, entonces el precio en el mercado k es 

Esto significa que la demanda del nodo k es captada por la ñrma con menor 
coste y que el precio pagado es igual al coste marginal en destino (incluyendo 
el coste de transporte) de la segunda empresa con menores costes. 

En el equilibrio, las dos firmas con menores costes fijaran los mismos precios. 
Si embargo, parece razonable asumir que dicha demanda sea captada por aquella 
con costes inferiores. El beneficio bajo el precio considerado es 

1 en otro caco. 
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Proposición 4.8 La función de beneficios e n  la primera etapa puede 
descnmponerse de la siguiente manera 

n r 
donde C S ( X )  = X k  . min {c jk(x j )}  + F j .  

k=l j=l, ..., r j=1 

Dcmostracion Se deduce teiiieiido eii cueula lus i~itxcdcloa ~aptadus por 
cada empresa. O 

Este resultado asegura que el beneficio de una firma es la diferencia ent,re el 
coste de cubrir toda la demanda de la forma menos costosa sin que dicha firma 
intervenga y el coste social, es decir, el coste mínimo cuando intervienen todas 
la empresas. 

El equilibrio de Nach en la primera etapa se obtendría maximizando el 
beneficio, dada la posición de sus adversarias. Si asumimos x j  fijo,Vj # i ,  los 
dos primeros sumatorios de la expresión del beneficio son constantes. Entonces, 
el beneficio se maxirniza en aquella localizaci6n que minimiza el coste social. En 
definitiva, (al, ..., 2,) es un equilibrio de Nash si y s610 si 

Proposición 4.9 S e  t ienen los siguientes resultados: 

(i) Si CS t iene  m i n i m o  global e n  x = (al, ..., 2,) E N', entonces 2 es  un 
equilibrio de Nash  para la pvimera etapa del juego. 

( i i)  Si las funciones Ci, tl, son  continuas e n  N ,  entonces existe un equilibrio 
de Nash para la primera etapa del juego. 

(iii) Bajo la condición 4.1, CS ( X )  es u n a  firn.cio'n cbncn~in en s. c~rnndn si 
se  desplaza por u n a  arista de la red y zj permanece fijo, i = 1, ... , r;  j # i. 

DemostracirSn Se tiene de forma andoga al C ~ E O  T = S quo EO T C C O ~ C  cn 1 5  
proposición 3.6. O 

Proposición 4.10 Bajo  la condición 4.1, s i  existe equilibrio de Nash  e n  la 
primera etapa, entonces existe un equilibrio e n  un conjunto de nodos de la red. 
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Demostraci6n Se tiene de forma análoga al caso r = 2 que se recoge en la 
proposici6n 3.7. O 

El problema de obtener una solución de equilibrio para la primera etapa se 
reduce a minimizar una función en un conjunto finito de cardinal nP. Podría 
utilizarse un algoritmo de búsqueda que no recorra necesariamente el conjunto 
de oportunidades, de forma similar al propuesto para el duopolio en el capítulo 
3. Puede partirse de una localización inicial para una de las empresas e ir 
obteniendo consecutivamente las localizaciones que minimizan el coste social. 
En virtud del siguiente resultado, puede asegurarse que este proceso acaba en 
un número h i t o  de pasos en un equilibrio de Nash. 

Proposición 4.11 Dado u n  con~unto de localizaciones iniciales en nodos 
de la red, s i  se verGfica la condición 4.1, entonces el proceso de relocalizaciones 
alternativas a u n  nodo con menor coste social acaba e n  un número finito de 
pasos en u n  equilibrio de Nash. 

Demostración Se probará que no existen ciclos, en cuyo caso el proceso 
acaba en un número finito de pasos dado que el conjunto de vertices es iinito. 
Para ello, supongamos por reducción al absurdo que existen r subconjuntos 
{vj , ..., v;S), i = 1, ..., r, de nodos que representan las decisiones tomadas por las 
r empresas siguiendo un determinado orden de decisidn, de tal manera que: 

es decir, se produce un ciclo en la iteración s. Dado que al menos una de las 
desigualdades anteriores es estricta, sumando todas las inecuaciones se tiene 

donde v(+' = vi', i = 1, ..., T.  Pasando todo al primer miembro se obtiene 
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pero en esta expresión todos los términos se anulan, obteniéndose la 
contradicción buscada (O < 0). O 

La búsqueda de un equilibrio de Nash en la primera etapa puede hacexe 
aplicando el siguiente algoritmo, donde en cada proceso de relocalización se 
minimiza el coste social. 

Algoritmo 4.2 Obtención de un equilibrio de Nash para la primera etapa 

Paso U. Hacer h = O. Tomar un conjunto de localizaciones iniciales {u:, ..., v:} 
de V y hacer CSh = CS(vt ,  ..., u;). 

Paso 1. Desde i = 1, .. . , T ,  hallar vh+' tal que 

CS($+~,  ..., v z ,  v.+', vL1, ..., u;) 

= min C~(v?+l ,  ..., v:?: , V ,  ..., $1,  
vEV 

y hacer CSh+' = CS(V?+', ..., u:+'). 

Paso 2. Si Csh+' = CSh,  entonces parar. El equilibrio es {u : ,  ..., U:). En 
otro caso, hacer h = h + 1 e ir al paso 1. 

La proposición 4.11 garantiza que este proceso finaliza en un número finito 
de pasos en un equilibrio. El orden de este algoritmo es O(nr+'). 

4.3.2 Demanda elástica al precio. El caso lineal 

Sea la función de demanda 

qk (pk) = a k  - P ~ ~ P ~ ~  O 5 pk 5 ski 

donde a k  = e,Pk = &, y 

pk = .min p j  
z = l ,  ..., r 

es el precio en el mercado k. 

Dado un conjunto de localizaciones para las firmas, el beneficio de la firma 
i es 

TI. 

-ir; ( P )  = (p: - c!) q f ( p k )  - Fi, 
k=l 



siendo y! la cuota de mercado de la iirma i e n  el mercado k ,  dada por 

a k  - Bkp! si c! <p," <P$,  Qj # i  

Yt(FJk) = + (uk - PkP!) si p? = minp! 
j#i 

O en otro caso, 

donde 

Es decir, 

ni ( P )  = )T< ( J I k )  - F?,, 
k=l 

(p: - c!) (ak - PkpF) si c! 5 P: < pjk, V j  # i 

' (p. - c!) (uk - BkP!) si = m@p: 
3 #a 

o e n  otro caso. 

Proposicidn 4.12 Dado u n  conjunto de localizaciones para las firmas, si en  
el mercado k los nodos se pueden ordenar de forma que ctl)  5 ct2) 5 ... 5 ctT) ,  
y se cumple que 

entonces: 

( i )  Si ct1) < cf2)  y C L ~  < 2cT2) - ct1) ,  entonces existe u n  equilibrio de Nash en 
precios e n  I J ~  dado por 

Además, 
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(2%) Sz ctl) < ct2) y ar, > 2cb) - c:~), entonces miste equilibrio de Nash en vk 

si y sólo s i  ck (1) - - c ( ~ ) ,  e n  cuyo caso el equilibrio es 

y jjk = min {$) = ctl). 
l<i<n 

(iii) Si para k = 1, ... , n, se tiene 

entonces existe u n  equilibrio de Nash en precios. 

Demostración Similar al caso del duopolio en proposición 3.9. U 

En el resto del epígrafe se considera& que el precio competitivo en el mercado 
k es 

Si todas las firmas se ponen de acuerdo en la segunda etapa para maximizar 
el beneficio conjunto, cada mercado es cubierto por aquella con menor coste, 
obteniéndose un úptimo de Pareto para las empresas. En tal caso, el precio 
colusivo que maximiza el beneficio conjunto de las firmas vienen dados por el 
siguiente resultado. 

Proposición 4.13 Dado un conjunto de localizaciones para las firmas, si e n  
cl rncrcado k los nodos se  pueden ordenar de forma que ct,) 5 cb) 5 ... 5 ck 

( T )  ' 
y se cumple que 

k ak > C@), k =  1, ..., n, 

entonces el precio colusivo que mmimiza el beneficio conjunto de las empresas 
es 
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Demostración Similar al caso del duopolio en proposición 3.10. 0 

Finalmente, se trata de estudiar la existencia de un equilibrio de Nash para 
la primera etapa asumiendo la siguiente condición. 

Condición 4.9 La red N(V,E) satisface 

a k > c f ( z ) , V x ~ N ,  k = 1 ,  ..., n , i = l ,  ..., T .  

Corolario 4.5 Bajo la condición 4.9, el beneficio en la primera etapa 
adelantando el precio competitivo en la segunda es 

donde T: ( X )  , con i = 1, ..., r ,  es 

( 0  en otro caso. 

Demostración Se ha sustituido el precio competitivo en la función de 
beneficios. O 

Corolario 4.6 Bajo la condición 4.9, el beneficio e n  la primera etapa 
adelantando el precio cohsivo e n  la segunda es 

n 

.rr: ( X )  = .ir(' (X) - F;, 
k=l 

donde 

l o  e n  otro caso 
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DemostraciBn Se ha sustit,uido el precio colusivo en la función de beneficios 
de las empresas. O 

Loma 4.3 Bajo  las condiciones 4.1 y 4.9, la función r, (X) es co7avcrs;u 

cuando xi se mueve sobre u n a  arista de la red y zj, j # i, permanecen fijas. 

Demostracidn Simiiar al lema 3.3 para duopolio. O 

Proposicidn 4.14 Bajo las condiciones 4.1 y 4.9, si  existe equilibrio de Nash 
en la primera etapa asumierulo precio competitivo, entonces existe u n  equilibrio 
e n  u n  conjunto de vértices de la red. 

Demostracidn Basta aplica el lema 4.3 y la proposición 2.6. O 

4.4 Comparación de resultados entre duopolio y 
oligopolio 

El número de empresas afecta de manera importante en los result,ados de 
un problema de competencia espacial. Por ejemplo, recordemos que existe 
equilibrio para el duopolio espacial de Hotelling cuando los precios están fijados, 
y, sin embargo, no existe equilibrio cuando el número de empresas es tres. En 
esta sección se comparan los resultados obtenidos para el duopolio en el capít,ulo 
3 con los del oligopolio del capítulo 4. 

Consideremos en primer lugar el problema en el que los precios están fijados 
y coinciden entre empresas. En est,e caso, la principal diferencia radica en la 
cuota de mercado. En el oligopolio las firmas pueden tener cuotas de mercado 
diferentes, mientras que en el duopolio las cuotas de mercado de ambas firmas 
coinciden. Además, la existencia de equilibrio en localización depende del 
número de empresas. Consideremos, por ejemplo, la red de la figura 3.1. Si 
el problema es discreto, existe equilibrio inde~endientement~e del número de 
empresas. En el caso particular del duopolio, existe equilibrio de Nash para 
cualquier localización de las firmas, por lo que existen equilibrios en los que 
se produce aglomeración (localizaciones coincidentes) y otros en los que hay 
dispersión (localizaciones diferentes). En cambio, cuando el número de firmas es 
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tres, existe siempre dispersión en las localizaciones de equilibrio. Si el problema 
no es discreto, no existe equilibrio en el duopolio, aunque sí existe equilibrio 
cuando el número de firmas es tres, produciéndose además localización en los 
nodos y dispersión entre las firmas. Consideremos ahora la red de la figura 3.2. 
Si el problema es discreto, no existe equilibrio para dos empresas, mientras que 
sí existe para tres, dos de las firmas se localizan en el primer nodo y la otra en 
el tercero, y cuatro firmas, dos en el primero y las otras dos en el tercero, por 
ejemplo. En redes, no existe equilibrio para dos y tres firmas, aunque sí existe 
equilibrio para cuatro, dos k m a s  se localizan en el primer nodo y las otras dos 
en el tercero. 

Como se ha puesto de manifiesto, la existencia de equilibrio depende en gran 
medida del número de empresas, aunque también de la naturaleza del problema, 
ya sea discreto o en redes. La existencia de equilibrio no está asegurada ni 
siquiera en árboles, como ocurre en el problema de Hotelling con tres empresas 
y precios dados, incluso cuando el número de empresas es par, como pone de 
manifiesto el ejemplo discreto de la figura 4.1 cuando el número de firmas es 
cuatro. 

Consideremos ahora que los precios son variables y que las empresas 
compiten vía cantidades o bien vía precios. Cuando la competencia se lleva 
a cabo en precios, no existen diferencias significativas en relación al número de 
empresas. De hecho, cuando compiten más de dos empresas, el problema en cada 
mercado se reduce al análisis del equilibrio entre las dos empresas con menores 
costes en destino. Sin embargo, esto no sucede con la competencia en cantidades, 
cloride el precio en LUI rleterrrii~iadu rr~ercaclu, iesulla~ile de las caiilirlades de 
equilibrio, depende de los costes en destino de todas las h a s .  Dado un 
conjunto de localizaciones para las firmas, el precio de equilibrio oligopolístico 
en el mercado k para la competencia en cantidades con conjeturas nulas es 

mientras que si la competencia se realiza en precios el resultado es 

I cs,  en otro caso, 

dunde cpl) 5 ctZl 5 ... 5 crT) es una ordenacidn de los costes en el mercado k, 

con al, > ctz). Por otra parte, si existe colusión en precios el resultado en el 
mercado k es 
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Nótese que para T = 2, el precio asociado al equilibrio en cantidades 
proporciona el resultado conocido para el duopolio. Además, para T = 1 se 
obtiene el precio de monopolio pk = e. Cuando la competencia es vía 
precios, cada firma captura aquellos mercados en los que su coste en destino 
es el menor de entre todas las firmas competidoras, fijando en dichos mercados 
el precio de monopolio siempre que éste sea inferior al segundo menor coste en 
destino. 

Respecto a las conjeturas, se ha observado como para tres firmas y 
det,erminadas condiciones, una de ellas necesariamente ha de ser seguidora. Si 
las tres firmas deciden comportarse como líderes se obtiene una situación no 
factible. 

Firialrriente, veamos como afecta la e~itrada de riuevus curripel.iclures eii el 
mercado. La incorporación de una nueva firma influye en el precio de equilibrio 
de todos los mercados si la competencia se produce vía cantidades, mientras que 
si la competencia se realiza vía precios, únicamente tiene repercusión en aquellos 
mercados en los que su coste en destino se encuentre entre los dos menores. 

4.5 Ejemplos 

A continuación se muestran dos ejemplos en los que se ha estudiado el grado de 
dispersión espacial en el equilibrio. El primero pone de manifiesto la sensibilidad 
del ayuiiiliiu a caiiiLiua eii la ~ecl. Gil d seguido, se cunlpaian los equilibrios 
con los obtenidos en el problema de captura máxima (precios fijados e iguales). 

4.5.1 Equilibrio localización-cantidad 

Se considera competencia en cantidades y dos escenarios diferentes, 
determinados por los árboles de la figura 4.3. La demanda en cada mercado 
viene dada por 

Tres firmas deciden sus ubicaciones en ambos escenarios, adelantando la 
post,erior competencia en cantidades con conjeturas nulas en una segunda etapa. 
No se consideran costes fijos, Fi = O, i = 1,2,3, y los costes marginales son 

La longitud de cada una de las aristas es de una unidad y el coste de transporte 
unitario entre dos puntos coincide con la distancia que los separa, es decir, 
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Figura 4.3: Arboles con 9 y 11 nodos 

Bajo estos supuestos, se cumplen las condiciones 4.1, 4.2 y 4.7, y en virtud de 
la proposición 4.5, existen localizaciones de equilibrio para la primera etapa en 
los nodos de la red. Además, puede comprobarse que ninguna de las firmas se 
sitúa fuera de los nodos vl, 712 y v3, por lo que nos restringiremos a estos nodos. 

Las tablas 4.3 y 4.4 muestran los beneficios de las firmas en cada terna de 
nodos. Como puede observarse, en la red 4.3 (a) los únicos equilibrios aparecen 
cuando las tres firmas se localizan en nodos diferentes, es decir, cuando existe 
dispersión entre las firmas. Los beneficios asociados a los 6 equilibrios se indican 
e11 iiekiila. Si11 eiiilidigu, cuiiiu pude  cuiiipiulaise, en la ied 4.3 (b) ninguna 
firma se sitúa en la mediana, que corresponde al nodo u2, por lo que los únicos 
equilibrios aparecen cuando dos de las fimas se sitúan en el nodo 1 y la tercera 
en el nodo 713, o viceversa, es decir, dos de ellas se ubican en vs y la restante en 
711, Los beneficios asociados a los 6 equilibrios se indican nuevamente en negrita. 
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Tabla 4.3: Beneficio de las firmas (en columnas) en vk, k = 1,2,3,  en la figura 
4.3 (a) 

4.5.2 Equilibrio localización-precio 

Como se indic6 en el epígrafe 4.3, cuando las fumas oligopolísticas compiten en 
precios y la demanda es tot,almente inelástica, bajo la condici6n 4.1 existe un 
equilibrio de Nash para la primera etapa en los nodos de la red. Sin embargo, 
la cxiotcncia dc equilibrio no eat& asegurada en el problema de captura m&xiina 

cuando el número de firmas es superior a dos. En este ejemplo se presenta una 
situaci6n donde se pone de manifiesto esta circunstancia. 

Se considera el Brbol de la figura 4.4. Tres fumas deciden sus ubicaciones en 
esta red adelantando la posterior competencia en precios en la segunda etapa. 
No se consideran costes fijos, Fi = O, i = 1,2,3, y los costes marginales son 

La longitud de cada una de las aristas es de una unidad y el coste de transporte 
unitario viene dado por 

Figura 4.4: Arbol con Xi = 2, X2 = 1, A3 = 2 
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Tabla 4.4: 

4.3 (b) 
Beneficio de las firmas (en columnas) en  la, L = 1,3,3, en ln f i p r n  

Tabla 4.5: Coste social en los vértices de la figura 4.4 

Aplicando las proposiciones 4.10 y 4.11, existe un equilibrio en los nodos de este 
&,bol, por lo que restringiremos su búsqueda a los vértices. 

En la tabla 4.5 se muestra el coste social correspondiente a cada terna 
de vértices. Como puede observarse, el coste social es mínimo cuando las 
localizaciones de las tres firmas son diferentes (se muestra en negrita), por lo que 
cualquier distribución de las firmas en vértices diferentes constituye un equilibrio 
de Nash. Existe, por tanto, dispersión espacial entre las h a s .  

Por otro lado, la tabla 4.6 muestra las demandas captadas por las firmas 
en cada ternci. de nndos, siiponiendn qiie cada una captura la demanda m6s 
próxima (se están asumiendo precios fijados e iguales); si hay m6s de una ñrma 
a la misma distancia de un nodo de demanda, ésta se reparte en partes iguales 
entre dichas firmas. Como puede observarse, no existe equilibrio de Nash. 
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Tabla 4.6: Demanda captada por las firmas (en columnas) en los vértices de la 
figura 4.4 



Capítulo 5 

Juego espacial duopolístico 
con externalidades 

Cuando cada consumidor o usuario sufre los efectos de las acciones de los demh, 
se dice que existe externalidad en el mercado. En estos casos, además del precio y 
el coste de transporte, los consumidores deben tener en cuenta im coste asociado 
RI ~ f ~ r t n  de la externalidad. Como consecuencia, cuando los precios que fijan 

las empresas coinciden, no siempre es la asignación al centro de servicio mSs 
próximo la que proporciona el coste mínimo. 

Kohlbe~g (1083) modifica cl modclo dc Hotclling con cl fin de evitar la 
discontinuidad de las funciones de pago en un juego donde las estrategias son las 
localizaciones en un intervalo. No tiene en cuenta el precio del producto, lo que 
equivale a considerarlo fijo e igual para todas las firmas. Considera que el tiempo 
de espera es una función creciente de la cuota de mercado, y suponiendo que 
el consumidor elige el centro de servicio minimizando el tiempo de transporte 
m& el tiempo de espera, demuestra que las cuotas de mercado son funciones 
continuas de las localizaciones y que no existe equilibrio para r > 2, siendo T el 
número de firmas. Cuando sólo se considera tiempo de transporte, el equilibrio 
existe para r # 3 (Eaton y Lypsey, 1974). 

Brandeau y Chiu (199-la, 199413) introducen iui coste de exteinalidad pzua 
servicios privados y públicos en un problema en redes, considerando que los 
consumidores minimizan la suma de los tiempos de desplazamiento y de espera 
en el servicio. Estos autores asumen que los precios no intervienen en el 
proceso de decisión. Sin embargo, esta suposición s610 se sostiene en el caso 
de servicios públicos o servicios privados donde el precio está fijado y coincide 
entre firmas. Consideran servicios con capacidades y funciones de externalidad 
convexas, crecientes y tendiendo a infinito cuando la utilización del servicio se 
aproxima a su capacidad. En el caso de servicios privados (1994a), dos firmas 
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maximizadoras de su cuota de mercado deciden sus localizaciones según un juego 
de Stackelberg. Prueban que las decisiones de los usuarios en equilibrio son 
únicas y, por tanto, que la cuota de mercado en equilibrio también es única. En 
el caso de servicios públicos (1994b), se localizan T centros de servicio de manera 
que se minimice el coste social, que es el tiempo agregado de desplazamiento y de 
espera de la totalidad de los usuarios. Prueban que para costes de externalidad 
negativos las asignaciones de equilibrio no son en general únicas, aunque la 
cuota de mercado sí lo es. Cuando el número de centros públicos es dos, las 
asignaciones de equilibrio son únicas. En ambos trabajos, para el estudio de las 
localizaciones se particulariza el problema en árboles con demanda nodal. 

En este capítulo, se estudia un problema de competencia espacial con 
externalidades en redes, incorporando el precio como variable de decisión. 
Aparte del precio, la principal diferencia respecto a los trabajos anteriores 
de Brandeau y Chiu radica en el estudio de costes en lugar de tiempos. Se 
consideran precios en origen y dos posibles escenarios. En el primero, los 
usuarios toman las decisiones conjuntamente o bien un regulador asigna las 
demandas a los servicios con el fin de minimizar el coste agregado y obtener un 
óptimo de Pareto en las asignaciones. En el segundo escenario, los usuarios 
toman sus decisiones individualmente con el fin de minimizar sus costes, 
obteniendo así un equilibrio de Nash. Al igual que en los capítulos anteriores, el 
proceso de competencia se modela como un juego en dos etapas; en la primera, 
las firmas eligen las localizaciones y, a partir de éstas, fijan simultáneamente 
los precios en la segunda etapa, de acuerdo con los dos escenarios descritos con 
anterioridad. 

El equilibrio de Nash en asignaciones es una solución razonable para servicios 
privados, mientras que el óptimo de Pareto se adapta mejor a servicios públicos. 
Un ejemplo del primer equilibrio puede encontrarse en el servicio de restauración 
de comida rápida. Supongamos dos firmas que compiten decidiendo las 
ubicaciones de sus restaurantes y los precios de sus comidas. Evidentemente, 
los usuarios consideran, además de los costes de desplazamiento y las tarifas 
establecidas, el tiempo de espera para ser atendido, al cual se le puede asociar 
un valor monetario. Un ejemplo del segundo escenario puede encontrarse en 
el servicio público de salud. Ciertas clínicas privadas realizan intervenciones 
custeadas por el servicio pdblico de salud, cuya finalidad es la reducción de 
las listas de espera en ciertas especialidades. En este caso, el objetivo de la 
administración es la minimización del coste agregado. 

En los dltimos años ha tomado gran importancia el problema de la 
contaminación y, en particular, el de la eliminación de los residuos. La 
comisión europea obliga a que los países miembros eliminen una parte de los 
residuos que producen, sancionando con importantes cantidades a aquellos que 
incumplen ciertas cuotas que dependen del tipo de residuo. La formulación 
del problema de localización, incorporando costes de externalidad además del 
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precio unitario del servicio, se ajusta a ciertos sistemas de gestión de residuos 
en los que se penaliza (penalización impuest.a por la administración) la emisión 
de contaminación en los procesos de tratamiento, con la imposición de un 
coste económico dependiente de la cantidad de material tratado (considérese, 
por ejemplo, una planta de incineraci6n), coste que las empresas (plantas de 
tratamiento) trasladan a sus clientes (generadores de los residuos). 

El resto del capítulo está estructurado en 3 apartados. En el primero se 
formula el modelo, introduciendo la notación y los supuestos comunes a ambos 
escenarios. En el segundo se asumen decisiones conjuntas de los usuarios y en 
el tercero decisiones individuales. 

5.1 Formulación general 

Dos firmas, A y B, desean establecer un centro de servicio en un mercado donde 
no existen firmas competidoras. El mercado está representado por una red no 
dirigida y conexa N(V, E), donde V es el conjunto de nodos de la red y E es 
el conjunto de aristas. Cada firma decide su ubicación en la red, xi, y el precio 
en origen, p;, que maximice su beneficio, i = A, B. La demanda en el nodo k, 
Xk 2 O, es totalmente inelástica respecto del precio, k = 1, ..., n. Sea 

VD = {vk E V :  A, > O ) ,  n =  IVDI. 

La demanda total es h = E:=, Xk. 

Tanto Ci como Fi no dependen de la localización, i = A, B. La función de 
beneficios para la firma i se puede expresar como 

donde A; es la cuota de mercado captada por la firma i, i , j  = A,  B; j # i. 
Se asume que la demanda del mercado es sat,isfecha totalmente, es decir, 
A = AA + Ag. Para simplificar la notación, en lo sucesivo se omitirh los 
argumentos de las funciones cuota de mercado y precio. 

El coste de los usuarios en v~ viene dado por 

donde Xki es la parte de la demanda del nodo k que es asignada a la firma 
i, i = A, B. Dado que la demanda ha de cubrirse en su totalidad, se tiene que 
Xk = XkA + X ~ B ,  siendo Xki 2 O, i = A, B. El término tk(x) 2 O representa el 
coste de transporte de una unidad de demanda entre el nodo vr, y la localización 
x, y es una función creciente de la distancia ti,(%) = t (6(vk, z)). En lo sucesivo, 
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cuando una localización esté fija se empleará la notación t k ;  = tk(x;). Los costes 
de externalidad unitarios, E,(&), son funciones definidas en [O, M), M > h, de 
clase e('), positivas, estrictamente crecientes y convexas de la cuota de mercado 
captada. Obsérvese que, como AA = A - AB, se cumple que EA ( E B )  es 
decreciente en hg ( A A ) .  

5.2 Equilibrio localización-precio con asignación 
de Pareto 

Supóngase la existencia de un agente regulador en el mercado que asigna la 
demanda a los centros de servicio, minimizando los costes agregados para 
obtener un óptimo de Pareto. En primer liigar, se wtiidinrán lnq  nqi~nnrinnw 

de equilibrio óptimas de Pareto. En segundo lugar, se tratará el equilibrio 
localización-precio para el caso n = 1 y, con posterioridad, se generalizará para 
el caso n > 1. Finalmente, se desarrollarán algunas extensiones y se mostrará 
un ejemplo. 

5.2.1 Asignaciones óptimas de Pareto 

Dadas las localizaciones y los precios, el coste agregado viene dado por 

siendo X i  = ( X i i ,  ..., Ami)  las asignaciones de la demanda al servicio i, i = A, B. 

Entonces, el problema a resolver es el siguiente: 

Sustituyendo XkB por Xk - X k A  en la función objetivo y teniendo en cuenta que 
A = A A  + AB,  se tiene 
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y el problema de las asignaciones es 

m i n C ( X ~ )  sujeto a O 5 XkA 5 Xk, k = 1, ..., n. 

Lema 5.1 Si la junción f : 9; --t 3 es positiva, estrictamente creciente 
y convexa, entonces la función g : 3: 4 92 definida cmno y(z)  = zf (z)  es 
estrictamente convexa e n  

Dcmostraci6ri Sean p E (O, l ) ,  z,y E S?, z < y. Entonces, por ser f 
corivcxn y (1 - p ) z  -1- p y  2 0, sc satisface que 

~ ( ( 1  - P)x + PY) 5 I(1 - t t ) ~  + PYI u - P)f (5) + Pf (y11 . 

El segimdo rniernbro de la desigualdad puede escribirse de la siguiente manera 

(1 - ,r)zf ( z )  + pvf (Y) + (1 - 41' [f (Y) - f b ) I ( "  - u ) ,  

expresión que es estrictamente merior clue (1 - P ) Y ( X )  + W(Y) Ser f 
estrictamente creciente1. h e g o  

lJor tanto,  g ( x )  es estrictamente convexa. 

Lema 5.2 Si Eus J ~ ~ n c i o n e s  E;, i = A,13, son positivas, estricta7nente 
crecientes y convexas, entursces la Junción C(XA) es estrictamente con1:exa. 

Demostración Obsdrvese que 

G(XA) = (A - AA) EB(A - AA). 

l c ~ l  ciiy<i CiL.0 (1 - ~ ) p  [f (Y) - f (x)] (x -y) < O 
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La función F es la composición F(XA) = ( g  o ~ ) ( X A )  donde f : Rn + E, con 
f ( A A )  = X k A  y g : 3 -+ ?R, con CJ(Z) = x E ( x ) .  La función f es lineal y 
g es, por el lema 5.1, estrictamente convexa, por tanto g o f es estrictamente 
convexa. De forma similar, G es también estrictamente convexa. Entonces, C 
es estrictamente convexa por ser suma de funciones convexas y estrictamente 
convexas. U 

Proposición 5.1 S i  las funciones E<, i = A, B, son positivas, estrictamente 
crecientes y convexas, entonces el problema de las asignaciones 

minC(X~) sujeto a O 5 X k A  5 Xk, k = 1, ..., n, 

tiene una  Única solucidn dptima y el dptimo es global. 

Demostración Se deduce directamente de la continuidad y convexidad 
estricta de la función objetivo garantizada por el lema 5.2, junto con la 
convexidad y compacidad del conjunto factible. O 

Por tanto, bajo las hipótesis de la proposición anterior, la cuota de mercado 
óptima es única. Con el fin de deducir -lícitamente su expresión, consideremos 
la siguiente notación. Sea 

A0 = +m, A,,, = -m. 

Sin pérdida de generalidad, puede asumirse que 

Si Ak = Ak+l los nodos de demanda k y k + 1 son agregados. Finalmente, sea 

El siguiente resultado expresa las asignaciones de Pafeto en función de la 
cuota de mercado. 
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Proposición 5.2 Sean las funciones Ei, i = A, B,  positivas, estr-ictamente 
crecientes y convexas. Si ?j = AA es la cuota de mercado óptima de Pareto de 
la.finna A (hg = A - ¿j), entonces existe j E {l, 2, ..., n) tal que 

y la asignación óptima de  Pareto, XA y XB, es 

Demostración Como q E [O,A] y {fj)y=O es una partición de [O,A], existe 
j E {1,2, ..., n) tal que ¿j E [fj-1, fjd. Se probar& que cualquier asignación 

o distinta de XA no es óptima. Sea AA = (A,,, A:,, ..., A:,) una asignación, 
XA # A;. Como X A  + A;, existiran 

t,ales que J,A > AfA y XsB > Sea 

y considérese la asignación A)q definida como 

ALA = V k  # T ,  S, 

AsA = - a. 

Sean C0 y C1 el coste para las asignaciones AA y A\ respectivamente. Entonces, 

C1 = CO + &(A, - A,) < CO. 

De la desigualdad anterior se sigue que AA no es óptima. Entonces, dado que 
existe asignación óptima (proposición 5.1), ésta tendrá que ser hA. O 
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Proposición 5.3 Sean las ftmciones Ei, i = A, B, de clase dl), positivas, 
estrictamente crecientes y convexas. Entonces, la cuota de mercado dptima de 
Pareto de la finna A es 

Demostracih Las condiciones necesarias y suficientes de Karush-Kuhn- 
Tuclcer del problema de las asignaciones de Pareto son: 

Entonces, puede ocurrir uno de los siguientes casos: 

(a) 4 =O. 

- 
Si q = O, entonces Xkn = O, k = 1, ... , n. De las condiciones de KKT se 
deduce que 

Por tanto, 
- 

ij = O .AkA = 0, k = 1, ..., n 
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(b) Q  = A .  

Ahora XkA = X k ,  k = 1, ..., n, y de las condiciones de KKT, 

d 
( C E t o t n l  ( v ) )  I A  - A k  + P k  = 01 

donde ,uk 2 O, k = 1, ..., n. Por tanto, 

(c) O < q <  n. 
Si O < ¿j < A, entonces existe 1 5 j 5 n de tal manera que fj-i 5 g 5 fj. 
Pueden darse dos posibilidades: 

(c.1) Q =  fj ,  j = 1, ..., n- l. 
En este caso, 

,Yku = xk, lc 5 j 

&A = O, k > j. 

Entonces, de las condiciones de KKT se deduce que, 

Esto es, 

Por tanto, 
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(c.2) f j - l  < i <  f j ,  j= l ,  ..., n. 

En este caso, 

Es decir, 

d 
d;(CEtotai(~)) I r  = A j .  

De (a), (b) y (c) se obtiene el valor de Y. 

La figura 5.1 ilustra el resultado anterior. Ndtese que bajo las hip6tesis de 
esta proposición la cuota de mercado úptima es única. 

Se ha probado la existencia y unicidad de asignaciones de Pareto y, por 
tanto, de Ia cuota de mercado en equilibrio, cuando los costes de externalidad 
son funciones positivas, estrictamente crecientes y convexas. En particular, si 



Figura 5.1: Cuota de mercado 6pt;ma de Paret,o 
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los costes de externalidad son funciones lineales de la forma Ei(q) = eiq, con 
ei > O, i = A, B, tanto las asignaciones óptimas de Pareto como la cuota de 
mercado de Pareto son únicas. Esta suposición puede parecer poco realista y 
demasiado simple, sin embargo es una forma de obtener resultados sin que el 
problema se vuelva intratable (ver Laurent, Peeters y Thomas, 1997). Otras 
funciones más generales, como las lineales a trozos o cuadráticas, pueden 
considerarse en futuros trabajos. Las expresiones de las cuotas de mercado 
óptimas de Pareto se muestran en el corolario 5.1. 

Corolario 5.1 Si Ei(q) = eiq, ei > O, i - A , B ,  entonces la cuota de 
mercado óptima de Pareto es 

y LB = A - LA, donde 

Además, si Lj < p~ - p~ < T j - ~ ,  j = 1, ..., n, se cumple que 

f j - i < A A < f j  Y A -  f j < A ~ < A - f j - i .  

Demostración Como consecuencia de la proposición 5.3 se tiene 

expresión de la que se deduce este corolario. Si Lj  < p~ - p~ < TjPi entonces 
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Como p~  - p~ > -Tj-i, se tiene 

De forma análoga, como p~ - p~  < -L j ,  entonces 

Obsérvese que 

L, < T,-l < Ln-i < - < T j  < Lj < Tj-1 < Lj-1 < .  . . < Tl < Ll < So. 

Además, KA y Ap, son funciones cont,inuas de (pA,pB)  y, por tanto, t,ambién 
lo serán las funciones de beneficio. La figura 5.2 representa dichas cuotas de 
mercado. 

En las siguientes secciones se estudia el problema del equilibrio localización- 
precio para funciones de externalidad lineales. En primer lugar se analiza4 el 
caso n = 1 y con posterioridad se extenderán los resultados al caco n > 1. 

5.2.2 Equilibrio localización-precio para 7% = 1 

5.2.2.1 Precios de equilibrio 

Suponiendo localizaciones dadas y denotando t g ~  =  ti^ - t l ~ ,  las ciiotas de 
mercado óptimas de Pareto son 

y Ag = A - AA, donde L1 = t B A  - 2eAA y To = tBA  + 2eBA. 

Sin pérdida de generalidad y por simplicidad, se considera que FA = FB = 0. 
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Figura 5.2: Cuotas de mercado en equilibrio 

Entonces, la función de beneficio s ( p A ,  p B )  = ( x A ( p ~ ,  p ~ ) ,  T B  ( p ~ ,  p ~ ) )  es 

si ~ A , P B )  E SI 
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Figura 5.3: Regiones de definición del beneficio cuando n = 1 

El conjunto dc intcrco 

está representado en la figura 5.3. Puede comprobarse que x = ( x ~ ,  X B )  

es continua en S. Ademh, fijado p ~ ,  la función . ? r A ( p ~  j p ~ )  es cuasicóncam 
respecto de p ~ .  De forma similar ocurre con X B ( P B  I ~ A ) .  

Sea T i c  @ A ,  P B )  = ( r ~ , ,  ( P B )  , relc ( p ~ ) )  la función de mejor respuesta en 
un conjunto C ?R2, es decir 

r q C  ( P A )  = { p *  : (PA,P*)  t C, 718 (PA?  P*) = (pmsca~ ( p a , p )  

Cuando la mejor respuesta sea única se escribirá indistintamente 

T A l c  ( P B )  = ( P * )  0 T A I c  ( P B )  = P*.  

De forma analoga con la firma B. 
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Proposición 5.4 Si n=l y los costes de externulidad son lineales, entonces 
las funciones de mejor respuesta son 

Demostración La función de beneficio de la firma A es 

si P A - P B < L ~ Y P A > C Á  

1 O en el resto de los casos. 
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Entonces, 

se tiene que Li < p> - pg < To si y s610 si 

Adeiiiiú, puede cu~iiprubarse que si se da la condici6n previa, entonces pA 2 C Á .  
Dado que p" ( p ~ )  < O, la función cp ( p ~ )  es cóncava y se cumple que 

Puede comprobarse que p~ -k LI 2 (2;. Por ot,ro lado, la fiinción de beneficio 
de la firma B es 

1 O en el resto de los casos. 
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Entonces, 

se tiene que L1 < p~ - p& < To si y s61o si 

Puede comprobarse que bajo la condición anterior se cumple que p+B > Ck. 
Dado que ( p B )  < O ,  la función ( p B )  es c6ncava y 

Sustituyendo To y L1 por su valor, se obtiene la siguiente expresión para las 
funciones de mejor respuesta: 
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Proposici6n 5.5 (equilibrios parciales y locales) S i  n=l y los costes de 
externaladad son  lineales, entonces: 

e) Lus eyuililir-ius e n  Si son los puntos ( p A ,  pB) e SI tal que F A  - p~ = L1. 

(zi) Los equilibrios e n  So son los puntos ( p A , p B )  E So tal que pA - f i B  = To. 

(zii) E n  Hi existe equilibrio. Además, 

(a)  Si 

t ~ A - 2 ( 2 e ~ f  e g ) h < C ~ - C ~ < t B A f 2 ( e A $ 2 e  B )  A ,  
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entonces (@A,@B) es un equilibrio en Ri con 

Además, si 

tg.4 - 2 ( Z e ~ + e g ) A  < CÁ-CA < tBA+2(eA+2eB)n, 

entonces ( j A 1 $ ~ )  es un equilibrio local en 9. 

(b) Si CÁ-Cg < tBA-2 (2eA + e ~ )  A, entonces los puntos del conjunto 

son de equilibrio, siendo 

p.2 = CL. 

(c)  Si CÁ-Cb > t s a + 2  ( e ~  + 2 e ~ )  A, entonces los puntos del conjunto 

<=in{(P+Tn,~) :  P3 ~ P I P ~ )  

son de equilibrio, siendo 

p3 = c B + 2 ( e ~ + e g ) A ,  

Demostración 

(i) Sea ( p ~ ,  B R )  E SI tal que PA - Fe = L1. Se tiene que 

de donde se deduce que (pA,PB) es un equilibrio en SI. Por otra parte, 
si FA - f i  < L1 entonces (PA,~B)  no es equilibrio en Si. En efecto, si 
FA - F B  + h = Ll ,  con h > O, entonces T A , ~ ,  (pB) = F A  + h y PA,pB) no 
es equilibrio en SI. 



de donde se deduce que ( P A , ~ B )  es un equilibrio en SO. Además, puede 
comprobarse que si FA - pg > To entonces (FA, @B) no es equilibrio en So. 

entonces L1 5 jA - FB 5 To y, por tanto, (?A,FB) E RI. Además, 
(FA, FB) es un punto fiio de r = ( rA ,  rB)  ya que es solución del sistema 

donde p y fueron definidas en la proposición anterior. 
Si 

entonces existe un entorno en el que ( p ~ , P g )  es un equilibrio en 
Ri C 2, por lo que ( jA,@g) es un equilibrio local en 3. 

(b) Si CÁ - CL < tgA - 2 ( 2 e ~  + e B )  A entonces el equilibrio está en la 
frontera de Ri, en la recta p~ - pg = Ll .  Sea (PA, p ~ )  un punto de 
equilibrio y supongamos que (FA, F B )  = ( p  + Li, p) , est,o es, (FA, Fa) 
es un punto de la recta p~ - p~ = Ll. Se tiene que: 

Como CÁ - CL < ~ B A  - 2 ( 2 e ~  + eg) A ent,onces pl < p2. Por tanto, 
todo punto (p+ Ll,p) ,  pl 5 p 5 pz, que pertenezca a S es de 
equilibrio. 
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(c) Si - C L  > ~ B A  t 2 ( e ~  + 2 e g )  A entonces el equilibrio est6 en la 
frontera de RI, en la recta p~ - p~ = To .  Sea (PA,PB) un punto de 
equilibrio y supongamos que (pA ,  P B )  = ( p  + To ,p )  , esto es, @-A, pB)  
es un punto de la recta p~ - p~ = To. Se tiene: 

~ P < T O + ~ L - ~ B A + ~ ~ ~ A = ~ ~ .  

Chm CÁ - C& > ~ B A  + 2 ( e ~  + 2 e g )  A puede comprobarse que 
p3 < ~ 4 .  Por tanto, todo punto ( ~ + T o , p ) ,  ps 5 p 5 p4, que 
pertenezca a 9 es de equilibrio. O 

Proposición 5.6 (equilibrio global) Si n=l y los costes de externalidad son  
Eír~culcs, ~ , I L ~ U . I L C ~ ~  cl tqLlit¿.iL~-iu VIL  Ij. = SI U Rl U SO ts 
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Demostración 

(a)  Si 

entonces ($A, F B )  es un equilibrio en R1 

Fijado FR se tiene que 

T A ~ . ~ ,  @ B )  = PB + Li 

Y como ( 6 ~  + Ll , pB) E R1, entonces 

Fijado FA se tiene que 

T B ~ S ,  @ A )  = { P  : @A,  P) E SI) 

Como (FA , @A - LI ) E R1 se tiene que 

Fijado p i ,  QpB 2 pL  = Ck t.oda la demanda es capturada por A, por 
tanto la mejor respuesta de B es no entrar en el mercado fijando el precio 
PL. 
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Fijado ph, puede comprobarse que 

T A , ~ ,  ( p h )  > pfq U Ck - CL > ~ B A  - 2  ( 2 e ~  + eg)  A 

y como A no captura demanda en So, se deduce que si 

la mejor respuesta de A es pf4. 

Fijad" &, V ~ A  2 p> = CÁ loda la tleuiaiida es c a p t u d a  por D, por 
tanto la mejor respuesta de A es no entrar en el mercado fijando el precio 
PI. 
Fijado p i ,  puede comprobarse que 

T B , ~ ,  (P:) > pg * CÁ - CL < ~ B A  + 2 ( e ~  + 2 e ~ )  A 

la mejor respuesta de B es p i .  

la firma A captura toda la demanda, mientras que si 

CÁ - C; > t g ~  + 2  ( e ~  + 2eg) A, 

es la fuma B la que captura la totalidad de la demanda. Si no existen grandes 
diferencias en los costes marginales, en concreto si 

t g A - 2 ( 2 e A + e ~ ) A < C Á - c ;  < ~ B A +  2 ( e A f  2eg)A ,  

el precio de equilibrio es ( I jA ,PB) .  En tal caso, obsérvese que el precio de 
equilibrio de cada una de las firmas se incrementa con los costes marginales 
de externalidad, en mayor medida con los de la firma rival. El incremento del 
precio debido al aumento del coste marginal de externalidad de la propia fuma 
viene justificado por el mayor aumento del precio de la empresa competidora. 
Además, los precios se incrementan con los costes marginales de producci6n, en 
mayor medida con los propios. 
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5.2.2.2 Localizaciones de equilibrio 

Se trata de calcular el equilibrio de Nash en localizaciones conocido el 
comportamiento posterior de los precios. Un par de localizaciones, EA y ", 
constituye un equilibrio de Nash si y s610 si: 

Para cl estudio del equilibrio en localizaci6i1, ot- ~ U I I L ~ L ~  la siguiente 
condici6n. 

Condición 5.1 La red N(V, E )  tiene u n  sólo nodo con demanda no nula y 

CÁ-CL > maxtl (x)-mint l (x)-2(2eA+eB)A,  
%EN zEN 

La expresión del beneficio de la firma A bajo la condición 5.1 es 

La expresión para B se obtiene intercambiando los subíndices. Nótese que s610 
~ B A ( X ~ , X B )  = tl(xB) - tl(xA) depende de las localizaciones. 

Se trata, por tanto, de resolver el siguiente problema 

Proposición 5.7 Bajo la condición 5.1 y costes de externalidad lineales, 
el único equilibrio e n  localización es = (v,v) siendo u el nodo con 
JWILLLIL~LI ~ L U  I C ~ U .  

Demostración Bajo la condición 5.1 se tiene que 
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Y 

Có - CÁ + ~ B A ( Z A ,  Z B )  + 2 (eA + 2eB)  A 2 O .  

Además, 

(a) = (v ,v)  es un equilibrio. En efecto, dado E A  = v, se tiene que 
t B A ( E ~ ,  2) > 0 ,  V x  E N,  y entonces 

De forma similar, dado E B  = v, se tiene que ~ B A ( x , ? B )  5 0, V x  E N ,  y 
entonces 

(b) Se probará que cualquier ( X A , X B )  E N tal que ( T A ,  Z B )  # ( v , v )  no 
es equilibrio. Se tiene que X A  f v o x g  # v. Si X A  # v, entonces 
~ B A ( V ,  E B )  > ~ B A ( X A ,  X B )  por 10 que 

T A  (u,  X B )  > T A  ( ~ A , x B )  

y entonces (zAi  2 g )  no es equilibrio. De forma similai., si X B  # u,  entonces 

por 10 que ( Z A ,  T E )  no es equilibrio. O 

5.2.2.3 Ejemplo 

Se considera la red de la figura 5.4 donde el único nodo con demanda no nula 
e s v q  y Xq =3=A. Sean 
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Figura 5.4: Arbol con X4 = 3, Xk = 0, k = 1,2,3,5 

Se cumple que 

maxtl(x) = 3, mintl(z) = 0. 
=EN &N 

Además, puede comprnharn~ cpe se satisface la condición 6.1. Por t 

La tabla 5.1 muestra t B A ( z ~ ,  xg), TA(XA, XB) y TB(CCA, XB) para cada par 
de nodos. Como puede observarse, el único equilibrio en los nodos se alcanza 
en ( ~ A , x B )  = ( ~ 4 ~ ~ 4 ) .  

5.2.3 Equilibrio localización-precio para n > 1 

Un grupo de problemas on loo quc n > 1 se pueden reducii al caso r~ = 1. Esto 
sucede cuando las locdizaciones factibles no son nodos de demanda y se cumple 
que Ai = Aj,Vi,j E VD. En tal caso, las demandas de los nodos en VD pueden 
agregarse en uno solo, por lo que esta situacidn se reduce al caso n = 1. El 
siguiente ejemplo ilustra esta situación. 
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II ~ B A ( X A , X B )  1 

Tabla 5.1:  Beneficios para cada par de nodos de la figura 5.4 

5.2.3.1 Ejemplo 

Se considera la red de la figura 5.5 con localizaciones factibles { u l ,  v z }  y nodos 
de demanda VD = {v3,v4, 715, v 6 } ,  con 

X3 = 1 ,  X4 = 2 ,  X5 = 2, X 6  = 1 ,  A l  = Xz = O ,  A = 6. 

Sea 

c; = 2, C& = 3 ,  

tj(z) = t(S,,) = &,,, j = 3 , 4 , 5 , 6 .  

Puede comprobarse que 
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Figura 5.5: Red con Xi = Xz = O ,  Xg = 1, X4 = 2, X5 = 2, XG = 1 

y, por tanto, A; = Aj, Vi, j E VD. Entonces pueden agruparse las demandas de 
VD en un solo nodo. Se trata de estudiar si (vi, vl), (vl,uz), (u2, ul) 6 (uz, u2) es 
equilibrio. 

Puede comprobarse que se cumple la condición 5.1 y entonces 

La tabla 5.2 muestra ~ T A ( X ~ , X B )  y TB(ZA,XB) para cada par de 
localizaciones factibles. Como puede ohservars~, d iíniro equilibrio se alcanza 
cuando (ZA, XB) = (v2, v2), que es la localización más prúxima a los nodos de 
demanda. 
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Tabla 5.2: Beneficios para cada par de localizaciones factibles de la figura 5.5 

5.2.3.2 Precios de equilibrio 

Cuando no se puede reducir al caso n = 1 se procede de la siguiente forma. Sean 

rf - - { ( P A , P B )  E s2 : PA 2 C Á ,  PB 1 CB) , 

Rj = i i . n { ( p A , p B ) ~ % 2 : ~ j ~ ~ A - p ~ ~ T j - l ) ,  j=l ,  ..., n, 

S.j = = ~ { ( P A , ~ B ) E ! R ~ : T ~ < ~ A - ~ ~ < L ~ } ,  j = l ,  ..., n - 1 ,  

so = ~ ~ { ( P A , P B )  E X ~ : P A - P B > . T O ) ,  

2 = ( - i . n { ( p A , p B ) ~ %  : p A - p B < L n } .  

El conjunto de interés 

está representado en la figura 5.6. 

Dadas d o s  localizaciones, l a  funci6n d e  beneficio para la firma i co 

. ? r i ( p ~ , p ~ )  = (pi - C;)Ai - Fi, i = A, B. 

Para simplificar la notación, asumamos que no existen costes fijos ( F i  = O). En 
tal caso, el beneficio de las firmas viene dado por el siguiente resultado. 
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Figura 5.6: El conjunto 9 

Proposicidn 5.8 La función 

~ P A , P B )  = ( ~ A ( P A , P B ) , ~ B ( P A , P B ) )  

está dejinida en 9 por la expresión 

( ( ( P A - ~ Á ) A O )  
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Denotemos f I D  la restricción de la función f al conjunto D e I n t ( D )  el interior 
de D. S e  verifican las siguientes propiedades: 

( i )  La función ~ ( p ~ , p ~ )  es continua e n  ti'. 

(ii) Las funciones n ( p A , p ~ )  I R j  y r ( p A , p ~ )  ISj son de clase c@) en Int(Rj) 
e Int(Sj),  respectivamente. 

(iii) Las funciones n A ( p ~ , p B )  ( R ~  y T B ( P A , P B )  1~~ son estrictamente 
cóncavas respecto de las variables p~ y p ~ ,  respectivamente. Las funciones 
T A ( P ~ , P = )  Is, 3 X B ( ~ A , ~ B )  I s j  snn. f m c i n n p s  lin~nles y, por t n n t n ,  

cóncavas. 

Demostración La funci6n de beneficio se obtiene reemplazando & en 

~ ~ ( P A ~ P B )  = ( ~ i  - cj)iii 
por la expresión dada en el corolario 5.1. Dado que 

se deduce que r i ( p ~ , p s )  es continua en S. Como . r r i ( p ~ , p ~ )  es lineal en 
Sj l  j = 0 ,  l1  ..., n, y cuadrática Rj con 

las propiedades (ii) y (iii) se cumplen. 0 

Proposición 5.9 Se cumple que: 

(i) Si C& < p~ 5 C i  - Tj-1 + 2 ( e ~  + e B ) f j - i ,  entonces r A ( p A I p B )  es 
cuasicóncava en 

(ii) Si CÁ 5 p~ 5 CA + L j  + 2 ( e ~  + ~ B ) ( A  - f j ) ,  entonces ~ B ( P B  I P A )  es 

cuasicóncava en 
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(iii) Si Cf, 5 p~ 5 CÁ - To, entonces T A ( P A  l p B )  es cuasicóncava e n  

(PA  : @A,PB) E 3 ) .  

(iu) Si CÁ 5 p~ 5 Cb + L,, entonces r B ( p B  IpA) es cuasicdncava en 

{ P B  ! ( P A ,  PB) G 9) 

Demostración 

(i) Se comprobará que en ese caso r A ( p A  lpB ) es creciente en 

{ P A : P A  2 CL, ( P A , P B )   ES^ uRjuSj-I). 

En efecto, X A ( P A  l p ~ )  es creciente en 

{ P A : P A ~ C Á ,  ( P A , P B )  ESj}  Y { P A : P A  >CÁ, ( P A , P B )  ES+I)  

La fimción de beneficio en Rj es una parAbola con vértice 

Además, en Rj se cumple que Lj 5 p~ - p ~  ( q-1. Entonces, TA(PA (PB ) 
es creciente en Rj si y s61o si 

(ii) De forma similar al caso anterior, basta considerar que en este caso 
RB ( P B  IpA ) es crecient,e en 

{PB : PB 2 CÍj, (PA,PB)  E Sj U Rj U Sj-1). 

En efecto, ~ ~ ( p ~  IpA) es creciente en 

{ I ) B : I ) B  >G,(PA,PB) 6 S j }  Y { P B : P B  2 C;,(PA,PR)  ES^-^). 
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La funci6n de beneficio en Rj es una parábola con vértice 

Además, en Rj se cumple que Lj 5 p ~ - p ~  5 Tj-i. Entonces, T B ( P B  ( P A )  

es creciente en Rj si y s610 si 

es decir 

(iii) Basta tener en cuenta (i) y que la expresi6n Ck - Tj-i + 2 ( e A  + e B ) f j - i  
crece con j. 

(iv) Basta tener en cuenta (ii) y que la expresión Ch + Lj f 2 ( e ~  + ~ B ) ( A  - f f )  

decrece a medida que j aumenta. 

La figura 5.7 muest~a un ejemplo de función de beneficio no cuasicóncava de 
la firma A para un valor pg dado. Tia no cuasiconcavidad de las funciones de 
beneficio sobre ti' complica el estudio del equilibrio global ya que, por ejemplo, 
no puede aplicarse el teorema 2.1 que garantiza la existencia de equilibrio. Sin 
embargo, si existe equilibrio en %, este equilibrío en precios tiene que coincidir 
con alguno de los equilibrios en Si o Rj. A continuaci6n, se estudiarán los 
equilibrios en 

o "equilibrios parciales". Para ello, es necesario establecer la siguiente notación. 
Sean 

Puede comprobarse que 
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Proposición 5.10 Las funciones de mejor respuesta son 

( P B )  = { P  : P - PB 1 To) , 
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Demostración La función de beneficio de la firma A, T A ( ~ A ,  p ~ ) ,  es 

si ( P A , P B )  E Sn 
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Además, puede comprobarse que si se da la condición previa, entonces p> > CÁ. 
Dado que p" ( p ~ )  < O, la función p ( p ~ )  es cúncava y se cumple que 

Puede comprobarse que pe + Lj > CL si 

p~ 2 -2Lj + CÁ + t j B  - t j ~  $ 2eBA. 

Por otro lado, la función dc bcncficio de la firma B cu 
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Sea 

Entonces, 

se tiene que Lj < p~ - pk < Tj-l si y s61o si 

Puede comprobarse que bajo la condición anterior se cumple que p> > Ck. 
Dado que Si'' (pB) < O, la funci6n ( p B )  es c6ncava y 

Para j = 1, ..., n, sean 

Proposición 5.11 (Equilibrios parciales y locales e n  S )  

(i) Los equilibn'os e n  S, son los puntos  FA,^^) E S, la1 que pA -PB = L,. 

(ii) Los equilibrios e n  So son los puntos (pA,pB) E SO tal que F A  - pB = To. 
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(ziz) E n  S j  n o  existe equilibrio, j = 1, ..., n - l .  

(iv) E n  Rj existe equilibrio, j = 1, ..., n. Ademds, 

(a) Si L? 5 CÁ - Ck 5 TC1, entonces $AlgB es u n  equilibrio con (-' -.) 

Adernhr, si L y  < CA - Ck < TEl ,  entonces (&,&) es un 

equilibrio "local1' e n  9. 

( b )  Si (7Á - C& i LY, entonces los pun toc  dcl conjunto 

~ n { ( p + L j 1 p )  : PI í p s ~ z )  

son de equilibrio, siendo 

pl = -2Lj + t j ~  - t j ~  + CÁ + 2eBA,  

Demostración 

(i) Sea (FA,  FB)  E Sn tal que PA - PB = L,. Se tiene que 

de donde se deduce que ( p A , p ~ )  es un equilibrio en S,. Por otra parte, 
si FA - FB < L, entonces ( P A , ~ B )  no es equilibrio en S,. En efecto, si 
FA - f i  + h = Ln, con h > 0, entonces TA~,,, ( 3 ~ )  = + h y (PA,pB) no 
es equilibrio en S,. 
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( i i )  Sea (FA,  pB) E SO tal que FA - p~ = To. Se tiene que 

$A '5 TAlso ( $ 5 )  

TB,.~, (FA) = F B ~  
de donde se deduce que ( Z > A , P B )  es un equilibrio en So. Además, puede 
comprobarse que si f i  -PB  > To entonces ( p A , P B )  no es equilibrio en So. 

(iii) Las funciones de beneficio n; (pA ,pB) ,  i = A, B, son lineales y crecientes 
en S j ,  j = 1, ..., n - 1. Para cada punto ( p A , p ~ )  E S j  existe ( p Á , p b )  E Sj 
tal que pÁ > p~ o p b  > p ~ .  Entonces 

( i v )  Sea j E (1, ..., n). 

(a) Si L y  5 CÁ - C& 5 T& puede probarse que 

un punto fijo de r j  = (4, T;) .  Si 

L: c;; - C& < T:~, 

entonces existe un entorno en el que (g;,&) es un equilibrio en 

Ri c 3, por lo que (CA,  F B )  es un equilibrio local en 3. 

(b) Si CÁ - Cg < L y  entonces el equilibrio está en la frontera de R j ,  en 
la recta p~ - p~ = L j .  Sea (FA,  p ~ )  = ( p  + L j , p )  , esto es, FA, F E )  
es un punto de la recta p~ - p~ = L j .  Se tiene que: 

~ p < L j + t j A - t j ~ + C ~ +  2 e ~ h = ~ .  

Como Clq - Ck < L y ,  puede comprobarse que pl < pz.  Entonces, 
todo punto ( p +  L j , p ) ,  pl 5 p 5 pz, que pertenezca a 2 es de 
equilibrio. Nútese que C j  , representado en la figura 5.8, es el punto 
intermedio entre los extremos de este segmento, esto es (pi + L j , p i )  
Y ( P Z  + L j ,  P Z )  . 
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(c) Si CÁ - Cb > TP1 entonces el equilibrio esta en la frontera de R j ,  
en la recta p ~  - p ~  = T j - 1 .  Sea ( @ A , ~ B )  = ( p  + T j - 1 , p )  , esto es,  
(pAr  P B )  es un punto de la recta p ~  - p~ = Tj-i. Se tiene: 

Como CÁ - C; > TE,, puede comprobarse que p3 < p4. Entonces 
t,odo pmto ( p +  T j - l , p ) ,  p3 5 p  5 p4, que pertenezca a \i: es de 
equilibriu. Ndtese que Dj ,  representado en la figura 5.8, es el punto 
intermedio entre (p3  + T j P l ,  p3) y (p4 + TjPi, p 4 ) .  O 

Proposición 5.12 Sea K = CÁ + CL + 2(eA + eB)A  y ( p A , p B )  e :y. 

(i) +gB = I-C, j = 1, . . , , n .  

(ii) P A  + PB < K F ~ ( P B )  + T ~ ( ~ A )  5 K ,  j = 1, ..., n .  

(iii) Si ( p ~ , p ~ )  es u n  punto fijo de ~j = A, , entonces p,, + p D  = IC. (.' ? j )  

(iv) Si p ~  + p ~  < K ,  entonces 

~ " A P B )  + ~ ( P A )  5 Ic + 2 ( e ~  i e ~ )  (f3 - fj-i) , j = 1, ..., n. 
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(ii) Como 

(E) S e a  ( p ~ , p ~ )  un punto fijo de . E n t o n c e s  f ; ( p B )  = p ~ ,  

 ti(^^) = PB Y 

1 
P A + P ~ = ~ ~ @ B ) + ~ $ o , A ) = ~ @ A + P B + J C ) ,  

d e  d o n d e  s e  d e d u c e  que p~ + p~ = K. 

(iv) Se p u e d e n  p r e s e n t a r  las s i g u i e n t e s  s i t u a c i o n e s :  

E n  e s t e  c a s o  T ~ ( ~ B )  = f 5 ( p B )  y r i ( p A )  = 7; ( p A ) .  T e n i e n d o  e n  
cuenta (ii) se deduce que 



5.2. EQUlLlBRlO LOCALIZAC16N-PRECIO CON ASIGNACIÓN DE PARETO 189 

= p ~ + p ~  5 h'. 

(d) ( ~ " , ( P B )  1 ~ ~ ) )  $ Rj Y (PA,%(PA))  e Rj 
En este caso se pueden presentar las siguientes situaciones: 
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Sea 

donde K = CÁ f CL + 2A(eA + en) .  El conjunto x es el conjunto compacto 
representado en la figura 5.8. La consideración de esta restricción está motivada 
por la ecuación FA + = K. Si se prescinde de esta restricción, es posible un  
incremento indefinido en precios y no existiría equilibrio en Sh, h = 1, ..., n - 1. 

Proposición 5.13 (Equilibrios parciales en X) 

(i) Los equilibrios en Snnx son los puntos ( p A , p B )  E x tal que F A - P n  = Ln 
y el segmento D,+iC,, donde 

D ~ + I  = (C;, K - Ck) , 

(zi) Los equilibrios en So nx  son los puntos (@A, 5s )  E x tal que PA -PB = To 
y el segmento DiCo, donde 

Co = ( K  - C:,, CL). 



CAP~TULO 5. JUEGO ESPACIAL DUOPOLíSTlCO CON EXTERNALIDADES 

Figura 5.8: El conjunto x 
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(iii) El conjunto de precios de equilibrio en Sj n X, j = 1, ... , n - 1, es el 
segmento Dj+lCj  donde 

(iu) Eriste equilibrio e n  Rj n x., j = 1, ..., n. Además, 

(a) Si L y  5 CÁ - CB 5 TZl  , entonces &,gB es u n  equilibrio con ( l 

(b) Si CÁ - CL < Ly,  entonces los puntos del conjunto 

son de equilibrio, siendo pl = -2Lj + t jB  - t jA  + CÁ + 2eeA. 

(c) Si CÁ - Cb > T $ ~ ,  entonces los puntos del  conjunto 

son de equilibrio, siendo p4 = -2Tj-i + t jB - t j A  + + 2eBA.  

Demostracidn 

(i) Los puntos ( ~ A , P B )  E x tal que - = L, son equilibrios en S, 
y, por tanto, tambikn serán equilibrios en S, n x c S,. Por otra parte, 
X B ( ~ A ,  P B )  - O y N A ( p ~ ,  p ~ )  es lbleal y creciente en S,. Por tanto, dado 

se tiene que T A ( P B )  = PA y PB E T B ( P A ) ,  con lo que (PA, P B )  es un 
equilibrio. 
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(ii) Los puntos (FAiFB) E x tal que jA - pB = Lo son equilibrios en So 
y, por tanto, también serán equilibrios en So n x c So. Por otra parte, 
TA(PA, pB) = O y 7TB ( p ~ ,  PB) es lineal y creciente en So. Por tanto, dado 

se tiene que PA E TA(PB) Y TB(PA) = PB, con lo que ( ~ A , P B )  es un 
equilibrio. 

(iii) Las funciones de beneficio ai(pA,pB), i = A , B ,  son lineales y crecientes 
en S j  n X, j = 1, ..., n - 1. Por tanto, dado ( p ~ , p e )  E Dj+iCj, se tiene 
que TA(PB) = p~ y rg(pA) = p ~ ,  Con lo que ( p ~ , p ~ )  es un equilibrio. Por 
otra parte, para cada punto 

(iv) (a) Si L y  5 CÁ - CL 5 T F ~  entonces es un equilibrio en Rj 

(proposición 5.11). Además, como + gB = K se tiene que 

Entonces, (A,?;) es también un equilibrio en Rj n X .  

(b) Si Cjq - CB < L? entonces los puntos 

son equilibrios en Rj (proposicibn 5.11). Eillurices, diclius puulus süii 
también equilibrios en Rj  n X. 

(c) De forma similar al apartado (b). O 
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Proposicich 5.14 Dados 

Demostracibn 

(i) Como tj* - t jB crece con j ,  entonces & decrece con j ,  j = 1, ..., n. 

(ii) De forma simila a (i). 

(üi) En efecto, como C;3 5 CÁ - L y ,  entonces 

Utilizando lo anterior y la igualdad 3; + 3; = K se deduce la acotaci6n 
para TB. U 
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Figura 5.9: Precios de equilibrio en Rj 

T,n figiirn Fi cl rniiestra. los precios de equilibrio en Ri cuando 

LN < CÁ-Cb I T ~ ~ ,  j = 1 ,..., n, 1 - 

suponiendo que Kl < Ir2, LYj = t j ~  - tj.4 Y 

1 
= 3 ( a j + K ~ ) i  

El siguiente resultado compara los precios de equilibrio que maximizan los 
beneficios conjuntos e individuales sobre la recta 

X ~ { ( P A , P B )  : P A + P B  = K ) .  
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Proposición 5.15 Sean pf y pf los precios de la f i n a  1 que maximizan e n  

~ ~ { ( P A I P B )  : P A + P B = K )  

los beneficios conjhntos e individuales, respectivamente, E = A, B. Entonces: 

(2) E n  Sj ri { ( p A , p ~ )  : p ~  + PB = K )  , j = 0, ..., n, se tiene 

(ii) E n  Rj fl { ( p ~  , p ~ )  : p ~  + p~ = K) , j = 1, ..., n, se tiene que 

L:+K 
si p A  < +- 

L:+K T.-i+K 
si +- 5 PA 5 ' 

'I!-,+K si p A >  I Z  , 

donde 
1 

p y  = - (3C2 + Ck + t jB - t j ~  + ( 3 e A  + seB) A ) ,  4 

Además, si la $ m a  A maximira su  beneficio individual (líder) y la firma 

B fija el precio p& = K - p; (seguidora), entonces 
L. I K  

sz p$ < -+ 
L.+K T.-, +K 

s i  - + - i p A ~  3 2  

T -1+K s i  p A >  j z  , 
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1 
P: = 4 (3Ci + Cb + t j ~  - t j A  + 2 ( e A  + 2 e s )  A ) ,  

1 
P$ = (Cá + 3C; - t j ~  f t j A  f 2 (3eA  f 2 e B )  A) .  

Demostración Sea 

(i) En Sj  se tiene 

Como p~ + p~ = K ,  entonces 

y los precios que maximizan el beneficio conjunto son 

Si f j  = S,  entonces el beneficio conjunto no depende de p ~ .  

El máximo de ~ ~ ( p ~ , p s )  = ( p ~  - CÁ) fj en 

se alcanza para el valor mayor de p ~ ,  esto es p; = 4 ( K  + Lj) . De forma 
similar, ~ n ( p A , p ~ )  = (pB - CL) (A - fj) es máximo para el valor mayor 
d e p B , e s t o e ~ ~ i g = i ( I ~ - ~ ~ ) .  
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(ii) En Rj n {(p~,pe) : p~ + p ~  = K )  se tiene que 

El máximo de zc es 

si Li 5 p*,C - (K - p?) 5 Tj-i, es decir 

El máximo del beneficio inrlividiinl 
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se obtiene para 

si Lj 5 p;;' - ( K  - p:) 5 Tj-i, es decir 

Lj  + K Tj-i + K 
2 5 P Y <  2 . 

Proposicidn 5.16 (Equilibrio global) 

(i)  Si jo E (1, ..., n} verifica L z  5 CÁ - Cb 5 TEpi entonces ( F A ,  P B )  = 

(f$,&) constituye un epuilibrfo global e n  x y los bene.ficios son 

Además, si 

L$ < C i  - Ck < 

es un equilibrio global e n  el rectángulo 

( i i )  S i  CA - CÍ, < L:, entonces PA = CL + Ln y la firma B n o  entra en el 
mercado. 

(iii) Si CÁ - Cí, > TF, entonces pB = CÁ - To y la f i m a  A n o  entra en el 
mercado. 
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Demostración 

(i) Se comprobar& que dado 92, la mejor opci6n para A es 32 y viceversa. 

Si  LZ < CÁ - C& TE-, , entonces (& , &' ) E Rjo y 

{(PA,Y~):PA i C Á ) n ( s j n x )  = O ,  V j  < j o ,  

(i.1) Sea p~ = 8 y j > jo + 1 tal que 

(R j  n r) n { ( P A , $ )  : PA > CL) # 0. 

Como 

Por lo tanto, 



(i.3) De forma similar a (i.l), sea p~ = $2 y j 5 jo - 1 tal que 

( ~ j  n x ) n  { ( P ~ , P ~ )  : PB CÉ} $0. 

Como 

t joA - t joB > t j A  - tjB, y< 5' <O - 1, 

se sigue que 

Por tanto, 
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(i.4) De forma similar a (i.2), sea p~ = 3 y j < jo - 1 tal que 

Es fácil deducir que si 

L$ < CÁ - CL i Tl - l ,  

es un equilibrio global en el rectángulo 

(ii) Si CÁ - G'k < L z ,  entonces 

y, por t,anto, (PA,pB) E Sn. En este caso, A captura toda la demanda y 
la mejor respuest,a de B es no entrar en el mercado. Por otro lado, si B 
no entra en el mercado, la demanda deberá ser satisfecha por A. La mejor 
respuesta de A será fijar el precio maximo posible dentro de la regi6n S,, 
esto es FA = Ck + Ln. 

(iii) Similar a (ii). O 

Proposición 5-16> Si LY 5 CÁ - Ck 5 T?~, entonces: 
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Demostración 

(i) Como CÁ - C;3 5 T ~ N ~  , entonces 

(ii) Como LY 5 C i  - Cb, entonces 

5.2.3.3 Localizaciones de equilibrio en árboles 

Se estudia el equilibrio de la primera etapa en árboles, suponiendo que existe 
jo E (1, ..., n) tal que 

N Lj, < CÁ - c:, i *,, 
es decir, que (pA,ps) = (2 ,gi) constituye un equilibrio global en precios en 
X, global en el rectángulo 

y local en 3. 
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Demostración Como T es im árbol, existe u n  único camino entre EA y Eg. 
Sea P (?A, ") este camino. Para cada arista E(vi, vj) se d e h e  

V(Vi, vj) = {v E v : S (u, vi) < S (u, Vj)), 

Se veiifica que  ui E V(q,.uj),VE(u;, uj) E E. 

(i) Si EA y ZB se encuentran en aristas distintas. Podemos suponer que 
UA, VA E V(ug , VB). Entonces, Vv E V(UA, VA) se t,iene que 

6(V, E,) - 6(V, ") = (S(V,UA) + S(UA, "E)) - (S(V,UA) $ ~ ( U A ,  EA)) 
= &(U*, "g) - ~ ( u A ,  z A )  

y, por tanto, 

con 10 que podemos agrupar las demandas de los v E V(uAi vA) en UA. 
Anhlogamente, Vv E V(vg,uB) se tiene que 

Por tanto, las demandas de los nodos v E V ( V ~ , U B )  pueden agregarse 
en VB. De forma similar, el resto de los nodos que no están en el camino 
P (uAi vB) pueden agregarse al nodo del camino P (UA, vB) más próximo. 
Por t,anto, el problema se reduce al árbol lineal P (uA, VB). 

Eiltuilces, vl - .UA, u2 - .VA, .urn-1 - UB, .urn - UB. P u e d e  supul~el.bt: que 

EA # % y ag # Esto siempre es posible, ya que si EA = v2 
la demanda de VI puede agregarse en vz. De forma similar ocurre si 
Zg = vm-1. Se tiene que 
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Se tiene que d" ,?; es un equilibrio global en precios. Como 
( - A  ' 1 

Si 1 = S ( q ,  vz) ,  para X A  E E (v l ,  v ~ )  podemos escribir 

q v l ,  zA)  = el ,  o 5 e 5 1. 

(i.1) Si jo # 1, entonces 

S(vj,, Z A )  = 6(vj,,v2) + ( 1  - B)l, O 5 6' 5 1. 

Sea 

f ~ ( 0 )  = (Ck - CÁ + t jo  ( E B )  - ad(vj,, 712) - a(1  - e)l 

+ 2 ( e ~  + 2 e s ) ~ ) ' ,  O < 0 < 1. 

Como 

cÁ - c; < tjo ("B) - tjo(") + Bjo-l,  
entonces 

ck - cÁ + tjn ( Z B )  - tjo(%A) $ Pjí,-l 1 0. 

Además, se tiene que 

Bj,-l < 2(eA + 2eB)A. 

Eiiluiices, 

CL - CÁ + t j ,  (h) - od(vjn,v2) - o(l - 8 ) l +  2 ( e ~  + 2eB)h > 0, 

para O 5 6 5 1, luego el máximo de su cuadrado está en 0 = 1. 
Entonces, ZA = va. 
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(i.2) Si jo = 1, entonces G(v j , , xA)  = 81, O 5 8 < 1,  y procediendo como 
en (i.1) se concluye que ZA = V I .  

Razonando de forma similar para 2 ~ ,  se concluye que corno V X B  E 

E ( V , - ~ ,  v,) , se cumple la relacidn 

(ii) Si x a  y xg se pnmi~ntran Pn la miqma arista, el problema se reduce a la 
arista E ( u , v )  pues las demandas de los nodos de V(u, u )  se agregan en u 
y las de V(v, U )  se agregan en v. 

Sean v l  = u, u2 = u y 1 = S(u, v ) .  Entonces, V x  E E ( q ,  v z ) ,  podemos 
escribir x = 01, con O < 8 5 1.  Sea zA = OA1 y EB = eB1. Se utilizará 
E A  < (5) Z B  y O A  < (5)  B B  indistintamente. Podemos suponer que 
z ,  < z,. 

Como 

entonces 

p, = -2(2eA + ~ B ) A ,  

Y P 2  < 01 < Po. 
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(ii.1) Supongamos en primer lugar que jo = 1. Fijado 2 ~ ,  se cumple que 

t l ( E ~ )  - t l ( z ~ )  + D I  < Ck - Cb I ~ ( E B )  - ~ ( x A )  +Bol  VXA 5 %. 

Sea 

que es una función convexa de B. Como 

Por otra parte, fijado EA = vl, se cumple que 

que es una funci6n convexa de O. Como 

C ~ - C ~ - t i ( ~ ~ ) - , f 3 1  2 0 ,  QzB _ > u ~ ,  

entonces 

max fB(0) osesi 
tiene solución 6ptima en 6 = O. Entonces, como rB(ZA, xB) = f ~ ( 6 ) ,  
el valor máximo de 7 i f~  se alcanza en ZB = VI. 

De lo dicho anteriormente se deduce que el equilibrio 

("A, %) = (VI, vi). 

(ii.2) Supongamos ahora que jo = 2. Se tiene que 

G(U~, XA) = (1 - 0 ~ )  1, ~ ( v z ,  XB) = (1 - B B )  1. 

Fijado ZA, se cumple que 
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Sea 

f ~ ( 6 )  = (CÁ - CL + t2 ( 2 ~ )  - a ( i  - 0)1+ 2 ( 2 e ~  + eB)h)2. 

Como 

entonces 

tiene soiuci6n óptima en B = 1. Entonces, como ~ ~ ( z . 4 ,  X B )  = ~ B ( O ) ,  
el valor máximo de T B  se alcanza en I B  = v2. 

Por otra parte, fijado zB = v2, se tiene 

Como 

entonces 

tiene solución óptima en B = 1. Entonces, como .irA(zA, ZB) = f A ( B ) ,  
el valor máximo de T A  se alcanza en 2,4 = vz. 
De lo dicho anteriormente se deduce que el equilibrio ( Z A ,  EB) = 
Iv2, ~ 2 ) -  U 

El ~esultado anterior puede utilizarse para reducir el conjunto de 
localizaciones candidat.as a equilibrio en &boles. Esto es: 
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(i) Si existe j o  tal que 

Vz E E(uA,vA), VY E E(uB,~B), E(UA,VA) # E(uB,vB), las 
localizaciones candidatas a equilibrio en el conjunto 

se reducen a 

(ii) Si existe jo tal que 

entonces las 1ocalizaciones candidatas a equilibrio en E(u, v) se reducen a 
{(%U), ( ~ ~ 4 ) .  

Proposición 5.18 Sea T(V, E) un árbol y t(x,y) = t(JZy) = cx&,, a > 0. 
Dado vj E V, sean 

V(uj) - {u e V ; E(v j ,  u) E E ) ,  
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entonces ( E A ,  5 ~ )  = (uj,, vjrl)  es  un equilibrio de  N a s h  para la primera etapa y 
el vértice uj, e s  u n a  1-mediana del árbol. Además ,  ( P A , ~ B )  es u n  equilibrio de  
N a s h  para la segunda etapa del juego, s iendo  

Demostración 

(a) Sea = vi, y zg E T. Veamos que la firma B rnaximiza el beneficio 
cuando XB = Vj,. 

Considerando los nodos ordenados en el arbol lineal de acuerdo a la 
situación ZA = vj,, zg E T, se tiene que 
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Como 

entonces 

y ng es máximo cuando t joB es mínimo, es decir cuando ZB = vj,. 

(b) Sea Zg = vj, y z~ E T. Veamos que la firma A maximiza el beneficio 
cuando E A  = vj,. 

Considerando los nodos ordenados en el árbol h e a l  de acuerdo a la 
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> c;-c;. 
Entonces, corno L$ 5 C l  - Ck < ~ t - ~ ,  se tiene que 
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De (a) y (b) se concluye que (?A, zg) = (vj,, vj,)  es un equilibrio de Nash 
para la primera etapa. Además, la desigualdad 

yj, + 2(eA + 2eB)A  - 6(eA f e B ) v j ,  

de donde se deduce que vj, es una l-mediana del árbol. 
s . 7  - 7  

1 S A  - ZB = vj<, el problema se reduce al caso de un nodo de demanda 
(n = 1) y como 

entuilces lua pie~ius de equilibiiu (propusiW611 5.6) y los beneficios asociados son 

5.2.4 Extensiones 

5-2.4.1 Precios de Stackelherg para n = 1 

En el modelo líder-seguidor de Stackelberg, el equilibrio en precios se d e h e  
como el par (PL, @S) tal que 
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siendo ps ( p ~ )  la curva de reacción de la seguidora (su mejor respuesta), esto 
es, la función de p~ que satisface la relación 

T S ( P L ,  PS ( P L ) )  = m% T ~ ( P L ,  P S ) .  
p s w ,  

Proposición 5.19 Sea n=l y Ei(x) = e jx ,  i = L, S. 

(i) Si ~ S L  - 2 ( 3 e ~  + 2%) A 5 C'i - C'h 5 ~ S L  + 2 ( eL  + 2eS)  A, entonces 

1 
P L = - ( C ~ + C ~ + ~ S L + ~ ( ~ L + ~ ~ ~ ) A ) ,  2 

1 
Ps = - (CL + 3Ck - t s ~  + 2 ( 3 e ~  + 2es) A )  , 

4 

es u n  equilibrio de Stackelberg. 

(ii) S i  CL - C& < tSL - 2 (3eL + 2es) A, entonces PL = Ck + tSL 
Ps = C& y la empresa seguidora no entra en el mercado. 

(zii) S i  Ct - C& > tsL + 2 (eL  + 2es) A, entonces Ps = CL - tsL 
PL = C i  Y la empresa líder no entra en el mercado. 

~cmostraci6n La función de mejor respuesta de la empresa seguidora 
(proposición 5.4) es 

(a) p s  ( P L )  = C& y la empresa seguidora no entra en el mercado, si 

p~ 5 CL + ~ S L  - 2 e ~ A .  

(b) PS ( P L )  = $ (PL  + C& - ~ S L  + 2 e ~ h )  si 

C& + ~ S L  - 2 e ~ A  < p~ < C& + ~ S L  + 2 ( e ~  + 2es) A. 

(c) PS ( P L )  = PL - ~ S L  - 2 e ~ A  si p~ 2 CS + ~ S L  + 2 ( e ~  + 2 e s )  A. 

Un equilibrio de Stackelberg en precios es un par (Pz,,pS ( P L ) )  tal que 

X L  @L,PS ( P L ) )  = nELx X L  @L,PS  ( P L ) )  , 
p r 2 c ; .  
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donde T L  ( p ~ ,  p~  ( p L ) )  está definido como 

si C i  5 p~ 5 Ck + tSL - 2eLA  

La función T&L,  p s  ( p ~ ) )  es continua respecto de p ~ .  Sea 

l$ ( P L )  = (PL - Ci)  ( - P L  + C; + ~ S L  + 2 ( e ~  + 2 e s ) A  
4 ( e ~  + e s )  

de donde se deduce PL y teniendo en cuenta la función de mejor respuesta se 
obtiene ps. O 

Si la diferencia de costes marginales satisface la relación 

~ s L - ~ ( ~ ~ L + ~ ~ ~ ) A I C L - C ~ ~ ~ S L + ~ ( ~ L + S ~ S ) A ,  

entonces el precio de equilibrio de Stackelberg es 

1 
FL = - ( C L + C i + t s ~ + 2 ( e ~ + 2 e s ) A ) ,  2 

1 
Ps = - (C Í ,  + 3Ck - tSL t 2 ( 3 e ~  + 2es)  A ) .  

4 

Bajo esta condición, se observa que el equilibrio de Stackelberg, a diferencia del 
equilibrio de Nash, es asimétrico. Se incrementa con los costes de externalidad, 



en mayor medida con el de la firma rival. También con los costes marginales de 
producción, en la misma proporción para la líder. 

Condicidn 5.2 La red N(V, E) tiene u n  sólo nodo con demanda no nula y 

Ci -Ck  2 maxti(x)-mintl(x)-2(3eL+2es)A, 
XEN XEN 

CL - Ck 5 min tl (x) - max tl (x) + 2 (eL + 2es) A. 
xEN xEN 

La expresión del bcncficio dc la firma lider bajo la condicidn 5.2 es 

y el de la seguidora es 

Nótese que sólo tsL(xL, xS) = t l  ( x S )  - ti ( X L )  depende de las localizaciones. 

El equilibrio de Nash en localizaciones resulta de resolver el siguiente 
problema: 

Si las firmas tienen iguales costes2 y localizaciones coincidentes, el henneficin 
de la líder es inferior al de la seguidora. Además, ambas firmas mejoran sus 
beneficios respecto al equilibrio de Nash en pecios3. 

Proposición 5.20 Bajo la condición 5.2, el único equilibrio de Nash en 
localización es (ZL, "S) = (u, u) donde v es el nodo con demanda n o  nula. 
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Demostración Bajo la condición 5.2 se tiene que 

y -CA + C& + t S L ( x ~ ,  ZS) + 2 ( e ~  + 2es) A 2 O. Además, 

y CÍ, - Ch - tSL (xL, zS) I 2 ( ~ C L  i Se5) A 2 0. 

(a) (ZL, ES) = (u, u) es un equilibrio. 

Dado EL - v ,  se tiene que tsL(Z-~, z )  2 0, VE C N ,  y cntoncce 

TS (zL, Es) = max.irg (EL, x) . 
x E N  

De forma similar, dado ES = u, se tiene que tsL(x,ES) < 0, Vx E N, y 
entonces 

(b) ( z ~ ,  zS) E N tal que (zL, xS) # (vi  u) no es equilibrio. 

Se tiene que XL # v O 2s # V. Si 5~ # V, entonces t s ~ ( v , x s )  > 
~SL(ZL,ZS),  por lo que 

y entonces (xL, zS) no es equilibrio. De forma similar, si xs # v entonces 

y (zL, zS) no es equilibrio. O 

5.2.4.2 Funciones cuadráticas de externalidad 

Si los costes de externalidad son funciones cuadráticas de la forma 

de la proposición 5.1 y 5.3 se deduce que existe un único conjunto de asignaciones 
óptimas de Pareto y una única cuota de mercado óptima, definida en el corolario 
siguiente. 
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Corolario 5.2 Si Ei(q) = q2 +eiq, i = A, B, las cuotas de mercado óptimas 
de Pareto son 

Demostración Como consecuencia inmediata de la proposición 5.3 se tiene 
que A A  es 

expresión de la que se deduce este resultado. 

Obsérvese que 

Lg < Ti-, < Li-, < < Tjc < Ljc < TjCi < . . . < T,' < LE < Ti. 

Además, AA y h g  son funciones continuas en (pA,pB) y por tanto también lo 
serán las funciones de beneficio. 
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El conjunto de interés es 

y la funci6n de beneficio para la firma i es 

r i ( p A , p ~ )  = (pi  -Ci)iíi- Fil  i = A l B .  

Asumamos sin pérdida de generalidad y por simplicidad en la notación, que no 
cxiotcn c03tc3 fijos (Ft = O). En tal caso, el beneficio de las firmas viene dado 
por el siguiente resultado. 

Proposicion 5.21 L a  func idn  d e  beneficios 

~ ( P A ,  P B )  = ( ~ A @ A ,  P B ) ~  ~ B ( P A , P B ) )  

está definida e n  9 y viene dada por 

si ( P A , P B ) E %  

A d e m á s ,  s e  verifican las siguientes propiedades: 
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(i) n ( p ~ , p ~ )  es continua en S. 

{ii) Las funciones x (pA ,pB)  I R ;  y 7;(pA,pB) son de clase c(") en Int (Rj")  
e In t (S ; ) ,  respectivu~nente. 

(iii) n A ( p A , p B )  I R ;  y n B ( p A , p B )  I R ;  son estrictamente cóncavas respecto de 
las variables p~ y p ~ ,  respectivamente. Las funciones TA(PA,PB)  1s; y 

n B ( p A , p B )  Is; son funciones lineales de p~ y p g ,  respectivamente, y por 
tanto cóncavas. 

Demostración La función de beneficio se obtiene reemplazando & en 

~ i ( p A , p B )  = (pi - c i ) K i  

por la expresi6n dada en el corolario 5.2. Dado que 

se deduce que 7;i(pA,pB) es continua en 3. Como n i ( ~ ~ , p ~ )  es lineal en 
S:, j = 0,1, ..., n, y cuadrática Rj" con 

las propiedades ( i i )  y (iii) se cumplen. U 

Sean 

LjN = 3L; - 2 ( t j g  - t jA) + 2 ( e A  - eB)  A, 
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Proposición 5.22 (Equilibrios parciales en xC) 

(i) El conjunto de precios de equilibrio en S; n xC, j = 1, ..., n - 1,  es el 
segmento D,4+,C:, donde 

DE,, = (CÁ, KC - Ci)  . 

(ii) E n  Rf xC existe equilibn'o, j = 1, ..., n. Además, 

(a) Si LjeN 5 CÁ - Ck 5 Ts, entonces es u n  equilibrio con 

1 p7 = 3 32CL + Ck + t). - tj* + 2 (e* + 2eB)  A] + 3 ~ 2 ,  

1 $2 = 3 [CL + 2 C b  + tj* - t jo  + 2 (2eA + eB)  A] + 3A2. 

(b)  Si CÁ - C B  < L ~ c ~ ,  entonces los puntos del conjunto 

K C  - Lj" 
( ~ + L , c , p ) : p f 1 ~ 5 -  2 

son de equilibrio, siendo 

p: = -2Lf 3 + t j ~  - t j ~  + CÁ + 2eeA + 3h2. 

(c) S i  CÁ - Cb > T S ,  entonces los puntos del conjunto 

son de equilibrio, siendo 

P; = -2Tj-i + t jn  - t j A  + Ck + 2eBh + 3A2. 
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Demostración Obsérvese que la función de beneficio ~ ( p ~ , p g )  es similar 
al caso lineal; la diferencia radica en determinadas constantes que no afectan 
sustancialmente al desarrollo de la demostración. Por tanto, de forma similar a 
la demostración de la proposición 5.13 se prueba este resultado. O 

N6tese que 52 + p z  = K C  

Proposición 5.23 (Equilibrio global en xC) 

ti) S¿ j o  E (1, ..., TL) verifica L;: 5 CÁ - C;j 5 Tj"liyl, entonces ( p ~ > p ~ )  = 

( f i? ,@)  constituye u n  equilibrio en f y los beneficios son 

(ii)  Si CÁ - CL < L", entonces PA = Cg + LE y Ea jinrza B no entra en el 
mercado. 

(aii) Si CÁ - CA > ~ i ~ ,  entonces pB = CÁ - T$ y la f i m a  A no entra e n  el 
mercado. 

Demostración De forma similar al caso lineal. 

5.2.5 Ejemplos 

5.2.5.1 Ejemplo 1 

Se considera la red de la figura 5.10 (a) y se asumen decisiones conjuntas de 
los usuarios. Las demandas son Xi = 3, X2 = 2 ,  X3 = 5 y X4 = 7. LOS costes 
marginales son 

los costes de externalidad unitarios son e A  = 0.2, e g  = 0.3, y 10s costes fijos 
FA = FB = O. Las distancias entre nodos se indican en la figura y se considera 
que t(vk, vj) = t(&,vj) = &,,,. 

Se presenta en primer lugar un escenario en el que la función de beneficio no 
es cuasicóncava. La firma A está situada en el nodo vl y la firma B en un punto 
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Figura 5.10: Red con 4 nodos 

intermedio, que no es un nodo, entre los nodos v2 y u?. Puede comprobarse que 
t j ~  - t j A  viene dado por 

Entonces, A4 < A2 < A3 < Al. Se considera la siguiente permutación en la 
denominación de los nodos: 1 -+ 1 ,3  4 2,2 -, 3,4  + 4. De esta forma, se tiene 
que 

A 4 < A 3 < A 2 < A 1 .  

La figura 5.10 (b) representa la nueva situación. Entonces, puede comprobarse 
que 
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y, como se indic6 con anterioridad, que 

To > L1 >TI > L2 > T 2  > L3 >T3 > L4. 

Sea pg = 5 y los puntos 

14.7 E [Lz + 5,Tl + 51, 

16.7 E [TI f 5, LI + 51 , 

17 E [Ti + 5,Li + 51, 

p ~ r t ~ n ~ c i ~ n t e s  a las regiones J22, SI y SI, respectivamente. Como 

se sigue que 16.7 = X(14.7) + (1  - X)17 con X = y 

Por tant,o, TA(PA, p ~ )  no es cuasicóncava respecto de p ~ .  

La figura 5.11 muestra la función xA(pA,  pB)  para diferent,es valores de p ~ .  
Como puede observarse, toma valores no nulos entre Cjq y I< - p ~ ,  siendo 
1< = 22. 

Las regiones Rj  y Sj, y los equilibrios parciales se muestran en la figura 5.12 
y en la tabla 5.3, respectivamente. Las coordenadas de los puntos Cj y Dj se 
indican en la tabla 5.4. 

Piiede comprobarse que P3e = (&,P%) es un equilibrio global en X. Para 
ello, basta verificar que fijado Tji, el precio de mejor respuesta de la firma B 
en las regiones R2 y S2 provoca un beneficio para dicha íirma no superior al 
beneficio que obtiene en R3. De forma análoga, el precio de mejor respuesta 
de la firma A en las regiones S3 y 124 provoca un beneficio para esta firma no 
superior al beneficio que obt,iene en R3. Estos datos se muestran en la tabla 5.3. 
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Figura 5.11: Beneficio de la Sima A para diferentes valores de p~ 

1 Región ( Equilibrio 
n 

Tabla 5.3: Equiiibrios parciales en cada región 
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-15.2=-To 

Figura 5.12: Regiones consideradas en el ejemplo 

Tabla 5.4: Coordenadas de los puntos Cj y Dj 
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Tabla 5.5: Precio de mejor respuesta y beneficio asociado en cada región 

Fijo reacción 

l% PB 
7r u 

Las funciones de beneficio son 

T A ( P A I P B )  IR, = (PA - 2) (PB - p A  f t j l?  - t j A  + 10.2))  

Rz Sz R3 S3 R4 
4.7 11.2 p$ - - 

15.3 73.8 73.96 - - 

~ B ( P A , P B )  Isj = (PB - 3 )  (17- f j ) ,  

y las funciones de mejor respuesta en Rj son 

Procediendo de forma similar a como se ha hecho con P3e, puede comprobarse 
que Dq es también un equilibrio global. Por tanto, este ejemplo muestra 
una situación en la que el equilibrio global no es único. En realidad, puede 
comprobarse que el conjunto de equilibrios globales es 

donde Hi = (9.5,12.5) y H2 = (10.61,11.39). 

Dado que el equilibrio global es múltiple, descartaremos aquellas estrategias 
dominadas. Los beneficios correspondientes aparecen en la tabla 5.6. El 
beneficio agregado de denota por II = T A  t TB. 

Puede comprobarse que para p~ E [&o, Y.Ob) se tiene que 
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Tabla 5.6: Beneficios asociados a los equilibrios globales 

por lo que los puntos anteriores están dominados por P3e. De forma similar, para 
PA E (10.78,10.82) se tiene que 

con lo que estos puntos estAn d n m i n ~ d n s  pnr Pg. En definitiva, las estrategias 
no dominadas son 

e, 
{(PA,PB) : PA E [9.06,9.51 ,PB = 22 - PA),  

Obsérvese que P$ es la estrategia no dominada con mayor beneficio agregado. 
En realidad es el equilibrio global con mayor beneficio agregado. 

Finalmente, para el estudio del equilibrio en la primera etapa del juego 
consideremos el árbol T que aparece al eliminar el vértice vl y las aristas 
incidentes en vl de la red de la figura 5.10(a). La figura 5.13 representa la 
nueva situación. El ledo de lus datos del problema se consideran iguales salvo 
los costes marginales, teniendo en cuenta que ahora A = 14. 

Dado v j ,  = v4, se tiene que y j ,  = 4.5 y 
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Figura 5.13: Arbol con Xz = 2, X3 = 5, Xq = 7 

Entonces q jcl = 9 y 

.yj, + 2 ( e ~  + 2 e ~ ) A  - 6 ( e ~  + eB)qj ,  = -0.1, 

-yj, t 2 ( e ~  + 2 e ~ ) A  - 6(cA I cH) (A qj,) - 2.0. 

Por tanto, para valores de Ck y Cg tales que 

se tiene que ( E A ,  Z B )  = (u4, v4) es un equilibrio de Nash para la primera etapa 
del juego y u4 es una 1-mediana del árbol 5.18). En particular, si 
C:L = (7; = 1 los prwioq rlc? erpilihrin son 5~ = 8.47, 5s = 7.53, y los beneficios 
asociados son 

5.2.5.2 Ejemplo 2 

El siguiente ejemplo muestra una situaci6n en la que una mediana no es un 
equilibrio de Nash. Consideremos el árbol T de la figura 5.14. Los costes 
marginales son 

Figura 5.14: Arbol con Al = X2 = A3 = X4 = 3 
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los costes de externalidad unitarios son eA = 0.2, eB = 0.3, y los costes fijos 
FA = FB = O. Las distancias entre nodos se indican en la figura y se considera 
que t(vk,vj) = t ( & V j )  = 6 W t v i .  

Como puede observarse, u2 y v3 son medianas. Además, si jo = 3, entonces 
7j" = 6 Y 

Si mA = = "3, se tendría lo siguiente. Conm tjB - t j ~  - O, Qj, el t~~ullerria 
se reduce al caso n = 1, y dado que 

entonces 

Si ahora la firma A se sitúa en u2 y la firma B en v3, agregando los nodos resulta 
la arista [uz, v 3 ]  Reordenando los nodos de forma que u1 = v3 y u2 = v2, se 
tiene que Az < Al y 

Entonces, 

esto es, la firma A mejoraría moviéndose a v2, por lo que (u3, v3) no sería 
equilibrio de Nash. 
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5.3 Equilibrio localización-precio con asignación 
de Nash 

Cuando los usuarios toman sus decisiones de forma individual aparece el 
equilibrio de Nash en las asignaciones. En esta sección se estudia en primer 
lugar el equilibrio de Nash en las asignaciones para localizaciones y precios 
fijados. En segundo lugar se analiza el equilibrio en precios para localizaciones 
dadas, conocido el comportamiento posterior de las asignaciones. Finalmente, 
se investiga el equilibrio en localizaciones dado el comportamiento posterior de 
los precios. 

5.3.1 Equilibrio de Nash en asignaciones 

En esta ocasión, el usuario k minimiza su coste dado por 

Se trata, por tanto, de obtener XA que sea solución de los siguientes n problemas: 

min Ck(XA) sujeto s O 5 X k A  C: Xk. 

El vector XA = (XiA, ..., XmA) es un equilibrio de Nash en asignaciones si 

Proposición 5.24 Si Ei, i = A,B, son funciones positiuas, estrictamente 
crecientes y convexas, entonces: 

( i )  Fijados XjA, Vj # kk, la función Ck(XA) es estrictamente convexa respecto 
de ALA, k = 1, ..., n .  

(i i)  Fijados X j A ,  Vj # k, el problema 

minCk(X~)  sujeto a O 5 X ~ A  5 Xk 
Xk.4 

tiene una tLnica solucidn dptima y el dptimo es global. 

(iiz) Fijadas las localizaciones y los precios, x ~ , z g , p a , p ~ ,  existe equilibrio de 
Nash en  asignaciones. 
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(i) Fijados XjA, V j  # k ,  el coste Ck(AA) puede escribirse como 

donde F es una función lineal, G(X~A) = ALAEA (AA) y H(XI~A) = 
(Ak - AkA)E~(A - AA). Puesto que EA y EB son positivas, estrictamente 
crecientes y convexas, aplicando el lema 5.1 y considerando que la suma de 
una función lineal y una función estrictamente convexa es estrictamente 
convexa, resulta la convexidad estricta de f (X~A).  

(ii) Resulta de considerar que la función objetivo es continua y e~t~rictamente 
convexa, y el conjunto factible es compacto y convexo. 

(iii) Resulta de aplicar la proposición 2.1. O 

Si los costes de ext,ernalidad son funciones lineales de la forma E;(q) = 
q q ,  con ei ;> O, i = A, B, entonces 

Proposición 5.25 Dadas localizaciones y precios, si 

&(q) = eiq, e; > O, i = A, B, 

entonces existe equilibrio de Nash e n  asignaciones y es único. 

Demostraci6n La existencia se tiene como caso particular de la proposición 
5.24. Además, 

a2 ck 2(eA + e g )  si j = k 

$ e ~  si j # k 
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Entonces, 

2 1 . . .  1 
1 2 . . .  
. . 
1 1 . . .  

es definida positiva y aplicando la proposición 2.2 se deduce la unicidad del 
equilibrio. O 

Nótese que las cuotas de mercado en equilibrio son únicas cuando los costes 
de externalidad son lineales. Esto es debido a que las asignaciones de Nash son 
también únicas. 

Proposición 5.26 Dadas localizaciones y precios, sean 

Ei(q) = ejq,  ei > O ,  i = A , B ,  

Entonces; 

( i )  XkA = 0, k = 1, ..., n, es un equilibrio de Nash y AA = 0, sii 

4 2 0 ,  k = l ,  ..., n. 

(ii)  h k A  = X k ,  k = 1, ..., n, es u n  equilibrio de Nash y i \ ~  = A,  sii 

(iii) Si existen k1,kl E (1,  ..., n )  tales que Fk, < O y Gk, > O, entonces existirá 
j E (1, ..., n )  tal que 

fj-i i AA 5 fji AA #O, AA # A. 
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Además: 

(a)  Si existe u n a  ordenación de los nodos tal que 

entonces 

es un equilibrio de Nash y AA = fj. 

(b) Si existe u n a  ordenación de  los nodos tal que 

con 0 < - fp- '+F- 
- ' 5 Xj, entonces 

es un equilibrio de Nash  y AA = f'-i-F~. 

Demostración Las condiciones de KKT del problema 

minCk(X~) sujeto a O 5 XkA 5 Xki  

son 
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Un equilibrio de Nash debe cumplir simultáneamente las condiciones de KKT 
para k = 1, ..., n. Entonces: 

(i) Sea )rkA = 0, k = 1, ..., n, un equilibrio de Nash. Entonces, de las 
condiciones de KKT se deduce que pk = O y Fk 1 0,Vk. Recíprocamente, si 
Fk 2 O, Vk, haciendo XkA = 0, pk = O, Vk, se satisfacen simultáneamente 
las condiciones de optimalidad de KKT para los n problemas. Además, 

- 
(ii) Sea A k A  = A k i  k = 1, ..., n, un equilibrio de Nash. Entonces, de las 

condiciones de KKT se deduce que pk = -Gk > 0,Vk. Recíprocamente, 
si Gk 5 O, Vk, haciendo X k A  = A k ,  pb = -Gk, Vk, se satisfacen 
simultáneamente las condiciones de KKT para todo k. AdemBs, 

(iii) Si existen kl, k2 E { l , ,  n )  tales que Fk, r n y C,., ) 0, mt,onr.es de (i) 
y (ii) se deduce que 3 j E (1, ..., n) tal que 

(a) Si existe una ordenación de los nodos tal que 

entonces 

I &A =A, ,  p, = -(A,+ fj + F,) T = 1 ,..., j 

satisfacen las condiciones de KKT para k = 1, ..., n. En este caso 

(b) Si existe una ordenaci6n de los nodos tal que 
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con 0 < - fi- I +F.. - < Xj, entonces 

satisfacen las condiciones de KKT para k = 1, ..., n. En este caso 

Proposici6n 5.27 Sean &(q) = eiq, ei > O, i = A, B, y la red N(V, E) 
con Ak - A, k - 1, ..., m. SWIL  L L ~ C I I L ~ S  Z(;A,:CB, 1u~ulízuCZu1~es dudus lules que 

t k ~  - t k ~  = ~ B A ,  k = 1, ..., n. Si p ~ , p ~ ,  satisfacen 

- ~ B A  - (n + 1)enX 5 p~ - p~ < - ~ B A  + (n + l ) e ~ A ,  

entonces las expresiones 

son un equilibrio de Nash y AA = nmA. 

I)cmostración El sistema 

es compatible determinado con solución XkA, k = 1, ..., n. Ademh, si 

se cumple que O < XkA 5 x ~ ,  k = 1, ..., n, por 10 que estas asignaciones 
satisfacen las condiciones de KKT del problema, que aparecen en la 
demostración de la proposición 5.26, tomando pk = O, k = 1, ..., n. O 

Nótese que la condición 

tkB - tkA = t B ~ ,  k = 1, ... ,ni 

se cumple para XA = XB, en cuyo caso tBA = O. También se cumple esta 
condición cuando la red tiene un único nodo con demanda no nula. Obsérvese 
que bajo las hipótesis de la proposición anterior, la cantidad asignada a la firma 
A desde cada punto de demanda es la misma. AdemBs, la asignación del nodo 
de demanda k a la firma B es XkB = X - &A, k = 1, ..., n. 
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5.3.2 Equilibrio en precios 

Sea la red N ( V ,  E )  con Xk = A,  k = 1, ..., n. Sean Z A ,  Z B ,  localizaciones dadas 
tales que t k g  - t k ~  = t g ~ ,  k = 1, ..., n. Supongamos que 

La función de beneficio para la empresa i se puede expresar de la siguiente forma 

T ~ ( ~ ~ , ~ B )  = (pi - Ci)& - Fi, i = A, B, 

y sustituyendo la cuota de mercado en equilibrio se tiene que 

El beneficio de B se obtiene sin más que permutar los subíndices. 

Proposición 5.28 Sean E,(g) = eip, ei > O, i = A,B, y la red N ( V ,  E )  
con Ak = A, k = 1, ..., n. Sean además z ~ , x g ,  localizaciones dadas tales que 
tkB - t k ~  = t B ~ ,  k = 1 ,..., n, y 

Entonces, el único equilibrio de Nash en precios es 
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donde 

Dernostracidn El beneficio n i ( p A , p B )  es una función de clase c (~ )  y 
estrictamente c6ncava respecto de ppi ya que 

con pi en el conjiint,~ compacto y convexo [Cl, h],  donde h es un valor 
sificientement,e grande. La matriz Hessiana H ( s )  cumplc 

donde c = 2n 
(n+l)(en+enr Esta matriz es definida negativa.. Aplicando la 

proposición 2.2 se deduce que existe un único equilibrio de Nash. El par (Pn , C B )  
satisface simultáneamente las condiciones de K K T  de los problemas 
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x = o ,  ~ ~ = 7 ~ ~ [ 2 ( C & - p & ) f p A - p ~ ] )  Si C Á - C k < L  

X = O ,  p=O si L s C Á - C & s U  

X = n c [ 2 ( C ~ - p A ) + p ~ - p g ] ,  p=O si C Á - C & > U  

expresiones que son 2 O. Entonces, se deduce que ( j j A i P ~ )  son los precios de 

equilibrio. O 

Puede comprobarse que cuando L < CÁ - Ck 5 U, se tiene que 

- 
y entonces XkA, k = 1, ..., n, es un equilibrio de Nash en asignaciones. En el 
resto del epígrafe supondremos que se cumple la condici6n 1, < (7; - CA 5 [J.  

5.3.3 Equilibrio en localización para n = 1 

Supongamos que la red N(V,  E) tiene un único nodo con demanda no nula vi  
(y quiz&s otros con demanda nula) y denotemos ~ B A  (%A, XB) = t~ ( 2 ~ )  - t 1  (EA). 

Supongamos además que 
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donde 

Bajo la condición anterior el precio de equilibrio es ( p A , p > ) .  Sustituyendo 
PB - PA por 

en la expresión ~ A ( X A ,  XB) se obtiene 

La expresiún para B se obtiene intercambiando los subíndices. Obsérvese que 
tanto las expresiones del beneficio como los precios de equilibrio son los mismos 
que para la asignación de Paret,o estudiada con anterioridad. Esto es debido 
a que s610 existe un nodo con demanda no nula y que ent,onces la asignación 
de Paietu cui~icidt! cun la asignacidn de Nash. Como se probo en la sección 
5.2.2.2, bajo la condici6n 5.1 y costes de externalidad lineales el único equilibrio 
en localizaciones es (ZA, Zg) = (u1, VI). 



Capítulo 6 

Conclusiones y posibles 
extensiones 

En esta memoria se hace una revisión de los problemas de competencia espacial 
y una extensión de determinados juegos espaciales en redes, que son aquellos 
problemas de competencia espacial en los cuales un determinado número de 
cmprcsas prctcndcn instalarse sobre una red de traiispuite, iluiiile iiu exiskm 
aún competidores, y servir la demanda de un determinado product,~, la cual se 
localiza en los nodos de la red. 

Los supuestos comunce a todo3 lo3 modcloa analizados en esta memoria son 

los siguientes: 

(i) Las firmas, maximizadoras del beneficio, se localizan en la red en una 
primera etapa y con post,erioridad deciden el precio del producto o la 
producción en una segunda etapa. Este supuest,~ es necesario para poder 
modelar el comportamiento estratégico de las empresas como un juego en 
dos etapas. 

(E) El coste marginal no depende de la cantidad total producida. Este 
supuesto, que es bastante restrictivo, se emplea en los capltulos 3 y 4 
para desagregar el problema original en n siihprohlemaq, lino para cada 
mercado separado espacialmente. Por otro lado, se trata de una condición 
asumida frecuentemente en la literatura sobre juegos espaciales. 

(iii) El coste de frñnspmte es una funciún positixa, creciente y c6ncava do 
la distancia recorrida. Esta suposición es utilizada para probar que 
las funciones de beneficio son convexas y, por tanto, que si el objetivo 
es la maximización de beneficio, cada firma se localiza en un nodo 
independientemente de las ubicaciones del resto de las firmas. Este 
resultado es importante porque reduce la búsqueda del equilibrio en la 
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primera etapa a los nodos de la red, garantizando que si existe equilibrio, 
entonces existe uno en un conjunto de nodos de la red. 

Otros supuestos que dan lugar a diferentes escenarios son los siguientes: 

(iv) La estructura del mercado corresponde a un duopolio o un oligopolio. 

(v) La demanda es elástica o totalmente inelhtica al precio. La función 
inversa de demanda en cada mercado es una función decreciente de la 
cantidad servida. Siempre que no ha sido posible obtener resultados para 
funciones más generales se ha particularizado para demandas constantes 
O funciones de demanda lineales. 

(vi) Las empresas compiten en la segunda etapa decidiendo el precio que fijaran 
o la cantidad que proveerán en cada mercado. Este supuesto da lugar a 
dos tipos de competencia, vía precios o competencia a la Bertrand, y vía 
cantidades o competencia a la Cournot. 

(vii) Las empresas establecen diferentes conjeturas respecto al modo en el cual 
reaccionarán sus competidoras en la segunda etapa. En esta memoria se 
analizan y comparan tres tipos de conjeturas. El supuesto más común en 
la literatura es la conjetura nula, según el cual cada empresa asume que 
sus competidoras no reaccionaran a cambios en su precio o producción. 
Este supuesto se corresponde con el equilibrio de Nash. Otro supuesto 
es el del lider-seguidor, según el cual una empresa es líder y adelanta la 
reacción de las seguidoras. Este supuesto corresponde al equilibrio de 
Stackelberg. Finalmente, todas las ñrmas pueden adoptar conjeturas no 
nulas y adelantar las reacciones de sus competidoras. 

(viii) Pueden existir externalidades negativas. Bajo este supuesto, la decisión 
de cada usuario infiuye en el resto. Se estudian dos casos diferentes, en el 
primero el objetivo es la minimización del coste agregado y en el segundo 
el objetivo es la minimización del coste individual. 

(ix) Se consideran dos políticas de precios. En los problemas sin externalidad 
las empresas fijan el precio en destino (discrimiiaci6n espacial de precios), 
mientras que en los problemas con externalidad las empresas fijan el precio 
en origen. Cuando las firmas fijan precio en destino, los mercados deben 
estar separados espacialmente para evitar que algún consumidor pueda 
adquirir el producto en un punto de demanda diferente a aquel en el que 
se encuentra, o incluso comprar en un punto de demanda para vender 
en otro obteniendo beneficios. Un ejemplo de este tipo de mercados 
separados espacialmente se encuentra en el comercio internacional con 
grandes núcleos urbanos conectados por vías rápidas de comunicación. 



Bajo estos supuestos se estudia la existencia y unicidad del equilibrio 
localizaci6n-cantidad o localización-precio, y se comparan los resultados 
obtenidos para los diferentes escenarios. Como resultado de ca8cter general, 
puede decirse que la solución es bastante sensible a los siguientes supuestos: el 
tipo de competencia, la elasticidad de la demanda, el número de competidores 
y la presencia de externalidad. 

A continuación, se detallan por capítulos algunos de los resultados obtenidos. 

Capitulo 3. Juego espacial duopolistico 

Se han presentado diterentes escenarios, probhdose la existencia de equilibrio en 
la segunda etapa bajo determinadas condiciones y localizaciones fijas. Respecto 
a la primera etapa, se ha probado que el beneficio es una funci6n convexa a 
lo largo de rualquier arista do la rcd cuando el coste de t~aiispuik es una 
funci6n cóncava de la distancia. Por tanto, si existe equilibrio, entonces existe 
un equilibrio en los nodos de la red. Cuando la demanda es totalmente ineldstica 
al precio se prueba, además, la existencia de equilibrio en la primera etapa. 

Analicemos en primer lugar el supuesto de demanda tot,almente ineldstica 
al precio. En este caso, la competencia se produce necesariamente vía precios. 
Como se lia comprobado, el precio competitivo en un determinado mercado 
coincide con el mayor coste en destino, siendo la ñrma con menor coste la que 
captura toda la demanda de dicho mercado. Las localizaciones de equilibrio son 
aquellas que minimizan el coste de proveer la totalidad de los mercados, por lo 
que se trata de un óptimo de Pareto paxa d p~ul~le i i~a  de reduccidn de costes en 
destino, adem8s de una solución deseable socialmente al maximizar el beneficio 
de las empresas al mismo tiempo que se reduce la cantidad total pagada por 
los consumidores. Un resultado similar a este se obtiene también en el caso de 
demanda lineal. 

La introduccidn de elasticidad-precio al considerar funciones de demanda 
lineales, da lugar a dos posibles tipos de competencia, vía cantidades y vía 
precios. Se han comparado los resultados obtenidos en la segunda et,apa 
para los diferentes escenarios estudiados, presentando bajo la condici6n ai, > 
( 3 4  - 2ck13c; - 2 4 )  , k = 1, ..., n, una clasificaci6n de los mismos en función 
dcl prccio alcanzado, obteiü~~ii lu~e las siguientes conclusiones. Consideremos 
en primer lugar la competencia en cantidades. En este caso, existe un único 
equilibrio de Nash en la segunda etapa tanto con conjeturas de Stackelberg 
como con conjeturas no nulas. Las cantidades suministradas en rada. mmradm 
asumiendo conjeturas no nulas son un 50% superiores que las que se obtienen 
con conjeturas nulas. En el supuesto de Stackelberg la producción del líder es el 
doble de la del seguidor. Las conjeturas no nulas originan la competencia m8s 
agresiva respecto a la reducci6n del precio, seguida del supuesto de Stackelberg, 
mientras que el precio mayor se produce bajo conjeturas nulas. En segundo 
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lugar se analiza la competencia en precios. En esta ocasi6n, a diferencia del 
caso anterior, se produce un reparto de los mercados, esto es, cada mercado es 
servido por una única empresa, la de menor coste en destino, fijando en dicho 
mercado el precio de monopolio siempre que éste sea inferior al coste en destino 
de su competidora. La colusión en precios reduce la cantidad servida y eleva los 
precios, lo cual es un resultado ya conocido para otros modelos. 

Para comparar ambos tipos de competencia cuando la demanda es lineal, 
cantidad frente a precio, se ha comprobado la siguiente relación entre los precios 
en un determinado mercado k para los diferentes escenarios analizados, 

y dado que la demanda es una función decreciente del precio, con la 
cantidad suministrada se tiene la relaciúii iiivcisa. Como puede obserwmoc, la 
competencia m& agresiva, en cuanto a reducción de precio se refiere, se produce 
compitiendo en cantidad bajo el supuesto de conjetura no nula, mientras que el 
precio más elevado se obtiene cuando existe colusi6n. 

Capítulo 4. Juego espacial oligopolístico 

El número de empresas competidnr~s PS iin factor importante en los problemas 
de competencia espacial, hasta tal punto que un mismo problema puede tener 
equilibrio para un determinado número de firmas y no existir equilibrio para 
otro. 

En primer lugar se considera el escenario en el que los precios están fijados 
y coinciden entre empresas. En este caso, la principal diferencia radica en la 
cuota de mercado. En el oligopolio las firmas pueden tener cuotas de mercado 
diferentes, mientras que en el duopolio las cuotas de 111ercado de ambas firmas 
coinciden. AdemBs, la existencia de equilibrio en localizaci6n depende del 
número de empresas, de la naturaleza del problema, ya sea discreto o continuo, 
y del tipo de red. Ni siquiera en Arboles puede asegurarse la existencia de 
equilibrio, como ocurre con el problema de Hotelling con tres empresas y precios 
dados. 

Consideremos ahora que los precios son variables. Algunos de los resultados 
de equilibrio localizaci6n-cantidad obtenidos por Sarkar, Gupta y Pal(1997) han 
sido extendidos considerando funciones de demanda que cumplen una condición 
más general que la impuesta por los autores citados y que incluye el tipo de 
funciones utilizadas por estos. Esta corirlíciú~i cuilsiste ui la concavidad estricta 
de las funciones de ingreso de las firmas que, dado que los costes marginales 
de producción se han considerado independientes de la cantidad, implica la 
concavidad estricta de las funciones de beneficio. Para este tipo de funciones, 
se prueba la existencia y unicidad del equilibrio de Nash en cantidades para 
la segunda etapa cuando las localizaciones están fijas. Además, bajo ciertas 



condiciones, si existe equilibrio y el coste de transporte es una funci6n cóncava 
de la distancia, entonces existe un equilibrio en los nodos de la red. En el 
caso particular en el que la demanda es lineal, existe un equilibrio de Nash 
subjuego perfecto en los nodos de la red y la solución puede obtenerse mediante 
un algoritmo de orden O (nr+'). 

Cuando la competencia se realiza en precios, no existen diferencias 
significativas en relación al número de empresas. De hecho, cuando compiten 
más de dos empresas, el problema en cada mercado se reduce al análisis del 
equilibrio entre las dos empresas con menor coste en destino. Esto no sucede 
con la competencia en cantidades, donde el precio en un determinado mercado 
depende de los costes en destino de todas las firmas. En la competencia vía 
precios, cada firma captura aquellos mercados en los que tiene el menor coste 
en destino entre todas las firmas competidoras, fijando en dichos mercados el 
prccio dc monopolio siempre que &Le sea inferior al segundo menor coste en 
destino. 

Cuando la competencia es en precios y la demanda es total~nente inelástica, 
existe equilibrio en un conjunto de nodos de la red. Además, dichas 
localizaciones minimizan el coste social, que es el coste mínimo de cubrir toda 
la demanda si las firmas actúan de forma cooperativa en la primera etapa. 
Se propone un algoritmo de orden O(nT+') para obtener las localizaciones de 
equilibrio, basado en un resultado que asegura la inexistencia de ciclos en los 
procesos en los que las fuma deciden alternativamente su mejor ubicación en los 
nodos de la red, dada la ubicación del resto de las firmas. 

Finalmente, dada una situación de equilibrio, la entrada de una nueva 
empresa afecta al precio de equilibrio de todos los mercados cuando la 
competencia se produce vía cantidades, mient,ras que si la competencia se realiza 
vía precios, únicamente afecta a aquellos mercados en los que su coste en destino 
es uno de los dos menores. 

Capítulo 5. Juego espacial duopolístico con externalidades 

Se consideran externalidades negativas y dos escenarios distintos. En el primero, 
un agente regulador lleva a cabo las asignaciones con el fin de minimizar el coste 
agregado de todos los consumidores y ohtener así nn fiptimo de Pareto. En el 
segundo, los consumidores toman sus decisiones individualmente para obtener 
un equilibrio de Nash. En el primero de estos escenarios, la externalidad se 
internaliza al agregar los costes y, de esta forma, se evit,a la ineficiencia social 
del segundo escenario. 

En el primer escenario se prueba la existencia de una única asignación ópt,irna 
de Pareto cuando el coste de externalidad es una funciún positiva, estrictamente 
creciente y convexa. Además, se estudia el equilibrio localización-precio en el 
caso particular de externalidades lineales. En la segunda etapa, las funciones 
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de beneficio están definidas sobre ciertos conjuntos, en los cuales se estudian los 
equilibrios parciales. Posteriormente, esta información se utiliza para deducir 
algunos resultados sobre el equilibrio global en precios. En Ia primera etapa y 
bajo ciertas condiciones, como que la red seaun árbol y que el coste de transporte 
sea una función lineal de la distancia, entre otras, se prueba que el equilibrio, 
si existe, se localiza en los nodos de la red. Cuando el coste de externalidad es 
una función cuadrática puede seguirse un desarrollo simiiar al caso lineal y no 
existen diferencias significativas en los resultados que se obtienen. 

En el segundo escenario, se prueba la existencia de un equilibrio de Nash 
en asignaciones cuando el coste de exteri~diclad es una función positiva, 
estrictamente creciente y convexa. En el caso particular en el que los costes de 
externalidad son lineales, se prueba la unicidad de esta solución y se estudia el 
equilibrio localización-precio. Bajo ciertas condiciones existe un único equilibrio 
de Nash en precios. 

Posibles extensiones 

El estudio realizado podría extenderse a funciones de demanda y costes de 
externalidad más generales, como por ejemplo lineales a trozos, que dieran lugar 
a funciones de beneficios cuasicóncavas o de otro tipo que permitan asegurar 
la existencia de equilibrio en la segunda etapa. Algunas de estas condiciones 
diferentes a la cuasiconcavidad pueden encontrarse en Nishimura y Friedman 
(1981), aunque la verificacih de las mismas así como la obtención de las 
exp~esiu~ies del equililiio en la segunda etapa auclc scr laboriooa y no oxonto 

de dificultad. Ello puede hacer m& compleja la obtención de resultados para la 
primera etapa del juego. 

En los capítulos 3 y 4 se consideran demandas insensibles al precio 
(totalmente inelásticas) y curvas de demanda lineales. Se asumen demandas 
lineales por simplicidad y por la necesidad de obtener residtados para cada 
etapa. Un tipo de demanda más general es la siguiente, 

I 

a-bqc si O < q l  (f)" 
en otro caso 

donde a es un número real no negativo y b, c E 3 - {O), de forma que se 
satisfagan las condiciones de demanda, es decir, que sea decreciente, esto es * = bcqc-l 5 O, y convcxa, ce do& 9 - -bc(c - l)@-' > O. D e  la primera 
dq '2 
condición se deduce (2) bc 2 O, es decir, b y c deben tener el mismo signo, y 
de la segunda se concluye (ii) bc(c - 1) 5 O. De las condiciones (i) y (ii) de 
deduce que c 5 1. Como caso particular aparecen la demanda lineal (c = 1) y la 
demanda de elasticidad constante c ( a  = O y c < O), que incluye a la hipkrbola 
equilátera como caso particular (a  = O ,  b  = -1 y c = -1). 



En el capítulo 5, por simplicidad, se asumen costes de externalidad lineales y 
cuadráticos, aunque sería interesante estudiar funciones de espera corno ha hecho 
Brandeau y Chiu (1094a, 1994b), quienes consideran servicios con capacidades 
y funciones de exteriialidad convexas, crecientes y tendiendo a infinito cuando la 
utilización del servicio se aproxima a su capacidad. Sin embargo, estos autores 
asumen que los precios no intervienen en el proceso de decisión y la introducción 
de este tipo de funciones rnis realistas puede hacer intratable el juego en dos 
etapas que considera decisiones en precios en la segunda. Por otra parte, la 
demanda es totalmente ineltística al precio y una primera extensión co~isistiría 
cn asumir que la demanda es lineal. AdemBs, la extensión del duopolio al 
oligopolio podría aportar resultados interesantes. 

Ademtís de las ext.ensioncs específicas de cada capítulo, existen otras 
de carácter general que serán enumeradas a continuación. Cna suposiciún 
bastante restrictiva es asumir costes marginales de produccih constantes. Este 
supuesto se iitiliza para desagregar el problema dc maximizacih de berieficios 
en n subproblemas, uno para cada mercado. Sin embargo, cuando existen 
rendimientos a escala crecientes, tanto los costes marginales como los co~tes 
medios son tfecrecicntcs. Por otra parte, cuando existen rendimientos a escala 
decrecientes, ambos costes son crecientes. Generalmente, los mor~opolios actúan 
bajo rendimientos a escala crecientes, aunque en competencia lo habitual son 
los rendimientos a escala decrccicntes. 

Uno de los objetivos del estado es garantizar la compctcncia en los mercados 
como forma de salvaguardar los i~itereses de los consumidorcs. Sin embargo, 
existen cfirteles como la OPICP, Organización de Países Exportadorcs de 
Petrbleo, donde se decide regularrnerite la producción de los países rniernbros 
con el fin de estabilizar los precios dentro de cierta franja que interesa a los 
miembros del cártel. 12csiilta de interés, por tanto, la colusi6ii entre las empresas, 
que se produce cuando existen acuerdos entre las mismas que limitan o reducen 
la cornpetericia y, por consiguiente, incrcmentnn los beneficios de las firmas. 
De forma similar a como se procedió en el modelo de competencia en precios 
con dcmanda lineal (capítulos 3 y 4) podría realizarse un análisis de los jiiegos 
cooperativos para el resto de los escrnarios. 

Una extensión natural es la generalización del rnodelo al caso en que 
existan empresas operarido en el mercado, asuniendo que no hay posibilidad 
de relocalizaci6n para las firmas establecidas. Por otro lado, la extensi6n al 
caso en el que cada firma puede localizar más de un centro de servicio podria 
cotiidiaroc dc mancra sirnilar n como lo lia hecho Sarkm, Gupta y I'al (1997) 
con el modelo de competencia en cantidades con conjeturas rlulas dcl capítiilo 
4. Finalmente, puede ser interesante el estudio de juegos dinhicos. 
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Fe de erratas 

1. En la sección 3.3.2 Modelo líder-líder en cantidades, también 
conocido como desequilibrio de Stackelberg (ver Intriligator, 
1971, pág. 210), la proposición 3.3 no es correcta. Las 
exprcsiones del corolario 3.2, de las que se deducen el resto de 
resultados de este epígrafe son 

2ak - 6 4  t- 4 4  2a, + 4 4  - 6ci 3; = , 7: = 
5bk 5bk 

Según estas nuevas expresiones, el lema 3.2 sigue siendo cierto, 
aunque la demostración cambia porque las expresiones del 
beneficio también cambian. La proposición 3.4 es correcta y 
además puede comprobarse que existe un equilibrio en 
localización para la primera etapa. 
Las expresiones de la tabla 3.1 correspondientes a este 
desequilibrio se ven alteradas, aunque las conclusiones obtenidas 
en el punto 3.3.3 siguen verificándose. Este cambio afecta 
también a las tablas 3.5 y 3.6, así como al modelo oligopolístico 
de las páginas 129-13 1. 

2. En la proposición 5.16 (pág. 200-203), las variables que definen 
el rectángulo son evidentemente p, y p,  , en lugar de F$ y 

3; , como por error se indica. 


