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ABSTRACT

Delaunay triangulation in dimension two and three is one of the most used
methods in non-structured mesh generation nowadays. It is very suitable for the
application of the finite elements method, due to its geometrical and algorithmical
characteristics. The main aim of this Thesis is to develop a program, based on Delaunay
triangulation, for the automatic generation of three-dimensional meshes and able to

solve efficiently some intrinsic problems of the triangulation method.

The first section in this Thesis is an introductory one. The fundamental concepts
and properties of Delaunay triangulation, and its connections with Voronoi diagram are

put forward.

Among‘ all the existing algorithms, it has been chosen one based on the well-
known Watson algorithm. This is an incremental type algorithm, that is, it builds
Delaunay triangulationl by adding points one by one. The advantage offered by that kind
of algorithms lies in their ability to adapt themselves to a local refinement process of the
mesh. The performance of this algorithm, whose main ideas are put forward in the first
section, causes some problems when the points are not placed in general position. When
the algorithm is put into practice, these problems get bigger due to round-off errors

made by the computer when it works with float points.

The second section centers on the defails and modifications of the algorithm.
Thus, it is showed the date structure that stands the information of the triangulation and
the way in which these are stored and renewed as new points are being added. A
fundamental part of this algorithm is the one that mentions the modifications carried out

to avoid the above mentioned round-off errors.

The definition of polihedric domains and the automatic generation of points are
the subjects with which the third section deals. The quality of Delaunay triangulation

depends on.the relative positions the points have, so that the importance of their
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generation in an adequate way. Another aspect taken into account in this section is the
conformity of the triangulaﬁon with the domain boundary. Although no definitive
solutions are given, it is pointed out a procedure based on the addition of new points to
the triangulation in the intersection between this last one and the domain. Some
promising results have been obtained in the cases ﬁtudied, although there still remain a

few problems.

The forth section deals with the presentation of applications of the mesh
generator to several examples. The applications come with several experimental

numerical results such as CPU times, measures of the mesh quality, etc.

In the last two sections the conclusions and some open research lines are pointed

out, and perspectives for future works are established.
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RESUMEN

La triangulacion de Delaunay en dimension dos y tres es uno de los métodos de
generacion de mallas no estructuradas que mas se utiliza en la actualidad. Sus
caracteristicas geométricas y algoritmicas la hacen muy adeéuada para la aplicacion del
método de elementos finitos. El objetivo principal de esta Tesis es construir un
programa, basado en la triangulacion de Delaunay, para la generacion automatica de
mallas tridimensionales, y que resuelva de forma eficaz algunos problemas intrinsecos al

método de triangulacion.

El primer capitulo de esta Tesis tiene un caracter introductorio. En él se exponen
los conceptos fundamentales y propiedades de la triangulacion de Delaunay y sus

conexiones con el diagrama de Voronoi.

Entre los numerosos algoritmos existentes, se ha escogido uno basado en el bien
conocido algoritmo de Watson. Este algoritmo es de tipo incremental, esto es, crea la
triangulacion de Delaunay por adicion de puntos uno a uno. La ventaja que ofrecen los
algoritmos de tipo incremental estriba en su capacidad de adaptacion a un proceso de
refinamiento local de la malla. La realizacion de este algoritmo, cuyas principales ideas
son presentadas en el primer capitulo, causa problemas cuando los puntos ﬁo estan
situados en posicion general. Estos problemas son ain mayores en la practica debido a
los errores de truncamiento o redondeo que comete el ordenador cuando trabaja con

numeros en coma flotante.

El segundo capitulo se centra en los detalles y las modificaciones del algoritmo
expuesto en la introduccidn. Se muestra la estructura de datos que soporta la
informacién de la triangulacion y la forma en que éstos son almacenados y renovados a
medida que se van afiadiendo puntos. Una parte fundamental de este algoritmo es la que
hace mencién a las modificaciones llevadas a cabo para evitar los errores redondeo

mencionados anteriormente.

m
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La definicién de dominios poliédricos y la generacién automatica de puntos son
las materias de las que trata el tercer capitulo. La calidad de la triangulacion de Delaunay
depende de las posiciones relativas que ocupen los puntos; de ahi la importancia que
tiene el que estos se generen de forma adecuada. Otro aspecto que se tiene en cuenta en
este capitulo es la conformidad de la triangulacion con la frontera del dominio. Si bien no
se dan soluciones definitivas, se apunta un procedimiento basado en la adicién de nuevos
puntos a la triangulacién en las intersecciones entre ésta y el dominio. En los casos
tratados se han obtenido unos resultédos prometedores aunque subsisten alguhos

problemas.

El capitulo cuarto esta dedicado a la presentacion de aplicaciones del mallador a
diversos ejemplos. Las aplicaciones estan aéompaﬁadas de resultados numéricos

experimentales como tiempos de CPU, medidas de calidad de la malla, etc.

En los dos altimos capitulos se exponen las conclusiones, algunas lineas de

investigacion que quedan abiertas y se sefialan perspectivas para trabajos futuros.

v
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OBJETIVOS

Los objetivos que nos hemos marcado en esta Tesis son los siguientes:

Presentar los conceptos fundamentales de la triangulacion de Delaunay y del diagrama

de Voronoi.

Exponer los problemas, debidos a disposiciones especiales de los puntos y a errores
de redondeo cometidos por el ordenador, que encuentran los algoritmos que generan

la triangulacion de Delaunay.

Desarrollar un programa para construir la triangulacion tridimensional de Delaunay
que, sin operar con aritmética exacta, evite los problemas debidos a errores de

redondeo.

Establecer una entrada de datos para definir dominios tridimensionales poliédricos.

Desarrollar un programa que genere .puntos automaticamente en el interior y en la
superficie de dominios poliédricos de manera que la calidad de la triangulacién

resultante sea buena para la aplicacion del MEF. Ademas, este programa debe ser

capaz de eliminar los tetraedros pertenecientes a la envolvente convexa de la nube de.

puntos y no pertenecientes al dominio.

Plantear el problema de la conformidad entre la triangulacion y la frontera del dominio

y exponer algunos resultados obtenidos y encaminados a solucionar este problema.

Aplicar el mallador a diversos dominios tridimensionales y exponer los resultados

numéricos correspondientes.
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1. INTRODUCCION



La mayoria de los fenémenos fisicos son formulados por medio de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Salvo en ciertos casos particulares, la resolucidn
analitica de estas ecuaciones suele resultar imposible. El interés practico que tiene el
conocer soluciones aproximadas de estas ecuaciones, y la rapidez en los calculos que
proporcionan los ordenadores, han hecho que los métodos numén'c;os ‘cobren gran
importancia. En concreto, el método de los elementos finitos (MEF) se ha revelado
como un potente método de resolucion aproximadav de ecuaciones diferenciales. La
esencia de este método consiste en el calculo de la solucién de la ecuacion en algunos
puntos del dominio de interés, denominados nodos. A partir de estos valores se puede
calcular la solucion en cualquier otro punto mediante el uso de funciones de
interpolacion. Los calculos precedentes requieren, como primer paso, que ¢l dominio
esté discretizado en pequefias parcelas, los elementos. El conjunto de estas parcelas se
denomina malla del dominio. Este preproceso tiene una importancia crucial en la
convergencia de las soluciones numéricas y en su aproximacion a los verdaderos valores.

La malla debe acercarse lo mas posible a algunos requisitos generales, tales como:
- Adaptarse lo mejor posible a la forma del objeto.

- Debe haber mayor densidad de elementos en las zonas donde la solucién varie mas

rapidamente.

- La transicion de una zona donde los elementos sean grandes a otra donde sean

Ppequefrios debe ser gradual.

- No debe haber elementos muy degenerados. El sentido preciso de la palabra
degenerado depende del tipo concreto de elementos de que se trate. Por ejemplo, si
los elementos son tetraedros, éstos se deben aproximar lo mas posible al tetraedro
regular. Asi, un tetraedro sera degenerado si es muy plano, o muy puntiagudo, o si la

diferencia entre la esfera circunscrita y la inscrita es muy grande.
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Otros requisitos, como la orientacion de los elementos, etc., pueden estar

motivados por el problema concreto que se pretenda resolver.

Existen dos tipos fundamentales de mallas: estructuradas y no estructuradas. En
las mallas estructuradas la conexion entre elementos obedece a un patrén fijo; en las no
estructuradas no existe tal patron, el nimero de nodos vecinos de uno dado es variable.
Las mallas formadas por una transformacion de coordenadas, de un cuadrado en dos

dimensiones o un cubo en tres, son ejemplos de mallas estructuradas [KunSte93]. En

ellas, el nodo de indices (7, j, k) siempre tiene como vecino por la izquierda al (7 - 1, j, k)

y por la derecha al (i +1, j, k), etc.

Las mallas estructuradas tienen ciertas ventajas sobre las no estructuradas. Son
mas simples, y también mas convenientes para su uso en el método de diferencias finitas.
Requieren menos memoria para su almacenamiento en el ordenador y es mas facil

controlar la forma y el tamafio de los elementos.

La gran desventaja que ofrecen estas mallas es la poca flexibilidad para adaptarse
a dominios con geometrias complicadas. Se han desarrollado numerosas técnicas para
encontrar las transformaciones de coordenadas adecuadas: transformacion conforme,
métodos algebraicos, etc. Incluso con estas técnicas es imposible encontrar una
transformacion que se adapte satisfactoriamente a la forma de un dominio complicado.
Existen multitud de problemas formulados en dominios cuya forma no es adecuada para
una discretizacion mediante mallas estructuradas. En estos casos es necesario utilizar
mallas no estructuradas. Por lo general, los elementos que componen las mallas no
estructuradas son simplices, esto es, tridngulos en dimension dos y tetraedros en
dimension tres. La utilizacion de simplices es debida, entre otras cosas, a su capacidad
para llenar el espacio y para adaptarse a los contornos del dominio sin que se produzcan
discontinuidades. La malla formada por simplices recibe el nombre de triangulacion.
Siempre es posible descomponer un dominio poliédrico (poligonal en dimension dos) en

tetraedros (tridngulos). El problema esta en encontrar una triangulacion que se aproxime
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lo mas posible a los requisitos mencionados anteriormente, o a cualquiera otros que

determine el problema a tratar.

Muchas de las medidas de calidad de una triangulacién estan motivadas por la
aplicacion del método de los elementos finitos. Estas medidas toman en consideracion las
longitudes, angulos y areas o volimenes de los triéngulos o tetraedros de la
triangulacion. En ocasiones, la relacion entre el circulo (esfera) inscrito y circunscrito a
un tridngulo (tetraedro) da una buena medida de la calidad del elemento. El
condicionamiento de las matrices asociadas al MEF depende, entre otros aspectos, del

minimo angulo de todos los triangulos de la triangulacion.

Si el tamafio de los elementos de la malla es uniforme, el error cometido por el
MEF suele ser mayor en las regiones donde el gradiente de la solucién es mayor. Una
forma de disminuir el error consiste en aumentar la densidad de elementos en estas
zonas. Esta operacion se conoce con el nombre de reﬁnamiento local. En problemas
evolutivos la localizacion de la zona donde el gradiente de la solucion es mayor puede
cambiar con el tiempo. El refinamiento global de toda la malla puede hacer que el
nimero de nodos aumente prohibitivamente. En dimension dos existen técnicas de
desrefinamiento que disminuyen la densidad de elementos en las regiones en las que la
solucion es mas uniforme. Sin embargo, en dimension tres el desrefinamiento esta ain en

su fase inicial de desarrollo.

La triangulacion de Delaunay retine algunas caracteristicas que la hacen adecuada
para la aplicacion del MEF. Dado un conjunto X de puntos de un espacio euclideo de
dimension d, la triangulacion de Delaunay crea una triangulacion en la que los vértices de
los simplices son los puntos de X. Para crear la triangulacion de Delaunay existen
algoritmos de tipo incremental, como el de Watson, que construyen la triangulacion de
un conjunto X por adicién de puntos uno a uno. Los algoritmos incrementales permiten
un refinamiento local de la malla incrementando la densidad de puntos en las zonas en las

que se ha cometido mas error. Ademas de la capacidad de refinamiento, la triangulacion

-~
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de Delaunay posee propiedades geométricas dptimas desde el punto de vista del MEF .‘
De todas las triangulaciones de un conjunto de puntos del plano, la de Delaunay es la que
hace méaximo el minimo 4ngulo de cualquier triangulo. Sin embargo, no existe una
generalizacion de esta propiedad para dimensién mayor que dos, al menos en términos de
alguna medida angular de los simplices. En dimensién mayor o fgual a dos hay
propiedades que hacen referencia al tamafio de las esferas que contienen a los simplices
de la triangulacién, pero que no nos dan una idea tan clara de la calidad de la
triangulacion como la que da la propiedad anterior [Fort92]. A pesar de ello, los
resultados experimentales revelan que las mallas tridimensionales, construidas a partir de
la triangulacion de Delaunay, dan buenas medidas de calidad cuando la distribucién de

puntos es suficientemente regular.

Una de las principales dificultades que plantea la utilizacion de la triangulacion de
Delaunay para generar mallas es conseguir que la triangulacion respete la frontera del
dominio de definicién, esto es, que no haya ningln tetraedro que corte su superficie.
Cuando esto ocurre decimos que la triangulacion es conforme con la frontera del
dominio. En dimensién dos se resuelve este problema, bien imponiendo que la

triangulaciéon contenga todas las aristas que definen el contorno del dominio

(Constrained Delaunay Triangulation), bien colocando puntos sobre las aristas del.

dominio en posiciones adecuadas de manera que éstas sean la union de aristas de la
triangulacion (Conforming Delaunay Triangulation). En dimension tres hay algoritmos
(ver por.ejemplo [GeoHec91a] y [WeaHas94] ) basados en el intercambio de aristas y
caras que consiguen la conformidad con la frontera del dominio. Una vez que se ha
definido una malla conforme con la frontera del dominio, una buena estrategia para
adaptar la malla, asegurando que en todo momento se mantiene dicha conformidad, seria
utilizar métodos de refinamiento/desrefinamiento de mallas encajadas. Esta estrategia se
ha desarrollado para triangulaciones bidimensionales [FerMon94] [Plaz93], pero en la

actualidad es una linea de investigacion abierta en tres dimensiones.
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Por otra parte, la realizacion practica de algoritmos que generen la triangulaciéon
de Delaunay en dimension d tiene serios problemas cuando los puntos no estan en
posicion general, es decir, cuando hay mas de d+1 puntos sobre la misma d-esfera.
Incluso cuando los puntos no- estan claramente en posicion general existen problemas
debidos a los errores de redondeo que comete el ordenador al trabajar con numeros en

coma flotante.

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



1.1. Preliminares.

La generacion de mallas es una disciplina que utiliza conceptos de la geometria
computacional, y por consiguiente del algebra lineal y la teoria de poliedros entre otros
campos, y cuyas aplicaciones se encuentran pﬁncipalmente en el método de los
elementos finitos. Algunos de los conceptos que se utilizan son definidos de formas
diferentes segun el marco en el que se encuentren. Resulta conveniente hacer un balance
de las nociones mas importantes que seran utilizadas mas adelante. Las definiciones que

exponemos a continuacion se encuentran, en su mayor parte, en [GroLov93].

En todo lo sucesivo trabajaremos en un espacio afin euclideo E¢ de dimension d

cuyo espacio vectorial asociado es R? y {x,,é,1<i<d} un sistema de referencia

construido a partir de un punto fijo x, e E y la base candnica del espacio vectorial.

Denominaremos ¥ al vector de posicion del punto x respecto del sistema de referencia

anterior.

En ocasiones se definiran conjuntos de puntos cuya dimension es inferior a la del

~espacio en el que estan incluidos. Cuando sea necesario especificar la dimension

antepondremos ¢l prefijo "4-" (1 < & <d) al nombre del conjunto.

Definicion 1: Combinacion afin.

Supongamos que P ={x,,x,,...,X,} es un conjunto de & puntos de £ 4. decimos

que el punto x es una combinacion afin de los puntos de P si se verifica que:

k
£=Y 4%
i=1

k
donde los coeficientes A, €R satisfacen la condicion Z A =10

Definicion 2: Combinaciéon convexa.
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Si x es una combinacion afin de los & puntos de P y ademas se verifica que 4, 20

parai=12,....k, decimos que x es una combinacion convexa de P. O

Definicion 3: Envolvente afin.

Sea S < E“ un subconjunto no vacio de puntos. El conjunto de todos los puntos

de E? que son combinacion afin de algin nimero finito de puntos de S se denomina
envolvente afin de Sy se escribe aff (S). En el caso particular de que S sea el conjunto

vacio se define aff (§)=&. 0
Definicion 4: Envolvente convexa.

El conjunto de todos los puntos de £ d que son combinacion convexa de algin
numero finito de puntos de S se denomina envolvente convexa de S y se escribe

conv(S). En el caso particular de que S sea el conjunto vacio se define conv(S)= Q. O
Definicién S: Independencia afin.

Se dice que un subconjunto de puntos S < E es afinmente independiente si

ninguno de sus elementos se puede expresar como combinacion afin de los demas

elementos de §; en caso contrario diremos que § es afinmente dependiente. O

Como consecuencia de la definicion anterior se deduce que cualquier subconjunto

afinmente independiente de £ tiene a lo sumo d+1 puntos.
Definicion 6: Dimension afin.

La dimensién afin de un subconjunto ScE” es el cardinal del mayor

subconjunto de S afinmente independiente menos uno. O

En las definiciones que siguen utilizaremos sistemas de inecuaciones. Para
abreviar su escritura pondremos d < si todas las componentes de @ son menores o

iguales que las correspondientes de & .
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Definicion 7: Poliedro convexo.

Sea 4 una matriz de /xd elementos y sea 5 un vector de R’. El conjunto de

puntos x tales que {¥ eR? / A% <b } es un poliedro convexo. [
Definicién 8: Politopo.

Un politopo es cualquier poliedro convexo acotado. Es decir, cualquier poliedro

convexo que pueda ser contenido en una bola centrada en el origen y que tenga radio

finito mayor que cero. 0
Definicién 9: Semiespacio.

Sea @ eR“-{0} y a, cR, entonces, el poliedro convexo definido por la

desigualdad {¥ eR“ /G ¥ <a,} es un semiespacio. [J
Definicién 10: Hiperplano.

Sea @ eR” - {0} y a, R, entonces, el poliedro convexo definido por la igualdad

¥ eR?/a"% =a,} esun hiperplano. O
0

De las definiciones anteriores se deduce que cualquier poliedro convexo es la

interseccion de un nimero finito de semiespacios. Una inecuacion @’ ¥ <a, se dice que

es vdlida respecto a un poliedro P, si P es un subconjunto del conjunto de puntos

definido por {¥/a’%¥ <a,}.
Definicion 11: Cara.

Un subconjunto F < P se dice que es una cara de P si existe una inecuacion
vilida "% <a, respecto a P tal que F es el conjunto de puntos definido por

{(fePl/a'f=a,}.0

En particular, el punto v es un vértice del poliedro P si pertenece a P y es una

cara del mismo. Un vértice de P es, por tanto, una cara con dimension afin cero. De
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+ manera similar podemos decir que una arista de P es una cara con dimensioén afin uno,

etc.
Definicién 12: Poliedro.

Dado un conjunto de 7 politopos IT, con la misma dimension afin, se define el
poliedro © como el conjunto de puntos de E¢ dado por:

Q= I

I<i<n

verificandose que cualquiera que sea IT, €Q existe otro politopo diferente II, €Q tal

que la interseccion entre ambos es una cara de dimension afin una unidad inferior a la

dimension de los politopos. O

Definicién 13: Simplice.

Un conjunto X de puntos de E se dice que es un k-simplice (1<k <d) si
K =conv(V), siendo V es un conjunto de k+1 puntos afinmente independientes. Si &

coincide con la dimension del espacio, d, diremos que K es, simplemente, un simplice. O

En un espacio tridimensional los 1-simplices son segmentos, los 2-simplices son-

triangulos y los 3-simplices, o exclusivamente simplices, son los tetraedros. La
orientacion de un simplice esta dada por el signo del determinante det(K). Diremos que
es positiva si det(X) > 0 y negativa en caso contrario.
1 1
X=X o Xy X
det(K) =

d_ 4 d d
Yo =X v Xgg X

En la definicion anterior el niumero x; es la coordenada j-ésima del punto i-ésimo. Puede

demostrarse que el volumen de X es |det(K)|/ d!. Si los puntos x,,---,x,,, no fueran

afinmente independientes no definirian un simplice; en este caso el determinante seria

nulo. A veces se dice, "abusando del lenguaje", que el simplice esta degenerado.

10
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La descripcion del diagrama de Voronoi y la triangulacion de Delaunay como

particiones del espacio E? necesitan definir el concepto de celda.
Definicion 14: Celda.

Una k-celda es el interior relativo de un poliedro convexo de dimension . Las
caras de una k-celda son los interiores relativos de las caras del poliedro
correspondiente. Las caras de una k-celda son a su vez celdas de dimension afin menor

que k. O

El término interior relativo significa interior del conjunto relativo a la dimension
afin que tenga. En el caso en que la dimension afin del conjunto sea nula (un punto)
entenderemos que el interior relativo es el propid punto. Asi, en el espacio £, el interior
relativo de un triangulo es el triangulo menos sus lados, el de un segmento es el

segmento menos sus vértices y el de un vértice es el propio vértice.
Definicion 15: Esfera, circunsfera y esfera circunscrita.

Una esfera B de centro ¢ y radio 7 es el conjunto de puntos de £ cuya distancia

a ¢ es menor o igual a . Una esfera B en un espacio de dimension afin d esta

determinada por d+1 puntos afinmente independientes, x,,:-+,x,,,. Si suponemos que

las coordenadas del punto x, son (x/,---,x), entonces, las coordenadas (x',---,x?) de

un punto x de la superficie de la esfera asociada a los d+1 puntos estan dadas por la

ecuacion:

2 2 2 n 2 2

l] =1 12 ‘11 ld+l-ll
1 ] 1 1 1 1

X, —-X X, =X, - X, =X

] 2 1 d+1 1} _

A(x’xl""’xdn): =0

d i _d d d d

X =X X =X et X7 X

d N d
donde =3 (x")* y F =) ("), 1<i<d+1.

m=1 . m=1

Un punto x esta dentro o sobre la superficie de B si y solo si A(x,x,,**,%,,,)<0.

1
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Diremos que B es una circunsfera de un conjunto acotado S, si el interior relativo
de S esta contenido en B. En particular, si B es una circunsfera de un poliedro Py se

cumple que B P son todos los vértices de P, entonces, B es la esfera circunscrita al

poliedro P. [J

Es bien sabido que sélo algunos poliedros admiten esferas circunscritas, entre

ellos estan los simplices.

Definicion 16;: Malla.

Una malla conforme de un poliedro Q< E es un conjunto finito de poliedros

{I1,,1<i <n} que verifica que:

1. Q= UH,.;
Isisn
2. IT,NI1; = & o una k-cara comun a ambos poliedros, 1<i = j<n,
O0<k<d-1.0

En esta definicion la palabra conforme se emplea para indicar que no puede haber

una interseccion entre poliedros que no sea uno de sus vértices, aristas, etc.

Definicion 17: Triangulacion.

Una triangulacion es una malla en la que todos los poliedros que la forman son

simplices. O

Una triangulacion en E? es una malla formada por triangulos, en £® estd formada

por tetraedros.

12
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1.2. El diagrama de Voronoi y' la triangulacion de
Delaunay.

El diagrama de Voronoi o teselacién de Dirichlet asociado a un conjunto finito de
puntos X es una particion del espacio euclideo E¢ que asocia a cada bunto de X la
region del espacio mas cercana. Lo mas habitual es subdividir el plano mediante los
llamados poliedros de Voronoi, ¥ (x,). Estos poliedros se definen como el conjunto de

puntos que distan lo mismo o menos de x; que de cualquier otro punto de X, esto es:

V(x)={xeE"/d(x,x) <d(x,x;),Vx, € X, j#i}

dond~e &(*x,‘y) denota la distancia euclidea entre los puntos x e y. El diagrama de Voronoi
seria el conjunto de todos estos poliedros. Esta definicion tiene el inconveniente de que
hay puntos del plano que pertenecen a varios poliedros a la vez, y por consiguiente, no
establecen una verdadera particién del espacio. Si en la expresion anterior hubiéramos
empleado una desigualdad estricta habria puntos que no pertenecerian a ninguno de estos
conjuntos, y por tanto, tampoco se estableceria una particilén del espacio. Para evitar
estos inconvenientes introduciremos el concepto de celda de Voronoi. Sea X un conjunto
de n puntos distintos de £° y sea R un subconjunto no vacio de X. Definimos la celda de

Voronoi de R, V(R), como el conjunto de los puntos de E¢ que equidista de todos los

puntos de R y es mas cercano a un punto de R que a cualquier otro de X — R.

V(R)={x€E’/d(x,x))= d(x,x;) y d(x,x;) <d(x,x,), Vx,,x; €R, VX, € X — R}

Si R esta formado por un solo punto x,, ¥(R)es el conjunto de puntos de £ que dista
menos de x; que de cualquier otro punto de X. La celda V' (R) puede ser un conjunto
vacio, bien porque no halla ninglin punto que equidiste de todos los de R, bien porque un
punto que equidista de todos los de R también equidista de otro que esta en X — R. En el
caso en que el espacio sea £°, las celdas de Voronoi asociadas a un solo punto son los
interiores relativos de poliedros (celdas tridimensionales), las celdas asociadas a dos

puntos son interiores relativos de poligonos (celdas bidimensionales), las asociadas a tres

13

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



puntos no colineales son interiores relativos de segmentos (celdas unidimensionales) y las
asociadas a cuatro puntos no coplanarios son puntos del espacio (celdas de dimension
cero). En E’, si R tiene cinco puntos 0 méas que no estan sobre una misma superficie

esférica, V' (R) es un conjunto vacio. En general, en dimension d, la frontera de una k-

celda acotada (k > 0) esta formada por /-celdas (0 </ < k). Las celdas no acotadas estin

asociadas a los puntos de X que determinan la envolvente convexa de X

El diagrama de Voronoi Vor(X) es el conjunto formado por todas las celdas no

vacias V' (R), donde R recorre las partes del conjunto X.
Vor(X) = {V'(R)/ R ePartes(X) y V(R) # &}

El diagrama de Voronoi recubre todo el espacio, esto es, cualquiera que sea el punto de

E“ existe un Gnico conjunto R’ tal que V' (R") contiene a dicho punto.

Figura 1. Diagrama de Voronoi de un conjunto de 30 puntos en disposicion aleatoria.

Si R es un subconjunto de X tal que la celda de Voronoi V(R) es no vacia, el

interior de la envolvente convexa de R es una celda que se denomina celda de Delaunay y

14
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se denota por D(R). El conjunto de todas las celdas Delaunay, Del(X), se denomina

triangulacion de Delaunay.

Del(X)={D(R)/ R Partes(X) y V(R) = B}

Figura 2. Triangulacion de Delaunay del conjunto de puntos anterior.

Hay que hacer notar que, en sentido estricto, Del(.X) no es una triangulacién ya que los

elementos que constituyen este conjunto son celdas y no simplices. Ni siquiera la unién
de las adherencias de las d-celdas forma, en general, una triangulacion. La razon esta en
que, para disposiciones especiales de los puntos de X, algunas de las k-celdas (0< £ <d)
pueden estar determinadas por méas de k+1 puntos de X, y en consecuencia, sus

adherencias no son simplices.

Diremos que X esta en posicion general si y solo si no hay mas de k +1 puntos
de X en la misma k-esfera (2 <k <d). Cuando X esta en posicion general se verifica la

condicion card(R) +dim(V (R)) =d +1. En esa situacion, las k-celdas de Delaunay D(R)

estaran determinadas por & +1 puntos de X. En caso contrario habra celdas V' (R) cuya
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dimension exceda d +1- card(R); entonces diremos que V'(R) y D(R) son degeneradas
(card(R) sera mayor que dim(D(R))+1).

Dado un conjunto de puntos, X; la triangulacién de Delaunay, Del(X), es tnica.
Existe una correspondencia entre las celdas de Delaunay, D(R), y las de Voronot, V(R).
Una celda de Voronoi ¥ (R) de dimension cero tiene asociada una celda de Delaunay
D(R) de dimension 4; si V(R) tiene dimensién uno la celda D(R) correspondiente
tendra dimension d-1, y asi sucesivamente de manera que la suma de las dimensiones de
V(R) y de D(R) sea siempre d. Para entender esto hemos de darnos cuenta que, por
ejemplo, una celda V'(R) de dimension cero estd formada como minimo por d+1 puntos

de X afinmente independientes, y por consiguiente, D(R) tendra dimensién d.

Para aclarar ideas, supongamos que X es un conjunto de puntos del plano

euclideo £ y que R= {x,,x 7%, } €5 un subconjunto de X que determina una celda V' (R)

de dimension cero (el centro del circulo circunscrito al triangulo cuyos vértices son los
puntos de R). La celda D(R) sera el interior de dicho tridngulo (figura 3 (a)). De forma

similar, partiendo de los conjuntos R={x,,x,} y R={x}, se obtienen las celdas de

Delaunay de dimension uno y cero (figuras 3 (b) y (c)), respectivamente.

// N
\
—————— / \
//r \\\ { *, \\\\\ o
7/ V(R) N /’—¢-“ F N AN
—— / \\ - \ \;(\ \,! /I \
x -7 =~ [T BN \ NN S \
k,’: AN x] i o~ \ / D(R)——,t——_t\ 4 N TS \
S~ \\ D R A N ', IIERTTR / X \’9 ~ \
/ o\ ey \ - - ]
\ R)_AD \
[ \D S~ /o N/ ! Y V(R N / N
o S} [ \ A} 1 / v/
\ \
[ * X ! \ X v \ [ AN 9
\ \ R S0 d o T 74 v \ N
\ \ /’/ / ‘\ S~ =) \ I’ \° -\"7!_'A:‘—° /’*
N - / \ / \\* X Foee e -7/
~ e
N /// e \ J/ NG 7N h //
~ A \ -
& - ~ s ~ e - N\ / P
I~ — . e \ —— ~ .,
________ \, ~ g -
X \\ /.\ ______
i ~ ~
\\\ ///
(@ (b)
( (c)

Figura 3. Celdas de Voronoi y Delaunay en el plano asociadas a los conjuntos
R={x.x,.x.} @ R={x,x;} )y R={x,} (c).

A continuacién daremos algunas de las propiedades mas importantes que

satisfacen el diagrama de Voronoi y la triangulacién de Delaunay. Las demostraciones se

16

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



pueden encontrar en [Fort92]. La Gnica demostracion que se expone aqui, por considerar
que ayuda a comprender mejor el contenido de este trabajo, es la correspondiente a la
Vpropiedad de las esferas vacias. La importancia de esta propiedad es muy grande ya que
caracteriza la triangulacion de Delaunay. Ademas, algunos algoritmos de construccion de

esta triangulacién estan basados en ella.

Supongamos que Vor(X) y Del(X) son el diagrama de Voronoi y la

triangulacién Delaunay, respectivamente, del conjunto X formado por 7 puntos de E“.
Propiedad 1: Propiedad de las esferas vacias.

Si R es un subconjunto de X tal que existe D(R) (R define una celda de Voronoi
no vacia), entonces D(R) admite una circunsfera que no contiene ningun punt6 de
X - R. Reciprocamente, si R es un subconjunto de X tal que conv(R) admite una
circunsfera que no contiene ningin punto de X — R, entonces D(R) existe (coincide con

el interior relativo de conv(R)).

Demostracion:

Si D(R) existe es porque R define una celda de Voronoi V' (R) no vacia.
Cualquicra quc sca cl punto x dc F(R) dcbe cquidistar dc cualquicra dc los x; de R.
Podemos construir una esfera centrada en x y que pase por los puntos x, . Esta esfera no
puede contener ningun punto x, de X — R, ya que d(x,x;) <d(x,x,) segin la deﬁnici()h

de celda de Voronoi.

Por otra parte, si R es un subconjunto de X tal que existe una circunsfera de

conv(R) que no contiene ningin punto x, de X - R, entonces el centro x de esta
circunsfera equidista de los puntos x, de R y ademas d(x,x;) <d(x,x,). El punto x

pertenecera a V' (R) y por consiguiente existe la celda de Delaunay D(R). (]

Hemos de notar que esta propiedad, en el caso de dimension tres, indica que
cualquier celda de Delaunay, por ejemplo, el interior de un tetraedro o de una de sus

caras etc., admite una circunsfera que no contiene ningin otro punto de X aparte de los
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que determinan la celda. Y reciprocamente, si la envolvente convexa de un subconjunto
Rc X, por ejemplo un tetraedro, admite una circunsfera que no contiene ningun otro

punto de X, la celda de Delaunay D(R) (el interior del tetracdro) aparccera en la

triangulacion de Delaunay.

Propiedad 2.

El diagrama de Voronoi, Vor(X), es un complejo de celdas que establece una

particion de E*. O

Donde el significado de complejo de celdas es el de una coleccion de celdas

disjuntas dos a dos y tales que sus caras son, a su vez, una celdas de la coleccion.

Propiedad 3.

La triangulacion de Delaunay, Del(.X), es un complejo de celdas que establece

una particién de la envolvente convexa de X. [
Propiedad 4.

El diagrama de Voronoi y la triangulacion de Delaunay son duales, esto es, si Ry
R’ son dos subconjuntos de X, una cara de V' (R)es una cara de V'(R’) si y sélo si D(R")

es una cara de D(R). O

Propiedad 5.

Si R es un subconjunto de X, entonces V'(R) es no acotada si y sélo si algin

punto de R esta en la frontera de la envolvente convexa de X. []

Las propiedades anteriores hacen referencia al diagrama de Voronoi y la
triangulacion de Delaunay en su conjunto. La propiedad que daremos a continuacion
caracteriza localmente la triangulacion de Delaunay. Su importancia radica en que hay
algunos algoritmos, como el Flipping o los de tipo incremental, como el de Watson

[Wats81], que estan basados en esta caracterizacion.

18
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Definicion 18. -

Dos d-celdas opuestas (se entiende que dos d-celdas son opuestas si tienen una

(d—1)-cara en comun) celd(R) y celd(R’) son localmente de Delaunay si admiten
circunsferas, B(R) y B(R’), tales que R'-R¢B(R) (o de forma equivalente,
R-R'¢B(R’")). Una triangulacion es localmente de Delaunay si cualquier par de d-

celdas opuestas son de Delaunay . [

Propiedad 6.

Una triangulaciéon de un conjunto de puntos X es de Delaunay si y solo si es

localmente de Delaunay. [

En este contexto, el significado de la palabra triangulacion es el de complejo de

celdas con vértices en X'y cuya union es la envolvente convexa de X.

Figura 4. Triangulacion localmente de Delaunay.

La triangulacién de la figura 4 es localmente de Delaunay ya que todas las d-
celdas opuestas son de Delaunay (solo se muestran las esferas circunscritas a las 2-

celdas). En consecuencia, dicha triangulacion es de Delaunay.

La definicion de la triangulacion de Delaunay como un complejo de celdas resulta
util para establecer sus propiedades. No obstante, la nomenclatura empleada por la

mayor parte de los articulos y textos utiliza una definicion similar a la dada en la seccién
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dedicada a los preliminares. Para evitar confusién definiremos la triangulacion de
Delaunay (en el sentido de la definicion 17), de un conjunto de puntos, X, en posicion

general, como:
D(X)=|JD(R)/ D(R) € Del(X) y dim(D(R)) =d

Cuando X no esta en posicion general habra celdas cuyas adherencias no sean
simplices. En ese caso D(X) es una malla, pero no una triangulacién. A pesar de ello,
siempre sera posible descomponer en simplices aquellos politopos que no lo sean y con
ello transformar la malla en una triangulacion. Esta es una operacion delicada desde el
punto de vista computacional ya que la descomposicion en simplices de un politopo
correspondiente a una celda degenerada no es unica. De hecho, los algoritmos que
realizan la triangulacion de Delaunay encuentran dificultades cuando X no esta en
posicion general. Las dificultades subsisten incluso cuando la disposicién de puntos es tal
que X no esta claramente en posicion general, es decir, cuando hay mas de & +1 puntos
de X proximos a la misma k-esfera. Estudiaremos estos problemas en detalle en el

apartado dedicado a errores de redondeo.

Figura 5. Triangulacion de Delaunay en el plano con 2-celda D(R) degenerada (a).
Dos posibles descomposiciones en simplices del politopo correspondiente a D(R) (b).
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La triangulaciéon de Delaunay presenta algunas propiedades que la hacen muy
adecuada para la aplicacion del MEF. En concreto, para un determinado conjunto de

puntos del plano es la triangulacion que produce los triangulos mas regulares.
Propiedad 7.

De todas las triangulaciones de un conjunto de puntos X — E* en posicion
general, la de Delaunay es aquella que hace maximo el angulo minimo de cualquier

triangulo. U

En dimension mayor que dos no existe una generalizacion de la propiedad
anterior, al menos en términos de alguna medida angular de los simplices. Un criterio que
si es aplicable a cualquier dimensién es el de la circunsfera minima. La circunsfera
minima de un simplice K es la menor de todas las esferas que contienen a XK. Si el centro
de la esfera circunscrita a un simplice estd dentro del simplice, entonces la circunsfera
minima es la esfera circunscrita. En caso contrario, el centro de la circunsfera minima

esta sobre alguna de las caras del simplice.

Propiedad 8.

Supongamos que T(X) es una triangulacion cualquiera de un conjunto de puntos
X c E* en posicién general y maxrad(T) es el maximo radio de cualquiera de las
esferas minimas. El minimo valor de maxrad(T) se obtiene cuando T(X) es la

triangulacion de Delaunay de X. U

En realidad csta propicdad no nos da una buena idea de la regularidad de la
triangulacion de Delaunay. De hecho, es un problema abierto el encontrar alguna otra

medida de calidad que la triangulacién de Delaunay haga 6ptima. [BerEpp92].
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1.3. Algoritmos de construccion de la triangulacion de
Delaunay. Generalidades.

La complejidad de un algoritmo se mide por el nimero de operaciones
elementales que debe realizar para concluir un proceso. Para aclarar qué se entiende por
operacion elemental hay que precisar el tipo de maquina con la que se trabaja. En el
contexto de la geometria computacional se hace la abstraccion de suponer que las
operaciones se efectian en una mdquina de acceso aleatorio (RAM). Esta maquina es
capaz de almacenar un numero real en cada posicion de memoria y realizar operaciones
aritméticas (+,—,x,+) 0 comparaciones entre nimeros reales (<,<,=,#,2,>) con un
coste unitario de tiempo [PreSha85]. Con estas suposiciones esta claro que el tiempo de

ejecucion de un algoritmo es proporcional a su complejidad.

El nimero exacto de operaciones es extremadamente dificil, si no imposible, de
predecir; ademas, no tiene especial relevancia. Por este motivo, la complejidad de un
algoritmo se estudia estableciendo una cota superior O(f(#)) y una cota inferior
Q(f(n)). El término O(f (n)) denota el conjunto de funciones g(n) tales que existen
unas constantes positivas C y n, de manera que g(n) < Cf(n) Vn=n, . Por su parte, el

término Q( £ (#7)) denota las funciones tales que g(») > Cf (n) Vn > n, [PreSha85].

La cota inferior para la complejidad de los algoritmos que realizan la
triangulacion de Delaunay de 7 puntos en dimension dos esta en Q(nlogn), mientras que

para dimension d mayor o igual a tres es Q(n/*/*1).

"En dimensién dos existen gran niimero de algoritmos, algunos de ellos especificos
de esta dimension. Por ejemplo, el algoritmo conocido como Flipping parte de una
triangulacion de un conjunto de » puntos dél plano y analiza si cada par de tridngulos
opuestos son localmente de Delaunay. En caso de que no sea asi, intercambia la diagonal
consiguiendo de esta manera que el par de triangulos sea loéalmente de Delaunay. Se
puede demostrar que este prdceso es finito y que su complejidad es Q(n*) [Fort92].

En dimension arbitraria d hay una importante clase de algoritmos basados en la
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creacion de la envolvente convexa de las proyecciones de los puntos sobre un
paraboloide en dimension d+1. Para hacer que sea mas sencillo imaginar como
funcionan estos algoritmos supondremos que X es un conjunto de puntos en dimension

dos. Se define la aplicacién A: E* — E’ mediante la relacién

AMx)=(€,,&, :Enz +§§)

donde (£,,€,) son las coordenadas del puntox € E*. La imagen de esta aplicacion es el

paraboloide dado por:
A={(xQ) cE’/xeE’, {=E]+E}}

Se puede demostrar [Fort92] que la tﬁangul‘aci()n de Delaunay Del(X) es la proyeccion
sobre el plano de la base de las caras inferiores de la envolvente convexa de A(X). Se
entiende por caras inferiores aquellas que son visibles desde el punto del eje { (0,0,—c0).
Una cara es visible desde un punto p si cualquiera que sea el punto g de la cara el

segmento pq no intersecta ninguna region prohibida, en nuestro caso la envolvente

convexa de A(X).

(a) (b)

Figura 6. Envolvente convexa de A(X) (a) y proyeccion sobre el plano de la base (b).

Existen numerosos algoritmos para hallar la envolvente convexa de un conjunto de

puntos en un espacio E? que pueden ser utilizados a su vez para construir la

triangulacién de Delaunay. Sin entrar en detalles, explicaremos a continuacién las

principales ideas de uno de estos algoritmos.
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En primer lugar se elige un subconjunto R de X con d +2 puntos de manera que
A(R) determine un simplice de-E**'. Obviamente la envolvente convexa H de A(R)
coincide con este simplice. Tomando como punto de partida A construiremos la
envolvente convexa de X afiadiendo puntos uno a uno y modificando oportunamente la

envolvente convexa precedente.

Supongamos ahora que ya ha sido construida la envolvente convexa H de un
subconjuntoR  X. La modificacion de H cuando se afiade el nuevo punto x,,, se lleva a
cabo como sigue:

1. Encontramos el conjunto H, de d-caras visibles desde A(x,,,).

~ 2. Substituimos H, por el conjunto de d-caras definido por:

T

H,={F,/F, = cell(F U {Mx,,))), F <H,)

donde H, es el conjunto de (d - 1)-caras que definen el horizonte de H visto

desde A(x,,,) y cell(FU{A(x,,,}) es la celda formada a partirde F e H, y el
punto A(x,,,). 0

El proceso anterior se repite hasta que no quedan mas puntos de X por incluir; es
por tanto un algoritmo incremental. La triangulacién de Delaunay sc obtiene proyectando

las caras inferiores de H sobre el plano  =0.

La complejidad del algoritmo depende de lo rapidamente que encontremos una de

las d-caras de H,. Supongamos que los puntos de X se ordenan segtin su coordenada &
y en caso de haber varios con la misma coordenada £, segin su coordenada &,. Si los
puntos se afiaden en este orden, cada nuevo punto A(x,,,) siempre ve una de las d-caras,
digamos F, de H,. La bisqueda del resto de d-caras de H, se efectiia partiendo de F'y
continuando por las d-caras vecinas de las ya incluidas en H,. Es posible demostrar que

la complejidad de este algoritmo, cuando los puntos se afiaden en el orden referido, es

O(nrd+l/2]) )
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Otro tipo de algoritmo incremental muy utilizado es el conocido como algoritmo
de Watson [Wats81]. La ventaja que presenta éste frénte a otros algoritmos
incrementales es su simplicidad conceptual. Este es el motivo que nos ha hecho
decidimos por este algoritmo, o para ser exactos por una variante del mismo, para
construir nuestro generador de mallas. Ademas, como el resto de algoritmos
incrementales, permite refinar localmente la malla en las zonas donde el error cometido
por el MEF es mayor. El refinamiento de la malla se puede acometer sin necesidad de
reconstruirla desde el principio, bastara con introducir nuevos puntos, en posiciones
adecuadas, en la malla existente. En el capitulo siguiente haremos una exposicion
detallada de esta variante del algoritmo de Watson, de las dificultades que conlleva su
implementacjo’n en el ordenador y de las modificaciones que hemos realizado para salvar

estas dificultades.

25

* © Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



2. ALGORITMO DE
TRIANGULACION
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2.1. Introduccion. |

El algoritmo que vamos a presentar aqui es una variante del conocido algoritmo
de Watson [Wats81]. Esta version esta reflejada en el articulo de P. L. George titulado
"Delaunay’s mesh of a convex polyhedron in dimension d. Application to arbitrary
polyhedra” [GeoHec92]. La realizacion de este algoritmo presenta importantes
_ problemas, debidos a errores de redondeo, cuando los puntos no estan claramente en
posicion general. La solucién que propone George en su articulo hace uso de aritmética
exacta en algunos calculos. Esto supone, como veremos en el apartado 2.3, la aplicacion
de un factor de escala a los puntos de X, y que éstos, una vez aplicado el factor de
escala, deban estar situados sobre los nodos de una rejilla de 511x511x511 (en

dimension tres).

Nosotros nos proponemos acometer estos problemas sin hacer uso de aritmética
exacta, esto es, utilizando en todo momento rimeros en coma flotante. La ventaja de
hacerlo asi esta en el ahorro de tiempo de CPU y en una menor restriccion en la

ubicacién de los puntos.

También dentro de este capitulo, se exponen algunas de las estructuras de datos
capaces de soportar la informacion de una triangulacion. La eleccion de una u otra
depende en gran medida del uso posterior de la triangulacion. La escogida por nosotros

pretende ser lo mas versatil posible, ain a costa de mayor consumo de memoria.

Al final del capitulo se dan los detalles de como el algoritmo actualiza los datos

de la triangulacidn cada vez que se afiade un nuevo punto.
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2.2. Descripcion del algoritmo.

Consideremos el conjunto finito de puntos, no todos coplanarios, X < E ¢ El
algoritmo que expondremos a continuacion parte de la triangulacion de los d+1
primeros puntos, supuestos afinmente independientes, y prosigue afiadiendo puntos de X,
haciendo las oportunas modificaciones de la triangulacion, hasta que se llega al ultimo

punto. Los principales pasos que efectiia el algoritmo son los siguientes:

Construccién de la triangulacion inicial.

Supongamos que los d+1 primeros puntos, X,,, de X son afinmente
independientes. El simplice X, determinado por los puntos de X,,, constituye una

triangulacion de Delaunay de X ;..
Anilisis de la posicién del punto x,,, respecto de la triangulacién.

Supondremos que ya ha sido construida la triangulacion D(X;) de los i primeros

puntos de X. Designaremos por K, a los simplices que forman la triangulacion y por
B(K) a sus esferas circunscritas. Supondremos que estos simplices estan orientados

correctamente, es decir, det(K;)>0. Antes de afiadir el nuevo punto, x,,,, debemos

conocer su posicion respecto de D(.X;).

Sea B(X,) = UB(K ;) la cobertura de las esferas circunscritas a los simplices de
Igj<i '

D(X,). Est4 claro que sélo una de las tres situaciones siguientes es posible:
. (@) x,, €D(X,), estoes, 3K, eD(X;)/x,,, €K, ;
(®) x,, ¢B(X,), estoes, x,,, ¢B(K)),1<j<i;

(©) x,, ¢D(X,) pero x,,, €eB(X,), esto es, 3K, eD(X,)/x,,, € B(K;).0
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Para caracterizar estas situaciones utilizaremos unos simplices virtuales K,

1< j < p, construidos con las caras de la frontera de D(X;) y el punto x,,,. Las caras de
la frontera de D(.X,) son aquellas que pertenecen a un unico simplice de D(X,); son

caras de la envolvente convexa de X;.
(1) La situacidn (a) se caracteriza por:
det(K;) 20 Vj1<j<p
(2) La situacion (b) esta caracterizada por:
Ax,,,K;)>0 VK; eD(X))

donde A(x,,,K;) es el determinante asociado a la esfera circunscrita al

simplice K (ver definicion 13).
(3) Por ultimo, vemos que la situacidn (c) es la negacion dc las dos anteriores
3j,1<j< p/det(K;.) <0 y 3K, eD(X)/A(x,,K;)<0.0
Inclusién del punto x;,, en la triangulacion.

La triangulacion D(X,) debe modificarse parcialmente para dar lugar a la
triangulacion D(X,,,) que incluya al punto x,,,. Segin la posiciévn en la que se encuentre

x,., respecto de la triangulacion se procedera de una de las siguientes maneras:

(1) Situacion (a) (ver figura 7): Hallamos el conjunto de simplices cuyas esferas

circunscritas contienen a x,,,
D] ={K; eD(X)/ x,, € B(K)}

y determinamos las caras de su frontera, C‘,Dl. La triangulacion de los i +1

primeros puntos es:
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D(X;,)) = (D(X,)-Dy)UD;

donde D), = Uconv(C, u{x,,,}) es el conjunto de simplices formados con las
J

cada cara C, eC"fD1 y el punto x,,,. El hecho de que las esferas circunscritas
a los simplices de D] contengan el punto x,,, asegura que las caras de C}DI
sean visibles (una vez eliminados los tetraedros de D!) desde dicho punto;
esto asegura la consistencia topoldgica de la construccion. En otras palabras,

no se produciran cruces entre los simplices recién formados y los ya

existentes.

\(Z) Situacién (b) (ver figura 8): Encontramos las caras de D(X,) que son

visibles desde x,,, (estas caras serin forzosamente de la frontera de D(.X)).

Al conjunto de todas ellas lo denominaremos C!;. En este caso, la

triangulacion D(X,,,) esta dada por:
D(X,,)=D(X)Uconv(C, U{x,}) VC, eC,,
J

(3) Situacion (c) (ver figura 9): Sea R’ =D(X,)~D} el conjunto resultante de

restar a D(X,) el conjunto de simplices D}. Denominemos C!_ a las caras de

V.

R’ visibles desde x,,,. En este caso, la triangulacion D(X,,,) esta dada por:

D(X,,)=R'Uconv(C, u{x,,,}) VC, eCi, .0
J

En todos los casos anteriores se supone que la orientacion de los simplices es tal
que sus determinantes asociados son positivos. El proceso empleado para construir la
triangulacion de los i +1 puntos asegura que ésta sea localmente de Delaunay, y en
consecuencia, segun la propiedad 6, la triangulacién final serd de Delaunay. La

triangulacion concluye cuando se han afiadido todos los puntos de .X.
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x7
x5 x4 xS x4
x6 x6
x3 X
x7 x7

1 (c) 1 (d)

Figura 7. (Situacion (a)). Inclusion del punto x, en la triangulacion D(X;) (a).
Conjunto D} (lineas gruesas) (b). Frontera de D} (lineas gruesas) (c). Triangulacion
final, D(X,).
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Figura 8. (Situacién (b)). Inclusion del punto x, en la triangulacion (S6lo se muestran

los circulos mds proximos a x,). Las caras visibles desde x, son C, = {C,,C,}.

1 2

Figura 9. (Situacién (c)). Inclusién del punto x,, en la triangulacion (S6lo se muestran
los circulos que contienen a x,,). El conjunto de caras visibles desde x,,, después de

eliminar los triangulos K, y K,, es C;p = {C,,-++,C;}.
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El algoritmo mostrado anteriormente construye la envolvente convexa de X. Es
posible simplificarlo notablemente si hacemos que todos los puntos de X estén incluidos
en un simplice inicial, K, o en cualquier otro d-politopo descompuesto en simplices
formando una triangulacion de Delaunay. Esta claro que de las tres situaciones
anteriores, la Unica que se puede presentar ahora es la situacion (a). Con esta
simplificacion vemos que la eficacia del algoritmo depende fundamentalmente del
procedimiento empleado para encontrar los elementos de Dj; los procesos restantes se

circunscriben a la region determinada por Dj.
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2.3. Problemas debidos a errores de redondeo.

En teoria, el algoritmo descrito anteriormente es capaz de construir la
triangulacion de Delaunay de cualquier conjunto de puntos, incluso cuando éstos no

estan en posicion general. El que ésto sea asi depende de que los calculos que determinan

la situacion del punto x,,, respecto de la triangulacion, la orientacion de los simplices y el

conjunto de simplices que desaparecen, D;, se haga de forma exacta. La situacion del

punto x,, esta dada por los signos de los determinantes det(K;.) y A(x,,,K)), la
orientacion de un simplice depende del signo de det(X ) y el que un simplice pertenezca
o no a D} estd determinada por el signo de A(x;,,K)); x,, €B(K)) si y sblo si
A(x,,,,K;)<0. La Gnica manera de evaluar los signos de estos determinantes es
calculandolos. En ocasiones el valor absoluto de estos determinantes es tan pequefio que
puede sobrepasar la tolerancia del ordenador cuando éste trabaja con niimeros en coma
Slotante. Una evaluacion erronea en el signo de un determinante puede hacer, como
veremos mas adelante, que la construccion que realiza el algoritmo no sea, desde un

punto de vista topologico, una triangulacion.

Una alternativa al calculo con numeros en coma flotante es el empleo de
aritmética exacta. Los problemas de memoria y tiempo de CPU que esto conlleva seran

examinados también dentro de este apartado.

En el anilisis que haremos a continuacion de las diversas situaciones que dan
lugar a triangulaciones topoldgicamente incorrectas, o por lo menos conflictivas,
supondremos que la precision con la que trabaja el ordenador es limitada, esto es, se

emplea aritmética no exacta.

Una situacidon que se puede presentar en cualquier dimension, y que por
simplificar describiremos en dimensién dos, ocurre cuando los puntos de X no estan

claramente en posicion general. Supongamos que X ={x,,---,x;} estd formado por

34

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



cinco puntos de E? situados sobre la misma circunferencia. Supongamos también que ya
se ha realizado la triangulacién de los cuatro primeros puntos dando lugar a los
triangulos K, = {x,,x,,%;} ¥ K, ={x,,x,,x,} (figura 10 (a)). La imprecision en la
evaluacion de los determinantes A(x;,K,) y A(x;,K,), cuando se va a incluir el punto x,

en la triangulacion, puede dar lugar a las cuatro situaciones siguientes:

(a) Si el ordenador evaliia que A(x,,K;) <0y A(x,,K,) <0, los tridngulos X, y

K, desaparecen dando lugar a los nuevos triangulos {x,,x,, %}, {x;, %3, %5} ¥

{x,,%,,%;} (figura 10 (b)).

(b) Si evalia que A(x;,K)>0 y A(x;,K,)>0, los triangulos X, y X,

permanecen y se forma el nuevo frié,ngulo {x,,x,,x} (figura 10 (c)).

(c) Sievalia que A(x,,K,)>0y A(x;,K,) <0, el triangulo K, permanece, el X,

desaparece y se forman los nuevos simplices {x,,x;,x;} y {x;,%,,%;} (figura

10 (d)).

(d) Por dltimo, si evalia que A(x;,K)<0 y A(x,,K,)>0, el tridngulo K,

desaparece, el K, permanece y se forman los nuevos tridngulos {x,,x,,xs} y

{x,,%,,x,} (figura 10 (e)).
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Figura 10. Diversas posibilidades, debidas a errores de redondeo, en la
triangulacion de cinco puntos coesféricos.

Todas las situaciones anteriores son admisibles a excepcion de la dltima ya que en
ella se produce un cruce entre tridngulos. La topologia de esa construccién no
corresponde a una triangulacién. En la practica, la situacion anterior se presenta con
frecuencia si no se arbitra algun procedimiento que la evite, incluso cuando los puntos no

estan sobre la misma circunferencia pero estan proximos a ella.

Otra situacion que puede dar lugar a construcciones incorrectas, y ésta solo
ocurre en dimension mayor o igual que tres, se produce cuando se incluye un nuevo
punto sobre la frontera de la (d —1)-esfera circunscrita a la cara comun de dos simplices
opuestos. Como veremos mas adelante, puede ocurrir que aparezcan simplices
degenerados con volumen nulo, e incluso cruces entre ellos. Para que la comprension de
esta circunstancia resulte mas sencilla, analizaremos la situaciéon suponiendo que la

triangulacion es tridimensional. Consideremos que el comjunto X = {x,,---,x,} estd
formado por seis puntos de £* y que cuatro de ellos, x,, x,, x, y x,, estan situados sobre
la misma circunferencia. Si la triangulécic’m de los cinco primeros ha dado lugar a los
tetraedros K, = {x,,x,,x,,x,} y K, ={x,,x,,x,,x,} (ver figura 11 (a)), la inclusion del

punto x; en la triangulacion puede dar lugar a las cuatro situaciones siguientes:
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(a) Si el ordenador evala que A(x,,K,) <0y A(xg,K,) <0, los tetraedros K y
K, desaparecen y se forman los nuevos tetraedros {x,,X;,%,,%s},

{x21x3sx4’x6}’ {xl’x3’xs’x5} y {xzax;bxs’xs} (ﬁgura 11 (b))

(b) Si evalia que A(x;,K)>0 y A(x,K;)>0, los tetraedros K, y K,

permanecen y se forman los nuevos tetraedros {x,,X,,%,, X}y {x,%,,%s, %}
(figura 11 (c)).

(c) Si evalia que A(x;,K)<0y A(x,K;)>0, el tetraedro K, desaparece, el
K, permanece y se forman los nuevos tetraedros {x,,x,,X;, X},

{xl’xs’xuxs}’ {x2=x3’x4’x6} y {x,,%,,%s,%¢} (figura 11 (d)).

(d) Por dltimo, si evalia que A(xG,K,)>'0 y A(x,,K,)<0, el tetraedro K|
permanece, el K, desaparece y se forman los nuevos tetraedros

{xlix2’x3’x6}’ {xl’x:!’xSaxG}a {xz)xs’xsyxs} y {xl:xzax4:xs} (ﬁgura 11(d))

(a) (b)
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Figura 11. Diferentes posibilidades en la triangulacion del conjunto de
puntos X = {x,,"**,X¢}

Las dos primeras construcciones (figuras 11 (b) y 11 (c)) corresponden a
friangulaciones admisibles. Las dos ultimas estan representadas por la figura 11 (d). En
ellas aparecen fetraedros degenerados, es decir fetraedros planos con volumen nulo.
Son, por consiguiente, construcciones inadmisibles en la triangulacion. Hay que hacer
notar que, incluso trabajando con aritmética exacta, se puede llegar a situaciones en la

que aparezcan tetraedros arbitrariamente planos y por tanto no aptos para la aplicacion

del MEF. Bastaria para ello que el punto x, estuviera situado, por ejemplo, en la
superficie de la esfera circunscrita a X, y por encima del plano determinado por los
puntos x,, X, y ¥, a una distancia de éste suficientemente pequefia. Desde el punto de
vista del MEF son preferibles las triangulaciones de las figuras 11 (b) y 11 (c) aunque

éstas no fueran, estrictamente, de Delaunay.

En caso de operar con aritmética no exacta podria ocurrir, suponiendo que la
situacién real del punto x, es la misma de antes, que el ordenador interpretara que

x, €B(K)) y x,€B(K,). Esto conduciria a una construcciéon topologicamente

incorrecta en la que aparecerian cruces entre tetraedros.
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Se han propuesto numerosas formas de solucionar estos problemas. Una de ellas
consiste en aplicar un factor de escala a los datos de la entrada de manera que los
niimeros en coma flotante se conviertan en enteros. Dado que los determinantes de
niimeros enteros son a su vez nimeros enteros, es posible utilizar aritmética exacta para
evaluarlos sin error alguno. Uno de los problemas que plantea la utilizacién de aritmética
exacta es la limitacion en el valor de las cantidades que aparecen en los determinantes.
Supongamos que b sea el nimero de bytes de la mantisa de una palabra y L la longitud
tipica del dominio después de haber aplicado el factor de escala. El determinante

d+1
A(x,,,,K;) incluye términos tales como > L*?, donde L, son cantidades similares a L.

i=1

Este determinante puede ser computado con enteros si se cumple que I, <22 .

Para d =3y b=48, resulta L, = 2° _1=511. Esto significa que todos los puntos de X,
una vez se han normalizado, deben encontrarse en una rejilla del orden de
511x511x511. Esta limitacion es claramente excesiva para muchas aplicaciones de
interés practico. Otro factor que hay que tener en cuenta es el substancial aumento de

tiempo de CPU que conllevan los calculos con aritmética exacta.

Una alternativa al uso de aritimética exacta en todos los calculos es el utilizarla

sélo cuando sea imprescindible. En este sentido, George (ver [GeoHer92]) propone

calcular con mimeros en coma flotante los determinantes A(x,;,K;) y con enteros los

d
determinantes det(X;). En estos Gltimos aparecen cantidades tales como »_ L7, cuya

i=]
evaluacién con enteros se puede llevar a cabo si Z; es a lo sumo 2'$ —1=65535. En este
caso la resolucion es aceptable, pero sigue siendo necesario un gran esfuerzo en tiempo

de CPU.

Si se opta por la utilizacion de aritmética no cxacta habra situaciones en las que
sea imposible construir, estrictamente hablando, la triangulaciéon de Delaunay. Lo que si

es factible, es construir una triangulacion proxima a ésta. Esta posibilidad puede ser mas
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conveniente para la aplicacion del MEF ya que en ocasiones la calidad de la triangulacion
de Delaunay es peor que la de una triangulacion no estrictamente de Delaunay, tal como

apuntibamos cuando hablabamos de la aparicion de tetraedros planos.

Los problemas causados por los errores de redondeo, asi como sus posibles
soluciones haciendo uso de aritmética no exacta, han sido tratados por diversos autores,
ver por ejemplo [CavFie85], [Perr88], [SchShe90], [WeaHas94]. Los métodos utilizados
por estos autores estan basados en lﬁs siguientes técnicas, o en combinaciones de ellas:
disminuciéon o aumento del radio de las esferas circunscritas en una cantidad similar a la
maxima precision con la que opere el ordenador, perturbacion virtual de las coordenadas
de los puntos que causen problemas, permutacion del orden de insercion de estos puntos,
eliminacion de los tetraedros de D] que posean alguna cara que no sea visible desde el

punto x,,,, etc.

Por nuestra parte, hemos probado procedimientos que combinan las tres primeras
técnicas y los resultados obtenidos no han sido suficientemente satisfactorios. Esto nos
ha llevado a construir un algoritmo, que sera explicado mas adelante, y que pretende

evitar los errores de redondeo en la casi totalidad de los casos.
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2.4. Estructuras de datos.

Los objetos matematicos con que trabaja cualquier algoritmo geométrico no
pueden ser manipulados directamente por el ordenador. Por tanto, es necesario
simbolizarlos por medio de datos simples vsusceptibles de ser tratados por éste. La
organizacion de esos datos se conoce como estructura de datos. No existe un unico tipo
" de estructura de datos para representar una malla. Dependiendo de si la malla es
estructurada o no estructurada, de la utilizacion que se le pretenda dar, de la rapidez en
el acceso a los datos, la cantidad de memoria disponible, etc., serd conveniente un
determinado tipo de estructura de datos u otro. Aspectos tan dispares como la
represeptaci()n grafica, aplicacion del MEF mediante solucion directa, iterativa o técnicas_

multimalla, harin que sea apropiada una determinada estructura de datos.

Cualquier estructura de datos debe aportar informacién suficiente para conocer
las coordenadas de los puntos de X y las de los puntos que conforman cada elemento.
Ademas, en el caso de mallas no eétructuradas es muy conveniente disponer de algin
tipo de informacién acerca de las conexiones entre elementos. De esta manera podemos

conocer los elementos vecinos a uno dado, y por tanto, tener una vision global de la

malla.

Para la representacion de triangulaciones se utiliza con frecuencia una estructura
de datos en la que cada punto y cada simplice estan especificados en la memoria del

ordenador por un nodo, np y ns, respectivamente. La estructura de datos consta de un

vector, p(i,np) (1<i<d) que nos proporciona las d coordenadas cartesianas de cada
punto np, de otro, s(i,ns) (1<i<d+1), que nos proporciona los nodos de los d+1
puntos que forman cada simplice #s , y por ultimo, de un puntero pt(i,ns) (1<i<d+1)

que apunta a cada uno de los simplices vecinos del ns.
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Mediante la utilizacion adecuada de estos vectores y punteros se pueden conocer
los vértices de cualquiera de las /-caras (1</<d-1) de un determinado simplice, asi

como el conjunto de /-caras con una (/- 1)-cara en comtn [Fort92].

La estructura de datos anterior tiene como ventaja principal el reducido gasto de
memoria. Por contra, tiene el inconveniente de no disponer de una numeracién de las /-
caras de los simplices de la triangulacion. Esta informacion puede ser muy conveniente

para la aplicacion de algunos programas basados en el MEF.

En el caso particular de la triangulacion de Delaunay, es necesario saber cuando

un punto esta dentro de la esfera circunscrita a un simplice. En la definicion 15 de los

preliminares se mostraba un procedirniento; basado en el calculo un determinante de
(d +1) x(d +1), para establecer cuando ocurria esta circunstancia. Este procedimiento
ofrece la posibilidad de utilizar aritmética exacta; sin embargo, el nimero de operaciones
que conlleva el célculo de este determinante €s muy superior al que se necesitan para
determinar el centro y radio de la esfera circunscrita a un simplice, si bien en esta ocasion
no es posible utilizar aritmética exacta. Cuando se trabaja con nimeros en coma flotante
es preferible esta Gltima alternativa. Ademas, supone un ahorro de tiempo de CPU el

tener almacenados en memoria los datos relativos a estas esferas.

Centrandonos en el caso de dimension tres, supongamos que v, (1<i <4) sean
los cuatro vértices de un tetraedro. El centro de la esfera circunscrita a este tetraedro se

puede hallar, por ejemplo, calculando la interseccion de los tres planos que pasan por los

vértices v, y v, y por el punto medio dcl lado opuesto, el v;v,, donde se supone que 7, j,
k toman todos los valores comprendidos entre 2 y 4 con i # j # k. El calculo de esta
interseccion supone la resolucidn de un sistema lineal de ecuaciones de 3 x 3. El nimero
de operaciones necesario para resolver este sistema, por ejemplo mediante el método de
Gausscon pivote total, es muy inferior a las que se necesitarfan para resolver el

correspondiente determinante de 4 x 4.
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Una estructura de datos para la representacion de mallas no estructuradas en
dimension tres que requiere mas memoria, pero que a cambio ofrece una informacion
mas directa y completa, es la resefiada por George en [Geor91] y denominada GEOM.
En ella se describen los elementos por sus caras, las caras por sus aristas y las aristas por
sus vértices. Aparte de esta informacion, se puede disponer de dafos adicionales como

numeros de referencia asociados a los vértices, etc.

La estructura de datos por la que hemos optado pretende ser lo mas versatil y
completa posible aln a costa de necesitar gran cantidad de memoria. Otro objetivo que
se ha tenido en cuenta es el de la rapidez de funcionamiento de los diferentes algoritmos
que componen el programa. Para ello el acceso a la informacion debé ser lo mas directo
posible. |

Los datos de la triangulacion se almacenan en dos tipos de estructuras: vecfores
globales y vectores locales. Los vectores globales almacenan informacion de toda la
triangulacion construida hasta el momento presente, es decir, de D(X;). Los vectores

locales almacenan datos relativos a la region que se modifica, esto es, D|. Estos datos

seran utilizados después en la actualizacion de los vectores globales.
1. Vectores globales.

En cada fase de la triangulacion es necesario conocer el nimero total de
tetraedros, ntt, caras, nifc, aristas, nfa y vértices, ntv, existentes hasta ese momento.
Logicamente, estos valores cambiando a medida que se vayan afiadiendo nuevos puntos

a la triangulacion.

Hay que tener en cuenta que los vértices de una triangulacion conforme coinciden
con los puntos de X, por tanto, ntv sera también el nimero total de puntos incluidos en la

triangulacion.
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La descripcion de los tetraedros se hace a partir de sus caras y sus vértices, la de
las caras a partir de sus aristas y sus vértices y la de las aristas a partir de sus vértices. Es
claro que los vértices de los tetraedros y caras se pueden deducir a través de los vértices
de las aristas. El hecho de optar por esta representacion ha sido motivado por tener un
acceso mas directo, y por tanto mas rapido, a los vértices de estos elementos. Se han
almacenado también el radio (en realidad, el cuadrado del radio) y las coordenadas del
_centro de las esferas circunscritas a los tetraedros. Para el calculo del centro se ha
empleado el método de Gauss con pivote total. En el caso de un sistema de 3x3 este
método es rapido, y ademas reduce notablemente los errores de redondeo. En todo lo
sucesivo supondremos que nv, na, nc y nt son los numeros representativos de los

.vénices, aristas, caras y tetraedros.

Coordenadas de los puntos de X:
x(nv), y(nv), z(nv).

Radio y coordenadas del cenfro de las esferas circunscritas:
r,(nt).x,(nt), y,(nt), z,(nt).

Descripcion de los elementos:

1. Descripcion del tetraedro por sus caras:
CT(G,nt)=nc (1<i<4).
El vector CT proporciona las cuatro caras del tetraedro nt.

2. Descripcion del tetraedro por sus vértices:
VIG,nt)=nv (1<5i<4).

El vector VT proporciona los cuatro vértices del tetraedro nt.
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3. Descripcion de la cara por sus aristas:

AC(i,nc) = na (1si<3).

El vector AC proporciona las tres aristas de la cara rc.
4. Descripcion de la cara por sus vértices:

VC(i,nc)=nv (1<i<3).

El vector VC proporciona los tres vértices de la cara nc.
5. Descripcion de la arista por sus vértices:

VA(i,na)=nv (1<i<2).

El vector VA proporciona los dos vértices de la arista nc. O

Los vectores x, ¥, z, 7,,, X,, J,, ¥ 2, se representan en el ordenador mediante
reales de doble precision, esto es, nimeros en coma flotante de dieciséis digitos. El resto

de vectores estan representados por enteros de ocho digitos.

Con la informacién anterior tenemos un conocimiento completo pero local de los
diversos elementos de la triangulacién. La estructura de datos se debe completar
indicando las conexiones existentes entre ellos. Su utilidad es doble: por un lado
proporcionan informacion de gran interés en la aplicacion a un programa de elementos

finitos y por otro agilizan el proceso de construccion de la triangulacion.

Conexiones entre elementos:

1. Tetraedros que comparten una cara:

TCC(i,nc)=mt (1<i<ttcc(ne)).
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El vector 7CC nos proporciona los tetraedros, nz, que comparten la cara nc.
El vector #tcc indica el total de tetraedros adyacentes a la cara nc. Este

vector s6lo puede tomar los valores 1 6 2; el valor 1 lo tomara cuando la
cara sea exterior a la triangulacion. En realidad, se podria prescindir de este

ultimo vector, si acordaramos, por ejemplo, asignar el valor 0 a 7CC cuando

no existiera el correspondiente tetraedro.
2. Caras que comparten una arista:

CCA(i,na)=nc (1<i<tcca(na)).

El vector CCA nos proporciona las caras, nc, que comparten la arista »na. El

vector fcca indica el total de caras adyacentes a la arista na.

3. Aristas que comparten un vértice:

ACV(i,nv)=na (1<i<tacv(nv)).

El vector ACV nos proporciona las aristas, #a, que comparten el vértice nv.

El vector facv indica el total de aristas adyacentes al vértice nv. [
2. Principales vectores locales.

Cuando se incluye el punto x,, en la triangulacion, los tetraedros de D;
desaparecen. Todas las caras y aristas de estos tetraedros, cuyo interior relativo esté

incluido en el interior de D}, desaparecen también, Denotaremos por Cip, ¥ Ajp, a estas

caras y aristas, respectivamente.

La reconstruccion de la triangulacion se lleva a cabo a partir de las caras, aristas y

i

vértices incluidos en la frontera de D] y el punto x,,,. Denotaremos por C), , A’ y

Vi p, alas caras, aristas y vértices de la frontera de D;.
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El conjunto de tetraedros que se forman con las caras de C}, y-el punto x, se

denota por D,.
D}, =Uconv(C ofxa}) VG e CifDx
j

El conjunto de caras que se forman con las aristas de A’ y el punto x,,, se

denota por C}.
C'2 = U conv(Aj (O {xx‘+l}) v Aj € A}Dl
j

Por ultimo, el conjunto de aristas formadas con los vértices de V}D, y el punto

x,,, se denota por A}.
A; =Uconv(V, Uix,,}) V7V, €V,
y

La estructura de datos almacena en los vectores locales los nimeros globales de
los elementos interiores y de la frontera de D}, asi como los construidos a partir de ésta.
Entendemos por numero global aquel que representa al elemento en la triangulacion

L}
D(X,). El indice de un determinado elemento dentro de su vector local es lo que

entenderemos por numero local del elemento.

En situaciones especiales pude ocurrir que al incluir un punto en la triangulacion
se formen menos tetraedros, caras o aristas de las que han desaparecido. Esto da lugar a
la aparicion de lo que denominamos, elementos residuales. Cuando esto ocurre, se hace
necesario almacenar los nimeros globales que no hayan sido reasignados a nuevos
elementos. Los vectores empleados para este proposito son los mismos que se emplean

para almacenar D}, C;;, y Aj; , que como veremos son LT, LCI y LA, respectivamente.

Para ilustrar el proceso de almacenamiento de elementos residuales tomaremos como

ejemplo el vector LT. Consideremos que el nimero total de tetraedros que hay

acumulados en el vector LT, cuando se ha incluido el punto x, en la triangulacién, es nrt.
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Supongamos que en el momento de incluir el punto x,,, el conjunto D] consta de n
tetraedros. En el vector LT se almacenaran estos tetraedros a partir de nrt+1 hasta
1t =n—nrt (figura 12 (a)). Si, por ejemplo, ocurre que el cardinal del conjunto CifD, , tcf,
es menor que # (ver figura 12 (b)), los tetraedros cuyo nimero local esté comprendido
entre tcf +1y # —tcf , quedaran a la espera de aportar su nimero global a los tetraedros
que se iran generando a medida que se afiadan nuevos puntos a la triangulacion; su
almacenamiento se llevara a cabo situandolos en la cola del vector LT (figura 12 (c)). El
puntero nrt tomara el valor #t —zcf hasta su nueva actualizacion. Si, por contra, fcf es
mayor que #f, todos los tetraedros almacenados en LT aportaran su nimero global a los
tetraedros generados en esta fase de la triangulacion. En este caso nrt=0. Con los

vectores LCI y LAI se procede de forma similar; en este caso se utilizan los punteros nrc

y nra para las caras y aristas, respectivamente.

Hay que hacer notar que los numeros totales nta, ntc y ntt, a los que nos hemos
referido con anterioridad, incluyen también las aristas, caras y tetraedros residuales

presentes en una determinada fase del programa.

LT
nrt f
(2) '
LT
1
LT
nrt = tt-tcf 14
tt —‘}cf
(©

Figura 12. Almacenamiento de tetraedros en LT.
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Tetraedros residuales y tetraedros de D;.
LT@)=nt (1<i<u).

Desde i =1 hasta nrt, el vector LT nos proporciona el numero global del i-

ésimo tetraedro residual. Desde i = nrf +1 hasta #, LT nos proporciona el i-

ésimo tetraedro de D!,
Caras residuales y caras de C;ﬁD] .
LCI(@) =nc (1<i<tci).

Desde 7 = 1 hasta nrc, el vector LCI nos proporciona el nimero global de la

i-ésima cara residual. Desde i =nrc +1 hasta fci, LCI nos proporciona la i-

ésima cara de C;, .
Aristas residuales y aristas de Ajp, .
LAIG)=na (1<i<tai).

Desde i =1 hasta nra, el vector LAI nos proporciona el nimero global de la

i-ésima arista residual. Desde i = nra +1 hasta tai, LAI nos proporciona la i-

ésima arista de Ajp, .

Caras de C'yp, .

LCF(@)=nc (1<istf).

El vector LCF nos proporciona el niumero global de la cara i-ésima C;‘D, .
Aristas de A’ .

LAF()=na (1<i<taf).
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El vector LAF nos proporciona el niimero global de la arista i-ésima de
Alp, .
Vértices de Vy, .

LVF@)=nv (1<i<nf).

El vector LVF nos proporciona el nimero global del vértice i-ésimo de V}D] .

Tetraedros de D;,.
LT2()=nt (1<i<tef).

El vector LT2 nos proporciona el i-ésimo tetracdro de Dj.

Caras de C},.
LC2())=nc (1<i<taf).

El vector LC2 nos proporciona la i-ésima cara de C..

Aristas de A}
LA2(iy=na (1<i<unf).

El vector LA2 nos proporciona la i-ésima arista de A%. O
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2.5. Desarrollo del programa de triangulacion.

En lineas generales, el algoritmo de triangulacion que hemos empleado
corresponde al descrito en el apartado 2.2. Se ha adoptado la simplificacion, comentada
al final de dicho apartado, consistente en incluir todos los puntos de X dentro de un cubo
previamente descompuesto en tetracdros.

A continuacion (figura 13) se muestra el diagrama de flujo del programa de
triangulacion, denominado MALLA. Cada vez que se afiade un nuevo punto a la
triangulacion se tiene que actualizar la estructura de datos a la que nos hemos referido en
el apartado anterior. Los aspectos mas relevantes de cada una de las subrutinas que

componen ¢l programa se explicaran en los apartados siguientes.
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Entrada de
datos

|

Construccion de la
triangulacion inicial

) <Desde i=1 hasta >
n, hace:

Determinacion de un
conjunto admisible D\

l

Clasificacién de los
elementos de D/

l

Restauracion de
la triangulacion

Salida datos
triangulacion,

Figura 13. Diagrama de flujo del programa de triangulacion.
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2.5.1. Entrada de datos.

La entrada de datos consiste en una lista de puntos, X < E*, definidos por sus

coordenadas. Las coordenadas de estos puntos se almacenan en los vectores x(nv),

y(nv) y z(nv). El programa comienza leyendo del fichero de entrada el nimero asociado

a cada punto y sus correspondientes coordenadas. La definicion de los puntos se hace
atendiendo a dos criterios fundamentales: calidad de la triangulacién y conformidad entre
la triangulacién y la frontera del dominio. De estos aspectos nos ocuparemos en el
capitulo tercero. Por el momento nos centraremos en el problema de construir la

triangulacion de Delaunay un conjunto de puntos previamente definido.

2.5.2. Construcciéon de la triangulacion inicial.

Como se comentd anteriormente, para simplificar el algoritmo de triangulacién,
se construye un cubo previamente descompuesto en cinco tetraedros. Todos los vectores

de la estructura de datos se inicializan con los datos de esta triangulacién inicial.

Figura 14. Triangulacicn inicial del cubo que contiene a X.

Las coordenadas de los vértices del cubo se ajustan para conseguir que todos los
n puntos de X se encuentren en el interior del mismo. Para ello, hallamos el centro de

gravedad de la nube de puntos:
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n

S5

1
nig

-

X. =

donde ¥; son los vectores de posicion de los puntos de X'y ¥, es el vector de posicion

del centro de gravedad de X. El radio r de la nube de puntos se halla calculando el
maximo de todas las distancias entre los puntos y el centro.

r = max{d(x;,x.)}

Las coordenadas de los vértices del cubo se calculan de forma que la esfera de

centro x, y de radio 7 esté contenida dentro del mismo. Las coordenadas x’_, (1<i<8)

1 cu

de los vértices del cubo estan dados por:

;
xi cub

¥x,?ci5-_rc 6>1

donde el signo mas o menos se aplica convenientemente para conseguir que estas
coordenadas definan un cubo. El parametro § se introduce para interponer una distancia

aceptable entre la nube de puntos y el cubo. De esta manera se evita que los tetraedros

construidos con las caras exteriores del cubo sean muy degenerados.

Si el numero de puntos de X es elevado, la cantidad de tetraedros que tienen
como vértice uno de los vértices del cubo puede ser muy grande, ésto hace que esos
tetraedros tengan uno de sus angulos sélidos muy pequefio. Los errores de redondeo en
los célculos que involucren a estos tetraedros aumentarin a medida que estos angulos
disminuyan. Ademas, la cantidad de memoria disponible para la variable ACV, que
almacena las aristas compartidas por un vértice, debera aumentar en consecuencia. Por
todo esto, es recomendable incluir en X un conju}ito de puntos X, distribuidos sobre una
superficie esférica interior al cubo. Los puntos de X; deben estar situados entre el cubo y
la nube de puntos X a una distancia apropiada para que se conserve la conformidad entre

la triangulacion y la frontera del dominio. Como valores tipicos cabe decir que el nimero
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de puntos de X, que se introducen en el programa es del orden de 60 para un conjunto X

- de unos 10* puntos, la distancia a x, es 2-7 y el pardmetro & toma el valor 3. Para

simplificar la notacién, consideraremos a partir de ahora que X:= X U X,.

2.5.3. Determinacion de D.

La parte més critica del programa es la que se encarga de determinar cuales son

los tetraedros que componen el conjunto D;. Un calculo inapropiado de este conjunto

puede traer como consecuencia, tal como se explico en el apartado dedicado a errores de

redendeo, una construccion que topologicamente no corresponda a una triangulacion. El
T—

resto de procesos que intervienen en el programa son una mera clasificacion y

actualizacion de los vectores almacenados en la estructura de datos. Si el conjunto D! es

admisible, el programa funcionara sin problemas. Para establecer el significado preciso,

dentro de este contexto, de la palabra admisible debemos dar unas definiciones previas.
Definicion 19,

Diremos que una cara C € C"fD] es £-visible desde x;,, si ésta es visible y ademas

sucede que:

min {cos(x,,, x,#)}> &
xeC

para cierto parametro £>0, donde 7 es el vector unitario normal a la cara C vy saliente

de Dj. Es claro que este minimo ocurre cuando x es uno de los vértices de la cara C. O
Definicion 20.

Diremos que un politopo (poliedro acotado) es &-en forma de estrella si todas sus

caras son ¢ -visibles. (0

Los requisitos que debe satisfacer el conjunto D) son los siguientes:
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1. Un tetraedro T pertenece a D; solo si x,,, € B(T).
2. El conjunto D; debe ser £-en forma de estrella.

3. El conjunto D} no debe contener ningun punto de X aparte de x,,,. O

El parametro ¢ debe ser, por una parte, suficientemente grande como para
asegurar que el programa sea capaz de vtrabajar con aritmética no exacta, por ejemplo
con reales de doble precision, y por otra, suficientemente pequefio como para que la
triangulacion resultante se aproxime a la de Delaunay. Puede ocurrir que el valor
asignado inicialmente a ¢ sea demasiado restrictivo, es decir, que no se pueda construir

un conjunto D que cumpla las condiciones anteriores, en concreto la segunda. Cuando

esto ocurre, el programa cambia automaticamente su valor por otro mas pequefio.

La segunda condicion juega un importante papel en el evitar que aparezcan
tetraedros muy planos. De hecho, la calidad de la triangulacion que resulta de imponer
los requisitos anteriores puede ser mejor, como se comentd en ¢l apartado 2.3, que la

calidad de la correspondiente triangulacién de Delaunay.
Los pasos principales que se siguen para determinar D] son:

- Bisqueda del tetraedro o conjunto de tetraedros que contienen a x,,,. A este conjunto

de tetraedros, N', lo denominaremos niicleo.

- Adicion de tetraedros al nicleo, con ciertos controles, hasta construir un conjunto D;

admisible.
Localizaciéon y determinacién del nucleo.

Como hemos dicho anteriormente, el nicleo es el tetraedro o conjunto de

tetraedros que contienen al punto x,,,. Para hallar uno de estos tetraedros nos

desplazamos a través de la triangulacion en la direccion de dicho punto. La bisqueda del |

nacleo puede comenzar en cualquiera de los tetraedros de D(X,), aunque como es

56

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



légico, ésta sera mas corta si el tetraedro del que se parte esta cerca del punto x,,,- Enla

+1°
estructura de datos no tenemos ninguna informaciéon que nos permita relacionar el
numero asignado a cada tetraedro con su posicion espacial, por tanto, no podemos saber
a priori si un tetraedro esta cerca o lejos x,,,. No obstante, debido a la forma ordenada
en que se han creado los puntos de X, cabe esperar que normalmente el punto x,,, esté
préximo al ultimo tetraedro incluido en D(X;). Elegiremos este wltimo tetraedro, T,
para empezar la bisqueda del nucleo. El algoritmo de basqueda consiste en pasar de un

tetraedro, 7, al tetraedro adyacente, 7,, que esté en la direccion de "la recta” que une T

v

con x,., y en el sentido de aproximacién al punto. El éxito del procedimiento esta

garantizado por el hecho de que la triangulacion constituye un conjunto convexo, y por
tanto, siempre se puede encontrar el tetraedro adyacente 7, al que nos referiamos
anteriormente. A pesar de que el camino seguido para encontrar el niicleo es el mas recto
posible eso no garantiza que sea el de minimo coste computacional, es decir, el que
menos tetracdros atraviesa hasta llegar al nicleo; vease por ejemplo la figura 15. Si la
estructura de la triangulacion es suficientemente regular en cuanto al tamafio y forma de
los tetraedros, es bastante probable que el camino recto sea uno de los de menor coste
computacional. Sin embargo, con el conocimiento que se tiene de la triangulacién, no es

posible saber a priori cual es camino 6ptimo.

Figura 15. Camino dptimo y camino recto para encontrar el niicleo.

El procedimiento BUSQUEDA localiza, inicialmente, uno de los tetraedros del

nicleo (ver figura 16). Una vez hecho esto, utiliza el procedimiento NUCLEO para

» hallar el resto.
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El procedimiento BUSQUEDA localiza, inicialmente, uno de los tetraedros del

niicleo (ver figura 16). Una vez hecho esto, utiliza el procedimiento NUCLEO para

hallar el resto.

Algoritmo para la localizaciéon del niicleo.
procedimiento BUSQUEDA

entrada: 7.

(* comienzo inicializacion de variables *)
=1

\’ﬁ‘in: = falso

(* final inicializacion de variables *)

mientras (fin = falso) hace
cosmax .= -1
desde j:=1 hasta 4 hace (* bucle en caras *)
hallamos la cara C; € T

hallamos un vértice, x

cj !

de la cara C,
hallamos el vector unitario, v, en la direccion de x, jax

i+l

hallamos el vector, i, normal a la cara C ; unitario y salientede T

si (71-V > cosmax) entonces (* se busca la cara C que "mejor vea" a x, *)
cosmax:=Hn-v

C:=C,

fin si

dj:=n-xcjxi+l

fin desde
d:=max{d,}

1S7s4

si (d < 6) entonces (* criterio de parada *)
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llamamos al procedimiento NUCLEO (* el tetraedro T pertenece al
nucleo *)
fin:=verdadero
si no (* pasamos al tetraedro vecino *)
hallamos el tetraedro ']", 2T/Cel,
T=1

fin si

fin mientras
salida: N',C; .

fin procedimiento.

Xei

(a)
Figura 16. Busqueda del micleo (a). Criterio de parada del algoritmo (b).

En el criterio de parada del algoritmo se ha puesto la condicién d < &, donde se
supone que § es un nimero positivo pequefio similar a la precision del ordenador, en vez
de d <0 como pareceria l6gico. La razdn para hacer esto se encuentra en que el valor
obtenido para d, cuando el punto esta sobre una cara comun a dos tetraedros, digamos T
y T’, depende ligeramente de que los célculos se realicen estando situados en 70 en 7”.
Podria ocurrir que, estando situados en 7 o en I, el valor calculado para d fuera

positivo (del orden de &). Esto traeria como consecuencia el paso alternativo de un
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tetraedro a otro sin parar en ninguno. Con la condicion d < § se evita esta oscilacion. El

valor asignado a &, cuando se trabaja en doble precision, es del orden de 1072,

Una vez localizado uno de los tetraedros del niicleo, le corresponde al
procedimiento NUCLEO hallar los demas, si los hay. Ademas, NUCLEO se encarga de
hallar el parametro &£, que es el maximo valor para el que N’ es £-en forma de estrella

respecto del punto x,,,.

Como se vera mas adelante, el procedimiento CONJUNTO D) necesita conocer

cuales son las caras interiores a N'. A este conjunto lo denominaremos Ci, y sera

hallado también por el procedimiento NUCLEO.
" Algoritmo de construccién del niicleo.

procedimiento NUCLEO

entrada: 7,{C,},{d },x,,.

(* comienzo inicializacion de variables *)
k=0

&y:=1

(* final inicializacion de variables *)
desde j:=1 hasta 4

si (d; <0") entonces (* criterio para determinar cuando x,,, estd "sobre”

i+l
una cara *)
ki=k+1
C; :=C; (* almacenamos en memoria las caras préximas a x,,, *)
fin si
fin desde

si (k =0) entonces (* si no hay ninguna cara proxima a x,,, el micleo contiene

un unico tetraedro *)
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N':={T}
Cy=0

fin si

si (k =1) entonces (* si s6lo hay una cara proxima a x,,, el micleo contiene a

los dos tetraedros que la comparten *)
N':={T/C/ eT}
Cin:={C}

fin si

si (k =2) entonces (* si hay dos caras proximas a x,,, el nicleo contiene a

todos los tetraedros que comparten la arista comun a ambas caras *)

hallamos la arista A/ A=C'NC,
N':={T./AeT)
- Cly:i={C/AeC}
fin si

si (k > 2) entonces (* el tetraedro T es extremadamente degenerado, el

tratamiento que efectuamos es similar al caso k =2 *)

hallamos los dos valores, k, y k,, que minoran {d,}
hallamos la arista A/ A=C; NC;
N':={T/4eT)}
Clyi={C/AeC)
fin si
hallamos el conjunto C'y\ de caras de la frontera de N'
desde j:=1 hasta card(C)
hallamos la cara C; €C';

hallamos el vector, i, normal a la cara C, , unitario y saliente de N

cl>

cosmin:= min{cos(x,,,x
1slss{ ( i+1

si (cosmin < g,;) entonces
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Los casos con k =3 y k =4 corresponden a tetraedros para los que el punto x,,,
esta muy cerca (a una distancia inferior a &’) de tres o cuatro de sus caras, es decir,
tetraedros muy degenerados. Como consecuencia, el micleo estara muy mal conformado,

aunque en la practica esta circunstancia raramente se produce.

El procedimiento NUCLEO considera que x,,, esti sobre una cara o una arista

cuando en realidad estd a una distancia pequefia, 6’, muy inferior a la distancia entre
puntos de X. Si, por ejemplo, el criterio para establecer cuando x,,, esta sobre una cara,

fuera d; <0, podria ocurrir que x,,, estuviera en el interior de un tetraedro 7, pero muy

proximo a una de sus caras, C. En ese caso el procedimiento NUCLEO consideraria que

N’ = {T}. El parametro &,, asociado a este nucleo seria excesivamente pequefio. Esta

claro que este resultado se mejoraria considerando al nucleo formado por los dos

tetraedros que comparten C. Esta circunstancia se consigue adoptando el criterio d, <"
en vez de d, <0. El valor que asignamos a ¢', trabajando con doble precision, es del

orden de 1078,

(@) (b)

Figura 17. Nucleo formado por un solo tetraedro (a), por los tetraedros que comparten
la cara C (b) y por los que comparten la arista A (c).

Construccion de D;.

La construccion de D; se hace por adicion, con ciertos controles, de tetraedros al
nicleo. El algoritmo CONJUNTO D; realiza una serie de iteraciones en cada una de las
cuales afiade algunos tetraedros a D}, conjunto que previamente se ha hecho coincidir

con N'. Los tetraedros que se afiaden en cada iteracién son almacenados en el conjunto
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ND;". Al final de cada una de ellas, se igualan los conjuntos ND!' y ND!, y D; se
actualiza. En la siguiente iteracion se realiza un recorrido por las caras de cada tetraedro
T de ND), y se analiza si la esfera circunscrita al tetraedro 7, exterior a D} y tal que
C=TnN1T, contiene al punto x,,,. Si este es el caso, el tetraedro 7 se afiade a Di; en
caso contrario, se analiza si C es & -visible desde x,.;- Si es asi, el algoritmo prosigue; si
no, se marca el tetraedro T’ (marcando todas sus caras) de manera que éste sea
considerado por el algoritmo como si x,,, éB(T), y CONJUNTO D) comienza desde el
principio. El procedimiento acaba cuando en una de las iteraciones no se afiade ningun

nuevo tetraedro, esto es, cuando ND;' = .

El recorrido a través de las caras de ND; se utiliza para clasificar las caras de D/

en caras interiores, C:D, , y caras de la frontera, C}Dl. Estos conjuntos se utilizaran en la

Tenovacion de la triangulacion.

Habra caras que hayan sido consideradas en alguna de las iteraciones previas.

Para evitar repeticiones en la inclusion de tetraedros a D! o caras a C:D,, se marcan las
caras una vez que se hayan incluido en C:n,- Para marcarlas se utiliza un vector M(C).

Este vector es igual a 0 si la cara C no ha sido incluida en C!;, , en caso contrario, valdra
gu D, ’

i
1. Este vector serd utilizado también para marcar las caras de los tetraedros que tienen

alguna de sus caras no £ -visible desde x,,,. En este caso, la marca utilizada ser -1.

Puede darse el caso de que un tetraedro T tenga una cara de C)p, no &-visible y

que pertenezca al nucleo. En esta situacion, el actual valor de & es demasiado restrictivo
(un valor inicial tipico para & es 0,002). Como es sabido, el micleo es £-en forma de

estrella para &= ¢y, serd suficiente cambiar & por &, para asegurar que el proceso

concluya.

Una eleccién mas conservadora es cambiar £ por una secuencia decreciente de

valores de ¢,, tales que &, <& <¢. Esta eleccion, probablemente, consigue construir
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conjuntos D} mas aceptables, pero tiene el inconveniente de tardar mas tiempo en

converger.

En la figura 18 se ha representado la secuencia utilizada por el algoritmo
CONJUNTO D; para construir Di. El conjunto {T,,...,7;} est4 formado por todos los

tetraedros cuyas esferas circunscritas contienen a x,,,. El niicleo es N' ={T} y C', =&

(las caras subrayadas son las que estan en primer plano). Las caras con un 1 dentro de un

circulo corresponden a las caras para las que M(C) =1.
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()
Figura 18. Diferentes pasos del algoritmo CONJUNTO D;.

En la figura 18 se muestran los conjuntos D}, Ci;, y C}p, en diferentes pasos del

algoritmo CONJUNTO D;. Las caras que estin en primer plano estan subrayadas.
1. Comienzo del algoritmo: D) = {T;}, Ci, =@y C;, =D (a).
2. Primer paso: D, = {7;,T,}, Cip, ={C,} y Cp, ={C,,C,,C,} (b).

3. Segundo paso: D = {7, , T}, Cip, ={C,,Cy} ¥
CffD, ={G, G, G, G5, G} (0.

4. Tercer paso: D} ={T,T,,T;, L}, Cip, ={C;,C;,Cio} ¥
CifD, ={C,,G,,C,, G, G, G, Gy} (d).

5. Cuarto paso: la cara C no es ¢-visible desde x,,,, por ejemplo, para el vértice

x,, se tiene que cos(x,, x,,,7) < 0. Se marcan todas las caras del tetraedro 7,

con -1 (e).

6. El algoritmo comienza de nuevo la determinacion de D). Ahora, la esfera
circunscrita al tetraedro 7, se considera como si tuviera radio nulo, y por

tanto, no contuviera x,,,. Esta es la razon por la que el algoritmo se detiene

i+l
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una vez que 7, ha sido afiadido a D). Los conjuntos resultantes son:

Di ={I,,L, L}, CifD, ={C,.C,,C,,C,C, G, Gy, G} y C::D, ={G,G} ©.0

Como puede verse en la figura 18, no es posible determinar un conjunto D;

admisible sin mas que extraer 7, de {T},---,7;}. El conjunto resultante no seria conexo.

Como se comentd anteriormente, el algoritmo CONJUNTO D; utiliza un sistema

de marcas en las caras de los tetraedros.. Segtn la fase del proceso en la que nos
encontremos sera necesario que las marcas de las caras estén inicializadas de una
determinada manera; por este motivo, utilizaremos dos procedimientos de inicializacion
diferentes: INICIALIZACION 1 e INICIALIZACION 2. Por considerar que no tiene
mayor interés el detallar como se realizan .estos procesos, nos limitaremos a explicar

como quedan las marcas de las caras a la salida de cada uno de estos procedimientos.

procedimiento INICIALIZACION 1

Si denominamos M(C) a la marca de la cara C, a la salida del procedimiento las
caras deben estar marcadas de la forma siguiente:
1 siCeCly

MO = ,
© {0 si C ¢Cly

procedimiento INICIALIZACION 2

A la salida de este procedimiento las caras deben estar marcadas de la forma
siguiente:

1 siCeCjy
M(C)=3-1 siC ¢C} yM(C)=-1 previamente

0 siC¢Ci, yM(C)=-1 previamente
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Algoritmo de construccién de D}.

Preproceso:
llamada al procedimiento INICIALIZACION 1

Proceso:

procedimiento CONJUNTO D}

entrada: €,&,, M(C),N',Ci,.

(* comienza la inicializacion de conjuntos *)

Di:=N'

Clp,:=Cly
ND|:=N’
Cip, =9
ND/ =

(* finaliza la inicializacion de conjuntos *)
mientras (card(ND;) > 0) hace
desde j:=1 hasta card(ND}) hace (* bucle en tetraedros de ND; *)
hallamos el tetraedro T, eND;.
desde k:=1 hasta 4 hace (* bucle en las caras del tetraedroT, *)
hallamos la cara C, €1,

si (M(C,)=00M(C,)=-1) entonces (* s6lo consideramos las caras

por las que no hemos "pasado” antes *)

si (3T #T,/C, eT) entonces (* la cara es interior al prisma
inicial *)

si (x,,, € B(T) y M(C,) =0) entonces (* el tetraedro T pertenece

aD*)
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si (3C €T/ M(C)=1) entonces (* el tetraedro T ya ha sido
incluido en D}. No se incluye de nuevo *)
(* comienza la actualizacion de conjuntos *)
M(C,):=1
Cip, = Cipr, UG,
(* finaliza la actualizacion de conjuntos *)
si no (* el tetraedro T no ha sido incluido en D}, lo incluimos
ahora *)
(* comienza la actualizacion de conjuntos *)
ND!:=ND/UT
D:=D\UT
M(C,):=1
C:Dl = C::;J, UG
(* finaliza la actualizacién de conjuntos *)
fin si
si no (* tetraedro T no puede pertenecer a D *)
hallamos el vector, 1i, normal a la cara C, , unitario y
saliente de T,

calculamos cosmin:= min {cos(x,, x,,,7)}, donde x_, es el vértice
15153

l-ésimo de la cara C,
si (cosmin > €) entonces (* la cara C, es &-visible desde el
punto x,,, *)
Cip,:=C/p UC,
sino (* la cara C, no es ¢ -visible desde x,,, *)

si (T, ¢N') entonces (* si el tetraedro T; no pertenece al

niicleo, marcamos sus caras con -1 *)

desde /:=1 hasta 4 hace
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hallamos la cara C, e T,
si (M(C,) #-1) entonces
M(C):=-1

fin si
fin desde
llamamos al procedimiento INICIALIZACION 1 (* se
inicializan las marcas de las caras *)
llamamos al procedimiento CONJUNTO D) (* e/
procedimiento comienza de nuevo *)

si no (* el valor de ¢ actual es demasiado restrictivo. Lo

cambiamos por &, que serd mds pequefio. Asi se asegura

que el nucleo sea & -visible *)
£:=6&y _
Hamamos al procedimiento INICIALIZACION 2 (* se
inicializan las marcas de las caras *)
llamamos al procedimiento CONJUNTO Di (* e/
procedimiento empieza de nuevo *)

fin si

fin si

fin si

si no (* si la cara C, estd en la frontera del prisma inicial *)
Clrp, :=C}p, UC,.
fin si
fin si
fin desde
fin desde
ND)} := ND{'
ND! =&
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fin mientras

salida: D},C;;, ,Clp,.
fin procedimiento

Como dijimos anteriormente, la determinacion de D) es la fase mas importante
del programa. Se ha pretendido que la descripcion de los algoritmos que intervienen en
ella tenga un caracter lo mas general posible. Por ello, en dicha descripcion, no se han
utilizado los vectores de la estructura de datos, en su lugar, se ha trabajado con los

conjuntos que tienen asociados.

La salida de CONJUNTO D! nos proporciona los conjuntos D, Cip, v Cp . A

partir de estos conjuntos se pueden determinar los vectores LT, LCI y LCF, asi como el
numero total de elementos, #, fci y tcf, de que consta cada uno de ellos. En -este
procedimiento se lleva a cabo también la determinacion de los punteros ite y. tite, a los
que no nos hemos referido anteriormente para no complicar en esceso el entendimiento
de dicho procedimiento. Supongamos que nc es el niimero global de una cara de C"fDl yJj
su numero local, entonces, TCC(ite(j),nc) nos proporciona el tetraedro exterior a D]
que comparte la cara nc. Como no siempre existe dicho tetraedro (no existe para las
caras del exterior de la triangulacién), es necesario saber si ésto ocurre. El puntéro

tite(j) es 1 si existe tal tetraedro y O en caso contrario.

Por ultimo, en este procedimiento se calcula también el vector ILCF. Si nc es una

arista de C'. , entonces, ILCF(nc) nos proporciona el nimero local de la misma.
/D, prop

Ni los punteros anteriores ni este dltimo vector son imprescindibles en la
estructura de datos del programa; su finalidad estriba en disminuir la complejidad de

algunos procedimientos.
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La funcion de los procedimientos restantes es la de renovar la estructura de
datos, tienen por tanto un caracter mas particular. Por este motivo se ha preferido que en

su descripcion aparezcan explicitamente los vectores de la estructura de datos.

El procedimiento anterior asegura que se cumplan los dos primeros requisitos que
exigimos a D}; a saber: que un tetraedro 7 pertenezca a D} sélo si x,,, € B(T) y que el
conjunto D] sea £-en forma de estrella. Sin embargo, el dltimo requisito: el conjunto D)

no debe contener ninglin punto de X aparte de x,,,, puede que no se satisfaga. Para que

+12
esto sea asi, los errores de redondeo en el calculo de las coordenadas del centro de las
esferas circunscritas deben ser comparables a la distancia minima entre puntos de X. En
la figura 19 (a) se muestra de forma grafica, en dimensién dos, esta posibilidad. El error

en el calculo de los radios (en realidad, los cuadrados de los radios) es practicamente

despreciable ya que el nimero de operaciones necesarias es muy reducido (tres sumas y

tres multiplicaciones).

Figura 19. Conjunto D) conteniendo otro punto aparte de x,,, (a). Correccion de la
anomalia anterior mediante la reduccion de los radios de los circulos (b).

Supongamos que para un tetraedro T definimos el radio minimo de su esfera

circunscrita como:

7
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min, = min{d(c;,v,))

donde c; es el centro, con la posible imprecision que introduce el ordenador, de dicha

esfera y v, es el vértice j-ésimo de 7. Si en la determinacion de D! utilizamos los radios

minimos de los tetraedros, sera imposible, a pesar de las imprecisiones, que el conjunto

D] contenga otro punto que no sea X,,,.

En la practica, la diferencia entre los valores maximo y minimo de los radios es
muy pequefia. En concreto, la maxima diferencia observada en diversas aplicaciones ha
sido 1,364 x 1072, y su valor relativo, es decir, el cociente entre esta diferencia y el radio

minimo; ha sido 1,135x 107",
2.5.4. Determinacion de LAF y LAL

El vector LAF es el encargado de almacenar los nimeros globales de las aristas

de A';p, . El procedimiento LAF actualiza el vector LAF mediante un bucle en caras de
'fD]. Hay que tener en cuenta que cada arista de A"fDl pertenece a dos caras de C}Dl, y

por consiguiente, aparece dos veces en el bucle en caras. El procedimicnto debe cvitar

que éstas sean incluidas en LAF mas de una vez.

procedimiento LAF

entrada: LCF, tcf, AC
cont:=0
desde j:=1 hasta 7cf hace
nc.= LCF(j)
desde %=1 hasta 3 hace
na.= AC(k,nc)

si ( na aparece por primera vez ) entonces
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cont .= cbnt +1
LAF (cont):=na
fin si
fin desde
| fin desde
taf .= cont

salida: LAF, taf

“fin procedimiento.

Aungque por razones de simplicidad no se ha indicado, el bucle en C}Dl realizado

en el procedimiento anterior se utiliza para establecer los punteros ice, fice, icf cuyo

significado se explica a continuacion. Si na es una arista de AifD. con nimero local j, la

cara determinada por CCA(ice(k, j),na) es la k-ésima cara exterior a D; que comparte
na 'y tice(j) es el numero total de éstas. De manera similar, la cara determinada por

CCAlicf (k, j),na) es la k-ésima cara de C}Dl que comparte na; obviamente, el nimero
total de éstas es siempre dos.

Otro vector que se calcula en el procedimiento anterior y al que tampoco se a
hecho referencia es ILAF. Asi, si na es una arista de A’ , entonces, ILAF(na) nos

proporciona el nimero local de la misma.

Tampoco en esta ocasion los punteros y el vector aqui sefialados son
imprescindibles para el funcionamiento del programa; su unica funcion es acelerar los

procedimientos donde intervienen.

Los nimeros globales de las aristas que desaparecen en cada iteracion, las del

conjunto Aj;, , se almacenan en el vector LAL El procedimiento LAI actualiza el vector

LAI mediante un bucle en caras de C;, . En esta ocasion cada arista de A}, aparece dos

o mas veces en el bucle en caras. Este hecho debe ser tenido en cuenta por el
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procedimiento. Algunas de las aristas de las caras de Cle pueden pertenecer a A, , Y

por tanto, no deben ser incluidas en LZAL.
procedimiento LAI

entrada: nra, nrc, LCI, tci, AC, LAF
cont:=nra
desde j:=nrc+1 hasta fci hace
nc:= LCI(j)
desde k:=1 hasta 3 hace
na:= AC(k,nc)
si (na ¢ LAF) entonces
si ( na aparece por primera vez ) entonces
cont:=cont +1
LAI(cont).= na
fin si
fin si
fin desde
fin desde
tai:= cont

salida: LA! tai

fin procedimiento
2.5.5. Determinacion de LVF.

Los niimeros globales de los vértices de V} n, Se almacenan en el vector LVF. El

procedimiento LVF actualiza el contenido de dicho vector mediante un bucle en artistas
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de A, . Un vértice de V}, pertenece a varias aristas de A, , por consiguiente, hay

que evitar que éste aparezca repetido en LVF.
procedimiento LVF

entrada: LAF, taf, VA
cont:=0
desde j:=1 hasta faf hace
na:= LAF(j)
desde k:=1 hasta 2 hace
nv:=VA(k,na)
si ( nv aparece por primera Qez ) entonces
cont = cont +1
LVF(cont):=nv
fin si
fin desde
fin desde
tvf .= cont

salida: LVF, nvf
fin procedimiento

En esta ocasion el bucle en A’fDl se aprovecha para calcular los punteros iae,
tiae, iaf y tiaf. Si nv es el namero global de un vértice de V} p, ¥J es su namero local,
entonces, la arista determinada por ACV (iae(k, j),nv) es la k-ésima arista exterior a D,

que comparte el vértice nv y fiae(j) el numero total de ellas. Por su parte,

ACV (iaf (k, j),nv) es la k-ésima arista de A',;, que comparte nv y tiaf (j) su total.
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2.5.6. Actualizacion de VT.

El vector VT almacena los nimeros globales de los vértices de los tetraedros.
Cada vez que se introduce un nuevo punto es necesario actualizar V'T. Dado que los
tetraedros de D] van a desaparecef, la numeracion de tetraedros en el vector VT debe
retomar los nimeros almacenados en LT (los residuales méas los que desaparecen) y
numeros superiores a nft cuando éstos se agoten. Como cada cara de C'}D, determina un
nuevo tetraedro, el procedimiento VT tiene que realizar un bucle en caras de este

conjunto.
procedimiento VT

entrada: LCF, «cf, LT, 11, VC, ntt, ntv
desde j:=1 hasta fcf hace
nc.= LCF(j)

si (j <tf) entonices

nt:= LT(j)
sino

ntt:=nit +1

nt.=nil
fin si
LT2(j).=nt

VI(l,nt):=ntv+1
desde 4:=1 hasta 3 hace
k':=k'(k) (* k' es una permutacion de k de manera que la ordenacion de
los vértices del tetraedro sea la correcta *)
VI(k+1,nt).=VC(k' nc)

fin desde
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fin desde _
si (fcf < tf) entonces (* existen tetraedros residuales *)

desde j:=tcf +1 hasta # hace (* anotamos los mimeros de los tetraedros

residuales *)

LT(j - tef):= LT(j)

fin desde
nrt:=tt —tcf
si no
nrt:=0
fin si

salida: VT, LT, nrt, LT2

fin procedimiento

2.5.7. Actualizacion de VC.

El vector VC almacena los nimeros globales de los vértices de las caras. El
proceso para actualizar este vector es similar al descrito anteriormente, salvo que ahora

el bucle se realiza en aristas de A, .

procedimiento VC

entrada: LAF, taf, LCI, tci, VA, ntc, ntv
desde j:=1 hasta taf hace
na:= LAF )]

si (j < tci) entonces

nc:= LCI(j)
si no
ntc:=ntc+1

nc.=nic
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fin si
LC2(j):=nc
VC(l,nc):=ntv+1
desde k:=1 hasta 2 hace
VC(k +1,nc):=VA(k,na)
fin desde
fin desde

si (taf < tci) entonces (* existen caras residuales *)

desde j:=taf +1 hasta fci hace (* anotamos los nimeros de las caras

residuales *)
LCI(j - taf).= LCI(j)
fin desde
nrc.= tci — taf
si no
nrc:=0

fin si

salida: VC, LCI, nrc, LC2

fin procedimiento

2.5.8. Actualizacion de VA.

El vector VA almacena los numeros globales de los vértices de las aristas. De

nuevo, el proceso que se sigue para actualizar este vector es similar al descrito en los

apartados anteriores salvo que ahora el bucle se realiza en vértices de Vi, .

procedimiento VA

entrada: LVF, tvf, LAl tai, nta, ntv
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desde j:=1 hasta rvf hace
nv:= LVF(j)
si (j < tci) entonces
na:= LAI(j)
sino
nta:=nta +1
na:= nta
fin si
LA2(j):=na
VA(l,na).=ntv+1
VA(2,na):=nv
fin desde
si (vf <tai) entonces (* exist.en aristas residuales *)

desde j:=tvf +1 hasta fai hace (* anotamos los nimeros de las aristas

residuales *)

LAI(j-tf):= LAI())

fin desde
nra:= tai - tvf
si no
nra:=0
fin si

salida: VA, LAl nra, LA2

fin procedimiento
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2.5.9. Actualizacion de CT'y TCC.

Esta parte del programa es la encargada de actualizar los vectores CT'y TCC. El
vector CT almacena los nimeros globales de las caras de cada tetraedro. El vector 7CC
determina los nimeros globales de los tetraedros que comparten cada cara. Basicamente
el proceso se descompone en dos partes. La primera realiza un bucle en caras de C;Dl
para actualizar los vectores anteriores en lo relativo a estas caras. La segunda hace lo
propio con las caras de .C::Dl. Para ello realiza un bucle en aristas de A"fDl, cada una de

las cuales define una cara de C:D. :

TCC(2,nc):=nt(2)

I(,n(1)):=nc CT(k'+1,nt):=nc

ni(1) TCC(1,nc):=m(1)

TCC(l,nc):=nt
ntv+1 ntv+1

(2) (b)
Figura 20. llustracion del procedimiento CTTCC.

En la figura 20 (a) se muestra la primera parte del procedimiento CTTCC, y en la

19 (b), la segunda.
procedimiento CTTCC

entrada: CT, TCC, ttcc, LCF, tcf, LAF, taf, ite, tite, icf, LT2, LC2, ILCF
desde j:=1 hasta tcf hace (* Parte primera: actualizacion de los datos

relativos a las caras de C\;p, *)
nc:= LCF(j) (* j es el n®local de la cara nc y del tetraedro construido a

partir de ella *)

80

anaria. Biblioteca Digital. 2003

ersidad de Las Palmas de Gian Ci

© Unive



nt(1):= LT2(j) (* e] tetraedro ni(1) perteneciente a D), *)

CT(1,nt(l)):=nc

cont:=1

desde & :=1 hasta tite(j) hace
cont:= cont +1
nt(cont):= TCC(ite(j),nc)

fin desde

ttce(ne) .= cont

desde k:=1 hasta ttcc(nc) hace (* ordenacion de TCC para la cara nc *)
TCC(k,nc).= nt(k)

fin desde

fin desde

desde j:=1 hasta taf (* Parte segunda: actualizacion de los datos relativos a

las caras de Ci, *)
na:= LAF(j) (*j es el n°local de la arista na y de la cara nc construida a

partir de ella *)
nc:= LC2(j) (* la cara nc perteneciente a C, *)
desde k:=1 hasta 2 hace _
ncf := CCA(icf (k, j),na) (* la cara ncf pertenece a CifD, *)
nlc:= ILCF (ncf)
nt:= LT2(nlc) (* el tetraedro nt perteneciente a D), es el construido a
partir de la cara ncf *)
TCC(k,nc).=nt
hallamos el mimero k' tal que el vértice VC(k',ncf) sea el opuesto a los
vértices de la arista na
CT(k’'+1,nt):=nc
fin desde

ttee(ne):=2
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fin desde _
salida: CT, TCC, ttcc

fin procedimiento

2.5.10. Actualizacién de ACy CCA.

Siguiendo un esquema siﬁﬁlar al descrito en el procedimiento anterior
actualizaremos los vectores AC y CCA. El vector AC almacena los nimeros globales de
las aristas de cada cara mientras que el vector CCA establece cuales son los nimeros
globales de las caras que comparten cada -arista. También en este procedimiento se

distinguen dos partes fundamentales. La primera actualiza los vectores anteriores para las

aristas de A’, , y la segunda lo hace para las aristas de Aj, .

nv
nc(3)
CCA(k,na):= nc(k)
, N k=15 \\
AC(l,nc(l)):=na
ntv+1 _ ntv+1
() (b)

Figura 21. Ilustracion del procedimiento ACCCA.
En la figura 21 se muestran las dos partes del proceso seguido por ACCA.
procedimiento ACCCA

entrada: AC, CCA, tcca, LAF, taf, LVF, vf, ice, tice, icf, iaf, tiaf, LC2, LA2,
ILAF '
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desde j:=1 hasta faf hace (* Primera parte: actualizacion de los datos

relativos a las aristas de A';;, *)
na:= LAF(j) (* j es el n°local de la arista na y de la cara construida a
partir de ella *)
nc(l):= LC2(j) (* la cara nc(1) perteneciente a C,, *)
AC(L,nc(l)).:=na
cont:=1
desde k:=1 hasta tice(j) hace
cont .= cont +1
nc(cont):= CCA(ice(k, J),na)
~ fin desde |
desde k:=1 hasta 2 hace
cont:=cont +1
nc(cont) .= CCA(icf (k, j),na)
fin desde
tcca(na):= cont
desde k:=1 hasta tcca(na) hace (* ordenacion de CCA para la arista na *)
CCA(k,na):= nc(k)
fin desde

fin desde
desde j:=1 hasta tvf (* Segunda parte: actualizacion de los datos relativos a

las caras de Cp, *)
nv:= LVF(j) (*j es el n°local del vértice nv y de la arista na construida a
partir de él *)
na:= LA2(j) (* la arista na perteneciente a A’, *)
desde % :=1 hasta tiaf (j) hace
naf := ACV (iaf (k, j),nv) (* la arista naf pertenece a AifD, *)

nla:= [LAF (naf )
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nc:= LC2(nla) (* la cara nc perteneciente a C.,, es la construida a partir
' p 2 p

de la arista naf *)
CCA(k,na).=nc
hallamos el nimero k' tal que el vértice VA(k',naf) sea el opuesto al
vértice nv
AC(K' +1,nc).=na
fin desde
tcca(na):= tiaf (j)
fin desde
salida: AC, CCA, tcca

fin procedimiento

2.5.11. Actualizacion de ACV.

El proceso de inclusion del punto nfv+1 concluye con la actualizacion del vector

ACV. Este vector es el encargado de establecer cuales son las aristas compartidas por

cada vértice.

ACV (k,nv).= na(k)

na(3)
na(l) ACy (jntv+ly=na(l)

ntv+l | .]= 1,"',Card(V}Dl)

Figura 22. Ilustracion del procedimiento ACV.
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procedimiento ACV

entrada: ACV, tacv, LVF, tvf, iae, tiae, iaf, tiaf, LA2
desde j:=1 hasta tvf hace (* actualizacion de ACV para los vértices de V}D| *)
nv:= LVF(j) (*j es el n° local del vértice nv y de la arista construida a
partir de él *) |
na(l):= LA2(j) (* la arista na(1) perteneciente a A}, *)
cont:=1
desde k:=1 hasta tiae(j) hace
cont:=cont +1
na(cont):= ACV (iae(k, j),nv) -
fin desde
desde k:=1 hasta fiaf (j) hace
cont:=cont +1
na(cont):= ACV (iaf (k, j),nv)
fin desde
tacv(nv) .= cont
desde k:=1 hasta facv(nv) hace (* ordenacion de ACV para el vértice nv *)
ACV (k,nv):= na(k) |
fin desde
ACV (j ptv+1)=na(l) (* determinacion de ACV para el nuevo vértice *)
fin desde
tacv(ntv +1):=tvf

salida: ACV, tacv
fin procedimiento

Una vez completado este procedimiento el nimero total de puntos de que consta

" la triangulacion se ha aumentado en una unidad. Si n#v es menor que card(X), el

85

anaria. Biblioteca Digital. 2003

ersidad de Las Palmas de Gian Ci

© Unive



programa considera nfv:=ntv+1 y empieza de nuevo la llamada a la secuencia de

procedimientos anteriores. En caso contrario, el proceso de triangulacion concluye.

El tipo de datos que se necesiten a la salida del programa dependera de la

aplicacion que se le vaya a dar a la malla. En todo caso, hay que tener en cuenta que la-

triangulacion del dominio es una parte de la triangulacién de los puntos de X mas los
ocho del cubo inicial. Por tanto, serd necesario aislar los elementos pertenecientes al
dominio de los que no lo son. En el capitulo siguiente se explicara el proceso seguido
para esta separacion. Aunque es una situacion muy infrecuente, puede ocurrir que una
vez se hayan triangulado todos los puntos de X, los punteros nrt, nrc o nra sean no
nﬁlc;s:\ésto significaria que los vectores LT, LCI o LAI tienen almacenados los niimeros
- correspondientes a elementos que en realidad no existen en la triangulacion, y que pof

consiguiente, deben ser excluidos de cualquier aplicacion que se le de a ésta.
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3. GENERACION AUTOMATICA
" DE PUNTOS
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3.1. Introduccion. |

El programa de triangulacion descrito en capitulo segundo construye la
triangulacion de Delaunay de un conjunto de puntos previamente definido. Por tanto, es
necesario disponer de un programa que genere puntos automaticamente sobre la
superficie y en el interior del dominio a triangular. La distribucion de estos puntos tiene

que atender a dos cuestiones fundamentales:
- La triangulacion debe conservar la geometria del dominio.
- La calidad de la triangulacion resultante debe ser aceptable.
El significado preciso de estos requisitos se dard mas adelante.

Solo los dominios poliédricos pueden ser triangulados exactamente. Una
triangulacion tan sélo pucde representar de forma aproximada dominios que posean
superficies curvas. El problema de aproximacion de superﬂcies curvas mediante
superficies poliédricas, y la consiguiente generacion de puntos, son asuntos bastante

complejos que no trataremos aqui.

En este capitulo se explican los procedimientos empleados para describir

dominios poliédricos y la manera en que se generan puntos sobre ellos.
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3.2. Descripcién del dominio.

El problema de generar puntos de forma automatica en el interior y en la
superficie de un dominio se simplifica substancialmente si éste se descompone en una
coleccion de k-poliedros convexos (k =0,1,2 6 3) "casi” disjuntos. Esto es, k-poliedros
cuyas intersecciones dos a dos, o bien sean vacias, o bien estén contenidas en sus
fronteras. De esta manera evitamos que exista superposicion, o una proximidad excesiva,

entre los puntos generados de forma independiente en cada k-poliedro.

Descompondremos el dominio poliédrico © (3-poliédrico en concreto) en un

conjunto de k-poliedros convexos, P* , (k =0,1,2 6 3) de manera que Q sea la union de

todos ellos

a=J UrY

0sk<3 '

y las intersecciones entre ellos verifiquen que
PNP =0 (i=jykl=0123)

Para abreviar la notacion, se ha supuesto que los interiores relativos de los 0-poliedros,

es decir, los vértices, son los propios 0-poliedros.

‘Todos los k-poliedros en que se descompone el dominio estin numerados. La
descripcion de los O-poliedros (vértices) se hace por medio de sus coordenadas. Los 1-
poliedros (aristas) se describen indicando los niimeros de referencia de sus vértices. Los
2-poliedros (caras poligonales) se describen por medio de los numeros de referencia de
sus aristas. De forma general, cada k-poliedro (k=12 63) se describe dando los

numeros de referencia de los (k-1)-poliedros que determinan su frontera.
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3.3. Generacion de puntos.

En cada k-poliedro (k=12 6 3) se generan puntos en su interior con unas
distancias entre ellos especificadas en la entrada de datos. Si ia distribucién de puntos es
bastante uniforme, los tetraedros que resulten de la triangulacion seran muy regulares, es
decir, casi equilateros. Como veremos mas adelante, una triangulacion tridimensional en

-la que sus tetraedros sean muy regulafes tendra una calidad elevada. Hay varios factores
que influyen en la uniformidad de la distribuci()n. de puntos. En primer lugar, las
densidades de puntos fijadas en la entrada de datos deben ser similares para todos los &-

poliedros que estén proximos entre si. En segundo lugar, supongamos que d sea un valor

representativo de las distancias entre puntos situados sobre la frontera de un &-poliedro, |

en este caso k =2 6 3. La minima distancia que debe existir entre los puntos generados
en el interior del k-poliedro y su frontera debe ser del orden de d/2. De esta manera se

creard una banda sin puntos, de una anchura proxima a d/2, alrededor de la frontera de

cada k-poliedro.

Las dos condiciones anteriores no solo logran que la disposicion de puntos sea
bastante uniforme, sino que también consiguen, salvo en dominios muy complejos, que la
triangulacion conserve la geometria del dominio. De este asunto nos ocuparemos en el

apartado 3.6.

La generacion de puntos en cada k-poliedro tiene un tratamiento especifico segin
su dimension. Por esta razon y por ser expresiones de mayor uso, a partir de ahora
utilizaremos los términos, arista, cara poligonal (o simplemente cara) y region poliédrica

(o simplemente poliedro) para referirnos a los correspondientes &-poliedros.
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3.3.1. Generacion de puntos en las aristas.

Supongamos una arista 4 definida por sus vértices extremos x; y x,. La distancia
deseada, & ,, entre los puntos generados en el interior de A4 se especifica en la entrada de

datos. El programa ajusta esta distancia para conseguir que la distancia entre puntos
generados sea la misma que la existente entre un punto extremo y su adyacente. De esta

manera se consigue mayor regularidad en la triangulacion resultante.

o, x

Figura 23. Generacion de puntos en la arista A.

3.3.2. Generacion de puntos en las caras poligonales.

Consideremos dos aristas de la cara poligonal C que sean no paralelas y

confluentes en un mismo punto x,. Sobre estas aristas se definen dos vectores unitarios
i, y #, linealmente independientes. Los puntos interiores de C se generan en las
direcciones marcadas por # y i, guardando unas distancias apropiadas con las aristas
que delimitan la cara. En la entrada de datos se especifican las distancias entre puntos
generados correspondientes a cada direccion, asi como el punto de confluencia x,. En
general, la eleccion de este punto se hace de manera que-el angulo formado por #, y u,

sea los mas proximo posible a 7/2.
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Figura 24. Generacion de puntos en la cara C.

En la figura 24 podemos ver que los puntos interiores a C se generan en las

direcciones #, y #, con unas distancias entre ellos &, y J,, respectivamente.

Sea &, la distancia entre puntos en la arista 4. Supongamos que x, y x, sean dos
puntos cualesquiera pertenecientes a las caras C, y C, con arista comun 4. Si la distancia
minima a la que pueden estar los puntos x, y x, de la arista 4 es mayor que d, =1/26,,
la arista A nunca sera atravesada por el segmento ;x: Esto se puede demostrar
teniendo en cuenta que si se formara el segmento E y éste cortara a 4, cualquiera de
las circunsferas de E tendria un radio r >d,, .y por tanto, su diametro seria mayor que

5,. En consecuencia, cualquiera de estas circunsferas contendria, necesariamente,

puntos de A, contradiciendo la propiedad de las esferas vacias (ver figura 25).

Figura 25. Criterio de distancias entre aristas y puntos interiores a las caras.
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La distancia 4 entre un punto cualquiera de la cara C y la arista 4 se calcula

mediante la expresion:
d =|(¥ x ). )

donde 7i = #, x i, /|, x || es el vector unitario normala C'y ¥ = xx, / "x,.‘xf" es el vector
unitario en la direccion de la arista 4, tal y como se representa en la figura 25 para la cara
C,. Ademas, la cantidades (v xﬁ)-—JoZ calculadas anteriormente permiten saber cuando

un punto x esta dentro de una cara C; el punto x es interior a C si y s6lo si se verifica que

(V x h’)-)—cx—i > 0 para cada una de las aristas de la cara.

Como conclusion, si tomamos d, =1/28, como la distancia minima a la que

pueden estar los puntos generados en C de la arista A4, la arista no sera destruida por

efecto de dichos puntos.

3.3.3. Generaci6n de puntos en las regiones poliédricas.

En este caso se necesitan tres aristas no coplanarias y confluentes en un mismo
punto para definir los vectores unitarios #%,, i, y %,. Los puntos interiores en un poliedro
Pse generan en las direcciones de #,, i, y i, con unas distancias entre ellos &,, 5, y 6,
especificadas en la entrada de datos. Al igual que en el caso de las caras poligonales, el
punto de confluencia x, se escoge de manera que los angulos formados por los vectores

unitarios sean lo mas préximos posible a 7/2.

93

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digilél. 2003



Figura 26. Generacion de puntos en el poliedro P.

Para evitar que los puntos generados en el interior de P puedan destruir la§ caras
que lo delimitan, sera necesario que se mantengah unas distancias minimas entre dichas
caras y los puntos interiores. Ahora el problema es algo mas complicado debido a que
estas distancias dependen del mayor circulo, o al menos una cota superior, que se puede
construir en cada cara sin incluir puntos de su interior ni de su frontera. Este problema es
un caso especial del problema clasico (MAYOR CIRCULO VACIO): dado un conjunto
S de N puntos del plano, encontrar el mayor circulo que no contenga puntos de S en su
interior y cuyo centro sea interno a la envolvente convexa de S [PreSha85].

Para encontrar el mayor circulo vacio se construye el diagrama de Voronoi,
Vor(S), y la envolvente convexa, conv(S), asociados a S. La interseccién de Vor(S) con
conv(S) se puede considerar como una coleccion de poliedros convexos. Se demuestra

que el mayor circulo vacio esta centrado en algun vértice de uno de estos poliedros. Este

vértice es un vértice de Vor(S) o la interseccion de una arista de Vor(S) con otra de

conv(S).

La regularidad con que estan dispuestos los puntos en las caras permite encontrar
una cota superior del mayor circulo vacio sin necesidad de construir completamente el

diagrama de Voronoi.

94

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



Figura 27. Diagrama de Voronoi y mayor circulo vacio para los puntos interiores a
una cara con i, -u, >0 (a), y con i, - #, <0 (b).

El diagrama de Voronoi correspondiente a los puntos interiores a la cara tiene
una estructura repetitiva. Los circulos centrados en los vértices del diagrama son los
circulos circunscritos a los triangulos de lados d,, 6, y d. Sus radios siempre tienen el
mismo valor, 7,:

5,0,d
};. =
4Jp(p-8)p-6,) p-d)

donde &, y J, son las distancias entre puntds en las direcciones de # y i,
2p=0,+06,+d es el perimetro del triangulo, y d es uno de sus lados, dado por la
expresion d* =8? +82-28 §, i, -4, cuando # i, >0,y por d* =87 1 82 +28,8, 4 -i,
cuando #, i, <0. Teniendo en cuenta~ que los tridngulos que definen el mayor circulo
vacio son siempre acutangulos (ver figura 27), o a lo sumo tienen un angulo recto, se

puede demostrar que se verifica la desigualdad 7, < 1/ 2462 +682 (la igualdad

corresponde al caso #, -4, =0).

Banda sin punto%

6:4 W A'

Figura 28. Cota superior al mayor circulo vacto formado con puntos de A.
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En las proximidades de las aristas de la cara la estructura del diagrama de
Voronoi se complica, haciendo dificil calcular a priori el mayor circulo vacio. En cambio,

lo que si resulta sencillo es establecer una cota superior a este circulo.

Los vértices del diagrama de Voronoi en las proximidades ae la arista 4 estan
situados en puntos de las mediatrices de los segmentos en que se divide A (ver figura
28). Sea L uno de estos segmentos y M su mediatriz. Los mayores circulos que se puede
formar sin contener puntos interiores a la cara tienen radio »,. Sea C; uno de estos
circulos, que supondremos centrado en M y tangente a la banda sin puntos paralela a 4 y
de anchura 1/26 ,. (cualquier otra situacion de este circulo produciria una cota superior
menos ajustada). El circulo C, que pasa por los vértices de L y que contiene a C, es una
cota superior para el mayor circulo construido sobre 4 y que no contiene puntos de la
cara. De hecho, si suponemos qhe existe un circulo vacio C, mayor que C,, entonces
también existira otro circulo C, mayor que C, y totalmente contenido en C,. Como C,
era el mayor circulo vacio que se puede construir en el interior de la cara, C, debe
contener, forzosamente, puntos interiores de la misma, y en consecuencia, también lo

hara C,, en contradiccion con la suposicion inicial. El radio de C, es

_ 87 +8% +4rd,
2(4r,+6 )

donde &5, es la distancia entre puntos en la arista 4.

Supongamos que x, y x, sean dos puntos cualesquiera pertenecientes a los
poliedros P, y P, con cara comun C. Si la distancia minima d, a la que estan los puntos
x, y x, de la cara C es mayor que el valor méximo de r, para cada una de las aristas de
C, entonces, la cara C no sera atravesada por el segmento E Teniendo en cuenta que

r < 1/ 2,/ +52 y que r, <7, +1/28 , podemos establecer la siguiente cota de expresion

mas sencilla para el valor de d,.:
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d, =%,/5f+5§ +%max{5,,,},

donde &, es la distancia entre puntos en cada una de las aristas de C. Podemos razonar
de manera similar a como se hizo anteriormente. Si se formara el segmento x,x, y éste
cortara a C, cualquiera de las circunsferas de x,x, tendria un radio r>d.. Las

intersecciones de estas circunsferas con el plano en el que esta C serian circulos de radio

mayor que d.. y por consiguiente contendrian algin punto de la cara (del interior o de la

frontera) violando la propiedad de las esferas vacias.

La distancia d entre un punto x y la cara C perteneciente al poliedro P se calcula

mediante la expresion: d =

xx, /i donde 71 s el vector normal a C, unitario y saliente de

P, y x, es cualquier vértice de C. El punto x estd dentro de P si .y sélo si

xx,-i>0,VC eP.
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3.4. Ajuste de las densidades de puntos generados.

El procedimiento anterior no asegura que se respete la geometria del dominio. En
este sentido, lo Unico que se consigue es que los puntos interiores a una cara o a un
poliedro no destruyan sus fronteras, pero eso no basta para asegurar la conservacion del
dominio. Por ejemplo, puede ocurrir que una cara, C, en la que la densidad de puntos sea
baja, sea atravesada por segmentos con vértices en otras dos caras situadas a ambos
lados de C. Si la forma del dominio no es muy complicada resulta facil establecer a priori
unas densidades de puntos, en las aristas y caras, suficientemente altas como para que no
ocurran situaciones como la comentada anteriormente. No obstante, habra ocasiones en

las que esto no sea asi. En el apartado 3.6 trataremos este aspecto en mas detalle.

En las tres figuras siguientes se muestra la triangulaciéon de un dominio que
contiene dos planos y tres lineas interiores cruzandose entre si. Para conseguir la
conformidad entre la triangulacion y el dominio fue necesario realizar un ajuste de las

densidades de puntos en diversas zonas de estos elementos.
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Figura 29. Triangulacion del dominio.
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Figura 30. Planos y lineas interiores al dominio.
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de las lineas y planos interiores.

ion por separado

. #

Figura 31. Representac
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3.5. Entrada de datos del programa de generacién
automatica de puntos.

En lineas generales, la entrada de datos del programa de generacion automatica
de puntos consiste en una tabla en la que se indica el niamero total de vértices, aristas,
caras poligonales y regiones poliédricas en que se ha descompuesto el dominio. A
continuacién se indica el mimero de referencia de cada vértice y sus coordenadas. Los
datos que determinan una arista son: su numero de referencia, los niimeros de referencia
de sus vértices y la distancia entre puntos a generar en dicha arista. Para determinar las
caras damos su nimero de referencia y el de sus aristas. Ademas, indicamos el origen del
sistema de referencia y la distancia entre puntos en cada una de las direcciones definidas
por las aristas que concurren en dicho origen. Las regiones poliédricas se determinan por
los ntimeros de referencia de sus caras, el origen del sistema de referencia y las distancias
entre puntos asociadas a las direcciones definidas por las aristas que conﬂﬁyen en el

origen.

En ocasiones es complicado descomponer el dominio en una coleccién de -
poliedros convexos. Resulta simplificador poder incluir aristas, caras, etc. dentro del
dominio sin necesidad de efectuar esta descomposicion. La entrada de datos permite
considerar algunos elementos como interiores al dominio, haciendo que los puntos que
los definen estén a distancias apropiadas del resto de puntos. De esta manera se evita que

haya puntos superpuestos o excesivamente proximos.

Cada k-poliedro de la entrada de datos tiene asociado un numero de referencia
para indicar alguna propiedad de caréacter fisico. Este niumero es heredado por todos los

puntos que se generan en el interior relativo del x-poliedro.

La salida de datos del programa de generacion de puntos es un fichero con una

lista en la que se indica el total de puntos que han sido generados, las coordenadas de
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dichos puntos acompaiiadas de su nimero de orden y su nimero de referencia de

caracter fisico.
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3.6. Conformidad entre la triangulacion y el dominio.

3.6.1. Introduccion.

Supongamos que 2 sea un dominio poliédrico. La frontera de Q esta formada
por un conjunto de aristas y caras que son definidas en la entrada de datos. Diremos que
. la triangulacion, T(Q), es conforme con la frontera de Q, (no confundir con el término
introducido en los preliminares: malla conforme), si cada una de las aristas y caras

previamente definidas es la union de aristas y caras de T(Q2).

Bisicamente existen dos alternativas para construir una triangulacion de

' Delaunay conforme con la frontera de Q. La primera consiste en definir (o generar) una
triangulacion de la superficie de Q y forzar a que la triangulacion resultante contenga

todas las caras y aristas de la frontera de Q, aiin cuando la triangulacion resultante no

sea estrictamente de Delaunay [GeoHec90], [GeoHec91a], [BerEpp92], [WeaHas94],

[Wriglac94]. Esta triangulacion se éonoce como constrained Delaunay triangulation.

La segunda alternativa consiste en definir los puntos de manera apropiada para que

triangulacion de Delaunay resultante sea conforme con la frontera de Q. En dimension

dos existen algoritmos capaces de encontrar, a priori, un conjunto de puntos que cumpla

con este requisito [BerEpp92], sin embargo, en dimensién tres no conocemos un

algoritmo equivalente.

El procedimiento que hemos empleado para tratar de solucionar el problema de la

conformidad consiste en;

- Crear un conjunto inicial de puntos con los que se consiga un representacion lo mas

exacta posible del dominio.

- Analizar de forma automatica si existe conformidad con la frontera del dominio; en

caso de que no la halla se definen nuevos puntos sobre la frontera de Q en posiciones
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adecuadas y se vuelve a triangular. Este proceso se repite hasta que se alcance dicha

conformidad.

Por el momento no hemos hecho sino empezar esta linea de trabajo por lo que los

resultados obtenidos no son, en absoluto, concluyentes.

3.6.2. Andlisis y correcion de la conformidad entre la
triangulacién y la frontera del dominio.

Existen dos situaciones que dan lugar a que no haya conformidad: cuando se
produce una interseccién entre una de las aristas que definen al dominio y una cara de la
triangulacién, y cuando se produce una interseccién de una de las caras poligonales del
dominio con una arista de la triangulacion. La interseccion de una arista de la
triangulacion con otra del dominio se puede contemplar en alguno de los casos anteriores

si se considera que las intersecciones pueden ocurrir también en las fronteras de las caras.

Intersecciones entre aristas del dominio y caras de la triangulacion.

Para detectar estas intersecciones se hace un bucle en aristas del dominio. Para
cada una de estas aristas hacemos otro bucle en caras de la triangulacion. El
conocimiento de los vértices de la arista y de la cara permite determinar, como se vera a

continuacién, si hay interseccion entre estos dos elementos.

Figura 32. Interseccion de una arista del dominio con una cara de la triangulacion.
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En primer lugar se resuelve el sistema de ecuaciones
acc, +pec, =ca, +yaa,

donde a, By y son las incognitas, y los diversos vectores que aparecen en la ecuacion

estan construidos a partir de los puntos de la cara y la arista (ver figura 32). Para que la
interseccion esté entre los limites de la arista 4 se debe cumplir, supuesto que el sistema
sea compatible y determinado; que O0<y <1. Las condiciones para que la interseccion
esté dentro de la cara son: 0<a, 0< By a+f<1. La situacion en que la arista corta a
la cara en uno de sus vértices debe quedar excluido, por tanto, si @ =0 6 #=0 debe

ocurrir que 0< <1 6 0<a <1, respectivamente.
Intersecciones entre aristas de la triangulacion y caras del dominio.

La otra posible causa por la que no se respete la geometria del dominio es porqué
se produzca una interseccion entre una de las aristas de la triangulacion y una de las
caras poligonales que definen el dominio. Para detectar estas intersecciones se hace un
barrido en caras del dominio. Para cada una de estas caras hacemos un barrido en aristas

de la triangulacion.

Figura 33. Interseccion entre una arista de la triangulacion y una cara del dominio.
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Para ver si hay interseccion entre la arista y el plano que soporta a la cara

resolvemos el sistema de ecuaciones

au, +pu, =x,a, +yaa,

donde #, y %, son los dos vectores unitarios utilizados en la generacion de puntos en esta
caray x, el origen del sistema de referencia. Si el sistema es compatible determinado y
0 <y <1 existe interseccion entre la arista y el plano que soporta a la cara. Aunque
existen algoritmos mas rapidos [PreSha85], es posible determinar si la interseccion esta o
no dentro de los limites de la cara mediante un procedimiento igual al utilizado en el

apartado 3.3.2. O

En cualquiera de los casos anteriores el calculo del punto de interseccion depende
de la solucion de un sistema de ecuaciones, o del signo de un determinante, planteados
en términos de numeros reales (numeros en coma flotante en el ordenador). Esta claro
que esta forma de proceder presenta problemas de precision. Por ejemplo, ocurre con
frecuencia que los puntos de una cara y de una arista coinciden (ver figura 34). Cualquier
pequefio error de redondeo en los calculos efectuados pof el ordenador hace que sea
imposible determinar la verdadera localizacion de la interseccion. Es decir, no sabremos

si la arista corta a la cara realmente o si forma parte de ella.

[ 02

Figura 34. Intersecciones dificiles de clasificar debido a imprecisiones en los cdlculos.
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Para resolver el problgma planteado anteriormente hemos dado a cada punto dos
nimeros de referencia mediante la matriz nrp(i,np), donde i =1 6 2 y np es el numero
del punto. El primero indica si el punto np es un vértice, nrp(1,np) = 0, o si pertenece a
una arista, mrp(L,np)=1, a una cara, mrp(l,np)=2, o a una regidn poliédrica,
nrp(1,np) = 3, del dominio. El segundo nimero, nrp(2,np), nos proporciona el nimero
del vértice, la arista, la cara o la region que ha generado este punto. Estos nameros de
referencia nos permiten descartar las situaciones en que una cara y una arista comparten
puntos. A pesar de esto, subsisten otros problemas no resueltos por completo hasta el
momento, tales como precisar cuando la interseccion de una arista ocurre en la frontera

de una cara (otra arista) y no en su interior, etc.

La estrategia para conseguir la conformidad con la frontera del dominio consiste
en incluir en la triangulacion los puntos que definen las intersecciones. Estos puntos
heredan ¢l nimero de referencia del elemento del dominio que tratan de recuperar.
Existen diferentes posibilidades en cuanto a la secuencia de inclusion de puntos y
triangulaciones sucesivas: calcular previamente todas las intersecciones y después
proseguir la triangulacion, calcular primero las intersecciones de las aristas del dominio
con las caras de la triangulacion, triangular, después calcular las intersecciones de las
caras del dominio con las aristas de la triangulacion, y volver a triangular, etc. En
cualquiera de los casos se repite el proceso hasta que no aparece ninguna interseccion,
momento en que se ha conseguido larconformidad. Posiblemente, la mejor opcidn sea
triangular cada vez que se encuentra una nueva interseccion. Pero para evitar que el
proceso sea muy lento hay que encontrar algin algoritmo que permita no tener que
realizar un bucle en todas las caras y aristas cada vez que se afiade un nuevo punto.
- Hemos probado las dos primeras alternativas, siendo la segunda la que ha dado mejores
resultados ya que necesita de menos puntos para alcanzar la conformidad, y ademas,

éstos estan mas distantes entre si.
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Aunque parece logico que cualquiera de estos procesos concluya en un nimero
finito de iteraciones, y ademas asi lo hemos constatado en varias aplicaciones, no

tenemos conocimiento de ninguna prueba tedrica de este supuesto.

Cada vez que se va ha afiadir un nuevo punto se comprueba si esta
suficientemente alejado de los demas; en caso contrario no se incluye en la triangulacién.
Por supuesto que esta forma de proceder no es sino tan s6lo una manera de salir del paso

a falta de opciones mejores.

Uno de los problemas que plantea el introducir puntos en las intersecciones es la
aparicién de tetraedros muy degenerados, los formados con puntos muy cercanos. Esto
se puede evitar en parte si las densidades de puntos se ajustan previamente en funcion de

la complejidad que presente la geometria del dominio en cada zona.

Una caracteristica de este método es que la triangulacion final es de Delaunay.
Esta es una diferencia importante frente a otros métodos basados en el intercambio de
diagonales y caras en los tetraedros que interceptan alguno de los elementos de la
geometria del dominio [GeoHec91], [Weath92], [WeaHas94]. Ademas, en caso de
conseguir buenos resultados, permitiria el refinamiento local de la triangulacién incluso
en las zonas proximas a la frontera del dominio, sin mas que afiadir puntos en las zonas

en las que las estimaciones del error del MEF sean mayores.
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iforme con el dominio.
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Figura 35. Triangulaci
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aristas.

Figura 36. Correccion de la conformidad mediante insercion de puntos sobre las
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| Figura 37. Otra situacion de no conformidad.
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- Figura 38. Correccién de la conformidad mediante insercion de puntos sobre las

aristas.
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Figura 39. No conformidad entre la triangulaciézy el dominio causada por la
colocacién de una linea de puntos muy proxima al asiento de la silla.

114

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



Figura 40. Correccion de la conformidad meaiante insercion de puntos sobre las
' : aristas y la cara.
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3.7. Eliminacion de los tetraedros exteriores al
dominio.

Una vez conseguido que la triangulacion sea conforme con la frontera del
dominio debemos eliminar los tetraedros exteriores al mismo. Para ello se calcula el
centro de gravedad de cada tetraedro y se analiza si éste es interior a alguno de los
poliedros que componen el dominio. En caso afirmativo, dicho tetraedro es incluido en la
lista de tetraedros del objeto. En este caso también hemos empleado el criterio del
apartado 3.3.3. para establecer cuando el centro de un tetraedro estd dentro de un
determinado poliedro. En caso de estar interesados en cualquier otro elemento de la

triangulacion se podria proceder de manei'a similar a como se ha hecho con los
tetraedros. El programa encargado de seleccionar los tetraedros del dominio dispone del

fichero en el que se almacenan los datos de su geometria, el mismo del que dispone el

programa de generacion automatica de puntos.
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3.8. Medidas de calidad de la triangulacién.

La triangulacion de Delaunay tiene algunas propiedades, expuestas en el primer
capitulo, que Ia hacen especialmente indicada para la aplicacion del MEF. En todo caso,
la calidad de la triangulacion depende de la forma en que estén distribuidos los puntos.
No existe una (nica medida de la calidad de una triangulacion, entre otras cosas porque
el concepto de calidad esta estrechamente ligado al problema concreto que se pretenda
resolver. En general, para el empleo del MEF interesa que los tetraedros sean lo mas
regulares posible. La regularidad de un tetraedro K se puede caracterizar de diversas
maneras. Asi, una posible medida de dicha regularidad esta dada por el cociente entre el

volumen de la esfera inscrita al tetraedro y el volumen del mismo.

C= vol(b,)
- vol(X)

. , . T .
Este cociente es maximo cuando el tetraedro es regular; su valor es C, = TC\E Existen

otras medidas estrechamente relacionadas con la anterior; una es el cociente entre el

volumen de la esfera inscrita y el volumen de la esfera circunscrita, siendo C,, =1/3

[BerEpp92].

_ vol(dy)
~ vol(B,)

Y otra, el cociente entre el radio de la esfera inscrita y el diametro del mismo [Geor91].

_ rad(d,)
- diam(KX)

También es posible dar una medida de la calidad de un tetraedro en funcién de los

- angulos planos «a;, B, y 7, formados por las tres aristas concurrentes en cada vértice
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[RivLev92]. El angulo ¢, = misr‘}{¢,.} nos proporciona una buena medida de la calidad de

1<i;

un tetraedro, donde ¢, esta dado por: -

¢, =sen™ (1-cos’ a, —cos’ B, —cos’ y, +2cosa, cos B, cosy, )"

Para los tetraedros planos ¢, vale 0 y para los tetraedros regulares su valor, /4, es

maximo.

A partir de las medidas de calidad de cada tetraedro se puede construir una

medida de calidad de la triangulacion. Por ejemplo, el parametro F definido por:

o
=)

eq

—ln -
— F_n,.;(-l

donde n es el numero total de tetraedros y C,, es el valor de C para los tetraedros

equilateros, nos da una idea global de la calidad de la triangulacién. El valor optimo de F

es cero y ocurre cuando todos los tetraedros son regulares [AllFig92].

No obstante, la calidad de una triangulacién no queda bien reflejada por una
medida de tipo promedio como F; resulta mas adecuado hacer una clasificacién por
grupos que tengan medidas de regularidad parecidas. Supongamos que la medida de la
regularidad de un tetraedro estd comprendida entre los valores C, y C,, y que

C, <C, <...<C,_, <C, es una particion del intervalo [C,,C, ]. Mediante un diagrama de

barras o una estructura similar podemos indicar el nimero de tetracdros cuya medida de

regularidad esta comprendida entre los valores C,_, y C, (1<i<k). Este diagrama nos

proporciona una informacion bastante completa de la calidad de la triangulacién. En
nuestro caso hemos representado el angulo ¢, en un diagrama de barras que divide el

intervalo [0, 7r/4] en siete partes. En el capitulo cuarto se mostraran los diagramas

correspondientes a varias aplicaciones.
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4. RESULTADOS Y
APLICACIONES
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4.1. Aplicaciones y caracteristicas del programa de
triangulacion.

Resuita corﬁplicado hacer una estimaci(m; ‘de la complejidad algoritmica del
programa de triangulacién. Factores como el ntimero de tetraedros que se eliminan cada
vez que se aiiade un nuevo punto a la triangulacién, el nimero de tetraedros recorridos
hasta encontrar el nicleo, o el numero de iteraciones que necesita el procedimiento
CONJUNTO D; para converger, influyen substancialmente en la complejidad del
programa y son dificilmente predecibles. En su lugar hemos preferido aportar algunos
datos estadisticos obtenidos en diversas aplicaciones practicas. Los datos de cada
aplicacion se aportan en dos tablas y seis gréﬂqas. La primera tabla contiene datos

generales de la triangulacion. La segunda explica el comportamiento del procedimiento

CONJUNTO D). Las cuatro primeras graficas se centran en las caracteristicas del
procedimiento de busqueda del nicleo. La pentltima grafica muestra el tiempo de CPU
requerido por el programa para triangular el conjunto de puntos y la dltima analiza la

calidad de la triangulacion.

4.1.1. Aplicacion: letra.

APLICACION: LETRA

N° de puntos en el objeto: 10.440

N° total de puntos en la triangulacion: 10.510

N° de tetraedros del objeto: 51.975

N° total de tetraedros en la triangulacion: 60.754

Tabla 1.
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Caracteristicas del procedimiento CONJUNTO D

Valor inicial de £: 0°002

Valor inicial de £: 0°001

Valor inicial de £: 0°0001

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 11

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 11

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 11

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1'9352

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar & 1'92883

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1'92702

N° maximo de cambios

£—>&/5 necesarios para
converger: 0

N° maximo de cambios

&—¢&/5 necesarios para
converger: 0

N° maximo de cambios

£—>¢&/5 necesarios para
converger: 0

N° maximo de tetraedros en

N° méaximo de tetraedros en

N° maximo de tetraedros en

D;: 191 Di: 191 D;: 191
N° promedio de tetraedros|N° promedio de tetraedros|N° promedio de tetraedros
en D}: 32'9942 en Dj: 33°0078 en D}: 33°01493

Tabla 2.

El valor inicial de &, que salvo indicacion en sentido contrario hemos tomado
i1gual a 0'002, es el valor minimo que inicialmente admitimos para construir un conjunto
D &-en forma de estrella. En algunos casos este valor inicial es demasiado restrictivo,
por lo que debe ser cambiado por uno menor. El cambio consiste en dividir el valor
actual de & por cinco (sin sobrepasar en ningun caso el valor &,,) hasta que el proceso
concluya. Como se explico en el capitulo segundo, la construccion de D] se efectua
mediante una serie de expansiones sucesivas a partir del nucleo. Cuando en la tabla
anterior hablamos de numero maximo o promedio de iteraciones que necesita el
procedimiento CONJUNTO D) para converger, nos referimos al correspondiente
numero de expansiones necesarias. Si todos los tetraedros cuyas esferas contienen al
punto x,,, forman un conjunto £-en forma de estrella, para el valor inicial de ¢, el
procedimiento sélo necesita una iteraciéon para converger; en caso contrario necesitara

mas de una.

En las cuatro graficas siguientes se exponen algunos resultados referentes al

proceso de busqueda de los tetraedros que forman el nicleo. En las dos primeras se
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muestra el nimero maximo de tetraedros que se han recorrido hasta encontrar el nicleo
en relacion al nimero de tétraedros existentes en la triangulacion en ese momento. Los
datos han sido tomados cada vez que se producia un aumento en el nimero maximo de
tetraedros recorridos. La primera grafica corresponde al proceso de bisqueda cuando
éste comienza por el ultimo tetraedro generado hasta ese momento. En la segunda, el

proceso siempre empieza en el mismo tetraedro; concretamente, en el numero uno.

Curiosamente, en todas las aplicaciones observamos que cuando se comienza la
basqueda del niicleo por el ultimo tetraedro es necesario recorrer mas tetraedros, en el
caso mas desfavorable, que cuando se comienza por uno fijo, en este caso por el nimero
uno. Sin embargo, los valores promedio son siempre mas favorables cuando se empieza
por el Gltimo tetraedro. En las dos graficas siguientes se muestran los valores medios, en
funcion del nimero de puntos afiadidos a la triangulacion, del nimero de tetraedros
recorridos hasta alcanzar el nucleo, émpezando por el dltimo y por el nimero uno,

respectivamente.

300 T
250 +
200 4

150 4+

N° maximo de tetraedros
recorridos

M & & " n - ' " 4
T Y T T T v Y T 1

0 s v y ¥ ¥

5 12 35 68 122 272 300 326 349 355 1554 2396 3261 3463 6642 8193 19193 39683
N° de tetraedros existentes en la triangulacién

Figura 41. Mdximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el iltimo de los
generados, para encontrar el niicleo.
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N° maximo de tetraedros

recorridos

n v ¥ +

30 78 11 12 137 193 221 268 . 1303 2022 2052 2081 3222 3463 8822 8833 3856 9086 20681

N° de tetraedros existentes en la triangulacién

Figura 42. Mdximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el n° 1, para encontrar

N° promedio de tetraedros

recorridos

el nucleo.

Notese que a partir del valor maximo de tetraedros que figura en el eje de
abscisas de las graficas anteriores no sc ha producido ningn aumento en el numero de

tetraedros recorridos.

60 +

50 +

40 +

30 ¢+

20 ¢

10 Q———nrnO—C0 O —O -O - C & O
0 ¢ ; — ¢ } + + + |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 %000 10000

N° de puntos incluidos en la triangulacién

Figura 43. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el ultimo, para

encontrar el nucleo.
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N° promedio de tetraedros

(% o B 6 =

ama

50 +

30(

recorridos

20

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
N° de puntos incluidos en la triangulacién

Figura 44. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el n° I, para
encontrar el nucleo.

[
n
S
€
g
u
n
d
0
s
0 < } t $ } t } t 1 {
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Namero de puntos

Figura 45. Tiempo de CPU en funcion del nimero de puntos incluidos.
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p.20 °.50 5°-10° 10°:20° 20°:30° 30°40° 40°45°
Grados
Figura 46. Medida de la calidad de la triangulacion del objeto.
En las aplicaciones siguientes aportaremos el mismo tipo de datos que en la
aplicacion anterior.
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- Figura 47. Triangulacion global: puntos del dominio mds puntos de la superficie

esférica y del cubo envolvente.
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Figura 48. T riangulacio’h del dominio con una densidad uniforme de puntos.
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Figura 49. Lineas de la triangulacion anterior.
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Figura 50. Triangulacion con densidad de puntos no uniforme.
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4.1.2. Aplicacion: silla.

APLICACION: SILLA

N° de puntos en el objeto: 7.046

NP° total de puntos en la triangulacién: 7.116

N° de tetraedros del objeto: 30.143

N° total de tetraedros en la triangulacion: 43.478

Tabla 3.

Caracteristicas del procedimiento CONJUNTO D)

Valor inicial de ¢: 0°002

Valor inicial de £: 0001

Valor inicial de ¢: 0°0001

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 15

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 16

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 12

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1'58614

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1°56577

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1'50155

N° maximo de cambios

£-—>&/5 necesarios para
converger: 1

N° maximo de cambios

£—> &[5 necesarios para
converger: 0

N° maximo de cambios

£—> £f5 necesarios para
converger: 0

N° maximo de tetraedros en
Di: 387

N° maximo de tetraedros en
Di: 389

N° maximo de tetraedros en
Di: 389

N° promedio de tetraedros
en D: 41'65092

N° promedio de tetraedros
en D}: 4174367

N°® promedio de tetraedros
en D': 41'92594

Tabla 4.
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300

250

200

150

100

N° maximo de tetraedros
recorridos

50

0 e + 3 P 'l 3
v T r~— -

5 12 35 70 124 273 350 354 991 1417 1609 2420 8459 11823

N° de tetraedros existentes en la triangulacion

Figura 51. Mdximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el ultimo de los
g p
generados, para encontrar el micleo.

recorridos

N° m4iximo de tetraedros

M " : : " + s s 3
™ +-— — — bl

288 2693 3065 3178 3229 4543 9670 25825 25835

: :
~r L * T ¥

5 30 106 152 182 225 252

N" de tetraedros existentes en la triangulacion

Figura 52. Mdximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el n° 1, para encontrar
el nucleo. '
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30 4+

N° promedio de tetraedros
recorridos

SN o VNN
io —O0— o —0 -O— o
0+ + - + + y 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

N° de puntos incluidos en la triangulacién .

Figura 53. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el ultimo, para
encontrar el nicleo.

]

20 +

10 +

N° promedio de tetraedros
recorridos
8

0 3 e N i I i
p— ¥ T T T 1

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

N° de puntos incluidos en la triangulacién

Figura 54. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el n° 1, para
encontrar el nucleo.
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Figura 55. Tiempo de CPU en funcion del mimero de puntos incluidos.

25000 -

22729
20000 +
15000 +
10000 1+
5000 T
1247
17 72 93 176
0 + + :
°-2° °-5° 5°-10° 10°-20° 20°-30° 30°-40° 40°45°

Grados

Figura 56. Medida de la calidad de la triangulacién del objeto.
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Figura 57. Vértices, aristas, caras y regiones que definen el objeto.
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Figura 58. Triangulacion del dominio con densidad uniforme de puntos.
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 Figura 59. Lineas de la triangulacién de la superficie.
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Figura 60. Lineas de la triangulacion de la superficie y el interior.
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4.1.3. Aplicaci(’)n: puente.

APLICACION: PUENTE

N° de puntos en el objeto: 10.051

N° total de puntos en la triangulacion; 10.121

NP° de tetraedros del objeto: 38.004

N° total de tetraedros en la triangulacion: 63.693

Tabla 5.

Caracteristicas del procedimiento CONJUNTO D;

Valor inicial de £: 0°002

Valor inicial de €: 0°001

Valor inicial de &£: 0°0001

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 24

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar ¢: 24

N° maximo de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 24

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar £: 1°66703

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar &: 1'55726

N° promedio de iteraciones
necesaria para converger sin
cambiar &: 153275

N° maximo de cambios

&->¢€/5 necesarios
converger: 1

para

N° maximo de cambios

&> &/5 necesarios
converger: 1

para

N° maximo de cambios

£—> &[5 necesarios para
converger: 0

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digilai. 2003

N° maximo de tetraedros en

N° maximo de tetraedros en

N° maximo de tetraedros en

D;: 348 D;: 354 D;: 354
N° promedio de tetraedros |N° promedio de tetraedros|N° promedio de tetraedros
en D): 29’6380 en D!: 297843 en D}: 29'8469

Tabla 6.
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150 +

100 4+

N® maximo de tetraedros
" recorridos

0 " i & " n i 3 4
T T T T A\l T T Y T Y v \ T ¥ 1

5 12 35 68 205 235 265 317 340 344 1658 2204 3748 16816 17752 18554 20218 20284 38402 41234

N° de tetraedros existentes en la triangulacion

Figura 61. Maximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el ultimo de los
generados, para encontrar el niicleo.

250 +

150

100

N° maximo de tetraedros
recorridos

5 13 30 39 104 191 197 201 218 280 337 1676 2204 2452 3748 4467 20284 26168 26185

N° de tetraedros existentes en la triangulacién

Figura 62. Mdximo n° de tetraedros recorridos, comenzando por el n° 1, para encontrar
el nucleo.
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N° promedio de tetraedros
recorridos
g

0 " " 3 5 i s i " J
T g T T T T T T T -

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

N° de puntos incluidos en la triangulacién

Figura 63. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el iiltimo, para
encontrar el micleo.

20 +

10 +

N° promedio de tetraedros
recorridos
3

0 N : . ’ + N ’ N

1000 2000 3000 4000 - 5000 6000 7000 8000 9000 10000

N° de puntos incluidos en la triangulacién

Figura 64. N° promedio de tetraedros recorridos, comenzando por el n° 1, para
encontrar el nucleo.
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Figura 65. Tiempo de CPU en funcion del mimero de puntos incluidos.

16000 + 15089
14000 +
12000 +
10000 +
8000 +

6000 -

4000 -

2000 +
41 233

020 °_50 °.10° 10°-20° 20°-30° 30°40°
Grados

Figura 66. Medida de la calidad de la triangulacion del objeto.
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Figura 67. Triangulacion del dominio.
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F igura 68. Lineas de la triangulacion del dominio.
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Figura 69. Detalle de los tirantes del puente.
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Figura 70. Vista de la parte inferior del puente y de la insercion del arco
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4.2. Limites del programa de triangulacion.

Obviamente, el empleo de aritmética no exacta impone limites a la capacidad de
triangular conjuntos de puntos en los que las distancias entré ellos sean muy pequeiias.
Para probar este aspecto del programa hemos construido una piramide en la que los
puntos de las aristas se concentran sobre dos de sus vértices segiin una ley clbica. La

. distaricia minima entre puntos para la que aun funcionaba el programa estaba en torno a
8x1077. Cuando se reduce esta distancia, el programa plantea problemas de diversos
tipos. Por ejemplo, es incapaz de encontrar el nicleo, o no es capaz de encontrar un
conjunto D! £-en forma de estrella con valores de & superiores al limite impuesto por el

ordenador, alrededor de 10™'° trabajando con doble precision.

APLICACION: PIRAMIDE

NP° de puntos en el objeto: 700

N° total de puntos en la triangulacion: 770

N° de tetraedros del objeto: 889

N° total de tetracdros en la triangulacién: 5.531

Tabla 7.

Caracteristicas del procedimiento CONJUNTO D;

Valor inicial de £: 0°001

N° méximo de iteraciones necesaria para converger sin cambiar £: 46

N° promedio de iteraciones necesaria para converger sin cambiar £: 328571

N° maximo de cambios & — £/5 necesarios para converger: 5

Distancia tipica del objeto (tamafio aproximado): 2

Distancia minima entre puntos: 10~

labla 8.
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Los datos que se aportan en las dos tablas anteriores corresponden a una distancia
minima entre puntos de 107, por tanto, proxima al limite. Si se pretende triangular
conjuntos en los que haya puntos que disten menos de esta cantidad, habra que aumentar

la precision del ordenador.
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insercion

.
2

sobre las aristas.
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Figura 71. Acumulacion de puntos cerca de dos de los veérices de la piramide



Figura 72. Acumulacion de puntos cerca de dos de los vérices de la piramide; insercion
- sobre las aristas y las caras.
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5. CONCLUSIONES
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Las conclusiones mas relevantes que se pueden extraer de este trabajo son las

siguientes:

I.-

La triangulacion de Delaunay es un probedimiento muy adecuado para la
construccion de mallas para la aplicacion del MEF. Hemos desarrollado de un
programa en FORTRAN para la generacion de mallas tridimensionales de
dominios poliédricos basado en dicha triangulacion. El algoritmo empleado para

este proposito es una modificacion del algoritmo de Watson.

La posibilidad de incluir nuevos puntos en una triangulacién preexistente deja
abierta la posibilidad de utilizar el programa de triangulacion en problemas que
requieran mallas adaptativas. En otras palabras, este programa permite el
refinamiento local de la triangulacion siempre y cuando se disponga de un criterio
adecuado de inclusion de puntos en las zonas donde los estimadores de error del

MEF lo requieran.

Disposiciones especiales de los puntos pueden hacer que los algoritmos que
generan la triangulacién de Delaunay tengan serios problemas, dando lugar a
construcciones topologicamente incorrectas o tetraedros muy degenerados no
aptos para la aplicacion del MEF. En esta tesis hemos presentado un algoritmo
capaz de paliar, en gran medida, estos problemas. Los limites en la actuacién de

este algoritmo han sido expuestos en el apartado 4.2.

La calidad de la triangulacion depende de la disposicion espacial de los puntos
que la definen. Hemos desarrollado un programa capaz de generar puntos en la
superficie y en el interior de objetos poliédricos, de manera que la calidad de la
triangulacion sea aceptable y que ésta sea conforme, al menos en dominios con
geometrias no muy complicadas, con la frontera de dicho dominio. Las
densidades de puntos de las aristas, caras y regiones son especificadas en la

entrada de datos.
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Se ha comprobado experimentalmente en bastantes ejemplos que la complejidad
algoritmica del programa de triangulacion es casi lineal en relacién al niimero de
puntos. Los tiempos de CPU que se necesitan para triangular un conjunto de

unos 10.000 puntos, en una estacién de trabajo HP-730, estan en torno al minuto.
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6. LINEAS FUTURAS
DE INVESTIGACION
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Este trabajo deja abiertas numerosas lineas de investigacién para trabajos futuros.

Algunas de ellas se plantean como simples mejoras de los programas que hemos

desarrollado, otras tienen objetivos mas complejos y por tanto realizables a mas largo

plazo.

1.-

Uno de los primeros objetivos que nos hemos plantcado es el de aplicar el

generador de mallas tridimensionales a la resolucion de diversos problemas

mediante el MEF.

La entrada de datos del programa de generacion automatica de puntos resulta
algo tediosa cuando se pretenden definir dominios muy complejos. Una primera
mejora de este programa podria ir encaminada a modificar la informacion que se
necesita para definir la geometria del dominio. En este sentido, seria conveniente
que la entrada de datos admitiera directamente la especificacion de poliedros no

convexos sin necesidad de descomponerlos en convexos.

En numerosas ocasiones los dominios en los que se va a aplicar el MEF tienen
superficies curvas. Por el momento, la Ginica manera en que nosotros podemos
tratar estas superficies es descomponiéndolas en pequefios poliedros convexos.
Las técnicas CAD permiten un tratamiento eficaz de tales superficies. Un objetivo

a medio plazo seria desarrollar un programa de generacion automatica de puntos

basado en estas técnicas.

En el apartado 3.6 de esta tesis hemos indicado cual seria una posible linea de
trabajo para tratar el problema de la conformidad de la triangulacion con el
dominio. Los resultados obtenidos hasta el momento han sido prometedores, si
bien, no exentos de conflictos. Tenemos intencion de continuar investigando las

posibilidades que abre esta linea de trabajo.
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Como se coment6 en el apartado 2.4, la estructura de datos estaba pensada para
tener gran versatilidad y facil aplicacion a diversos programas del MEF. Como
contrapartida, tiene el inconveniente de requerir gran cantidad de memoria.
Introduciendo algunas modificaciones en los algoritmos que maneja el programa
de triangulacion podriamos conseguir que éstos se adecuaran a una estructura de
datos mas ahorrativa. Ademas, se podria sustituir el lenguaje de programacion
utilizado, el FORTRAN, por un lenguaje mas actual y con capacidad de

dimensionamiento dinamico de vectores y matrices, como es el C.

Existen algunas técnicas de reciente aparicion, basadas en algoritmos genéticos,
que permiten mejorar la calidad de una malla. Una posible linea de actuacién se
centraria en la aplicacion de estos algoritmos, o de cualquier otra técnica de

mejora de la calidad, a las mallas tridimensionales de tipo Delaunay.

Las mallas adaptativas en 3-D se encuentran en su priméra fase de desarrollo.
Como ya se ha comentado con anterioridad, los algoritmos incrementales, como
el que hemos utilizado, ofrecen la posibilidad de refinar localmente la malla
mediante la adicion de nuevos puntos. Una interesante linea de actuacion seria
elaborar procedimientos de insercion de nuevos puntos de manera que se consiga
un adecuado refinamiento local de la malla. Se ha pensado también en la
posibilidad de encontrar algoritmos que permifan quitar puntos de la malla
existente, y que la reconstruyan después, para asi conseguir un desrefinamiento
local de la misma. Combinando los dos procedimientos anteriores se conseguiria
un generador de mallas capaz de refinar o desrefinar localmente, ségﬁn las
necesidades del problema. Estos generadores de mallas son especialmente utiles

en problemas evolutivos.

Como alternativa a la estrategia anterior se ha pensado en la posibilidad de refinar

las mallas generadas por nuestro programa mediante los algoritmos propuestos
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por Rivara o Binsch en [RivLev92] y [Bins91], respectivamente. Estos
algoritmos, a base de mallas encajadas tienen la ventaja de conservar la
conformidad de la malla con el dominio. Ademas, son especialmente indicados

para adaptarlos a procesos de desrefinamiento.

La resolucion de diversos problemas evolutivos en 2-D utilizando
algoritmos de refinamiento/desrefinamiento de mallas encajadas ya ha sido

tratado por varios autores vinculados a este Departamento [FerMon94] [Plaz93].
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