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RESUMEN

Este trabajo trata sobre el estudio de distintos
métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones de forma

elemento a elemento, introduciendo técnicas de

precondicionamiento.

Los problemas simétricos se abordan mediante el
método del Gradiente Conjugado con precondicionadores EBE, y
los no simétricos con el de Regularizacién Parabélica dotado
de Aceleracién por Relajacién y con otras variantes del
Gradiente Conjugado, siendo implementados elemento a
elemento, sin formar la matriz global, al formar parte de un
proceso adaptativo. Se combinan con los métodos del Punto
Fijo y de Newton en sistemas no lineales y se utilizan como

procedimientos de suavizado en el método de Multimalla.

Se resuelven varios problemas lineales Y no
lineales, asociados a matrices simétricas Y no simétricas
que surgen de la discretizacién por el método de los
elementos finitos, y se comparan el nimero de iteraciones
requerido para la convergencia, el tiempo para obtener 1la

solucidén y aspectos computacionales de las técnicas de

resolucién analizadas.
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ABSTRACT

This thesis deals with several methods for solving

systems of equations element by element, using

preconditioning techniques.

Symmetrics problems are solved by the Conjugate
Gradient method with EBE preconditioners, and non-symmetric
one by Parabolic Regularization with Acelerated Relaxation
and some new Conjugate Gradient methods, being implementated
element by element, without entailing a global matrix, in an
adaptive process. They are used for solving the 1linear
systems secuence which arise from the linearization of

nonlinear systems applying Fixed Point or Newton method, and

like Smoothing iterations in Multigrid method.

Linear and Nonlinear problems, with symmetric and
non-symmetric matrix which arise from the Finite Element
discretization are solved, and the number of iterations for
convergence, solution time and computational aspects are

discussed for studied iterative procedures.
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INTRODUCCION 4

1. - INTRODUCCION.

1.1.- METODOS ADAPTATIVOS.

En la resolucién numérica de problemas de contorno
mediante el método de los elementos finitos, la calidad de
la solucién aproximada obtenida depende del grado de
discretizacién considerado en la construccién de la
aproximacién. Elegida una discretizacién del dominio en
estudio, al abordar una aplicacién numérica, la solucién que
se obtiene tendré errores locales que difieren para los
distintos elementos finitos de la red o malla, y que serén
mayores en las zonas del dominio donde la solucién
experimente un comportamiento mas irregular (singularidades
en el dominio, gradientes altos,...), siendo de interés, por
tanto, considerar una malla para la cual los errores locales

de la soluci6n numérica disminuyan.

Los métodos adaptativos de refinamiento de mallados
de elementos finitos surgen para afrontar el objetivo
expuesto. Se basan en generar una malla a partir de otra
dada, por introduccién de nuevos elementos finitos. La nueva
malla contiene a la anterior y se distingue de ésta por 1la
existencia de discretizaciones més fuertes en los
subdominios donde indicadores de errores locales detecten la

necesidad de mejorar la calidad de la aproximacién de la
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INTRODUGCCION 5

solucién numérica. Este proceso se puede aplicar cuantas
veces sea necesario hasta obtener la exactitud buscada en la

soluciodn.

Toda iteracidén incluida en un proceso adaptativo
constard de un primer paso de formacién del sistema de
ecuaciones, al que seguiré la resolucién del mismo. Obtenida
la solucién del sistema asociado a la discretizacién
establecida, se procede al cdlculo de los indicadores de
error que nos permitirdn adoptar una estrategia de

refinamiento adecuada a las caracteristicas de cada

problema.
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INTRODUCCION 6

1.2.- METODOS ELEMENTO A ELEMENTO.

La aplicacién del método de los elementos finitos a
un problema de contorno, conduce a la formacidn y resolucién
numérica de un sistema algebraico de ecuaciones de orden
elevado para discretizaciones fuertes y de estructura
sparse. En el contexto de utilizacién de métodos adaptativos
de refinamiento de mallados, afrontamos la resolucién de un
sistema para cada malla generada que ve destruida 1la
estructura sparse de su matriz de rigidez debido al
ensamblaje de las matrices elementales de los nuevos
elementos introducidos, lo que dificulta la utilizacién de
métodos directos que requiéren una importante capacidad de

memoria disponible en ordenador.

Una alternativa a este problema, al que se dedican
grandes esfuerzos en la actualidad, consiste en la
aplicacién de métodos iterativos que lleven a cabo 1la
resolucién numérica de los sistemas sin formar la matriz de
rigidez y aprovechen la solucién de la malla anterior como
aproximacién inicial. Se trata por tanto de métodos en los
que todas las operaciones matriciales gque gobiernan el
algoritmo de resolucién del sistema, se realizan de modo
elemental, es decir, elemento a elemento. De esta forma sélo
se requiere el almacenamiento de las matrices elementales y

un nimero reducido de vectores que conforman el método.
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INTRODUCCION 7

1.3.~ OBJETIVOS.

En este trabajo de tesis, el objetivo fundamental
es realizar un estudio sobre métodos elemento a elemento de
resolucién de sistemas de ecuaciones asociados a métodos
adaptativos de refinamiento de mallados de elementos
finitos, a fin de aportar criterios de eleccién entre é&stos
en aplicaciones numéricas de problemas lineales vy no
lineales de contorno, con matrices del sistema simétricas vy

no simétricas.

Otros objetivos propuestos corresponden a la
utilizacién del método multimalla en procesos adaptativos
aplicando métodos implementados elemento a elemento tanto en
los pasos de suavizado como en la resolucién del sistema en
la malla inicial; al estudio de las propiedades de
estabilidad numérica de los métodos abordados elemento a
elemento que se basan en la regularizacién parabélica del
sistema asociado al problema eliptico discreto; al
tratamiento de los aspectos computaciondles relativos a la
implementacidén de los métodos elemento a elemento; Y, por
Gltimo, a la obtencién de conclusiones sobre la efectividad
de los métodos entre si en cuanto a tiempo de c&lculo,
almacenamiento de memoria en ordenador y convergencia en la
resolucién de diversos problemas lineales y no lineales que

se han abordado.
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 8

2. = VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO.

2.1.~ PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES.

En procesos adaptativos, la resolucién de un
problema unidimensional mediante el método de elementos
finitos destruye la estructura ordenada del mallado por la
introduccién de nuevos nodos intermedios. Igualmente, 1la
numeracién de 1los elementos resulta desordenada, y el
ensamblaje de las matrices elementales da una matriz global
que pierde su estructura en banda. Esto supone un aumento de
memoria y tiempo de c&ilculo considerable, debido a 1la

presencia de numerosos elementos nulos dispersos en la

matriz de rigidez.

Una solucién elemental a este problema consistiria
eén renumerar todo el mallado, es decir, los nodos vy
elementos. Esto implicaria que todas las matrices y vectores
que contengan informacién relativa a los nodos Yy elementos

del mallado deben ser reordenados también, con el

consiguiente costo.

Otra posible estrategia seria utilizar un método
iterativo elemento a elemento aprovechando la solucién

obtenida en un mallado como solucién inicial para el mallado
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 9

refinado. Sin embargo, los resultados obtenidos con estas
técnicas en problemas unidimensionales no han sido tan
satisfactorias en cuanto a la rapidez de convergencia hacia
la solucién. En cualquier caso, conviene no olvidar que los
métodos iterativos elemento a elemento van a ser . més
competitivos en problemas bidimensionales, y con toda
seguridad mas eficaces que los directos en tres dimensiones
(véase estudios realizados al respecto por Muller-Hughes
[34]).

En el propésito de utilizar un método directo de
resolucién de sistemas en problemas abordados mediante el
método de elementos finitos adaptativos que actGa sobre
mallados desordenados, se aporta en este trabajo una técnica
de ensamblaje que permite obtener una matriz global
tridiagonal en cada iteracién de refinamiento adaptativo
cuando se utilizan funciones de forma lineales. La técnica
propuesta se basa en la utilizacién de un vector de enteros
auxiliar que contenga la informacién referente a la posicién
fisica de cada elemento finito en el mallado. La
construccién del vector auxiliar n, es tal que para el

elemento On. que ocupa la posicién i-&sima en el mallado,

se establece la asignacién:

np;= ne , (ne: numeracién global del elemento)
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VENTAJAS DE LOS METONOS ELEMENTO A ELEMENTO 10

Los valores de este vector, en los elementos del mallado,

se obtienen por comparacién de las coordenadas de los nodos.

La implementacién realizada de construccién

auxiliar es reproducida:

SUBROUTINE ACNPE (X,NODES,NP)
IMPLICIT REALNME(A-G,0-Z)
COMMON/CCON/TITLE (2¢) ,NNODE,NELEM
DIMENSION X(4),NODES(2,1),NP(1)
NP(4)=4
DO 20 I=2,NELEM
CI=X(NODES({2 , NP ( I-1)
DO 10 J=2,NELEM
IF{X¥(NODES!{1 ,J) ), EG. CI) GQOTO 4150
100 CONTINUR
130 NP{(I)=J
200 CONTINUE

del vector

nodos.

RETURN
END
Donde:

X ¢t Vector de coordenadas de los
NODES : Matriz de conexiones nodales.
NP t Vector auxiliar.
NNODE : Namero de nodos del mallado.
NELEM : Namero de elementos del mallado.

Al ensamblar las matrices elementales siguiendo el

orden establecido por el indice de barrido de elementos del

mallado,

obtenemos una matriz global con

estructura
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 11

tridiagonal. Llamemos GK a la matriz que contiene las tres
diagonales y GF el vector segundo miembro del sistema, el
ensamblamiento nodal que obtiene la formacién de la matriz

tridiagonal es reproducida:

SUBROUTINE AASSMB(EK,EF ,NODES,GK,GF ,NP)
IMPLICIT REALMA(A-G,0-2Z)

COMMON/CCON/TITLE (2¢) ,NNODE, NELEM,NMAT NPOINT
DIMENSION EK(2,2,1),EF(2, 1), NODES(2,4)

DIMENSION 4dK(8,43,GF(4),NP{1)

DO 40 NEL=1i,NELEM

DO 40 I=4,2

IA=NODES{(I,NEL}

c ENSAMBLAJE DEL VECTOR d4LOBAL dGF
10 GF(IG)=@F{(I8)+EF{(I , NEL}
Lo} ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ GLOBAL QK
AK({1,1)=0.

OK(2,4)=EK(4,1,4)
adK( (8,1 )=EK(4,2,1)
DO 2¢ I=2,NNODE-41
K1, DH=EK(2,4, NP{(I~-1))
AK(2,D=EK{1,4, NI} ) +EXK(2,2, NP(I-1})
aK (8, I ) =EK{i,2 NPI»

20 CONTINUE
GK( ,NNODE=EK{2,i NPINNODE-1)»
AK{Z,NNODE)=EK(2,2, NP(INNODE-1)»
QK({ 8 ,NNODE)=0,
RETURN
END

Siendo:

EK(j,k,ne) : elemento Kjk de la matriz
elemental de Qno.
EF(j,ne) : elemento Ek del vector elemental del

segundo miembro correspondiente al elemento On..
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTC 12

Obsérvese que se toman GK(1,1)=0 y GK(3,NNODE)=0

para completar las diagonales.

Al resolver el sistema debemos proceder a una
reordenacién del vector solucién y del vector segundo
miembro , que corresponda a la efectuada con la matriz
tridiagonal; tal que la solucién en el nodo N sea U(N),
siendo N la numeracién global del nodo. Por tanto, 1la

triangularizacién y el remonte se implementarén atendiendo a

la observacién anterior.

La técnica de reordenamiento implementada junto con
el emsamblaje de las matrices elementales en una (global

tridiagonal, permite un ahorro considerable de memoria.

Las subrutinas reproducidas forman parte del
programa MEFAl [33], versi6én autoadaptativa del programa
estandar de elementos finitos en 1-D, CODEl, desarrollado
por Becker-Carey-Oden [7]. El lenguaje de programacién

utilizado ha sido FORTRAN 77 en un VAX 11/750.

La resolucién directa del sistema tridiagonal ha
superado como era de esperar en 1-D a cualquier método

iterativo que hemos aplicadoc en cuanto a nimero de

operaciones realizadas.
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 13

Se propone esta técnica de reordenacién y formacién
de un sistema tridiagonal como la m&s adecuada cuando se
resuelven problemas unidimensionales mendiante el método de
los elementos finitos adaptativos, independiente de que el
nimero de ecuaciones que forman el sistema sea
considerablemente alto en las Gltimas discretizaciones que

se realicen en el proceso adaptativo.
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 14

2.2.- PROBLEMAS BIDIMENSIONALES.

En el tratamiento de problemas bidimensionales
mediante el método de elementos finitos, la solucién
propuesta de reordenacién del mallado no es tan evidente
como en problemas unidimensionales. Asf, obtener una matriz
en banda mediante un ensamblaje ordenado de las matrices
elementales es un problema complejo, sobre todo si forma

parte de un proceso adaptativo.

Actualmente es de aceptacién general la utilizacién
de métodos iterativos para la resolucién de sistemas de
ecuaciones de orden elevado. Estos, ademds, tienen la
ventaja de que aprovechan la solucién de mallados anteriores
como aproximacién inicial, cuando se trabaja con procesos
adaptativos. Pero si en cada etapa de refinamiento se
tuviera que ensamblar las matrices elementales para
construir la global, no s6lo incrementaria el tiempo de
cédlculo , sino que aumentaria la demanda de memoria hasta
tal punto de poder hacer inabordables la resolucién numérica

de muchos problemas.

Los métodos iterativos elemento a elemento gque se
proponen, permiten resolver los sistemas de ecuaciones sin

necesidad de ensamblar la matriz global. Por tanto, con un
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VENTAJAS DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 15

espacio de memoria relativamente pequefioc se pueden abordar

problemas de gran rango (ver referencias [34], [19] y [20]).

Las operaciones se realizan utilizando una a una
las matrices elementales, independizando asi su efectividad
con respecto a la numeracién de los elementos, al contrario
que para los métodos basados en el ensamblaje de la matriz
global del sistema, donde la efectividad dependia del orden
de numeracién, por su influencia en la dispersién de los

términos no nulos y en general en las carateristicas de 1la

matriz de rigidez.

Cuando s6lo se opera con matrices elementales,
éstas se pueden almacenar en disco (por ejemplo: en ficheros
de acceso directo) si bien esto depende de la memoria

disponible y de la velocidad de acceso a disco.

A todas estas ventajas de los métodos elemento a
elemento se suma otra en problemas lineales, donde no es
necesario recalcular las matrices de los elementos no

refinados, lo que se traduce en un ahorro considerable en el

costo de cdlculo informatico.
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DESCRIPCION DE LOS8 METODOS ELEMENTC A ELEMENTO 16

3. - DESCRIPCION DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO.
3.1.- RESOLUCION DE SISTEMAS SIMETRICOS.

La necesidad de resolver problemas hoy en dia con
fuertes discretizaciones, ha desatado durante los altimos

afios un interés creciente por técnicas iterativas.

En la resolucién numérica de sistemas con matriz
simétrica definida positiva, el método del Gradiente
Conjugado Precondicionado ha atraido la atencién de 1la
comunidad cientifica debido a su simplicidad y a 1la

utilizacién de un ntmero fijo vy predeterminado de vectores

en el proceso de resolucién .

Otra caracteristica de este método es que a priori
se puede conocer el nimero m&ximo de iteraciones a realizar,

lo que supone cierta seguridad cuando se abordan grandes

problemas.

En el caso de procesos adaptativos, adquiere gran
interés la posibilidad de implementar el algoritmo del
Gradiente Conjugado Precondicionado de forma que sblo se
opere a nivel de elemento. Para aprovechar esta ventaja se
han considerado precondicionadores elemento a elemento (como

lo son el de Cholesky y el de Crout, propuestos por Hughes
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DESCRIFCION DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 17

[34]) ademi&s del precondicionador diagonal gque permite

realizar la programacién del método conservando esta idea

(ver Jenning [27]).
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DESCRIPCION DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO 18

3.2.- RESOLUCION DE SISTEMAS NO SIMETRICOS.

Ante la imposibilidad de aplicar el método del
Gradiente Conjugado cuando el sistema es no simétrico, solo
caben dos alternativas: la primera es optar por un nuevo
método que permita conservar la estructura elemento a
elemento; la segunda opcién es transformar el sistema dado

en otro que sea simétrico y aplicar entonces el método del

gradiente conjugado.

El método de Regularizacién Parabélica del sistema
a resolver junto con la aplicacién de esquemas de

factorizacién elemento a elemento, suponen una primera via

de solucién del problema.

El primer ejemplo de un esquema elemento a elemento
de este tipo aparece con MNughes, Levit y Winget [20],
presentando un procedimiento implicito, incondicionalmente
estable y con una aproximacién de segundo orden en tiempo,
para el problema de transmisién de calor. Este método surge
de ideas encontradas en la extensa literatura rusa sobre el
operador Splitting, Siguiendo en esta linea, los mismos
autores aplican esquemas elemento a elemento a problemas de
mecanica del sé6lido y de estructura (ver referencia ([19]).
Se completard aqui el estudio de estos métodos con la

aplicacién de los mismos al problema de conveccién-difusién
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utilizando la técnica de difusién artificial, y al problema
de conduccién de calor no lineal como procedimientos para la

linealizacién en el método de Newton.

La otra alternativa se basa en replantear el
sistema, de forma que se transforme en simétrico. En [28)]
Joly presenta diferentes algoritmos de simetrizacién que
suponen ligeras variaciones en el algoritmo del Gradiente
Conjugado para matrices simétricas. De los métodos
presentados alli, hemos optado por aquellos que permitian
conservar la idea de operar elemento a elemento ya la vez
no tenian un costo de almacenaje excesivamente superior al
del algoritmo de partida. Estos son el mé&todo de la Ecuacién

Normal, el del Error Minimo, el del Residuo Minimo y el de

Doble Gradiente Conjugado.

La efectividad de estos ultimos se estudia en
las mismas aplicaciones citadas para los métodos de

Regularizacién Parabélica.
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4.~ METODOS ELEMENTO A ELEMENTO Y MULTIMALLA.

4.1.- INTRODUCCION.

En la resolucién de un sistema de ecuaciones dado
por la discretizacién de un problema mediante el método de
elementos finitos, se puede observar un fenémeno interesante
al aplicar un método iterativo: la convergencia es répida
con respecto a las altas frecuencias Yy s6lo 1las bajas
frecuencias producen una convergencia lenta. El método
Multimalla se basa en esta idea, eliminando el error de
frecuencias altas en sistemas pequefios definidos por mallas

con pocos elementos, resolviéndolos en términos de residuos.

Con un método autoadaptativo de refinamiento de
mallados, podemos 1llevar a cabo la técnica multimalla

guardando la estructura de todas la mallas que intervienen

en el proceso.

Dado un sistema de ecuaciones:

y ! niveles de mallas, resumimos a continuacién el método

multimalla, el cual est& desarrollado en [17].
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l.- Realizaremos un presuavizado, es decir,

resolver mediante un método iterativo con un ntimero

reducido de iteraciones (V1), el sistema dado en la malla i:

(V)
X, = yl (%, . bl) (4.1.1)
2.- Pasaremos a un nivel de malla inferior
aplicando una restriccién r al residuo:
procediendo a resolver el sistema:
A, X .= b _, (4.1.3)

utilizando el mismo proceso ( presuavizado vy restriccién)

sucesivamente, hasta llegar a la malla =0, cuyo sistema

resolveremos aplicando un método iterativo hasta obtener una

solucién muy cercana a la exacta.

3.- Una vez tenemos la soluciébn en una malla

inferior, el paso a una malla superior se realiza mediante

una prolongacién g, tal que:

X =% -px _ (4.1.4)

fijo y
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4.~ Después de obtener la solucién aproximada en
cada mallado, se realiza un postsuavizado mediante un nimero

fijo y pequefio de iteraciones (V2) de un método iterativo:

cr b)) (4.1.5)

El proceso multimalla se puede realizar un namero

determinado de veces hasta que la solucién Cumpla la

tolerancia exigida.

Definicién de variables:

k: Nivel de Malla.

it: Nmero de iteraciones.

X,.: Solucién en el nivel k.

A : Matriz del sistema en el nivel k.

b, : Segundo miembro del sistema en el nivel k.

f;V1’(xk,bk): Método iterativo aplicado Vi1
iteraciones para resolver A x =b .

(Ve

# (¥, /by ): Método iterativo aplicado V2

iteraciones para resolver Akxkzbk'

r: Restriccidn.

£: Prolongacién.
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ALGORITMO MULTIMALLA

COMIENZO

k=1 (nivel de malla)

J_tL=;. (no. de iterac.) , SToF
X, = %, (aprox. inicial) X, calculado

k4

y k=1
=0

' k
0/k?0\°+- x = Ay |y
.

(o]
[o 2N 1
[+
+

Lo
I

x>0 } kel
b 4
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4.2.- CONCLUSIONES.

En un proceso autoadaptativo de refinamiento de
mallado, 1la aplicacién del método multimalla supone
almacenar todas las tablas que contienen la informacién de
cada una de las diferentes mallas obtenidas, tal que permita
conservar una estructura elemento a elemento. Consideraremos
una estructura de &rbol en cuanto a estas tablas, de forma
que en cualquier paso del proceso se pueda saber qué

elementos, caras y nodos componen una malla determinada.

Introduciéndonos en el algoritmo Multimalla, hemos
definido la prolongacién ¢ mediante la misma interpolacién
utilizada para obtener la aproximacién inicial de la
solucidén en una malla a partir de la obtenida en la malla
anterior. De igual forma, la restriccién r sers la inducida
por la matriz del cambio de base realizado al pasar de una

malla a otra de nivel inferior.

Falta concretar los métodos iterativos a emplear en
la resolucién del sistema correspondiente a la malla l=0, en
el proceso de presuavizado Y en el de postsuavizado. Se
pueden utilizar diferentes métodos en cada caso, sin embargo

aqui se ha optado por una estrategia en la que se considera

un finico método.
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Observando los resultados obtenidos en la

convergencia de los métodos que se han expuesto

anteriormente, y que se desarrollan en el capitulo -

siguiente, se ha optado por la combinacién del método
Multimalla con el de Gradiente Conjugado con
Precondicionador Diagonal, para problemas simétricos, y con
el de Doble Gradiente Conjugado para problemas no

simétricos, integrédndose en el algoritmo Multimalla del

programa NEPTUNO [11].

En la resolucidén del sistema en 1la Malla =0,
aplicaremos dichos métodos con un ntmero de iteraciones
igual al orden del sistema, dado que al ser ambos métodos de

Gradiente Conjugado convergen tedricamente a la solucién

exacta en dicho nimero de iteraciones.

En los procesos de suavizado se aplicarédn los
mismos métodos que en el caso anterior segin la simetria del
problema, realizando pocas iteraciones (2 6 3 ) que se

controlarén mediante parimetros del programa.
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S. - DESARROLLO DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO.
5.1.- METODOS PARA SISTEMAS SIMETRICOS.

Para la resolucién de sistemas simétricos con
matriz global definida positiva, se propone el método del
Gradiente Conjugado con diferentes precondicionadores
propuestos por Hughes, basados en la idea de aproximar la
factorizacién de la matriz global del sistema mediante el

producto de factorizaciones elementales (precondicionadores

EBE).

La estrategia consistird en introducir en el
algoritmo del Gradiente Conjugado Clésico, el concepto de
precondicionamiento, v luego definir distintos
precondicionadores. En este estudio, analizaremos el
precondicionador Diagonal como primera aproximacién,

Yy los precondicionadores elemento a elemento de Cholesky vy

de Crout.
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5.1.1.~- METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO.

mxm . . .
Sea A € R una matriz simétrica

positiva, no singular. Planteemos el problema

resolucién del sistema de ecuaciones lineales:

beR",xe® RcR",

El método del Gradiente Conjugado,

definida

de la

(5.1.1.1)

debido a

Hestenes y Stiefel (1952) converge a la solucién exacta

en

un nimero finito de iteraciones m (ntmero de ecuaciones), en

ausencia de errores de redondeo.

Si A es simétrica y definida
resolucidén de (5.1.1.1) es equivalente a la

problema de minimizacién:

J(x) = inf J(Vv)
YveiR
siendo

J(V) = 5 (b-Av)T A™' (b_av)

positiva, la

resolucidén del

(5.1.1.2)

J(v) = Ci(x), R € R", un funcional cuadritico que

expresarse de forma equivalente:

puede
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J(v) =3 ¥VAv - by + LpTATY (5.1.1.3)

Por tanto, se plantea el problema de 1la forma

siguiente:

grad J(x) = b-Ax (5.1.1.4)

¥ € X, grad J(x) RrR™,

Sea x una aproximacién a la solucién exacta %X, se
determina X.+1 Siguiendo 1la direccién corregida del

vector grad J(*.,,) Y eligiendo el punto donde J(x_ ,,) sea

minimo:

Xowg =X, t A P (5.1.1.5)

siendo P_ el vector cuya direccién se pretende seguir y a

un parédmetro tal que J(x_,,) es minimo.

Para la obtencién del vector P, se parte de 1la
siguiente propiedad:

Si %, satisface que J(%,) = ¢, y si x" minimiza
J(X), el vector que une X con x" es A-conjugado de
cualquier vector perteneciente al hiperplano tangente a J(%)
en el punto X, Por tanto, P, se ird corrigiendo en

cada iteracién tal que sea coplanario con rnYP ., + ¥

A-conjugado a P._,-
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Sea r = b-Axn ., entonces:

Po = To
(5.1.1.6)
pﬁ:rn-i-ﬁhph_‘ ’ Vns>o0
La eleccién de 3  viene dada haciendo que P, sea
A-conjugado a P._, + ©s decir, p: A P,_, =0:
T
[rn + ﬁn pn—il A pn-:l. =0
de donde:
r: A P,
B, = - T + ¥Yn>0 (5.1.1.7)
ph-i A pn-1

Una vez obtenido p_, se calcula a_  tal que J(® .,.)

sea minimo:
1 T, BT
J(xh-ﬁi) = E (xh + aﬂ ph) (xﬁ + ah ph) = (xn + dh p'h)

El valor de 4 que minimiza J(®_.,) es (ver

Stoer—Bulirsch [43]):

(5.1.1.8)
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La sucesién de vectores AP o P Y
PP /Pyyeee generados segiin (5.1.1.6) tienen las
siguientes propiedades:
T .
a.- r. pj =0 para j < i
T T T
b.- r. r. > 0 ' r. P, = r.r
c.- P: A P; =0 para i < j
T .
.- r. rj =0 para i < j
e.- r. = b-A x,
19 t
La demostracién se puede encontrar en
Stoer—-Bulirsch [43].
Aplicando las propiedades anteriores, las
expresiones (5.1.1.7) y (5.1.1.8) de B, v & se pueden

transformar en las siguientes:

T
r r
‘? _ n n
n PT r
n-4 n-4
T
rn rh
an= T
A
pn pn

reduciendo el nimero de productos

vector.

(5.1.1.9)

(5.1.1.10)

matriz por
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El algoritmo del método del Gradiente Conjugado se

establece como sigue, en base considerar el problema de 1la

resolucién de un sistema de ecuaciones como equialente al de
minimizacién de una funcional, para lo cual se elaboraron
las estrategias anteriores:

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO

Primer paso: Inicializacién.

n=2y9
r, = b--Ax°
Po= To

rn r~'rs
dnz T
A
pn pn
xX = X
rn+d 'n+ an pn
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Tercer paso: Verificacién de convergencia.

¢lir < & e 0l 2
si: detener el proceso.

no: continuar.

Cuarto paso: Direccién conjugada corregida.

T
r r
f? _ n+d n+d
n+4 T
r r
n n

volver al segundo paso.
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5.1.2.- GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO.

En la resolucién de muchos problemas fisicos,
aparecen sistemas de ecuaciones mal condicionados a los que
cualquier pequefio error de redondeo afecta variando
sustancialmente la solucién o incluso impidiendo la

convergencia al aplicar un método iterativo.

Para superar esta dificultad se propone una
variacién en el sistema original (5.1.1.1) multiplicando
ambos miembros por una matriz tal que el sistema resultante
quede mejor condicionado. E1 mejor o peor condicionamiento

de un sistema depende del nfimero de condicionamiento que se

define como:

;\max
k(A): N a—

min

siendo

A hax= Maximo valor propio de A.

Kmin— minimo valor propio de A.
Un buen precondicionador es aquel que hace el
nimero de condicionamiento del sistema lo mads cercano a 1la

unidad (Ver referencias [34] y [28]).
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Sea B la matriz de precondicionamiento, entonces el

sistema (5.1.1.1) queda:
B "Ax = B™'b (5.1.2.1)

Al aplicar el método del Gradiente Conjugado al

sistema (5.1.2.1) resulta el algoritmo del Gradiente

Conjugado Precondicionado:

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO

Primer paso: Inicializacién.

’
]
o
1

%

r z
n n
dh=
A
P Ph
b4 = X o
n+4 n+ n pn
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Tercer paso: Verificacién de convergencia.

e < sl 2
si: detener el proceso.

no: continuar.

Cuarto paso: Direccién conjugada corregida.

z =B "r
n+d n+ 4
T
r z
f; _ n+d n+d
n+4 T
r z
n n
= Z
pn+1 n+ 4 ﬁn+1 ph

volver al segundo paso.

Obsérvese que si B = A el algoritmo converge en

una iteracién, aunque evidentemente esto equivale a resolver

el sistema aplicando un método directo. Por tanto, cuanto

mejor se aproxima B a la matriz del sistema A m&s se acelera
la convergencia. Sin embargo, la eleccién de B debe estar

ligada también a la obtencién de un sistema relativamente

facil de resolver, intentando equilibrar ambos objetivos.
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Los siquientes aspectos de implementacién son
también importantes: el algoritmo utiliza cuatro vectores
ademds del precondicionador B, estos son: X, r, zyp. Esté
claro que r puede ocupar el mismo espacio que b, También el
producto Apn se puede acumular en Z .+ siempre gque el

escalar r z se almacene para su utilizacién en el paso de

correccién de la direccién conjugada.

Se puede demostrar (ver referencia [31]) que el
residuo del algoritmo del Gradiente Conjugado

Precondicionado decrece de acuerdo con la expresidn:

k(B™A) - 1
k(BA) + 1

Ir,...0I < fie 1l (5.1.2.2)

por lo tanto, es deseable que k(B_‘A) esté préximo a la

unidad.

Otro aspecto de implementacién a considerar es el
producto de Ap . En un programa de Elementos Finitos
Adaptativos donde se almacenan todas las matrices
elementales y nunca se construye la matriz de rigidez A, se

tendréd que realizar este producto de forma elemental:

Ao = NoLAo _ NoLAo o .
p_= [ > ] P, = ) A°p] (5.1.2.3)
e=1 e=4
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donde A® representa la matriz elemental correspondiente al
elemento e, P: los términos de P, que van a multiplicarse
por los de A°, Y Nel el ntmero total de elementos
(obsérvese que la dimensién de A® y de p: es la misma que la
de A, s6lo que contiene todos los términos nulos, salvo

aquellos correspondientes al sistema elemental asociado al

elemento Q).

Queda asi planteado de forma bastante completa esfé
método que no s6lo pretende un mejor condicionamiento del
sistema original, sino que a la vez mejora la convergencia
reduciendo el nimero de iteraciones necesarias para obtener

una determinada exactitud en la solucién.
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5.1.3.- PRECONDICIONADOR DIAGONAL.

Esta claro que al buscar un precondicionador

sencillo, el més simple se obtendria eligiendo 1la matrigz

identidad, es decir:

B =1 (5.1.3.1)

lo que, evidentemente, significaria que no se esté

realizando precondicionamiento alguno.

Pero siguiendo en esta linea de bisqueda de un

precondicionador sencillo, Jennings [27]) propone 1la matriz

diagonal:

B = diag(A) (5.1.3.2)

Este precondicionador tiene varias caracteristicas

importantes:

1.- Es muy econémico Ya que el costo se reduce a un

producto interior, por lo que la vectorizacién es inmediata.
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2,- El nGmero de operaciones debidas al
precondicionamiento no aumenta en exceso por su estructura

diagonal.

3.~ Tiene un efecto multiplicador favorable que es

especialmente importante en casos en que hay presentes

variables de estado de dimensiones diferentes.

4.~ Se mantiene en el objetivo de semejanza con la

matriz del sistema ya que sus diagonales coinciden.
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5.1.4.-PRECONDICIONADOR DE CHOLESKY.

Siguiendo en la linea de encontrar un
precondicionador que se asemeje lo més posible a la matriz
del sistema, se proponen los precondicionadores elemento a
elemento, introducidos por Hughes en un esfuerzo por hacer

mejor uso de la estructura de datos provista por 1los

programas de elementos finitos, especialmente los
adaptativos, donde sélo se opera con las matrices
elementales (véase referencia [22]).

El Precondicionador de Cholesky es un

precondicionador elemento a elemento basado, como su nombre

indica, en la factorizacién de Cholesky.

Sea € una matriz simétrica Yy definida positiva,

entonces estableceremos 1la siguiente notacién:

€ =L_(¢) L] (C) (5.1.4.1)

descomposicién en productos

T
€C=L_(C) + D_(€) + L_(C) (5.1.4.2)
descomposicién en sumas

donde los subindices P Y s indican producto Yy suma

respectivamente.
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La ecuacibén (5.1.4.1) representa la factorizacién
de Cholesky de la matriz C, siendo LP una matriz triangular

. . T . .
inferior y Lp una triangular superior.

En la ecuacién (5.1.4.2), Ls Y L: son las matrices
triangular inferior y superior, respectivamente, con los

términos de la diagonal nulos, Yy D, es la diagonal de C.

Siguiendo esta notacién, estableceremos para cada

. . . . °
matriz elemental A" una transformacién que denominaremos A",

siendo la dimensién de A® y X* 1a misma que la de A (ver
Winget [44]):
-t -2
2 2
X° = I +D_(A) [A°- D_(A%)] D_(A) (5.1.4.3)
A partir de {(5.1.4.3) definiremos el

precondicionador de Cholesky de forma siquiente ( Muller y

Hughes [341):

1 Nel 1 1
B =D=(A)2 JT‘_[LP(X.) J——ELL:(ZQ) DQ(A)z (5.1.4.4)

La matriz B que resulta de (5.1.4.4) es simétrica y

definida positiva. De igual forma, se puede observar que
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1
excepto el producto de D_(A)z cuya implementacién es

sencilla, todas las operaciones pueden realizarse a nivel de

elemento, implicando s6lo a matrices de dimensién pequeiia.

Después de que las matrices precondicionadoras
elementales se forman y factorizan, la evaluacién de B"Ph+1
(cuarto paso del algoritmo del Gradiente Conjugado
Precondicionado) se realiza mediante un bucle de dos partes
sobre todos los elementos, donde se utiliza un proceso de
"juntar/separar" en la reduccién frontal y sustitucién hacia
atrads en cada elemento. Aunque esto parece bastante costoso,
la experimentacién numérica demuestra que no es tan
importante como cabria esperar. Si introducimos este
precondicionador en el algoritmo del Gradiente Conjugado, el
mayor costo lo constituyen los procesos de reduccién frontal
Y sustitucién hacia atrés de cada elemento y la evaluacién
del producto matriz por vector para el cédlculo del a4 en el
segundo paso del algoritmo, que se realiza segin (5.1.2.3).
El proceso de factorizacién elemental no tiene un costo
significativo ya que es amortizado por el nGmero de
iteraciones requeridas para la convergencia. Por otro lado,
la memoria requerida para las matrices factorizadas se

reduce a la mitad debido a la simetria, y nétese que ésta es

mucho menor que la demandada por cualquier método directo.
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5.1.5.- PRECONDICIONADOR DE CROUT.

Este precondicionador se obtiene siguiendo 1los
mismos pasos que para el de Cholesky, salvo que la
factorizacién utilizada en este caso es la de Crout. 1Igual
que para el de Cholesky, definamos sobre una matriz C la
descomposicién en sumas (5.1.4.2) y la descomposicién en

productos de la forma (factorizacién de Crout):

C = LP(C) DP(C) up(C) (5.1.5.1)

siendo Lp una matriz triangular inferior y Up una
triangular superior, ambas con todos los té&rminos de 1la
diagonal iguales a la unidad, Yy DP una matriz diagonal
resultante de 1la factorizacién de Crout. Debido a 1la

simetria de C:

T
LP(C) = UP(C) (5.1.5.2)

lo cual supone un ahorro considerable de memoria Aplicando a
cada matriz elemental A° la transformacién (5.1.4.3) vy

siguiendo la misma notacién, se define el precondicionador

de Crout de la forma (B € R™ "),

i Nel Nel i

i
B =D (&)% [ T{L (&) JTUD (&%) | TU L&) b, (a)*

e=4 e=Nel

(5.1.5.4)
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Las caracteristicas del precondicionador de Crout
son en general similares a 1las establecidas para el de
Cholesky: la matriz B definida por (5.1.5.4) es simétrica vy

definida positiva. Las operaciones se realizan a nivel de
i

elemento, excepto el producto de D‘(A)i cuya implementacién
es sencilla. El cdlculo de B“rMi se realiza por medio de
un bucle de tres partes sobre todos los elementos, donde se
utiliza un proceso de "juntar/separar" en 1la reduccién
frontal, multiplicacién diagonal y sustitucién hacia atras
en cada elemento. El mayor costo lo siguen constituyendo los
procesos de reduccién frontal y sustitucién hacia atrds de
cada elemento y la evaluacién del producto matriz por vector
para el célculo del & . Igualmente, el proceso de
factorizacién elemental no tiene un costo significativo al
ser amortizado por el nimero de iteraciones requeridas para
la convergencia. Son posibilidades comunes a ambos
precondicionadores : almacenar las factorizaciones de las
matrices elementales dependiendo de disponer de una RAM de
alta velocidad y de 1la rapidez del acceso a disco,
vectorizar el algoritmo (aunque esta vectorizacién no es
directa) y paralelizar el algoritmo cuando se tiene acceso a

procesadores miltiples.
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5.2.~- METODOS PARA SISTEMAS NO SIMETRICOS.

En la resolucién de sistemas no simétricos se
proponen dos posibles vias: el método de Regularizacién

Parab6lica y los métodos basados en el Gradiente Conjugado.

La primera nos 1lleva a plantear el problema

parabblico asociado al sistema dado Y aplicarle un esquema
en diferencias clésico para su resolucién. Una vez obtenida
la formulacién general del método, se analizarén los
diferentes casos del esquema resultante: el método de
Jacobi, el método de aproximacién de un paso y el método de
aproximacidén de dos pasos. Debido a la lenta convergencia de

éstos métodos, se propone aplicar un proceso de aceleracién

que los haga mé&s competitivos frente a otros.

La segunda via se basari en replantear el sistema
de ecuaciones de forma que la matriz resultante sea
simétrica y definida positiva, aplicando entonces, con las
adaptaciones necesarias, el método del Gradiente Conjugado.
Para obtener la simetria proponemos la formulacién de 1la
Ecuacién Normal, la del Error Minimo, la del Residuo Minimo

Y la del Doble Gradiente Conjugado.
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5.2.1.- METODO DE REGULARIZACION PARABOLICA.
Dado un problema eliptico discreto por:
Ax = b , VAeRWR", x,b eR" (5.2,1.1)
el primer paso para establecer un método de resolucién

elemento a elemento, es reemplazar dicho problema por el

parabbélico asociado:

W ‘%%‘ + Ay =H(T) b (5.2.1.2)
¥(0) = vy, (5.2.1.3)

donde ¥ € R"xR" es una matriz definida positiva, ¥y € R" es

el vector solucién y H(7T) es la funcién escalén:

H(7)

i
-

V>0

H(7)

i
o

Vo<

siendo 7 un pseudo tiempo adimensional, 7 e R,

Se puede demostrar facilmente que 1la solucién
asint6ética de (5.2.1.2) coincide con la del problema

original (5.2.1.1):
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tim

X = o ¥(T) ‘ (5.2.1.4)

De todas las posibilidades de eleccién de W, una

simple, pero eficaz, consiste en tomar la diagonal de A:
A continuacién se introduce un esquema de

discretizacién de pseudo tiempo. Para ello se emplea el

algoritmo trapezoidal generalizado clésico:

(W + 8 AT A) S [W - (1-8) AT A) y, t AT b (5.2.1.6)

para n = ( (¢ € R; Ynes t7n€ Rm) (5.2.1.7)

Dependiendo de la eleccién del parémetro &, se
obtienen 1los diferentes métodos cl&sicos de resolucidén
numérica del problema del valor inicial. Asi, para & = 0 se

obtiene un método explicito generalmente conocido como el

Método de Jacobi.

Wy ., 0 =(¥-A A)yy + AT b (5.2.1.8)

N+

Interesa obtener la solucién asintética de

(5.2.1.2). Si se elige ® = 1, este valor minimiza 1la
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disipacién numérica del algoritmo (ver Hughes [181).
Entonces la ecuacién (5.2.1.6) se simplifica de la siguiente

forma, obteniéndose un método implicito:
(W+ar Ay y =Wy +ATb (5.2.1.9)

Para € 2 % , €l algoritmo trapezoidal generalizado
es incondicionalmente estable, luego para el caso de € = 1
lo serd. Para grandes AT, la solucién de (5.2.1.9) converge

a la asintética ré&pidamente.

En cambio, para € = % ;, la estabilidad del método
est&8 condicionada por las caracteristicas del problema a

resolver.

Transformemos la expresién (5.2.1.9) para
introducir los métodos elemento a elemento en el algoritmo y

facilitar su implementacién:

(W + AT A) (ywuf yg) = At (b - A Y,)
es decir:

-y, =AT (W+ AT A)T (b - Ay

sacando W factor comin a ambos 1lados de la matriz a
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invertir:
1 4 1 L
2 2 2 -4 2
ynﬂ_yh:A'rW (I +A7T W~ AW y W (b..Ayn)
(5.2.1.10)
Si consideramos la siguiente notacién:
r =b-Ay (vector residuo) (5.2.1.11)
- -1
V= +arWw?2aw?®! (5.2.1.12)

sustituyendo las expresiones (5.2.1.11) y (5.2.1.12) en la

ecuacién (5.2.1.10) se obtiene:

y -y =ArW2vw?r (5.2.1.13)

A partir de esta ecuacién, dependiendo de la forma
de aproximacién de la matriz V se obtendrén 1los diferentes

métodos elemento a elemento a implementar.
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5.2.1.1.- METODO DE JACOBI.

El camino m&s sencillo de simplificar 1la ecuacién
(5.2.1.6) es particularizarla para € = 0, obteniéndose un

método explicito dado por la expresibén (5.2.1.8):

Wy L = (W - AT A) Y, + AT b

n+

El algoritmo trapezoidal generalizado se transforma

entonces en el esquema:

-y =4t W " r (5.2.1.1.1)

correspondiente al método de Jacobi relajado, siendo el

pseudo tiempo AT el parémetro de relajacién.

2 .
El error que se comete es O(AT ), obteniéndose una
aproximacién de primer orden. Sin embargo, el algoritmo es
bastante sencillo y el costo de célculo por iteracién, es

relativamente pequefio.

El método de Jacobi no es incondicionalmente
estable, debiéndose estudiar las diferentes condiciones de
estabilidad para cada problema particular a resolver. En el
capitulo de Aplicaciones numéricas se realiza el andlisis de
la estabilidad para los dos problemas de contorno abordados

que tienen asociadas matrices de rigidez no simétricas.
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5.2.1.2.- METODO DE APROXIMACION DE UN PASO.

La matriz global del sistema expresada como suma de

elementales seré:
Nel
A = S A (5.2.1.2.1)

donde e es el nimero del elemento, Nel el ntmero total de

elementos y A® la matriz elemental correspondiente al

elemento f{le.

Por analogia con la ecuacién (5.2.1.11) definimos:

Vi = (I +ar W2 A" w2t (5.2.1.2.2)

Aproximaremos el valor de V en la ecuacién

(5.2.1.12) de la forma:

Nel
Vav, = ]"I1 Ve = vivE ot (5.2.1.2.3)
*=

donde V, y V: tienen la misma dimensién de A,

El algoritmo de la ecuacié6n (5.2.1.12) se

transforma segin esta aproximacién en:
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_4 Nel _1
2 2
Ypeg = ¥y = AT W [ T ve ] w2r (5.2.1.2.4)

siendo éste un esquema del tipo elemento a elemento, al

realizarse todas las operaciones matriciales, excepto el
1

2 . .
producto de ¥ ", a nivel elemental. La transformacién

elemental (5.2.1.2.2) puede almacenarse en disco o no,
dependiendo de la velocidad de la RAM disponible y 1la
rapidez de acceso a disco, como sucede con los
Precondicionadores Elemento a Elemento del Gradiente
Conjugado. El1 mayor costo lo supone el célculo de r.
(producto de matriz por vector) y los productos de los V:

(equivalentes a otro producto de matriz por vector).

Se demuestra que:
V, =V + o(ar?) (5.2.1.2.5)

siendo ¥, una aproximacién de primer orden de V (ver

apartado (5.2.1.5) y referencias [20] y [37]).

Al perseguirse la solucidn asintética de (5.2.1.2),
es importante tomar AT tan grande como sea posible. Sin
embargo, al aumentar el AT se pierde exactitud en 1la
aproximacién de V por V . Esto supone un compromiso entre la

rapidez y la existencia de la convergencia.
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5.2.1.3.~- METODO DE APROXIMACION DE DOS PASOS.

En un esfuerzo por mejorar 1la aproximacién de V
realizada en un paso, se propone una aproximacién en dos

pasos, dada por la expresién siguiente:

Nel

41
Vav = [ Z:} v, ] [¢Z;}LV; ] (5.2.1.3.1)
donde

Ve = (T + zAT WP At w® Tt (5.2.1.3.2)

Con esta notacidn, (5.2.1.12) se transforma en:

Nel 1 i
i En3 A En A A

(5.2.1.3.3)

n

Este esquema tiene caracteristicas similares de
implementacién al de aproximacién de un paso, aunque el
nimero de productos de V: se duplica en cada iteracién. Sin
embargo, este mayor costo computacional es compensado con

una aproximacién mejor condicionada de ¥:
vV, =V + o(ar?) (5-2.1.3.4)

donde puede comprobarse fécilmente que V, es una matriz
simétrica definida positiva, con las consiguientes ventajas

que de ello se deriva.
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5.2.1.4.- ACELERACION MEDIANTE RELAJACION.

La reduccién final a cero del residuo en los
procesos iterativos de Regularizacién Parab&lica es muy
lenta. Los métodos de relajacidén de Southwell e incluso los
de relajacién viscosa producen una distribucién uniforme de
los residuos que suponen un cambio en el Ay igualmente de
pequefia magnitud. Sin embargo, es posible acelerar el
proceso haciendo periédicamente un ajuste de gran magnitud

en la direccién del vector Ay (ver referencia [49]).
En efecto, sea:
Yneas™ ¥, t o &y , o eR (5.2.1.4.1)
siendo:

Ay = At (W + 6 At A) ' r (5.2.1.4.2)

n

como se puede comprobar en la expresién (5.2.1).

El pardmetro de bisqueda @ se puede determinar a

partir de la minimizacién del Potencial:

4 T
P(o) =z Ay (r +r ) (5.2.1.4.3)
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resultando la ecuacién:

Ayn r s =0 (5.2.1.4.4)
en base a ello tenemos,
T
Ay [b - Ay + &y )1 =0 (5.2.1.4.5)
y el valor de @ resulta,
AyT r
n ™
w = - (5.2.1.4.6)
Ay A Ay
ksl n

Como se observa, el método consiste basicamente en
la combinacién de dos algoritmos, el de Regularizacién
Parabblica en cualquiera de sus variantes Yy el de Maximo
Descenso. Ambos algoritmos aplicados individualmente tienen
una convergencia lenta, por contra la combinacién propuesta
mejora la rapidez de convergencia considerablemente Y
mantiene la simplicidad de los algoritmos originales con 1la

posibilidad de operar elemento a elemento.
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5.2.1.5.- ESTUDIO DE CONSISTENCIA Y ESTABILIDAD DE LOS
METODOS IMPLICITOS.

Para el estudio de la consistencia y estabilidad

de los métodos implicitos conviene expresar el esquema

(5-2.1.9) de la forma siguiente:

-1
Yeus = (W + At A) v y, o+ AT b)

1 i

4
Y =W3I + At W 3w 2w 2w Y + AT b]

Ny

n+ 4

(5.2.1.5.1)

Por tanto, utilizando la misma nomenclatura que en

(5.2.1.1.2), podemos considerar en general el esquema:

F(AT)y =W 2 vw?® (wy i arb) s o(ar?) (5.2.1.5.2)

En estas condiciones, podemos definir un algoritmo

incondicionalmente estable para la ecuacién (5.2.1.2) como

una familia de funciones de un parametro F(AT): R" — Rr"™,
4T > 0, que satisface:

1.- Consistencia:

. F(AT)y - ¥
lim w Az

X =b-Ay ,VyeR" (5.2.1.5.3)
ATH0

2.- Estabilidad:

| F(a)y - F(aT)z | < |y -2 ,VYy,2zeRrR" (5.2.1.5.4)
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lo que supone una condicién m&s restrictiva que la usual de
P[F(AT)] = 1 ( Condicién del radio espectral de F(aT) ), va
que p[F(4T)] < || F(aT) |.

El método de Aproximacién de un paso equivale a

elegir V de la siguiente forma:

1 Nel 4

F(AT)y = w—i{ T Uv; ]w E[w y + At b] + o(ar?) (5.2.1.5.5)
e=4 .

donde Y; viene dado por (5.2.1.2.2).

Nel

Si ahora desarrollamos T 1 V: despreciando
e=4

términos de O(ATZ) queda:

o=14 =Ne =Nel

Nel 1 -1 1 _1 S
e _ -1 2 2
JTUv; = [oj‘tl[vi] ] = [OI“T (I + Ar W ° A% w )]
Procediendo por induccién en el cé&lculo de este
producto se obtiene que:

Nel 1 Nel i

-4
[I + AT W 2 2 A® w2 ] + o(ar?) =
=4

<
» 0
1

1 1

(I -arWZaw ®) + o(ar®) = v + o(ar?)
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Aplicando la definicién de consistencia dada en

(5.2.1.5.3) y sustituyendo el valor obtenido:

lim_ W F(ATAZ =7
ATts0

_1 Nel _1
z © z 2
w [ ]_1 V1 ]W [Wy + AT b] + o(at”) - ¥
= lim W = =
Arso” AT
_:I. _1 _1 _:I.
WE5I-ar WEAWEWE W y 4 ar byeo(ar?) - y
= lim w =
Arso” aT
=b - Ay

siendo el método consistente con O(Afz).

Veamos que también es incondicionalmente estable si

1o es el algoritmo elemental, es decir si se verifica:

o 7
V.Y =1 (5.2.1.5.6)

Partiendo de la definicién (5.2.1.5.4), Y y,z e R",

At > 0, se tiene,
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I o)y - F(ar)z | =

_t el _1 1 el 1
z oly 2 "z "z
W ]‘F v1]w (W y+AT b) - W I‘} v:]w (¥ z+AT b)
e= o=

ael s it 4t
= flw 2 Ij} v:]wz (y -z) || < |w 2 ]-} V:]WZ (¥ -2)

Procediendo por induccién se llega a:
I Fa7)y - Famyz < |y - =z |

lo que prueba la estabilidad incondicional del esquema de
aproximacién de un paso cuando lo es el elemental. Si 1la
matriz del sistema es simétrica definida positiva se asegura
la condicibén (5.2.1.5.6). No obstante, para matrices no
simétricas pueden aparecer problemas de estabilidad para

valores propios complejos de la matriz:

Ve oW = I + Ar W 1a®

Si la aproximacién de V se realiza en dos pasos, la

expresién (5.2.1.5.2) se transforma en,

i Nel 1 i
F(AT)y = W 2[ I?} v, ][ I;Ilv; ] W 2[W y + Ar b] + O(aT?)

(5.2.1.5.7)
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donde:
4 4
v® = (I + AT W z A W 2 -1
2 = 2 )

Desarrollando los productos por induccién:
Nel 1 Nel 1 -4
J-——[ @ J—-[ ] ]—-[ o -1 ]—[ o -4
e=1 o=Nel es4 e=Nel

(I + a7 %2 AWZ) 4 o(ar?)

E i

(I-Arszw5)+o(Ar"’)

0
i

v + o(at?)

Siguiendo el mismo proceso que en el caso anterior

llegamos a plantear,

; F(AT)Y - ¥
lim W =b - Ay
ATso" a7
Yy el método es consistente con W y A, cometiéndose un error
de O(ATZ). La propiedad de conservacién de 1la estabilidad
incondicional del método se puede demostrar f&cilmente

siguiendo la misma metodologia que en el caso anterior.
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5.2.2.- METODOS DE GRADIENTE CONJUGADO.
El método del Gradiente Conjugado analizado en
(5.1.1) es valido s6lo para matrices simétricas y definidas

positivas.

La generalizacién del método a una matriz

cualquiera est& limitada por la condicién:
T
P.,APpP =0 (5.2.2.1)

que es necesaria para el célculo de ﬁn. Es decir, el

algoritmo degenera si la matriz es indefinida.

Con esta condicién, en [28] se establecen
diferentes métodos basados en el algoritmo del Gradiente
Conjugado, como lo son el método de la Ecuacién Normal, el
de Error Minimo, el de Residuo Minimo y el de Doble
Gradiente Conjugado. Estos métodos sélo implican pequefias
variaciones en el algoritmo original y 1los proponemos

adaptados elemento a elemento.
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5.2.2,1.~- METODO DE LA ECUACION NORMAL.

Sea el caso general de la matriz A e R™™  no
singular. Una primera idea para conseguir que la matriz del

sistema sea simétrica es plantear el sistema:

Ax

b, x,b e R" (5.2.2.1.1)

de otra forma equivalente, estableciendo:

A" Ax

A'b (5.2.2.1.2)

denominada Ecuacién Normal. Este problema corresponde al de

minimizacién de la funcional:
J(v)= ; (b-Av)T (ATA)" (b-Av) (5.2.2.1.3)

Por tanto, se puede aplicar el método del Gradiente
Conjugado a 1la Ecuacién Normal, realizando una ligera

modificacién que evite operar explicitamente con la matriz

ATA,

A partir de la relacién de conjugacién:

T T
P, (AA)p =0 (5.2.2.1.4)
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se obtiene:

AT r )T (AT L)
B, = e nri (5.2.2.1.5)
n+4 (AT rh) (AT Ph)

y de la minimizacidén de J(v):

(AT rh)T (AT rn)
o = - (5.2.2.1.6)
(A p)) (A P

{3 o e R"

n+d ! n

.

En estas condiciones, el algoritmo del método de la
Ecuacién Normal resulta estructurado del modo que a

continuacién se detalla:

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO

ECUACION NORMAL

Primer paso: Inicializacién.

n=20

rr = b_Ax
o o
e = ATr
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Segundo paso: Solucién corregida y residuo.

(ATrn)T (Arrn)

o = T

(APr,) (AP)
xh+1= xn+ dn Pn
rn+1= rn_ an A pn

Tercer paso: Verificacién de convergencia.

¢ llrn, < 8 el 2
si: detener el proceso.

no: continuar.

Cuarto paso: Direccidén conjugada corregida.

T T T
ﬁ _ (A rn-bi) (A x‘r\-M.)
n+ 4 T T T
(A rn) (A rn)
T
Poed™ A P et ﬁn+1 P,

volver al segundo paso.

64
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Al ser un algoritmo de Gradiente Conjugado
converge, como maximo, en m iteraciones a la solucién exacta

si no existen errores de redondeo.

En la practica, el algoritmo presenta algunos

inconvenientes: es necesario calcular dos productos de

matriz por vector, 1lo que aumenta considerablemente el
niimero de operaciones a realizar; la efectividad del

algoritmo disminuye con el mal condicionamiento de la matriz
ATA:

k(ATA) = [k(A)]? (5.2.2.1.3)

Por otro lado, algunos sistemas se comportan mal

con esta transformacién. Puede suceder que debido a errores

dados por la precisién del ordenador, la matriz A

representada sea no singular, pero la matriz ATA calculada

sl sea singular, o al menos, esté muy cerca de serlo, dando

lugar evidentemente a resultados poco fiables.
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5.2.2.2.- METODO DEL ERROR MINIMO.

Kershaw [29]) propone una idea basada en la descrita

anteriormente para la Ecuacién Normal. Para resolver

(5.2.2.1.1) introduce el vector ¥ mediante la relacién:

x = Ay (5.2.2.2.1)

Aplicando el método del Gradiente Conjugado a la resolucién

del sistema:

ALy = b (5.2.2.2.2)

se obtiene el algoritmo denominado del Error Minimo, ya que

corresponde a la minimizacién de la funcional:

F(x_) = [Ix—=x_|? (5.2.2.2.3)

El par&metro ﬁn+1 se obtiene de 1la relacién de

conjugacién:
P..,, P =0 (5.2.2.2.4)
de donde:
r:-i-!. rn+1
Brs= T (5.2.2.2.5)
r r
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Por otro lado A resulta de la minimizacién de 1la

funcional:

J(v)=

N]

(b-Av)™ (AAT)7' (b_Av)  (5.2.2.2.5)

resultando:

(5.2.2.2.7)

El algoritmo del método del Error Minimo basado en

estos resultados, presenta los mismos incovenientes que el

de la Ecuacién Normal Y su desarrollo se expone a

continuacién:

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO

ERROR MINIMO

Primer paso: Inicializacién.

n=4_

r =b-Ax
o o

p. = ATr
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Segqundo paso: Solucién corregida y residuo.

r =r - anAph
Tercer paso: Verificacién de convergencia.

¢lir  ll < &l ] 2
si: detener el proceso.

no: continuar.

Cuarto paso: Direccién conjugada corregida.

r +4 r +4
n n
ﬂn-o-i T
r r
n n
P.,=Ar __+f _p
n+ 4 n+4 n+ 4 n

volver al segundo paso.
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5.2.2.3.- METODO DEL RESIDUO MINIMO.

Cuando la matriz del sistema A e R™™ no es

simétrica definida positiva, la funcional:
E S T -4
J(v)= 5 (b-Av)" A (b-Av) (5.2.2.3.1)

No es convexa. En su lugar, se puede aplicar la técnica de

minimizacién a la funcional:

J(v)= ; (b-Av)" (b-Av) (5.2.2.3.2)

que si lo es.

Se considerard la misma relacién de conjugacién que

en el método de la Ecuacién Normal:

T T
P...(AA)p_ =0 (5.2.2.3.3)

de la que se obtiene el siguiente valor para ﬁh+1:

Ar T (Ap
B_,,=- ( “*‘: EF) (5.2.2.3.4)
(AP) (Ap)

anaria. Biblioteca Digital, 2003
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El valor de & que se obtiene de la minimizacién de

(5.2.2.3.2) es:

(A"'rn)" (ATrn)
a = - (5.2.2.3.5)
(AP.) (AP,)

Conocidas la expresiones de ﬁn+1 y de ¢ podemos

establecer el algoritmo del método del Residuo Minimo.

ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO

RESIDUO MINIMO

Primer paso: Inicializacién.

n=20
r,= b-Ax°
Po= %o

z, = A P,

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



DESARROLLO DE LOS METODOS ELEMENTO A ELEMENTO

Segundo paso: Solucién corregida y residuo.

Tercer paso: Verificacién de convergencia.

¢llr < 6l ll 2

si: detener el proceso.

no: continuar.

Cuarto paso: Direccién conjugada corregida.

T
(A rn+1) zn

ﬁh+1— - T
z z
n n
= r
pn+1 n+ 4 ﬁnd—i pn
z = Ar + z
n+ 4 n+ i ﬁnd-:l ™

volver al segundo paso.

71
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NGétese que se ha almacenado en z el producto A P
para no volver a calcularlo en la misma iteracién, superando
en este contexto al método de la Ecuacién Normal, en el que

se necesitaba calcular los productos A P, v ATPn en cada

iteracién.

Axelsson [3] demuestra que este algoritmo converge
si A es simétrica semidefinida positiva, o si 1la parte
simétrica de A es definida positiva. Peroc en la practica, el
algoritmo no puede degenerar excepto si r+s Y P estén
alineados. En este caso seria necesario analizar el dngulo
entre las direcciones de re+s Y P, Yy adaptar un

bProcedimiento de correccién que superase este problema

cuando dicho &ngulo fuera muy pequefio.

Los test numéricos realizados por Axelsson muestran
que este método es mads efectivo en cuanto a sus resultados
que el de la Ecuacién Normal y el del Error Minimo, ya que

no modifica el nimero de condicionamiento del sistema

original.
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5.2.2.4.- METODO DEL DOBLE GRADIENTE CONJUGADO.

mxm . .
Sea A e R una matriz no singular, en general no

simétrica. Se define el sistema:

y b
C [ ] = [ ] (5.2.2.4.1)
x b

siendo C:

0 A i
C = . y %,¥,beR (5.2.2.4.2)
A (4]

Z2mx2m . . . .
donde C€C e R es una matriz simétrica no singular.

Sea F(R) la funcional cuadratica definida por:

F(R)=R" ¢™* R = F" A" r 4+ rT AT)"! F (5.2.2.4.3)

r
siendo R =
r

Poniendo F(R) en funcién de v, resulta:

(5.2.2.4.4)

]
p——
r v
| |
> >

e |
< <
| S——

J(v) = vT(A+AT) v - 4b7v 4+ bT[A"+(AT)'1] b (5.2.2.4.5)
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La funcional J(v) es convexa si la parte simétrica
de A es definida positiva. En este caso, se puede aplicar el
método del Gradiente Conjugado para resolver el problema de
minimizacién de J(V¥), equivalente a la resolucién del
sistema A x = b, ytilizando la misma relacién de
conjugacién que para el método clésico y minimizando J(V)
se obtienen los valores de B, Y & respectivamente,

con lo que se estl en disposicién de establecer el algoritmo

del Doble Gradiente Conjugado:

ALGORITMO DEL DOBLE

GRADIENTE CONJUGADO

Primer paso: Inicializacién.
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Segundo paso: Solucidén corregida y residuo.

Tercer paso: Verificacidén de convergencia.

N L B (Y

si: detener el proceso.

no: continuar.

75
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Cuarto paso: Direcciédn conjugada corregida.

r
f? _ n+d r+d
N+ 4 T
r
n n
=r
pn+1 n+d ﬂn-ri. p'n
- = f‘- -
pn+1 n+d ﬁn-ﬂ»i pn

volver al segundo paso.

El algoritmo converge a 1la solucién del sistema
, alcanzando el valor exacto de % cuando r = 0,
siendo en general ¥ # 0 ( excepto en el caso de que A sea
simétrica, resultando este algoritmo idéntico al del

Gradiente Conjugado Clésico.

El inconveniente de este método esté en la
necesidad de almacenar un mayor nimero de vectores que en
los métodos anteriores, y en el cdlculo de dos productos de
matriz por vector en cada iteracién. Pero el método no

destruye el condicionamiento del sistema original ya que
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k(€) = k(A), lo cual es una propiedad de sumo interés.

La eficacia de este método ha sido comprobada en
los ensayos numéricos de Wong [47]. Asi mismo, en Jacobs
[26] se puede encontrar una generalizacién del método al

caso de sistemas lineales con coeficientes complejos.
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6.~ APLICACIONES A PROBLEMAS LINEALES.

6.1.- PROBLEMAS SIMETRICOS.

Se considerardn en este capitulo dos problemas

frecuentes en Ingenieria, el problema de Elasticidad Plana Yy

el de Transmisién de Calor lineal.

En ambos, la dificultad de encontrar una solucién
satisfactoria estard definida por la existencia de una
singularidad. En el problema de Elasticidad Plana ésta
vendréd dada por una fractura en el dominio de estudio. El
problema consistiré en calcular los desplazamientos
( problema con dos grados de libertad ) de cada punto del
dominio al someterlo a unas condiciones de contorno. Para
ello aplicaremos el método de elementos finitos adaptativo
que implicard la resolucién de un sistema de ecuaciones

simétrico en cada etapa de refinamiento.

En cambio, la singularidad en el problema de
Transmisidén de Calor aparece por la existencia de dos
materiales de caracteristicas muy diferentes, origin&ndose
gradientes altos de temperaturas. Igualmente , al tratar
este problema mediante el método de elementos finitos

adaptativo, se obtiene un sistema de ecuaciones simétrico en

cada etapa de refinamiento, donde las incbgnitas representan
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la temperatura en cada punto del dominio ( problema con un

grado de libertad ).

El objetivo principal de estas dos aplicaciones es
comparar los diferentes precondicionadores que se han
propuesto para el método del Gradiente Conjugado, cuando
forma parte de un proceso autoadaptativo, y sacar asi
conclusiones sobre la utilizacién mé&s adecuada de cada uno,
dependiendo de cuestines como el ntimerc de condicionamiento
de la matriz del sistema, orden del sistema, naGmero de

etapas de refinamiento o tolerancia exigida del error.

Por otro lado, se aplicard el método Multimalla,
utilizando como suavizado el método del Gradiente Conjugado

con precondicionador Diagonal.
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6.1.1.- PROBLEMA DE ELASTICIDAD PLANA.

’ Sea una placa rectangular de 500 x 600 cm’ con una
fractura de 100 cm situada transversalmente en la mitad de
uno los lados mayores. Supongémosla sometida a traccién porxr
una fuerza de 1 kg/m uniformemente distribuida en los lados
menores. Se considerarid el m6dulo de Young E = 2 10* kg/mz
y el coeficiente de Poisson ¥ = 0.3 . Se supondr& también

que las fuerzas de volumen son nulas.

500

1 Kg/m

RTTTRTTITITIN

300

300

dad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003
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Formulaciédn clasica del problema.

El cuerpo estéd definido en un dominio acotado
0 < R? Yy lo supondremos fijo en una parte ', de su contorno
', de medida no nula en R; en 1la parte complementaria
de I supondremos que se ejercen unas fuerzas

9 = (9,,9,) € [L*(T)1® y en Q@ unas fuerzas distribuidas

£

£ ,f € L?(a ]2, que en nuestras aplicaciones
1 2

consideraremos nulas.

Debido a la accién de las fuerzas exteriores f y 9
el cuerpo se deforma y cada punto sufre un desplazamiento
U = (u,,u,). Al deformarse, se generan en el cuerpo unas
tensiones eldsticas que representamos pbr dij(u) hasta que

se logra un equilibrio con las fuerzas exteriores.

Las ecuaciones que rigen éste fenémeno fisico se
estudian el la Teoria de la Elasticidad ( ver Landau y

Lifshitz [30]). Partiendo de &sta, la formulacidn clésica se

establece de la siguiente forma:

"Hallar los desplazamientos u = (u, ,u,) tal que:

a8
—_ . . (u) = f, en 0 i=1,2
& ( ) ’
Y ’ (6.1.1.1)
u, =0 sobre Fo i=1,2

(6.1.1.2)
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2
3 _
-5 9. . (¥) = g, en I i=1,2

J}; o T ' * (6.1.1.3)

donde aplicando la ley de Hooke:

2
Ty T }: Sl ikt Sk (W) (6.1.1.4)
k,l=4
siendo:
4 au,.’ auj
;M) =3 [axj + "Xs.] (6.1.1.5)

el tensor de deformaciones"”.

Formulacién variacional del problema.

Consideremos un espacio [Hi(ﬁ)]2 y el siguiente

subespacio V = { v & [Hi(ﬂ)]z, v.= 0 sobre I i = 1,2 }

llamado espacio de los desplazamientos admisibles

(virtuales); sea v € V cualquiera y multipliquemos (6.1.1.1)

escalarmente por v. Integrando:

8¢, .
ij
-[n Z 3x. v, dx dx, L: f, v, dx, dx, (6.1.1.6)
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Aplicando la férmula de Green resulta:

J; E: “ui (M) & (V) dxdx, = J} z: 9; v, de+

Lt,J=1 i 1=4
2 :
+ J; 2: £, v, dx,dx, (6.1.1.7)
i=1

donde se ha tenido en cuenta la expresién (6.1.1.3) y ademés

que:

h

i, j=1

debido a la simetria de °.; Y &,

év

2
[24 L = o £
ij axj - ij ij

1,j=4

Ly 1 Y donde en 'y se ha

considerado la influencia de Fi (i = 1,2).

A
expresiones

formulacién

la expresién (6.1.1.7) hay que afiadir las

(6.1.1.2), (6.1.1.4) y (6.1.1.5) para obtener la

completa.
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CAlculo de las matrices elementales.

Las matriz elemental de rigidez es dada por:

@ T e
Dy 0 C,, C,, DY 0 i
o 0 pw° C2e Caa 0 Dy° o2

(6.1.1.8)
siendo:
R
axi ax!. axi
@ e ™ 0O
awi awz aws
[ Dy° 0 } Ix, 9x, Ix,
0 oy¥° oy, v, ey,
ax1 ax1 8x1
0]
W, ov; &
L axz 8xz axz
Y
& +2u o | 0 4
Cii C12 _ _ 9 - }: _l_ _IJ— _ _0_
Cze Caz 0 Ho H 0
4 o | 0 Z+2u
- B - v E
con FETEEey Y T w1

donde se observa que efectivamente se trata de un problema

simétrico.
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Para la resolucién del problema mediante el
programa NEPTUNO [11], hemos partido de un mallado de 5
elementos con un total de 7 nodos Y 11 caras. Se ha
realizado a continuacién 4 procesos de refinamiento
automético de la malla, es decir, dividir cada elemento en 4
nuevos repitiendo el proceso 4 veces. Con esto se obtiene
una malla més fina que da lugar a un sistema de 1376
ecuaciones. Cuando se ha resuelto este sistema se ha
aplicado 7 iteraciones de refinamiento aplicando el método
de elementos finitos adaptativo con coeficiente de
refinamiento de 0.9 (ver Montenegro [32]). La tolerancia que
se ha exigido a la solucién de cada sistema es lo-ﬁrya que

de su exactitud depende la fiabilidad de la estrategia de

refinamiento llevada a cabo.

En la tabla (6.1.1.a) se presentan los resultados
numéricos obtenidos para el método del Gradiente Conjugado
con los diferentes precondicionadores utilizados. Para cada
sistema (el resultante de cada proceso de refinamiento) se
muestra el nimero de iteraciones realizadas por el método,
el tiempo de CPU empleado en segundos y la memoria. ocupada
en cada caso. En las figuras (6.1.1.b) y (6.1.1.c) se
comparan de forma gr&fica estas dos Gltimas variables para
cada método respectivamente. En 1la figura (6.1.1.d) se
representan las deformaciones obtenidas en la placa a una

escala ampliada. El tratamiento grdfico se ha realizado

mediante un TEKTRONIX 4111.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



APLICACIONES A PROBLEMAS LINEALES

TIPO DE Ng DE N’S DE TIEMPSO DE MEMORZIA
PRECONDICIONADOR ECUAC. ITER. cPU (nog) OCUPADA
1376 273 1219 47635
1392 262 1177 48219
1414 259 1186 49022
1480 267 1282 51375
DIAGONAL 1542 261 1307 53582
1566 259 1327 54458
1628 420 2228 56721
1682 428 2339 58636
1376 199 2129 74515
1392 183 1976 75435
1414 183 2007 76700
1480 189 2169 80397
GHOLESKY 1542 188 2246 83864
1566 185 2250 85244
1628 191 2415 88809
1682 197 2571 91816
1376 200 2179 74515
1392 184 2015 75435
1414 184 2048 76700
1480 190 2215 80397
crouT 1542 187 2274 83864
1566 186 2304 85244
1628 190 2454 88809
1682 199 2650 91816
Tabla 6.1.1.a
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Para el estudio de la efectividad del método
Multimalla en sistemas simétricos, resolvemos este problema

de Elasticidad Plana con otra estrategia de refinamiento.

Se han realizado 3 refinamientos autométicos, dando
lugar a una malla inicial de 55 nodos, que con dos grados de
libertad suponen 104 ecuaciones después de introducir las
condiciones de contorno. Luego se han aplicado cinco etapas
de refinamiento adaptativo con un coeficiente de 0.2. ILa

tolerancia exigida a la solucién ha sido 10 °.

Los resultados se muestran en la tabla 6.1.1.d:

TIPO DE NS DE N‘S DE TIEMPO DE MEMORIA
PRECONDICIONADOR ECUAC. ITER. CPU <(aeg) OCUPADA
104 12 29 4623

MOLTIMALLA 190 12 72 9253
346 13 171 17705

G.c.».p. 646 12 317 34281
926 12 545 50099

104 49 14 3157

190 67 40 6184

a.c. e.p. 346 147 164 11598
646 181 389 22122

926 210 658 32174

Tabla 6.1.1.d
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6.1.2.- PROBLEMA DE TRANSMISION DE CALOR LINEAL.

En este caso se considerard el estudio de 1la
distribucién de temperaturas en las paredes de un horno
compuesto de dos materiales diferentes ( la parte interna
(a) de material refractario y la parte externa (b) de un

material aislante adecuado) en régimen estacionario.

Las dimensiones del horno vienen dadas en

centimetros en la siguiente figura:

340

240

OO0

oteca Digital, 2003
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La temperatura en el interior del horno es de
1000°C y se impone un flujo de calér en la pared exterior de
720 Kj/h m, siendo el coeficiente de conveccién de la misma
de 36 Kj/h m °C. La conductividad del material (a) es de

72 K3/hm°C y la de (b) 0.01 Kj/hm°C.

Debido a la simetria basta estudiar una cuarta

parte de la seccién del horno:

1000 °C
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Formulacidén clisica del problema.

Sea Q =0QUQ el dominio en estudio y T, (i=0,1,2)
distintas partes del contorno. La temperatura u(x, ,x,)

verificard las siguientes ecuaciones:

-k Au = £ = 0 en Q (6.1.2.1)
Ju _ b r

kan =0 sobre I'| (6.1.2.2)

A S bre I 1.2.3

K e = (u-u,) sobre 2 (6.1.2.3)

u = u(x,,x,) sobre ' (6.1.2.4)

donde:

k es la conductividad térmica, k_ en (a)
Y k, en (b).

f son las fuentes volumétricas de calor.

h es el coeficiente de conveccién en r,.

u, ©s la temperatura exterior a la

adherencia de 0.
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Formulacién variaciocnal del problema.

Sea v una funcién test perteneciente al espacio V

donde:

V = { ver'(0)/ v]r°= 0}

y multipliquemos la expresién la ecuacién diferencial que

gobierna el proceso de transmisién de calor por v e

integremos en :

-k Au v dx dx, = f v dx dx, (6.1.2.5)
o Q

Aplicando la f6rmula de Green e incorporando las condiciones

de flujo impuesto, obtenemos la formulacién variacional del

problema:
" Hallar u € Wi(ﬁ), u = u(x,,x,) en I, tal que
-
k Vu-Vv dx, dx, + huvde = f vadx,dx, + h u, v do
Q r Q r
2 2
(6.1.2.6)

Calculo de las matrices eclementales.

Llamando w:(i=l,2,3) a las funciones de forma en el

elemento 2 ( se utilizan elementos triangulares), el valor
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de u en el elemento, segin la técnica de los elementos

finitos, vendra dado por:

u|Q=ZW: u; (6.1.2.7)

-
donde u; representa los valores de u en 1los nodos de Qo.

Introduciendo las expresiones (6.1.2.7) en (6.1.2.6) se

obtiene un sistema elemental de la forma:

b}

ZA?. u® = p°
v M L

j=1

A continuacién se refleja la contribucién de

cada
una de las integrales:
S
k | Vu-vy dx1dx2 > K"
0
-]
cuyo término general es:
. ] ) &
KLj =k [ 3x. 3x t 3% % ] dx, dx, (6.1.2.8)
0O i 41 2 2
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J h u v de - A°
l_.°

cuyo término general es:

A= J‘ h ¥, ¥ a0 (6.1.2.9)
l_.O

2

donde w: Yy w; son aqui ‘las restricciones a T:

° —
r, = r,n 2)). Se puede observar en (6.1.2.8) vy (6.1.2.9)

( siendo

que el problema es simétrico, teniendo en cuenta que

S o= Ko, o+ A%
i i L

3’0
i

Para el célculo del término:

(-2
I fv dxidx2 + J h u, v de, — b
Q r

2

se utiliza, por ejemplo, la férmula de integracién numérica

de Newton en el primer caso:

a
J £ ¥ dx,dx, = -Area_(0e) 2: £(x), %) (6.1.2.10)
¢ ji=1

siendo (xi, xi) las coordenadas del nodo j del

(Jj=1,2,3).

elemento
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Y la férmula trapezoidal sobre F;:

L o] [« ] L L
hug ¥, do =3 [huy(x,, %) + huy(x, x)] (6.1.2.11)
r
2

siendo (x?, x:) Y (x:, x:) las coordenadas de 1los
extremos del lado vy L su longitud. De esta forma

obtenemos el segundo miembro:

@
b, = | £ ¥ dx,dx, + E u, ¥, de (6.1.2.12)
no rz

En 1la resolucién numérica del problema se ha
partido de un mallado inicial de 16 elementos con un total
de 15 nodos y 30 caras. Se han realizado primeramente 3
procesos de refinamiento automdtico que han dado lugar a un
sistema de 528 ecuaciones, y apartir de aqui se ha aplicado
el proceso de refinamiento adaptativo 7 veces con un
coeficiente de refinamiento de 0.8. La tolerancia exigida a

. -9 .
la solucién es de 10 como en el caso anterior.

A continuacién se presentan los resultados
numéricos obtenidos para los diferentes métodos en la tabla

(6.1.2.a), construida de forma similar que en el problema de

Elasticidad Plana.
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TIPO DE NS DE N« DE TIEMPO DE MEMORTIA
PRECOND ICIONADOR ECUAC. ITER. cPpyU ¢ eeg b} QCUPADA
528 100 125 18823
541 53 67 19291
566 54 74 20191
610 33 49 21775
DiAGONAL 696 57 96 24871
771 31 60 27571
894 68 148 31986
1118 64 177 40037
528 49 185 24967
541 26 101 25591
566 26 106 26791
610 19 90 28903
GHOLESIKY 696 28 141 33031
771 16 94 36631
894 33 213 42516
1118 30 246 53249
528 49 208 24967
541 26 117 25591
566 26 122 26791
610 17 89 28903
crOUT 696 28 163 33031
771 17 114 36631
894 33 246 42516
1118 30 283 53249
Tabla 6.1.2.a
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101

En las figuras (6.1.2.b) y (6.1.2
gréficamente iteraciones Y tiempo de ¢
métodos. |

.C) 8e comparan

éU para los distintos

Las lineas isotermas para la solucién obtenida sge

representan en la figura (6.1.2.4).

Problema de Transamision de Color Linegl

Distribucion de Temperaturas

Figura 6.1.2.4d

anaria. Biblioteca Digital, 2003
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En problemas lineales con matrices de rigidez
simétricas, los resultados m&s satisfactorios corresponden
al empleo del Precondicionador Diagonal, en cuanto a coste
computacional por el menor tiempo de CPU invertido en 1la
resolucién y la menor capacidad de memoria utilizada. No
obstante, hay que sefialar que el ntmero de iteraciones
realizadas al utilizar un precondicionador de tipo Cholesky
© Crout, se redujo considerablemente. Adem&s se aprecia que
la diferencia de tiempo de cédlculo entre estos tres wmétodos
disminuye cuando el orden del sistema crece en los procesos
de refinamiento adaptativo, esperandose en problemas con
mayor dimensién del vector incégnita que el precondicionador
diagonal sea superado por los otros. Por otro 1lado, se
observa menor influencia del mal condicionamiento del
sistema en 1la convergencia del Gradiente Conjugado con
Precondicionador de Cholesky o de Crout respecto al
Diagonal, lo cual es de interés en problemas
tridimensionales donde exista algin tipo de singularidad.

En cuanto a la memoria requerida, segin la técnica
de almacenaje expuesta en el capitulo 9, se produce un
incremento al pasar del Diagonal al de Cholesky o al de
Crout que es proporcional al nimero de elementos de la malla
Y al nimero de grados de libertad del problema.

Comparando los resultados obtenidos con el
precondicionador de Cholesky y el de Crout entre si, se

puede concluir que son similares atendiendo a la memoria

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003
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utilizada y a iteraciones realizadas para una tolerancia
exigida, invirtiendo el de Crout un tiempo de CPU
ligeramente mayor.

En cuanto a la aplicacién del método multimalla a
problemas que tienen asociadas matrices de rigidez
simétricas, utilizando el método del Gradiente Conjugado con
Precondicionador Diagonal en los procesos de suavizado, hay
que destacar que el nimero de iteraciones realizadas ha sido
manor en cada paso que para el Gradiente Conjugado
Precondicionado, permaneciendo pricticamente constante. Por
otro lado, el tiempo de cé&lculo invertido se reduce con
respecto al de los otros métodos cuando la dimensién del
sistema es elevada, convirtiéndo a la té&cnica Multimalla en
la més adecuada para problemas con mallados muy finos. La
capacidad de memoria requerida al aplicar el algoritmo
multimalla se asemeja a la de los precondicionadores de
Cholesky y Crout, siendo superior en problemas con un solo
grado de libertad y observédndose menor requerimiento en

problemas con mis de un grado de libertad.
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6.2.- PROBLEMA NO SIMETRICO.

Se estudia en este apartado el problema de
conveccién-difusién de un fluido sometido a un campo
circular de velocidades. Se trata de obtener la distribucién

de temperaturas en régimen estacionario.

La dificultad surge para velocidades altas del
fluido. En estos casos aparecen capas limites gue originan
singularidades en la solucién. Por tanto, es conveniente
aplicar el Método de Elementos Finitos Adaptativo de tal
forma que refine la malla inicial en aquellas zonas donde la

solucién sea m&s singular.

Al aplicar, como veremos a continuacién, el método
de difusién artificial, el problema que se plantea es no
simétrico y por lo tanto el sistema resultante habra que
resolverlo mediante las técnicas propuestas anteriormente

para sistemas no simétricos.

En primer lugar se wutilizaradn los métodos de
Regularizacién Parabblica con aceleracién por relajacién
aplicada de forma periédica. Se tendrdn en cuenta las
condiciones de estabilidad del método de Jacobi para este
problema (recuérdese que los métodos implicitos propuestos

son incondicionalmente estables).
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A continuacién, se aplicarén los métodos basados en

el Gradiente Conjugado en las mismas condiciones de

topologia del mallado, criterio de refinamiento Y tolerancia

del error admitida, de forma que sea posible realizar un

estudio comparativo tanto de estos métodos entre si, como de

éstos con los de Regularizacién Parabélica.

Finalmente, como en los problemas simétricos, se
aplicaréd el método multimalla utilizando el Doble Gradiente

como suavizado.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



APLICACIONES A PROBLEMAS LINEALES 106

6.2.1.- PROBLEMA DE CONVECCION-DIFUSION APLICANDO DIFUSION
ARTIFICIAL.

Se propone aqui el estudio de 1la distribucién de
temperaturas en un fluido sometido a un campo de
velocidades. El dominio © en estudio es de forma cuadrada

con 100 cms de lado, como se indica en la figura:

100

X

A X OO0

La temperatura en I' es de 1°C y en C, es de 0°C.

a
Se considera una condicién de flujo nulo 3% = 0 en el resto

de la frontera Fy+ La conductividad del fluido es 1 Kj/hm°C.

dad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003
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El campo de velocidades viene dado por las
ecuaciones:
1 2
ve=C (y-3) (x -x")
(6.2.1.1)
1 2
V2®*C (3 -x) (y-7Y)

(siendo C, un factor de amplificacién de la velocidad) y se

representa en la siguiente figura:

o N . T
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o
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N N
>
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~
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< \w
A4 < < W & & &

Y Ny T, N~ ~ < <

~

) Comcondlodt”

CAMPG DE VELOCIDADES ¢ Umox=Cy/8)



APLICACIONES A PROBLEMAS LINEALES 108

Formulacién clasica del problema.

El problema de conveccién-difusién planteado se

puede formular de forma clésica como sigue ( ver referencia
[32] ):

"Calcular la temperatura u(x,,x,) en Q tal que :

+ 9 > >

vV'Vu - Vo(k Vu) = f = ¢ (6.2.1.2)
.o bre T 6.2.1.3
n = sobre o (6.2.1.3)
u = u,(x,,x,) sobre r, (6.2.1.4)
u = u,(x,,x,) sobre r, (6.2.1.5)

siendo I' = FOU F1U Fz la frontera del dominio an»,

Formulacién variacional del problema.

Aplicando el método de difusién artificial,

transformaremos la ecuacién (6.2.1.2) afadiendo a la

difusién k una difusién artificial k*’ en la direccién de 1la

. 2 .
velocidad v, siendo k’:
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| h (6.2.1.6)

donde h es la méxima distancia entre dos puntos de un

elemento cualquiera tomada en la direccién de 1la velocidad
3, Y ¥ el parametro de contracorriente (0 =¥ = 1),

La ecuacién (6.2.1.2) transformada de esta forma
queda:
+ 2 + >
V'Vu - V- [(kt+k’) Yu] = £ = @ (6.2.1.7)
siendo:

R
il

k 0 c2 cs
Y k? = 2
0 k ~ cs s

donde ¢ y s son las componentes de un vector unitario en 1la

direccién de 1la velocidad.

Consideremos una funcién test w perteneciente al
espacio W = { w e Hi(ﬁ)/ wlr ur =0 }. Multiplicando la
1 2

expresidén (6.2.1.7) por w, e integrando en :

> +> >
(V'Vu)w d - | 9 (k+k’) Vulw dQ = | fw 40 (6.2.1.8)
Q e 7 o
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Aplicando la férmula de Green, teniendo en cuenta
que las funciones w se anulan en .y I, y las condiciones

de contorno dadas por (6.2.1.3), (6.2.1.4) y (6.2.1.5),

resulta:

+ > + o
(Vv*Vu)w d + [(ktk’) Vu]-Vw dO = fw da (6.2.1.9)
Q G G

anulédndose las integrales de contorno ya gque en este

problema la condicién (6.2.1.3) es de flujo nulo.

Cdlculo de las matrices elementales.

Llamando w:(i=l,2,3) a las funciones de forma en el
elemento Q_ (elementos triangulares), mediante la técnica de

los elementos finitos, el valor de u en el elemento vendréa

dado por:

uln=Z"’: u; (6.2.1.10)

donde u: representa los valores de u en los nodos del

elemento Qo.

El sistema elemental asociado a 1la formulacién dada
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por (6.2.1.9) seri de la forma:

<@ @ L]
2: A7, uf = b} (6.2.1.11)

siendo:

S - >
a7, = J (V- 9%7) ¥y da + J [(k+k’) 9971997 d@  (6.2.1.12)
O 0

e -4

b, = J £y do (6.2.1.13)
Q

donde se puede observar que el problema no es simétrico.

Condiciones de estabilidad del método de Jacobi.

El esquema en diferencias asociado al método

explicito de Jacobi expuesto en el apartado 5.2.1.1 es el

siguiente:
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donde k es la conductividad térmica del fluido, v el médulo

del vector ¢, h el didmetro de un elemento de un mallado

regular, ¥ el parédmetro contracorriente Y W el término

correspondiente a la matriz W del esquema de Jacobi, que se

tomSé como la diagonal de A. Agrupando términos se llega a la

siguiente expresién:

W i ¥ -
AT
k v(l+r) 2k \'7d n k v(l-¥)
= { + Y. (- - )Y +( - )Y
h® 2nh It h* h R 2 h Tt

Simplifiquemos el esquema con la notacién:

k V(1+7) 2k vy k v(1l-7)
a, = + ’ a, = = b ’ a, = - -
*on® 2 h 2 n* h ® n® 2 h
siendo por tanto W = -a, , resultando,
n+d at n + 1 1 n+ n
Y;i = a, 8y ¥Yioat ay (1= —55) Yitag ¥,

Realizando el anélisis de estabilidad de este

esquema en el sentido de Von Neuman se obtiene,

AT
- -ifh 1 ifh] n
Yj =~ 3 [ ae + a, (1- —a7) * age ] yj

2

que se puede representar como:

n+ 4

Y, = 6@) v
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donde G({) es el factor de amortiguamiento y la condicién de

estabilidad del esquema es |[G(¥)|< 1. Partiendo de 1la

expresién transformada de G(Z):

AT AT

G(§) =1 - a, [a2+ (a,+a,) cos 8h] - i a, (ag-a, ) sen &h

la condicién resulta,

(a,-a,) (a,-a,)*
ar gen® AR |y ZTael N L 4 1273 <
2 2 P
a, a,
por tanto,
(ai-as)

Y sustituyendo los valores de a,,a, y a,,

2
. 2k
<
AT < Min [ sho t ?] ;1
El valor utilizado para ¥ es el 6ptimo para el 1la
solucién en los nodos coincide con la exacta:
¥ = Cth®(Pe/2) - 2/pe

siendo Pe el nimero de Peclet,

Finalmente la condicién de estabilidad del esquema

explicito de Jacobi para el problema formulado es:
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AT £ Min [Cthz(P0/2), 1]
por lo tanto se reduce a:

AT < 1

Esta condicién obtenida de un estudio en un esquema
unidimensional con coeficientes constantes es indicativa
para la eleccién de los valores de AT en las aplicaciones
bidimensionales con coeficientes variables que hemos

abordado.

En esta aplicacién hemos considerado de interés el
estudio del comportamienté de los diferentes métodos para
distintos valores del campo de velocidades, empezando por un
problema con un coeficiente C, = 100, que dard 1lugar a
soluciones suaves que no presentan fuentes singularidades vy

por tanto el sistema a resolver no se espera que esté mal

condicionado.

La estrategia de refinamiento sequida en este caso
consiste en partir de un mallado de 8 elementos, con un
total de 9 nodos y 16 caras, resultando un sistema de 3
ecuaciones, y realizar 9 iteraciones de refinamiento con un

coeficiente de 0.7. La tolerancia exigida a la solucién es

de 10”7,
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Las tablas (6.2.1.1.a) y (6.2.1.1.b) muestran los

resultados numéricos obtenidos con 1los métodos propuestos
para la resolucién de sistemas no simétricos, para este
caso. En las figuras (6.2.1.1.¢c) y (6.2.1.1.4d) se
representan las iteraciones y el tiempo de CPU
respectivamente. La solucién se presenta de forma gréfica

mediante las isotermas en la figura (6.2.1.1.e).
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METODO NS pE N2 px’ TIEMPO DE| MEMORTIA
EQUAC. ITER. CPU (seg)| OQUPADA

3 30 0.3 200

11 60 1.5 504

JACOBI 17 83 3.4 802

_ 27 93 5.6 1158

At = o.5 51 153 18.3 2226
RELAJACION CADA 96 184 41.6 4144
10 ITERACIONES 154 236 87.1 6516
233 369 206.7 9846

322 378 296.2 13658

468 606 723.4 19832

3 30 0.7 272

11 42 2.9 702

APROXIMACION 17 40 4.5 1126
DE UN PASO 27 47 7.7 1626
AT = 2. 51 58 18.8 3144

96 71 44.1 5872

RELAJACION CADA 154 100 99.7 9252
40 ITERACIONES 233 127 192.0 13995
322 124 263.8 19427

468 182 565.8 28229

3 40 1.4 272

11 44 4.7 702

APROX IMACION 17 45 8.0 1126
DE DOS PASOS 27 50 13.4 1626
AT = 2. 51 60 31.8 3144

96 75 74.9 5872

RELAJACION CADA 154 Q7 156.7 9252
10 ITERACIONES 233 127 316.2 13995
322 127 435.1 19427

468 189 947.0 28229

Tabla 6.2.1.1.a
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METODO N2 prx N2 bE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. GPU (¢ seg) OCUPADA

3 3 0.6 197

11 11 0.5 493

GRADIENTE 17 17 1.3 785
CONJUGADO 27 >27 (2.9) 1131
51 >51 (10.7) 2175

ECUACION 96 >96 (37.3) 4048
NORMAL 154 >154 (97.4) 6362
233 >233 (226.8) 9613

322 >322 (435.7) 13336

468 >468 (931.1) 19364

3 3 0.7 197

11 11 0.6 493

GRADIENTE 17 17 1.2 785
CONJUGADO 27 >27 (2.9) 1131
51 >51 (11.0) 2175

ERROR 96 >96 (37.2) 4048
MINIMO 154 >154 (97.3) 6362
233 >233 (225.1) 9613

322 >322 (429.6) 13336

468 >468 (916.4) 19364

3 >3 (0.5) 200

11 >11 (0.3) 504

GRADIENTE 17 >17 (0.7) 802
CONJUGADO 27 >27 (1.7) 1158
51 >51 (6.0) 2226

RES IDUO 96 68 15.3 4144
MINIMO 154 132 46.7 6516
233 118 63.5 9846

322 110 82.5 13658

468 147 160.8 19832

3 3 0.7 203

11 11 0.5 515

DOBLE 17 17 1.3 819
GRADIENTE 27 24 2.6 1185
CONJUGADO 51 34 7.4 2277
96 45 18.6 4240

154 59 39.0 6670

233 73 73.6 10079

322 84 117.4 13980

468 96 199.5 20300

Tabla 6.2.1.1.b
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PROSLEMA DE CONVECCION-DIFUSION (Cu=188)

DISTRIBUCION DE TEMPERATURAS

Figura 6.2.1.1.e
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El segundo caso que se ha tratado, es para C.,= 1000
Y aqui aparecen ya singularidades debido a la capa limite,
por lo que las matrices resultantes van estar mal
condicionadas. Se ha partido de un mallado inicial igual al
del caso planteado anteriormentede, procediéndose
seguidamente a realizar 3 procesos de refinamiento
automético, ya que este problema exige wuna malla inicial
relativamente fina. Después de resolver el sistema
resultante de 255 ecuaciones, se han aplicado 4 iteraciones
de refinamiento adaptativo con un coeficiente de 0.6,

exigiendo a la solucién una tolerancia de 10~°

Las tablas (6.2.1.2.a) y (6.2.1.2.b) muestran los
resultados numéricos obtenidos para C,= 1000. Los mismos se
comparan en las figuras (6.2.1.2.c) v (6.2.1.2.d) respecto
al nimero de iteraciones, y en (6.2.1.2.e) vy (6.2.1.2.£f)
respecto al tiempo de CPU empleado por 1los diferentes

métodos. La solucién obtenida se representa en la figura

(6.2.1.2.q).
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METODO N‘E2 DI NS DE TIEMPO DR MEMORIA
ECUACG. ITER. <GPU <9og) OCQUPADA
255 1029 577.7 10980
JAcoR: 307 750 507.7 13100
AT = o.5 417 549 508.6 17904
RELAJACION CADA
750 ITERAGIONES 535 750 891.9 22778
751 794 1334.8 31968
APROX IMAG ION 255 394 657.1 15588
DE UN PASO 307 210 421.2 18608
At = 2. 417 177 487.5 25464
RELAJACION CADA 535 209 736.7 32408
20 ITERACIONES 751 258 1286.1 45513
APROX IMAGION 255 ) 338 876.0 15588
DE DO& PASOS 307 171 532.5 18608
AT = 2, 417 190 815.0 25464
RELAJACION CADA 535 192 1051.9 32408
20 ITERACIONES 751 239 1855.2 45513

Tabla 6.2.1.2.a
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METODO Ng DE NS DE TIEMPO DR MEMORIA
ECUAQ. ITER. CPY (s eg ] OCUPADA
255 183 199.4 10725

GRADIENTE
conauaarE 307 204 266.4 12793
417 246 442.8 17487

ECUACION
N 535 326 753.4 22243
751 423 1383.2 31217
255 184 195.9 10725

GCGRADIENTE
oo 307 206 263.3 12793
417 249 435.2 17487

ERROR

s 535 332 747.2 22243
751 429 1370.8 31217
255 >255 (142.0) 10980

GRADIENTE
o 307 >307 (204.3) 13100
417 >417 (381.7) 17904
oo 535 >535 (630.7) 22778
751 699 (1159.2) 31968
255 142 150.6 11235
POBLE 307 131 166.3 13407
GRADIENTE 417 145 254.9 18321
GeNJUGADO 535 162 362.4 23313
751 179 572.2 32719

Tabla 6.2.1.2.b
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PROBLEMA DE COMVECCION-DIFUSION (Cu=1009)

BISTRIBUCION DE TEMPERATURAS

Figura 6.2.1.2.g
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La resolucién del problema se complica aumentando
el coeficiente C, a 10000. El1 problema es fuertemente

singular y las matrices de los sistemas que resultan estén

muy mal condicionadas, dificulténdose ain més la

convergencia de 1los métodos utilizados. El1 mallado de

partida ha sido el mismo que en los casos anteriores,

realizandose como en el anterior, 3 procesos de refinamiento

automatico, originando un sistema de 255 ecuaciones. Una vez

. -
resuelto este sistema con un error menor de 10 , se ha

refinado 7 veces con un coeficiente de refinamiento de 0.3.

Los resultados numéricos para C, = 10000 se mestran

en las tablas (6.2.1.3.a) y (6.2.1.3.b). Las iteraciones y

el tiempo de CPU se comparan en las figuras (6.2.1.3.¢c) vy

(6.2.1.3.d) respectivamente.

La solucién obtenida se representa en la

(6.2.1.3.e).

figura
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METODO Ng DE Ns DE TIEMPO DE MEMORIA
ECUAd, ITER. <Py (aog) OCUPADA

255 2450 1395.2 10980

354 1502 1203.9 15290

Jacomz 374 1375 1164.4 16222

AT = o.5 390 1055 934.6 16940
RELAJACION CADA 400 2000 1813.4 17406
1000 ITERACIONES 420 1435 1368.0 18292
486 1925 2125.0 21124

608 2225 3070.0 26389

255 732 1192.2 15588

APROX IMACION 354 586 1315.9 21734
DE UN PASO 374 601 1432.9 23062
AT = 1. 390 561 13985.2 24086
400 500 1286.7 24750

RELAJACION CADA 420 523 1422.4 26014
500 ITERACIONES 486 620 1935.0 30052
608 693 2696.0 37549

255 1080 2870.7 15588

APROX IMACION 354 1000 3726.4 21734
DE DOS PASOS 374 1000 3945.9 23062
AT = 4. 390 1000 4114.4 24086
400 1000 4230.5 24750

RELAJACION CADA 420 1000 4463.7 26014
1000 ITERACIONES 486 1000 5141.6 30052
608 1027 6632.0 37549

Tabla 6.2.1.3.a
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METODO NS DE N- DE TIEMPO DE MEMORIA
ECUAC,. ITER. QPU (aeg) OCUPADA
255 >255 (277.1 10725
354 >354 (536.6)| 14936
o uaanE 374 >374 (600.1 15848
390 >390 (652.9)| 16550
400 >400 (685.2 17006
omaacy 420 >420 (754.9 17872
486 >486 (1010.2 20638
608 >608 (1584.7)| 25781
255 >255 (271.2 10725
354 >354 (525.7)| 14936
o TE 374 >374 (589.2 15848
390 >390 (643.5)| 16550
400 >400 (675.0)| 17006
o 420 >420 (744.4 17872
486 >486 (995.6 20638
608 >608 (1558.6)| 25781
255 >255 (143.4) 10980
GRADIENTE *346 - -
*368 — —_ —
CONJUGADO *384 - _— -
RESIDUO :392 T T -
MINIMO *2'17.8 - _— —_—
*605 m— — —
255 >255 (278.2)| 11235
354 314 480.2 15644
"374 330 534.3 16596
GRADEELTE 390 323 544.5 17330
coaaanE 400 350 605.6 17806
420 357 647.9 18712
486 437 919.2 21610
608 472 1247.0 26997

* Debido al error cometido en la solucidn, se

diferentes.

Tabla 6.2.1.3.b

desvirtua el proceso de refinamiento, obtenidndose

mal lados
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[\

<

PROBLEMR DE COMNVECC ION-DIFUSION

DISTRIBUCION DE TEMPERATURAS

Pigura 6.2.1.3.e

(Cu=10608>
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Este mismo problema con C,= 100 se ha resuelto
mediante otra estrategia de refinamiento para obtener
algunas conclusiones sobre la aplicacién del método

Multimalla con suavizado mediante Doble Gradiente Conjugado

a sistemas no simétricos.

Se han realizado tres refinamientos automaticos
dando lugar a wuna malla con 81 nodos. Se ha aplicado

entonces cuatro etapas de refinamiento adaptativo con un

coeficiente de 0.2.

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla

6.2.1.4:
TIPO DR ‘ NS DE N’S DE TIEMPO DI MEMORIA
PRECONDICIONADOR ECUAC. ITER. CPpU ¢ Qog> OCUPBPADA
63 3 22 4540
MORTIMALLA 231 2 65 16422
p.qa.q. 905 2 268 63048
3577 1 546 246764
63 38 10 2867
231 58 58 10221
p.q.@ 905 102 417 39399
3577 130 2127 154673

Tabla 6.2.1.4
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En el problema lineal de Convecciédn-Difusién con
matriz no simétrica asociada, hemos considerados tres casos
con distintos valores del término de Conveccién,
que determina la mayor o menor singularidad del problema.
Cuando el problema no es singular (C,= 100), los métodos en
general han tenido un comportamiento satisfactorio. Respecto
a los de Regularizacién Parabélica, el método de
Aproximacién de Un Paso converge a la solucién con menos
iteraciones que el de Dos Pasos Y Jacobi, e invierte un
tiempo de cllculo m&s reducido. Sin embargo, la eficacia de
estos métodos estd ligada a la eleccién adecuada de dos
parametros, el de pseudo tiempo dado por 1la condicién de
estabilidad y el que gobierna el proceso de aceleracién por
relajacién.

Por otro lado, la aplicacién de los métodos de
Gradiente Conjugado han aportado diferentes resultados. Los
métodos de la Ecuacién Normal Y el Error Minimo han
funcionado practicamente igual en cuanto a iteraciones y a
tiempo de CPU, aunque no han llegado a 1la solucién, como
tebricamente se esperaba, en un nimero de iteraciones igual
al de ecuaciones. El método del Residuo Minimo es sin duda
(ver capitulo 5) el mas réapido de todos, aunque inicialmente
en el proceso adaptativo no tenga una convergencia aceptable.
No obstante, se presenta como el mis adecuado cuando se
parte de wuna aproximacién inicial bastante buena y el

sistema no tiene un pésimo niimero de condicionamiento. En
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cambio, la influencia del mal condicionamiento del sistema
sobre el método del Doble Gradiente Conjugado es menor,
obteniéndose resultados en convergencia y tiempo de CPU
comparables a los del Residuo Minimo, pero aceptables desde
la resolucién de la primera malla del proceso adaptativo. Se
observa una mayor regularidad en los resultados de este
dltimo, presenténdose como un método més seguro que el
anterior frente a problemas singulares.

Al aumentar el car&cter singular del problema
(C, = 1000) los métodos de Regularizacién Parab6lica siguen
en la misma linea, detectindose una mejora en la
convergencia para el método de Aproximacién de Dos Pasos. De
igual forma se puede cbservar una mejor convergencia de los
métodos de Gradiente Conjugado al tomarse un mallado
inicial m&s fino en el proceso adaptativo. El1 método de
Doble Gradiente Conjugado mejora en iteraciones Yy
tiempo de CPU al de Residuo Minimo que incluso es superado
por el de la Ecuacién Normal Y Error Minimo.

Finalmente, cuando el problema es muy singular
(C, = 10000) se ratifican las conclusiones anteriores,
obteniéndose una convergencia poco aceptable en los métodos
de la Ecuacién Normal y Error Minimo, los cuales no llegan a
la tolerancia exigida en el ndmero tedSricamente méaximo de
iteraciones, y unos resultados muy satisfactorios con el
Doble Gradiente Conjugado, al que el mal condicionamiento

del sistema afecta en menor medida que a los demds métodos.
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Con el método del Residuo Minimo, no se consigue la
convergencia, desvirtuindose el proceso de refinamiento de
mallado del proceso adaptativo. En los métodos de
Regularizacién Parabb6lica cabe destacar que las
posibilidades de eleccién de los parémetros son cada vez mas
restringidas.

Respecto a la aplicacién del método Multimalla, se
ha obtenido una convergencia satisfactoria en sistemas de
gran dimensidn, aunque para fuertes singularidades se tiene
que aumentar las iteraciones de suavizado debido a la falta
de precondicionador en el Doble Gradiente Conjugado. El
nimero de iteraciones del algoritmo Multimalla se mantiene

préacticamente constante para los diferentes sistemas

asociados a cada malla.
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7+ - APLICACIONES A PROBLEMAS NO LINEALES.

7.1.- INTRODUCCION A PROBLEMAS NO LINEALES.

Estudiaremos en este capitulo la resolucién de un
problema de transmisién de calor no lineal, aplicando los

diferentes esquemas desarrollados.

Es preciso distinguir 1la naturaleza de la no
linealidad. Esta puede ser debida a conductividades de los
materiales dependientes de la solucién del problema (o sea,
de la temperatura en cada punto del dominio), o a 1la
existencia de flujo por radiacién en la frontera . En

nuestro caso, consideraremos un problema en el que 1la no

linealidad viene dada por conductividades dependientes de la

temperatura.

Como se comprob6 en 6.1.2, 1la existencia de dos
materiales de caracteristicas muy dispares origina una
singularidad en la solucién Y es por tanto conveniente
aplicar una técnica de resolucién autoadaptativa, teniendo
en cuenta que el proceso constarid de dos lazos, uno de
iteraciones autoadaptativas de refinamiento y otro incluido
en éste de iteraciones de linealizacién en la resolucién del

sistema no lineal.
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Para la resolucién del sistema no lineal que
aparece en cada iteracibén autocadaptativa, existen diferentes
posibilidades. Aqui se propone el método del Punto Fijo y el
método de Newton, no s6lo debido a su simplicidad de
implementacién, sino a que permiten conservar la estructura
elemento a elemento para la resolucién del sistema lineal
que resulta en cada proceso de linealizacidén. Con este fin
se han introducido los algoritmos de dichos métodos en la

formulacién variacional del problema.

La utilizaci6én del método del Punto Fijo da lugar a
la resolucibén de un sistema simétrico en cada paso de
linealizacidén, lo gque nos va a permitir un estudio
comparativo de los métodos de resolucién para problemas
simétricos. En cambio, el método de Newton nos conduce a la
resolucidén de uno no simétrico en cada paso, por lo que
podremos realizar el mismo estudio para los métodos
de resolucién de problemas no simétricos. Por otro lado,
podremos observar cual de las dos estrategias es la més
apropiada para problemas no lineales, cuando se aplican con

esquemas elemento a elemento.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



APLICACIONES A PROBLEMAS NO LINEALES 141

7.2.- PROBLEMA DE TRANSMISION DE CALOR NO LINEAL.

Consideraremos aqui el mismo problema planteado en
(6.1.2) con la salvedad de que las conductividades de los
materiales del horno se tomarén variables con la temperatura

de la forma siguiente:

w
N

72 + C_ u (material refractario)
(=3 <
k, = 1.8 + C, u (material aislante)

donde C., Y C, son dos constantes que determinardn si el
problema es fuertemente no lineal, o, por el contrario, si
la no linealidad es débil. Habra que tener en cuenta que
cuanto més fuerte sea la no linealidad mayor dificultad se
encontrarad para la convergencia de los dos métodos antes

citados. En esta aplicacién hemos considerado C.= 10°°

-4
c, = 107°.

y

Formulaclién Clasica.

Sea @2 =0U ©2, el dominio formador por las paredes
del horno y Fi (i=0,1,2) las fronteras del mismo. Se puede

formular el problema de Transmisién de Calor no lineal de
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forma cl&sica como sigue:

"Calcular u(x,, x,) tal que verifique:

- >

-V (k(u) Vu) = f =0 en Q (7.2.1)
du _ r

k 35 =0 sobre I', (7.2.2)
du _ r

-k 35 =h (u-u,) sobre ', (7.2.3)

u=u (x,, X,) sobre I (7.2.4)

donde k, h, f y u,, se corresponden con la nomenclatura

seqguida en (6.1.2)".

Formulacién Variacional.

Considerando una funcién test v € ¥, donde ¥ es el

espacio:
V=yveH@ml. =0}
o]

Multiplicando (7.2.1) por v, integrando en 0 y
aplicando 1la férmula de Green, podemos establecer la

siguiente formulacién variacional:
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" Hallar u € H'(Q), ul. =u (x,, x,), tal que:
(o]

<>
J k(u) Vu-¥v dx,  dx, + J huvde =
Q Fz

(7.2.5)

= J fv dx1 dx2 + J h u, v de
9] r

2

Vv, vey r,

Consideremos ahora la resolucién de este problema
mediante el método del Punto Fijo y el método de Newton (ver
Winter [46] ), donde se realizari una linealizacién en cadé
pasc en dimensién infinita. Aplicando el método del Punto

Fijo se puede establecer la anterior formulacién como sigue:

" 1 — e
Dado u e H™ (), uano— u(x,, %,),

i -
hallar v e H (Q), u__ = |r°= u(x,, x,), tal que:

= J f vdx, dx, + J h u, v do (7.2.6)
Q
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En cambio para el método de Newton 1la formulacibn

variacional resulta:

1 -
" Dado une H (Q), un'ro= u(xi, Xz),

hallar u
™

i -
LEH (), u = |F°= u(x,, x,), tal que:

> + + »>
k(u ) Yu_ , Vv dx,dx, + k' (u)) (u_,,,-u ) Yu Vv dx dx, +
9] ¢] :
hu, vades= f vadx, dx, + hu, v de (7.2.7)
r Q r
2 2

siendo k’(u ) = dk(u) ".
u=

Calculo de las matrices elementales.

El tratamiento del problema mediante el método de
los elementos finitos nos conduce a sistemas elementales

lineales algebraicos en cada iteracién de la forma:

Zs [A:j(u:) ] {u:-l-:!.}j by (7.2.8)

i=1
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donde la matriz elemental de rigidez A° Y el vector

o . . . -
elemental de carga b~ tienen expresiones diferentes segilin se

utilice el método del Punto Fijo o el de Newton.

Utilizando el método del Punto Fijo resulta:

+
@ @ e ®
Ay = J k(u,) ij'th dx, dx, + J
0

L4 @
l.. .
@

(7.2.9)

donde se puede observar que el problema resultante es

simétrico.

Para el método de Newton queda:

- _P Q-’O.GO ’ @ 0-..*0
Ay = | k(u)) ij ¥, dx, dx, + | k (u.) ¥ Vu Wy, dx,dx, +
Jo 0
@ @
+ hw‘;wfdo'
-]
..I"2
(7.2.10)
b, = | f ¥"dx dx. + | n S de+ | k' (u®) u° ; . 9p° dx. d
i ¥, X, 0%, o Q¥ (un) v, vu, vwi X, 0X,
0 r 0

) 2 -]
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Condiciones de estabilidad del métode de Jacobi.

El esquema explicito de Jacobi asociado al problema

de transmisioén de calor es:

La condicién de estabilidad en el sentido de Von
Neumar. es conocida y se obtiene siguiendo el mismo proceso
que para la aplicacién anterior, tomando W como la diagonal

de la matriz del sistema A,

Del desarrollo de [G(¥)| = 1, resulta la condicién

AT

A
[

Los resultados obtenidos para 1la estabilidad del
método de Jacobi sobre esquemas unidimensionales, sirven de
referencia para la eleccién adecuada del parédmetro AT en los

problemas bidimensionales que se han considerado.
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Para la resolucién del problema se ha seguido la
misma estrategia que en la aplicacién (6.1.2), 3 procesos de
refinamiento automdtico, hasta llegar a un mallado 1lo
sufientemente fino como para iniciar el proceso adaptativo
de resolucién. Este proceso parte de la resolucién del
sistema obtenido para la malla anterior (528 ecuaciones) y
consiste en 7 iteraciones adaptativas con coeficiente de
refinamiento 0.8. La tolerancia exigida a la solucién es de

-9 - . . . . .
10 ', con un ntmero méximo de linealizaciones igual a 10.

En las tablas (7.2.a) a la (7.2.h) se incluyen los
resultados numéricos para cada una de las mallas. En la
columna de numero de iteraciones aparecen las iteraciones
realizadas por el método elegido para cada uno de los
procesos de linealizacién del problema. En las figuras
(7.2.1) y (7.2.j) se comparan los tiempos de CPU totales
consumidos en la resolucién de los sistemas no lineales de
cada malla por 1los diferentes métodos. La solucién se

representa en la figura (7.2.k).
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MATIA 1
METODO NS pE N2 pr TIEMPO DE| MEMORTIA
ECUAC. ITER. CPU (seg)| OGUPADA
PUNTO FIJO lgg 133'3
+ 528 * 18823
a.c.P.DIAQG. 50 64.8
’ 13 18.6
PUNTO FIJO gg igg'g
+ 528 25 94'0 24967
G.C. P, CHOL, 8 34.3
PUNTO FIJO 53 221.1
38 161.5
+ 528 25 107.7 24967
a.c.P. CROUT 8 38.7
NEWTON 2400 2794.8
JACOBI 2400 2807.8
AT=4, RELAJACION 528 1400 1667.7 21835
CADA 100 ITERAC. 38 43.3
NEWTON 603 2023.9
APROX. DE UN PASO 518 1743.9
AT=2, RELAJACION 528 343 1155.7 31111
ACADA 100 ITERAC. 8 33.7
NEWTON 604 3219.8
APROX. DOS PASOS 520 2777.8
AT=2, RELAJACION 528 344 1840.3 31111
CADA 100 ITERAC. 8 49.4
NEWTON >5?8
+ 528 . 10 21367
d. ¢. E. NORMAL >5§8
NEWTON >5?8
+ 528 10 21367
G. C.E. MINIMO >5§8
NEWTON 381 431.3
413 469.8
+ 528 270 306.7 21895
d. ¢, R. MINIMO 8 11.3
NEWTON 400 873.2
379 832.5
+ 528 267 587.9 22423
DOBLE 4. a. ¢
13 30.8
Tabla 7.2.a
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MALLA 2
METODO NS bE NS pE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (saeg)| OCUPADA
PUNTO FIJO 73 95.8
+ 541 50 66.4 19291
8. C.P.DIAd. 18 25.5
PUNTO FIJO 35 132.6
+ 541 24 93.0 25591
g. C.P.CHOL. 9 38.9
PUNTO FIJO 35 152.0
+ 541 24 106.2 25591
d.c.P. CROUT 9 43.9
NEWTON 900 1081.1
+ 541 100 122.1 22441
JACOBI 1 3.5
NEWTON 253 873.6
+ 541 38 137.4 31891
APROX. DE UN PASO 1 10.3
NEWTON 251 1376.8
+ 541 39 219.3 31891
APROX. DOS PASOS 1 12.3
NEWTON
d. ¢. E. NORMAL
NEWTON >5?1
+ 541 . 10 21900
G. C.E. MINIMO >541
NEWTON 328 384.9
+ 541 111 131.3 22441
a.c.R. MINIMO 0 3.4
NEWTON 311 702.5
+ 541 51 342.1 22982
DOBLE 4. C. 0 2.4

Tabla 7.2.b
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MATIA 3
METODO NS bpE NS pE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (meg)| OCUPADA
PUNTO F1JO 77 108.6
+ 580 46 66.0 20695
d.Cc.P.DIAG. 5 9.6
PUNTO FIJO 37 150.5
+ 580 23 96.2 27463
d. ¢. P. CHOL. 3 18.6
PUNTO FIJO 37 174.0
+ 580 23 109.9 27463
4. C.P. CROUT 3 20.4
NEWTON 735 945.1
+ 580 100 130.7 24079
JACOBI 1 3.7
NEWTON 300 1112.9
+ 580 28 111.0 34231
APROX. DE UN PASO 1 11.1
NEWTON 300 1769.3
+ 580 30 183.4 34231
APROX. DOS PASOS 1 13.4
NEWTON
-+
d. ¢. E. NORMAL
NEWTON
-+
G. C.E. MINIMO
NEWTON 332 412.3
+ 580 92 116.5 24079
d. C. R, MINIMO 0 3.6
NEVWTON 318 768.6
+ 580 124 302.8 24659
DOBLE 4. ¢, 0 2.5

Tabla 7.2.c
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MALLA 4
METODO NS bE N2 pE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (mseg’| OCUPADA
PUNTO FIJO 63 103.5
+ 668 23863
d.C¢.P.BIAG. 11 20.6
FUNTO FIJO 31 148.6
+ 668 31687
4. c.P. CHOL. 6 35.4
PUNTO FIJO 31 169.0
+ 668 31687
a. c.P. CROUT 6 39.4
NEWTON 452 677.8
+ 668 27775
JACOBIX 2 5.8
NEWTON 174 750.8
+ 668 39511
APROX. DE UN PASO 1 12.8
NEWTON 170 1169.1
+ 668 39511
APROX. DOS PASOS 2 22.4
NEWTON
-+
d. C. E. NORMAL
NEWTON
-+
G. C.E. MINIMO
NEWTON 220 321.4
+ 668 27775
d. C.R. MINIMO 2 5.7
NEWTON 241 678.0
+ 668 28443
DOBLE 4. C. 0 2.9

Tabla 7.2.4d
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MATLA 5
METODO NS bE NS pE TIEMFO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (seg)| OCUPADA
PUNTO FIJO 85 147.8
+ 711 50 88.3 25411
d.c.P.DIAG. 0 3.3
PFUNTO FIJO 40 200.2
+ 711 25 128.4 33751
a.Cc.P. CHOL. 0 11.7
PUNTO FIJO 40 229.8
+ 711 25 147.2 33751
d.Cc.P. CROUT 0 12.7
NEWTON 1900 3032.0
+ 711 29581
JACOBI 100 162.5
NEWTON 417 1908.9
* 711 42091
APROX. DE UN PASO 1% 95.4
NEWTON 417 3040.5
+* 711 42091
APROX. DOS PASOS 22 168.9
NEWTON
-+
a. C. E. NORMAL
NEWTON
-+
4. c.E. MINIMO
NEWTON 339 503.7
+ 711 29581
d. Cc.R. MINIMO 66 105.1
NEWTON 338 1011.1
* 711 30292
DOBLE d. C. 114 343.2

Tabla 7.2.e
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MALLA 6
METODO NS pE NS pE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (seg)| OCUPADA
PUNTO FIJO 98 204.7
+ 850 30402
a.Cc.P.DIAG. 51 108.4
PUNTO FIJO 45 270.1
+ 850 40404
d. C. P. CHOL. 25 154.6
PUNTO FIJO 45 311.4
+ 850 40404
d. ¢. B. CROUT 25 176.8
NEWTON 1900 3647.5
+ 850 35403
JACOBI 100 195.3
NEWTON 471 2611.9
+ 850 50406
APROX. DE UN PASO 13 82.6
NEWTON 469 4161.1
+ 850 50406
APROX. DOS PASOS 16 152.6
NEWTON
4. C. E. NORMAL
NEWTON
-+
4. d. E. MINIMO
NEWTON 312 583.8
+ 850 35403
3. C.R. MINIMO 36 71.4
NEWTON 350 1257.5
+ 850 36253
DOBLE 4., 55 200.7

Tabla 7.2.f
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MALLA 7
METODO NS bm NS px TYEMPO DE| MEMORTIA
ECUAC. ITER. CPU (seg)| OCUPADA
PUNTO FIJO 110 297.1
+ 1094 48 132.6 39173
G.C.P.DIAQ. 0 5.2
PUNTO FIJO 51 395.1
+ 1094 23 185.6 52097
4. ¢. P, CHOL. 1 21.0
PUNTO FIJO 51 452.7
+ 1094 24 222.2 52097
a.c. P, GROUT 0 19.7
NEWTON 2190 7235.2
+ 1094 45635
JACOBTI 94 237.3
NEWTON 570 4059.4
+ 1094 65021
APROX. DE UN PASO 15 120.4
NEWTON 555 6304.4
+ 1094 65021
APROX. DOS PASOS 18 218.6
NEWTON
-+
d. ¢. E. NORMAL
NEWTON
-+
G. C. E. MINIMO
NEWTON 321 780.0
+ 1094 45635
G.C.R. MINIMO 33 84.1
NEWTON 360 1677.2
+ 1094 46729
DOBLE 4. cC. 47 223.1

Tabla 7.2.g

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



APLICACIONES A PROBLEMAS NO

LINEALES

155

MALLA 8
METODO NS pE N2 pE TIEMPO DE| MEMORIA
ECUAC. ITER. CPU (seg)| OCUPADA
PUNTO FIJO 104 316.7
+ 1227 43961
d.C.P.DIAQA. 50 155.3
PUNTO FIJO 49 427.3
+ 1227 58481
a. c.P. CHOL. 22 200.3
PUNTO FIJO 48 482.6
+ 1227 58481
G. C. P. CROUT ' 23 239.1
NEWTON 4533 12816.0
+ 1227 51221
JACOBTI 200 574.0
NEWTON 500 4050.2
+ 1227 73001
APROX. DE UN PASO 11 104.5
NEWTON 500 6563.2
+ 1227 73001
APROX. DOS PASOS 15 213.4
NEWTON
-+
d. C. E. NORMAL
NEWTON
-+
4. C. E. MINIMO
NEWTON 307 833.8
+ 1227 51221
a. ¢.R.MINIMO 16 49.2
NEWTON 347 1821.5
+ 1227 52448
DOBLE 4. cC. 23 125.7

Tabla 7.2.h
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Los resultados numéricos obtenidos para el problema
no lineal, muestran claramente por un lado que el método del
Punto Fijo, al estar asociado a matrices simétricas en cada
linealizacién, ofrece ventajas frente al de Newton no sélo
en cuanto a rapidez y a condicionamiento del sistema, sino
también en el requerimiento de memoria. Ademés, se observa
el efecto de los precondicionadores en el caso simétrico
acelerando la convergencia. No obstante, el método de Newton
ofrece una clara tendencia a realizar menos iteraciones de
linealizacién que el del Punto Fijo, obteniéndose los
mejores resultados para el caso no simétrico con el método
del Residuo Minimo como era de esperar dado su
comportamiento en problemas lineales. Con todo, la
utilizacién del método de Doble Gradiente Conjugado ha
conseguido resultados satisfactorios, aunque en menor grado
que los anteriores. Por otro lado, los métodos de 1la
Ecuacién Normal y del Error Minimo no convergen desvirtuando
no s6lo el proceso de linealizacién sino toda la estrategia
adaptativa. Respecto a los métodos de Reqularizacién
Parabdlica, los resultados numéricos son menos
satisfactorios que 1los de 1los métodos de Gradiente
Conjugado, pero hay que destacar que decididamente que las
Aproximaciones de Uno o Dos Pasos son mas efectivas que el
método de Jacobi, e incluso han realizado menos iteraciones

en ciertas mallas del proceso que los métodos de Gradiente.
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8. ~ CONCLUSIONES.

El trabajo realizado pretende transmitir de forma
transparente la eficacia de 1la utilizacién de esquemas
elemento a elemento en la resolucién numérica de sistemas de
ecuaciones, aportando las conclusiones que a continuacién se

exponen en base a las experiencias propias realizadas.

El método directo propuesto en el capitulo 2 para
problemas unidimensionales, es sin duda m&s efectivo en
cuanto a tiempo de célculo que cualquier método iterativo de
tipo gradiente o de regularizacién parabblica. Adem&s se ha
implementado optimizando el espacio de memoria requerido,
debido al tratamiento informitico de transformacién
propuesto, obteniendo una estructura en banda para la matriz
del sistema. En los ensayos realizados tanto en sistemas
simétricos como no simétricos se han obtenido resultados

satisfactorios afin en problemas con singularidades (ver

Montenegro [32]).

En cuantoc a problemas bidimensionales, los ensayos
realizados con problemas simétricos muestran una mayor
eficacia del precondicionador Diagonal frente a los de
Cholesky o Crout en cuanto a tiempo y memoria de ordenador,
aunque se espera que en sistemas fuertemente mal

condicionados se obtengan mejores resultados para estos
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Gltimos, e incluso la no convergencia del Diagonal.

Respecto a problemas no simétricos, se observan
mejores resultados aplicando métodos implicitos que con
explicitos, atn a costa de un mayor requerimiento de
memoria. No obstante, el Doble Gradiente Conjugado se
presenta como un método que asegura la convergencia
répidamente a pesar del mal condicionamiento del sistema. La
utilizacién del Residuo Minimo con menor coste en tiempo
de c&lculo parece recomendable s6lo cuando se dispone de
una buena aproximacién inicial y el sistema no estd mal
condicionado.

Los resultados numéricos obtenidos con el método
Multimalla indican su eficacia en la resoclucidén de sistemas
de dimensién elevada. El suavizado mediante Gradiente
Conjugado con Precondicionador Diagonal ha proporcionado
resultados satisfactorios en sistemas simétricos, aunque en
sistemas no simétricos podria pensarse en la combinacién del
método Multimalla con el Doble Gradiente Conjugado‘dotado de
algin tipo de precondicionamiento para mejorar atn més el
efecto de suavizado. El nimero de iteraciones del algoritmo
Multimalla permanece constante, siendo el namero de
operaciones necesarias para la resolucién de un sistema
proporcional al orden del mismo. Esta propiedad no la poseen
los otros métodos estudiados, siendo por'tanto una ventaja a
considerar cuando se resuelven sistemas de orden elevado.

El comportamiento de los métodos en problemas no
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lineales, sugiere como més efectiva la utilizacién del
método del Punto Fijo «con el Gradiente Conjugado
Precondicionado frente al de Newton. En la utilizacién del
método de Newton, la combinacién m&s efectiva se da con el
método del Residuo Minimo, o Doble Gradiente Conjugado si el
problema tiene un caracter singular muy acusado.

En cuanto a posibles lineas futuras de continuacién
del tema analizado en este trabajo de tésis, son muchas las
posiblidades que ofrece, algunas de las cuales son objeto de
investigacién en la actualidad.

El comportamiento de los precondicionadores de
Cholesky vy Crout frente al Diagonal en problemas
tridimensionales posiblemente ofrezca mayores posibilidades
para abordar fuertes singularidades. Ademés, la combinacién
del método Multimalla con estos puede dar 1lugar a mejores
resultados no sélo en cuanto a convergencia sino también a
coste de tiempo de cédlculo.

Por otro lado, la investigacién actual en el tema
esta encaminada hacia el desarrollo de precondicionadores en
métodos de Gradiente Conjugado de aplicacién a sistemas no
simétricos, lo que conllevaria a una renovacién del trabajo
frente a las nuevas posibilidades.

El método de Regularizacién Parabélica también
ofrece continuidad. La utilizacién de otros esquemas en
diferencias junto con Aproximaciones de Uno o Dos Pasos,

pueden conducir a la obtencién de resultados satisfactorios.
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8.~ APENDICE.

9.1.- ASPECTOS COMPUTACIONALES.

La implementacién en ordenador de los métodos
presentados se ha realizado en lenguaje FORTRAN 77, en un
VAX 11/750, por tanto, todos los resultados numéricos sobre
tiempos de CPU obtenidos en las aplicaciones deben
interpretarse de acuerdo con las caracteristicas de este

tipo de ordenadores.

Debido a 1la complejidad de 1los algoritmos y
siguiendo la estructura clésica de los programas conocidos
sobre el método de elementos finitos, se ha estructurado el
proceso de resolucién de un sistema de ecuaciones en varias
subrutinas que se invocan entre si y realizan los diferentes
pasos del algoritmo. En las figuras (F.9.1), (F.9.2) vy
(F.9.3) se ilustran de forma global las distintas
‘operaciones que componen el algoritmo de cada uno de los
métodos propuestos. Se han separado los métodos de
resolucién propuestos para sistemas simétricos vy para
sistemas no simétricos. Puede comprobarse que los métodos
con precondicionadores elemento a elemento wutilizan un
paquete méds complejo de subrutinas que los métodos con
precondicionador diagonal o que los de Gradiente Conjugado

para sistemas no simétricos.
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ALGORITMO DE RESOLUCION
DE SISTEMAS SIMETRICOS

GRADIENTE JONJUGADO
PRECONDICIONADO

PRODUCTO DE MATRIZ
POR VECTOR DE
FORMA ELEMENTAL

CALCULO DEL -
PRECONDICIONADOR

TRANSFORMACION FACTORIZACION DE REMONTE DE LAS
DE LAS MATRICES LAS MATRICES ELEM. MATRICES ELEM.
ELEMENTALES TRANSFORMADAS TRANSF. Y FACT.
PRODUCTO DE
MATRIZ ELEM.
POR DIAGONAL
FACT. DE FACT. DE
CHOLESKY CROUT

Figura (F.9.1).
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ALGORITMO DE RESOLUCION
DE SISTEMAS NO SIMETRICOS
CON REQULARIZACION
PARABOLICA

165

PRODUCTO DE MATRIZ CALCULOD DE LA ACELERACION
POR VECTOR DE APROXIMACION DE POR
FORMA ELEMENTAL 4 RELAJACION
TRANSFORMACION FACTORIZACION DE REMONTE DE LAS
DE LAS MATRICES LAS MATRICES ELEM. MATRICES ELEM.
ELEMENTALES TRANSFORMADAS L U TRANSF. Y FACT.
APROXIMACION DE APROXIMACION DE
UN PASO DOS PASOS

PRODUCTO DE
MATRIZ ELEMENTAL
POR DIAGONAL

Figura (F.9.2)
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ALGORITMC DE RESOLUCION
DE SISTEMAS NO SIMETRICOS
CON GRADIENTE CONJUGADO
ECUACION ERROR RESIDUO DOBLE
NORMAL MINIMO MINIMO AQRAD IENTE
CONJUGADO

PRODUCTO DE MATRIZ POR
VECTOR DE FORMA ELEMENTAL

Figura (F.9.3)
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Una operacién muy frecuente es la del producto de
la matriz del sistema (o de su traspuesta) por un vector.

Este producto se realiza de la forma siguiente:

como ya se expuso en capitulos anteriores. Esta es la
operacién basica de métodos como el de Gradiente Conjugado
con Precondicionador Diagonal, Jacobi, o los médodos de

Gradiente Conjugado para sistemas no simétricos.

Respecto a 1los métodos con precondicionadores
elemento a elemento, aparecen otras operaciones matriciales
ademds de la anterior. La primera es la transformacién de
las matrices elementales, en la cual se realiza el producto
de cada matriz elemental por una matriz diagonal ( en los
casos de Regularizacién Parabbéliza se multiplican por el
parametro AT de la discretizacién temporal ) y la suma con

la matriz identidad.

Una vez se han transformado las matrices
elementales, se procede a realizar la factorizacién oportuna

de cada matriz seglin el método que se halla elegido

previamente:
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. T
en el precondicionador de Cholesky L L
en el precondicionador de Crout L D L”

en los métodos de aproximacién en

Regularizacién Parabélica L U,

Finalmente, se procede al remonte de cada matriz
factorizada, realizando siempre el proceso elemento a

elemento.

Como se puede observar, en todas las operaciones
intervienen de un modo u otro las matrices elementales del
sistema. Es por tanto necesario conocer su localizacién y la

técnica utilizada para operar con ellas.

Supongamos que realizamos una operacién con una
matriz elemental A®, su localizacién dependeréd de la forma
en que esté almacenada. En nuestro procesc de resolucién,
todas las matrices han sido almacenadas como vectores, que a
su vez forman parte de un Gnico macrovector. Las matrices
elementales est&n colocadas consecutivamente segin la

numeracién del elemento formando un bloque del macrovector:

MACROVECTOR

Ce e e e MATRICES ELEMENTALES
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Lo primero que debemos conocer es la posicién donde
comienza este bloque I _, cuyo valor puede ser fijado al

principio de la ejecucién.

Localizado el bloque, estudiemos la forma en que

. - nxXn
estd almacenada una matriz elemental A'e R :
~ L [ ] @ -

a,, 9,3 An
e @ @ @

A = a21 a2 azn
L] ® ‘ . -]

| ot § anz ann

Si la matriz es simétrica sélo almacenamos:

@ P P
aii a12 ain
e o e
s |8p2]" An
e @ ™

nd Snz 2

tal gque en el macrovector resulta:

¢+ M. ELEMENTAL 449 ¢————— M. ELEMENTAL & ~—m7—%
PR Ai. Az... Ap... A,L A‘L+1"' Ak AL*‘P"“-...
- 1 1 1 [ 3 o @ -
"aii 242 8nn iaii. A2 ai.j Znn
b 4 1
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donde la l-ésima posicién de comienzo de los términos de la

matriz del elemento e es:
L:p(e-l)+l

siendo p el nimero de términos de la matriz que hay que

almacenar:

p = n _(n+l)
2

De esta forma, la posicién k-ésima que ocupa un

término cualquiera a:j vendrid dado por la relacidn:

k=1-1+ —iiZ%l—i— + i

Para el caso de matriz no simétrica serid necesario

almacenar todos los términos de la matriz elemental:

» -2 -]
a4 PR qn

L] [ J e
2, P an

’ L] A @ L-]
ahi Q| ann

resultando el almacenamiento en el macrovector:
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« M. ELEMENTAL 41- +————— M. ELEMENTAL €& ———)
Ai Az Ap A’L AL+1 Ak A1+p—1
- 1 i 1 ® -] -] ao -
iaii a21 anh laii a21 ai.j nn
I 1
me

siendo los nuevos valores de p, VL y k los siguientes:

L=p (e-1) + 1

k=1l -1+ (j-1) n + i

Conocida la posicién de cualquiera de los términos
de la matriz elemental del elemento €, podemos concretar

algunas caracteristicas comunes de las operaciones béasicas:

- Puesto que todas 1las operaciones se
realizan elemento a elemento, existe un bucle en elementos
que los recorre ordenadamente de acuerdo con su numeracién
desde el primero hasta Gltimo incorporado segiin la etapa de

refinamiento.
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- Aparece siempre un bucle interior al de
elementos, en caras por elemento, a fin de localizar la
numeracidén global de los nodos del elemento cuya aportacién

al sistema de ecuaciones se estid calculando.

- Finalmente, existe un bucle, también
interior al de elementos, realizado en nodos por elemento,
donde se localizan los términos de la matriz elemental y se
operan adecuadamente s6lo en el caso de que tengan
aportacién al sistema de ecuaciones ( nétese que las

condiciones de contorno tipo Dirichlet se introducen en este

paso).

- Todas estas operaciones estén
gobernadas por la condicién de simetria o no simetria de las
matrices elementales, traduciéndose computacionalmente en

un condicional que aparece en todas estas subrrutinas.
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