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Resumen

En esta tesis se demuestra que la Formulacién Finita y el Método de la Celda
son aplicables a calculos electromagnéticos y térmicos necesarios en la
cuantificacion de fenémenos fisicos que aparecen en la maquina eléctrica
asincrona. Se compara el Método de la Celda con el Método de los Elementos

Finitos.

Palabras clave: Formulacién Finita, Celda, asincrona, maquina, Elementos

Finitos.

Abstract

In this PhD Thesis, It is demonstrated that Finite Formulation and the Cell
Method are applicable to necessary electromagnetic and thermal calculations in
the quantification of physical phenomena that appear in the asynchronous
electric machine. The Cell Method was compared whit the Finite Elements
Method.

Keywords: Finite Formulation, Cell Method, Asynchronous, machine, Finite

Elements.
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Simbolos con letras latinas

Simbolo Nombre Unidad Sl
A Vector potencial magnético Wb-m-!
a Escalar potencial magnético Wb
A Area de una superficie m?
B Densidad de flujo magnético Wb-m-2
Binsx Densidad de flujo magnético maxima Wb-m-2
B Fasor de densidad de flujo magnético Wb-m-=2
B Baricentro del tetraedro m
B, Baricentro del triangulo en 3D m
B, Baricentro del triangulo en 2D m
+b; Numeros de Betti -
Cp Calor especifico J- kg'1 K-
D Densidad de flujo eléctrico C-m>2
D Fasor densidad de flujo eléctrico C-m>2
dlL Diferencial de longitud m
as Diferencial de superficie m?
dv Diferencial de volumen m?3
dt Diferencial de tiempo S
Dt Gradiente de temperatura K-m-!
dim Dimension de una sistema coordenado --
E Intensidad de campo eléctrico V-m!
E Fasor de intensidad de campo eléctrico V-m!
E, Fuerza magnetomotriz A
Fn Impulso de fuerza magnetomotriz C
f Frecuencia Hz
g’ Gradiente de temperatura K-m
Gr Flujo de carga magnética Wb
G¢ Contenido de carga magnética Wb
GP Produccién de carga magnética Wb
Ge Género o numero de huecos topoldgicos -
ﬁ Intensidad de campo magnético A-m™’
H Fasor de intensidad de campo magnético A-m’
h Altura m
he Coeficiente de conveccion W-m32
I Intensidad de corriente eléctrica A
]" Densidad volumétrica de corriente eléctrica A-m2
]"L Densidad superficial de corriente eléctrica A-m™!
Jrotal Densidad volumétrica de corriente total A-m=2
LL Longitud de arista primal o dual m
Masa kg

S I

Vector normal a una superficie o linea
Médulo del vector normal
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Simbolo Nombre Unidad SI
N, Numero de nudos -
N, Numero de aristas -
N, Ndmero de caras -
N, Numero de volumenes -
Ny Numero de bucles en objetos topoldgicos .
N, Numero de caras cerradas y continuas (shell) en objetos topolégicos .
P, P Punto, nudo, vértice, primal o dual -
Py Potencia calorifica (pérdidas) debida a histéresis magnética W
Pr Potencia calorifica (pérdidas) por c. Foucault W

P Potencia calorifica (pérdidas) w
Q° Contenido de carga eléctrica C
Qf Flujo de carga eléctrica C
Qr Produccion de carga eléctrica C

q Calor que atraviesa una superficie J

q Flujo de calor W-m2
[]’x Campo genérico con componente normal -
qx Modulo del vector g, o
Gn Flujo de calor en direccién de la normal W-m32
R Resistencia eléctrica Q
s S Superficie primal y dual m?2
S Superficie m?2
tt Instante de tiempo primal y dual s

T, T Intervalo de tiempo primal y dual S

£ Vector tangente -
U, Tension o diferencia de potencial eléctrico V
U, Tensioén o diferencia de potencial magnético Wb-m-!
ny Diferencia de potencial eléctrico entre x e y AV

u Energia interna J

U Distribucion volumétrica de potencia interna W-m3
v, 174 Volumen primal y dual m?3
V Volumen de figura geométrica m?3
U Potencial eléctrico \Vj
U Potencial magnético Wb-m-!
v Vector velocidad m-s-!
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Simbolos con letras griegas

Simbolo Nombre Unidad SI
Arer Constante de aproximacién polinomial de la resistividad en K-1
funcion de la temperatura
[gref Constante de aproximacion polinomial de la resistividad en K2
funcion de la temperatura
X Variable magnética auxiliar (gauge) Wb
Sk Angulo de pérdidas dieléctricas rad
IS Impulso de fuerza electromotriz Wb
& Coeficiente de emisividad o
é Flujo magnético Wb
Yref Constante de aproximacion polinomial de la resistividad en K3
funcion de la temperatura
n Variable auxiliar (gauge) -
y Conductividad térmica volumétrica W-K1'm-
U Permeabilidad magnética N-A=2
Uy, o Notacion de medio material 1y 2 .
ut Tensor de permeabilidades magnéticas N-A2
v Reluctividad m-H"
2] Termacidad K-s
Pum Densidad de masica volumétrica kg-m 3
Py Densidad de carga eléctrica volumétrica C-m3
Ps Densidad de carga eléctrica superficial C-m?2
oL Densidad de carga eléctrica lineal C-m?
Pref Resistividad de referencia QO'm
p Resistividad O'm
o Conductividad eléctrica S'mt!, Q'm?
il Tensor de conductividades eléctricas S'mt, Q'm?!
Oy Fuente de calor W-m3
O jul Fuente de calor producida por efecto Joule W-m3
Oy, Julac Fuente de calor producida por efecto Joule en el dominio W-m-3
e conductor Qc
gelip Fuente de calor producida por efecto histéresis magnética de tipo W-m3
wHist eliptico
gt Fuente de calor producida por efecto histéresis magnética de tipo W-m3
wHist alternativo
O'T(;it' . Fuente de calor producida por efecto histéresis magnética de tipo W-m-3
whts rotativo
Osp Coeficiente de Stefan-Boltzman W-m2-K4
T Temperatura K, °C
Teo Temperatura de un fluido (procesos convectivo) K, °C
(o) Expresion genérica de dominio o
QOc Expresion de dominio conductor -
W Frecuencia angular rad-s™’
Y Flujo eléctrico C
€ Constante de rigidez dieléctrica V-m'
et Tensor de rigideces dieléctricas V-m'
€ Constante de rigidez dieléctrica en variable compleja V-m'
A Impulso de potencial eléctrico Wb
Vi Impulso de potencial magnético C
U, Impulso de tensién eléctrica Wb
U, Impulso de tensién magnética C
Simbolo Definicién Unidades SI
b Operador co-contorno -
0, Derivada respecto del tiempo s’
av,ov Contorno del volumen primal o dual m?2
as, aS Contorno de la superficie primal o dual m



XVI

Simbolo Definicion Unidades SI
aL, oL Contorno de la linea primal o dual m

grad( ) Operador gradiente .
curl( )  Operador rotacional .
div( ) Operador divergencia .

v Operador nabla .
V go(x, y, Z)Gradiente .
V X Rotacional -
V . Divergencia - -
x “Proporcional a ...” - -
X Producto vectorial de dos vectores -
Producto escalar de dos vectoresc -

jw Operador frecuencia -
X:— jww*Conjugado de un numero complejo .
X(M) Caracteristica de Euler para objetos topologicos .

[G], [G] Gradiente primal y dual Método Celda o
[cl, [C‘] Rotacional primal y dual Método Celda —-
D], [D‘] Divergencia primal y dual Método Celda -

Re( ) Parte real de un nimero complejo .
Sm( ) Parte imaginaria de un nimero complejo .
c “Estaincluidoen ...” .
Acronimos

Abreviatura Término

3D Tridimensional, tres dimensiones

2D Dimension fundamental

2D Bidimensional, dos dimensiones

Gmsh-GetDP Aplicacion de informatica para calculos de campos, basada en elementos finitos, uso libre
Octave Aplicacion de informatica para calculos matematicos varios, uso libre

Matlab Aplicacion de informatica para calculos matematicos varios, uso bajo licencia comercial
Scilab Aplicacion de informatica para calculos matematicos varios, uso libre

FF Formulacion Finita

MC Método de la Celda

FF-MC Formulacion Finita y Método de la Celda

A-V Un tipo de formulacién en calculo diferencial vectorial

A'X Un tipo de formulacion en célculo diferencial vectorial

(a’ (a, V)) Un tipo de formulacién en FF-MC

(a, (a’ X)) Un tipo de formulacién en FF-MC

RAE: Real Academia Espafiola, de la Lengua
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CAPITULO 1

ESTRUCTURA DE LA TESIS

1. Estructura de la tesis

1.1 Introduccién

Se pretende explicar brevemente, sobre esta tesis, sus motivaciones, el
planteamiento, desarrollo y realizacion de la misma. Se detalla el problema, o
mas bien, los problemas que se plantean en la simulacion del comportamiento
de una maquina eléctrica asincrona. Se enuncian los motivos, los objetivos y la
metodologia llevada a cabo para su realizacion. Se indica como se ha
estructurado toda la documentacion. Por ultimo, se hace una breve relacion de
las publicaciones donde este autor ha participado y que tienen un interés
relevante para esta tesis.

1.2 Planteamiento del problema

La maquina eléctrica, en general, y la maquina asincrona, en particular,
presentan una serie de fendmenos fisicos diversos. Esos fendmenos son de
indole electromagnética, térmica, mecanica y de fluidodinamica, principalmente.

Para el tratamiento matematico de dichos fendmenos, tradicionalmente, se ha
recurrido a diversos métodos numeéricos como pueden ser métodos modulares,
diferencias finitas, elementos finitos, etcétera.

Uno de estos métodos numéricos pudiera ser el Método de la Celda, método
numeérico para desarrollar una teoria de la Fisica Computacional Discreta como
es la Formulacion Finita.
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1.3 Motivacion y objetivos

Se planted la hipotesis de la validez del Método de la Celda para realizar calculos
electrotérmicos aplicados a una maquina eléctrica asincrona.

De entre los tipos de maquinas eléctricas existente, se particularizé en la
maquina eléctrica asincrona porque, con casi toda seguridad, es la maquina
eléctrica de mayor uso.

En la bibliografia consultada y en el Departamento de Ingenieria Eléctrica de la
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria existe experiencia en la aplicacion
de la Formulacién Finita y el Método de la Celda al campo electromagnético.

En cambio, en el campo térmico, la bibliografia es muy escasa, circunscrita a
aplicaciones electrotérmicas en el campo de la Medicina. Para su aplicacion al
caso de la maquina eléctrica, en general, y a la maquina eléctrica asincrona, en
particular, no le consta a este autor obra alguna en las fuentes bibliograficas
consultadas donde se mencione dicha aplicacion.

Todo lo anteriormente expuesto motivo la realizacion de esta tesis, con el
objetivo general de probar que el acoplamiento electromagnético y térmico,
existente en las maquinas asincronas, se puede explicar numéricamente
haciendo uso del Método de la Celda, dentro del marco tedrico de la Formulacion
Finita.

Como objetivos particulares se pretende demostrar la validez de:
e Las matrices constitutivas térmicas propuestas, tanto para dos como para
tres dimensiones.
e La Formulacién Finita y el Método de la Celda para la resoluciéon de
problemas electrotérmicos transitorios.
e La integracion sobre los volumenes duales para el calculo de la potencia

calorifica generada por fendmenos electromagnéticos.

1.4 Trabajo realizado y descripcion de la metodologia
usada para llevarlo a cabo

El trabajo que se ha realizado consta de diversas fases. A saber, éstas son:

1. Recopilacion de bibliografia referente al tema a tratar: Formulacion Finita
y el Método de la Celda.

2. Recopilacion de bibliografia auxiliar al tema principal de estudio.

3. Busqueda de aplicaciones informaticas que permitan realizar los objetivos

propuestos. Esta base se divide en dos etapas.
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e Primera etapa: busqueda de aplicaciones interpretadas como

Matlab, Scilab y Octave, asi como de un mallador de dominios
discretizables como es el Gmsh.

e Segunda etapa: busqueda de entornos avanzados como Dev
C++, GetDP y FEMM.

Seleccidon de fenédmenos fisicos a estudiar.

Disefo de los experimentos numéricos a realizar.
Construccién de los modelos matematicos adecuados.
Simulacion.

Verificacidon y validacion de resultados numéricos obtenidos.

Compilacion de resultados y redaccion de este documento.

= © © N o g &

0. Verificacion y validacion del documento en su conjunto.

La bibliografia existente sobre campo electromagnético aplicando la Formulacién
Finita y el Método de la Celda es relativamente amplia, todo lo contrario cuando
se habla de la transmision de calor. A la hora de contrastar los resultados
obtenidos se ha optado por hacerlo con la metodologia de los elementos finitos,
pues de entre los métodos numéricos existentes, es el mas extendido en el
estudio de las maquinas eléctricas.

En cuanto a aplicaciones informaticas, en una primera etapa se optd por
aplicaciones interpretadas como Octave y Matlab. A medida que se avanzo en
el desarrollo de aplicaciones, se comprobd la limitada capacidad que tienen estas
aplicaciones para manejar las dimensiones de las matrices que se utilizan en el
Método de la Celda. Es por ello, que en una segunda etapa, se decide utilizar el
lenguaje C++ en una aplicacién de software libre como es el Dev C++. Todos los
programas desarrollados en Octave fueron traducidos a Dev C++. Para crear los
mallados de los modelos utilizados siempre se ha utilizado el Gmsh.

Una vez obtenidos los primeros resultados, para su validacion se utilizaron los
programas de software libre GetDP y FEMM, basados ambos en el método de
los elementos finitos.

Una vez obtenidas y verificadas las aplicaciones desarrolladas en Scilab y Dev
C++ para el Método de la Celda, se disefiaron una serie de experimentos
numéricos para corroborar lo expuesto en las teorias electromagnéticas y
térmicas bajo el punto de vista de la Formulacion Finita. Cada uno de estos
experimentos pasé por un proceso de verificacion y validacion. Dichos
experimentos se pueden consultar en el Capitulo 8 y los estadisticos para su
validacién, desarrollados en Matlab, se pueden consultar en el Anexo 3.

En la Formulacion Finita, el método numérico de resolucion, tal como se ha dicho
anteriormente, va a ser el Método de la Celda. A estos efectos, se considera que
el material descrito en el interior de la celda es is6tropo y no saturable.
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Se sabe que estas consideraciones son un caso ideal en las maquinas eléctricas,
pues éstas tienen un comportamiento no lineal en sus materiales. Y, puestos a
considerar, por ejemplo, los nucleos ferromagnéticos, laminados en frio, aparte
de saturarse, tiene un comportamiento anisétropo.

El objeto de esta tesis, en el caso de las ecuaciones constitutivas, no es modelar
estos fendmenos. Se ha tratado de aplicar una simplificacion de la realidad como
es la de considerar dichos parametros como constantes. Es decir, se desarrollan
modelos matematicos lineales de las maquinas, en especial de la maquina
eléctrica asincrona, objeto de estudio de esta tesis.

1.5 Organizacion de la memoria

La organizacion y redaccion de esta tesis se ha hecho siguiendo el criterio de
avanzar de lo mas general a lo mas concreto,

En el Capitulo 2 se hace un recorrido por el estado del arte, en cuanto a
maquinas eléctricas se refiere, en especial a la maquina asincrona; asi como por
los métodos numéricos mas habituales aplicados al calculo de fendmenos fisicos
concernientes a las mencionadas maquinas.

En el Capitulo 3 se explica la teoria de la Formulacion Finita. Se ha optado por
hacer una comparativa entre la Formulacién Finita y la formulacion integral y
diferencial, ya que en las escuelas de ingenieria estas dos ultimas son las mas
habituales, en cuanto a ensefianza y uso se refiere. Se centraron las
explicaciones en el campo electromagnético, la electrodinamica y la transmisién
del calor, por ser estos los objetivos de esta tesis, centrandose, aun mas, estas
explicaciones en su aplicacion a la maquina eléctrica asincrona.

En el Capitulo 4 se explica en que consiste el método de calculo numérico
conocido como Método de la Celda, el cual permite llevar a la practica la teoria
expuesta en la Formulacion Finita. Se ha centrado en la formulacion (a, (a, v)) y
en la formulacion (a, (a, %)), que son las formulaciones que se han implementado
en las aplicaciones informaticas utilizadas en esta tesis.

En el Capitulo 5 se tratan las matrices constitutivas electromagnéticas [M, ]y
[M,]. Las matrices constitutivas son la piedra angular del Método de la Celda.
Estas matrices permiten describir el medio material donde se desarrollan los
campos fisicos estudiados.

En el Capitulo 6 se explican como se generan las matrices constitutivas térmicas
[M;]y [Mcp]. Se destacan las aportaciones hechas en esta tesis como son la
matriz constitutiva de transmisién térmica [M, ] en tres dimensiones, y su variante
[M;]?P para transmisién de calor bidimensional. La primera matriz es una
adaptacion de la matriz constitutiva de conduccién eléctrica a la conduccién
térmica. La segunda es una transformacion a la conduccion bidimensional por
un método novedoso, consistente en trabajar directamente en el espacio dual.
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En este capitulo también se hace otra aportacion a la conduccion del calor como
es la matriz [M,], desarrollada a partir de métodos matriciales utilizando las
relaciones geométricas de las caras duales. Por razones de economia
computacional, esta aportacién, aunque mas rapida y precisa que la aportacion
[M;], se recomienda sélo utilizarla en problemas exclusivos de transmision de
calor, ya que la estructura matricial de [M,] tiene doble uso: calculo eléctrico y
calculo térmico.

En el Capitulo 7 se explican las posibilidades de imbricar la Teoria de Circuitos
con la Formulacion Finita y el Método de la Celda en tres dimensiones. Se trata
de conectar dominios continuos discretizables, tratados con el Método de la
Celda, con circuitos de parametros concentrados, tratados con el Método Nodal
Modificado. Esto es de suma utilidad pues se pueden estudiar el comportamiento
electromagnético y térmico de dominios continuos discretizables estimulados
con corrientes y tensiones provenientes de circuitos de parametros
concentrados. Entre los muchos posibles casos de estudios, podemos hablar de
corrientes y tensiones con alto contenido de armonicos, habituales en maquinas
asincronas estando sometidas a controles basados en electronica de potencia.

En el Capitulo 8 se describen los experimentos numeéricos realizados para
comprobar y validar el uso del Método de la Celda en el estudio de fenbmenos
electrotérmicos, los cuales afectan al funcionamiento de las maquinas
asincronas.

En el Anexo 1 se describe como se obtuvo la componente matricial [A,] para
obtener finalmente la matriz constitutiva térmica [M,], aportacién que se hace en
esta tesis.

En el Anexo 2 se describe como obtener la potencia calorifica generada por
corrientes eléctricas a partir de la integracion de las sub celdas duales del
dominio discretizado.

En el Anexo 3 contiene la explicacion de conceptos concernientes al proceso de
verificacion y validacion, al cual se han sometido los experimentos numeéricos.
En él se explican una serie de estadisticos utilizados en la validacién de los
experimentos numéricos.

En el Anexo 4 se explican de las ventajas que presenta la utilizacién de las
variables globales en la Formulacion Finita, sobre todo en cuanto a salvar
discontinuidades del medio material se refiere y otras cuestiones afines.

En el Anexo 5 se compilan una serie de publicaciones donde ha participado el
autor de esta tesis y que tienen un interés directo para el desarrollo de esta tesis.

1.6 Resumen de publicaciones

Monzén Verona J.M.; Simén Rodriguez L.; Gonzalez Dominguez P., "Global
Equation of Cell Method and Modified Nodal Method of Electromagnetic and
Circuital Problems”, ISEF 2011 - XV International Symposium on
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Electromagnetic Fields in Mechatronics, Electrical and Electronic Engineering,
Funchal, Madeira, September 1-3, 2011.

Simon Rodriguez L.; Gonzalez Dominguez P., Monzén Verona J.M.,
“Computational Geometry applied to Finite Formulation.”, ISEF 2011 - XV
International Symposium on Electromagnetic Fields in Mechatronics, Electrical
and Electronic Engineering Funchal, Madeira, September 1-3, 2011.

Simén Rodriguez L., Gonzalez Dominguez P. I., Monzén Verona J.M.; Martinez
Melgarejo, M.,” La Matriz Fundamental de Bucles B en el Método de la Celda.
Aplicacion a un Problema Electromagnético de Corrientes Inducidas en 3D.”, 12°
Congreso Interamericano de Computacién Aplicada a la Ingenieria de Procesos
CAIP’2015. Cartagena de Indias, Colombia, Septiembre, 2015.

Simén Rodriguez L., Gonzalez Dominguez P. I., Monzén Verona J.M.; Martinez
Melgarejo, M., “El Método de la Celda Aplicado al Analisis de Fallos en una
Maquina de Induccién Magnética.”, 12° Congreso Interamericano de
Computacion Aplicada a la Ingenieria de Procesos CAIP’2015. Cartagena de
Indias, Colombia, Septiembre 2015.

Gonzalez Dominguez P. I., Simén Rodriguez L., Monzén Verona J.M.; Martinez
Melgarejo, M., “El Método de la Celda aplicado al Estudio de Campos
Electromagnéticos y Transferencia de Calor en Motores de Induccién”, 12°
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Se describen las leyes electromagnéticas y termodinamicas aplicadas al estudio
de las maquinas eléctricas. Se describen las principales escuelas de estudio de
las maquinas eléctricas. Se describen brevemente los principales métodos de
calculo numérico aplicados al estudio del Electromagnetismo Computacional y
la transferencia de calor.






2.Resumen del estado del arte

2.1 Introduccidn

Se explica en este capitulo las principales escuelas existentes en el estudio de
la maquina eléctrica y la evolucion tecnoldgica de las mismas.

Se explica brevemente la génesis del electromagnetismo desde un punto de
vista clasico, donde las ecuaciones de Maxwell son el principal referente, para
pasar luego da explicar lo que se conoce como Electromagnetismo
Computacional. Se hace un breve recorrido por los principales método
numeéricos utilizados en el Electromagnetismo Computacional.

Se hace una breve introduccion a los procesos de transferencia de calor que
aparecen en el funcionamiento de las maquinas eléctricas. Por ultimo, se da una
breve pincelada de la importancia que tiene la maquina eléctrica asincrona en
el mundo actual.

2.2 Evolucion de las maquinas eléctricas

Actualmente, la investigacion en maquinas eléctricas se centra principalmente
en la mejora estructural de éstas. Bien sea aplicando nuevos tipos de
aislamiento, o bien en la utilizacién de superconductores, bien en la mejora de
las caracteristicas mecanicas de las mismas. Es de destacar como linea de
investigacion activa la busqueda de modelos matematicos para el estudio de
maquinas eléctricas (Kost, 1995), (Sykulski, 2007).

El modelado matematico de los fendmenos electromagnéticos para las
maquinas eléctricas tradicionalmente sigue dos grandes escuelas,
destacandose diversos tipos, a saber:
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Modelos fisico-matematicos Modelos paramétricos-fisicos
e Modelo en diferencias finitas e Modelos de Park y Ku
e Modelos en elementos finitos e Teoria de los fasores espaciales

Tabla 2-1. Principales escuelas en maquinas eléctricas.

Los modelos fisico-matematicos son empleados principalmente para el disefio
y célculo de las maquinas eléctricas. EI modelo de maquina eléctrica en
diferencias finitas esta basado en la discretizacion de la ecuacion diferencial de
Poisson mediante la descomposicion en una serie de Taylor. El modelo de
maquina eléctrica basado en elementos finitos se fundamenta en la
minimizacién de un funcional (energia) y en la descomposicion en dominios de
dimensidn finita de la regién en los que los la funcidn incdgnita es representada
por una aproximacion polinomial.

Los modelos paramétrico-fisicos permiten unicamente el estudio del
comportamiento de las maquinas eléctricas. El modelo de maquinas eléctricas
de Park y Ku logra, mediante transformaciones, hacer corresponder a las
magnitudes reales una componente homopolar, otra inversa y otra directa,
apoyandose para ello en la teoria de las componentes simétricas (Smith, 1990).
El modelo de maquinas eléctricas basado en los fasores espaciales logra pasar
magnitudes electromagnéticas del dominio temporal al dominio espacial. Este
modelo es de una gran potencia, tanto conceptual como de calculo, ya que no
se pierde la visualizacion de las magnitudes fisicas, tanto en su aspecto
constructivo como electromagnético; permitiendo un planteamiento en forma
matricial de las ecuaciones que definen la conversion energética,
desarrollandose las mismas mediante técnicas de analisis numérico. Al ofrecer
una representacion espacial de las magnitudes electromagnéticas, este modelo
puede ser utilizado, en ciertos aspectos, para la concepcidon y calculo de la
maquina eléctrica.

Para una mayor profundizacion en la evolucién histérica de las maquinas
eléctricas se recomienda (Fraile, 2008), en el apéndice 1, pagina 759.

2.3 El electromagnetismo clasico

El desarrollo de las maquinas eléctricas va parejo a los avances en
electromagnetismo Un hito claro en la teoria electromagnética fue el enunciado
de las leyes de James Clerk Maxwell en 1879. En estas cuatro leyes,
originalmente eran dieciséis, se resumen los principales fenomenos del
electromagnetismo. Oliver Heaviside junto con Willard Gibbs, en 1884,
reformulan dichas leyes a su forma vectorial actual.

Las leyes de Maxwell se formulan tanto en forma integral como diferencial. Para
definir la naturaleza del medio donde se desarrollan los fenémenos
electromagnéticos a estudiar, se definen las ecuaciones constitutivas del medio.
Cuando se aplican las leyes de Maxwell, tanto en su forma integral como
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diferencial, a casos concretos, estas ecuaciones terminan convirtiéndose en
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Su resolucion ha consistido
clasicamente en idealizar los recintos de integracion superficial (S) o de
circulacién vectorial (L) a formas geométricas en las cuales son conocidas sus
expresiones matematicas. Esto ha limitado, en gran medida, el uso de dichas
ecuaciones en la Fisica, pero especialmente en la Ingenieria. Se han hecho
hipotesis simplificativas para tratar de facilitar el calculo de las mismas. La
Teoria de Circuitos Lineales es uno de esos casos. Para el calculo de las
maquinas eléctricas se ha utilizado tradicionalmente una mezcla de expresiones
empirica y de la teoria de circuitos. Este panorama cambia radicalmente con la
aparicion de los ordenadores.

2.4 El electromagnetismo computacional

El Electromagnetismo Computacional surge por la dificultad de calculo que
presentan las ecuaciones de Maxwell en la mayoria de los casos practicos. Las
expresiones analiticas tanto de los campos escalares como vectoriales, asi
como los contornos geométricos de integracion, en la mayoria de los casos son
dificiles; o, simplemente, imposibles de obtener.

Todo ello ha llevado al desarrollo de multitud de métodos matematicos para
obtener una solucion aproximada a dichas ecuaciones. Con la irrupcion de los
ordenadores a finales de los afios cincuenta del siglo XX, comienza a aparecer
una serie de métodos matematicos que se han venido, con el paso de los afos,
a llamar Métodos de Electromagnetismo Computacional — MEC -.

Segun sea el tipo de problema tratado, los MECs se han especializado en el
dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia. Asi mismo, dichos MECs
pueden tomar como punto de partida las expresiones diferenciales o las
expresiones integrales de las ecuaciones de Maxwell. Una excepcion la
constituyen los MECs aplicados a la alta frecuencia. En ellos, las ondas
electromagnéticas son tratadas desde el enfoque de la Optica.

La idea fundamental de los MECs es convertir un domino continuo, abordable
mediante calculo infinitesimal, en un domino discreto, abordable mediante
calculo discreto. El dominio continuo Q se discretiza en un numero finito de
celdas V.
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Figura 2-1 Principales métodos de electromagnetismo computacional.

Por su trascendencia historica o por su aplicacion al disefio de las maquinas
eléctricas, cabe destacar especialmente el método de las Diferencias Finitas y
el de los Elementos Finitos, tanto en el dominio del tiempo como en el de la
frecuencia (Reitich & Tamma, 2004), (Trowbridge & Sykulski, 2006), (Kost,
2011).

Al estar esta tesis centrada en MECs aplicados al estudio de las maquinas
eléctricas asincronas, también llamadas de induccién, se explicaran algunos
métodos basados en el dominio del tiempo y de la frecuencia, centrandose
especialmente en la baja frecuencia. Para una mejor comprensién del tema a
explicar, véase la Figura 2-1.

2.4.1 El método de los Elementos Finitos

El método de los elementos finitos, MEF de aqui en adelante, consiste en dividir
la configuracion a analizar en pequenas piezas homogéneas o elementos. El
modelo contiene informaciéon acerca de la geometria, la naturaleza de los
materiales que la forman, apareciendo éstas como constantes numéricas;
ademas de las excitaciones del sistema y los valores de contorno o frontera del
mismo. El tamafo de los elementos va a depender del detalle con que se desea
hacer el analisis. A mas detalle corresponden elementos mas pequenos. La
unién entre elementos se realiza en los nodos. El objetivo del método de los
elementos finitos es determinar el valor de las magnitudes del campo
electromagnético que se le han asignado a los nudos, aristas o caras.
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Desde los trabajos de Winslow en 1963, la aplicacion del método de los
elementos finitos al electromagnetismo computacional no ha parado de crecer
(Sykulski, 2006). EI MEF se basa en la discretizacion de dominios, en los cuales
deben existir ecuaciones que definan el problema fisico a resolver. El requisito
basico del MEF es que las ecuaciones constitutivas y las ecuaciones de
evolucion temporal sean conocidas previamente. EI| MEF permite obtener una
solucion aproximada en un domino (medio continuo) sobre el cual estan
establecidas diversas ecuaciones diferenciales en forma débil que caracterizan
el comportamiento del sistema. El dominio se divide en diversos subdominios
no intersectantes entre si denominados elementos finitos (Zienkiewicz, et al.,
1993), (Fonseca, 2011).

La mayoria de los métodos de elementos finitos utilizan técnicas variacionales.
Las técnicas variacionales tratan de minimizar o maximizar una funcién
conocida que se vuelve estacionaria cerca de la solucién verdadera
(Zienkiewicz, et al., 1993). En el caso del electromagnetismo se utilizan
funcionales de energia asociada al campo magnético, al campo eléctrico y a la
disipacién en forma de calor (Hubing, 1991).

Uno de los mayores problemas que presenta el MEF aplicados al
electromagnetismo es la dificultad para modelar regiones con configuraciones
abiertas, donde el campo electromagnético no es conocido en todos los puntos
de un contorno cerrado

Una de las ventajas que presenta el MEF es la de poder definir las propiedades
electromagnéticas y geométricas de cada elemento de forma independiente.
Esto permite modelar regiones con elementos sumamente pequefios cuando,
por su complejidad, se requiera gran precisiéon. Por otro lado, en regiones donde
no sea necesario gran precisioén en el calculo, los elementos seran mucho mas
grandes.

Cabe destacar la innovacion que ha supuesto el empleo de la Descomposicion
de Dominios en el MEF para resolver problemas de electromagnetismo con
circuitos magnéticos de materiales heterogéneos. Existen diversas técnicas de
descomposicion como son el algoritmo de Schwarz, los elementos finitos tipo
cemento y los FETI (Finite Element Tearing and Interconneting) (Vouvakis,
2005) y (Marcsa & Kuczmann, 2013).

En el campo del electromagnetismo computacional aplicando elementos finitos
es de destacar la reinterpretacion geométrica que ha hecho Alain Bossavit
(Bossavit, 1998), (Bossavit, 2000), (Bossavit, 2005).

2.4.2 El gradiente conjugado con transformada rapida de Fourier

El Gradiente Conjugado con Transformada Rapida de Fourier, MGC+FFT de
aqui en adelante, se utiliza para el estudio de dispersion electromagnética
(electromagnetic scattering, en inglés), de uso en tecnologias de radar. Al ser
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las emisiones de las maquinas eléctricas de relativa baja frecuencia, su uso en
el modelado de maquinas eléctricas no es necesario. En algunos estudios sobre
fallos en las maquinas eléctricas asincronas mediante el analisis espectral de
las corrientes de las maquinas se utiliza la Transformada Rapida de Fourier
(FFT) y la transformada Wavelet, no siendo éste el objeto de estudio de la
presente tesis. Véase a modo de ejemplo (Bellini, et al., 2006), (Puche
Panadero, 2008), (Rosero, et al., 2008).

Se basa en la técnica de los residuos ponderados. Es similar al método de los
momentos. Se ponderan una serie de funciones y se construye un sistema de
ecuaciones lineales y, por ultimo, se resuelve dicho sistema. Unas de las
ventajas de MGC es la aplicaciéon directa del método de resolucion de
ecuaciones lineales que lleva el mismo nombre, en especial para grandes
sistemas de ecuaciones lineales en forma matricial dispersa.

2.4.3 El método de los momentos

El método de los momentos, MoM de aqui en adelante, resuelve ecuaciones
integrales reduciéndolas a un sistema de ecuaciones lineales. El MoM emplea
la técnica de residuos ponderados. Esto consiste en establecer funciones-
solucién triviales de una o mas variables. Los residuos se evaluan mediante la
diferencia existente entre la solucion trivial y la verdadera (Hubing, 1991).

Las ecuaciones a resolver por el MoM estan expresadas en forma de ecuaciéon
integral de campo eléctrico y de ecuacion integral de campo magnético.

El MoM aplicado a la ecuacién integral no es muy efectivo cuando se aplica a
geometrias complejas con dieléctricos y materiales magnéticos no
homogéneos. En cambio, con el MoM se obtiene buenos resultados en
problemas de radiacion electromagnética tridimensional.

2.4.4 Diferencias finitas en el dominio del tiempo

Las diferencias finitas en el dominio del tiempo, DFDT de aqui en adelante, es
un método de resoluciéon directa de las ecuaciones de Maxwell. Fue Kane S.
Yee, en 1966, quien desarrolla el concepto de diferencias finitas en el dominio
del tiempo aplicadas a la resolucion de las ecuaciones de Maxwell, aportando,
asi mismo, el concepto de celda de Yee. La celda de Yee basa se basa en la
forma de la onda electromagnética: dos ondas planas ortogonales entre si.

Este concepto sera el fundamento de las DFDT aplicadas al electromagnetismo
y la base de otros métodos matematicos para el electromagnetismo
computacional que surgiran posteriormente.

Las ecuaciones de Maxwell deben presentarse en forma diferencial y hacer uso
del rotacional aplicado a los vectores de campo eléctrico y magnético. Se utiliza
la diferencia central aproximada para evaluar la derivada respecto del espacio
y del tiempo, de esta forma se pasa de una forma diferencial continua a una
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forma diferencial discreta. Esta forma de discretizacion se conoce como salto
de la rana en diferencia finita (leapfrog finite difference scheme), aunque la
correcta traduccion seria salto de la pidola, del juego infantil. Las DFDT es un
procedimiento pautado en el tiempo (time stepping), pues sus derivadas son
temporales: La regidon a modelar esta compuesta de dos mallados entrelazados.
Uno de los mallados contiene los nudos en el que se evaluaran los valores de
campo magneético. El otro mallado contiene los nudos donde se evaluara el
campo eléctrico. Los intervalos temporales se siguen aplicado hasta que la
solucién sea estable y el resultado obtenido se aproxime al valor deseado. A
cada paso de tiempo, las ecuaciones que definen los campos eléctrico y
magnético son actualizadas. Los valores de permeabilidad magnética, rigidez
dieléctrica y conductividad eléctrica se le asignan a cada celda que forma parte
del mallado del dominio donde se quiere calcular los valores de campo. Dicha
celda es un elemento cubico, en el caso de tres dimensiones, o un cuadrado,
en el caso de dos dimensiones. El mallado formado con las celdas es totalmente
ortogonal celda a celda. La principal dificultad del método de las DFDT es la
aproximacion de superficies o contornos alabeados. Dicho contorno se debe
aproximar de forma escalonada (staircase). Esto hace que configuraciones
determinadas se necesite un tamano de celda muy pequefio, lo que da lugar a
un mallado muy denso con el consiguiente costo computacional. Este
inconveniente se puede solventar utilizando el método de los volumenes finitos
en el dominio del tiempo, VFDT de aqui en adelante.

La gran desventaja de las DFDT es el modelado de formas diminutas en
grandes contornos debido al pequefio tamaino que habra que asignarle a las
celdas. Cuando esto sucede, existen métodos mas eficientes que el de las
DFDT.

La principal ventaja que presentan las DFDT en la resolucién de problemas de
electromagnetismo es su simplicidad y la relativa flexibilidad para analizar las
geometrias complejas.

Por otra parte, la principal desventaja de las DFDT es su alto costo
computacional cuando los objetos a analizar tienen unas dimensiones muy
grandes comparadas con la longitud de onda del campo electromagnético
analizado. En este caso, las partes mas alejadas del objeto producen errores
por la dispersibn numérica que aparece (Hubing, 1991). Para mayor
profundizacion en este tema se recomienda leer (Yee & Chen, 1997).

2.4.5 Volumenes finitos en el dominio del tiempo

El método de los volumenes finitos en el dominio del tiempo, VFDT de aqui en
adelante, se aplica a la resolucion de las ecuaciones de Maxwell desde 1988 a
partir de los trabajos de Bonnet (He, et al.,, 2012). La gran ventaja de este
método es su aplicaciéon a mallados no estructurados frente a las dificultades
que presenta el método de las DFDT. Se han desarrollado diversas técnicas
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como son la de la celda centrada, la del vértice centrado y la de la celda
escalonada. La distribuciéon del campo eléctrico y la del campo magnético
coincide con la que se sigue en el método de las DFDT (Yee & Chen, 1997),
(Bommaraju, 2009), y (He, et al., 2012). Originariamente el método de los VFDT
fue desarrollado para el estudio de la mecanica de fluidos.

2.4.6 El método de la matriz de la linea de transmision

EL método de la linea de transmision, MLT de aqui en adelante, es similar al
método de las DFDT. Fue introducido por P. B. Johns (Johns & Beurle, 1971).Se
realiza en el dominio del tiempo, estando totalmente mallada la region objeto de

analisis. Se establece una malla para el campo eléctrico E y otra malla para el

campo magneético H. Los nodos de esta malla estan interconectados entre si
por lineas virtuales de transmision. Las fuentes de excitacidon estan situadas en
determinados nudos y transmiten dicha excitacion a los nudos adyacentes a
través de las lineas de transmision virtuales a cada intervalo de tiempo. Para
una mayor profundizacion consultar (Russer, 2000) y (Russer & Russer, 2011).

El MLT es muy parecido a las DFDT, teniendo, asi mismo, sus mismas
desventajas. La principal desventaja es la de utilizar un mallado muy fino cuando
el problema requiere precision, con el consiguiente costo computacional. EI MLT
requiere significativamente mas memoria de ordenador por nodo. En cambio se
obtiene un buen resultado para contornos de geometria compleja (Hubing,
1991).

2.4.7 El método de los elementos de contorno

El método de los elementos de contorno o método de los elementos de frontera,
que por ser su acronimo MEC seria similar la expresion Métodos de
Electromagnetismo Computacional o, en caso de utilizar el acrénimo MEF, seria
similar a Método de los Elementos Finitos, pasaremos, de aqui en adelante, a
denominar BEM como acrénimo de Boundary Element Method, que son su
siglas en inglés. El BEM utiliza la técnica de los residuos ponderados. Es, en
parte, similar al MoM, pero las funciones de expansion y de ponderacion se
definen solamente para el contorno o frontera. En el caso de problemas en tres
dimensiones, la frontera o contorno a estudiar seria la superficie envolvente de
dicho volumen, no necesitandose, en la mayoria de los casos, el modelado del
interior del volumen. El BEM se aplica a problemas donde se conoce la funcién
de Green. Esto implica que los campos deben discurrir en medios lineales y
homogéneos.
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Las principales ventajas e inconvenientes del BEM son:

Ventaja Inconveniente
Menos tiempo para preparar los datos Las matematicas usadas son poco familiares en el
ambito de la ingenieria
Alta resolucion El interior del volumen a estudiar debe ser

modelado en materiales no homogéneos y no
lineales

Menor tiempo de calculo y memoria de Matrices llenas y asimétricas
almacenamiento
Menos informacién no deseada Resultados muy pobres en estructuras finas y

alabeadas tipo cascara o concha (Shell, en inglés)

Tabla 2-2 Ventajas e inconvenientes del BEM.

Este motivo restringe severamente su utilizacion en el estudio de las maquinas
eléctricas donde prevalecen los medios no lineales y heterogéneos. Se puede
solventar esta dificultad mediante la discretizacion en subvolumenes que
presenten cierta linealidad y homogeneidad. Esto resta las ventajas que ofrece
el BEM. El procedimiento seguido por el BEM es construir un mallado sobre la
superficie a estudiar. Esto da lugar a matrices muy densas, lo cual genera
mucho tiempo de calculo y capacidad de almacenamiento.

2.4.8 Teoria uniforme de la difraccién

Este tipo de técnica de electromagnetismo computacional se utiliza
exclusivamente en alta y muy alta frecuencia. Tiene precision cuando el objeto
analizado es muy grande respecto de la longitud de onda del campo
electromagnético objeto de analisis. Estas técnicas estan basadas en el
fendmeno fisico de la difraccidon en alta frecuencia (Cheben & Calvo Padilla,
1998), (Rousseau, et al., 2007) y (Pathak & Kim, 2011).

2.4.9 Técnicas hibridas

Tratan de armonizar técnicas de electromagnetismo computacional tales como
las DFDT con MLT, MEF con BEM, y otras combinaciones (Hubing, 1991),
(Chen & Wang, 2014) y (Pellegrini, et al., 2014).

2.4.10 La Integracion Finita

El método de la Integracién Finita, MIF de aqui en adelante, fue desarrollado
por Thomas Weiland en 1977, siendo una generalizacion del método de las
DFDT. Actualmente también esta extendido al domino de la frecuencia y a
mallados no estructurados (Weiland, 2003).

Utiliza dos mallados imbricados, el uno dentro del otro. El primer mallado se
denomina mallado primal G. Al segundo mallado se le denomina mallado dual G,
teniendo su fundamento en la celda de Yee de las DFD, pero con la salvedad,
respecto de las DFDT, que estos mallados no tiene que ser estrictamente
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ortogonales, pudiendo estar formados por tetraedros, exaedros, octaedros,
dodecaedros, etcétera. El primal G se compone de una serie finita de celdas,
también llamadas volumenes, V; (i =1,..Ny). Cada celda esta rodeada de caras o
superficies G (i =1,..N¢). Cada cara esta rodeada por al menos tres aristas,
formando el borde de ésta, A (i =1,..N,). Cada arista tiene dos nudos o vértices
n, Y n« en sus extremos, los cuales pueden ser compartidos por otras aristas.

En el espacio dual G, sucede lo mismo. Se cumple que tiene el mismo numero
de celdas N, = N;,. Que tienen el mismo nimero de caras N, = N.. Que tienen
el mismo numero de aristas N, = N,. Y, por supuesto, el mismo numero de
nudos o vértices N, = N,,.

Para aproximar un material real y heterogéneo, se discretiza dicho material.
Cada celda puede ser distinta una de la otra, representando la heterogeneidad
del material, pero el interior de cada celda V; debe ser homogéneo.

En el MIF se utilizan las variables de estado denominadas tensién de mallado y
flujo de mallado (Weiland, 2002). Son magnitudes escalares y se definen como
las integrales del campo eléctrico y magnético a lo largo de una arista L; de la
celda y de la cara S; de la celda Vi.

2.4.11 La Formulacién Finita

Inicialmente desarrollada por Enzo Tonti (Tonti, 1995), (Tonti, 2000A), (Tonti,
2000B), (Tonti, 2001A), (Tonti, 2001B), (Tonti, 2002), (Tonti, 2013). Se trata de
un método numeérico para solucionar ecuaciones de campo. En el caso de la
Formulacién Finita, cualquier campo, escalar o vectorial, referido a cualquier
fendmeno fisico, al contrario que la Integracion Finita, que esta restringido al
campo electromagnético. La esencia del método de la Formulacion Finita es
pasar directamente de la formulacion directa de las leyes de campo a un sistema
de ecuaciones algebraicas sin hacer uso de la formulacion diferencial (Tonti,
2001B). Las bases de la Formulacién Finita consisten en la identificacion y
definicion de las cantidades fisicas. El elemento base de discretizacion de la
Formulacién Finita es la celda. Esta idea fue introducida originariamente por
Branin (Branin, 1966), (Tonti, 1995). Se hace uso de conceptos tales como los
n-simplex, las homologias y cohomologias, etcétera. Todo ello proviene de la
rama de las matematicas conocida como Algebra Topolédgica. Es decir, la
Formulacién Finita es el método de analisis del fendbmeno y el Método de la
Celda es su método numérico de resolucion (Tonti, 2013), pagina 17, apartado
1.5.

La Formulacién Finita de Tonti se puede ver como una generalizacion de la
Integracion Finita de Weiland (Bettini & Trevisan, 2003).

La Formulacion Finita usa variables globales, las cuales presentan la gran
ventaja de no necesitar establecer condiciones de salto o frontera para el caso
de dominios heterogéneos (Tonti, 2013), pagina 17, apartado 1.5, como sucede
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en la mayoria de los casos reales a estudiar y, en particular, en el caso de las
maquinas eléctricas: circuito magnético hierro-aire-hierro, diferentes capas de
dieléctricos en los aislamientos, conduccion del calor por nucleos
ferromagnéticos laminados en chapas aisladas entre si, etcétera.

En la Formulacion Finita las variables fisicas se califican en variables de fuentes,
variables de configuracion y variables de energia. Esta clasificacion fue
introducida por Penfield y Haus en 1966.

Asi mismo, las ecuaciones constitutivas relacionan las variables fuentes con las
variables de configuracion (Tonti, 2000B), (Tonti, 2001B), (Tonti, 2000), (Tonti,
2013).

En el Capitulo Il de esta tesis se explicara en mayor profundidad la teoria de la
Formulacién Finita.

Se ha de destacar la experiencia previa del Departamento de Ingenieria
Eléctrica en la aplicacion de la Formulacion Finita a problemas
electromagnéticos (Monzén-Verona, et al., October, 2010) y (Rodriguez, Julio,
2015)

2.5 Transferencia de calor en las maquinas eléctricas

Las maquinas eléctricas funcionando producen y transmiten calor. Las fuentes
de calor en las mismas son las corrientes eléctricas, tanto las provocadas por
fuentes eléctricas externas circulando por los conductores, como las corrientes
inducidas por los fendbmenos electromagnéticos que se desarrollan en la
maquina. También son fuentes de calor los fendmenos de histéresis magnética
y las fricciones mecanicas que se producen en las partes méviles de la maquina.

El estudio del calor producido en las maquinas eléctricas es crucial, no solo para
su funcionamiento, sino para un disefio 6ptimo de las mismas. Hoy en dia dicho
estudio térmico esta en auge, pues fendmenos no previstos, han aparecido con
las técnicas de regulacion y control electrénico aplicadas a las maquinas
eléctricas. Hasta la aparicidon de la Electronica de Potencia en estado sélido con
alta velocidad de conmutacion, la variacion de la frecuencia de la corriente de
alimentacion de la maquina eléctrica constituia, en si misma, un auténtico reto
tecnologico. En su disefio, tradicionalmente solo se previeron fendmenos
electromagnéticos de muy baja frecuencia, de unos pocos centenares de
hercios, multiplos de la frecuencia fundamental (50 Hz en modelos tipo europeo.
y 60 Hz en modelos tipo americano).

Al aplicarse corrientes con frecuencias variables para el control de velocidad
rotérica, comenzaron a aparecer fendmenos de relativa alta frecuencia, de
varios millares de hercios, que dan lugar a fendmenos electromagnéticos y
mecanicos no previstos y no deseados, bajo un disefio de maquinas eléctricas
clasico.
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De otra parte, al controlar la velocidad rotérica de la maquina, y siendo la
intension de disminuir dicha velocidad, se logra a la vez disminuir el flujo de aire
frio que recorre el interior de la misma, como es el caso de las maquinas
autoventiladas (maquinas que poseen ventiladores solidarios al eje del rotor).
La disminucion de la velocidad del flujo de aire hace que se empeore su
ventilacidn, con el consiguiente aumento de temperatura interna.

Asi mismo, al variar la frecuencia, los fendmenos dependientes de ella varian
(histéresis magnéticas y corrientes inducidas), asi como las impedancias. Las
variaciones de las impedancias daran lugar a una modificacion del sistema de
corrientes que rigen en la maquina. Un aumento de estas corrientes repercutira
en un aumento de calor por efecto Joule.

Todos estos fendmenos llevan conjuntamente a lo mismo: a un aumento de la
temperatura de la maquina eléctrica.

Tal como se observa, existe un acoplamiento entre distintos fendmenos fisicos
que se dan en la maquina eléctrica. No solamente ésta presenta dichos
acoplamientos, sino que se dan en multitud de procesos. Es por todo esto que
ha aparecido una nueva corriente en la Fisica llamada Multifisica, donde se
estudian acoplamientos electromagnéticos, térmicos, mecanicos, de fluidos,
elasticos, etcétera.

En el caso particular de las maquinas eléctricas, la Multifisica estudiaria los
acoplamientos de fendmenos tales como: electromagnetismo-transferencia de
calor, electromagnetismo-mecanica y electromagnetismo-transferencia de
calor-mecanica-fluidodinamica.

Quizas este ultimo acoplamiento sea el mas complejo pues trataria de estudiar
el par electromagnético que da origen al movimiento mecanico en la maquina
eléctrica rotativa. Asi mismo, este movimiento mecanico, junto con los
fendmenos de histéresis y corrientes inducidas, daria lugar a la aparicion de
campos de temperatura, los cuales tratariamos de regular (refrigerar) haciendo
uso de la trasferencia de calor (ventilacion o autoventilacién, asi como aletas de
refrigeracion). Todos estos sistemas de refrigeracion conllevan la circulacion de
un fluido, normalmente aire.

La complejidad matematica que tiene el acoplamiento electromagnetismo-
transferencia de calor-mecanica-fluidodinamica es motivadora de analisis y
desarrollo tanto a nivel computacional como a nivel de disefio y desarrollo
(Yatchev, 2003), (Bullo, et al., 2006), (Bullo, et al., 2007) y (Boglietti, et al., 2009).

Merece una lectura detallada el articulo de Lavers (Lavers, 2008) sobre el
estado del arte de los procesos de induccion, que son también afines al estudio
que nos atafe: calor generado por corrientes inducidas en maquinas eléctricas.
También es meritorio leer el pequeno articulo de Pantelyat (Pantelyat, 2013)
donde se resume muy bien esta parte de la Multifisica
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Ciféndose estrictamente al estudio del calor generado por las corrientes
inducidas, la parte mas involucrada de la fisica seria el electromagnetismo y la
transferencia de calor: ley de induccion de Faraday, ley de Gauss para el campo
magnético, ley de Ohm, ecuacion de continuidad del campo magnético y la
ecuacion de Fourier de transferencia de calor.

El objetivo es encontrar el valor de las densidades de las corrientes inducidas

(f), pues con ellas se puede obtener el calor producido por las mismas. Una vez
obtenido dicho calor, se introduce este valor en la ecuacion de Fourier de
transferencia de calor y, resolviendo dicha ecuacion diferencial, se obtiene la
distribucion de temperatura en la maquina objeto de analisis. Siendo las
temperaturas las incégnitas de dicha ecuacion.

Este calor se va a transmitir por toda la maquina, y de ésta al exterior, de tres
formas diferentes: por conduccién, por conveccion y por radiacion.

En las maquinas eléctricas, la conduccion del calor se establece entre el medio
conductor eléctrico (fundamentalmente los cables de los devanados, de cobre
o aluminio) y otro medio, no tan buen conductor eléctrico, como es el nucleo
ferromagnético. Las corrientes productoras de este calor, generado en los
conductores, provienen de fuentes externas o de corrientes inducidas en dichos
cables. Este calor producido se conoce como efecto Joule. Ademas, en los
nucleos ferromagnéticos se inducen corrientes que también van a generar calor.
Estas corrientes, que circulan por los nucleos, se conocen como corrientes
parasitas, corriente de Foucault o corrientes eddy, segun sea el autor de que se
trate. El calor producido por ambos fendmenos se trasmite por los sélidos,
conductores y nucleos, mediante la ley de conduccién del calor de Fourier. Esto
se produce tanto en el estator como en el rotor. El calor conducido llega a los
bordes exteriores de ambos y, mediante el paso de un flujo de aire frio, se
trasmite por conveccioén al exterior. El aire, ahora caliente, es impulsado por un
ventilador hacia el exterior, sucediéndose una nueva renovacion de aire frio. En
la parte externa de la maquina, donde las corrientes de aire son menores, el
calor se evacua por radiacion, haciendo uso de aletas de disipacion.

A nivel computacional, el mayor problema que presenta la simulacion del
acoplamiento electromagnético-térmico es la eleccion de los intervalos de
tiempo. Se debe a que los fendmenos electromagnéticos se producen en
intervalos mucho mas corto de tiempo que los fendmenos térmicos. Para llevar
a cabo la simulacion de tal acoplamiento, también llamada co-simulacion
electromagnética-térmica, existen diversos métodos. Todos ellos consisten en
utilizar diferentes escalas de tiempo, la mas corta para la simulacién
electromagnética y la mas larga para la simulaciéon térmica. Uno de estos
métodos es el de Método de la potencia media y la temperatura (Kaufmann, et
al., 2014).
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2.6 La maquina eléctrica de induccidn o asincrona

La pregunta a formular es simple: jHay algo mas que investigar en las maquinas
eléctricas de induccién o asincronas? Quizas las respuesta se pueda encontrar
en un sumario del estado del arte referente a maquinas eléctricas, que se
encuentra en los articulos de (Capolino & Cavagnino, 2014A) y (Capolino &
Cavagnino, 2014B) y en otro exhaustivo memorandum como es el de Gieras
(Gieras & Gieras, 2001).

Las maquinas asincronas ocupan mas de la mitad del mercado donde se
requiere el uso de una maquina eléctrica. Con la aplicacion de la Electronica de
Potencia y las técnicas electronicas de regulacion y control, la maquina sincrona
ha desplazado a otro tipo de maquinas, en especial a la maquina de corriente
continua. Es mas, algun tipo de maquina asincrona, que practicamente estaba
condenada a los museos, ha resurgido con fuerza. Este es el caso de la maquina
asincrona de rotor devanada y su aplicacion a la produccion de energia eléctrica
haciendo uso de las energias renovables. Nos referimos al generador de
induccion doblemente alimentado.

En otros campos, la maquina de induccidén puede compararse con otras y ser
tan o mas eficiente que éstas. Tal es el caso de los motores sincronos de imanes
permanentes frente a los motores de induccibn empleados en avidnica
(Capolino & Cavagnino, 2014A), pag. 4282. Ademas, surgen nuevas soluciones
tecnoldgicas para averias y problemas que aparecen en este tipo de maquinas
(Capolino & Cavagnino, 2014B), pagina 4931 y 4935. Es recomendable leer el
articulo de Riera-Guasp (Riera-Guasp, et al., 2015), apdo. 4 de la pag. 1749.

Pero la evolucion de otro tipo de maquinas puede afectar al futuro desarrollo o
permanencia en el uso industrial de la maquina de induccion, tal como indica
Boglietti (Boglietti, et al., 2014), en las pag. 20y 21.

Por todo esto, merece la pena emplear nuevos métodos de modelado, como
puede ser la técnica de la Formulacion Finita, para aproximar y mejorar
resultados en modelos matematicos de la maquina de induccién. Todo ello con
objeto de tratar de mejorar, optimizar u eliminar dificultades técnicas que aun, a
dia de hoy, presenta la maquina de induccion.

2.7 Conclusiones

Lo visto anteriormente borra la equivoca imagen de que el estudio de la maquina
eléctrica asincrona es un tema agotado y carente de valor. Nada mas lejos de
la realidad.
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Sintesis

La Formulacion Finita es una nueva filosofia de interpretar la Fisica. Es un
reordenamiento y clasificacion de variables y operaciones a llevar a cabo en la
resoluciéon de un problema fisico. Sus tres pilares fundamentales son la
Geometria, el Algebra Topoldgica y la clasificacion de las variables fisicas.

<

wIt, 7] = Q°[t, 7] D=py f B-ﬁdg:f py dV
v 1%

14

Formulacién Finita: Formulacién Diferencial: Formulacién Integral:
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3.Las ecuaciones electromagnéticas y térmicas
en la Formulacién Finita

3.1 Introduccidn

La Formulacion Finita es una nueva filosofia de interpretar la Fisica. La
Formulacién Finita es un reordenamiento y clasificacién de variables y
operaciones a llevar a cabo en la resolucion de un problema fisico. Aunque
inicialmente fue planteada para la fisica discreta, se puede plantear, en su
filosofia y en algunos de sus aspectos, al dominio continuo.

Los tres pilares fundamentales de la Formulacién Finita son la Geometria, el
Algebra Topolégica y la clasificacion de las variables fisicas.

El concepto de “finita” se debe a que esta asociado al dominio discreto.

Inicialmente desarrollada por Enzo Tonti (Tonti, 1995), (Tonti, 2000a), (Tonti,
2000b), (Tonti, 2000c), (Tonti, 2001a), (Tonti, 2002a), (Tonti, 2002b), (Tonti,
2013). La Formulacion Finita es aplicable a cualquier campo, escalar o vectorial,
referido a cualquier fendmeno fisico, al contrario que la Integracion Finita
(Weiland, 2001), que esta restringida al campo electromagnético.

La esencia del método de la Formulacién Finita es pasar directamente de la
formulacién directa de las leyes de campo a un sistema de ecuaciones
algebraicas sin hacer uso de la formulacién diferencial (Tonti, 2001a), (Tonti,
2013) pag. 18.

En la Formulacién Finita, la identificacion y definicion de las cantidades fisicas
son las siguientes:

Constante fisica. Son todas las constantes que describen la naturaleza de un
sistema o un material. Se incluyen las constantes universales, los parametros
de un sistema, las constantes de acoplamiento, etcétera (Tonti, 2001a), (Tonti,
2013) pag. 96.

Variable fisica. Especifica un estado particular del sistema, las fuerzas actuantes
en él, las fuentes de campo, los diferentes tipos de energia del sistema, la
energia interna del sistema, la energia potencial o cinética del mismo, su
entalpia, etcétera (Tonti, 2001a), (Tonti, 2013) pag. 97-99.

Variables globales. Las variables globales o variables integrales son la masa, el
momento, la energia, el flujo magnético, el impulso de tension. Se obtiene
mediante integracion. En el caso particular del campo electromagnético se da el
siguiente paralelismo entre variables (Tonti, 1995), (Tonti, 2000c), (Tonti,
2002b):
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Método diferencial: p J B DE H
Variable global correspondiente: Q° Qf ¢ Y & E,
Por ejemplo:
QC:f p-dv ; ¢:fﬁd§ ) Fm:fﬁ'dz Ec. 3.1
14 S L

Las variables globales estan asociadas con elementos geométricos vy
temporales como el punto (P), la linea (L), la superficie (S), el volumen (V), el
instante de tiempo (t) y el intervalo de tiempo (T). Asi, el flujo estad asociado a
una superficie, la diferencia de potencial esta asociada a una linea, la carga
eléctrica esta asociada a un volumen, un impulso de voltaje esta asociado a un
intervalo de tiempo, etcétera (Tonti, 2001a), (Tonti, 2013) pag.106-112.

Variables locales. Son aquellas variables dependientes de coordenadas
espaciales y temporales, estando vinculadas a una formulacién diferencial.
Variables locales son la temperatura, la densidad de corriente eléctrica, el vector
induccién magnética, etcétera (Tonti, 2001a), (Tonti, 2013) pag. 99.

Variables de fuentes. Describen las fuentes de campo eléctrico, corrientes
eléctricas, etcétera. Las variables de fuentes estan ligadas a operaciones como
la suma, la integracion, la derivacion, division por una longitud, o un area, o un
volumen, o un intervalo y por derivadas con respecto al espacio y al tiempo
(Tonti, 2001a), (Tonti, 2013) pag. 100-101.

Variables de configuracion. Son aquella que configuran el sistema fisico y todas
las variables vinculadas a dicho sistema. Esta configuracion se realiza mediante
operaciones como la suma, la integracién, la derivacién, la division por una
longitud, o un area y por derivacién en el espacio y el tiempo (Tonti, 2001a),
(Tonti, 2013) pag. 101-102.

Variables de energia. Son obtenidas mediante el producto de una variable
fuente por una variable de configuracién. Variables de energia pueden ser la
energia cinética, potencial, interna, la entalpia, la energia de campo, el trabajo,
la potencia, etcétera (Tonti, 2001a), (Tonti, 2013) pag. 102-103.

—

Constantes
Fisicas
Cantidades B
Fisicas R De configuracion
Variables me. 52
.. 4 De fuentes
Fisicas
De energia

~—— —
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En la Formulacién Finita cada elemento espacial tiene un dual y una orientacién.
Todos los elementos espaciales deben estar orientados, existiendo dos tipos de
orientaciones:

Orientacion interna. Los elementos espaciales estan orientados sobre si mismo.
Se considera orientacidn positiva a aquella que se dirige sobre el elemento
espacial.

Orientacidon _externa. Los elementos espaciales se orientan en funcién de la
dimension donde estan situados.

PRIMAL DuAL
Orientacion interna Orientacion externa
? A
—-}£ 1{— o —
te S/ 7
!
f/.'/. L /ZSN
=7 >
L
= b
i 1%4 -
el e
% P
Variables de configuracion | Var. Fuente y Energia

Figura 3-1 Primal y dual con orientacion interna y externa.

En la Formulacion Finita, al igual que se orienta el espacio, también se orienta
el tiempo. El tiempo tiene instantes (t, t) e intervalos de tiempo (T, T‘).

T
t t
| | | | |
1 1 1 | T
t t t
T
== | <= Sl |» == ‘* = | e
T T 1 T
t t t t
Orientacidninterna QOrientaciénexterna

Figura 3-2 Orientacion del tiempo en la Formulacién Finita.

La celda. Llamada también simplex, simplejo en la version hispanoamericana
del esparfol, es el elemento fundamental de la Formulacion Finita. La
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formulacién diferencial esta asociada a un sistema de coordenadas espaciales
y temporales, mientras que la Formulacion Finita esta asociada a tramos finitos
del espacio y del tiempo. La Formulacion Finita consta de variables globales
vinculadas a dichos tramos. Estos son el punto, la linea, la superficie, el
volumen, el instante y el intervalo de tiempo.

Acudiendo al Algebra Topoldgica, ésta utiliza los llamados complejos de celdas.
Son figuras geométricas que pueden poseer vértices, aristas, caras y
volumenes. La celda puede tener dimension cero (0-simplex), que equivale a un
punto, nudo o vértice; dimension uno (1-simplex), que equivale a un segmento
o arista; dimension dos (2-simplex), que equivale a una superficie o cara; y
dimension tres (3-simplex), que equivale a un volumen.

o O-simplex o Q 1-simplex

2-simplex 9 3-simplex

Figura 3-3 Complejo simplicial.

La Formulacidn Finita, al igual que la Integracion Finita, posee un espacio primal
y su respectivo dual. El espacio dual se construye a partir de los baricentros del
primal. Para obtener el espacio dual se puede utilizar una division tipo Voronoi,
pero debido a ciertos problemas que se pueden dar en las fronteras del recinto
a discretizar (circuncentros fuera de la frontera), en esta tesis se opta por utilizar
el método de los baricentros. A cada 1-simplex primal le corresponde un 1-
simplex dual, siendo ortogonales entre si. Al igual sucede con los 2-simples y 3-
simplex.

Dual de j-k
] / ANE
/

\\ j '\ j
°k k k

Dual cartesiano Dual tipo Voronoi Dual baricéntrico

Figura 3-4 Dual cartesiano, tipo Voronoi y baricéntrico.

Cualquier figura geométrica puede ser espacio primal y dual en dos o tres
dimensiones. Por ejemplo: lineas, triangulos, cuadrados, tetraedros, hexaedros,
etcétera. Es habitual utilizar triangulos en dos dimensiones y tetraedros en tres
dimensiones para estudiar cuerpos curvos, tal como son las maquinas
eléctricas.
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En la Formulacién Finita se puede sustituir el concepto clasico de mallado (en
inglés mesh) por el de celda (cell-complex) (Tonti, 2001a). La celda con
orientacion interna sera la celda primal y la celda obtenida por la unién de
baricentros sera la celda dual, que tendra orientacién externa (Tonti, 2001a),
(Tonti, 2013) pag.69-75.

Las variables globales y la celda. Un requisito fundamental de la Formulacién
Finita es conocer en profundidad el fendmeno fisico que se quiere modelar. Las
variables fisicas estan asociadas a elementos geométricos. En cada campo
fisico a estudiar se determinara el tipo de variable. En esta tesis se estudiaran
los diferentes campos fisicos que afectan a las maquinas eléctricas asincronas
en sus comportamientos electromagnético y térmico. Como regla general se
tendra en cuenta que: “Las variables fuentes iran en la celda dual con
orientacion externa y las variables de configuracion iran en la celda primal con
orientacién interna”.

Campo térmico. Las variables globales son la energia interna y la fuente de
calor, asociadas a la celda dual. Los flujos de calor discurren por las caras de la
celda dual. La temperatura es medida en el vértice o nodo de la celda primal, o
O-simplex primal. La diferencia de temperatura se mide entre dos nudos
primales equivalentes a dos baricentros duales. La linea que une estos dos
baricentros constituye la arista de la celda primal o 1-simplex primal. Como regla
para el campo térmico: “La fuente de calor y el flujo de calor se sitlan en la celda
dual. La temperatura en un punto primal y la diferencia de temperatura en una
linea primal”.

LE‘ /o chu_/.;
T: b < 7 // 1
1 4§

Figura 3-5. Campo térmico.

En la Figura 3-5, 7;y 7; son las temperaturas en los nudos 7y jdel primal. La
diferencia de temperatura entre 7y j se mide en la arista primal L. La fuente de
calor ¢, se sitia en la celda dual K. El flujo de calor g atraviesa la cara dual §;.

Campo eléctrico. Las variables globales son el contenido de carga eléctrica y el
flujo eléctrico. Estan asociadas a la celda dual y orientacion saliente. El flujo
eléctrico discurre por las caras de la celda dual. El potencial eléctrico se mide
en el baricentro de la celda dual. Dicho baricentro es el vértice o nodo de la
celda primal, o un 0-simplex primal. La diferencia de potencial eléctrico o tension
se mide entre dos nudos primales equivalentes a dos baricentros duales. La
linea que une estos dos baricentros constituye la arista de la celda primal o, de
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otra manera, 1-simplex primal. Como regla para el campo eléctrico: “El
contenido de carga y el flujo eléctrico se sitian en la celda dual. El potencial
eléctrico en un punto primal y la diferencia de potencial o tension se sitla en las
aristas de la celda primal’.

Q¢
L; o {—
AW

v, Yt .
L @ PRRNY
/, /o
| # ;
O~
K 1 » K Y
&

Figura 3-6. Campo eléctrico.

En la Figura 3-6, I/y V; son potenciales eléctricos en los nudos 7y jdel primal.
La diferencia de potencial, o tension Ujentre V;y V;, se mide en la arista primal
L. El contenido de carga eléctrica Q¢ esta situado en la celda dual K. El flujo
eléctrico 1 atraviesa la cara dual s;.

Campo magnético. Para entender el campo magnético en la Formulacion Finita
hay que tener en cuenta el siguiente fenédmeno fisico. “La circulacion de cargas
eléctricas, o corriente eléctrica, da lugar a la apariciéon de campo magnético en
el espacio circundante a dicha circulacion”.

E
D ,
5 — ET
] |/ds
- \] H
diN H

Figura 3-7 Campo eléctrico ortogonal al magnético (material isétropo).

La fuerza magnetomotriz corresponde a la circulacién del vector de campo
magneético Halo largo de la trayectoria L. Por lo tanto, aplicando la ley de

Ampere:
n
Fm:f H'dl‘=zlk Ec. 3.3
L k=1

Pero la intensidad en cualquier conductor k& se obtiene de la integracion de la
densidad de corriente /de dicho conductor en su seccion transversal S.

I, =f j-dS Ec.3.4
S
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Pasando de la formulacién diferencial a la Formulacion Finita, cualquier carga
eléctrica esta contenida en un espacio dual.

La corriente eléctrica y la densidad de corriente eléctrica representan flujos de
carga eléctrica atravesando la cara de la celda dual. Por lo tanto, la circulacion
del campo magnético estaria circunscrita a la circulacion de dicho campo
magnético en las aristas que delimitan dicha cara. Es decir, en el contorno 95 ,
siguiendo la analogia de la ley de Ampere.

Fy[0S] = 1[S] Ec.35

Por otro lado, baste recordar que el flujo magnético se relaciona con la
intensidad de campo magnético de la siguiente manera:

-

¢=LB-d$=LM-H-ds Eo 3.6

Para poder definir el campo magnético en la Formulacién Finita, segun se
observa en la Figura 3-8.

F.|0Si]
.
o[S:] /
S; —
S
()]

Figura 3-8 El campo magnético en la Formulacién Finita.

Asi, el flujo magnético ¢[S] es una magnitud asociada a las caras primales,
siendo una variable de configuracion.

Mientras, la fuerza magnetomotriz F,[dS] esta asociada a las aristas del dual,
siendo una variable fuente, (Tonti, 2000a), (Tonti, 2000c).

3.2 Planteamiento del problema fisico en Ila
Formulacion Finita

Para resolver cualquier problema fisico, vinculado a un campo escalar o
vectorial, mediante cantidades discretas, siendo la Formulacién Finita un
método mas de resolucion tal como explica Tonti en (Tonti, 2001a), (Tonti, 2013)
pag. 273, se parte de alguna de las siguientes premisas:
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e Se conoce la forma y dimensiones del problema.

e Se conoce la distribucién espacial y temporal del campo.

e Se conoce la naturaleza de los materiales del dominio del campo.
e Se conocen las condiciones de contorno que afectan a las fuentes.

externas al dominio del campo.

El objetivo es obtener la configuracién espacial y temporal del campo. La
ecuacion fundamental del campo trata de relacionar la fuente con el potencial
de dicho campo. La ecuacion fundamental de campo se obtiene al relacionar
ecuaciones de campo con ecuaciones constitutivas. Las ecuaciones de campo
relacionan variables de configuracion entre si, asi como también variables
fuente entre si. Las ecuaciones constitutivas relacionan las variables fuentes
con las variables de configuracién. Ver (Tonti, 2001a) y (Tonti, 2013) pag. 8.

L 7N S 7N OV
n n n

gradiente rotacional divergencia

Figura 3-9 Proceso de co-contorno (coboundary process).

3.3 Principios asociados a la Formulacion Finita

Tonti establece dos principios fundamentales asociados a la Formulacion Finita
(Tonti, 2002a). A saber:

Primer Principio: “En cualquier teoria fisica las variable globales de
configuracion estan asociadas a elementos de espacio y tiempo con orientaciéon
interna, mientras que las variables globales de fuente estan asociada con
elementos de espacio y tiempo con orientacién externa”

Segundo principio: “En cualquier teoria fisica, existen leyes fisicas que enlazan
elementos espacio-temporales orientados con otros referidos a su contorno
orientado”

Las afirmaciones de Tonti se corroboran en la Topologia Algebraica y, sobre
todo, en el Calculo Diferencial Exterior. Consecuencia de ello sera la obtencion
de operador discretos que permiten establece relaciones entre elementos
espacio-temporales siguiendo los principios anteriormente expuestos.

Observando la Figura 3-10 se explica el procedimiento para obtener la
configuracion espacial y temporal del campo a estudiar. Existe una relacién con
elementos geométricos de la celda y una perfecta dualidad en dicho
procedimiento. En realidad se representan ecuaciones topoldgicas que
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establecen las relaciones entre los elementos espacio-temporales,
independientemente de su métrica.

Variables de configuracién Variables de fuente
Celda primal Celda dual

P Ecuacién constitutiva ‘ V

‘ Ecuacion de gradiente ‘ ‘ Ecuacion de balance ‘

} I

L Ecuacion constitutiva S

Ecuacidn circuital Ecuacidn circuital

Cualquier forma diferencial
Ecuaciones homogéneas de campo
$34pnBULS Sa[DIUAISfIP SDWIOH

Ecuacidén constitutiva

odwp2 ap spauabowioy ou SaUoBN2F

‘ Ecuacién de balance ‘ ‘ Ecuacionde gradiente ‘

V @ Ecuacién constitutiva “O ﬁ

The Mathematical Structure of Classical and Relativistic Physics, Enzo Tonti, Birkh&user, ISBN 978-1-4614-7421-0, pag. 8

Figura 3-10 Configuracion espacial del campo.

En Algebra Topoldgica, a este tipo de procedimientos se le conoce con el
nombre de co-contorno (coboundary process) A través de estos procesos se
desarrollan las operaciones de gradiente, rotacional y divergencia, tanto en
forma continua como discreta. Ver

Figura 3-9.

3.4 Ecuaciones topoldgicas del electromagnetismo en
su forma global

Las ecuaciones topoldgicas que se van a utilizar en el estudio de la maquina
eléctrica asincrona son las referidas al electromagnetismo. En especial
electrodinamica.

Es de destacar que para ciertos estudios relacionados con la rigidez dieléctrica
de los aislamientos eléctricos o para cierto tipo de nucleos ferromagnéticos
basados en imanes permanentes, se debe utilizar la electroestatica y la magneto
estatica, respectivamente.

Todo ello, a modo de resumen, se exponen las principales ecuaciones
topologicas que rigen el campo electromagnético, desde el punto de vista de la
Formulacién Finita, en la tabla Tabla 3-1
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Variables de configuracion
Espacio: orientacion interna
Tiempo: orientacion externa

Variables de fuente
Espacio: orientacion externa
Tiempo: orientacion interna

Funcion auxiliar primal x

(gauge):
Impulso de potencial V. = v, dt
eléctrico: € 7 €
Potencial magnético ,; — A -tdlL
escalar: L
Impulso  de  fuerza ¢ — EidL dt
electromotriz: 7 JL
Flujo magnético: ¢ = f Bnds

S
Flujo de carga ;f = T #dS dt
magnética: 7 Js m
Contenido de carga e — pm AV
magnética: v m
Produccion de carga

6=
T

f o, dV dt
v

magnética:

Producciéon de carga QP = o dV dt
eléctrica: r Jy
Contenido de carga Q¢ = pdV
eléctrica: 7

Qf=f ffﬁdet
T J§

w:f D#AdS
S

Flujo de carga eléctrica:

Flujo eléctrico:

Impulso  de fuerza ¢ — HEdL dt
magnetomotriz: m .
Sin nombre: f=f~ By - tdl
L
Impulso de potencial )y — v dt
magnético: mol "
Funciéon auxiliar dual n
(gauge):

Variables globales. Unidades Sl: weber

Variables globales. Unidades SI: culombio

Tabla 3-1. Variables globales electromagnéticas, (Tonti, 2013), pag. 295.

La piedra angular del electromagnetismo son las leyes de Maxwell. A
continuacion se enuncian dichas leyes desde el punto de vista de la Formulacion
Finita.

3.4.1 Ley de Gauss para el campo eléctrico

La ley de Gauss para el campo eléctrico demuestra que el flujo de campo
eléctrico a través de la superficie cerrada, que envuelve a la distribucion de
carga eléctrica, es causado por el contenido total de cargas en el interior de
dicha superficie cerrada.

La distribucion puede ser una distribucidn volumétrica de cargas eléctricas (pov),
una distribucion superficial de cargas eléctricas (ps), 0 una distribucion lineal de
cargas eléctricas (o).

De la ley de Gauss para el campo eléctrico se deduce que las lineas de dicho
campo son abiertas.
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617 _ 1 Py
.
\ V |

Figura 3-11. Ley de Gauss para el campo eléctrico.

Formulacién Finita: Y[t,dV] = Q°[t, V]
Formulacion integral: f D-#dS= f py Vv
av 14

Formulacion diferencial: V D = pvi D=f(xy,zt)

3.4.2 Ley de Gauss para el campo magnético

La ley de Gauss para el campo magnético determina que el flujo que atraviesa
la superficie cerrada que contiene al volumen donde esta la fuente de campo
magnético (V) es de caracter solenoidal. Es decir, el nUmero de lineas de campo
entrantes es igual al numero de lineas salientes, con lo cual el flujo magnético
neto es nulo. De ello se deduce que las lineas de campo magnético son
cerradas.

av Py
P
by
Figura 3-12: Ley de Gauss para el campo magnético.
Formulacion Finita: o[t,0V] =0
Formulacién integral: f § ‘ndS =0
av

Formulacion diferencial: ~ V-B =0; B = f(x,v,2,t)
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3.4.3 Ley de Faraday-Lenz-Neumann.

Esta ley permite establecer una relacion entre campo eléctrico y campo
magnético cuando este ultimo campo varia en el tiempo.

Si en la superficie existente en los bordes interiores de un hilo conductor se
producen variaciones temporales del campo magnético que atraviesa dicha
superficie, entonces, en los extremos de dicho hilo conductor, aparecera una
fuerza electromotriz inducida.

E[T,aS ] FolE 5]

Figura 3-13. Ley de Faraday-Lenz-Neumann.

Formulacion Finita: E[T,0S] = —{¢p[t+,S] + ¢[t~,S]}
tt R 0
Formulacion integral: f (E . Edl) dt = __f B-nds
t- Jas at Jg
Formulacién diferencial: VXE = _@. B =f(x,y,21t)
at ) ) ) )

Desde el punto de vista de la Formulacion Finita el conductor esta situado en el
contorno (JS) de la superficie (S) perteneciente al espacio primal K. dicha
superficie () esta siendo sometida a las variaciones de un flujo magnético (¢)
en un determinado intervalo de tiempo (T) El intervalo de tiempo es dual pues
la fuente creadora de campo magnético son cargas eléctricas en movimiento.
Un cambio de sentido del movimiento de dichas cargas eléctricas a través de
las superficies duales implicaria un cambio de signo del flujo magnético que
atraviesa la superficie primal.

3.4.4 Ley de Ampere-Maxwell

La ley de Ampere-Maxwell relaciona el campo magnético con la circulacion de
cargas eléctricas por un medio conductor.

Supongamos un conductor por el cual fluyen cargas eléctricas a lo largo del
tiempo. Si esto es asi, es evidente que existe una determinada produccién de
cargas eléctricas Q/[T, S|, que se produce en un intervalo de tiempo 7. Dichas
cargas van a atravesar superficies del espacio dual (variable de fuente). Instante
a instante, estas caras duales estaran sometidas a un flujo eléctrico ¥][¢, S].
Tanto la produccién de cargas como la variacion del flujo eléctrico justifican la
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aparicion del campo magnético F,, [T, 65]. En la Formulacion Finita dicho campo
magnético se expresa en forma de impulso de fuerza magnetomotriz F,,.

FulT,05] B i
E : | e, S]

asy 2
t - tt ™ (\m
a

Figura 3-14. Ley de Ampere-Maxwell.

%)

Formulacion Finita: Fu|T,05] = Q7[T,S] + {y[t*, 5] — v[t~, 5]}
o - T d -
Formulacion integral: f H-tdl :f J -ndS + —f D-ndS
03 s ot Js
- e o =, D
ormulacién diferencial: VxH=]+—; D= f(x, v,z t)
t

3.5 Ecuaciones constitutivas electromagnéticas

Las ecuaciones constitutivas electromagnéticas son las siguientes:

[7,1] 7. 5]
Dy =ri |—D
[T,L] [£,5]
—p-i®
[7,1] 73]
E—T=0f —)

—
2
%]
[k
—
—~3
=
—

Figura 3-15. Ecuaciones constitutivas electromagnéticas.

Los parametros R, o, € u van a definir al medio material por donde esta
discurriendo el campo electromagnético. La naturaleza matematica de dichos
parametros va a depender de como se comporte el campo en dicho material
(constante, funcién o tensor).
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Medio Naturaleza matematicade R, g, €, u

Is6tropo y lineal Constante

Funcién dependiente:
Isétropo y no lineal R=f@®); o=f(E)
e=f(E); wu=f(H)

Tensor:
Oxx Oxy Oxz
o = [ny Oyy JyZ]
Ozx Ozy Ozz
€xx €xy €xz Hxx Hxy Hxz
et = [ny €Eyy Eyz] ut = [#yx Hyy #yz]

Hzx Hzy Hzz

Anisétropo, lineal

€zx  €zy €zz

Tabla 3-2. Parametros de las ecuaciones constitutivas electromagnéticas.

En la Tabla 3-2 se explica como pueden los mismos parametros de las
ecuaciones constitutivas electromagnéticas adoptar diferente naturaleza
matematica, segun el tipo de material electromagnético a modelar. Nota: La
resistencia eléctrica R es dependiente de la temperatura .

Cualquier dispositivo eléctrico, incluyendo las maquinas asincronas,
normalmente tiene un comportamiento no lineal. Por lo engorroso de los
calculos, se suele considerar un comportamiento lineal en ciertos tramos de su
funcionamiento (linealizacion del funcionamiento). Asi, lo normal es que los
dieléctricos, entre ellos los aislamientos eléctricos de las maquinas, sufran
polarizaciones de sus moléculas. Esto puede llevar a un estado de saturacion y
hacer que su comportamiento sea no lineal. Estos fendmenos son apreciables
en maquinas eléctricas de alta tension. De igual manera, los parametros que
afectaran a las corrientes, R y o, tiene una notable dependencia de la
temperatura, de ahi que, en ciertos rangos de funcionamiento, su
comportamiento sea no lineal. Uno de los casos mas notables en el
funcionamiento de las maquinas eléctricas es la saturacion de los nucleos
ferromagnéticos. Normalmente, por cuestiones de optimizacion econémica, las
maquinas eléctricas se disefan para trabajar en estado de saturacion. La no
linealidad del campo magnético en el entrehierro es manifiesta. Y, en el caso de
los nucleos ferromagnéticos construidos con chapas laminadas en frio, se
afiade la circunstancia del desigual comportamiento del campo magnético
segun sea la direccion del mismo respecto a la orientacion de los dominios
magnéticos de la chapa a la hora de ésta laminarse en frio.

El objeto de esta tesis, en el caso de las ecuaciones constitutivas, no es modelar
estos fendomenos. Se ha tratado de aplicar una simplificacién de la realidad
como es la de considerar dichos parametros como constantes. Es decir, se
desarrollan modelos matematicos lineales de las maquinas, en especial de la
maquina eléctrica asincrona, objeto de estudio de esta tesis.
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3.6 Diagrama de Tonti del Electromagnetismo

Los diagramas de Tonti son una forma esquematica de representar un
fendmeno fisico y sus interacciones utilizando la Formulacién Finita. El diagrama
de Tonti del electromagnetismo es el siguiente:

Variables de configuracion Variables de fuente
Espacio: primal Espacio: dual
Tiempo: dual [Z,P] Tiempo: primal _
@ Lol
—— T
A=—7-y dp+V-J=0 |

e
[T,P] [&. 7]

/] @ .

" . { a0 —rxii=]]
j=oE}” D= /
— m’]i' /

D=¢€E — k 7.1
=5 /@
?

"

D=VxF ' [1,7]
. |7
[t L] ® Amperio
N Cu.*ombiol
7]

O e

Figura 3-16. Diagrama del electromagnetismo, (Tonti, 2013), pag. 312.

3.7 Ecuaciones térmicas en las maquinas eléctricas.
Aplicacion de la Formulacion Finita

Los procesos de transferencia de calor y materia que se dan en una maquina
eléctrica asincrona se deben a multiples motivos. A partir de las variables jo /,
se pueden obtener algunas de las fuentes de calor de la maquina eléctrica
asincrona. Cabe recordar que las fuentes de calor en una maquina eléctrica son:
el calor en los conductores debido al efecto Joule, la histéresis magnética y las
corrientes parasitas en los nucleos ferromagnéticos y, por ultimo, cualquier
friccion de las partes moéviles de la maquina. Nos hemos centrado, por ahora,
en el célculo de las corrientes parasitas, postergando a un futuro inmediato el
estudio de las otras dos fuentes de calor: histéresis magnética y fricciones
mecanicas. Nuestro interés en el estudio térmico de la maquina radica en la
disminucién del rendimiento de la misma, el empeoramiento de la transmision
de calor al aumentar el aislamiento eléctrico en los conductores y en las chapas
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de los nucleos ferromagnéticos y, en las ultimas décadas, la aparicion de
corrientes de frecuencias muy por encima de los valores de la frecuencia
nominal para las que fueron disefiadas. Esto ultimo se debe a la aplicacién de
los ciclo-convertidores, fundamentalmente usados en el control de velocidad de
la maquina.

La importancia del campo térmico en las maquinas eléctricas queda reflejada
en la legislacion internacional y nacional. Asi la Norma UNE 60034-1:2011 hace
referencia a los términos de funcionamiento de una maquina eléctrica, segun la
legislacién espafola. Es de destacar en especial el apdo. 8, donde se detalla el
funcionamiento térmico de éstas; asi como los ensayos que deben realizarse
para que el funcionamiento sea el deseado.

En la norma UNE-EN-60034-11:2005, apdo. 5, pag. 10, Tabla 1 y en el apdo. 6,
pag. 11, Tabla 2 muestran los rangos de temperaturas normalizadas donde
deben trabajar las maquinas eléctricas. Este sera el marco de referencia, en
cuanto a temperatura se refiere, donde se trabajara en esta tesis.

3.7.1 Parametros electromagnéticos y térmicos dependientes
de la temperatura

Son varios los parametros electromagnéticos y térmicos que dependen de la
temperatura. Es decir, sus valores varian al variar la temperatura del medio que
los rodea.

Asi, la conductividad eléctrica p varia en funcion de cédmo varie la temperatura
7. Una aproximacion, de tipo polinomial, puede ser la siguiente:

P = Pref [1 (A7)° + QAref (A + Bres (A1)? + Yref (A7)* + ] Ec.3.7

Con valores aproximados para el cobre de p..; = 1,7-1078 Qm; Ares =
2,3:1072 K™Y, Brer = 2,2-107° K™%, yper = 2,9-107° K™, A7 es la variacion de
temperatura, en K. Ver (Chaboudez, et al., 1994), (Dupre, et al.,, 1998) y
(Driesen, 2000).

Existe una proporcionalidad entre la conductividad térmica y la conductividad
eléctrica, teniendo esta proporcionalidad un valor aproximado a 2,4 para los
metales.

P 24t Ec.3.8
Las fuentes de calor en las maquinas eléctricas aparecen con ciertos fendmenos
fisicos que ocurren en el funcionamiento nominal de la maquina, agravandose
algunos de ellos cuando el funcionamiento de la maquina es andémalo
(cortocircuitos internos, sobretensiones de alimentacion, frecuencias eléctricas
muy diferentes a la nominal, sobrecarga mecanica, mal funcionamiento de los
rodamientos o cojinetes, etcétera).
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En la Electrotecnia, a esta produccion de energia calorifica se le conoce
habitualmente con el nombre genérico de pérdidas. Desde un punto de vista
estrictamente fisico no son pérdidas, sino transformaciones energéticas del tipo
electromagnética a térmica, o mecanica a térmica. El término pérdida se acuna
en ingenieria electrotécnica porque se trata de una pérdida de la utilidad
econdmica de dicha energia. Esa energia disipada en forma de calor no tiene
utilidad econdmica en la transformacion energética que esta realizando la
maquina.

Las principales pérdidas que se producen en una maquina eléctrica son las
siguientes:

e Pérdidas por efecto Joule
e Pérdidas en los dieléctricos
e Pérdidas en el hierro

e Pérdidas mecanicas

3.7.2 Pérdidas por efecto Joule

Las pérdidas por efecto Joule se produce cuando la corriente eléctrica circula
por cualquier conductor. Debido a que la mayoria de las corrientes, en
funcionamiento nominal, circulan por los devanados de las maquinas, estando
éstos habitualmente fabricados con cobre, dichas pérdidas reciben también el
nombre de pérdidas en el cobre. En esta tesis no se les dara esta denominacion
porque puede llevar a confusion. No solamente existen conductores fabricados
con aluminio, sino que, ultimamente se han incorporado nuevos materiales
conductores a formar parte de los devanados, previéndose que en un futuro este
proceso continue. De ahi el obviar esta denominacién habitual en la
electrotecnia.

De una forma genérica, las pérdidas por efecto Joule responden a la siguiente
expresion, en forma de fuente de calor (oy,):

2
]Total
o

Oy, jul = Ec. 3.9

Donde J;.:q; S€ria la corriente neta que afecta a toda la maquina en un instante
dado y o la conductividad eléctrica equivalente de la maquina. Es evidente que
la corriente puede circular por cualquier material metalico de la maquina, pero
eso seria en circunstancias anémalas. En régimen nominal las corrientes
circularan por lo que se denominara, de aqui en adelante, dominio conductor de
la maquina (.. Entonces, las pérdidas por efecto Joule corresponderian a la
siguiente fuente de calor:
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1 ]72"otal
Ou,jul,Qc = dQ

Q q o Ec. 3.10
c c

La densidad de corriente va a depender de la conductividad del conductor y de
la tension aplicada:

1 9A\2
Oujuioc = g JQ o (Vs + E) dQ Ec. 3.11
C

c

. . . f : 9A
V, seria la tension aplicada a la maquina, obtenida de una fuente externa. =

seria la fuerza electromotriz inducida en los conductores creada por las
variaciones temporales del campo magnético que esta afectando a los mismos.

Para el caso de corrientes eléctricas de frecuencia constante, la expresion Ec.
3.11 se puede desarrollar en variable compleja:

1 . * . *
Oy, jul0c = Q_c.fg o (Vs + joA) (V5" — jwA*) dQ Ec.3.12
C

Como el proceso térmico desarrollado en Ec. 3.12, no va a permanecer
estrictamente constante en el tiempo, entonces desarrollando dicha expresion
para hacerla depender del tiempo queda como sigue:

*

1 ] 0A R
Ou, Jul,0c =Q_ ﬂ- o <VS +](»A+E) (VS — jwA +_6t> dQ dt Ec. 313
C
T Qc

Asi se comprueba que las pérdidas debidas al efecto Joule van a depender de
la naturaleza del conductor (o), de las tensiones operantes (VS + jwA + Z—’:) y del
tiempo que dure el proceso (T). Hay otros autores que simplifican al maximo
estas expresiones (Popova, et al., 2011). La complejidad de las expresiones que
se quieran implementar dependera de las necesidades del modelo a desarrollar.

3.7.3 Pérdidas en los dieléctricos

Es habitual en los calculos eléctricos en baja tensién considerar a los
aislamientos como dieléctricos perfectos. Pero, a medida que sube la tensién y,
ademas, pudiera subir la frecuencia, comienza un fendmeno de polarizacién en
ciclos de histéresis de las moléculas del aislamiento. En maquinas eléctricas el
efecto de la frecuencia no va a ser muy significativo en los dieléctricos debido a
los bajos valores de ésta. En cambio, la tension si va a jugar un papel muy
importante en los transformadores, generadores y motores de alta tensién
(Driesen, 2000).

A efectos de calculo electromagnético se suele olvidar, o en el mejor de los
casos despreciar el efecto que tiene el campo eléctrico creado por el



Capitulo 3 49

desplazamiento (polarizacion) de las cargas eléctricas (D). En esta tesis se
considerara despreciable. No obstante se presenta un pequefio apunte para
determinar cuanto pudieran representar estas pérdidas.

1 1
Ou,dieQc = 'Q_c.fg w €ge tan(dg) E* dQ = Q_cfn w €m E? dQ Ec. 3.14

Siendo € = €, + je;,,, término que se conoce con el nombre de rigidez
dieléctrica compleja. Al término &z se le conoce con el nombre de angulo de
pérdidas.

En la expresion Ec. 3.14 se comprueba el papel que juega la tensidn,
representada por el modulo del campo eléctrico (£), la frecuencia (@) y la
naturaleza del dieléctrico [tan(6g),€]. El angulo de pérdidas representa el
retraso que existe ente los fasores D y E .

3.7.4 Pérdidas en el hierro

Es la disipacion de energia calorifica originada por ciertos fendbmenos fisicos
que aparecen en los nucleos de las maquinas eléctricas. Estos fendbmenos son
los siguientes:

e Pérdidas por histéresis magnética

e Pérdidas por corrientes parasitas

La histéresis magnética en los nucleos puede tener dos origenes, prevaleciendo
uno mas que el otro. A saber, la llamada histéresis alternativa aparece por el
ciclo de tipo histérico al que se ven sometidos los nucleos cuando varia el campo
magnético ciclicamente, aun en los casos donde dicho nucleo no tiene
movimiento fisico relativo, como pudieran ser los nucleos de los
transformadores. La conocida como histéresis rotativa aparece cuando el
nucleo ferromagnético de la maquina se ve sometido a movimientos ciclicos,
aun con un campo magnético de tipo estacionario (Driesen, 2000).

En el caso de la maquina asincrona de induccion se dan simultaneamente los
dos tipos de histéresis, prevaleciendo la histéresis magnética alternativa sobre
la rotativa.

La histéresis magnética consiste en un proceso ciclico de orientacion de los
dipolos magnéticos del material que esta sometido a dicho campo magnético
cambiante. A nivel atdmico significa una continua vibracion mecanica de los
spines de los electrones de valencia de los enlaces metalicos. Esto conlleva la
produccién de calor que medimos de forma macroscopica. Calor, que tal como
se ha dicho, en el caso de las maquinas eléctricas, no produce utilidad
econdmica.
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Es de destacar que, salvo el caso de los transformadores estaticos, el calor
producido por el ciclo de histéresis magnética en las maquinas rotativas se
produce de la siguiente manera:

elip _ _alt + grot
u,Hist — “u,Hist u,Hist Ec. 3.15

Esto sera importante en la medida que se forma un area que abarca todo el
ciclo. A medida que esta aumenta, las pérdidas seran mayores (Driesen, 2000).

Sobre la histéresis magnética se han propuesto multitud de modelos
matematicos para poder calcular sus efectos, en especial el calor generado por
ella (Dupre, et al., 1998), (Pruksanubal, et al., 2002). Muchos de estos modelos
requieren un alto costo computacional. El concepto de partida es la energia
contenida en el area abarcada por el ciclo de histéresis magnética.

B
+Bmd: .

Figura 3-17. Ciclo de histéresis.

En la Figura 3-17, en el ciclo de histéresis, La energia disipada es proporcional
al area 1-2-3-4-5-6 de B-H.

Como los nucleos son tridimensionales, entonces la energia sera proporcional
al volumen de material ferromagnético del nucleo.

elip _ s, 7 .aD
Oynist =V ng dB Ec. 3.16

Como se observa, cuanto menos volumen de material haya, menos pérdidas
por histéresis. Tal reduccidén no siempre es posible por motivos de disefo de la
maquina. La otra solucion seria, sin variar los valores de Bmax, lOograr que la
superficie del ciclo se redujera. En esto se van a basar los disenadores de
maquinas eléctricas para construirlas, asi como los modelos matematicos que
lo expliquen.

Estos modelos matematicos de la histéresis magnética van desde los mas
simples como el propuesto por Steinmetz en 1892, para determinar la potencia
equivalente:

Py =Ky f BV Ec.3.17
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O bien como otros autores (Vande Sande, et al., 2004), (Vande Sande, et al.,
2004), (Cardelli & Faba, 2014), (Driesen, 2000) del cual destacamos el modelo
de reluctividad compleja dependiente de la frecuencia de oscilacion del campo
magnético armonico:
H=(ve/*)B=(ve/’)B=0B Ec. 3.18

Que desarrollandose en el modelo propuesto por (Driesen, 2000) se convierte
en:

elip —1f<HB OgH cos 6 0B H B senf aB)dt
Oy Hist =7 senBgH cos Op d0n Séenvp 905 Ec. 3.19

T

En esta tesis no se van a estudiar las pérdidas producidas por la histéresis
magnética.

Las pérdidas por corrientes parasitas reciben otras denominaciones como
pueden ser corrientes de Foucault (escuela francesa) y corrientes eddy (escuela
anglosajona). Se utilizaran indistintamente estas denominaciones para
referirnos a las mencionadas corrientes.

Quizas la mejor forma de definir estas corrientes sea la de eddy currents, pues
se traducen aproximadamente como corrientes erraticas o corriente en
remolino, definiéndose de forma muy grafica este fenémeno.

Las corrientes de Foucault se producen en el interior de cualquier material
conductor de la electricidad y que esté sometido a un campo magnético alterno.
Es por ello que cualquier metal que forma parte de la maquina eléctrica esta
sometido a este tipo de fenomeno. Estas corrientes se producen también en los
conductores, por lo cual no es facil de distinguirlas respecto de las corrientes
producidas por la aplicacion de fuentes externas a los mismos.

Las corrientes de Foucault cobran importancia en los nucleos, pues no portan
una mejora a la maquina, produciendo, por el contrario, pérdidas en las mismas.

El modelo matematico mas sencillo para determinar la potencia calorifica
disipada por corrientes de Foucault es el propuesto por Steinmetz:

_ 2 2 2
Pp =Kp f“Bpaa oV Ec. 3.20

Donde a es el area transversal de la chapa aislada que forma parte de los
nucleos de las maquina eléctricas. Si a tendiese a cero, las pérdidas por
corrientes de Foucault tenderian a desaparecer. Esto es lo que se intenta al
laminar chapas y aislarlas entre si. Cuanto mas delgada es la chapa del nucleo,
menos pérdidas de Foucault. Por otro lado, empeorando la conductividad o del
acero ferromagnético, menos corrientes eddy habra. Es por ello que se le aflade
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silicio al acero ferromagnético, su tenacidad disminuye, pero también
disminuyen las pérdidas por Foucault.

Un modelo propuesto para calcular dichas pérdidas por corrientes de Foucault
es el siguiente (Driesen, 2000):

alt ga®1 [ (3B \*
ot =— | (=) at
u,Fou 12 T_[ <at ) Ec. 3.21

T

Si se perdiese el aislamiento entre las chapas, este calor aumentaria,
aproximadamente, de la siguiente manera (Driesen, 2000):

2 2 £2
O.alt — n-oa f BZ
u,Fou — 6 m Ec. 3.22

Si el campo magnético esta distorsionado con respecto a una onda senoidal, su
contenido en arménicos contribuiria de la siguiente manera (Driesen, 2000):

n

2 2 2
ncoa®f
Jgs?tou = hle Brznéx ha
. 6 f Ec. 3.23
ha=1

Si se consideran las pérdidas de Foucault como pérdidas elipticas (Driesen,
2000), entonces:

2 2 £2
ncoa®f z
alt _ 2 2 2
Ou,Fou = 6 ha ( Bméx,ha + Bmin,ha) Ec.3.24
ha=1

En esta tesis se estudiaran modelos de conductores donde apareceran
corrientes inducidas. Estos conductores pueden ser devanados de la maquina,
sometidos a campo magnético alternativo y conectados a fuentes externas,
tanto de tension como de corriente. Asi mismo se estudiaran modelos donde
Unicamente existiran corrientes de Foucault debidas a campos externos
alternativos.

3.7.5 Pérdidas mecanicas

Las pérdidas mecanicas estan asociadas a maquinas eléctricas rotativas.
Estrictamente las vibraciones de las chapas del nucleo, mayores o0 menores
segun el grado de acufiamiento, de los transformadores serian pérdidas
mecanicas en dichas maquinas eléctricas. Por su dificultad para separarlas de
las pérdidas en el hierro y en los devanados, se consideran incorporadas a
ambos.

En las maquinas eléctricas rotativas, las pérdidas mecanicas consisten
basicamente en fricciones en las partes méviles. A saber, fricciones de:
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e Superficies externas del rotor y ventiladores solidarios al eje.

e Cojinetes de apoyo del eje rotérico con el estator.

El estudio de las pérdidas mecanicas no es objeto de esta tesis.

3.8 Procesos de transmision de calor y materia en las
magquinas asincronas

Estudiadas las fuentes de calor en las maquinas eléctricas en general y, en la
maquina asincrona en particular, cabe hacerse la pregunta: ; Qué importancia
tiene la produccion de calor y su transmision? La respuesta se ha dado casi de
antemano en las normas UNE mencionadas. Se trata de mantener una
temperatura dada de funcionamiento. Esto solo se consigue si hay equilibrio
térmico:

Qproducido = Gtransmitido — Temperatura constante Ec. 3.25
Visto y comprendido el equilibrio térmico, es condicidn necesaria conocer los

mecanismos de transmisién del calor. Los principales mecanismos de
transmision del calor son:

e Conduccion
e Conveccion

e Radiacion

Sea cual sea el medio de evacuacion del calor, éste sera transmitido siempre al
ambiente que envuelve a la maquina. Los tres métodos anteriormente funcionan
de forma pasiva o natural en la maquina eléctrica. Aun a pesar de esto, el calor
generado, sobre todo en el interior de la maquina, en la zona del entrehierro que
comparten estator y rotor, es dificil de evacuar. Por todo ello se recurre a la
evacuacion forzada de este calor. En términos técnicos a esta evacuacion del
calor generado en el interior de la maquina se le denomina ventilacién forzada.
Para llevarla a término se disefian las maquinas con un ventilador solidario al
eje de la misma. Al girar la maquina, el ventilador impulsa aire fresco desde el
exterior al interior de la misma. Cada unidad de aire introducida en la maquina
se caliente (evacua el calor generado) y es desplazada de nuevo al exterior.
Este flujo de masa transporta energia calorifica. A este tipo de maquinas se les
denomina autoventiladas. Aun asi hay regimenes de funcionamiento de la
maquina que no permiten la evacuacion necesaria de calor mediante el flujo de
aire frio por su interior. Es entonces cuando se recurre a ventiladores externos
a la maquina que permitan dicha ventilacién. Este problema se agudizado con
la mala utilizaciéon de reguladores de velocidad en maquinas autoventiladas,
especialmente en las maquinas asincronas. El aumento de temperatura fuera
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de las condiciones nominales de la maquina por una no adecuada ventilacion
mientras opera, se conoce con el término de desclasamiento de la maquina.

En esta tesis no se ha tenido en cuenta la transferencia de masa que supone el
aire impulsado al interior de la maquina asincrona con objeto de refrigerarla.

3.8.1 Transmision del calor por conduccion

La conduccién del calor es la modalidad de transmisién del calor que se ha
estudiado en esta tesis. La ecuacién que rige la conduccion de calor en sélidos
en régimen dinamico es la siguiente:
V. (—21-V dr/ _
V- (-2 VT)+p G g =4 Ec. 3.26

Es la llamada ecuacion de transmision del calor de Fourier. Esta ecuacion
representa un balance de energia calorifica que depende del flujo neto de

energia calorifica {V - (—=1-V 1)}, la energia calorifica generada {¢} y la energia
calorifica almacenada en el material {p Cp dT/dt}'

Si se ha alcanzado un régimen estacionario, no habra variaciones de
temperatura, permaneciendo ésta constante. Con lo que la Ec. 3.26 queda como
sigue:

v (_A'VT) =q Ec. 3.27

Esto indicaria una correcta ventilacion si la temperatura Tt permanece en el rango
de valores normalizado. Caso contrario, pudiera ser que se haya conseguido
alcanzar el equilibrio térmico con una temperatura demasiado alta, fuera de
norma.

Pudiera ser que nos interesara solamente analizar como se trasmite el calor a
través de los materiales. Esto es sumamente importante en los aislantes
eléctricos, que como tales, suelen ser también buenos aislantes térmicos. Esto
hace que se favorezca el aislamiento eléctrico pero empeore la transmisién del
calor desde el elemento conductor hacia el exterior. De igual manera se puede
estudiar como transmiten calor las masas que constituyen el rotor y el estator.

Matematicamente para realizar lo anteriormente descrito basta con anular las
fuentes de calor y sélo considerar que se produce una transmision simple desde
el foco caliente hacia el foco frio. Entonces la expresiéon Ec. 3.27 queda como
sigue:

V- (-2-V1)=0 Ec.3.28

Desarrollada queda como una ecuacion tipo Laplace:
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%t d%*t 0%t oA 04 04
—A _T< ):0 Ec. 3.29

a2 T ay2 T o2 ox oyt az

Donde A es el coeficiente de transmision del calor o conductividad térmica. La
conductividad térmica puede permanecer constante o depender de la
temperatura y las coordenadas del medio. Si el cuerpo es isotropo desde el

. A oA A | 42
punto de vista térmico, entonces la componente (5 + 3 + E) = 0, con lo que:

3 621+621+621 “ o
ax2  9y?  0z%2)

Ec. 3.30

Seria el caso mas simple de transmision de calor a considerar.

A lo largo de los anteriores desarrollos hemos de decir que el papel que juega
g es el de ser el calor producido por la fuente total de generacién de calor
(histéresis alternativa, histéresis rotativa, histéresis eliptica, corriente de
Foucault). La expresiéon Ec. 3.31 viene a simbolizar esto.

q0<au=Zadk j = alt,rot,elip,..; k = Hist, Fou Ec. 331
Se ha de destacar que, en la transmision de calor, sea cual sea su modo, en la
frontera I (pared o superficie por donde cruza el flujo de calor) el cruce de dicha
frontera se hara en direccién a la normal 7 a dicha superficie, siguiendo la
condicion de frontera de Neumann.

dat

_AF r, A= Ec. 3.32

Es decir, se supone que el flujo de calor g,, atraviesa la pared I, , de superficie
A, en direccion de la normal 71 a dicha pared siguiendo el mayor gradiente de

Jt . Lo
temperatura (—/13). Es preciso aclarar que, matematicamente, g, es un

escalar, pues (—A%]F ) -An = g Anl = q,

pared
f gt _ . Perfil de
g (1)=(—-4 7 n velocidades del fluido

Foco v
caliente 9 . — G
Un In

> . : 5 Foco

, Ty, + A : v
Jy n A §(7) = (—fl—) n il os [
\ pared

Foco Foco
frio caliente O-u

(a) (b)

Figura 3-18. Transmision del calor por conduccion (a) y conveccion (b).
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Esta introduccién a la transmisién de calor por conduccién, su célculo y sus
aplicaciones se ha extraido de (Holman, 1999), pag.1-7, 51-67, 95-101, 109-
132; (Popescu, et al., March 26-27, 2015).

En esta tesis se estudiara este tipo de transmision de calor, en régimen dinamico
y aplicado a la maquina asincrona.

3.8.2 Transmision del calor por conveccion

En la transmisidn del calor por conveccion, el calor se transmite entre la pared
convectiva I y un fluido que discurre, tangente a la pared, y a una determinada
velocidad v. Ver Figura 3-18 (b).

ot
qn = _’13 r "A=hA(T-1,) © qn = heA(T — 7o) Ec. 3.33

El flujo de calor depende del area A de la pared y de la diferencia de temperatura
existente entre la temperatura de la pared 7y la temperatura del fluido z,
existiendo un coeficiente h., llamado coeficiente de conveccion.

En las maquinas eléctricas la velocidad v del fluido, habitualmente aire, la
impone el ventilador solidario al eje de la maquina, caso de las maquinas
autoventiladas, o bien mediante ventiladores externos auxiliares. La
temperatura 7. sera la del ambiente que rodea a la maquina. 7 sera la
temperatura a estabilizar mediante al ventilacion hasta conseguir los valores
normalizados. h. dependera de la superficie donde actua el fluido. Asi, en el
caso de la maquina asincrona de rotor bobina, el coeficiente de conveccion de
la superficie rotorica sera diferente que el de su superficie estatorica. De igual
manera no tendra el mismo valor de coeficiente de convecciéon la superficie
rotérica de una maquina de jaula de ardilla. La morfologia superficial de ambos
tipos de maquina impondra coeficientes de conveccion diferentes. Recordar
también que las aletas de refrigeracion de la carcasa se ven sometidas a un
proceso convectivo debido al aire circulante por ellas, normalmente impulsado
por los ventiladores solidarios al eje rotdrico.

En esta tesis no se estudia el proceso convectivo de transmision de calor. No
obstante existen trabajos a este respecto como el de (Howey, et al., 2012) que,
aunque tratan del el proceso convectivo en el entrehierro de motores de imanes
permanentes (PM), por su aplicabilidad a los motores de induccion merece ser
tenido en cuenta. Asi mismo es de destacar el trabajo de (Jiang & Jahns, 2013)
donde se estudia el proceso convectivo en estado permanente y transitorio,
aportando ademas la técnica para estimar el parametro convectivo de forma
practica en una maquina eléctrica prototipo.

La introduccion a la transmision de calor por conveccion ha sido extraida de
(Holman, 1999), pag. 7-8, 149-158, 193-215; (Popescu, et al., March 26-27,
2015).
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3.8.3 Transmision del calor por radiacion

La energia calorifica se transmite en forma de onda, cuya longitud de onda se
situa entre el espectro infrarrojo y el espectro ultravioleta. El flujo de calor sigue
la siguiente ley:

ot

=1~ . A=e o5 AT —10) S Gn=g 0 AT —TH) 44,

Donde ¢, es el coeficiente de emisividad de la pared de radiacion I, , cuya
superficie es A. La variable agg es el coeficiente de Stefan-Boltzman.

Estrictamente hablando no existe una transmision de calor puramente radiante
en las maquinas eléctricas. El caso mas proximo seria el de los transformadores
sin ventilacién forzada. Aun asi el proceso no es una radiacion pura pues existe
un proceso convectivo natural en las aletas de refrigeracion. En el caso de la
maquina asincrona se acercaria, aproximadamente, a un proceso de
transmision del calor por radiacion cuando la maquina, aun caliente, se parase
y se dejase enfriar en ausencia de fluidos refrigerantes externos e internos.

En esta tesis no se estudia el proceso de transmision de calor por radiacion.

Si se ha de desatacar a este respecto el trabajo de (Boglietti, et al., 2009), que,
utilizando redes resistivas para modelar térmicamente a la maquina eléctrica,
aporta una expresion para calcular la resistencia equivalente a la radiacion
térmica en una maquina eléctrica.

La introduccion a la transmision de calor por radiacion ha sido extraida de
(Holman, 1999), pag. 9, 271-276; (Popescu, et al., March 26-27, 2015).

3.9 La transferencia de calor por conduccién en la
Formulacion Finita

La ecuacion de transmision del calor por conduccion (Ec. 3.26) en términos de
Formulacién Finita queda como sigue:

q[T, 5] + 0,[T, V] = u[t*, V] — ult™, V] Ec. 335
Andlogamente, el flujo neto de energia calorifica es {q[T,S]}, la energia

calorifica generada es {o,[T,V]} y la energia calorifica almacenada en el
material es {u[t*, V] — u[t~, V]}.

Son variables de fuente, por lo tanto estan referidas a elementos espaciales
duales y a elementos de tiempo primales. Se supone que las fuentes de calor

estan contenidas en volumenes duales (V) y que el flujo de calor atraviesa las
paredes de la celda dual (S o bien dV, que es lo mismo).
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Variables de configuracion Variables de fuente
Espacio: primal Espacio: dual
Tiempo: dual [E,P] Tiempo: primal

O ED [T.7]

[T.P]
®
O

T

4=

7.t @

Figura 3-19. Diagrama de transmision del calor, (Tonti, 2013), pag. 398.

3.10 Ecuaciones topoldgicas de la transferencia de
calor

La temperatura es una variable que define como es el campo térmico. Esto hace
que sea una variable de configuracién asignada a un punto o nudo primal.
Fisicamente lo medible son las diferencias de temperaturas (gradientes). Estos
iran asociados a las lineas o aristas del espacio primal, siendo pues variables
de configuracion.

El calor se transmite desde un foco caliente a uno frio, estando el dispositivo
analizado inmerso en este flujo calorifico. Seria una conduccion simple de calor.
La fuente seria el calor g[T,S] transmitido, constituyéndose en variable de
fuente, y, por lo tanto, ubicada en el subespacio dual. Si el material del
dispositivo analizado, por algun motivo a nivel fisico-quimico alterase su energia
interna, entonces se constituiria en una nueva fuente de calor {u[t*,V]—
u[t~, V]}. Por ultimo, el dispositivo analizado pudiera poseer sus propias fuentes
de calor [T, V], entonces también estas serian variables de fuente ubicadas
en el dual. Para formarse mejor una idea de este ordenamiento ver la Figura
3-19.

3.11 Ecuaciones constitutivas de la transferencia de
calor

Autores como (Alotto, et al., 2008), (Bullo, et al., 2006a), (Bullo, et al., 2006b),
(Bullo, et al., 2006c) y (Tonti, 2013) proponen diversos tipos de ecuaciones
constitutivas. En este apartado de exponen unas ecuaciones constitutivas
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térmicas genéricas que permitan entender el diagrama de Tonti referido a la
transmision del calor en sélidos, que sera el caso de estudio.

(f7,p] __  [T,V]

(O—ou=r@0 —@

[T, P] [t, V]
(o u =u.0+pC;,r—@

el
Il
~

=1}

Figura 3-20. Ecuaciones constitutivas térmicas.

La primera ecuacidon constitutiva, Figura 3-20, parte superior, relaciona una
fuente de calor con la temperatura. Esto cuando la propia fuente de calor
depende de la temperatura. Este caso no es apreciable en maquinas eléctricas,
pero si en muchos procesos fisicos en los dispositivos semiconductores.

La segunda ecuacidén constitutiva, Figura 3-20, parte media, relaciona una
fuente de calor con la temperatura. En este caso es la energia interna del
material u que se ve modificada con la temperatura 7.

La tercera ecuacion constitutiva, Figura 3-20, parte inferior, el calor g con el
gradiente de temperatura g mediante el coeficiente de transmision del calor por
conduccion A.

En esta tesis se propone una nueva ecuacidon constitutiva para la transmisién
por conduccion. Por la importancia de esta aportaciéon, este tema sera tratado
en capitulos posteriores con mayor amplitud.

3.12 Conclusiones

Al usar la Formulacion Finita, se cuenta con un nuevo marco tedrico alternativo
a la formulacion diferencial e integral aplicado al campo electromagnético y a la
conduccion del calor.

Se ha particularizado la Formulacion Finita de las ecuaciones electromagnéticas
y térmicas para aplicarlas al funcionamiento de la maquina eléctrica asincrona.
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CAPITULO 4

El Método de la Celda en el electromagnetismo y
la conduccion térmica
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Sintesis

Se explica el Método de la Celda como método de calculo numérico para llevar
a término la Formulacion Finita aplicada al campo electromagnético y térmico.
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4.El Método de la Celda aplicado al
electromagnetismo y la conduccion térmica

4.1 Introduccion

El Método de la Celda es el método numérico para llevar a términos de calculo
lo expresado en la Formulacién Finita.

La conexién entre la Topologia, el Algebra y el Calculo es intrinseca al Método

de la Celda.

Topologia Algebra Calculo
Celdas Vectores Sistemas de coordenadas
Variables globales Matrices de la Variables de campo
Formas discretas Fisica Computacional Formas diferenciales

Ecuaciones diferenciales

Figura 4-1. Relacién entre la Topologia, el Algebra y el Calculo.

Los fundamentos de este tipos de métodos de calculo numérico esta en el
Calculo Exterior de las Forma Diferenciales (Desbrun, et al., 2008). La aplicacién
del Calculo Diferencial Externo ha mejorado muchos métodos numéricos
utilizados en la Fisica y la Ingenieria, evitando con ello errores en las soluciones
globales del problema con estados de las soluciones locales bien estructurados
(Desbrun, et al., 2008), pag. 288-289.

4.2 Generalidades

Se enunciaran una serie de conceptos claves para poder comprender en que
consiste el método numérico de resoluciéon de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales conocido como Método de la Celda.

4.2.1 Concepto de celda

La celda o complejo simplicial es el elemento minimo para aplicar el Método de
la Celda en la Formulacién Finita. De aqui en adelante, para simplificar se
empleara el acronimo FF-MC para referirse a la Formulacion Finita y el Método
de la Celda.

La celda puede ser del tipo 1-simplex, 2-simplex 6 3-simplex. Se recuerda que el
0-simplex es referido al punto geométrico. Ver el capitulo 3.
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Para profundizar en aspectos topologicos del significado de la celda es
recomendable leer a (Desbrun, et al., 2008), pag. 295-297 por su sencillez y
didactica en la explicacion de este concepto topoldgico.

4.2.2 Mallado estructurado y no estructurado

Cuando un dominio continuo se discretiza, se puede hacer de diversas maneras.
Sea cual sea la forma de discretizacion, esta discretizacidon consiste en
fragmentar el domino continuo en celdas, utilizando para ello diversas formas
geométricas asimilables a los complejos simpliciales. Si las celdas son
ortogonales entre si, entonces a estos mallados se les denomina mallados
estructurados. Cuando las celdas no son ortogonales entre si, a estos mallados
se les denomina mallados no estructurados.

1 Dimension 2 Dimensiones 3 Dimensiones

QlD

0

Figura 4-2. Mallados estructurados y no estructurados.

En la Figura 4-2 se aprecian mallados estructurados en dos dimensiones (b) y
en tres dimensiones (e), asi como mallados no estructurados (c) y (f). Para el
mismo dominio bidimensional Q2p se comprueba que al utilizar rectangulos (b) el
error es mucho mayor en la frontera que cuando se utilizan triangulos (c). De
igual manera sucede en el dominio Qsp utilizando celdas hexaédricas (e) frente
a celdas tetraédricas (f).

Cada problema y cada contorno llevan una celda adecuada. Asi, en las maquinas
eléctricas, por sus geometrias concavas y convexas, tanto tridimensionales
como bidimensionales, las celdas que mejor se ajustan a los dominios a estudiar
son las celdas tetraédricas y las celdas triangulares, respectivamente.

El estudio del mallado 6ptimo para un dominio determinado se sale del ambito
de esta tesis. Para realizar los mallados estudiados se ha recurrido a malladores
como el Gmsh (Geuzaine & Remacle, 2009) o a programas que tienen sus
propios malladores como el FEMM (Meeker, 2009). Ambos programas son de
uso libre.
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4.2.3 Celda tetraédrica y celda triangular

Para poder aplicar el Método de la Celda, MC de aqui en adelante, asi como
otros métodos numéricos, es necesario que la celda y sus elementos estén
orientados - orientacion externa e interna citadas en el capitulo 3 -. A lo largo de
la presente tesis, la celda que se va a utilizar, en el caso tridimensional, es el
tetraedro; siendo el triangulo utilizado en el caso bidimensional. En la figura
Figura 4-3 se muestran las celdas primales y duales utilizadas en dos y tres
dimensiones.

2D 3D
Py
P, So
Ly
. T N
L
7 o Primal 7 L L !
e e
y o
P, P, S - ! L,
P, L, Ls P,
53
< ;3;‘. Dual I \EO
/ LZ\'Y \ G-k-‘¥"‘:¢'
bi, A

Figura 4-3. Celdas primales y duales en 2D (triangulos) y en 3D (tetraedros).

Para las superficies se considera que la orientacion es positiva cuando su sentido
es antihorario y negativa al contrario. La numeracion de los elementos de la celda
es arbitraria. Se ha escogido el subindice inicial cero por motivos practicos, ya
que los contadores en el lenguaje de programacién C** se inician en cero.
Siguiendo la notacién topoldgica, la Figura 4-3 se puede enunciar de la siguiente
manera:

2D primal

2D dual

3D primal

3D dual

P & {ny,ny,ny}

P & {fiy, 71y, iy}

P ¥ {ngy,ny,ny,ns3}

p = {ﬁOI ﬁl’ ﬁZF ﬁ3}

L= {Lo, Ly, Lo}

L% {Ly Ly, Ly}

L= {LOJ L1! L2' L3}

Z = {ZO' le ZZ' ZS}

S = {So}

52 (5,)

S déf {SO' Slr SZ' 53}

S = {$0,5,,5,,55}

V= {0}

7« (@}

Ve i}

Ve {7}

Tabla 4-1. Notacion topolégica de celda primal y dual en 2D y 3D.
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En las celdas tetraédricas, las lineas de las sub-celdas duales se obtienen
uniendo los baricentros de las caras primales con el baricentro del volumen dual.
En las celdas triangulares, los baricentros de las sub-celdas duales se obtienen
uniendo el baricentro del triangulo primal con el baricentro de la arista dual, que
corresponde con el punto medio de dicha arista. La expresion Ec. 4.1 se utiliza
calcular el baricentro del tetraedro (B7) y la expresion Ec. 4.2 para el calcular el
baricentro de un triangulo en tres dimensiones (Bs). Si el triangulo esta en dos
dimensiones, la expresion Ec. 4.3 seria la utilizada para el calculo del baricentro
de dicho triangulo (Bz).

4 4 4
1 1 1
BT(X,}’;Z)= Z.Zxkizlzyk'zlzzk Ec. 4.1

k=1 k=1 k=1
3 3 3
1 1 1
B3t(x;y,z): §IZXk’§lzyk'§.ZZk Ec.4.2
k=1 k=1 k=1
3 3
1 1
By (x,y) = §'Zxk:§'zyk Ec. 4.3
k=1 k=1

Asi P, = P, (xy, Vi, 2 ) Son las coordenadas de los nudos de un tetraedro o un
triangulo, segun corresponda.

Analiticamente se considera que una superficie en R%, o un volumen en R3, estan
orientados positivamente si las expresiones Sy I'de Ec. 4.4, respetivamente,
son mayores que cero

Xo Yo 1
X1 Y1 1
X2 Y2 1

S

>0

N| =

1
=5 det(ni,nj,ni, [1) =

Xo Yo 2 Ec.4.4

1 1 X1 N Z1
_i'det(ni'nj'ni'nk’[l)_gl X2 Y2 7

X3 Y3 Z3

|4 >0

[ WY

En el cédigo de programacion dénde se implemente estas expresiones, una vez
determinado la orientacion negativa, sila hubiere, simplemente con permutar dos
filas o columnas, la celda quedaria orientada positivamente, siendo éste el
objetivo. Asi mismo, una vez positivado, el valor numérico de S o de V sera
utilizado en calculos posteriores en el MC.

4.2.4 Modo local y modo global

En el MC, prescindiendo de la necesidad del calculo de las coordenadas
absolutas del mallado (coordenadas cartesianas), el mallado en si mismo no
lleva métrica alguna, pues sus elementos realmente son etiquetas asociadas a
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las coordenadas de los nudos: etiqueta — nx (xx yx zr). Entonces cada celda
estara referida unicamente por sus etiquetas: triangulo — (n; n; nx); tetraedro —
(n; nj kg, ).

El dominio que afecta al problema a estudiar lo denominaremos (2. El mallado
se hace sobre este dominio (2. Este contendra un numero finito de celdas,
triangulos o tetraedros segun sea la dimension. Si se ejecutan todos los calculos
sobre el numero total de celdas simultaneamente, entonces se dice que se hacen
los calculos en modo global. Si por el contario, los calculos se realizan celda a
celda, para, una vez terminados, incorporarlos a una matriz global que
interrelaciona a todo el dominio (2, entonces se dira que los calculos han sido
realizados en modo local.

Sistema | | Sistema o
: Y — e [M]
continuo L discreto Numero total de celdas Q local
acl
M ‘s
Ne [M]giovar Formulacién local

Q

{fenémeno global}lg, = Z({fenémeno local} = {celda})q, Formulacién global

k=1

Figura 4-4. Modo local y modo global.

Normalmente se trabaja en modo local ya que el modo global requiere una gran
capacidad computacional (memoria fisica del ordenador). Siendo esto asi, la
discretizacion conlleva un ordenamiento de los elementos de la celda para poder
trabajar en modo local y evitar duplicidades erroneas a la hora de ensamblar el
modo local en el modo global.

4.2.5 Ordenamiento de los elementos de las celdas en el dominio
discretizado

El espacio continuo a estudiar se discretiza con una herramienta adecuada
(mallador). Con este procedimiento se obtienen los nudos o vértices, que son las
entidades fundamentales, y las relaciones entre ellos (tetraedros o triangulos, o
los elementos geométricos que se hayan utilizado para mallar). A partir de estos
datos se obtienen las aristas, superficies y volumenes. Si los nudos tienen
etiquetas de asignacién, entonces se pueden formar celdas tipo. En la Figura 4-5
se muestra la obtencion de las entidades a partir de dos tetraedros.
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» Moz
-—
Ny, o m
b
:
g3 /
gz g3 Uy nys

N

- N

Figura 4-5. Dos tetraedros que comparten una cara, tres aristas y 3 nudos.

Los malladores, en este caso el Gmsh, aportan una serie de entidades: etiquetas
de nudos y aristas, coordenadas cartesianas de los nodos, numero de nudos,
etiquetas de los tetraedros - o triangulos, cuadrangulos, etcétera; segun sea
elemento geométrico utilizado por el mallador -. A partir de estos datos, y
mediante programas especificos, se obtienen los ficheros de datos que
pretendemos. Un archivo tipo es el que se muestra en la Tabla 4-2. En ella se
reflejan los datos obtenidos de los tetraedros de la Figura 4-5, siguiendo la
secuencia que se indica a la derecha de la misma figura.

Tetraedro nudos Aristas nudos Aristas nudos Caras nudos Caras nudos

Ty T1o To T10

To No1, No2, No3, Noa ao noi, Noz ao oz, No3 S0 101, N0z, 04 S4 Noz, No3, Nos
aiz noi, No3 as noz, No4 S1 noi, No3, Noz S5 no3, No4, Nos

T10 Noz No3, Nos, Nos az noi, No4 az noz, Nos 52 noi, No4, No3 S6 noz, Nos, No4
asz noz, oz as 103, No4 53 Noz, No3, No4 53 noz, No3, No4
as nos, No4 as nos Nos
as noz, No4 azo no3, Nos

Tabla 4-2. Almacenamiento de datos de una discretizacion de un dominio.

Observando la tabla, las aristas ao, az y as son aristas compartidas por los dos
tetraedros. La cara sz es una cara compartida por los tetraedros. Los nudos noz,
nos 'y nes son compartidos por ambos tetraedros. Con objeto de no acumular
errores, tanto si se trabaja en modo local, como si se trabaja en modo global, en
el conjunto de datos finales, las repeticiones de elementos, aristas y caras, deben
eliminarse, sélo dejando una en la orientacion inicial. Este proceso no es sencillo,
pues a medida que aumenta la dimension del elemento, aumenta las
combinaciones para determinar si esta repetido o no. Esto conlleva algoritmos
de ordenamiento, clasificacion y eliminacion que tienen un coste computacional
relativamente alto (Simon-Rodriguez, et al., 2011), (Gonzalez-Dominguez &
Monzén Verona, 2013). Algoritmos que mejoran cuando se utilizan lenguajes
como el C++, y que empeoran con aplicaciones interpretadas como Octave® o
Matlab®.
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gy gy
. »
v N\ "4 N\

g3 g, fgz g,
) Rl
{no1, 103, o2 } {no1, M2, No3}

544 5 {no3, noz, Mo } S X {92, 13, No1 }
{no2, 101, No3} {ng3, o1, Moz }

Orientacion positiva Orientacion negativa

Figura 4-6. Orientacion positiva o negativa de una superficie.

La orientacion de los elementos de la celda es uno de los aspectos mas
importantes a tener en cuenta en el FF-MC. Segun sea la secuencia de lectura
de los nudos en el archivo informatico, y siempre que se mantenga el mismo
criterio, se pueden establecer orientaciones de los elementos con relativa
facilidad. En la Figura 4-6 se muestra como se obtiene una orientacion positiva
0 negativa de una superficie. Se hace notar que la permutacion de un elemento
cambia el signo de la orientacion de orden superior. Asi, si permutamos dos
nudos, cambia la orientacién de la arista, con lo cual cambia la orientacion de la
cara.

4.2.6 EI proceso de eliminacion de entidades del mallado
repetidas

El proceso de eliminacion de aristas y caras repetidas consiste en un
ordenamiento previo de dichas entidades. Cuando se comprueba que existen
repeticiones del elemento (arista o cara), se procede a su eliminaciéon. Una vez
que ha concluido este proceso, el archivo, con los elementos ordenados y sin
repeticion, tiene que ser topoldgicamente equivalente al archivo original.

¢, Coémo se puede comprobar la equivalencia topoldgica entre el archivo original
y el modificado?

La solucién esta en recurrir a la Formula de Euler-Poincaré Extendida:

Nn_Na+Ns_(Nb_Ns)ZZI(NC_Ge) Ec. 4.5

Donde N,, es el numero de nudos, N, es el numero de aristas, N, es el numero
de caras, N, es el numero de bucles que se pueden realizar sobre el objeto, N,
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es el numero de conchas o superficies cerradas que definen al objeto y Ge es el
numero de agujeros topolégicos del objeto.

Objeto 1 Objeto 2

—— et .
o

N,=8 N,=12; N, =6
N,=6;N.=1; Ge=0
8-12+6—(6—-6)=2-(1-0)

N, =16; N, =24; N, = 10
N,=12;N. =1, Ge=1
16-24 +10—-(12—-10) =2(1—-1)

Objeto 3

i —

Toroide

N,=4; N, =6; N,=4
Ny=6;N,=1; Ge=1 x(M)=20

4-6+4-(6-4)=2-(1-1)
Figura 4-7. Caracteristica de Euler-Poincaré.

Cuando se aplica la férmula de Euler-Poincaré a los objetos de la Figura 4-7, se
observa que todos aquellos que tienen un agujero topoldgico, objeto 2, objeto 3
y toroide tienen la segunda parte de la férmula igual a cero. A este segundo
miembro y(M) = 2 - (N, — Ge) se le denomina caracteristica de Euler.

La consecuencia de esto es inmediata: “Cualquier objeto topoldgico con un solo
agujero y formado por una sola superficie cerrada, sea de la forma que sea el
volumen formado, tiene la misma caracteristica de Euler”. Esto se utilizara para
confirmar que cualquier objeto que discretizemos, al ordenar y eliminar
elementos de celda duplicados, debe tener la misma caracteristica de Euler.

Un caso especial lo constituye la geometria bidimensional, donde la férmula de
Euler-Poincaré Extendida es:

N, —N,+ N, =1-(1+ Ge) Ec.46

No obstante, desde un punto de vista practico se puede recurrir a una forma

simplificada de la formula de Euler-Poincaré Extendida como es el desarrollo de

la misma mediante polinomios de numeros de Betti.

bo_b1+b2_b3+"‘$bn:X(M) Ec. 4.7

En las maquinas eléctricas la dimension espacial es, a lo sumo, R3. Entonces la
expresion Ec. 4.7 queda reducida a:
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Ny — Ng + Ng — N, = x(M) Ec.4.8
Donde N, es el numero de volumenes. En esta condicion, para tres dimensiones,
la caracteristica de Euler sera y(M) =1-(1— Ge), mientras que para dos
dimensiones sera y(M) = 2 - (1 — Ge). Dicho lo cual, las expresiones a emplear
en esta tesis seran:

3D > N, —Ng+ Ng—N, =1-(1-Ge)

Ec.4.9
2D — N, — N, + Ny = 2+ (1 — Ge)

Si nos cefiimos a la topologia de la maquina eléctrica asincrona, los objetos
topoldgicos principales tienen un agujero (estator) o cero agujero (rotor). Esto
nos lleva a que la caracteristica de Euler tome los valores y(M) =1-(1—-1) =
0, o bien que valga y(M) =1-(1—-0) = 1, (Simon-Rodriguez, et al., 2011). Su
aplicacion a la discretizacion de las maquinas eléctricas se puede observar en la
Figura 4-8.

Figura 4-8. Caracteristica de Euler y discretizaciéon en maquinas asincronas.

4.2.7 Matrices de incidencia. Operadores discretos de gradiente,
rotacional y divergencia

Antes de explicar el proceso de construccién de los operadores gradiente,
rotacional y divergencia, conviene hacer una breve introduccién de ciertos
conceptos del Algebra Topoldgica.

Se denomina p-celda a una celda de dimension dim = {0, 1, 2, 3}. Las variables
fisicas estan asociadas a un conjunto de p-celdas denominado p-cadena. El
llamado proceso de co-contorno consiste en aumentar o disminuir la dimension
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de la p-cadena. Para llevarlo a cabo se utiliza el operador co-contorno 2. El
proceso de co-contorno seria el siguiente:

0 d d d 0

Graficamente el proceso co-contorno seria aumentar de dimension a la celda de
calculo (Desbrun, et al., 2008) pag. 296-299, 302-303. Se muestra claramente
en la Figura 4-9.

cO ct
Figura 4-9. Proceso de co-contorno desde el punto de vista grafico.

En el Algebra Topoldgica, cada operador de co-contorno &, que permite pasar de
dimension a una p-cadena C? — (P*! estd asociado a una expresion matricial.

Concretando, cuando se aplica un operador como el gradiente, se hace sobre
una funciéon escalar (punto), obteniéndose un campo vectorial que sigue las
trayectorias de maxima variacion (linea). Si a este campo vectorial obtenido se
le aplica el rotacional, da lugar a la aparicion de circulaciones de dicho campo en
los bordes del plano donde dicho campo circula (superficie). Si sobre dicho
campo vectorial se aplica la divergencia, lo obtenido sera un escalar (punto)
indicando la existencia de fuente, sumidero o un simple cruce del campo por el
volumen que encierra a dicho campo.

Haciendo una mezcla entre el Algebra Topoldgica y el Calculo Diferencial, se
puede obtener una expresion como la de Ec. 4.11 que permite aclarar estos
conceptos, ya que en la ingenieria prevalece la formacion diferencial frente a la
formacion topoldgica

rot(8) ¥ 7 x & = lim M
- " As-0  AS
N J
Y
a b2l a a l
0—>c" S ' = — ¢ =S 0
Ec. 4.11
(_/% A
nevr )
grad def > A4S
- = — . y
div(y) ¥V -y = lim 955

AV=0 AV

De forma inmediata e intuitiva se aprecia que el operador gradiente deberia
relacionar nudos con aristas, el operador discreto rotacional relacionaria aristas
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con superficies y el operador discreto divergencia relacionaria superficies con
volumenes.

Al estar todos los elementos de la celda orientados, esto debe reflejarse en la
relacion de pertenencia entre elementos.

Existen diversos operadores que permiten las operaciones de co-contorno. En el
Calculo Diferencial Discreto se utiliza el operador * de Hodge (Desbrun, et al.,
2008), pag. 311-313.

Los operadores discretos que utiliza la FF-MC son las matrices de incidencia
(Tonti, 2013) pag. 431-436, 464.

Existen trabajos antiguos (Kaplan & Murnaghan, 1930) tratando de relacionar el
Calculo Diferencial con el Algebra Lineal. Pero, es a finales de los afios sesenta
del siglo XX, con los trabajos de Branin (Branin, 1964) y (Branin, April, 1966),
cuando se empieza a sistematizar el uso del Algebra Topoldgica en la resolucién
de problemas electromagnéticos.

Observando la Figura 4-10 se puede entender la construccion de las matrices de
incidencia, de las cuales hace uso el MC.

El signo + indica la orientacion del elemento. La pertenencia de un elemento de
dimension menor a otro de dimensién mayor se indica con +1, cuando pertenece
y con 0 cuando no pertenece.
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PRIMAL | SUAL
/; 7 Sk 7,
\ }I{-’ F’,:,-‘. F —/{ 1
—9 — Se— |
Giei = ~1 gij =+ ) B .
dy = +1 d” = -1
. — T
djk = —9kj
\ /\/\(
P .
Z / b Ve ng G = +1
a= 1 i f ‘t"; /II . ..I\:’I :“/_‘,\I \-\:\-\\.
LR} = / .\:af.- \\ Chi = L”‘ = 41 \‘\. /{T ‘.'r 5
4 A\ "“\"S{_ Y,
/—_=.{;. A !k i \J/
~ .
Ckj = Ckj
1-:';‘. 7. pk s
tll“ =41 Ulk.l.——l J; ._.I/. ) j
k’l!
S Jix = +1 Jix =—1
~ — AT
Jjk = di;j

Figura 4-10. Operadores discretos del primal y dual. Adaptado de (Alotto, et al., 2013).

Asi, la matriz equivalente al operador discreto gradiente es una matriz de
incidencias aristas (filas) y nudos (columnas), cuyos valores pueden ser (-1, 0,
+1).

o - 0

=1 - e 1
[G] = : : : Ec. 4.12

1 B |

La matriz equivalente al operador discreto rotacional es una matriz de incidencias
caras (filas) y aristas (columnas), cuyos valores pueden ser (-1, 0, +1).

o - 0

-1 - v 1
[C]= : : : Ec. 4.13

1 -

El operador discreto divergencia se construye a partir d una matriz de incidencias
volumenes (filas) y caras (columnas), cuyos valores pueden ser (-1, 0, +1).
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0o - 0

-1 - e 1
[D] = : : : Ec. 4.14

1 —1

En esta tesis se ha utilizado un tetraedro y un triangulo de referencia. Dicha
eleccion es arbitraria. Se han obtenido sus respectivos operadores discretos.

S, %
H‘DI
. Ly L) \Lo s, \
L s P, / Sy \
Ps L:"' ;J ‘zj» J7y U My
Sg o 7

Figura 4-11. Tetraedro y triangulo de referencia utilizado en esta tesis.

Siguiendo las reglas de construccion anteriormente expuestas, los resultados
obtenidos han sido los siguientes para:

Tetraedro | | Triangulo
Gradiente
[—1 1 0 0]
-1 0 1 0f L1 o
/-1 0 0 1 -
[Gl1=1g" 21 1 o [G]=|0 -1 1]
0 0 -1 1 -1 01
0 -1 0 1
Rotacional
1 0 -1 0 0 1
[c] = -1 1 0 -1 0 0
“lo -1 1 0 -1 0 [Cl=[-1 -1 1]
0 0 0 1 1 -1
Divergencia
[Dl=[1 1 1 1] No se utiliza

Figura 4-12. Operadores discretos para tetraedro y triangulo de referencia.

4.3 Operadores discretos de gradiente, rotacional y
divergencia en el primal y el dual

Observando la Figura 4-10, y siguiendo la metodologia anteriormente expuesta,
se establecen las siguientes relaciones entre operadores discretos del primal y
del dual:
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[5] = —[G]" [5] = [c]" [G] = [D]" Ec. 4.15

Esta relaciones son fundamentales, pues su calculo, sobre todo los de los
operadores de divergencia consumen un tiempo excesivo, siendo mas util
recurrir a estas relaciones que calcularlos directamente (Gonzalez-Dominguez &
Monzén Verona, 2013). Al igual que los operadores diferenciales aplicados a las
variables de campo, los discretos cumplen las mismas reglas a continuacion
expuestas.

0

[C]-[G] = [0] & VxV-

. Ec. 4.16
-V X

<

[D]-[C] = [0] © 0

Estas relaciones cobran especial importancia a la hora de comprobar que los
operadores discretos han sido correctamente ensamblados, sobre todo si se
utiliza la formulacién global (Gonzalez-Dominguez & Monzén Verona, 2013).

4.4 Método de la Celday campo electromagnético

Existen diversas formas de llegar a expresiones matriciales de las variables
globales del campo electromagnético que se utilizan en la FF-MC. Como el
ambito de esta tesis es el analisis electromagnético de una maquina eléctrica
asincrona, nos cefiiremos a los clasicos esquemas A-V, o bien, A-y.

Si se quiere disefiar una maquina eléctrica a partir de las ecuaciones de Maxwell,
el esquema a seguir es el expuesto en la Figura 4-13.

Para facilitar la aplicacion del MC en el esquema A-V, se compara la formulacion
diferencial con variables de campo frente a la FF-MC con variables globales,
analizandose cada una de las leyes de Maxwell que van a ser empleadas.

Ecuaciones de Maxwell
¥

Fuentes externas de

tension eléctrica
¥

B=uH Modelado de la Maquina Eléctrica
J=0cFE Ecuaciones constitutivas

!

VxE=-0B Ley de Induccion de Faraday-Lenz-Newman
Ley de Gauss para el campo magnético
VxH=]+8D Ley de Ampere

i

Formulacion (A-V)

<l

ol
Il

(=]

Figura 4-13. Disefio de una maquina eléctrica con formulacion (A-V).
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4.4.1 Ley de Gauss del campo magnético con FF-MC

En términos comparativos la ley se enuncia de la siguiente manera:

Formulacién diferencial FF-MC
V-B=0 [D][¢] = [D][C][a]
B=Vx4 [¢] = [C][a]

Tabla 4-3. Ley de Gauss del campo magnético.

El vector potencial magnético A es una magnitud comodin o auxiliar (gauge).
Proviene de considerar que el vector induccién magnética es una circulacion del

vector potencial magnético. Se sabe que V-B =0, en forma diferencial, es lo
mismo que gﬁs B-dS =0, en forma integral. Entonces, aplicando el teorema de

Stockes, debera existir un vector tal que §, B-dS =¢ A-dL. Como el vector
potencial magnético se asocia a una circulacion en linea cerrada y la densidad
de flujo a una superficie, entonces: ¢, (A x dL)-dS = ¢, A-dL. Porlo tanto B =
V x A.

En la FF el flujo magnético es una variable de configuracion asociada a las caras
primales de la celda. Se supone que la fuente de campo magnético esta situada
en el dual. Si el flujo magnético se vincula con una superficie primal (), el dual
de ésta sera una linea (L). La circulacion de una magnitud en esta linea dara
lugar al flujo magnético. Al usar magnitudes globales, el camino para encontrarla

no sera directo. Se puede obtener una magnitud magnética global que refleje
esta circulacion. Esta magnitud global sera el potencial magnético escalar

obtenido de la circulacidn del potencial magnético vectorial: a = fz A-dL. Por

., . . = 1= .

otro lado, se sabe que la ecuacion constitutiva H = ;B, en variables de campo,
. K 1 1 L .
se puede adaptar a variables globales Tm= ;-% - E, =;-§¢> La variable
global fuerza magnetomotriz E,, se ha podido relacionar con la variable global
flujo ¢. El potencial magnético escalar a se situara en las aristas primales. La
circulacién del potencial magnético (rotacional) dara lugar al flujo en las caras
primales, siempre y cuando haya fuerza magnetomotriz en las aristas duales
(Feliziani, et al., 2008).
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Figura 4-14. Potencial magnético escalar en FF-MC.
De tal manera que lo que se obtendria en términos MC seria:
[¢] = [C]la] Ec. 4.17
Con lo expuesto en Ec. 4.16 se verifica que:
[D1[¢] = [DKIC][al} = {[D][C]}{a] = {0}[a] = {0} c.q.d. o418
Se verifica el comportamiento solenoidal del campo magnético en la FF-MC

(Trevisan, 2002), (Marrone, et al., 2002), (Repetto & Trevisan, 2003), (Giuffrida,
et al., 2006), y (Feliziani, et al., 2008).

4.4.2 Ley de Ampere del campo magnético con FF-MC

|

La ley de Ampere desarrollada en forma diferencial seria V’xﬁ=f+ a.D.
Teniendo en cuenta la relacién constitutiva B=uH = H = 1/ME=V§'

—

entonces, al sustituir, dicha ley queda como sigue: V x (vB) =]+ 4,D.
Existiendo el vector potencial magnético, entonces: V x (vT7 X /T) = f+ c’)tﬁ.

El término atﬁ representa la tensién que aparece al polarizarse eléctricamente
las moléculas, siempre y cuando varie esta polarizacién en el tiempo. Esto es
importante en la alta tensién y a frecuencias muy elevadas. En maquinas
eléctricas, normalmente funcionando a baja tensién y frecuencia, este término se
puede despreciar. Dicho esto, la ley de Ampere quedaria de la siguiente manera:

Vx(v7x4)=] Ec. 4.19

Por otro lado, en cuanto a campo eléctrico se refiere, la intensidad del campo
eléctrico sigue la siguiente ley:

E=-0,A-Vv Ec. 4.20

Donde Vv es la tensidn eléctrica que proviene de las fuentes externas a la

maquina. La tension d, A se debe a variaciones del campo magnético que rodea
a la maquinay a la circulacion de corrientes no estacionarias en la maquina.
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Partiendo de la relacién constitutivaf = af, sustituyendo en Ec. 4.20 se obtiene
la siguiente expresion: ] = o(—d,4 — Vv). Si se vuelve a sustituir en Ec. 4.19 se
obtiene la expresion siguiente:

Ux (vVxA)=o0(-0,4— V) Ec. 4.21

La expresion Ec. 4.21 seria la formulacion (A,V) en forma diferencial de la ley de
Ampere. Para realizar lo mismo en la FF-MC, se procede como a continuacion
se indica.

vV x4) o [M]Clal Ec. 4.2

El término [M,][C][a] pertenece al primal. Por otro lado, volviendo a hacer uso
de la formulacién diferencial, observando lo indicado en la Tabla 4-4, ahora se
trata de buscar la equivalencia del segundo miembro de Ec. 4.21 en la FF-MC.
Para ello contamos con términos ya desarrollados. Asi:

. dla]
] = O-(_atA - vv) And [I] = _[MO'] {W + [G][U]} Ec. 4.23
Si al segundo miembro de Ec. 4.22, se le aplicase un rotacional nos indicaria que
el campo magnético tiene una circulacion no nula y esta estaria originada por
corrientes eléctricas

[CH{IM, 1[C][al} = []] Ec. 4.24

Igualando las expresiones de la corriente obtenidas en Ec. 4.23 y en Ec. 4.24,
se obtiene que:
dla]

[C]{[Mv] [C] [a]} = _[MO'] {W + [G][U]} Ec. 4.25

Recordando que [C] = [C]7, entonces sustituyendo en Ec. 4.25, obtenemos la
siguiente expresion:

d
et elta = -1 {0 + (Gl o420

Que corresponde con la expresion de la ley de Ampere en la formulacion (a,
(a,v)) en MC, que es equivalente a la formulacién (A-V) en la formulacién
diferencial (Trevisan, 2002), (Marrone, et al., 2002), (Repetto & Trevisan, 2003),
(Giuffrida, et al., 2006), y (Feliziani, et al., 2008).
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Vx (vPxA4) =] f HdL
L
ey
V x (vB) =] =X - Ly
—_ LH [‘ :
V X (VH) = 5, "/ Ji 1

Término magnético Término eléctrico 'Y
perteneciente al dual perteneciente al dual LI

Tabla 4-4. Congruencias duales de campo magnético y campo eléctrico.

Nota: La corriente se obtiene de la integracion de todas las densidades de corrientes fk en las superficies
S, Por lo tanto, la corriente I, aparte de ser una magnitud global, su naturaleza es escalar I = fs fk -d §k.

4.4.3 Ley de Faraday-Lenz-Newman paralainduccion con FF-MC

La ley de Faraday-Lenz-Newman dice que VxE = —0; B, indicandonos que la
circulacion del campo eléctrico va a depender de las variaciones temporales del
campo magnético. Como la densidad de campo magnético puede ser sustituida
por la rotacién del vector potencial magnético, entonces la ley de Faraday-Lenz-
Newman pasa a tomar la siguiente forma:

VXE=-0,(VxA4)=Vx (-0, A4) Ec.4.07

Este cambio es factible puesto que el operador rotacional (V x) depende de
coordenadas uUnicamente espaciales, mientras que el operador derivada
temporal 9, sélo lo es del tiempo.

Observando la expresion Ec. 4.27, por analogia, se concluye que:
E=-0.4 Ec. 4.28

Ahora bien, sean dos vectores cualquiera XeVY,tal que VxX=Vx (—6t17).
Comparando se concluye que X = —0; Y. Supongamos que afiadimos una
funcion escalar £ tal que: X= —0; Y — Vf. Entonces V x X = V x (—(’)t Y — Vf).

Pero VxX =Vx(-9,Y)+Vx(-Vf), que es lo mismo que VxX =V x
(=0, Y), puesto V x (=Vf) = 0, recordando que el rotacional del gradiente es

nulo. Asi pues el afadir la funcidn escalar £ no modifica el resultado final. Esto
es lo que se hara en la expresion Ec. 4.28.

E=—0,A=-0,A-VV Ec. 4.29
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Sustituyendo Ec. 4.29 en el segundo miembro de Ec. 4.27, se obtiene:

-

VXE=Vx (-9, 4)—Vx(VV) Ec. 4.30

Esta es la forma en que queda la ley de Faraday-Lenz-Newman en la formulacién
(A-V).

Como en FF-MC solo se utilizan variables globales, la rotacién del campo
eléctrico sera sustituida por la fuerza electromotriz U,, quedando de la siguiente
manera:

d
[C1[U] = [C] {—% - [G][v]} Ec. 4.31

Que es la formulacién (a,v) en el MC (Trevisan, 2002), (Marrone, et al., 2002),
(Repetto & Trevisan, 2003), (Giuffrida, et al., 2006), y (Feliziani, et al., 2008).

4.4.4 La Formulacion A-y en la FF-MC

La formulacidon A-y trata de dejar todos los segundos miembros de las
ecuaciones en términos estrictamente magnéticos. Asi, si tomamos la ley de
Faraday-Lenz-Newman de la Ec. 4.31, y basandonos en lo expuesto
anteriormente acerca de las funciones potenciales, entonces recurrimos a una
funcién de potencial magnético auxiliar o gauge, la cual denominaremos y. Asi
mismo, la derivada temporal de una funcién escalar sigue siendo una funcién
escalar. Por lo tanto sustituyendo 4,y por el potencial eléctrico v, la Ec. 4.31 se
convierte en:

Ec. 4.32

d d
[€11U] = [c] {— 4 16 ftd}

El término d,y indica que las variaciones temporales del potencial magnético
contribuyen a la creacién de fuerza electromotriz, pues son equivalentes a un
potencial eléctrico.

a u
@ T ® = o —LP ®
Xi k Xj Vi kv

Figura 4-15. Comparacién entre potencial magnético y eléctrico.
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4.4.5 Motivacion de la formulacién (a, (a-v)) y (a, x) en la FF-MC

La eleccién de la formulacién (a, (a-v)) o de la formulacion (a, y) obedece a
criterios de calculo numérico. Estos criterios son:

e Sise utiliza (a, (a-v)), la matriz global del sistema no seria simétrica.
e Sise utiliza (a, y), la matriz global del sistema seria simétrica.

El objeto de hacer que las matrices locales [M, ] y [M,] sean simétricas es lograr
que la matriz global de sistema también lo sea.

Matrices locales simétricas ~
I-Mar] Yy rMV] ’ I\'\.\

Matriz global del sistema simeétrica

Figura 4-16. Matriz local y global simétricas con formulacién (a, ).

La importancia de la simetria de las matrices constitutivas [M, ] y [M,] se puede
consultar en (Trevisan, 2002), (Bettini & Trevisan, 2003), (Specogna & Trevisan,
2005), (Trevisan & Kettunen, 2006), (Codecasa & Trevisan, 2006) y (Alotto, et
al., 2010).

Por ultimo, lo que se expuso para el diseio de una maquina utilizando la
formulacion A-V en forma diferencial en la Figura 4-13, ha quedado transformado
en la formulacion (a,(a, v)) para la FF-MC.
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Ecuaciones de Maxwell
]

Fuentes externas de
tension eléctrica
Fn=[M,]¢ | Modelado de la Maquina Eléctrica

[7] = [M,][U,] Ecuaciones constitutivas

v

d
[C1[U.] = [C] {—% - [G][v]} Ley de Induccién de Faraday-Lenz-Newman

[D][#] = {0} Ley de Gauss para el campo magnético

d
(€17 (M, ]IC]lal} = [M,] {—65‘;] - [G][v]} Ley de Ampere

Y

Formulacion (a, (a,v))

Figura 4-17. Disefio de una maquina eléctrica con formulacion (a, (a,v)).

4.5 Método de la Celda y campo térmico

El campo térmico, tanto vectorial como escalar, desde un punto de vista
matematico es mucho menos restrictivo que el campo electromagnético.

El campo térmico en la FF-MC su formulacién sigue las siguientes reglas:

e Las temperaturas se asignan a los nudos primales, pues son variables de
configuracion.

e La diferencia de temperaturas se obtiene a partir de una operacion de
diferencias o gradiente, asignandose dichas diferencias de temperatura a
las aristas primales. Las diferencias de temperatura se consideran
variables de configuracion.

e Las fuentes de calor estan en los volumenes duales, pues son variables
de fuente.

e Elflujo de calor atraviesa las superficies de los volumenes duales. El flujo
de calor es una variable de fuente.

El analisis que se va a hacer en esta tesis es el de una transmision de calor,
excluyéndose la transmision de calor por conveccion y por radiacidon. Se parte
de una situacién de equilibrio donde el calor que entra es igual al calor que sale



86 Capitulo 4

mas el posible calor generado en el interior del cuerpo, que es maquina eléctrica
asincrona en nuestro caso.

c
SE, Eq,

Figura 4-18. Transmisién de calor en un cuerpo.

El balance de energia debe ser E, « E.. Se pueden dar varios casos. Si E, = E
estariamos ante un caso de transmision pura de calor (no se gana ni pierde
temperatura en un proceso estacionario). Si E, > E; estamos ante un
enfriamiento del cuerpo, no es el caso de una maquina eléctrica. Entonces, el
caso de la maquina eléctrica coincide con E, < E,. La explicacion de este hecho
es la siguiente:

Ee+Eqq — Es = OE; Ec. 4.33
Que viene a decir que conocida la energia calorifica trasmitida desde el exterior
hacia el cuerpo £, conocida la energia generada en el interior del cuerpo £gqg, y
medida la energia de salida del cuerpo £, si el balance no es cero se debe a una
variacion de su energia interna oFi. Esta energia interna se relaciona con la
capacidad que tienen los materiales del cuerpo para almacenar energia a lo largo
de un tiempo determinado (Holman, 1999) pag. 1-7, 18-28. La ecuacion analitica
que explica este balance de energia es la ecuacion de transmision del calor:

V- (-2-Vo)+pG, dT/dt=q Ec. 4.34

En el capitulo 3 se han desarrollado las bases tedricas de este tema con la
amplitud requerida para el objeto de esta tesis. Es por ello que, aprovechando
los mecanismos explicados del MC aplicados al campo electromagnético,
pasaremos directamente a aplicarlos al campo térmico. Fraccionando la Ec. 3.26
en cada una de sus componentes, las iremos trasladando a los términos del MC.

La transmision de calor por conduccién g; = V- (—A-Vr) , tipo Fourier, se
corresponderia en la FF-MC con la expresion siguiente:

a, = [D{=IM,IIC] =]} Ec. 435

¢ Por qué se le aplica una divergencia dual [5]? La explicacion es sencilla: lo
contenido en el paréntesis es una cantidad de calor, variable fuente, luego estara
en el dual. Para ver esto mas claro, volvamos a la formulacion diferencial:

q=-1-Vz Ec. 4.36
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El vector ¢ representa el calor que fluye en la direccion de la normal 7 siguiendo
el gradiente de temperatura V1 y las condiciones impuestas por la conductividad
térmica A. El signo menos indica que va de foco caliente a foco frio (opuesto a la
maxima variacion). Asi pues ¢ es la fuente del campo térmico. El aplicarle la
divergencia tiene el significado de determinar si existe una fuente de calor.
Evidentemente, si existe debe dar un valor distinto de cero. Cuando la
divergencia es nula se esta en una transmisién simple de calor. El valor ¢,
corresponderia con la energia calorifica transmitida.

La matriz [M;] es la parte mas importante de esta parte de la Ec. 4.35. La
determinacién de las componentes de [M;] constituye la clave del éxito del
modelo a disefiar. En esta tesis se han desarrollado dos propuestas de
construccion de la matriz de conductividad térmica que se detallaran en capitulos
siguientes.

Aqui cabria hacer una valoracidon muy positiva de la Formulacion Finita. En la
literatura de formulacion diferencial no se aclara bien el concepto de calor o
energia calorifica, flujo térmico y densidad de flujo térmico. El calor o energia
calorifica se trasmite a través de superficies que envuelven a la fuente calorifica

(g1, g, U). El flujo de calor pasaria a través de una superficie g = —1- A-Vr, ya

que A=ATR, por lo tanto g tiene el caracter de flujo (escalar). Y lo que
normalmente aparece en la bibliografia como ¢ tiene el caracter de densidad de

flujo de calor, pues ¢ = %ﬁ. Estas dudas quedan aclaradas en la Formulacion

Finita pues el calor es Q[T, S|, el flujo de calor es ¢|T,S] y la densidad de calor
es q[T,§] (Tonti, 2013) pag.387-388.

El término ¢ corresponde a todas las posibles fuentes de energia calorifica que
pueda tener la maquina: efecto Joule, histéresis, corrientes parasitas y fricciones
mecanicas. En el MC se adoptara la expresion [W].

El término {p Cp dT/dt} se corresponde con la variacién de energia interna en
los materiales que constituyen la maquina eléctrica. En terminologia de MC esta
componente de la ecuacion se expresa de la siguiente manera: {[Mcp] dT/dt}

Asi pues, la expresion Ec. 3.26 , expresada en formulacion diferencial, pasa a
ser en la FF-MC de la siguiente manera:

[DI{—IMAI[G][z]} + [Mcp) dT/dt = [W] Ec.4.37

Como conviene dejar todos los términos en operadores duales o primales,
aprovechando las relaciones entre operadores primales y duales anteriormente

explicadas, [D] = —[G]", la Ec. 4.37 pasa a ser:

[GIT{MA[GI[T]} + [Mcp] 47/, = W] Eo. 4.38
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Toda esta ecuacion viene dada en [W-m-3], ya que son energia contenidas en un
volumen.

4.6 El sistemade ecuaciones lineales electromagnéticas
partiendo del MC en formulacion (a, (a,v))

El MC ha permitido la construccién de un sistema de ecuaciones lineales tipo
[A][x] = [b] para resolver el problema electromagnético en una formulacion
global. La solucion del vector de incognitas permitira obtener los valores de los
potenciales escalares magnéticos y eléctricos:

[alnax1

[v]

[x] =

Ec. 4.39
X1l (mg+nn)x1

El vector de constantes seria:

[I]naxl

[0]

[b] =

Ec. 4.40

X1l (pa+nn)x1

La matriz de coeficientes seria una matriz de bloques tal que:

d
[A] [CTMVC]naxna E [MJG]naxnn
| 4 d
_a [GTMa]naxna __t [GTMJG]nnxnn

d (na+nn)x(na+nn)

Ec. 4.41

Las corrientes [I] estan asociadas a las superficies duales. Para el caso de la
maquina eléctrica asincrona se refiere a las corrientes estatoricas procedentes
de fuentes externas y que se localizan en los devanados estatoricos, Figura 4-19.
Estas corrientes se calculan por integracion de las densidades de corriente fk de
las superficies duales S, debiendo cumplir la condicién de continuidad D(T) = 0,
ver (Simon-Rodriguez, et al., 2015).
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1 2
West = &

S 7 Ocu
(& W = 1 ]rot ];ot

i 2 Gmro t

Figura 4-19. Potencias calorificas estatdrica y rotérica.

Una vez obtenido el vector de incégnitas [x], la pregunta que cabe hacerse es:
¢, Cual es el motivo de calcular los potenciales a;y vi? La respuesta es obtener

los valores de campo B y E. A este procedimiento se le denomina post-
procesado.

El sistema global anterior se ha obtenido mediante el ensamble de las matrices
locales en la matriz global. Ahora, con el post-procesado el camino es inverso.
Cada a;y vicorresponden a las respectivas aristas y nudos de las celdas. Habra
que post-procesar cada celda individualmente, colocandoles sus seis
potenciales magnéticos escalares a, ya que son seis aristas de cada tetraedro, y
sus cuatro potenciales eléctricos v, por los cuatro nudos respectivos del
tetraedro.

El vector densidad de flujo magnético B esta vinculado a coordenadas espaciales
y temporales. Recordemos que el flujo magnético en una celda se puede obtener
de la siguiente manera:

[Claxe * [alex1 = [Plaxs

Ec. 4.42
[q)]:[‘bo D, P, c[)3]T

Observando la Figura 4-20(a) y haciendo cumplir la ley de Gauss para el campo
magnético, ®, + ¢, + ¢, + ®; = 0, la unica forma de que se cumpla es que uno
de los flujos ®; sea combinacion lineal de los otros tres. En el caso de la Figura
4-20(a) se observa que el flujo @, tiene una orientacion entrante respecto de su
cara y los otros tres la tienen saliente. La consecencia practica es que la

restitucion de los Ei s6lo se podra hacer con tres de las componentes del flujo,
siendo la cuarta combinacion lineal de las otras tres.
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(a) (b)

Figura 4-20. (a) Flujo de campo magnético.

En la Figura 4-20, en (a) se aprecia, que en el flujo de la celda, uno de ellos es
combinacion lineal de los otros tres. En (b) se indica la hipdtesis de que el campo
magnético es uniforme en toda la celda.

La hipotesis de partida es considerar la densidad de flujo magnético uniforme en
la celda, Figura 4-20(b). Esto permite que el flujo de cada cara ksea ¢, = B- §k.

Los vectores que definen a las caras son del tipo Sy = Skl + SixJ + Skxk,
entonces se puede montar el siguiente sistema de ecuaciones:

CDO SOx SOy SOz Bx Bx SOx SOy SOZ - CDO
D, [ |S1x Sly S1z By = By = [Six Sly S1z D, Ec. 4.43
CDZ SZx SZy SZZ Bz Bz SZx SZy SZZ (1)2

El post-procesado que se ha utilizado ha sido bajo el entorno GMSH. Este
entorno tiene la particularidad de utilizar variables de campo y asignarlas a los
nudos. Bajo la hipotesis de uniformidad, se puede asignar el valor de la densidad
de flujo magnético, anteriormente calculada, a los cuatro nudos por igual. Pero
para aumentar la precisién del calculo, se recurre a una técnica de refinado
denominada superconvergencia consistente en promediar todos los valores del
campo que se han obtenido para un mismo nudo en cada una de la celdas que
comparten dicho nudo, minimizandose el error cometido.

El siguiente reto consiste en obtener el valor del campo eléctrico E. En esta tesis
se ha adoptado un régimen armonico de corrientes para hacer los experimentos
numericos, por lo tanto el operar d; pasa a ser jw. De esta manera la tension
inducida en la formulacién global quedaria asi:

[U]gaxl = _jw[a]rGlaxl - {[G][V]}gaxl Ec. 4.44

Si se utilizase el vector de potenciales eléctricos [v], ver Ec. 4.31. Teniendo esto
en cuenta, la formulacion local seria:
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[U]Iéxl = _jw[a]ém —{lG] [V]}éxl Ec. 4.45
De otra forma, si se utiliza la formulacion (a, (a, x)), ver Ec. 4.32,entonces:
[U]gaxl = _jw[a]gaxl _]w{[G] [X]}gaxl Ec. 4.46

El campo eléctrico E se debe tomar como una funciéon de campo afin. Para ello
se recurre a las funciones de Whitney de orden uno W;! asociadas a las aristas
del tetraedro, siendo el campo eléctrico afin en la celda el siguiente:

6
Eyx=1,.4 = Z W U; Ec. 4.47
i=1
El post-procesado en GMSH asignara estos valores de campo a cada nudo kdel

tetraedro. Una vez obtenido el valor del campo eléctrico se procedera a obtener
la densidad de corriente:

6
- _ —>1
Jk=1,.,4 = Uz i Ui Ec. 4.48

Las densidades de corriente / permitiran calcular el calor que producen los
fenomenos de Joule y de Foucault en la maquina asincrona. En la ecuacion de
transmision de calor Ec. 4.38 sera el término [W]. Los valores de [W] a partir de
las densidades de corriente los obtendremos de las siguientes expresiones:

ROtOI' N Wrot — l ]rot ]rot

2 Omrot

2 Ec. 4.49
1 J3,

Estator >  West = 2 0eu

Siendo W,.,; el calor generado en el rotor por las corrientes parasitas, en [W-m-
%; J-o¢ €s la densidad de corriente en el rotor, en [A-m~]; J;,. es el conjugado de
Jrot, €N [A-m?]; 0,0 €S la conductividad eléctrica del material rotérico, en [Q
'm]; W,,, es el calor generado en los conductores del estator, en [W-m=3]; J,
es la densidad de corriente de los devanados estatoricos, en [A-m™2]; o, es la
conductividad de los devanados estatoricos, en [Q'-m™], ver (Lefik & Komeza,
2008) y (Komeza, et al., 2010). Ver Figura 4-19.

Una vez obtenidas las fuentes de calor [W] y las matrices térmicas [M;] y [Mcp],
se procede a resolver la ecuacién diferencial planteada en Ec. 4.38. para ello se
utiliza el método de Crank-Nicolson con un tipo Euler implicito (Bullo, et al., 2007)
(Delprete, et al., 10-13 Settembre 2008), (Alotto, et al., 2008), (Delprete, et al.,
2010).
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El objetivo es obtener el vector de temperaturas t = [ty, - ,7,,]". Estas
temperaturas seran obtenidas en diversos experimentos numéricos que se
proponen en esta tesis. Con ellas validaremos la metodologia FF-CM frente a
otras temperaturas obtenidas en esos mismos experimentos pero mediante el
Método de los Elementos Finitos.

4.7 Conclusiones

Se ha explicado el Método de la Celda y su adaptacion a las ecuaciones
electromagnéticas y térmicas formuladas bajo la teoria de la Formulacion Finita.

Se ha particularizado dichas ecuaciones la formulacién (a, (a, v)), y, ademas, se
ha matizado que significa fisicamente cada miembro de dichas ecuaciones
cuando estan aplicadas al funcionamiento de una maquina eléctrica asincrona.
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Se explica como se obtienen y la importancia que tienen las matrices
constitutivas del campo electromagnético, que son la matriz de reluctividad [M,,]
y la matriz de conductividad [M,].

Se exponen diferentes métodos para conseguir dichas matrices, enunciando las
ventajas e inconvenientes que tiene cada uno de ellos.
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5. Matrices constitutivas [My] y [Ms]

5.1 Introduccidn

Tanto en la Formulacion Finita y en el Método de la Celda, el concepto de
ecuacion constitutiva es uno de los pilares fundamentales. No solamente porque
es el nexo de union entre variables de configuracion y variables de fuente, sino
que, ademas, es donde queda reflejado el comportamiento de la materia cuando
es atravesada por los diferentes campos que se estan estudiando.

En el Método de la Celda el papel fundamental corre a cargo de la matriz
constitutiva. Es ella la que define el comportamiento del material cuando éste es
atravesado por un campo.

[T,L] T, S]

@O— =24 —@

[Vfuente ] = [Mconstitutiva] [Vconfigu racion ]
Figura 5-1. Concepto de ecuacion y matriz constitutiva.

5.2 Generalidades

Tanto en la formulacion diferencial como en la FF-MC existe el concepto de
ecuacion constitutiva. En el MC, donde la ecuacion constitutiva esta formada por
un sistema matricial de ecuaciones, es donde aparece la matriz constitutiva. La
matriz que va a enlazar la matriz de las variables de fuente con matriz de las
variables de configuracion sera la matriz constitutiva.

En esta tesis trataremos las matrices constitutivas magnética, eléctrica y las del
fendémeno de transmisién de calor.

Se ha estado observando en los capitulos 3 y 4 que deben existir propiedades
de tipo geométrico y en el material, por donde discurre el campo, que permiten
establecer la relacion entre variables de configuracion y variables de fuente.

Estas propiedades, sobre todo las geométricas, dependeran del tipo de celda
utilizada.

En el Método de la Celda hay dos grandes estilos de calcular las matrices
constitutivas.

Un estilo es mantener separadamente los calculos que hayan de hacerse en el
dual de los que hayan de hacerse en el primal, construyendo las matrices
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constitutivas con magnitudes de ambos sub-espacios. A esta escuela
pertenecen autores como Specogna, Trevisan, Kettunen, Repetto, entre otros.

Otro estilo de calculo consiste en proyectar las magnitudes duales en el primal
utilizando las relaciones geométricas adecuadas. Hecho esto, se procede a
trabajar con las magnitudes primales - magnitudes de configuracién - y las
magnitudes proyectadas del dual en el primal. A partir de estas relaciones se
construyen las matrices constitutivas. A esta escuela pertenecen autores como
Tonti y Marrone, entre otros.

Salvo que se indique lo contrario, en esta tesis se trabajara cada variable en su
correspondiente espacio dual y primal, sin recurrir a proyeccion alguna.

5.3 Matriz constitutiva magneética [My]

En el MC, la matriz constitutiva magnética permitira relacionar la variable de
configuracion ¢, flujo magnético, con la variable de fuente F,, fuerza
magnetomotriz, de la siguiente manera:

[?m]lzim = [Mu]lzixzt [¢]ix1 Ec. 5.1

El superindice L indica que es una matriz de celda, o que se esta trabajando en
el modo local.

El equivalente de esta ecuacion constitutiva en la formulacion diferencial seria:

— 1 - -

H:;B:UB Ec.5.2
Se utiliza el tetraedro como celda. Para un determinado tetraedro Vi, por sus
semi-aristas duales circula la F,,;, con /i = (0, 1, 2, 3), Figura 5-2(b). Esto dara
lugar a la aparicion de un flujo ¢ en cada cara primal j = (0, 1, 2, 3), Figura 5-2

(a).
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(a) (b)
Figura 5-2. (a) Flujo magnético en caras primales. (b) Semi-aristas duales.

Se considera que el campo magnético es uniforme en el interior de la celda. Se
considera que le material de la celda es isétropo y lineal. Pudiera no serlo, pero
ese no es el objeto de esta tesis.

La ley de Gauss del campo magnético debe cumplirse. Por lo tanto:
o+t P1+ P+ ¢P3=0 Ec.5.3

Si ha de verificarse lo expuesto en Ec. 5.3 , junto con lo que se observa en la
Figura 5-2(a), entonces uno de los flujos es combinacion lineal de los otros tres.
En este ejemplo es el flujo dos. Pero puede hacerse cualquier combinacion lineal
arbitraria. Proponemos al flujo tres como combinacién lineal de los otros.

b3 =—po—P1— P, Ec. 54

Considerando que:

¢;=B-5S=B,Sj+B,S;,+B,Sj, Ec.5.5

Desarrollando los términos de flujo como productos matriciales de columnas por
filas puesto que se supone que la incognita es B, entonces:

o = [SOx SOy SOZ]

b, =

[Sue 51y S1a] Ec.5.6

[S2x  S2y  S2z)

INUU S xml le T xml INUU T xtol
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Cuando se realiza una simulacion no se sabe a priori que cara del tetraedro se
va a enfrentar con el campo magnético para producir la mayor incidencia (mayor
flujo). Para resolver esto en el caso del tetraedro utilizado como celda, se hacen
cuatro supuestos.

Supuesto 1: \ i
La celda se enfrenta al campo por la cara \i §\ $i.
0. ‘Q 0\ P
S ;
$o=—-B"5, ¢, =B-S;
$,=B"S5; $3=B"53

bo =1 +d2 + 3 v

Supuesto 2:
La celda se enfrenta al campo por la cara

b1 =do + ¢+ b3
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Supuesto 3:
La celda se enfrenta al campo por la cara

2.

¢0:§'§o ¢1:§'1

-

¢2=—§'Sz
by = o + P+ d3

©
w
I
el
t
w

Supuesto 4:
La celda se enfrenta al campo por la cara

3.

-

¢$o =B"S 1=B-5

- - P
P, =

ool

Y ¢3=—-B-S3

b3 = o+ P11+ b,

Debido a la amplitud del desarrollo, s6lo se desarrolla el supuesto 1.

supuestos tienen desarrollos analogos.

bo =1+ ¢+ P3

Desarrollando:

B [Sie] [Be][Sex|
b0 = |By||Sw| +[By||S2y
BZ Slz BZ SZZ

¢1 Slx Sly Slz

[¢2] = SZx SZy SZz

¢3 S3x S3y S3Z

Luego:

Byl =S¢ S2y Sz b,

Bx Slx Sly Slz - ¢1
SSx S3y S3Z ¢3

T

Siguiendo los mismos procedimientos para los supuestos 2, 3 y 4:

| So

[B] = [Sallée]

Los otros

Ec. 5.7

Ec. 5.8

Ec. 5.9

Ec. 5.10
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(B,] [Sox Soy Soz] ™ [¢o]
By = [S2x SZy S2z b2 = [B] = [Sb][(ibb] Ec. 5.11
_BZ_ _S3X Sgy 532_ -¢3'
B, [Sox  Soy Soz|”" $o]
By = Slx Sly S1z ¢1 = [B] = [SC] [d)c] Ec. 5.12
_BZ_ _ng S3y 532_ -¢)3-
B, Sox Soy Soz|” [¢o
By = Slx Sly Slz [¢1] = [B] = [Sd][d)d] Ec. 5.13
_BZ SZX 52}/ SZZ ¢2

Como existe una combinacién lineal con las expresiones de los flujos, para
poderla salvar, procedemos de la siguiente manera para el supuesto 1:

Slx

[Sa] = SZX
S3x

Siy
Say
S3y

S3z

Slz i
5o [

Sall
Sa21
Sa31

Sa12 Sa13
Sa22  Saz3 Ec. 5.14
Sa32 Sa33

Colocando adecuadamente vectores columna nulos, podemos expresar que las
densidades de flujo son funcion de todos los flujos en cada supuesto.

Supuesto 1
B, 0 Sai1
Byl =10 Sa21
BZ 0 Sa31
Supuesto 2
By Sp11 0
By = Sb21 0
BZ Sb31 0
Supuesto 3

B,|=

B,

Sa12
Sa22
Sa32

Sb12
SbZZ
Sb32

SCZl SC22 0

B, [Scn Sc1z 0
SC31 Sc32 0

Sars] [
Sa23 ¢1
Sa33 ¢z
Spis] [ 4
Sb23 ¢
Sb33 ¢)§
Sc13] i(l)
5623

b2

SC33 ¢3

[B] = [Saaller] Ec. 5.15
[B] = [Sba][¢T] Ec. 5.16
[B] = [ScallPr] Ec. 5.17
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Supuesto 4
B, Sa11 Sa1z Saiz O (;b(l)
Byl =(Saz21 Sazz Sazz O . = [B] = [Saqallér] Ec.5.18
B, Saz1 Sazz Sazz 0 bs

Como se pueden haber estado acumulando errores, entonces:

[B]

IR
IR

[Saa] [¢T] = [Sba] [¢T] [Sca] [¢T] = [Sda] [¢T] Ec. 5.19

Convendria minimizar estos posibles errores. El procedimiento sera el siguiente:
[B] = [ZD'] [d)T] Ec. 5.20

Siendo:

Wop Wo1 Wpy Wo3
[w] ==|P10 W11 Wiz Wi3

Ec. 5.21
W30 Wy1 Wz W33
Obteniéndose cada w;;, de la siguiente expresion:
Wi = z Sja
j=ab,cd Ec. 5.22
i=0,1,2
k=0,1,2,3

Una vez obtenido el campo B, se puede obtener el valor de H mediante su
relacién constitutiva: = 1/, B = vB.
Pero la FF utiliza variables globales. En ese caso la relacion seria: F,, = M, ¢.

El objetivo sera determinar el valor de M,,. Para ello se parte de que:

Tm=JH'dL Ec. 5.23

L

Esta circulaciones del campo se efectuaran en las semi-aristas duales de la
celda.



104 Capitulo 5

Figura 5-3. Celda con semi-aristas duales.

Las circulaciones de estas fuerzas magnetomotrices, 7 = (0,1, 2, 3), seran:

:Fmi == Zi " H = (lei)+ Eixf+ Zixz) " (Hlxi)+ Hix7+ HixE)

Ec.5.24

Las aristas duales L; estan definidas como vectores de posicion en la celda. El

producto vectorial L; - H se puede considerar como variable global pues es un
escalar. En forma matricial, el conjunto de fuerzas magnetomotrices en la celda

seria:
Tmo §Ox §0y §OZ H
Fma _ l~‘1x l~‘1y l~'1z H:,
;mz sz Lzy LZZ HZ
m3 L3x 3y L3z
[Fn] = [L] [H]
Pero:

[H]3x1 = v[Bl3x1 = v[@]3xalPlaxa
Luego, sustituyendo la Ec. 5.27 en Ec. 5.26:
[Frlaxi = [Llaxs v[@]axaldlaxs
Se concluye pues que:

[My]axa = U[l~,]4><3 [@]3x4

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

5.25

5.26

5.27

5.28

5.29

A este método de obtener la matriz constitutiva magnética [M, ] se le denomina
método geomeétrico. Para profundizar en este tema se recomienda leer a

(Repetto & Trevisan, 2004).
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Existe otra forma de construir la matriz [M,] con un campo magnético afin
obtenido por la aplicacion de funciones de Whitney de orden 1 (Trevisan &
Kettunen, 2006). La matriz obtenida tiene la forma siguiente:

@ _ .7 =
[Mv]4><4 =v Li Wflj (n) Ec. 5.30

La matriz [M, ], en su desarrollo geométrico, puede ser consulta en (Trevisan,
2002). No se detalla el desarrollo matematico para llegar a ella, pero si existe la
suficiente informacion como para desarrollarlo como anteriormente se ha hecho.
Asi mismo, advierte del inconveniente que tiene la matriz de reluctividad: no es
simétrica. Esto se corrige en la formulacion global pues al realizar la operacion
[C]IM,][C] = [CT][M,][C], la matriz local resultante si es simétrica, que es
objetivo para poderse ensamblar en la matriz global.

Existe otro trabajo de (Marrone, 2004) donde adecua [M,] para operar con
Diferencias Finitas y con el Método de los Elementos Finitos. Esto demuestra la
versatilidad del Método de la Celda.

5.4 Matriz constitutiva eléctrica [Md]

La matriz constitutiva eléctrica [M,] sera la encargada de relacionar la variable
de configuracién tensién eléctrica U con la variable de fuente intensidad eléctrica
/de la manera siguiente:

[1] = [M,][U] Ec. 5.31

Para comprender la génesis de esta matriz constitutiva hay que recordar que las

densidades de corriente eléctrica | estan asociadas a las seis semi-caras duales
de la celda.

Estas semi-caras duales aportaran la corriente de la celda, pero la totalidad de
la corriente que aporte el complejo dual sera la suma de las corrientes aportadas
por las celdas adyacentes a la estudiada.

En la Figura 5-4. Caras duales en tres y dos dimensiones. Se observan dos
espacios duales. En Figura 5-4(a) corresponderia a un espacio dual
tridimensional. Las densidades de corriente irian en las semi-superficies duales
Sy Sj. En Figura 5-4(b) se muestra un dominio bidimensional, cuyas celdas son

triangulos.

Por motivos de claridad en la explicacion, se escoge el dominio bidimensional,
entendiéndose que en el caso tridimensional sucede de manera analoga.

Escojamos el punto primal P,. Las semi-superficies duales (S,, S, S.) comparten
este punto P;.
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Seran las densidades de corrientes, asociadas a las semi-superficies duales las
que aporten la corriente total del dual estudiado en Figura 5-4(b).

Por analogia, en tres dimensiones, el papel que juega el punto P, lo jugara la
arista a,. Formandose la superficie dual con las semi- superficies duales que
comparten la arista a.

3D

Arista primal a;,

(a) (b)
Figura 5-4. Caras duales en tres y dos dimensiones.

Hay dos criterios para situar en vector de densidades de corriente T

e Situar el vectorfk en el baricentro de la cara (Bsy)

e Calcular una densidades de corriente mediante un campo afin
obtenido con funciones de Whitney de orden uno y situarlas en el
baricentro promedio de las caras duales (1)

En cuanto a baricentros se trata, en el complejo dual se hallan los baricentros de
las caras duales Bg;, los baricentros de la celda primal Bry el promedio de los
baricentros de las caras duales i

. ‘l‘- —

e T

Bgy, =8 }L 1 @A

L, Br
Figura 5-5. Baricentros en el tetraedro

En la Figura 5-5 Se muestran una serie de baricentros. El baricentro del tetraedro
es Br. El baricentro de la cara dual es Bg;, y el promedio de los baricentros de las
caras duales es 7.

El promedio de los baricentros de las caras duales 7 se determina mediante la
siguiente expresion:
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[u=y

OWDA
0\|r—k

S 00 S

En esta tesis se utilizara el baricentro (7).

La corriente en una semi-cara del dual seria el producto vectorial I}, = f(ng) . §k.
Por lo tanto, en todo el dual seria I = fs J-dS.

Aplicando las funciones de Whitney de orden 1 en la arista primal j, se puede
crear un campo eléctrico afin E; = W;*(Bs;). Siendo W/'(Bs;) la funcién de
Whitney de orden 1 para la arista primal jy evaluada en el baricentro de la cara
primal 7.

Cada elemento de la matriz de conductividad eléctrica [M,], segun (Specogna &
Trevisan, 2005), se puede obtener mediante la expresidn siguiente:

0y =0S;" le(Bs"i) i,j=1(0,-,5) Ec. 5.33
Pero (Specogna & Trevisan, 2005) demuestran que se puede obtener una matriz
de conductancia por otra via mas geométrica que la anterior. Proponen una

matriz de conductancia eléctrica cuyos elementos sean se obtengan de la
siguiente manera:

) §} i,j=1(0,-,5) Ec.5.34

[M;] = — 5252 E Ec. 5.35

“6X6

Esta matriz garantiza siempre su simetria. El procedimiento para construirla
imposibilita que se sea singular, pues no existe ninguna cara dual de valor nulo.
En realidad, desde el punto de vista matematico, lo que logra (Specogna &
Trevisan, 2005) con esta operacion es forzar la simetria de la matriz obtenida,
en este caso [M,].

Esto se puede entender si se parte de la base que una matriz simétrica se puede
obtener de la siguiente manera:

[B]simétrica = [A]no simétrica [A]Zw simétrica Ec. 5.36

Teniendo esto en cuenta, la matriz de vectores de las caras duales, componente
por componente, seria asi:
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_Sox SLOy 502_
5 Sly 5‘ . _ _ _ B )
S~1x S~2 S~12 T ‘SOX S’:lx ‘S:ZX S~3x S~4x €5x

[$] = gzx gy 522 y ST =15y Siy S2y Ssy Say Ssy Ec.5.37
3x 3y 3z B - B " 5 >
S~4x S~4y S~4Z SOZ SlZ SZZ 532 S4Z SSZ 63
_SSx 553/ SSZ'6X3

Operando:
SR R
1S5S, 5555_6X6

Tal como demuestran (Specogna & Trevisan, 2005), esto es posible porque la
obtencion de un campo eléctrico afin mediante la utilizacion de las funciones de
Whitney de orden 1, evaluadas en la arista j con respecto al baricentro 74, seria

lo mismo que:

W

g

= — = 1
oy =03 W@ =08 75 1) = (0,,5) £ 539

=1 an_1 2 . .. .
Ya que le (n)=V— S;. Alo largo de experimentos numéricos hechos en esta tesis,
T
se ha comprobado que ambas propuestas son validas.

5.5 Conclusiones

En esta tesis se han probado los tipos de matrices constitutivas propuestos en la
literatura al respecto. Su validez ha quedado demostrada.

La eleccion de cada una de ellas dependera de la dificultad de calculo, en cuanto
a costo computacional se refiere.

Hay modelos, como los basados en la funciones de Whitney que tienen un buen
resultado en cuanto a precision se refiere. Pero, cuando los mallados son muy
densos, es obvio que se ralentice el proceso, pues la construccion de las
funciones de Whitney puede ser laboriosa.

En cambio, con la propuesta hecha en Ec. 5.35, el calculo se acelera. Esto se
evidencia viendo que los vectores que definen a las aristas duales tienen que ser
calculados para todas las propuestas hechas. Una vez calculados, basta con
realizar los productos escalares que se indican y construir la matriz, consiguiendo

un notable ahorro de tiempo.
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Es de destacar que las matrices [M, ] no son simétricas, pero al operarlas, en el
MC, siguiendo el criterio [C][M,][C] = [CT][M,][C], se vuelven simétricas y
semidefinidas (Specogna & Trevisan, 2005).

En cambio las matrices [M,] garantizan, desde la formulacion local, su simetria,
sobre todo la propuesta en Ec. 5.35.
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Se explica como se obtienen y la importancia que tienen las matrices
constitutivas del campo térmico, que son la matriz de conductividad térmica [M, ]
y la matriz de capacidad térmica [M,].

Se exponen diferentes métodos para conseguir dichas matrices, enunciando las
ventajas e inconvenientes que tiene cada uno de ellos.
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6. Matrices  constitutivas  térmicas. Varias
aportaciones a la ecuacion de transmision de
calor

6.1 Introduccidn

Recordando la ecuacion de transmision del calor en la FF-MC, cuya expresion
es:

[GIT{IMAIGIT]} + [Mcy] 47/ 4, = W] Ec. 6.1

Se puede observar que existen dos ecuaciones constitutivas [M;] y [Mcp]. La
matriz constitutiva [M,] pertenece a la componente de transmision de calor de la
ecuacion de Fourier. Mientras, la matriz constitutiva [M.,] pertenece a
transmision de calor con el cambio de temperatura, entendiéndose como la
capacidad que tiene el cuerpo para almacenar energia calorifica. En el caso de
esta tesis corresponderia a la capacidad que tiene la maquina asincrona para
almacenar el calor generado en su interior.

Ambas matrices indican que dependen de las caracteristicas fisicas de los
materiales de los cuales esta hecha la maquina asincrona. Estas caracteristicas
van a ser la conductividad térmica (1), el calor especifico del material (C,) y la

densidad del mismo (p).

6.2 Transmision de calor en la maquina asincrona

El tratamiento que se hace de la ecuacion de Fourier de transmision del calor en
la FF-MC es el que halla en los trabajos de (Bullo, et al., 2006a), (Bullo, et al.,
2006b) y (Bullo, et al., 2007), tanto si es en dos como en tres dimensiones. Estos
autores pasan la celda de coordenadas generales cartesianas absolutas a
coordenadas locales normalizadas, referido el origen en uno de los vértices del
tetraedro.

Esto conlleva que cada celda, cuando se calcule en modo local, deban sus
coordenadas absolutas ser convertidas en coordenadas locales normalizadas.
Una vez terminados los calculos, cuando los datos calculados en modo local
deban ser ensamblados en las matrices globales, previamente deben ser
convertidos a coordenadas absolutas, que son a las que esta referido el modo
global.

Este proceso de conversiones en ambos sentidos tiene un coste computacional
que se debe pagar.
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Los autores (Bullo, et al., 2006a), (Bullo, et al., 2006b) y (Bullo, et al., 2007),
utilizan indistintamente modelos de distribucion de temperaturas basados en
interpolaciones lineales o en interpolaciones cuadraticas. Se debe tener en
cuenta que una interpolacion cuadratica consume mas recursos del ordenador,
pero es mas precisa que una interpolacion lineal. El hecho de ser cuadratica
disminuye los errores al multiplicarse los valores aproximado por si mismos
(elevar al cuadrado).

Otros autores recurren a buscar simetrias en el objeto o maquina a analizar.
Escogen una distribucion simétrica siguiendo un eje de revolucion, o bien una
simetria plana; con lo cual el problema queda reducido a un dominio
bidimensional. Si el fendmeno térmico se comporta igual a lo largo del eje de
simetria escogido, los resultados se restituiran de igual manera a lo largo del
mencionado eje.

oy Simetria plana
X J

Objeto de revolucion Simetria axial

Figura 6-1. Simetria plana y axial de un cuerpo de revolucion.

Entre los autores que siguen esta técnica esta Enzo Tonti, (Tonti, 2000) y (Tonti,
2001). Utiliza distribuciones de temperatura de interpolacion cuadratica. Aparte
de esto, todas las variables del dual son proyectadas geométricamente al primal,
cifiéndose todos los calculos al espacio primal. También recurre a crear un
sistema de coordenadas locales, en este caso sobre un vértice de referencia en
el triangulo, que va a ser la celda a utilizar debido a la distribucién, con simetria
plana, utilizada.

En la maquina eléctrica asincrona no se puede utilizar una distribucion, axial o
plana, de temperaturas. Cabria pensar en el rotor de jaula de ardilla. En este
caso las fuentes de calor estan practicamente situadas en el volumen que ocupa
el mismo. Exceptuariamos los segmentos anterior y posterior del eje, donde
pudiera aparecer calor como consecuencia de corrientes inducidas en los
mismos. El resto, en si mismo, pudiera dar la apariencia de tener simetria axial
o plana. La jaula y el nucleo ferromagnético ocupan el mismo volumen con una
simetria parecida, la de un cilindro.
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Figura 6-2. Rotor de jaula de ardilla (catalogo comercial).

Esto es restrictivo, pues el mismo razonamiento no se puede aplicar para una
maquina asincrona de rotor bobinado. Al menos las cabezas de bobinas rotérica
no cumplirian con estas simetrias. Afadiendo, ademas, que los fendmenos
electromagnéticos y térmicos son diferentes en las cabezas de bobina que en la
parte cilindrica del rotor.

Destacariamos entre otras diferencias las siguientes:

e El volumen que rodea a las cabezas de bobinas rotoéricas es, normalmente,
aire.

e Las cabezas de bobinas rotdricas no estan afectadas directamente por los
fendmenos térmicos originados por la histéresis magnética y las corrientes
de Foucault que aparecen en el nucleo rotérico.

e La capacidad de almacenar energia calorifica es mucho menor que en la
parte cilindrica del rotor, pues mientras éste esta compuesto por acero
ferromagnético, acero estructural (eje), material aislante y cobre; las cabezas

de bobina sélo estan formadas por cobre y material aislante.

Figura 6-3. Cabezas de bobina (catalogo comercial).
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En la Figura 6-3, las flecha rojiblancas sefialan las cabezas de bobina en un rotor
bobinado de una maquina eléctrica asincrona.

Se ha de sefialar que una de las fuentes de calor que existe en el rotor son las
fricciones mecanicas, las cuales transmiten calor al rotor. Son de especial
importancia las generadas por las fricciones en los cojinetes.

No existe simetria
axial o plana

No existe simetria
axial o plana

Existe simetria = - | Existe simetria
axial y plana — axial y plana

No existe simetria
axial o plana

No existe simetria
axial o plana

(a) (b)

Figura 6-4. Maquina asincrona de rotor bobinado (a) y estator (b).

En caso del estator predomina como fuente de calor el efecto Joule en los
conductores, por los cuales discurren las corrientes procedentes de la fuente
energia eléctrica situada en el exterior de la maquina eléctrica. También existen
otras fuentes de calor como son los fendmenos de histéresis magnética y las
corrientes de Foucault. Descartamos el calor transmitido por los escudos anterior
y posterior y generado por la friccion del eje en los rodamientos, pues no es
objeto de esta tesis. El estator, compartido por ambos tipos de maquinas, se
podria hablar de simetria axial o simetria plana en la zona del entrehierro,
encontrandonos con el mismo problema cuando se llegase a la zona de las
cabezas de bobinas, anterior y posterior del estator.

Esta fue una de las causas, entre otras, para descartar como linea de actuacién
en esta tesis el buscar reducciones de objetos a simetria axiales o planas.

Por lo tanto, la Unica forma de resolver este inconveniente es desarrollar la FF-
MC en dominios tridimensionales.

Con lo expuesto anteriormente, debemos descartar las simetrias axiales y
planas, y, si se pudiera, evitar cambios de coordenadas y proyeccion del sub
espacio dual al primal, con el consiguiente ahorro de memoria y tiempo
computacional.

La hipotesis de trabajo fue: ¢ Existe algun camino que pueda cumplir todos los
requisitos que queremos? A continuacion se intenta dar respuesta a esta
pregunta.
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6.3 La [M,].adaptada de [M,]. Una aportacién

El primer paso a dar es trabajar de forma separada la ecuacion de conduccion
de calor. Concretemos esta ecuacion en la maquina eléctrica asincrona.

Ley de transmision del calor de Fourier a través del rotor, entrehierro y estator
[GI{IM,][G][]} Ec. 6.2
Fuentes de calor por efecto Joule, histéresis magnética y corrientes de Foucault

(W] Ec. 6.3

Cambios en la energia interna dependiendo de los materiales constructivos

[Mc,] 47/ it Ec. 6.4

Observamos que la ley de Fourier de conduccion de calor tiene una analogia con
la ley de conduccién de la corriente eléctrica:

Conduccién de calor Corriente eléctrica

[DI=IM1[G1[7]} = [qa] | [DHIM,IIG]w]} = [O]

Tabla 6-1. Conduccion térmica y conduccidn eléctrica (1).

Son fendmenos fisicos que presentan ciertas analogias. La aplicacién de la
divergencia a un cuerpo en el cual existe un campo de temperaturas, nos indicara
si existen fuente de calor positivo o negativo (frio). Sélo indicaria cero cuando se
estuviera ante un cuerpo que lo unico que se limita a conducir calor. En este caso
la distribucion de temperaturas se mantiene estacionaria a lo largo del tiempo.

En cambio, en el fendmeno de conduccion eléctrica, hay que tener en cuenta
que la aplicacion de la divergencia a la ley de Ohm: [M,][G][v] = [I], no puede
dar un valor distinto de cero, pues incumpliria la ley de continuidad, o ley de
Kirchhoff si estuviésemos aplicando la teoria de circuitos lineales.

Pero una cosa es cierta, si operamos con la divergencia dual y buscamos su
equivalente primal, entonces lo expuesto en la tabla Tabla 6-1 pasa a ser:

Conduccién de calor Corriente eléctrica

—[G1{=[Ml[G][]} = [q2] | —[G1{[M,][G][v]} = [0]

Tabla 6-2. Conduccion térmica y conduccién eléctrica (ll).

Salvo el cambio de signo y de operador, el resto permanece inalterado en ambas
expresiones. Esto nos lleva a pensar que, operativamente, existe la siguiente
analogia:
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M) & [M,] Ec.6.5

Por lo tanto, bajo la hipétesis de que pudiera existir tal equivalencia en la FF-MC,
tomando la expresion propuesta por (Specogna & Trevisan, 2005), diremos que:

§ §

(95}
“ee =3
U
o
U)zL
e
(%))
o
U)u

4 I : 5,5, : | g | : 5,5, : | Ec. 6.6
| sal, | ).

§

(%1}
S
(’)u

Puede parecer un hecho trivial, pero creemos que no lo es. Y no lo es por una
sencilla razén. Sea como fuere, cuando se han de realizar calculos térmicos a
partir de fendbmenos electromagnéticos, la matriz [M,] habra de calcularse
obligatoriamente. Entonces, ¢ Por qué calcular dos veces 1o mismo?

Para confirmar si esta suposicién tiene validez, se disefiaron una serie de
experimentos, que fueron contrastados con resultados cuya validez esta
asegurada, como pueden ser expresiones analiticas y software de reconocido
prestigio. Este software esta basado en el Método de los Elementos Finitos, tanto
en dos como en tres dimensiones.

U)N,

Las matrices [M,;] y [M,] topolégicamente son iguales: 1 (Viﬁfj) So (Vlf
t

Los experimentos partieron de un supuesto de conduccion pura de calor, en
ausencia de fuentes internas de calor y temperaturas estacionarias:

[M31[G][7] = [qal Ec.6.7

Se establecieron unas condiciones de contorno, tipo Dirichlet, donde se fijaron
dos temperatura, T1 y 72, en dos caras del cuerpo, considerandose el resto de
las caras, que no eran atravesadas por el flujo de calor, como aislantes perfectos.

7

Contorno Aislante
o / perfecto

T [ T,
—p | I
d | aa
“\ Aislante
perfecto

Figura 6-5. Modelo para transmisién de calor con [M;].



Capitulo 6 119

El disefo tipo es el que se muestra en Figura 6-5. Los experimentos numeéricos
se llevaron a cabo en dos y tres dimensiones, con varios materiales de
conductividades térmicas diferentes.

El la Figura 6-5, se expone uno de los modelos matematicos que se utilizé para
comprobar la validez de la matriz constitutiva de transmision de calor con [M]].
El analisis de los resultados obtenidos en los experimentos numéricos, los cuales
se expondran en capitulos posteriores, nos lleva a pensar que esta hipotesis es
perfectamente valida.

Aun asi, pudiendo pensar que tales suposiciones no fuesen correctas, hemos
ideado una alternativa a la solucién planteada.

6.4 Otra propuesta: la matriz [M,]

Los resultados obtenidos con la matriz adaptada de la propuesta por (Specogna
& Trevisan, 2005) fueron lo suficientemente buenos, que pudiera ser que no
fuesen correctos del todo, o bien tuviesen singularidades que no se apreciaran
en los diferentes experimentos que se llevaron a cabo.

Basados en estos supuestos, se disefid una nueva matriz de conductividades
térmicas.

Se parte que la temperatura se distribuye siguiendo una funcion lineal que
depende de las coordenadas espaciales:

T.(0y.2) =gy xtgyytg,z+ta Ec. 6.8
Tal que los nudos de la celda, tetraedro, tengan las siguientes temperaturas:

To=9xXo+ 9y Yo+ 9gzZo +a
Ty =9gxX1t9yYy1t9;21+a

Ec. 6.9
Ty =9x X2 +9yYV2t+9;2Z; +a
T3=9gxX3+9yY3+9g;zZzta
El sistema de ecuaciones a resolver seria:

Xo Yo Zo 17119x To

X1 Y1 Z1 1|9y _ |1 Ec. 6.10

X2 Y2 22 1 Igzl N sz o

X3 Y3 Z3 1lla T3

[BlaxalGalsx: = [Tlax1 Ec. 6.11

No se calcula el término a pues: aa/ax = 0; aa/ay = 0; aa/az = 0. En el Anexo

1 se calculan los términos gy, g, g=
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Entonces, al aplicar el gradiente a la expresion de la distribucion espacial de
temperaturas expuesta en Ec. 6.8, se obtiene lo siguiente:

V-ri(x,y,z)zgx?+gyj’+gzﬁ Ec. 6.12

Utilizando la matriz [M, ], que hemos asimilado a una conduccién eléctrica y que,
supuestamente damos por valida, entonces podemos decir que el calor
transmitido utilizando esta matriz es:

[Qlex1 = [MaloxelGlexaltlaxa Ec.6.13
Supongamos que existiese una matriz [4,] tal que:
[Ma]exs = [§]6X3[AT]3X6 Ec.6.14

Siendo [S] la matriz de caras duales de la celda:

-

S~i :S~ix ?+ S~iyj)+S~iZk l == (O,,S) Ec.6.15

Si denominamos:

9x
[qlsx1 = —A|9y| = —2[gradT]ls Ec. 6.16
Yz 3x1
Con lo que:
[Q']6x1 = —A[$],, [gradT]s. Ec.6.17
Supongamos también que:
[q]3x1 = [Acl3x6[GloxalTlaxa Ec.6.18

Llamando [X]¢x; = [GlexalT]ax1, €Ntonces por dos caminos diferentes se debe
llegar al mismo resultado:

[Q']ex1 = [Qlsx1 Ec.6.19

Sustituyendo:

—A [5]6X3[gradT]3X1 = [Mplexe[Gloxalt]ax1 Ec. 6.20

Volviendo a sustituir la matriz [X]¢x; y el valor dado a [M;] en la expresion Ec.
6.14, entonces:

-2 [5]6x3[gradT]3X1 = [5]6x3[A‘r]3><6[X]6X1 Ec. 6.21
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Simplificando el término [S]_ _, queda:

—A[gradT]zx; = [A;]sxe[X]ex1 Ec. 6.22

Tenemos un sistema de ecuaciones resoluble:

[—1 1 0 O'I
-1 0 1 0f[To
-1 0 0 11|71
= = Ec. 6.23
XI=1GII71 =" 1 1 olls, c
[0 0 -1 1J T3
0 -1 0 1
_TO + Tl_ xO
_TO + Tz [Xl]
_|=Tot T3 _ |x2 |
X1=|_r, 47| =lx Ec. 6.24
_Tz + T3 lx4J
-7, + T3dgx1 X5lex1
X
fx"]
Ago Aor Aoz Aoz Aos Aos xl
[A][X] =410 A1n Az Az A Asgs X5 Ec. 6.25
Ayg Az Az Ay Ajs Asly, X,
X5dox1
X
fx°1
I9x Ago Aor Aoz Aoz Aos Aos xl
—A |9y =410 A1 Az Az Ay Ass X3 Ec. 6.26
9zl351 Azo Azy Az Ayz Ay Ays

3X6 [X4J
X5

Por lo amplio del desarrollo de Ec. 6.26, el calculo de la matriz [A,] se explica en
el Anexo 1. Una vez calculados los términos A.; pasamos a exponerlos:

6X1

(y322 = ¥223) (0123 —y321) (V271 —172) (V320 —YoZ3) (120 — Yoz1) (Vo2 — ¥22o)
(0223 = x32,) (321 —%123)  (x12, — X%221)  (XoZ3 — X32Z0) (X021 — X1Z9) (X220 — XoZ2)
(Y2 —x2¥3)  (e1ys —x3y1)  (y1 — X1Y2)  (X3¥o — Xo¥3)  (X1¥0 — Xo¥1)  (XoY2 — X2Y0)

A

[4.] = Iy Ec. 6.27

Donde A es el determinante del sistema de ecuaciones definido en Ec. 6.10.

Se muestra que nuestra matriz es mas complicada de operar que la propuesta
por (Specogna & Trevisan, 2005).

[M.] = [S][4.] Ec. 6.28
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Queda evidenciado en los experimentos numéricos que existe mas de una forma
de construir las matrices constitutivas.

6.5 La matriz constitutiva [M;]*® para dominios
bidimensionales

Si bien hemos advertido que en esta tesis no se han tratado los cuerpos
tridimensionales con reducciones a simetrias axiales o a simetrias planas,
conviene destacar lo siguiente. Existen problemas fisicos que, en si mismo,
deben ser tratados como un dominio bidimensional, tengan o no simetria.

Concretando para el caso de las maquinas eléctricas asincronas, el tratamiento
de cualquier fenomeno superficial debe ser hecho en un dominio bidimensional.
Como caso practico, supongamos un estudio de la distribucion de temperatura
en los aislamientos — carlite - utilizados en las chapas de los nucleos
ferromagnéticos (Evans & Von Holle, 1979). Si se tratase como un problema
tridimensional, el modelado del bafio de carlite en tres dimensiones tendria que
ser muy denso comparado con el espesor de la chapa. Esto lejos de facilitar el
procesado de datos, lo empeora, pues el mallado tridimensional del bafio debe
ser mas denso que el de la chapa. Como de lo que se trata es de estudiar la
distribucion de temperaturas, no apartamos nada a la solucion. Al contrario,
bajamos el rendimiento computacional de la misma.

En cambio si optamos por un dominio bidimensional para estudiar la distribucion
de temperaturas, esto hara que el gasto computacional, innecesario en tres
dimensiones, lo empleemos en aumentar la densidad del mallado bidimensional.
Este hecho hara que la solucion gane en precision. A mas densidad de mallado,
mayor numero de nudos, mejor interpolacion de los valores de temperatura a
averiguar.

dC dFo
1

de, >>> d,

Peor solucion
Acero

ferromagnético

Pelicula de carlite v
X

Mejor solucion

Figura 6-6. Distribuciones superficiales de temperatura.

Esto nos lleva a desarrollar la matriz propuesta y adaptada de la que propone
(Specogna & Trevisan, 2005) aplicada a la conduccién térmica para un dominio
bidimensional.
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En la bibliografia consultada en FF-MC, no parece una matriz de conductividad
térmica basada en los baricentros de las caras duales. Los modelos que
aparecen estan basados en proyecciones a las caras primales o se consideran
extrusiones cuando se hacen analisis con simetria axial. Por ello hemos decidido
desarrollar el mismo procedimiento que se hizo en tres dimensiones, pero ahora
de forma bidimensional.

Para ello adoptamos los parametros primales y duales para la celda triangular
siguiente:

n, 1,., -
n S, ==l %
00 Ny = {XO' yO} ¢ 2 ” ﬁ”
a a
ny = {x1, ¥4}
/ ‘ ny = {x3, ¥} n, = 1
n, " 1y 5

(a) (b)

Figura 6-7. Celda triangular de referencia.

En la Figura 6-7, en (a) se indica cual es la celda de referencia bidimensional.
En este caso es un triangulo. En (b) se explica como se obtiene la superficie del
triangulo como la mitad del médulo del producto vectorial de dos vectores que
describen sus lados.

En un triangulo, el sub espacio dual esta referido a las lineas que unen el
baricentro del triangulo con las medianas de los lados del triangulo. Asi mismo
todas las aristas, tanto primales como duales, deberan estar orientadas.

7y
L ]

125N\

n,

Figura 6-8. Celda triangular con sus respectivas aristas duales.

Procediendo de manera analoga a lo realizado en los dominios tridimensionales,
tenemos que, en dominios bidimensionales, la matriz de conductancias térmicas

es!

o

Ec. 6.29

o~ e 0
=

N
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Desarrollando el producto vectorial entre los vectores que definen a las aristas
duales, se obtiene la siguiente expresion para la matriz de conductancias
térmicas bidimensionales:

2 Eo'%o %0'{11 l:o'fz
[M;]?P = s, L,-Ly L,-L, L,-L, Ec. 6.30
L,Ly L,"L, Ly-L

N
o
N
[y
N
N

En los experimentos en dos dimensiones que se ha realizado, se ha comprobado
la validez de la matriz [M,]?? siguiendo los criterios anteriormente expuestos.

6.6 La matriz constitutiva [M¢,] para dominios
tridimensionales

La matriz [Mcp] se asocia a la capacidad que tiene un cuerpo de almacenar calor
por variacion de su energia interna. Dicha variacion de energia interna esta

asociada a un cambio de temperatura (df/dt).

Ademas dependera también de la cantidad de masa (M) del cuerpo en cuestion
y del calor especifico ((p) del material que lo constituye.

Autores como (Bullo, et al., 2006a), (Bullo, et al., 2006b), (Bullo, et al., 2007)
proponen una expresion para esta matriz, que es la siguiente:

75 23 23 23

MC
_MGl23 75 23 23
Mal =575 123 23 75 23 Fe. 6.31

23 23 23 75

Donde M = p,V; es la masa del tetraedro primal, obtenida de p,, como densidad
volumétrica de masa del material del tetraedro y V’rzcomo volumen del mismo.

Por la complejidad del desarrollo de la matriz [Mcp], éste se explica de forma
detallada en el Anexo 2. Se trata basicamente trata de obtener los valores de los
volumenes de las celdas duales insertos en el tetraedro primal (Voitovich &
Vandewalle, 2007).

Se demuestra que esta matriz, conocida como matriz de masa, es mas exacta
que la que habitualmente se emplea en el método de los elementos finitos (Bullo,
et al., 2007). Para mayor informacion leer el Anexo 2.

La ecuacion definitiva de la transmisién de calor en cualquier régimen quedaria
como sigue:

[GIT{MA[GI[]} + [Mcp] 97/ 4, = W] Eo. 6.32
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Para resolver esta ecuacion diferencial se utiliza el método de Crank-Nicolson
(Crank & Nicolson, 1996). La ecuacion Ec. 6.32 se transforma en

[Allz] + [Mcy| dT/dt = [W] Ec. 6.33
Siendo:

[A] = [G]T[M)l] [G] Ec. 6.34
Quedando la ecuacion Ec. 6.34 , dispuesta para ser integrada, de la siguiente
forma:

(ﬁ [Mc,] + B[A]) T = (i [Mcy] = (1 = O[A]) 7"+ (L= W]+ 0 g oo

No obstante se debe destacar que (Bullo, et al., 2007) indica que la matriz [Mcp]
desarrollada por FF-MC presenta un numero de condicién de valor 2,7692
mientras que la misma matriz, desarrollada por el Método de los Elementos
Finitos, presenta un valor de 5. La solucidn final es mucho mas aproximada en
FF-MC que en el FEM, pues el numero de condicion esta mas proximo a 1. Ver
Anexo 2.

6.7 Conclusiones

La bibliografia sobre Formulacion Finita y el Método de la Celda aplicada a la
transmision del calor es muy escasa. En el caso particular de las maquinas
eléctricas es nula.

La Formulacién Finita y el Método de la Celda tienen una gran versatilidad en
cuanto a la creacion y transformacién de matrices constitutivas se refiere.

Se ha aportado una nueva forma de matriz constitutiva de transmisién de calor
para la ecuacion de Fourier basada en el promedio baricéntrico tetraédrico de
las caras duales.

Se ha disefiado una nueva matriz constitutiva de transmisién de calor para la
ecuacion de Fourier que permite una precision equivalente a otras matrices aqui
propuestas. Es mas complicada de manipular informaticamente, pero permite
comprobar la versatilidad que tiene el Método de la Celda en cuanto a matrices
y ecuaciones constitutivas se refiere.

Se comprueba que la energia interna depende de parametros propios del
material y de la geometria de la celda empleada.

Se demuestra que se puede crear una matriz de conductividad eléctrica para
analisis térmicos bidimensionales.

Esta metodologia puede aplicarse a un modelo térmico de maquina eléctrica, en
particular a una maquina asincrona
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CAPITULO 7

Ecuaciones de Maxwell y circuitales en FF-MC y
el MNM en 3D
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Las ecuaciones circuitales definen circuitos eléctricos con elementos de
parametros concentrados y que pueden ser también conectados a elementos
continuos. Esta posibilidad se debe a la existencia de cohomologias en las zonas
de conexion entre el dominio continuo y el de parametros concentrados.

Se explica en este capitulo el método de la Tabla, el método de la Tabla
Reducida, el método Nodal Modificado, el conjunto A4 y las Cohomologias.
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7.Ecuaciones de Maxwell y circuitales en FF-MCy
el MNM en 3D

7.1 Introduccidn

Las ecuaciones circuitales definen circuitos eléctricos con elementos de
parametros concentrados y que pueden ser también conectados a elementos
continuos. Esta posibilidad se debe a la existencia de cohomologias en las zonas
de conexion entre el dominio continuo y el de parametros concentrados.

Se explica en este capitulo el método de la tabla, el método de la tabla reducida,
el método nodal modificado, el conjunto A4 y las cohomologias.

Todos estos métodos pretenden tratar grandes redes circuitales por métodos
algebraicos basados en el algebra matricial (Costa, et al., 2000), (Ho, et al.,
1975), (Wali, et al., 1985).

7.2 El método de la Tabla

El método de la Tabla debe cumplir con las siguientes leyes:

e Primera ley de Kirchhoff

[A] [Ib] = [0] Ec. 71
e Segunda ley de Kirchhoff
[Up] = [A]" [vr] Ec.7.2

e Ecuacioén de definicidn

[Yp1[Up] + [Zp]1[1p] = [W)] Ec.7.3

Donde [A] es una matriz de incidencias nudos rama: [A],xp

Nota: Se utiliza el subindice b para indicar rama del inglés branch.

El significado de las matrices, todas ellas referidas a las ramas, es el siguiente:
[I,] :Corrientes [V,] :Admitancias de rama
[Uy] : Tensiones [Z,] :Impedancia de rama

[v,] : Potenciales en los nudos [W,] :Fuentes de tensién o intensidad

Cada elemento de un circuito tiene que ser ordenado de una determinada
manera. Sea el circuito genérico que se presenta en la Figura 7-1.
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|y
m-

Figura 7-1. Circuito genérico.

El anterior circuito puede también ser representado mediante la siguiente tabla:

Yo Zp Wh
Rl 1| -R|O0
Yy ¢| 110
Cljoc| -1 | O
Ll 1 |joL| O
Ul 1 0 | £
AN 1 Iy

Tabla 7-1. Circuito de Figura 7-1 en forma de tabla.

Ahora comienza la construccién del sistema de ecuaciones del método de la
Tabla. Las incognitas a determinar son:

[Us]
[1p]
[vn]

La primera relacion es la de tensiones y potenciales. Las tensiones en las ramas
dependen de los potenciales en los nudos. Por lo tanto:

O] =1A]"- [v] = [Up] = [A]" - [v,] = [0] Ec. 7.4

Debe cumplirse la primera ley de Kirchhoff, entonces:

[A]l15] = [0]

Ec. 7.5

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff, entonces:

[Yp1[Up] + [Zp][1,] = [W)], Ec.7.6
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Ensamblando todas las ecuaciones del sistema:

[1] [0] —[A]"\ /[Ub] [0]
[0] [A] [0] [1,] | =1 [O] Ec.7.7
[Y,] [Z,] [0] [Vn] (W]

Al sistema [T] - [X] = [W] se le conoce como Método de la Tabla.

7.3 El Método de la Tabla Reducido

El método de la Tabla tiene el inconveniente de tener muchas incognitas. El
objetivo sera reducir el numero de éstas al maximo posible. Una de las incégnitas
que se puede reducir es el bloque de tensiones de rama [U,], pues:

[Up] = [A]" [vn] Ec.7.8

Entonces sustituyendo en el sistema de ecuaciones:

[All1,] = [0]

[Yp1[Up] + [Zp]11] = [W}] S WA + 2] = W]
Quedando el siguiente sistema de ecuaciones:
Vo] [Zp]\ ([vn]\ _ (W]
<[(;)] [;] ) <[Ib]) B ( [Oli ) Ec. 7.10

Al sistema [Ty] - [X] = [W] se le conoce como Método de la Tabla Reducido.

7.4 El Método Nodal Modificado

En el Método Nodal Modificado existen tres conjuntos de elementos:

A = conductancia, condensador,
1™ | fuente de corriente dependiente de tension, -

A, = {resistencia, bobina, fuente de tension,--- }
A; = {fuente independiente de corriente}

La caracteristica que deben cumplir todos los elementos del conjunto A: es la
siguiente:

11[U,] Ec. 7.11

Es decir: deben comportarse como admitancias.

La caracteristica que deben cumplir todos los elementos del conjunto Az es que
respondan a la siguiente ecuacion:
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[Yz][Uz] + [Zz][11] = [Wz] Ec.7.12

La caracteristica que deben cumplir todos los elementos del conjunto A4z es que
respondan a la siguiente ecuacion:

(] =[1] Ec. 7.13

Siendo [/;] el valor en amperios de la fuente independiente de corriente.

Estos elementos se agrupan en una matriz de bloques del tipo:

[[4:]  [4.]  [4s]] Ec. 7.14

Para cumplir con la segunda ley de Kirchhoff, esta matriz de elementos debe
responder a la ecuacion abajo expuesta:

(U] = [[41] [42] [435]] - [v] Ec.7.15

Teniendo en cuenta las propiedades de la transpuesta de una matriz de bloques,
se obtiene lo siguiente:

[A,]"

[[41] [A2] [43]]" - [wal = | [A2)7 |- [va] Ee 716
[45]7

De lo que se deduce que existen tres bloques de tensiones de rama asociados
a los elementos A:

[U4] [4,]"
[U2] | = [A2]" ) [v] Ec. 7.17
[Us] [A45]"

Luego:

[U,] = [A1]" - [v]
[U,] = [Az]T *[vn] Ec.7.18
[Us] = [43]" - [vn]

La primera ley de Kirchhoff se aplica de la siguiente manera:

Iy
[[A1] [A,] [AS]] ’ 52] = [0] Ec.7.19
3
[A1] - [I1] + [A2] - [I2] + [A3] - [I5] = [O] Ec. 7.20

El desarrollo del método nodal modificado insiste en eliminar el mayor niumero
posible de incognitas, exceptuando las tensiones en los nudos y las corrientes
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asociadas al conjunto Az Por lo tanto, los términos (A4, I;) y (43, I3) tienen que
ser reducidos a términos de I, y v,,.

Sustituyendo por valores previamente calculados, tenemos que:

[A1] - [I] = [A{] - (V1] - [ULD) = [A1] - [V1]([AL]T - [vn]) Ec. 721
[45] - [1:] = [45] - [1)] Ec.7.22

Entonces:
[A1] - [I] + [A;] - [I;] + [A5] - [I5] = [0] Ec.7.23

Se transforma en:
[A1] - 1[4 - [v] + (4] - [L2] + [4s] - [1)] = Ec.7.24
O bien:
[A1] - [R1[AL]" - [va] + [4,] - [I2] = ~[4s] - [1)] Ec. 725
Si a la ecuacion de definicidn de la tabla se le sustituye el término [U,], entonces:
(114217 - [vn] + [Z2] - [I2] = [W] Ec.7.26

El sistema de ecuaciones construido a partir de las Ec. 7.25 y Ec. 7.26 queda
como sigue:

Ec. 7.27

([Al] - [1,][4,]7 [Az]) ([%]) _ (—[A3] -][11]>

[4.]" [Z5]/ \ 1] W,

A este método se le conoce como Método Nodal Modificado (Ho, et al., 1975) y
(Wali, et al., 1985).

7.5 Incorporacion de elementos electromagnéticos de
dominio continuo al sistema de ecuaciones
circuitales del Método Nodal Modificado

El objetivo es incorporar bloques de matrices que definen el comportamiento de

un dominio continuo, que ha sido discretizado, en el sistema de ecuaciones del
Método Nodal Modificado (Simon & Monzon, 2010).

Recordemos que se trata de elementos de un continuo discretizado que se van
a incorporar a un circuito de elementos discretos concentrados.
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Primer paso

Se modifica el vector de tensiones en el Método Nodal Modificado. Sera
necesario afadir un nuevo elemento A<tal que:

[U4] (4,17
[U] [42]"
[Ui] = [Az]T [val Ec.7.28
[U4-] [A4]T

Los elementos resaltados son los nuevos elementos a incorporar.

Sequndo paso

En el Método Nodal Modificado hay que anadir el nuevo elemento A, a la primera
ley de Kirchhoff:

[A1] ' [11] + [Az] ’ [12] + [A4] ’ [14] = _[As] ’ [13] Ec. 7.29

El nuevo elemento A+ es una matriz de incidencias nudos-ramas donde estan
incluidas las corrientes cohomologicas.

Previamente se agrupan las ecuaciones por conjuntos fundamentales:

Conjunto1 = [I] = [\1][U4]
Conjunto2 = [Y,][U,] + [Z,][I,] = [W,] Ec.7.30
Conjunto3 = [I] =[]

Hay que incorporar al conjunto 4. La ecuaciéon que define a las corrientes en el
dominio continuo discretizado Q2 es:

[Iq] = [M,] - {—jwla] — [G][v;]} Ec. 7.31

Se recuerda que estamos en un sistema que varia armonicamente (jw). Para el
caso general se sustituiria por d;[a].

El v; € [v] son los potenciales eléctricos en el dominio discretizado 2, situados
en los nudos primales de la celda, y cuyo gradiente [G][v] da lugar a tensiones
asociadas a las aristas primales.
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Corrientes
cohomologicas &

Nudo cohomolégico
caral [ )
cara2 ®

carareferencia @

Figura 7-2. Dominio discretizado con corrientes cohomolégicas.

En la Figura 7-2, (a) es el dominio discretizado con corrientes cohomoldgicas. (b)
son las cohomologias obtenidas en simulacion con Gmsh y (c) es la componente
real de la corriente en el dominio, simulado con Gmsh. Las corrientes [I,,],
1421y [l43] son corriente que pertenecen al circuito de parametros discretos
concentrados y que comparten el dominio continuo discretizado (2.

Aplicando la ley de continuidad:
[141] + [14-2] + [143] = [0] Ec.7.32

Conociendo las corriente cohomoldgicas de la cara 1 y la cara 2 del ejemplo
expuesto en Figura 7-2, se pueden averiguar cuanto valen las corrientes [I,,] e

[Ls2].

El procedimiento es crear un vector de corriente conomoldgicas ala cara 1y a
la cara 2. En el caso de la Figura 7-2 existen 2 caras, pero se puede extender a
n caras. La matriz de corrientes cohomoldgicas tendra tantas filas como caras
cohomolodgicas tenga el objeto, y tantas columnas como aristas tengan el
mallado del dominio discretizado 2.

Para distinguir las aristas que inciden en la cara cohomoldgica de las del resto
del mallado, se le asigna el valor (-1, 0 1) segun incida en sentido contrario al
esperado, no incida o incida en el sentido esperado, respectivamente. Por lo
tanto, el elemento del grupo 4 tendria la siguiente forma:

1 e -1 0 1
[IC]_[—l 0 0 0lsxng Ec.7.33
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La corriente que deseamos averiguar para el grupo 4 seran:
[Lelnaxa = [Mg] - {—jwla]l = [G][v;]} Ec.7.34
Operando de la siguiente manera:
[Uclnaxna " Uxlnaxi = [14] Ec.7.35

Siendo n4 el numero de nudos del mallado que son cohomoldgicos a las caras
analizadas y na el numero de aristas totales del mallado. Con lo que:

[L] = (gﬁ) Ec. 7.36

O bien, desde otro punto de vista:

(1] [M,] - (~jwla] = [6]lwi]} = (Bﬁ) Ee.7.37
O bien:
—joll][Ms][a] — [ ][M][G][v:] — [14] = [O] Ec.7.38

Ahora se trata de introducir en el sistema de ecuaciones del Método Nodal
Modificado los parametros electromagnéticos obtenidos en la formulacion (q, (a,

v)).

Ordenando:
{[CI"[M,][C] + jw [M1}al + [M,][G][v;] = [If] Ec. 7.39

La intensidad [If] corresponde a las corrientes que circulan por el dominio

continuo discretizado. No son corrientes inducidas. Son corrientes suministradas
desde el circuito discreto, aunque circulan conjuntamente con las corrientes
inducidas dentro del dominio continuo discretizado 2.

A continuacion se expone la ley de Ampere, conjuntamente con la ley de
Faraday, en el dominio continuo discretizado (2.

—jw [G]"[Ms][a] — [G]" [M,][G][v:] = [0] Ec. 7.40
Se debe cumplir la ecuacioén de continuidad:
[A1] - [L] + [A2] - [I] + [AL] - [14] = —[A5] - [I5] Ec. 7.41

El sistema con el elemento [4,] incorporado seria:
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(o ()
[45]T

\[U3]/ = [vr] Ec.7.42
[U4] [A4,4]7

[U1] = [A4]"[vn] [U.] = [A,]" [v]

Donde:

Ec.7.43
[Us] = [A3]T[vn] [Us] = [A4]T[Un]

Repitiendo el proceso, y teniendo en cuenta que las incognitas deben aparecen
en la forma {a,v;, v, I,,1,} el sistema final tiene que quedar en funcién de las
incognitas anteriormente citadas.

El término {[A;] - [/;]} de la expresion Ec. 7.41 puede ser modificado a:
[A1] - 1] = [A4][V1][U,] = [Ad][V1][A4] [,] Ec.7.44
Sustituyendo:
[A[YV11[AL]" [vn] + [A] - [1] + [A4] - [u] = —[45] - [15] Ec.7.45
De la Ec. 7.30 se extrae la siguiente expresion:
[Y21[U,] + [Z2][12] = [W,] Ec.7.46
Entonces, sustituyendo el valor [U,] = [4,]7[v,] en ella, se obtiene lo siguiente:
(V2114217 [vn] + [Z:]112] = [W5] Ec.7.47

Ahora haciendo un ordenamiento de las ecuaciones obtenidas, se obtiene el
siguiente agrupamiento de ecuaciones:

{[CI"IM,]IC] + jw Mg 13}al + [M11G1[vi] = [I;]
—jo [G]"[M,][a] - [G]"[Ms][G][v;] = O

—jow [I]IMs]la] = [I1[Ms1[G][v:] — [LL] = [0] ¢ Ec. 7.48

[Y21[A-1" [vn] + [Z2][12] = [W,]

[A1[Y11[A1] [vn] + [A2] - [I] + [A4] - (1] = —[As] - [15]

La primera ecuacion define a la Ley de Ampere y de Faraday aplicada al dominio
continuo discretizado. Son las corrientes que se inducen por las variaciones del
campo magnético, asi como las corrientes que forzamos a circular en el dominio
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continuo discretizado 2y que proceden de los circuitos discretos conectados al
dominio.

La segunda ecuacion es la ley de continuidad de la corriente eléctrica en el
dominio continuo discretizado (2

La tercera ecuacion es la ecuacion de definicion de las corrientes cohomoldgicas
en el dominio continuo discretizado (2.

La cuarta ecuacién corresponde a la Ley de Amperes pero aplicada al circuito
discreto.

Y, por ultimo, la quinta ecuacién es una ecuacién de definicién y se corresponde
con la segunda ley de Kirchhoff aplicada al circuito discreto.

Con esto queda demostrado que se pueden hibridar circuitos discretos de
parametros concentrados con dominios continuos, discretizables y conductores.

El sistema de ecuaciones expuesto en Ec. 7.48 se puede escribir de forma
matricial de la siguiente manera:

[[T11) i Ta1l iy [0]ixn [0lipz  [0ipz | [laliaa
[T11]nx [Tll]nxn [O]nxn [0]nxb2 [0]nxpa [[vi]nxl }
[Ti1)paxt [Tiilbaxn  [01paxn  [Olpaxpz  [—1paxpa| X | [Vnlnat |
[0]p2xt [01p2xn  [Tialbzaen  [Z2)b2xvz  [Olp2xpa l[lz]b2x1
_[O]nxl [O]nxn [Tll]nxn [AZ]nbe [A4]nxb4 i [14]b4x1
_ [If]lx1 _ Ec. 7.49
[0] %1
= [0]nx1
[Wz]bel
[-4s 1], ]

Debido a lo complejo de representar el sistema completo, se ha pasado a la hoja
siguiente. Los subindices son de suma importancia, pues nos van a indicar la
dimensidn global de la matriz y el espacio a que pertenece la submatriz: dominio
continuo o circuito discreto. Los subindices indican lo siguiente:

bz ramas del grupo 2 b4 ramas del grupo 4

. numero de nudos del circuito discreto 77: nudos del dominio continuo discretizado (2.

I numero de aristas del dominio 2



139

Capitulo 7

Ec. 7.50
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7.6 Conclusiones

El estudio de las Homologias y las Cohomologias se incluye en el Algebra
Homoldgica (Lluis-Puebla, 1990) pag. 4-5.

En esta tesis no es objeto de estudio el Algebra Homoldgica. Solamente se ha
usado como herramienta, ya implementada en GMSH.

Del GMSH se han utilizado las cohomologias, cuya utilidad se ha explicado en
apartados anteriores de este capitulo.

Basicamente, las cohomologias equivalen a los grupos de corte basicos en
Teoria de Circuitos. Esta utilidad es la que se ha explotado en esta tesis para
poder enlazar dominios continuos discretizados con dominios circuitales de
parametros concentrados.

Las homologias establecen ciclos cerrados sobre un dominio discretizado. La
utilidad que han tenido es la de indicar donde se situan las caras, del dominio
discretizado, a conectar en el circuito de parametros concentrados.

El trabajo consistid en establecer el conjunto de nudos y aristas cohomoldgicas
a las caras C1y C2, siguiendo las instrucciones del GMSH. El uso de los nudos
y las aristas cohomoldgicas se ha explicado en apartados anteriores de este
capitulo.

Par profundizar mas en el tema de homologias y cohomologias aplicadas al
electromagnetismo computacional se recomienda leer a (Dlotko, et al., 2009),
(Pellikka, et al., 2010), (Pellikka, et al., 2013) y (Pellikka, 2014).
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Experimentos numéricos y validacion
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Sintesis

Se exponen todos los experimentos numéricos que se han efectuado. Se dividen
estos experimentos en: experimentos de tipo térmico, de tipo electromagnético y
de tipo electro-térmico. Se han llevado a cabo en estado permanente y
transitorio. Se validan los resultados respecto a los datos obtenidos con
GetDP y FEMM. La validacién se ha efectuado utilizando diversos estadisticos.
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8. Experimentos numericos y validacion

8.1 Introduccidn

Para probar cada una de las teorias que hemos expuesto en los capitulos
anteriores, se han desarrollado un conjunto de aplicaciones informaticas. Estas
aplicaciones han servido para realizar una serie de experimentos numéricos
justificativos de la hipétesis que pretendemos demostrar: “La Formulacion Finita,
con el Método de la Celda, es una metodologia valida para calculos
electromagnéticos y térmicos en maquinas eléctricas asincronas”.

Para ello hemos hecho una clasificacion de los experimentos numéricos que
responde a la siguiente ordenacion:

e Experimentos numéricos de tipo térmico.
o Experimentos numéricos de tipo electromagnético.

e Experimentos numéricos de tipo electro-térmico.

8.2 Metodologia

El proceso que se ha llevado a cabo en esta tesis ha sido el utilizar un método
numérico alternativo de resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, aplicado a problemas electromagnéticos y térmicos, que se
desarrollan en las maquinas eléctricas asincronas.

Para comprobar si las propuestas hechas en FF-MC son validas, se han
disefiado y ejecutado una serie de experimentos numericos.

Los resultados obtenidos en estos experimentos numéricos deben ser sometidos
a un proceso de verificacion y validacién para garantizar que la hipétesis de
partida es valida: “La Formulacién Finita y su método numérico, el Método de la
Celda, son validos para estudiar electromagnéticamente y térmicamente a una
maquina eléctrica asincrona”.

8.2.1 Proceso de verificacion y validacion

El proceso de verificacion y validacion, V&V de aqui en adelante, es un proceso
continuo y no disjunto, pues el uno depende del otro.

La verificacion consiste en comprobar si el procedimiento implementado es
conceptualmente correcto (B.H.Thacker, et al., 2004), (Tedeschi, 2006) y (Oden,
2009).

En esta tesis el procedimiento ha consistido en utilizar una serie de aplicaciones
informaticas de uso libre y crear otras utilizando lenguajes, también de uso libre,



Capitulo 8 145

para comprobar si la Formulacion Finita, implementada numéricamente en
dichas aplicaciones con el Método de la Celda, era valida para el estudio de las
maquina eléctricas asincronas desde el punto de vista electromagnético y
térmico.

Conceptualmente se ha verificado que no existen errores y que lo aportado por
los experimentos es congruente con las teorias fisicas que explican dichos
fendmenos.

La validacién consiste en comprobar si los datos obtenidos de los experimentos
numéricos coinciden con una realidad objetiva (B.H.Thacker, et al., 2004),
(Tedeschi, 2006) y (Oden, 2009).

En nuestro caso la realidad objetiva consiste en obtener resultados mediante
aplicaciones informaticas, sobradamente contrastadas, como son el GetDP vy
FEMM. Los datos obtenidos de estas aplicaciones los contrastamos con los
datos obtenidos en nuestros experimentos numéricos. De esta manera,
aplicando los estadisticos correspondientes, damos validez a dichos resultados

( Decisiones

Universo de ?
realidades fisicas

Errores de
modeladc

/—_-\- Teorla;’ModeIos

matematicos

_ Conocimiento

Errores de
observacion

/"'Errores de™.
/ discretizacién

Observaciones

\_Verificacion /
., ~
~—

Validacion

Figura 8-1. Los caminos del conocimiento. Adaptado de (Oden, 2009).

El modelo propuesto por (Oden, 2009) le da una gran importancia a la fase de
validacion. Esto es asi porque cualquier hecho no contrastado, no tiene una
validez verdadera en la ciencia. Es cierto que se puede lanzar una teoria,
aparentemente coherente, pero hasta no ser comprobada, no alcanza el nivel de
generalidad. También es cierto, como es el caso de esta tesis, que los modelos
computacionales son una fuente de generacién de conocimiento. Se puede
encontrar también dos modelos interesantes de V&V en (B.H.Thacker, et al.,
2004), pag. 5-7. En nuestro caso, como linea futura, se culminara el proceso en
una contrastacion con la realidad fisica. Es decir, ensayando y validado en
laboratorio los resultados ahora obtenidos en la medida que esto sea factible.
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Los experimentos llevados a cabo se han desarrollado en dos ordenadores con

las siguientes caracteristicas:

Ordenador 1

Ordenador 2

Fabricante: Packard Bell
Procesador: Intel® Core(™) j5
CPU: 3.20 GHz

Memoria RAM: 4,00 GB
Sistema operativo: Windows 7, 64 bit

Fabricante: Dell
Procesador: Intel® Core(™) j7-3820
CPU: 3,6GHz

Memoria RAM:32GB
Sistema operativo: OpenSUSE Linux

El software, de uso libre, utilizado fue: Gmsh-GetDP, FEMM, Scilab, Dev C++,
Octave y Gnuplot. El software, bajo licencia, utilizado fue: Matlab, Excel y Word
de Microsoft Los sistemas operativos donde se trabajaron las aplicaciones

informaticas fueron Windows 7 64 bit de Microsoft y OpenSUSE Linux.

Se han fabricado diversas aplicaciones para llevar a cabo los calculos. Estas

son:
2D 3D
N° aplicaciones | Promedio lineas | N° aplicaciones | Promedio lineas
de codigo de cédigo
Dev C++ 6 300 23 957
Matlab 6 200 4 900
Octave No desarrolladas No desarrolladas 5 150
Scilab No desarrolladas No desarrolladas 20 250
GetDP 2 200 4 200

8.2.2 Procedimiento seguido en los experimentos numéricos

Todos experimentos numéricos que se ha llevado a cabo siguen la misma

Figura 8-2. Aplicaciones informaticas desarrolladas.

metodologia (Paez, 2009), que es la siguiente:

Formulacién del problema.

geométrico 'y

electromagnético y/o térmico.

de los resultados.
los resultados.

1.
2. Modelado
3.
4,
5. Simulacion.
6. Procesado
7. Analisis de
8.

Elaboracion del informe.

definicion

Establecimiento de las condiciones de contorno e iniciales.
Generacion de la malla de calculo.

del

dominio

8.2.3 Elaboracién del informe del experimento

Cada experimento se ha disefiado siguiendo la misma estructura, siempre que
sea posible. La validacion se ha llevado a cabo con una bateria de estadisticos.
Los estadisticos empleados se pueden consultar en el Anexo 3. Los informes de
cada experimento siguen el siguiente orden:
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Esquema del experimento
Objetivos del experimento
Descripcién del experimento
Graficos obtenidos
Estadisticos obtenidos
Andlisis de los datos

Resumen del experimento

8.3 Experimentos numéricos de tipo térmico

Pretenden demostrar la validez del Método de la Celda en los procesos de

transmision de calor.

8.3.1 Calibracion del FEMM

Esquema del experimento

3507 8s0007 : >3 5304007
JARes0Z 1 350784002
JAS e+002 1 3402e+002
IATRea002 : 245704002
AT esDNT : 34TD0+002
33620002 1 340784002
3357 e+ ; 338204002
332 : 1T+ 002
33074002 : 3.732e+002
326204002 1 330704002
32578000 1 3IBIe+002
322 : 2T+ 002
320704002 : 323204002
Jlambdal 31820002 1 12070002
31574002 ; 318264002
3132 : 2150002
31078+002 : 113264002
30820002 1 21070002
3057 e+002 ; 308264002

Dengity Pot: Temperature (K)

™~
Corte paramétrico
de temperaturas

(@)

Figura 8-3. Calibracion de FEMM.

AT  2ETes2 Tx = (TZ -

Ec. 8.1
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Objetivos del experimento

Con este experimento de calibracion se pretende comprobar como se comporta,
en cuanto a errores se refiere, el FEMM frente a una expresion analitica, la cual
representa la distribucién de temperaturas a través de una pared de un cilindro.

Descripcion del experimento

El experimento consiste en crear un rectangulo de dimensiones 0,5 x 2,0 metros,
que equivaldria a un corte de la pared de un cilindro de 2 metros de altura, 2
metros de diametro. El espesor de las paredes corresponde al rectangulo
anteriormente indicado, el cual se utilizara en otros experimentos numéricos,
Figura 8-3(a). Se ha procedido asi porque el FEMM esta basado en el método
de los elementos finitos. Utiliza simetrias axiales y planas, siendo nuestro caso
el primero. La pared del cilindro tiene un coeficiente de conduccién térmica de 1
[W-m" K-']. Este dato sélo representa un valor facil de rastrear analiticamente,
pero carente de sentido fisico como material constituyente de una maquina
asincrona. Se compard un corte paramétrico hecho en el modelo de FEMM,
Figura 8-3(a), con los valores de temperatura obtenidos con la expresion Ec. 8.1.
En él se midieron temperaturas para dos mallados concretos: un mallado de
2.517 nudos y otro de 1.013.144 nudos. Con estos mallados se pretendia
observar el comportamiento del FEMM frente a la expresion analitica. El primer
mallado lo seleccioné automaticamente el programa. El segundo mallado lo
impusimos nosotros.

Las condiciones de contorno son: la temperatura mas alta esta en la cara externa
del cilindro (80 °C) y la mas baja esta en la cara interna del cilindro (30 °C). Se
considera que el calor avanza en sentido radial. Se considera la tapa superior e
inferior del cilindro como aislantes perfectos. No hay fuente de calor en el interior
del cilindro. Se considera una transmision pura de calor. Se aplican condiciones
tipo Dirichlet.

Las condiciones iniciales y finales son las mismas en el experimento, pues se
trata de un proceso estacionario.
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Graficos obtenidos

CALIBRACION FEMM vs EXPRESION ANALITICA

80 T T

70

60

Temperatura [°C]

40 -

FEMM 2D 1012144 nudos = 7

T
Solucién analitica —

FEMM 2D 2517 nudos

30 1 1
0.5 0.6 0.7

0.8

Distancia [m]

Figura 8-4. Calibracion FEMM vs Sol. Analitica.

Estadisticos obtenidos

Mallado [Nudos]

2517 | 1013144

Temperatura [°C]a 0,75 m
(Analitica ref: 72,7422 °C)

72,7585 72,7585

Diferencia de temperatura [°C]

0,0162 0,0162

Diferencia porcentual [%)]

0,0223 0,0223

Tabla 8-1. Temperaturas de calibracion del FEMM.

HISTOGRAMA DE ERRORES PARA 2517 NUDOS HISTOGRAMA DE ERRORES PARA 1013144 NUDO.
: . . : . . . . 18 : . . : . . : .

16} Total de casos:360

Nimero de casos
Nimero de casos

Total de casos: 360

0
001 0005 0 0005 001 0015 002 0025 003 003
Valor del error [%]

il
-0

0005 0 0005 001 0015 002 0025 003
Valor del error [%]

Figura 8-5. FEMM vs analitica 2517 nudos. Figura 8-6. FEMM vs analitica 1013144 nudos.

0.03

Las temperaturas de la Tabla 8-1 han sido tomadas a 0,75 metros del centro del
cilindro, en sentido radial, y a mitad de su altura, 1 metro.
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Mallado [tetraedros] | 2517 | 1013144
R2 [0, +1]. Optimo: +1 1 1

MSE [°C?]_[0, +x]. Optimo: 0 0,0001 | 0,0001

RMSE_[°C] 0,0072 | 0,0072
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,0001 0,0001
MAE [°C] 0,006 0,006
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0001 0,0001
IRM [-o0, +o0]. Optimo: 0 0,0087 0,0087

PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,0001 | 0,0001

NSEF [0, 1]. Optimo: 1 1 1

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,0001 0,0001

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,6832 0,6832

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,0353 0,0353

UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,2815 0,2815

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 1 1
MEF [-, 1]. Optimo: 1 1 1
CD [-0, +e0]. Optimo: 1 0,9998 | 10,9998
C [-o0,+2]. Optimo: 0 0,0001 | 0,0001

Tabla 8-2. Estadisticos de calibracion del FEMM.

Analisis de los datos

Las temperaturas obtenidas son lo suficientemente préximas a la solucidn
analitica como para considerar al FEMM un buen patron de comparacion. En la
distribucion de los errores, Figura 8-5 y Figura 8-6 se nota sesgo respecto al error
cero. Esto indica cierto fallo sistémico en el FEMM que tendremos que asumir:
[0%, 0,03%]. Se confirma este sesgo con el indicador UM de Theil, el cual esta
indicando errores en los valores medios de dichas distribuciones (FEMM vs
analitica). Se aprecia que entre el mallado automatico (2.517 nudos) y el que le
hemos impuesto (1.013.144 nudos) no existe mejora alguna en cuanto al error,
con el consiguiente costo computacional para el segundo de los casos.
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Resumen del experimento

Se puede considerar al FEMM como un patrén aceptable para validar
distribuciones de temperatura. Se debe permitir que el programa seleccione de
forma automatica el tamafno del mallado, pues tal como demuestran los datos,
esta optimizada dicha seleccion para producir el minimo error posible.

8.3.2 Experimento térmico 1

Esquema del experimento

Temperatura ['C]

Figura 8-7. Experimento térmico 1.

Descripcién del experimento

Se construye un cilindro de 2 metros de diametro y 2 metros de altura. El cilindro
tiene una pared interna de 0,5 metros de espesor.

Los datos del experimento son:
A 1,00 W-m' K1
Las condiciones de contorno del experimento son:
CILINDRO 1A

‘-L Qenvn\vente

aislante térmico

e El dominio pared (2yareq €s conductor

térmico

e El dominio envolvente Qenvoivente €S
0

aislante térmico

aislante térmico.

¢ No existen fuentes de calor internas. o
pared

T PR
| o = s ] conductor térmico

Figura 8-8. Condiciones de contorno ! L \
Seccién |

ClLlNDRO1)\ ) analizada

Corte paramétrico
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Las condiciones iniciales son:

TO_ext: 120 °C To_int: 30 °C

Las condiciones finales son:

Trexe: 120 °C Trine: 30 °C

La temperatura mas alta esta en la cara externa del cilindro (120 °C) y la mas
baja esta en la cara interna del cilindro (30 °C), se considera que el calor avanza
en sentido radial. Se considera la tapa superior e inferior del cilindro como
aislantes perfectos. No hay fuente de calor en el interior del cilindro. Se considera
una transmision pura de calor. Se aplican condiciones tipo Dirichlet.

Las paredes del cilindro tienen una conductividad térmica de 1 [W-m-' K-]. Este
valor es ficticio y sirvid6 para calibrar desarrollo de funciones posteriores
implementadas en C++.

Las condiciones iniciales son las mismas al principio y al final del experimento
pues se trata de un proceso estacionario. Se hace un corte paramétrico sobre
una linea, en sentido radial y se miden las temperaturas, segun se indica en la
Figura 8-8.

La temperatura de referencia se obtiene de una expresion analitica, Ec. 8.2. La
temperatura (zx) se obtiene conociendo la temperatura de la cara exterior del
cilindro (z2), la temperatura de la cara interior del cilindro (), el radio exterior del
cilindro (rz), el radio interior del cilindro (r7) y el radio donde se desea conocer la

temperatura (rx).
ln:—x
7 = (73 _T1)_r;+'f1

Ec. 8.2
n

Objetivos del experimento

Comprobar si la matriz constitutiva [M, ], propuesta en el Capitulo 6, es valida en
la conduccion del calor, con un solo coeficiente de conductividad térmica, en
régimen estacionario y con ausencia de fuentes internas de calor.

[GIT{[M:][G][z]} = [0] Ec.8.3

Se contrasta con la expresion analitica Ec. 8.2.
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Graficos obtenidos

CILINDRO CON 1 CONDUCTIVIDAD TERMICA

120 T T T T
Solucion analitica —
FF-MC 3D 235 tetraedros = .
100 - FF-MC 3D 18558 tefraedros = o A
g sof I .
- .
S
= "
™ 60 . _
o .
o .
g_ -
o 40 . T
[ .
20 | - " | Corte paramétrico
" de temperaturas  tomperatura G oy
10 85 120 e
0 ) ‘ ) ) -_— - — -
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Distancia [m]
(a) (b)

Figura 8-9. Cilindro de 1 conductividad térmica.

Estadisticos obtenidos

Mallado [Nudos] 235 18558

Temperatura [°C]a 0,75 m
(Analitica ref: 74,4932 °C)

Diferencia de temperatura [°C] -9,3286 | -0,5931
Diferencia porcentual [%] -12,5228 | -0,7962

65,1646 | 73,9001

Tabla 8-3. Temperaturas en cilindro 1 conductividad.

HISTOGRAMA DE ERRORES PARA FEMM 18558 NUDOS
B0 : : . : : . .

50t Total de casos:360 1

Numero de casos

5 -4 -3 2 - i 1 2 3
Valor del error [%0]

Figura 8-10. Histograma FF-CM vs analitica.
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Mallado [tetraedros] 235 18558

R2 [0, +1]. Optimo: +1 0,9921 | 0,9999
MSE [°C4]_[0, +x]. Optimo: 0 47,4375 | 0,3091

RMSE_[°C] 6,8875| 0,556
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,0966 | 0,0078
MAE [°C] 6,2747 | 0,4926
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,088 | 0,0069
IRM [-c0, +a0]. Optimo: 0 75602 | 0,6275
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 -0,0965 | -0,0066
NSEF [-x0, 1]. Optimo: 1 0,9521 | 0,9997

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0.0458 0.0036

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 083 | 07156

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0029 0,01

UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 01672 0.2745

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 09883 | 09999

MEF [-0, 1]. Optimo: 1 09521 | 0,9997
CD [-o0,+00]. Optimo: 1 0,9405 | 0,9963
C [-o0,+o0]. Optimo: 0 0,088 | 0,0069

Tabla 8-4: Estadisticos del experimento térmico 1.

Las temperaturas de la Tabla 8-3 han sido tomadas a 0,75 metros del centro del
cilindro, en sentido radial, y a mitad de su altura, 1 metro.

Analisis de los datos

Es el primer experimento numérico sobre transmisién de calor que se realizd en
esta tesis. De él se extrajo la necesidad de contar con un buen programa de
graficado y validacion de datos (Gnuplot y Matlab). Se cre6é una rutina para
generar los estadisticos de validacién. De la Figura 8-9(a) se deduce que,
aparentemente, el modelo se ajusta bien a la expresion analitica Ec. 8.2.
Observando los indicadores estadisticos se comprueba que, con un mallado
denso, la validez de [M,] esta garantizada, tanto en cuanto se ha contrastado
con una expresion analitica no sujeta a errores, ni controlados ni aleatorios. La
expresion analitica es el contraste mas fuerte al que se le puede someter los
datos obtenidos de nuestro experimento. Esto lo demuestran los valores de los
estadisticos para el mallado de 18.558 tetraedros. Los valores en magnitudes
fisicas muestran un error muy bajo (MSE, RMSE, MAE). Los indicadores
porcentuales estan muy proximos al 6ptimo. Si observamos los indicadores de
fuente de error, vemos que es en las medias de errores hay mayor discrepancia
(UM de Theil). Esto indica cierto sesgo que habra que confirmar con un
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histograma de errores, enfrentandolos a la distribucion normal de los mismos.
Ver Figura 8-10. Téngase en cuenta que, cuando hablamos de errores, debe
hacerse en la medida porcentual y absoluta de los mismos, asi como en la
importancia que tengan para el caso de que se trate. Ademas, la expresion
analitica corresponde al caso unidimensional (corte paramétrico), mientras que
nuestro modelo ha sido desarrollado en 3D y le hemos hecho un corte
parameétrico para hacerlo coincidir con la expresion analitica.

Resumen del experimento

Se decide, a partir de este experimento en adelante, tener como referencia el
numero de nudos, pues las aplicaciones informaticas utilizadas de patron dan
este dato como referencia. Ademas, el numero de nudos indicara el numero de
ecuaciones e incognitas que tendra la matriz global del sistema.

El gradiente de temperatura es aproximadamente el esperado. Se tendra que
trasladar el foco caliente a la pared interior del cilindro para asemejarlo al proceso
térmico real que aparece en las maquinas eléctricas asincronas.

8.3.3 Experimento térmico 2

Esquema del experimento

Temperatura [*C)

; o
Figura 8-11. Experimento térmico 2.

Descripcién del experimento

Se construye un cilindro de hueco de 2 metros de altura y 2 metros de diametro.
La pared tiene un espesor de 0,5 metros. Dicha pared esta a su vez compuesta
de dos cilindros concéntricos, con un espesor de 0,25 metros cada uno de ellos.
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Los datos del experimento son:

Az 50,00 W-m™ K Az 193,00 W-m' K1

Las condiciones de contorno del experimento son:

CILINDRO 2 A

\ Qenvolvente

aislante térmico

—} Oais\ante térmico

e El dominio pared (2yares €s conductor

térmico
e El dominio envolvente Qeavomente €S aislante
térmico.
Ny —— Qpared
-— WSK? conductor térmico

\

¢ No existen fuentes de calor internas.

Figura 8-12. Condiciones de contorno CILINDRO2A. geccn

analizada Corte paramétrico

Las condiciones iniciales son:

T0 ext: 30 °C T int: 80 °C

Las condiciones finales son:

Trex: 30 °C Trine: 80 °C

Las condiciones iniciales y finales del experimento son las mismas pues se trata
de un proceso estacionario. Se hace un corte paramétrico sobre una linea, en
sentido radial, donde se miden las temperaturas Figura 8-14 (b).

El cilindro interior tiene una conductividad térmica de 50 [W-m" K], tipica de los
aceros (46,6-51,9) [W-m™" K-']. El cilindro exterior tiene una conductividad térmica
de 193 [W-m-! K], tipica de las aleaciones de aluminio (95,3-222) [W-m™" K-].

Se considera que el calor avanza en sentido radial. Se considera la tapa superior
e inferior del cilindro como aislantes perfectos. No hay fuente de calor en el
interior del cilindro. Se considera una transmision pura de calor. Se aplican
condiciones tipo Dirichlet.

La temperatura que se utiliza como referencia es la obtenida por un corte
parameétrico en una distribucion bidimensional de temperatura, que corresponde
al rectangulo generatriz de revolucion de la pared del cilindro. Dicha distribucién
de temperaturas ha sido generada con FEMM y se observa en la Figura 8-13 (a).
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HISTOGRAMA DE ERRORES PARA 13136 NUDOS

3.506e+002 : >3.531e+002 30 T T T
3.481e+002 : 3.506e+002
3.456e+002 : 3.481e+002
3.431e+002 : 3.456e+002
3.406e+002 : 3.431e+002
3.381e+002 : 3.406e+002 25+ B
3.356e+002 : 3.381e+002
3.331e+002 : 3.356e+002
3.306e+002 : 3.331e+002
3.281e+002 : 3.306e+002
3.256e+002 : 3.281e+002
a1 3.231e+002 : 3.256e+002
aamtd 3.2066+002 : 3.231+002
3.181e+002 | 3.2068+002
315624002 | 3.181e+002
3.131e4002 : 3.156€+002
310624002 | 3.131e+002
308164002 | 2.1066+002
305624002 | 3.081e+002
<3.031e+4002 : 3.056+002
olaMmbda2 | pensity plot: Temperature (K)

T

Corte paramétrico
de temperaturas

20+ Total de casos:360 1

Numero de casos

02 01 0 01 02 03 04 05
Valor del error [%]

(a) (b)

Figura 8-13. Temperaturas de referencia (FEMM).

Objetivos del experimento

Comprobar si la matriz constitutiva [M; ], propuesta en el Capitulo 6, es valida en
la conduccion del calor con dos coeficientes de conductividad diferentes, en
régimen estacionario y con ausencia de fuentes internas de calor. La matriz [M,;]
se ha propuesto en esta tesis como una alternativa a las matrices habitualmente
utilizadas en las ecuaciones constitutivas de la FF-MC. Se calcula con la
ecuacion de transmision de calor en FF-CM siguiente:

[GIT{[M:][G]Iz]} = [0] Ec. 8.4
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Graficos obtenid
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60
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Temperatura [°C]
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Cilindro de 2 conductividades

FF-MC 3D 108 nudos

FF-MC 3D 182 nudos

FF-MC 3D 4461 nudos

TR FF-MC 3D 9679 nudos

T T
FEMM 2D 11042 nudos —

¥ FE-MC 3D 13136 nudos -

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Distancia [m]

(a)

i
Corte paramétrico
de temperaturas

0,5m

Temperatura [*C]
| ]

(b)

Figura 8-14. Cilindro con 2 conductividades térmicas.

Estadisticos obtenidos

Mallado [Nudos] | 108 182 4461 9679 | 13136
Temperatura [°C]a 0,75 m
(FEMM ref. 64,0653 °C) 67,8991 | 61,7719 64,0343 | 63,6987 | 63,6975
Diferencia de temperatura [°C] 3,8338 | -2,2934 -0,031 | -0,3666 | -0,3678
Diferencia porcentual [%] 5,9842 | -3,5798 -0,0484 | -0,5722 | -0,5741

Tabla 8-5. Temperaturas en cilindro 2 conductividades.
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Las temperaturas de la Tabla 8-5 han sido tomadas a 0,75 metros del centro del
cilindro, en sentido radial, y a mitad de su altura, 1 metro.

Mallado [nudos] | 108 182 4461 | 9679 | 13136
R2 [0, +1]. Optimo: +1 0,9929 | 0,9982 1 1 1

MSE [°C?]_[0, +cx]. Optimo: 0 | 9,2495 0,513 | 0,0282 | 0,006 | 0,0054

RMSE_[°C] 3,0413 | 0,7162 | 0,1678 | 0,0773 | 0,0733
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,0518 | 0,0122 | 0,0029 | 0,0013 | 0,0012
MAE [°C] 2,7656 | 0,5034 | 0,1464 | 0,0672 | 0,063

MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0471 | 0,0086 | 0,0025 | 0,0011 | 0,0011

IRM [-00, +o0]. Optimo: 0 3,3445 | 1,0191 | 0,1923 | 0,0889 | 0,0852
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,045 | -0,0051 | 0,0025 | 0,0011 | 0,0009
NSEF [-x0, 1]. Optimo: 1 0,9578 | 0,9977 | 0,9999 1 1

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0246 | 0,0059 | 0,0014 | 0,0006 | 0,0006

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,8269 | 0,1728 | 0,7551 | 0,6518 | 0,5668

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0027 | 0,0691 | 0,0008 | 0,0004 | 0,064

UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,1704 | 0,7581 | 0,244 | 0,3478 | 0,3692

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 | 0,9896 | 0,9994 1 1 1
MEF [-o0, 1]. Optimo: 1 0,9578 | 0,9977 | 0,9999 1 1
CD [0, +oc]. Optimo: 1 0,9467 | 1,0255 1,0006 | 0,9998 | 0,9975
C [-o0,+]. Optimo: 0 0,0471 | 0,0086 | 0,0025 | 0,0011 | 0,0011

Tabla 8-6. Estadisticos del experimento térmico 2.

Analisis de los datos

Los indicadores estadisticos dan unos resultados excelentes. El coeficiente de
determinacién del modelo — MEF -y el coeficiente de determinacion del modelo
—C - dan valores cercanos al 6ptimo. El UM de Theil indica que la fuente de error
detectada esta, si se le quisiera dar significacion, en los valores medios, que
concuerda con el sesgo que presenta el histograma de errores respecto de la
distribucion normal de los mismos Figura 8-13 (b). El de la referencia — FEMM -
discrepa del de FF-CM. No hay grandes desviaciones en los errores - US de
Theil - . En cuanto a errores en verdadera magnitud, el RMSE da un maximo
error de 3 °C para el mallado menos denso y de 0,0733 °C para el mas denso.
El error medio absoluto — MAE - se mueve entre 2,7656 y 0,063 °C. Hay
concordancia entre todos los indicadores. Se puede dar por valido el modelo en
base a la referencia tomada.

Resumen del experimento

El método se muestra muy fuerte, pues enfrentamos un modelo 3D en FF-MC,
con mallados poco densos y tetraédricos, a un modelo de simetria axial, resuelto
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por el método de los elementos finitos, con un mallado triangular (FEMM),
relativamente denso. Los errores que se producen no son significativos. Existe
una economia muy grande en el método propuesto. Recuérdese que el numero
de nudos indica el numero de ecuaciones e incognitas que hay que resolver en
la matriz global. Esto nos lleva a ver que no existe mejora significativa al
aumentar el numero de nudos (mallado mas denso), pues los resultados
obtenidos con mallados de 9.679 y 13.136 nudos son muy similares, en cuanto
a errores producidos se refiere.

8.3.4 Experimento térmico 3
Esquema del experimento

El experimento se ha realizado con el mismo cilindro que se indica en Figura
8-11. El modelo de FEMM utilizado es el mismo que se expone la Figura 8-13
(a). El corte paramétrico tridimensional es el mismo que se expone en la Figura
8-14 (b).

Objetivos del experimento

En este experimento se trata de comprobar la validez de la matriz de
conductividad térmica [M.], propuesta en el Capitulo 6. Esta matriz es una
aportacion hecha por nosotros. Con esta matriz queremos demostrar la
versatilidad de la FF-MC en cuanto a las ecuaciones constitutivas se refiere. La
matriz [M,].debe dar unos resultado similares a [M;] en la ecuacién de
transmision de calor siguiente:

[GI"{[M][G][z]} = [0] Ec. 85

Descripcién del experimento

El experimento tiene los mismos datos que el experimento 8.3.3, excepto que se
ha sustituido la matriz [M;] por la matriz [M,]. Los resultados que se esperan
obtener deben ser parecidos a los obtenidos con el experimento 8.3.3.
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Gréficos obtenidos
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80 T T T T
L FEMM 2D 11042 nudos —
L " FF-MC 3D Mtau 102 nudos
TRy g FF-MC 3D Mtau 108 nudos =
70 - Yy, FF-MC 3D Mtau 6428 nudos = |
—_ ] FF-MC 3D Mtau 12895 nudos +
%) #* FF-MC 3D Mlambda 13136 nudos »
‘© 60 . ]
5 i
"a L
2 50 |- 5 8
E "
o s
|_ L]
40 - . .
30 1 1 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Distancia [m]
(a)
HISTOGRAMA DE ERRORES 12895 NUDOS MODELO Mtau
25 : : . : : .
- Total de casos: 360 1
2]
9
8
D
o
o
Q
£
3
=
0.4 03 0.2 0.1 ] 01 0z 03
Valor del error [%]
(b)
Figura 8-15. Comparativa de M: con Ma.
Estadisticos obtenidos
Mallado [Nudos] 102 108 2328 6428 12895
Temperatura [°C]a 0,75 m
(FEMM ref: 63,6959 °C) 68,4981 67,7963 63,7282 | 63,7047 | 63,6975
Diferencia de temperatura [°C] 4,8022 4,1004 0,0323 | 0,0088 | 0,0016
Diferencia porcentual [%] 7,5393 6,4375 0,0507 | 0,0138 | 0,0025

Tabla 8-7.Temperaturas 2 A en matriz M-
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Las temperaturas de la Tabla 8-1 han sido tomadas a 0,75 metros del centro del
cilindro, en sentido radial, y a mitad de su altura, 1 metro.

Mallado [nudos] | 102 108 2328 | 6428 | 12895
R2 [0, +1]. Optimo: +1 0,9910 | 0,9932 1 1 1

MSE [°C?]_[0, +ex]. Optimo: 0 | 11,448 | 8,8893 | 0,0235 | 0,0247 | 0,0021

RMSE_[°C] 3,3835 | 2,9815 | 0,1533 | 0,1571 | 0,0455

RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,0576 | 0,0508 | 0,0026 | 0,0027 | 0,0008

MAE [°C] 3,0646 | 2,7128 | 0,135 | 0,1396 | 0,0386
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0522 | 0,0462 | 0,0023 | 0,0024 | 0,0007
IRM [-o0, +o0]. Optimo: 0 3,7356 | 3,2769 | 0,1741 | 0,1767 | 0,0536

PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,0496 | 0,0442 | 0,0014 | 0,0022 | 0,0004

NSEF [-x0, 1]. Optimo: 1 0,9477 | 0,9594 | 0,9999 | 0,9999 1

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0273 | 0,0241 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0004

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,8204 | 0,8279 | 0,3072 | 0,6868 | 0,2304

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0036 | 0,0025 | 0,0704 | 0,0582 | 0,0166
UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,1761 | 0,1696 | 0,6224 | 0,255 | 0,753

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 | 0,9872 0,99 1 1 1
MEF [-, 1]. Optimo: 1 0,9477 | 0,9594 | 0,9999 | 0,9999 1
CD [-e0,+0]. Optimo: 1 0,9343 | 0,9488 | 0,9945 | 0,9948 | 1,0008
C [-o0,+o0]. Optimo: 0 0,0522 | 0,0462 | 0,0023 | 0,0024 | 0,0007

Tabla 8-8. Estadisticos del experimento térmico 3.

Analisis de los datos

Se comprueba en la tabla Tabla 8-7 que nuestra segunda aportacién [M;] se
comporta mucho mejor que nuestra primera aportacion [M;]. Cuando se eleva la
densidad de mallado de [M,] aproxima peor que [M,]:

FEMM ref: °C | Temp. obtenida | Error %

[M;] 13136 nudos 64,0653 63,6975 | -0,5741

[M.] 12895 nudos 63,6959 63,6975 | 0,0025

Tabla 8-9. Comparativa entre M) y M.
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Manteniendo las mismas densidades de mallado anteriormente indicadas,
pasamos a comparar ciertos estadisticos obtenidos. Si comparamos los UM de
Theil, vemos que para [M,] su valor es de 0,5668. En cambio para [M,]: es de
0,2304. EI UC de Theil, vemos que para [M,] su valor es de 0,3692. En cambio
para [M;] es de 0,753. Esto esta indicando que en la propuesta [M,] se producen
mas errores sistémicos que en la propuesta [M,].

Si esto es asi, debe confirmarse en los valores absolutos y promediados de los
errores. Tenemos para [M;] un RMSE igual a 0,0733 °C y un MAE igual a 0,06
°C. Para la propuesta [M,] el RMSE es de 0,0455 °C y el MAE es de 0,0386 °C.
Esto viene a confirmar lo anteriormente dicho.

Para tener mayor certeza de lo anteriormente afirmado, comparamos la
distribucién del error al usar [M;] viendo el histograma de errores en Figura
8-13(b), con el histograma de errores, Figura 8-15(b), cuando utilizamos [M,]. Se
aprecia como en el caso de [M,] existe mucho menos sesgo, estando mas
proxima la media a cero que cuando se utiliza [M;].

Resumen del experimento

Nuestra segunda aportacién [M,] mejora a la primera [M;].en cuanto a errores
se refiere. Pero como se trata de calculos electro-térmicos, es mucho mas
rentable en términos informaticos utilizar la propuesta primera, pues con ella
podemos calcular densidades de corrientes, ademas de conduccion de calor. La
propuesta [M,] quedaria pues restringida a calculos exclusivamente térmicos.

8.3.5 Experimento térmico 4

Esquema del experimento

2,00

¥
025 |

1
o] | []
I

0,25 |

| 1,00

0,25 0,50 0,25 3 1 05 0 05
0,75 0,25 0,25 0,25 fe Temperatura [“C ] (0V1)
50 100 150
[ - .

(a) (b) (c)

Figura 8-16. Cuadrado 2D con 3 huecos.
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Objetivos del experimento

Se pretende validar el desarrollo de la matriz [M;]?? para dominios
bidimensionales, tal como se ha explicado en el Capitulo 6. Para ello se utiliza la
ecuacion de transmisién de calor en dos dimensiones siguiente:

[GT"{[M3]*P[G][z]} = [0] Ec. 8.6

Descripcién del experimento

La forma analitica de desarrollar la ecuacion de transmision de calor en dominios
bidimensionales es convertirla en una ecuacion de Laplace, Ec. 8.7. A su vez, la
ecuacion de Laplace debera desarrollarse en una serie de Fourier, Ec. 8.8. Esto
es valido siempre que no existan huecos en el interior del dominio.

0%t 0%t
ox2 Tay2 =0 Eo.8.7
- 2mx 2wy
0(x,y) = Z Cy - sen (T) - senh (T) Ec. 8.8
n=1
Donde:
2[(=D™ + 1]
Cn = ntW Ec. 8.9
nm - senh (T) - O

Siendo 6 la temperatura que se desea conocer; L es el ancho de la placa en el
sentido del eje X; Wes el alto de la placa en el sentido del eje Y. Las condiciones
de contorno son: 6(0,y) =74, 8(L,y) =174, 0(x,0) =71, 0(x, W) = 1,.

En nuestro experimento tomamos una placa de 2x2 metros, tal como se aprecia
en la Figura 8-16(a). Le hemos creado tres huecos en su interior, a cuyos bordes
le asignamos una temperatura. Al borde externo del cuadrado le asignamos otra
temperatura.

Los datos del experimento son:

Az 50,00 W-m' K" Az: 193,00 W-m™ K1
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Las condiciones de contorno del experimento son:

e El dominio pared (2y.res €s conductor térmico CUADRADO 1A

(] El dominio envolvente (2cavoente €S aislante [ \‘\ Qenyaivente
aislante térmico
téermico. =

—_— o

¢ No existen fuentes de calor internas. | 1 —

aislante térmico

Figura 8-17. Condiciones de contorno cuadrado 3

huecos. 5 o
orte parametrico

Las condiciones iniciales son:

Toexr: 50 °C Toine: 150 °C

Las condiciones finales son:

Trext: 50 °C Trme: 150 °C

Los bordes de los huecos estan a 150 °C. El borde externo del cuadrado tiene
una temperatura de 50 °C.

Las condiciones iniciales son las mismas que las finales, pues se considera una
conduccion de calor en régimen estacionario y con ausencia de fuentes de calor
internas.

La superficie del cuadrado tienen una conductividad térmica de 1 [W-m™" K-'].
Este valor es ficticio y sirvié para calibrar desarrollo de funciones, para el caso
bidimensional, posteriores implementadas en C++.

Se aplica la matriz [M;]?? que, tal como se ha demostrado en el capitulo 6, es
una adaptacion a dos dimensiones de nuestra propuesta de [M;] en tres
dimensiones.

Se hace un corte paramétrico en sentido horizontal, a mitad del cuadrado (1
metro) y se miden las temperaturas. Se procede a realizar el analisis de este
prototipo pero utilizando FEMM. Asi mismo, en el FEMM, se realiza otro corte
paramétrico de temperaturas. Con las temperaturas obtenidas en ambos cortes,
se hace una comparativa y se analizan los resultados.
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Graficos obtenidos
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Figura 8-18. Temperaturas en cuadrado con 3 huecos.

Estadisticos obtenidos

Mallado [Nudos] 18 3 206 | 5596 | 10013 | 11772 | 12004
Temperatura [°C] a 1,00 m
(FEMM ref: 150,00 °C) 150.00 | 150.00 | 150.00 | 149.98 | 150.00 | 150.00 | 149.9989
Diferencia de temperatura
°C] 0,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,001
Diferencia porcentual [%] 0,00 0,00 0,00 | -0,012 0,00 0,00 7,310

Tabla 8-10. Temperaturas cuadrado 2D con 3 huecos.
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Las temperaturas de la Tabla 8-10 han sido tomadas a 1,00 metros de la base
del cuadrado, en sentido horizontal y 1 metro en sentido vertical. Corresponde a
la coordenada (0, 0) de la Figura 8-16(b).

Mallado [nudos] 18 31 206 | 5596 | 10013 | 11772 | 12004
R? [0, +1]. Optimo: +1 0,8321 0,9922 | 0,9805 | 0,9970 | 0,9980 | 0,9986 | 0,9986

MSE [°C?]_0, +w]. Optimo:0 | 297,9439 | 17,8011 | 26,9098 | 3,4015 | 3,6492 1,52 | 1,8098

RMSE_[°C] 17,2611 4,2191 5,1875 | 1,8443 | 1,9103 | 1,2329 | 1,3453
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,1392 0,034 | 0,0418 | 0,0149 | 0,0154 | 0,0099 | 0,0109
MAE [°C] 10,5191 2,8727 | 3,0939 | 0,9908 | 1,0204 | 0,6593 0,633
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0849 | 0,0232 0,025 | 0,008 | 0,0082 | 0,0053 | 0,0051
IRM [-o0, +0]. Optimo: 0 28,3241 6,1965 | 8,6978 | 3,4329 | 3,5764 | 2,3053 | 2,8589
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,0782 | 0,0226 | -0,0097 | 0,0005 | -0,0077 | -0,0005 | -0,0033
NSEF [-e, 1]. Optimo: 1 0,7151 0,983 | 0,9743 | 0,9967 | 0,9965 | 0,9985 | 0,9983

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0|  0,0651 | 0,0163 | 0,0203 | 0,0072 | 0,0075 | 0,0048 | 0,0053

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0]  0,3714 | 0,4636 | 0,0526 | 0,0012 | 0,2485 | 0,0022 | 0,0905

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,1318 | 0,0983 0,137 | 0,0361 | 0,1486 | 0,0246 | 0,1192

UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,4968 | 0,4381 0,8104 | 0,9627 | 0,6029 | 0,9732 | 0,7903

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 0,914 | 0,9956 | 0,9939 | 0,9992 | 0,9991 | 0,9996 | 0,9996

MEF [-0, 1]. Optimo: 1 0,7151 0,983 | 0,9743 | 0,9967 | 0,9965 | 0,9985 | 0,9983
CD [-e0,+c0]. Optimo: 1 1,3231 1,0779 0,89 | 0,9787 | 0,9552 | 0,9881 | 0,9717
C [-o0,+0]. Optimo: 0 0,0849 | 0,0232 0,025 | 0,008 | 0,0082 | 0,0053 | 0,0051

Tabla 8-11. Estadisticos del experimento térmico 4.

Analisis de los datos

Los datos obtenidos, en lineas generales coinciden con la bibliografia
consultada: existe mayor precision en calculos en 2D que en 3D. Por otro lado
se comprueba la validez de nuestra aportacion [M;]?? para el calculo de la
transmision de calor bidimensional. Aunque los datos de la Tabla 8-10 son muy
satisfactorios, conviene examinar otros estadisticos. Asi los indicadores del error
en verdadera magnitud - RMSE y MAE - indican cierto error en la muestra de
temperaturas tomadas (corte paramétrico), si bien este error es pequeno.
Téngase en cuenta que se compara dos sistemas sujetos a una relativa varianza
entre ellos - FF-CM vs FEMM -. Esto lo esta indicando el US de Theil que indica
que una de la fuente de error es la varianza de los datos entre los modelos. Aun
asi, estda muy alejada del valor maximo de estadistico, que es de valor 1. Asi
mismo UC esta indicando que la fuente de error no es sistémica, sino aleatoria.
Cabria preguntarse: ;Como en un calculo de este tipo puede haber factor
aleatorio en el error? Existen muchas fuentes para inducir cierta aleatoriedad en
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los errores. Por ejemplo, cuando se efectua el corte paramétrico, dependera de
los elementos interceptados para obtener el valor de temperatura. Recuérdese
que, tanto en el caso tridimensional como en el bidimensional, las temperaturas
estan situadas en los nudos. Cuanto mas alejada pase la recta del corte
paramétrico, mas débil sera el valor interpolado respecto de los puntos mas
proximos. Esto hace que los puntos mas proximos a la recta del corte
paramétrico aporten mayor peso que los mas alejados. Asi la recta de corte
paramétrico tendra valores mas errados que otros, de aqui que aparezcan los
valores relativamente altos de US y de UC. Eso es positivo, pues descarta
errores provenientes del propio método. La confirmacion de lo dicho esta en la
Figura 8-18(b) donde se muestra claramente que los errores estan en torno al
valor cero, siguiendo una distribucion normal y coincidiendo con lo que explica
en la teoria de errores.

Resumen del experimento

La validez de [M,;]?? como matriz constitutiva en la transmision del calor en dos
dimensiones queda demostrada.

8.4 Experimentos numéricos de tipo electromagnético

Con caracter general, los experimentos electromagnéticos se ha centrado en dos
partes importantes desde el punto de vista electromagnético y de funcionamiento
de la maquina: un conductor situado en el estator y un conductor situado en el
rotor. En el rotor se ha afadido un nuevo conductor que consta de tres
terminales. Este nuevo conductor equivale a la conexion existente entre
cualquier barra del rotor y el anillo de cortocircuito permanente, en caso del rotor
de jaula de ardilla. Con estos modelos cubrimos todas las posibilidades en
cuanto a fendmenos electromagnéticos se refiere. Cada conductor esta rodeado
por un cubo de material distinto que el del conductor. En este cubo cabe
representar cualquier tipo de material. Como en esta tesis solo se ha considerado
modelos lineales, por ahora dicho cubo envolvente se ha rellenado con aire.
Como lineas futuras, dicho cubo se puede rellenar de cualquier material: una
distribucion homogénea de aire o heterogénea de aire, polimeros y material
ferromagnético. Al cubo de dos puertas le hemos denominado 1CUBO vy al de
tres puertas BICUBO, ya que la tercera puerta la utilizamos, en cuanto a
potenciales se refiere, como puerta de referencia.
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Figura 8-19. 1CUBO y BICUBO.

8.4.1 Experimento electromagnético 1

Esquema del experimento

Jreal
0 228e+007 4.55e+007
[ -

4 J imaginaria
? 0 1.87e+007 304e+007 ¥
- o \{

(b) (c)
Figura 8-20. Experimento electromagnético 1.
Objetivos del experimento

Comprobar si la densidad de corriente inducida en un conductor, la cual es
calculada mediante FF-MC en 3D, es coincidente con la calculada por el método
de los elementos finitos utilizando el software GetDP en 2D.

Comprobar que se pueden conectar circuitos de parametros concentrados a
dominios continuos discretizables mediante el Método Nodal Modificado.
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Descripcién del experimento

Se ha conectado el elemento continuo 1CUBO de Figura 8-23 a un circuito
eléctrico de parametros discretos al circuito que se muestra en

1CUBO I,=04

115'” =01V R;=50¢0

1
- I *

R,=500

Figura 8-21. Circuito eléctrico con 1CUBO.

Los elementos del circuito se han ensamblado utilizando la metodologia
explicada en el capitulo 7, obteniéndose una matriz global como la expuesta en
Ec. 8.10.

[ (€17 M, +1w Ms]  [M,][G] [0] [0] [o] ] [al 1 [lk]
| Jo [G]T -[6]"[M,][G] [O] [0] [o] I [vi] [0]
| o 01 AIUAITEN 0] [=11{x][val| =] [0] Ee 810
l 0] [0] [V2][A4.]" [0] [o] J 1] (W] o
(0] [0] (411407 [A2] As A —Az I
Los datos del experimento son:
V: 0,1 V Moaire: Porcalculo kg
lg: 0,0 A Cpaire: 1012 J-kg'1-K'1, a 25°C y 1 ATA
to: - No procede To_aire 20 °C
tr -.- No procede M. Porcalculo kg
9: - No procede Cpeu: 387 J'kg-1-K-1,a25°Cy 1 ATA
At: - No procede Acu: 372,10 W:m'K"!
Vare: 1,25184  Kgim?, a 25°C y 1 ATA Veu: 8940 Kg/m® a25°Cy 1ATA
/lzire J 0,024 W-m' K" TU_C'u: 20 °C
Ouire! -.- No procede ocu - 58-108 S/m
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Las condiciones de contorno del experimento son:

1CUBO
e El dominio pared (2parea €S conductor

’_\_ 0en\n:rl\.'e nte
T

térmico y no conductor eléctrico. aislante térmico y

o — \ = eléctrico
e El dominio envolvente Qeavovente €S T~ e
, . . P . - )\ chhn
conductor térmico y aislante eléctrico. | conductor térmicoy

] A = aislante eléctrico
Figura 8-22. Condiciones contorno 1CUBO. k
ER‘L/

Se ha hecho un corte paramétrico para comprobar las densidades de corriente
en el interior del conductor, en sentido transversal, segun indica la Figura 8-23.

Q lcube
conductor termicoy
eléctrico

[ ] I 0,015
_ | Iu,ums
0,03
0,08
0,015
Jo.0075
I."
" \ 0,03
Seccién \
analizada Corte paramétrico Dimensiones en metros
Jreal [Am2] Jlm [Afm2]
[ 2200007 4 S5ee007 [ | GTe4007 3 BdeeDTH Y
- ] - - |
(a) (b)

Figura 8-23. 1CUBO. (a) Dimensiones. (b) Corrientes.
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Graficos obtenidos

0 T T T T T
— -5x106
€
-1x107
<
(]
£ -1.5x107
.2
= 7
5 -2x10
(5]
© -2.5x107
=
E 7 <@
-3x10 I o
7] o ¢ Getdp-2D 28733 nudos — ¢ o L]
a) ‘go"” FF-MC 3D 34 nudos © “eo0,
_ 7 L FF-MC 3D: 411 nudos = i
3.5x10 FF-MC 3D 2011 nudos ©
. | FF-MC 3D 3723 nudos ® .
-4x107
0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055
Distancia [m]
(a)
MODELQ 1CUBO. Parte IMAGINARIA
5x107 T T T T T
o0
4.5%107 [ Oooooooooooo 0000000000000 -
N 4)(10? —gggoz:xxx><xxxxxxXXxxxxxxxxxxxxxxxgggﬁ‘Qw_
=
L 35007 [45° °8
L S L Getdp-2D 28733 nudos — |
C  3x10
) FF-MC 3D 34 nudos ¢
5 2.5x107 [ FF-MC -3D 411 nudos  x .
o ; FF-MC 3D 2011 nudos ¢
T xwr FF-MC 3D 3729 nudos ]
=]
® 1.5%x107 [ B
o
=) 1x107 T
5x100 7
O 1 1 1 1 1
0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055
Distancia [m]
(b)

MODELO 1CUBO Parte REAL

Figura 8-24. Densidades de corriente en 1CUBO.

0.06
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Estadisticos obtenidos
e Componente real de la densidad de corriente.
Mallado [Nudos] 34 307 411 555 2011 3729
J real [Am2]a 0,045 m
(GetDP ref: -2,94E+15 A-m'z) -2,62E+15 | -7,99E+15 | -1,11E+15 | -2,31E+15 | -4,21E+15 | -2,94E+15
Diferencia de J real [A'm'z] 3,20E+14 | -5,05E+15 1,83E+15 | 6,30E+14 | -1,27E+15 | 0,00E+00
Diferencia porcentual [%] -10,8844 171,7687 -62,2449 -21,4286 43,1973 0,0000

Tabla 8-12. Densidades de corriente EE1-J Real.

Las densidades de corriente del experimento electromagnético 1, para abreviar
EE1, en la Tabla 8-12, han sido tomadas en el centro de la recta del corte
paramétrico, Figura 8-23(a).

Mallado [nudos] 34 307 411 555 2011 3729
R2 [0, +1]. Optimo: +1 0,149 | 07700 | 08462 | 09561 | 0,8305| 0,9149
'(\,)"psti'fm[)(:AOm'z)Z]—[o’ *ool. 3,48E+14 | 4,08E+13 | 5,05E+13 | 5,20E+12 | 1,62E+13 | 3,48E+14
RMSE_[Am?] 1,86E+07 | 6,39E+06 | 7,10E+06 | 2,30E+06 | 4,03E+06 | 1,86E+07
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 1,48 | 0507 | -0,5639| -0,1826| -0,3198 11,48
MAE [Am?] 1,74E+07 | 5,03E+06 | 6,28E+06 | 1,72E+06 | 2,06E+06 | 1,74E+07
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 -1,3779 | -0,3995 | -0,4985 | -0,1363 | -0,1638 | -1,3779
IRM [-o5, +cc]. Optimo: 0 2,00E+07 | 8,11E+06 | 8,04E+06 | 3,08E+06 | 7,86E+06 | 2,00E+07
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 05795 | 0249 | 0,055 | -0,0113| 0,0651| 0,5795
NSEF [0, 1]. Optimo: 1 13,3254 | 0,4925| 03721| 09342 | 07981 -33254
U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,4097 | 10,1823 | 0239 | 0073| 0126 | 04097
UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,8668 | 0,4277 | 0,0437 | 0,0037 | 00475 | 0,8668
US de Theil [0, 1]. Optimo:0 | 0,1281 | 10,0299 | 0,8921| 02369 | 0,019 | 0,1281
UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0051 | 0,5424 | 0,0642 | 0,7593 | 0,9335 | 0,0051
Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 |  0,4724 | 08892 | 0,606 | 09853 | 0952 | 04724
MEF [0, 1]. Optimo: 1 33254 | 0,4925| 03721| 09342 | 07981 -33254
CD [-c0,+e]. Optimo: 1 02622 | 06763 | 11,0193 | 07902 | 0,8792| 0,2622
C [-0,+<c]. Optimo: 0 11,3779 | -0,3995 | -0,4985 | -0,1363 | -0,1638 | -1,3779

Tabla 8-13. Estadisticos de EE1-J Real.
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e Componente imaginaria de la densidad de corriente.

Mallado [Nudos]

34

307

411

555

2011

3729

J real [Am2] a 0,045 m
(GetDP ref: 3,83E+07 A-m™2)

4,568E+07

3,99E+07

4,07E+07

3,98E+07

3,89E+07

3,87E+07

Diferencia de J real [A-m]

7,50E+06

1,60E+06

2,40E+06

1,50E+06

6,00E+05

4,00E+05

Diferencia porcentual [%]

0,1958

0,0418

0,0627

0,0392

0,0157

0,0104

Tabla 8-14. Densidades de corriente EE1-J Img.

Las densidades de corriente del experimento electromagnético 1, para abreviar
EE1, en la Tabla 8-12, han sido tomadas en el centro de la recta del corte
paramétrico, Figura 8-23(a).

Mallado [nudos] 34 307 411 555 2011 3729
R2 [0, +1]. Optimo: +1 04473 | 04281 | 02592 | 06894 | 04931| 0,5223
'(\,)"Siﬁ]([)(f‘om'z)zl—[o’ *eel. 2,05E+13 | 1,24E+13 | 8,37E+12 | 1,82E+12 | 1,13E+13 | 5,62E+12
RMSE_[Am?] 5,44E+06 | 3,52E+06 | 2,89E+06 | 1,35E+06 | 3,36E+06 | 2,37E+06
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,1435 | 0,093 | 00764 | 0,0357| 00888 | 0,0626
MAE [Am?] 5,20E+06 | 1,49E+06 | 2,59E+06 | 1,26E+06 | 9,36E+05 | 5,95E+05
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,1398 | 00392 | 00683 | 00332 00247 | 0,0157
IRM [-c0, +a0]. Optimo: 0 5,58E+06 | 8,36E+06 | 3,24E+06 | 1,45E+06 | 1,21E+07 | 9,45E+06
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,1226 | 00148 | 00639 | 0,0136| -0,0026| 0,0005
NSEF [-w, 1]. Optimo: 1 13,4817 | -5,0821 | -3,1048 | 0,1059 | -4,5364 | -1,7545
U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,067 | 0046 | 00369| 00177 | 00443 | 0,0312
UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,9481 | 00262 | 07986 | 0,1503 | 0,0009 | 0,0001
US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,0009 | 0,6364 | 0,1497 028 | 06824| 05506
UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,051 | 03374| 00517 | 05697 | 03167 | 0,4493
Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 |  0,2931 | 0,5613 | 0,3993 | 0,8509 | 0,5994 | 0,7008
MEF [-co, 1]. Optimo: 1 13,4817 | -5,0821 | -3,1048 | 0,1059 | -4,5364 | -1,7545
CD [-o0,+<c]. Optimo: 1 0,0668 | 0,1115 | 023008 | 04192 | 0,1153 | 0,2008
C [-0,+]. Optimo: 0 0,1398 | 00392 | 00683 | 0,0332| 00247 | 0,0157

Tabla 8-15. Estadisticos de EE1-J imaginaria.
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Analisis de los datos

A primera vista, los datos y estadisticos son inquietantes. La primera
consideracion que hay que hacer es: las magnitudes analizadas son las
componentes real e imaginaria de las densidades de corriente en la direccién del
eje Y, ya que es la direccion del gradiente de potencial. Las diferencias de
potenciales se han establecido en los extremos de 1CUBO. La segunda
consideracion es: la barra 1CUBO practicamente carece de impedancia, de ahi
los valores tan altos de densidades de corriente. La tercera consideracion es:
nuestro patrén son unas densidades de corriente obtenidas sobre un modelo
bidimensional, de 28.733 nudos, el cual contiene al corte paramétrico utilizado
como patrén. Todo esto frente a nuestros modelos que son tridimensionales con
una cantidad significativamente menor de nudos. El motivo de no aumentar
nuestros nudos es de indole técnico. Se necesitan mas recursos
computacionales. De ahi ha surgido la necesidad de la computacién en paralelo
con bibliotecas especializadas, como pueden ser las bibliotecas PETSc.

Aun asi, observando la Figura 8-24, tanto la parte real (a), como la parte
imaginaria (b), tienden a converger. Podemos asegurar que, simplemente con
aumentar la densidad del mallado, esto se conseguiria rapidamente. En los
estadisticos, Tabla 8-13 y Tabla 8-15, se aprecia cierto error sistémico: UM de
Theil igual a 0,8668 para la componente real y 0,0001 para la componente
imaginaria. Los US y UC estan indicando muchas fluctuaciones en los errores:
[0,5506 -- 0,4493] para la parte imaginaria y [0,1281--0,0051] para la parte real,
lo que se confirma en Figura 8-25(a, b). EI US es mas elevado en la componente
imaginaria Figura 8-25(b) que en la real Figura 8-25(a). Eso indica que el modelo
debe corregirse, y esa correccion debe ser por un aumento de la densidad de
mallado. Todos los indicadores de desigualdad acentuan esta afirmacién: NSEF,
U1y Willmott-dW.

Los indicadores estadisticos estan indicando simplemente los que nuestros
modelos estan alejados de la recta de regresion perfecta (R2 = 7). Pero, también
es verdad que indican la tendencia que tiende a converger sobre la recta. De
nuevo, insistimos en un aumento de la densidad de mallado.

« 107 Modelo GetDP 2D vs FF-MC 3D 3.729 J real « 107 Modelo GetDP 2D vs FF-MC 3D 3.729 J imag
i . . : . . . 4 . : : . . :

w
w

o5k

Modelo FF-MC 3D
R

Modelo FF-MC 3D
m

34t

Atk q L
“M 33

. . . . . . . . . . . .
-34 -3 25 -2 -1.4 -1 05 u] 3.2 33 3.4 35 36 37 38 39
Modelo GetDP 2D w10 Modelo GetDP 2D w10

(a) (b)

Figura 8-25. Rectas regresion para J real y J imaginaria.
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Comparando la Figura 8-25 y las Tabla 8-13 y Tabla 8-15, se aprecia lo siguiente.
Los valores de UM son altos para la J real y bajos para J imaginaria. En cambio
los valores de US son bajos para J real y altos par J imaginaria, hecho que
confirmamos observando Figura 8-25(a) y Figura 8-25(b), respectivamente.

Fijandonos en Tabla 8-13 y Tabla 8-15, los indicadores porcentuales de error
como RMSPE, MAEP y PBIAS, indican unos valores muy bajos para la
componente imaginaria, y no muy buenos para la componente real. Esto se
comprueba mejor observando los histogramas de errores, Figura 8-26.

HISTOGRAMA DE ERRORES PARA 2729 NUDOS Jreal

10 70

FTotal de casos: 200

MNimero de casos
MNimero de casos

-0 o 10
Valor del error [%]

(a)

Figura 8-26. Histograma de errores. (a)

Resumen del experimento

o
[=]

i)
=]

P
=]

w
[=]

It
=]

0F

HISTOGRAMA DE ERRORES PARA 3 729 NUDOS Jimag

Total de casos: 200

5 -4 -3 2 1 o 1 2 3 4 5

Valor del error [%]

(b)

J real. (b) J imaginaria.

El FF-MC no se comporta por igual ante modelos de procesos fisicos diferentes.
El modelo térmico es menos complejo, numéricamente hablando, que el modelo
electromagnético. Para aumentar la precision en los modelos electromagnéticos
debera aumentarse las densidades de los mallados. Esto conlleva la necesidad
de recursos informaticos mas potentes. Se necesitan bibliotecas especializadas
en computacion paralela como puedan ser las Petcs.
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8.4.2 Experimento electromagnético 2

Esquema del experimento

4.650€+001 : 4.909e+001
4.392e+001 : 4.6508+001
4.134€+001 : 4.392e+001
3.875e+001 : 4.1342+001
2.617¢+001 : 3,8752+001
3.359e+001 : 3.6172+001
[ 13.100e+001 : 3.359e+001
[ | 2.842e+001 ; 3.100e+001
[ |2.584e+001 1 2.842e+001
|| 2.325e+001 : 2.5842+001
[ 2.067e+001 ; 2.325e+001
[ | 1.808e+001 : 2.067e+001
[ | 1.550e+001 ; 1.808e+001
[ | 1.292e+001 : 1.550e+001
[ | 1.033e+001 : 1.292e+001
7.751e+000 : 1.033e+001
5.167e+000 : 7.751e+000
2.584e+000 : 5.167e+000
<0.000e+000 : 2.584e+000

Density Plot: |11, MA/m*2

Linea donde se ha
hecho el andlisis

Figura 8-27. Analisis de 1CUBO con FEMM.

Objetivos del experimento

Confirmar las conclusiones del experimento 1 al contratar con otra aplicacién
basada en los elementos finitos como es el FEMM.

Descripcion del experimento

Ante la incertidumbre en los datos del experimento 1, se decide utilizar otra
aplicacion informatica para confirmar las conclusiones hechas en ese
experimento. Se analiza la seccion transversal de 1CUBO, ver Figura 8-23(a),
con la aplicacion FEMM. Se procede de igual manera que con GetDP. En la
Figura 8-27 se indica donde se hizo el corte paramétrico y las densidades de
corriente obtenidas en el plano XY que representa la seccion transversa de
1CUBO. Solamente se efectud el andlisis de la parte real, ya que era la mas
conflictiva desde el punto de vista del andlisis de los errores.
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Graficos obtenidos

Parte REAL de modelo FEMM-Getdg-FF

FEMM
+  GetDP
* 3729 nudos

Densidad corriente J [A/m2]

_35 1 1 1 1 1 ]
0015 002 0.025 0.03 0.03s 0.04 0.045
Ancho conductor rectangular [m]

Figura 8-28. Contratacion 1CUBO con FF-MC, GetDP y FEMM.
Estadisticos obtenidos

No se han utilizado estadisticos. Solo la inspeccion visual de la Figura 8-28 indica
un comportamiento similar entre GetDP y FEMM. Por lo tanto 1CUBO FF-CM se
comportara estadisticamente de manera similar, Figura 8-28.

Analisis de los datos

Queda probado que GetDP no constituye el problema a la hora de contrastar los
datos de 1CUBO en FF-MC, pues tiene un comportamiento analogo cuando se
contrasta con FEMM. Por lo tanto el problema reside la precision del mallado en
el caso de 1CUBO en FF-MC.

Resumen del experimento

Se descarta el posible error de contrate al utilizar GDP, pues sucede o mismo
con el FEMM. Se validan las conclusiones del experimento 1.



Capitulo 8 179

8.4.3 Experimento electromagnético 3

Esquema del experimento

J_real [A)
o 4 49e+007 o 3.942+007

| m [ R
B_real [T] B_imag [T] X B_real [T] B_imag [T] &
0000853 0123 000202 0244 L\& 0 000353 0123 0.00202 0244 ‘ Xy
- - [ - | | [ R |

(a) (b) (c)

Figura 8-29. Campo magnético en 1CUBO.

En la Figura 8-28(a) se representa el modelo 1CUBO. En (b) se representa el
campo magnético, parte real e imaginaria, de la densidad de flujo, en teslas. En
(c) se representa el mismo campo magnético que en (b), pero incorporando las
densidades de corriente, parte rea e imaginaria, creadoras de dicho campo.

Objetivos del experimento

Se quiere comprobar la precision que tiene el FF-CM frente al método de los
elementos finitos en 2D y 3D para simulaciones del campo magnético,
midiéndose para ello las componentes real e imaginaria de la densidad de flujo,
en Teslas, a su valor maximo.

Descripcién del experimento

El método del corte paramétrico no da buenos resultados en el campo
magnético, tal como hemos venido haciendo para otros campos. Las
aplicaciones que utilizamos como patron, GetDP y FEMM, dan resultados que
no concuerdan entre si. Para armonizar dichos datos habria que recurrir a
calculos matematicos para tal fin. Por ello se decidié a utilizar otra via. Esta
consistio en encontrar el maximo maximorum de la densidad de flujo en cada
una de las tres distribuciones. Para el GetDP se obtuvo un valor equivalente a
0,255 T en su componente imaginaria. En el FEMM se utilizé6 una distribucién
con simetria plana, Figura 8-30. La seccién representada equivale a un
seccionamiento de 1CUBO en cualquier plano a lo largo de su eje longitudinal,
Figura 8-28(a). Se obtuvieron unos valores de la componente normal que se
indican en Tabla 8-16.
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2270001 £ >2. 3918001
2.1528-001 * 2,2718-001

Figura 8-30. Campo magnético bidimensional equivalente al de 1CUBO en 3D.

B normal Real: 0,1244 T

B normal Imag.: 0,2463 T
Longitud: 60 mm
Simetria plana. Profundidad: 60 mm
Frecuencia: 50 Hz
Corriente inyectada: -8048.7656+16310.0802i A
Nudos: 52128

Tabla 8-16. Datos FEMM experimento electromagnético 3.

El supuesto a comprobar era que, a medida que aumentase la densidad de
mallado en FF-MC, los maximos de ésta tenderian a converger hacia los valores
maximos obtenidos con 2D GetDP y 2D FEMM.

Ordenado los valores obtenidos para FF-MC en orden creciente del numero de
nudos, lo valores maximo de densidad de flujo magnético, componente real e
imaginaria, son los indicado en Tabla 8-17.

Nudos 34 308 | 444| 499| 698| 981| 1264 | 1950 | 2301 | 3725| 3866
B_Re_MAX|0,0911|0,0992|0,109|0,108| 0,11/0,117|0,114|0,118| 0,12|0,123|0,123
B_lmag_MAX| 0,148 | 0,213| 0,23|0,233|0,233|0,237 | 0,244 | 0,244 0,245 0,245 | 0,244

Tabla 8-17. Valores maximos de B, en Teslas, para FF-MC.
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Graficos obtenidos

1CUBO Bmax 2D-GetDP 2D-FFMC 2D-FEMM

0L gF—F w99 — 9 ——T——T %%
X X
0.12 - X -
o X
_ 01151 x -
=
© 011 X -
& X 3D FF-MC X
v 2D FEMM 52128 nudos -«
o 0.105 -
£
o]
0.1 8
0.095 s
009 >< 1 1 | 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Numero de nudos
(a)
1CUBO Bmax 2D-GetDP 3D-FFMC 2D-FEMM
0.26 - T T T " - T T
0.24 % -
K X
E 022f s
> X
o] 2D GetDP 4034 nudos
E oot 3D FF-MC X -
X 2D FEMM 52128 nudos -
£
M 0.18 [ -
0.16 -
4
014 1 1 1 1 | 1 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Numero de nudos

(b)

Figura 8-31. Convergencia de las componentes del campo magnético.
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Estadisticos obtenidos

Se ha procedido a obtener la diferencia absoluta y porcentual entre los valores
de 2D GetDP, 2D FEMM y 3D FF-MC.

Nudos| 34 308 444 499 698 981 | 1264 | 1950 | 2301 | 3725 | 3866

Ggitf';’f(';“) -0,107 | -0,042 | -0,025 | -0,022 | -0,022 | -0,018 | -0,011 | -0,011 | -0,010 | -0,010 | -0,011

Difer. (%) | -41,96 | -16,47 | -9,80 | -8,63 | -8,63 | -7,06 | -4,31 | -4,31 | -3,92 | -3,92 | -4,31
Fg?ef (Ffr‘“; -0,033 | -0,025 | -0,015 | -0,016 | -0,014 | -0,007 | -0,010 | -0,006 | -0,004 | -0,001 | -0,001
Difer. (%) | -26,77 | -20,26 | -12,38 | -13,18 | -11,58 | -5,95 | -8,36 | -5,14 | -3,54 | -1,13 | -1,13
FS?GT(';“) -0,098 | -0,033 | -0,016 | -0,013 | -0,013 | -0,009 | -0,002 | -0,002 | -0,001 | -0,001 | -0,002

Difer. (%)|-39,91 |-13,52 | -6,62 | -5,40 | -5,40 | -3,78 | -0,93 | -0,93 | -0,53 | -0,53 | -0,93

Tabla 8-18. Comparativa densidad de flujo magnético en 2D GetDP, 3D FF-MC y 2D FEMM.

Analisis de los datos

Se comprueba que nuestro método, FF-MC, converge hacia un valor similar al
obtenido con 2D FEMM. No extrana la desviacion del valor 2D GetDP.
Probablemente se deba al método utilizado para calcular el moédulo de la
densidad de flujo en la componente imaginaria del campo. El nuestro se obtiene
por la suma geométrica de las componentes espaciales de los campos. Sea
como fuere, el error es minimo. De un + 4,31% para el caso del 2D GetDP y de
+ 0,93% para el caso 2D FEMM, en cuanto a parte imaginaria se refiere, si se
comparase con la parte imaginaria aportada por FF-MC. Comprobar estos datos
en Tabla 8-18. Viendo la Figura 8-31, se comprueba que la FF-MC converge
hacia los valores aportados por el FEMM. Téngase en cuenta que el modelos del
FEMM es bidimensional, de 52128 nudos, y lo comparamos con un modelo
tridimensional de 3866 nudos. La diferencia de densidad de mallado es
apreciable. Pesos a todo, converge claramente. Con un aumento, no muy
grande, de la densidad de mallado en 3D FF-MC, garantizariamos un error
minimo.

Resumen del experimento

Se puede decir que el FF-MC funciona adecuadamente en cuanto a modelado
del campo magnético se refiere. Aumentando la densidad de mallado, el error
seria minimo. Hay una gran economia computacional al utilizar este método.
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8.4.4 Experimento electromagnético 4

Esquema del experimento

Cara C1

CaraC3

BICUBO

(a)

Figura 8-32. BICUBO con corrientes entrantes y salientes.

Objetivos del experimento
Comprobar las simetrias de las corrientes entrantes en nudo BICUBO.
Descripcion del experimento

Este elemento, BICUBO, no tiene simetrias, luego no se puede hacer una
seccion para establecer un corte paramétrico y estudiar la totalidad del
fendmeno. Por lo tanto, la metodologia empleada en anteriores experimentos no
es valida. EI FEMM sdlo trabaja con simetrias planas y axiales. Al GetDP le
sucede lo mismo. Para un tratamiento de este prototipo tenemos que verificar
fendmenos, a la espera de una posterior validacidon. En este experimento se trata
de verificar si las corrientes que fluyen de las caras laterales, que llamaremos C1
y C2, son simétricas cuando convergen hacia la cara C3, Figura 8-32. Se
observan dos casos: en el caso (b) hay una menor densidad e corriente que el
caso (b).

Si es cierto que convergen, aparentemente de forma simétrica, a medida que se
aumente la densidad de mallado, las corriente /cz e Ic2tenderan a valer lo mismo
y tener el mismo sentido.
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Graficos obtenidos

Modelo BICUBO -o- Mddulos de corrientes 11 e 2
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Figura 8-33. Simetrias de corrientes /c; € Ic2.

Estadisticos obtenidos

No proceden, puesto que se trata de verificare si las corrientes convergen de
forma simétrica a la cara C3.

Analisis de los datos

A pesar de necesitar mayores densidades de mallados para alcanzar una mayor
precision en el calculo, cualitativamente los modelos se comportan como se
espera. Con la computacion en paralelo se podra tener una buena medida del
grado de asimetria de dichas corrientes.

Resumen del experimento

Se puede afirmar que las corrientes convergen a la cara C3 en la forma esperada
pese a necesitarse mayor densidad de mallados.

8.5 Experimentos numeéricos de tipo electro-térmico

Pretenden demostrar la validez del Método de la Celda en los procesos de
transmision de calor en régimen transitorio.
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8.5.1 Experimento electro-térmico 1

Esquema del experimento

(d)

(k)

Te (480/1000) Te_corle_parametrica (48011000)
b o ] n r 121

Te (100011000) Te_corle_parameirico (1000/1000)
] o 18 E 7

(1

Figura 8-34. Transitorio electro-térmico en 1CUBO.

Objetivos del experimento

Comprobar si es valida la FF-CM para un fendmeno electro-térmico transitorio.
Probar si es valida la propuesta de la matriz [M;] en régimen transitorio.
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Descripcién del experimento

El experimento consiste en aplicar diferencia de potencial al elemento 1CUBO
de la Figura 8-20.Dicha diferencia de potencial vale 0,1 V. Se hace en un
intervalo de tiempo T = [0,00, 10,00] segundos, en intervalos de 0,01 segundos.
Para el experimento con FF-MC se ha hecho un corte paramétrico que atraviesa
todo el volumen envolvente (aire) y el objeto 1CUBO (cobre). Dicho corte
paramétrico se muestra en la Figura 8-34(a, b, c). Para contrastar los datos
obtenidos, se ha disefiado una superficie equivalente a la seccion transversal
donde se ha experimentado FF-MC. Esta seccidn contiene un corte paramétrico
idéntico al anteriormente explicado. Se ha simulado las mismas condiciones,
pero con GetDP en 2D. Los datos obtenidos seran utilizados como patrén de
comparacion.

La ecuacion que utiliza la FF-MC, con un esquema Crank-Nicolson para
resolverla, es la siguiente:

(g5 [Meo] + 6141) 7741 = (- [Mey] ~ (1~ B)IA) " + (1 — O)IW] + B1W;™1]

At At Ec. 8.11
Donde:
— T
[4] = [G][M,1[G] e o2
Los datos del experimento son:
V. 0,1 Vv Maire:  Porcélculo kg
lg: 0,0 A CPaire 1012 Jkg "K' a25°Cy1ATA
to: 0,0 S Tﬂ_ajre 20 OC
tr: 10,00 s Mcy:  Porcalculo kg
a: 1 Euler implicito CPeu: 387 Jkg-1-K-1,a25°Cy 1 ATA
At: 0,01 s Acu: 372,10 W-m' K
Yaire:  1,25184 Kg/m3, a25°Cy 1 ATA veu'! 8940 Kg/m? a25°Cy1ATA
Aaire 0,024 W-m™ K" TH_Cu: 20 °C
Guire . - No procede oo’ 58:10° S/m
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Las condiciones de contorno del experimento son:

e El dominio cobre ¢, es conductor eléctrico y
térmico

e El dominio aire £2.i €s conductor térmico

e El dominio envolvente Qeavorvente €S UN aislante

eléctrico y térmico

Las condiciones iniciales son:

Toce: 20,00 °C T0 aire "

Gréficos obtenidos

20,00

A ——

Ol’nul‘)i\'rnlc

r,.,;”'q—_.///_—_ nCu

Seccion
analizada Corte paramétrico

Figura 8-35. Dominios para 1CUBO

°C

Modelo 1CUBO -o- Transitorio térmico: Comparativa

200 T T T T

2D Gatdp —
180 + 9,91 segundos 3D Getdp *
160 L 3DFF-MC o |
140 - n

120
100
80
60
40

Temperatura [°C]

5,07 segundos

20

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Distancia [m]

Figura 8-36. Transitorio térmico con Ma.
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Estadisticos obtenidos

C1:

FF-MC vs 2D GetDP a 0,01 segundos

C2:

FF-MC vs 2D GetDP a 5,07 segundos

C3:

FF-MC vs 2D GetDP a 9,91 segundos

C4.

FF-MC vs 3D GetDP a 0,01 segundos

C5:

FF-MC vs 3D GetDP a 5,07 segundos

C6:

FF-MC vs 3D GetDP a 9,91 segundos

Tabla 8-19. Térmico transitorio. Comparativa entre modelos.

Comparativa| C1 C2 C3 C4 C5 C6
R? [0, +1]. Optimo: +1 0,8572 | 0,9983 | 0,999 | 0,9521 | 0,9994 | 0,9994
MSE [°C?]_[0, +=]. Optimo: 0 | 00011 | 3,8571 | 8,6927 | 0,0005 | 0,8781 | 4,6434
RMSE_[°C] 0,0331 | 1,964 | 2,9483 | 0,0212 | 0,937 | 2,1548
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 | 90017 | 0,0315 | 0,0263 | 0,0011 | 0,0147 | 0,0188
MAE [°C] 0,0119 | 1,2312 | 2,4933 | 0,0107 | 0,5899 | 1,8743
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0006 | 0,0197 | 0,0222 | 0,0005 | 0,0093 | 0,0163
IRM [0, +c0]. Optimo: 0 0,0926 | 3,1327 | 3,4865 | 0,0421 | 1,4885 | 2,4774
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,0005 | 0,0186 | 0,0119 | 0,0004 | 0,0003 | -0,0123
NSEF [, 1]. Optimo: 1 0,8345 | 0,9972 | 0,9981 | 0,9398 | 0,9994 | 0,9989
U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 9 0008 | 0,0134 | 0,0112 | 0,0005 | 0,0064 | 0,0082
UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 9 1088 | 0,3621 | 0,2111 | 0,1783 | 0,0006 | 0,4183
US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 90002 | 0,0171 | 0,2705 | 0,0674 | 0,0009 | 0,0044
UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 | 0,891 | 0,6208 | 0,5184 | 0,7543 | 0,9986 | 0,5773
Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 | 0 9584 | 0,9993 | 0,9995 | 0,9838 | 0,9998 | 0,9997
MEF [-0, 1]. Optimo: 1 0,8345 | 0,9972 | 0,9981 | 0,9398 | 0,9994 | 0,9989
CD [-o0,+e0]. Optimo: 1 0,9931 | 1,0129 | 1,0461 | 1,1269 | 0,9985 | 0,9953
C [-0,+oc]. Optimo: 0 0,0006 | 0,0197 | 0,0222 | 0,0005 | 0,0093 | 0,0163

Tabla 8-20. Indicadores estadisticos para transitorio térmico.

Las comparativas agrupadas por tiempos serian:

Tiempo (s) | Comparativas
0,01 C1-C4
5,07 C2-C5
9,91 C3-C6

Tabla 8-21. Térmico transitorio. Comparativas agrupadas por tiempo.
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Figura 8-37. Histogramas de errores para transitorio térmico.

Como existian ciertas dudas en el porqué de la longitud de las colas de los
histogramas, Figura 8-37, se decide hacer un analisis enfrentado 3D FF-MC y
3D GetDP, ambos frente a 2D GetDP. Los resultados de los errores se muestran
a continuacioén en Figura 8-38, Figura 8-39 y Figura 8-40.
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Error 3D FF-MC y 3D GetDP frente a 2D GetDP T: 0,01 sg.
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Figura 8-38. Error 3D FFMC-GetDP vs 2D GetDP. Transitorio t: 0,01 s.

Error 3D FF-MC y 3D GetDP frente a 2D GetDP T: 5,07 sg.
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Figura 8-39. Error 3D FFMC-GetDP vs 2D GetDP. Transitorio t: 5,07 s.

Error 3D FF-MC y 3D GetDP frente a 2D GetDP T: 9,91 sg.
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Figura 8-40. Error 3D FFMC-GetDP vs 2D GetDP. Transitorio t: 9,91 s.
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Analisis de los datos

Viendo la agrupacion por tiempos de la tabla Tabla 8-21, y comparando con los
indicadores estadisticos de la Tabla 8-20, practicamente son iguales cuando se
compara FF-MC con 2D GetDP y cuando FF-MC se compara con 3D GetDP. Se
comprueba que el error es de tipo aleatorio, pues asi lo indica la UC de Theil, ya
que la UM de Theil es muy baja. Esto se confirma viendo el indicador PBIAS que
esta proximo a cero en todos los casos. Los indicadores de error en verdadera
magnitud, RMSE y MAE, tienen valores muy bajos. Los valores mas altos para
estos indicadores se producen en las comparativa C3. Tal como se aprecia en la
Figura 8-36, se ve que en ciertas parte de la grafica el FF-CM queda por arriba
de modelo 2D GetDP, cuando se esta acercando a las paredes del cubo de aire,
y otras por debajo, cuando el conductor 1CUBO alcanza la temperatura maxima
(parte central de la grafica). Se ha de recordar que son errores promediados,
dandosele la importancia que debieran segun sea el caso a aplicar.

, Se evidencia una notable diferencia entre el Método de los Elementos Finitos
(GetDP) y el Método de la Celda (FF-MC). Mientras que la matriz de masas
térmica en el Método de los Elementos Finitos tiene un numero de condicién
igual a 5, la matriz de masas de la FF-MC tiene un numero de condicion de
2,7692. Esto hace que el FF-MC sea mas preciso en el calculo térmico transitorio
que el Método de los Elementos Finitos. Ver Anexo 2.

Resumen del experimento

Se puede afirmar que el FF-CM es valido para el estudio del régimen transitorio
térmico. Se puede afirmar que la matriz [M, ] es valida para el régimen transitorio
térmico.

También estamos en condiciones de afirmar que la Formulacion Finita, con el
Método de la Celda, junto a la matrices propuesta [M;] y [M,], supera en
precision al Método de los Elementos Finitos, en cuanto a calculo térmico
transitorio se refiere.
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8.5.2 Experimento electro-térmico 2

Esquema del experimento

Potencia [Wim3a]]
6 226e+0086 263e+006 34e+006 3 B5e+006 4532+006 S508e+006 566e+006

Figura 8-41. Potencia calorifica generado por corriente a 400 Hz.

Objetivos del experimento

Comprobar si la potencia calorifica generada por la densidad de corriente,
obtenida con GetDP, mediante el método de los elementos finitos, coincide con
la calculada con FF-MC utilizando la expresion siguiente:

NVT
JF _ JF
j=1
Donde:
10
P =N (P + Py)
VicVr — 9 SR sI Ec. 8.14

s=1

Para mayor detalle, ver Anexo 2.
Descripcién del experimento

Se ha simulado en GetDp 2D una seccion del modelo 1CUBO, Figura 8-41(a),
con una corriente variable en frecuencia, entre 0,00 Hz y 400,00 Hz. La potencia
se obtiene por la integracion de las componentes reales e imaginarias de las
densidades de corriente siguiendo la expresion
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1
JF (12 2
PVicVT_ffLi 20_(]R+]I)dv

Como el 2D GetDP, obviamente carece de volumen, la potencia se calcula por
la integracidon de la potencia distribuida en los ejes xz integrandose, al
considerar la misma distribucion de potencia a lo largo del eje y, por

multiplicacion por la longitud de este eje yen 1CUBO.

Se ha hecho la misma simulacién, en cuanto a densidades de corriente se
refiere, en 3D para 1CUBO, pero en FF-MC. La potencia calorifica se ha obtenido
integrando en el volumen de 1CUBO con la metodologia expuesta en Anexo 2.

Graficos obtenidos

POTENCIA 2D GetDP vs 3D FF-MC
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Figura 8-42. Potencia en funcién de la frecuencia.

Estadisticos obtenidos

400

Ec. 8.15

Frecuencia [HZ]

0

50

150 250

350

400

Potencia 2D GetDP [W] ref.

2175,00

404,29

72,76 | 34,56

21,56

17,92

Potencia 3D FF-MC [W] C1

2175,00

419,04

79,07 | 38,91

24,76

20,69

Diferencia [W]

0

14,75

6,31 | 4,35

3,2

2,77

Diferencia porcentual [%]

0,00

3,65

8,67 | 12,59

14,84

15,46

Tabla 8-22. Comparativa de potencia en funcién de la frecuencia.
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Comparativa| C1

R2? [0, +1]. Optimo: +1 1

MSE [W?]_[0, +]. Optimo: 0 | g5 7486

RMSE_[W] 9,2601
RMSPE [-1, +1]. Optimo: 0 0,0145
MAE [W] 7,27
MAEP [-1, +1]. Optimo: 0 0,0114
IRM [-c0, +o0]. Optimo: 0 11,7948
PBIAS [-1, +1]. Optimo: 0 0,0113
NSEF [0, 1]. Optimo: 1 0,9999

U1 de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,0045

UM de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,6164

US de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,0036

UC de Theil [0, 1]. Optimo: 0 0,3801

Willmott-dW [0, 1]. Optimo: 1 1
MEF [-o0, 1]. Optimo: 1 0,9999
CD [-o0,+0]. Optimo: 1 0,9986
C [-o0,+o0]. Optimo: 0 0,0114

Tabla 8-23. Indicadores estadisticos potencia-frecuencia.

Andlisis de los datos

Si consideramos que un modelo bidimensional, como es la seccidén desarrollada
en 2D GetDP, mas preciso que el modelo 1CUBO, desarrollado en 3D con FF-
MC, podemos asegurar que, en vista de lo indicado por los estadisticos de las
tablas Tabla 8-22 y Tabla 8-23, el modelo 3D FF-MC se adapta muy bien. Quizas
en las frecuencias altas pueda presentar ciertas discrepancias en los errores
porcentuales, Tabla 8-22. Aun asi, el resto de los indicadores estadisticos de la
tabla Tabla 8-23 son muy buenos. Aunque los valores en términos absolutos
(RMSE y MAE) no son cero, los indicadores porcentuales estan muy cerca del
optimo. Los indicadores de acuerdo y de eficacia del modelo también estan cerca
del 6ptimo. Quizas el UM de Theil esta indicando cierto error sistémico,
confirmado por el PBIAS, que no es cero. Tiene la ventaja que el US no es alto.
Esto indica que no hay grandes desviaciones en los errores.

En la Tabla 8-22, en la diferencia porcentual, se observé cémo esta crecia a
medida que lo hacia la frecuencia: después de analizar las posibles causas, en
primera instancia se culpo al efecto pelicular — efecto skin - que tiene la corriente.
Al dirigirse dicha corriente hacia la corteza del conductor, especialmente hacia
las esquinas, ver Figura 8-41, en las zonas coloreadas con rojo, aparte de haber
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mas potencia, también hay mas densidad de corriente. Esto hace que en esas
zonas haya poca precision por el poco numero de tetraedros que hay en 3D FF-
MC, frente a un numero mayor de triangulos existentes en 2D GetDP para la
misma zona. Para probar si esta suposicion es cierta, se eligido una frecuencia
arbitrariamente. No se simularon todas las frecuencias por el tiempo que dura el
proceso. Si es cierto que la diferencia se debe a un mallado defectuoso en los
bordes del conductor, entonces, a medida que se aumente el mallado en 3D FF-
CM, para la misma frecuencia y manteniendo el mallado en 2D GetDP, la
diferencia de potencias entre ambos modelos debe disminuir.

2D GetDP 100Hz: | 135,6200 | 135,6200 | 135,6200
3D FF-MC 100 HZ: | 144,0230 | 141,5000 | 139,3000

Nudos: 1494 2299 3725
Diferencia [W]: 8,4030| 5,8800| 3,6800
Diferencia [%]: 6,1960 | 4,3356| 2,7135

Tabla 8-24. Relacion entre mallado y potencia.

Se ve claramente que la diferencia entre modelos disminuye al aumentar el
mallado en 3D FF-MC. Queda demostrado la importancia que tiene el efecto
pelicular a la hora de calcular la potencia calorifica generada por las corrientes
en el conductor.

Se observa que la tasa de disminucién del error (r;,) no es proporcional al
aumento de nudos (1y,,).

_22909-1494 _3725-2299
"in = 71204 T 2388 T = T099 =0l Ec. 8.16
_43356-61960 2713543356
"1 = 61960 T TORESYh b =T a3t6 TTeARRT Ec. 8.17

Se concluye que una disminucion drastica de la diferencia entre los dos modelos
conlleva un mallado muy denso en 3D FM-MC, con el consiguiente coste
computacional que esto tiene.

Visto lo anteriormente expuesto, se recomienda modelar los conductores sélidos
con zonas diferenciadas, tal que el mallado de las zonas mas préximas al exterior
del conductor sea mas denso y el de las zonas mas proximas al eje longitudinal
del conductor sea menos denso.

Resumen del experimento

El modelo 3D FF-MC, empleado el método de integracién propuesto para
obtener la potencia calorifica, responde bien.

La consecuencia practica que se ha sacado del experimento es que hay que
tener en cuenta el efecto pelicular -efecto skin- a la hora de modelar conductores
solidos. Se recomienda mallados cada vez mas densos, en sentido radial, desde
el interior hacia el exterior de la seccion del conductor.
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8.6 Conclusiones

El Método de la Celda presenta un excelente comportamiento ante problemas
térmicos.

Nuestra segunda aportacién [M,] mejora a la primera [M;].en cuanto a errores
se refiere. Pero como se trata de calculos electro-térmicos, es mucho mas
rentable en términos informaticos utilizar la propuesta primera, pues con ella
podemos calcular densidades de corrientes, ademas de conduccion de calor. La
propuesta [M,] quedaria pues restringida a calculos exclusivamente térmicos.

La validez de [M,;]?? como matriz constitutiva en la transmision del calor en dos
dimensiones queda demostrada.

El FF-MC no se comporta por igual ante modelos de procesos fisicos diferentes.
El modelo térmico es menos complejo, numéricamente hablando, que el modelo
electromagnético. Para aumentar la precision en los modelos electromagnéticos
debera aumentarse las densidades de los mallados. Esto conlleva la necesidad
de recursos informaticos mas potentes.

Se ha demostrado que el Método de la Celda se puede utilizar de forma acoplada
con métodos circuitales como es el Método Nodal Modificado. Con ello se
obtiene la ventaja operativa de inyectar sefales eléctricas, tension y/o
intensidad, a voluntad del experimentador, a un dominio continuo discretizable y
comprobar su respuesta ante tales estimulos.

Se puede afirmar que el FF-CM es valido para el estudio del régimen transitorio
térmico. Se puede afirmar que la matriz [M, ] es valida para el régimen transitorio
térmico.

También estamos en condiciones de afirmar que la Formulacién Finita, con el
Método de la Celda, junto a la matrices propuesta [M;] y [M,], supera en
precision al Método de los Elementos Finitos, en cuanto a calculo térmico
transitorio se refiere.

El modelo 3D FF-MC, empleado el método de integracién propuesto para
obtener la potencia calorifica, responde bien. La consecuencia practica que se
ha sacado de los experimentos térmicos a con frecuencias altas es que hay que
tener en cuenta el efecto pelicular -efecto skin- a la hora de modelar conductores
solidos. Se recomienda mallados cada vez mas densos, en sentido radial, desde
el interior hacia el exterior de la seccion del conductor.
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CAPITULO 9

Conclusiones y lineas futuras
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9.Conclusiones y lineas futuras

9.1 Conclusiones

La maquina eléctrica en general, y la maquina eléctrica asincrona en particular,
constituyen un paradigma donde intervienen diversas ramas de la Fisica y de la
Ingenieria como pueden ser el electromagnetismo, la transmision de calor, la
dinamica, la estatica, la elasticidad y la resistencia de materiales. Todo ello hace
que sea muy atractiva para lo que hoy en dia se denomina la Multi-Fisica
Computacional. Lejos de ser un campo agotado, es un campo prometedor para
ensayar nuevas metodologias numéricas y nuevos disefios de ingenieria
aplicada.

En esta tesis se ha pretendido demostrar que la Formulacion Finita y el Método
de la Celda son metodologias validas para el calculo electromagnético y térmico
que es aplicable a una maquina eléctrica asincrona.

Se concluye que la matriz de conductividad eléctrica y la de conductividad
térmica, en su estructura geométrica y topologica son analogas, sirviendo,
indistintamente, para los calculos de conduccion eléctrica y térmica,
respectivamente.
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La matriz propuesta [M,] supera a la matriz [M,;], a su vez también propuesta,
en cuanto a precision se refiere. Se decide hacer prevalecer la segunda sobre la
primera, pues su estructura matricial sirve indistintamente para el calculo
eléctrico y para el calculo térmico.

Se demuestra la validez de la matriz [M;]?" para el célculo de transmision de
calor en dos dimensiones.

Se ha demostrado que el Método de la Celda se puede aplicar a problemas
electromagnéticos y térmicos tridimensionales, donde se hace dificil o imposible,
el encontrar simetrias planas o simetrias axiales bidimensionales equivalentes,
como pueden darse, por ejemplo, en las cabezas de bobinas de los devanados
estatodricos o rotéricos de la maquina eléctrica asincrona.

Se ha demostrado que el Método de la Celda se puede utilizar acopladamente
con método de resolucion de circuitos lineales, como puede ser el Método Nodal
Modificado, resolviéndose con ello problemas, que de otra manera puede ser
mas complicada su solucién. Cito, entre otros, el simular corrientes o tensiones,
con un alto contenido de armoénicos, y comprobar cdmo responden los dominios
continuos discretizables ante tales estimulos.

Se ha demostrado la validez del Método de la Celda en el calculo de fenbmenos
térmicos transitorios. Se asegura con ello la validez del método de integracion
sobre volumenes duales, al objeto de calcular la potencia calorifica desarrollada
por los fendmenos electromagnéticos intervinientes en la maquina eléctrica
asincrona.

Se comprueba que hay que tener en cuenta el efecto pelicular - efecto skin - de
las corrientes a medida que aumenta la frecuencia y potencial con objeto de tener
una mayor precision en los calculos electrotérmicos.

En definitiva, se demuestra que el Método de la Celda es un campo abierto que
esta a la espera de nuevas aplicaciones en el estudio de la maquina eléctrica
asincrona, en particular, y de las maquinas eléctricas, en general.

9.2 Lineas futuras de investigacion

En esta tesis se ha podido ver que se abren multiples puertas y no se cierra
ninguna. Asi pues han quedado claras nuevas lineas de investigacion para el
futuro mas inmediato que, a continuacién, pasamos a enunciar.

En esta tesis se ha demostrado la necesidad de implementar técnicas de
computacion paralela debido a la complejidad y dimensiones del calculo matricial
usado. La existencia de bibliotecas con funciones que facilitan su
implementacion constituye el paso mas inmediato a dar.

Las solicitaciones computacionales vienen motivadas por las dimensiones de las
matrices utilizadas. Si se redujera su tamafo, sin menoscabar sus capacidades
de célculo y precision, podrian mejorar los resultados y acometer nuevas metas.
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Para ello se piensan estudiar nuevos tipos de formulacion diferentes a la (a, (a,v)
y ala (a, (a, %)) al objeto de disminuir el numero de incégnitas, y, por ende, el
numero de ecuaciones.

Otra linea de investigacion es la incorporaciéon de modelos matematicos no
lineales en el dominio electromagnético y térmico utilizando el Método de la
Celda. Tanto en cuanto las ecuaciones constitutivas de dichos dominios lo
permiten en el Método de la Celda y, por ello, aplicarlo al campo de las maquinas
eléctricas donde asi proceda: conductores, aislantes, nucleos ferromagnéticos y
fluidos refrigerantes, principalmente aire.

Implementar el tensor de Maxwell en el Método de la Celda y, con ello, permitir
el calculo de pares electromagnéticos.

Implementar la ecuacion de Navier-Stokes en el Método de la Celda, permitiendo
hacer estudios de refrigeracion de la maquina eléctrica asincrona, en particular,
y de las maquinas eléctricas, en general.

Construir dispositivos electromagnéticos simples para validar en el laboratorio
cada paso que demos en la simulacion numérica, teniendo como objeto final la
validacién en una maquina asincrona experimental.
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ANEXO 1

10. Calculo de la matriz constitutiva térmica At

Se toma el siguiente tetraedro como referencia.

Figura 10-1. Tetraedro de referencia.

N = {ny,ny,n,,n3} card(N) = 4 nudos

A ={ay, aq,a,,0a3,a4,as} card(A) = 6 aristas

Se define el operador gradiente discreto para el tetraedro de referencia como:

-1 1 00
-1 0 10
_|-1 0 01
G1=10" -1 1 o Ec. 10.1
0 0 -1 1
0 -1 0 1

Se supone que la temperatura se distribuye siguiendo la siguiente funcion de
coordenadas espaciales:

1.(0y.2) =gy xtgyytg:z+ta Ec. 10.2
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Entonces la temperatura en los nudos primales del tetraedro de referencia sera:

To=9gxXo+9yYo+9zZota

T1=9GxX1t9yY1t+9,2z1ta

Ec. 10.3

T,=9xX2+9 Y2tg;z;+a
T3=9xX3t+9gyyst+9g;zz3+a

Siendo las coordenadas de cartesianas de los nudos N = {ng,, n,,n,, nsy} las

siguientes:
Ny Xo Yo Zo
Z; - 2 g;/; 2 Ec. 10.4
n3 X3 V3 Z3
El sistema de ecuaciones descrito en Ec. 10.1, en forma matricial es:
Xo Yo Zo 17119« To
9)2 iz]; 2 % 232’ = 2 Ec. 105
X3 Y3 Z3 1dlg T3
Que de forma abreviada se puede escribir como:
[BlaxalGalsx1 = [Tlaxs Ec. 10.6
Con lo cual:
[Ga] = [B]7Y[7] Ec. 10.7

Se va a utilizar la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones. Al
determinante del sistema lo llamamos de la siguiente manera:

Xo Yo
11 N
A= X2 Y2

X3 Y3

Zg
Z1
Zy
Z3

Ec. 10.8

[ NN TN
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Entonces:
To Yo Zo 1 Xo To Zo 1
1 Y1 Z1 1 X1 Ty Z; 1
T, Y2 Zp 1 X T2 Zp 1
_ 113 Y3 Z3 1 _ X3 T3 Z3 1
Ec. 10.9
Xo Yo To 1
X1 Y1 T1 1
X2 Yo T2 1
X3 Y3 T3 1
g, 3 3A 3
Arrn . da —n-0a _n-0a _
No se calcula el término a pues: /ax =0; /ay =0; /az =0.
10.1 Desarrollo de los términos gx, gy, gz
Calculo del término gx
Desarrollando por adjuntos:
yvi z1 1 Yo Zo 1 Yo Zo 1 Yo 1
Y. 2z 1 Y. 2z 1 yi 7z 1 V1 1 Ec. 10.10
-7 V3 73 1_T Y3 Z3 1+T Y3 Z3 1—1 Y2 1
Ix 0 A 1 A 2 A 3
Operando:
To
9x = N [(¥223 — ¥322) — (V123 — ¥321) + (V122 — ¥221)]
T
N [((¥223 — ¥322) — (Voz3 — ¥320) + (VoZ2 — ¥220)]
Ec. 10.11

T
+K2 (123 — y321) — (VoZ3 — ¥32Z0) + (VoZ1 — Y120)]

T3
A (122 — ¥221) — VoZz — ¥220) + (VoZ1 — Y120)]
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Calculo del término gy

Desarrollando por adjuntos:

X, z; 1 Xo Zg Xo Zo 1 Xo Zo 1
[xz Zy 1] [XZ Zy ] [xl Zq 1] [xl Al 1]
1 1 1 Ec. 10.12
gy = —Tq X3 z3 + 1 X3 zs —1, X3 Z3 + 75 X2 Zz
Operando:
To
gy = — (%223 — x325) — (X123 — x321) + (12, — Xx324)]

A

T
+K [(x223 — x323) — (X023 — X320) + (X023 — X2Z)]

2
A

[(x123 — x321) — (X023 — X32¢) + (X921 — X12¢)]

T3
+K [(x12; — x221) — (X023 — X220) + (X921 — X12¢)]

Calculo del término g;

Desarrollando por adjuntos:

Xy 1 Xo Yo Xo Yo 1
X, yo 1 X2 Y2 xg Y1 1
1 1
g, =Ty X3 Xs ) X3 Z3 + 1, X3 Z3
Operando:

Yo
Y1
V2

T
9z = KO [(x223 — x3Y2) — (x1¥3 — x3y1) + (X1Y2 — %2¥1)]

T1
A [(x2y3 — x3¥2) — (X0Y3 — X3Y0) + (XoY2 — X2Y0)]

T
+K2 [(x1¥3 — x3y1) — (Xo¥3 — X3Y0) + (Xo¥1 — X1¥0)]

T
_f [(x1y2 — x211) — (XoY2 — X2Y0) + (XoY1 — X1Y0)]

Ahora bien:

ot
grad T(x;y'z) = a

-

+6T*+ k
l ay]

ot
0z

Tal como se expreso la temperatura en Ec. 6.8, entonces:

ar_ _
ox  I%

Con lo que:

ot

dy

= gy;

6‘[_
aZ_gZ

grad t(x,y,z) = g, 1+ g, ] + g, k

1
1]
1

Ec. 10.13

Ec. 10.14

Ec. 10.15

Ec. 10.16

Ec. 10.17

Ec. 10.18
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10.2 Construccidon de la matriz Az

Se ha establecido la ecuacion de transmision de calor de Fourier, utilizando el
Método de la Celda, de la siguiente forma:

[Q']ex1 = [M3loxelGlexaltlaxa Ec. 10.19

Supongamos que exista una matriz [A,] tal que:

[M/l]6><6 = [S~]6><3[AT]3X6 Ec. 10.20

Siendo [S] la matriz de caras duales de la celda:

[$] Sax S2y Sa Ec. 10.21

Llamaremos,

[q]3x1 = [Ar]3x6[Glexaltlaxa Ec. 10.22

También llamaremos:

[X]ex1 = [Gloxaltlaxa Ec. 10.23

El vector densidad de calor sera:

x
[Gl3x1 = —2|9y| = =2 [grad(t)]5x1 Ec. 10.24
9z
Entonces el flujo de calor es:
[Qlex1 = [$],,5[d13x1 Ec. 10.25

Como tratamos de encontrar lo mismo por dos caminos diferentes, entonces lo
expuesto en Ec. 10.19 tiene que ser igual a lo expuesto en Ec. 10.25, luego:

Ec. 10.26

-1 [S] [grad(t)]sx1 = [MalexelGlexalTlaxa

6X3

Lo expuesto en Ec. 10.20 y Ec. 10.23 se sustituye en el segundo miembro de Ec.
10.26, entonces:
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—A [5]6X3[9Tad(T)]3x1 = [§]6X3[Ar]3x6[x]6x1 Ec.10.27
Simplificado la matriz de caras duales:

—A[grad(t)]sx1 = [Arlsxe[X]ex1 Ec. 10.28

Tal como se habia expuesto en Ec. 10.1, sustituyendo este valor y el del vector
de temperaturas:

1 1 0 0 [—To+T1]
[ 10 1 0] To —TotT,
-1 0 o 1| |. —To+73
[XTex1 = [GlexalTlax1 = 0 -1 1 0 Ty = —T,+7, Ec. 10.29
0 0 -1 1 T3dyn1 |~ T2t73
0 -1 0 1dgx4 '_T1+T3“6X1
X0 —To+T1
X1 —To+7T2
X2 _ —T0+T3
x3| T |-1+1, Ec. 10.30
X4 —T2+73
X5d6x1 —T1+T3J6X1

Entonces sustituyendo el valor de [grad(t)];x; Y lo expuesto en Ec. 10.30,
entonces:

Ix %,
-1 |9y = [A;]5x6 X3 Ec. 10.31
9z 3x1 Xy
X5 d6x1

AOO A01 AOZ A03 A04 AOS
AlO A11 A12 A13 A14 A15
AZO A21 A22 A23 A24 AZS

Ix
9y
9z

Xo
[X1l
X2
X3 Ec. 10.32
3X6 X4_

X5

-1

3X1

6X1

Ix
9y
9z

[zoo'xo + Agy nx1 + Aoy Xy + Agz X3 + Agy x4 + Ags X5
2 —

= Alo'x0+A11'x1 +A12'X2 +A13'X3 +A14'X4+A15'x5] EC1033
20 X0 T Azq X1+ Agy Xy + Agz i Xz + Agy Xy + Ags X5
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Desarrollo del término g,

_Agx = AOO 'xo +A01 'xl +A02 'xz +A03 'X3 +A04_ 'x4 +A05 'xs Ec. 10.34

Se sustituyen los valores x;:

=1 gx = Ao (—To+11) + Agy - (—To+T2) + Agy - (—Tp+73) +
Ec. 10.35

+Ag3  (—T1+73) + Agy - (—T2+73) + Aps - (=71 +73)

Se agrupan todos los términos afectados por el mismo valor de temperatura:

—A1g, = To(—Ago— A1 — Ap2) +
+71(Agp — Aoz — Aos) +
+75(Ao1 + Aoz — Aps) +
+73(Aoz + Aoa + Ags)

Ec. 10.36

Sustituyendo el valor de g, calculado en Ec. 10.11, entonces, al igualar a lo
obtenido en Ec. 10.36, se tiene que:

At
_TO [(y223 — ¥322) — (V123 — Y321) + (V122 — ¥221)]
Aty
+T (V225 — ¥322) — (Voz3 — ¥320) + (V022 — ¥220)]
At,
N (7123 — ¥321) — (VozZs — ¥32Z0) + (VoZ1 — Y120)] Ec. 10.37
AT
+T3 (712, — ¥221) — (Vozz — ¥az0) + (Vo2 — ¥120)] =  To(—Aoo — Ao — Ao2)
+71(Ago — Aoz — Aos)
+75(Ao1 + Aoz — Aoa)
+73(Aoz + Ags + Ags)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z,:

AT,
—T[()’zz?, —¥32) — (V123 — ¥321) + (122 — ¥221)] Ec. 10.38

= 10(—Ago — Ao1 — Ao2)

A

_Z(yZZS _ygzZ) = _AOO )

A

Z(ylz3_y3zl) = —Ay ¢ Ec. 10.39
A

—Z()’lzz—yzzl) = _AOZJ
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A

AOO = Z (y2Z3 - y322)
A

Ay = 2 (v,21 — v,23) Ec. 10.40
A

Ay = Z (ylzz — yzzl)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z;:

Aty
7 [(¥223 — ¥322) — (Voz3 — ¥320) + (VoZ2 — ¥220)] = 1 (Ao — Aoz — Ags) Ec. 10.41

A w
Z(J’zZ3 — ¥323) = Ago

A
A (Voz3 — ¥320) = —Ap3 ; Ec. 10.42
A
Z(yOZZ — ¥220) = —Ags )
A
Ago = Z(J’ZZ3 — Y323)
A
Agz = A (Voz3 — ¥320) Ec. 10.43
A
Ags = A (V220 — YoZ2)
Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z,:
A
—%[(ylz3 —¥3z1) — (VoZ3 — ¥3Zo) + (Voz1 — ¥120)] = +72(Ao1 + Aoz — Aoa) Ec. 10.44
A \
3 (7123 — y321) = Aos
A
Z(yOZ3 — ¥32) = Aoz ; Ec. 10.45
A
A (Voz1 — Y120) = Aoa )
A
Apy = A (V321 — Y123)
A
Agz = 2 (Vozs — V320) Ec. 10.46

A
Aps = A (Yoz1 — Y12o)



Anexo 1 213

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z5:

At
Tg (V122 — ¥221) — VoZ2 — ¥220) + Voz1 — ¥120)] = 13(Apz + Ags + Ags) Ec. 10.47

A
A (V122 — ¥271) = Aoz

A
- Z (VoZz — ¥220) = Apa

; Ec. 10.48
A
A (Yoz1 — Y120) = Aos )
y)
Ay = E (V122 — ¥221)
A
Ags = 2 (V220 — YoZ2) Ec. 10.49

A
Ags = A (YoZ1 — Y120)

Desarrollo del término g,,

_Agy - AlO 'XO +A11 'Xl +A12 'xZ +A13 'X3 +A14 'X4 +A15 'XS Ec. 10.50

Se sustituyen los valores x;:

=48y =A1o (—To+Ty) + Ag1 - (—To+T2) + Az - (—TotT3) +
Ec. 10.51
+A13 - (=T1+7) + Ay - (—T2+73) + Ay (=T +73)

Se agrupan todos los términos afectados por el mismo valor de temperatura:

—Agy = To(—A10 — A11 — Ax) +
+71(A10 — A1z — Ags) +
+7,(A11 + A3 —Agy) +
+73(A12 + A1y + Ags)

Ec. 10.52

Sustituyendo el valor de gy calculado en Ec. 10.13, entonces, al igualar a lo
obtenido en Ec. 10.52, se tiene que:

T
AKO [(x223 — x323) — (%123 — X321) + (X2, — x221)] —

T
—AK:[ [(x223 — X32,) — (X023 — X32) + (X022 — X220)] +

T2
+/1K [(x123 — x321) — (X023 — X320) + (X021 — X120)] — Ec. 10.53

T
—Af [(x125 — x521) — (X925 — x22) + (X921 — %120)] = To(=Ago — Ayy — Agp) +
+71(A10 — A3 — Ags) +
+15(A11 + Az — Aa) +
+73(A12 + Ars + Ass)
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Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z,:

T
AKO [(x223 —X37Z3) — (X123 — x32;) + (X125 — Xpz1)] = To(=Ag — A11 — Ayp) Ec. 10.54
2 ¢ ) ‘
—(x,2, — %22 = -4
A 243 327 10
A
_Z(xlz3 —x32,) = —Ay ¢ Ec. 10.55
A
Z (x122 - xzz1) = —Ap )
A
Ay = Z (x322 - xzz3)

All = Z (X1Z3 — x3zl) Ec. 10.56

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a 7;:

T
_AKI [(x225 — x32;) — (X023 — X320) + (X022 — X229)] = +71(A19 — A1z — Ass) Ec. 10.57
A
- Z(x223 —Xx3Z;) = Ajp
Z (xoz3 - x3ZO) = —A13 ’ Ec. 10.58
A
_Z(xozz —X220) = —Ags )

A = K(xszz — XpZ3)
Az = Z(xgzo — XoZ3) Ec. 10.59
A = Z(xozz — X22)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuaciéon que afectan a 7,:

T2
AK[(%Zs — x3z1) — (x0z3 — x32) + (X021 — x129)] = T(A11 + Ay3 — A14)  Ec. 10.60
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A )

Z(xﬂs —x3z;) = Ap

A
—Z(ons —x329) = Ay Ec. 10.61
A (X021 —x129) = —Au )

A
A = Z(x123 — X321)

A
Az = Z(xgzo — XoZ3) Ec. 10.62
Ay = Z(xlzo — X0Z1)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z5:

T3
—A—= (125 — x221) — (X022 — X220) + (X921 — X170)] Ec. 10.63

A
= +713(415 + Agg + Ass)

N
- Z(xlzz —X321) = Ap
1 (072 —X20) = Ass | Ec. 10.64
A

_Z(xoz1 —X1Z9) = Ais J

Aqp = K(xzz1 — X123)

A
Ags = Z(xozz — X,Zg) Ec. 10.65

Ay = Z(xlzo — XoZ1)
Desarrollo del término g,
—Ag, =Az0 xXg+ Az xy + Ay Xy +Agz X3+ Agy x4+ Ags X5 Ec. 10.66
Se sustituyen los valores x;:
—A g, = Az (—To+7y) + Az1 - (—To+72) + Agz - (—To+73) +

Ec. 10.67
+Ay3 - (—T1+7) + Apy - (—Ty+73) + Aps - (=T +73)
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Se agrupan todos los términos afectados por el mismo valor de temperatura:

-9, = To(—Azo — A1 — Az2) +
+71(Azo — Apz — Azs) + Ec. 10.68
+7,(Az1 + Az — Ay +
+73(Az2 + Azs + Azs)

Sustituyendo el valor de g, calculado en Ec. 10.15, entonces, al igualar a lo
obtenido en Ec. 10.68, se tiene que:

T
_AKO [(x223 — x3Y7) — (13 — X3y1) + (XY, — %2y1)] +

T
+/1K1 [(x2y3 — x3¥2) — (Xo¥3 — X3Y0) + (Xo¥2 — X2¥0)] —

T3
—AK [(x1y3 — x3y1) — (x0¥3 — x3¥0) + (o1 — X1Y0)] + Ec. 10.69

T3
+/1K [y — x201) — (KoY — X2¥0) + (Xoy1 — X1¥0)] = To(—Ay — Ayy — Ayy) +

+71(Az0 — Az — Azs) +
+75(Az1 + Azz — Agy) +
+73(A2; + Az + Azs)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuaciéon que afectan a z,:

T
—A [tz = x3y2) = (1ays = x5y1) + (11y; = X23)]

Ec. 10.70
= 1o(—Az0 — Az1 — Ap)
A )
_Z(xzz3 —X3¥2) = —Ay
A
A (x1y3 —x3y1) = —Ap1 | Ec. 10.71
A
—Z(xﬂ’z —Xy1) = —Azx )
A
Ay = Z (xzz3 - x3y2)
A
Ay = 2 (363311 - x1y3) Ec. 10.72

A
Ay = Z (xlyz - xz)’l)
Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z;:

T
AKl [(x2y3 — x3¥2) — (Xoy3 — X3Y0) + (XoY2 — X2Y0)] = T1(Az9 — Az3 — Azs) Ec. 10.73
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A
Z(xzh —x3y;) = Ay )
A
_Z(XOY3 —x3Yp) = —Ay [ Ec. 10.74
A
Z(xo)’2 —X¥0) = —Aus J
A
Ao = Z(x2y3 — X3Y2)
A
Ayz = K(XOY3 — X3Y0) Ec. 10.75

A
Azs = K(x23’0 — XoY2)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z,:

T
—A~ [(ays = 23y1) = (Xo¥s — %a¥0) + (ko1 — 11%0)]

Ec. 10.76
= +7,(Az1 + Azz — Azy)
A )
_Z (xlyg - x3y1) = Ay
A
A (xoyy —x37,) = Az | Ec. 10.77
A
_Z(x0y1 - x1)’0) = —Ayn )
A
Ay = A (xgyl - x1y3)
A
Ayy = 0 (x0y3 - x3y0) Ec. 10.78

A
Apy = Z (x0y1 - x1y0)

Igualando los términos de ambos lados de la ecuacién que afectan a z5:

/1%3 [(x1y2 — %291) — (Xo¥2 — %2¥0) + (Xoy1 — X1Y0)] = T3(Azz + Aps + Azs) Ec. 10.79
A )
A (1Y2 —x2y1) = Ay
A
A (xoy2 —X%2¥0) = Azs | Ec. 10.80
A
Z(XO% —Xx1Y0) = Ay )
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A
Ay = Z(xl)’Z — X2Y1)

A
Azs = Z(xz% — X0Y2) Ec. 10.81

A
Ay = A (x0¥1 — X1Y0)

10.3 Matriz At definitiva

Una vez obtenido todos los términos Ay se ha podido ir viendo a lo largo del
desarrollo que algunos términos se repite, coincidiendo sus valores por un
camino o por otro. Esto es prueba de que el desarrollo es correcto.

Con los valores obtenidos se construye la matriz [A,], que tiene el siguiente
aspecto:

p) (V322 = ¥223) (0123 —y321) (V221 — Y172) (¥320 = Y023) (3120 — Yoz1) (Vo2 — ¥220)
[A:] = = | (223 — x372) (%321 —x123) (0122 — X%271)  (XoZ3 — X329) (%071 — %120) (X220 — X0Z2) Ec. 10.82
(32 = %2¥3)  (01y3 —x3y1)  (yi —x1Y2)  (x3¥o —%o¥3) (1o — %o¥1)  (%oY2 — X2¥0)
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ANEXO 2

11. Potencia calorifica partiendo de la densidad
de corriente en régimen armonico

Se toma el siguiente tetraedro como referencia, con las densidades de corriente
asignadas a los nudos.

Vﬁl

/"]1
/-/]2

Figura 11-1. Densidades de corriente fk en los nudos.

Se trata de calcular la potencia calorifica, bien sea por efecto Joule, por
corrientes de Foucault, o por la combinacién de ambos fendmenos. Para ello se
parte de la siguiente consideracion:

P=Re(S) =Re(U-I') =Re(ZI-I") Ec. 11.1
P=RelZ(Ig +il)Ug —i1))] Ec. 11.2

1 2 2
P=7(IR+I,) Ec. 11.3

-

Sil=[]-dS = P=1(3+1) o P=(03+J})

. - . . 1
Si se utilizan valores maximos de corriente, entonces: P = ;U,% +J3)
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11.1 Interpolacion de la densidad de corriente en
cualquier punto del tetraedro

En algunos post-procesadores, muchos de ellos basados en el Método de los
Elementos Finitos, la densidad de corriente eléctrica esta asignada los nudos del
tetraedro - Figura 11-1 — Se trata de obtener el valor de |la densidad de corriente
eléctrica en el interior del tetraedro. Para ello se recurre a una interpolacion lineal
del tipo:

J(ag,aq,az,03) =Joag+ ] a1+, ay + J3 a3 Ec. 11.4

Para ello se establece un sistema de coordenadas intrinsecas al tetraedro, tal
que la cuarta componente es combinacién lineal de las otras tres:

a0+a1+a’2+a3=1 Ec. 11.5

Al estar asignados a cada nudo del tetraedro, los vectores de densidad de
corriente tendran las siguientes coordenadas:

fo = Jox L+ JoyJ + ]OZE
f1 :]1x?+]1y7+ ]IZE
fz =Jox L+ Joy T+ ]ZZE
J3 = Jax T+ J3, ] + fszE

Ec. 11.6

Aplicando la interpolacién lineal propuesta en Ec. 11.4, las componentes del
vector de densidad de corrientes interpolado J seran:

Jx = Jox @ + Jix @1 + Jox @3 + J3x 3
Jy =Joy@othyar tayaz+ 3y03 Ec. 117
Jz =Joz @ +Jiz 01 + ]2z 05 + J3, a3

Se ha establecido previamente el caracter arménico de los campos

electromagnéticos. Por lo tanto el vector de campo J pasa a ser considerado un
fasor: ] = Jp +1i];.

Las componentes J, y J; del fasor deben ser desarrolladas en coordenadas
intrinsecas (a,, a;, a,, @3). Se desarrollan las componentes J;, y J; en estas
coordenadas.

11.2 Parte real cuadratica de la densidad de corriente

Se tiene que:

]}% =]I%x+]1%y+]}%z Ec.11.8
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Sustituyendo el valor de estas componentes interpoladas:

JE = Uoxr @0+ Jixrg @1 + Joxr @2 + Jaxr @3)* +
2
(]OyR Ao + Jiyr @1 + Joyr @2 + J3yr “3) + Ec. 11.9
ozr Qo + J1zr @1 + Jozr @z + J3,5 @3)?

Se desarrollaran los cuadrados de las componentes de J2. Para ello se recurre a
la expresion del cuadrado de un polinomio:

(a+b+c+b)?=a%+b%+c?+d%+2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

Ec. 11.10
Entonces aplicado la expresion anterior:
Uoxr @0 + Jixr @1 + J2xr @z + Jaxg @3)* = Ubxr @b +Jixr 0% + Joxg @5 + 5, a3) +
+2 - (Joxr @0 J1xr @1 + Joxr @0 Joxr @2 + Joxr Qo Jaxr @3) +
+2 (J1xr @1 J2xr @2 + J1xr @1 J3xr @3) + Ec. 11.11
+2 - (Joxr @2 J3xr @3)
2
(]OyR Qg+ Jiyr @1+ Joyr @2 + J3yr a3) = (]gyR ag +]12yR a% +]22yR a% +]§yR azz,) +
+2- (]OyR @0 Jiyr @1+ Joyr @0 J2yr @2 + Joyr @0 Jayr az) +
+2- (]1yR Qo Joyr X2 + Jiyr @1 J3yr a3) + Ec. 11.12
+2- (]2yR 3 J3yr 0!3)
Uozr @0 + Jizr @1 + Jozr @3 + J35r @3)* = Ubzr af + Jior af + J5,p @5 + 5,8 @3) +
+2* (Jozr @0 J12r ®1 + Jozr %o Jozr @2 + Jozr @0 Jazr @3) +
+2* (J12r @1 J2zr @2 + J1zr @1 J3zr @3) + Ec. 11.13

+2 (Jazr @2 J32r @3)

Si se agrupan todos los términos ax comunes, entonces:

Ji = (]ng +]gyR +]ng)a(2, + (]lsz +]12yR +]12zR)af +
(]zsz +]22yR +]222R)a§ + (]ng +]32yR +]322R)a3% +
+2 (Joxr J1xr + Joyr Jiyr T+ Jozr J1zr) @0 @1 +
+2 (]OxR Joxr T Joyr J2yr + Jozr ]ZZR) Qo ay +
+2 (]OxR Jaxr + Joyr J3yr + Jozr ]3ZR) Qo az + Ec.11.14
+2 (flxR Joxr + Jiyr Joyr T+ J12r ]ZZR) a,a +
+2 (]1xR Jaxr + Jiyr J3yr + J1zr ]3ZR) a,az +
+2 (Jxr Jaxr + Joyr Jayr + J2zr Jazr) @ @3

11.3 Obtencién de la potencia por integracion en el
volumen dual

Procediendo de igual manera con la componente |;:
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]12 = (]gxl +]gy1 +]gzl)a(2) + (]lle +]12y1 +]1221)a% +
(]zle +]22y1 +]22z1)a§ + (]B%xl +]3%y1 +]3221)“§ +
+2 (Joxt J1xi + Joyr Jiyr + Jozr J1z1) @o @y +
+2 (]Oxl Jaxt + Joyr Jayt + Jozi ]221) Qo ay +
+2 (]Oxl Jaxt T Joyt Jayr + Jozr ]321) Qo az +
+2 (]1x1 Joxt + Tyt Joyr + J1z1 ]221) a,a; +
+2 (]1x1 Jaxt + Jiyr Jayr + J1z1 ]3z1) a,az +
+2 (Jot Jaxi + Joyi Jayt + )2z Jaz1)tz @3

Ec. 11.15

11.4 Obtencién de la potencia por integracion en el
volumen dual

Las magnitudes de fuentes estan siempre referidas al dual. Cada nudo del primal
es el baricentro dual de la celda primal. De tal manera que, en un dominio
tridimensional, para el tetraedro de referencia, tomando un nudo cualquiera, el
volumen adjunto a ese nudo, y que corresponde a un cuarto del volumen primal,
es la sub-celda dual incrustada en el volumen primal. En el caso de un dominio
bidimensional, corresponderia al tercio del triangulo primal y adjunto al nudo
analizado, el papel de sub-celda dual. Sea como fuera, existe la necesidad de
integrar el volumen de dichas sub-celdas.

Figura 11-2. Sub-celdas duales y politopo dual.

Denominando V,; al volumen de la sub-celda dual asociada al nudo 3, entonces
cualquier magnitud referida como densidad volumétrica uniforme Ma en V5,
tendra como integral la siguiente:

M= H~ Mgy @V Ec. 11.16
Vns

En la FF-MC, como las variables fuentes estan en el dual, entonces la integral M

sera una variable de fuente. La dificultad reside en la integracion de las sub-

celdas duales. Para ello existe una metodologia desarrollada por (Voitovich &

Vandewalle, 2007) que consiste en parametrizar una celda tetraédrica de
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referencia, integrarla y referir al valor del volumen del primal del dominio
analizado.

Para entender el procedimiento, se explicaran dos casos que se ha tratado con
esta metodologia en la presente tesis.

11.4.1 Distribucién de temperatura y energia interna

Supongamos una distribucién lineal de temperaturas en un sistema de
coordenadas intrinsecas. Dicha distribucion sigue la siguiente ley:

(g, 1,05, 03) =T g + 71 @1 + T Ay + T3 3 Ec. 1117

Si quisiéramos calcular la potencia interna, entonces la distribucion volumétrica
de potencia vendria dada por:

Ui=pyCpT Ec. 11.18

Ui esta dada en [W-m3]. Integrando en el volumen donde se desarrolla la energia
interna (sub-celda V,; anexa al nudo n3) se obtendria la potencia interna.

Pém =fffv U; deffV Py Cp (To g + 71 a1 + T a5 + 13 a3) dV Ec. 11.19
n3 n3

Siguiendo la metodologia propuesta por (Voitovich & Vandewalle, 2007), se debe
tener en cuenta lo siguiente:

e Los subindices kde ax

e Los subindices /del nudo n;

Tal que:
(S'k—' =>It—25 v
l =1 n —192 T
Int:fff a, dV :>4 Ec. 11.20
ni LS'kqt' It =22y o
= =—"
l l n 576 T

Donde V; es el volumen del tetraedro primal. Yendo a Ec. 11.19, y aplicando las
reglas explicada en el parrafo anterior, la potencia interna seria:

i 23 23 23 75
P )VT

Vngzpvcp (‘L’O %-l-‘[l ﬁ*“h %"‘7:3% Ec. 11.21

Pero si p, es la densidad volumétrica de masa de la materia contenida en el
tetraedro, entonces: M =p, V;, siendo M la masa del tetraedro primal.
Sustituyendo y reordenando:

Pk =M—C”(zsr +237,+237,4+75173)
s T 576 0 1 2 3 Ec. 11.22
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Procediendo de igual manera para las sub-celdas duales V,,, V,.1,V,,,, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones:

75 23 23 ZSHTO

pi  _MG |23 75 23 23
Vicvt — 576 |23 23 75 23

23 23 23 75

T3 Ec. 11.23

¢ Queé significa P‘i}ich? Seria la potencia interna de cada uno de las sub-celdas
duales 7, insertas en el volumen primal V.

¢,Como se calcularia toda la potencia interna del dominio £2? Pues sencillamente
calculando uno a uno cada tetraedro y ensamblandolo en la matriz global.

NVT

i E i
PQ - PViCVT]‘ Ec. 11.24
j=1

11.4.2 Calculo de la potencia calorifica producida por efecto
Joule y/o corriente de Foucault

La potencia calorifica desarrollada por efecto Joule y por las corrientes de
Foucault, conocidas las densidades de corriente, constituye un caso no lineal.

La potencia calorifica mencionada se calcula a partir de la expresion siguiente:

1
JF 2 2
PVL-CVT_HL %UR"']I)dV Ec.11.25

Los términos J3 y J? se han desarrollado anteriormente y alcanzan los valores
expuestos en Ec. 11.14 y Ec. 11.15, respectivamente. Al utilizar valores maximos
de las densidades de corrientes como ondas senoidales, aparece el valor 7/2.
Particularizando para el nudo 3 de la Figura 11-2, para la parte real de la
densidad de corriente, el primer sumando, el afectado por a:

1
Pir =J.J-J- %(]ng_*']gyR +](%ZR) a(% av Ec. 11.26
Vn3

Siguiendo la metodologia de (Voitovich & Vandewalle, 2007), a3 = a, - a,, con
lo cual:

Si k=1L j Int 161 V-
= = = .
' ik M =17280 T
Int=ﬂj ag-a,dV. = Ec. 11.07
ni Sik=L=i = Int=.y o
l = =1 n —192 T

Como k=L =0ei=3, entonces:
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161 V.,
Pip = 17280 20 (]ng +]gyR +]ng) Ec. 11.28

Procediendo con el quinto sumando de Ec. 11.14, entonces:

1

PSR == ffj; % ' 2 (]O_xR ]1xR +]OyR jlyR +]OZR JIZR) aO al dV Ec. 11.29
Vns

Comok =0,L =1ei=3, entonces:

1nt=ﬂ]— a, - a; dV
1%

ni

( 83
Sik=L=i = Int=—"V;

192
Sik=L#1i Int 161 V. Ec. 11.30
= = = —0—=" . .
IND AL ' "= 17280 T
67
. L 6 L=i it =2

Sik+Ly (k=i 6 i)=> Int 3A5E Vr

cualquier otro caso = Int = “Vr

\ 17280

97  Vp

Psp = 17280 '?(]OxR Jixr + Joyr Jiyr T+ Jozr ]1zR) Ec. 11.31

En la siguiente tabla indica los términos utilizados para la integracién de J3 y J7.

Término Hudos Mo nq n, n3
) 83 161 161 161
%o 1152 | 17280 | 17280 | 17280
5 161 83 161 161
o1 17280 | 1152 | 17280 | 17280
) 161 161 83 161
@z 17280 | 17280 | 1152 | 17280
5 161 161 161 83
RE 17280 | 17280 | 17280 | 1152
wa, | S| o | o | o
3456 | 3456 | 17280 | 17280

97 67 97 67

%@ | 17280 | 3456 | 17280 | 3456
97 67 67 97

@o 3 17280 | 3456 | 3456 | 17280
@y 97 67 | 67 97
17280 | 3456 | 3456 | 17280

ay s 97 67 97 67
17280 | 3456 | 17280 | 3456

@y s 97 97 67 | 67
17280 | 17280 | 3456 | 3456

Tabla 11-1. Integracion de J3 y J? (Voitovich & Vandewalle, 2007).

Término a término, integrando con este procedimiento, se consigue la potencia
calorifica generada por J3 y J?2.
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Dicho lo cual, la potencia calorifica total, utilizando los valores maximos de
corriente, sera:

10
1
JFo_
Pricvr = EZ(PSR +Py) Ec. 11.32
s=1

Para el politopo dual, Figura 11-2, se procedera a ensamblar la matriz global y
calcular la aportacion de la celda anteriormente calculada:

NVT

JF _ JF
Py = Z Pgicvy; Ec. 11.33

j=1

Donde Ny, es el numero total de celdas tetraédricas que posee el dominio
discreto L. Es decir: Ny, = dim({£2}).

11.5 Numero de condicién de una matriz

Se denomina numero de condicién N,.([A]) de una matriz [A] no singular, al valor
obtenido de multiplicar la norma de la matriz por la norma de su inversa.

N.([AD = llA]l - |A~1]] Ec. 11.34

Debe cumplirse que N.([A]) = 1. Una matriz esta bien condicionada cuando N,
esta préximo a 1, y mal condicionada cuanto mas se aleje del valor 1.

Esto servira para saber cuan precisa es la solucion aproximada [X] aportada al
sistema de ecuaciones.

[A] - [x] =[b] = [r]=[b]—[A]-[X] Ec. 11.35
Donde [r] es el vector de residuos al aplicarse la solucion aproximada [X].

La matriz de masas para el Método de los Elementos Finitos que propone
(Driesen, 2000) es:

2 1 1 1

11 2 1 1
MMEF 111 2 1 Ec. 11.36

1 1 1 2

La matriz de masas propuesta por (Bullo, et al., 2007) es:

75 23 23 23

Mo |23 75 23 23
FFMC = |23 23 75 23 Ec. 11.37

23 23 23 75

El numero de condicién de la matriz Ec. 11.36 es 5, mientras que el niumero de
condicion de la matriz Ec. 11.37 es 2,76.92.
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Con el siguiente cédigo en Matlab hemos comprobado lo que afirma (Bullo, et
al., 2007):

clear all;

%Matriz de masas de (Driesen, 2000)

MMEF=[2 1 1 1;1 2 1 1;1121;111 2];

%Matriz de masas de (Bullo, et al., 2007)

MFFMC=[75 23 23 23;23 75 23 23;23 23 75 23;23 23 23 75];
%Calculo del numero de condiciéon de MMEF
Ncl=norm(MMEF)*norm(MMEF™-1)

%Calculo del numero de condicion de MFFMC
Nc2=norm(MFFMC)*norm(MFFMC™-1)

Bibliografia
Voitovich, T. V. & Vandewalle, S., 2007. Exact integration formulas for the finite
volume element method on simplicial meshes. Numerical Methods for Partial

Differential Equations, Sep, 23(5), pp. 1059-1082.
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12. Verificacion y validacion

12.1 Concepto de incertidumbre y error

Segun la RAE: Incertidumbre: 1. f. Falta de certidumbre. Certidumbre: Del lat.
tardio certitudo, -inis.1. f. certeza. 2. f. desus. Obligacién de cumplir algo.
Certeza: De cierto.1. f. Conocimiento seguro y claro de algo.2. f. Firme adhesién
de la mente a algo conocible, sin temor de errar.

De todas estas acepciones que nos da la RAE, la mas proxima a nuestro interés
es la de “Conocimiento seguro y claro de algo”, para el caso, incertidumbre, la
ausencia de dicho conocimiento.

La incertidumbre procederia de la deficiencia potencial no identificada en una o
varias partes del proceso. Debe atribuirse a la falta de conocimiento. En el caso
de esta tesis la incertidumbre pudiera ser atribuida a la falta de certidumbre de
las aplicaciones desarrolladas y/o a las aplicaciones informaticas utilizadas como
patron de medida. Para limitar tal incertidumbre existen una serie de contrastes
relativamente simples. El mas claro y, posiblemente mas eficaz, consiste en
disefiar un experimento, resolverlo con las dos aplicaciones utilizadas como
patrén y enfrentar los datos obtenidos para las mismas condiciones de contorno
e iniciales.

Estos datos se llevan a una grafica enfrentando unos en el eje de abscisas y
otros en el eje de ordenadas. Si ambos dan resultados muy proximos se debe
formar una nube de puntos en torno a una recta de 45° que pasa por el origen
de coordenadas.

Otro método de eliminar incertidumbre es enfrentar, tanto los resultados
obtenidos como los resultados patrén, a una expresiéon analitica que resuelve el
mismo problema que las aplicaciones informaticas mencionadas. El
inconveniente de este método es que rara vez existe una expresion analitica que
resuelva el problema, de aqui la justificacion de los métodos numéricos que
estamos tratando.

Segun la RAE: Error: Del lat. error, -oris.1. m. Concepto equivocado o juicio
falso.2. m. Accidn desacertada o equivocada. 3. m. Cosa hecha erradamente. 4.
m. Der. Vicio del consentimiento causado por equivocacion de buena fe, que
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anula el acto juridico si afecta a lo esencial de él o de su objeto. 5. m. Fis. y Mat.
Diferencia entre el valor medido o calculado y el real.

Evidentemente, la quinta acepcion es la aplicable a nuestro caso. El error
siempre procede de deficiencias identificables en una o varias partes del
proceso. Conseguir un error cero es muy poco probable, pues todos los métodos
numeéricos son métodos aproximados. A esto hay que afadir los procesos de
truncamiento numeérico que existen en el propio funcionamiento aritmético de los
ordenadores. Partiendo de que es practicamente imposible conseguir un error
cero, al menos trataremos de minimizar dicho error. Este error debe ser medido
y cuantificado (Tedeschi, 2006) y (Martinez, 2008).

12.2 Precision y exactitud

La precision se relaciona con la capacidad que tiene un instrumento o método
de medida para detectar la menor variaciéon de la magnitud a medir (Tedeschi,
2006), (Martinez, 2008) y (Paez, 2009).

La exactitud es la concordancia que existe entre lo medido y el instrumento, o
método de medida, respecto del patron de medida utilizado (Tedeschi, 2006) y
(Martinez, 2008).

En nuestro caso cabe mas hablar de exactitud que de precision: La precision es
alcanzable en el grado que el procesador aritmético del ordenador lo permita,
pero la exactitud la alcanzamos al comparar los resultados con los patrones
GMSH-GetDp y FEMM.

12.3 Estadisticos utilizados para validar los modelos
propuestos

La bibliografia consultada al respecto es amplia y, en cierta manera existen
controversias entre autores acerca de las bondades de los estadisticos que en
ella se analizan. Pero una cosa queda clara: la validez de un estadistico
dependera del grado de correlacion existente entre la medida y el patron.

Asi, existen modelos matematicos donde un valor de correlacion del 60% es
aceptable, frete a otro tipo de modelos donde se le exige una correlacion superior
al 90%. Muchos de estos autores recomiendan un analisis grafico previo de los
datos (Tedeschi, 2006), (Moriasi, et al., 2007) y (Paez, 2009).

Al aplicar un modelo de regresién lineal entre los datos numéricos obtenidos del
modelo propuesto y enfrentarlos con los datos obtenidos del patron, cuanto mas
se acerque el coeficiente de determinacion (r2) al valor 1, mejor se comporta el
modelo propuesto frente al patrén.

¢ Por qué utilizar el coeficiente de determinacion (r2) frente al coeficiente de
correlacién (r), ya que el segundo es la raiz cuadrada del primero? Porque el
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coeficiente de correlacion (r) miden el grado de relacién entre variables
aleatorias y el coeficiente de determinacion (r2) mide el grado de relacion entre
una variable aleatoria con una variable fija (Mesple, et al., 1996). En nuestro caso
la variable aleatoria son los datos numéricos experimentales de nuestro modelo
y la variable fija son los datos numéricos de las aplicaciones informaticas
patrones (GMSH-GetDp y FEMM). No obstante este estadistico debe ser usado
como una primera aproximacion y no la unica para determinar la bondad del
experimento (Martinez Rodriguez, 2005).

A partir de esta contrastacidon simple se puede seguir con otras mas sofisticadas.

Es muy interesante tener un histograma de errores. Su utilidad reside en
considerar que la fuente de errores tiene un origen aleatorio, no sistémico. Si
esto es asi, en el estado ideal, la distribucion de errores debe coincidir con una
distribucion normal. Cuanto mas se aleje de esta distribucion normal, es mas
probable que el error sea sistémico y no aleatorio.

En nuestro caso debe haber una minima parte de error sistémico atribuible a la
precision del método, errores de truncamiento del ordenador, etcétera. La fuente
de error aleatorio quedaria limitada a ruido del propio ordenador. Es decir, de
existir error, la probabilidad mas alta es que sea sistémico. Por ello, la
aproximacion a una distribucion normal es un buen sintoma de la bondad de
nuestro modelo.

12.4 Estadisticos empleado en la validacion de los
experimentos numeéricos

Se comentan de manera breve los diferentes estadisticos utilizados para la

validacién del modelo. La cantidad de ellos puede parecer excesiva, pero si todos

convergen hacia la misma solucion, nos dara “fuerza” a la bondad de nuestro
modelo.

R2: Coeficiente de determinacion

R?=1- zi:,:l(xi W Ec. 12.1
Do X = V)2
Valoracion: —1 < R? < 1 Cuanto mas cerca de 1 mejor.
Ventajas: Nos indica cuan cerca estamos de la recta de regresién. En nuestro

caso la recta de regresion perfecta tiene pendiente de valor 1.

Inconvenientes: No siempre indica una correlacién lineal entre los datos. Si la
muestra es pequeia, puede que los datos, al aumentarse, indique
una correlacion de tipo no lineal

Consultar a: (Martinez Rodriguez, 2005), (Tedeschi, 2006), (Pifeiro, et al., 2008)
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MSE: Error medio cuadratico (Mean Square Error)

N
1
MSE =NZ(XL.—YL-)2 Ec. 12.2
i=1
Valoracion: Cuanto mas proximo a cero, mejor.
Ventajas: Si los datos (X; ¥7) son independientes, entonces el MSE es un buen

indicador de la exactitud del modelo. Sensible a grandes errores.

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales.

Consultar a: (Tedeschi, 2006), (Moriasi, et al., 2007), (Gupta, et al., 2009),
(Fullerton Jr, et al., 2010), (Jolliffe & Stephenson, 2012)

RMSE: Raiz del error medio cuadratico (Root Mean Square Error)

N
1
RMSE = NZ(Xi_Yi)Z Ec. 12.3
i=1
Valoracién: Cuanto mas proximo a cero, mejor.
Ventajas: Presenta las mismas caracteristicas que el MSE pero en las

mismas unidades que las observaciones X, Y;

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Willmott & Matsuura, 2005), (Jolliffe & Stephenson, 2012), (Chai &
Draxler, 2014)

RMSPE: Raiz del error medio cuadratico porcentual (Root M. S. Perceptual

Error)

1 RMSE
X577 Ec. 12.4
N Numero de datos
X Datos obtenidos
Y Datos de referencia
Y Media de los datos de referencia
Ventajas: Es adimensional y se puede utilizar para comparar modelos

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Hyndman & Koehler, 2006)
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MAE: Error Absoluto Medio (Mean Absolute Error)

N
1
MAE =N2|Xi—Yi| Ec. 12.5
i=1
Ventajas: Mide linealmente el error.

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Willmott & Matsuura, 2005), (Moriasi, et al., 2007), , (Jolliffe &
Stephenson, 2012), (Chai & Draxler, 2014)

MAEP: Porcentaje de Error Absoluto Medio (Mean Absolute Percentage Error)

N
1 1
MAEP =NZ|XL‘_YL'| 7 Ec. 12.6
i=1
Ventajas: Es una medida adimensional y robusta del error.

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Hyndman & Koehler, 2006)

IRM: indice RMSE/MAE

IRM = ——— Ec.12.7

Ventajas:

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Moriasi, et al., 2007)
PBIAS
N
X=X —1)
PBIAS = A x 100 Ec.12.8
i=1"1
Ventajas: Media de las desviaciones, o diferencia en los errores de sesgo, o,

simplemente, error sistémico. El valor 6ptimo de PBIAS es 0. Detecta
errores aberrantes o valores extremos. Si el valor es igual o superior
a 1 es indicativo de la existencia de estos valores extremos. Mide la
tendencia porcentual de los datos simulados a ser mas grande o mas
pequefos que los datos de referencia.

Inconvenientes: Puede subestimar la verdadera medida pues trata de reproducir los
datos reales

Consultar a: (Tedeschi, 2006), (Sanabria, et al., 2006), (Moriasi, et al., 2007),
(Gupta, et al., 2009)
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NSEF: Eficiencia del modelo (Modelling Efficiency Nash & Sutcliffe)

N (X; —Y)?
NSEF =1 -2~ =
?I=1(Xi —Y)2 Ec.12.9
Ventajas: Su rango de variacion es [-», 1]. Si el modelo es perfecto su valor

es 1. El peor escenario tedrico seria -«, que conllevaria la
invalidez completa del modelo.

Inconvenientes: Al estar los errores elevados al cuadrado, se sobreestiman los
errores grandes y se subestiman los pequefios.

Consultar a: (Mathevet, et al., 2006), (Moriasi, et al., 2007), (Gupta, et al.,
2009)

U1: Coeficiente de desiqualdad de Theil (Theil Inequality coefficient)

/ NG —Y)?
N

Ul =
Ec. 12.10
PR, R ¥
N N
La anterior expresién la propuso Theil en 1958. Pero, en 1966, Theil propuso la siguiente
modificacion:
/ 10X — ¥)?
U2 = Ec. 12.11
‘/ZL vz
Ventajas: El modelo predice mejor cuanto mas cerca de cero esta el indice U

de Theil. Permite comparar entre modelos

Inconvenientes: Al estar los errores elevados al cuadrado, se sobreestiman los
errores grandes y se subestiman los pequefios.

Consultar a: (Bliemel, 1973), (Leuthold, 1975), (Fullerton Jr, et al., 2010)

Descomposicion del error cuadratico medio (MSE decomposition)

El error medio cuadratico se puede descomponer en tres componentes:

N
1 - 2
MSE = Nz(xi —Y)2 =X -7)?+(Sx,— Sy,) +2-(1—1)-Sx, Sy, Ec. 12.12

i=1

Dividiendo ambos lados de la igualdad por el término MSE,

— — 2
N Gk O . (Sx, — Sv,) L2 =1) S-Sy,
1 1 1
Il -2 FEL -2 I (X - Y)?

Ec. 12.13
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L_E-D? (Sx, ~5y,) L2015y Sy,
~ MSE MSE MSE
e Proporcion de sesgo (Bias Proportion) o error sistémico (diferencias entre

Ec. 12.14

medias)
X-v)?  (X-7)?
L.(Xi-Y)? MSE Ec. 12.15
N

e Proporcion de la varianza (Variance proportion) o diferencias entre

UM =

desviaciones tipicas (error sistémico)

s (Sx— SYi)Z _(Sx, - Sy,-)z
- N X —-Y)? B MSE Ec. 12.16
S T

e Proporcion de la covarianza (Covariance proportion) o error no sistémico
_ 2'(1_r)'SXi'Syi _ 2'(1_r)'SXi'Syi

U

Ut = =
(X —Y)? MSE Ec. 12.17
N
Ventajas: Se puede detectar la fuente de errores; media, varianza o aleatorios.

Se recomienda que el valor U¢ ~ 1 y que UM = US ~ 0. Permite
comparar entre modelos por ser adimensional.

Inconvenientes: Al estar los errores elevados al cuadrado, se sobreestiman los errores
grandes y se subestiman los pequefos. Pero puede ser localizados
por los tres componente Ul

Consultar a: (Fullerton Jr, et al., 2010)

d:indice d de Willmott (d-Willmott index)

N 2
d=1-gg Sk Vi > Ec. 12.18
= (X =Y+ Y =YD

Ventajas: El modelo predice mejor cuanto mas cerca de uno esta el indice d de
Willmott. Permite comparar entre modelos por ser adimensional.

Inconvenientes: Al estar los errores elevados al cuadrado, se sobreestiman los
errores grandes y se subestiman los pequenos.

Consultar a: (Willmott, et al., 2012)

MEF: Coeficiente de determinacién del modelo

i, - 7)?
MEF =1-2821"4 Ec. 12.19
?:1(Yi_y)2
Ventajas: MEF indica la proporcion de la variacion total de los datos

observados explicada por los datos predichos. EI MEF, en un ajuste
perfecto, valdria 1. Un valor de MEF cercano a 1 indica una mejora
en las predicciones del modelo, MEF > 1 es un indicador de baja
prediccion y si MEF < 1 de sobre prediccion.
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Inconvenientes:

Consultar a:

Se recomienda utilizar conjuntamente medidas de desviacion vy
métodos graficos para validar modelos.

(Medina-Peralta, 2010)

CD: Coeficiente de determinacion del modelo

Ventajas:

Inconvenientes:

Consultar a:

{V=1(Yz B Y)Z
CD = W Ec. 12.20
CD indica la proporcién de la variacién total de los datos observados
explicada por los datos predichos. Al igual que la MEF, en un ajuste
perfecto CD valdria uno. Un valor de CD cercano a uno indica una
mejora en las predicciones del modelo, CD > 1 es un indicador de
baja prediccién y si CD < 1 de sobre prediccion.

Se recomienda utilizar conjuntamente medidas de desviacion y
métodos graficos para validar modelos.

(Medina-Peralta, 2010)

C: Coeficiente de error del modelo

Ventajas:

Inconvenientes:

Consultar a:

SNk ox =

MA

Un valor de C muy cercano a cero indica que el modelo cumple con
su objetivo.

Se recomienda utilizar conjuntamente medidas de desviacion vy
métodos graficos para validar modelos.

(Medina-Peralta, 2010)

Numero de datos

Datos obtenidos

Datos de referencia

Media de los datos de referencia

Media de los datos observados

Syx. Desviacion tipica de los datos obtenidos

Sy.  Desviacion tipica de referencia

r Coeficiente de correlacion entre los datos obtenidos y los de referencia
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13. La importancia de utilizar variables globales
frente a variables locales

Una variable global identifica completamente el sistema a estudiar, mientras que
una variable local identifica a una parte del sistema a estudiar. Por ejemplo, la
masa del cuerpo seria una variable global (totalidad del volumen del cuerpo) y
la densidad de masa, uniforme o no uniforme, seria una variable local (asociada
a una fraccién del volumen del cuerpo). Ver (Tonti, 2013) pag. 99.

En la formulacion diferencial de la Fisica, la mayoria de las variables estan
referidas a puntos en el espacio y a instantes en el tiempo. Para hallar el valor
total en el sistema hay que recurrir a la integracion. Mientras, la variable carece
de informacion acerca del elemento geométrico que la contiene. Por el contrario,
en la Formulacion Finita nunca se pierde esta informacion geométrica al utilizar
las variables globales. Supongamos una determinada magnitud global Q. Se
puede desarrollar en varios tipos de sistemas integrando las densidades
volumeétrica, superficial o lineal que la definen. Dichas densidades son variables
locales;

Q[Vv] =f pdv Q[S] =f odS Q[L] =f AdL Ec. 13.1
174 S L

Asi mismo, los campos asociados dichas densidades poseen flujos a través de
superficies y circulaciones a lo largo de trayectorias. Las magnitudes de campo
que desarrollan flujos siempre tienen una componente normal a la superficie.
Las magnitudes de campo que desarrollan circulaciones tienen una componente
tangencial a la trayectoria o linea de campo.

C_l)x'd‘s_'):f
S

ails1 = |

c_ix-r_ide (qxncosa)dSzf odS
s s s

Ec. 13.2

Qt[L]=f ﬁ-dfzf ﬁ-Ede (vtcosa)szf AdL
L L L L

La naturaleza matematica de las variables globales es de caracter escalar, con
lo que su aditividad esta garantizada.
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Pero la gran ventaja que presentan las variables globales es que son continuas
a traves del interfaz entre dos medios diferentes (Tonti, 2013), pag. 112-113.

El campo eléctrico y el campo magnético, en su forma vectorial, se pueden
representar, respectivamente, asi:

~ l/J—>
D=x

Sn

U Ec. 13.3
7= Un g

L

El calor se comporta como un vector asociado a la normal, siendo la temperatura
un campo escalar.

D

1==n Ec. 13.4
Siguiendo la Formulacion finita, cada campo estara situado en el primal o en

dual, segun corresponda.

]_j . u 1 q ! H 1
e TRy s
S /7 5 S 2 S 2

Figura 13-1. Campo eléctrico, magnético y térmico.

Cuando el campo atraviesa dos medios diferentes, u; y u,, en la formulacion
diferencial es condicidon necesaria que la funcién que define al campo sea
continua antes, durante y después del interfaz que separa ambos medios, pues
dichas funciones son derivables. En el caso de no haber continuidad en el
interfaz, ésta debe garantizarse mediante las llamadas condiciones de salto. Los
métodos numéricos basados en la formulacién diferencial deben establecer
estas condiciones de salto para evitar singularidades.

En la Formulacién Finita y en el Método de la Celda, al utilizar variables globales,
no es necesario utilizar estas condiciones de salto al pasar de un medio a otro.
Ello es posible porque siempre se podra colocar una celda en el interfaz que
comparta nudos y cara con la celda contigua, la cual pertenece al otro medio
(Figura 13-2). De esta manera queda garantiza la continuidad del campo con
las magnitudes asociadas a flujos (superficies) y las que estan asociada a
circulaciones (lineas). Ver (Tonti, 2000b) pag. 13; (Tonti, 2001a) pag.15.
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Interfaz y Superficie primal compartida
] Linea dual compartida
Medio py }
\ PRIMAL
— ©
. 2| | Mediop,
y DUAL

) { )

Figura 13-2. Condicién de continuidad en la Formulacién Finita.

Las condiciones de continuidad en el interfaz o frontera se pueden demostrar
utilizando la formulacion diferencial. Asi, para el campo magnético tenemos que
aplicando la ley de Gauss:

f‘ §'d§:f Elﬁld‘gl_.f §'ﬁ2d$2+-]- E'ﬁ3d$3:0 Ec. 13.5
S S1 Sz S3 o

Si en el cilindro de la Figura 13-3 (a), cuyo radio dr es todo lo pequefio que se
quiera, hacemos que su altura Ah tienda a ser nula, también lo sera la superficie
lateral S;, ya que S; = AliilmOfAth dr. Entonces, base y tapa del cilindro

tienden a coincidir con la superficie del interfaz, obteniéndose las consecuencias
que a continuacién se exponen:

1 2 3
f §'ﬁ1d$1_f §'ﬁ2d$2+0:0 Ec. 137
S Sz T
f § 'ﬁldsl = f § ) ﬁz dSZ = ¢)1 = ¢2 Ec. 13.8
S1 S»

Lo que demuestra que, en la direccion de la normal a la superficie del interfaz,
hay continuidad en el campo magnético.

Aplicando el teorema de Stokes para el campo magnético, Figura 13-3 (b), que
no es otra cosa que la ley de Ampere, se llega a la siguiente conclusion:

§ fdi=| j-as+ [ J,-dI o ag
L S L T
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d [4 b a
fﬁ-Ahdz+fﬁ-df—f ﬁ-AhdZ—f ﬁ-df=j f-d§+j I, -dL Ec.
a d c b S L 13.10
Si la altura del cilindro tiende a cero, lim § H-dL = lim (f J-dsS +
Ah—0 "L AhR—0 \”S

. , irculacié ot ia:
. JL-dL), la circulacién del campo magnético seria

c a
j HdL—f HdL=f ]L'dL=Isuperficial Ec. 13.11
d b L

Esta corriente circularia por la superficie del interface. La ausencia de ella
conllevaria la ausencia del campo magnético. Esto demuestra la continuidad del
campo magneético cuando se pasa de un medio a otro.

Si se aplica la ley de Gauss para el campo eléctrico, Figura 13-3 (c), se llega a
la siguiente conclusion:

%E'ds":j E'ﬁ1ds1+] E'ﬁ2d52+j Elﬁ3d$3 Ec. 13.12
S S S o

1 2 S3

Haciendo que la altura Ahtienda a ser nula, entonces base y tapa del cilindro
tienden a coincidir con la superficie del interfaz, teniéndose las consecuencias
que a continuacién se exponen:

1 2

S3

F?-r_ig, 21 Ah dr> Ec. 1313

f 5'7116151"'] E-fl, dS,+0=0Q° = ¢+, =0Q° Ec. 13.14
S

1 Sz

Lo cual indica que todo el flujo eléctrico que puede cruzar el interfaz, ; + ¥,
se debe a la carga eléctrica contenida, Q°¢, en el cilindro de prueba. Ambos flujos
son iguales, salientes o entrantes, por la naturaleza no solenoidal (lineas
abiertas de campo) que tiene el campo eléctrico. Con ello se garantiza la
continuidad del campo eléctrico en el sentido de las normales al interfaz.

Aplicando el teorema de Stokes al campo eléctrico, Figura 13-3 (d), se obtiene
la ley de induccién o ley de Faraday:

= - a - -
f E-dL=——f B-dS Ec. 13.15
L atS

d_) N c, N b N a_, N 0 . N
—f E-AhdL—fE-dL+fE-AhdL+]E-dL=—— B-dS Ec.13.16
a d c b atS

Haciendo que la altura Ah tienda a ser nula, entonces:
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C—) — a—) — a — -
O—fE-dL+O+fE-dL=lim ——f B-dS Ec. 13.17
d b AhR—0 atS

i . o 7 42\ _ , -
El término Al;lrllo (_Efs B-dS) = 0 pues no habria superficie transversal al

interfaz por donde circulase el campo magnético (componente normal). Esto
conlleva que:

c a
—fﬁ-df+f§-df:0 =  Ugqg=Uy Ec. 13.18
a b

Lo cual indica que el interfaz es una superficie equipotencial, garantizando que
la componente tangencial del campo es continua en él.

ars
d ;HS;
!nterfaJ
R - PV Bh
. iy ds,
B _,‘I’ ds,
Bl "
(a)
E j—tﬁl a b -
P has el
Interfaz 0° } Interfaz E
P o= Ah & Ah
- T as, d?
E" 1= B ;
ElY.,
(c) (d)
71y
A
Interfaz
T J AR (No exiten circulaciones en el campo
""""" de conduccion térmica)
N £ ds,
q ./
— ds,
¥,
(e)

Figura 13-3. Teorema de Gauss y teorema de Stokes

En la Figura 13-3, se expone la aplicacion del teorema de Gauss y del teorema
de Stokes aplicados al campo magnético, (a) y (b); al campo eléctrico (c) y (d);
y al campo de conduccion térmica (e).
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Para el calor g, observado la Figura 13-3 (e), y aplicando el mismo
razonamiento expuesto en Ec. 13.6, Ec. 13.7 y Ec. 13.8, se demuestra la
continuidad del campo térmico.

13.1 Variables globales en el espacio y el tiempo

Por propia definicién serian variables globales que dependen del espacio y el
tiempo. Cinéndonos al objeto de esta tesis, estudio electromagnético y térmico
de la maquina eléctrica asincrona, definiriamos las siguientes variables globales
en el espacio-tiempo

Variable global | Variable de campo equivalente

Asociadas a volumenes

Generacion de calor Oy [T. V] I Densidad volumétrica de calor o [T, V] -
Asociadas a superficies

Flujo Magnético o[t S| Densidad de flujo magnético B[i, S| B(t, P)

Calor q [T, S‘] Densidad de flujo calorifico q[T, S‘] q(t, P)

Flujo de carga eléctrica Qf[T, 3‘] Densidad de corriente eléctrica ][T, S‘] J(t, P)
Asociadas a lineas

Impulso de fuerza magnetomotriz g:m[T' I,] Intensidad de campo magnético | H[T, L] H(, P)

Impulso de tension eléctrica U[T, L] Intensidad de campo eléctrico E[T, L] E(t, P)

Impulso de fuerza electromotriz 5[7', L] Fuerza electromotriz e[T,L] -

Diferencia de temperatura Dt|T,L] | Gradiente de temperatura g[T.L] | V-(t,P)
Asociadas a puntos

Termacidad O[t,P] | Temperatura T[T, P| (¢, P)

Tabla 13-1. Tabla de variables globales empleadas.

Una de las aportaciones de Tonti a la Formulacion Finita fue la integracién del
tiempo en las variables globales. Esto permite saber si una variable es
instantanea o se desarrolla en un intervalo de tiempo. Asi mismo, respecto al
espacio, la Formulacién Finita permite saber si dicha variable global es
dependiente de un volumen, superficie, linea o punto. Para asociar la variable a
las mencionadas figuras geométricas es obvio que habra que conocerse
perfectamente el fendmeno fisico a estudiar. En si, el proceso de obtener una
variable global consiste en integrar todas las magnitudes espacio-temporales de
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las cuales depende la variable para convertirla en una variable de tipo escalar,
matematicamente hablando. Con esto se garantiza su aditividad y la continuidad
de la misma. Lo que Tonti define como impulsos, no es otra cosa que integrar
una variable espacial con el tiempo y convertirla asi en global, sinénimo de
integral.

Estas variables globales seran, a su vez, variables de configuracién y de fuente.

Variables de configuracion Variables de fuente
(S.l.: weber = voltioxsegundo) (S.l.: culombio = amperioxsegundo)
Impulso de potencial eléctrico V, = f v, dt Fll,uo .de carga Qf = J: f JdsS dt
r eléctrica 7 Js

Impulso de tension eléctrica U, = f f EdLdt (| Impulso de f. m. m Fn = f_ f_ HdLdt
T L T L

Flujo Magnético ¢ = fs B dS

Tabla 13-2. Variables de configuracion y de fuente del campo electromagnético.

Variables de configuraciéon Variables de fuente

(S.1.: grados kelvin; grados kelvinxmetros™) (S.1.: vatios; vatiosxmetros™)
Temperatura T[T, P| Calor q|T,5]
Diferencia de temperatura (gradiente) DT[T, L] Generacion de calor gy, [T, 17]

Tabla 13-3. Variables de configuracion y de fuente de la transmisién de calor.

La termacidad es un concepto introducido por David van Dantzig (Rotterdam,
Paises Bajos, 1900-1959).Publicado por M. von Laue, Relativitatstheorie, Vol. 1
Vieweg, Braunschweig, en 1921. La termacidad equivale a la integral de la

temperatura: ®=ft21Tdt. Equivaldria al minimo  desplazamiento
termodinamico.

Es de destacar que las variables son referidas al tiempo de la siguiente manera:

e Cualquier variable fisica, que para medirse necesita un estado de
equilibrio, esta asociada a un intervalo de tiempo T o T, primal o dual
segun la variable.

e Sila variable fisica se puede medir sin alcanzar el estado de equilibrio,
entonces dicha variable estd asociada a un instante de tiempo t o ¢,
primal o dual segun la variable.

Cualquier variable, para referirla al tiempo, también debe cumplir con el criterio
que se indica a continuacion.



246 Anexo 4

¢, Cambia de signo la variable al cambiar el sentido del movimiento?
. . No Si
Variable fisica Instante : F
Intervalo T T

Tabla 13-4. Criterios de tiempos dual y primal.

13.2 Ecuaciones topoldgicas

Las variables fisicas describen cuantitativamente un sistema fisico, mientras
que las ecuaciones fisicas describen el comportamiento de dicho sistema.

Las ecuaciones fisicas tienen varias formas de clasificarse. Asi, las ecuaciones
topoldgicas describen como es el sistema o el campo fisico relacionandolo con
elementos espacio-temporales como el punto, la linea, la superficie, el volumen,
el instante y el intervalo de tiempo.

Las ecuaciones topoldgicas pueden clasificar en los siguientes tipos:

— Ecuaciones de diferencia espacial o gradiente
Ecuaciones topoldgicas | — Ecuaciones circuitales
— Ecuaciones de Balance

Las ecuaciones topoldgicas relacionan elementos espaciales con sus
respectivos contornos.

Elemento primal Elemento dual
foﬂr)torho_ T
Contorno cof ke
7l
/J/ b // i )
aL ] - R
& ] ' AV
Elemento espacial . Alemertta
/_ espacial
- .
Contorno Cont
. ontarna
as as__
/Ay )
S Elementa
espacial
Elemento
Contorna
av Elementa espacial
A
- { Contorno
: C oL~}
- | Elemento esparial
s

Figura 13-4. Elementos primales y duales con contornos respectivos.
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Las ecuaciones topoldgicas son validas para cualquier:
e Forma y tamaio del elemento espacio-temporal que define al fenémeno
fisico.
e Escala, tanto en la micro escala como en la macro escala.

e Medio que envuelva a la region donde se desarrolla el fenédmeno fisico.

13.3 Ecuaciones de diferencia espacial o de gradiente

Las ecuaciones de diferencia o de gradiente son ecuaciones topoldgicas del
tipo:

B[SL] = A[L] Ec. 13.19

Se obtienen de la diferencia de la magnitud B que se desarrolla a lo largo de
una linea y que se evalua entre dos puntos Py Q.

BI5L] = BIQ] - B[P] J Framnv s EeT
L
ot Y el
=~ == T dl=dl-i
(@) v

Figura 13-5. El gradiente. Formulacion: (a) Finita, (b) Diferencial.

En la formulacién diferencial corresponde con la expresién de un gradiente. Por
ejemplo, el concepto de diferencia de potencial eléctrico o tensién eléctrica,
Figura 13-6 (b).

13.4 Ecuaciones circuitales

Las ecuaciones circuitales relacionan superficies con su contorno. Son del tipo:

B[8S] = FA[S] Ec. 13.20

Estan asociadas a circulaciones. El teorema de Stokes, en superficie abierta, es
una ecuacion topologica de tipo circuital.
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B[8S] = FA[S] ff /T-d§=f B-dL
S C

85y _{ B|0S] 3 » e

T 5§ -FA[S]

(a) (b)

Figura 13-6. Ecuacion circuital. Formulacion: (a) Finita, (b) Diferencial.

13.5 Ecuaciones de balance

Las ecuaciones de balance define el estado de equilibrio, estatico o dinamico,
donde, aparte del elemento espacial, se ve involucrado un intervalo de tiempo.

Las ecuaciones de balance relacionan un volumen con su contorno de la
siguiente forma:

B[6V] = FA[V] Ec. 13.21

Las ecuaciones de balances estan asociadas a flujos. Un ejemplo de ecuacién
de balance es el teorema de Ostrogradsky-Gauss o teorema de la divergencia.

-

B[6V] = FA[V] m V-4 dv=§ B-dS
74

S

Pl B

I s

ds /
(f % Vg
v V— _Eti’_/;

Ve £ %

B[aV]

(a) (b)

Figura 13-7. Ecuacién de balance. Formulacién: (a) Finita, (b) Diferencial.

Las ecuaciones de balance son las ecuaciones mas importantes de la Fisica.
Nos indican la produccion de cierta magnitud fisica en un sistema. Supongamos
una determinada magnitud Q[V]. Sus posibles ecuaciones de equilibrio serian
las siguientes:

producido _ contenido saliente
Q AQ +0Q Ec. 13.22

— contenido saliente
0= AQ + Q Ec. 13.23
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En Ec. 13.22 existe produccion de Q[V'], mientras que en Ec. 13.23 lo que entra
es igual a lo que sale. El signo indica la direccion del flujo (- saliente, + entrante).

13.6 Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas describe el comportamiento de un fenédmeno fisico,
desarrollandose éste en un medio material.

Las ecuaciones constitutivas relacionan las variables de configuracién con las
variables de fuente.

B[T,§] =K - A[T, L]

B ) Ec. 13.24
B[T,L] = K - A[£, S]

Las ecuaciones mostradas en Ec. 13.24 representan uno de los muchos
ejemplos genéricos de ecuaciones constitutivas que pueden aparecer en la
Fisica. A4 sera la variable de configuracion (elementos espaciales primales), B
sera la variable de fuente (elementos espaciales duales) y K sera el parametro
que defina el comportamiento del material.

Las ecuaciones constitutivas son fundamentales en la Fisica y, especialmente
en la Ingenieria, pues describen el comportamiento de las variables a través de
los materiales con los que se construyen los diversos dispositivos utilizados en
todas las ramas de la ingenieria.

El parametro K puede tomar diferentes formas matematicas. A saber:

e El material es is6tropo y no se satura, permaneciendo constante a lo largo
del tiempo. El material tiene un comportamiento lineal. El parametro Kes
una constante matematica. Es el caso (1) de la Figura 13-8.

e El material es isétropo pero se modifica el valor de Kdependiendo de los
valores alcanzados por A. El material no es lineal. Se verifica que K =
f(A). Es el caso (2) de la Figura 13-8.

e El material es anisétropo. Dependiendo de la direccidon de los ejes de
coordenadas tiene un comportamiento diferente. Matematicamente el

parametro K'es un tensor. Es el caso (3) de la Figura 13-8.



250 Anexo 4

B, /-/
. A

% /'\
g A

B : B B,
Vtg a=K r/
zl {'] .’J
(1) (2) (3)

Figura 13-8. Tipos de constante A'en las ecuaciones constitutivas.
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Abstract —Thiv paper present an gpproximation gf an eleciromagnetic eddy current problem coupled with
cirewdtal equations, using Cell Method (CM) and the Modified Nodal Method (MNM) of cirenit theary. The
defnition eguations of dhe nvo conducter models {iiform aond selid gpes) are dedwered with this
Jormulation. The analysis iv performed ar steady state and ransiens state. To the ransient siate, a classical
scheme qf fime discrefizarion v used with the Theia's methed As validation method have been compared
resulis benveen Finite Element Method and Finite Formulatien af Electromagnetic Fields.

1 Imtroduction.

In the technical hterature there are several references that use the corewtal equations using (BINRL
and fimte element methed (FEM) [1], [2], [31. [41. [3]. [6]. [7]. In this paper is used a vanation of
the (MMLI) and the finite formmlation of electromagnetic fields [8] applied to the Baxwell's
equatons. With this procedure 15 posable to assemble the contmuous behavior of the discvetized
field equations, with the cucwtal equatons mm a single mainx The mamx equabons are
implemented with the Scilab, a smenhific software package for oumencal computahons.

To the continnons domain diseretization 15 used the Gmsh program, that 1= an automatc 3D finite
element mesh generator, with pre and post-processing facilines [9]. In this paper 15 developed a
method that nses both tools, the MMM and FFEF. This allows the simmltaneous analysis of the
distributed and concentrated models.

All exasting numerical methods for the solobon of the field equation bave, 1n one way or another, a
differenhal formulation as their starbimg point. A diserete formmlation 15 then obtained by means of
the many discretization methods, such as Fmite Difference Methods, Fimite Element Method,
Boundary Element Method ete. As an alternative, most of the researchers meformmlate field laws m
fimxte form so that an algebraic system of equations 15 doectly wntten to sobhve the field problem,
avoiding the wse of the discretization process apphed to a differential equation. This approach is the
Fmite Fornmlztion and the corresponding nomerical method 15 known as the (Ch) [107, [11], [12].
[13]

The (FFEF) 15 based on the use of scalar global vanables [8], obtained by inteprating field vanables
on a double system of meshes, strictly connected by relabons of duality. Global vanables are
distnguished n two types, the confizuwration vanables (CV) associated to the primal mesh and the
source vanables {5V, aszociated to the duzl one. CV mmolved in the magnetostatic problems are
magnetic fiuxes £ on prmal faces and line integral a of magnetic vector potenfial on primal edges.
The considered SV are magnetomotive forces F on dual edges.
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Computational Geomeiry applied to Finite Formulation.
Simon Rodriguez L.; Gonzalez Dommeuez P. ; Monzon Verona JAL

of Electrical Engineerng, University of Lac Palmas de Gran Canana
35017 — Tafira, Las Palmas {Spain). Phone/Fax number: +0034 928 452888451874

e-msil: [gimonifoas gipsces poonzalep@die nipec s Imonzongidie ulpeces

Absiract — In this paper the basic elements of the compuiational geometry and fopelogy associared with the
Jintte formularion are exhibited. The fopological elementy are relofed themsehves by the incidences, and
give place to a set of topological matrices so called G, €, and D and kis respective dual ones &, C, and
D_ In each matrix there is represented a directed graph formed by the pairs of elements thar constimge it
Using Euler-Poincare formula, it will be possible fo quansgfy the relations berween the different elements.
Bur especially for very demse mesh, where the number af equarions is guite high and it become necessary fo
have any fool thar determines gramienvely these relations. An anympiotic appreximation af the above
mentioned formula is aopeared, which makes this guantfication possible providing infermation about the
rumber of eguations and the number of nnimowns.

] Introduction.

In physical theones, a big underhving prometnc structure exsts. Geometry 15 the mother tongue of
mumerous curent physical and mathematics theones [11]. The elements of a topological network
and their relations are defined mn this work. The complex cell 15 a basic topological tocl that
determines the notions of oriemation, duality and mmmbers of ncidence, by means of a set of
topological pnimal and duzal matnices [3, 12]. The complex cells are going to represent the named
oriented graphs or directed graphs [9]. Graph Theory has played a fundamentzl role m the
discovery of structural properties in the elecinical ciremts. This 15 because they are a pictographuc
representation of the circwts and they capture all his structwral charactenstics. In the corewntal
mainces will be reflected the dual natuwre of the crewts and the cut-sets, by means of the free and
the fimdamental loop matrices and fimdamental cur-zat matrices. To find these ciremtal matnices an
mmplementation of the alponthm of Welsh [8] 15 wsed. The Euler-Pomeare expressions are gpoing to
determune the quantitative relations that exist between the topologic elements. This quantfication
allows know the relation between the mumber of equations and the mumber of unlnowns 1 certam
problems=. In the meshes, this quanhfication comesponds to the Euler-Poincare formmla and hos
charactenishic. The quanhfication depends of the topologcal objet genns. In very dense meshes 1tis
possible to obtamn an empincal relation betwreen the momber of elements and the nodes elemends.
This allows a previous knowledze of the equations pumber and unknowns nomber. A program
written in C ++ has been developed to obtain ineidence matrices. That is the base of finxte
formmlation. The free software Gmsh 15 used as mesher. Gosh mncludes meshes generator, a CAD
motor and postprocessor [7].
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Summary

The purpose of this work is to contribute to the improvement of the computing time for G, C, D matrixes in Cell
Method, applied to electrical machines studies. Cell Method (CM) is a discrete formulation, in the Finite Integration

(FI} technique. CM uses the discrete matricial operators gradient, curl and divergence by means of edges-vertexes

faces-edges and volumes-faces incidences matrixes. Several algorithms have been studied to reduce the computing time
in G, C, D matrixes construction. The free software Octave is used as programming language.

Keywords: Finite Integration, Cell Method, discrete Grad-Curl-Div aperators, Octave®.

1. Introduction

Nowadays the electrical machines analysis needs
powerful numerical tools. Diverse numerical methods
like finite differences method (FDM) [1, 2], finite
clements method (FEM) [1, 2], boundary elements
method (BEM) [1, 2], among others, are used in the
electrical machines analysis. We had centered on the
study of the method of the Finite Formulation (FI) [3, 4],
and its numerical method: the Cell Method (CM) [5].

The discrete operators studied are G, C, D matrices
applied to Maxwell's equations in finite formulation. The
above mentioned equations are:

C =3 m
dt

Gk =gt @
dt

D-b=0, @

D-d=gq. @)

Where (1) is Faraday's law, (2) is Ampere’s law, (3)
and (4) are Gauss's Law applied magnelic and electric
field, respectively [3, pp 67-71].

G matrix is used to obtain the gradient of an
electromagnetic field: For example, the electrical field
gradient for a discrete potentials ¢ is:

e=-G-¢ (s)

According to Weiland [4, pp 66-67), the Fl-method
consists in an open boundary problem restrict to a simply
connected and bounded space region £ € ®*. The region
€ contents the space region of interest. The following
step consists in the decomposition of the computational
domain £ into a finite number of simplicial cells C,\ C,
e R

In our case, the cell complex is a tetrahedron. The
tetrahedron is an oriented 3-simplex T = {(v,), (v,), (vs),
(Va), (Vi vabo (v2, V3), e (Vg W), (v, Ve, Va), (v, Va, Vol
(V1. ¥2, V), (v, V3, v3, v4)}, when the sub-set of vertexes
is NS TAN = {(v,}. (va), (v3), (vs)}, when the sub-set of
edges is EC TVE = {(v, va), (v, va), (V3, V), (V3. ¥a),
(va, va), (va, V1)1 = {e), €3, €3, €4, €5, €5}, when the sub-set
of faces is F < TAF = {{vy, va, va), (¥3, ¥a, Va), (%5, va, ¥al, (v,
vy, va)} = {fy, f5, f3, f;], and finally the sub-set of volumes
is Ve TA\V = [(v), va, vs, va)).

The orientation of the I-simplex (edges), 2-simplex
(faces) and 3-simplex are obtained mean the ordering of
the vertexes [6]. See Figure 1.

Figure 1. Oriented tetrahedron used in the mesh.
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Resumen— En este rabaje se diseretijam las ecnaciones em derivadas parcicles de mm problema
eleciromagnéfico de corrientes inducidas en 3D uilizando ¢] métode de Ia celda {CM). Se han calenlede los
resultados del campo magnético y corrientes inducidas para corrientes de excitocion lineales, superficiales y
volumetricas.

El error obienide es menor de 0,15% cuando se compara con el metode de los elemenios finitos (FEM). La
conribucion de este rabaje esid en forzar la condicien de o continuidad de las corrientes supetficiales v
volumeéricas de densidad de corriente, a raves de un mélodo puramente cirenital. ET método se basa en la
marri; fundamental de bucle B, definido en un drbol de un grafo neal en el dominio de las fientes de
corriente. Para obtener el drbol se miiliza el alperitme de Welch. La densidad de corriente superficial se
evalua en « Baricentro de los tridngules y en los punios medios de las Ineas duales La condicion de
contnuidad s¢ analiza en alpunes cortes del dominio. S¢ hace un balance nedal para determinar la mejor
evaluacion de las corrientes en los nudos. Lo dewsidad de corriente volumétrica se svalia en el centroide de
Ios tetraedros ¥ en los centroides de lay caras duales.

| Introduceis

Hoy en dia, el disefio y el analisis de maguinas eléctricas se asocian a las hemamientas numericas
de calculo. Los métodos numéricos para |a solucion de un problema electromagnetico de comientes
inducidas en 30 aplicadas al analisis de las maguinas eléctricas, tiene una formulacion integral o
diferencial como punto de partida. La formulacion discreta se puede obtener entonces por muchos
métodos de discretizacion, tales como e método de los elementos finitos (FEM), el método de las
diferencia finitas (FDM), el método de los elementos del contorno (BEM), entre otros. Como
alternativa, es posible formular las leyes de campo en forma finita de modo que, un sistema de
ecuaciones algebraicas puede ser escrito directamente para resolver el problema de campo,
evitando de esa forma el uso del proceso de discrefizacion aplicada a una ecuacion integral o
diferencial. Este enfoque es el gue se hace en la formulacion finita (FF) y e meétodo numérico
comespondiente se conoce como el metodo de la celda (CM).

La geomefria y la topologia desempefian un papel fundamental en la discrefizacion de las
ecuaciones de campo en derivadas parciales (PDE). Los operadores estandar gradiente, rotacional
y divergencia son el eguivalente en la FF a la mafrices G, C and D. Estas matrices tienen una
definicion topologica natural, ya gue comesponden a las incidencias entre los elementos geométricos
involucrados en la discretizacion de la PDE. Para la definicion de las canfidades fisicas y la
estructura topologica se ha seguido la clasificacion de Tonti ¥ sus diagramas. Tonti clasifica las
cantidades electromagnéticas en variables de fuente, variables de configuracion y variables
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Besumen— El analisis de magrings elécimicas mediante el metode de los slementos fTvitos es bien comocids.
Una de las aporteciones de este rabaje ex la comprobacion de la formulacion finita aplicads en el esudio
de maguines eléciricas irifsicas de induccion magnética.

Los exmdios realizades se han heche sobre un modelo basade en wna seccion bidimensional de lo maguinag
Junte al modele discrete se han meorporade ecnaciones circuitales, particularmente de la fuemte de
alimentacién. En un primer comjunic de experiencigs, el sivtema discrete se analiza tmpomiendo [as
corrientes de fase como fuente.

| Introducsii

Se trabaja con una seccién transversal de un prototipos de maguina eléctrica. En las hipatesis que
se plantean se presupone una magquina recta, sin efecto skew.

De forma general, el conjunto sera fratado como un gran dominio tridimensional, cuyos elementos
discretos en el mallado seran tetraedros. La seccion, por su disefio, tiene simefria plana, lo que
permite un planteamiento singular de las variables magneticas. Dado que el vector densidad de
MMEfydwmmHmaqnéﬁmgﬁamnﬂmmmm?mp-erpen:imiares ala
seccion fransversal, sus componenies magneticas vectorales solo tienen valor en el eje Z, es dedir,
la circulacién en las aristas de A viene dada por la integral de linea n:[E-Efdnnde sus
componentes vienen dadas mmnj{j,,g,ui,], siendo sus componentes 3, =0y :lt, =10

El valor del vecior potencial magnético proyectado en las aristas de los tiangulos de la superficie
e5 cero, y donde Onico tiene valor es en los nudos, de tal forma que en las aristas del prisma
(proyeccion de los nudos) gue se forma por simetria, adquieren el valor del potencial magnetico.

Es decir, las comientes son perpendiculares y las incognitas son las proyecciones en los nudos de
las aristas proyectadas en ellos. En virtud de ello, el mallado que se utiliza es prismatico por su
comespondencia con la ortogonalidad de los veciores magnéticos y |a simetria plana de |la seccion.
El nimero de variables libres esta determinada por el ndmero de ramas del arbol, y el ndmero de
ramas donde e vector 4 = 0 determina &l nimero de incognitas. El rango de |a matriz del conjunto
de ecuaciones del sistema es range = mimero de ernaciones — I. La matriz del conjunio de
ecuaciones del sistema es singular por lo que se debe aplicar alguna condicion de unicidad. La
condicion de unicidad se impone dandole un valor conocido a alguna de las incognitas, es decir,
asignando un valor a uno de los nudos. De esta forma el mimero de ecuaciones = 1.

Como procedimienio general, se asigna un valor cero @ uno de los nudos. Con respecto a las
matrices de incidencia, en este caso la matriz & = . El flujp magnético asociado a las caras del



Anexo 5

257

17* Congrese Interamericanc de Computzcion Aplicads 2 la InFenieria de Procesos
CATP™2015

Cartapens de Indias, Colombia, Septiembes 2015

EL METODO DELA CELDA APLICADO AL ESTUDIO
DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS Y TRANSFERENCIA DE
CALOE EN MOTORES DE INDUCCION

Conzilez Dominguez P. I, Simon Rodrizuez L.,
Monzon Verona JAL; Martinez Melgarejo, M.

Departamento de Inrenieria Eléctrica, Universidad de Las Palmas de Gran Canaria
35017 — Tafira, Las Palmas (Espafia). Momero de teléfonoFax: +3034 928 452888/451874
e-mail: pablo. gonzslez@uiper es, leopoldo. simon@miper es,

Josemigmel monzond@ulper | mmartiner. mel garejodulpec. es

Resumen—El principal objetive de este rabajo s esmdiar nna mdguing elécirica de induccion, mmbicn
conocida como madguing elécmica asincrona, desde e punto de visia eleciromagneético ¥ térmice medianie la
aplicacion del métode de la celda

La validacion de los resnltodos obtenidos se hard comparande dichos resultades con les obtenidos sobre la
misma meguing pere Midizands el meiode de los elemenies finites a partir de un zoftware comercial de
reconocide prestigio tal come Opera-3d, Gerdp, etcétera.

El métode de la celda (MC), o cell method (CM), ha sids aplicade af esmudiv del eleciromagnetismo, mas en
&l ambito de lo Fisica que en el ambite de la Ingenieria. En La bibliografia consuliada hay unes pecos rabajos
dedicades el esmudio de corrientes parasitas (eddy currents) en maguinags eléciricas. ¥, précricamente nulos,
en &l estudio termodindmico de maguiras eléciricas aplicands el MC.

1 Introduccion.

A continuacion se hara un resumen de las principales caracteristicas del MC, comparandolos con
olros metodos numericos conocidos. El MC, después de analizar las estructuras comunes gue
poseen muchas teorias fisicas, nace con objeto de formular directamente las ecuaciones de campo
en su forma topologica. Consiste en una discretizacion del espacio-tiempo mediante dos complejos
de celdas: la celda primal y la celda dual. Se distinguen una serie de variables: variables globales,
de fuente, de configuracion y de energia. Las varables estan orientadas. Las variables
pertenecientes al complejo primal estan onentadas intemamente. Las varables pertenecientes al
complejo dual estan orentadas extemamente.

L= variables globales son coninuas a traveés de espacics constituidos por diversos materiales. Por
el contario, en la formulacion diferencial, las variables de campo no son continuas para espacios
compuesios de materales heterogéneos. Esto dara lugar a gque se tenga que recurmir a diversos
artificios matematicos para garantizar la continuidad y, por lo tanio, su derivabilidad.

Las variables globales se pueden utilizar directamente en la formulacion finita. Por el contario, en la
formulacion diferencial son indispensables las funciones de campo. Las vanables globales
dependen del espacio y el iempo, mientras gue las variables de campo dependen de un punto y de
un instante de tiempo.

Las variables de fuente describen el origen (fuente) del campo. Cualguier vinculacion, tamto
algebraica como diferencial, con este tipo de variables se hace sin la intervencion de constantes
fisicas.

Las variables de configuracion son las gue describen la configuracion del campo, sus potenciales y
todas las variables que se pueden enlazar mediante ocperaciones algebraicas o diferenciales sin la
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