TESIS DOCTORAL

ESTADISTICA BAYESIANA EN LA CIENCIA
ACTUARIAL CON ENFASIS EN
ROBUSTEZ LOCAL E INFERENCIA

Enrique Calderin Ojeda

2007

UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

METODOS CUANTITATIVOS EN ECONOMIA Y GESTION

2

By IO N ] AN
£ ik o R

BIBLICTECA UMIVERSITARIA
LAS PALMAS UEG. CANARIA

° Docunzenty QO-Z.C}; ot
::‘gopia X6 3? q Z- x




UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA
DEPARTAMENTO DE METODOS CUANTITATIVOS
EN ECONOMIA Y GESTION

Los abajo firmantes certifican que han leldo y recomendado a la Facultad de Cien-
cias Econdmicas y Empresariales para su aceptacién la tesis titulada Estadistica
Bayesiana en la Ciencia Actuarial con Enfasis en Robustez Local e Inferencia, rea-
lizada por Enrique Calderin Ojeda en cumplimiento de los requerimientos para el
grado de doctor por la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

2007

Directores:

Emilio Gémez Déniz

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



VIL

UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

Fecha: Febrero 2006

Autor: Enrique Calderin Ojeda

Titulo: Estadistica Bayesiana en la Ciencia Actuarial con Enfasis en Robustez
Local e Inferencia

Dpto: Métodos Cuantitatives en Economia y Gestién

Grado: Doctor

Firma del Autor

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



Prélogo

El estudio realizado en esta Memoria se encuentra enmarcada dentro de la es-
tadistica bayesiana robusta aplicada a las Ciencias Actuariales. Esta disciplina, se
ha desarrollado para proporcionar las herraimientas necesarias en el estudio de cier-
tas actividades econdmicas que realizan las compaiifas de seguros. Desde el prisma
actuarial, esta Memoria enfoca dos elementos importantes en el campo de los segu-
ros generales. Por una parte, la biisqueda de nuevas distribuciones de probabilidad
discreta con las que obtener buenos ajustes para modelizar datos de carteras de
seguros. Por otra parte, nos centraremos en estudiar si bajo determinados modelos
y métodos de célculo, la primas de seguros obtenidas son o no robustas.

La metodologia utilizada en esta Memoria para determinar la robustez de las
primas de seguros puede considerarse novedosa desde la 6ptica actuarial. Tradicio-
nalmente el estudio de robustez ha sido estudiado desde una perspectiva global.
Esta Memoria se centra en el andlisis local. Para llevar a cabo este estudio, pro-
cederemos a perturbar una de las entradas del modelo (la distribucién a priori) y
observar cédmo se comporta la salida (magnitud a posteriori).

La Memoria estd estructurada en cinco capitulos, de los que cabe destacar de
cada uno de ellos los siguientes aspectos. En el capftulo 1 se enfatiza en los elemen-
tos bdsicos de la metodologia actuarial y bayesiana. Se comentan, asimismo, los
objetivos de la Memoria. En el capitulo 2 se analizan los elementos fundamentales
del andlisis bayesiano robusto desde una perspectiva local que se precisan para
abordar el andlisis local de las primas de seguros. En el capitulo 3 estudiaremos
el problema de la inferencia a través de una nueva distribucién de prebabilidad
discreta en su versién univariada y multivariada. En el capitulo 4 se desarrollardn
diversas aplicaciones numéricas teniendo en cuenta la metodologfa desarrollada en
los capitulos anteriores. Por dltimo, en el capitulo 5 presentamos las conclusiones
més relevantes y algunas lineas abiertas que consideramos merecerian ser objeto de
investigacidn en el futuro. Ademds incluimos un Apéndice en el que realizamos una
descripcidn detallada del Método Scoring que ha sido utilizado en las aplicaciones
numéricas de esta Memoria.
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Capitulo 1

Introduccién

La presente Memoria de Tesis Doctoral se desarrolla en el marco de la estadistica
bayesiana robusta aplicada a las Ciencias Actuariales. Esta disciplina, que ha te-
nido un auge extraordinario en las ltimas décadas, estd destinada a proporcionar
las herramientas necesarias para el estudio de ciertas actividades econémicas que
llevan a cabo las compafifas de seguros. Estas actividades incluyen, entre otras, los
seguros no vida o generales y los seguros vida.

Los primeros cubren la prictica totalidad de los seguros que habitualmente se
contratan: seguros de automdviles, contra incendios, hogar, etc. El término riesgo
aparece aqui de manera natural, identificindose éste con una variable aleatoria
que nos da generalmente el numero de reclamaciones o siniestros en que incurre
un asegurado en particular. En los seguros vida, por otro lado, el asegurado se
compromete a hacer uno o més pagos de primas a la compania aseguradora, com-
prometiéndose a su vez ésta a pagar a la muerte de aquél una suma fija al o0 a los
beneficiarios designados por el asegurado.

Aunque los seguros vida han experimentado una gran evolucién en los tiltimos
ailos, su tratamiento matemético no es comparable al de los seguros generales. Asf,
el complejo entramado matemdtico en el que se desenvuelven estos tiltimos los ha
convertido en una disciplina cientifica. que cuenta actualmente con sus propios me-
dios de difusién, destacando las revistas Insurance: Mathematics and Economics,
Scandinavian Actuarial Journal, Astin Bulletin, Journal of Risk and Insurance,
amén de numerosos Congresos anuales también especificos en la materia.

Desde el punto de vista actuarial la Memoria tratard de tocar dos elementos
importantes que aparecen en el terreno de los seguros generales. Por un lado, el
problema de buscar distribuciones de probabilidad discretas (univariadas y mul-
tivariadas) con las que se obtengan buenos ajustes de distribuciones empiricas de
frecuencias relacionadas con el niimero de siniestros en que incurre un asegurado.
Por otro lado, nos centraremos en el precio para el seguro vendido por la asegura-
dora, esto es, la prima de seguro, para tratar de averiguar si, bajo determinados
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2 Capitulo 1. Introduccién

modelos y métodos de cdlculo de prima asumidos, aquéllas son o no robustas. Y
es aqui donde entra en juego la estadistica bayesiana robusta.

A ninguna persona que haya trabajado en las Ciencias o Estadfsticas Actua-
riales se le escapa que la metodologfa bayesiana es una herramienta necesaria e
imprescindible en determinados problemas actuariales, sobre todo los relacionados
con el calculo de primas de seguros. Pensemos, para poner un ejemplo, en el segu-
ro de automéviles. Las compaiias de seguros agrupan las pélizas referentes a un
mismo riesgo con una serie de caracteristicas comunes en un colectivo o cartera,
al cual le corresponde como tal una determinada prima colectiva. Pero, a su vez,
cada péliza tiene un conjunto de caracteristicas especificas que la diferencia de las
demds pélizas o asegurados. Estas caracteristicas, en la mayoria de las ocasiones,
son inobservables o dificiles de cuantificar, aunque se deben tener en cuenta a la
hora de calcular las primas de cada asegurado. La estadistica actuarial aborda
este problema asignando una distribucién de probabilidad a esas caracteristicas
inobservables, la distribucién estructura o distribucién a priori. Ahora, utilizando
la informacién muestral que se disponga sobre el asegurado y la distribucién a
priori, el teorema de Bayes permite calcular la distribucién a posteriori a partir
de la cual se obtiene ia prima a cobrar al asegurado. Bajo determinados modelos
y métodos de cdlculo de primas se obtienen sugerentes formulas que vienen da-
das como una suma convexa de la prima colectiva y la media de reclamaciones
del asegurado. Son las denominadas férmulas de credibilidad que han generado
un extenso campo de investigacion en la estadistica actuarial denominado teoria
de la credibilidad. Obsérvese, como seflalaremos més adelante, que las primas ob-
tenidas mediante esta manera podrdn actualizarse a medida que se incorpora la
experiencia de siniestralidad del asegurado. Esta es la forma de proceder en los
denominados sistemas de tarificacién bonus-malus. El asegurade paga una pri-
ma inicial al entrar en la compaiifa de seguros, prima que se verd penalizada o
bonificada dependiendo de si el asegurado ha experimentado o no reclamacién.

Una de las criticas a las que se ha visto sometida la metodologfa bayesiana,
recae precisamente en la incorporacién de la distribucién a priori. Aunque no es
esta la tinica entrada del anélisis bayesiano (las otras, como veremos, son el modelo
y la funcién de pérdida) nos ocuparemos también del problema de sensibilidad o
robustez de la salida del proceso, esto es de la prima de seguro.

La estadistica bayesiana robusta, que tuvo un auge espectacular en los afios de
las décadas de los 80 y 90 del siglo pasado, se ocupa del estudio de variacién de la
magnitud a posteriori de interés cuando variamos alguna o algunas de las entradas
del sistema. Este estudio puede llevarse a cabo desde dos puntos de vista, global
y local. En ambos, el problema consiste en estudiar la variacién de la magnitud
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1.1. Elementos de estadistica actuarial 3

a posteriori de interéds, utilizando clases de distribuciones de probabilidad en el
primer caso, mientras que variando infinitésimalmente la distribucién a priori en
el segundo.

La Memoria estd dividida en cinco capitulos, de los que cabe destacar en cada
uno de ellos los siguientes aspectos. En el presente capitulo 1 se hace énlasis en
los elementos bdsicos de la metodologia actuarial y bayesiana, as{ como en los
objetivos que se pretenden alcanzar con esta Memoria. En el capitulo 2 se exponen
los elementos fundamentales del andlisis bayesiano robusto desde un punto de vista
local que se precisan para abordar el estudio de sensibilidad local de las primas
de seguros. En el capitulo 3 nos ocupamos del problema de la inferencia a través
de una nueva distribucién de probabilidad discreta en su versién univariada y
multivariada. Diversas aplicaciones numéricas desarrolladas teniendo en cuenta la
metodologia desarrollada en los capitulos precedentes se mostrardn en el capftulo
4. Finalmente, en el capitulo 5 presentamos las conclusiones més relevantes y
algunas lineas abiertas que consideramos merecerfan ser objeto de investigacién
en el futuro.

1.1. Elementos de estadistica actuarial

En esta seccién introduciremos los elementos fundamentales de estadistica actua-
rial que se utilizardn en esta Memoria. Empezamos por establecer el término riesgo,
habitual en los escenarios actuariales. Por riesgo entenderemos sencillamente una
variable aleatoria, que podrd estar ligada al ndmero de reclamaciones o siniestros,
a la cuantia de las mismas o a la cantidad total reclamada, X = Zf__l X;, donde
N es la variable aleatoria asociada al nimero de reclamaciones y X; la variable
aleatoria asociada a la cuantia del i—ésimo siniestro o reclamacién. De ahora en
adelante, y hasta que no se especifique lo contrario, nos referiremos a un riesgo X
indistintamente a la variable aleatoria asociada al niimero, la cuantia ¢ la cantidad
total reclamada.

La prima es el precio para el seguro vendido por la compafifa aseguradora. En
la prictica, incluye el coste que puede suponer para la compaiiia aseguradora los
siniestros declarados més el margen de beneficio, aunque aqui nos centraremos
siempre en el primer elemento y nunca haremos mencién al segundo, que tiene un
cardcter menos estadfstico, y por asi decirlo, mds contable.

Si denotamos mediante X la variable aleatoria representativa del riesgo, un
principio de cdlculo de prima se define como sigue (Gerber, 1979),

Definicién 1.1 Un principio de cdleulo de prima es un funcional H que asigna
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4 Capitulo 1. Introduccién

a un riesgo X un mimero real P = H(X), que se denomina prima asignada al
riesgo X.

Consideremos ahora una funcién de pérdida L : R* — R que atribuya a
(z, P) € R? la pérdida L(z, P) sostenida por un decisor que toma la accién P y se
encuentra con el resultado z de alglin experimento aleatorio. La prima de riesgo
se define (Heilmann, 1989) de la siguiente manera.

Definicién 1.2 Dado un riesgo X con funcién de distribucidn F(x) y una funcidn
de pérdida L : R? — R, la prima de riesgo es el valor de P que minimiza la
pérdida esperada

/ L(z, P)dF(z) = B[L(X, P)] (1.1)
X

donde x es el resultado del experimento aleatorio y P la prima cobrada por tomar
z.

En la préctica, la distribucién F'(z) depende de un pardmetro o vector de
pardmetros desconocido 6, y entonces F(x) = F(z]8). Ahora la prima P obtenida
de (1.1) serd obviamente desconocida y dependiente del vector de pardmetros 0
por lo que la notaremos mediante P(6).

Si notamos por m(@) la distribucién a priori de 6, se define la prima. colectiva
o a priori como sigue (Heilmann, 1989).

Definicién 1.3 Dado un riesgo X con distribucién F(z|@) siendo 8 un vector de
pardmetros desconocido con distribucidn a priori m(0) y una funcidn de pérdida
L :R?% = R, la prima colectiva o a priori es el valor de PC que minimiza la
pérdida esperada

/ L(P(8), PC)ro(8)d8, (1.2)
e
con P(0) la verdadera prima individual obtenida de (1.1).

Esta prima colectiva representa hasta ahora la mejor y unica decisién que es-
tima la prima de riesgo, desconocida. En la practica se corresponde con la prima
que teéricamente deberfa pagar un asegurado que pertenezca a un determinado
colectivo o cartera y del que no se posea informacién individual. Si se dispone de
esta informacién, informacién muestral acerca de su propia experiencia de recla-
maciones, podemos calcular, via teorema de Bayes la distribucién a posteriori del
parametro.

Asi, si m(8) es la densidad a priori del pardmetro 8 y x es la observacién
muestral de una poblacién cuya distribucién depende de x, denotaremos la ve-
rosimilitud por f(x|8) y por medio del teorema de Bayes podremos obtener la
distribucién a posterori de la siguiente manera:

x|0)7r0(9) f(xl@)ﬂ'o(a)a
/fﬂBW

7]’0(9|X

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



1.1. Elementos de estadistica actuarial 5

siendo p(x|my) = / f(x]0)mo(8) la distribucién predictiva.

2]
Ahora la distribucién a posteriori puede utilizarse para calcular lo que Heil-
mann (1989) denomina prima Bayes, que se define como sigue.

Definicién 1.4 Dado un riesgo X con distribucién F(x|0) siendo 8 un vector de
pardmetros desconocido con distribucion a priori mo(8), una funcidn de pérdida
L:R’> R, y una muestra x, la prime a posteriori es el velor PB que minimiza

/ L(P(8), PB)q(6]x)d6, (1.3)
(]

siendo mo(0|x) la distribucidn a posteriori de @ dada la muestra y P(0) la prima
de riesgo dada en (1.1).

De ahora en adelante consideraremos que la distribucién del riesgo X depende
de un solo pardmetro desconocido, y por tanto escribiremos f(z|f) y P(0) para
denotar a la funcién de densidad de X y la prima de riesgo, respectivamente.

En cuanto a la funcién de pérdida se refiere, es usual (véase Heilmann (1989);
Gdmesz et al. (2000, 2002, 2003); Makov (1994); entre otros) considerar la funcién
de pérdida cuadritica ponderada, dada por

L ($1P) =m(z) (n(x) - P)2a (1‘4)

donde m(z) y n(x) son funciones apropiadas cuyas esperanzas bajo f existen.
Derivando con respecto a PP la expresién (1.1) cuando utilizamos la funcién de
pérdida (1.4) resulta:

/m(m)n(x)f(mw)dx _ E f(z|0) [m(X)n(X)] (1.5)

P(6) =
/m(a;)f(m]ﬂ)daz E f(zjo) [m(X)]

Las siguientes expresiones son consecuencia directa de aplicar el resultado (1.5)
a funciones particulares m(z) y n(z).

1. Si consideramos la funcién de pérdida cuadrdtica, dada por
L(z, P) = (z — P)?,

resulta,
P(0) = Ef(z10) (X)), (1.6)

denominado principio de prima neta o de equivalencia.
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6 Capitulo 1. Introduccion

9. Siconsideramos la funcién de pérdida cuadratica ponderada, con peso m(z) =

e** dada por ,
L(z,P) = e**(z — P)*,
con a > 0, entonces N
Eempy (Xe®
P(0) = f(=i0) ( — ), (1.7)
Ef(wlo) (€2%)

denominado principio Esscher.

El pardmetro e > 0 de (1.7), se denomina constante de aversién al riesgo o
medida de Arrow-Pratt.

3. Si consideramos la funcién de pérdida cuadratica ponderada, con peso m(z) =
x, dada por
L(z, P) = 2(z — P)?,

entonces: 5 (XQ)

P(g) = FHT 2 (1.8)
Ef(ale) (X)

denominado principio de varianza.

Utilizando ahora (1.6), (1.7) y (1.8} y (1.2), la prima colectiva para los princi-
pios de prima neta, Esscher y de varianza vienen dadas por

PC = /O [/x mf(zle)dm] n(0)d8 = En(a) [Ef(apo) (X10)] , (1.9)
o L)P(G)eaP(ﬁ)W(g)dg _ Eﬂ(o) [P(e)eaep(ﬂ)] (1 10)
= / s Bogo) [2P@] .
e
2

oo /@P(ﬂ) n(0)df _ B [P(6)?] (.11

| Penas 0O ’

©

respectivamente.

Finalmente, la prima Bayes para los principios de cdlculo de prima considerados
se obtienen sin més que intercambiar en (1.9}, (1.10) y (1.11) la distribucién a
priori mq(6) por la distribucién a posteriori mp(8]x). De ahi que resulte conveniente
trabajar con distribuciones a priori conjugadas, esto es, distribuciones tales que
para una verosimilitud dada, la distribucién a posteriori es de la misma familia que
la distribucién a priori inicial. En este caso, pues, la prima Bayes se obtendrd sin
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1.1. Elementos de estadistica actuarial 7

més que sustituir en la prima colectiva los pardmetros de la distribucién a priori
incial por los pardmetros de la distribucién a posteriori.

Obsérvese que, salvo para la expresién (1.9) la prima Bayes vendra dada en
general como un cociente de dos magnitudes a posteriori, que puede escribirse de
la forma siguiente llamando g(8) = m(0)n(8) y h(8) = n(6)

/ 9(8) f(x]6)mo(8)do
PB = £8 .
/@ 1(6) F(x|0)mo(6)d9

Para el principio de prima neta la prima es también una expresién como en
(1.12) con A(z) = 1.
Las expresiones de la forma (1.12) bajo determinadas formas funcionales para

g(z) y h(z) constituyen las primas que las compafifas aseguradoras cobran a sus
clientes.

(1.12)

Por otro lado, en los sistemas de tarificacién bonus-malus (SBM, en adelante),
utilizados mayoritariamente en el sector de seguros de automéviles, la prima se
actualiza a medida que se incorpora la experiencia de siniestralidad ademés de
cumplir determinadas reglas de transicién. Asf, si denominamos mediante PBM
a la prima bonus-malus, esta ha de verificar:

OPBM
% > 0, (1.13)
OPBM
5 < 0 (1.14)

en la que x representa la informacién muestral, usualmente el nimero de reclama-
ciones, y ¢ es el periodo de tiempo transcurrido, usualmente el afio. La desigualdad
(1.13) fuerza a que la prima aumente con el niimero de reclamaciones, mientras
que la desigualdad (1.14) exige que la prima disminuya con el tiempo si el ndmero
de reclamaciones permanece constante.

Una forma natural y habitual (véase Gémez et al., 2002, 2003,2004a, 2004b,
2005a, 2005b, 2006Db; Lemaire, 1979, 1985, 1995; Meng et al., 1999; Sarabia et al.,
2004; Tremblay, 1992; entre otros) de construir primas que satisfagan estas senci-
llas reglas de transicién, utilizando la metodologia bayesiana, consiste en dividir
la prima Bayes entre la prima colectiva para los principios de célculo de prima

PC’ ( N )

Asi, teniendo en cuenta (1.12) las primas bonus-malus vendrdn expresadas
como un cociente entre una magnitud a posteriori y una magnitud a priori, en la
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Capitulo 1. Introduccion

[v.s]

forma:

/ 9(0)F(x10)m(6)d0 / h(6)mo(0)d
[©] €] .
/ h(6)f (x]6)mo (6)d6 f 9(8)mo(6)db
(s} [S]

De esta manera, bajo los principios de céleulo de primas neta, Esscher y va-
rianza, la prima bonus-malus a aplicar vendrd dada por:

E o)) [E f(al0) (X16)]

(1.16)

PBM =

PBM = ; (1.17)
E n(a) [E s (z10) (X16)]

poy = Zrep [POCTI]Bu [ (1.18)

Erop) [e2PO]  Brg) [P(8)enr O]

Erox) [P(9)2] Eno) [P(0)]

PBM = ) (1.19)
En(oix) [P(8)] Ero) [P(8)?]

respectivamente.

1.2. Introduccién al andlisis bayesiano robusto lo-
cal

Se introducen en esta seccién, y de manera somera, los elementos basicos del
andlisis bayesiano robusto, haciendo hincapié en el andlisis local o infinitesimal,
que serd la herramienta a utilizar en esta Memoria. La metodologfa necesaria para
llevar a cabo un estudio de esta naturaleza se introducird con detalle en el capitulo
2 de esta Memoria.

Es bien sabido que la metodologia bayesiana requiere calcular la distribucién a
posteriori, que constituye la herramienta fundamental de trabajo v sobre la que se
realizan las estimaciones convenientes. La introduccién de la distribucién a priori,
que se apoya en creencias subjetivas del investigador, ha sido criticada por los
estadisticos no bayesianos desde hace décadas (Klugman, 1987, p. 318; Rios et al.,
1999; entre otros). Como respuesta a ello se introdujo el andlisis de robustez o de
sensibilidad bayesiano que, grosso modo, consiste en estudiar el comportamienta
de una magnitud a posteriori de interés cuando se incorpora incertidumbre sobre
la distribucién a priori.

Este estudio puede ser abordado desde dos perspectivas, robustez global y lo-
cal, conducentes en muchas ocasiones a resultados andlogos aunque con diferentes
interpretaciones, y que aparecen interconectacdos (véase Gustafson, 1996a, 1996b).
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L.2. Introduccidn al andlisis bayesiano robusto local 9

La ventaja que tiene el andlisis local frente al andlisis global radica fundamental-
mente en que puede ser aplicado en cualquier situacién, mientras que el andlisis
global adolece en muchas ocasiones a estar limitado a ciertas magnitudes a poste-
riori que aparecen expresadas en términos sencillos.

En lineas generales, el planteamiento de un anélisis de robustez bayesiano global
consiste en considerar que existe imprecision sobre la distribucién a priori. Esta
imprecisién puede estar originada porque no se estd seguro de ella o porque la
decision sobre la misma ha de llevarse a cabo no por un investigador sino por
dos 0 mds, que no tienen porqué estar de acuerdo en sus impresiones acerca de
la distribucién a priori. En lineas generales, la metodologia de robustez global
consiste en sustituir la distribucién a priori injcial por una clase suficientemente
grande de distribuciones a priori y calcular el rango de variacién de la magnitud
a posteriori de interés. Si bien, podriamos considerar incertidumbre en cualquiera
de las entradas del modelo, ya sea la funcién de verosimilitud y/o la funcién de
pérdida y analizar el comportamiento de la magnitud a posteriori. Si el rango
de variacién es suficientemente pequefio podemos considerar que la magnitud a
posteriori resultante es robusta respecto a la distribucién a priori inicial. En caso
contrario, si el rango es grande, se concluye que no es robusta.

Un estudio de esta naturaleza puede llevarse a cabo utilizando la clase de
contaminacién:

L. = {m(6) = (1 - &)mo(6) +eq(6) : q € O}, (1.20)

donde ¢ € [0, 1] mide la incertidumbre sobre la distribucién a priori inicial 7o en la
que inicialmente conffa el investigador y @ es una clase de distribuciones a priori
llamada clase contaminante.

Usualmente el estudio suele iniciarse tomando como clase contaminante Q la
clase de todas las distribuciones de probabilidad. El cdlculo requerido para esta
clase suele ser bastante sencillo, ya que es una clase flexible que juega con la idea de
proximidad entre distribuciones de probabilidad, concepto bastante intuitivo. En
ocasiones, los rangos de variacién de la magnitud a posteriori son amplios puesto
que se estan incorporando distribuciones de probabilidad que con seguridad nada
tienen que ver con la modelizacién del problema bajo estudio. Por ejemplo, si la
distribucién a priori bajo estudio es discreta, entonces tomando la clase de todas las
distribuciones de probabilidad, no podemos discernir entre distribuciones discretas
y continuas. O, si la distribucién a priori es unimodal, la clase podria incorporar
por supuesto a distribuciones que no poseen esta caracterfstica.

Esta clase ha sido usada en un andlisis bayesiano general en Berger (1985,
1994), Berger y Berliner (1986}, Moreno y Cano (1991), entre otros. En escenarios
actuariales se ha usado por Gémez et al. (1999, 2000).

El estudio, obviamente, puede refinarse tomando como clase contaminante la
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ili {ertas caracteristicas conocidas, conio
ot e distribuciones de probabilidad con ciertas clax actelélsem‘z:;s : (.m.acrel.,f%i(.w,;
i a, ete, teni 1 cuenta que algunas as ¢ eristic
Ta media, I moda, ete, teniendo ex . 1 N
intuiti investi - eprtrenado. Por ejemplo, en 1os escenarior
» € 'as para un investigador entrey 3 14

pusden ser intuitivas | . ox efomplo, en 05 SO B 0
aetmariales I unimodalidad es una propiedad de la dlsvtnb?.tcfllingélnelgo dé bilieh
) maciones i G $in ni ,

del niimera de reclamaciones y puede implementarse, 8 g

o un analisis como el detallado.

Por otra parte, el estudio de robustez se puede lievar a cabo tlaﬁ'lbléfl, como y fL
0 comento, desde un punto de vista local o infinitesimal. Esta técnica presem,ft 1‘&
ventaju de permitir el estudio de sensibilidad o robustez cuando las caraftlzef'lsmv
cus del problema hace muy dificil el estudio bajo robustez glf)bal, El andlisis de
sensibilidad o de robustez Jocal de (1.12) y (1.16) serd el objetivo fundamental de
=it Memoria, Para ello, v teniendo en cuenta el marcado carédcter depen('liefl’tu
de estas expresiones respecto de la distribucién a priori, se estudiara la variacion
infinitesimal de (1.12) y (1.16) cuando la distribucién a priori inicial se perturba
infinitesimal v linealmente mediante una medida signada.

Contemplando (1.12) y (1.16) como un funcional dependiente de la distribucion
A priori inicial, se calculard la derivada funcional de aquélla con respecto a una
medid signada (perturbadora), cuantificando la magnitud de la variacién a través
de la norma de la derivada, Obviamente, las herramientas del cdleulo diferencial
trudicionales no pueden ser utilizadas aqui, asi que el problema se abordard en
el warco de los espacios funcionales, mds concretamente los espacios LP. Para
cadeular la derivada se utilizard el concepto de derivada de Fréchet, que ya ha
side utilizado anteriormente en problemas similares en el marco de la estadistica
havesiana {Gustafson, 1996a, 1996b) v nunca, hasta que comenzé a realizarse esta
Memaria en el escenario de la estadistica actuarial (Calderin et al., 2007 y Gémez
et al., 204c, 2004d y 2006b).

Es nsual, en el avdlisis funcional, utilizar las derivadas funcionales de Gateaux
v de Fréchet cuando se requiere de la herramienta del cdlenlo diferencial. Sin
cibargo, ¥ puesto que la derivada de Fréchet es mds fuerte que la de Gateaux,
en el sentido de que si un funcional es derivable Fyéchet es derivable Gateaux, en
estu Memoria haremos uso de la derivada de Fréchet solamente.
. Introduciremos a continuacion el concepto de derivada de Fréchet (Diaconis y
Freedman, 1986; Gustafson, 1996a , Martin et al., 2003, Milne, 1980; entre otros).

En la siguiente definicién denotaremos por 4 v V a dos espacios vectoriales
topologicos v por D(P) C U un subconjunto abierto de I.

Definicién 1.5 Un operador P : U — V es Fréchet diferenciable en ¢ € D(P) C

U siexiste un operador lineal continuo P(z) € LU,V) de forma que, para todo
el ’

Pz +5) ~ P(2) = Pz)s + e(z;5),
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1.3. Objetivos de la Memoria 11

con
(2
Hm ”C( ’S)”V 20’
Isll—0  |[sfl
donde || -|[v y || - lly denotan la norma en los espacios V y U respectivamente.

El operador P(x) se llama derivada de Fréchet o derivada fuerte de P en z.

En concreto el estudio que procederemos a llevar a cabo puede resumirse de la
siguiente manera. La prima Bayes, PB, asi como la prima bonus-malus, PBAM ,
pueden contemplarse como un funcional dependiente de la distribucién a priori
inicial, P(mg). Entonces, perturbaremos la distribucién a priori inicial a través de
una medida signada, esto es, intercambiaremos mo(8) por T(8) = mo(8) + 8(6),
siendo [g 6(8)dd = 0. Obsérvese que la distribucién m(0) obtenida de (1.20) puede
escribirse como

m(0) = mo(0) + e(q(8) — m0(8)) = mo(8) + 5(8),

donde §() = e(q(#) — mo(#)) es la medida signada. Es aqui donde radica el nexo
existente entre el andlisis global y local que comentamos anteriormente.

Finalmente, una vez perturbada la distribucién a priori a través de § (8) pro-
cederemos a calcular la derivada funcional (derivada de Fréchet) de la magnitud
a posteriori de interds, en nuestro caso de (1.12) y (1.16), con respecto a la dis-
tribucién perturbadora en 0. Es decir, calcularemos la variacién infinitesimal de
la magnitud a posteriori ante cambios infinitesimales en la distribucién a priori.
Evidentemente, lo que se obtiene es un vector, asi que para medir la variacién en
términos cuantitativos calcularemos la norma de este vector.

Para ello consideremos el conjunto de todas las funciones medibles f: © — R
cuyo valor absoluto elevado a la p—ésima potencia es integrable en el sentido Lebes-
gue, y tomaremos, dentro del amplio abanico de normas disponibles, la siguiente:

‘ 1/p
( I (5/7ro>”cmo) , p<oo,
16/m0i o], = { \/e

esssup (§/mq), P = oo,
e

siendo p, ¢ € [0, 0] los cldsicos exponentes conjugados del analisis funcional tal
que 1/p+1/¢=1y esssup representa el supremo esencial.

La norma se elegird de esta manera porque satisface (Gustafson, 1996a) pro-
piedades deseables en este contexto.

1.3. Objetivos de la Memoria

Las compafifas aseguradoras, como cualquier otra empresa que opere en el mer-
cado, son fundamentalemte empresas de servicios. Esto es ofrecen un servicio al
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19 Capitulo 1. Introduccidn

cliente, en este caso la seguridad, a cambio de un precio que es la prima. Como tal
han de mostrarse competitivas y més si tenemos en cuenta que nos movemos en
un mundo cada vez mds globalizado, en el que estd a la orden del dia las fusiones
y absorciones de compaiifas, unas a manos de otras.

La prima de riesgo representa el precio tedrico que la compaiia asegurado-
ra cobrarfa a un individuo al suscribir éste un contrato de seguro determinado.
Para conacer este precio exacto, la aseguradora debe conocer con precision la
distribucién de siniestralidad individual con sus pardmetros respectivos. Si esta
informacién le es asequible a la aseguradora, entonces no hay problema que tratar
y la prima que el cliente ha de pagar estd fijado con precisién. En la préictica esto
no ocurre ya que, o bien la distribucién de probabilidad no es la adecuada o, co-
nociendo la misma, se desconoce el valor del pardmetro o pardmetros de los que
depende. Si es este el caso, el actuario o investigador asignard una distribucién a
priori al mismo y podrd calcular la prima colectiva, que es la mejor estimacidn,
como ya se dijo, de la prima de riesgo, obviamente desconocida. La informacién
acerca de la distribucidn a priori usualmente se obtiene de datos de contratos simi-
lares o de la experiencia anterior sobre los mismos contratos. Una vez especificada
la distribucién a priori y, si se dispone de informacién muestral, el teorema de
Bayes permite calcular la distribucién a posteriori a partir de la cual podemos, a
su vez, obtener la prima Bayes. Esta prima combina dos cosas: la informacién a
priori o del colectivo y la informacidn muestral. Por tanto puede ser utilizada para
calcular primas que puedan corregirse o actualizarse mediante la incorporacién de
la experiencia de siniestralidad. Esta es la base de los SBM.

Sin embargo, todo este trabajo puede venirse abajo si la modelizacién inicial
asumida no resulta adecuada. Por ejemplo, si modelizamos la variable aleatoria
niimero de reclamaciones mediante una distribucién de Poisson, por ejemplo, y
los datos empriricos nos dicen que la varianza es mayor que la media, obviamente
la distribucidn de Poisson no es la apropiada ya que para ella la media y la va-

rianza tienen el mismo valor. Se requiere en este caso considerar una distribucién
sobredispersa, Var(X) > E(X).

En la literatura actuarial es extensa la bibliograffa existente sobre nuevas dis-
tribuciones de probabilidad que tratan de ajustar datos actuariales y que sean
sobredispersas. Algunos de estos trabajos son Denuit (1997), Kokonendji y Khou-
dar (2004), Meng et al. (1999), Pérez et al. (2006), Sarabia et al. (2004), Simon
(1961), Tremblay (1992), entre otros. En la mayoria de estos trabajos se generan
nuevas distribuciones de probabilidad mezclando otras distribuciones conocidas.
El ejemplo tipico al que generalmente se hace alusién cuando se quiere explicar
esa metodologia es el Poisson-gamma. Asi, si la variable aleatoria X sigue una
distribucién de Poisson, f(z|0), con pardmetro § > 0, y considerando el pardmetro
g aleatorio con distribucién 7(f) gamma con parémetros a > 0, b > 0, es sencillo
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1.3. Objetivos de la Memoria 13
comprobar que la distribucién incondicional de X dada por la mezcla

flz) = / " Falo)n(0)a0,

es una binomial negativa con pardmetros a y b/(b + 1).

En esta Memoria se abordard un problema de esta naturaleza, que llamare-
mos de inferencia, y que consistird en obtener una distribucién de probabilidad
discreta mezclando la distribucién binomial negativa con pardmetras r > 0 y
p=-e? #>0, con la distribucién inversa gausiana. La distribucién resultante,
como veremos, es sobredispersa y, aunque no admite una expresién sencilla, los
pardmetros de la misma pueden estimarse por el método de los momentos y el de
méxima verosimilitud de una manera relativamente fécil.

Para esta distribucién, ademads, serd posible obtener una férmula recursiva para
el cdlculo de probabilidades que permitird expresar la distribucién de la cantidad
total reclamada X = Zil X; en términos de una ecuacién integro diferencial
similar a la obtenida en Panjer (1981).

La distribucién binomial negativa—inversa gaussiana, como as{ la hemos de-
nominado, admite también una extensién multivariada para la que de nuevo no
resulta complicado estimar los pardmetros del modelo.

Por otro lado, en esta Memoria se aborda también, y como ya se comentd, el
estudio de robustez o sensibilidad de las primas en general y de las primas bonus—
malus bajo determinades modelos y principios de cdlculo de primas asumidos. En
particular estudiaremos cémo se comporta la prima Bayes y la prima bonus-malus
cuando el conocimiento sobre la distribucién a priori no es completo, admitiéndose
como distribucién a priori una lo suficientemente cercana a la inicial. El anélisis
bayesiano robusto local permite hacer un estudio de estas caracteristicas en el
que el término parecido se asume en el sentido infinitesimal. Es més, andlisis de
este tipo ha sido llevado a cabo por Gustafson (199Ga, 1996b) para magnitudes a
posteriori de la forma

p=_/@g(€)7rd€|x)d6. (1.21)

Sin embargo, no existe en la literatura al respecto un procedimiento tedrico que
nos permita estudiar desde un punto de vista local o infinitesimal la sensibilidad
de maguitudes que vengan expresadas como cocientes de magnitudes a posteriori
o coclente entre una magnitud a posteriori y una magnitud a priori, como asf son
las expresiones (1.12) y (1.16), respectivamente.

En el capitulo 2 abordaremos dicho problemas y se dard solucién al mismo.
Ademds, obviamente, se llegard a un resultado, para el caso del cociente (1.12)
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14 Capitulo 1. Introduccicn

que serd, una formulacién general al problema resuelto en Gustafson (1996a, 19961b)
correspondiente a la expresién (1.21).

Ademds, desarrollaremos la metodologia apropiada que permita introducir ca-
racteristicas sobre la distribucién a priori que puedan ser adecuadas para el pro-
blema que ocupe al investigador. Esta iniciativa, que es comin en el andlisis de
robustez global, es novedosa bajo la perspectiva local. Las caracteristicas a las que
nos referimos son la unimodalidad y la simetria. Con ello se pretende refinar la
clase I" sobre la que haremos el andlisis de sensibilidad local y plantear ¢l problema,
en un contexto mds realista.
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Capitulo 2

Elementos del analisis
bayesiano robusto

En este capitulo se introducirdn las herramientas estadisticas necesarias para lle-
var a cabo un andlisis bayesiano de sensibilidad desde el punto de vista local o
infinitesimal. La literatura al respecto es escasa, sigulendo bdsicamente dos lineas
de actuacién. Una de ellas, basada en el uso de los espacios LP en el contexto del
andlisis funcional serd la que se seguird en esta memoria.

2.1. Introduccion

Es sabido que la metodologia bayesiana requiere de:

1. Una distribucién muestral o funcién de verosimilitud f(z|6) dependiente de
un parametro # o vector de pardmetros desconocido €

-~

2. Una funcién de pérdida L(8, 8) que atribuye a un decisor la pérdida soportada
por tomar como valor del pardmetro @ en lugar del verdadero valor 8

3. Una distribucién a priori 7(8) asociada al pardmetro.

La funcién de pérdida generalmente utilizada es

o~

L(6,8) = m(8)[n(6) — 8]

denominada en la literatura bayesiana funcién de pérdida cuadritica ponderada y
que ya hemos tenido ocasién de comentar en el capitulo 1. También se comenté en
dicho capitulo ¢cémo resulta la magnitud a posteriori dependiendo de las funciones
m(#) y n(#), sabiendo que dicha magnitud se obtiene minimizando el riesgo Bayes.

15
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16 Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

De manera simplificada podemos pues argumentar que el andlisis bayesiano
consta de tres entradas y una salida. Las entradas son la verosimilitud de los
datos, la funcién de pérdida y la distribucién a priori, La salida es la magnitud a
posteriori de interés.

Visto de esta manera, podemos considerar la magnitud a posteriori como un
funcional

Magnitud a posteriori = p(f, L, 7)

dependiente de tres funciones f, L y m

El anAlisis de sensibilidad o de robustez bayesiana consiste en estudiar la va~
riacidn experimentada por la magnitud a posteriori cuando se modifica alguna o
algunas de las entradas del modelo. Este estudio, que tuvo un auge extraordinario
en la década de los 80 y principios de los 90 del siglo XX, v que ain hoy dia sigue
siendo fuente de numerosos trabajos de investigacién, puede llevarse a cabo desde
dos puntos de vista. Desde un punto de vista global, utilizando clase de distribu-
ciones de probabilidad o clase de funciones de pérdidas, y desde un punto de vista
local, variando infinitesimalmente alguna o algunas de las entradas del modelo.
En el primer caso el problema se engloba dentro del cédlculo variacional y en el
segundo en el cdleulo diferencial, conectados obviamente.

En esta Memoria, y como ya se comenté en el capitulo 1, el punto de vista
adoptado es el infinitesimal, denominado también local. Ya se comentd que la
literatura al respecto es escasa (Calderin et al. (2007), Gémez et al. (2005e, 2006h);
Gustafson (1996a, 1996b); Gustafson y Wasserman (1995); Pefia y Zamar (1997);
Ruggeri y Wasserman (1993); Sivaganesan (2000)), basada ademds tnicamente
en la varfacidn de la magnitud a posteriori ante cambios infinitesimales en la
distribucién a priori y utilizando la funcién de pérdida cuadratica. Como se sabe,
en este caso la magnitud a posteriori es la media a posteriori del pardmetro.

En este capitulo se introducirdn las herramientas estadfsticas necesarias para
llevar a cabo un estudio de sensibilidad local ante cambios infinitesimales en la
distribucidn a priori cuando se utiliza la funcién de pérdida cuadrética ponderada
para valores de m(-) y n(-) arbitrarios. Este estudio se extenderd al caso en que la
magnitud de interés venga dada por un cociente entre una magnitud a posteriori y
una magnitud a priori, como ocurre con los sistemas de tarificacién bonus-malus.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la seccién 2 se introducen las
herramientas necesarias para llevar a cabo un estudio de robustez local como el que
se ha comentado. En las secciones 3 ¥ 4 se utilizan las herramientas anteriores para
analizar la sensibilidad bayesiana local de magnitudes a posteriori y de expresiones
dadas por cocientes entre una magnitud a posteriori y una magnitud a prion,
respectivamente. El capftulo concluye con un resultado que conecta el andlisis de
sensibilidad local y global y otras consideraciones de interés.
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2.2. Preliminares 17

2.2. Preliminares

Consideremos un espacio de medida (©, B, 1) y una funcién de densidad de pro-
babilidad my con respecto a (0, B, ), que induce una medida de probabilidad
1y, entonces dr{fo(o) = mo(f). Una manera sencilla de incorporar el andlisis ba-
yesiano local en un modelo paramétrico para el espacio muestral X y el espa-
cio paramétrico © C R, {f(x]d), 8 € O}, es utilizando la clase de distribuciones
I'= {m: 7 =m + &}, donde § es una medida signada, y entonces §(®) = 0. Para
el caso general en que §(#) sea una medida no signada bastar{a considerar

___ mo(8)
1+ [ 6(0)d6°

Obsérvese que si la medida signada ¢ viene dada en la forma = g(g — ) con
q € Q, £ € [0,1] tenemos la conocida clase de contaminacién (Martin et al., 2003;
Gustafson, 1996a y Gdmez et al., 2002; entre otros)

m(0) = (1 - e)mo(9) +£q(6),

usualmente utilizada en el estudio de robustez global.

Tanto si queremos llevar a cabo un estudio de robustez local del funcional
(1.12) como del funcional (1.16), el camino gue seguiremos es tomar 7 € [ y hacer
que § varie infinitesimalmente. Esta variacién infinitesimal se hard en el sentido
diferencial. No vale, por supuesto, la derivada usual del cdlculo diferencial, y se
hablard de derivadas funcionales.

Podemos elegir I para ¢ > 0 de la forma I'r» = {m : {|0/m0; Io ||, £ c}, la clase
de todas las perturbaciones sobre my y acotadas, i.e. I'zp C T

A partir de la siguiente definicién {Milne, 1980; Griffel, 1985; entre otros) ob-
tenemos la norma de la derivada de Fréchet

m(6)

Definicién 2.1 8; P(50) es la derivada de P(8) en &g en la direccion § entonces:

2] = e [0,

Para concluir esta seccidn recordaremos un aspecto que nos serd de utilidad
mads adelante, el conocido resultado en el andlisis funcional que afirma que para
cualquier funcién I de © en R podemos escribir [ = It — I~ y [I| = It + I,
donde I'™ = méx{l,0} y I~ = mdx{-I,0}.

2.3. Robustez local para cociente de magnitudes
a posteriori

En esta seccidon obtendremos la norma de la derivada de Fréchet del funcional
(1.12), esto es del coclente de magnitudes a posteriori, y que no es mds que la
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18 Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

magnitud a posteriori que se obtiene bajo pérdida cuadrdtica ponderada, en el que
g(-) ¥ h(-) son funciones arbitrarias,

Recordemos que habfamos denotado por U y V a dos espacios vectoriales to-
poldgicos y por D(P) C U un subconjunto abierto de U.

A partir de ahora denotaremos al conjunto U como

U= {5 > 0: 3/mo; oll, < oo} ,
v al conjunto V por V = R. Adoptaremos ||6/7o; ITol|,, como la norma sobre U y
el valor absoluto como la norma sobre R.

Se necesita, previo a obtener la derivada de Fréchet de (1.12), el siguiente lema,

Lema 2.1 La derivada de
Th(§) = / R(O)[r(6) + 8(6)]d6
o

en la direccidn & viene duda por

rh —
T(50)6 /@ h(8)5(6)d8.

Demostracion: De la definicién de derivada de Fréchet tenemos que
T(80)5 = T"(m + 8) — T"(8) + o(||8])).
Debemos pues probar que se cumple:
735+ 80) = 7u(80) ~ Tut6)s ] = ool

lo que resulta evidente teniendo en cuenta, que:

“ /e RO rale) + 8-+ G B) o — /@ h(6) [mo(6) + (6)] 46

) /@ h(g)@(@)donv = olldoll, -

|
Para simplificar la notacidn, a partir de ahora denotaremos por s, y w3 las
distribuciones a priori y a posteriori respectivamente, cuando 7 = 7 +0(50. ’
Ahora ya estamnos en disposicién de obtener la, derivada de Fréchet de (1.12)
en la direccién de dy, y que se muestra en el siguiente resultado.
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2.3. Robustez local para cociente de magnitudes a posteriori 19

Teorema 2.1 Supongamos que gf y hf son integrables, entonces lo derivade de
(1.12) en el sentido Fréchet viene dada por

: B [00) 5] B [9(6)] Bz [2(0) 239]
PB(d)d = BT (9)]” By O] Bor 0] (2.1)

Demostracién: Derivando (1.12) respecto de § en la direccidn 8y tenemos
PB(6y)5
Jo 9(6)f(x10)5(8)d0 [, h(0) f(x|6)ms,(8)dE
[[o M(0) f(x|0)ms, (6)d6]?
Jo R(O) f(x]6) 6(6 db [ g(0) f(x|0)[ms, (0)|d6

fo F(x|0)ms, (0)dO)?
Jo 9(0) X|9)5(9)d9 f@ (0)f(x]0)6(8)d(0) [ g(8) f(x|0)7s,(6)dO
Jo 1(8) f(x]0)7s, (0 )d@] [fo 1(0) f(x]6)ms, (6)db]?

Jo 9(0)5 (x10) 7253554 (6)d8
Jo hO)f (x[0)s5,(6)d]

o 961 (<18)ms, 6)d0 Jo 1(6)S Ce10) 5 (0)ds
Jo MO F(x|0)s, (0)d0 [ h(B)f(x[B)ms, (0)db

Ers 00)mis)  Eug [00)] Euy, [1(8) 720%5]

0(9)

B (00)]  Bog MO)] Bz [40) ]

|

Parece l6gico que si lo que se pretende es estudiar la variacién del funcional

PB(f#) ante cambios infinitesimales en la distribucién a priori, el cambio ha de

ser lo suficientemente pequeno. Asi que supondremos en m = mg + & que dy = 0.

Ahora (2.1) puede escribirse de una forma més practica como mostramos en el
siguiente resultado.

Proposicidén 2.1 La derivada de (1.12) cuando &y = 0 viene dada por

. 1 Ng o
siendo

Ng, = /@ 9(0) F(x10)m0(0) b,
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20 Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

N! = / h(8) f(x|0)mo(8)d,
]

N = [ a@)reinyscoyas,

N = / h(6) £(x19)5(0)do.
JO

Demostracién: La expresién (2.1) es

Exs[9(0)zam]  Englg(0)] Eusl(6) 2901

Eh@)]  Ex[h6)]  Ers[h(0)]

Sacando factor comiin y cancelando las distribuciones marginales tenemos

PB(0)§ =

i (] 26)706) 20 0100
it /e h(o)f<xw>7i(fg)m<o)de)

oy

!

s ([ a0 sxinsepan - ng [ 1) stsinstoys)

1 ( N3
N (V- ).
N#o N"Ifo

La conexién entre el trabajo de Gustafson (19962,1996b) y el realizado en esta

Memoria viene dada en el presente comentario:

Comentario 2.1 Sj h(6)

=1, la expresidn (2.2) se reduce q ar(8) en el resultado
1 en Gustafson (1996b).
Obsérvese que a la expresién (2.2)

también podfa haberse llegado de una forma
alternativa como mostramos en el sig

uiente resultado.

Teorema 2.2 Supongamos que gf y hf son integrables, entonces

Demostracidn:

N9 9 g g g
PB(my + 6) = PB(mg) = —mots _ N9ma _ N3, +N{  Ng,

N7’l'lo-|-5 Nh’IT() N#u + N n;L N#o
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2.3. Robustez local para cociente de magnitudes a posteriori 21

_ L (NgNE+ N{NPm -
NI + N} o

Nk + Nk

_ 1 (Ng Nk 4+ NENE - NENg - Ng N
NI Nk + N}
g arh g nh Vo 9 ATh anrh o Nio arhoarh Ny arhoar
L[ Nslw, = NENG 3 + N{ N} — N{N} + i Ny Nyt — ot Ny N
NI, NE ¥ NP
NY NIL h Ny harh h arh anh N#o harh
1 s Ny + Nit) — i (NPNG, + NENY) — Nf V] + w N5 N
SN Nt TN}
g N 3 L Ny g
! ( NG, + NE) = FRNFNVE + NJ) + N2 NEN} - NYN
- Nh

Az
1 NN — w7 NpNg

1 NY
= — [ NI _ T él - o
NE AT NB Np, NE+N}
h Ng L
- (M- o) - SN e
N, N7, (NP)2(NE, + NE)

Yl
N, Nz, (N ) (NE + NP

© Del documento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

El segundo miembro de la tltima expresién puede reescribirse de la forma
g P p
siguiente
h [N h
R —_ NIS (Né Nm) - N(S Ng())

3
(NR)(NE + NJ)
Sélo queda por probar que ||R| — 0, pero

1 NE -
PB(my + 6) — PB(my) =~ N§ — 2 NP

g\ T,
TN, + NRINE| Nz,
N

N9
INY — 2 N3l

|V, + NN Nz,
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Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

Podemos acotar la dltima desigualdad puesto que if y gf estdn acotadas.

Wi < [ ostlas < /@ Ih(6) 117 (<16) 116(6) 8
[©]
< / al3(6)/d0 = /@ 15(6)1d8 = alj3].
5]

Na"lSLIQ(9)1|5(9IX)ld9S/elg(9)llf(><|9)ll5(9)ld9

/ bl5(6)]d0 = b / 15(6)(d8 = b]l8]l.
JO S}

alél ’
e |b]|8 )
181 < ey |11~ wag sl
ol N,
IVE o ”huzvh, = gy 0| £ Croll8l = o(l3]):
Ty 6 ™o

Puesto que Cr, es una constante que depende de mp
I 2] < olmo).

si § — 0 entonces - 0. |
De esta forina hemos obtenido la misma expresién para la derivada de (1.12)
que la obtenida mediante las propiedades de la derivada de Fréchet.
La siguiente Proposicién nos permite expresar la derivada del funcional en una
notacién mas conveniente, modificando la direccidn de la derivada.

Proposicién 2.2 Se tiene que

FB(0)5 = FB(0). (2.3)

o

Demostracnon Se obtiene de forma inmediata intercambiando en (2.2) ¢ y df
por & L =y dllp(6). Ast:

. R NY NJ N]L N_ﬁ_ Ng N(;
PB(0Yo=—& - _f0_9d _ 70 _'m -
(O) N#ﬂ Nh Nh N#o Nh Nh PB(O) 0

L
El siguiente Lema nos permite estudiar la derivada de (1.12) en una notacién
mds cémoda
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2.3. Robustez local para cociente de magnitudes a posteriori 23

Lema 2.2 Sea Erx[9(0)] = py y Exx[(8)] = p1, entonces

. 1
PB(O)S = — /@ 1(0)5(8)do, (2.4)
siendo
19) = (g(@) - h(@)%) jrfég . (2.5)

Demostracidn: Si expresamos la distribucién marginal por

My, = /O F(x0)o (6)d8

La expresién (2.2) puede reescribirse de la forma

) 1 nNg
PB(0)6 = (Ng N,;) N} )

o

1 p(
_ —N#OPh/e< )= (6 1) x18)3(6)d8

_ 1 _ ey Pe ) L&O)

= o g(ﬂ) /L(@)ph) M, (9)(19

_ i Pg ()

- 2 e(g(@) h(e)ph) 5 s(0)as
1

= | 1000).

n
Para obtener la norma de la derivada (2.4), se requiere previamente del siguien-
te resultado que aparece en Gustafson (1996b)

Teorema 2.3 (Gustafson (1996b)) Sea T3 = / g(0)m>(8)dl, entonces
o

IT©)8ll, = méx{lla®; 11], lla=; TT} }

donde
_ (g(0) = pg)r=(6)
“O=m

(2.6)
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24 Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

siendo

oy = /@ GOy (8)d

at(9) = méx{a(9),0}, a~(8) = — min{a(#),0}

Ahora podemos obtener la norma de la derivada de Fréchet de (2.4) y, por
tanto, de (1.12) como aparece a continuacion.
} (2.7)
q

Teorema 2.4 Bajo las condiciones del Lema 2.2 se tiene:

L0

1
—I*(
( ) Ph

fh

3
g

|PBO)]l, = mitx {

Demostracién: Obsérvese que (2.6) puede escribirse como

m(0)
a(f) = G(G)TT_@T’
siendo G(8) = g(8) — pg, de la misma forma que (2.5) puede reescribirse como
m*(6)
I(e) - 1(0) ﬂ_(a) )
con G{8) = g(#) — h(8)py/pr. Ahora, el resultado se sigue de utilizar el Teorema
2.3. |

2.3.1. Incorporacién de la propiedad de unimodalidad

En muchas ocasiones el investigador puede estar seguro que el valor més probable
del pardmetro de riesgo estd en el entorno de un valor concreto. Por ejemplo, al
considerar el nimero de reclamaciones en una cartera de seguros de automéviles
el valor mds probable del pardmetro estd en la proximidad de 0. Por esta razon,
se hace necesario usar una clase més refinada que la de todas las distribuciones de
probabilidad, puesto que esta clase reduce el efecto de la distribucién a priori usada,
ya que ésta presenta un caracter subjetivo y depende de un pardmetro desconocido,
Todo esto nos conduce a usar la clase de las distribuciones unimodales.

_ El signiente teorema nos expresa en una forma mds adecuada la expresion
PB(0)4, en términos de una funcién de influencia, gue puede usarse cuando con-
sideramos las clases

I'* = {Todas las distribuciones de probabilidad 5},
I'Y = {Todas las distribuciones de probabilidad unimodales &
con la misma moda fy que o},
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2.4. Robustez local bajo pérdida cuadrdtica ponderada 25

Teorema 2.5 Sea pr, = Erx[h(2)], entonces PB(0)§ = /I(z)(i(z)dz, donde la

Juncidn de influencia, 1(2), viene dada por

N 1 N;‘?O 7rx(z)
I(“) = E; ’:Q(Z) - h‘(z) N#U:l TFZ(Z) ) Je FAa
1 By+z ~ Ni 1 w5(8) o
1(z) = ™ /ﬁ {9(9) h(g)N#ﬂ] @ FA0IEr, (28
- 1 o [ T (60) _
I(z) = P [ (60) ~ h(ﬂo)Nh } G G 0,6 €TV,

Demostracidn: Si denotamos m(x|m) = [ f(x|2)mo(2)dz, la expresién (2.2) pue-
de reescribirse como

. 1 Nﬂ
PBOYY = ———M— [ NY h
©) m<x|7ro>ph( Y 5>

= e [ ot - N,]f<x|z>5(>

= —/{ — h(z) x': ] ———(%C'L%d(z)dz

= /I(z)&(z)dz,

para § € I'4. Para § € 'Y, es sélo necesario usar el Lemma 3.2.1 en Sivaganesan
y Berger (1989) que afirma que la funcién I(z) se puede representar como una
mezcla de distribuciones uniformes. [ |

2.4. Robustez local bajo pérdida cuadratlca pon-
derada

Un estudio paralelo al desarrollado en la seccién anterior se llevard a cabo para el
caso en que la magnitud de interés aparezca expresada como en (1.16), obtenida.
a partir de utilizar la pérdida cuadrética ponderada.

Nuevamente, volveremos a escribir mg, y 75, para denotar las distribuciones a
priori y a posteriori, respectivamente, cuando m = my -+ dg. Ahora, la derivada de
Fréchet de (1.16) viene dada en el siguiente teorema.
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26 Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

Teorema 2.6 Sea PBM({x) en ln forma (1.16) y m =7 + 6 € Uy, entonces:

5(0) ] { Er,, [A(O)]

i

Enx [f/((})

S

PBM{dy)d 75500) | | Ens, 1906)] Eny. [h(6)]

Bes [o(0) Ery, [106)
Evr;-‘” (n(0)] {Emn [Q(H)]}Z

5(6) Ew;‘” [9(8)]
Eﬂ";n |:h(6> 71'5”(0)] {Eﬂ'fﬂ [h(O)] E"50 [9(9)]
Ery, [M8)] Enx [9(6)]

_ 40 o . (2.9)
Evyy 00 { g, (000)]}

Demostracion: Reescribiendo (1.16) como:

-+

PBM(n) = Pi{m)Pa(n), (2.10)
donde
[, 9(8) F(x19) 5, (6)d0 o h(O)ms, (0)d
P = R o@ T T, a0 0

v usando propiedades usuales del operador derivada tenemaos que:
PBM(8)8 = Pa(m)P1(80)8 + Pr(m)Pa(o)u. (2.11)
Ahora, teniendo en cuenta el Lema 2.1 nos queda:
Pr(dn)d
[ [ o )f(xwm.w)de] { /e 9(0) £(x16))0(6)d8 /@ W) £ (x|9)ms, (6)d0

[ o010y 030 [ 1000 sx00500000}
Je

Jo 9OV (x10)8(6)d0  [o 9(0)f (x|8)ms, (0)d6 [ A h f(x(6)(6)db
Ty 1(6) £ (x]0) s, (0)d0 Jo 1(B) f(x|0)7s,(0)d6 [g h( x}9)7r50(0)d9
Eq [00:2%%5]  Bay 160600 Ber, [10):25%]

Err;‘n [h(g)] Eﬂ-:“ [}1(9)] 7\-:0 [/L )]

—~9

i

De la misma forma Pa(dp)d viene dado por:

7_5‘)(5 5 = Emm [}L(Q)}%] _ 7;5 [h(6) ]Eﬂ.ao [9(9) "g 9(?9)]
2000 E’,’r‘s“ [!](0)] E'rr(;() [(](9)] Ew,sﬂ [g(a)]
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2.4. Robustez local bajo pérdida cuadrdtica ponderada 27

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (2.11) y después de algunos
célculos se obtiene el resultado deseado. |

Para expresar de una manera mas sencilla la derivada de (1.16) estudiaremos
la derivada para éy = 0. La siguiente proposicién nos da la derivada de Fréchet de
(1.16) en éy = O escrita en una forma m4s sencilla.

Proposicién 2.3 La expresién PBM(0)6 puede reescribirse como
PBM(0) = / 1(6)8(8)de,
Je
donde lo funcidn de influencia, I1(8), viene dada por

_ Erg [R(8)] [9(0)]
1(0) = {Q(H)Em[g( 0)) En [1(6)] (1 nn[g(9)1>

Ewa‘[g(e)] _ W()[h(a)] ( )
) 0N B (0 <1 w*[92(9)1>} ORI

Demostracion: La derivada en 0 de (2.9) puede reescribirse de la siguiente forma

PBM(0)6

_ f 7!'() d9 5(9) x
= /@[f@gw)wf (8)d0 ] 1) ww)de}gl‘e’w()(m”“m‘”

[ Jo 9O (6)d6 [ h(0)mo(6)dp 5(6)

- [ emear Lm0
[ Jo9®)mE(0)d8 5(6)

" /e_f99(9)7r0(0)d9feh(e)wg({))dg] 92(0) =y 8 (0)do
[ Jo g(B)nF(8)d0 [o h(B)mo(6)dh 5(6)

B /@ f@(z 7ro(<9 d@(jeo (9)d0)2J 92(0) (0)71“ X (6)d6.

Tomando ahora, esperanzas y sacando factor comun se tiene:

PBM(0)é

= [{e@ M[E(mi][};&?gh(eﬂ (- 22507)

Enslo(0)] B0\ 10)
MO ) B 00 (1 Eﬂg{gz<9>1>}7ro<e>m>d"'

n
Finalmente, la norma de la derivada de Fréchet de (1.16) aparece a continuan-
cién
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2% Capitulo 2. Elementos del andlisis bayesiano robusto

Teorema 2.7 Bujo las condiciones de la proposicién 2.8 se tiene:

WPBMO), = méx{|7¥(O) o, 1T~ ()} (2.13)

Demostracién: Es inmediato, siguiendo el mismo argumento que el utilizado en
ol Teorema 2.4 n

La norma dada en el Teorema 2.7 dependerd obviamente de los valores que
tome p. En nuestro caso tomaremos los mismos valores que Gustafson (1996b);
esto es, p = 1,2,00.

Esta eleccion no es arbitraria ya que el caso p = oo corresponde al caso de
menor norma, mientras que el caso p = 1 al de norma mayor. El caso intermedio
p =2 involucra el problema en un espacio de Hilbert.

Como se comproboré en la Propasicidn 2.4, si p = 1, T' es la clase de conta-
minacién (Gustafson, 1996b) y cuando p = oo el estudio estd conectado con el
trabajo de Ruggeri y Wasserman (1993).

Por otra parte, parece necesario ampliar el resultado obtenido en el Teore-
ma 2.4, para los casos particulares p = 1,2,00. Para ello usaremos el siguiente
vorolario.

Corolario 2.1 La norma de PBM(O)(S, ”PB]VI(O)H , p=1,2,00, viene dada
P
por

”PBM(O)IL méx {Sgp |I*(6))] sup |r(9))} ,

méx{( /@ I+(9)2w0(0)d6>1/2, ( /e I-(a)%o(e)cw)l/z},

mx{ /9 I*(8)ymo(6)ds, /@ I‘(9)7r0(9)d0}. (2.14)

i

“PBM(O)H2

)l

”PBM(O)”

o}

Demostracién: El resultado se sigue utilizando el Teorema, 2.7 para los casos
citados. |

2.4.1. El caso particular de la norma del supremo esencial

Como se acaba de comentar, no existe ninguna restriccién para los valores p que
proporcionan la norma de la derivada de Fréchet, ya que sélo se les exige que
I{Ert.cernezcan al intervalo (1, 00]. Sin embargo, existen tres valores que tienen una
sxgxl}t?lcac:iéxx. especial, teniendo en cuenta que, con respecto a una medida de pro-
Ecinhcdfzdz scl "['1”1“, < |- llq. para todo q1,qs tales que 1 < g1 < g2 £ 00, entonces

L7y y por tanto Upee C I’z C T El caso P = o0 corresponde a

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



2.4. Robustez local bajo pérdida cuadrdtica ponderada 29

la. norma del supremo esencial, la menor de todas. El caso p = 2 situa nuestro
problema en un espacio de Hilbert, mientras que el caso p = 1 corresponde al de
mayor norma. Por tanto, parece que con el estudio de la norma de la derivada
para estos tres valores de p serfa suficiente. De hecho, serdn estos tres valores los
que se eligirdn en las ilustraciones numéricas que desarrollaremos en el capitulo 4.

Por otro lado, obsérvese que si I{#) es siempre positiva o siempre negativa,
entonces HPBM (O)“ puede calcularse analiticamente de una manera sencilla de

o0

la siguiente forma:

- _ | B lg(O)] [ Eux [g(8)] Ex, [1(0)]
|pero = |3 [@ﬂlmmwmmwﬂ
_ | B o] o
R ) (1—- PBM)|. (2.15)

Luego para estudiar la sensibilidad con respecto a la distribucién a priori de
una magnitud como en (1.16), quizds sélo sea necesario evaluar (2.15). Esto nos
lleva a proponer la siguiente definicién.

Definicién 2.2 Sea o« € R™, une magnitud como en (1.16)es a—robusta si

Erx [9(0)]
Erg [9(0)]

A partir de aqui tenemos los siguientes resultados.

(1- PBM)| < c.

Corolario 2.2 Suponiendo que la funcidn de pérdide es cuadrdtica, y entonces
L(x,0) = (z —0)%, la expresion (1.16) es a—robusta si

PBM|(1— PBM)| < c.

Demostracién: Basta tener en cuenta que en este caso

¢ [9(6)] |
mwa‘PBM‘

Comentario 2.2 Se puede observar que este resultado se cumple independiente-
mente del modelo asumido.

Algunos casos particulares, utilizados en la préctica, se exponen en los siguien-
tes corolarios.
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¥

Corolario 2.3 Bajo el modelo Poisson—gamma, esto es:

flzlpy = e % /zl, 6>0,

() = b6 te/T(a), a>0,0>0

y M funcidn de pérdida L(z,0) = z(z - 6)? la magnitud (1.16) es a—robuste s

(a+x+b+t)’+atx ¥ (1- PBM)| <.
(b+1t)? a4+ (a+b)?

Demostracién: Basta tener en cuenta que en este caso la distribucién a posteriorl
s de mievo nna gamma con pardmetros a + Xy b+tyque g() =8+ 1, para

htener:
obtent (a+x+b+t)2+a+x 2

Eqx [9(0) '
(b+1)? a+(a+b)?

Ex, (9(0)

] =
J
]

Corolario 2.4 Bajo el modelo Poisson-gamma y la funcidn de pérdida L(z,0) =
e Le — 0)2 con o> 0, la magnitud (1.16) es ce—robusta si

(a 4 x){b — ae®)

2 (1-PBM)| <o
a(b+t——(xe“)( )| <e

Demostracion: Basta tener en cuenta que en este caso g(f) = fe®, de donde:

Exs 9O _ (a+x)(b - ae)

Eny [90)]  alb+t—oae®)

2.5. Conclusiones

En este capitulo hemos analizado la sensibilidad de la primas de seguro desde
mia perspectiva local. En este sentido, hemos llevado a cabo un estudio de la
variacion de las magnitudes a posteriori de interés perturbando infinitesimalmente
la distribucion a priori. La derivada de! funcional en 0 de {1.12) 6 (1.16) se puede
expresar en términos de una funcién de influencia. La medida de robustez viende
dada por el maximo de la norma asociada a los espacios L, de la funcién de
influencia,

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



2.5. Conclusiones

31

Para terminar este capitulo, expondremos algunas conexiones entre nuestro

trabajo y el realizado por Gustafson (1996a, 1996b).

En la siguiente proposicién se probard que cuando § viene dada en la forma
d =e(g—mp) con g € @, € € [0,1], tenemos la ya conocida clase de contaminacién
(Gustafson, 1996, Martin et al., 2003 y Sivaganesan y Berger, 1989; entre otros) y

en este caso § es una medida signada con 6(©) = 0.

o
:

m =1y + 0 = mg + e{q — ™).

Proposicion 2.4 La clase

PLLea) = {n/ < a}

1

coincide con la clase de contaminacidn

Demostracion: Por la definicién de ||%,HHP tenemos que

5

)
™

Consideremos, sin pérdida de generalidad, la clase normalizada

R T T ™

T IEI T T+ o) T TH]E ],

que puede reescribirse de la siguiente manera:

e o+ 0
1% HHI L+ 2.1,

T § ||?‘;aHH1 ) (
+ =|l-———— |7+ (1-—
L+ {gm, 1+ |50, ( 1+ 12,11,

1 1
= T EAE | T Eae

NEEN [E

_ [ ) _
III /O " m(0)df = /5 )df =0 < a.

1,1,
]2 nnl)‘s

—1 -1
1 1
= [1- (14— T+ |1-[1+
( H%,HHI) ( II%,HHl)
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: H,,) e <N§’”“1 - u%“éitﬁlkl) T,

i (1' (” u%jnul)*l " ( u%“fifﬁ”il) e,

i
|
/[--\
+
e
S —

1 1
I —— i
” % ’H“1 @
Ahora, si llamamos € = T —T— se tiene que

1
+]——I_l%'n 1

1 1 a
ES—F 8 —— o< .
T14+d T oatl Ta+1l
Por tanto, para todo e que verifique la desi

gualdad anterior se tiene que 7,
normalizado, es la clase de contaminacign T =

1 —€)mg + &é. |

Finalmente haremos una,
distribuciones a priori unimo
en Sivaganesan y Berger (

breve resefia al cagso de incorporar la simetria en las

dales. Esto puede conseguirse a partir del Lema 2.2.1
1989) intercambiando en (2.8)

s o9 - we | B0

8 Pr| mo(6)
por
1 [botz P, ﬂ_x(g)
— 6) — h(# —Q-J L,
2z Jo,_, [g( )= )Ph mo(8)
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Capitulo 3

Inferencia

La mezcla de distribuciones constituye una de las vias més utilizadas para obtener
nuevas distribuciones de probabilidad. En este sentido y buscando una alternati-
va mds flexible a la distribucién de Poisson, especialmente bajo el fendmeno de
sobredispersion (varianza mayor que la media), proponemos en este capitulo una
reparametrizacién de las distribuciones binomial negativa y binomial que nos per-
mitird mezclar cada una de ellas con la distribucién inversa gaussiana. Esta mezcla
se realiza de una manera sencilla y nos permite obtener dos nuevas distribuciones
de probabilidad discretas. El modelo resultante, como veremos, tiene unas pro-
piedades atractivas que la hacen adecuado para aplicarlo no sélo en el mercado
de seguros sino también en otros campos cientificos. Para ambas distribuciones
daremos expresiones recursivas para el cdlculo de las probabilidades y para la
distribucién de la cantidad total reclamada. Como veremos, es posible obtener
expresiones cerradas para estimar los pardmetros.

3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana

En estadistica actuarial es habitual considerar que dada una distribucién de pro-
babilidad discreta Pr {X = |8} el pardmetro § se distribuya a su vez de acuerdo a
cierta distribucién de probabilidad 7 (#). De esta manera, estamos asumiendo que
dicho pardmetro es aleatorio reflejando con ello la heterogeneidad de una pobla-
cién de individuos. Por otro lado, la distribucién marginal Pr {X = z} viene dada
por

Pr{X =z}= ./@ Pr{X = z|0} n(8)d6

y refleja la distribucién de X sobre toda la poblacién, independientemente del
parametro 6.

33
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Esta metodologfa constituye uno de los mecanismos habituales de generacién
de nuevas distribuciones de probabilidad, discretas y continuas, y que es utilizada
en muchas disciplinas cientificas, ademds de en la estadistica actuarial. Asi, en
esta disciplina, los individuos lo constituyen los contratos de seguros dentro de
una poblacién de individuos que es la cartera de seguros.

Por ejemplo, es bien sabido que la distribucién binomial negativa (Klugman et
al., 1998; Lemaire, 1979 y Simon, 1961) se obtiene mezclando una distribucién de
Poisson con pardmetro @ > 0 con una distribucién gamma con pardmetros a > 0
y &> 0 de la manera siguiente

siendo

Pr{X=z} = /Pr{X=x|9}7r(6’)d0
)
= (T+m_1>pr(l~p)fu1 2":011527--'
z
e~%0°
Pr{X=zlf}= - r=01,2,...,
«(e)zieﬂ-le% 6>0
F(ﬂ,) 7 3
b
P=v

Otras mezclas de distribuciones de probabilidad que han sido utilizadas en la
disciplina actuarial son las siguientes:

Mezcla de una distribucién binomial negativa con Pareto tipo II: aparece en
Klugman et al. (1998), Meng et al. (1999), Gémez y Vézquez (2003).

Mezcla de wna distribucién de Poisson con la distribucién inversa gaussiana:
aparece en Gémez y Vizquez (2003) y Tremblay (1992).

Mezcla de una distribucién de Poisson generalizada con una gamma genera-
lizada: aparece en Sarabia et al. (2004).

Mezcla de una distribucién binomial negativa con una gamma: aparece en
Gomez et al. (2006a) en el contexto de un andlisis bayesiano jerdrquico.

Mezcla de una distribucién exponencial con una inversa gaussiana: aparece
en Frangos y Karlis (2004) para modelizar cantidades de reclamaciones.

En esta seccién introduciremos una nueva distribucién de probabilidad ob-
tenida a partir de una mezcla de dos distribuciones, las distribuciones binomial
negativa y la inversa gaussiana, para dar lugar a una distribucién, que hemos deno-
minado como, binomial negativa inversa gaussiana, (BNZG). La nueva distribucién
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 35

BNZG tiene colas gruesas, parece unimodal y puede ser sesgada a la derecha o no
dependiendo de los valores de los pardmetros. Por otra parte, presenta la ventaja
de admitir expresiones cerradas para estimar los pardmetros del modelo mediante
el método de los momentos, asi como obtenerse una expresidén recursiva para cal-
cular su funcién de probabilidad, que permite obtener una férmula recursiva para
la distribucién de la cantidad total reclamada, cuando se supone que el nminero de
siniestros sigue la distribucién BAZG. La variable aleatoria cantidad total recla-
mada juega un papel destacade en muchos problemas actuariales, especialmente
en el modelo colectivo de riesgo y en teorfa de la ruina. Finalmente, la distribucidén
BNIG se puede extender de una manera sencilla al caso multivariado que admite
correlacién estrictamente positiva.

3.1.1. Resultados basicos

Empezaremos esta seccién recordando que una variable aleatoria Z sigue una dis-
tribucién inversa gaussiana si su funcién de densidad viene dada por,

. 1/2 N2
flz ) = (%) exp{—?%—ﬂ-z—f—)—}, z >0, (3.1)

donde %, u > 0.

Si representamos la distribucién inversa gaussiana por Z ~ TG (u, 1), no resulta
dificil demostrar (ver Tweedie, 1957 y Chhikara y Folks, 1988) que la funcién
generatriz de momentos de Z viene dada por

Mz(t) = E(et?) = exp [1"’ (1 - ﬁTW)] . (3.2)

N

A continuacién se define la distribucidon BNIG.

Definicién 3.1 Una variable aleatoria X sigue una distribucidn binomial negativa—
inversa gaussiena si admite la siguiente representacidn estocdstica:

X|§ ~ BN(rp=e?), (3.3)
0 ~ ZIG(u, 1), (3.4)

con T, p,p > 0, siendo BN (r,p = e~ %) la binomial negativa de pardmetros r y e™?

deda por
Pr(X =z) = (T+z—1)pr(1—p)$, z=0,1,...

A partir de aqui denotaremos a esta distribucidn medianie X ~ BNIG(r, u,1).

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



6 Capftulo 3. Inferencia

Obsérvese que, puesto que 8 € (0,+00) entonces p € (0,1).
El siguiente Teorema establece las propiedades bésicas de esta nueva distribu-
cion.

Teorema 3.1 Sea X ~ BNIG(r, u, %) una distribucidn binomial negativa—inversa
gaussiona definida en (8.8)~(8.4). Algunas propiedades bdsicas son:

(o) La funcidn de probabilidad viene dada por,

T

e (12 B 2 -

7=0

conz=0,1,2,...y7,u% > 0.
(b) El momento factorial de orden k viene dado por

/L[k](X) = EBXX-1)--(X—-k+1)]

T(r+k) o, [k » 2(k — §)p2
Y (j)exp{ﬁ[l” T u”

j=0
(3.6)
conk=1,2,...
(¢c) La media, momento de sequndo y tercer orden y la varianza son,

E(X) = r[MpyQ)-1], (3.7)
E(X?) = (r+r2)Mp(2) —~ (r+ 2r¥)My(1) +r?, (3.8)
E(X%) = (r+12)Mp(2) — (r + 2r2)Mp(1) + 12, (3.9)

Var(X) = (r+7%)Mg(2) — rMp(1) — r2M2(1),

donde My(u) es como en (3.2).

Demostracién:

(a) S X|0 ~ BN (r,e™%) y 0 ~ IG(u, ), la funcién de probabilidad de X puede
obtenerse usando la conocida férmula,

Pr(X =z)= /000 Pr(X = x|0)f(8; u, p)db,

donde f(6;u,) es la funcién de probabilidad de una distribucién inversa

gaussiana definida en (3.1). Esta distribicién puede expresarse en una forma
cerrada a partir de:
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3.1. Modelo binomial negativa-inversa gaussiana 37

Pr(X =z)
= /OOO (T +Z - l)PT'Q"”f(H;u,w)dO
/:o (T +Z ) 1) (™) (1= e7®)" 1651, ).

Ahora haciendo uso del desarrollo del binomio de Newton podemos reescribir
la tltima expresién de la forma siguiente

|
c\=
8
TN
3
+
8] 8
|
—
—
T
1
=Y
N
%
2
o
/’?
~—
T
—t
~
T
ml
k-3
~
o,
—
5
F
=
.
5

finalmente, reemplazando My(—(r + 7)) por la expresién dada en (3.2) para
t = —(r +j) se obtiene el resultado.

(b) El momento factorial de una distribucién binomial negativa es (ver Balak-
rishnan y Nevzorov (2003)):

T'(r+ k)

———— 0._ k Y —
) (" =1)", k=1,2,...

i) (X18) =

Si desarrollamos por el binomio de Newton el tiltimo factor tenemos,

k

(¢ —1)" =S (1) (A) =D =12, .
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Finalmente, tomando esperanza matemdsica y combinando esta expresidn
con (3.2) obtenemos:

w0 = BIX(X-1)- X~k D] = [ " g (X16) 705 1, ) d6

o k
( ) /D) £(6; 1, )8
O

G R ey A £ P R
- I j};{)( W(j) p{u[l : ¥ ”

{c¢) Para calcular los momentos de primer y segundo orden usaremos la siguiente
relacion:

E(X") = Eq[E(X"|6)],
de donde:
E (X)) = (r*+3r2+2r) Mp(3) ~ (3r+6r24+3r%) M (2)+ (r+3r2+3r%) My (1) — 75,

Ast el momento de primer orden es:

E(X) = Bo[E(X]0)

- =) e ()

- /Ooo L (s )6 = / [ g]f(f?u,w)de

= T‘/Om[e ——l]f(,u,w)dﬁ—r/(; (91[?;6)619——7‘/ f(8; 1y 1p)dd

= 7“/(; eef(e;/.L,’lp)dﬁ—-?‘:T[]\/[g(l)-—1],

el momento de segundo orden:

E(X?) = Eo[E(X?0)

= l-p (1 —p)? 1 — 1 —p)2
() o (5] (2
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3.1. Modelo binomial negativa-inversa gaussiana 39

o0 —6—9 oQ (1 __e—e)z
T/o e_—zgf(ﬁ;u,l,/))dﬂ-i—TZ/O ——g:;g—f(ﬁ;u,w)flﬁ
- r / T [ = ] 10 00 + 72 / T — 267 4 1] £(6: 1,0
0 /0
= 0020'9;, do—r [ €0 1(0: )0
r/o e £(8; u,¥) T./o e’ f(0; p,1p)

0 [T undo - [ 600+
0 0

= TMp(2) — rMp(1) + r2Mp(2) — 2r? Mp(1) + r?
= (r+7%) Mp(2) — (r +2r%) Mp(1) + 72,

y el de tercer orden:

E(X®) = Bo[E (X°|0)]
- ]Ea(rlp;pwg(l ;2”)2) =r1E9(1;2p> +7°Ey ((—1——;—2@3)

% —8 (1 —8\2
= '.r'/o e_%f(e;u,w)d@w?/() (e_—ez@)f(emnb)d@
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© Del

02 [T O uids = [ 0,000 407
0

0
= rMp(2) — rMp(1) + r2Mp(2) — 2r2 Mp(1) + 12
= (r+72) Mp(2) — (1 +2r%) Mp(1) +r°.

Para calcular la varianza de la distribucién BAZG sélo basta tener en cuenta
Var (X) = E[X?] - E?[X],

0 bien,
Var (X) = E[Var (X]0)] — Var [E (X|0)].
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|

En el siguiente teorema se prueba que la distribucién BNIG es sobredisper-

sa, para ello se ha comparado los momentos de la nueva distribucién con una
distribucién binomial negativa con la misma media.

Teorema 3.2 Sea 6 ~ IG(p, ) y X ~ BN(r,p = [E(e?)]7?). Consideremos
una distribucidn binomial negotiva~inverse gaussiana X definida en (8.3)~(3.4).
Entonces:

(a) Se cumple que: B(X) = E(X) y Var (X) > E(X).
(b) Var(X) > E(X).

Demostracién: Obviamente IE (e?) > 1, entonces p = 1/IE(e?) estd bien defindi-

do. Ahora, E(X) = E[E(X|4)] = r[]E(e") —~ 1}, y de Var (X) = E[Var (Xl@ N+
Var [E(X|6)], obtenemos que Var (X) = r[E(e*) — E(e 0)] + r2Var (e?). De
X ~ BN(r,p = [E(e?)]™?), tenemos que E(X) = r[E(e) — 1] y Var (X) =

r[E(e?) — 1JE(e?}. Ahora,

Var (X) - Var (X) = Ey[Var (X|0)] + Var 4[E (X|6)] — Var (X)
= E[r(® ~ 1)e?]+ Var [r(e? — 1)] ~ Var (X)
= r[B(e*) - (B(e")*] + r*Var ()
= (r4r3)Var (&) > 0.

Finalmente, (b) es consecuencia directa de (a). ]

La Figura 3.1.1 muestra varios ejemplos de la funcidén de probabilidad de la
distribucién BA'ZG para diferentes valores de r, p y 9. Como puede apreciarse,
todas ellas parecen ser unimodales.

3.1.2. Relaciones recursivas para las probabilidades

En esta seccién vamos a obtener una expresién recursiva para la funcién de proba-
bilidad de una distribucién BAN'ZG. Esta relacién recursiva serd el trampolin desde
el que se podrd obtener de manera exacta y recursiva la funcién de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria cantidad total reclamada, que viene dada por

S = ZPr =n)f*"(z)

n=0

la cual denotaremos mediante g.(z). Aqui Pr(N = n) es la funcién de probabilidad
de la variable aleatoria niimero de reclamaciones, f(z) la funcién de densidad de
probabilidad asociada a la cuantfa de las reclamaciones y f*"(z) es la convolucién
n—ésima de f(z).
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r=1; y=1; u=5 r=10; y=1; u=1 r=20; y=10; u=0.9

0.07 0.035
0.25 0.08 0.03
02 0.05 0.025
0.04 ! 0.02

0.16
0.03 0.015

0.1
0.02 ﬂ 0.01
<l oo | =
0 hlllllln;---. 0 "Ih. 0

0 10 20 0 10 20 30 Q 20 40

Figura 3.1: Algunos ejemplos de la funcién de masa de probabilidad de la distri-
bucién BNZG para diferentes valores de v, 9 y

Como se mostrard mds adelante, serd posible obtener de manera exacta y re-
cursiva la funcién de densidad de g,{z). Para el caso en que z sea continua la
férmula recursiva que se obtiene aparece expresada en términos de una ecuacién
integral similar a la que aparece en Panjer (1981).

Por simplicidad denotaremos a la distribucién del nimero de reclamaciones
como fr.(x).

Teorema 3.3 Las probabilidades de una variable alentoria que sigue una distri-
bucidn BNIG puede obtenerse de forma recursiva mediante:

_r4+z-1
B z

fil2) [fr(x S | P S 1)} L z=12,... (3.10)

r4x—1

Demostracidn: Para la distribucién binomial negativa con funcién de probabili-
dad

r+x—-1
fr(z]8) = ( * . )e-‘”(l —e 9 x=0,1,...
tenemos la siguiente recursion

oy = e e s o

Usando la definicién de una distribucién BNIG y (3.11) tenemos

Jrl@)

]

LmﬁwWMMMB

_ /O CTEE g0 e — 100)£(0)d0

T
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42 Capftulo 3. Inferencia

. 1Ecl {fr(ﬂt - [Tt ue)f(e)de] -

Ahora:

. B [T =2\ iy —bvae
[ etna-norone = [T (70777 )e -t o)

/°° r r+l4+z-2

g T+z—1 z~—1

e 0 (1 ~ e~0)= ! £ (6)df
”

= Trooimle—l)

il

X

de donde resulta (3.10).

Desafortunadamente, no parece paosible una férmula recursiva para fr41(z)
expresada en términos de fr(x).

El siguiente resultado proporciona una férmula exacta y recursiva, en térmi-
nos de una ecuacién integral, para la funcién de densidad de la cantidad total
reclamada.,

Teorema 3.4 5i lo variable aleatoria cantidad total rTeclamada es continua con
Juncidn de densidad de probebilidad f(x), x > 0, entonces la funcion de densidad
de la cantidad total reclamada cuando la distribucidn del nimero de reclamaciones
es BNIG verifica la siguiente ecuacidn integral:

gs(fﬂ;"‘)zp1‘(0)+/0 E/—1}’::—1493(93~y;'r)f(y)aly~/o %gs(w-*y;'r-ﬂ)f(y)dy‘

(3.12)
donde p,(k) es lo distribucidn del nidmero de reclamaciones.

Demostracién: La cantidad total reclamada viene dada por
o0 o0
gs(s) = po(k) 5% (z) = e (0) ™ () + D _ pr(k)f** (),
k=0 k=1

donde f** es la k-ésima convolucién de f(z).
Usando (3.10) tenemos:

r 1 T
pr(k)=(E'i'l—};)p?(k—l)———Igpﬂ_l(lc-—l), k=12,...

Entonces

I SPHCRIETIS A
k=1 k=1
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 43

- 3

k=1

pr(k —1)f*(2) kam (k= 1)/ (x).

o =

Ahora, después de algunos célculos y usando las identidades

Pr(z) = / FED e ) f)dy, k=12, (3.13)
0
Ll €T
@ o [Lpeoreo g, k=12 @10
0
obtenemos el resultado. [ ]

Es sencillo comprobar que (3.13) y (3.14) se satisfacen intercambiando el simbo-
lo integral por el de suma, lo que permite obtener una expresién exacta y recursiva
para la distribucién total reclamada para el caso en que la variable aleatoria can-
tidad total reclamada sea discreta. Esto se pone de manifiesto en el siguiente
resultado.

Corolario 3.1 Sila distribucidn de la cantidad reclamada es discreta y positiva, la
distribucién de lo contidad total reclamada satisface la siguiente formule recursiva:

gelasr) =2, (0) + 3 g (@ - yin) (o) Z—g (&= yir + Df ().

y=0 y=0

Demostracién: Basta sustituir en (3.12) el simbolo integral por el de suma. W

3.1.3. Distribucién a posteriori

Puede obtenerse de una manera sencilla la distribucién a posteriori del pardmetro
utilizando el siguiente resultado.

Teorema 3.5 Sea Pr(x|f) la funcidn de verosimilitud de una distribucién BN (r,p =
e~%) cuyo pardmetro 8 sigue una distribucién a priori IG (1, 9) que denotaremos

por [(0) entonces la distribucidn a posteriori del modelo BN'IG viene expresada

;(—1)1( %/;;exp{ 6(j +rt) — w_(gi%‘fﬁ}

= INTE P, 2(rt + )2
j;( 1) (J) exp{pd [1 1+————-———~——w

donde x = Y i, T; = tZ

por

f1x) =
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0 Capitulo 3. Inferencia
Ex

Demostracion: Dividendo la distribucién conjunta entre la distribucién marginal
LOTTIOND
4
i~ 1\ - —-nT
(o) e e e
. Prix|{#)f(6) = '
f“"i'x) = < - [3

/” Pr(x|0) £ (6)6 /Q

(1 _ ym(l)x —()rrf(g)
X -G —Ort p
> -1 (e te o)

/(1 (—(I)x ~(htf _‘/
a _7—-0

i(»l)f(j)e"’““”f<0) Zx}w'(’;)e-‘”“"”f(e)

—_

(r—i—% 1){ " [1—e ™ f(8)do

.
—

‘2<—1>J‘ ()eepemso)

= = _ =0 |
" jé(-m@)/ae—ownf(@)de jzz:o(_l)j<};>l\/fe("(j+7't))

v sustituvendo en la dltima expresién (3.1) y (3.2) se obtiene el resultado deseado.
u

3.1.4. Versién multivariada

Ahora propondremos la siguiente definicién de una distribucién multivariada BNZG,
la cual es una extension natural de la definicién (3.3)-(3.4). La versién multivaria-
da de la distribuciin BNZG puede considerarse como la mezcla de distribuciones
BN(ri.p=e¢""),1=1,2,...,d independientes con una distribucién inversa gaus-
siana.

Definicién 3.2 Una distribucidn multivariada BNIG (X,..., Xaq) se define por

la siguiente representacidn estocdstica:

Xilp ~ BN(rie?),i=1,... »d independientes,
8 ~ IG(u,1).
La funcién de distribucién conjunta es (z1,2a,...,24=0,1,2,...):

PI‘(‘XI =11, Xy =a9,... JXy= xd)
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 45

le (Ti +f:“ 1) i(—l)iG) exp {% |1 —y? +"2_(Lizfj)£ }

7=0
(3.15)

donde p,0,71,...,7g >0y

= r+...+ 7y, (3.16)
= 11,1++Ll'd

81 =

Esta tltima f6rmula admite una expresién mds sencilla que puede resultar
conveniente para calcular las probabilidades. Siendo la distribucion univariada
de la BNIG definida como Z ~ BNIG(7,u, 1), donde 7 viene dada en (3.16),
entonces una expresién alternativa para (3.15) es

d .
IT (5

i=1 —~ ~
Pr(X; =21,X2 =Z2,...,Xqg =24) = ’(vﬁ—l—)—- Pr(Z = %),
&
cond > 2.
Obviamente, las marginales son X; ~ BNIG(r;,u, %), 1 = 1,2,...,d y cual-
quier subvector (Xj,...,X;s) con s < d es nuevamente una distribucién multiva-

riada BNIG de dimensidn s.
El siguiente resultado establece las caracteristicas mds importantes de esta
nueva distribucién de probabilidad.

Teorema 3.6 Los momentos de primer y sequndo orden y la covarianza de lo

distribucion BNITG multivariada vienen dados por:

E(X;) = m[My(1)—1],i=12,..., (3.17)
Var(X) = (ri+7r5)Mg(2) — riMp(1) — r2MZ(1), i=1,2,...,(3.18)
Cov (X5, X;) = vy [Ma(2) — MZ(1)], i # 5. (3.19)

Demostracién: Las expresiones (3.17) y (3.18) se obtienen de manera inmediata
utilizando esperanzas condicionadas. Para obtener (3.19) se requiere previamente
el cilculo de:

IE(X;X;)

= IBo[IE(X:X;|0)]
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10 Capitulo 3. Inferencia

1-pl-p (1-p?°
= Iy <’I‘,’7'j pp - ) =7"iTjE9( D
e

p
©) el pe

™ (]~ —0)2' _ 4 '
= Ti"'j‘A (—W—j(G;u,ip)d@—ﬁT]/O T F(O0; u,p)db

= 7Ty /mezgf((?;u,w)dH—Tirj/; eof(9§li,7/})d9+7‘ﬂ“j/0 F(O; 1, 10)d6

0
= l‘il‘j]\'fg(?.) - TiTj]\/.fg(l) + 1Ty
= mrj (Mp(2) = 2Mp(1) +1), i # 4. (3.20)

puesto que
Cov (X;, X;) = B(X; X;) - E(X;)E(X];)

resulta inmediato (3.19) combinando (3.17) y (3.20) n

Corolario 3.2 La distribucidn BN'TG multivariada tiene correlacidn estrictamen-
te positiva.

Demostracidn: Puesto que My(2) — MZ(1) = Var (&), resulta de manera inme-
diata que Cov (X;, X;) > 0, i # j y por tanto, p(X;, X;) > 0. |

3.1.5. Regresién

El problema que consideraremos en esta seccién es utilizar los valores de una
variable, digamos X;, con el objetivo de explicar o predecir los valores de otra,
digamos X,. Para ello serd necesario calcular la distribucién condicional de Xo
dado que X; =, y la esperanza condicional. Suponiendo que X; ~ BN/ (r;,e~%),
i=1,2y60~7ZG(u), la distribucién condicional de X» dado X viene dada por

(rl-;-ml—l) <r2+x2~1
Pr{Xo =Xy =12,) = 1

Lo ) Pr(Xi + Xo = 21 + 22|r1,73)

(7‘1 +ratz a1 Pr(X, = 21)ry)
T1 4+ 22

(3.21)

La esperanza condicional, esto es la regresidn de Xy dado X, se muestra en el
siguiente resultado.

Teorema 3.7 La esperanza condicional de Xo| X viene dada por

IE(X2‘X1 = 331) — 7'2(:51 + 1) Pr(xl + 1|”‘1 = 1)
rp—1 Pr(z1|1) .
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 47
Demostracién: De (3.21) tenemos que

E (X2|X1 = a?]_) = ZCEQ Pr (Xg = 332|X1 = .'L‘l)
T2
o —1 T2+m2—1)
_ Z 1 X0 PI‘(X1 + Xo =a1 —}-CEQ)
B (7“1 +ry+ 2 + 22— 1) Pr(X; = z1)

g

T1+ 22
__7‘2(1‘1-}—1)
B ry—1
(ri -+ (@ +1)—1 (rg — 1)+ (z2+1) -1
(s ()

g S;: ((7"1—1)+(7‘2+1)+(w1+1)+(a:2—1)-1)
“ (z14+1) + (z2 — 1)
Pr(Xi+Xo=a1+1422—1)

% PI'(Xl =£L‘1)
_ 7‘2(2‘1-{-—1) PL‘(X1+1|T'1—1)
- ry—1 Pr(Xq|r1)

Ahora, usando (3.5) y después de algunos cdlculos tenemos que la esperanza
condicional puede reescribirse como:

Zx_l_ng ($1(+11 J),J.exp{ \/w 7"1—1-_7'—1)]}

2i%a (m(: 13)'3' exp{ \/lb 20 +j)]}
(3.22)
Un simple vistazo muestra que la regresién (3.22) no es una funcién lineal en
z1. Por otro lado, merece destacarse que la ecuacion (3.22) es el estimador Bayes
de E(X|0) = (1 —p)/p = r(e? — 1) dado X, = z;, y por tanto la prima Bayes
bajo el principio de prima neta.

E (Xo|X) =) = r2(21+1)

3.1.6. Estimacion de parametros

En esta seccidn se propondran dos métodos de estimacidn de parimetros para
los casos univariado y multivariado, el método de los momentos y el método de
méxima verosimilitud.
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48 Capftulo 3. Inferencia

Caso Univariado

Meétodo de los momentos

El método de los momentos se basa en igualar los momentos tedricos y los muestra-
les. En este caso, necesitaremos los momentos de primer, segundo y tercer orden de
la distribucién BNZG, los cuales vienen dados por (3.7), (3.8) y (3.9) e igualando
dichas expresiones a los respectivos momentos muestrales se tiene:

Y9
Ty, = rle -1

(e

B
|

: (3.23)

u

T = (r+rie

) —(r+2) (1- ¥ 1) wrt, (324)

Ty = (3 +3r%4r) (%ﬁ-l)

(3 T 2
(3r3 + 6r2 + 3r) {M + (14 2r) (T +7) =7 }

T+ 72
e
+ (P43 +2r)e -3, (3.25)

donde hemos denotado mediante T;, (! = 1,2,3) los momentos muestrales de
primer, segundo y tercer orden respectivamente.
Despejando el pardmetro 1 de las ecuaciones (3.23) y (3.24) obtenemos

plog? (B +1)
- 2log(& + 1) — 2

(3.26)

y

,ulogr" [Ez+(1+2;‘_3_(r':§1+r)——r2}

- 2log [§z+g1+2r)('51+w)—r2] — 4

(3.27)

7,.+7.2
respectivamente.
Igualando (3.26) y (3.27) y después de algunos calculos, tenemos:

A+ B
= Ath 3.28
K=CFD (3.28)

donde

— e - ‘2 ——
A = log|BALEMIE £ 1) ]log2 (Er£+1>,

T 472
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 49

_ o [Eo+ (1 +2r)(T1 + 1) —7r?
5 = log*| e tog(ZE + 1)210g* (2L + 1),
c = 21og2(%l+1),
D - 1og2 'fz+(1+2r)(il+r)—7'2
742 '

Sustituyendo (3.26) 6 (3.27) y (3.28) en la ecuacién (3.25) obtenemos una ecua-
cién que depende sélo del pardmetro r y que por tanto puede resolverse numéri-
camente, proporcionando el estimador 7. Llevando este valor a (3.28) se obtiene el
estimador 7i. Finalmente llevando 7y i a (3.26) o a (3.27) conseguimos el estimador

.

Método de mdxima verosimilitud

La estimacién de los pardmetros del modelo BNZG puede también realizarse por
el método de méxima verosimilitud. Denotando los pardmetros de la distribucién
BNZG por (r, 1, 1), las frecuencias observadas por for e fuy con f =50 firy
las correspondientes probabilidades de la ecuacién (3.5) mediante po, ..., Pn, tene-
mos que la funcién logaritmo verosimilitud viene dada por:

log L(r,p9) = fologpe

o=0

i r+xz—1 ad
Zleog( . )

=0 =0

(j) (=1) My(—(r + 7))

Los estimadores méximo verosimiles de 7, ¢ y p se obtienen resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones:

8log L(r, %) ¥ @ (~1Y My(~(r + )

or N Z;:W <T+2~1>j=0
- Zfzz() 1)1'(”'+z_1>§;AJg(—(r+j))=o,

=0
(3.29)

dlog L(r, 1, ¥) (T+5’3”1> - ('L> 1Y M +
Pog L) ;}praﬁ 2% () rat

It
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50 Capitulo 3. Inferencia

- 9 g_o (”) -1y (”fj 1)~‘3—Mo(—(v~ +9) =0,

o 2 AV M
(3.30)
Olog L{r,m, ) _ = Je 8 (r+a:~1> z (m) WV M (— .
R ;};pzw{ . )25 G) )
2 fee= (T Sr+z~-1\ 0 ,
= = -1)7 — My (—~ =0
mzopmjzo(j)( 7 (78T pptat~tr i) =0,
(3.31)
para ello se precisardn de las siguientes derivadas:
oM(t) _ [_w [ [ mer) 2t
w0 [gfo R
X e ,
(3.32)
OMp(t) _ 1 (. 2u%t 202t
2 - b))
%(1— 1+3ﬁ%5>
X e ,
(3.33)
OMy(t) _ __—_;Lme%<1" 1+3“5—‘)
ar /1+2£5_t !
(8.34)
__6_{ Tr+ k) } _ D) (r + k) = D(r + )T (r)
ar | D(r)I'(k +1) T(k + 1) [T(r)]
(3.35)

Resulta obvio que, a pesar de los avances informdticos, el sistema de ecuaciones
anterior no resulta sencillo de resolver. En el capitulo de ilustraciones numéricas
y como aplicacién a un ejemplo, se propondré su resolucién a través del método
scoring (vedse Klugman et al, 1998).
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3.1. Modelo binomial negativa—inversa gaussiana 51

Método de la proporcién de ceros

Aunque el método de los momentos proporcicna una via sencilla, en nuestro caso,

para estimar los pardmetros del modele, existe otra alternativa que resulta adecua-

da cuando la proporcién de ceros observadas es alta, el método de la proporcién

de ceros. Este método (Alanko y Duffy, 1996) es similar al de los momentos utili-

zando, en nuestra distribucién, tres ecuaciones dadas por la proporcién de ceros,
De esta manera, utilizamos las ecuaciones (3.23), (3.24) y

1)) / 21;21'
B |:1_ 1+T]

De nuevo, despejando el pardmetro 1 en las ecuaciones (3.36) y (3.23) tenemos

po=Pr(X =0)=e (3.36)

2
plog” po

Y= 3.37

b 2ur + 2log pg (3.37)
y o=

_ plog” (& + 1) (3.38)

2log(E +1) — 2’

respectivamerite.

Igualando (3.37) y (3.38) y después de algunos cdlculos, obtenemos el pardmetro
1, dado por:

. log? po log(%L +1) — log po logg(%L +1)
7log*(Z + 1) + log® po '

Nuevamente, sustituyendo (3.37) o (3.38) y {8.39) en la ecuacién (3.24) obte-
nemos una expresioén que sélo depende del pardmetro r y que por tanto se puede
resolver numéricamente para obtener el estimador 7. Llevando este valor a (3.39)
se obtiene [i, y finalmente incorporando ¥ y i en (3.37) o en (3.38) se obtiene .

(3.39)

Caso Bivariado

Ahora mostraremos el método de estimacién por el método de los momentos y de
maéaxima verosimilitud para el caso bivariado, exteniéndose de manera natural para
el caso trivariado, etc. Usando las expresiones (3.17), (3.18) y (3.19) en la forma:

E(X:) = @,
E(X;) = 7

Var (X;) + Var (Xa) = &% 463,
Cov (X1,X3) = s13,
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52 Capitulo 3. Inferencia

donde T;, s;, (i = 1,2) y 812 son las medias muestrales, varianzas y covarianzas,

respectivamente y después de algunos cdlculos se obtienen las siguientes expresio-
nes:

- 2 - -
. z 8127 T
si+s5 = r(A-B-nrB?), A:<—_~1-+1> +321 B=Lg,

L riZ2 71
(3.40)
log Blog? A — log A log® B
po= BB LB T (3.41)
log“ A —2log“ B
~ 2 ~ 2
b o= Llgd _ Rlog'B (3.42)
2logA—4i  2logB-2i
By o= S2p (3.43)
3

La expresién (3.40) puede resolverse numéricamente para obtener #,. El resto
de los pardmetros se obtiene a partir de (3.41), (3.42) y (3.43) en un procedimiento
secuencial.

La estimacién por el método de méxima verosimilitud es similar al caso univa-
riado aunque, obviamente, se van a necesitar derivadas més complejas. Denotando
los pardmetros de la distribucién por (1,72, 1, %), las frecuencias observadas por
Jos oo FNy Ny [ = zl]v:‘()NQ fi» ¥y por po, ..., pa, v, las probabilidades correspondien-

tes a la ecuacién (3.15), tenemos que el logaritmo de la funcién de verosimilitud
para el caso bivariado viene dado por

Ni Na

logL(Tl,T'g,w,[t) = Z Z f{Bl.'Eg 10gpa:1a:2

Cl:1=0 :E2=0
Ny N

2
>0 2 fam logizl (T’ +;U; B 1)

1 =0x3=0

L1ty
x Z (..«1)j (331 -;x2> My(—(r1 + 72 +7))

Jj=0

Il

Tomando derivadas parciales respecto a rq,
el sistema de ecuaciones:

Olog L(y, ) i, o fores 0 |4 Ptz —1
o _ 8§ o (002

z1=0 22=0 Pz, 91y Ly

T2, b ¥ ¥ e igualando a 0 obtenemos

=1

1430 .
x 3 (~1) (‘”1 j.“)Ma(—(m +72 4 7))

J=0
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3.1. Modelo binomial negativa-inversa gaussiana 53

Ny N
- 21: i o\ f[ (Ti +x; - 1)
x1=029=0 p-’Elxz i=1 Z4
L1 +2a 4z 9
i1
x Y (-1) ( : 2) o Mo(=(ri+ 72+ 7)) =0, (3.44)
=0 J T2

Dlog L, 1) A A farmy O [y (ritTi—1
S o Sy e T (e

z1=0xz9=0 Pz, i=1 Ti
129 Ty +
3 0 () bt o)
Jj=0
N1 N2

= Iw : (Ti +x; — 1)
-'lhz::Om;o Dayzo 11;[1 Z;

r1+To

X Z‘ (-1) (‘”1 “2) 5%M(,(_(rl +7a2+7)) =0, (3.45)

alOgL(walJJ) al frlrcg Tt x;—1
Poslon) _ 5 e I (02
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Jj=0 g
N H
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27=0 zo=0 P22z i=1
z1-+Tg 8
; + 0 . 6
X Z (-1) (xl . mQ)a—Ma("(Tl +72+ 7)) =0, (3.46)
= j #
Ny N
alogL(wnu’) — Zl: Zz f’E1(E2_ H(Ti_l'mi"‘l)
81/) 2120 z2=0 p$1’Ez 8¢ Z;
T1+2a
(T + T .
x > (-1)J< v 2)]\/19(—(7"1 + 7o+ 7))
=0 J
— %1: i fml’u H (Tz +z; — 1)
21=0 $2=0 Poyay i

T1-+axo
x ZE (1) (m —Jl—m) 5%1\/[9( (r +72+1)) =0, (347)
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donde las derivadas que se precisan vienen dadas de nuevo por (3.32), (3.33),
(3.34), mientras que

) { L(r; +k) } o LTt k) — T+ T g

or; \T(r)T(k+1) T(k + 1) [T(rs))?
Por supuesto que al igual que ocurria con el caso univariado la resolucién
de este sistema no es sencilla pero, como veremos en el capitulo de ilustraciones

numéricas, el método scoring se mostrard como un procedimiento adecuado para
su resolucién.

3.2. Modelo binomial-inversa gaussiana

Un desarrollo paralelo al expuesto en las secciones anteriores para la distribucién
binomial negativa se llevard a cabo en esta seccidén para la distribucién binomial.
El caso univariado para el que si X sigue una distribucién binomial con pardmetros
nyp=1-e?y 0 sigue una distribucién inversa gaussiana aparece desarrollado
en Alanko y Duffy (1996). De hecho este trabajo constituyd la fuente inspiracién
del modelo BNIG. Nos limitaremos a exponer expresiones recursivas para el caso
univariado y a desarrollar un modelo multivariado similar al de la seccién anterior.
El nuevo modelo binomial inversa gaussiana lo denotaremos de aquf en adelante

BIG.

3.2.1. Versién multivariada del modelo BZG

Definicién 3.3 Una distribucidn multivariada binomial-inversa gausiana (X1, ..., X4)

viene definidda por la siguiente representacidn estocdstica:
Xilp ~ B(Ni,1-e7?),i=1,...,d independientes,
0 ~ T(uu).
Teorema 3.8 La funcién de probabilidad conjunta es (1,2, ...,2q4 =0,1,2,...):

Pr(X1 = CEl,Xz =T9,... ,Xd = Cl?d)
d

1) e

=0
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3.2. Modelo binomial-inversa gaussiana

donde §,Ny,...,N, >0y

N = Ni+...+Ny, (3.40)

8
i

1+ ...tz

Demostracién: Si X;|0 ~ B(N;,1—-e™%), i = 1,2,...,dy 8 ~ TG(u, ¥}, la funciin
de probabilidad conjunta de (Xi,...,X,) puede obtenerse usando la conocida
férmula,

Pr(Xi =, Xa =2a,..., Xy =2q)
oo
= / Pr(X, =21, Xo = z9,..., Xy = za|0) f(§; 1, 2)d0,
Jo
donde f(8;u, %) es la funcién de probabilidad de una distribucién inversa gaus-

siana definida en (3.1). Como puede observarse esta distribucién puede expresarse
también en una forma cerrada.

PI‘(X] = wl,Xg =Ly ,Xd = .’L',i)

o d :
/ H <Nz>p:vin,~-m,~f(9; s ?/))(10
0 Ty

i=1 ¢

I

il

/Dw ﬁ (Ni> (1-e )" (6‘0)1\/,'—;, F0: )40

: T4

i=1

Ahora usando el desarrollo del binomio de Newton podemos reescribir la ultima
expresién de la forma siguiente

PI‘(Xl = $1,X2 = Z'Q,---,Xti = x(i)

- L 1l ) > (B)ew @ (@) s0svran

Ti

i=1 Jj=0
d & - 00 T s
AR [ e
i=1 N =0

- .d <N> Fﬂ?)(—ni-j () f(5 1, 0)a0

i=1 j=0
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a6 Capitulo 3. Inferencia

- fI (ﬁ’) Z (j) (—1)" Mo(=(N = 7)),

izl F=0

v sustituyendo en la expresién anterior (3.2), obtenemos el resultado. n
Esta 1iltima expresién, al igual que en el caso anterior BVZG puede obtenerse

de una forma alternativa para calcular las probabilidades. Si Z ~ BN ), donde N

viene dada como en (3.49), entonces una expresién alternativa para (3.48) es

d
1T ()

Pr(X) =1, Xa = 29,..., Xa = 8g) = Do . Pr(Z = 7). (3.50)

(%)
cond > 2.
Las distribuciones marginales son obviamente X; ~ B(N;,1—e7%),i =1,2,...,d
y cualquier subvector (X, ..., X) con 8 < d es nuevamente una distribucién mul-
tivariada de dimensin s.
Algunas propiedades aparecen en el siguiente resultado.

Teorema 3.9 Sea X ~ BIG(p, ) lo versidon univariada de la distribucién binomial-
tnversa gausiana puede obtenerse como un caso particular de (3.48) cuando d = 1.

Esta distribucidn coincide con la obtenida por Alanko y Duffy (1996):

(e) La funcién de probabilidad viene dada por,

Pr(X = o) = (J;/) i(-l)m-ﬂ (J) exp {% [ —yJ1t 3@#} } ,

Jj=0
(3.51)
conx=012...,Nypyp>0.
(b) Los momentos de la distribucién BIG vienen dados por:
E(X:) = N[1-My(-1)],i=1,2,..., (3.52)

Var(Xi) = (NP~ N)My(~2) + NiMy(~1) — NEMZ(=1), i = 1,2, ...,
(3.53)
E(XiXs) = NiNj (L= 2Mp(=1) + My(=2)], 4,5 = 1,2,....i %] (3.54)

Cov(X;,X;) = NN, [Mo(~2) ~ MZ(-1)], i # . (3.55)
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3.2. Modelo binomial-inversa gaussiana 57

Demostracién:
(a) Es trivial tomando d = 1 en el Teorema 3.8.

(b) Las expresiones (3.52) y (3.53) pueden obtenerse ficilmente usando esperan-
zas condicionadas.

Para obtener (3.54) hemos de tener en cuenta.:
E(X;X;) = Eq[IE(X;X;10)]
= IEq (N;Np?) = N;N;Eg (p%)

- NN/ — &™) 1(0; s )
= NiN; /0 (L—e™? +e ) f(6; p,v)d6
= N [ 1O - 2NN ARG

+ N;N; /0 ” e 20 £(8; u, ) do
= NN; = 2N;N; Mg(~1) + N;N;Mg(—2)
= N;N; (1 —2Mp(—1) + Mp(-2)), i # j, (3.56)
como la covarianza se define por
Cov (X3, X;) = E(X:X;) - E(X)E(X;),
el resultado (3.55) se obtene combinando (3.54) y (3.52).
]

Corolario 3.3 La extensidn multivariada de la distribucidn BZG tiene correlacion

estrictamente posttiva.

Demostracion: Puesto que Mg(2) ~ MZ(1) = Var (e~?), resulta de manera in-
mediata que Cov (X;, X;) > 0,7 # j y por tanto, p(X;, X;) > 0. n

3.2.2. Relacién recursiva para el cdlculo de probabilidades

Si en (3.48) escribimos d = 1 se obtiene la distribucién B7G univariada que aparece
en Alanko y Duffy (1996). En este caso:

Pr(X =2z) = (]Z) i(—l)w'—j (j) exp {% [l —4/1+ 2(N ;j)ug} } ,

J=0
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58 Capitulo 3. Inferencia
a la que haremos referencia en el siguiente Teorema.

Teorema 3.10 Las probabilidades de una variable aleatoria que siga una distri-

bucion BTG pueden obtenerse de forma recursiva como:

falz) = %f,w(z —1)- E—:%—ﬂfjv(a: ~1), e=1,2....,N.  (357)

Demostracién: Para la distribucién binomial con funcién de probabilidad

N - —O\N—
f(z|0) = <:c>(1 —e (e N 1z =0,1,...,N
tenemos la siguiente férmula recursiva

f(zo) N-zg+1(L-e"%
fle-18) = (e=f)

y r=,1,2,..,N. (3.58)
Usando la definicion de la distribucién BZG y (3.58) obtenemos
futo)= [ sas s
- / N-z+l( 1(“6) L i — 110) £ (0)a0

—~1:+1

= Kool / (e - 1)f(z — 119) £(8)d8

0
N'— ’!+1 e —
= = [ et - Y ey

Ahora se tiene

N — o0
= [ e - s

N-z+1 [® N
e A A (e T

li
=
I
G ]
+
=
:ﬁ
TN
8
=
—_
—’
—
|
¢
i
\S:
|
\_?
=z
-
B
L
<
Py
=
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3.2, Modelo binomial-inversa gaussiana 59

= (1) [Ta- ety e o

x
N
(N -1 o1/ —O\N—1— (2

= (A(ﬂ”_)l)/o (w_1><1—e Oy e )N f(0)dd

z—1

N
= —fy-ale-1),

y por lo tanto obtenemos (3.57). [ |

El resultado principal se propone en el siguiente Teorema.

Teorema 3.11 Si la variable aleatoria cantidad reclamada es continua con fun-
cién de densidad de probabilidad f(x), z > 0, entonces la funcidn de densidad de
la cantidad total reclamada cuando la distribucidn del nimero de reclamaciones es

la BZG verifica la sigutente ecuacion integral:

gs(z; N) = pN(O)+/0 —A—;Egs(:r—y;N—l)f(y)dy

- [ ey My, (3.59)

donde pn (k) es la distribucion del ndmero de reclamaciones.

Demostracién: Tenemos que la cantidad total reclamada. viene dada por

gs(%; N) = ZpN (k) f5*(z) = p (0)f** (= +}:pN(kf’"*(>

k=1

donde f**(z) denota la k-ésima convolucién de f(z).
Ahora, usando (3.57) tenemos:

N—-k+1

(k)= %pN—l(k - 1)~ A

pN(k—-l), k=1,2,...

Entonces, se tiene que

S o977 = 3 il =01 ) )= 3 owle- D7)
b o= D7) =3 S (b= @), (350
k=1 k=1
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G0 Capftulo 3. Inferencia

Ahora, después de algunos cdlculos y usando las identidades siguientes

o) = [ - k=1
JO

ke f, T
0
obtenemos el resultado. |

La ecuacién integral (3.59) debe resolverse numéricamente. Existen varios al-
goritmos e implementaciones para resolver la ecuacién integral de Volterra de
segunda especie que aparece, sin embargo se necesitarén de modificaciones para
usarlas en (3.59).

Es sencillo comprobar que (3.59) y (3.60) se satisfacen intercambiando el simbo-
lo integral por el de suma, lo que permite obtener una expresién exacta y recursiva
para la distribucién de la cantidad total reclamada para el caso en que la varia-
ble aleatoria cantidad reclamada sea discreta. Esto se pone de manifiesto en el
siguiente resultado.

Corolario 3.4 Si la distribucidn de la cuantia de las reclamaciones es discreta y
definida sobre los enteros positivos, la distribucidn de la cuantia agregada es:

W@N) = O+ Y ouw -y N - 1)5)
y=0

_ iNy—Tx-}—y

gs(z —y; N) f(y).
y=0

Demostracién: Basta sustituir en (3.59) el simbolo integral por el de suma. N

3.2.3. Estimacién de parametros

En esta seccién estudiaremos métodos para estimar los pardmetros de la distribu-
cidnn BIG para el caso bivariado.

Método de los momentos

S‘egu_lremos un procedimiento parecido al usado para estimar los pardmetros de la
dlstnvbucmn bivariada BN'IG. En este caso sélo hay dos pardmetros que estimar,
#y . Usando las expresiones (3.52) y (3.55) obtenemos el sistema de ecuaciones:

E(X\)+E (X)) = T +m,,
COV (XI;X2) = 89,
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3.2. Modelo binomial-inversa gaussiana 61

donde T, (4 =1, 2) y s12 son las medias muestrales y la covariaza muestral respec-
tivamente, y después de cdlculos considerables obtenemos la férmulas siguientes

Ty +Ts = (Ni+No)[l—4], s12=NDN[B— 4%, (3.61)
— 29 logA 2 log B
Ho= logQA—21/3_logQB—41/3’
. log Alog® B — log Blog? A

Vo= dlogA—2logB (3.63)

siendoA:exp{flﬂi [1—— l+2f/fj }yB=exp{%[1——‘/1+5’$—2 }

De (3.61) se obtienen los valores de A y B; (3.63) puede resolverse numéri-
camente para obtener el estimador 1. El estimador del pardmetro j se calcula
usando (3.62) en un procedimiento secuencial.

(3.62)

Método de maxima verosimilitud

La estimacién de parametros de la distribucion BZG en (3.48) puede realizarse
también por el método de méxima verosimilitud. Denotando los pardmetros de
la distribucién ZG por (¥, 1), las frecuencias observadas por fo,..., fy,ng, [ =
Zf\’:loN * fi, ¥y por po,...,PN,N, las probabilidades correspondientes a la ecuacién
(3.48), tenemos que el logaritmo de la funcién de verosimilitud para el caso biva-
riado viene dado por

Ny Ny Ny N2 2 N,
log L(thy ) = D> O ferws08Prizs = Y, Y faras 10F (m)
z1=0xo=0 21==0 29=0 i=1 t
Ty+x3
x Y (s (ml j“)Mo(—(Nl + Ny = ).
J=0

Tomando derivadas parciales respecto a ¢ y p e igualando a 0 obtenemos el
sistema de ecuaciones:

Ny

dlog L(xp,p) Xz Srizy O 2 (N
i Y 3 11 ()

a
m1=0z2=opm1m2 (ol e

@y +x2

x Z (_1)m1+$2—j (ml;wz)Mg(—(N1+N2 "]))

=0

N; N2

_ Sy fum fI (JD

x1=0 z3=0 Paies ;5
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62 Capitulo 3. Inferencia

T+ . T b2 )
« ST e (P Eaty (N - 3) =0,

7=0 J
(3.64)
N; Na
dlog L(¥, 1) _ foyza O (Ni>
2% B 2:::03:22::0 Pryza 0% E T
1+
% Z (_1)m1+a:2—.7' (ml +’I‘2> ]VIa(—(Nl + Nz —3))
j=0 J
CEgmenm
.'z:1=0:z:2—_—[)pa':‘mz =1 i
TytT2
oy + 22\ & .
—1)otee ]<$1 . >_1\/[ —~ (N1 +Ny—3j)) =0,
sz;o() j 31/)6((1 2= )
(3.85)

donde de nuevo se precisa de las derivadas (3.32) y (3.33).

3.3. Conclusiones

En este capitulo se ha introducido una nueva distribucién de probabilidad, la
BNIG en su versién univariada y multivariada, ademds de la extensién multi-
variada de la BZG. Ambas distribuciones parecen adecuadas para utilizarse en
escenarios actuariales en las que se de el fendmeno de sobredispersién, es decir,
que la varianza del nimero observado de la distribucién de frecuencias sea ma-
yor que la media. Ambas distribuciones, ademds de presentar expresiones cerradas
para la funcién de probabilidad tienen la ventaja afiadida de admitir relaciones
recursivas titiles en el modelo colectivo compuesto, en los que se trabajan con las
distribuciones nimero de reclamaciones y la cuantia de las mismas. La utilidad se
pone de manifiesto en que la funcién de densidad de la cantidad total reclamada
puede obtenerse de manera exacta y recursiva mediante una expresién similar a la
férmula de recursién de Panjer (Panjer, 1981).

El modelo BMNIG se muestra mucho mds versdtil que el modelo BIG, y es que
la versién bivariada de este Wtimo presenta la desventaja de ser simétrica, esto

es, f(zy,22) = fwa, 21), lo que no results adecuado para modelizar datos que no
satisfagan esta relacidn.
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Capitulo 4

Tlustraciones numéricas

En este capitulo se muestran algunos ejemplos con los que se pretende ilustrar
los modelos y métodos desarrollados en los capitulos precedentes. En primer lugar
se analizard la sensibilidad, desde un punto de vista local, de primas de seguros
y primas bonus—malus. En segundo lugar, analizaremos el buen comportamien-
to de la distribucidn BA'ZG tanto en el ajuste de la distribucién empirica de
frecuencias, en el caso univariado y en el caso bivariado, asi como en el célculo
de primas bonus—-malus, comparando con los modelos Poisson-gamma y con el
Poisson-inversa gaussiana. Finalmente se levard a cabo el estudio de sensibilidad
local de este modelo para compararlo con el tradicional Poisson-gamma.

4.1. Robustez local. Modelo Poisson—-gamma

Nos ocupamos en esta seccidn de estudiar la sensibilidad, desde un punto de vista
local o infinitesimal, de las primas de seguros que se obtienen bajo el tradicional
modelo Poisson~gamma (PG) utilizando los principios de cdlculo de prima neta y
de varianza.

Bajo el modelo PG se asume que el niimero de reclamaciones de un péliza de
seguros o un asegurado perteneciente a una cartera de seguros estéd representado
por una variable aleatoria X que sigue una distribucidén de Poisson con media
6 > 0. A su vez, se supone que este pardmetro § es desconocido y aleatorio, y que
sigue en el colectivo, la cartera de seguros, una cierta distribucién de probabilidad
mo(8) para la que se asume la densidad de probabiidad gamma con pardmetros
a > 0,0 > 0, que representaremos mediante (&, b). Un modelo de esta naturaleza

63
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Gd Caplitulo 4. Ilustraciones numéricas

ha sido utilizado en la literatura actuarial en numerosas ocasiones, destacando
a Bithlmann (1967), Eichenauer et al. (1988), Goémez et al. (2000, 2002, 2006a),
Heilmann (1989), Lemaire (1979, 1985), Rios et al. (1999), Simon (1961); entre
otros. El modelo asumido es, pues:

X ~ P), 0>0z=01,...,
8 ~ Gla,b), a>0,b>0,

esto es:

falg) = e7%0%/al,
m(0) = b*° e /().

Suponemos ahora que observamos el niimero de reclamaciones en que incurre
el asegurado durante ¢ perfodos de tiempo (usualmente ¢ medido en afios) y que
éstos son Ty, s, ..., 2. Asumiento que X;]8 son i.i.d. se tiene que la distribucién
a posteriori del pardretro @ viene dada por

t
w(0lzy,. .., z) x 00X (BFIE - = Z T4,
t=1

es decir, la distribucién a posteriori es de nuevo gamma con los pardmetros actua-
lizados

a — a+x, (4.1)
b — b+t (4.2)

Utilizando la expresién (1.8) se deduce que la prima de riesgo bajo el principio

de varianza es P(0) = §+1, mientras que de (1.11) se deduce que la prima colectiva
es

a+1)+ 2ab + b

_
PC= b(a +b)

(4.3)

Finalmente, la prima Bayes de varianza se obtiene a partir de (4.3) reemplazan-
do los pardmetros a y b por los pardmetros actualizados (4.1) y (4.2), resultando

PB - (a+x)((a+x)+ 1) +2(a+x)(b+1) + (b +1)?
b+t){a+x)+ (b+1) ’

Consideraremos ahora la cartera de seguros en Lemaire (1979), dada en la
Tabla 4.1 que corresponde a una cartera de seguro de automdviles.

La media del niimero de reclamaciones es 0,1011, mientras que la varianza es
0,1074. Teniendo en cuenta ahora que bajo el modelo PG asumido la distribucidn
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4.1. Robustez local. Modelo Poisson-gamma 65

Tabla 4.1: Frecuencias observadas (Lemaire, 1979)

N° Siniestros  Observados
0 96978
1 9240
2 704
3 43
4 9
Miés de 4 0
Total 106974

predictiva es una binomial negativa con pardmetros a y b/(b+ 1), y utilizando el
método de los momentos se deduce que los estimadores de los pardmetros a y b
son & = 1,613, b = 16,138,

La figura 4.1 muestra las primas Bayes bajo el principio de varianza para
x=1,2,...,6y¢{=1,5y 10. En dicha figura aparecen las normas obtenidas para
p=o00yqg =1y para el supremo esencial (esssup) correspondientes a p = 1y
q = 00.

Estos son los casos extremos de menor y mayor norma, respectivamente. Se ha
comparado las normas que resultan utilizando la clase de todas las distribuciones
de probabilidad y la clase de las distribuciones unimodales con la misma moda
que wo(6) = G(a, b), con moda 8y = (a— 1)/b. Como era previsible, las normas se
reducen considerablemente cuando se utiliza la clase de distribuciones unimodales.

Cuanto mayor es la prima mayor es el valor de la norma para la clase de todas
las distribuciones de probabilidad, I'*. El efecto parece ser el mismo cuando se
utiliza la clase de las distribuciones unimodales, I'V. El resultado es coherente con
el hecho de que los valores més pequefos de las normas corresponden a situaciones
en que existe menos conflicto entre los datos y la distribucién a priori considerada.
En el ejemplo, el pardmetro § representa el nimero medio de reclamaciones y es
un hecho comprobado empiricamente que esta cantidad no es grande en la mayorfa
de los ramos de seguros, incluido el automovilistico.

Como dato curioso, y que merecerfa ser objeto de investigacién hay que destacar
que el hecho de incorporar la propiedad de unimodalidad no parece tener efecto
en el entorno del valor x = 2. Finalmente, puesto que los valores de las normas
no resultan excesivamente grandes podemos asegurar que el modelo PG bajo el
principio de varianza parece robusto.
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Figura 4.1; Primas y normas para p = 0o, ¢ = 1 y supremo esencial

4.2. Robustez local de la PBM

Procedemos a desarrollar en esta seccién un estudio similar al efectuado en la
seccidn anterior para la prima bonus—malus. Utilizaremos, como es habitual en los
SBM los principios de prima neta y de varianza. De (1.17) y (1.19) es fécil deducir
que las PBM bajo el modelo PG y los principios de prima neta y de varianza
vienen dadas por

a+xbh
M = - :
PBM e (4.4)
peMr = @EX(@+x)+1)+2a+x)(b+18)+(b+1)° b{a +b)
b+t ((a+x)+ (b+1) a(a+1) + 2ab+b?’
(4.5)
respectivamente.

Ahora hemos utilizado la cartera de seguro de automéviles en Biihlmann (1970,
p-107) dada en la Tabla 4.2 y que aparece también en Klugman, et al. (1988), pp.
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245 y Denuit (1997), pp. 240. que ha sido utilizada. ampliamente en el ramo de

Tabla 4.2: Frecuencias observadas (Biihlmann, 1970)

N°@ Siniestros  Observados
0 103704
1 14075
2 1766
3 255
4 45
5 6
6 2
Miés de 7 0
Total 119853

seguro de automdviles para calcular primas bonus-malus. Los datos corresponden
a una cartera de seguro de autorndviles en Suiza y en el afio 1961. La media y
la varianza del niimero de reclamaciones son 0,155 y 0,179, respectivamente, de
donde de nuevo utilizando el hecho de que la distribucién predictiva es binomial
negativa se deducen los estimadore de los pardmetros del modelo & = 0,766595,

b = 3,40513. Utilizando (4.

4)

prima neta y de varianza que aparecen en la Tabla 4.3.

y (4.5) se obtienen las PBM bajo los principios de

Tabla 4.3: PBM bajo los principios de prima neta (en negrita) y de varianza y el

modelo PG

t\ x 0 1 2 3 4

1 0.77 1.78 2.78 3.79 4,80
0.94 1.14 1.34 1.53 1.71

2 0.62 1.45 2.27 3.09 3.91
0.91 1.07 1.23 1.38 1.53

3 0.53 1.22 1.91 2.61 3.30
0.88 1.02 1.15 1.28 1.41

Dichas primas aparecen expresadas en tanto por uno. Las primas obtenidas
para el principio de prima neta aparecen en negrita en la primera fila de la celda
y bajo el principio de varianza en la segunda fila de cada celda. Puede observarse
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(iN Capitulo 4. Ilustraciones numéricas

que cuando el asegurado cambia de clase, es decir cambia su valor de x, la prima
cargada para el asegurado es mayor para el principio de prima neta que para el
principio de varianza. Sin embargo cuando el valor de ¢ aumenta, la bonificacién
es mayor bajo el principio de prima neta que para el principio de varianza. Este
asunto, aparentemente trivial, tiene suma importancia en el ramo de seguro de
automdviles, pues empiricamente se ha comprobado que los asegurados prefieren
pagar un poco mds en el perfodo actual conociendo que si experimentan reclama-
cidn su penalizacién no sea excesivamente alta. Este problema se le conoce en la
literatura actuarial como el de sobrecargas (Lemaire, 1979; Sarabia et al., 2004;
entre otros). Por tanto, podemos sefialar que el principio de varianza presenta me-
nores sobrecargas que el principio de prima neta bajo el modelo PG, lo que lo hace
ser mejor candidato a utilizarse en los SBM que el principio de prima neta.

Pasemos ahora a realizar el estudio de sensibilidad de este modelo. Como ya
vimos en el capitulo 2, la funcién de influencia bajo el principio de prima neta es
By [R(0)]

By [9(0)] By [1(9)]

_ 75(6)
L - PBM) 2 Ol

1(6) = 9(0)

la cual es siempre positiva o siempre negativa dependiendo de los valores de (x, #).

En este caso la norma de la derivada de la prima bonus-malus en 0 en el caso
p = oc viene dada en el Teorema, 2.7,

Usando el Corolario 2.1, hemos calculado las normas de las PBM. Estos resul-
tacdos se muestran para el principio de prima neta en la Tabla 4.4,

Tabla 4.4: Normas de la PBM bajo el principio de prima neta y el modelo PG

t\ x 0 1 2 3 4

. 0.175 1.301 4.992 10.627 18.294
0.221 2.616 14.498 48.405 131.839
0.451 13.152  186.536 1619.7 11572.3

5 0.233 0.655 2.895 6.485 11.426
0.273 1.025 6.262 19.707 49.198
0.430 2.728 29,223 163.822 734.878

. 0.249 0.275 1.762 4210 7.621
0.283 0.390 3.217 10.076 24.111
0.414 0.815 9.988 47.186 171.784
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4.2. Robustez local de la PBM 69

Bajo el principio de varianza la funcién de influencia es también siempre posi-
tiva o negativa como puede ser visto representando la gréfica de I(¢). En la Tabla
4.5 se muestran las normas de la derivada en O de las PBM bajo el principio de
varianza.

Tabla 4.5: Normas de la PBM bajo el principio de varianza y el modelo PG

E\ x 0 1 2 3 4
. 0.050 0.191 0.608 1.234 2.104
0.052 0.350 1.931 6.635 18.872

0.085 2.465 41.511 411.067 3281.12

9 0.075 0.084 0.350 0.741 1.274
0.076 0.123 0.768 2.428 6.193
0.081 0.344 4.280 26.272 127.714

3 0.090 0.025 0.211 0.478 0.837
0.092 0.033 0.376 1.174 2.828
0.102 0.070 1.229 6.212 23.951

Los datos aparecen en el siguiente orden de arriba a abajo: las normas para
p =00, p=2yp = 1, respectivamente. Todas las normas p = 1, p = 2y
p = co aumentan con el valor de x y disminuyen con el valor de t, mostrando gran
dependencia con el tamafio muestral. Se puede observar que la diferencia entre
las normas p = 1 y p = 2 aumentan con el valor de x. Efectos similares pueden
observarse para la diferencia entre las normas para p = 1 y p = oo y para la
diferencia entre las normas para p = 2y p = o0o.

Observamos que los valores mds grandes de HPB]VI (O)” aparecen para x = 2,
P

reflejando el hecho de que cuando la distribucién a priori estd en conflicto con los
datos no se garantizan resultados robustos. Por tanto, creemos necesario elegir una
distribucién a priori que de més peso a la regién en dénde el tamafio de la muestra
esté en conflicto con la media de la distribucién a priori. Esto se puede conseguir
usando una distribucién a priori que pueda construirse como una suma convexa
de dos o m4s distribuciones a priori.

Otra conclusién interesante que puede inferirse de los Tablas 4.4 y 4.5 es que
el principio de varianza es mas robusto que el principio de prima neta al tomar la
norma de la derivada como medida de robustez.

Ahora, las normas ”PB]VI (0) que aparecen en la primera fila de cada celda
o

en la Tabla 4.4 para el principio de prima neta y en la Tabla 4.5 para el principio
de varianza puede calcularse usando los Corolarios 2.2 y 2.4, respectivamente, sin
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hacer uso del Corolario 2.1,

Ademds, si un decisor experto considera que una PBM para la que

HPBM(D)“OO > 12

- 1 arincinio de
1o es robusta podria decidir que todas las primas ca}culadas baJo'cl pr ing)m de
prima neta son 11-robustas, excepto las primas obtenidas para (x,t) = (4, 4), 23 ‘;-
1.2. Puede observarse que bajo el principio de varianza todas las primas son 2.4

robustas.

4.3. Aplicaciones de la distribucion BNZIG

En esta seccién analizaremos el comportamiento de la distribucién BNIG (Qéxnez
et al., 2005¢, 2005d, 2007) como una alternativa competitiva al modelo Poisson-
inversa gaussiana (Hougaard et al. (1997), Tremblay (1992) y Willmott (1987,
1988)). Los ejemplos que se llevardn a cabo son los siguientes:

1. Ajustes de la distribucion BN'IG en el caso univariado.
2. Ajustes de la distribucién BNZIG en el caso bivariado.
3. Andlisis de regresién.

4. Cdleulo de PBM.

Andlisis de robustez local de las PBM.

w«

4.3.1. Ajustes para el caso univariado

Los datos de este primer ejemplo se refieren al nimero de pélizas de seguros de
automéviles privados en Suiza que aparecieron en la Tabla 4.2 (ver Biihlmann
(1970), Klugman, et al. (1988), pp. 245 y Denuit (1997), pp. 240). Estos datos
aparecen de nuevo en la Tabla 4.6 (primera y segunda columnas). Como puede
observarse, estos datos son fuertemente sesgados a la derecha y sobredispersos
puesto que, como ya se sefiald anteriormente, la media y la varianza del ndmero de
reclamaciones son 0,155 y 0,179, respectivamente. Por lo tanto, parece razonable
que estos datos deban ajustarse por medio de una distribucién sobredispersa. Por
esta razon, creemos que la distribucién BNZG es adecuada para el ajuste.
Utilizando las ecuaciones apropiadas presentadas en la seccidn de estimacién
del capitulo anterior se han estimado los pardmetros del modelo por el método de
la proporcién de ceros, el de los momentos y el de méxima verosimilitud. Puede
observarse que la estimacién por el método de los momentos (MM), el método
de la proporcion de ceros (PM) y el método de méxima verosimilitud (MLE) nos
proporcionan un ajuste casi perfecto. El método de los momentos proporciona dos
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4.3. Aplicaciones de la distribucién BN'IG 71

Tabla 4.6: Siniestros observados y ajustados

N? Siniestros  Obs. % Ajust. (1) Ajust. (2) Ajust. (3} Ajust. (4)
0 103704 86.52 103711 103708 103704 103704
1 14075  11.74  14051.1 14060.9 14071.5 14074.7
2 1766 147  1789.67  1779.95 1773.31 1770.8
3 255 0 251.32 254.2 253.26 251.95
4 45 0 40.17 41.08 41.45 41.76
5 6 0 7.31 7.32 7.61 7.98
6 2 0 1.50 1.40 1.53 1.72
>6 0 0 0 0 0 0
Total 119853 100 119853 119853 119853 119853
x° 0.5516 0.1655 0.0877 0.0825
gl 2 2 2 2
p — valor 0.7604 0.9210 0.9573 0.9598
Estimadores MM (1) MM (2) PM MLE
7 2.085 98.12 12.5 3.7381
b 0.2253 0.0059 0.0122 0.075
Ji} 0.0709 0.0054 0.0148 0.04022
Tt -546090.8

soluciones, y ambas producen un ajuste similar. Obviamente, el método de médxima
verosimilitud produce el mejor ajuste.

Comparando estos resultados con los ajustes producidos por otros modelos,
y que pueden verse en Klugman et al. (1988) y Denuit (1997), puede afirmarse
que la distribucién BAN'ZG nos da un mejor ajuste para estos datos si tomamos el
test~x? como criterio de comparacién, En este caso, y como es habitual cuando
se utiliza este test, se han agrupado en una sola clase las clases para x > 4. Esta
eleccién también se confirma por sus respectivos p-valores. Finalmente, el méximo
del logaritmo de la funcién de verosimilitud es mayor en la distribucién binomial
negativa-inversa gaussiana que en las distribuciones Poisson y binomial negativa e
igual a la distribucién Poisson-inversa gaussiana (ver Klugman, et al. (1988), pp.
245).

La Tabla 4.7 muestra datos similares del niimero de siniestros en una cartera
de seguros de automdviles (Klugman et al. (1988), pp. 244; Simon (1961)).

Las observaciones se muestran en la primera y segunda columna. Estos datos
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-3
o

sun también sobredispersos y sesgados a la derecha, con una cola més gruesa que
la del ejemplo anterior.

La cuarta y quinta columnas muestran los valores ajustados por el método de
los momentos (MM) y el de mdxima verosimilitud (MLE), respectivamente. Como
puede observarse, ambos métodos de estimacién producen un ajuste casi idéntico
a los datos. Los valores estimados de los pardmetros 7, ¥ y [ se muestran en
las tres tltimas filas. Debemos advertir que el método de la proporcién de ceros
no puede usarse en este caso puesto que la proporcion de ceros en la muestra
no es alta (33.22 % del total de observaciones). Comparando estos resultados con
los valores de los ajustes en Klugman et al. (1988), pp. 244, observamos que el
ajuste por medio de la distribucién BNZG produce una significativa mejora que
la gue se produce al ajustar los datos a través de la distribuciones Poisson y
binomial negativa teniendo en cuenta el bajo valor del estadistico x2. Sin embargo,
la distribucién Polya-Aeppli produce un mejor ajuste para estos datos que los que
se consiguieron para la distribucién BAZG si se toma el test de la y? como criterio
de comparacién.

Tabla 4.7: Siniestros observados y ajustados

N” Siniestros  Observados % Ajustados (1)  Ajustados (2)
0 99 33.22 95.31 95.34
1 65 21.81 76.08 76.40
2 57 19.12 50.62 50.78
3 35 11.74 31.44 31.44
4 20 6.71 18.83 18.75
b 10 3.35 11.03 10.93
6 4 1.34 6.36 6.27
7 0 0.00 3.36 3.55
8 3 1.00 2.05 2.00
9 4 1.34 1.15 1.11
10 0 0.00 0.64 0.62
11 1 0.00 0.36 0.34
12 0 0.00 0.20 0.19
T()gal 298 100 2908 208 |
X 4.0085 3.99546
gl 4 4
p — valor 0.4143 0.4160
Estimadores MM MLE
T 1.5 1.51787
1:/.v 2224.82 3059.91
Lp. 0.760099 0.75091
max
—528,786 |

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.3. Aplicaciones de la distribucién BNIG 73

4.3.2. Ajuste para el caso bivariado

Para mostrar céma se comporta la distribucién BA/ZG en el caso bivariado, hemos
analizado datos referentes a absentismo laboral que aparecen en Arbous y Sichel
(1954) y Stein et al. (1987). Estos datos se refieren al nimero de ausencias al
trabajo (absentismo) de 248 trabajadores correspondientes a los afios 1947 y 1948
en una empresa norteamericana. Los datos de la muestra se adaptan a las hipdte-
sis de regresién lineal de la distribucién BAN'ZG puesto que presentan correlacién
positiva, como se puede comprobar. Hemos estimado los cuatro pardmetros de la
distribucién usando el método de los momentos (MM) y de méxima verosimilitud
(MLE). Por razones computacionales, hemos agrupado los datos originales en la
forma que se muestra en la Tabla 4.8 y en la Tabla 4.9. El método de los mo-
mentos nos proporciona un buen ajuste, como puede observarse en la Tabla 4.9,
Esta Tabla compara las frecuencias observadas con las frecuencias esperadas (en
paréntesis) para cada celda de la distribucién muestral. Al usar esta agrupacién
de los datos muestrales hemos obtenido un estadistico de bondad de ajuste de x?
con 21 grados de libertad de 18.86, con un p-valor de 0.5994.

Obviamente, se consigue un mejor ajuste de los datos usando el método de
médxima verosimilitud (MLE), como puede observarse en la Tabla 4.9. Nuevamente,
las frecuencias esperadas muestran que el ajuste es muy bueno. Podemos observar
que el ajuste de las distribucién BANZG por el método de méxima verosimilitud
(MLE) nos da una significativa mejora sobre el método de los momentos (MM) al
juzgar por su bajo valor del estadfstico x?, con un p-valor de 0.7781. Como puede
observarse, hemos obtenido un valor del estadistico ¥2 de 15,64 y el maximo de el
logaritmo de la funcién de verosimilitud es Lmax = —1181,42.

Finalmente, merece destacarse que este modelo ha mejorado apreciablemente
los resultados obtenidos por la extensién multivariada de la distribucién de Sichel
en Stein et al. (1987): Lmax = —1194,349 y x? = 16,9, respectivamente. Por lo
tanto, creemos que la distribucién bivariada BNZG puede ser una buena alternati-
va, o por lo menos un modelo competitivo, para modelar datos de esta naturaleza,
segun nuestro criterio.

Todos los célculos han sido realizados usando el programa MATHEMATICA.
En el caso univariado se ha usado el método Newton—Raphson para estimar los
parametros de la distribucién por el método de méxima verosimilitud, tomando
sus estimadores por el método de los momentos como valores inciales. En el caso
bivariante, los estimadores méximo verosimilitud se calcularon usando el método
scoring (Klugman et al. (1988), pp. 58~59 and pp. 217) con los estimadores hallados
por el método de los momentos como valores iniciales. Este método presenta la
ventaja de no precisarse de la segunda derivada para aproximar la solucién, aunque
la convergencia al valor éptimo es muy lenta.
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Tulla -8 Frecuencias observadas y esperadas de los datos de absentismo (Método

de los momentos)

1948
1947 ] 1 2 3 4-5 6-8 9-13 14-27
1 7 T 10 —
(5.33) (6.08) (16.31)
1 g 6 8 11 —
(6.39) (7.65) (6.57) (16.9)
2 9 9 6 5 7 —
(543) (6.82) (6.11) (4.83) (12.89)
3 — 10 — 11 11 —
(9.33) ( 9.05) (12.14)
4-5 — 11 6 6 10 13 —
(11.57) (6.61) (5.68) (8.17) (11.48)
G-3 —27 7 -—
(28.71) (5.82)
4-13 — 26 3

(19.01) (1.84)
14-27 13—
(8.78)
v- o= 18,86, gl =19; p— valor = 0,5994
Estimadores 7 = 2,85167 75 = 2,71239 1 = 5,68473 [ = 0,809465

4.3.3. Regresion

La eenacion (3.22), asf como los estimadores de maxima verosimilitud se utilizaron
ahora para predecir el ntimero medio esperado de absentismo laboral en 1948 dado
el mimera de absentismo observado en 1947. Arbous y Sichel (1954) (véase también
Johnson, Kotz y Balakrishnan (1997)) introducen una distribucién bivariante con
funcion de probabilidad dada por

PriXy=o. Xo=19) = ¢ 8 (0 =14+ + Tg)! ¢ e
' | 0 +2¢ (60— Dlzilzg!  \8+2¢ '

Ty,22=0,1,...

La ecuacion de regresion de X, dado X3 €8s,

E(XalX, = 2y) = g—j}g(e ), (4.6)
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4.3.  Aplicaciones de la distribucion BNIG 75

Tabla 4.9: Frecuencias observadas y esperadas de los datos de absentismo (Método
de méxima verosimilitud)

1948
1947 0 1 2 3 4-5 6-8 9-13 14-27
0 7 7 10 —
(7.86) (7.55)  (6.44)
1 9 6 8 11 —
(9.38) (10.07) (7.36) (11.71)
2 9 9 6 5 7 —
(741) (8.83) (7.11} (4.93) (8.87)
3 « 10 9 2 11 —
(11.56) (5.76) (4.32) (9.26)
4-5 — 11 6 6 10 13 —
(12.63) (7.36) (6.09) (8.04) (8.62)
6-8 — 27 7 —
(22.61) (5.02)
9-13 20—
(22.37)
14.27 13 —
(11.12)

x2 =15,64; gl.=20; p—valor=0,7781 Lmax = —1181,42
Estimadores 7 = 5,500 75 = 4,420 = 1,527 [ =0,573

que resulta lineal en z;. Los valores obtenidos utilizando (3.22) (y denotados co-
mo Esperados (1)) se han comparado con los valores obtenidos bajo la linea de
regresién (4.6) y que son denotados ahora como Eperados (2). El absentismo pre-
dicho en 1948 bajo amhos modelos aparece en la Figura 4.2. La diferencia entre los
valores predichos y los verdaderos valores se muestran a la derecha. Como conclu-
sién puede destacarse que ambos modelos predicen en términos generales valores
similares.

Luego, el modelo de regresién derivado del modelo BNTG parece tener también
un buen comportamiento.

4.3.4. Calculo de PBM bajo el modelo BNZG

A continuacién desarrollaremos un ejemplo para el cdlculo de las primas bonus
malus para el modelo BNIG bajo el principio de prima neta y de varianza. Aunque
la distribucién a priori ZG no es conjugada con la verosimilitud BN, la distribucién
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Figura 4.2: Absentismo predicho en 1948 y diferencias entre nuestro modelo y el
de Arbous y Sichel (1954)

a posteriori puede obternerse fdcilmente a partir del Teorema 3.5.

Tsando los datos de la Tabla 4.6 hemos calculado las PBM bajo el principio
de prima neta y de varianza para el modelo BNZG, que se muestran en la Tabla
4,10,

Una cuestién interesante que merece ser estudiada en detalle llegado a este
punto es ¢l problema de las sobrecargas, mencionado anteriormente. Para ello
vamos a calcular las primas bonus-malus de los modelos PG y Poisson-inversa
gaussiana (PZG) bajo los principios de varianza y prima neta respectivamente.
Este dltimo modelo es utilizado habitualmente en el escenario de los SBM (Gdmez
v Vizquez, 2003; Tremblay, 1992; entre otros).

Las PBM para el modelo PG para los principios de prima neta y varianza se
muestan en la Tabla 4.11. Se ha tomado como estimadores de los pardmetros los
obtenidos por el método de maxima verosimilitud que aparencen en Klugman et
al. (1998). Las estimaciones de los pardmetros son & = 0,766 y b = 3,405,

Las PBM para el modelo PZG para los principios de prima neta y varianza se
muestan en la Tabla 4.12. En este caso hemos usado la estimacién de los pardmetros
por mdxima verosimilitud que aparece en Tremblay (1992), que son i = 0,155 v
¥ = 0,155.

Puesto que no es objeto de esta Memoria el modelo PZG, se ha prescindido de
los detalles del mismo, aunque apuntamos que consiste en la mezcla de la distri-
bucién de Poisson con la inversa gaussiana. El cdlculo de primas bajo este modelo
resulta atractivo en cuanto la distribucién a posteriori, considerando como verosi-
militud la Poisson y distribucidn a priori la inversa gaussiana, es la generalizada
inversa gaussiana. Luego el modelo es conjugado.

Como ya se coment6 antes, en Lemaire (1979) se enfatiza en el problema de las
sobrecargas que aparecen en los SBM. Este problema consiste en estudiar cémo
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4.3.  Aplicaciones de la distribucién BNIG 77

Tabla 4.10: PBM bajo los principios de prima neta (en negrita) y de varianza bajo
el modelo BNZIG

t\ x 0 1 2 3 ]
1 0.92 1.38 1.99 2.71 3.50
0.94 0.99 1.03 1.08 1.14
2 0.86 1.26 1.79 2,42 3.10
0.98 1.02 1.06 1.11 1.17
3 0.81 1.17 1.63 2.18 2.79
0.98 1.01 1.05 1.09 1.14

Tabla 4.11: PBM bajo los principios de prima neta (en negrita) y de varianza bajo
el modelo PG

t\ x 0 1 2 3 4
1 0.77 1.78 2.78 3.79 4.80
0.94 1.14 1.34 1.53 1.72
2 0.63 1.45 2.27 3.09 3.91
0.91 1.07 1.23 1.38 1.53
3 0.53 1.22 1.91 2.61 3.30
0.88 1.02 1.15 1.28 1.41

varia la prima cuando los asegurados cambian de clase, especialmente de la clase
x = 0 a x = 1. Como puede observarse a partir de la Tabla 4.13, bajo el princi-
pio de prima neta y el principio de varianza, el modelo BANZG produce menores
sobrecargas para asegurados en la clase x = 0, siendo éstas menores para el prin-
cipio de varianza. El problema de las sobrecargas, como ya se sefiald, surge porque
los asegurados de la clase bonus x = 0 prefieren pagar una prima ligeramente
mayor como contrapartida a no sufrir una penalizacién muy elevada en caso de
experimentar reclamacién. Por tanto, el modelo BNIG es mds competitivo en este
terreno que los tradicionales PG y PZG puesto que presenta menores sobrecargas.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



78 Capftulo 4. Ilustraciones numéricas

Tabla 4.12: PBM bajo los principios de prima neta (en negrita) y de varianza bajo
el modelo PIG

T\ x 0 1 2 3 4
1 0.87 1.63 2.75 4.09 5.52
0.97 1.09 1.26 1.46 1.66
2 0.78 1.40 2.29 3.35 4.50
0.96 1.05 1.18 1.34 1.50
3 0.71 1.23 1.97 2.85 3.80
0.95 1.02 113 1.26 1.40

Tabla 4.13: Porcentaje de incremento de la prima cuando el asegurado pasa de
x =0 ax =1 bajo el principio de prima neta (en negrita) y el de varianza

t PG PIG BNIG
0 78.13 63.64 38.56
14.61 9.61 3.13
1 87.82 60.51 37.07
13.64 8.05 2.79
9 94.49 14.61 57.50
12.42 6.89 2.51
3 99.32 54.79 34.46
11.28 6.02 2.29

4.3.5. Analisis de robustez

Se ha procedido a caleular finalmente las normas de las PBM bajo el modelo BNZG
obteniéndose los datos que aparecen en las Tablas 4.14 y 4.15. Comparando con
la Tabla 4.4 que nos daba las normas de las PBM hajo el tradicional modelo PG
se deduce que el nuevo modelo es mucho més robusto que el tradicional PG.
4.4. Conclusiones

Resulta interesante destacar como conclusiones finales de este capftulo que:

» Aunque las conclusiones, en cuanto a robustez local se refiere, no difieren

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.4. Conclusiones

79

Tabla 4.14: Normas de la PBM bajo principio de prima neta del modelo BNZG

F\ x 0 1 2 3 )

. 0.069 0.534 1.983 4.662 8.808
0.080 0.923 5.77 23.430 75.838
0.238 11.740 270.685 3515.43 32440

) 0.117 0.340 1.430 3.441 6.560
0.128 0.510 3.305 12.684 38.568
0.227 2.442 40.977 377.686 2578.18

; 0.151 0.204 1.048 2.605 5.024
0.159 0.277 2.204 7.658 92.297
0.230 0.841 13.263 100,645 569.86

Tabla 4.15: Normas de la PBM bajo principio de varianza del modelo BANZG

t\ x 0 1 2 3 )

. 0.007 0.041 0.129 0.272 0.492
0.008 0.053 0.279 1.096 3.683
0.009 0.563 17.287 291.005 3400.36

. 0.013 0.027 0.096 0.205 0.368
0.014 0.031 0.168 0.601 1.826
0.015 0.092 1.688 17.868 141.93

] 0.017 0.016 0.073 0.159 0.285
0.018 0.018 0.110 0.373 1.056
0.036 0.036 0.520 4.175 25.889

de las realizadas anteriorente bajo el andlisis de robustez global, el andlisis
local resulta muchfsimo més flexible, permitiendo el estudio sin la necesidad
de introducir clases refinadas de distribuciones a priori. Esto es, el anélisis
local se adapta mejor a estimadores Bayesianos que tengan una formulacién
relativamente complicada, como asi ocurre con ¢l cociente de magnitudes a

posteriori o con los estimadores bonus-malus.

» La distribucién BANIG produce estimadores por momentos —mds sencillos de
obtener que los de mdxima verosimilitud— que generan buenos ajustes para
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80 Capitulo 4. Ilustraciones numéricas

las distribuciones empiricas de frecuencias que se han analizado.

El estudio de regresién es coherente con modelos alternativos, las PBM ge-
neran menores sobrecargas que con los tradicionales modelos PG y P1G, y
ademds son muchisimo mds robustas.
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Capitulo 5

Conclusiones y lineas
abiertas

Exponemos finalmente en este capitulo las conclusiones fundamentales de esta
Memoria, as{ como algunas lineas de investigacién abiertas y que bajo nuestro
punto de vista merecerfan ser estudiadas.

5.1. Conclusiones

En la presente Memoria se ha pretendido abordar desde una nueva perspectiva el
problema de la robustez para primas de seguros basada en la sensihilidad o robustez
local. La buisqueda de nuevos modelos de los cuales puedan derivarse primas que
sean robustas, nos ha conducido a nuevas distribuciones de probabilidad discretas
con las que se obtienen buenos ajustes de distribuciones empiricas de frecuencias,
relacionadas éstas con el ntiimero de siniestros en que incurre un asegurado.

El cdlculo de la prima colectiva y de la prima individual de un asegurado
basada en su propia experiencia de siniestralidad (prima Bayes) requiere de una
distribucién estructura o distribucién a priori. Es sabido que en muchas ocasiones
el actuario tiene dificultad para especificar una tnica distribucién a priori, bien
porque no estd seguro sobre la misma, porque no la conoce perfectamente o porque
la decisién sobre la misma deba ser tomada por mds de un decisor que no tienen
porqué coincidir en su decisién final. Por este motivo se introduce el andlisis de
sensibilidad o de robustez bayesiano.

Este andlisis tiene por objetivo medir la variacién que con respecto a la dis-
tribucién a priori se produce cuando el investigador manifiesta imprecisién en la

8l

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



Capitulo 5. Conclusiones y lineas abiertas

[r
[3%]

especificacién de una nica distribucién a priori.

Desde el punto de vista bayesiano el andlisis de sensibilidad puede realizarse
desde dos puntos de vista, global y local. En el primer caso el estudio comnsis-
te on estudiar la variacién de la magnitud a posteriori de interés (la prima, en
nuestro caso) utilizando clases de distribuciones de probabilidad, y en el segunda
perturbando infinitesimalmente la distribucién a priori.

En esta Memoria nos hemos decantado por el estudio de sensibilidad local de
la magnitud a posteriori. Creemos que esta técnica presenta la ventaja de permitir
¢l andlisis de robustez cuando las caracteristicas del problema hacen poco tratable
el estudio de sensibilidad global.

Por otra parte, la modelizacién inicial que se asuma para el problema debe
ser coherente con los datos que se dispone. En este sentido, es muy [recuente
trabajar en Estadistica Actuarial con modelos que sean sobredispersos, esto es
Var (X) > E(X). Por esta razdén se ha dedicado también parte de esta Memoria
a buscar nuevos modelos que sean sobredispersos, obteniéndose las distribuciones
binomial negativa~inversa gaussiana y binomial-inversa gaussiana, en sus versiones
univariadas y multivariadas.

Los siguientes comentarios recogen las conclusiones més importantes que pue-
den extraerse cuando analizamos la sensibilidad local de los funcionales (1.12) y
(1.16) al perturbar infinitesimal y linealmente la distribucion a priori mediante
una medida signada. As{, merece ser destacado que las expresiones (1.12) y (1.16)
se pueden contemplar como funcionales dependientes de la distribucién a priori
inicial. El andlisis de sensibilidad local consiste bdsicamente, en calcular la deri-
vada del funcional con respecto a una medida signada, cuantificando la magnitud
de la perturbacién por medio de la norma de la derivada. La derivada funcional
utilizada es la de Fréchet. Para medir la norma de la derivada nos hemos decan-
tado en esta Memoria por usar los espacios L, con norma asociada la definida en
el capitulo 1.

Algunas de las conclusiones obtenidas en el anglisis de robustez local son:

« Si en la expresion (1.12) tanto gf como hf son integrables entonces existe
la derivada en 0 del funcional, pudiéndose expresar ésta en términos de una
funcién de influencia.

« La medida de robustez del funcional (1.12) viene dada por el méximo de la
norma asociada a los espacios Ly de la funcién de influencia. Dependiendo

de los valores de p y g obtenemos cantidades diferentes para el valor de la
norma.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



5.1. Conclusiones 83

» Puede reducirse la clase de distribuciones utilizada incorporando la propie-
dad de unimodalidad, reduciéndose con ello los valores de las normas.

= Si en la expresion (1.16) tanto ¢gf como hf son integrables entonces existe la
derivada en 0 del funcional, pudiéndose expresar ésta también en términos
de una funcién de influencia.

» La medida de robustez del funcional (1.16) viene dada por el mdximo de la
norma asociada a los espacios L, de la funcién de influencia. Dependiendo
de los valores de p y g obtenemos también diferentes medidas de robustez.

= Existen tres valores de p que tienen una especial relevancia. El caso p = 1
es el caso de mayor norma. El caso p = 2 situa el problema de la medida
de robustez en un espacio de Hilbert. Un significado especial tiene el caso
p = oo, correspondiente a la norma del supremo esencial, y que generard la
menor norma.

« Cuando la funcién de influencia es siempre positiva o siempre negativa, la
norma del funcional (1.16) para. el caso del supremo esencial puede obtenerse
de una manera sencilla para el principio de prima neta, independientemente
del modelo asumido.

En el capitulo 3 de esta Memoria estudiamos un problema de inferencia. Los
resultados mas importantes obtenidos fueron:

= Se obtuvo un nuevo modelo que consiste bisicamente en la mezcla o com-
posicién de las distribuciones binomial negativa con pardmetros r» > 0y
p=¢e"? 8>0, einversa gausiana. Esta nueva distribucién depende de tres
parametros en el caso univariado.

« La nueva distribucidn obtenida es sobredispersa y sus pardmetros pueden es-
timarse de una manera relativamente sencilla por el método de los momentos
y el de maxima verosimilitud.

« Para esta distribucién se obtuvo una férmula recursiva para el cdlculo de
la funcién de probabilidad que nos permite expresar la distribucién de la
cantidad total reclamada en términos de una ecuacién integro diferencial, en
la misma linea que el trabajo de Panjer (1981).

» Esta distribucién admite una extension multivariada para la que tampoco
resulta dificil estimar los pardmetros del modelo. Ademss la versién multi-
variada de la nueva distribucién presenta correlacién estrictamente positiva,
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84 Capitulo 5. Conclusiones y lineas abiertas

= En este mismo capitulo se ha estudiado asfmismo la extensién multivariada
del modelo resultante de mezclar las distribucionens binomial con pardmetro
nyp=1—e? >0, e inversa gausiana. Esta extensién presenta correla-
cién estrictamente positiva, pero tiene la desventaja de no ser sobredisperso,
ademads de ser menos flexible que el modelo multivariado binomial negativa—
inversa gausiana ya que su funcién de probabilidad es simétrica. Asi, en el
caso bivariado se tiene que f(z,y) = f(y, %), lo que no resulta adecuado para
modelar datos que no satisfagan esta relacidn.

A continuacidn se exponen una serie de puntos que creemos pueden ser objeto
de futuros trabajos de investigacién.

5.2. Sobre la distribucién perturbadora
En esta Memoria hemos escogido como clase de perturbacién
L={r:7=m+ 0},

es decir, la clase de las distribuciones que resulta de perturbar la distribucién a
priori inicial linealmente mediante una medida §. Una trabajo que merecerfa ser
objeto de investigacién serfa la incorporaracién de perturbaciones no lineales sobre
la distribucién a priori, siguiendo la linea desarrollada por Gustafson (1996a). Es
decir, considerar

P={r:7=kn§s'"%, e€[0,1]},

siendo k£ una constante de normalizacién.

Este tipo de perturbacién no ha sido contemplado nunca bajo la éptica del
analisis bayesiano robusto global, y desde un punto de vista local sélo para el
estudio de variacién de la media a posteriori (Gustafson (1996a)).

5.3. Sobre el comportamiento asintético de las
normas

Un estudio que merece ser estudiado es el comportamiento asintético de las normas
de las derivadas de (1.12) y de (1.16). En este sentido serfa conveniente partir del
trabajo de Gustafson y Wasserman (1995) en el que se estudia el comportamiento
asintdtico de las normas de la derivada del estimador media a posteriori. Se muestra
en él que cuando el tamaio muestral aumenta, la medida de sensibilidad tiende a
infinito. La importancia de este estudio radica en que el comportamiento asintético
de las PBM es un aspecto de suma importancia en la teorfa de los SBM.
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5.4. Sobre los principios de cdlculo de primas

Los principios de cdlculo de primas que se han utilizado en esta Memoria no
son los Unicos existentes aunque si los més utilizados en la literatura actuarial.
Otros principios que merecen destacarse son el de desviacién tipica, el de pérdida
méximal, el de valor esperado, etc. (ver Gerber (1979) y Sarabia et al. (2006)).

Un estudio similar al desarrollado en esta Memoria en el Capitulo 2, puede
llevarse a cabo de una manera similar para los principios de cdlculo de prima ex-
ponencial y Esscher. La importancia de ambos principios estriba en el hecho de que
para el célculo de la prima se requiere, en ambos casos, de la especificacién de la
constante de aversién al riesgo, Hamada también medida de Arrow-Pratt. Es indu-
dable que la utilizacién de diferentes valores para este pardmetro alterars también
el valor de las normas.

5.5. Sobre la incorporacion de condiciones de mo-
mentos

En estadistica actuarial la media es un concepto fundamental. Hemos visto como
la PBM se obtiene a partir de momentos de determinadas funciones. Es seguro
que un investigador con una buena formacién estadistica no debe tener dificultad
en especificar, por ejemplo la media de la distribucién a priori, utilizando para ello
su experiencia profesional. Un estudio importante, aunque también dificil, en este
contexto serfa el considerar clases con condiciones sobre momentos para llevar a
cabo posteriormente el anAlisis de robustez local, con el simple objetivo de reducir
el valor de las normas. En el andlisis global los estudios de esta naturaleza son
escasos, destacando Betrd et al. (1995), Gémez y Vdzquez (2005a), Gémez et al.
(2002), Goutis (1994) y Moreno et al. (2003).

Un investigador con una buena formacién en estadistica no tendria ninguna
dificultad en especificar el valor de la media del pardmetro de riesgo y sus valores
numéricos de acuerdo a su experiencia previa. También se podria especificar con-
diciones sobre los momentos usando la metodologia que aparece en Betrd et al.
(1996) y Moreno et al. (2003).

5.6. Realizar mezclas con diferentes distribucio-
nes

El trabajo realizado en el capitulo 3 de esta Memoria puede extenderse al estudio
de merzclas de diferentes distribuciones de probabilidad. En este sentido, podria
mezclarse la distribucién binomial negativa con la gamma, aunque en este caso
los métodos de estimacién no resultan faciles de aplicar. Alanko y Duffi (1996)
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86 Capitulo 5. Conclusiones y lineas abiertas

realizaron un estudio similar mezclando las distribuciones binomial y gamma. El
estudio multidimensional del modelo binomial-gamma serfa conveniente de anali-
zarse puesto que el problema de la estimacion de los pardmetros no presenta serios
problemas.

Finalmente, es bien sabido (Balakrishnan y Nevzorov, 2003) que dos casos par-
ticulares de la distribucién inversa Gaussiana, ZG(u, 1) se obtiene de: (1) Hacer
it — ooy (2) Hacer pu? = 1. Luego del modelo BNIG expuesto en esta Memo-
ria pueden derivarse modelos més sencillos mediante estas simples relaciones que
proporcionarfan un modelo con un pardmetro menos a estimar.
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Apéndice: Método Scoring

Cuando los datos estdn agrupados en clases, existe un método efectivo para maxi-
mizar la funcién de verosimilitud. Este método es similar al de Newton—-Raphson
y se le conoce en la literatura estadistica como método scoring. A continuacién,
y siguiendo la linea argumental de Klugman et al. (1998) exponemos de forma
resumida dicho método al caso univariado en primer lugar, y la extensidén natural
al caso multivariado a continuacién.

Caso univariado

Presentamos aqui, un método efectivo, aunque a veces lento, de obtencién de esti-
madores por el método de méxima verosimilitud, similar al de Newton—Raphson.

Supongamos, de entrada, que el pardmetro a estimar es unico, esto es, un
escalar, La funcién de verosimilitud viene dada por:

k
B) = n;log [P()],

j=1
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entonces, el estimador de mdxima verosimilitud satisface
k
difdd =1'(0) = n;Pj/P;(6) =
=1
La iteracién por el método de Newton~Raphson queda
t=0-0(0)/1"(8),

con P"(@) P/(g)z

k
l" — Z 0)2 J ,

donde 8* es el nuevo valor del parametro.
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El principal problema con esta aproximacién es que Ia segunda derivada gene-
ralmente es dificil de obtener. La modificacién propuesta por el método de scoring
es tratar a n; como una variable aleatoria y reemplazarla por su esperanza en la
expresion para la segunda derivada. Se supone que tiene una distribucién binomial
negativa con esperanza nFj(f). Ahora tenemos,

8 _ ’{ 2 k k ! (9 2
EQ"O)] = n), 10 L =1 ) _"Zgj((%
i=1 Jj=1

7=1 P‘]
e & L py(o)?
7 2. 5 “"Z P;(6)
J=1 J=1
k
Pi(6)?
— J
) ”J; 20)

Llevando esto a
*=6-1(9)/1"(6),

se obtiene la formula de iteracién por el método scoring que resulta

k Pi(8)
2 j=1" P @)

0" =6+ .
ko Pi(8)?
Zj:l Pj(())

Caso multivariado

El método se extiende ficilmente al caso multivariado, y las férmulas que resultan
son:

6* = 0+(1(0)]" S(8),
k. ap;(0)/06,
5(6)1" = j_"i’*—7»
;n 7;(0)

k
I(e)rs = n Z [8]31(6)/8?3]([98)]3](0)/603] ,

Jj=1

donde S(6), indica el r—ésimo elemento del vector 5(0) e I(8), indica el
(r, 8)-ésimo elemento de la matriz I (9).
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