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PROLOGO.

El andlisis espectral es una metodologia ampliamente desarrollada debido
fundamentalmente a sus aplicaciones en el campo de la fisica y particularmente en
el estudio de la sefial. Después de la invencién de la radio, a comienzos del siglo
XX, los ingenieros electrénicos reconocieron el notable interés de modelizar la
sefial a través de procesos estocdsticos estacionarios. Wiener (1948) formulé la
teoria de las sefiales aleatorias y la aplicé a la resolucién de problemas de filtrajes.
Shannon (1948) utilizé los modelos de procesos aleatorios para formular una
teorfa que ha sido la base de la comunicacién digital. La invencién del radar
durante la segunda guerra mundial condujo al desarrollo de nuevos algoritmos
para la deteccién de sefiales débiles. El algoritmo mis significativo para la
localizacién de una posiciéon fue desarrollado por Kalman en 1960. Dicho
algoritmo se utiliza en sistemas de navegacién para la exploracién del espacio

profundo.

El problema inferencial de estimacién de una sefial modelizada mediante
un proceso estocdstico se basa generalmente en la observacién de una dnica
trayectoria del proceso. Sus propiedades ergddicas permiten estimar caracteristicas
tales como su media o funcién de autocovarianza, en base a la dnica trayectoria
observada. La excelente monografia de Priestley (1981) recoge los resultados mds
importantes acerca de la estimacién de la funcién de densidad espectral de un
proceso lineal. Dicha estimacién se basa en alisamientos del periodograma
mediante estimadores de nicleo. Beltrao y Bloomfield (1987), estudian de forma
mas precisa el problema de la selecciéon del ancho de banda para los referidos
estimadores. Franke y Hérdle (1992) utilizan el bootstrap para la estimacién de la
densidad espectral y estudian la validez del método de acuerdo con el criterio de

Bickel y Freedman (1981).
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Las aplicaciones del andlisis espectral en el campo de la economia se
realizan también mediante la observacién de una dnica serie temporal. Sin
embargo, el escaso nimero de observaciones de la serie en este campo, hace poco
viable la estimacion de la densidad espectral mediante suavizamientos del

periodograma correspondiente.

En las ciencias biomédicas, sin embargo, la replicacién de experimentos es
més la regla que la excepcién. El registro de un electroencefalograma o la
oscilacién de concentracién de una hormona, pueden también modelizarse a través
de procesos estacionarios. La observacién de diversas trayectorias del proceso
abre nuevas perspectivas en el campo de la estimacién espectral. Diggle y Al-
Wasel (1993) estudiaron la concentracién de hormona LH en una muestra de ocho
sujetos. Supusieron inicialmente que las series de mediciones correspondientes a
cada uno de los sujetos eran trayectorias de un mismo proceso estacionario con
distribucién espectral absolutamente continua. En este contexto, analizaron las
propiedades del periodograma medio como estimador de la funcién de densidad
espectral. Ellos observaron no obstante, que la hipétesis de una misma densidad
espectral para todos los individuos, era inconsistente con los datos. Por este
motivo, propusieron un modelo alternativo, en el cual cada individuo posee una
densidad espectral especifica. Dado que la existencia de densidad espectral supone
que el correspondiente proceso sea lineal, la seleccién de un sujeto es equivalente
a la seleccién de la sucesion de coeficientes del proceso. Por esta razén, podemos
considerar que el modelo de Diggle y Al-Wasel es un proceso estacionario lineal
de coeficientes aleatorios. Por otro lado, la seleccién de un individuo supone
también la seleccion aleatoria de una funcion de densidad espectral. De esta
'forma, dicha densidad espectral puede considerarse a su vez un proceso
estocastico. Diggle y Al-Wasel llaman a la media de este proceso espectro
poblacional y proponen una metodologia de estimacién basada en las series

temporales replicadas.
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A nuestro juicio, esta metodologia se fundamenta en hipétesis poco
verosimiles. El modelo que proponen estid basado en la teoria asintética del
periodograma dada por Hartigan (1980), y tiene la forma I(ay)= f(w)Z(w)Uy;,
donde I(ay) representa el [-ésimo periodograma, Sf(@y) el espectro poblacional,
Z(wj) un proceso tal que f{lw)Z(w;) es la I-ésima funcién de densidad espectral y
Uy son las variables residuales. A este modelo lo denominaron modelo de ruido
blanco, posiblemente por la hip6tesis de que las variables Z(w) son independientes
y con la misma distribucién de probabilidad. Esta hipétesis no es muy plausible,
pues si el espectro poblacional es una funcién suave, no resulta dificil imaginar el
aspecto de cada densidad espectral especifica (fi(w)= A@)Z{w)). Ellos admiten la
poca consistencia de esta suposicion y sugieren formas de distribucién
alternativas para el proceso Z(w). Por otra parte, parametrizan el modelo con el
objetivo de obtener una expresiéon computacionalmente manejable del estimador

de méxima verosimilitud del espectro poblacional. El Unico fundamento de estas

hipétesis es precisamente la simplicidad computacional.

Es bien sabido que el periodograma correspondiente a una serie temporal
es un estimador insatisfactorio de la funcién de densidad espectral, dada su
inconsistencia. Los alisamientos del periodograma que revisamos en el primer
capitulo, y la aproximacién bootstrap de su distribucién en el segundo capitulo,
parecen estimaciones adecuadas de la densidad espectral. Sin embargo, en el
modelo multiplicativo de efectos aleatorios, el periodograma medio resulta ser
consistente. En esta memoria hemos desarrollado una teoria asintdtica para el
periodograma medio, utilizando el modelo multiplicativo de efectos aleatorios,
pero sin suponer que el proceso {Z(@)} sea un ruido blanco, y por supuesto, sin
hacer parametrizaciones injustificadas del mismo. De esta teoria podemos
determinar los correspondientes regiones de confianza para el espectro
poblacional. Para aquellos casos en los que no consideremos utilizar la teoria
asintética, hemos propuesto un algoritmo bootstrap para la obtencién de los

intervalos de confianza. Dicho algoritmo puede considerarse como un analogo del
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utilizado por Freedman (1981) para los modelos de regresién lineal. Un aspecto
importante en el uso del bootstrap, es la validez asint6tica del mismo en el sentido
de Bickel y Freedman (1981). En el capitulo segundo hemos intentado realizar una
revision de este problema. La idea fundamental consiste en considerar una métrica
adecuada entre distribuciones de probabilidad, de tal forma, que la cantidad
pivotal en la que se basa la construccién del intervalo de confianza, esté proxima
en el sentido de la métrica considerada de su aproximacién bootstrap. En el
capitulo tercero, hemos considerado un pivote natural basado en el periodograma
medio para la determinacién de los intervalos de confianza del espectro
poblacional y su aproximacién bootstrap, y hemos probado la validez del método

en el referido sentido de Bickel y Freedman.

Sin duda, el periodograma medio puede ser un adecuado estimador del
espectro poblacional para cada frecuencia fija, pero su aspecto global puede llevar
a valoracionés erroneas acerca de la importancia de determinadas bandas de
frecuencias. Ello se debe a la naturaleza de cada uno de los periodogramas
individuales, pues para cada objeto fijo, el aumento del nimero de observaciones
de la serie supone que las variables residuales Uy tiendan a ser incorreladas.
Priestley utiliza para el periodograma la siguiente expresion: the periodogram has
an erratic and wildly fluctuanting form. El periodograma medio suaviza este
comportamiento, pero para muestras pequefias este suavizamiento es claramente
insuficiente. Esto nos conduce en el cuarto capitulo a la consideracién de
estimadores alternativos del espectro poblacional. Un estimador natural es sin

duda el obtenido mediante suavizamientos del periodograma medio.

Uno de los problemas clave de los alisamientos, tanto en el contexto de la
regresion como en el de la estimacién de la funcién de densidad de probabilidad o
la funcién de densidad espectral, es la eleccién de un adecuado paridmetro de
alisamiento o ancho de banda % (bandwidth). En el contexto de la estimacién de la
funcién de densidad espectral en base a la observacién de una iinica serie temporal

del proceso correspondiente, utilizando suavizamientos del periodograma, la
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magnitud del pardmetro de alisamiento % debe depender del ndimero N de

observaciones de la serie temporal. Franke y Hirdle (1992) obtienen las
propiedades asintéticas del estimador para el caso en el que £ — 0 y Nh% — co.

En realidad, el orden del 7 que minimiza el error cuadritico medio es N™Y°. La
replicacion de series introduce obviamente el pardmetro r (nimero de objetos).
Ello plantea un nuevo problema; a saber; ;cual debe ser en este caso el orden del
parametro de alisamiento?; o més precisamente: ;c6mo debe influir r en el ancho
de banda?. Téngase en cuenta que el modelo que hemos considerado no es un
proceso lineal (con densidad espectral) del que se observan r series. Es un proceso
lineal de coeficientes aleatorios, de tal forma que la seleccién de cada objeto
supone la seleccién de la sucesion de coeficientes, lo cual supone una nueva

fuente de variabilidad.

Hemos obtenido propiedades asintdticas para el estimador del espectro
poblacional definido mediante alisamientos del periodograma medio y bajo
determinadas condiciones de 1(4‘)sv pardmetros A, N y r. Destacamos la
descomposicién de la varianza en una componente intraindividual y otra
componente ‘corresponde a los efectos aleatorios del modelo. De este resultado
obtenemos, bajo condiciones precisas, que el orden del pardmetro de alisamiento

6ptimo es (Nr)™/3.

Hemos introducido también el bootstrap para aproximar la distribucién del
estimador definido mediante suavizamientos del periodograma medio, y hemos
comparado las correspondientes bandas de confianza con las obtenidas a través de

los resultados asintéticos.
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Capitulo 1. Andlisis Espectral. 1

CAPITULO I. ANALISIS ESPECTRAL.

1.1 Introduccion.

El andlisis espectral es una metodologia desarrollada originalmente en el
campo de la fisica y particularmente del andlisis de la sefial. Su objetivo esencial
es el estudio del espectro de un proceso estacionario, es decir, de un proceso que
tiene determinadas propiedades constantes a lo largo del tiempo. Uno de los
resultados esenciales de los procesos estocasticos estacionarios es el llamado
teorema de la representacién espectral. Este resultado afirma que bajo
determinadas condiciones, un proceso estacionario puede expresarse como una
cierta superposicion de movimientos arménicos de diferentes frecuencias. Cada
uno de los armdnicos aporta una determinada contribucién a la varianza del
proceso. Esta varianza en problemas fisicos puede identificarse con conceptos de
energia. De forma imprecisa, e] espectro es la distribucién que a las bandas de

frecuencias le asigna su contribucidn a la varianza total del proceso.

El presente capitulo se inicia con los conceptos de proceso estocastico y
proceso estocdstico estacionario, y a continuacién se hace una aproximacién
heuristica al concepto de funcién de densidad espectral. Esta es insuficiente para
determinar, en un sentido amplio, el espectro de un proceso, pues, al igual que una
distribucién de probabilidad, un proceso estacionario no tiene necesariamente
densidad espectral. Este concepto de distribucién espectral sélo puede darse de
forma general a partir del teorema de representacion espectral. Un resultado
fundamental para los objetivos de esta memoria, consiste en dar una condicién
necesaria y suficiente para que un proceso estacionario, tanto discreto como
continuo, tenga funcién de densidad espectral. Tal condicién consiste en que el
proceso estacionario sea un proceso lineal, cuyos coeficientes decrezcan a cero de

una forma determinada.
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 2

Abordamos también el | problema de la estimacién de la funcién de
densidad espectral sobre la base de la observacién de una tinica trayectoria del
proceso o serie temporal. El periodograma es la herramienta natural para la
estimacion de la densidad espectral. Sin embargo, como sefiala Priestley (1981), el
periodograma es un estimador pobre de la densidad especiral, pues aunque es
asintoticamente insesgado, es inconsistente. Las técnicas de alisamiento del
periodograma introducidas por Grenander y Rosenblatt (1953), conducen a los
llamados estimadores de nicleo. Estos dan soluciones satisfactorias, pues aunque
tienen un sesgo mayor que el periodograma, bajo determinadas condiciones son
consistentes. Revisamos el problema de la eleccién del ancho de banda éptimo.
Desde nuestro punto de vista, Priestley, no aborda de forma muy precisa este
problema. Beltrao y Bloomfield (1987) aportan métodos mds precisos para la
seleccion del pardmetro de alisamiento 6ptimo. Finalmente se dan las propiedades
asintéticas del estimador de niicleo de la densidad espectral, en funcién del

niimero de observaciones de la serie temporal y del ancho de banda considerado.

1.2 Procesos estocasticos estacionarios.

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias {X (0},

definidas sobre un mismo espacio de probabilidades (€.4,P). El conjunto T,

llamado espacio de pardmetros, generalmente representa el tiempo y por tanto

seria un subconjunto de R, pero puede representar otros espacios, tal como ocurre
con los procesos espaciales. Por su parte, el espacio probabilistico (2,d,P)

representa normalmente un cierto fenémeno aleatorio que evoluciona con el

tiempo y, por tanto, X(f) mide alguna caracteristica del fenémeno en el instante z.

De acuerdo con esta definicién, a cada @ € Q fijo, el proceso le asocia una

funcién real definida sobre 7, denominada trayectoria del proceso. Asi podemos
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Capitulo 1. Andlisis Espectral. 3

considerar un proceso estocistico como una funcién de dos variables,

X:TxQ——R, tal que:

e Para cada ¢ fijo, X(¢,):Q2Q—— R es una variable aleatoria.

* Para cada wfijo, X(-,w): T — R es una trayectoria del proceso.

Si llamamos RT -al espacio de todas las funciones de T en R, también
podemos interpretar un proceso estocastico como una aplicacién X:Q—— R7,

tal que a cada @ € Q le hace corresponder la funcién X(,®):T —R.

Entre las condiciones de regularidad que se le pueden imponer a un
proceso estocastico para hacerlo a la vez més itil y manejable, ocupa un lugar
importante la condicién de estacionariedad. De hecho, en muchas situaciones
aparecen sistemas que evolucionan bajo'el efecto de influencias, que aiin siendo
aleatorias, se conservan més o menos invariantes a lo largo del tiempo. A esta idea
intuitiva responde el concepto de proceso estacionario y para expresarlo en
términos concretos habrd que imponer que las leyes de probabilidad que rigen la

evolucién sean constantes en el tiempo.

Un proceso estocastico {X(r)},_, se dice estrictamente estacionario si
VneN, Vi, ..ty €R 'y Vh>0 las variables (X,,....X, } ¥ (X,1pr-n X, 1)

tienen la misma distribucién.

En particular todas las variables X; tendran la misma distribucién, y por
tanto la misma media E[X,]=L, si es que ésta existe. También, las distribuciones
conjuntas (X,X;) han de depender sélo de la diferencia z-s, con lo cual la funcién
de autocovarianza R(s,/)=Cov(X,,X,), si existe, serd s6lo funcién de t-s. Estas
propiedades de lo‘s procesos estacionarios conducen a definir los procesos

estacionarios en sentido débil.
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 4

Un proceso {X(7)} . es estacionario en sentido débil si:

1. E[[X(t)lz] <o VteT
2. E[X(1)]=u, VteT
3. Cov[X(r), X(t+1)]= R(t) (independiente de 7)

La funcién de autocovarianza R(7) tiene las siguientes propiedades:

1. R(0)=0".
2. |R(7)| < R(0) para cualquier 7.
3. Cuando {X(r)} es un proceso que toma valores reales, V7,

R(-7) = R(7), es decir R(7) es una funcién par.

1.3 Concepto de espectro: distribucién espectral.

El concepto de espectro estd basado en el hecho de que un proceso
estacionario es una superposicién de movimientos arménicos de diferentes
frecuencias y amplitudes. Esta idea la concretaremos posteriormente en el teorema
de representacion espectral. Cada uno de los referidos movimientos armonicos
aporta una contribucidn a la varianza del proceso, varianza que es constante a lo
largo del tiempo. La idea de espectro puede asociarse a la distribucién que evalia
la aportacion de un determinado conjunto de frecuencias a la varianza del proceso.

Precisaremos estas ideas mediante el siguiente desarrollo.

Consideremos una trayectoria X(f) de un proceso estacionario en tiempo
continuo, la cual suponemos que es una funcién continua. En general no podremos

suponer que
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 5

[ |x(e)ar <
Sin embargo, a partir de X(#) podemos definir:

X(2) <t

1.3.1
0 lf|>7 (13.1

Xr(t)z{

Esta funcién es absolutamente integrable, por lo que se podria expresar

como la transformada de Fourier de una cierta funcién G, como
1 poo .
X, (1) == L G, (0)e'®do (1.3.2)
donde
oo —ioot T —iot

G(w)=[" X, ()™ dr =J_TX(t)e dt (1.3.3)

Considerando la relacion de Parseval
° 2 R )
J' X;(t)dt = —j G; (w)dw

el primer término representa la energia total de X, (¢), utilizando la analogia de
considerar X, () como la intensidad de corriente eléctrica que pasa a través de una

resistencia unitaria durante el intervalo de tiempo (—co,). De aqui que se hable
del concepto de energia y se interprete IGT(a))lzda) como la contribucién a la

energia total correspondiente a las frecuencias que estdn entre @ y o+dw .

Puede observarse que si 7 tiende a infinito, X(#) y X,(¢) toman igual valor

para todo ¢, y de esta forma { Lim|G, (co)lz} describe las propiedades de X(7).
T—re0
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Capitulo 1. Andlisis Espectral. 6

En general este limite no tiene por qué existir, ya que X(¢) en general no es
absolutamente integrable. Ademds, la energia disipada por un proceso estocastico
en (—eo,0) es infinita, anilogamente a lo que le ocurre a las funciones periédicas.
Para resolver este problema introducimos el concepto de potencia como energia

por unidad de tiempo y esto hace que el limite

2
Lim —IGT (a))|

1.34
T2 2T ( )

pueda ser finito para cualquier @. Se puede dar una interpretacién fisica a

2
Lim ——-——| Ce (CO)I

> dw como la contribucién a la potencia total de X(f) de las
T—>o0 T

componentes con frecuencias entre @ y w+do.

Mencionamos en este punto que todo el desarrollo anterior corresponde a

una tnica realizacién del proceso. Obviamente, para definir la potencia espectral
del proceso debemos hacerlo utilizando el valor medio de |GT (a))}2 /21' sobre todas

las realizaciones del proceso.
} 2
Fl@)= Ltm[E{|G, (@) /21}] (1.3.5)
T—yoo0

en los puntos en que existe f{w), y tiene la siguiente interpretacién fisica:

flw)dw = 1a contribucién media, de todas las realizaciones, a la potencia

total de las componentes de X(#) con frecuencias entre @y w+dw

La funcién flw) se denomina funcién de potencia espectral o densidad

espectral no normalizada del proceso X().

Se define el espectro integrado F(w), como la contribucién media a la

potencia total de todas aquellas frecuencias menores o iguales a @,
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 7

Flo)= ji £(6)do (1.3.6)

Veamos seguidamente un teorema que da la relacién existente entre la
funcién de potencia espectral f{iw) y la funcién de autocovarianza R(7) de un

proceso estacionario de parametro continuo.

Teorema 1.1 Sea {X(t)} un proceso estacionario continuo, de media cero,
con funcién de densidad de potencia espectral f{w), la cual existe para todo @, y

con funcién de autocovarianza, R(7). Entonces, f{lw) es la transformada de Fourier

de R(7). Es decir
Flw)=—— [ e Ry (13.7)
27 I

Para que la funcién de autocovarianza R(7) posea transformada de Fourier

y exista f{w) para cualquier o, es suficiente que:

EOIR(r)|dT <oo (1.3.8)

entonces, si R(7) es continua, podemos expresarla como la transformada inversa

de flw):
R@) = & f(o)dw (1.3.9)

El siguiente teorema establece la relacién entre la funcién de

autocovarianza de un proceso estacionario y su distribucion espectral.

Teorema 1.2 ( Wiener-Khintchine) La condicién necesaria y suficiente para

que R(7) sea la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario continuo

{X(2)}. es que exista una funcién F(w), que tenga las propiedades de funcién de
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distribucién de una medida finita en (—eo,e0), tal que, para todo 7, R(7) puede

expresarse por:
R(t)=["_e"“"dF(w) (1.3.10)

la expresién (1.3.10) se denomina representacion espectral de la funcién de

autocovarianza.

Para los procesos estacionarios de parametro discreto {X,}, existe una

representacion espectral andloga. Hay que hacer no obstante las siguientes

observaciones:

+ R(7) estd definida para valores enteros de 7. Luego las integrales en las

que intervienen se convierten en sumas. Asi, la expresion (1.3.7) se

transforma en:
1 -
flw)y=— > " R(t) (1.3.11)
271- T=-—0c0

e Todas las funciones espectrales van a estar definidas solamente para
frecuencias en el rango —7<@<7, ya que el proceso sélo se observa en
instantes enteros. Los arménicos cuyas frecuencias se diferencien en

multiplos de 27, tienen efectos indistinguibles si la observacién se hace

s6lo en los momentos enteros, ya que ¢'“F = " (@*+27)

. Esto es lo que se
denomina efecto aliasing. Podemos afirmar que toda frecuencia fuera de

(—m, ) tiene un alias dentro de este intervalo.

El anélogo al teorema de Wiener- Khintchine para procesos discretos es el

teorema de Wold cuyo enunciado es el siguiente:
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Teorema 1.3 ( Wold) Una condicién necesaria y suficiente para que la
sucesiéon {R(7); 7=0, £1, £2, ...} sea la funcién de autocovarianza de algin

proceso estacionario discreto {X,}  es que exista una funcién F(w), con las

propiedades de funci6n de distribucién de una medida finita en (-7, 7), tal que:

R(7)= j_’; " dF (o) (13.12)

1.4. Representacion Espectral de Procesos Estacionarios.

El teorema de representacion espectral formaliza la idea de que un proceso

estacionario es una superposicién de movimientos arménicos de diferentes

frecuencias.

Definimos en primer lugar los procesos de incrementos ortogonales, a

través de los cuales se modelizari el espectro de un proceso estacionario.

Un proceso {Z(@)},_ se dice de incrementos ortogonales si verifica:
l. Yo,,0, €T, E[Z(0,)- Z(w,)]=0
2. Vo,,0,eT, E[|Z(co,)—Z(a)5)]2]< oo

3. Vo<, <ws<wgeT, E[(Z(a)4)—Z(a)3))(Z(w2)—Z(a)1))]=Ov

Un proceso de incrementos ortogonales define una funcién F(w),

mondtona, no decreciente y determinada salvo una constante, a través de la

relacion:

E[lZwt -walz}: F(o,)- F(o,) (141)
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Capitulo 1. Andlisis Espectral. 10

La funcién F recibe el nombre de funcién de varianza incremental. Como

consecuencia directa de la expresidn anterior se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4 Un proceso de incrementos ortogonales {Z(w)} es

weR

continuo en media cuadratica si y sélo si F(w) es continua en @.

Pasamos a definir la integral de una funcién no aleatoria respecto a un

proceso de incrementos ortogonales.

Definimos la integral, sobre un intervalo (®,,®,)< R, de una funcién no

aleatoria g(w) con respecto a un proceso de incrementos ortogonales {Z(w)}wer,

n-1
como el limite, en media cuadritica, de las sumas Y g(w;)(Z(w;y;) - Z(w;))
i=0

sobre una particién @,=®,<O,<...<0,=w}, cuando el radio de la particién p tiende

a cero, es decir:

n-1

" s(@)dz(w) = L;-)i-gl-Zg(a),-)(Z(wm) - Z(;)) (14.2)
a -0 i3

dornde la expresion L.i.m. se interpreta como limite en media cuadritica.

El siguiente teorema da la condicién necesaria y suficiente para la

existencia de esta integral.

Teorema 1.5 La integral de una funcién g(w) sobre (®,,®,)c R con

respecto a un proceso de incrementos ortogonales {Z(co)}wE g Existe siy s6lo si
[ls(@) dF(@) < o= (1.4.3)

Y entonces:
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 11

ED::" g(a))dZ(a)):l =0

o, 2 @,
] [t s@iz(o)| = [Vt dro)

D,

A partir de un proceso de incrementos ortogonales {Z(w)} _, cuya

funcién de varianza incremental F(w) esté acotada, puede definirse un proceso

estacionario {X(¢)} ., mediante la relacién:
X(t)= [ edz(w) (1.4.4)

La funcién de autocovarianza del proceso {X(t)}teR es precisamente la

transformada de Fourier de la funcién de varianza incremental F del proceso de

incrementos ortogonales {Z(a))}mE > €8 decir:

R =" dF (o) (1.4.5)
El teorema que enunciamos a continuacién da condiciones bajo las cuales

X(#) puede expresarse como la transformada de Fourier de un proceso de

incrementos ortogonales:

Teorema 1.6 Sea {X(r)},_, un proceso estacionario y continuo en media

cuadrética, con funcién de autocovarianza R(7). Entonces existe un proceso de

incrementos ortogonales {Z(a))}aJe g tal que

X(t)=[" &dz(w) (1.4.6)

estando definida la integral en media cuadritica. Ademds, si @ < @,
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E2(@2)- 2(0) | = Flwz)- Floy)

siendo F(w) la funcién correspondiente a R(7) en el teorema de Wiener-

Khintchine.

De forma analoga para los procesos estacionarios de pardmetro discreto se

tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.7 Sea {Xt}zez un proceso estacionario de pardmetro discreto,

con funcién de autocovarianza R(7). Entonces existe un proceso de incrementos

ortogonales {Z(w)} tal que

we(-1,7)
X, = fﬂei“”dZ(a}) (1.4.7)

donde E[lZ(a)z)—Z(col)lz] = F(w,)- F(o,) Vo, 0, (-r,7)

1.5 Procesos lineales generales.

Diremos que un proceso estocastico {X,}tez, es un proceso lineal general,

si puede expresarse de la forma:

X, = Y 8.8, (1.5.1)

U==—oo

siendo {s t}tez un proceso de variables incorreladas, que satisface:

Ele]=0 y  Hel]=02
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 13

y la sucesién de coeficientes {g,} verifican 2 gf < oo,

U=—oo

Teorema 1.8 Un proceso {X,} . tiene distribucién espectral
absolutamente continua si y sélo si {Xt}zez es un proceso lineal general dado por

(1.5.1).

En el resto del capitulo se plantea el problema de estimar las propiedades
espectrales de los procesos lineales generales a partir de la observacién de una

serie temporal.

1.6 Estimacion espectral: analisis del periodograma.

Se aborda en el presente"e'pigrafe el problema de la estimacion de la
funcién de densidad espectral de procesos estacionarios lineales, en base a la
observacién de una trayectoria del proceso en un conjunto finito de instantes. Tal
trayectoria recibe el nombre de serie temporal. La base de la estimacién de la

funcidn de densidad espectral es el periodograma, el cual se define por:

2

1

N .
z Xte—la)f
t=1

siendo {X,}tli1 la serie temporal observada y @;=2m/N. Revisamos a

continuacién las propiedades del periodograma como estimador de la densidad

espectral.

Proposicion 1.9 El periodograma Iy () es un estimador asintGticamente

centrado de f{w).
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 14

H1x()]= [, /O)F(0- w0 = f(@)+0 2N

siendo Fn(6) el llamado niicleo de Fejer definido por:

1 sen’(N6/2)

BO)=o0 Nsen(6/2)

(1.6.2)
se tiene que V6 # 0, Fi(6)———0y [ F,(6)d0=1

Sea () la transformada finita de Fourier de la serie temporal {Xt}[z .

definida por:
1 s
;X(w)z_mZX,e W -m<wsw (1.6.3)

Utilizando la representacion espectral de X, dada (1.4.7) y siendo Z(6) un

proceso de incrementos ortogonales, la expresién (1.6.3) nos queda

N 3
Sx(@)=]" [—\/i}nw >, sz(e) (1.6.4)
t=1

simplificando (1.6.4) se obtiene

L(N+1)(6-w)

Cx(w)= fn Ffe-a) = dz(e) (1.6.5)

De esta forma podemos expresar el periodograma en funcién de la

transformada finita de Fourier como sigue:

Iy(@)=[¢ x (@) (1.6.6)
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 15

Se exponen a continuacién una serie de teoremas para los procesos lineales

generales, que relacionan las propiedades del proceso {X,} con las del proceso

{&}).

Teorema 1.10 Sea {X,} un proceso lineal general definido de la forma dada

por (1.5.1) siendo los {g&} variables aleatorias incorreladas, con E[g]=0,

E[Etz] =cly i:|gu||u|y2 < oo. Entonces:

U=—co

& x(@)=T(@) (0)+ry(@) (1.6.7)

siendo (@)= )y ge ™y E[|rN(a))|2]= O(1/N), uniformemente en @. Si ademds

{&) son independientes con E[sf]<oo, entonces E[|rN(a))|4]=0(1/N2)

uniformemente en @.

Teorema 1.11 Sea {X,} un proceso lineal general definido por (1.5.1),

verificando que los {&} son independientes con E[&]=0, E[stz] = O'ﬁ, E[sf] <o,

y ilgu ||u|a < o, a>0. Entonces

U=—co

IX(a))=27gF(a))%Ie(a))+RN(a)) (1.6.8)

donde Iy e I, son los periodogramas de {X, }Zl y {s,}tzl respectivamente, y

E||Ry (@) |=0(1/N**)

uniformemente en .
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Capitulo 1. Andlisis Espectral. 16

En el caso particular en que las {&;} sean normales se puede concluir que
las {Iwp)/flw,)}, p=0, I, ..., [N/2], (w,=27p/N) son independientes para p#0,

N/2 y asintéticamente distribuida segiin una x%, es decir:

| flw,)x3/2 pO.N2
IX(a)p)~{f(wp)Z12 = ONJ2 (1.6.9)
de donde
E|Ix(o,)]= f(o,) Var| Iy(w,)] = f(w,) (1.6.10)

Como puede deducirse de (1.6.10), el periodograma no es un estimador
consistente de flw). El siguiente teorema da la expresion de la covarianza del
periodograma para dos frecuencias préximas @, y @,. Dado que no hay problema

de confusién de la notacién, consideraremos Iy = I.

Teorema 1.12 Sea {X;} un proceso lineal general definido por (1.5.1) con

los {&} y {g.} verificando las condiciones del teorema 1.11. Entonces:

Cov{I(y). I(@,)}= [—]%+2_;{FN(wl +0,)+ Fy(ay “wz)}}f(wl )f(@,)+O(1/ N )

(1.6.11)

donde e = {E[sf’]—3}, Fp(0) es el nicleo de Fejer definido por (1.6.2), y el resto

es del orden 0(1/ N "‘) uniforme en @; y .

Asi pues, en el caso @,=@,~® obtenemos la expresién de la varianza
Var{I(w)} = f*(@)(1+¢/N)+0(1/N¥) (1.6.12)

cuando N — oo, la expresién asintdtica de la varianza es:
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Capitulo I. Andlisis Espectral. 17

Var{l(®)} = (o) (1.6.13)

Indicamos a continuacién algunas de las propiedades que se deducen
directamente de los teoremas enunciados anteriormente. En primer lugar, el

periodograma es un estimador asintdticamente centrado de flw), aunque la
varianza no disminuye al aumentar la muestra ya que Var[I(a))]z f 2(a)).

Ademds, para las frecuencias @, y @, se tiene Cov{I(w,), I(a)z)}—N:;:-%O, de

donde se deduce que para frecuencias préximas, I(®;) no da informacién sobre
I(w;). Estas propiedades las vemos gréificamente en la figura 1.1 donde
representamos la funcién de densidad espectral f{@) de un proceso MA(2) en trazo
discontinuo, mientras que en trazo continuo aparece el periodograma obtenido al
observar el proceso en 500 instantes de tiempo. Simplemente observando la
grafica se deduce que el periodograma es un mal estimador de la funcién de
densidad. Mencionamos por ultimo que fiw) lo hemos considerado continuo y
suave, mientras que el periodograma I(w) presenta grandes irregularidades.
Obviamente un procedimiento natural para mejorar las propiedades de este
estimador consiste en suavizar localmente los valores de I(®w) en un entorno de w,

y esto es lo que se verd en el préximo epigrafe.

Figura 1.1

20

10 9

Periodograma

Funcion de densidad

¢ A 1 L " - - L a espectral real
,00000 ,75398 - 1,50796 : 2,26195 3,01593
,37699 1,13097 1,88496 2,63894

FRECUENCIAS
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1.7 Estimacion de la densidad espectral mediante

alisamientos del periodograma.

i N ) .
Sea la serie {X,}t=lcorrespond1ente al proceso estacionario {X};ez con

funcién de densidad espectral flw).

Consideramos ahora la estimacién de f{@) por un estimador de nicleo dado

por:
om=L S 2o
Flwsh) = K( ) (1.7.1)
Nh j=-[N/2] h Y

siendo I(w) el periodograma correspondiente a la serie temporal tal como se
definié en (1.6.1) y siendo la funcién nicleo K(6) una funcién simétrica, no
negativa en R. Destacamos la dependencia del esﬁmador f (w; h) del pardmetro de
alisamiento o ancho de banda k, pardmetro que condiciona fuertemente al referido

estimador.

Analizamos a continuacién las propiedades asintdticas del estimador
f(;h). Para ello, se le imponen las siguientes restricciones a la funcién nucleo

K(6), que pasamos a enunciar:

1. K(6) es una funcién simétrica y no negativa definida en el intervalo

(o0, 02).
2. K tiene soporte compacto [-x,k] y es uniformemente Lipschitziana con

constante L.

1 ¢ 1 = o
3. —| K(6)do=1 —| 06“K(6)do=1.
| _K@ne=1y [ 6°K®)

(1.7.2)
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Lema 1.13 (Franke y Hirdle (1992)). Sea K una funcién nicleo que
verifica las condiciones (1.7.2), y para todo |o| < 7w —xh, sea p(w) una funcién

continua y dos veces diferenciable en [w-ih, w+xh]. Entonces para h—0 vy

Nh — oo, se tiene:

<

. h2
£l )- i) 57(0)

<< {supl p(6)|+ hsup
) 6

2
P'(G)I}+%SUP|P”(9)—P"(@)|
6

siendo ¢ una constante y donde el supremo se calcula en el intervalo [@w—¥Kh,

w+Kh].

Teorema 1.14 (Franke y Hirdle (1992)) Sea {X,, —o <<} un proceso

lineal

X = Z bkgt—k

k=—co

donde £, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que

satisfacen:
Vit E[E]=0y E[g,%,] =1, E152,| <o

y siendo la funcién caracteristica de &, g(u) tal que; V3 >0 sup{lq(u)|;|u| > 5} <1.

Ademds suponemos que la funcién de densidad espectral f{w) del proceso lineal

{X;} es dos veces diferenciable en [-7, 7], y

Y[ty | <
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siendo K la funcién nicleo que verifica las condiciones (1.7.2). Entonces para
N—e, h—0, de forma que (Nh“)—1 =0(1), el sesgo del estimador f(w;k)

verifica:

LnN ) (1.7.3)

) 2
E[ F(@:h)]- f(0) = % F (@) +o{h?)+ 0( ~
uniformemente para || < 77 — k.

Teorema 1.15 (Franke y Hardle (1992)). Sea {X,, —o <t <eo} un proceso
lineal

X = Zbkét—k

k=—co

que verifica las condiciones del teorema 1.14 y K(6) la funcién de nicleo que

cumple las condiciones (1.7.2). Si A — 0 y Nh*> — o, entonces Vl]a| < 7, se tiene:

i) NkVar( f(@;h)) > 0° = f2(co)2i [ K*(8)d6 cuando N — « (1.7.4)
I
iiy NNk { Flasn)-H f(w;h)]} — Z en distribucién. (1.7.5)

siendo Z una variable aleatoria Gaussiana de media cero y varianza ¢>.

Un aspecto clave en la estimacion de la funcién de densidad espectral
utilizando alisamientos mediante nicleo del periodograma es la eleccién del

parametro ancho de banda 4.
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1.8. El problema de la eleccion del ancho de banda 6ptimo.

Como hemos indicado anteriormente, la eleccidén de la funcién nicleo no
es especialmente relevante en los estimadores de niticleo. No asi la eleccién del
ancho de banda, el cual influye notablemente en el estimador. Siguiendo a Parzen
(1957), consideramos como ancho de banda 6éptimo aquél que minimiza el
porcentaje de error cuadritico medio (Mean Square Percentage Error MSPE),

definido por:

E[f(oih)- (@)}

MSPE(w;h) = (1.8.1)
. F* @)
(1.8.1) puede expresarse alternativamente por:
2 2
MSPE(axh) =2 (@) +0 (@) (1.8.2)
()

donde b(w) = (E[f(@3h)]~ f(@)) y v*() = Var] f(w;h)]

Si se verifican las condiciones de los teoremas 1.14 y 1.15 se tienen las

siguientes expresiones asintdticas del sesgo y la varianza del estimador f(w;h)

2

b(w)zf’_ (co)+o(h2)+0(L1’:,N) (1.8.3)
y
Var{ f(w;h)} = ! Ié}‘:’) 21 I~ K2(9)d9+o(——]\1r—h-) (1.8.4)

sustituyendo estas expresiones en (1.8.2), el MSPE puede expresarse también por:

oo £{08] e y) o
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Como puede deducirse de la expresion (1.8.3), el sesgo depende, por un

lado, del grado de curvatura de la funcién de densidad espectral dada por f”(@), y
por otro, del cuadrado del ancho de banda A. De esta forma si l f (a))\ es grande, es
decir, existe un méximo local en @, deberemos tomar un ancho de banda A
pequefio para reducir el sesgo. Por el contrario, si l f (a))l es pequefio, podemos

tomar un & algo mayor de manera que no contribuya a aumentar el sesgo y a
cambio conseguimos una reduccién de la varianza, segin se desprende de la

expresioén (1.8.5). Por ello, el ancho de banda éptimo debe controlar a la vez el
sesgo y la varianza del estimador, y para ello, el MSPE(w;h), dado por su

expresion asintética (1.8.5), converge acero si A — 0y Nh— ce.

Asi pues, la expresion que se obtiene para A, es:

, Bl e %
ho(w)=N%{ff—..((“;—))} {51; LOKZ(G)dG} (1.8.6)

El cilculo de un ancho de banda 6ptimo para cada frecuencia w, puede

resultar excesivamente costoso desde el punto de vista computacional. Beltrao y
Bloomfield (1987) proponen considerar un ancho de banda global 6ptimo como
aquel que minimiza el promedio de la proporcion de error cuadratico medio

(Average Mean Square Percentage Error (AMSPE)), definido por:

;v

AMSPE(h):—[N—/Z—j Y MSPE(w;;h) (18.7)
j=1

Por tanto, kg queda definido como:

AMSPE(hy) = ir;lf AMSPE(h)

De aqui se obtiene:
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A e o V) s
b YN e

J=1

Obviamente, AMSPE(hO)zO(N_%). En la practica, hy no puede

calcularse exactamente dado que depende de la funcion fiw). En este punto, se

plantean los dos métodos alternativos para la estimacion .
Meétodo Plug-in.

Este método consiste en sustituir en (1.8.8) flw) por f' (a); h,) donde h; es

un ancho de banda piloto y () por

. [N/2] —w;
Flo)=—s 3 Km[a’ lwf}l(coj) (1.89)
N j=Nn)

donde el nicleo K»)(6) satisface las siguientes condiciones:
o0 00 o0 2
[~ Ky w)du=["_uKp)(u)du=0 [ Ky (w)du=2
siendo el pardmetro de alisamisnto  tal que NI’ = o cuando [ — 0.
Método de validacion cruzada.

Los métodos de validaci6én cruzada pueden clasificarse a grandes rasgos en
validacién cruzada de la pseudo-verosimilitud y validacién cruzada de minimos
cuadrados. Ambas formas de validacién cruzada consisten en construir
estimadores de la densidad espectral que no utilicen todos los datos disponibles en
relacién a minimizar una expresién aproximada de una medida de discrepancia

entre el estimador y la verdadera funcion de densidad espectral.
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Nustraremos ahora el uso de la validacién cruzada para la estimacién de la
densidad espectral en base a la observacion de una serie temporal del proceso
correspondiente. El método que exponemos se debe a Beltrao y Bloomfield
(1987). La forma de verosimilitud de validacién cruzada aproximada que obtienen

€S

1 A I(;)
CVLL(h)=—— Ln| fl\o ;h)|+——"— 1.8.10
(h) /2] Z;{ n[f](w] )]+fj(coj;h) (1.8.10)
donde j}](a) j ;h) se defin por:
Al 0;— 0
filwjih)= N-10k %K[ P ) (@) (1.8.11)

El siguiente teorema da las condiciones bajo las cuales el ancho de banda
que maximiza la pseudo-verosimilitud (1.8.10) es asintSticamente equivalente,

N — oo, a tomar el que minimiza AMSPE.

Teorema 1.16 (Beltrao y Bloomfield (1987)). Se considera un proceso

estacionario Gaussiano {Xt}zez que verifica las siguientes propiedades:
i) E[X0]=0.

if) La funci6n de autocovarianza R(t) = E[ XX, ], tal que:

i T|R(7)| < >
7=1

iii) La funcién de densidad espectral es definida positiva

iv) La funcién de nicleo K(6), simétrica, no negativa y acotada. Ademas,

verifica
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1 g I ¢ 2
—| K(#)do=1 —| 60°K(0)dO <<
oL K@)Mdo=1y —[" 9°K(6)de <

v) K(6)= J:o k(u)e ™9 du donde k(u) tiene soporte compacto.
Ademads, suponemos que hy verifica:

vi) hy' = O(N®), para & <2/5

vii) hy=0(1).

Entonces para valores de N — oo, se verifica:

[#2] CVLL(h)= ﬁ ; {Ln[f (o0; )] +1(o; )/ f ("’f )} *

+%AMSPE(h) +0,(AMSPE(R))
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CAPITULO II. METODO BOOTSTRAP EN EL ANALISIS
ESPECTRAL.

2.1 Introduccion.

El problema de la inferencia estadistica consiste en analizar datos
generados por una distribucién de probabilidad desconocida con la finalidad,
precisamente, de estimar aspectos de dicha distribucién. Los métodos estadisticos
son actualmente un soporte esencial del método cientifico. Staudte y Sheather
(1990) sefialan cincos etapas esenciales en la estadistica del presente siglo. La
primera estd impulsada por los trabajos de Fisher, Neyman y Pearson durante los
afios veinte. La segunda esta influenciada por la teoria de probabilidades de
Kolmogorov (1933). La tercera estd ligada al descubrimiento de la alta eficiencia
de los procedimientos no paramétricos. Y la iltima relacionada con la
robustificacién de muchos métodos clsicos estadisticos. Desde nuestro punto de
vista, habria que afiadir una nueva etapa que comienza en 1979 con el trabajo de

Efron titulado: Bootstrap Methods: Another look at the Jackknife.

La complejidad de muchos modelos hace frecuentemente muy dificil su
estimacién. Las hipdtesis paramétricas pueden también resultar poco verosimiles y
los métodos de estimacion ser pocos robustos. En este contexto, el bootstrap de
Efron puede resultar una herramienta de muy alta eficiencia, liberando al
mateméatico de problemas complejos. Ademas, el hecho de que los modernos
ordenadores cada vez aportan un menor coste computacional, hace que el

bootstrap se consolide como una importante herramienta estadistica.

La idea del bootstrap es extraordinariamente simple. Sea X=(Xj, ..., X,,) una
muestra aleatoria de una distribucién F sobre R. El problema que se desea resolver
es el siguiente. Dada una variable aleatoria R(X,F), posiblemente dependiente de

X y de la distribucién desconocida F, estimar la distribucién de R en base a los
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datos observados. El método bootstrap puede esquematizarse de la siguiente

forma:

Paso 1. Se considera la distribucién empirica de la muestra
1 n
Fo(t)=— 2. 81x,.(1)
i=1

Paso 2. De la distribucién empirica F, se extrae una muestra aleatoria (con

reemplazamiento) de tamafio n, X~ = (Xl* ,...,X;).

Paso 3. Se aproxima la distribucién de R(X,F) por la distribucién bootstrap
de R :'R(X *,Fn). Esta distribucién, se obtiene inducida por el mecanismo del

paso 2 para extraer muestras aleatorias.

La mejor aproximacion de la distribucién de R aladeR depende en cierta
medida de la forma de R, esto es una cuestién importante relativa al problema de
las cantidades pivotales. La parte mds compleja del método es la obtencion de la

distribucién bootstrap. Para ello se consideran los siguientes métodos:
A.- Célculo tedrico directo, obteniéndose la distribucién bootstrap exacta.

B.- Método de Monte Carlo para obtener una aproximacién de la

distribucién bootstrap. Se generan mediante simulacién B muestras bootstrap de

‘tamafio n, X, X%, .., X'B y a partir de ellas se obtiene un histograma con los
correspondientes valores R(X*l,ﬁ'), R(X*z,ﬁ), ey R(X*B,ﬁ) que nos da una

aproximacién de la distribucién bootstrap de R.
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C.- Método de desarrollos en series de Taylor para aproxima la

distribucién bootstrap de R(X *,Fn) se hacen desarrollos de Taylor en el punto

(/n,...,1/n)

2.2 Validez asintética del bootstrap.

Introduciremos en este epigrafe los elementos sobre los que se basa la
validez asintética de los procedimientos bootstrap en el sentido desarroliado por el
excelente trabajo de Bickel y Freedman (1981). Haremos una revisién de los
conceptos de puente Browniano, proceso empirico y convergencia débil de
procesos. Introduciremos la métrica de Mallows y estableceremos resultados
acerca de su relacién con la convergencia débil. Como indicamos en el epigrafe

anterior, el bootstrap pretende aproximar la distribucién de determinadas variables
R(X,F) por su equivalente bootstrap R*(X ¥ , [:‘n). Tal aproximacién serd valida en

alglin sentido asintético, cuando sea posible definir una distancia entre tales

distribuciones y dicha distancia converja en algin sentido a cero.
Movimiento Browniano

Consideremos un espacio probabilistico (€2, @,P). Un proceso {X(r)}

120

se dice que es un movimiento browniano si verifica las siguientes propiedades.

() X(0)=0
(i) Vi, ..., b 0<ty<t)<..<t,, las variables X(ti)-X(tx.;) 1<k<n son

independientes (Proceso de incrementos independientes).

(i) 0<s<t, X(t)—-X(s)= N(u(t-— s);,o%(t— s)) (1 recibe el nombre de

deriva 'y o? varianza.
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Es fécil probar que Cov(X(t,- ), X(tj )) =o? min{t,-,tj}. En el caso particular

en que u=0y o2=1, el movimiento Browniano recibe el nombre de movimiento

Browniano normalizado.

De la definicién anterior resulta obvio que, V¢, ..., t,; (X&), ..., X(2.)
tiene distribucién normal multivariante con vector de medias 0 y matriz de

covarianzas

t2/\t1 t2 cee t2/\tn
tn/\tl tn/\tz Lo tn

donde por f; At;representamos min{t;1;}. Este conjunto de distribuciones finito
dimensionales satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov, por lo

que definen una unica medida de probabilidad P sobre el conjunto RO,

Establecemos a continuacidén la continuidad de las trayectorias del
movimiento Browniano. Para ello tendremos en cuenta el siguiente resultado

debido a Kolmogorov.

Teorema 2.1 Sea {X(t)} _, (I intervalo de R) un proceso estocstico tal que

E|X H-X (s)lﬂ <Clt- s|1+a para constantes positivas C, o, 3. Entonces, existe una
versién de X(f) con trayectorias continuas con probabilidad 1. Si {X(t)}tZO es un

movimiento Browniano (normalizado), los incrementos X(¢)-X(s) tienen

distribucién N(0,z-s), por lo que

BX()- X" = 2

De la identidad anterior se sigue por tanto, que existe una versién de {X(z)} ., con

120 ¢

tréyectorias continuas con probabilidad uno.
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Puente Browniano.

Consideremos un proceso {U(t)} con trayectorias continuas y tal

r€[0,1]”

que:
E[U®I=0 y Cov(U(s),U(t))=sAt—st ; OVS 5,t<1 2.2.1)

La existencia de un tal proceso puede establecerse a través de la existencia del
movimiento Browniano probada anteriormente. En efecto, consideremos un

movimiento Browniano {X(z)} y sea el proceso

1e[0,1]°
UO=X()-tX(])

Si X(#) es la version del movimiento Browniano con trayectorias continuas,
resulta trivial probar que se verifica (2.2.1), de donde se sigue la existencia de una

version del puente browniano con trayectorias continuas.
Convergencia débil de medidas de probabilidad

Sea S un espacio métrico y 3 la correspondiente o-dlgebra de Borel. Sea

ademds {P,} .y P, medidas de probabilidad definidas sobre (S, 3). Decimos

que la sucesién de probabilidades P, converge débilmente a Py (P,=P) si y s6lo

si P,(A)—>PyA), VA € S, tal que Py(dA)=0 (JA representa la frontera de A).
El siguiente teorema da condiciones equivalentes a la convergencia débil.

Teorema 2.2 Sean {F, }neN’ P, medidas de probabilidad sobre (S,3). Son

equivalentes las siguientes condiciones

() B,= P,

(@iv) j fdP, = j fdPy ; Vf:S——R, acotada y uniformemente continua.
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(iii) Limsup P,(F) < By(F), VF cerrado.
n

(iv) Liminf B,(G) = Py(G), VG abierto.
n

La convergencia débil de procesos estocisticos 16gicamente se entendera
en el sentido de la convergencia débil de sus correspondientes distribuciones de

probabilidad.
Métrica de Mallows

Damos ahora la definicién de la métrica de Mallows en un conjunto de
distribuciones de probabilidad sobre un espacio de Banach. Veremos también un
resultado debido a Bickel y Freedman (1981), el cual establece la equivalencia de

la convergencia segiin la métrica de Mallows, con la convergencia débil.

Consideremos un espacio de Banach B cuya norma denotamos por |, y sea
L= l"p(B) el conjunto de las medidas de probabilidad y definidas sobre la
correspondiente o-algebra de Borel que verifican J||x||p y(dx) < . La métrica de

Mallows se define en Fp del modo siguiente: Dado o, 8 € Fp

d,(aB)= jnf {E[(X - Y)”]}y" 2.22)
Y=8

(X = o significa que X tiene distribucién de probabilidad o)

Lema 2.3 (Bickel y Freedman (1931))

i) El infimo al que hace referencia la definicién de la métrica de Mallows

es accesible.

i) dp es una métrica sobre Iy,
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Lema 2.4 (Bickel y Freedman (1981)) Sean an,aer‘p. Entonces,

d, (an,a)—nT:—)O es equivalente a cada una de las siguientes condiciones:

i) oty = 0y [l o, (dx) = [l ().
i) &, = ¢ y |x|” es uniformemente ¢, integrable.

iii) I¢dan —->_[¢da para cualquier funcién continua ¢ tal que

8(x)=O(}”)

Sea D=D[0,1] el espacio de todas las funciones reales x definidas sobre
[0,1], que son continuas a la derecha y con limites a la izquierda. Sobre este

espacio podemos considerar la métrica del supremo definida por:

Ix == sup |x(z) - »(2) (2.2.3)
. t€f0,1]

El espacio (D,| ) es un espacio métrico completo, pero no separable. Es

posible, no obstante, definir sobre el conjunto D métricas alternativas d, bajo las
cuales el espacio (D,d) es métrico, completo y separable. Consideramos la métrica

de Skorohod definida por:

d(x,y)= inf {max{lx—ye al.]A- 1t} (2.2.4)

donde A es el conjunto de todas las funciones continuas y crecientes de [0.1] en
[0,1]. De acuerdo con Billingsley (1968) se tiene que (D,d) es un espacio métrico.

completo y separable.
Convergencia finito dimensional y convergencia débil.

- Consideramos una sucesién de procesos {X,,}neN, definidos sobre un

mismo espacio de probabilidad y X, otro proceso estocéstico, tal que X, = Xj.

Ello significa que la correspondiente sucesién de distribuciones de probabilidad
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p* converge débilmente a P*o_ Esto supone que Vi,....t; €T (espacio de

. X, _-1 Xo -1
pardmetros del proceso) Ptem, = PPem (n',],___’,n( f) =

(£(1,)..... £(t,))). Obviamente, P*ox;! . es la distribucién finito-dimensional
(k-dimensional) del proceso X, para los instantes #;, ... f. Todo esto puede
expresarse diciendo que la convergencia débil de una sucesién de procesos
implica la convergencia de las correspondientes distribuciones finito

dimensionales. Sin embargo, el reciproco de esta propiedad no es cierto en

general.

Daremos condiciones a continuacién bajo las cuales la convergencia finito
dimensional implica la convergencia débil. Para ello definiremos en primer lugar

el concepto de tight.

Una sucesién de medidas de probabilidad {P,} sobre un espacio métrico

(M.,8) es un tight, si Ve>0; 3K ¢ M, K compacto, tal que F,(K)=1-¢. Una
sucesién de elementos aleatorios con valores en un espacio métrico (M,6) es un

tight, si la correspondiente sucesién de medidas inducidas es un tight.

El siguiente resuitado da las condiciones bajo las cuales la convergencia

finito dimensional implica la convergencia débil.

Teorema 2.5 Sea (M,6) un espacio separable y {Xn}neN una sucesién de
procesos con valores en (M,0) tal que X, —f—‘d'—>X0 (convergencia finito
dimensional) y {Xn}neN es un tight, entonces X, = X, sobre (M M 5,6) donde

M; es la o-dlgebra de Borel en M inducida por la métrica 6.

Si consideramos una sucesién de procesos {X,}, cuyas trayectorias con
probabilidad uno estdn en el espacio D=DI[0,1], la convergencia finito

dimensional a un proceso X, implicard la convergencia débil, si ademas de ser
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{X,} un tight, se considera sobre D una métrica &, bajo la cual el espacio (D,6) es
separable. Esto, segin vimos anteriormente, es posible si & es la métrica de

Skorohod.
Convergencia de procesos empiricos

Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién F sobre R y sea la

distribucién empirica F,, definida por:

i=1

Nuestro objetivo ahora consiste en estudiar la convergencia débil del

proceso \/Z(Fn(t)—F(t)). Para ello consideramos en primer lugar n variables

aleatorias &;,...,&,, independientes y con distribucién uniforme en [0,1].

Definimos el proceso empirico uniforme G, por:
1 n
RGN W)
M=

Resulta obvio que nG,(t) =Binomial(n,t), por lo que:
E[G, ()=t y nCov(G,(s),G,(1))=sAt—st

Consideramos también €l proceso

Up) = =3 {le o ()=} = V]G, (1)~1]

n o

se tiene que:

E[U1]=0 y Cov(U,(s),U,(2))=snt=st

a. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Canari

© Unive



Capitulo 1. Método Bootstrap en el andlisis espectral. 35

De acuerdo con el teorema central del limite, podemos establecer la

existencia de un puente Browniano U(?), tal que

Obsérvese que las trayectorias del  proceso Un(f), para todo n, son

elementos del espacio D[0,1].

Establecemos a continuacién la convergencia débil de la sucesion Un(2) a
un puente Browniano. Tal resultado, como veremos, puede obtenerse de

resultados mas generales que daremos ahora

Consideremos una doble sucesién {C,; i=1, ..., n} que verifica la llamada

condicién u.a.n. (Uniformly asymptotically negligible), es decir:

max —2i "2 50 (2.2.6)
ISi<n o
Zc,,,-
j=1
Sea ademis una doble sucesién {G(f); i=1, .., n} de funciones de

distribucién de probabilidad arbitrarias en [0,1] y consideremos el proceso

definido por

n

Zy() =3 e ()= Gui(®)] 101
Zcz i=1

nj
j=

donde {&; i=1, ..., n} son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, con distribucién U[0,1]. Consideramos también la funcién

zcgiGni(t)
Yult)=EF—
2
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donde {&; i=1, ..., n} son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, con distribucién U[0,1]. Consideramos también la funcién

n
Z cr%i Gni (t )

y la funcién incremento
(S, D=1(D)-1ls) 0<s<r<l1

Tenemos entonces el siguiente resultado

Teorema 2.6 (Shorack, 1986) Supongamos {Gy; i=l, ..., n} verificando la

condicién u.a.n. si

o, = Tim max yn(k_l,—k-) 50 mle

n—oe 1<k<m m m

Entonces 3 {Z(f)}, proceso con trayectorias casi seguro en (D, A) tal que Z, = Z,

nT oo siy sélo si
K.(s,0)=CoW(Z,(5),Z,(1))—— K(s,1), n Too; 0<s<t<1

En este caso, Z es un proceso normal, de media cero y funcion de
covarianza K y con trayectorias casi seguro continuas. (A es la c-dlgebra de Borel

generada por la métrica de Skorohod)

De este resultado general, podemos deducir que el proceso empirico

anteriormente considerado U,(¢) converge débilmente a un puente Browniano.

. 1 .
En efecto; consideramos C,; =—; para todo i=1, ..., n y G,i(#)=t, para todos
n

los ¢, n, i. El proceso Z,(f) adoptard entonces la expresion:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Capitulo II. Método Bootstrap en el andlisis espectral. 37

Zn(t) = ‘/E[Gn(t)—t] = Un(t)

también

131

7 ,(2) =T—2—2t =t y Jsd=ts, 0<s<r<l

A i=1 1

Por tanto
a,, = Lim max yn[——,—)= Lim max —=0

n—oo 1<k<m m m n—yoo 1<k<m N

Ademais

K, (5,t)=Cov(G,(s),G,(t)) =snt—st

Estamos entonces en condiciones de enunciar el siguiente corolario

Corolario 2.7 U,, = U, siendo U un puente Browniano.

Podemos establecer el resultado buscado acerca de la convergencia del

proceso empirico
n(E, (1) F())

donde F,(?) es la funcién de distribucién empirica de una muestra aleatoria de la

distribuci6n de probabilidad F. Para ello, basta considerar
U,(F)=n[G,(F)-F]

Obviamente

G, (F©) = g, (FO)
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siendo E=F(X)) y X, ..., X, la referida muestra aleatoria de la distribucién F. Si
esta distribucién es continua, &, ..., & construirdn una muestra aleatoria de una

distribucién U[0,1].

Ahora bien,
1& 1&
G, (F(1))= ;Zl[gi,oo)(F(t)) = ;Z Iz (1) = F(2)
i=1 i=1

tenemos entonces que
Jn(F, - F)= U(F)
siendo U un puente Browniano.

No es necesaria la continuidad de la funcién de distribucion F para

establecer el resultado anterior. Sea
FH(y)=inf{x; F(x) 2 y}

Podemos entonces considerar la muestra aleatoria X, ..., X, generada por

F&), .. F ~1(&,), donde &, ..., &, es una muestra aleatoria de la distribucién
U10,1]. Bajo estas consideraciones se establece la referida convergencia débil del
proceso Jn (F;, -F ) Utilizamos aho;a la siguiente notacién de Bickel y Freedman
(1981). Sea I"el conjunto de todas las funciones de distribucién en la norma del
’supremo. Sobre el espacio D[O’l], seguiremos considerando la o-algebra de Borel

A generada por la métrica de Skorohod S, por lo que el espacio (D,0) es métrico,
completo y separable. Para cualquier F €T, sea X;, ..., X, una muestra aleatoria de

F, y sea el proceso empirico

W, (1) =n[E, ()~ F(1)]
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Sillamamos y(F) a la distribuci6n del proceso Wy , obviamente y,(F) es

una distribucién de probabilidad sobre (D,A), 1a cual converge débilmente a U(F),

siendo U un puente Browniano.
El bootstrap en procesos empiricos.

Sea X;, ..., X, una muestra aleatoria de F y sea F, la correspondiente

*

. . ., ,oe . . *
distribucién empirica. Consideramos a su vez una muestra aleatoria X;j,...,X,,

(bootstrap) de F, y sea la correspondiente distribucion empirica
1 m
F;zm(t) = ;E{I[X;,w)(t)

Tenemos entonces que el proceso empirico
i Wnrri(t) = ‘/E[an (t) - F;z(t)]

convergerd débilmente a un proceso U(F), siendo U un puente Browniano. La
demostracién de este resultado se debe a Bickel y Freedman (1981). Utilizando un

argumento debido a Shorack (1982) se simplifica notablemente la demostracién.

En primer lugar, si tenemos una sucesién de funciones de distribucién F,
que converge débilmente hacia una funcitn de distribucién Fy, podemos construir
facilmente un espacio de probabilidad, y una sucesién de variables aleatorias {X,}
sobre dicho espacio de probabilidad, de tal manera que cada variable X, tenga
distribucién F,, y otra variable aleatoria X, sobre el mismo espacio de
probabilidad y con distribucién Fj, de tal manera que la sucesién {X,} converja

casi seguramente a X,. La idea de tal construccién consiste en observar una

variable aleatoria & con distribucién U[0,1] y definir X,, = F, (£) y X, = F (&)
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Consideramos ahora la muestra aleatoria X, ...,.X,, de la distribucién F, y la

: e s . s . * *
correspondiente distribucién empirica F,. Sea asimismo X,,...,X,,, una muestra
aleatoria de tamafio m de la distribucién empirica F,. Por un argumento similar al

péarrafo anterior, podemos considerar que cada X:i = Fn"l(éfm-), donde

& 1serEryn SON variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
. <z 2. * : * a.s.

con distribucién U[0,1] y cuyo proceso empirico U,, satisface "Um -U ll—mT—>0 o

a.s. convergencia casi seguro) siendo U un puente Browniano. Esta construccion

- ra - . p *
se basa en la convergencia débil de la sucesién de procesos U, a un puente

*

Browniano U. Por tanto, llamando F,,, a la distribucién empirica de X,,..., X,

tenemos:

|Vm(F,. - F,)-U(F)| =

UL (5)- (P

<lvr(E,)-UEN V() -v@E)| < v, - v] +|u(E)-UF)

La desigualdad |U,,(F,)-U(F,)

< HU;, - U.l es trivial dada la forma de la norma

del supremo. Por construccién se tiene que "U; -U ”—%—90 Por el teorema de
nlee

Glivenko-Cantelli, ||Fn —F"—aT—s—)O y dada la continuidad casi segura de las
nlea

trayectorias del puente browniano, podemos afirmar también que

HU(Fn) - U(F)"—%-é 0. Por tanto
nioe
I“F”—(an _Fn)— U(F)“—ﬂ'—>0, RAmM—> oo
Este resultado nos permite enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.8 Dada la sucesion de variables aleatorias {X,, }ne N

Nm(E,,,~F)=U(F) nam—>eo
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La importancia de este resultado es notable desde el punto de vista de la
validez asintStica del método bootstrap. Seglin hemos visto, la distribucién

asintética del pivote n (Fn -F ) es la distribucién del proceso U(F), siendo U un

puente Browniano. Este dltimo teorema a su vez garantiza que la distribucién
asintética del pivote bootstrap «/E(F;,m —F,) es también la distribucién de un
proceso U(F) con U puente Browniano. Dado que el método de Monte Carlo nos
permite obtener mediante remuestreos aleatorios una aproximacién a la

distribucién de M(an —F,), ello nos permite disponer de una aproximacion

para la distribuci6n del pivote vn(F, - F).

2.3. Estimacion de la funcién de densidad espectral

utilizando la metodologia bootstrap.

A lo largo de los tltimos afios el bootstrap se ha utilizado para la
estimacién de muy variados modelos, entre otros, los modelos de procesos
estacionarios. Freedman (1984), Efron y Tibshirani (1986), Swanepoel y van Wyk
(1986) y Kreiss y Franke (1989) utilizan el bootstrap para la estimaciéon de
modelos paramétricos de series temporales. Franke y Hardle (1992) usan esta
metodologia para estimar la funcién de densidad espectral de un proceso lineal
general. Daremos ahora este ultimo procedimiento, asi como los teoremas que

justifican su validez asintdtica en el sentido de Bickel y Freedman.
2.3.1. Método bootstrap para la estimacién de la densidad espectral.

Sea {X,.., Xy} una serie temporal correspondiente a un proceso
estacionario con densidad espectral f{lw). Segiin se vio en 1.7, un estimador de flw)

es:
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e 5 {52

J- [N/2]

siendo K(6) la funcién nicleo, que es simétrica y no negativa; y () el

periodograma correspondiente a la serie observada.

Franke y Hirdle (1992) consideran el modelo multiplicativo
I()=fwy)g Jj=1, ..., [N/2] 2.3.1)

siendo las variables residuales & asintGticamente independientés e idénticamente
distribuidas. El algoritmo bootstrap que proponen es similar al de Hirdle y
Bowman (1988) para modelos de regresién no paramétrica. El algoritmo opera
como si las variables residuales fuesen independientes. Esta situacién hard maés

compleja la prueba de la validez asintética de la aproximacion bootstrap.

Paso 1. Se considera un ancho de banda global piloto 4;>0, y se estiman

los residuos a través de

. _ o))
Ej==r—%
flejh)
y reescaldndolos en la forma:
- &
€ =% =1, ..., [N/2]
£
donde
Al

.m)

2[—1%_]].2‘:181'
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Paso 2. Se obtienen B muestras bootstrap {e’f . ..,SE N /2]} de la distribucién

empirica de {El yenes E[ N /2]} , de tal forma que:

Vj=1, ..., IN2], V=1, ..., [N2] Plej =& }= [Nl/z]

Utilizando (2.3.1) se obtienen los periodogramas bootstrap
() =TI (-0,) = (@ g)e

. * . . .
Por convenio se toma I (0)=0. Finalmente se considera como estimador

bootstrap de f{w)

(%] —0; (%] —o;
% 1 0o—-0 * 1 D—@; \~ *
f (w;h,g)=mj=§,%]1<( J)’ (“’j)*ﬁ,;j:_z[%]’(( 0 J]f (w5:8)¢;

Tal y como se obtienen en el paso 2 los residuos bootstrap ej-, siguen la

distribucién empirica de la muestra { &, ..., E[ N/2] }, con respecto a la cual tienen
media uno, E*[sj-] =1.
2.3.2. Validez asintética del método.
Consideremos la cantidad pivotal
JNE{ F(w:h)- f(@)} /(@)
y su aproximacion bootstrap

M{f*(m;h,g)—f‘(w;g)}/f(w;g)

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Capitulo II. Método Bootstrap en el andlisis espectral. 44

La validez asintética se entendera si las distribuciones de ambas cantidades
pivotales estdn préximas de acuerdo con la métrica de Mallows. El siguiente
teorema de Franke y Hérdle da las condiciones precisas bajo las cuales la métrica

de Mallows converge a cero en probabilidad.

Teorema 2.9 Sea {X, —<n<e} un proceso lineal que toma valores

reales

X = Zbkgt—k

k=—oco

donde &, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que

satisfacen:
Vi, E[g,]=0y Ee]|=1 Eg| <

y siendo la funcién caracteristica de &, g(u) tal que; V6 >0, sup{|q(u)|;|u| > 5} <1.
Ademads, suponemos que la funcién de densidad espectral flw) del proceso lineal
{X,} es no nula y dos veces diferenciable en [-7,7], y que se satisface la
acotacién Zlkbkl <. Sea ademds K una funcién nicleo verificando las

condiciones (1.7.2). Sea k() la transformada de Fourier de K(6), y supongamos

que el siguiente limite existe y es finito y distinto de cero

K(0)—Ke(u)

Lim 3

u—>0 u

Para N — oo, se considera % el ancho de banda del estimador de interés, k; el

ancho de banda inicial, y g el ancho de banda del remuestreo, que verifican:
-% 4yl
h=N"%, h =0 tal que (Nh) = 0(1), g — 0 tal que h/g —O0.

Bajo estas condiciones, el algoritmo bootstrap descrito anteriormente, satisface:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Capitulo II. Método Bootstrap en el andlisis espectral. 45

o R L@ S@) S (@hg)= @)\ o o oeobabilidad
flw) flasg)

En el problema de estimacién del modelo de regresién por estimadores de
nicleo, Hirdle y Bowman (1988) utilizan un algoritmo bootstrap similar, pero

tomando el ancho de banda de remuestreo del orden N =1/

. Aunque inicialmente
el ancho de banda 6ptimo es de este orden, tal eleccién presenta el problema de
que el sesgo del pivote bootstrap, no aproxima adecuadamente al sesgo del pivote
real. Esta es la clave de que en las condiciones del teorema anterior, se exija que

15

h/g — 0, lo que supone que si i es de orden N~ /°, g debe ser de orden N™% con

o <1/5. Hérdle y Bowman, para poder elegir el pardmetro g del orden N7V,
estiman separadamente el sesgo del pivote bootstrap a través de la estimacién de
f”(w). Franke y Hirdle consideran también una eleccién del pardmetro g del
orden N~Y3 estimando el sesgo bootstrap separadamente. El siguiente teorema,

también de Franke y Hirdle, recoge el procedimiento alternativo de estimaci6n

separada del sesgo.

Teorema 2.10 Sea {X;, —o<t<e} un proceso lineal que toma valores

reales que verifica las hipétesis del teorema (2.9). Sea K una funcién nicleo que
cumple las condiciones (1.7.2). Sea F”(®) un estimador consistente de f”(®).

Sea

Nk 5wy

~ *T ~% [N/2] —Wis
f(ohg)=E'[F (w;h,g)]=—1- 2 K(w hwj )f(“’j;g)

f‘c corresponde a la esperanza condicionada de F*(:h,g) respecto a los datos
originales. Entonces, para N —o, h= N'y5, g= N_% , hy—0 tal que

(Nh? )_1 = (0(1), se tiene
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kd

dz m}(w,;z—)f(a)) mf*(a)’h’g)_f;(f)’h’g)+(h2/2)f,,(w) 50 en
W ,

flwg)
probabilidad

Como estimador consistente de f”(w) puede tomarse, tal y como se vié en

el epigrafe 1.8, un estimador de niicleo dado por la expresion (1.8.9)

[N2] .
R 1 W
f”(w, l) — Z)I:w j

; ]’ (@))

~7
NE =)

verificando el niicleo K»(0) las siguientes condiciones:
I.m K ) (u)du= J-_“, uK 5y (u)du=0 _f_w WK ) (w)du =2

y el ancho de banda / de forma que NI° = oo cuando I — 0.
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CAPITULO lil. SERIES TEMPORALES REPLICADAS:
ANALISIS DEL PERIODOGRAMA MEDIO.

3.1 Introduccion.

Como se ha indicado ya en esta memoria, el andlisis espectral es una
metodologia altamente desarrollada para el caso de observaciones de una unica
serie temporal. Esto, como se ha dicho anteriormente, es debido a que
originalmente sus aplicaciones se hicieron en el campo de la teoria de la sefial,
donde sélo se dispone de una tnica serie para la estimacién del espectro. Sin
embargo, en las ciencias biomédicas, la replicacion de experimentos es mas la
regla que la excepcion. Asi por ejemplo, podemos disponer de una muestra de
individuos de una cierta poblacién y sobre cada uno de ellos observar un mismo
proceso estocastico estacionario, por lo general, en los mismos instantes de
tiempo. Sefiales analdgicas tales como un electroencefalograma pueden
digitalizarse en los mismos instantes de tiempo. También, en problemas
astronémicos puede ser conveniente hacer replicaciones de la sefial luminosa de

una estrella.

Diggle y Al-Wasel (1993) consideraron series temporales de mediciones
de concentracién de la hormona LH en muestras de sangre en 8 individuos.
Inicialmente supusieron que todas las series procedian de la observacién de un
mismo proceso estocastico estacionario con funcién de densidad espectral comin
flw) y propusieron el periodograma medio como estimador de la densidad
espectral. Tales mediciones las realizaron primeramente cada 5 minutos y durante
una hora y media. Posteriormente aumentaron el nimero de observaciones a una
cada minuto y durante una hora. En este dltimo caso observaron que la teoria
asintética del periodograma era incompatible con la hipétesis de la existencia de
una densidad espectral comiin para todos los procesos de los cuales se obtuvieron

las referidas series. Ello les llevé a formular el llamado modelo de efectos
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aleatorios de ruido blanco, cuyo fundamento consiste en que cada sujeto tiene su
propia funcién de densidad espectral f(w). Consideraron ademds, que cada
funcién f(w) es una realizacién de un proceso R(w) y definen el espectro
poblacional f{w) la media de dicho proceso. A partir de este modelo estiman el
espectro poblacional realizando ciertas parametrizaciones de los procesos que

forman el modelo.

Desde nuestro punto de vista, los argumentos utilizados por Diggle y Al-
Wasel (1993) para justificar su modelo de ruido blanco, merecen ciertas
consideraciones. Por esta razén, introducimos un modelo general de efectos
aleatorios (epigrafe 3.6) basado en hipétesis mds flexibles y verosimiles. Ademas,
desarrollamos una teoria asintética del periodograma medio como estimador del
espectro poblacional. Proponemos asimismo una aproximacién bootstrap para la
distribuci6n del periodograma medio y estudiaremos su validez en el sentido dado

por Bickel y Freedman (1981) revisado en el capitulo anterior.

3.2 El modelo de efectos fijos.

Consideramos inicialmente un proceso estocdstico estacionario

{X, /te Z*} con distribucién espectral absolutamente continua, siendo f{®) su

funcién de densidad espectral, la cual se desea estimar. La observacion. del
proceso en un conjunto de instantes {/, ..., N}, da lugar a una serie temporal {x;/
t=1, .., N}, cuyo periodograma, tal y como se vio en el capitulo primero,

constituye la base de la estimacién de la funcién de densidad espectral f{®).

Supongamos ahora qué del mismo proceso {X, /teZ*} obtenemos 7

realizaciones en los mismos instantes de tiempo {1, ..., N}, dando lugar a r series
de la forma {x; /I=1, .., r; t=1, ..., N}. Para ello seleccionamos una muestra

aleatoria de r objetos o individuos de una poblacién {Oj, ..., O;} y sobre cada uno
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de los cuales obtenemos una serie que corresponde a la observacién del proceso
{X, /teZ*}. Sea I,(a) }-) el periodograma correspondiente de la [-ésima serie
temporal {x; /t=1, ..., N} en la frecuencia de Fourier @; =27j /N, el cual viene

dado por la siguiente expresion:

(3.2.1)

En base a los datos correspondientes a las r series temporales, es razonable
considerar como estimador de la funcién de densidad espectral flw), el

periodograma medio definido por
- 1<
I{w;)==X1(0;) (3.2.2)

Siguiendo los resultados acerca del periodograma dados en el epigrafe 1.6

(capitulo I), podemos escribir:

1) HI(w)]=f (a))+0(£nNﬂj

2) Var[i (CO)] = f2 @) (1 + _e—) +%O(#)

3>Cov{f<wl>i(wz)]=§f(w1>f(wz)+%0(%)

siendo C=[%+27V7E-{FN(a)l+w2)+FN(wl—a)z)}} e={E[e;‘]—3} y F,(6) es

el nicleo de Fejer definido por (1.6.2).

De acuerdo con la teorfa asintética del periodograma dada por Hartigan

(1980), podemos considerar el modelo alternativo dado por:
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L{(w;)= f(o;)U; (3.2.3)

donde Uy, son variables aleatorias independientes en [ y asintSticamente
independientes en j, y con distribucion exponencial de pardmetro 1. Bajo este
modelo, el periodograma medio definido por (3.2.2), es un estimador centrado y
consistente en r para la funcién de densidad espectral f{w). Ademds. para cada N

fijo

I{ow)-flo,
Jr (©,)-10) o > N(0,1) en distribucién (3.2.4)

El modelo (3.2.3) estd basado en el hecho de que todas las series
temporales proceden de la observacién de un mismo proceso estacionario lineal
con funcién de densidad espectral f{w). El uso de este modelo, l6gicamente, es
aceptable cuando el nimero de observaciones por objeto es razonablemente

grande. A este modelo lo denominanmos modelo de efectos fijos.

3.3 El modelo de efectos aleatorios.

Diggle y Al-Wasel (1993) consideraron la determinacién del patrén de
variacién de la concentracién de hormona LH en una cierta poblacién de
individuos. Para ello utilizaron medidas de concentracién en sangre de esta
hormona en ocho mujeres sanas en los mismos instantes de tiempo a intervalos de

5 minutos durante un periodo de una hora y media

{Xl(js) Il=1,...8; j=0,5,...,90}, repitiéndolo posteriormente a intervalos de un
minuto  durante un  periodo de  observacion de una  hora

{Xl(jl)/l=1,...,8; j=0,1,...,60}. Inicialmente, consideraron que todas las series

procedian de un mismo proceso estacionario lineal general {X,/teZ'},
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observado sobre diferentes individuos, y por lo tanto, la densidad espectral es

comun a todos ellos. De acuerdo con el modelo de efectos fijos, se obtiene
facilmente que para cada frecuencia @, el coeficiente de variacion de los

periodogramas Ij(@y) =1, ..., r es aproximadamente:

Var(ll(wj)) z f(wj) -1 (3.3.1)

E[I, (wj)] flo,)

cv(1(w,))=

Al disponer de series replicadas, este coeficiente de variacién puede

estimarse alternativamente, estimando E[I,(a) ; )] por %gll(w j) y Var[Il(a) i )] por

—Yy (Ii((o j)— I (a) j ))2 . De acuerdo con la teorfa asintética del periodograma, si

representamos los coeficientes de variacién estimados frente a las distintas
frecuencias, la grafica correspondiente debe oscilar alrededor de uno. Diggle y Al-
Wasel (1993) obtienen los coeficientes de variacién de los periodogramas de las
series observadas a intervalos de cinco y de un minuto, observando que los
coeficientes de variacién de los primeros toman valores alrededor de 1, mientras
que para las segundas series, las oscilaciones se producen claramente por encima
de uno. Este ultimo resultado, prueba que el modelo de efectos fijos es
inconsistente con los datos, advirtiéndose que hay una fuente de variabilidad
superpuesta a la variabilidad del periodograma. Las representaciones graficas de
las series de cada uno de los individuos sugieren a su vez que éstas pueden
proceder de diferentes procesos, por lo que proponen un modelo alternativo donde

cada individuo posee su propia funcién de densidad espectral fi(w). De acuerdo

con estos razonamientos, proponen el modelo:
I{w;)= fi(w;)U; (33.2)

Segin los referidos resultados asintdticos acerca del periodograma debido
a Hartigan (1980), y de manera andloga al modelo de efectos fijos, las variables

aleatorias Uy son independientes en [, asintéticamente independientes en j y con
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distribucién comin exponencial de pardmetro 1. Diggle y Al-Wasel consideran
que cada fi(w) es una realizacién de un proceso R(®) y definen flow)=E[R(w)]

denominéndolo espectro poblacional. Se tiene entonces:

filw) = f(@)Z () (3.3.3)

r . . . . P
donde {Z,(a))}l_1 son r realizaciones independientes de un proceso estocastico

{Z(®w)}. Utilizando (3.3.3) podemos expresar (3.3.2) como
L(@)=flo;)z(0;)Uy 1= .. r; j=1 .. [(N-1)2] (3.34)

Este modelo puede considerarse como un modelo de efectos aleatorios,
donde el proceso Z(w) expresa la variabilidad entre los objetos y las variables Ui

la variabilidad residual.

3.4 Procesos lineales de coeficientes aleatorios.

De acuerdo con el teorema 1.8 del epigrafe 1.5, un proceso {X, /te Z*}

que posee un espectro absolutamente continuo, €s un proceso lineal general, y por

esta razon, se puede expresar por

X, = Y béy (3.4.1)

k=—c0

donde {&,} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

con E[£]=0 vy E[étz]=o%, verificando los coeficientes by la condicién

S bE <o

k=wc0
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El modelo (3.3.4) para el periodograma individual, corresponde de hecho a
un proceso doblemente estocastico. Dado que cada serie individual procede de la
observacién de un proceso estacionario con distribucién espectral absolutamente
continua, tal proceso individual es un proceso lineal, por lo que el proceso global
puede considerarse como un proceso lineal de coeficientes aleatorios. En
definitiva, la seleccién de cada individuo es equivalente a seleccionar los
coeficientes del proceso de acuerdo con una determinada distribucién de

probabilidad. Desde el punto de vista espectral, esta seleccion es equivalente a la

observacion del proceso Z(®).

Se puede expresar el proceso en los siguientes t€rminos. Para un objeto O

X, = X,(0)= 3b(0)(0) (342)

k=—oco

donde

Zb,f <o (as)

k=—oc0

y donde cada sucesién de variables aleatorias (&) verifican E[§,]=0 y

E[é,z,] = 0'2, son independientes en ! y 7, ademas de independientes del proceso

{bk}keZ'

3.5 El modelo de ruido blanco.

A lo largo de este epigrafe desarrollamos el siguiente modelo de ruido

blanco propuesto por Diggle y Al-Wasel (1993):

I(0;)=fl0;)zi(0)Uy =L .. r;j=l . (N-D2] (35.1)

! del inglés Almost Sure
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donde {Z,(w)},_ son r copias independientes de un proceso estocstico {Z(@)},
que verifica:

) ElZ(w)l=1y Var[Z(a) ])] =¢? para toda frecuencia @ i

ii) Z(@;) y Z(ax) independientes para todo j# k.

Estableciendo que Wj; = Z (a) j)Ulj podemos expresar (3.5.1) como
L{w;)= f(o;)W; (3.5.2)

A partir de este modelo, Diggle y Al-Wasel estiman el espectro flw)
realizando ciertas parametrizaciones de los procesos que forman el modelo. En

primer lugar suponen una cierta distribucién para el proceso Z(w), de tal forma
que el producto W= Zl(a) j)Ulj tenga una determinada distribucién de

probabilidad. La falta de evidencia para establecer el tipo de distribucion que

siguen las W; les lleva a considerar aquélla que simplifica la obtencién de un

estimador de méxima verosimilitud. Damos a continuacién la proposicion, en que

se basan dichos autores para considerar la distribucion de las W;.

Proposicién 3.1 Sean Z y U dos variables aleatorias con funciones de

densidad de probabilidad respectivas
f@)={T()ra- ic)}'1 k() (1-xz)™ parao<z<k™
para algtin O<k<1, y
gluy=e™* parauz0
entonces la variable aleatoria W=ZU tiene la siguiente funcién de densidad

W)= {I‘()'c)}'l K*0* '™ para@w=0
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Utilizando la proposicién 3.1 en el modelo de ruido blanco expresado por
(3.5.2) se deduce que las variables aleatorias Wj; son independientes y siguen una
distribucién gamma con pardmetro de escala k¥ y parametro de forma x, para
algtin valor x <1. De esta forma, si con f; denotamos f(®;) podemos expresar la
funcién de densidad del periodograma del individuo /-ésimo (@) de la siguiente

forma:
b)) ={T)} (x/f,) '™  paray20  (353)

El valor observado del periodograma /-ésimo en la frecuencia j-ésima (@)
lo denotamos por yy, de esta forma el logaritmo de la verosimilitud de los datos

puede entonces expresarse por:

[(v-112]

1=[(N-1)/2]r{xlogk — LogI'(k)} - o ZLogf +

r [(N 1)/2] OV R
Hrx-1)X 2Logy;~Kk 3 f XYy (3.5.4)

=1 j=1 Jj=1 =1

De aqui se deduce como estimador de méxima verosimilitud del espectro

poblacional el periodograma medio

Sustituyendo este estimador en la expresion (3.5.4) y usando el método de

Newton-Raphson para obtener el valor de k, llegamos a:

R 1 [(~1>/2]
R=To-D2] | y; /s

De acuerdo con las consideraciones hechas en el modelo de ruido blanco

descrito por (3.5.2), fl® ( ) _( ) sigue una distribucién gamma, de media )

y pardmetro de forma rx. Utilizando este resultado, Diggle y Al-Wasel construyen
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intervalos de confianza de flw) haciendo uso del estimador K de méxima

verosimilitud del pardmetro k.

3.6 Modelo general de efectos aleatorios.

Los argumentos utilizados por Diggle y Al-Wasel para justificar el modelo
de ruido blanco merecen ciertas consideraciones. En primer lugar suponen que el
proceso Z(w) estd formado por variables independientes. Si el espectro
poblacional es una funcién suave, es facil averiguar el aspecto de las densidades
espectrales individuales f(w)=fw)Z(w) bajo la mencionada hipétesis de
independencia. Ellos mismos consideran poco verosimil esta hipdtesis y plantean
formas alternativas para el proceso {Z(w)}, como puede ser incorporar una
estructura de autocovarianza positiva para el proceso {Z(w)}. Tampoco parece
muy adecuada la hipétesis de que la distribucién de Z(@) no dependa de la
frecuencia. Por todo ello consideramos necesario hacer hipétesis mds flexibles
para el modelo de efectos aleatorios propuesto por Diggle y Al-Wasel (1993).
Debido a esto, en el presente epigrafe proponemos una generalizacién del modelo

descrito por (3.3.4).

Consideremos r series temporales {xy; =1, .., r; t=1, .., N}
correspondientes a procesos lineales observados en los mismos instantes de
tiempo. Para cada uno de los procesos supondremos que existe la funcién de
densidad espectral fi(w). Para la [-ésima serie temporal podemos calcular el
periodograma I)(w) de acuerdo con (3.2.1). Teniendo en cuenta las propiedades
asintéticas del periodograma dadas por Hartigan (1980), podemos expresar I)(®)

de la siguiente forma:

L(o))=fl0,U,, @=L ..N (3.6.1)
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donde las variables residuales Uy son independientes en [, asintoticamente

independientes en j y con distribucién comin exponenciales de parametro 1.

Siguiendo a Diggle y Al-Wasel, supondremos que fi() es una realizacioén
de un proceso estocastico R(®), y consideramos el espectro poblacional definido
por Aw)=E[R(w)]. Podemos expresar la funcion de densidad espectral del /-€simo
individuo por fiw)=flw)Z(w), donde Z(w) son copias independientes de un
proceso estocastico Z(w) = R(w)/ f(w). Obviamente, utilizando esto en (3.6.1) se

tiene:
I(0,)=f(0,)z(0,)U, (3.6.2)
A continuaci6én asumimos una serie de hipétesis sobre el proceso {Z(®)}

Vo, ElZ(w)]=I
if)Var|Z(w)] = ¢ (@) < =

iii) El proceso {Z(w)} es independiente de la sucesion {Uy}.
Si establecemos que Wy=Z{@))Uj; , podemos expresar (3.6.2) como:

I(o,)=fle)W, . I=1,..rj=1 .. [N-D/2] (3.6.3)

donde para cada frecuencia wj; fija, {W,J} son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucién F; de media uno y varianza
Var[W,j] = O'? finita. Es facil probar que 1< 0'§ < oo, para todo j. Segiin se deduce
de este modelo, las variables Wj; tienen dos fuentes de variabilidad: una debida a
las diferencias entre individuos, que viene dada por Z)(@)); y otra, procedente de la

variable residual Uj;.
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Tal y como hemos visto en el capitulo primero, el periodograma no es un
buen estimador de la funcién de densidad espectral de un proceso estacionario,
debido a su inconsistencia. Sin embargo, en el caso de series replicadas, el
periodograma medio puede considerarse un estimador satisfactorio cuando el

nimero de objetos r es grande. Las siguientes proposiciones dan las propiedades

asintéticas de T ((o j) como estimador del espectro poblacional f(w) en el modelo

de efectos aleatorios descrito por (3.6.3).

Proposicién 3.2 Bajo las condiciones del modelo general de efectos

aleatorios dado por la expresi6én (3.6.3), el periodograma medio verifica:

E[i(a’j)] = f(w;)

Proposicién 3.3 Bajo las consideraciones del modelo (3.6.3) y si ademas

Ve>0, Vi, se cumple que P(IWU - 1| > eﬁ) = o(%) entonces

ﬁ{i(wi)_f(wj)} 'i”A,N(O,O'j).

Demostracion

Io,)-flo,)| _ oW1 -
j = - A AT fi
Vj 1,...,[(N 1)/2], \/7{ f(a)j) Ei Nk es por tanto suficiente
probar que, Ve >0y j=1, ..., [(N-1)/2]
P(malelj mll > 8] >0
1gigr r | r=ee

En efecto
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W,j-—1|33«/;)=

I<isr r 1<i<r

P(max j/_ > 8) =1—P(max

=1-{1-P(W, ~1> ev7)} —==0

dado que por hipétesis es P(l%—l‘>£«/7)=o(yr). Se verifica por tanto la

proposicién. [

Utilizando esta dltima proposicién podemos construir intervalos de
confianza del espectro poblacional flw) basados “en el pivote
Jr {7 ((u j)— f(a) i )} / f(co j). Sin embargo, desconocemos la varianza 0'% de las
variables Wy, siendo necesario utilizar un estimador de las mismas a partir de las

variables  observadas W,j =I,(a)j)/ I (a) j), mediante la  expresion

6'?=§{vf/,j——l}2/(r—l).

3.7 Estimacién Bootstrap del espectro poblacional.

Proponemos ahora un método bootstrap para la estimacién del espectro
poblacional en base a los datos aportados por r series temporales {x1; I=1, ..., 1;
t=1, ..., N}. El procedimiento es similar al utilizado por Freedman (1981) para
modelos de regresién lineal y por Hirdle y Bowman (1988) para modelos de
regresién no paramétrica. Utilizamos como estimador del espectro poblacional el

periodograma medio definido por:

El modelo general de efectos aleatorios propuesto en el epigrafe anterior

viene dado por:
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o,)= w,)¥, 611

Para cada frecuencia aj fija, las variables aleatorias Wj; son independientes
e idénticamente distribuidas, con funcién de distribucién F; desconocida.

Utilizando la metodologia bootstrap reemplazamos la distribucién F; por la

distribuciéon empirica F,; de {Wlf}zr—l' Dado que las variables {W;} no son

observables, utilizando (3.7.1) podemos aproximarlas por:

. Lo,
W, = (@) (3.7.2)
flo;)

) | A - N .
Obviamente, —2 W;=1. Llamamos F,; a la distribucién empirica
r
I=1

correspondiente a {WIJ} El paso siguiente es la obtencién de las variables

bootstrap {W;} tomando muestras aleatorias de tamafio r de la distribucion

empirica F ., para cada una de las frecuencias
@) =I)=Ff,W (3.7.3)

y el estimador bdotstrap del espectro poblacional, f *(@), utilizando la expresion

(o) (3.7.4)

=1

~ |-

Fo;)=
que es el periodograma bootstrap medio.

El algoritmo bootstrap para aproximar la distribucién de f(w), puede

esquematizarse de la siguiente forma.

Paso 1 Las variables Wj; se estiman siguiendo la expresién (3.7.2)
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I(@))
fla;)

>

I=1, .., r ;j=1, ... [(N-1)/2]

L

Paso 2 Para cada una de las frecuencias @y, se toman B muestras bootstrap
{W*l e W } de {Wl j,....,W,j} y se define el periodograma bootstrap de cada

frecuencia mediante:
[ )=1(-w,)=f,)W

Paso 3 Por tltimo, obtenemos el estimador bootstrap del espectro poblacional

x| 2= 4 *f ok 1 I *| 4 Ll s
E[F (@)=L E L (@) =2 L E[f(0,)W ] = f(e))
Para probar la validez asintdtica de este algoritmo bootstrap, como hemos
visto en el capitulo segundo, consideramos la distancia de Mallows dada por la

expresién (2.2.2). Ahora bien, teniendo en cuenta las propiedades asintoticas que

hemos visto del periodograma medio, tomamos como cantidad pivotal real

e

y como aproximacién bootstrap

o)

En el siguiente teorema se comprueba cémo la distancia de Mallows de

estas dos cantidades pivotales tiende a cero en probabilidad cuando r — <.
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Teorema 3.4 Consideremos el modelo general de efectos aleatorios dado

por la expresién (3.6.1). Se verifica:

d, {ﬁ {MJ} Jr { il (wj ) _ f(wj ) }J == »0 en probabilidad

flo;) fl@))
siendo d; la métrica de Mallows.
Demostracion
Para cada frecuencia @y, sea Fj la funcién de distribucién de las variables
W; y Fj la funcién de distribucién empirica correspondiente a {Wy, ..., Wy;}. De

acuerdo con lo visto en los apartados anteriores, podemos expresar la cantidad

pivotal real como

y andlogamente su aproximacién bootstrap

A

Sustituyendo estas aproximaciones en la expresién de la distancia, se tiene:

dZZ[,/‘{M(w_J)} ﬁ{f*(w}-)—f(wj)nzdg(%j(w,j-.1),%ﬁ(v‘v,;_1)}

flo) (@) = r

—

Ahora bien, de acuerdo con el lema 8.6 de Bickel y Freedman (1981), se tiene la

siguiente desigualdad
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Z:dzz(wlj ~LW; ~1)=d5 (W, Wy )

\I»—‘

A S m-) 507 -1)<

"=

Consideremos ahora para cada j, una sucesién de variables aleatorias le’

independientes y cuya distribucion es la distribucién empirica F,. Es facil

comprobar la siguiente desigualdad:

ds (Wy, Wi ) < 243 (W, W) +243 (W, W )

La distancia d; (WJ,WI;) tiende a cero en probabilidad, si ambos términos

del segundo miembro de la desigualdad tienden a la vez a cero en probabilidad.

Utilizando el Lema 8.4 de Bickel y Freedman (1981) la demostracién de

d; (W, W;) es inmediata ya que

& (W, W)= d3(F.F,)—=0 (@)

Para demostrar que d;(W;, W, ) tiende a cero en probabilidad, acotamos -

lj’

superiormente esta distancia considerando la distribucién conjunta de los {W,j} y

{Wo} que asigna una probabilidad 1/r a cada (le , W )

&2(W W) < lé( -W,)

r

Remitiéndonos a las expresiones (3.7.1) y (3.7.2) se tiene que W, =I,(®,) / flw,)

y que W = I / flo sustltuyendo en la desigualdad anterior, nos queda
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Ahora bien, como f(wj) converge en media cuadritica a f(co j) y
= ((u j) converge en probabilidad
2
15 2 f (wj )<

~Y I o;)= ;mf‘L’fz(wj)(G§+1)

=

se tiene entonces:

M 13 12(w,)—==0 en probabilidad.
o, )f (COJ) e

Con todo lo visto anteriormente podemos concluir que el algoritmo

propuesto anteriormente cumple el principio de validacion bootstrap, puesto que

4 ﬁ{f(wl) - f(wj )}’ ﬁ{f (a)j ) - f(wj)} — 0 en probabilidad

fl@)) Ha,)

3.8 Simulaciones.

Para ilustrar los resultados anteriores, hemos simulado un proceso de
medias méviles de orden dos con coeficientes aleatorios. El proceso tiene la

forma:

Xt = ¢08t + ¢18t—-l

donde el vector de coeficientes (¢0,¢1) es aleatorio y sigue una distribucion

normal bivariante con vector de media [0.2,-4] y con matriz de varianza-

001 -0.007

. Las {¢,} son variables aleatorias independientes,
-0.007 0.01

covarianza [
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normalmente distribuidas con media cero y varianza 1, y ademds, independientes

de (¢,.9,)-

Las gréaficas 3.1 y 3.2 representan simultineamente para cada frecuencia el
espectro poblacional real, las dos bandas de confianza al 95% obtenidas unas en
base a las propiedades asintéticas del periodograma medio y otras al utilizar el
algoritmo bootstrap descrito en el epigrafe 3.7. Ambas estimaciones se obtienen
en base a series de 60 observaciones por objeto. La gréfica 3.1 estd basada en 100
series y las bandas obtenidas contienen para casi todas las frecuencias al.espectro
poblacional. Esto da idea de que la estimacién del espectro poblacional para cada
frecuencia es aceptable. Sin embargo, la impresién global de la grafica es
claramente deficiente, pues presenta numerosos picos y valles, lo cual puede
conducir a ideas erréneas acerca de la importancia de determinadas bandas de
frecuencias. La grafica 3.2, utiliza un nimero muy superior de objetos (r=495) y
presenta un aspecto adecuadamente suave, lo cual es consecuencia de las
propiedades tedricas del periodograma medio. Por dltimo, sefialar c6mo en ambas
graficas las bandas de confianzas bootstrap y las obtenidas por la distribucién

normal coinciden practicamente.

El periodograma medio proporciona estimaciones adecuadas del espectro
poblacional para cada frecuencia. Sin embargo, los picos y valles del estimador
pueden conducir a ideas erréneas acerca de la importancia de determinadas
frecuencias. Las técnicas de alisamiento pueden dar una estimacién global més
adecuada, sobre todo, cuando se dispone de un suficiente nimero de
obsefvaciones por objeto. En definitiva, nos permiten obtener estimadores con
menor varianza, aunque introducen un problema de sesgo, que puede ser
importante en los extremos de la funcién f. Por tal motivo, no son adecuados en
los casos en que el valor de r es mucho mayor que N, situaciones que son
habituales en el campo de la medicina, donde el nimero de observaciones por
individuo suele ser pequefio. Bajo estas circunstancias es méis adecuado utilizar el

periodograma medio como estimador del espectro poblacional. En el proximo
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capitulo trataremos los casos en que es mds adecuado la estimacién del espectro

poblacional utilizando alisamientos mediante niicleos del periodograma medio.

Espectro poblacional

real
asEes

Banda hootstrap

Banda normal
Banda normal
sEEE
0 4 $ } } } } } } } Banda bootstrap
,00000 ,62832 1,25664 1,88496 2,51327 3,14159
,31416 , 94248 1,57080 2,19911 2,82743
Frecuencias
Figura 3.1. Intervalos de confianza al 95% obtenidos al utilizar el
algoritmo dado en 3.7. y la propesicién 3.3. lr=106, N=60)
5
i«
EmES

Banda bootstrap

3. L}
Espectro poblacional
real

RENS

2 Banda bootstrap
Banda normal

14 - . - - - Banda normal

,00000 ,52360 1,04720 1,57080 2,09440 2,61799 3,14159

FRECUENCIAS

Figura 3.2. Intervalos de confianza al 95% obtenidos al utilizer el

algoritmo dado en 3.7. y la proposicién 3.4. {r=500 =60}
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CAPITULO IV. ESTIMACION DEL ESPECTRO
POBLACIONAL MEDIANTE ALISAMIENTO
DEL PERIODOGRAMA MEDIO.

4.1 Introduccion

La metodologia de estimacién del espectro poblacional basada en el
periodograma medio conduce a resultados satisfactorios para cada frecuencia
individual, al menos cuando se dispone de un amplio mimero de objetos. Sin
embargo, los picos y valles que presenta el estimador, pueden conducir a ideas
erréneas acerca de la importancia de determinadas bandas de frecuencia. Las
técnicas de alisamiento del periodograma medio pueden ofrecer mejores
estimaciones del periodograma en el sentido de eliminar los referidos picos y
valles que procedan de la propia naturaleza de los periodogramas. El estimador
obtenido a través de los alisamientos tendra previsiblemente menor varianza que
el periodograma medio, aunque introduzca un sesgo, cuyo orden dependerd

esencialmente del ancho de banda utilizado.

En el presente capitulo consideramos nuevamente el modelo general de
efectos aleatorios y proponemos estimadores del espectro poblacional basados en
alisamientos del periodograma medio mediante estimadores de ndcleo. Tres
pardmetros del modelo son esenciales en orden a analizar las propiedades del
estimador propuesto, a saber; el nimero de objetos o series r, el nimero de
observaciones de cada serie N y el ancho de banda k. Bajo determinadas
condiciones, daremos resultados acerca del sesgo, varianza y distribucién
asintdtica del estimador. Aproximaremos alternativamente la distribucién del
estimador mediante el bootstrap. Contemplaremos el problema de la eleccién del

ancho de banda 6ptimo proponiendo un método de validacién cruzada para su
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estimacion. Finalmente aplicaremos los métodos propuestos a las series obtenidas
en el capitulo anterior mediante la simulacién de un proceso estacionario lineal de
coeficientes aleatorios y compararemos las bandas de confianza obtenidas a través

de los resultados asintéticos con aquellas obtenidas por la aproximacion bootstrap.

4.2 Alisamientos mediante nucleo del periodograma medio.

Consideramos r series temporales {x; / I=1, ...,r ; =1, ..., N} observada en
los mismos instantes de tiempo. Adoptaremos nuevamente el modelo general de

efectos aleatorios, para el l-ésimo periodograma I(wy)=f@)Z @)Uy, definido en
r

(3.6.2) y sea f(a) j)=(1/r)ZI,(a) j) el periodograma medio. El estimador de
I=1

nicleo del espectro poblacional tendra entonces la forma:

[N2] —,

n 1 O—@; \ -

floh)=— J]-I, W; @.2.1)
Ahj:—%\l/z] h ( J)

donde la funcién de nicleo K(8) es simétrica, no negativa y verifica:

L - k(e)ao=1
2

Como es bien sabido en las estimaciones de nicleo, la eleccién de la

funcién K(6) no es relevante. No asi la eleccién del pardmetro de alisamiento 4 del
que depende fuertemente el estimador f(w;h). Veamos a continuacién otra forma

de expresar el estimador de niicleo dado por (4.2.1). Denotamos por fl(co;h) el

estimador de niicleo de la densidad espectral correspondiente al objeto I-€simo,
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s, o1 O-0; . _
j}(m,h)—m;K[ - ]I,(a)j), I=1, .., r
y utilizdndolo en la expresion (4.2.1), tenemos:
- 1<n -
flosh)= ;Z fi(@;h) 4.2.2)
I=1

Podria pensarse que la estimacién del espectro poblacional no es més que
el promedio de las estimaciones de cada una de las densidades espectrales
individuales. Veremos sin embargo que el parametro de alisamiento estd afectado
por el nimero de series. Tales pardmetros podrdn ser de menor orden que los
habria que emplear para cada estimacion individual, lo que supondrd que el
estimador global tenga menor sesgo. Por otra parte, la aproximacién bootstrap la
planteamos a lo largo de los individuos y no a lo largo de los instantes de
observacion como hacen Franke y Hirdle. Esto como veremos, evita el problema

de la dependencia de las variables residuales del periodograma.

Los Siguientes resultados dan las propiedades asintéticas (N — o) del

estimador f (w;h).

Proposicién 4.1 Consideremos el modelo general de efectos aleatorios

descrito en el epigrafe 3.6 y supongamos que el espectro poblacional f(w) es una
funcién no nula y dos veces diferenciable en [~7, 7] y que f (w; h) es un estimador
de nicleo definido en (4.2.1). Supongamos ademas que la funcién de niicleo K

verifica las condiciones (1.7.2). Si N — e, h >0, (Nh“)'1 = O(1) entonces, para

todo @ tal que jo| < 7, el sesgo de f (w;h) satisface:

2
E| F(o:h)]- f(@) =ﬁ2— £ (@)+o(n?) (424
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Demostracion

De acuerdo con la proposicién 3.3, podemos escribir

E[f(w;h)]:-ﬁ%;K(w;w,- jE[i(wj)]zy\%;K(m—hwj ]f(wj)

utilizando el Lema 1.13 llegamos a (4.2.4).

Lema 4.2 Si K es una funcién nicleo verificando las condiciones (1.7.2) y

p una funcién diferenciable, entonces, uniformemente en || < 7 —xh se tiene:

[A/2] —w.
1 O—a
i & K( B J]p(

j=Inr2]

e

55 K5 pterae

p’(9)|}

C
< —<sup|p(6)+ hsu
Nh{ eplp( ) up

siendo ¢ una constante y donde el supremo se calcula en el intervalo [@—«h,

W+Kh).

Consideremos ahora un proceso lineal de coeficientes aleatorios, de tal

forma que dada una sucesion {by}, el proceso lineal

X=X budisi
k=—o0
que satisface las condiciones del teorema 1.14. Asumimos ademads, que
condicionando por by, las funciones de densidad espectral individual f(w) son
funciones no nulas y dos veces diferenciables en el intervalo [-7,7].

Supondremos lo mismo para el espectro poblacional fiw). Dada la forma del
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proceso Xy, el proceso Z(w) es deterministico puro, lo que supone que Cov(Z(w),

Z(@))=0 (@)@ (@), donde @(w) = \[Var[Z(w)].

Calcularemos ahora una expresioén aproximada para la varianza en el caso

deserh—0y Nh? = . Tal expresién como veremos tiene la forma aproximada

para [o|< 7

2 - 2
Var| f(es;h)| = f N;“r’) E[zz(w)]ﬁjm K?(0)do +@Var[2(m)] (4.2.5)

Cada una de las componentes de la varianza tiene un significado preciso.

La primera componente corresponde a una varianza intraclase. Obsérvese que esta
componente es de orden (Nhr)'l. La segunda componente corresponde a la
variabilidad entre los diferentes sujetos o poblaciones. La homogeneidad espectral

de estos, supondria en el modelo que la varianza de Z(w) es nula en todas las
frecuencias @. Obsérvese también que esta componente, caso de ser
Var[Z(co)]>O, es de orden r~’ y ademds la varianza global del estimador es

también de orden r~'. Si por el contrario, Var[Z(a))] =0, dicha varianza global es

de orden (Nhr)™".

Veamos como podemos obtener la aproximacién (4.2.5). Utilizando la

expresion (4.2.2), se tiene

Var(f (e; h)) =Var (l i file; h)j = -1; E[(]?z (w;h)- E[fl (o; h)])z] -

=1

Denotamos por J, la c-dlgebra generada por las r sucesiones de variables

aleatorias {by; I=1, ..., r; k € Z*}. Podemos entonces escribir:

varl (o] = 11| (o - S in)n 1« Eliwsn} 5] H jan)) |-

r
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- %E[( Flesh)-E| f,(co;h)/],])z]+-’1:E[(E[fl(w;h)/J,] - B[ f(e; h)])z} +
+%E[( Fiesh)~ o)/ 3, ) E[ A7, ] - H] f(w;h)])] (4.2.6)

Pasamos a estudiar cada uno de los términos del segundo miembro de la expresion

4.2.6)
i) El primer término se puede expresar por:
L (- Hiton/s) = 2| wsn- Ewn /o 1]

Como se verifican las condiciones del teorema 1.15 podemos concluir cuando

h—0y Nh? = e, que Vlo|<7
E[( Fi(w;n)- B fi(@;m)/J ])2 /J }; L 2L [ K*(@)a6
§ "] Nm 27 -
utilizando este resultado en la expresién anterior se tiene
1g E[( Fasm)-Hi@m/s,)) /J} 1 E[L @[ k) de]
r r LNh 2; I
y de esta forma podemos concluir que

NhE[( file; )= E[ fy(ash) /J])z]—ﬁ—) fz(w)E[Zz(a))]% [~ K*@6)d0

Nh? oo

1 - A 2
ii) Desarrollando la expresién -;E[(E[ Fi(ash)/ J,]— E[ f (a);h)]) } llegamos a
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s K k(220 o w20, )2 001

Ahora bien, dado que Cov(Z(a) j),Z(cok)):qo(a) j)qo((ok) y teniendo en

cuenta el lema 4.2, podemos hacer la aproximacién:

1 D-W; 1 w-E&
ﬁjK( - )f(coj)go(wj) 27th ( - )(g) (E)dE  @.2.7)
utilizando (4.2.7) y la hipétesis de que el espectro poblacional flw) es dos veces
diferenciable; y por otro lado la hipétesis de que w(a))l es una funcién

diferenciable, se tiene:

r

%E[(E[fz (w;h)/ J,]-— E[ f (co;h)])z] i 2(w)Var[Z(@)]+ Oh?)

iii) Por ltimo, desarrollando la expresion

%E[(fz(w;h)—- E fy(@sm)/7, ) E[fi(@sm)/ 7, |- H F (o h)])] _

=%E[(Nh§K( h“’ ]f(a,j)zl(wj)(y,j—1))($§;K(w—hwk )f(wk)(Z,(wk)—l))]=

S E K LS 220 ), (o B[z, 0, 1) 2 0) - )] =0

h

N 2h2
Dado que al ser Z)(w) independiente de Uy, se verifica:

|z (0,)(z(0.)- 1)U, - 1)] = E[z,(0,)Z(o,)- 1)|E(u, - 1)]=0

Sustituyendo todo esto en la expresion (4.2.6) se llega a (4.2.5)
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Teorema 4.3 Consideremos un proceso lineal de coeficientes aleatorios, de

tal forma que dada una sucesién {by}, el proceso lineal

Xln = 2 blkél,n—k

k=—co

verifica las condiciones del teorema 1.14. Asumimos ademds, que condicionando
por {by}, las funciones de densidad espectral individual fi(@) son funciones no
nulas y dos veces diferenciables en el intervalo [-7,7]. Supondremos lo mismo

para el espectro poblacional fiw). Consideremos también que {Z(w)} es un

proceso deterministico puro y ¢(@)=+/Var[Z(»)] una funcién diferenciable.

Entonces,

para h — 0y Nh®> — coy para todo @ tal que |o| < 7, se tiene:

rVar[ flo; h)] - f(@)Var[Z(w)] (4.2.8)

Nhr E[E[{ﬁ(w;h) - E[fl (w;h)/]r]}2 /J,H _fas) |
P @)E 2’ (w)]%f; K*(6)d6 42.9)

Teorema 4.4 Consideremos las condiciones del modelo general de efectos

aleatorios descrito en el epigrafe 3.6. y supongamos que el espectro poblacional

f(w) es una funcién acotada, Vo, Var[Z(w)]>0, y Vij E[(W,J. ——1)4]: C<oo.

Entonces, para h = 0, Nh? = 00, r — oo,

Jr{f)- [ f@m]}—— N0 (@Variz()
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Demostracion
) . | fi(wsh)- B fi(@;h)]
Jr{f(en - Ff(en]} =3 ——
| , [ @3- B esh)]
es obvio que Ve >0, Limmax P > ¢ |=0. Ello supone que
N I<isr Nr

el pivote J?{ Flaxh)-E| f(w;h)]}—d—>z, siendo Z una distribucién

infinitamente divisible. Esto se deduce al utilizar el teorema 14.9.b., pag. 373, de

Burrill (1972), donde Z sigue una distribucion normal si y sélo si se verifica:

| [ @3- B i)
Lim P| max >g|=0

4.2.10
N I<I<r ‘\/7 ( )

En efecto,

, gg’f,(w;h)—f;[ﬁ(a);h)]Lg =1‘g” |ﬁ(m;h)-f;[ﬁ(w;h)]\ ..

Ak P|ﬁ(w;h)—E[f,(w;h)]]

£

Es obvio que la expresién (4.2.10) es vélida si y sdlo si

Lim ; 1- P l]?l(a);h)—E[j?l(w;h)]l>z';‘ =1

4.2.11)
N—oo =1 —\/;‘-

Utilizando la siguiente desigualdad [Seccién 13-6 , Burrill (1972)]:
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1-3b,<T

v=l =1

(-5)zexp(-55,)

es obvio que (4.2.11) ocurre si y sélo si

Lim i; P{‘ Fl@h)- H fi(o; h)]l > sJF} =0 (4.2.12)
En efecto, ya que:
E[ fi(w;h) - E| f:(w; k) 4]
P{I ACADE E[ ﬁ(co;h)]l > eﬁ} < ( , 4r£ ]) <
1. C
< £4r2 E[(.Wiojo - ) ]S £4r2

4.3 Aproximacién Bootstrap para la estimacion del
espectro poblacional utilizando como estimador

alisamientos del periodograma medio.

Consideremos el modelo general de efectos aleatorios Ii(@)=fay)Wy,

descrito en 3.6, con Var[Z(a))]>0 para todo @. Ello garantiza, bajo las

1 en todas las

condiciones sefialadas, la varianza de f(w;h) es de orden r~
frecuencias @. Proponemos el siguiente algoritmo bootstrap para aproximar la

distribucidn del pivote

«/?{—————f (w;z;)f (w)} @3.1)
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Paso 1 Las variables no observables le, de acuerdo con (3.6.3), se aproximan

por:

L)
Wi = I))

I=1,..,r; j=1, ...,[N2]

Paso 2 Se selecciona un ancho de banda de remuestreo g y para cada una de las

frecuencias @y, se toman B muestras bootstrap {W*l j,....,W*rj } de la distribucién

empirica correspondiente a la muestra {W1 joeees Wy } Para cada una de ellas, se

obtiene el periodograma bootstrap del /-ésimo individuo de la siguiente forma:
I()=I(-0,)=f®;aW;

Paso 3 Se elige finalmente un ancho de banda & y se obtiene la estimacion

bootstrap del espectro poblacional per:

[n/2] . [N/2] .

A~k 1 O—W; \—x 1 D—0O; - -
flojhg)l=— K( J)I. o;)=— K( ’)fa)-; W;
( J g) Nh j=-—[ZN/2] _ h ( J ) Nhj:—[N/Z] h ( J g) J

Utilizando este algoritmo aproximamos el pivote dado por (4.3.1) a través del

siguiente pivote bootstrap

JF{ f*(w;ii,g)—f(w;g)} (4.3.2)
flosg)

4.4 Ancho de banda 6ptimo.

Sin duda, el pardmetro de alisamiento es un elemento clave en cualquier

técnica de alisamiento. Propondremos en este epigrafe la forma de eleccion de un
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ancho de banda global éptimo basado en el porcentaje de error cuadratico medio
(MSPE, Mean Square Percentage Error). De acuerdo con Parzen (1957), y como

vimos en el capitulo primero consideramos:

E{f(oih)- f()}

MSPE(w;h) = 44.1
(;h) @) 4.4.1)
(4.4.1) puede expresarse alternativamente por:
MSPE(w;h) = M@—) (4.4.2)
()
donde b(w) = (E[ f(@;h)|- F(@)) y v*(@) = Var| f(a;)]-
De acuerdo a los resultados asintéticos obtenidos en 4.2.
Hi(@h)- @)= f (@ @“43)
Var[ Flw,h) ] f (“’) E[Zz(co)] I K*(6)do+I—2 fo ( VarZ(o)] (444)
Al sustituir (4.4.3) y (4.4.4) en (4.4.2), se tiene:
1 f (@)1 - }
MSPE(w,h 0°K(0)d6
(@.1)= {2 o 25 20O
HZ@)] 1 - [ (@)]
P [ K (0)d0+ (44.5)

Al minimizar esta expresién, obtenemos el ancho de banda h éptimo para

cada frecuencia ®, que es de la siguiente forma
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e

EZ*(0)] %
h(w) = _[M]ff—j))] [ Kk*(8)do (fi(%] (4.4.6)

Como consecuencia de esta expresién obtenemos un ancho de banda 4 de

orden (Nr)‘%, que es 6ptimo para cada frecuencia.

Podemos alternativamente determinar una ancho de banda global en un
sentido andlogo al propuesto por Beltrao y Bloomfield (1987) basado en la media
del porcentaje del error cuadritico (AMSPE Average Mean Square Percentage

Error)

=

AMSPE(h) = -072] 7 - Z MSPE(w;,h) 4.4.7)

de acuerdo con esto, el ancho de banda global éptimo es de la forma:

1 1/ [(N—l)/2 [(N-1)/2] 15
h=(§—7—r-.[ K2(0 dG/Nrj { X Z (0 Z {f (@ )/f(w )}
4.4.8)

El algoritmo descrito en el epigrafe anterior utiliza dos anchos de banda; a
saber: el ancho de banda de remuestreo g, y el ancho de banda para el bootstrap 4.
Inicialmente podriamos considerar seleccionar ambos pardmetros g y h del orden
(Nr)™. En previsién de que tal eleccién para g pudiera no aproximar bien el sésgo
real, como ocurre en la estimacién de modelos de regresién no paramétrica
(Hardle y Bowman (1988)) y en la estimacién de la densidad espectral (Franke y
Hirdle (1992)), podemos estimar separadamente el sesgo, mediante la estimacion

de la segunda derivada del espectro poblacional. Tal estimacién tiene la forma:

(/2] iy

an 1 w—-0; \-

f (@,))=—= K (————J]l ®; (4.4.9)
N3 j=—%}l/2] 2 h, ( J)
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donde el nicleo K(,)(6) satisface las siguientes condiciones:
Lx K (u)du= L” uk 5, (w)du=0 -Lo uzK(z) (w)du=2 (4.4.10)
y el ancho de banda I de forma que NI° — co cuando [ — 0.

De acuerdo con Hirdle y Bowman, consideramos el pivote bootstrap

alternativo

Ax ~ 2 ~
7 (@he)-Fiomg)+ - Frla)

- 4.4.11)
flw,g)

r

donde

N Tw P

. o[ o (2] ~w;)\.
fc(w’h’g)'_‘E[f (w’h’g)]=—l—‘ 2 K(a) wj)/(a)j;g)

y f ”(;1) viene dado por la expresién (4.4.9).

4.5 Estimacion del ancho de banda 6ptimo.

De la expresion (4.4.8) se deduce que el ancho de banda 6ptimo depende

‘de varios parimetros como son f”(®), f(®),y 5[22 (a))] que son desconocidos.

Por ello pasamos a considerar dos métodos alternativos para obtener una

estimacién del ancho de banda éptimo.
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1.- Método Plug-in.

Este método estima el ancho de banda éptimo £ al sustituir en la expresién
(4.4.8) los parametros desconocidos por estimaciones realizadas con los mismos
datos. Evidentemente, la presencia de varios pardmetros y su necesaria estimacion
para obtener mediante el método Plug-in €l valor de A, hacen pensar que el método
pueda ser inadecuado. Pensamos que en este caso, los métodos de validacién

cruzada puedan ser de mayor efectividad como veremos a continuacién.
2.- Método de validacion cruzada.

Damos a continuacién un método de validacion cruzada para la

estimacién del ancho de banda éptimo y una justificacién del mismo.

Paso 1. Se divide la muestra de tamaifio » en dos grupos de tamafios r; y r».

Paso 2. Estimamos f{w) de la siguiente forma, para el grupo 1 mediante

estimadores de niicleo

) 2 (o-o,),
f(’l)(w;h)__._]\_;_ 2 K(&}lw_])[-(l)(wj)

J=-{N/2]

Para el segundo grupo, estimamos el espectro poblacional utilizando el

periodograma medio 7 )(w).
Paso 3. Se obtiene /& que minimiza la expresion

[n/2 2

] .
min 2_{ [1")0,)- 7" (w;:)} (45.1)

Seguidamente veremos la justificacién tedrica de este procedimiento para

la eleccién de un ancho de banda 6ptimo. Un criterio natural de seleccién de
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ancho de banda éptimo es elegir aquel que minimice la media de los errores

cuadraticos medios de cada una de las frecuencias

ve2] o 2
] 2 H(fles-sto)) | @52)

Veamos que minimizar esta (4.5.2) es aproximadamente equivalente a minimizar

L T - 190
5 2 AP | sy

En efecto, como f(a) j) no es conocida, podemos considerar una estimacion
basada en el periodograma medio, obtenido con datos diferentes a los utilizados

para estimar f(r‘)(a) j;h). Sea I (")(co j) el periodograma medio referido. Se tiene

entonces:
(~2] 2 v2] 2
E{ > (1)) 7 (asin) }E[Z (@)~ flo,)} }

[v2] 2
Dado que z {7(rz)(a,j)_ f(a)j)} ] es independiente del ancho de banda 4,
j=1
queda establecido que la minimizacién (4.5.2) es aproximadamente equivalente a
minimizar (4.5.3), lo cual justifica el método de validacion cruzada propuesto para

la seleccién del parametro de alisamiento.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Capitulo IV. Estimacién del espectro mediante alisamiento del periodograma medio. 83

4.6 Simulaciones.

Los métodos propuestos en los epigrafes anteriores se aplican a las series
obtenidas en el epigrafe 3.8 mediante la simulacién de un proceso de medias
moéviles de orden dos con coeficientes aleatorios. El micleo utilizado para la
estimacién del espectro poblacional mediante alisamientos del periodograma

medio es el niicleo de Bartlett-Priestley, que viene dado por:

3 2
=(1-(6/x) o<
<o) S (1-@/m)’)

0 6| > =

En la figura 4.1 utilizamos el algoritmo bootstrap descrito en el epigrafe
4.3 para obtener el intervalo de confianza boots&ap al 95% del espectro
poblacional. Las series utilizadas son exactamente las mismas que las de la gréfica
3.1 del epigrafe 3.8. Se ve como él’problema de sobre valoracién de frecuencias
que aparecia en la grifica 3.5 se ha resuelto al hacer alisamientos del
periodograma medio, de forma que obtenemos una mejor estimacion global del

espectro poblacional.

La grifica 4.2 se obtiene en base a 60 series de 200 observaciones por

objeto. Para cada frecuencia se han representado simultdneamente el verdadero
espectro poblacional f{w), el periodograma medio I(w) y un estimador de nicleo
obtenido mediante alisamientos del periodograma medio F(w;h) dado por la

expresion (4.2.1) con ~=0.112. Las graficas 4.3 y 4.4 se obtienen a partir de las
mismas series que la grafica 4.2. El intervalo bootstrap del 95% de la grafica 4.3

se obtiene al aproximar el pivote real +/r { flw,h) - f (a))} / f(w) por el pivote
bootstrap ~/r { Fa (w;h,8)— flo; g)} / f (w;g), 1a banda obtenida es suficientemente

suave aunque se observa un cierto sesgo. No obstante, dicho problema de sesgo se

soluciona en la figura 4.4 al utilizar el pivote bootstrap corregido
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2
N f*(a);h,g)—fc(a);h,g,)+£12—f”(a);l) flwg). Las graficas 4.5 y 4.6

utilizan el mismo nimero de series que las anteriores pero un nimero muy
superior de observaciones por objeto (N=500). De forma andloga a 4.3 y 4.4 se
comparan los intervalos bootstrap construidos con los pivotes descritos
anteriormente y ademds se comparan con el intervalo de confianza obtenido al
utilizar los resultados asintéticos del teorema 4.4. Destacar como ambas bandas

coinciden practicamente.

Por tltimo en la tabla 1 se comparan los anchos de banda obtenidos por los
métodos de validacién cruzada y Plug-in antes descritos, asi como los errores

AMSPE, deduciéndose la eficacia del algoritmo de validacién cruzada.

4,5
4,04
3,59
3,04
2,59

Espectro Poblacional
Real

2,04

1,59

Banda Bootstrap

1,0 - - - - -
,00000 ,52360 1,04720 1,57080 2,09440 2,61799 3,14159

Frecuencias

Figura 4.1. Intervalo bootstrap al 95% obtenido con el algoritmo
descrito en 4.3 {r=100, N=60, b=0.3 y g=0.25)
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41

3-

2

Alisamiento del

Periodograma Medio

Espectro Poblacional

1-
Real
0 . - . - - _ . . - . - _ , Periodograma Medio
,00000 ,43982 ,87965 1,31947 1,75829 2,19911 2,63894 3,07876
,21991 ,65973 1,095  1,53938 1,97920  2,41903 2,85885
Frecuencias
Figura 4.2
5

4-

3-

24

1

Espectro Poblacional
Real

Banda Bootstrap

,00000

w1 LTS 21991 2,639 3,067
21991 LG58 1,095 153938 197920 2,4103 2,858

Frecuencias

Figura 4.3 Intervalo Bootstrap al 95% obtenido con el algoritmo descrito

en

4.3 tomando anchos de banda dptimos (r=60, N=200, h=0.112 y g=0.09)
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4-

3 -
Espectro Poblacional
Real

2«

Banda Bootstrap

1
,00000 ,43982 ,87965 1,31947 1,75929 2,19911 2,63894 3,07876
,21991 ,65973 1,09956 1,53938 1,97920 2,41903 2,85885

Frecuencias

Figura 4.4 Intervalo al 95% obtenido al corregir el algoritmo bootstrap
dado por 4.3 segun Hirdle y Bowman (r=60, N=200, h=0.112 y ¢=0.112)

Espectro Poblacional
Real

Banda Normal
0]

Banda Bootstrap
| B

IS‘.
,00000

M6 L5051 L2877 L7003 2,1368 25634 2,99080
036 64088 L0681 149580  1,9265 2,981  2,77717

Frecuencias

Figura 4.5 Intervalo Bootstrap al 95% obtenido con el algoritmo
descrito en 4.3 (r=100, N=500, h=0.076 y g=0.05)
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85051
1,06814

L2817 L,70903 2,362 256354 2,99080

1,49540  1,92265

Frecuencias

2,34991

2,177

Espectro Poblacional
Real

Banda Normal
| |

Banda Bootstrap

Figura 4.6 Intervalo al 95% obtenido al corregir el sesgo del algoritmo
propuesto en 4.3 {r=100, N=500, b=0.076 y g=0.076)

Tabla 1
60 100 200 500
N
r
hcv=0.16700 hev=0.084 hev=0.15000 hev=0.09200
30 } AMSPEcv=1.32217 AMSPEcv=2.10769 AMSPEcv=1.94542 AMSPEcv=1.48378
hplug=0.42532 hplug=0.3642 hplug=0.30061 hplug=0.25239
AMSPEplug=9.81784 | AMSPEplug=10.95634 | AMSPEplug=11.17195 AMSPEplug=12.96201
hcv=0.14300 hev=0.12500 hcv=0.13400 hcv=0.08300
45 | AMSPEcv=0.70175 AMSPEcv=1.79561 AMSPEcv=1.64223 AMSPEcv=2.09823
hplug=0.36624 hplug=0.31765 hplug=0.27383 hplug=0.23340
AMSPEplug=5.71249 | AMSPEplugg=5.66489 | AMSPEplug=6.71927 AMSPEplug=11.30690
hev=0.13900 hev=0.02700 hcv=0.11200 hev=0.11200
60 |AMSPEcv=1.18628 AMSPEcv=2.88659 AMSPEcv=0.71902 AMSPEcv=2.90357
hplug=0.33583 hplug=0.30754 hplug=0.25956 hplug=0.22145
AMSPEplug=5.53363 | AMSPEplug=4.65369 AMSPEplug=5.95729 AMSPEplug=10.41049
hev=0.07400 hev=0.10000 hev=0.07600
99 AMSPEcv=1.05487 AMSPEcv=0.36013 AMSPEcv=0.29136
hplug=0.27374 hplug=0.23361 hplug=0.19693
AMSPEplug=4.23467 AMSPEplug=3.83591 AMSPEplug=4.98237
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APENDICE.

Se presentan a continuacion los listados de tres programas realizados en el
paquete Statistical Analysis System (SAS 6.06), y ejecutandos en una estacién de
trabajo HP900. En estos programas se han implementado los algoritmos

propuestos en los capitulos Il 'y IV.

Listado 1. Implementacién del algoritmo bootstrap propuesto en el epigrafe
3.7. (Capitulo III)

filename grafout pipe 'lp -d necs62p';
goptions device=xcolor;

goptions gaccess=sasgaedt;

goptions gprolog="25210d0a'x;
goptions gsfmode=replace;

goptions gsfname=grafout;

options linesize=70;

data datos;

se=1;

n=60;

r=99;

b=r;

s=datetime();

s=int(s);
Pi=3.14159265;
nul=0.2;

nu2=-4;

v1=0.01;

v2=0.01;
covl2=-0.007;

array £1i(99) f1i1-f1i99;
array £2i(99) £2i1-12i99;
array sx(99) sx1-sx99;
array €(99) el-e99;
array d(99) d1-d99;
array £(99) f1-f99;
array x(99) x1-x99;

/* Generamos aleatoriamente los parametros f1i f2i del modelo ma(2) */

doi=ltor;
yl=rannor(s);
y2=rannor(s);
f1i(1)=0.092581*y1-0.03781 *y2+nul;
2i(1)=-0.03781*y1+0.09258*y2+nu2;
sx(i)=sqrt(se**2*(1+f1i()**2+£2i(1)**2));
d(i)=se*rannor(s);
f(i)=se*rannor(s);
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end;
/* Generacion de r muestras de ma(2) */

do j=1to n;
doi=ltor;
e(i)=se*rannor(s);
x(1)=e()+LE)*d(1)+121(1)*{(i);
f(i)=d();
d(i)=e(i);
end;
output;
end;

/* Calculo de los periodogramas de los r individuos */

proc spectra p out=espect;
var x1-x99;
run;

data c;

set espect;

array in{99} p_01-p_99;
array w{99} w1-w99;

array wbm{99} wbm1-wbm99;
array f1b{99} f1b1-f1b99;
array q1b{99} qlb1-q1b99;
n=60;

r=99;

b=r;

Pi=3.14159265;
s=datetime();

s=int(s);

file ‘pivote.dat’;

/* Calculamos el periodograma medio para cada una de las frecuencias */

pm=0;

doi=ltor;
in(i)=in(i)/(4*Pi);
pm=in(i)+pm;

end;

pm=pm/r;

/* Paso 1 estimamos W(i,j) */
doi=ltor;

w{i}=in{i}/pm;
end;

Apéndice. 89

/* Paso 2, para cada frecuencia wj obtenemos b muestras bootstrap de los errores medios de los

individuos */

do j=1to N;
if _n_=j then do;
do k=1 tob;
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wbm{k}=0;
doi=ltor;
l=ranuni(s);
I=int(r*1)+1;
wbmi{k}=wbmik}+w{l};
end;
wbm{k}=wbm{k}/r;
end;
end;
end;

/* *Paso 3, calculo del estimador bootstrap de la funcion de densidad espectral */

/* y del pivote bootstrap */

dok=1tob;
flb{k}=pm*wbm{k};
q1b{k}=sqrt(r)*(f1b{k}-pm);
put( q1b{k})(10.5);

end;

/* Tenemos en un conjunto solo los pivotes bootstrap */

data pivbot;

array qb{99} qb1-qb99;
b=99; '
infile 'pivote.dat';
dok=1tob;

input gb{k};

end;

proc transpose data=pivbot out=tranpiv1 prefix=v;
run;

data tranpiv;
set tranpivl;
if _n_<=99;

/* Buscamos los percentiles 2.5 */

proc univariate data=tranpiv noprint;

var vl-v3l;

output out=inferior pctlpts=2.5 pctlpre=v1-v31 pctiname=inf;
run;

proc transpose data=inferior out=qinf prefix=inf;
run;

/* Buscamos los percentiles 97.5 */

proc univariate data=tranpiv noprint;

var vi-v31;

output out=superior petlpts=97.5 pctlpre=v1-v31 pctiname=sup;
run;

proc transpose data=superior out=qsup prefix=sup;
run;
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/* Cdlculo del intervalo de confianza */

data inter;
set qsup;
set ginf;
setc;
. n=60;
=99;
nul=0.2;
nu2=-4;
v1=0.01;
v2=0.01;
covl2=-0.007;
se=1;
file 'dr99n60.dat’;
hw=(se**2/(2*Pi))*(1+v1+nul **2+v2+nu2**2+(2*nul+2*(cov12+nul*nu2))*cos(freq)+2*nu2*c
os(2*freq));
pinfer=pm-(sup1/sqrt(r));
psuper=pm-(inf1/sqri(r));
put( freq pinfer hw psuper) ( 10.5);
title ' MA(2) tma2 r=99 n=60';
symbol1 interpol=join value=dot height=0.1 color=blue;
symbol2 interpol=join value=dot height=0.1 color=red;
symbol3 interpol=join value=square height=0.1 color=green;
symbol4 interpol=join value=square height=0.1 color=yellow;
proc gplot data=inter; :
plot (pinfer psuper hw)*freq /overlay;
run;

Listado 2. Implementacién del algoritmo bootstrap propuesto en el epigrafe
4.3. corregido el problema del sesgo siguiendo a Hiirdle y Bowman (Capitulo

V)

filename grafout pipe 'lp -d necs62p';
goptions device=xcolor;

goptions gaccess=sasgaedt;

goptions gprolog="25210d0a’x;
goptions gsfmode=replace;

goptions gsframe=grafout;

options linesize=70;

data datos;
se=1;

n=200;

r=99;
s=datetime();
s=int(s);
Pi=3.14159265;
nul=0.2;
nu2=-4;
v1=0.01;
v2=0.01;
cov12=-0.007;
array f1i(99) f1i1-f1i99;
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array £2i(99) £2i1-£2i99;
array sx(99) sx1-sx99;
array ¢(99) ¢1-e99;
array d(99) d1-d99;
array f(99) f1-f99;

array x(99) x1-x99;

/* Generamos los parametros fli f2i del modelo ma(2) */

doi=ltor;
yl=rannor(s);
y2=rannor(s);
f1i(i)=0.092581*y1-0.03781*y2+nul;
f2i(1)=-0.03781*y1+0.09258 *y2+nu2;
sx(i)=sqrt(se**2*(1+f1i(i)**2+£2i(i)**2));
d(i)=se*rannor(s);
f(i)=se*rannor(s);

end;

/* Generacion de r muestras de ma(2) */

doj=1tonm;
doi=ltor;
e(i)=se*rannor(s);
x(D=e(@)+f1i(E)*d(1)+12i (1) *(1);
f(1)=d(1);
d(i)=e(1);
end;
output;
end;

/* Calculo de los periodogramas de los r individuos */

proc spectra p out=espect;
var x1-x99;
run;

/* Conjunto de frecuencias*/

data freq;
set espect;
drop p_01-p_99 period;

/* Calculo de los Z(w) */

data z;

set datos;

set freq;

se=1;

n=200;

r=99;
Pi=3.14159265;
nul=0.2;
nu2=-4;
v1=0.01;
v2=0.01;
cov12=-0.007;
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kl=se**2/(2*Pi);
k2=1+v1+nul **2+4v2+nu2**2;
k3=2*nul+2*(cov12+nul*nu2);
k4=2*nu2;
hw=k1*(k2+k3*cos(freq)+kd*cos(2*freq));
array f1i(99) f1i1-f1i99;
array 2i(99) f2i1-12199;
array sx(99) sx1-sx99;
array z(99) z1-z99;
varz=0;
dol=1tor;
z()=se/(2*Pi*sx()* (fLi)**2+£2i(1) **2+2*2i(1)*cos(freq));
z(h=z(1)/hw;
varz=(z(1)-1)**2+varz;
end;
varz=varz/(r-1);

data z;

set z;

drop f1i1-f1i99 2i1-£2i99 sx1-sx99 se n Pit
nul nu2 vl v2 cov12 k1 k2 k3 k4 hw freq il
y1y2 s 21-299 £1-f99 d1-d99 x1-x99 €1-€99 j;

datac;

set espect;

array in{99} p_01-p_99;
array w{99} w1-w99;
array wbm{99} wbm1-wbm99;
n=200;

r=99;

b=r;

Pi=3.14159265;
s=datetime();

s=int(s);

/* Calculamos el periodograma medio para cada una de las frecuencias */

pm=0;

doi=ltor;
in{i}=in{i}/(4*Pi);
pm=pm-+in{i};

end;

pI=pIm/r;

/* Generamos los W(i,j) */

doi=ltor;
w{i}=in{i}/pm;
end;

/* estimacion de la varianza de los Wij */

vari=0;

doi=ltor;
vari=(w{i}-1)**2+vari;

end,

vari=vari/(r-1);
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/* Para cada frecuencia wj obtenemos b muestras bootstrap de los errores medios de los individuos

*/

doj=1toN;
if _n_=j then do;
dok=1tob;
wbm{k}=0;
doi=ltor;
l=ranuni(s);
I=int(r*1)+1;
wbm{k}=wbm{k}+w{l};
end;
wbm{k}=wbm{k}/r;
end;
end;
end;

data d;
set¢c;

drop freq period p_01-p_99 w1-w99 wbml-wbm99 nrbPisij k1 vari;

run;

data varian;
set c;

run;

proc transpose data=d out=el prefix=ww;
run;

data f1;
setel;
if _n_<=I;

data _null_;
set f1;
array pr{101} wwl-ww101;
Pi=3.14159265;
r=99;
2=0.08;
h=g;
n=200;
nh=int(h*n/2);
m=int(n/2)+1;
file 'periali.dat’;
do k=1 to m;
gg=0;
ggm=0;
doj=1tom;
if abs(k-j)<=nh then do;
gg=(1-(2*(k-)/(n*h))**2)*pr(j)+ ge:
gem=(1-(2*(k-))/(n*h))**2);
end;
end;
doj=2tom;
if abs(k+j)<=nh then do;

drop freq period p_01-p_99 w1-w99 wbml-wbm99 nrbPisijklpm;
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gg=(1-(2*(k+))/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k+j)/(n*h))**2)
end;
end;
ggm=ggm*3/(2*h*n);
gg=gg/ggm;
put (gg)(10.5);
end;

data g;
infile 'periali.dat’;
array g(101) g1-g101;
do k=1 to 101;
input( g(k))( 10.5);
end;

data _null_;
set g;
array pr{ 101} gl-g101;
Pi=3.14159265;
r=99;
h=0.1;
n=200;
nh=int(h*n/2);
m=int(n/2)+1;
file 'periali.dat’;
dok=1 tom;
gg=0;
ggm=0;
doj=1tom;
if abs(k-j)<=nh then do;
gg=(1-(2*(k-j)/(n*h))**2)*pr(j)}+gg;
gem=(1-(2*(k-j)/(n*h))**2);
end;
end;
do j=2 to m;
if abs(k+j)<=nh then do;
gg=(1-(2*(k+j)/(n*h)y**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k+j)(n*h))**2);
end;
end;
ggm=ggm*3/(2*h*n);
gg=gg/ggm;
put ( gg)(10.5);
end;

data gg;
infile 'periali.dat';
array g(101) g1-g101;
do k=1 to 101;
input( g(k))( 10.5);
end; '

proc transpose data=g out=g1 prefix=pali;
Tun;

data g2;
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set g1;
if _n_<=101;

proc transpose data=gg out=gg1 prefix=palig;
run;

data gg2;
set ggl;
if _n_<=101;

data fwg;

set g2;

set gg2;

r=99;

n=200;

Pi=3.14159265;

g=0.08;

h=0.1;

fg=pali1*3/(2*g*n);
fc=palig1*(3/(2*g*n)y*(3/(2*h*n));

data _null_;
set f1;
array pr{101} wwl-ww101;
file ‘periali.dat';
Pi=3.14159265;
r=99;
h=0.1; /* Hay que variar el valor del bandwith */
n=200; '
nh=int(h*n/2);
m=int(n/2)+1;
dok=1tom;
£g=0;
ggm=0;
do j=1tom;
if abs(k-j)<=nh then do;
gg=(1-(2*(k-j)/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k-))/(n*h))**2);
end;
end;
do j=2 to m;
if abs(k+j)<=nh then do;
gg=(1-2*(k+j)/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k+j)/(n*h))**2);
end;
end;
gem=ggm*3/(2*n*h);
gg=gg/ggm;
put( gg)(10.5);
end;

data fffg;
infile 'periali.dat’;
array g(101) gl-g101;
do k=1 to 101;
input( g(k))( 10.5);
end;
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proc transpose data=fffg out=fffgl prefix=pali;
run;

data fffg2;
set fffg1;
if _n_<=101;

data fwh;

set fffg2;

r=99;

n=200;
Pi=3.14159265;
h=0.1;

fh=palil *3/(2*h*n);
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/* Obtenemos los periodogramas medios bootstrap de cada una de las b muestras bootstrap */

data _null__;

setc;

set fwg;

array pb{99} pb1-pb99;

array wbm{99} wbm1-wbm99;

file ‘pboots.dat’;

title ' h=0.1";

b=99;

do k=1 to b;
pb{k}=fg*wbm{k};
put( pb{k})( 10.5);

end;

/* Calculo del estimador bootstrap fg */

data db;

array pb(99) pb1-pb99;
infile ‘pboots.dat’;
doi=1 to 99;

input pb(i);

end;

proc transpose data=db out=e1b prefix=wwb;,
run;

data f1b;
set elb;
if _n_<=99;

/* Estimacion de la funcion de densidad poblacional bootstrap */

data _null_;

set f1b;

array pr{101} wwbl-wwb101;
file 'pbali.dat’;
Pi=3.14159265;

r=99;

b=r;

h=0.1;
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n=200;
nh=int(h*n/2);
m=int(n/2)+1;
do k=1 to m;
£8=0;
gem=0;
doj=1tom;
if abs(k-j)<=nh then do;
ge=(1-(2*(k-)/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k-})/(n*h))**2);
end;
end;
doj=2tom;
if abs(k+j)<=nh then do;
ga=(1-(2*(k+)/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k+j)/(n*h))**2);
end;
end;
ggm=ggm*3/(2*n*h);
gg=gg/ggm;
doi=ltob;
put( gg)(10.5);
output;
end;
end;

data gb;
infile ‘pbali.dat’;
array g(101) g1-g101;
do k=1 to 101;
doi=11t099;
input( g())( 10.5);
end;
end;

proc transpose data=gb out=g1b prefix=pbali;
run;

data g2b;
set glb;
if _n_<=101;

/* Obtenemos los pivotes bootstrap */

data _null_;

set g2b;

set fwg;

set espect;

array fbali(99) pbalil-pbali99;
array gb{99} qb1-qb99;
r=99;

b=r;

n=200;

h=0.1;

Pi=3.14159265;
nul=0.2;

nu2=-4;
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v1=0.01;
v2=0.01;
cov12=-0.007;
se=1;
kl=se**2/(2*Pi);
k2=1+v1+nul**2+v2+nu2**2;
k3=2*nul+2*(covl2+nul*nu2);
kd4=2*nu2;
hw2=-k1*k3*cos(freq)-4*k1*kd*cos(2*freq);
bw=((h**2)/2)*hw2*((Pi**2)/5);
file 'pivote.dat’;
dok=ltob;
fbali{k}=fbali{k}*3/(2*h*n); /* div r*/
gb{k}=(fbali{k}-fc+bw)/fg;
put( gb{k})( 10.5);

end;
/* Tenemos en un conjunto solo los pivotes bootstrap */

data pivbot;
array qb{99} qb1-qb99;
b=99;
infile 'pivote.dat';
dok=1tob;

input gb{k};
end;

/* Transponemos los dataos por frecuencias */

proc transpose data=pivbot out=tranpiv] prefix=v;
un;

data tranpiv;
set tranpivl;
if _n_<=99;

/* Buscamos los percentiles 2.5 */

proc univariate data=tranpiv noprint;

var v1-v101;

output out=inferior pctlpts=2.5 pctlpre=v1-v101 pctlname=inf;
run;

proc transpose data=inferior out=qinf prefix=inf;

run;

/* Buscamos los percentiles 97.5 */

proc univariate data=tranpiv noprint;

var v1-v101;

output out=superior pctlpts=97.5 pctlpre=v1-v101 pctiname=sup;

un;

proc transpose data=superior out=qsup prefix=sup;
run;

/* calculo del intervalo de confianza */
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data inter;

set varian,

set qinf;

set gsup;

set fwh;

set freq;

set z;

setd;

n=200;

h=0.1;

r=99;

nul=0.2;

nu2=-4;

v1=0.01;

v2=0.01;

covl12=-0.007;

se=1;

Pi=3.14159265;

t=tinv(0.975,1-1);

k1=se**2/(2*P1);

k2=1+v1+nul**2+v24nu2**2;
k3=2*nul+2*(covl2+nul*nu2);

k4=2*nu2;

hw=k1*(k2+k3*cos(freq)+kd*cos(2*freq));
hw2=-k1*k3*cos(freq)-4 ¥k1*kd*cos(2*freq);
bw=((h**2)/2)*hw2*((Pi**2)/5);
fi=sqrt((vari+1)*6/(5*n*h*r)+varz/(4*(Pi**2)*r));
pinfer=fh/(1+supl);

psuper=fh/(1+inf1);

nsuper=(fh-bw)/(1-1.96*f1);

ninfer=(fh-bw)/(1+1.96*fi);

title 'MA(2) tma2 y normal sesgo r=99 n=200';

symbol1 interpol=join value=dot height=0.1 color=blue;
symbol?2 interpol=join value=dot height=0.1 color=blue;
symbol3 interpol=join value=square height=0.1 color=green;
symbol4 interpol=join value=square height=0.1 color=red;
symbol5 interpol=join value=square height=0.1 color=red;
proc gplot data=inter;

plot (pinfer psuper hw ninfer nsuper)*freq /overlay;

run;

Listado 3. Implementacién del algoritmo de validacion cruzada propuesto en
el epigrafe 4.4. (Capitulo IV).

filename grafout pipe 'Ip -d necs62p';
goptions device=xcolor;

goptions gaccess=sasgaedt;

goptions gprolog="25210d0a’x;
goptions gsfmode=replace;

goptions gsfname=grafout;

options linesize=70;

data datos;
se=1;
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n=100;

r=90;

s=datetime();

s=int(s);
Pi=3.14159265;
nul=0.2;

nu2=-4;

v1=0.01;

v2=0.01;
cov12=-0.007;

array f1i(90) f111-f1190;
array £2i(90) 2i1-£2i90;
array sx(90) sx1-sx90;
array e(90) e1-e90;
array d(90) d1-d90;
array f(90) f1-f90;

array x(90) x1-x90;

/* Generamos los parametros fli‘ 21 del modelo ma(2) */

doi=ltor;
yl=rannor(s);
y2=rannor(s);
1i(i)=0.092581*y1-0.03781*y2+nul;
2i(1)=-0.03781*y1+0.09258*y2+nu2;
sx()=sqrt(se**2*(1+f1i(@)**2+£2i(i)**2));
d(i)=se*rannor(s);
f(i)=se*rannor(s);

end;

/* Generacion de r muestras de ma(2) */

do j=1ton;
doi=ltor;
e(i)=se*rannor(s);
x()=e(@)+f1i())*d(@)+2i(1)*£(i);
f(1)=d(i);
d(i)=e(i);
end;
output;
end;

/* Calculo de los periodogramas de los r individuos */

proc spectra p out=espect;
var x1-x90;
run;

data pm;

set espect;

array in{90} p_01-p_90;
n=100;

r=90;

Pi=3.14159265;

rl=45;

pml1=0;

doi=1torl;
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in{i}=in{i}/(4*Pi);
pml=pml+in{i};
end;
pml=pml/rl;
pm2=0;
doi=rl+ltor;
in{i}=in{i}/(4*Pi);
pm2=pm2+in{i};
end;
pm2=pm2/(r-rl);

data pm2;
set pm;
drop freq period p_01-p_90 nrpirl pml i;

data freq;
set pm;
drop period p_01-p_90 nr pirl pml pm2 i;

data pm;
set pm;
drop freq period p_01-p_90 nrpirl pm2 i;

proc transpose data=pm out=el prefix=ww;
run;

data f1;
setel;
if _n_<=1;

data f1;
set f1;
drop _name_;

proc transpose data=pm?2 out=el prefix=www;

run;

data f2;
setel;
if _n_<=1;

data f2;
set f2;
drop _name_;

data vc;

set f1;

set £2;

array pr{51} wwl-ww51;
array p{51} wwwl-www51;
array th{51} fh1-fh51;
n=100;

ri=45;

r=rl;

Pi=3.14159265;
m=int(n/2)+1;

h0=0;
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min=0;
i=0;
do h=0to 1 by 0.01;
nh=int(h*n/2);
dok=1tom;
if h=0 then fh{k}=pr{k};
else do
gg=0;
ggm=0;
doj=1tom,;
if abs(k-j)<=nh then do;
g=(1-2*(k-)/*h)*2)*pr(i+eg;
ggm=(1-(2*(k-))(n*h))**2)+ggm;
end;
end;
do j=2tom;
if abs(k+j)<=nh then do;
gg=(1-(2*(k+j)/(n*h))**2)*pr(j)+gg;
ggm=(1-(2*(k+j)/(n*h))**2)+ggm;
end;
end;
th{k}=gg*(3/(2*n*h));
end;
end;

s=0;

do j=1to m;
s=s+(p{j}-th{j}**2;

end;

t=s;

g=h;

output;

if h=0 then min=s;

if min>s then do;
hO=h;
min=s;

end;

end;

symboll interpol=join value=dot height=0.1 color=blue;

proc gplot data=vc;
plot t*g;
rnn;

data vc2;
set v,
file ‘'h2.dat’;

put( t 2)(10.5;

proc print data=vc;
var h0;
run;
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