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Prefacio

En esta memoria analizamos tres problemas de optimizacién, dos en el campo
de la fiabilidad de sistermas y uno en el campo de la teoria de colas. Los tres problemas
comparten, desde un punto de vista tedrico, la misma funcién objetivo. Se trata de
la funcién del beneficio o coste por unidad de tiempo a largo plazo (lo que proceda)
que aparece en la teoria de la renovacién con recompensa.

En los problemas de fiabilidad, el concepto de renovacién adquiere un
significado particular: reemplazamiento de un sistema. El acelerado ritmo econémico,
junto con el gran desarrollo tecnoldgico, que se experimenta en nuestro tiempo hace
que todo usuario de un sistema deba en algin momento estudiar la conveniencia
de continuar con el sistema disponible o reemplazarlo. Con el tiempo y debido al
desgate, la propensién al fallo de un sistema aumenta. De esta manera, el coste
de reemplazamiento del sistema puede compensar econémicamente el coste de las
reparaciones que un sistema de edad considerada generaria en un futuro. Por tanto
el objetivo en un problema de éstas caracteristicas es determinar el instante éptimo
para reemplazar un sistema por otro (de caracteristicas similares) de tal manera que
el beneficio por unidad de tiempo a largo plazo para la empresa sea el mejor posible.

El problema relacionado con la teoria de colas es un problema que surge en
el campo de la comunicacién de sistemas informadticos. En concreto, se trata de un
problema de modelo de elecciones (polling model), es decir, un problema donde es
necesario planificar la manera (ciclica o aleatoria) en que un tnico servidor atiende a
miiltiples colas. El caso que nos ocupa se trata de un sistema formada por dos colas

con buffers finitos de tamano N y R, respectivamente, que son atendidas por un
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X Prefacio

servidor mediante un esquema de prioridades controlado por otro buffer de tamano
M. Estos pardmetros de control, M, N y R, deben elegirse cuidadosamente, de forma
que se cumplan los requisitos exigidos por el trafico de la red. Estos requisitos se
concretan en minimizar el retardo para el tréfico que llega a la cola I y minimizar
las pérdidas para el tréifico que llega a la cola 11, sin que ello se consiga a costa de
incrementar excesivamente las pérdidas para el tréfico que llega a la cola I y el retardo
para el tréfico que llega a la cola I1. Al final y de acuerdo con una estructura de costes
adecuada, los pardmetros M, N y R son aquellos que minimizan un determinada

funcién de coste por unidad de tiempo, y a largo plazo.

Esta memoria se ha dividido en cinco capitulos. En el primero de ellos se
exponen los conceptos matemdticos necesarios para resolver los problemas que nos
hemos planteado. Estos problemas proceden de realidades diferentes pero puede ser
modelados a través de un mismo modelo probabilistico : los procesos puntuales. Por
tanto, y més concretamente, en el primer capitulo vamos a revisar los conceptos de la
teoria de procesos puntuales que vamos necesitar. Ademds se expondrian resultados
bésicos de la teorfa de paradas éptimas que serdn determinantes a la hora de resolver
los problemas de reemplazamiento de sisternas. Asimismo serd el capitulo donde se

fijard la notacién que se utilizard a lo largo de esta memoria.

En el segundo capitulo se realizard una revisién de los problemas que
comparten cierta similutud con los problemas que vamos a resolver. En primer lugar,
revisaremos los problemas relacionados con los problemas de fiabilidad: los problemas
de reemplazamiento de sistema, y posteriomente daremos un pequetia revisién de los

modelos de elecciones (polling model).

En el tercer y cuarto capitulo se tratardn los problemas de reemplazamientos

de sistemas. En el ginto capitulo se tratara el problema de teoria de colas.
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Capitulo 1

GENERALIDADES SOBRE PROCESOS PUNTUALES

Como se ha mencionado en el prefacio de esta memoria, en este capitulo
expondremos los conceptos tedricos necesarios para el desarrollo de los capitulos
posteriores.  Para evitar una exposicién sobrecargada de conceptos propios de la
generalidad y el rigor matemadtico de los temas que vamos a tratar, le daremos importancia
a los aspectos intuitivos de ciertos conceptos que han sido ya establecidos con rigor por
otros autores. Una buena parte de este capitulo esta dedicada a la teoria de procesos
puntuales en la recta real y al estudio de ciertos modelos especiales. Finalizaremos el
capitulo con dos secciones dedicadas a la relacién entre la teoria de paradas 6ptimas vy el

problema de reemplazamiento de sistemas.

1.1 Introduccién

Un proceso puntual estocdstico es la abstraccién matemdtica que surge,
por ejemplo, al modelar poblaciones de objetos u organismos que se distribuyen
aletoriamente en algiin territorio o, eventos que se distribuyen a lo largo del tiempo.
Por lo general hay un espacio de estados T y un conjunto de puntos {7;} del espacio
T que representan las localizaciones de los diferentes miembros de la poblacién, o
los tiempos en que ocurren los eventos. Si1 T es el plano, los puntos {7;} pueden
representar las coordenadas donde se situan los hormigueros o la maleza en una
determinada parcela de terreno. Si T es la recta real, los puntos pueden ser los

instantes en el que un sistema falla o el momento en que los clientes llegan a una
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12 Generalidades sobre procesos puntuales

cola. Para terminar, si T es la superficie de una esfera los puntos pueden representar
los epicentros de grandes terremotos o la ubicacién de volcanes activos.

La mayor parte de la teoria formal de los procesos puntuales puede llevarse a
cabo con cierta generalidad en un espacio T’ que sea métrico, completo, separable y o-
compacto. Sin embargo y teniendo en cuenta que los problemas que queremos resolver
son problemas aplicados, hemos preferido desarrollorar la teoria de procesos puntuales
y algunos resultados en el espacio donde se dan la mayoria de las aplicaciones: la recta
real.

Un proceso puntual en R puede considerarse como un modelo para las
ocurrencias de cierto fenédmeno de cardcter instantdneo y recurrente que se manifiesta
segin un patrén aleatorio sobre una linea temporal o espacial. Asi, después de
haber observado dicho fenémeno y haber fijado un punto de referencia en dicha
linea, disponemos de una sucesién ordenada {7;} de tiempos o distancias (con i
perteneciente a un adecuado conjunto de indices I) que determina la ubicacién de
los eventos recurrentes obervados. Como en la practica raramente tendremos ocasién
de tratar con situaciones donde existan mas de un nimero finito de puntos {7;}
dentro de un conjunto acotado de la recta, haremos dicha suposicién a lo largo de
esta memoria. Este hecho junto con la propiedad de o-compacidad de la recta real
implica que la poblacién que consideraremos serd a lo sumo numerable. También
nos gustaria asumir desde este momento que T, # 1T, si m # n, es decir, que no
podrén producirse dos o mds ocurrencias simitaneas (proceso puntual simple); sin
embargo, esta cuestién la estudiaremos posteriormente. De entrada, vamos a permitir
ocurrencias simultdneas.

A partir de las consideraciones anteriores veremos que las trayectorias de un
proceso puntual sobre la recta real pueden describirse de cuatro formas equivalentes,

a saber:

(1) Como medidas de recuento;

(i1) Como funciones en escalera no decrecientes con recorrido en N;
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Introduccién 13
(i) Como una sucesién de puntos {7;}, y
(iv) Como una sucesién de periodos entre saltos.

Para ello, sea B la o-dlgebra de los subconjuntos Borel de la recta real y sea

N(A) el ntimero de ocurrencias del proceso en el conjunto A con A € B; es decir,
N(A) =4#{i : T, € A} = ndimero de indices i para los cuales T; € A. (1.1)
Esta funcién de conjunto verifica, naturalmente, las siguientes propiedades:
1. N (flez) = iN(Ai) siendo A; NAj=0parai#jy A eB,VieN
2. N(A) es un valor entero no negativo que puede ser infinito.
3. N(A) < oo para todo conjunto Borel A acotado de la recta real.

Toda funcién de conjunto N(A) que satisfaga las tres primeras propiedades
anteriormente mencionadas recibe el nombre de medida de recuento sobre la o-4lgebra
B de los subconjuntos Borel de la recta real.

Para ser consistentes con el concepto de funcién de conjunto, deberiamos
escribir, por ejemplo, N((a,b]) cuando A es el intervalo simiabierto (a, b]; sin embargo,
por brevedad, preferimos escribir N(a, b]. A partir de aqui, podemos definir la funcién

real N(t) con t > 0 como
N(t) = N(0,t] = N((0,1]). (1.2)

Esta funcién N(t) es no decreciente, continua a la derecha y con recorrido en N;
en resumen, una funcién en escalera. Para procesos puntuales sobre la simirrecta real
positiva, el conocimiento de N (t) para todo ¢t > 0 es suficiente para determinar N(A)
para todo Boreliano A C (0, 00) de la misma manera que una funcién de distribucién
determina una medida de probabilidad sobre los conjuntos Borel. Cuando €l proceso

puntual esta definido sobre la recta real, la definicién (1.2) puede extenderse a,

N(t) = N((0,2]) - Lio,00)(t) + 0 Igo3(t) — N((¢,0]) - L(—co,0(t) (1.3)
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14 Generalidades sobre procesos puntuales

De esta manera, la funcién N (t) conserva la propiedad de ser en escalera sobre
toda la recta real. También, esta ttima funcién N(t) determina N(A) para todos los
conjuntos Borel A y por lo tanto describe un proceso puntual a través de las funciones
en escalera. Por tanto, en vez de haber comenzado con las medidas de recuento N(A)
podriamos haber descrito las trayectorias como funciones no decrecientes continuas
a la derecha N(t) (—oo <t < 00) que son nonegativas y entero valoradas para todo
t > 0, y no positivas y entero valoradas para todo ¢t < 0, con N(0) = 0.

La tercera forma de describir las trayectorias de un proceso puntual en la recta

adquiere notable sencillez cuando el proceso se define sobre la recta real positiva. Sea,
T; =inf{t > 0: N(t) > i} (t=1,2,...). (1.4)

De esta definicién se deduce fécilmente una una importante consecuencia,
T; <tsiysdlosi N(t) > 1. (L.5)

Esta relacién pone de manifiesto que especificar la sucesién creciente de puntos
{T;} es equivalente a especificar las funciones N (t) en el caso en que N(—o0,0] = 0.
Si el proceso tiene puntos en toda la recta real, la extensién méds simple consistente

con (1.4) se obtiene definiendo,

T; = inf{t: N(t) >} (1.6)
B inf{t > 0: N(0,¢] > i} (t=1,2,...),
] —inf{t>0:N(=t,0]> —i+ 1} (i=0,—1,...).

Esta doble sucesién infinita de puntos tiene la propiedad,
Finalmente, si definimos,

Xi=T,—T,-1 con {T;} como en (1.6), (1.8a)

i0n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

o8 autores. Digitali

© Del



Introduccién 15

el proceso queda completamente determinado también por la sucesién de periodos
entre saltos {X;} (en adelante a las variables X; las denominaremos variables
intervalos o simplemente intervalos) y uno de los puntos {7;}, por lo general Tp.
La definicién (1.8a) para la recta real positiva, seria igual, salvo que los puntos {7T;}
serfan como en (1.4) y con el convenio de que Ty = 0. Obsérvese que X; > 0, y que
si N(t) — oo (t — o) entonces Y ;| X; — 00 (n — o0), mientras que si N(t) - oo

(t — 00) entonces X; no estd definido para i > limy_..o N(t).

Sea N el espacio formado por las medidas de recuento (con las propiedades
anteriores), N; el espacio de la funciones en escalera, 7 el espacio de las secuencias
de puntos y & el espacio de la sucesién de intervalos. Si dotamos a cada uno de
estos espacios con la o-dlgebra adecuada, puede asumirse, de acuerdo de los pérrafos
anteriores, que existen aplicaciones medibles biyectivas entre dos cualesquiera de los
espacios N, MV;, T y X. De esta manera, existe una correspondencia biyectiva
entre las distribuciones de probabilidad definidas sobre uno de los espacios y las
distribuciones de probabilidad definidas sobre otro de los restantes espacios. Asi, al
fijar las distribuciones finito-dimensionales en uno cualquiera de estos espacios, con
las correspondientes condiciones de consistencia de Kolmogorov, tenemos definido
un proceso puntual en la recta real. Sin embargo, como ocurre en la teoria general
de procesos estocdsticos, las distribuciones finito-dimensionales, salvo que el proceso
sea separable, no nos dan informacién de las propiedades topoldgicas (continuidad,
derivabilidad, etc) de las trayectorias del proceso. Por tanto, es necesario comprobar
clertas propiedades analiticas del proceso que veremos posteriormente, para estar
seguros de que nuestras trayectorias son como queremos: funciones no decrecientes
continuas a la derecha N(f) (—oco < t < 00) con recorrido en los enteros potivos
para todo ¢ > 0; y con recorrido en los enteros negativos para todo t < 0; ademds,
N(0) = 0. Todo lo anteriormente expuesto puede encontrarse bien formalizado en [1]

(capitulos 6 y 7). Resumimos la discusién anterior en el siguiente teorema.
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16 Generalidades sobre procesos puntuales

Teorema 1 Cualquiera de las siguientes condiciones determina la distribucion de

probabilidad de un proceso puntual sobre R:

(i) Las distribuciones finito-dimensionales P{‘N (A;)) =mni;i=1,2,... ,n} siendo

A; conjutos Borel acotados*.

(it) Las distribuciones finito-dimensionales de la sucesion de puntos {T;}c

i=—00 °
(iii) Las distribuciones finito-dimensionales de la sucesion de intervalos

{To,X;:i=0,41,...}.

(iv) Las distribuciones finito-dimensionales del proceso {N(t) : t € R}.

1.2 Parametros principales de un proceso puntual en R*

Una forma natural de medir el ndimero de ocurrencias en un intervalo
determinado en un proceso puntual es a través de la funcién M(t) = E[N(t)]. A
lo largo de esta seccién estudiaremos la importancia de esta funcién y su relacién con
aspectos interesantes de los procesos puntuales en R*. Se puede comprobar que M ()
es una funcién no decreciente continua a la derecha y tal que el limite por la 1zquierda

M (t—) = limgy, M (t) existe para todo t. Respecto a M(t) podemos decir lo siguiente:

e A partir de la equivalencia (1.5) se deduce que P(N(t) > i) = P(T; < t). Si

denotamos por G;(t) a la funcién de distribucién de la variable T; tenemos que,

M(t) = E[N(t)] = Z P(N(t)>i) = Z Gi(1). (1.8b)

Por lo tanto si las funciones de distribucién G;(t) son absolutamente continuas,

M(t) es absolutamente continua y su derivada m(t) (salvo en un conjunto de

*Un teorema sobre medidas aleatorias afirma que la distribucién de probabilidad de una medida
aleatoria queda determinada al conocer las distribuciones finito-dimensionales de toda familia
Ay, ..., Az de conjuntos disjuntos de un semianillo de conjuntos acotados que genera la o-dlgebra de

Borel correspondiente. Por tanto los conjuntos A; puede ser intervalos disjuntos de la forma (a, b].
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Pardmetros principales de un proceso puntual en R™ 17

medida de Lebesgue nula) es de la forma,

m(t) = Z gi(t) (1.8¢)

siendo g;(t) una densidad de G;(t). Denominaremos a m(t) funcién de razén de
ocurrencias de puntos del proceso; representa la razén instantdnea de variacién
del niimero esperado de puntos con respecto al tiempo. La integral de m(t) en

un intervalo nos da el nimero medio de puntos en ese intervalo.

e Si M(t) existe en un entorno de ty y M(tog—) # M(ty) entonces, hay una
probabilidad positiva de que el suceso de interés ocurra al menos un vez en tg.

El reciproco también es cierto.

Ademds de la funcién razén de ocurrencia de puntos, en la teoria de procesos

puntuales es de interés la llamada funcién de intensidad definida por,

A() = lim P(N(t,t + At] > 1)

lim < . (1.8d)

Si A(t) existe, A(t)At es aproximadamente la probabilidad de que haya al
menos un punto en el intervalo (t,t + At]. Se puede probar que si M(t) < co para
todo t entonces la funcién A(t) existe.

En la primera seccién de este capitulo habldbamos del interés especial que
tienen para nosostros los procesos puntuales simples, aquellos procesos sin miiltiples
ocurrencias. En términos probabilisticos, aquellos procesos puntuales para los que
P{N({{z} =001;Vz € R } = 1. También deciamos que cuando se define un proceso
puntual a través de las distribuciones finito-dimensionales con las correspondientes
condiciones de consistencias de las que habla el teorema de extensién de Kolmogorov,
no queda claro como son las trayectorias del proceso (continuas, derivables , etc).
En el caso que nos ocupa sabemos que las trayectorias N(t) (¢ > 0) son funciones
con recorrido en N, no decrecientes, continuas a la derecha y con N(0) = 0. Nos

falta saber si estas funciones en escalera son o no de saltos unitarios. Desde luego,
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18

Generalidades sobre procesos puntuales

si los saltos son unitarios el proceso puntual es simple. A continuacién daremos dos

condiciones suficientes para garantizar que el proceso puntual es simple.

Definicién 1

A(t) = sup 35 P{N(ticr, 1 > 1}, (1.8¢)

cuando el supremo recorre todas las particiones 0 =ty < t1... < t, =t del intervalo

(0,t]. A(t) es la integral superior de la funcién intervalo P [N(a,b] > 1],a > b.
Teorema 2 Si M(t) < oo para cadat > 0,
M (t) = A(t) = N es simple.

Por lo tanto, una condicién suficiente para que un proceso puntual integrable

(M(t) < o0) sea simple es que M (t) = A (t). También son de interés los siguientes

teoremas.

Teorema 3 Si M(t) < oo para cadat > 0, entonces:
a)E[£(t)] = A(t), siendo & (t) el nimero de discontinuidades de N (-) sobre el
intervalo (0,¢] .

b)A (t) existe en casi todo punto y A (t) = f(t) A(z)dz.
Corolario 1 Si un proceso puntual integrable es simple entonces
M@®=A®t)=[X=)dz y m(@)=A() en casitodo punto.

Del corolario anterior se deduce que, para un proceso puntual con esperanza
finita y sin ocorrencias simultdneas, puede hablarse sin ambigiiedad de la funcién de
razén de ocurrencia de puntos m(t), la cual coincide con la funcion A(t). En términos
de fiabilidad de sistemas, la igualdad m(t) = X (¢) indica que la razén de ocurrencia
de fallos es igual a la razén con la que se producen los instantes de fallo, dado que

sélo se produce un fallo en cada instante de fallo. Esta igualdad no se da cuando
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FEstaclonariedad 19

el sistema estd sujeto a circunstancias que pueden causar muchos fallos simultédneos.
Asf ocurre, por ejemplo, con ciertos fenémenos (una tormenta de granizo, una lluvia
de meteoritos) que pueden causar varias averias simultdneas en un sistema. En este
caso, el conocimiento de la funcién m(t) es para la empresa de mayor utilidad que el
conocimiento de A (¢) pues, a partir de ella podréd decidir el nimero de operarios de
mantenimiento necesarios para hacer frente a las multiples averias que se producirdn
en un instante incierto ¢.

Hemos dicho que si M (t) < oo y M(t) = A(t) para todo ¢ entonces el proceso
puntual es simple. Aparte de esta condicién, existen otras condiciones, que tratan
aspectos infinitesimales del proceso, para garantizar que un proceso puntual es simple.
En [1], (capitulo 7) se habla con rigor de todas estas condiciones infinitesimales. De
todas ellas nos merece especial atencién la siguiente: un proceso puntual en la recta

real es orderly si,

P(N(t,t+68 > 1
i ZVGEH 1) (1.80)
6—0+4 (S

Puede probarse que, un proceso puntual que verifica (1.8f) es simple. Para
finalizar diremos que en un proceso puntual simple se verifican las siguientes

aproximaciones,

M@z +6)~M(z)=E[N(z,z+ 6]~ P{N(z,z+6 =1} ~ P{N(z,z + 6 > 1}
(1.8g)

1.3 Estacionariedad

En esta seccién vamos a exponer algunos conceptos sobre procesos puntuales

estacionarios que emplearemos en esta memoria.

Definicién 2 Un proceso puntual sobre R es estacionario si para todor =1,2,...,

y para todo subconjunto Borel acotado Ay, ... A, de R la distribucion conjunta del

vector,

(N(A +1),... N(A, + 1)}
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20 Generalidades sobre procesos puntuales

no depende de t con -0o0 <t < oo.

En el caso de que €l proceso puntual se defina sobre la semirrecta real positiva,
los conjuntos A; serdn subconjuntos Borel de (0, 00) y ¢ tomar4 valores reales positivos.
Esta forma de estacionariedad puede debilitarse de diversas maneras; por ejemplo
restringiendo los conjuntos A,,... A, a ser intervalos y/o acotando por un valor
b los valores de r. Entre estos casos se encuentra la denominada estacionariedad
simple. Un proceso puntual es estacionario simple o simplemente estacionario si la
distribucién del nimero de puntos en un intervalo depende de su longitud pero no de

su localizacién!; esto es, si
pr(z) = P{N(t,t +z] = k} (x>0,k=0,1,...), (1.8h)

depende de la longitud de x pero no de la localizacién de t. Se puede comprobar ([1],
pég 43) que para un proceso puntual con esta propiedad M(t) = m -t. De acuerdo
con (1.8¢) m nos da la razén de ocurrencia de puntos del proceso. jCudndo existird la
funcién de intensidad (1.8d) de un proceso simplemente estacionario? Si existe, ;Serd
constante e igual a m? Y, jCudndo es simple un proceso simplemente estacionario?

El siguiente teorema da respuesta a estas preguntas.

Teorema 4 (a) (Khintchine) La funcion de intensidad de un proceso simplemente
estactonario existe y es una constante A con 0 < A < oo

(b) (Korolyuk) Si un proceso puntual es simple y simplemente estacionario
entonces A = m.

(¢) (Dobrushin) Si un proceso puntual es simplemente estacionario y m < 0o

entonces el proceso es simple (y ordely (1.8f))

Definiciéon 3 Un proceso puntual tiene intervalos estacionarios cuando para todo
r = 1,2,..., y para todo los enteros iy,...,i, la distribucion congunta de

{Xi 4ky- o, Xiyr} no depende de k (k=0,%1,...).

TA esta propiedad también se le conoce como propiedad de incrementos estacionarios.
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La funcién de intensidad condicional 21

De acuerdo con, (1.8a) para que las trayectorias de un proceso con esta
propiedad esté bien definido es preciso elegir un punto arbitrario ¢y a partir del cual
se ubican los puntos del proceso. Una posibilidad, quizd la mds natural, es tomar
to = 0. Por lo general, el proceso de la definicién anterior no serd estacionario en el
sentido de la definicién 2.

Uno de los resultados més interesantes de esta seccién es la correspondencia
biyectiva que existe entre las distribuciones de probabilidad P de procesos estaciona-
rios simples sobre R con razén de ocurrencias m finita y las distribuciones de
probabilidad P, de las dobles sucesiones estacionarias de variables aleatorias positivas
con media m~!([1], pag 475). Sin dnimo de extendernos en cuestiones que pertenecen
a la llamada teoria de Palm, inicamente decir que de esta correspondencia se deduce
una de las relaciones més conocidas en teoria de colas, las famosas ecuaciones de

Palm-Kinchin:

pr(z) = —m /()I{Wk(u) —mpa(u)}du  (k=1,2,...), (1.81)
po(z) = 1-— m/om mo(u)du

siendo mg(x) = 511I(I)1+P{N(O’m] =k | N(=6,0] >0} con z fijoy k =0,1,2,... Es
claro que para cada x las m;(z) constituyen una distribucién discreta de probabilidad,
llamada distribucién de Palm. Las ecuaciones (1.81) adquieren relevancia préctica
cuando observamos un proceso estacionario simple en un punto (un evento) arbitrario

del proceso (muestreo sincrono).

1.4 La funcidén de intensidad condicional

A partir de las observaciones reales de tiempos de vida, tanto en fiabilidad
como en el anilisis de supervivencia, es dificil elegir un modelo entre las diversas
funciones no simétricas de probabilidad. Por ejemplo, las diferencias entre la funcién
de distribucién gamma, Weibull y lognormal son significativas tan sélo en la cola de la

distribucién. Por otra parte, y debido a la limitacién del tamano muestral, los tiempos

© Del documenta, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008



22 Generalidades sobre procesos puntuales

de vida suelen estar diseminados en la cola de la distribucién por lo que resulta dificil
discriminar entre estas funciones de distribucién. Es necesario, por tanto, definir un
concepto que nos permita distiguir entre dos posibles funciones de distribucién. Tal

concepto es la funcién de razén de riesgo o funcién de razén de fallos definida como:

. P<T<t+A|t>T .
r(t)zilg}) ( A | ) (1.8j)

Si la distribucién de fallos F tiene funcién de densidad f, la funcién de razén

de fallos r(t), para aquellos valores de t tales que F'(t) < 1, adquiere la forma:

r(t) = %((% (1.8k)

donde F(t) = 1 — F(t). Esta funcién tiene una interpretacién probabilistica muy
util; 7(¢)A representa la probabilidad de que un objeto de edad ¢ falle en el intervalo
[t,t + A). Atendiendo a la siguiente igualdad,

F(t) = exp{— /0 ' H(s)ds) (1.81)

es claro que F' queda determinada univocamente por su funcién de riesgo. Es por esta
razén y por su interpretacién probabilistica por lo que en fiabilidad y en supervivencia
se suele utilizar la funcién de riesgo como guia para elegir el modelo que mejor se
ajusta a los tiempos de vida observados. Precisamente algo parecido ocurre cuando se
observan datos de un fenédmeno que se puede modelar a través de un proceso puntual
simple. En este caso la funcién recibe el nombre de funcién de intensidad condicional
y se define como:

P(N(t+A)— N(t) > 1| Hy)
A

At|Hy) = lim >0 (1.8m)

donder H, denota la historia del proceso de fallos hasta el instante ¢ e incluyendo
t. Por lo general, se entenderd que H; estd generada por {N(s):0 < s <t} y que
P(N(t+ A) — N(t) > 1) = o(A). Esto tdltimo es una condicién necesaria para que

el proceso sea simple. En fiabilidad, por ejemplo, A(t|H;)A es aproximadamente
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La funcién de intensidad condicional 23

la probabilidad de un fallo en el intervalo [t,t 4+ At), condicionado a la historia del
proceso de fallos hasta el instante de tiempo .

Desde el punto de vista tedrico la funcién de intensidad condicional es
sumamente importante, pues a partir de ella queda completamente determinada la
estructura probabilistica de un proceso puntual simple en la recta real positiva. Para
una demostracién rigurosa de este enunciado puede consultarse [1] (cap. 13) o [2].
Desde el punto de vista practico, la elecciép de un modelo para unas observaciones
reales se realiza mds facilmente a través de la funcién de intensidad condicional que a
través de otras formas equivalentes que sirven para definir un proceso puntual simple.
De hecho, en la modelizacién de fallos de sistemas reparables (sistemas que pueden ser
puestos en funcionamiento tras un fallo) es costumbre desde hace algun tiempo dar
la funcién de intensidad condicional, cuando se quiere especificar un modelo de fallos
para un sistema reparable. Haremos una revisién de estos modelos en el siguiente
capitulo de esta memoria.

A continuacién trataremos una situacién interesante donde la funcién de
intensidad condicional adquiere una expresién concreta. Para ello, sea {1;} la
sucesién de puntos de un proceso puntual simple con 0 = Ty < 177 < Ty < ...
y sea F,(z|To,T1,... ,T—1) la funcién de distribucién condicional de la variable
X, = 1, — T,,—y condicionada a Hr, , = o(To,...,Tn_1). Supongamos ademds
que para todo n > 1, Fp(z|To, T4, ... ,Tn-1) admite una funcién de densidad f,(x),

es decir,

Fo(zlMr, ) = /0 * fo(u)du, (1.80)

Bajo esta suposiciones se puede demostrar que la funcién de intensidad condicional

adquiere la forma concreta,

fn(t - Tn)
1-— Fn(t — T’anTn—l)

AtH,) = donde {T,, <t < T,1}. (1.80)

Una demostracién heuristica de este resultado puede encontrarse en la paginas 59— 61

de [2]. Si por ejemplo, la sucesién de intervalos {X;} estd formada por variables
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24 Generalidades sobre procesos puntuales

aleatorias independientes con distribucién comtn F(t) con densidad f(t) y con funcién
de riesgo 7(t) (proceso de renovacién), la funcién de intensidad condicional con

respecto a la historia interna H, viene dada por,
/\(tlHt) = ’I’(tL - Tn—l) donde {T -1 S T < Tn} (18p)

Nota 1 Respecto a la definicion de funcién de intensidad condicional hemos de decir
que algunos autores condicionan respecéo de Hy— = o {N(s):0< s <t}. Esto se
hace para garantizar que A(t) sea predecible y por tanto unica. La definicion dada por
nosotros coincide con Cozx [3] y Bremaud [2]. Este iltimo afirma en su libro (pdgina
31) que si existe un funcion de intensidad puede siempre encontrarse una version

predecible.

1.5 Modelos Basicos

1.5.1 Proceso de Poisson

De acuerdo con el teorema 1, un proceso puntual N en R queda determinado
al conocer P{N(A;) = n; ;i = 1,2,...n} para toda familia finita A,,... , A, de
conjuntos disjuntos de un semianillo de conjuntos acotados que genera a la o-algebra
de Borel B. Como la clase de conjuntos formada por los intervalos de la forma (a, ]
es un semianillo de conjuntos acotados que genera a la o-algebra de Borel B podemos

decir que, un proceso puntual N en la recta queda determinado al conocer para todo

n,
P{N(ai,b;) =n;;i=1,2,... ,n} (1.8q)
donde a; < b; < a;4qy con 1 =1,... 0.
Un proceso de Poisson en R es un proceso puntual para el cual
P{N(a;,b)] =n;;i=1,2,... ,n} = ﬁ (FT(b:) — H (@)™ exp{—(H(b;) — H(a;))}

1=t

(1.8r)
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Modelos Bésicos 25

siendo H (t) una funcién no negativa, no decreciente y continua a la derecha. A partir
de la definicién se deduce facilmente que M (t) = E[N(t)] = H(t). Por esta razén, la
funcién H(t) recibe el nombre de funcién de medias. La funcién H(t) determina las

propiedades del proceso de Poisson :

1. Si H(t) est4 definida en un intervalo de la recta real entonces el proceso estd

definido en dicho intervalo.

2. Si H(t) tiene asintotas verticales entonces el proceso es explosivo, es decir, el

proceso tiene un ntmero infinito de puntos en tiempo finito.

3. Si H(t) es tal que lim;_,o, H(t) < oo entonces se puede demostar que el proceso

es finito, es decir, el nmimero de puntos del proceso es finito con probabilidad 1.

En este trabajo nos vamos a centrar en el proceso de Poisson definido en R™*,
no explosivo y no finito. Por esta razén, la funcién H(t) va a estar definida en [0, co)
con limy— 400 H(t) = +o00.

Desde luego la funcién H(t) puede ser continua, discontinua, derivable, etc.

Estas propiedades afectan a las propiedades del proceso de Poisson:

L. El proceso de Poisson es simple si y sélo H(t) es una funcién continua.

2. Si H(t) es discontinua en ty entonces la variable aleatoria N{tg} tiene una

distribucién de Poisson de pardmetro J = H(tp) — H (to—).

3. Si H(t) es absolutamente continua entonces el proceso es simple y existe una
funcién H'(t) = m(t) la cual representa la razén instantdnea de variacién del
nimero esperado de puntos con respecto al tiempo. Esta funcién m(t) recibe el

nombre de funcién de intensidad del proceso.

Aunque la funcién H (t) pueda ser continua singular, en este trabajo no vamos

a considerar estos casos. Por lo general, trataremos con funciones H(t) de la forma

H(t) = / C n(w)du (1.85)

—00
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26 Generalidades sobre procesos puntuales

Si m(u) = m se puede demostrar que el proceso de Poisson es simplemente
estacionario (propiedad de incrementos estacionarios). En este caso el proceso recibe
el nombre de proceso de Poisson homogéneo. Si m(u) no es constante el proceso de
Poisson es no estacionario y el proceso recibe el nombre de proceso de Poisson no
homogéneo.

En una seccién anterior habldbamos de la importancia de la funcién de
intensidad condicional en la modelacién de fenémenos puntuales. Al respecto se
puede demostrar (ver Snyder y Miller [4] pdg 51), que si un proceso puntual N(t)

definido en la semirrecta real positiva verifica las siguientes propiedades:

P{N(t+6)— N(t)=1|H} =m(t)é+ o(6)
P{N(t+6) = N(t) > 1| H;} = o(6) (1.8¢)
N(0) =0

siendo H; = 0 {N(s):0 < s <t}, el proceso puntual resultante es un proceso de
Poisson con funcién de medias absolutamente continua, es decir, con funcién de
medias de la forma (1.8s). El reciproco también es cierto. Es decir, la funcién de
intensidad condicional de un proceso de Poisson con funcién de medias de la forma
(1.8s) es A(t|H¢) = m(t). Un aspecto importante de las probabilidades (1.8t) es que
éstas no dependen de H;,es decir, la probabilidad de encontrar un punto en (¢,t + 6]
no depende de la abundancia o escasez de puntos justo antes del instante ¢, e incluso
no depende de si ha habido un punto justo en . Obsérvese que la segunda condicién
es suficiente para garantizar que el proceso es simple. A continuacién relacionamos

algunas propiedades importantes de proceso de Poisso:.

1. Sean T3,T3,... las sucesivas localizaciones de un proceso puntual N(t),
entonces, N (t) es un proceso de Poisson homogéneo con funcién de intensidad
constante m(u) = p siy sélo si los tiempos entre localizaciones Ty, To—T7, ... son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién

exponencial de pardmetro p.
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2. Sea M una funcién continua y no decreciente. 17,75, ... son las localizaciones
de un proceso de Poisson no homogéneo N(t) con E[N(t)] = M(t) siy sélo si
M(Ty), M(T3), ... son las localizaciones de un proceso de Poisson homogéneo

con funcién de intensidad m(u) = 1.

3. Si para un proceso de Poisson simple sabemos que hay n localizaciones del
proceso en el intervalo [0, tg] entonces, las localizaciones 13,75,... ,T, son los
estadisticos ordenados de una variable aleatoria con funcién de distribucién

M(t)/M(to) con t < to.

Baséndonos en esta tltima propiedad se puede realizar (entre otras cosas)
un test estadistico, llamado en la literatura test de Laplace (ver [5] pag 86), para
comprobar si las localizaciones Ti,T5,...,1;, de un proceso puntual no son las
localizaciones de un proceso de Poisson homogéneo. También debemos decir que
las propiedades 2 y 3 nos proporcionan un instrumento para simular un proceso de

Poisson simple tanto homogéneo como no homogéneo.
1.5.2 Proceso de renovacion

La teorfa de la renovacién tuvo su origen en el estudio de problemas
que podian plantearse como grupos autorrenovables (traduccién espanola de ”self-
renewing aggregates”), esto es, en el estudio de problemas de poblaciones de
organismos vivos u objetos de vida finita que son capaces de autorregenerarse de
tal manera que puedan estabilizarse. Entre estos problemas se encuentran problemas
de reemplazamiento industrial, problemas actuariales y problemas de poblaciones
biolégicas, cuya resolucién final, es la solucién de una determinada ecuacién integral
llamada ecuacién de renovacién. Una revisién de estos problemas y su solucién puede
encontrarse en Lotka [6]. En este apartado resumiremos las ideas y los resultados més
importantes de la teorfa de la renovacion, empezando, como no, por su definicién. Un
estudio bastante completo de estos procesos pueden encontrarse en [7] y [§].

A partir del apartado (iii) del teorema (1) se puede definir, de forma muy
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28 Generalidades sobre procesos puntuales

sencilla, un proceso puntual en la recta real positiva. Para ello basta considerar la
sucesién de intervalos de la que alli se hablaba como una sucesién {X;};°, de variables
aleatorias no negativas independientes con distribucién comin F' no degenerada en
el origen. El proceso puntual asi definido recibe el nombre de proceso de renovacién
ordinario. A cada uno de las localizaciones T, del proceso con T, = X; +--- + X,
(n=1,2,...) y Tp = 0 las denominaremos instantes de renovacién o simplemente
renovaciones. Para este proceso son de interés, por lo general, las siguientes funciones

o variables:

(i) Tiempo hasta la n-ésima renovacién. Estd claro que esta variable aleatoria es

precisamente T,.

(i) Numero de renovaciones N (t) hasta un instante determinado ¢. Por supuesto,

N(0) = 0, esto es, la renovacién del instante Ty no serd contada como tal.
(iii) La funcién de renovacién, es decir, la funcién M(t) = E[N(t)].

(iv) La densidad de renovacién, es decir m(t) = M’(t). De acuerdo con (1.8b) y
(1.8¢) esta funcién existe cuando la distribucién F' es absolutamente continua.
A igual que en el caso general que comentdbamos en la seccidn 2, esta funcién
nos da la razén instantdnea de variacién del nimero esperado de renovaciones

con respecto al tiempo.

(v) Tiempo trancurrido desde la dltima renovacién hasta un instante fijo t.

Denotaremos a esta cantidad por Us;.

(vi) Tiempo trancurrido hasta la siguiente renovacién desde un instante fijo t.

Denotaremos a esta cantidad por V;

En la practica las variables aleatorias X1, X, ... puede interpretarse como los
tiempos de vida de una mdquina que tras fallar es reemplazada instantdneamente

por otra exactamente igual. Ademds, por lo general, se empieza con una maquina
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nueva en el instante t = 0, esto es, en el instante ¢ = 0 comienza la observacién del
proceso con una localizacién en ese preciso instante. Sin embargo esto no siempre es
asi. Por ejemplo, en el instante ¢ = 0 puede empezarse con una méquina ya usada.
Para permitir otras condiciones iniciales, una variable aleatoria Xy independiente de
la sucesién {X;}o, y distribuida con una distribucién F se antepone al proceso de
renovacién {X;},. A esta nueva sucesién, Xo, X1, Xo,... se le denomina proceso
de renovacién general o proceso de renovacién con retardo. Cuando la distribucién
de X tiene distribucién F(z) = 1/E[X)] [; (1 — F(t))dt, el proceso de renovacién
con retardo es estacionario y ademds la variable aleatoria V; (tiempo trancurrido
hasta la siguiente renovacién desde un instante fijo ¢) tiene la misma distribucién
F} independientemente de la posicién del instante fijo ¢ ([1], pag 72). Por otro lado,
el proceso de renovacién ordinario no es estacionario pero tiene, evidentemente, la
propiedad de intervalos estacionarios.

Algunas propiedades:

1. El proceso de renovacién ordinario es simple si y sélo si la distribucién F' es tal

que F(0) =0.

2. Para cualquier proceso de renovacién (tanto ordinario como con retardo)
M(t) — t/pw, m(t) — 1/p, y PV < x) — 1/p[;(1 — F(t))dt a medida
que ¢ tiende a 0co. Por tanto estd claro que asintéticamente todo proceso de

renovacion es estacionario.

3. Si F' tiene distribucién exponencial de pardmetro p, obtenemos un proceso de

Poisson homogéneo.

También es de interés en esta memoria los procesos de renovacién compuestos.
. . N(t
Un proceso de renovacién compuesto es un proceso acumulativo II(¢) = an(l) Yo

donde N (t) cuenta el nimero de renovaciones de un proceso de renovacién hasta un

instante determinado t. Ademds, la sucesién de vectores (15, Y,) es independiente,
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siendo 7;, el instante de la n-ésima renovacién del proceso de renovacién. Las
cantidades Y, pueden representar cantidades ( de masa, energia, costes, etc.) que
se acumulan en cada instante de salto del proceso.

En las aplicaciones suele ser de interés el comportamiento asintético del

proceso II (t), el cual viene expresado en el siguiente teorema:

Teorema 5  Si E[Y)] < oo y E[T}] < 0o entonces se tiene:

ne _ BN E@@ B
t toeo E[T] t  tooo F[T1]

Si cada vez que ocurre una renovacién decimos que se completa un ciclo, este
teorema establece que la cantidad esperada acumulada a lo largo de la historia del
proceso es igual a la cantidad media acumulada durante un ciclo dividida por la

duracién media de cada ciclo.

1.6 Superposicién de procesos de renovacion

La frecuencia con la que aparece la distribucién normal en estadistica se explica
por la multitud de fenémenos aleatorios donde subyace el efecto del teorema central
del limite. En procesos puntuales el papel de la distribucién normal lo ocupa el
proceso de Poisson (homogéneo y no homogéneo) ya que este aparece a menudo como
la superposicién de miltiples fenémenos puntuales independientes. En esta seccién
revisamos los conceptos tedricos que justifican la presencia del proceso de Poisson (y
por tanto de la distribucién exponencial) tanto en teorfa de colas como en fiabilidad.

La superposicién de n procesos de renovacién independientes es un proceso
de renovacién, dnicamente cuando los n procesos son de Poisson. En este caso, la
superposicién es también un proceso de Poisson [9]. Sin embargo, se ha probado
que la superposicién de un nimero infinito de procesos de renovacién independientes
estacionarios, es un proceso de Poisson homogéneo [10].

Desde el punto de vista de la fiabilidad la hipétesis de que n es muy grande

es razonable dado que muchos sistemas estdn compuestos de un nimero elevado de
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Superposicién de procesos de renovacidén 31

componentes. Sin embargo es muy cuestionable que cada componente pueda estar
en equilibrio, dado que muchos sistemas conservan componentes originales de fébrica
durante toda su vida. En otras palabras es poco realista asumir que ¢ es bastante
grande. Por lo tanto, los resultados de Gligelionis [11] para tiempos finitos son
bastante interesantes.

Sea {Nyr(t),0 <t < 00} con 1 < r < n una familia de n procesos de renovacién

independientes tal que para cualquier valor ¢ fijo, satisface las siguientes condiciones:
(a) im Y P{N,(t)>2}=0
7—00 r=1

(b) lim <max Fm(t)) = 0 donde Fy,(t) es la distribucién del primer fallo del

n—oo \ 1<rn

dispositivo r-ésimo.

Sea S, (t) el proceso formado por la superposicién de éstos n procesos, es decir,

n
Sn(t) = Y Npr(t). En este contexto se tiene el siguiente teorema.
r=1

Teorema 6 {5,(t),0 < t < co} converge en probabilidad a un proceso de Poisson

no homogéneo con funcion de medias M(t) si y sdlo si. para todo valor fijo t > 0,

lim 3° F(t) = M(t).
=00 p—1

Nota 2 Ademds si cada F,,.(t) satisface la condicion de que 0 < F,_(0) = f,.(0) <
oo entonces {S,(t),0 < t < oo} converge en probabilidad a un proceso de Poisson
homogéneo para todo t > 0. Las distribuciones utilizadas con frecuencia en fiabilidad,
esto es, la distribucion de Weibull, la distribucion log-normal y la distribucion gamma
no satisfacen esta condicion. No obstante, en los sistemas industriales es de esperar

que algunas partes fallen en cuanto el sistema se ponga en marcha, por lo que

fx(0) # 0.

La condicién necesaria (a) significa que no hay posibilidad de que ocurra dos
o mds fallos en cada componente. Es decir, queda excluida la posibilidad de que

un segundo fallo se produzca en cada componente o dispositivo. En este caso la
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32 Generalidades sobre procesos puntuales

superposicién de los procesos de renovacién es mds bien un proceso de estadisticos
ordenados. Si embargo, en este caso los fallos en cada dispositivo son independientes
pero no tienen que ser indénticamente distribuidos. Sin duda, esta condicién no es
plausible para sistemas reales, dado que para valores de t suficientemente grandes es
postble que ciertos dispositivos sean reemplazados dos o més veces. Esta condicién
parece mé&s apropiada en fiabilidad del software donde un fallo adecuadamente
reparado no vuelve a aparecer nunca més.

La funcién de razén de fallos de la distribucién exponencial es constante. Esto
quiere decir que si un equipo falla de acuerdo a esta distribucién la propensién al
fallo no cambia con el uso. Por esta razdn, la distribucién exponencial fue raramente
considerada como distribucién de fallos de un sistema. Sin embargo, por las razones
expuestas anterioremente hay situaciones donde la distribucién exponencial juega un

papel prominente.

1.7 El problema general de regla de parada

Supongamos que vamos observando gradualmente una sucesién de variables
aleatorias y;,vs, . .. y que debemos parar este proceso de observacién en alguna etapa
n. Si paramos en dicha etapa n, recibiremos una “recompensa’ Z,, que es funcién
de los valores y1, ... ,y,. Il problema de regla de parada consiste en encontrar reglas
de parada que maximice o minimicen nuestra ”recompensa”’ esperada. Para definir

formalmente este problema son necesarios los siguientes elementos:

(i) Un espacio de probabilidad (Q, F, P).
(i1) Una sucesién creciente F,, de sub-o-algebras de F.

(iii) Una sucesién de variableas aleatorias 77, Z,, ... , tal que Z, medible respecto

aF,,n=12 ..

A partir de estos objetos hacemos las siguientes definiciones:
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El problema general de regla de parada 33

Definicién 4 Una regla de parada es una variable aleatoria § con valores1,2,3,... , 400, tal

que P(§ < 00) =1 y el suceso {{ =n} € F,.

Definicién 5 Fl par de sucesiones {Z,,F,}3>, recibe el nombre de sucesion

estocdstica. Una sucesion estocdstica se dice integrable si E[|Z,]] < oo (n > 1).

A partir de estas definiciones, el problema de regla de parada puede plantearse
de la siguiente manera: dada una sucesién estocédstica integrable {Z,,F,}52,
encontrar dentro del conjunto de reglas de parada I' aquella regla £ tal que
E[Z¢] = sup E[Z¢] = V donde el supremo recorre el conjunto de regla de parada

tal que E[Z] exista, siendo

Zg = Znligen) = 0. {¢ = oo}
n=1 3 =

Para este problema el interés se centra en responder a las siguientes preguntas:
e ;Existe la regla de parada éptima &* tal que E[Zg+] = V?;Cémo es?
e ,Cémo podemos calcular el valor V7

En algunas ocasiones, el problema de parada 6ptima se estudiard en un
subconjunto propio D de I'. Precisamente en el campo donde vamos aplicar estos
conceptos, la fiabilidad, existen numerosos problemas de reemplazamiento que han
sido resueltos para un subconjunto D concreto de reglas, las cuales, dependen por
lo general de algiin nimero finito de pardmetros. A este subconjunto se le suele
conocer en fiabilidad , y en otros contextos, con el nombre de politica. Ahora vamos a
comentar como debe entenderse cada uno de los elementos de un problema general de
parada para los problemas de fiabilidad que quieren resolverse, a saber; los problemas
de reemplazamiento de sistemas. En primer lugar, debe observarse, que el problema
general de parada se ha planteado en tiempo discreto. Esto se debe precisamente

a que en los problemas de reemplazamiento que estudiaremos, y por razones que
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34 Generalidades sobre procesos puntuales

posteriomente se justificardn, el reemplazamiento del sistema se realizard en uno de
los mstantes de fallos a los que estd sujeto el sistema. Es decir, después de haber
observado n instantes de fallos 11,75, ... T, habrd que decidir si se contintia con la
produccién o si por el contrario se realiza el reemplazamiento del sistema. Asi, la sub-
o-dlgebra F,, debe entederse como la o—édlgebra generada por las variables aleatorias
1,15, ... T,.

A partir del problema general de problema de regla de parada descrito
anteriormente, surge otro problema muy interesante al considerar finita la sucesién
estocdstica {Z,, F,}" . En este caso, de no haber parado antes de observar T,
hay que parar obligatoriamente en la etapa m. A este problema se le conoce
como problema de regla de parada con horizonte finito. Este problema puede
verse también como un caso especial del problema de horizonte infinito, donde
L1 = - = Lo = —00. BEste tipo de problemas pueden resolverse de forma Sptima
por el llamado método de induccién regresiva.

En general, los problemas de horizonte infinito no tienen una solucién que
pueda expresarse mediante una expresién matemdtica concreta y por tanto es
necesario el estudio de métodos o reglas que permitan acercarse a la solucién éptima.
En principio, es posible encontrar soluciones aproximadas del problema al considerar
una versién truncada (eligiendo un valor de m bastante grande) del problema original.
Aparte de este método, llamado método de truncamiento, existen otros caminos que
nos permiten encontrar otras soluciones aproximadas del problema. Tal es el caso de
la regla de parada de las k etapas futuras; una regla simple que mejora el método de
truncamiento. En la siguiente seccién describimos esta regla y sus propiedades, para

finalmete estudiar el lamado caso monétono de un problema de regla de parada.

1.7.1 Caso mondtono

En un problema de regla de parada, la regla de las k etapas futuras (k-ef) es
aquella regla que estando en la etapa n para o continda si la regla éptima entre las

etapas n+1y n+k (ambas inclusivas) para o continia. Una propiedad importante de
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El problema de parada y el reemplazamiento de sistemas reparables 35

estas reglas es que si en una determinada etapa n la regla k-ef recomienda continuar
entonces la regla (k—1)-¢f también recomienda continuar. Ademds, si la regla éptima
existe, y si la k-ef recomienda continuar entoces la regla éptima también recomienda
continuar. Esta propiedad sugiere una simplificacién de la k-ef : aplicar la regla
1-ef hasta que pare, después aplicar la regla 2-ef hasta que pare, y as{ sucesivamente
hasta llegar a la regla k-ef.

En este contexto resulta interesante saber cuanto de préximo estd la regla
Sptima de la més simple de las reglas k-ef, la 1-ef (llamada tanbién regla miope), la

cual puede expresarse de esta otra manera,
le{nZOZnZE(ZmLﬂZ], ;Zn)} (19)

Asi, la regla miope es aquella que para en el primer n donde la ganancia
obtenida por parar es al menos tan grande como la ganancia esperada al parar en la

siguiente etapa.

Definiciéon 6 Denotamos por A, = {Z, > E(Zn41|Fn)}. Diremos que un problema

de regla de parada es mondtono si,
Ag C Ay CA2 C... c.s.

Teorema 7 Si E (sup,, Z,) < oo , limZ, = Zy c.s. y las variables H, =
n—od
SUP ;> Zj— Zn} s0n uniformemente integrables entoces el problema de regla de parada

mondtono tiene por regla éptima a la regla miope.

Para un estudio completo en teoria de paradas dptimas puede consultarse [12].

1.8 El problema de parada y el reemplazamiento de sistemas reparables

En la industria es habitual que una mdquina deba ser reemplazada por otra
de caracleristicas similares. Debido a que esta operacidn de reemplazo se realiza

reiteradamente a lo largo del tiempo, es conveniente reemplazar la mdquina de tal
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36 Generalidades sobre procesos puntuales

manera que consigamos el mayor beneficio posible. Como objetivo, parece apropiado
mazximizar el beneficio promedio por unidad de tiempo. Fsto es, al repetirse el
problema de reemplazamiento un nimero n de veces de forma independiente y de
acuerdo con la misma regla de parada &, conseguiriamos &, ...,€, reglas de parada
independientes e idénticamente disiribuidas y Zg,, ..., Z¢, beneficios, independientes
e idénticamente distribuidos. De esta manera el beneficio total consequido en el tiempo
total Te, + ...+ T¢, es Zg + ...+ Zg, por lo que el beneficio promedio por unidad
de tiempo es el cociente (Z¢, + ... + Z¢, )/ (Te, + ... + T¢, ). Si tanto numerador como
denominador se divide entre n entonces, por la ley de los grandes nimeros, el cociente
anterior converge a E[Z¢]/E[I], siempre y cuando las esperanzas correspondientes
existan. Por lo tanto, se trata de elegir una regla de parada & que mazimice el
cociente E[Z¢|/E(T¢|, siendo Z¢ el beneficio conseguido hasta el momento T¢ (
momento en el cual reemplazamos la mdquina actual por la nueva). Con esta funcion
objetivo, el problema de parada puede replantearse de la siguiente manera: dada una
sucesion estocdstica integrable {Z,, Fn,}2 , encontrar dentro del conjunto de reglas
de parada T' aquella regla & tal que E[Z¢+]/E[Te] = sup E[Z|/E[T] =V donde el
supremo ahora recorre el conjunto de regla de parada tal que E{Z¢ < co y€>1 (al
menos observaremos un fallo). A primera vista parece que se trata de otro problema
diferente al problema cldsico de parada dptima antes definido, pero en realidad, es
una generalizacion de este problema ya que permite que los tiempos entre etapas
sean diferentes y no, unitarios y fijos como el problema cldsico. No obstante, en los
problemas de fiabilidad que resolveremos es preferible trabajar con una formulacion
cldsica del problema de parada. En resumidas cuentas lo que queremos es eliminar el
denominador en nuestra funcion objetivo E[Z¢]/E[T¢]. Para ello haremos lo siguiente:

Como E(Z¢) < VE(T), para toda £ € T', podemos decir que £ es dptima si

E(ZE* - VTE*) = supE(Zg - VTE) (111)
el
Con otras palabras, la sucesién de variables aleatorias Z;,73,..., que

aparecen en el problema clésico de parada es ahora de la forma Z; = Z; — VT, Zy =
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El problema de parada y el reemplazamiento de sistemas reparables 37

Zy — VT,,..., La equivalencia entre estas dos formas de ver el problema queda
confirmada con el siguiente teorema.
Teorema 8 a) Si para algin v,supE(Z; — vI¢) = 0, entonces supE[Z|/E[T] = .
Ademds, st supE(Zg —~T¢) =0 iipalcanza en & €T, entonces é‘egs un regla dptima
para ma:m'mize;r E[Z¢]/E[T].

(b) Reciprocamente, si Sglellr?E[ZE] JE[T¢] = v y el supremo se alcanza en & € T,

entonces supF(Zg —T¢) =0 y el supremo se alcanza con la regla £.
gel

En caso de encontrar la regla éptima £, la expresién matematica de la regla
6ptima va a depender del valor 6ptimo V) es decir, £* = £ (V). De esta manera
para resolver completamente el problema es necesario calcular dicho valor V. Ahora
bien, si consideramos el valor ¥V no como un valor fijo sino como un valor variable,
llamémoslo ~, tendremos una familia de reglas de paradas £(y) con v € R. Asi, para
cada valor de y tendremos una regla £(7y) cuyo beneficio promedio a largo plazo es
V(1) = E(Zgt) = V1) En general, lim V(y) = coy limV(y) = —ooy de
acuerdo con el teorema anterior hay que buscar el valor v tal que V(y) = 0. Ademas,

segin resultados de teoria de paradas dptimas se tiene el siguiente teorema.
Teorema 9 V() es decreciente y convera

A partir de este resultado podemos describir un simple método iterativo para
calcular el valor 7y tal que V(v) = 0 y la regla de parada éptima. Se trata del método
de Newton, el cual, converge cuadraticamente. Sea 7y, un valor inicial para el valor
éptimo. En el punto vy larecta y = V(7v9) — E[T¢(y,)](7—"0) s un hiperplano soporte,
ya que V(v9) — E[Ter0)](v = Y0) = E[Te(y,)) — AV (7,) < V(7). De acuerdo con el
método de Newton, los sucesivos valores de 7y,, , » = 0, 1,... se calculan mediante la

recurrencia,

T+l = Tn + ‘/f(fyn)/‘/l(f)/n) (112)
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Y como V'(7,) = —E[T,,)] se tiene que,

V(v,)  ElZey)
Vi1 = Yn = = e (1.13)
i BTy Ellge,)]

Por tanto, el valor V es el punto fijo de la funcién,

E[TE(%)} .
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Capitulo 2

MODELOS DE SISTEMAS REPARABLES

iQué es un sistema reparable? ;jQué es una reparacién minima? ; Cudles son
los modelos existentes en la actualidad para sistemas reparables ? En el caso de sistema
reparables reparados minimamente y teniendo en cuenta costes y beneficios, ; Cual es el
momento idéneo de reemplazamiento? Estas y otras cuestiones tendran respuesta a lo

largo de este capitulo.

2.1 Introduccién

En la actualidad, el rendimiento de la industria y de cualquier persona en su
actividad diaria depende, por lo general, de la disponibilidad de numerosos aparatos
y/o méquinas*. Desde luego, la disponibilidad de la mayorfa de estos sistemas
depende, en buena medida, de la acciones de mantenimiento preventivo y/o correctivo
que se lleven a cabo. El mantenimiento correctivo, también llamado reparacién, tiene
por objeto restaurar las funciones propias del sistema cuando estas han cesado por
alguna rotura. El mantenimiento preventivo, como su nombre indica, se realiza para
prevenir posibles fallos y para reducir al méximo los procesos de desgaste propios del
funcionamiento del sistema. A aquellos sistemas a los que uinicamente se mantiene
correctivamente se les denomina sistemas reparables.

De acuerdo con Ascher y Feingold [13], un sistema reparable puede ser definido

*En adelante, para referirnos genéricamente a todas esas herramientas utilizaremos el término,

sistema industrial, o simplemente, sistema
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40 Modelos de sistemas reparables

como una coleccién de dos o més dispositivos que después de perder una o varias de sus
funciones puede recuperarlas satisfactoriamente a través de cualquier forma distinta
al reemplazamiento total del sistema . En esta memoria nos dedicaremos al estudio
de sistemas reparables que recuperan inmediatamente la operatividad tras perderla.
Eista suposicién tedrica se debe a que en la practica el tiempo empleado en realizar una
reparacion al sistema es insignificante en comparacién al tiempo en funcionamiento.
Los modelos probabilisticos mds apropiados para estudiar la disposicién de los fallos

de un sistema reparable a lo largo del tiempo son los procesos puntuales.

Después de una reparacién es normal que el propietario de un sistema quiera
conocer su estado. Kntre otras cosas desearfa saber si la propensién al fallo del
sistema va a ser la propia de un sistema de su edad que nunca ha fallado o
como la de un sistema nuevo. A las reparaciones que dejan al sistema en una de
esas situaciones extremas se les conoce como reparaciones minimas y reparaciones
méximas, respectivamente. En la practica, por lo general, la reparaciones del sistema
serdn algo intermedio entre una reparacién minima y una reparacién maxima. Fijar
el tipo o los tipos de reparaciones posibles que se van a realizar en un sistema es
fijar un modelo para el sistema reparable en cuestién. En las tres secciones siguientes
vamos a revisar los modelos existentes hasta la fecha en la literatura para modelos

reparables.

Otra cuestién importante para el propietario de un sistema es saber, de acuedo
con algin criterio econémico, cuando es el momento idéneo para reemplazarlo por
uno igual o de mejor calidad. En este caso es importante conocer los pardmetros
econémicos que influyen en el sistema: costes de las distintas reparaciones, coste
de reemplazamiento, los beneficios de la produccién, etc. A un modelo de sistema
reparable al cual se le aniade una estructura de costes y beneficios al objeto de hallar
el instante 6ptimo de reemplazamineto del sistema por otro exactamente igual se
le denomina modelo de sistema reparable con costes. En la iltima seccién de este

capitulo haremos una revisién de los distintos modelos de sistemas reparables con
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Reparaciones minimas y perfectas 41

costes.

2.2 Reparaciones minimas y perfectas

El concepto de reparacién minima fue introducido por Barlow y Proschan
[14] para mimetizar el comportamiento de un sistema complejo cuando una de sus
multiples componentes es sustituida o reparada tras un fallo. Un ejemplo ilustrativo
es la reparacién del pinchazo de un neumatico de un coche. FEn términos matemaéticos
Barlow y Proschan definen el concepto de la siguiente manera: si un sistema (con
funcién de distribucién de fallos F'(x) absolutamente continua y funcién de razén de
fallos r(xz)) falla en el instante ¢ entonces, después de ser reparado minimamente, la
probabilidad de que falle después de s+t unidades de tiempo es 1 — F'(t+3s)/(1— F(t)
y su razén de fallos es (s + t). De acuerdo con esta definicién el proceso de fallos
de un sistema reparable sujeto a reparaciones minimas tiene funcién de intensidad

condicional A(t|H;) = r(t); y es por tanto un proceso de Poisson no homogéneo con

funcién de intensidad r(1).

Sin embargo, si el sistema es muy simple (como por ejemplo un sistema en
paralelo con dos componentes ¢; y ¢y, ambas con distribucién de vida exponencial
de pardmetro 1) la reparacién minima fisica de un fallo del sistema (en el sentido de
Barlow y Proschan de abrir el sistema y sustituir o reparar la pieza que causé el fallo
del mismo) estd lejos de corresponderse con el significado matemético de reparacién
minima. Si el sistema en paralelo anterior falla en un instante ¢ es porque las dos
componetes han fallado y como ambas no pueden fallar simultdneamente, la funcién
de razén de fallos después de t es constante e igual a la unidad en cualquiera de los
casos. Sin embargo, la funcién de razén de fallos después de t, cuando se realiza
una reparacién minima en el sentido matemaético es r(t) = 2(1 — e™*) /(2 — e7*). Por
esta razén Bergman [15] denomind a la reparacién minima en el sentido matemético
reparacién minima estadistica y a la reparacién minima en el sentido fisico de

Barlow y Proschan reparacién minima fisica. Desde un punto de vista estrictamente
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préctico la reparacién minima estadistica se realiza sustituyendo el sistema por otro de
caracteristicas similares con la misma edad y que no haya fallado desde su puesta en
funcionamiento. Para mayor informacién acerca del concepto de reparacién minima
y sus matices puede consultarse [16]. En esta memoria cuando nos refiramos a
reparacién minima entenderemos que se trata de la reparacién minima estadistica

y por tanto el proceso puntual suyacente serd un proceso de Poisson no homogéneo.

El concepto opuesto a repacién minima es el concepto de reparacién maxima
o perfecta. Después de cada fallo, la propensién al fallo de un sistema reparado
méximamente es igual al momento en que este fue puesto en funcionamiento.
El proceso de fallos para un sistema reparado de esta manera es un proceso de
renovacién. De acuerdo (1.8p) la funcién de intensidad condicional de este proceso
es A(t|H:) = r(t — Tv)) donde 7(t) es la correspondiente funcién de razén de fallos
correspondiente a la distribucién entre fallos I, y t — Tn(y) es el tiempo transcurrido

desde el 1iltimo fallo anterior a t.

A la hora de analizar un conjunto de datos de sistemas reparables, es muy
habitual realizar realizar los siguientes pasos. En primer lugar se aplica un test de
tendencia (saber si los fallos son mds frecuentes o mas escasos con el tiempo) a los
tiempos entre fallos X;. Si no hay significacién estadistica para justificar la existencia
de tendencia, el proceso de fallos puede ser modelado como un proceso de renovacién
y de esta manera los datos puede ser analizados utilizando los procedimientos
estadisticos para analizar observaciones independientes e idénticamente distribuidas.
En caso contrario, el proceso de fallos se puede modelar como un proceso de Poisson
no homoggéneo, fijando la funcién de intensidad A(t) (A(t) # AVt) que mejor se ajusta a
la tendencia que presenta los datos. Por ejemplo, a un sistema que deteriora (mejora)

con el tiempo le corresponde una funcién de intensidad A(t) creciente (decreciente).
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2.3 Reparaciones imperfectas

En la prictica, el estado en el que queda un sistema después de ser reparado
es, por lo general, un estado intermedio entre los extremos: reparacién perfecta o
méxima y reparacién minima. Un modelo de sistema reparable cuya calidad de
reparacién oscile de acuerdo con cierto criterio entre estas dos reparaciones extremas,
ambas incluidas, se le denomina un modelo de reparaciones imperfectas. Uno de
los modelos pioneros en este sentido fue el modelo de reparaciones imperfectas de
Brow y Proschan [17]. En este modelo, la reparacién es minima con probabilidad p
y es una reparacién perfecta con probabilidad 1 — p. Posteriormente, Block y otros
[18], extendieron el modelo de Brown y Proschan, permitiendo que la probabilidad p
anterior dependiese del tiempo. En un trabajo reciente, Dorado y otros [19], sugirieron
un modelo general de reparaciones el cual contiene un buen nimero de modelos de
reparaciones imperfectas. La funcién de intensidad completa del modelo viene dada

por,
A(tIHs) = Onyr - 7 (v + Ong(t— Tag)) (2.1)

donde {0;};5, y {Ai};>; (01 = 1,41 = 0) son dos sucesiones de variables aleatorias
con dominio en [0,1] y [0, 00) respectivamente que reciben de vida suplementaria y
edad efectiva. Ademas, A; < A; 1 +0; 1X;_; coni > 1. La funcién r(t) es la funcién
de razén de fallos de la variable primer tiempo de fallo. A partir de (2.1) se deduce

que la distribucién condicional de los tiempos entre fallos es,
Fx, (t]Ai, 05, X1, ..., Xp) = 1 — F(0;t + A;)/F(A;) (2.2)

donde T’ denota la funcién de supervivencia de la variable primer tiempo de fallo.
Es fécil comprobar que para si para todo i, §; = 1 y A; = 0 tenemos el modelo de
reparaciones perfectas y que para si para todo4,6; = 1y A; = T tenemos el modelo
de reparaciones minimas. También son casos particulares del modelo de Dorado los

modelos de Kijima. Para conseguir el modelo tipo I de Kijima para todo ¢, 6; = 1 y
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A; = Z;;i D;X; donde las D; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. En el caso de que las variables D; sean deterministicamente igual a 1—p,
el modelo tipo I de Kijima coincide con el modelo de Kijima y otros cuya funcién de

intensidad condicional es,
A(t/He) = r(t — pTiv)- ; (2.3)

Para conseguir el modelo tipo II de Kijima para tod_owz', 0, =1y A =
Z;;ll H;;lj DyX;. A su vez, si en este ltimo_caso las variables aleatorias D; tienen
distribucién Bernoulli entonces, el modelo tipo II de Kijima resulta ser el modelo de
Brown y Proschan.

Otro modelo interesante de reparaciones imperfectas es el modelo de reduccién

de la edad con memoria m propuesto recientemente por Doyen y Gaudoin [20] el cual

tiene por funcién de intensidad condicional,

AtHe) =7 (t —pYy (1- p)szvm-j) (2.4)

=0
donde a = min(m — 1, N(t)). Si las variables D); de los dos modelos de Kijima son
deterministicamente igual a 1 — p resulta que el modelo de Doyen y Gaud(;in incluyen
a los modelos de Kijima.

Finalmente si en el modelo de Dorado la sucesién {0;},, es independiente de
sucesién de instantes de fallos {Ti}izl ycon A; = 0 el _proceso de fallos resulta
ser un proceso de cuasi-renovacién: tiempos entre fall’(;s independientes pero no
idénticamente distribuidos. Si particularmente, /ﬁg'z 1/a*™! tenemos el modelo

propuesto por Wang y Pham [21] en 1996.

2.4 Otros modelos de reparaciones imperfectas

Aparte de los modelos de reparaciones imperfectas anteriormente estudiados
existen una diversidad de procesos puntuales estudiados en su mayoria por

investigadores de escandinavia que pueden ajustarse, por supuesto, al patrén de
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Otros modelos de reparaciones imperfectas 45

fallos del algiin sistema reparable. De forma somera vamos a revisar los modelos més

importantes hasta la fecha.
2.4.1 Modelos lineales generalizados y modelos loglineales

En el ano 1992, Berman y Turner [22] consideraron la estimacién del modelo

paramétrico general,

A(tHy) = of z Qu(t/H)} (25)

donde g es una conocida funcién continua mondtona y Qx(t|H:) son funciones
conocidas dependientes de t y de la historia H;. Los autores analizaron datos
completos de tiempos de fallo y mostraron como resolver el problema utilizando el
software existente en la actualidad para resolver los modelos lineales generalizados.
El caso especial, g(y) = €Y fue aplicado por Lawless y Thiagarajah [23] a los sistemas

reparables. En particular, consideraron el modelo,
)\(t|Ht) = B9 () +192(t=Tn () (2.6)

donde ¢, 3 y v son pardmetros desconocidas y g7, ¢, son funciones conocidas. Este

modelo, es una caso particular de proceso de renovacién modulado.
2.4.2  Proceso de renovacton modulados

En el ano 1972 Cox [24] introdujo una clase de procesos puntuales, los procesos
de renovacién modulados, al perturbar la funcién de intensidad condicional de un
proceso de renovacién por un factor dependiente de cantidades que se creen que
influyen en las probabilidades de ocurrencia del fenémeno en cuestién, estando cada

cantidad combinada con un desconocido regresor. En términos matemaéticos,
At[H,) = eXimPsOp(t — Ty ). (2.7)

Cox sugirié que la estimacién de los pardmetros del modelo debe hacerse a
través de la funcién de verosimilitud parcial, de igual manera que en el modelo de

regresién de Cox del an4lisis de supervivencia.
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2.4.8 Procesos de renovacion con tendencia

Un aspecto interesante de los procesos de revovacién modulados y del modelo
presentado por Lawless y Thiagarajah [23] es que contienen como caso particular a los
procesos de renovacién y a los procesos de Poisson no homogéneos. Asi, realizando los
oportunos test estadisticos de razén de verosimilitudes a los pardmetros del modelo
es posible decidir si los datos del sistema reparable que analizamos se ajustan a
un modelo de reparaciones minimas o a un modelo de reparaciones perfectas. A
continuacién presentaremos un modelo alternativo el cual a primera vista parece
similar al modelo (2.6) pero que en realidad no estd considerado en la férmula general
(2.5).

El proceso de renovacién con tendencia introducido por Lindgvist [25]
generaliza la siguiente propiedad del proceso de Poisson no homogéneo: sea M(t)
una funcién continua y no decreciente. 17,75, ... son las localizaciones de un proceso
de Poisson no homogéneo N(t) con E[N(t)] = M(t) si y sélo st M(Ty), M(T3),...
son las localizaciones de un proceso de Poisson homogéneo con funcién de intensidad
m(u) = 1. A continuacién damos una definicién formal de proceso de renovacién con

tendencia.

Definicién 7 Sea m(t) una funcion no negativa definida para todo t > 0,
M(t) = fg m(u)du y F una distribucion de probabilidad positiva con esperanza
unitaria. Un proceso puntual stmple 11,T5,... es un proceso de renovacion con
tendencia PRT(F, \(t)) si el proceso transformado M(T1), M(Ty),... es un proceso

de renovacion ordinario cuya secuencias entre localizaciones tiene distribucion F.

A partir de la definicién se deduce que la funcién de intensidad condicional

del proceso de renovacién con tendencia es,
AtHe) = r(M(t) = M(Tne))m(t) (2.8)

donde 7(t) es la funcién de riesgos de la funcién de distribucién F. El proceso de

renovacién ordinario con funcién de distribucién de tiempos entre llegadas G(t) =
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F(\t) (siendo A el inverso del valor esperado de los tiempos entre llegadas) coincide

con un PRT(F,)\).
2.4.4 Proceso gamma no homogéneo

El proceso gamma no homogéneo desarrollado por Berman [26] es una caso
especial de proceso de renovacién con tendencia PRT (G, A(+)), con G con distribucién
gamma con pardmetro de escala 1. En su articulo Berman propuso el siguiente modelo

con funcién de intensidad condicional,
p
At) = pexp{> Bia(t)} 29)
i=1

donde p y los 3; son pardmetros desconocidos y las z;(-) son funciones conocidas. De

particular interés es el modelo de tendencias ciclicas y frecuencia fija, para €l cual,

A(t) = pexp{f; cos(wt) + B, sin(wt)} (2.10)

donde w es fijo. El contraste de hipétesis nula 3; = 3, = 0 equivale a un constraste de
hipétesis nula "no hay tendencia ciclica” y también equivale al contraste de hipétesis

nula " proceso de renovacién con tiempos entre fallos con distribucién gamma”.

2.5 Modelos de sistemas reparables con costes

En esta seccién nos vamos a centrar en el modelo de reparaciones minimas. En
la préctica del mantenimiento industrial, una buena parte de los sistemas complejos
con varias componentes son considerados como una simple unidad. Sin embargo, la
operatividad de un sistema complejo depende de las componentes individuales. Asi,
cuando una componente de un sistema complejo falla, éste habitualmente se refleja
en el sistema. Ante un fallo del sistema es conveniente determinar si reemplazar el
sistema es mds econdémico que reparar o reemplazar la componente danada. Como
la razén de fallos, por lo general, incrementa con la edad en la mayor parte de los
sistemas, el gasto en mantener operativo al sistema mediante reparaciones minimas se

vuelve muy costoso. En estas circunstancias, es interesante saber cudndo es éptimo
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48 Modelos de sistemas reparables

reemplazar el sistema en vez de seguir realizando reparaciones minimas. En otras
palabras, el reemplazamiento de un sistema reparable encargado de la produccién
initerrumpida de un determinado bien debe realizarse en algin momento del tiempo,
bien por sus costes de mantenimiento o bien por un mal desempeiio de sus funciones.
Si asumimos que €l sistema se reemplaza por otro de naturaleza idéntica, que los fallos
del sistema son reparados minimamente, y que esta situacién se repite indefinidamente
en el tiempo podemos plantearnos el siguiente problema: encontrar la regla de parada

¢ que minimice la funcién objetivo
C(§) = E[Z]/ E[T] (2.11)

siendo T¢ la variable aleatoria que mide el tiempo entre dos reemplazamientos
consecutivos (un ciclo) del sistema y Z; la variable aleatoria que mide el coste de
mantemiento de un ciclo. Esta dltima variable puede ser a veces una recompensa
més que un coste. En ese caso habria que maximizar en (2.11), en vez de minimizar.
La funcién objetivo (2.11) tiene su fundamento en el teorema 5 del primer capitulo
(véase también el primer pérrafo de la dltima seccién del mismo capitulo). El conjunto
de reglas de parada de una determinada manera, y dependiente de un pardmetro (o
varios pardmetros) recibe el nombre de politica. Muchas veces y debido a la dificultad
en encontrar la regla éptima el problema anterior se restringe a un subconjunto de
reglas posibles (una politica, por ejemplo).

Los modelos de reparaciones minimas con costes consideran generalmente las

siguientes hipétesis:
1. La funcién razén de fallos 7(t) del sistema subyacente es creciente.

2. El coste de las reparaciones minimas ¢, es menor que el coste de reemplaza-

miento del sistema ¢, .

3. Los fallos del sistemas son detectados y reparados minimamente de forma

inmediata
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2.5.1 Politicas bdsicas de reemplazamiento

En los 1ltimos afios, los investigadores han prestado especial atencién al
problema de la edad éptima de reemplazamiento de sistemas complejos sujeto a
reparaciones minimas. El primer trabajo en este sentido se remonta al ano 1960
cuando Barlow y Hunter [27] trataron por primera vez el problema, usando un modelo
de reemplazamiento periédico con reparaciones minimas. El objetivo de este modelo
de reparaciones minimas era encontrar un edad de reemplazamiento t* que minimizara
el coste esperado de reemplazamientos y reparaciones minimas a largo plazo. La

politica estudiada fue:

POLITICA 1: ILos fallos que ocurran antes de ¢ (fijo) son reparados

minimamente. Cuando el sistema alcance la edad t se realiza el reemplazamiento.

El coste de mantenimiento esperado por unidad de tiempo a largo plazo es:

¢r + e E[N(t)]
t

G (1) = (2.12)

donde N (t) representa el nimero de fallos (reparaciones minimas) en el periodo (0, t].

La edad éptima de reemplazamiento t* es el valor ¢t que satisface la ecuacién

t .
t-r(t)—/ r(u)du = (2.13)
0 ™m
Un solucién unica 7* existe si r(co) = oo. En este caso el coste de

mantenimiento esperado por unidad de tiempo a largo plazo es Cp, (T*) = ¢pr(7%)
Este modelo bésico de reparaciones minimas ha sido generalizado y modificado
por muchos autores con el objeto de ajustarse a situaciones més reales. Tilquin y
Cléroux [28] anadieron a los costes del sistema, un coste de ajuste c,(ik) en la edad
tk,1=1,2,3,... y k > 0, e investigaron una politica éptima de reemplazamiento.

Respecto a los valores de ¢, (ik), ellos suponen que c,(0) = 0 y que c4(s) > 0,Vs = ik.
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Tilquin y Cléroux argumenta que su modelo es mds verosimil que el modelo bésico,
pues los costes de ajuste c,(ik) pueden usarse para reflejar coste de depreciacién,
intereses bancarios, costes de ajuste, etc. Aligual que en el modelo bésico, el problema
es encontrar la edad éptima t* de reemplazamiento del sistema que minimice el coste

esperado por unidad de tiempo a largo plazo, que este caso viene dado por,

Gy () = em B[N ()] +tcr + c:(v(t))’ (2.14)

donde c(v(t)) = ngg cqo(ik) y v(t) representa el niimero de ajustes realizados en el

periodo (0, t]. Tilquin y Cléroux probaron que el minimo global de la ecuacién (2.14)
existe en el intervalo [0, c0).
En otro modelo de reparaciones minimas Muth [29] estudié una politica que

presentaba un menor coste esperado a largo plazo que el modelo estdndar.

POLITICA 2: Todos los fallos son reparados minimamente. Sin embargo,

el sistema es reemplazado en el primer fallo después de una edad .

A diferencia del modelo estdndar el tiempo de reemplazamiento ya no es fijo.
En este caso es un tiempo aleatorio superior a un valor fijo t. La funcién de costes a

minimizar en el modelo de Muth para obtener ? es:

emN(t) + ¢

CPQ(t) = t 4+ q(t)

(2.15)

donde ¢(t) = E[r —t | 7 > t] es la funcién de vida media residual del sistema en
el instante t. En la ecuacién (2.15) el valor éptimo t* puede hallarse con simples
procedimientos de cédlculo infinitesimal. Sin embargo, en los casos en que dichas

técnicas no son aplicables Muth no dié algotitmo alguno para hallar ¢*.

POLITICA 3: Seguir la politica 2. Sin embargo, si no ha habido
reemplazamiento en el intervalo [7,7] con 7 < T, entonces se realiza un

reemplazamiento preventivo en el instante 7'
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Makabe y Morimura [30] modificaron por completo el concepto de tiempo de
reemplazamiento bajo reparaciones minimas introducido por Barlow and Hunter [27].
Posteriomente, el modelo fue estudiado por Park [31] para el caso Weibull. En este

modelo se estudié la siguiente politica:

POLITICA 4 : Reparar minimamente los primeros n— 1 fallos y reemplazar

el sistema en el siguiente fallo.

El coste de mantenimiento esperado por unidad de tiempo a largo plazo es,

e+ (n—1em
E(T,)

Cpu(n) = (2.16)

donde el valor T;, es el instante en que ocurre €l n-ésimo fallo. El valor éptimo n* es

el entero més pequeno que satisface la desigualdad:

B(L3) = (n = 14 =) E(Topy = To) 2 0 (2.17)

m

Para una de las distribuciones de fallo mds habituales en fiabilidad, la
distribucién de Weibull ( funcién de razén de fallos r(t) = pt*,t > 0,k > 1), Park

resolvié el modelo y encontré una expresién explicita para el cédlculo del valor éptimo

n* = [ﬁ <cc—m - 1)J +1 (2.18)

Park comparé su nueva solucién con la solucién tradicional basada en edades éptimas

n*, a saber,

propuesta por Barlow y Hunter. Su politica da a largo plazo mejores rendimientos
que la politica de Barlow y Hunter. Ademds, el niimero de fallos antes del
reemplazamiento es menor en la politica de conteo de Park que en la politica de
tlempos de Barlow y Hunter. Sin embargo, todos estos resultados fueron expuestos
numéricamente para la distribucién de Weibull y no se justificé matemdticamente.
Phelps [32] comparé los modelos de reparaciones minimas estudiados por

Barlow y Hunter [27], Muth [29], y Park [31] suponiendo que la razén de fallos
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es creciente. Phelps demuestra que la politica de Muth (reemplazar en el primer
fallo después de un tiempo t*) es la mejor de las tres politicas y ademds pone en
evidencia que la politica de Muth es mejor que la politica de Barlow y Hunter.
En un articulo posterior, Phelps [33] generalizé su trabajo usando los resultados de
procesos de decisién semi-Markovianos para probar que la politica de Muth es éptima
en el conjunto de todas las politicas de reemplazamientos posibles para modelos de

reparaciones minimas con razén de fallos creciente.
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Capitulo 3

UN MODELO DE REPARACIONES MINIMAS PARA UN
SISTEMA REPARABLE COMPUESTO.

Las estrategias de reemplazamiento para diversos modelos de sistemas reparables
con reparaciones minimas estan ampliamente estudiadas en la literatura. Sin embargo,
cuando un sistema estd formado por varios subsistemas, surgen nuevos problemas en
relacién con la determinacién del instante éptimo de reemplazamiento. El propésito de
este capitulo es estudiar un modelo para este nuevo problema y encontrar dicho instante
Sptimo. El contenido de este capitulo ha sido publicado en la revista, Revista Canaria de

La Ciencia.

3.1 Introduccién

Gran parte de los trabajos publicados sobre sistemas reparables asumen que
cuando tras una averia se repara un equipo, éste queda en el mismo estado que si
fuese nuevo. Tal hipétesis permite elaborar modelos tratables desde el punto de
vista matemdtico, pero resultan poco verosimiles en la practica. Algo mds realista
son los modeos considerados por Ascher y Feingold [13] que tratan sistemas cuyo
estado, después de una reparacién, es idéntico al estado inmediatamente anterior a la
ocurrencia del fallo. Los modelos en los que se asume esta hipétesis reciben el nombre
de modelos de reparaciones minimas. Brown y Proschan [17] consideran también
modelos de reparaciones minimas en sistemas de fiabilidad. Block, Borges y Savits

[18] estudian un sistema en el que no siempre es posible la reparacién minima, siendo
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la probabilidad de que tal reparacién sea posible dependiente de la edad del equipo.
Stadje y Zuckerman [34] consideran un sistema para el que los sucesivos periodos
durante los que estd operativo son estocdsticamente decrecientes, mientras que los
tiempos que duran las reparaciones crecen también en sentido estocdstico. Dagpunar
y Jack [35] estudian también sistemas de reparaciones minimas con periodos de

reparacién no nulos.

Una caracteristica comin a todos estos trabajos es que las distintas estrategias
de mantenimiento se analizan exclusivamente en sistemas consistentes en una tnica
estructura operativa. Sin embargo, cuando se consideran sistemas compuestos
por varios subsistemas con distintas funciones, surgen nuevos problemas en la
determinacién de la estrategia Sptima de mantenimiento. FEn este capitulo se
considera un equipo formado por una estructura principal y un subsistema que se
encarga de la produccién de ciertos ftems. La duracién de la estructura principal
del equipo hasta que ocurra una averia, sigue una distribucién de probabilidad con
razén de fallo creciente, siendo siempre posible la realizacién de reparaciones minimas.
No obstante, cada fallo de la estructura principal puede deteriorar el subsistema
de produccién, de tal forma que la tasa residual de produccién de items disminuye
aleatoriamente después de cada fallo. El subsistema, por su parte, no es reparable, y
por tanto la tasa de produccién sélo puede restaurarse a su valor inicial mediante el

reemplazamiento del equipo.

De acuerdo con esta descripcién, cualquier estrategia admisible de reemplaza-
miento deberd tener en cuenta no sélo la edad del equipo sino también su tasa residual
de produccién de items, que supondremos observable después de cada fallo. No ob-
stante, si este valor no fuese directamente observable, podria sustituirse por alguna
estimacién adecuada del mismo. En los epigrafes siguientes determinaremos la es-
trategia 6ptima de reemplazamiento de este sistema para una cierta estructura de
costes y beneficios, y probaremos que, bajo condiciones especificas, el reemplaza-

miento del equipo se lleva a cabo casi seguramente en tiempo finito. Por iltimo
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analizaremos un caso particular de sistema con estas caracteristicas, obteniendo una
aproximacion de la regla éptima de reemplazamiento.

Denotamos por X a la variable aleatoria que mide el tiempo que tarda en
producirse el primer fallo en el equipo principal. Por hipdtesis, X es de razén de fallo
creciente, siendo F (t) = P (X >t) su funcién de supervivencia. Suponemos que
tras cada fallo es siempre posible efectuar una reparacién minima, que se realiza de
forma instantdnea. Llamaremos {X,} a las duraciones de los sucesivos periodos entre

n

reparaciones minimas consecutivas, T,, =

; — 1X; el tiempo transcurrido hasta el

n-ésimo fallo (To =0),y N(t) =Y " _ oy (Tn) al proceso de recuento de fallos,
siendo Ig la funcién indicatriz del conjunto E. Bajo estas condiciones {N (t),t > 0}
es un proceso de Poisson con funcién de medias M () = E [N ()] = —In (F (t)) [18].
Asimismo, suponemos que durante el periodo comprendido entre los fallos i — 1 e
i-ésimo, el equipo produce ftems a una tasa ¢; , tomando la tasa inicial siempre un
valor fijo a3 , y siendo {«;} una sucesién aleatoria no creciente casi seguramente con
Elog] < 0187 y 0 < B < 1. Por tltimo, consideramos que cada ftem producido
reporta un beneficio B, cada reparacién minima tiene un coste C'y la sustitucién por
un equipo nuevo un coste D.

Al igual que en los modelos de reparaciones minimas con costes del capitulo
anterior, el problema aquf es encontrar la estrategia de mantenimiento £ que maximiza

el coclente

EZ¢]
E[T]

siendo T la variable aleatoria que mide el tiempo entre dos reemplazamientos

¥ (§) =

(3.1)

consecutivos (un ciclo) del sistema y Z¢ la variable aleatoria que mide el beneficio en
un ciclo. Las distribuciones de probabilidad tanto de la duracién del correspondiente
periodo de renovacién T como del rendimiento Z¢ obtenido durante este periodo,
quedaran determinadas por la estrategia de reemplazamiento £ elegida. Deduciremos
a continuacién la expresién de esta funcién de utilidad en el modelo considerado.

Para ello, y como es habitual en los modelos de reparaciones minimas,
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56 Un modelo de reparaciones minimas para un sistema reparable compuesto.

asumiremos que después de cada reparacién la supervivencia del equipo es
independiente del nimero de fallos y subsiguientes reparaciones realizadas hasta ese
momento. Por tal motivo, la estrategia éptima de reemplazamiento debera depender
del tiempo de supervivencia hasta el siguiente fallo y no de los fallos anteriores.
Como ademds cada fallo del sistema afecta a la tasa de produccién de items {a,}
, la estrategia éptima dependerd también de la tasa de productividad residual en
el instante inmediatamente posterior a la averia. Resulta claro, ademds, que la
sustitucién del equipo debe realizarse en algiin instante de fallo T, .

El estado del sistema en el v-ésimo instante de fallo queda completamente
especificado por el vector (T, ,41). El proceso {(T,,41)},59 € un proceso
markoviano con valores en [0,00) x [0,00). De acuerdo con lo indicado en el pdrrafo
anterior, la estrategia de mantenimiento éptima deberd basarse en este proceso. Como
ya se ha senalado, no procede realizar la sustitucién entre dos fallos consecutivos, por
lo que las reglas de sustitucién admisibles consisten en efectuar el reemplazamiento
en algin instante de fallo v, cuando el sistema se encuentra en el estado (7, a,41)

Denotaremos por I' al conjunto de dichas reglas. Si una regla £ € I' dispone la
sustitucién del equipo cuando el sistema estd en el estado v , €l valor de la funcién

de utilidad (3.1) es:

B-E[, o (I,-Ti1)-C-(E[v]-1)-D

(3.2)

Es inmediato observar que v estd acotada superiormente dado que ¢, <
a1, Vn casi seguramente y por tanto ¢ (§) < B - a; para cualquier regla ¢ € T

Sea entonces:

¢* = sup ¢ (£) (3-3)

ger

Una estrategia £* es entonces éptima, si:

vt =1 () (3-4)

Deduciremos en la siguiente seccién la forma de la estrategia éptima £.
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Determinacién de la Estrategia Optima 57

3.2 Determinacién de la Estrategia Optima

De acuerdo con la seccién 1.9 del capitulo 1, determinar la estrategia éptima
de nuestro problema es equivalente a determinar la regla éptima de parada de la

sucesién estocdstica {Z,}52; donde,
zﬁdazldmmn—EAywlw—n—wjp (3.5)

A continuacién probaremos que €l problema es monétono y que la regla miope
es 6ptima. En primer lugar verificaremos las tres hipStesis del teorema 16 del capitulo

inicial de esta memoria.

¢ E[supu ZI/] < 0.
Z,=B.YY 0 (T~ i) = C- (v = 1) =T < B- S0y 0+ (T — Tima) <
B - YiZiai - Th. Por lo tanto, Blsup, 2,] < B - 3.7 Bles - T1] = B
B[1] 332 Bled) < B B[Ta] - a0 332, B < oo,

o limZ, = —o0.

Dadoque Z, = B- >, (o, —¢")-(T; = T;-1)—C-(v — 1) , ¥* > 0y la sucesién
@, es decreciente a cero casi seguramente se tiene que, P((c; —¢™) > 0,Vi) = 0.

Asi, la probabilidad de que un nimero numerable de términos a; — 9* < 0 es

1. Y por lo tanto lim Z,, = —o0, casi seguramente.
V—00
e La sucesién de varlables aleatorias Y, = suijU(Zj — Z,) es uniformemente
integrable.

En este caso, al ser la sucesién «, decreciente a cero casi seguramente se
puede comprobar con facilidad que E[|Y,]|] — 0 a medida que v — oo y

por consiguiente es uniformemente integrable la sucesién de variables aleatorias

Y..

Tan soélo resta por comprobar la monotonia del problema. Para ello

vamos a demostrar la implicacién Z, > E(Z,|Z1,-,2Z,) = Zyy >
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58 Un modelo de reparaciones minimas para un sistema reparable compuesto.

E(Zyyo\Zy,- -, Zys1). Como Z, = Z,_; + (Ba, — Y*) (T, — T,,_,) — C, la veracidad

de esta implicacién se reduce a la veracidad de esta otra,

(Bowsr — ") E[(Toss = To) | T] = C < 0 = (Bayys — ") E[(Tysa — Tosr) | Typa] = C < 0

Ahora bien, como sucesién «, es decreciente y E[(T,.1—T,) | T,
El(Ty42 — Tu41) | Tusa] se tiene que (Bayys — ¢ )E[(Tys2 — Tyra) | T — C <
(BaV—H "¢*)E[(TV+2 - TV+1) I TIH—I] -C < (Bal/-f‘l —w*)E[(Ty+1 - T,,) ( T,,] -C <0

y por tanto el problema es monétono. Asi, de acuerdo con el teorema 16 la

v

estrategia éptima de reemplazamiento es sustituir cuando el sistema alcance el estado

(Ty+, 0tyr41), siendo:
vs = min {v; (B oyss —9#) -9 (T,) < O}, (3.6)

donde g (T,,) = E[(Ty+1 — T,) | T, esto es, la vida media residual del equipo principal
en el instante T,.

Supondremos a continuacién que la distribucién del tiempo de supervivencia
del equipo (periodo transcurrido hasta el primer fallo) es absolutamente continua,
siendo f(t) su funcién de densidad. En tal caso existe la correspondiente funcién de
razén de fallos, que puede expresarse como r (t) = %—((% .Obsérvese que 7 (t) es ademds
la funcién de intensidad del proceso N(t) correspondiente al nimero de reparaciones
minimas realizadas dentro de un periodo de renovacién. La hipétesis de razén de
fallo creciente significa que esta funcién es no decreciente. Cabe preguntarse en este
punto cuél es la probabilidad de que el éptimo de la funcién de utilidad empleada no
se alcance en tiempo finito, lo que significaria que la médquina no se reemplaza nunca,
solventéndose todos los fallos siempre mediante reparaciones minimas. El siguiente
teorema prueba bajo determinadas condiciones que con probabilidad 1, * es finito,
lo que supone que el reemplazamiento de la maquina se realiza en tiempo finito casi

seguramente.
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Determinacién de la Estrategia Optima 59

Teorema 10 Supongamos que la distribucion de Ty es tal que E [T] < oo, r(t) es
no decreciente y tlimr(t) = 00. Supongamos ademds que P (o, < K, Vn) = 1 para
—00

algin K. Bajo estas condiciones P (vx < o0) =1

Demostracién. {vx =oc} = {(B:apy —¥*)-g(T,) > C; Vn}. Ahora
bien, dado que {7,,} son los instantes de salto de un proceso de Poisson con funcién

de intensidad r (t), T, — oo c.s. , lo que supone que F (T,) — 0 c.s. Ademds,
7—00 n—oo

o0 o0 _
E[T] = [F(t)dt <ocoporloque [F(z)-dz2 — 0. Sea
0 t

t—oo

Dado que ¢(t) — 0, entonces ¢(1,,) — 0 c.s.Tenemos por tanto:

t—oo n—00

f_;“’ﬂ‘ﬁ%).LdZ = ¢ (T,) +7r(Ty) il o= g(T,) = ﬁ;T)TfF(z)dz T 0. Dado
que P (o, < K, Vn) = 1 para algiin K se tiene que (B - anil —yx)-g(T,) — 0.

Asf pues, lim sup P (B apy1 —¢*)-g(T) >C)=0=Prvx<oo)=1m

Nota 3 Fl teorema sdlo exige a la sucesion {a,} que esté acotada con probabilidad
uno. Naturalmente, esto ocurre para una sucesion que verifique las hipdtesis de

nuestro modelo.

Analizaremos a continuacién algunos casos en los que la funcién de riesgo r(t)
no converge a infinito.

El caso de r(t) = rg Vt corresponde a una duracién hasta el primer fallo
exponencialmente distribuida y por tanto en este caso el proceso de reparaciones
minimas {N (t)}tZO es un proceso de Poisson homogéneo. Si la sucesién de tasas de
produccién {au,} es casi seguramente no creciente y o, —  Qioo, se tiene entonces

n—00

que,

(B - o — %)

n—00 To

(B any — ¥*) - g(13)
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60 Un modelo de reparaciones minimas para un sistema reparable compuesto.

Si @o = 0 ( de hecho lo es por hipétesis) con probabilidad uno, obviamente
P (v+ = 00) = 0. Sin embargo, si 7, es tal que P <@—%ﬂ2 > C') > 0, con esta

misma probabilidad el instante de reemplazamiento no se alcanza en tiempo finito.

Para el caso en el que r(t) es IFR, pero r (t) 2 To <00, puede hacerse un
—00

anélisis andlogo al caso exponencial, que sintetizamos en €l siguiente corolario.

Corolario 2 Supongamos que la distribucion de Ty es tal que E [T1] < oo, r(t) es

no decreciente y tlimr(t) = ro. Supongamos ademds que o, — 0. Entonces:
—00

P(I/zoo)zP(gBL:(’;M>C>. o

3.3 Analisis de un caso particular

Presentamos a continuacién, a modo de ejemplo, el andlisis mediante
simulacién de un caso particular del modelo propuesto. Hemos considerado para la
duracién del equipo hasta el primer fallo una distribucién de Weibull con pardmetros
p=00lyk=14 (r(t)=p- k-t"1) lo que significa que el proceso de fallos es un
proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad r(t). Las sucesivas
cantidades «; pueden interpretarse como el nimero de elementos operativos del
sistema en el periodo comprendido entre T;_; y T;. Cada uno de estos elementos
produce un item por unidad de tiempo, por lo que «; puede identificarse con la tasa
de produccién del sistema. Supondremos que @; = 100. En cada instante de fallo se
ha supuesto que la probabilidad de que uno de estos elementos quede improductivo
es p = 0.025. Por tanto, si la tasa de produccién en el periodo comprendido entre
T;_1y T; es oy, la tasa de produccién en la etapa siguiente, 41, es una variable
aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n = «; y p = 0.975. Finalmente

hemos supuesto la estructura de costes B =1, C =5y D = 900.

La trayectoria {(7;, &;+1), © = 1,... ,v} es observable en cada instante de fallo

v. A partir de estos datos calculamos el rendimiento empirico del sistema por unidad
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Andlisis de un caso particular 61
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Figura 1 Cuatro posibles trayectorias de 7 (v/)

de tiempo como:

_BYY e (Ti=Tiea)— C-(v—1)—D
— i

En la figura 1 se muestra la gréfica de una de las trayectorias simuladas del proceso

n(v) (3.7)

estocdstico 1 (v).

De acuerdo con los resultados tedricos la estrategia éptima de reemplazamien-

to para este problema es:
v¥ = min {v; (ay41 — %) - g(T,) < 5}. (3.8)

Para que esta estrategia de reemplazamiento pueda ser aplicada en este caso

particular es necesario calcular el valor éptimo 9 * . Para ello, seguiremos las ideas
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62 Un modelo de reparaciones minimas para un sistema reparable compuesto.

expuestas justo al final del primer capitulo. Esto es, consideramos el valor 1% como
un valor variable. Llamémoslo . De esta manera tenemos la familia de reglas de
paradas £(7y) = min {v; (@41 — ) - g(T,) < 5}. Al fijar el valor 7y disponemos de
una regla de parada que tiene como beneficio por unidad de tiempo a largo plazo
el valor V(q/j. Tedricamente, de acuerdo con la seccién 1.9 del primer capitulo, la
funcién V(’yj posee un punto fijo. Precisamente, ese valor es el valor éptimo 1 * .

Para calcular dicho valor hemos implementado un programa con MATHEMATICA.

Empezando con el valor con el valor v = 0 hemos obtenido los siguientes resultados,

Tteracién 1 2 3 4 5 6 7
7y 31.233 | 63.815 | 79.8012 | 84.6504 | 85.5415 | 85.549 | 85.549

Concretamente, en 6 iteraciones se alcanza el valor deseado, siendo en este

caso ¥*= 85.549. Por lo tanto la estrategia éptima para este problema es

5
= mi ; < ——— 4 85.549 .
v+ = min {I/, a1 < ) + } (3.9)

En la siguiente tabla damos una estimacién Monte Carlo (20000 simulaciones)

de la funcién de probabilidad de la regla de parada v * .

v* 2 3 4 5 6 7 8 9
Plvx=mn)|5.-10°|6-103 [ 5-1072 | 0.17 | 0.26 | 0.242 | 0.15 | 7- 1072

10 11 12 13 14 15 16

3-1072|1-1073{3.103|7-107*|4-107*|5-10® | 5.107°
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Capitulo 4

TEORIA DE PARADAS OPTIMAS Y FIABILIDAD

En este capitulo mostramos como la teoria de paradas éptimas presenta ciertas
ventajas con respecto a la teoria de procesos de decisién semi-Markovianos en cuanto a la
determinacién de estrategias ptimas de reemplazamiento. El contenido de este capitulo

ha sido publicado en la revista Jounal of Operational Research Society.

4.1 Introduccién

En el primer trabajo de reemplazamiento de sistemas reparables Barlow y
Hunter [27] asumieron que los fallos que ocurren antes de un tiempo ¢t pueden ser
reparados minimamente y que cuando el sistema alcance la edad t* se realiza el
reemplazamiento. Con el tiempo otros autores (Muth [29], y Park [31]) estudiaron
otras politicas de reemplazamientos méds acertadas que la propuesta por Barlow
y Hunter. En todos estos trabajos se consideraron fijos tantos los costes de
reemplazamiento como los costes de las reparaciones minimas. Desde luego podia
haberse seguido con el estudio nuevas politicas, pero lo que habia que buscar era
la politica éptima de reemplazamiento. Fue Phelps [32] en 1981 quien compard los
modelos de reparaciones minimas con costes fijos de reparaciones y reemplazamientos;
demostré, suponiendo que la razén de fallos es creciente, que la politica de Muth
(reemplazar en el primer fallo despues de un tiempo t*) es la mejor de las planteadas
hasta entonces. En un articulo posterior, Phelps [33] generalizé su trabajo usando los

resultados de procesos de decisién semi-Markovianos para probar que la politica de
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64 Teoria de paradas éptimas y fiabilidad

Muth es éptima en el conjunto de todas las politicas de reemplazamientos posibles
para modelos de reparaciones minimas con razén de fallos creciente y costes fijos de

reparaciones y reemplazamiento.

En otro articulo Boland junto con Proschan [36] estudiaron el problema de
reemplazamiento de sistemas reparables a través de un modelo con reparaciones mi-
nimas y costes de reparaciones crecientes que depende del mimero de reparaciones en
el ciclo*. Para este modelo consideraron una politica de reemplazamiento al estilo de
la estudiada por Barlow y Hunter. Sin embargo, esta politica no era éptima. Hubo
que esperar a 1992 para que Makis and Jardine [37] encontraran la politica éptima de
reemplazamiento para este modelo. En su articulo Makis and Jardine consideraron un
modelo general con reparaciones imperfectas que inclufa como caso especial al modelo
de Boland y Proschan. Al igual que Phelps, Makis y Jardine resolvieron el problema
de encontrar la politica éptima utilizando resultados de la teoria de los procesos de
decisién semi-Markovianos. No obstante, las condiciones que deben verificarse para
poder aplicar los teoremas de la teoria de procesos de decisién semi-Markovianos que
permiten encontar la politica éptima de reemplazamiento son numerosas y no tan

elementales de verificar.

En este capitulo se obtiene un nuevo procedimiento, dentro del marco de la
teorfa paradas Sptimas, para encontrar la politica éptima de reemplazamiento del
modelo de Boland y Proschan. FEn este caso las condiciones que permiten la obtencién
de la politica éptima son més elemetales que las propuestas por Makis y Jardine. La
teorfa de paradas Sptimas parece, como lo demuestran las publicaciones recientes
[38], una teoria préspera en el estudio de politicas optimas de reemplazamientos de

sistemas reparables.

*Un ciclo es el tiempo entre dos reemplazamientos vecinos.
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Modelo de Boland-Proschan y procesos de decisién semi-Markovianos 65

4.2 Modelo de Boland-Proschan y procesos de decisién semi-Markovianos

En esta seccién vamos a explicar con un poco més de detalle los resultados
del articulo de Makis y Jardine en lo que se refiere al hallazgo de la politica éptima
del modelo de Boland y Proschan. Debe tenerse en cuenta que el modelo estudiado
por Makis y Jardine es un modelo més general que incluye al modelo de Boland y
Proschan como caso particular. De acuerdo con nuestro objetivo usaremos a lo largo

de esta seccién la siguiente notacién:

* ¢, = Coste de reemplazamiento.

* ¢, = Coste de reparacién en el n-ésimo fallo, siendo ¢ la edad del sistema.

* F,(t) = P(T < z+t|T > z) =Distribucién condicional de vida residual cuando

el sistema tiene edad z.
*

m(z) = Vida media residual.

* T,, = n-ésimo fallo dentro de un ciclo de reemplazamiento.
Las hipétesis del modelo son las siguientes:
(i) ¢ > 0. ¢, <k Vn.
(ii) Existe un valor o > 0 tal que para todo z > 0,m(z) > o, m(0) < oo.
(iii) ¢, es un sucesién no decreciente.

(iv) La razén de fallos del sistema es creciente.

A partir de la estructura de costes se deduce que sélo deben tenerse en cuenta
politicas que reemplazan en un instante de fallo. Por tanto en cada fallo n las
decisiones a tomar son reemplazar con coste ¢, é reparar con coste ¢,,. A partir de las

hipétesis (1) y (ii) anteriores podemos aplicar un resultado de la teoria de procesos de
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66 Teoria de paradas 6ptimas y fiabilidad

decisién semi-Markovianos [39] que garantiza la existencia de una funcién acotada w

y una cosntante gx tal que,

w(n,z) = min {cn + /0+oow(n + 1,z 4+ t)Fp(dt) — g*1(x), ¢, + /0+oo w(l,y)F(dy) — g*T(O)} .

De acuerdo con un teorema (ver, [39]), la politica que minimiza el término
derecho de la funcién anterior es éptima y g* es el coste promedio esperado por
unidad de tiempo. A partir de ese resultado Makis y Jardine obtienen el siguiente

teorema (que resuelve el problema).

Teorema 11 Bajo las hipdtesis (i)-(iv), la politica dptima de reemplazamiento del
modelo de Boland y Proschan es la siguiente :
Reemplazar en el n-ésimo fallo si T,, > t¥, donde T, es el instante del n-ésimo

fallo yt; =inf{t >0:¢, > g*7(t)}

La sucesién {t*} no es creciente, t3 > t5 > ...

4.3 Modelo de Boland-Proschan y teoria de paradas éptimas

En esta seccién vamos a obtener la politica éptima de reemplazamiento del
modelo de Boland y Proschan utilizando algunos resultados de la teorfa de paradas
6ptimas. Recuédese que es preciso tener en cuenta que deben considerarse tan solo
las politicas que remplacen en instante de fallo. Como criterio de optimalidad para
encontar la politica éptima, adoptaremos el criterio usual del costo promedio a largo
plazo. Por argumentos clésicos de la teorfa de la renovacién, el coste promedio a largo

plazo del sistema gobernado por la politica de reemplazamiento T' viene dado por,
Vir = E(Ry)/E(T) (4.1)

donde Ry es el coste total necesario para mantener el sistema en funcionamiento hasta

el instante T. Sea V* = gpn% Vr, donde T" es el conjunto de todas las politicas que
E
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Modelo de Boland-Proschan y teoria de paradas éptimas 67

reemplazan en un instante de fallo. Una politica de reemplazamiento 1™ es Sptima

si,
VT* = %’Ié%RT (4.2)
Obviamente, E(Ry) > V*E(T), para todo T’ € I', and T* es 6ptima si y solo sf
E(Rp. —V*T™) = %IgE(RT —V*T) (4.3)

Atendiendo a la anterior ecuacién y no olvidando que las tinicas politicas que deben
tenerse en cuenta son aquellas que paran en un fallo, el problema de encontrar la
politica éptima para el modelo de Boland y Proschan puede plantearse como: hallar

la regla de parada éptima para la sucesién estocéstica,

n—1
In=co+ Y —VT,, n>1 (4.4)

i =1
Proposiciéon 1 El problema de regla de parada anterior es un problema de caso

monotono.

Demostraciéon. Tenemos que probar la siguiente implicacién,
Zn < E(Zn—l-l'Zla T aZn) — Zn+1 < E(Zn+2[Z1; ce ,Zn+1)

Es claro que, Zpy1 = Z, + ¢, — V¥(Ty1 — T.). Entoces teniendo en
cuenta las hipétesis anteriores 7, < E(Z,41|Z1, - ,Z,) es equivalente a ¢, >
V*m(T,). Ademds, como c¢ni1 > ¢, y m(T,) > m(T,y1), se tiene que, Z,,; <
E(ZniolZ1, ¢, Zny1). W

Por tanto y de acuerdo con los teoremas de la teorfa de paradas Sptimas (ver

[12], p4g 113) la regla de parada,
N = 1nf{n Z 1 I Zn S E(Zn+llzla e JZ"'L)}
es 6ptima. Es decir , la politica 6ptima de reemplazamiento es

N =inf{n>1| ¢, > V*'m(T,)} (4.5)
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68 Teoria de paradas éptimas y fiabilidad

Desde luego esta politica no estard completamente determinada hasta que no
se conozca €l valor V* que aparece en (4.5). Para calcular dicho valor podemos
utilizar el algoritmo de punto fijo que mencionamos en la tltima seccién de primer
capitulo. Otra alternativa serfa aplicar el algoritmo propuesto por Makis y Jardine,
el cual se basa en un algoritmo mucho mds general dado por Aven y Berman
[40]. Para ver comparaciones entre la politica éptima de reemplazamiento y la
politica de reemplazamiento periédico propuesta por Boland para el caso particular

de distribuciones Weibull y exponencial puede consultarse de nuevo el trabajo de

Makis y Jardine.
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Capitulo 5

DIMENSIONAMIENTO OPTIMO DE UN SISTEMA DE COLAS

Hemos visto cémo la teoria de la renovacién proporciona una potente herramienta
para resolver problemas de optimizacidn asociados a procesos estocdsticos que se
caracterizan por la presencia de instantes de renovacién, a partir de los cuales el proceso
repite su comportamiento (en sus aspectos probabilistas). En particular ello nos ha
servido para obtener instantes 6ptimos de reemplazamiento en el contexto del problema de
reemplazamiento de sistemas reparables. En este capitulo veremos una nueva aplicacién

de la teoria de la renovacién; esta vez en el contexto de un problema de colas.

5.1 Motivacién y presentacién del modelo

Las actuales redes de comunicaciones de banda ancha estdn disenadas para
soportar y acomodar, de manera flexible y eficiente, una amplia variedad de servicios
tales como voz, video, datos y sus combinaciones multimedia. Para cumplir con estos
objetivos se han disenado diversos estdndares de red, entre los que cabe destacar
ATM como uno de los més importantes. En este estdndar la informacién que
viaja por la red se organiza en pequenos paquetes de longitud fija llamados células.
Los diferentes tipos de aplicaciones que hacen uso de la red pueden variar en sus
requerimientos de servicio. Asi, por ejemplo, las aplicaciones en tiempo real, tales
como la videoconferencia, requieren prestaciones extremas en términos de volumen
de tréfico (throughput), de retardo, de la variacién del retardo (delay jitter, jitter o

varianza en el retardo) y de la tasa de pérdidas. La cada vez mayor generalizacién
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70 Dimensionamiento 6ptimo de un sistema de colas

de estas aplicaciones ha convertido en urgente la necesidad de proporcionar servicios

de red con prestaciones garantizadas y desarrollar los algoritmos que soporten estos

servicios.

Uno de los mecanismos fundamentales para poder proporcionar servicios con
prestaciones garantizadas es la eleccién de la disciplina de servicio de paquetes en
los conmutadores, que son los dispositivos fisicos encargados de combinar el tréfico
procedente de distintas fuentes. En una red de conmutacién de paquetes, los paquetes
de distintas conexiones interactian unos con otros en cada conmutador, y sin el
control apropiado estas interacciones pueden llegar a afectar a las prestaciones de la
red. La disciplina de servicio del nodo de conmutacién controla el orden en el que
los paquetes son servidos y determina cémo interactian los paquetes de las distintas
conexiones. Una forma de conseguir este objetivo es mediante la implementacion,
en los buffers del conmutador, de mecanismos de prioridad capaces de controlar el
tiempo o espacio dedicado a cada célula. Debido a su simplicidad, rapidez y més
bajo coste de implementacién, en los conmutadores de alta velocidad se prefieren los
mecanismos de prioridad que controlan el espacio (capacidad) disponible en el buffer,
a los que deben tener en cuenta el instante de llegada de cada célula y controlar su

tiempo de residencia en el conmutador.

En este trabajo se presenta y analiza un esquema de dimensionado y gestién de
buffers que tiene en cuenta el patrén de llegada de dos clases de tréfico. En particular,
hemos considerado que estas clases de tréfico corresponden, respectivamente, a trifico
en tiempo real (voz, video) y a trafico en tiempo no real (datos). Por simplicidad
llamaremos TR al trafico de la primera clase y TNR al de la segunda. En los dltimos
anos se han desarrollado numerosas politicas de servicio para el tréfico resultante de
la mixtura de estas dos clases, con el objetivo fundamental de que la red pueda ofrecer
calidad de servicio al trafico en tiempo real, a la vez que se garantiza un determinado
nivel de prestaciones para el trifico en tiempo no real. En particular la calidad de

servicio para trafico TR exige un bajo nivel de retardo en el transito de los paquetes
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Motivacién y presentacién del modelo 71

(no es posible mantener una conversacién telefénica si los paquetes de voz digitalizada
llegan de manera muy asincrénica), mientras que para el trafico TNR se requiere una
muy baja tasa de pérdidas (este es el trafico habitual en internet correspondiente a la
descarga de ficheros; lo importante es no perder el contenido del fichero aunque tarde
algo més en llegar a destino). Ello no quiere decir que para tréfico en tiempo real sea
admisible una tasa de pérdidas excesivamente elevada, ni que el trafico en tiempo no
real pueda llegar a demorarse cualquier cantidad de tiempo, sino més bien que las
pérdidas admisibles en tréfico TR son varios érdenes de magnitud superiores a las del
trafico TNR; y a la inversa, el nivel de retardo admisible en trafico TNR puede llegar

a ser también varios érdenes de magnitud superior al admisible para trafico TR.

En [41] puede encontrarse un andlisis comparativo de diversas politicas para
el multiplexado de tréafico en tiempo real con tréfico en tiempo no real, incluyendo
una revisién de trabajos de investigacién previos. La més simple de estas politicas es
la clasica politica FIFO, que es la que ofrece peores resultados para ambos tipos de
tréfico. Los resultados mejoran cuando se asigna prioridad m4ds alta a los paquetes del
trédfico TR, siendo atendidos antes que los paquetes TNR, que resultan de esta forma
penalizados con unos retardos excesivos. Otras politicas alternativas y mejores son
MLT (Minimum laxity threshold) que asigna prioridades en funcién del tiempo que ya
hayan permanecido en cola los paquetes de las distintas clases y del tiempo méximo
en cola admisible para los paquetes TR, y la QLT (Queue Length Threshold) en que
se da prioridad a los paquetes NRT sélo cuando el nimero de los mismos en cola
supera un cierto umbral. El rendimiento de estas dos politicas es similar, si bien la
dltima es mas fécil de implementar fisicamente, toda vez que no requiere contabilizar
el tiempo de permanencia en el buffer de cada uno de los paquetes presentes en el

mismo, y resultando con ello, como ya hemos dicho mds arriba, la politica preferida.

Otra clase de politicas, muy habitual para gestionar la multiplexacién de
estas dos clases de trafico, es la formada por los mecanismos basados en rondas,

consistentes bdsicamente en alternar el servicio entre los distintos canales de entrada
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72 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

al conmutador. La mds simple de estas politicas consiste en atender una célula de
cada canal, desde el primero al dltimo, y vuelta a empezar desde el primer canal (este
es el mecanismo round-robin cldsico {42}, [43]). Una variacién de esta politica consiste
en asignar prioridades a los canales en funcién de la clase de trafico (weighted round
robin), atendiendo en cada ronda més células en los canales de mayor prioridad que
en los canales de prioridad més baja; por ejemplo, se podrian atender tres células de
un canal de video por cada célula de un canal de datos. Se han presentado numerosas
propuestas sobre la forma en que deberfa distribuirse la atencién del servidor entre
los diversos canales. Algunas de estas politicas fijan las prioridades de cada clase
de trafico de modo estdtico (de una vez para siempre) [44], [45] mientras que otros
asignan las prioridades dindmicamente, en funcién de las condiciones de la red y de
la carga del sistema [46], [47]. Muchas de estas politicas para la asignacién dindmica
de prioridades especifican umbrales: mientras en el canal A haya menos de n células
esperando, se atiende al canal B; una vez que en A haya n células, el servicio se de-
dica exclusivamente a A hasta que en A queden menos de m células. Estos umbrales
pueden también ser fijos, determinados en el diseno del hardware que constituye el
conmutador [48], o flexibles/adaptativos, controlados por software en funcién de las

condiciones de tréfico en cada momento [49], [50], [45].

El mecanismo que presentamos en esta tesis, estd basado en un sistema de
rondas que incorpora a los buffers de entrada al conmutador propios de cada canal,
un buffer adicional que es compartido por las dos clases de tréfico. Este sistema
es gestionado por una politica que, en cierta medida, prioriza al trafico TR, para
evitarle retardos excesivos, a la vez que permite cursar el trafico TNR con un minimo
nivel de pérdidas. Un correcto dimensionado de los buffers que componen este
mecanismo permite que esta politica pueda proporcionar una reduccién en los retardos
de las células de alta prioridad (tiempo real), sin que por ello se vean afectadas
considerablemente las prestaciones dadas al trafico de baja prioridad (tiempo no

real).
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TRAFICO EN TIEMPO BUFFER TNR
NO REAL (CAPACIDAD R)
L >
TRAFICO EN TIEMPO BUFFER TR
REAL (CAPACIDAD N)

Figura 1 Disefio del sistema de colas

/

73

(CAPACIDAD M)

\BUFFER COMPARTIDO

SERVIDOR

Tal como se observa en la figura 1, el trafico en tiempo real (TR) accede a su

propio buffer, que tiene una capacidad limitada para I células. Asimismo, el trafico

en tiempo no real (TNR) accede a un segundo buffer con capacidad N. Las células

que salen de ambos buffers se mezclan en un tercer buffer compartido, con capacidad

para M células. La salida de este tercer buffer es el canal de transmisién, sobre el

que se multiplexan ambos tréficos. La gestién del sistema se produce del siguiente

modo:

1. En cada instante, en el buffer compartido puede haber sélo una célula TNR, y

cormo maximo M — 1 células TR.

2. Si no hay ninguna célula TNR en el sistema, la primera célula TNR que llegue

al mismo pasa directa e instantdneamente al buffer compartido. Si hay ya una

célula TNR en el buffer compartido, cualquier nueva célula TNR que llegue al

sistema se incorpora al buffer TNR.

\\\\\
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74 Dimensionamiento 6ptimo de un sistema de colas

3. Cada vez que llega una célula TR, accede directamente al buffer compartido si

en éste hay menos de M — 1 células TR; en otro caso se incorpora el buffer TR.

4. Cada vez que una célula TR (TNR) es transmitida, la primera célula del buffer

TR (TNR), si es que hay alguna, pasa instantdneamente a la cola del buffer

compartido.

5. Cuando un buffer de entrada estd lleno, las células que lleguen al mismo son

rechazadas.

Como puede apreciarse en esta descripcidn, el mecanismo de gestién de estas
colas es muy sencillo y, por tanto, su funcionamiento en la préctica es muy rapido,
lo que constituye una de sus principales ventajas desde el punto de vista técnico.
Los pardmetros de control del sistema son los tamanos de los buffers, N, Ry M.
Estos valores deben elegirse cuidadosamente, de forma que se cumplan los requisitos
exigidos por el trafico de la red. Estos requisitos se concretan en minimizar el retardo
para el trafico TR y minimizar las pérdidas para el trafico TNR, sin que ello se consiga
a costa de incrementar en demasia las pérdidas para €l trifico TR y el retardo para
el trafico TNR. Si valoramos en « el coste del retardo por unidad de tiempo y por
célula para el tréfico TR y en 3 el coste de la pérdida de una célula en el trafico TNR,
nuestro objetivo es encontrar los valores de N, R y M que minimizan el coste medio

por unidad de tiempo a largo plazo para el sistema:

oF [Yrr(t)] + BE [Lrnr(t)]
2

donde E[Yrg(t)] es el retardo medio total acumulado por los clientes TR hasta ¢,

6(M, N, R) = lim (5.1)

y E[Lrng(t)] es el nimero medio de células TNR perdidas hasta t. Este minimo
debe hallarse con la restriccién de que el tiempo medio de espera de los clientes TNR
no supere un umbral Wj y la tasa media de pérdida para los clientes TR no rebase
tampoco el umbral g,.

La asignacién de costes (tales como el a y el b que se acaban de citar) a la

gestidén de sistemas orientados a ofrecer calidad de servicio con multiplexacién de
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Motivacién y presentacion del modelo 75

trafico de diversas clases se utiliza cada vez més como herramienta de regulacién del
uso de las redes [51]. Aunque en este trabajo hemos considerado que los costes
a y b son constantes para todos los paquetes, en la actualidad empiezan ya a
implementarse sistemas en los que los usuarios pagan mas o menos dependiendo del
nivel de calidad que quieran alcanzar. En la practica, esto se traduce en que si dos
paquetes TR pertenecientes a dos usuarios distintos se encuentran simultdneamente
en un conmutador, se asignard prioridad al paquete del usnario que pague la tarifa

mas alta.

Hemos llevado a cabo diversas simulaciones comparando esta politica de
gestién con otras dos politicas basadas en rondas. Para la comparacién, hemos
utilizado una politica WRR, (Weighted Round Robin), consistente en atender k células
de clase TR por cada célula de clase TNR, y una politica HOL (Head of the Line),
consistente en vaciar la cola TR cada vez que atiende a un ndmero predeterminado j
de células TNR. El objetivo de las simulaciones ha sido comprobar el comportamiento
de las tres politicas bajo distintas condiciones de carga y relaciones de servicio para
cada clase de cliente. En todos los casos se han dispuesto los pardmetros de control
de los distintos mecanismos de gestién descritos de forma que las tasas de servicio
dedicadas a cada tipo de tréfico sean lo més parecidas posible, para que tenga sentido

la comparacion.

Como resultado de estas simulaciones puede apreciarse que la politica
presentada es, en general, mejor que la HOL (produce casi siempre retardos menores
o iguales que ésta para las dos clases de tréfico en todas las condiciones de carga), y
reduce los tiempos de espera para el trafico TR en comparacién con la politica RR,
aunque a costa de Incrementar ligeramente los tiempos de espera del tréfico TNR.
Debe destacarse también que en las simulaciones se observa que la nueva politica
disminuye los retardos médximos en ambos tipos de trafico, causando por tanto una
menor distorsién en el patrén del tréfico a la salida del sistema. Esta comprobacién

empirica de las buenas propiedades de esta politica de gestién invita a realizar un
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76 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

estudio analftico de la misma, que nos permita disponer en cada caso de los valores

6ptimos de los pardmetros de control del sistema.

En lo que sigue supondremos que ambas clases de trafico llegan al sistema
segtin sendos procesos de Poisson, de pardmetros IR y IN respectivamente. Asimismo,
supondremos que el tiempo de servicio sigue una distribucién de probabilidad general,
idéntica para ambas clases de trdfico, aunque posteriormente particularizaremos
los resultados para servicio determinista. FEllo es razonable para una red de
comunicaciones, donde la velocidad del canal (que es el servidor del sistema) es
constante e idéntica cualquiera que sea el tipo de informacién que se transmita. Més
discutible es la hipétesis del proceso de Poisson para las llegadas, que se utiliza
bésicamente porque permite la suficiente simplicidad en el tratamiento analitico del
problema. No obstante, la técnica empleada es generalizable a modelos con llegadas
de Erlang o con distribuciones tipo fase, que permiten abarcar tipos de tréafico mas
generales. En cualquier caso, el mecanismo de gestién y control presentado ha
demostrado su eficiencia en simulaciones con traficos de entrada que no son de Poisson.
En particular, se han realizado diversas pruebas cuando las células de ambas clases
siguen patrones de tréfico a réfagas, generados mediante la mezcla de varias fuentes
ON-OFF. En cada caso, durante los periodos OFF, de duraciones exponenciales con
medias diferentes segin la fuente de procedencia, no se generan células; durante
los periodos ON, de duraciones también exponenciales se generan células espaciadas
regularmente. En las simulaciones puede observarse que, con estos patrones de trafico,
el comportamiento a grandes rasgos de los retardos producidos en el conmutador
siguiendo las tres politicas senaladas no difiere del observado para el tréfico de Poisson,

aunque los valores son, desde luego, distintos.

5.2 Descripcién del estado del sistema

El estado del sistema de colas anterior en el instante ¢ puede describirse

mediante la terna (Nrg(t), Nrygr(t), Srar(t)) donde:
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Descripcién del estado del sistema 7

Nrg(t): es el ntmero total de clientes TR en el sistema en el instante ¢.
Nryr(t): es el nimero total de clientes TNR en el buffer TNR en el instante ¢.

Str(t): es la posicién que ocupa €l (inico) cliente TNR en la cola compartida, en
caso de haber alguno de estos clientes en dicha cola; en caso contrario esta

variable vale 0.

Dado que los buffers son finitos, este sistema alcanza necesariamente el

equilibrio. Llamaremos entonces:

(Nrr, Nrng, STNR) = tl_lglo (Nrgr(t), Nryr(t), Star(t)) (5.2)

De acuerdo con la politica de gestién del sistema, sélo son posibles los estados

de la forma:

(k,0,0), 0<k<R+M-1

(5.3)
(k,n,m), m—1<k<R+M-1;0<n<N;1<m<M

que constituyen un total de M + R+ M(N + 1)(R + 2H) estados posibles.
Nuestro primer objetivo serd determinar las probabilidades en el equilibrio,
ik, de los distintos estados del sistema. Para ello, de igual modo que en el
tratamiento cldsico de las colas M/G/1, podriamos calcular estas probabilidades
a partir de la cadena de Markov encajada en los instantes de salida. Para ello
basta calcular las probabilidades de transicién entre dos instantes de salida del
sistema sucesivos. Ista es una tarea sencilla pero trabajosa. Asf, llamando a; a
la probabilidad de que durante un tiempo de servicio lleguen k clientes TR, y ¢; a la

probabilidad de que lleguen j TNR tendriamos, por ejemplo:
Poookoo = axCo; O<S K< R+M-3 (5.4)

El célculo es mds complicado cuando entre dos salidas se producen llegadas de

las dos clases de clientes; si en la primera salida no queds ningin cliente TNR en la
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78 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

cola compartida, hay que determinar el orden de llegada para saber en qué posicién

de esta cola queda el primer cliente TNR que accede a ella. Si llamamos ¢, ,(j) =

Prob(si entre dos salidas sucesivas llegan r clientes TR y s clientes TNR, el primero

de los clientes TNR llegue en la j-ésima posicién, 1 < j < r+ ), puede probarse que:
o

(Tsi]l])

(r+:§_ (5'5)

8

©rs(J) =

y tendriamos, por ejemplo,

AR

Po00knm = T kCnt1Pkmi) (M), L SES R+ M —-31<m<M-20<n<N-1
AR+ AN

Si denotamos por E,, al conjunto de estados para los que Stryr = m
(ordenando dentro de este conjunto los estados en orden creciente de Nrr y Nryg),

puede demostrarse que la matriz de transiciones es de la forma:

A Am Aoz -+ Aom—1 Aoy
Ao An A 0 Aima A
0 A o .. 0 0
pP= 4 (5.6)
0 0 Az --- 0 0
0 0 0 - Apmma 0

donde las A;; son matrices que se pueden descomponer en subcajas de matrices trian-
gulares o muy huecas. Si bien es posible obtener las probabilidades estacionarias
a partir de esta matriz mediante la resolucién del sistema:
P = 7
) (5.7)
Il =
resulta un problema numérico complejo. Por ello, procederemos de otro modo para

encontrar las g
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Célculo de las probabilidades estacionarias del sistema 79

5.3 Cilculo de las probabilidades estacionarias del sistema

El proceso {(Nrr(t), Nrnr(t), Stur(t)),t > 0} es regenerativo. Este proceso
se regenera a s{ mismo en aquellos instantes en que se produce una llegada que
encuentra el sistema vacfo. Si definimos un ciclo como el tiempo transcurrido entre

dos llegadas que encuentran el sistema vacio, y llamamos:

T = Longitud de un ciclo.

Tijr = Tiempo total, durante un ciclo, en que el sistema se encuentra en el estado

(,5,k).

Entonces, de acuerdo con la teoria de procesos regenerativos:

_ BT
iy

(5.8)

En particular, debido a que las llegadas son de Poisson, se tiene E [Tygo] =

1/ (Ar + An), y por tanto:

1
AR + )\N) E[T]

oo — ( (59)

Siguiendo la linea argumental de Tijms [52] es posible construir ecuaciones
recursivas para calcular los m;;; utilizando las expresiones anteriores. Para ello defi-

nimos:

N, = Niimero de clientes atendidos durante un ciclo que a su salida dejan el sistema

en el estado (i, j, k).

A jk)(abe) = Tiempo medio, durante un servicio que comenzé con el sistema en el

estado (¢, 7, k), en que el sistema permanece en el estado (a, b, ¢).
Observando ahora que:

e el primer servicio de un ciclo comienza con un cliente presente (que puede ser

TR o TNR),
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e durante un servicio el sistema puede alcanzar el estado (a,0,0) solamente si

comenzd en un estado (4,0,0) con 7 < a,

e durante un servicio, el sistema puede alcanzar el estado (a,b,¢) con 1 <c¢ < M
sélo si el servicio comenzé con el sistema en algin estado (4, j,¢), con i < a,
J < b (ya que la posicién c del cliente TNR en la cola compartida no se altera
durante un tiempo de servicio), o bien si el sistema empezé en algiin estado

(7,0,0) con 7 < a, i < ¢, podemos escribir las siguientes ecuaciones:

Sic—1<a<R+M-1, 1<ec<M,0<b<N:

a b .
E [Ta] = E%‘;A(I,0,0)(a,b,c) + 'Zl ZO E [Nije) At joyape) + zl: E [Nioo] Ai00)(ave)
ime—] j= =
(5.10)
Si 0<a<R+M-1,0<b<N
E[Ty] = —2 4 b3 VA
a] = S Aeen @b + 2 JZ:;E [Nij1) A 1)an,1) (5.11)
Si 0<a<R+M-1
E [Tapo] = ‘):‘R_/_\:'%—)\';A(l,O,O)(a,O,O) + ; E [Nioo] A(:0,0)(a,0,0) (5.12)

Dado que las llegadas y salidas en este sistema se producen de una en una,
cuando el sistema est4 en equilibrio el mimero medio E[Ng.| de salidas que dejan
el sistema en el estado (a, b, ¢) es igual al nimero medio de llegadas que encuentran
el sistema en este estado. Ahora bien, puesto que las llegadas se producen segin
un proceso de Poisson, (siempre que el sistema disponga de espacio disponible para

alojar a cada nueva llegada), este tltimo mimero medio es Ay, F [Ta], donde:

[ Mp+Av sia<R+M-lyb+e<N+1

. AR sta<R+M—-1yb+c > N+1
abe T AN sta > R+M—-1yb+c<N+1
0 sia > R+M—-1yb+c > N4+1
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Céslculo de las probabilidades estacionarias del sistema 81

Por tanto:
E [N abC] = /\ZbcE [TﬂbC]

Sustituyendo estos valores en el sistema de ecuaciones (5.10),(5.11)y(5.12),
llamando pr = AN_/\EE’ PN = )\-N)ii/\—]{- y dividiendo todos los términos por la duracién

media del ciclo, E[T], y teniendo en cuenta (5.8) y (5.9), se llega a:

Sic-1<a<R+M-1 1<c<M,0<b<N:

a b a
Tare = PRABT000A0,000 b0 + D O MacTabeAGigerand + D ManeTi00A(:00) (a0

o1 j=0 =1
(5.13)
Si 0<a<R+M—1,0<b<N
a b
Tabt = PN AqbeT0004(0,0,1)(ap,1) + Z Z AabeTij1A G 5,1) (ap,1) (5.14)
=0 j=0
Si 0<a<R+M-1
Ta00 = PRA g 0004(1,0,0)(0,0,0) + Z b T004(5,0,0)(0,0,0) (5.15)
=0

Si en este sistema se dividen todas las ecuaciones por mggg, llamando 0., =
Tabe/To00, pueden obtenerse con facilidad de modo recursivo las Og.. Las e se

obtienen luego ficilmente sin més que observar que:

E = 1
= 1 = —_—
7T000 + (a7b7c)7é(07070) Tr(le 1 + Z(aybyc)7é(0,070) eabc 7[_000

de donde:

1 y T eabc
= b =
L+ 2 ab,0)2(00,0) Dabe -

Obviamente, aiin falta determinar los términos A ;k)(a,b,c)-

T000

(5.16)
L+ b0 (0,0,0) Pave

Comencemos por calcular A jeyape) paral <c< M,0<i<a,0<j5<b.

Para ello definimos la variable aleatoria:
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82 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

st en el instante ¢ el sistema estd en el estado (a,b,¢), y ain

1 no ha terminado un servicio que comenzé en el instante 0
X(igk)abe) = 3 . -
con €l sistema en el estado (i, 7, ¢)

\ 0 en otro caso

Els evidente entonces que:

AGije)abe) = E [ /0 X(i,j,c)(a,b,@(t)dt] = /0 E [X(i,5.0)(ape) ()] @t

Ahora bien:

—Agt ()‘Rt)a_i e~ ANt ()‘Nt)b_j
@=a (-

donde B(t) es la funcién de distribucién del tiempo de servicio. En el caso particular

El]=FPx,=1)=(1-B)e

de servicio determinista de duracién D se tiene:

0 t<D
1 t>D

B(t) =

Luego, en este caso:

D a—i b—j
et AR L (ANT)
A i — )\Rt( R o Ant dt
( Ty ),(a,b,c) / € (a —_ /&)! € (b — ])‘

Si llamamos:

a—1i b—j
G(m,n) = [y e Qe e=ntBao gy

— o—(ARHAN)DAEAY D™
F(m7n) =e€ min! Ap+Aym

puede comprobarse ficilmente la relacién recursiva:

AR A —G(m,n —1) — F(m,n) (5.17)

G(m,n) = —E__
(m,n) AR+ Ay Ar+ Anm

G(m—1,n)+

con valores iniciales:

1

G (m,0) = o

m m h m—nh
AR ) _ =On D §° ( AR > (ArD)
AR + Ay o AR+ Ay (m—h)!

(5.18)
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Célculo de las probabilidades estacionarias del sistema . 83

G(0,n) = !

n n h n—h
= ( AR ) Y ( AR > (ArD)
)\R+)‘M )‘R+)\M 0 /\R+)\M (n—h)‘

(5.19)

De esta forma,
AGijc)abe) = Gla—i,b—7),1<c<M0<i<a,0<j<b (5.20)

y su valor puede calcularse utilizando recursivamente (5.17) con los valores iniciales
(5.18) y (5.19).

Para calcular ahora Agooyap,e), con 1 < ¢ < M debemos notar que para
que durante un tiempo de servicio se pase del estado (7,0,0) al (a,b, c), deben haber
llegado a — i clientes TR y b + 1 clientes TNR, con la condicién de que el primer
cliente TNR haya llegado cuando hay exactamente ¢ — 1 clientes TR en el sistema.
Utilizando la propiedad del proceso de Poisson de que si en un periodo (0,t) se
producen 7 ocurrencias del mismo, éstas se distribuyen uniformemente el el intervalo,
la probabilidad de que la primera llegada de un cliente TNR sea la que ocupe la
posicién ¢ en la cola compartida habiendo llegado a — i clientes TR y b+ 1 clientes
TNR en (0,t), viene dada por:

(a—i)! (a+b+1-c)
(a—c+ D a+b+1—1)!

(b+1)! (5.21)

Procediendo ahora como para el cdlculo de A jc)(ap,c), legamos a:

(a—i)! (a+b+1—c)
a—c+1l(a+b+1—14)!

Ai,00)(abe) = ( (b+1)!G(a—1ib+1) (5.22)

Un razonamiento similar, teniendo en cuenta ahora que para que un cliente
TNR ocupe la posicién M debe haber llegado cuando en el sistema hay M — 1 6 més
clientes TR nos permite obtener:

(a—i) (a+b+2-M)
G(a — 1 .
a—M+1)! (a+b+1-1) (a—ib+1) (5.23)

A,0,0),(ap,1) = (
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84 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

Por dltimo, también de modo muy sencillo se deduce que:
A0,0)(0,0,0 = G (a — 4,0) (5.24)

De esta forma, las ecuaciones (5.20), (5.22), (5.23) y (5.24) junto con (5.17) nos
proporcionan el esquema recursivo preciso para obtener finalmente las probabilidades

en el equilibrio 7, a partir de (5.13),(5.14),(5.15) y (5.16).

5.4 Probabilidades de pérdida.

Un cliente TR es rechazado por el sistema cuando a su llegada no hay espacio
en buffer para alojarlo; ésto ocurre cuando en total en el sistema hay R 4+ M — 1
cientes TR. Por tanto, la probabilidad de pérdida en el estado estacionario para los

clientes TR viene dada por:

M N
Yrr = TR+M-1,0,0 + E E TR+M—1,b,c

c=1 b=

Dado que durante un ciclo tratan de acceder al sistema por término medio
ARE[T] clientes TR, si lamamos Lrg(T’) al numero de clientes TR rechazados por

ciclo, se tiene, haciendo uso de (5.9):

YTRAR
E[Lrr (T)] = yrrArE(T] = (Ar +T§N) 000

Asimismo, la probabilidad de pérdida en es estado estacionario para los clientes

TNR viene dada por:

R+M-1 M
YTNR = Z LMNC
a=0 c=1

y €l nimero medio de clientes TNR rechazados por ciclo es:

E[Lrr (T)]) = yep I E[T] = (/\RY};\J)\:])VWOOO (5.25)
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Tiempos de espera. 85

5.5 Tiempos de espera.

Situémonos en nuestro sistema en el preciso instante en que se acaba de
completar un servicio (se transmite una célula), que ha dejado el sistema en estado
(a,b,c), y sea , con i < a, el tiempo que atn debe esperar en cola el cliente TR que
tiene delante 7 — 1 clientes TR. Obviamente, si i < M — 1:

i—1
Y. X; st i<cé c=b=0
= (5.26)

ibe = i
YX; osii>c>1
j=1

siendo X; la duracién de un tiempo de servicio. Ahora bien, si ¢ > M, el tiempo
de espera de este cliente no se verd afectado por los nuevos clientes TR que lleguen
a partir de ahora, pero si podria verse afectado por los clientes TNR que llegasen a
partir de este momento. En efecto, existe la posibilidad de que durante el tiempo
que tarde nuestro cliente TR en llegar al buffer compartido, en virtud de la politica
de gestién empleada puedan acceder a este buffer clientes TNR que llegaron después
que él, pero que encontraron ninguna o poca cola en su buffer especifico y pudieron
entrar pronto en el buffer compartido. Podemos establecer entonces las siguientes

relaciones de recurrencia para €l tiempo de espera de nuestro cliente TR:

e Sic=0:

X +wi—100 con prob. 3
&Wi00 = X+ Wi—14M-1 COI prob. ﬂj+17 0L _] <N (527)

*
X +w;i—1,npm-1 con prob. By

donde X es la duracién de un tiempo de servicio y 3. es la probabilidad de que
durante un tiempo de servicio lleguen al sistema & clientes TNR. Por su parte,

Bres la probabilidad de que durante un servicio lleguen k 6 més clientes TNR.

e Sic=1:
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X +wipp con prob. G,
wior = § X 4w, M con prob. B, 0 <j< N (5.28)

X +w;n-1,m con prob. By

X + Wip—144,M cON prob. ﬁj, 0<i<N-b0<b< N
Wipy = (529)
X + wi—1m—1 con prob. By_,

Wi N1 =X +WKN-1,M (5.30)

e Sil<cec< M:

X +w;_ ice1 conprob. ., 0< i< N-b0<b< N
Wipe = brgest prob. £3,0 = 7 (5.31)
X + w1 Ne-1  con prob. By_,

WiN,e = X + Wi1,Ne—1 (5.32)

De estas ecuaciones de pueden obtenerse las siguientes relaciones de recurrencia

para los tiempos medios de espera:

e Sii<M-1:

i— 1D E|X] si.i<ede=b=0
E[wibc]: ( JEX] (5.33)
1B [X] sii>c>1
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Tiempos de espera. 87
e Si:12> M:

N-1
Elwi] = E[X] + BoLlwi—100] + z% B Blwicyjm—] + By Blwici,vm-]
‘7:

N-2
Elwin] = E[X]+ BoLlwioo] + Z%) BimBlwsjml + By Elwin-1,um]
J:

N-b
EBlwn] = EIX]+ Y BiEwip-1:m] + By pElwin-anm] con 0 <b< N
j=0
Elwini] = B[X] + Elwin_1,u]
N—b
Elwge] = EIX] + Y BiEwi—1psje—1] + By Elwicine] con 0 <b< N
=0

Elwini] = E[X] + Elwi—1,nc-1)
(5.34)

Las ecuaciones (5.34) junto con los valores iniciales dados por (5.33) permiten
obtener recursivamente las esperanzas F|w;;i] para todos los estados (i, j, k) posibles.
La resolucién de estas ecuaciones serd mas o menos dificil en funcién de cudl sea la
funcién de distribucién de probabilidad del tiempo de servicio. En el caso particular

de tiempo de servicio determinista de duracién D se tiene:

WD (AvD)"
k! ’

k—1

Br=1- Ze‘AND(—)‘N—D)—] (5.35)

EX]=D , B= ,
7=0 I

Ahora bien, las esperanzas obtenidas en (5.34) corresponden a los tiempos
medios de espera en cola medidos a partir del momento en que termina un servicio.

El tiempo de espera global de un cliente TR que a su llegada encuentra el sistema en
estado (a,b,c) es:
e Sia< M —1:
a—1
XRES+ ZXl stce=b=0

Wabc = Zil (536)
XRES"'ZXi sic>1
=1

donde Xgps es el tiempo de servicio residual que falta para que termine el

servicio del cliente que ocupa la cabecera de la cola compartida a la llegada del

cliente TR.
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88 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

e Sia>M-—1:

Si durante el tiempo de servicio residual del cliente que ocupa la cabecera de la
cola llegan nuevos clientes TR, éstos no afectan al tiempo de espera del cliente
TR que acaba de llegar. Sin embargo, por la misma razén senalada més arriba,
si que afectan los clientes TNR que lleguen durante este tiempo. Si llamamos
ak a la probabilidad de que durante el tiempo de servicio residual posterior a
la llegada del cliente TR lleguen k clientes TNR, y a la probabilidad de que

lleguen k 6 m4s, tenemos:

( XRES + Wa—15,Mm con prob. ;41,0 < j < N (b=c=0)
XRrES + Wa1,N,M con prob. ajy (b=c=0)
XrEs + Wa-100 con prob. ay (c=1,b=0)
XRES + WajM con prob. j11,0<j<N—-2 (c=1,b=0)

W, = 4 XRES +WaN-1,M  cOn prob. oy (c=1,b=0)
XgEs + Waptj—1m  conprob. o;, 0 <j < N—b (c=1,b>0)
XRrES +WaN,M con prob. oy_, (c=1,b>0)
XRESs + Wa—1p4je—1 con prob. a;,0<j <N (c>1)
XRES + Wa-1,Ne—1  con prob. afy_, (c>1)
\ XRrESs + We—1,0,0 con prob. «g (b=c=0)
(5.37)

De modo similar a como hicimos anteriormente para las w;j;;, podemos ahora

hallar a partir de (5.37) el tiempo medio de espera en cola para un cliente TR que a
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Tiempos de espera. 89

su llegada encuentra el sistema en el estado (a, b, c):

N
E[Wa] = E[Xges] + aoEwa-—100] + Y ajr1Bwa_1jm] + i1 Elwa-1,nm]
=0
N
EWa1] = E[Xgps| + aoElwapp] + ,X%%'HE [wa,jae) + g1 Elwa,n, ]
J:
N-b
EWaa = BEXpps] + 3 @jEwapj-1,m] + ay_yElwenm], con 0 <b< N
=0
N-=-b

E[Waba] = E[XRES] + Z O5jE’[‘*‘)a—l,b—i—j—l,c—l] + a*N_.bE[wa—l,N,c—l]a con0<b S N> c Z 1

Jj=0

(5.38)

Estas esperanzas pueden calcularse recursivamente utilizando como valores

iniciales las esperanzas que se obtienen directamente de (5.36):

E[W’a()()] = E[XRES] +(a—— 1)E[ r] 1 <a<M-1

(5.39)
E[Wa] = E[Xggs] + aE[X] c>1

y la condicién obvia: E[Wyg| = 0.
Como ya ocurrié con las Ew;ji], la obtencién de las esperanzas en (5.38)
depende de la dificultad de cédlculo de las ap. En el caso particular de servicio

determinista de duracién D puede probarse que:

D k k j
— —An(D-t) ()\N(D — t)) idt — 1 1— —-AnD ()\ND) 5 40
W /0 ¢ K DV wD| ¢ Z_O 7l (5.40)

En este caso, ademds E[Xggs| = D/2.
De esta forma, estamos ya en condiciones de poder calcular el tiempo medio
de espera de un cliente TR arbitrario. Simplemente condicionando por el estado del

sistema a la llegada de este cliente tenemos:
E[WTR} = Z E[Wabc]ﬂ-abc (541)
(a,b,c)

El valor de esta esperanza se calcula haciendo uso de (5.38) y (5.39), con las

probabilidades estacionarias halladas en (5.13,5.14,5.15) y (5.16).
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90 Dimensionamiento 6ptimo de un sistema de colas

Por dltimo, el tiempo medio de espera para los clientes TNR puede hallarse
utilizando la férmula de Little. En este sistema concreto, la férmula de Little adopta

la forma:
E[N7r] 4+ E[Nryr] = [Ar(1 — vrr) + AN(1 — yongr)] EW] (5.42)

siendo E[W| = prrE[WTE] + prygE[WTNE] y donde prr v pryr denotan los
porcentajes de clientes TR y TNR respectivamente, que han pasado por el sistema
durante un ciclo. El nimero medio de clientes de TR que han pasado por el sistema
durante un ciclo es AgE[T], por lo que prgp = Ar/(Ar + Ay). Los nimeros medios

E[Npg] y E[Npng]| pueden calcularse fécilmente a partir de las 7y

R+M-1 R+M—-1 N M
E[NTR] = Z:O AT 400 + X:O a Z Z T abe
Fam-i N om0 0 (5.43)
E[NTNR] = Z}) Z Zl(b + c)’frabc
a= b=0c=

y de (5.41) y (5.42) se tiene que:

TN (E[Nzg] + E[Nnrr])(Ar + An) A T
CUSE Rl e s i e g | Wil W LU (5.44)

5.6 Optimizaciéon del rendimiento del sistema.

Como se ha dicho en el epigrafe 1, los valores de M, N y R deben elegirse de
modo que se minimice el coste medio por unidad de tiempo a largo plazo que suponen
los retardos para los clientes TR y las pérdidas para los TNR:

$(M, N, R) = lim 2E YOl + BF | Lrnr(t)]

t—oo 4

(5.45)

Este minimo debe hallarse con la restriccién de que E{Wryg] < Wiy v < 61
Dado que el proceso (Npg(t), Nrar(t), Star(t)) es regenerativo, la teoria de la
renovacién nos permite calcular el limite anterior de la forma:

oF [Yrr(T)] + BE [Lrnr(T))
T

$(M,N,R) = (5.46)
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Andlisis de los resultados 91

esto es, el coste medio para el sistema a largo plazo coincide con el coste medio durante
un periodo de renovacién. La ecuacién (5.9) nos permite calcular E[T], y la ecuacién
(5.25) nos proporciona E[Lyng(T)]. Nos falta por determinar solamente E[Yrg(T')],
el tiempo de espera acumulado por todos los clientes TR atendidos durante un periodo

de renovacidén. BEsta cantidad se halla faicilmente como:

B [Yea(T)] = Ar(l ~ vr) B [T) B [WR] (5.47)

esto es, el nimero medio de clientes TR que llegan durante un periodo de renovacién,

multiplicado por el tiempo medio de espera de cada uno, ya obtenido en (5.41).

Dado que todos los términos que aparecen en (5.46) se han calculado
numéricamente, no podemos hallar una férmula explicita para obtener los valores
de M, N y R que minimizan (5.46), y éstos han de hallarse mediante un algoritmo
de bisqueda que vaya incrementando y/o decrementando sucesivamente los valores
de estos pardmetros cumpliendo ademés las restricciones E[Wrngr] < Wi y vrg < g1.
Debe senalarse que la forma recursiva de computar todos los elementos necesarios
para el cdlculo de las funciones involucradas en (5.46) simplifica mucho los célculos
necesarios en el algoritmo de bisqueda, ya que los términos obtenidos en una iteracién

pueden ser reutilizados en la siguiente sin necesidad de recalcularlos.

5.7 Analisis de los resultados

Hemos llevado a cabo el cédlculo numérico de las expresiones obtenidas en
los apartados anteriores para las probabilidades de pérdida y tiempos medios de
espera de ambas clases de clientes (en tiempo real y en tiempo no real) bajo diversas
condiciones de tréfico y diferentes tamanos de buffers y tasas de servicio. En esta
seccién mostramos un breve resumen del comportamiento observado en el sistema, y

las conclusiones que de ello se derivan para el correcto dimensionamiento del mismo.
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92 Dimensionamiento 6ptimo de un sistema de colas
5.7.1 Caso 1: A\g >> Ay, p=0.95

Este caso representa una situacién en la que el tréfico en tiempo real es muy
superior al otro. Este podria ser €l caso de un sistema orientado bésicamente a
la transmisién de voz o video, pero que reserva parte de su ancho de banda para
transmisién de datos. El caso p = 0.95 supone ademéds que la tasa de servicio del
sistema es muy similar a la tasa de llegada de clientes, lo que significa que nos
encontramos ante un sistema cargado donde pueden producirse colas de longitud

importante.

En estas condiciones, la causa de que el sistema se encuentre cargado es
precisamente el trifico en tiempo real. El tiempo de espera de los paquetes de
este tréfico se incrementa con el tamano R de su buffer reservado, y también con el
tamano M del buffer compartido. Dada la baja tasa de llegadas relativa de los clientes
TNR, éstos practicamente no influyen en el retardo del trafico TR, que se produce
precisamente como consecuencias de la alta tasa de llegada relativa de los clientes
TR. De esta forma, la reduccién en el tiempo de espera TR sélo puede conseguirse
a costa de reducir los tamanos de los buffers M y R, lo que obviamente significa
un incremento en las pérdidas de TR. Debe observarse, ademds, que si el tamano
del buffer compartido se mantiene alto, éste se vera ocupado por colas relativamente
largas de clientes TR, lo que incrementa notablemente el tiempo de espera de cada

cliente TNR que accede a ese buffer.

En la figura 2 se han representado las distintas variables de interés
(probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera) frente a la suma de los
tamanos de los buffers M y R. Los puntos de distintos colores representan el valor
de N, el tamano del buffer para los clientes TNR, (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde
N = 3, Azul N = 4, Celeste N = 5, etc). Puede apreciarse claramente que la
probabilidad de pérdida para los TNR disminuye a medida que aumenta N, y que,
para valores de N pequenos depende de M + R, creciendo con este valor hasta alcanzar

una tendencia asintética; para valores de N grandes se aprecia que la probabilidad de
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pérdida apenas depende de M + R, siendo pequena y aproximadamente constante.
El tiempo de espera de los TNR, como hemos senalado mds arriba, se incrementa con
el valor de N, y también con M + R, si bien, a partir de cierto valor de M + R en
adelante ya este tiempo medio se estabiliza (debido a que a partir de cierto tamano de
M + R en adelante, la cola de clientes TR en estos buffers ya no se incrementa més,
lo que indirectamente redunda en que no se incrementa el tiempo de espera para los
TNR). En cuanto a las probabilidade de pérdida para los clientes TR se aprecia que
disminuyen con M + R sin que el valor de N les afecte. A su vez, el tiempo medio de
espera para esta clase de clientes se incrementa con el valor de M + R, apareciendo
en este caso una cierta dependencia con N que se vuelve mds acusada a medida que
aumenta M + R, observdndose, para valores elevados de M + R los menores tiempos

de espera cuando més pequeno es N.

Para aislar el efecto por separado de los tamanos M y R podemos observar
las figuras 3, 4, 5 y 6, correspondientes a los casos N = 1, N = 2, N =4y
N = 8 respectivamente. Ahora se ha representado el valor de M en abcisas y los
colores se han utilizado para los distintos valores de R (Negro R = 1, Rojo R = 2,
Verde R = 3, Azul R = 4, Celeste R = 5, etc.). Puede apreciarse que, para valores
de M y N pequenos, las menores pérdidas en clientes TNR, se producen cuanto més
pequeno sea R, si bien este efecto se va amortiguando a medida que crece N. De
hecho vemos que para N = 8 las pérdidas TNR son siempre pequenias cualesquiera
que sean los valores de M y R. Algo similar ocurre con los tiempos medios de espera
de los clientes TNR, coincidiendo los tiempos de espera mds cortos en esta clase con
las mayores probabilidades de pérdida en la misma. En cuanto a los clientes en tiempo
real, observamos que para su tasa de pérdidas es decreciente tanto en R como en M.
Si se deseara reducir esta tasa, cuando el valor de M es pequefio, debe elegirse un
R grande, y viceversa, si M es grande puede elegirse un R pequefio. En lo que se
refiere a los tiempos de espera de esta clase de clientes se observa también que son

crecientes tanto con M como con R.
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Probabilidad de Pérdida TNR
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Figura 2 Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a la suma de los
tamafios de los buffers M y R. (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde N = 3, Azul N = 4,
Celeste N =5, etc.)
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Figura 3 Caso N = 1. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a
la suma de los tamaiios de los buffers M 'y R. (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde N = 3,
Azul N = 4, Celeste N = 5, etc.)
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Figura 4 Caso N = 2. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a
la suma de los tamaiios de los buffers M y R. (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde N = 3,
Azul N =4, Celeste N =5, etc.)



Anélisis de los resultados 97

Probabilidad de Pérdida TNR Tiempo Medio de Espera TNR
3
o _
14 < &= ©
z e 3 N 000004
2 e 0g080ee™®
. o 5 © ﬁ?
S Q (-]
B o 7 7] -
Q o w < — °$
a o °§
% T ©
3 © g ] °§
58 N R
8 © o gg
© o
s E
bt Q
o o 0000004 2 e
S | ooseeeeeee8888088009900 P e
o T T | | I I T I I I T T | |
0 5 10 15 20 25 30 ] 5 10 15 20 25 30
M M
mult_1_0.10_0.95N = 4 mult_1_0.10_0.95N = 4
Probabilidad de Pérdida TR Tiempo Medio de Espera TR
o 6080004
- x 600093888°°
E " 08095 HES
s 2 - © Rk @-"- *
T o g 838e
= 2 o8
o w o & 08§
o o o° ) 000000
[} ~ ° 000000
> s ) oggoooo
g wo E N — Oooggo
3 81 ooo0 = Q000
e oo
'“ 2 o
& o ﬁwﬂgg = o
8 800088 §886000000000000004 o
S T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
M M
mult_1_0.10_0.95 N = 4 mult_1_0.10_0.95 N = 4

Figura 5 Caso N = 4. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a
la suma de los tamafios de los buffers M y R. (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde N = 3,
Azul N =4, Celeste N = 5, etc.)
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Figura 6 Caso N = 8. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a
la suma de los tamafios de los buffers M y R. (Negro N =1, Rojo N = 2, Verde N = 3,
Azul N = 4, Celeste N = 5, etc.)
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De esta forma, observamos que, en estas condiciones, el diseno 6éptimo del

sistema consiste en:

e Un buffer compartido de tamano reducido, que acortaria los tiempos de espera
de los clientes TNR, a la vez que no causaria gran impacto en los tiempos de

espera de los TR, ya que los TNR llegan con una tasa relativa muy baja.

e Un buffer especifico para los clientes TR con un tamano R ajustado de tal
manera que el tiempo de espera de estos clientes no sea excesivo, a la vez que las

pérdidas que necesariamente se producen no superen el umbral preespecificado.

e Un buffer especifico para los clientes TNR que garantice que las pérdidas para
esta categoria serdn reducidas; dado que estamos en condiciones en las que Ay

es pequeno, dicho buffer podra tener un tamano N no demasiado grande.

Las expresiones obtenidas en este capitulo para probabilidades de pérdida y
tiempos medios de espera permiten determinar exactamente los valores M, N,y R

que cumplan los requisitos especificados.
5.7.2 Caso 2: AR << An, p= 0.95

Ahora nos encontramos ante un sistema en el que la tasa de llegadas dominante
corresponde al trafico TNR, como ocurre en redes orientadas fundamentalmente a
la transmisién de datos y que pueden emplearse de modo méas o menos esporadico
para la transmisién de voz o video. Asimismo hemos considerado una intensidad
de tréfico elevada (0.95) lo que, al igual que en el caso anterior, nos indica que el
sistema se encuentra cargado, con un servidor cuya velocidad de servicio se equipara
précticamente a la velocidad con que llegan los clientes, que en su mayor parte son
de clase TNR. Por ello podemos esperar que se poduzcan colas largas de clientes
TNR, lo que significa que para evitar pérdidas en esta categoria deberemos contar
con un buffer especifico para este tréfico con un tamano N holgado, atin a costa de

incrementar los tiempos de espera para esta clase de clientes.
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100 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

De nuestro andlisis de los resultados numéricos obtenidos con el modelo, que
se muestran en la figura 7, podemos observar que la tasa de pérdidas en el trafico
TNR depende s6lo de N y es bastante insensible al tamano del buffer compartido M,
y al tamano del buffer R de los clientes TR. No obstante, observamos que €l tiempo
de espera de los clientes TR (que, recordemos, nos interesa que sea reducido), sf que
se Incrementa con [V, sobre todo si el tamano del buffer compartido es pequeno. Esto
es facil de entender, ya que al ser muy elevada la tasa de llegadas de clientes TNR,
en el buffer compartido habréd casi siempre un cliente TNR esperando ser atendido.
S1 nos situamos en el caso extremo de que fuese M = 2, ello signficaria que la cola
de clientes TR se formaria en su buffer especifico y cada cliente TR que accediera al
buffer compartido deberia esperar casi siempre por un cliente TNR. Ello terminarfa
dando lugar a tiempos de espera inaceptables para el trafico TR.

Por tanto, el diseno éptimo de este sistema seria el siguiente:

e Un buffer compartido con un tamano M adecuado a la tasa de llegadas (que

es baja) de los clientes TR y que garantice que sus tiempos de'espera no sean

elevados.

e Un buffer especifico para los clientes TR que no debe ser demasiado grande
ya que con su baja tasa de llegadas podrian caber casi siempre en el buffer
compartido; esa baja tasa de llegadas, a su vez, garantiza que las pérdidas no

seran elevadas.

e Un buffer especifico para los clientes TNR que si que debe tener el tamano

suficiente para que puedan esperar sin que se produzcan pérdidas significativas.

Al igual que en €l caso anterior, las expresiones obtenidas en este capitulo
para probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera permiten determinar

exactamente los valores M, N, y R que cumplan los requisitos especificados.
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Figura 7 Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a la suma de los

tamaiios de los buffers M y R.
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102 Dimensionamiento éptimo de un sistema de colas

5.7.8 Caso 8: A\g = Ay, p=10.95

Analizamos ahora algunos caso en que las tasas Arp y Ay son comparables,
siendo también ahora alta la intensidad de trafico, del orden del 95%. Hemos
considerado el caso Ay = 0.5\ g (figura 8) y Ay = 2Ag (figura 9). Puede apreciarse que
en los dos casos el comportamiento del sistema es similar. La probabilidad de pérdida
de los clientes TNR disminuye a medida que aumenta N. Asimismo, cualquiera que
sea el valor de N, las tasas de pérdida més bajas para esta clase de clientes se alcanzan
cuando el tamano M + R es pequertio, si bien a partir de un cierto valor de M + R en
adelante estas tasas se estabilizan. El tiempo medio de espera para los clientes TNR
aumenta con N y con M + R, y al igual que en el caso anterior, a partir de cierto
valor de M + R en adelante este tiempo se estabiliza. Por tanto, el mejor rendimiento
ofrecido por el sistema para los clientes TNR se alcanza para valores de N grandes y

valores de M + R pequenos.

En cuanto a los clientes TR, puede apreciarse también que los menores tiempos
medios de espera corresponden a valores M + R pequenos, si bien a dichos valores
corresponden también tasas de pérdida altas. Incrementar ligeramente el valor de
M + R redunda en un rdpido decrecimiento de la tasa de pérdidas de este tréfico a
costa de cierta ralentizacién en sus tiempos de espera. Puede observarse que cuando
se incrementa M + R, los tiempos de espera méds cortos para el trafico TR se obtienen

para los valores de N mds pequenos.

Para evaluar el efecto por separado de M y R, observemos las figuras 10, 11,
12; todos ellos obtenidos para N = 10, representando M en abcisas y utilizando un

color distinto para cada valor de R:

En lo que se refiere al trafico TNR, vemos que tanto las probabilidades de
pérdida como los tiempos medios de espera son crecientes tanto con M como con
R; para cada M fijo las pérdidas y tiempos de espera crecen con R; para cada R
fijo dichas variables crecen con M.Como puede observarse se alcanza una tendencia

asintética relativamente pronto; a partir de ciertos valores My y Ro (que dependen
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Figura 8 A\n = 0.5Ag. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a

la suma de los tamaiios de los buffers M y R.
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Figura 9 Ay = 2)\g. Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente a la

suma de los tamafios de los buffers M y R.
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Figura 10 Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente M.
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Figura 11 Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente M.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali:

© Del



Anélisis de los resultados

Probabilidad de Pérdida TNR

wn
14 —
E o
[}
hed
i o
® =
o o
[V}
©
®
s 8
5 o
[
S
a 3 a@uooooooooooooooooooooooc
S M T T T T T T
0 8 10 15 20 25 30
M
mult_1_2.00_0.95 N = 10
Probabilidad de Pérdida TR
o~ o
E o]
©
3 -
e
2 5.
2 o0
= .
©
= 3
% = o000
-g 4 oooo
o %00
o -
g — Ooe&%ﬁoooooooooooooooooooooc

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

M
mult_1_2.00_0.95 N = 10

Tiempo Medio de Espera TNR

Tiempo Medio de Espera TR

2.0

0.5 1.0 1.5

0.0

1.2

%o o8 adg °°°

1.0

00 0.2 04 06 0.8

Tiempo Medio de Espera TNR

g§ygoooooooooooooooooooooq
80
0000

[e] OOO

0 5 10 15 20 25 30

M
mult_1_2.00_0.95 N = 10

Tiempo Medio de Espera TR

%sgooooooooooooooooooooc
o

mult_1_2.00_0.95 N = 10

Figura 12 Probabilidades de pérdida y tiempos medios de espera frente M.
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108 Dimensionamiento 6ptimo de un sistema de colas

de Ag, AN ¥ £) ni las pérdidas ni los tiempos medios de espera se incrementan por
mucho que crezcan M y R. Ello se debe a que con esos valores My y Ry es posible
acumular todo el trafico TR entrante y mayores valores de M y R no dan lugar a
que se produzcan colas mayores de este tipo de trifico. Dada la forma de operar
del sistema, la presencia de mds clientes TR a la fuerza repercute en mayores tasas
de pérdida y tiempos de espera para los clientes TNR (al menos si el tamafio N es
pequeno. Si N es grande, las pérdidas en TNR son pequefias aunque sean grandes
sus tiempos de espera).

Asimismo, en lo que se refiere al tréfico TR se observa que los tiempos de espera,
mads cortos se obtienen cuando M es pequeno y R es también pequeno: obviamente
un M pequenio da lugar a que no se incrementen demasiado los tiempos de espera
causados por la entrada de clientes TNR; y un R pequeno produce que no crezcan
los tiempos de espera causados por el propio trifico TR. Es evidente también que si
se eligen M y R pequenos, se alcanzan las tasas de pérdida de trafico TR m4s altas.
Si estas pérdidas resultan excesivas, se observa que, manteniendo M fijo, disminuyen
eligiendo valores de R mds altos; no obstante, a partir de cierto valor de R en adelante
es preferible incrementar el valor de M ya que ello da lugar a menores tiempos de
espera. Este efecto es tanto méas acusado cuanto mayor sea Ag en relacién con Ay; en
efecto, cuanto mayor sea la tasa Ar respecto a Ay ello quiere decir que el incremento
en el tiempo de espera de los TR se debe precisamente a los clientes TR que se
acumulan; bajar el tamano de R redunda en que se limita el tamano de las colas
TR (incrementando obviamente sus pérdidas) y por tanto se mejoran los tiempos de

espera.

5.74 Caso 4: p<<0.95

Los comportamientos que hemos observado hasta ahora con intensidades de
trafico elevadas se mantienen, aunque en menor medida, cuando la intensidad de
tréfico p se reduce. En general la disminucién de p lleva aparejada la reduccién global

de las tasas de pérdida y los tiempos medios de espera en las dos clases de clientes,
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Conclusion. 109

que llegan practicamente a anularse para valores de p muy pequenos (inferiores a
0.10). La interpretacién de este resultado es obvia: valores de p pequenos significan
que el servidor opera muy répido con respecto a la tasa de llegada de clientes, lo que
significa que practicamente nunca habra cola y aunque los tamanos de buffer M, N
y R sean pequenos rara vez llegan a desbordarse, con lo que apenas se producen

pérdidas.

5.8 Conclusion.

En este capitulo hemos analizado el rendimiento de una politica de gestién de
colas en un conmutador de red tal como se muestra en la figura 1, que recibe dos
clases de trafico con distintos requisitos de calidad en lo que se refiere a retardos y
pérdidas. Hemos visto como, de forma recursiva, es posible calcular numéricamente
las probabilidades de estado de este sistema, y a partir de las mismas hemos mostrado
como obtener los retardos medios de ambas clases de trafico, asi como sus tasas de
pérdida. Todas estas cantidades intervienen en el cdlculo del rendimiento del sistema
a través de una funcién objetivo que representa una ponderacién del coste causado
por los retardos del trafico prioritario (en tiempo real) y las pérdidas causadas al
trafico no prioritario (tiempo no real). Los valores de los pardmetros éptimos de
control del sistema se obtienen finalmente mediante la aplicacién de un algoritmo
adecuado que minimice la funcién objetivo. El diseno de un algoritmo de optimizacién
cuyo objetivo sea minimizar el coste en que se incurre por pérdidas en trafico TNR
y por retardos en trifico TR, a la vez que se respetan restricciones relativas a la
tasa méxima admisible de pérdidas en trafico TR y retardos en trafico TNR, es una
tarea compleja dada la dimensién del espacio de bisqueda de los valores éptimos
de M/N y R. Las observaciones cualitativas que hemos realizado en el andlisis
de los resultados numéricos que hemos obtenido con la implementacién de nuestro
modelo sugleren estrategias que permitirian dirigir de manera adecuada la bisqueda

de la solucién éptima haciendo maés eficientes los algoritmos de optimizacién. Debe
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senalarse también que de nuestro andlisis puede deducirse que para determinados
valores Ay, Ag y p fijos, pueden no existir valores de M, N y R que den lugar a un
adecuado rendimiento de un multiplexor como el aqui descrito: asi, por ejemplo,
si el sistema estd muy cargado (valor de p muy alto) es muy posible que ninguna
combinacién de M, N y R produzca, a la vez, tiempos de espera y tasas de pérdida
admisibles para cada clase de clientes (los tiempos de espera reducidos se lograrian
a costa de tasas de pérdida muy altas; y a la inversa, las tasas de pérdida bajas se
conseguirfan a costa de tiempos de espera excesivos). En tales condiciones, la tinica

solucién pasa por incrementar la velocidad del servidor (o el ntimero de servidores).
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