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RESUMEN

En este trabajo se presentan alternativas para la resolucién de los
sistemas de ecuaciones lineales a que da lugar la aplicacién de métodos como
diferencias finitas 6 elementos finitos en la obtencién de soluciones aproximadas de
problemas de contorno en derivadas parciales.

En principio, se hace una sintesis comparativa de distintos
métodos iterativos basados en los subespacios de Krylov, dedicando especial atencién a
los métodos CGS y Bi-CGSTAB.

Después de exponer las distintas formas de precondicionar y
deﬁﬁir los precondicionadores Diagonal, SSOR e ILU(0), establecemos los algoritmos
apropiados de estos métodos para aplicarlos al sistema precondicionado. Se plantca la
equivalencia, para métodos como el CGS y el Bi-CGSTAB, entre estas diferentes
formas de precondicionar, (por la derecha, por la izquierda y por ambos lados), con una
adecuada eleccién del vector de inicializacién del algoritmo.

Asimismo, se contrastan la bondad de los distintos algoritmos
utilizando estos precondicionadores en la resolucién de algunos problemas clasicos en
MEF. En la aplicacién del precondicionador ILU(0) se han aplicado técnicas de
renumeracion que han supuesto mejoras en la convergencia.

Se presentan variantes para Bi-CG, CGS y Bi-CGSTAB, que
hemos llamado, respectivamente, Bi-CG*, CGS* y Bi-CGSTAB*, que ofrecen, en
muchas ocasiones, curvaé de convergencia mas suaves y uniformes.

Por iltimo, se apliCah estas técnicas y 'algofitrnos é la resolucién

de un pfoblema de control en la frontera.
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INTRODUCCION 1

INTRODUCCION

La formulacién matematica de las leyes que rigen muchos
problemas fisicos es complicada. En las expresiones correspondientes figuran, con
frecuencia, derivadas parciales de orden superior que hacen muy dificil 6 imposible
alcanzar la solucién de forma analitica.

La imposibilidad de obtener la solucién exacta traducida en una
expresion matemdtica a la que se ajusten las diversas variantes & que puede dar lugar un
fenémeno fisico variando los pardmetros que intervengan en su definicién, no debe
empafiar, en absoluto, el caricter ttil y determinante que tiene esta formulacién para dar
soluciones numéricas por procedimientos aproximados a cada problema concreto,
caracterizado por determinadas constantes fisicas.

Este caricter numérico de las matematicas data de la antigliedad,
en la que esta ciencia debia hacer frente a problemas pricticos con la finalidad de
obtener una solucién en forma de nimeros y su desarrollo en forma de planteamientos
nuevos para métodos numéricos ha conllevado que los modelos matemdticos para
representar los fendmenos fisicos se hayan ido perfeccionando de tal forma, que se
encuentra con frecuencia més apropiado buscar una solucién aproximada de un modelo
matemaético complicado que una solucién mas exacta del problema simplificado.

La solucién numérica de un problema con formulacién en
derivadas parciales pasa por un pro‘ceso. de discretizacién (con diferencias finitas,
elementos tinitos, volimenes finitos), que nos permita valorar la solucién en un nﬁrhgro

finito de puntos del dominio. Esta discretizacién, conduce a la resolucién de un sistema

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



INTRODUCCION

lineal de ecuaciones cuyas incégnitas soﬁ precisamente estos valores numéricés
puntuales de la solucién aproximada al problema fisico que ha conducido al sistema.

La resolucién de estos sistemas de ecuaciones, elemento
fundamental en este proceso de dar solucién a un problema, con un planteamiento de
técnicas y métodos apropiados, constituye el objeto primordial de esta tesis.

Como la eficiencia de un método depende de su facilidad de
implementacidn, la "pléyade” de métodos apropiados para aproximar la solucién ha ido
desarrollindose paralelamente a la evolucién de los ordenadores. Asi, el conocido
Gradiente Conjugado publicado por Hestenes y Stiefel en 1952 ha adquirido relevancia
practicamente en los iltimos veinticinco afios, que es cuando ha encontrado el soporte
informatico adecuado. =

Los errores de redondeo y el efecto de relleno que se producen en
la aplicacién de los métodos directos, han hecho més adecuados los métodos iterativos
para la resolucién estos sistemas. En el conjunto de estos métodos, tienen especial
relevancia los algoritmos basados en los subespacios de Krylov con un desarrollo
espectacular en los ultimos tiempos.

Con estos antecedentes, los objetivos especificos de esta tesis, con
la finalidad comiin de proporcionar herramientas adecuadas para la obtencion de
soluciones aproximadas de sistemas de ecuaciones lineales son:

- Hacer un analisis general de los métodos tipo Bi-CG.
- Comprobar el efecto de un precondicionamiento previo del sistema en la
convergencia de los algoritmos.
- Implementar variantes en los algoritmos ya establecidos que supongan una
~mejora en su comportamiento. | |

- Estudiar e] efecto que producen las técnicas de renumeracién en la utilizacién

de precondicionadores.
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INTRODUCCION 3

- Realizar un es_tudio comparativo del éomponanﬁeﬁto de estos métodos de bio-
ortogonalizacién entre si, y con otros métodos como el GMRES 6 los de tipo QMR, en
alguﬁos problemas de aplicacion.

Estos objetivos nos han hecho estructurar la tesis en los capitulos
que brevemente resefiamos ahora. En el capitulo 1 se presentan la familia de métodos
basados en los subespacios de Krylov, con especial atencién al CGS y Bi-CGSTAB,
métodos objeto principal de esta tesis. En el capitulo 2 se describen las distintas formas
de precondicionamiento y los precondicionadores que se utilizardn en las aplicaciones
posteriormente. En el capitulo 3 se describe la forma de almacenamiento compacta que
utilizaremos para trabajar con las matrices del sisttma y con las matrices de
precondicionamiento. En el capitulo 4 se exponen las técnicas™de renumeracion que se
aplican en la utilizacién del precondicionador ILU(0). En el capitulo 5 se deducen los
algoritmos precondicionados para los distintos métodos, cstableciéndose la relacién
directa entre las distintas formaS" de precondicionamiento y la adecuada eleccion del
vector inicializacién del algoritmo en los métodos CGS y Bi-CGSTAB. Se presentan
asimismo otras versiones para estos métodos que hemos denotado por CGS* y Bi-
CGSTAB*. Por iltimo, se aplican las técnicas y métodos expuestos en los capitulos
anteriores a diversos problemas discretizados por MEF en el capitulo 6 y a un problema

de optimizacién de control 6ptimo en la frontera en el capitulo 7.
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CAPITULO 1 4

CAPITULO 1.

SINTESIS COMPARATIVA DE METODOS PARA LA
RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
BASADOS EN LOS SUBESPACIOS DE KRYLOV.

| La aplicacién de diferencias finitas 6 de elementos finitos, entre otros
métodos, para la obtencién de soluciones aproximadas de problemas de contorno en
derivadas parciales, conduce a grandes sistemas de ecuaciones lineales Ax =b, donde la
matriz A es tipo "sparse".

Los métodos directos que se utilizan para la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales estdn basados; generalmemte, en variantes de la
eliminacién Gaussiana. Construyen una matriz triangular inferior L y otra triangular
superior U, tal que LU=A. Las matrices triangulares L y U, son, asimismo, "sparse",
pero més densas 6 "llenas” que la matriz original A, produciéndose el llamado efecto de
"relleno” ¢ "fill-in", que aumenta con el niimero de nodos y con la dimensién del
problema, de tal forma, que, a igualdad de nodos, para una matriz obtenida de una
discretizacién de un problema en 3-D es mayor que para uno de 2-D.

Este efecto, que incrementa los requerimientos de almacenaje y de
coste computacional, unido a la presencia de los errores de redondeo que influyen en los
valores de la solucién, tedricamente exacta, hacen mas adecuados los métodos iterativos
para la resolucién de estos sistemas. Con todo, las técnicas de reordenacién, basadas en
teoria de grafos, como el algoritmo inverso de Cuthill-Mckee [8], [2] 6 el algoritmo del
grado minimo y sus variantes, [22], conducen a formas mds apropiadas de
alm'at:enaxﬁiento_ y a la determinacién de matrices de permutabién, téles que en la

aplicacion de métodos de eliminacion al sistema equivalente, las matrices intermedias
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CAPITULO 1 5

. generadas, permanezcan tan “sparse" como sea posible, disminuyendo este "efecto fill-

in".

En los métodos iterativos, a partir de un vector inicial Xy, SE
genera una secuencia de vectores {x,.}, que converge a la solucién buscada. A pesar de
la convergencia, relativamente lenta, el cardcter "sparse” de A hace posible efectuar un
elevado nimero de iteraciones sin un trabajo excesivo. Por otra parte, los errores de
redondeo, importantes en los métodos directos, influyen, en general, en la velocidad de
convergencia, pero no en la aproximacién final.

Ademas de los métodos clasicos de este tipo, (Jacobi, Gauss-
Seidel, Relajacién, ...) que se ajustan a estas precisiones, se han desarrollado otros que

presentan ventaja respecto a los mismos, sobre todo en estos sistemas "sparse". Entre

ellos destacan los basados en los llamados subespacios de Krylov.

1.1 - SUBESPACIOS DE KRYLOV
En los métodos iterativos, los sucesivos valores de la solucién
aproximada en la resolucién de Ax =b, vienen dados por la relacién de recurrencia
X =X +B (b~ Ax;),
4 bien,
Bx,,, =Cx;+b,siendo C=B-A.
Distintas elecciones para las matrices B y C en funcién de la
matriz A, conducen a los métodos clasicos de Jacobi, Gauss-Seidel 6 de relajacion.
Pero estas expresiones también se pueden escribir en funcién del
vector residuo r,=b-Ax; , como x,,=x,+B7'r,. De esta forma, eligiendo una
aproXimacic’)r_l inicial x,, los valores de las sucesivas iteraciones se podrian calcular por

las respectivas expresiones,

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 1

= -1
X =x,+B7r,

X,=x+B7'rn= x,+B7'r,+ B (b- Ax))=x,+ B'lro +B7'(b- Ax,— AB7'r)) =
=x,+2B7'r,~ B"A(B'lro)

-1
x,=x,+B7r,

En el caso que B =1 quedaria,
X, =X, +1,

X, =X th =X+t (b—-Ax) =x,+1r,+(b—- Ax,— Ar) =

= X, +2r, — Ar,

Xy =X,+1 =Xy +2r,— Ay +(b— Ax,) =

=x, +2r,— Ar, +(b—Axo+2Aro—A2r0)=xo+3r0+Aro—Azro

Es decir, la i-ésima iteracién de la solucién aproximada se puede

expresar como suma de la aproximacién inicial y una combinacién lineal de i vectores,

x; = X, + SPAN{r,, Ar,, A’r;.,..., A7, }

. 2 i-1
X; —_xo-_l-[ro,A‘ro,,A Tyseers A ro]

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 1

El subespacio K'(A;r,), de base [r(,,ArO,Aer,...,Ai‘lr’(,],' es

llamado espacio de Krylov de dimensién i correspondiente a la matriz A y residuo

inicial 7.

12 - METODOS ITERATIVOS PARA SISTEMAS NO
SIMETRICOS.

En los sistemas lineales de ecuaciones cuya matriz de
coeficientes es simétrica y definida positiva, el algoritmo del Gradiente Conjugado
[26], constituye una robusta herramienta para su resolucién. Con este método,
préacticamente desarrollado a partir de 1970 y que en ausencia de errores de redondeo,
alcanza teéricamente la solucién exacta en n iteraciones como maximo, se obtienen
soluciones aproximadas que cumplen los requisitos esenciales de:

(a) minimizar una cierta norma del vector residuo sobre un subespacio de Krylov
~generado por A, que se traduce en una convergencia suave sin grandes fluctuaciones.
(b) ofrecer un bajo coste computacional por iteracién y no exigir alta
disponibilidad de almacenaje.

Sin embargo, el CG no es aplicable cuando la matriz del sistema
no cumple las condiciones de simetria y de ser definida positiva. Para matrices no
simétricas, no existen, en general, métodos que cumplan ambos requerimientos (a) y (b),
sin afiadir algin inconveniente 6 desventaja. Antes bien, los métodos utilizados para
estos sistemas, se obtienen generalmente por adaptarse preferentemente a uno de los dos
requisitos enunciados anteriormente, pero no a los dos simultaneamente.

Distinguiremos asi tres familias que acogen a la mayoria de los

métodos que resuelven sisternas con matrices generales no singulares basados en estos

subespacios:
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CAPITULO 1 ‘ 8

- Métodos basados en la ecuacién normal.
- Métodos de ortogonalizacién.
- Métodos de biortogonalizacién.

Una clasificacion detallada se puede observar en [3] y [36].

1.3 - METODOS BASADOS EN LA ECUACION NORMAL
Sea el sistema Ax =b, siendo A una matriz real, no singular.
Multiplicando por A”, resultaria un sistema equivalente al primero, A" Ax = A”b, pero
con matriz siméu.rica definida positiva, que recibe el nombre de sistema de ecuaciones
normal, al que podemos aplicar el algoritmo del CG.
| El método conocido como CGN [36], [7]; construye una sucesién

de vectores

n-1

x; € X, +[Arro,(ATA)ATrO,...,(ATA) ATrO]

con residuo minimo en cada paso, sin efectuar el cé.lpulo explicito del producto A" A.
El esquema de cdlculo viene dado por el algoritmo del CGN siguiente:

Valor inicial x; ; Ty =b— AX, ;

Bo=0.p,=0;

Si [/} 2 2. =1.2.3,...);

p.=A'r ., +B P
(A™r,.,) (A™r.)
(Ap)"(Ap;)

X =X, TOP;;

i

T =L —0Ap; ; ,
| (ATri )T (A Tl'i )
(A™r.,) (A™r,)

Bi=

fin
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CAPITULO 1 ' 9

Al igual que ‘el CG, los sucesivbs valores de la soluciéﬁ
aproximada se obtienen por una relacién de recurrencia de tres términos, con lo que en
principio se cumplen, asimismo, las condiciones (a) y (b), de minimizar una norma del
vector residuo manteniendo un bajo coste computacional, a las que se ajustaba este
método.

Sin embargo, el CGN presenta algunos inconvenientes:

- El nimero de condicionamiento del nuevo sistema resulta ser
K,(A"A)=K,(A)’, y para sistemas mal condicionados, (valores de K,(A)
relativamente grandes), disrﬁinuye la efectividad del algoritmo y la rapidez de
convergencia.

- En cada iteracién figuran dos productos matriz por vector, los
correspondientes a las matrices A y A”, aumentando el coste computacional del

algoritmo.

Una mejora del algoritmo, que intenta corregir el posible

empeoramiento del nimero de condicién, la proponen Paige y Saunders aplicando el

I A r b
proceso de Lanczos al sistema simétrico: r 5 = , dando origen al
A" AT )\ x 0

llamado LSQR [38].

1.4 - METODOS DE ORTOGONALIZACI()N. GMRES.
Estos métodos, basados en recurrencias largas, conllevan que el

trabajo computacional y la cantidad de memoria requerida aumenten con el ndmero de

iteraciones. Consecuentemente, se hacen necesarios criterios de truncamiento,

utilizandose un espacio de Krylov de dimensién k considerablemente menor que la

dimensién » del sistema.
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CAPITULO 1 10

Con el GMRES [47], se construye una secuencia de vectores {xi }
siendo
X; €x, +[ro,Ar0,A2ro,...,A"'1ro]
con la condicion de minimo para |gf|, =|b- Ax,],, que equivale a la condicién de
ortogonalidad

riL[Aro, A’r,..., A’d@]

que se implementa en sentido estricto, de tal forma que en el paso i-ésimo, se trabaja
con combinaciones lineales de i vecfores.

Esta condicién hace que se verifique la propiedad (a) de
minimizacién del vector residuo, obteniéndose un método rc;busto, de convergencia
répida y con curvas de convergencia monGtonas sin "picos”, pero a costa de exigir un
elevado coste computacional y wuna alta disponibilidad de almacenaje que van
incrementdndose con el orden de las iteraciones. Estos aspectos hacen,
consiguientemente, que el método no se ajuste a las dos caracteristicas que habiamos
enunciado anteriormente como requisitos ideales para estos métodos iterativos. El
algoritmo GMRES correspondiente queda como sigue:

1- Inicializacion
Valor inicial x,
Dimensién subespacio Krylov &
r,=b-Ax,
V1 =Ty /|
2-Para j=1,2,....k
Ch=(Avyv)i=12,0

. : j
Vi = AV = D lyv,
i=1

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 1 11

A~

h.. . =|v

JH+1Lj
vj+1 = vj+l/hj+1,j

3- Hallar y, que minimiza J(y) —"ﬁe,

I

, donde e, es el primer vector

de la base canénica en R**' y H, es la matriz de elementos h. 4 Determinar
X, =X, +V, ¥, donde V, eslamatriz de vectores columna [vl,vz,..., vk].
5- Calcularr,,, =b-Ax,,,

= n+1/ T

n+l

| . Ira2.

l.n+1
fin

Dado que se requieren i vectores en memoria en la i-ésima

iteracién, para restringir trabajo y almacenamiento se pueden ejecutar m iteraciones,

obtener la solucién aproximada y usar esta como inicializacién en una siguiente

aplicacién del algoritmo. Este truncamiento y reinicio afecta a la convergencia del

meétodo. Recientemente se han desarrollado nuevas versiones que parecen ser mds

eficaces como el FGMRES [46], el GMRESR [56] 6 el VGMRES [20].

1.5 - METODOS DE BIORTOGONALIZACION TIPO Bi-CG

El principal problema computacional del GMRES es que cada
vector residuo generado ha de ser ortogonal con respecto a todos los vectores residuos
anteriores.

En los métodos de bi-ortogonalizacién, las soluciones
aproximadas se obtienen aplicando una condicién de Galerkin y no por una propiedad
de minimizacién estricta como en el GMRES. Asi, las férmulas de recurrencia son
reducidas y el almacenamiento no aumenta con el numero de iteraciones, pero
presentando en su defecto, un comportarmento irregular en la convergencia, con
oscilaciones 'y abundantes ' plcos que pueden» conducir a criterios de parada con

soluciones erréneas. Es por ello conveniente disponer en los algoritmos de una
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CAPITULO 1 12

“reinicializacién” de los mismos, volviendo a calcular el parametro que nos defina este

criterio en base al vector residuo real r, =b— Ax, correspondiente a la dltima iteracién

obtenida, en lugar de determinarlo con el vector obtenido con la férmula de recurrencia

respectiva.

1.5.1.- DOBLE GRADIENTE CONJUGADO (Bi-CG)
El Bi-CG [14], construye al igual que el GMRES, una secuencia

de vectores
x; €X, +[r0, Ar,, Azr;,,...,Ai"rb]
que conduce a una expresion
X =X, +ql._l(A)r0 -
donde g,_,(A) es un polinomio de grado (i-1).
Para c] vector residuo quedaria,
r=b-Ax, =b- Ax,~ Ag,_,(A)r, = r[1- Aq,_,(4)]= p.(A),
En este método, p,.(A) no es determinado por la condicién

“estricta” que se impone en el GMRES, sino por la condicién de ortogonalidad
riJ_[FO,ATFO,(AT)ZFO’...,(AT)"_I%}

siendo 7, el vector residuo inicial del sistema auxiliar A7 y=b, que resolveremos

paralelamente al sistema original Ax = b, determinando los sucesivos vectores residuos

y direcciones conjugadas que figuran en el algoritmo, por las respectivas relaciones de
recurrencia, pero sin analizar ni considerar su convergencia porque no influye en la
solucién del mismo.

Asimismo, se verifica

| i’i;l_[r(;,Aro,Azt;,,...,A"'lré]-

- cumpliéndose la relacién de biortogonalidad (rl.,Fk ) =0, para j# k.
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CAPITULO 1 13

De esta forma, el algoritmo Bi-CG contempla el cilculo de
dobles vectores residuos y dobles direcciones conjugadas, ademds de efectuar dobles
productos matriz por vector, debidos a la matriz del sistema Ax=»5 y a la matriz del
sisterna auxiliar A"y=b:

Valor inicial x,; r, =b-Ax,;

Elegimos r, , tal que ry r, #0;

po=1;
P, =P, =0;
Si /] 2 €5 (G=1,2,3,....),
P =TiiTs -
Bi=pi/Piys
p,=r_, +B,p::
P,=I,+B5ip, ;
v=Ap;

@ =p,/ (B v):

X; =X, +0;P;;

fin
El célculo por iteracién es el doble que el GC, pero f)resenta la
ventaja frente a otras generalizaciones del mismo como el CGN, 6 el método del
‘ Residuo 'nﬁnirho [7]“, 'dé conservar el condiéiohaﬁlienfo de'la matriz del sistemé original
por lo ‘que su aplicacién no empeora la- convergencia de sisternas inicialmente ‘mal

condicionados.
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1.5.2.- CONJUGATE GRADIENT SQUARED (CGS)
Sonnenveld [49], observa que en caso de convergencia del Doble
Gradiente, los vectores {r;} y {FJ} tienden a cero, pero la convergencia de los "residuos
auxiliares” no es explotada y solo se calculan para la valoracién de los parimetros que
aparecen en el algoritmo. Propone, entonces, la siguiente modificacién donde todos los

esfuerzos se concentran en la convergencia de los vectores del sistema original {r,. }
Usando las expresiones polindmicas para los vectores residuos,
r,=P(A), y 7. = P(A")%, queda para la relacién de biortogonalidad
(r.7) = B(A)%. (A7) ] = [ B(4)P, (4}, 7]
lo que sugiere trabajar con aproximaciones x;, para las cuales

K=b—Ax = Rz(A)rO'

Obtendremos el algoritmo en base a estos nuevos vectores
residuos, efectuando las transformaciones pertinentes en el algoritmo del Bi-CG que
permitan gencrar P,.Z(A)ro. Para cllv se usardn, ademds de las expresiones polinémicas
de los vectores residuos, las correspondientes a las direcciones conjugadas de los
sistemas original y auxiliar, p, =7,_,(A)r, v P, =T_(A")s .

- En el Doble Gradiente Conjugado, p, =7",r._, . Sustituyendo los
vectores residuos de los sistemas original y auxiliar, calculando la traspuesta y

utilizando el vector residuo que propone Sonnenveld,

p. =[P [P (AN] =7 P () =R

“En el Doble -Gradiente Conjugado, «,= p,./(ﬁ.TAp,.)._ .

Sustituyendo las direcciones conjugadas por sus expresiones polinémicas y llamando

P =T (A, , queda,
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@, P/ A)r) = p/ro T r0)=pi/(FoTAf7,.).

La expresion del vector residuo del sistema original en el Doble
Gradiente Conjugado es 7, =r,_, — &, Ap, . Sustituyendo,
(A = R-l(A) AT, (A)o
y elevando al cuadrado,
P*(4)= F%,(A)- 0 A[2P_,(A)T,(4)- 0, ATZ,(4)].

Para hallar una expresién para el producto P_(A)7_(A),
partiremos de la igualdad, T,(A)=P(A)+B,,T.(A), que permite calcular por
recurrencia las direcciones conjugadas en el Doble Gradiente. Elevando al cuadrado y
operando,

1(A)B(A)= B (A)+ B, E(A)E4(4)
llamando P(A)T_(A)=g; , sustituyendo y efectuando operaciones,
A=f,—-a,Al27,+2B.q,,—,Ap,]
que es la expresién del vector residuo en el CGS.
La férmula de recurrencia para los nuevos vectores D, se
obtendra partiendo de la relacién, 7,_(A)= P_(A)+ B,T_,(A). Elevando al cuadrado y
sustituyendo queda, |
bi=Fy+2Bg s+ Bipa =i+ By + B + Bipis)
La relacién de recurrencia para los vectores g, . resultard de

multiplicar miembro a miembro:

quedahdo, '
Pi(A)Y;-l(A) = Pizl(A)"'ﬁi B—I(A)];—Z (A)—ai(A)T—l(A)Pi—l (A)—aiﬁiAT;—l(A)];—Z(A) ;
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Operando resulta una expresion para 7,_,(A)T_,(A), en funcién de

vectores conocidos,
L.(A)T(4) = BT (A)+ B B (A)T,(4)

y sustituyendo,
g = +Bdy~ Al +B,g s+ B.(B.py +4.)]
9 =T+ Bigi, — o, AP,

Igualmente, operando de forma similar, quedaria para las
sucesivas soluciones aproximadas la expresion,

X =%+ o[ + B, + (P + Big, — AP, )]

Con estas relaciones, resulta el algoritmo CGS [49], en el que no
figuran los vectores residuos ni las direcciones conjugadas del sistema auxiliar,
eliminando as{ los productos AT por vector:

Valor inicial X,, 1, =b— Ax, ;
Elegimos T, , tal que T, r, #0;
Po=1

Po =G, =0;

Si [e|/Ir| = &.(i=123....);
p;=Tr,,;
B:=pi/Pi;
u=r_, +5,q,,;

p; =u+p, (qi-l +ﬁipi—l);

v=Ap;;
o= pi/(foTv); |
q=u-—o,v;

w=u+gq,;
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X, =X, T O,W;
I, =T_, —O,AW;

fin

Cuando el Bi-CG converge, como la expresién polindémica del
vector residuo es 7, = B(A)r,, el operador P(A) reduce el vector inicial r,, a otro menor

r,, ¥, dado que en el CGS se utilizan vectores 7 = B*(A)r,, cabe esperar que al aplicarlo

dos veces resultard mejorada la convergencia. Eso ocurre con mucha frecuencia, y, en
general, el CGS converge mds rapidamente que el Bi-CG, pero al igual que en este, las
curvas de convergencia presentan bruscas oscilaciones que pueden conducir a la
cancelacién del algoritmo con soluciones erréneas carentes de significado.

Por ello, asimismo, una vez alcanzado el criterio de parada
adoptado, se debe calcular el vector residuo real, r, =b— Ax,, para proceder a una

realimentacién del algoritmo en caso necesario.

1.5.3.- BI-CGSTAB

De la misma forma que en el CGS los vectores residuos verifican

n= P.Z(A)ro, pueden construirse otros métodos iterativos en los cuales los valores

1

aproximados de la solucién x;, sean obtenidos de modo que los residuos vengan dados
por r,=Q,(A)F(A)r, con otro "polinomio reductor" (.(A). Las relaciones de
recurrencia del algoritmo donde intervenga este polinomio no han de ser excesivamente
complicadas y los pardmetros que figuren en su definicién facilmente optimizables.

Van der Vorst, en el BI-CGSTAB [55], propone obtener un vector

residuo por aphcac1on sucesiva de dos "reductores” dlStlI‘ltOS

Q(A)R(A)

en lugar de 7 = P*(A)r,, como en el CGs.

H t

5
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Sugiere para Q.(A), la expresién
0.(A)=(1-wA)(1-w,A)...(1-w,A)
determinando w,, por la condicién de minimo para 7, en la iteracién i-ésima.

Para obtener el algoritmo, se toma como referencia, al igual que
en el CGS, el algoritmo del Bi-CG, efectuando las transformaciones necesarias para que
la relacion de recurrencia de la solucién sea funcién del nuevo vector residuo.

Las férmulas de recurrencia en el Bi-CG para los sucesivos

vectores residuos y direcciones conjugadas son,

y para el Bi-CGSTARB se obtiene la relacién,

N>

=0(4)R(4)=(1-w4)0.,(4)-[P.,(4)-,AT,_ ]r0
[0-1(4)B-1(4) -, AQ (AT (4] - wA] 0.1 (4) P (4) - 2, AQ., (A)T, ()]
Igualando Q,_,(A)T_,(A)r, a un nuevo vector p,, queda,

;=F_ — 0, AP, —w,A(r_ — o, Ap,).

1—1
Necesitamos una relacién de recurrencia para este vector p, que
obtendremos, asimismo, a partir del Bi-CG:
P =0 (DT (A) =G (A[PA)+B..T_, (A, =

=Q,(A)R(A)r + Bin(1-w,A)Q,_(A)T_(A)r, =
=Q. (AR (A, +B,,0.,(AT._ (A)ro = B.aw,AQ, (A,

~ Sustituyendo, resulta

Py = r+ﬁz+1pz BiaW,Ap; .
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Incorporando la ortogonalidéd de R(A)ro, respecto a los vectores

RJ.(AT);’{,, con j<i, determinaremos la expresién de B, =p,,,/p,, en funcién de los

nuevos vectores. Para el numerador tenemos,

)
o(am)r. R(a),|= 22222 50 (4)P(4)] =

00,00,
= 0
wWW,w,.. W, WW, Wi W,
Q00 O, OO0, O
= L= i+l
WW, W, W, WiW, Wy W,

quedando entonces,

B. = Pivi _ & Piyy
i+l - A
P; W P

Operando de forma similar para obtener la nueva relacién que

defina al pardmetro o,

__Pi _ pi _. P;

P/ Ap, []‘T_](AT)FO]TAY,?_I(A)rO |7.0(47)%, AT, (A)r

- Pi

i-

[(—l)i'la,az%...a,._l(AT) lﬁ,,AZ_,(A)ro]

_ MWW W p; _
000,05 O, [(—1) - wiw,wy...w,_(A”) —IFO,AYIT_I(A)rO]
_ WiWpWs.. Wiy Pi p;

@\0:0-0 [0, (AT AT (A)r] % AB(4)

La relacién de recurrencia para el vector solucién incégnita se
obtendria de forma andloga,

X, =x_, +0,p+w, (ﬁ-l _-a_iAﬁi)
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El pardmetro w,, que interviene en la construccién del "polinomio
reductor” Q(A) y que figura en las relaciones de recurrencia del algoritmo, lo

obtendremos con la condicién de minimizar la norma del vector residuo ”f,”2 .

Introduciendo, a efectos operativos, los vectores v,,s,,t,, definidos por las relaciones

Ap,=v,, s;=F_ —ay, t, = As, podremos escribir este vector como

y lanorma ||, , serfa
F =”’3”2 =(s;- witi)T(si - w,).

dF

Igualando 1a derivada a cero, —— =0 'y operando,
W.

!

determinaremos la expresién de w;, , B

Una vez expresados todos los vectores en funcién del nuevo
residuo y determinadas sus relaciones de recurrencia, asi como los escalares que
intervienen en las mismas, podemos escribir el algoritmo Bi-CGSTAB:

Valor inicial x,, r, =b— Ax, ;
Elegimos ¥, , tal que T, r, #0;
Po =0 =w, =1,
Py =V, =0;
Si r_y|/Iro| 2 &, (i =1,2,3,...);
P Ty ;
. B, z(pi/pi—l)(ai—l/wi-l);
P, =r, +.'ﬁi(pi;1 WL Via)s

v, =Ap;
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o =p, /(%)

s =.ri_1 -V, ;
t=As;

w, = (t%s)/(t"¢);

X, =X, +0,p; + ws;
L=S-W_t;

fin

En el algoritmo figuran dos productos matriz por vector y cuatro

productos internos, mientras el CGS exige los mismos productos matriz-vector pero

solo dos productos internos.

En la mayoria de los casos la convergencia del BI-CGSTAB es
mas rapida y uniforme que en el CGS, e incluso con menor carga computacional para
.alcanzar una determinada tolerancia, pues la reduccién del nimero de iteraciones
compensa el pequeﬁQ incremento computacional por iteracién que suponen estos dos
productos adicionales.

Sin embargo, la presencia en ocasiones, de forma similar a lo que
ocurre en el Bi-CG y CGS, de bruscas variaciones en la norma del vector residuo hacen
aconsejable proceder al final del algoritmo al célculo del vector residuo real

correspondiente a la solucion aproximada obtenida, para efectuar la correccién oportuna

en caso que fuese necesaria.

1.54.- QMR -

| El método pfopueStb por R; Freund y N. Nachtigal [17], [1‘8], usa

" una variante del proceso de Lanczos para generar una base en el subespacio de Krylov

inducido por la matriz del sistema. Conservando la propiedad de los métodos tipo-
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grédiénte dé utilizar relacioneé de recurrencfa que impliquen bajo coste 'computacional,'
intenta suavizar las fluctuaciones que tienen lugar en la convergencia debidas al hecho
de no usar una condicién de minimizacién para la generacién de los vectores residuos.
Plantea para ello, sin llegar a la condicién estricta que impone el GMRES, una técnica
para "cuasi-minimizar" estos vectores, condicién que da nombre al método.
Aplicando esta técnica de "suavizado de residuos” al CGS vy al
BI-CGSTAB [59], [15], se obtienen los algoritmos Ilamados QMRCGS y
QMRCGSTAB [6]. Exponemos aqui el algoritmo QMRCGSTAB:
Aproximacién inicial v;
Elegimos r, arbitrario, tal que ry r, # 0.
Po=0y=wy=1; 0,=1,=0; v=|k|; p,=y,=ds=0;
Si e/ 2 e G=1,2.3....),
Pr=Eotiys Bi=(p/pa)@a/on); By =Ty + BilPi — @1y Yin)s
o; = Pi/(EoT Yi); § =L —&; ¥;s
Primera cuasi-minimizacién y solucién intermedia
8. =y c=11J1+6%: y=vy0,c: n =c;
d,=p,+&2d, ; v,=v,,+nd,
Cilculo de t,,o,,1;
o, =(t7s,)/(t't,); 1, =s,-o,t;;

Segunda cuasi-minimizacién y solucién

0, =Ixl/y; c=1/\1167; y=y6,c; n,=cw;

d; =s; + 20 d; v,=y,+7,d;

1 @y —=1

-fin -

Hubiese sido muy extenso el relacionar todos los métodos

iterativos, con sus variantes respectivas, que se han desarrollado en los dltimos afios
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para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Con todo, hemos expuesto los mds

representativos de las distintas familias en que se pueden encuadrar el conjunto de los

mismos, que son, con mucho, los més utilizados.

Para matrices no simétricas, es dificil decidir y elegir "a priori" el
método que proporcione mejores resultados. Las variantes del Bi-CG, CGS y Bi-
CGSTAB, por su facilidad de implementacién y su rapidez de convergencia, son
efectivos en gran nimero de problemas. En caso de convergencia excesivamente lenta
de estos, son los métodos tipo GMRES los mis indicados. El LSQR siempre converge
tericamente, pero puede ser a costa de un gran nimero de iteraciones, especialmente en

los sistemas mal condicionados. En [36] y [48], se comparan resultados obtenidos en

diversos problemas utilizando estos algoritmos. -
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CAPITULO 2

PRECONDICIONAMIENTO

El comportamientb de los métodos de Krylov en la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales mejora sustancialmente con las técnicas de
precondicionamiento. Es mds, en ciertos problemas, como justificaremos en las
aplicaciones pricticas, es indispensable la implementacién de un adecuado
precondicionador para asegurar la convergencia con los métodos propuestos.

Introducimos en este cﬁpitulo ideas  generales sobre

precondicionamiento de sistemas y relacionamos algunos de los precondicionadores mas

utilizados.

2.1 - CONDICIONAMIENTO DE UN SISTEMA
Cuando en un sistema, variaciones relativas minimas en los
coeficientes de la matriz 6 en el vector segundo miembro, producen variaciones re!ativas
considerablemente mds signiﬁqativas en la solucién del mismo, se dice que est4d mal

condicionado.

Si representamos los nuevos sistemas con estos incrementos, por

A(x+Ax)=b+Ab
(A+AA)(x+Ax)=b

. se.comprueba, [6],[17], que

te_papg
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_laq e ||AA||‘
Feraq - Ml
Al factor K(A) =[\|A“”A""] donde | . " es una norma matricial

definida en el conjunto de las matrices cuadradas, se le denomina nimero de
condicionamiento del sistema. Evidentemente, cuanto menor sea su valor, menor seri la

variacién de la solucién ante las posibles fluctuaciones en los valores de los elementos

de Ayb.

Usando la norma espectral | . ”2 , K(A)= Eu 5 ,donde u,, y
U,

L, son, respectivamente, los valores singulares mdximo y minimo de la matriz del

sistema, valores que se pueden calcular por u, = A.(AAT) , siendo li(AAf) los

4

correspondientes valores propios de AA”.

Cuando A es simétrica, p1,(A)=21,(4), y el nimero de

condicionamiento seria K(A) = -;;LL—M >1.

Con esta definicién, la "bondad" del condicionamiento de una
matriz viene dada, en principio, por la proximidad de K(A) a la unidad, de tal forma,
que en el caso que los valores singulares extremos coincidieran, el nidmero de

condicionamiento adoptaria este valor éptimo.

2.2 - TECNICA DE PRECONDICIONAMIENTO
En numerosas ocasiones, la matriz y el vector segundo miembro
del sistema se calculan de forma aproximada, pudiendo existir ciertas diferencias con
los ‘valore's nun.léri(_:os'que reflejen exactaménte el problema. En estos casos, un mal

condicionamiento del sistema afectaria negativamente a la convergencia.
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Se hace necesario asi, mejorar este condicionamiento utilizando

adecuadas técnicas de precondicionamiento. Técnicas que, en general, consisten en
transformar el sistema en otro de idéntica solucién pero con menor K(A).

Para ello multiplicaremos en Ax =b por una matriz M, llamada

matriz de precondicionamiento,
MAx = Mb
tal que K(MA) < K(A).
El menor valor de K(A) corresponde a M =A", quedando

K(A“A)= 1, que es, obviamente, el caso ideal y el sistema convergeria en una sola

iteracién, pero el coste computacional del calculo de A™ equivaldria a resolverlo por un

método directo. -

Esta circunstancia sugiere para M una matriz lo mas préxima
posible a A™', sin que su determinacién suponga un elevado coste. Generalmente, se
opta por considerar como matriz de precondicionamiento a M ™' | y obtener M como
aproximacién de A, escribiendo,

M~ Ax=M"p.

Por otro lado, en los algoritmos precondicionados de los distintos
métodos figuran productos de la matriz inversa por un vector que no deben exigir
excesivo trabajo adicional. Para ello, la matriz M debe ser ficilmente invertible, por
¢jemplo una matriz diagonal, ¢ una matriz factorizada adecuadamente para efectuar

esos productos por procesos de remonte, sin necesidad de calcular M.

2.3 - CONVERGENCIA Y PRECONDICIONAMIENTO
El precondicionamiento de un sistema tiene por finalidad mejorar
la convergencia del método aplicado respecto a la convergencié del ‘sistema sin

precondicionar. Consideremos esta influencia en sistemas simétricos y no simétricos.
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2.3.1- SISTEMAS SIMETRICOS.
En la resolucién de sistemas simétricos, la razén de convergencia del

Gradiente Conjugado

K(A)-1 i
el <2 DL g oo
JK(A)+1
depende del nimero de condicionamiento K(A), funcién de los autovalores mayor y

menor de la matriz del sistema.

Sin embargo, en la prictica, después de un cierto nimero de
iteraciones la convergencia se hacc "superlineal”, como si ¢l ndmero de
condicionamiento inicial fuese sustituido por otro menor, de tal forma que la razén de
convergencia depende, ademds, de la distribucién total de los valores propios de A.

Las técnicas de precondicionamiento, tienen por objeto
transformar el sistema Ax=», en otro M 'Ax= M~'b, con unos nuevos autovalores
que conduzcan a una convergencia mis rapida, bien disminuyendo el nimero de
condicionamiento K(A), bien mejorando la distribucién de los autovalores mds
pequeiios del espectro [25], [53] .

Las distintas iteraciones x,, del sistema precondicionado

1

verificaran,

"x —X "M“A \/K(M-lA) +1 "x— xO“M"A

con x, € x,+K'(M™7A; M7'r,).

* 2.32- SISTEMAS NO SIMETRICOS.
En sistemas no simétricos, es complicado probar que el sistema

precondicionado resultante posee un espectro de autovalores que mejore la convergencia
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respecto al sistema original. Pero, pof analogia, y, alin sin demostraciones maternﬁticas
que lo confirmen, se podrfa esperar un comportamiento ‘similar. Esta conclusién,
corroborada numéricamente en todas las aplicaciones, nos va a permitir tratar técnicas
de precondicionamiento en los métodos tipo doble-gradiente, al igual que se utilizan en
el Gradiente Conjugado, con las salvedades correspondientes que éontemplen la no

simetria del sistema.

2.4 - SISTEMAS PRECONDICIONADOS
Dependiendo de la forma de plantear el producto de la inversa de
la matriz de preéondicionamiento por la matriz del sistema, y aprovechando la
descomposicién en factores de aquella, se distinguen los siguierites casos:

- Precondicionamiento por la izquierda

=b

~

. L |MTA=A| L
M Ax=M7"b Ax
M7b=b

- Precondicionamiento por la derecha
AM™ =A| -
AM 'Mx=b AX =b
Mx=%

- Precondicionamiento por ambos lados
Expresando M factorizada como M = MM,
M'AM;' = A
MIAM'M,x=M"b I M,x= % A% =b
Mb=b

Las caracteristicas de cada problema y, en definitiva, de la matriz-

A, del precondicionador utilizado e, incluso, de la tolerancia exigida para el criterio de
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parada adoptado, hacen més eficiente una forma u otra de precondicionamiento, sin que

se puedan establecer "a priori" bases de eleccién que nos inclinen por una de ellas.

2.5- PRECONDICIONADORES EN SISTEMAS NO SIMETRICOS.
En principio, los precondicionadores han de cumplir los requisitos
generales:
a) Facilidad de implementacién, evitando un coste computacional
excesivo del producto de M~ por cualquier vector.
b) Mejorar la convefgencia.
Una matriz que sea una aproximacién més 6 menos cercana de
A, obtenida con estos criterios, puede ser un buen precondicionador.

. Los ordenadores con miiltiples procesadores en paralelo ofrecen
una gran versatilidad. Grote y Simon [24] proponen obtener M como aproximacion de
A minimizando una norma que reduce el célculo a n "pequefios” problemas
independientes de minimos cuadrados. Asimismo, en [48] y [37] se plantea efectuar
esta aproximacién por una expresién polindmica P(A). |

El campo de posibles precondicionadores aplicables en
ordenadores que no tengan esa caracteristica es también muy amplio. Expondremos, en

lineas generales, algunos de los mds utilizados.

2.5.1 - PRECONDICIONADORES DIAGONAL, SOR Y SSOR.
El método de Richardson, método iterativo muy simple, de

relacion de recurrencia x,,, = x, +a(b— Ax,), con a >0, permite, por comparacién con

otros métodos iterativos, definir ciertas matrices utilizables como precondicionadores.

Para ello, contrastaremos Ia_ férmula de recurrencia para la

solucion que resulta de aplicar el método de Richardson al sistema precondicionado por
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una matriz genérica M, con la férmula correspondiente que se obtiene aplicando los
métodos, tedricamente superiores, de Jacobi, SOR y SSOR al sistema sin

precondicionar.

- Precondicionador Diagonal

Aplicando el método de Richardson al sistema precondicionado

M'Ax=M "b,'queda, para el calculo de los sucesivos valores de la solucién,

Xew =X +0(M 7D~ M~ Ax,)

y, multiplicando por la matriz de precondicionamiento,
Mx,,, = Mx, +a(b— Ax, ) )

Por otro lado, considerando la descomposicién de la matriz A de
la forma A=D-E-F, (con D matriz diagonal formada por los elementos de la
diagonal principél de lamisma y E y F matrices triangulares), y utilizando el método de
Jacobi para la resolucién del sistema Ax =5, resulta,.

=D (E+F)x + D
multiplicando por la matriz diagonal, y operando,
Dx,,, = Dx, +(b- Ax,).

Comparando las expresiones de recurrencia finales de ambos
métodos, se observa que el método de Jacobi aplicado al sistema sin precondicionar,
equivale al de Richardson, menos robusto y mas simple. cuando este se aplica al
sistemna precondicionado con la matriz diagonal D.

Resulta as1 un precond1c1onador elemental, que se conoce como

~precond1c1onador Dlagonal facil de 1mplementar y con matriz inversa que se determma

con muy bajo coste computac1onal
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- Precondicionador SOR
Aplicando el método SOR al sistema Ax =5, y con la misma
descomposicién anterior D=A+E+F, donde w es el llamado pardmetro de

relajacién, queda para la férmula de recurrencia de la solucién,

X, =(D- wE)_l[(l— w)D + wF]x,. +w(D- wE)—lb
(D- wE)x,,, =(D- wE)x, + w(b— Ax,)
Comparando de nuevo con el método de Richardson aplicado al

sistema precondicionado Mx,,; = Mx, +(b— Ax,) , definamos, en esta ocasion, la matriz

de precondicionamiento M =(D—wE).

- Precondicionador SSOR

Aplicando ahora el método SSOR al sistema sin precondicionar,

se obtiene para la solucidn,

-1 -1 o )
xm:(B—F) (I——WD+EJ(2—EJ (I‘—WD+F]x,.+(2-F) E‘lD(B-E)b
w w w w w w w

operando, para expresar la relacién de forma que se pueda comparar con

Mx,,, = Mx, + o(b— Ax, ), queda,

1

W(D—WE)D‘I(D—WF)x —1—-—(D—WE)D_1(D“W_F)xi+(b_Axi)

S (2 — w)

con lo que resulta como matriz de precondicionamiento,

1 -
Mg P

En el caso de aplicar este precondicionador a sistemas simétricos,

la expresaremos como producto de dos matrices triangulares traspuestas,
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(D-wE)D™" | (D—wE)D"
\/W(Z—W) \/W(Z—W)

ya que, en estos casos, (D~ wF)=(D-wE)".

Para sistemas no simétricos, lo escribiremos como producto de

dos matrices triangulares, inferior y superior, respectivamente,

M =(I-wED" )[%—_WTFJ :

2.5.2 - FACTORIZACIONES INCOMPLETAS

La propiedad que debe verificar, en principio, una matriz de
precondicionamiento M de ser una aproximacién, mis é menos cercana, de la matriz
del sistema, sugiere como un procedimiento para obtener aquella, descomponer A de la
forma, A= A A,, de manera que no suponga un excesivo esfuerzo computacional, y
adoptar para la misma,

M=AA,.
Ademds de otras factorizaciones,como la ILLU [57], [58], por

bloques, destacaremos la basada en la factorizacién en dos matrices triangulares LU,

usualmente utilizada en los métodos directos.

- Precondicionador ILU(0)
Resulta de descomponer A en dos matrices triangulares, inferior y
superior, respectivamente, L y U,

A=LU=M

cuyos elementos #; son tales que
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£,=0 si a,=0
(A-LU), =0 si a;=0
es decir, que los elementos nulos de la matriz del sistema, contintian siendo ceros en las
posiciones respectivas de las matrices triangulares.
Si no incurriésemos en esta simplificacién, el coste computacional

se incrementaria y equivaldria a resolver el sistema por un método directo.

- Precondicionadores ILU(n)

Para las matrices tridiagonales 6 pentadiagonales qué resultan de
la discretizacién de problemas con ecuaciones en dérivadas parciales elipticas, se
pueden aplicar otros niveles de factorizaci6n, consistentes en "fellenar" alguna diagonal
de las matrices factores de la descomposicién, que en ILU(0) serian nulas. La
aproximacién seria mayor a costa dc incrementar cl trabajo computacional de la

obtencion de la descomposicién.

Son los precondicionadores DIAGONAL,. SSOR e ILU(0), los
que utilizaremos posteriormente en las aplicaciones, y nos servirdn para contrastar la
mejora que aportan a la eficiencia de los diferentes algoritmos.

El DIAGONAL, es con mucho, el que menos esfuerzo
computacional exige. Se calcula directamente tomando los elementos de la diagonal
principal de A y los productos matriz inversa por vector se efectiian, asimismo, de
forma inmediata. Sin embargo, su aplicacién se ve reducida. En muchos sistemas mal
condicionados, representativos de problemas fisicos con capas limites, singularidades 6
' 'éondiciOnes de contorno especiales, no mejora sustancialmente la convergencia.

Los precondicionado;es SSOR e ILU(0), exigen mds esfuerzo

computacional inicial para su construccién, sobre todo este iltimo, y los productos
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matriz inversa por vector se realizan por procesos de remonte, pero su aplicacién da
lugar a buenos resultados en sistemas que con el precondicionador DIAGONAL no

convergen.
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CAPITULO 3

ALMACENAMIENTO COMPACTO

El caricter "sparse” de las matrices de los sistemas a que hacemos
referencia en este trabajo, obtenidos, en general, al discretizar ecuaciones en derivadas
parciales, hace que el nimero de elementos distintos de cero en una matriz de orden n
sea sustancialmente inferior a n”.

Existen distintas formas de almacenamiento para estas matrices,
que datan de las primeras experiencias numéricas en el campo de la Ingenieria. El
primer intento de reducir almacenamiento innecesario a destacar aparecié en
Zienkiewicz [60], donde se introdujo la técnica de almacenamiento en perfil o linea de
cielo. Se trataba de almacenar (en el caso general de una matriz no simétrica) la parte
triangular superior ¢ inferior por columnas y filas respectivamente, empezando en cada
una por el primer elemento no nulo. Luego, estos bloques se disponian en un vector y se
accedian a ellos mediante otro vector de punteros. No cabe duda de que el principal
inconveniente de este método estribaba en que existian ain muchos elementos nulos
dentro del perfil que eran almacenados. Otra idea consistié en almacenar una banda de
la matriz que contuviera a todos los elementos no nulos. A pesar de ser un método
‘6ptimo para matrices con estructura en banda, adolecia en general del mismo defecto
que el anterior, ya que, en general, en la banda solian aparecer diversos elementos nulos
que eran almacenados.

Una técnica mds reciente, que tuvo su auge con la aparicién de

ordenadores paralelos, es la de almacenamiento elemento a elemento. En este caso, no

se construia la matriz de rigidez, sino que todas las operaciones se realizaban a partir de

las matrices elementales que eran las almacenadas realmente (ver por ejemplo Montero

y otros [33]. Cada matriz elemental se introducia por columnas en un macrovector, al

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 3 36

cual .s,e accédia mediante punteros. La efectividad de estos métodos, sin embargo, esta
directamente relacionada con la utilizacién del paralelismo masivo en la computacién.
En la aplicacién de los algoritmos que se exponen en capitulos
sucesivos se opera con la matriz del sistema y con las matrices de los
precondicionadores establecidos. Se ha adoptado un almacenamiento en forma
compacta, [44], [50], que supone un ahorro computacional a ese efecto, sustituyendo
cada matriz por dos matrices de perfil irregular, una con los elementos no nulos
correspondientes y otra donde se reflejen las posiciones respectivas que ocupan estos
elementos. Esto nos permite almacenar en una dnica matriz de elementos no nulos cada
precondicionador, aunque esté factorizado en dos matrices triangulares, y mantener la
misma matriz indicativa de posiciones para la matriz del sistema y para estas matrices

de precondicionamiento.

3.1 - ALMACENAMIENTO DE LA MATRIZ DEL SISTEMA
En una de las matrices dispondremos en la primera columna los
elementos de la diagonal, y en las restantes los elementos no nulos de cada fila. En la
segunda matriz, de posiciones, figuraran en la primera columna el nimero de elementos

no nulos de cada fila, y en las siguientes las posiciones de columnas respectivas que

ocupan.

Por ejemplo, para una matriz

ay, a, 0 g, 0 0
ay ap, 0 0 0 0
0 ay, a3 a, 0 0
ay 0 a; a, 000
0 0 0 0 ay ag
0 0 0 0 ay a

las matrices de elementos no nulos y la matriz de posiciones serian,
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( ay G Gy 3 2 4
Ay Ay 2 1
Q33 dyp Ay 3 2 4
Ay, Gy Ay 31 3
Uss Qs 2 6
Ags  Ags \2 5 )
3.2 - ALMACEN AMIENTO DE LA MATRIZ DE

PRECONDICIONAMIENTO ILU FACTORIZADA

Ya hcmos comentado que en la factorizacion ILU(O), los
elementos nulos de la matriz del sistema continuaban siendo ceros en las posiciones
respectivas de las matrices triangulares. Ademds, convenimos en igualar a la unidad
todos los elementos de la‘diagonal de la matriz triangular inferior L, y escribir los
elementos que resulten de la diagonal principal de A después de factorizar, en la
diagonal de la matriz triangular superior U.

Esto nos va a permitir ﬁtilizar una sola matriz de elementos para
almacenar conjuntamente las dos matrices triangulares y conservar la misma matriz de
posiciones de la matriz del sistema A.

Por ejemplo, la factorizacién para la matriz del sistema anterior

quedaria de la forma,

(ay a, 0 a, 0 0) (1 (u, wuw, 0 wu, 0 O
a4y a, 0 0 0 Of |5, 1 w, 0 0 0 O
0 a, ay a, 0 0| (0 L, 1 Uy Uy 00
a, 0 a5 a, 0 O [L, 0 I, 1 u, 0 O
0 0 0 0 a5 ag| |00 0 0 1 Ugs s
{0 0 0 0 ay az) \0 0 0 0 I, 1) e

y las dos matrices L y U, se almacenarian en la matriz tnica,
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wy uy 0w, 0 0
Iy u 0 0 0 O
0 Ly wy uy 0 0
l, 0 I, u, 0 O
0 0 0 0 uy ou
0 0 0 0 Iy u

cuyos elementos no nulos ocupan idénticos lugares que en la matriz del sistema, y, por

consiguiente, definida por la misma matriz de posiciones.

333 - ALMACENAMIENTO DE LA MATRIZ DE
PRECONDICIONAMIENTO FACTORIZADA SSOR.
_La matriz de precondicionamiento, denominada Precondicionador

. SSOR, obtenida en el Capitulo 2, 1a escribiamos como,

M =(I-wED™ ){%

J , siendo A=D-E-F
y, donde
I marriz unidad.
E: matriz triangular inferior cuyos elementos de la diagonal son todos nulos.
F: matriz triangular superior con los elementos de la diagonal, asimismo, ceros.
D: matriz diagon_al cuyos elementos son los de la diagonal principal de A.
Analizando ahora la morfologia de las matrices que figuran en la

descomposiciéon de M, observamos que la matriz producto wED™' es una matriz

triangular, con elementos nulos en la diagonal y que mantiene los mismos elementos

nulos, en las mismas posiciones, que la matriz del sistema, lo que conlleva a que la

" estructura de la rriatriz (I —wED'l) sea sinﬁlar, pero con los elementos de la diagonal
iguales a la unidad.

Para el ejemplo anterior, esta matriz quedaria de la forma
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(7-wED™)=

1

s, 1

0 s, 1
Sy 0 S 1
0 0 0 o
0 0 0 0

La segunda matriz factor del precondicionador, I:

1

Ses 1

D-wF

w(2 - w)

39

}, sera

una matriz triangular superior que conserva también los elementos nulos en los mismos

lugares que A, pero con valores distintos de cero en la diagonal. Para el caso concreto

que hemos planteado en este capitulo quedarfa como,

(”11 e 0 R,

, 0 0

D—-wF _ Iz Ty
w(2—w) I

0 0
0 0
0 0
0 o
Tss  T5
Tes

Es decir, que al igual que para el precondicionador ILU, bastaria

una matriz de elementos no nulos para almacenar conjuntamente a las dos matrices

factores:

o ha
Sa T
0 &5
sq O
0 o

L 0 0

S4

0

0

S O O ©

Iss

0 0 s 1)

O O O ©

K

. Asimismo, no habria necesidad de crear una nueva matriz de

posiciones porque es idéntica a la construida para el almacenamiento de la matriz del

sistermna.
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CAPITULO 4

EFECTO DE LA RENUMERACION EN EL
PRECONDICIONAMIENTO.

En el capitulo 2 se observé que en el sistema precondicionado
M~ Ax=M"b, la matriz de precondicionamiento ideal seria M = A, y el sistema
convergeria en una sola iteracién. Esto, aunque es inviable en la préctica, ya que el coste
computacional del cdlculo de M equivaldria a su resolucién por un método directo,
sugiere, para esta matriz de precondicionamiento, una matriz lo mds aproximada posible
a la del sistema valorando el esfuerzo que su determinacién suponga.

Asi, hemos utilizado el precondicionador ILU(0), aproximando A
por el producto de dos matrices triangulares, una inferior y otra superior, que conservan
los mismos elementos nulos en las mismas posiciones, sustituyendo solamente aquellos
elementos distintos de cero.

Evidentemente, el coste de esta factorizacién es notablemente
inferior al de la descomposicién LU, porque en estas matrices dispersas el nimero de
elementos no nulos es relativamente reducido, y evitamos el célculo de los valores que

figuran en las matrices triangulares en las posiciones para las que los elementos

correspondientes de la matriz del sistema eran ceros.

Nos proponemos ahora utilizar técnicas de reordenacién ya

establecidas, que se aplican fundamentalmente en la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales por métodos directos, al objeto de conseguir que la factorizacién
ILU(0) sea més cercana a la factorizacién completa LU, y obtener una mejora en el

efecto del precondicionamiento en los métpdos de bi-ortogonalizacién:'Bi'—CG, CGSy
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Bi-CGSTAB. Mejora que se Qe reflejada en los resultados obtenidos para las
aplicaciones pricticas.

L.C. Dutto estudia en [11] el efecto de la reordenacién en la
resoluci6n de la ecuacion de Navier-Stokes con el método GMRES.

Estas técnicas, basadas en la teoria de grafos, disminuyen la envoltura 6
el perfil de una matriz e intentan reducir el coste de su almacenamiento y evitar en lo
posible el efecto fill-in en la factorizacién LU, conservando el nimero maximo de sus
elementos nulos en las matrices triangulares de la descomposicién.

La disminucién del efecto de "relleno” y, consiguientemente, la
existencia de mds elementos iguales a cero en L y U, hace que la factorizacién
incompleta ILU(0) cuando se aplica a la matriz de un sistema lineal A se asemeje mas a
su factorizacién completa, constituyendo entonces, en teoria, un mejor
precondicionador.

La reordenacién no va a afectar, sin embargo, al almacenamiento
de la matriz, ya que el nimero de elementos no nulos, que son los que almacenamos en
la forma compacta que utilizada, se sigue conservando aunque ocupen distintas
posiciones en la misma.

Para efectuar la renumeracién y construir la nueva matriz que
defina al precondicionador ILU, hemos aplicado el Algoritmo Inverso de Cuthill-Mckee
propuesto por George [21], para mejorar el algoritmo inicial de Cuthill-Mckee [8], y el
Algoritmo del Minimo Vecino [30] que junto con el algoritmo del Minimo Fill-in_ [30],

entre otros, son variantes del Algoritmo del Minimo Grado propuesto por George y Liu

[22]:
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Algoritmo ICM ( Cuthill-Mckee inverso)
1 - Construir el grafo asociado a la matriz A, g(x) = (V,E ) s

siendo V el conjunto de nodos y E = {{a,b}:a #zblabe V}.

2 - Determinar un nodo inicial (extremo y con pocas conexiones)

y renumerarlo como x,.

3 - Renumerar los nodos conectados a x, en orden ascendente de

grado.

4 - Efectuar el ordenamiento inverso.

Algoritmo del Minimo vecino -
1 - Construir grafo g(x)=(V,E).
2- Mientras V = &
2.1 - Elegir un nodo v de grado minimo en g(x) = (V, E >
y ordenar v como nodo siguiente.
2.2 - Definir
V,=vV-{v} E,={(a.b)eE/abeV,}
yhacer V=V, ,E=E, y g(x)=(V,E).

La eleccién del nodo inicial que figura en el paso 2 de los
algoritmos anteriores es importante para la eficiencia de los mismos. Para su
determinacién utilizaremos el algoritmo de George [2] basado en la construccién de

unas particiones del conjunto de nodos, llamadas estructuras con niveles enraizadas.

Si definimos la distancia d(x,y) entre dos nodos x ey en un grafo

g(x) = <V,E ) como la longitud de la trayectoria mas corta que une ambos nodos, y la
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excéntﬁcidad de un nodo x por &(x)= Max {d(x.y)/ye V}, el Algoritmo de George
se escribe de la forma siguiente:
1 - Elegir un nodo arbitrario » de V.
2 - Generar una estructura con niveles enraizada en 7 :
{lﬂ(r)’Ll(r)""’Le(r)(r)}
siendo, L (r)={x/d(x.r)=i}.
S Elegir un nodo x de grado minimo en L, ,(r).

4 - Generar una estructura con niveles enraizada en x:
(L) L(2).... Ly ()
5 - Si g(x) > &(r), establecer x — r y volver al paso 3.

6 - Caso contrario, tomamos x como nodo inicial.
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CAPITULO 5

ALGORITMOS PRECONDICIONADOS

En capitulos anteriores, hemos precisado las ventajas de la técnica
de Precondicionamiento en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por los
metodos iterativos relacionados en el Capitulo 1, de tal forma, que en muchos casos es
imprescindible- su implementacién para obtener una solucién aceptable en un ntmero
razonable de iteraciones. Se han considerado, también, algunos precondicionadores que,
por su sencillez de aplicacién y su efectividad, son de los m4s utilizados.

Se hace necesario, pués, adecuar los algofitmos de estos métodos
para su aplicacién en los sistemas previamente precondicionados.

El procedimiento general, scrda transformar el sistema original
Ax =b, mediante un précondicionamiento por la izquierda, por la derecha 6 por ambos
lados, en el sistema precondicionado AX =5, y aplicar a este ultimo sistema el
algoritmo del método elegido. Pero, conforme se desarrolla el algoritmo, efectuaremos
transformaciones, introduciendo nuevos vectores y aprovechando las caracteristicas que
debe reunir la matriz de precondicionamiento, de modo que todos los algoritmos deben

cumplir con cardcter comiin, unos requerimientos generales que garanticen su

efectividad:

- No se tendrd que efectuar explicitamente el producto de la X

matriz de precondicionamiento por la matriz del sistema, debido a la carga

computacional que esto conllevaria.

- A pesar de estar resolviendo el sistema A% =5, el algoritmo

" debe proporcionar la solucién del sistema original, estableciendo una relacién de

recurrencia para la misma.
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- Asimismo, el criterio de parada se define a partir de los vectores
residuos del sistema Ax=»b, para lo cual, también, debe figurar en el algoritmo

precondicionado la relacién de recurrencia que nos permita su determinacién.

_ En este capitulo, obtendremos los Algoritmos precondicionados
de los métodos objeto de esta tesis: Bi-CG, CGS y Bi-CGSTAB, estableciendo
comparaciones en cada uno para las distintas formas de precondicionamiento y
extrayendo las conclusiones que se derivan de las mismas.

Asimismo, presentamos sendas variantes‘ para los algoritmos
clasicos precondicionados de estos métodos que hemos denotado, respectivamente por
Bi-CG*, CGS* y Bi-CGSTAB*, con comportamientb en aritmética finita distinto al de

los originales y cuya aplicacién da lugar, en muchas ocasiones, a convergencia mds

rdpida y suave.

5.1 - DOBLE GRADIENTE CONJUGADO
Estableceremos para las formas de precondicionamiento por la
derecha, por la izquierda y por ambos lados, las relaciones entre las matrices, vectores
incoégnitas y vectores segundo miembro, respectivos, de los sistemas original y
precondicionado. Estas expresiones junto con las de los vectores residuos se sustituirdn
en el algoritmo del Bi-CG expuesto en el Capitulo 1, para realizar las transformaciones

comentadas anteriormente.

- Precondicionamiento por la derecha

PrecondiciOnando por la derecha con la matriz M, tendriamos,
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0N
=
I
S
S9 =
il 1l
S

b

Utilizando el Bi-CG para este nuevo sistema, tendriamos que

construir la matriz

0 A4
AT o
y aplicar el CG al sisterna simétrico
o AYy) (b
AT o\x) \&)’

que conduce a resolver paralelamente al sistema precondicionado AX =5, el sistema

auxiliar, asimismo precondicionado,

ZTzM—TAT
A'5=b {5=y
51 =M_Tb1

Las relaciones entre los vectores residuos de los sistemas con y

sin precondicionamiento quedarian, respectivamente,

-~
]

b—A% =b~AM™Mx, =r , parael sistema original

e
Il

ATy, =MTb-M T ATy, = M7 (b - ATy)=M"7 , para el sistema

3

-

auxiliar.

Aplicando ahora el algoritmo del Bi-CG a estos sistemas
precondicionados y estableciendo las nuevas expresiones para los distintos pardmetros y
vectores: | |
Elegimos 7,

~

po=1
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l

(=)
1
0
Il
(e

ot

n
=0
LN
~N1
L

i
=N
LN
-

™ot
1l

~ ot
~
Al
i

i = Tio +B; Py =1y +.B. Pio1
P =i+ Bi;i—l
v, = AP, = AM™'p; haciendo My, =, queda 7 = Ay,
& =p,/(577)
X, =X_,+0,p; multiplicando por M, x, =x,_, +@&,y.
R=Fy=QV; =, -ay,
V. =A"p = M"Ap,; multiplicando por M7, MV = ATp,
;=7? I ~ay,

Resulta  asi, el signiente  Algoritmo
precondicionamiento por la derecha:
Valor inicial x,,r, =b— Ax,;
Elegimos T, ,tal que T,'r, #0;
Po=1;
Po= ﬁo =0;
Si /o] 2 £ = 123...);

B, =r_,+BPy
P =T +Bb s
My, =p;;
Vi =Ay;

47

con
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fin
- Precondicionamiento por la izquierda
El sistema precondicionado seria,
A=M74A
AX=bi{¥=x
b=M"b

Construyendo la matriz simétrica propia del método, se obtendria
para el sistema auxiliar precondicionado,
ATMT™MTy=b, |
lo que daria lugar a las relaciones entre los vectores residuos de los sistemas antes y
después del precondicionamiento,

= M'r, para el sistema original,

N1

~NR

. =T, , para el sistema auxiliar.
Utilizando, al igual que anteriormente, el algoritmo del Bi-CG, y
efectuando, asimismo, las transformaciones oportunas para que las soluciones

aproximadas que nos proporcione sean las del sistema original, queda,

Elegimos 7,

Po=1
o= Do =0
B, =777, =7 M"r_, haciendo Mz_ =r. queda p.=7"
P: =hihiy =haM 1ny, 1endo Mz, =1, queda p, =r.,z,,
B:=0:/Pwy
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Queda, entonces, el Algoritmo Bi-CG con precondicionamiento

por la izquierda:
Valor inicial x,, r, =b— AX, ;
Elegimos T,, tal que T,'r, #0;
Po=1;
o =D, =0;
Si /]2 & (= 12.3...):
Mz ,=r,;
=Rz
B.=p./Pr:
Z,+ BB
P=T,+BDu
MV, = Ap,;
& =p,/(B7¥.);

X; =X, +a,p;;

ot
Il

p;

L =1, —0Ap;

1

MTYi =ﬁi;

~

v,=ATy,;
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fin

- Precondicionamiento por ambos lados
En el caso que factorizdramos la matriz de precondicionamiento
como M =LU, (se ha utilizado este tipo de factorizacién sin pérdida ninguna de
generalidad, pués lo expuesto no sufrirfa alteracion para el caso general M = M M),
podriamos multiplicar por ambos lados la matriz del sistema original A, y el sistema

precondicionado tomaria la forma,

|A=r'AU" _
AT =b {%¥ =Ux
b=L7"%

Dado que A" =UTATL7, el sistema auxiliar precondicionado
seria en este caso,
UTA'L'I"x=U 'sz
De esta forma, las relaciones entre los vectores residuos de ambos
sistemas quedan,
=Lr
=y’

<R
-~

Con las transformaciones correspondientes, al igual que en los
casos anteriores, resultan las siguientes relaciones,

Elegimos 7, .

~ ~ _ =Tyr-lyp=1 _ =T ag-1 i _ ~ _ =T
p; =1, =r U L r,=r, M 7r_,y con Mz, =r_, queda p, =7z,
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=, +B P, =L + B.._,; multiplicando por U™ con U™'p, = p. queda

pl = Zl—l +ﬂipl—1
p,=7,+B.p.; multiplicando por L7  con L™p.=p. queda
p; -1 +Bn5i—1 ;y haciendo M7y, , = n Tesulta p, =y, , +Bi§i—-1'

resulta

= ﬁﬁ = L' AU™'p.; multiplicando por L con LV, =v, queda v, = Ap,.

&.- = 5,-/(5 %) =P/ (B L' AU~ B)=5,/(F 4p.) = B./(FTv)-
;D;; multiplicando por U™, x,=x_,+@&,p, .
n =7_,—a,,; multiplicandopor L, r=r_ -y,
V. =A"p, =UTA'L"L"p,; multiplicando por U7, v = A”p..
; multiplicando por U”, 7, =7_, -&¥,.
Tomando las expresiones finales en las distintas transformaciones,
el siguiente Algoritmo Bi-CG con precondicionamiento por ambos lados:
Valor inicial x,, r, =b—Ax,;
Elegimos T, ,tal que T,'r, #0;
D, =1;
Po =P, =0;
Si /e 2 €.(6=12.3....);

Mz_, =

P, =Tlz_;

B.=5./p..:

P =2 +Bpis;

MTYi-l =Ty

=Y+ BPs
Vi =Ap;; |
& =p,/(Brv.);
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fin

- Atendiendo a los requisitos que hemos estimado deben reunir
estos algoritmos planteados al principio del capitulo, en los tres esquemas figuran
relaciones de recurrencia respectivas para la solucién x, del sistema Ax =5, a pesar de
que en principio, estamos resolviendo el sistema precondicionado AX =b .

Asimismo, los vectores residuos del sistema original que figuran
en las relaciones de recurrencia, son los del sistema sin precondicionar, estableciéndose
el criterio de parada a partir de los mismos.

- Sin embargo, en cuanto a los vectores residuos del sistema
auxiliar, cuya solucién no buscamos, en el algoritmo relativo al precondicionamiento
por ambos lados se establecen relaciones de recurrencia para los vectores del sistema sin
precondicionar, mientras que en los otros dos casos figuran en las expresiones
equivalentes los vectores residuos del sistema precondicionado.

Igual ocurre, aunque no influya en la aplicacién del algoritmo,
para las direcciones conjugadas. Se trabaja con las direcciones conjugadas de los
sistemas original y auxiliar sin precondicionar en el caso del precondicionamiento por
ambos lados y con las correspondientes de los sistemas precondicionados en los otros

dos tipos.

- En la inicializacién del algoritfno, ademds de el_egir el valor

inicial para las iteraciones de las soluciones aproximadas del sistema, x, , que nos

determinard el vector residuo inicial del sistema original Ax=b, hay que tomar
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arbitrariamente el residuo inicial del sistema auxiliar, pudiéndose elegir el del sistema

sin precondicionar Iy, 6 el del sistema precondicionado ;:f',, ya que entre ambos, para

cada una de las formas de precondicionamiento, existe una relacién que nos permite
obtener uno de ellos a partir del otro.

- En los algoritmos correspondientes a las formas de
precondicionamiento por la derecha y por ambos lados, figuran dos productos afiadidos
matriz inversa por vector, mientras que en el del precondicionamiénto por la izquierda,
mas costoso, se afiaden al algoritmo sin precondicionar tres productos de este tipo.

- Aunque, en los dos primeros esquemas, las operaciones de
remonte se realizan en fases distintas dcl algoritmo y con vectores, asimismo, distintos,
es posible establecer una analogia completa entre ambos mediante transformaciones
matriciales elementales. Para establecer comparacioﬁes con otros métodos hemos
tomado ‘como referencia el algoritmo correspondiente al precondicionamiento por
ambos lados que denotaremos por algoritmo Bi-CG*.

- La eleccion de la matriz de precondicionamiento M es
fundamental para que el coste computacional de estas operaciones no sea excesivo. Para
una matriz genérica, el cdlculo de su inversa equivale a resolver el sistema por un

método directo.

-

Como ya se ha observado, una forma cémoda de efectuar el
producto es expresar M factorizada en el producto de dos matrices triangulares inferior
y superior, respectivamente, con lo que la operacién matriz inversa por vector se
convierte en la resolucién de un sistema lineal de ecuaciones por un proceso de

remonte.
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5.2 - CGS (GRADIENT CONJUGATE SQUARED)

Se obtendran dos "familias” de algoritmos, comprobando que los
esquemas correspondientes a las distintas formas de precondicionar en cada una de estas
familias, solo difieren en la inicializacién. Precisamente, la eleccién de este vector
inicial va a proporcionar una nueva herramienta versétil y abierta a innovaciones
futuras para el precondicionamiento de estos sistemas de ecuaciones en los métodos tipo
Bi-CG.

De manera similar a lo efectuado en el Doble Gradiente,
plantearemos las relaciones entre matrices, vectores residuos -y solucién del sistema

antes y después de precondicionar y realizaremos los cambios adecuados para establecer

los nucvos algoritmos.

- Precondicionamiento por Ia derecha

Sistema precondicionado,

A=AM"
AX=b {% = Mx
b=b

Aplicando el algoritmo del CGS expuesto en el Capitulo I a este

nuevo sistema, los nuevos vectores y parametros resultarian:

Po=1

Do=q,=0

Po=r fiy=F 1y, confy= ’?0_
B, = 5;‘/5;-1

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 5 55

p,=u +Bi(§—1 +Biﬁi—l)

-~

7. = Ap, = AM™'p,; haciendo My, = B, queda ¥ = Ay,

qi =u- aivz
W=i+q,
X, =X_,+&W; multiplicando por M~ , x, =x_ +&,M'W; y con Mz=w

- — O, AM W = r_,—Q,Az
Esto conduce al Algoritmo CGS con precondicionamiento por

la derecha:

Valor inicial x,, r, =b - Ax,;

Elegimos f;

Po=1;

P, =4, =0;

St [/ 2 . = 123...)

751 =f.(;l'rl_1,
ﬂ, 251'//3;—1’
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L =g, - 0,AZ;

fin
- Precondicionamiento por la izquierda
Sistema precondicionado,
A=M"4
A¥=h {¥=x
b=M"b
Aplicando el algoritmo y operando,
po=1
Po=4,=0
p; = iT’T—l = ;_'(;TM_]’T 1 =[M_T’%(;]’;'-1; /31' = ’%T’}-l con =M T’:‘(;
B.= /3;/ Pi-i
ii =7, +B,g,,, multiplicando por M, u=r_ +f.q.,
p=u +Bi (‘7;'—1 +Biﬁi—l)’ multiplicando por M, p, =.u+Bi (qi—l +Bipi-])

7, = Ap,= M"'AM™'p,; v,= AM™'p,; haciendo My, = p, queda v, = Ay,

iji _— Tji f)i — Zji

Queda entonces, para el Algoritmo CGS

precondicionamiento por la izquierda:

Valor inicial x,, r, =b— Ax,;

Elegimos f,;

56

con

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 5

- Po=1;

ﬁo = Eio =0;
St el .= 123..);

fin

pi=fyry;
B.=p:/B;

u=r._, + Z;.iqi—l;
pi=u+B,(q.,+Bp.,);
My, =p;;

v, = Ay;;

o5 (7w

q=u-—-a,v;

- Precondicionamiento por ambos lados

57

El sistema precondicionado y la relacién entre los vectores

residuos serian,

A=L"AU
AZ =b {¥=Ux

b=L"
F=L'

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 5 ' ‘ 58

b =4,=0

~ ~ ~1T ~
~ =T~ _ =Ty _[y-TZ . = _aT A _ g-TE
p=rFy=r L', =[L7%] ry; p,=#r, con A=LTF
ﬁ1=pi/px—l

Uu=r_ +Biqi_1, multiplicando por L, u=r_ + Biqi_l

p,=u+ Bi(qi-l +Biﬁi—1)’ multiplicando por L, p,=ut+ Bi (qi—] +Bipi-l)

<
[

. =Ap, = L'AU™'L p;; v, = AM ™' p;; haciendo My, = p, queda v, = Ay,

o P B __ B _ B B
R, ’—bTL_lAU_lL_lpi [L_T;:b]TAyi i Ay, Ry,

> q; =u-5‘ivi

k)
]
T
+
K
e 3]
1l
2
L
+
K
&
=
g
=2
g
g.
=
Q.
1)
o]
o]
-t
Q
AR
; )
I
Ry
L
+
R
S
§_

haciendo Mz=w queda x,=x,_, +&,z

F=F,-&Aw=F,-& L AU L'w multiplicandopor L, r. =r_ - &,Az
Con las expresiones finales de las operaciones anteriores, resulta

el siguiente Algoritmo CGS con precondicionamiento por ambos Iados:

Valor inicial Xy, o =b—Ax,;

Elegimos [,;

Po=1;

Po =7, =0;

Si /o] > £.(:=123,..);

oy |

P =fyr,;
B.=p:/Bs;
u - r_,+ Biqi;l;
pi=u+B(q,+Bp.);

Myi =Ps;
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v, = Ay;;

a; = ﬁi/(f:"i);
q =u-&,v;
w=u+q;;
Mz=w;

fin

Comparando los algoritmos correspondientes a las diferentes
formas de precondicionamiento, observamos que, a pesar de utilizar vectores distintos,
(en el del precondicionamiento por la derecha figuran p,,§,,w,%, y en los dos restantes

p.q,w,u), coinciden en todos sus pasos, a excepcion de los valores de los parametros

~

p.=fr,y &= fe; . Valores estos que dependen del vector inicial 7, cuyas
07

expresiones respectivas para cada una de las mismas, en funcién del vector residuo

inicial del sistema- auxiliar precondicionado son,

~

r=r Precondicionamiento derecha
r=MTT, Precondicionamiento izquierda
n=LTr, Precondicionamiento por ambos lados

Si eligiéramos el mismo vector 7, para los tres algoritmos,
coincidirian todos exactamente. Aunque, en realidad, se estarian inicializando con
vectores residuos 7,, distintos.

‘S'i, de otra forma, partiéramos de ﬁn determinado ;7;, idéntico para'

.los tres tipos de precondicionamiento, por ejemplo % = 1,, 10s algoritmos diferirfan, pués

los sucesivos valores del pardmetro p, quedan,
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~

P; =iy, Precondicionamiento derecha
P, = (M 'Tro)r,._, , Precondicionamiento izquierda
p; = (L'Tr0 )r;._,, Precondicionamiento ambos lados

Pero, al ser rzb arbitrario, podemos irlo variando dentro de cada

una de las formas de precondicionamiento, existiendo vectores distintos que

transforman unos algoritmos en otros. Asi, por ejemplo, eligiendo:

~

T ="y, en Precondicionamiento derecha
n=MTr, en Precondicionamiento izquierda
rn="Lr, en Precondicionamiento ambos lados

los valores de 7, son iguales, 7, =r,, y, consiguientemente, coincidirian los parametros

P,y los tres algoritmos proporcionarian los mismos resultados.

En conclusién, el precondicionamiento depende directamente de

la eleccién de 7, , y podemos considerar las diferentes formas de precondicionar, por la

derecha, por la izquierda 6 por ambos lados, tomando uno de los tres algoritmos y

variando, hien este vector, bien el vector operacional 7,. Notemos que estos vectores, a

pesar de ser de inicializacién, no afectan solo al comienzo del algoritmo, sino que
infervienen en cada una de las iteraciones a través de las expresiones de los parimetros
Py a.

Este razonamiento da lugar a un amplio campo de posibilidades,
porque, en principio, la eleccién de este vector inicial no tiene porque quedar reducida a
las tres posibilidades que conducen a las tres formas clésicas de precondicionamiento.
Queda asi gbierto el espectro de expresiones para este vector, y sobre todo la cuestién de
cual de ellas serd la que propofcione, rhejores resultados én cada caso, pudiéndose

escoger, entre otras, las opciones de:
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- igualar #, al producto de determinadas matrices, como la matriz de

precondicionamiento 6 cualquiera de las resultantes de su factorizacién, por Ty
- igualar 7 al vector residuo que resulte después de un ndmero

determinado de iteraciones al aplicar algin método adecuado en la resolucién de

Ax=b.

Resulta asi, un vnico algoritmo, representado por cualquiera de
los esquemas anteriores, en el que figuran dos "procesos de remonte", como incremento
del coste computacional respecto al algoritmo sin precondicionar y que, como en el Bi-
CG, nos proporciona soluciones del sistema original, ademés de establecer un criterio de

parada a partir de los vectores residuos del mismo sistema. -

5.3 - CGS* ( GRADIENT CONJUGATE SQUARED)
Utilizando las relaciones entre los vectores residuos iniciales del
sistema auxiliar para cada una de las distintas formas de precondicionamiento derivadas
de la aplicacion del Bi-CG, que son, respectivamente,
R=MTF; h=rh; n=UT%
segln precondicionemos por la derecha, por la izquierda 6 por ambos lados, \A
aplicando, igual que anteriormente, el CGS al sistema precondicionado, resultan unos
algoritmos andlogos, que, asimismo, sélo difieren en la aproximacién inicial, dando
lugar a un tinico algoritmo, representativo de las tres formas de precondicionar.
Escogiendo, por ejemplo, el Precondicionamiento por ambos

lados para obtener este algoritmo, y desarrollando,

=T

T . .
=T~ __ -T—= -1 =Tyl g1 — ~1 . _ . m _oT
fiz1 “[U ro] Lr =k UL n, =k M™r_; Mz, =r_.; P, =1,z

!
[
=il

ot
i

i .5,'//3.'-1
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U_l[il =7, +‘B.iq,.'-1 ]; u=z_,+ Biqi—l

U-l[ﬁi = ﬁ+ﬁi (Gi-r +Biﬁi—l]; b= u+B.‘ (qi—l +ﬁipi-1)

v, = Zﬁ, = L-IAU-lUpi; v, =M Ap;; My, = Ap,

5o P ___ B _ P

N

62

Generalizando el vector residuo que figura en la inicializacién,

resulta el siguiente algoritmo representativo de esta

variante,

Algoritmo

precondicionado CGS#*, también con dos productos matriz inversa - vector y, con

iteraciones x; y residuos r,, del sistema Ax =b:
Valor inicial x,, r, =b - Ax,

Elegimos F,:

Bo=1

P, =G, =0

Si [e|/Ir)| 2 &.( = 1.2,3,...)
Mz=r_,;
p.=tz
B.=B:/ps;
u=z+ Biqi_l;

.- : pi;u+ﬁi(qi—l+3ipi—l);
My = Ap‘i; |
a; = ﬁi/(f.(;rvi);
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q,=u-qo,v;
w=u+gq;

X, =X, +Q,W;
I, =T_,— AW,

fin

Estos algoritmos que hemos llamado CGS y CGS*
aparentemente difieren: los procesos de "remonte" afectan a distintos vectores y
aparecen en distintas posiciones en el desarrollo de los mismos. Pero haciendo un
estudio de ambos; comprobamos que es posible obtener uno a partir del otro variando el
vector inicializacién #,, (que no se identifica con ningiin vector residuo inicial ni del
sistema original ni del sistema auxiliar), mediante la relacién 7 = M7, y efectuando
transformaciones en aquellas expresiones donde figure. Es decir, que en aritmética
exacta utilizando esta relacién en uno de los algoritmos, los dos serian equivalentes,
.pero en aritmética finita, esta distinta secuencia de operaciones hace que tengan
comportamiento distinto, como se compfueba ademds, en las aplicaciones numéricas.

Ademds, es interesante trabajar con ambos algoritmos por
separado a efectos de una mayor operatividad en el precondicionamiento, porque nos va

a permitir obtener vectores de inicializacién distintos, que difieran en el producto por

M, sin necesidad de almacenar esta matriz traspuesta. Asi, haciendo 7= 7, en cada
uno de ellos, para un cierto vector 7, estamos efectuando un precondicionamiento por la

derecha con el Algoritmo CGS* y un precondicionamiento por la izquierda con el CGS,
pero sin utilizar la relacién 7, = M7, y, por consiguiente, sin recurrir al célculo de la

traspuesta de la matriz de precondicionamiento. -
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5.4- Bi-CGSTAB

La introduccién del pardmetro w, en el polinomio "reductor”
0.(A) que propone Van der Vorst, da lugar a que los algoritmos obtenidos para las
distintas formas de precondicionamiento de manera similar a como se obtuvieron en el
CGS, difieran, no sélo en el vector inicializacién del algoritmo, sino también en la
expresion que define este escalar. Formularemos una condicién para obtenerlo tal que,
al igual que en el CGS, la forma dé precondicionar se identifique con una adecuada
eleccién del vector residuo inicial.

Se presenta, asimismo, una variante para el Bi-CGSTAB, que en
aritmética finita ofrece un comportamiento distinto al algoritmo precondicionado que se
expone en [55], mejorandolo en ciertas ocasiones. _—

Obviaremos las relaciones entre matrices, vectores residuos y
soluciones antes y después de precondicionar, que son las mismas cxpucstas en los
métodos Bi-CG y CGS.

Precondicionando el sistema Ax=» por la derecha, izquierda y
por ambos lados, al igual que en los apartados anteriores, y aplicando el algoritmo del
Bi-CGSTAB al sistema precondicionado A% =5 , resuitan los siguientes algoritmos en
los que, asimismo, se han realizado las transformaciones correspondientes para obtener

soluciones aproximadas del sistema original.

- Precondicionamiento por la derecha

b =7, +Bi(ﬁi—l =B Vi) =1y +Bi(ﬁi—l =71
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V,=Ap, =AM"p; My, =p; Vi—Ayx"
55, =ﬁi/(’_‘:(;T‘7:)
E.:;;“—l_&i'?:’;—l_&t-:

[ =AS=AM"'S; Mz=s5 7= Az

5 =757

65

Con estas expresiones, el esquema del Algoritmo Bi-CGSTAB

con precondicionamiento por la derecha queda como sigue:
Valor inicial x,, r, =b— Ax,;
Elegimos £, ;
Po=0 =W, =15
¥, =B, =0;

Si [ [/Iro]| 2 & (i=123,...);

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 5 66

fin

N - _=T -1 - -T= T—_A
pi=rT,=1M ’}-1—[M ro] 2 M7 =R po=R T

Bi = (bz ﬁi-l)(&i—l/wi-l)

=T+, (p,_1 W,_V_ ]) multiplicando por M, p, =r,_, +ﬂ (pl w,_ 1"-1)
V,=Ap,=M"AM'p; v,=AM 'p; My, =p,; v, = Ay,

Go=PLi __ P _ Pi __P

M
5= Vi _&igi = M—]';‘—l _&iM-lAM_]pi; §=r, _&ivi
T=AS=M"AM"s; t=AM"'s; Mz=s; 1= Az

T~ -1 -1

5 (M t) (M s)

F(m-

') (M)

~ ~ ~ o _ ~ -1 ~ -1, _ ~ ~
X =X YO WS, =X+ OM T p+ WM s=x_ +Q,y, +Wz

El correspondiente Algoritmo Bi-CGSTAB precondicionado
por la izquierda scria:
Valor inicial x,, r, =b-Ax,;
Elegimos f; ;
Po=0y= ﬁ’o =1
Vo=D,=0; |
Si |/l e, (i=123,..);
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=Tty

B.=(B./P )@, /%)

P =Ty + B (Do~ W, v,);
My, =p;;

v, = Ay;;

& =pi/(&7v.);

~

S=r_, —Qyv,;

Lt

fin

- Precondicionamiento por ambos lados

Po =0, =W, =1

!

<1
!

0 , =0

1§

!
]

AL, =[] r, = AT
iji /ﬁi—l )(&i—l /Wi—l)

=T, +Bi(ﬁi—l —-W, V., )], D,=r_+ Bi(pi—l - W[-lvi—l)

T~
o Tia1

™ O
I
o~

i

wl
A1

i = LnlAU_lL.lpi; v, =AM 'p; My, = p;; v, = Ay,
i _Pi __ P _ P

=T =T -1 e T = AT
Lvi n L Vi [L Tro] v, hV

T=AS=L"AU"'L's; t=AM™s; Mz=35. t = Az
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i1 +&i WS U_l[’:. =X, +E¥iL.1p‘. +ITJ!.L—IS}; X, =x_ +&iyi +Wz

- Con las operaciones finaies de las expresiones resulta el siguientc

Algoritmo Bi-CGSTAB con precondicionamiento por ambos lados:

'Valor inicial x,, 1, =b- Ax,;

Elegimos f,;
Po=0y =W, =1;
Vo=D,=0; -
Sifr)/Ieol 2, (i=123,..);

Pi=fgr ;3

Bi =(P./P i J@s /W, );

p,=r_,+B(p_ - sz',._lvi_l);

My, =p,;

v, =Ay,;

& =p,/(Ev,);

S=r,_,—0,V;;

V.3

fin
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Si comparamos los algoritmos corréspondientes a los distintos
precondicionamientos, observamos que no sélo difieren en el vector de inicializacién Ty

de expresiones respectivas,

A

T

Il
g St

=]

A

H

-T

h=L'%
sino, también, en los valores del pardmetro W, que interviene en la expresion
polinémica del vector residuo que propone Van der Vorst.

La expresién de este escalar se ha obtenido imponiendo la
condicién de minimo a la norma del vector residuo 7, del sistema precondicionado, que,
en principio, es el sistema al que se le aplica el algoritmo Bi-CGSTAB, aunque con las
transformaciones realizadas se calculen vectores residuos y solucién aproximada del
sistema Ax=b. Su evaluacion implica un "proceso de remonte" adicional en cada
iteracién para el precondicionamiento por la izquierda y dos en el precondicionamiento

por ambos lados.

Si determindsemos su valor minimizando la misma norma para el
vector residuo r;, del sistema sin precondicionar Ax =, quedarfa, derivando esta norma
¢ igualando a cero,

w,=(t7s)/(¢"1)
donde figuran vectores ya evaluados en pasos anteriores del algoritmo, eliminandose los
productos matriz inversa por vector que habia que efectuar para su célculo y que
incrementan el coste computacional en los algoritmos correspondientes a los
precondicionamientos por la izquierda y por ambos lados. En el precondicionamiento
por la _de»rec_ha.notse plantea esta cuestién, ya que en este caso los vectores residuos
iniciales del sistema original 'y del sistema precondicionado coinciden.

Con esta consideracién, la tnica diferencia entre los distintos

algoritmos va a estribar, al igual que en el CGS, en el vector inicializacién, con lo que
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podremos escoger uno cualquiera representativo de los tres, donde elegiremos distintas

opciones, bien para el vector 7, bien para 7, como efecto de precondicionamiento. Esto
equivale a escoger el algoritmo correspondiente al precondicionamiento por la derecha,

que es el menos costoso, y variar en el mismo el vector operacional inicial en el campo

de posibilidades que ya hemos contemplado.

5.5 - ALGORITMO Bi-CGSTAB*

Procediendo de forma similar que en el CGS, es decir, utilizando
las relaciones obtenidas en la inicializacién del Bi-CG para los distintos modos de
precondicionamiento,

R=MTr; K=r; n=UTF -
y aplicando otra vez el algoritmo del Bi-CGSTAB al sistema precondicionado, resultan

otros tantos algoritmos, quc difieren en el vector inicializacion y en el valor de w,.

Conviniendo en calcular éste por minimizacién de ||, , para evitarnos nuevos

productos matriz por vector, se obtienen, al igual que anteriormente, expresiones

idénticas para el mismo, con lo que los algoritmos vuelven a diferir solamente en el

vector r,, convirtiendo, una vez mis, la eleccién del vector de inicializacién en la forma

general de precondicionar el sistema.

Escogiendo, por ejemplo, el precondicionamiento por ambos

lados para obtener el algoritmo representativo:

=T

~ ~[uTr TL-l =FTU' L =F"M™r : My =7 - 5 =37
pi =hha= o Fa=h Fa=h Iy Lu=ha Pi=RLZ

Bi = (ﬁi/ﬁi—l )(&i—l/wi—l)
U—][~i =r,+ Bi(ﬁi;l =WV, )]’ pi=z,+ Bi(pi—l - wi—lvi—l)

| v = Aﬁ, = L—IAU—lﬁi;‘ v, = M—lApi; Mvi.=. Ap;
s.P___ B _ B _p
' ’-,Z)Tl';'[ ’—‘OTU-IL-IAU_lﬁi ’—bTM—l Ap, '_Z)Tvi
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wl "E‘w
Il
)

t,

W
[\(
&
X
S
S
I

S
[+)

F= E—W,f]; n=LUs—WLI = Ms—wit; Ms=u; r,=u—w¢t
Minimizando |r,|, = "7, , obtenemos W, = (:7u) / (£72)

UlZ =%, +8,p,+Ws]; x, =x_ +&p +s

Utilizando los tipos de precondicionamiento por la derecha 6 por
la izquierda, se obtienen expresiones finales similares, con un vector de inicializacién
diferente. Generalizando este vector residuo, cuyas posibilidades de eleccién nos
proporcionan precisamente, en un inico algoritmo, distintas opciones de precondicionar,
resulta para esta variante el siguiente Algoritmo precondicionado Bi-CGSTAB*:

Valor inicial x,, r, =b - Ax,;
Elegimos £;
Po =0y =W, =1;
Vo =Py =0;
Si[5l/Iu]z e, (=123...):
Mz=r,_,;
=1,z;
i (/3; /Pisy )(&i—l /%:4);
p; z+ﬂi(pi—1 - Wi—lvi—l);

™ o
I

y=Ap;;

My, =y;
=)
3=n4—&J:
u=z- v

t=Au;
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fin

t=Au;

.= (t"s)/(");

72

Para los algoritmos Bi-CGSTAB y Bi-CGSTAB* podemos hacer

los mismos comentarios y conclusiones que se expusieron en el estudio del CGS. Se

puede obtener, asimismo, un algoritmo a partir del otro, sustituyendo 7, = M7, en el

segundo y realizando las operaciones adecuadas, con lo que en aritmética exacta

coincidirian. Pero inicializando ambos algoritmos con vectores residuos que guarden esa

relacién, se obtendrian comportamientos distintos en aritmética finita, ya que se realizan

las operaciones en distinta disposicion y los vectores que intervienen en las mismas

son diferentes.

De todas maneras, al igual que entonces, la utilizacién de ambos

algoritmos por separado con la misma inicializacién, por ejemplo 7, =7, nos permite

efectuar precondicionamientos diferentes, de tal forma que en uno de ellos podremos

precondicionar con el vector inicializacién 7, = M ™", sin necesidad de utilizar M”.
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CAPITULO 6

APLICACIONES TEST

En este capitulo se aplican los algoritmos y técnicas detallados en
apartados anteriores a la resolucién de algunos problemas test clésicos, que se
discretizan con MEF. |

El objetivo primordial de la resolucién de estos problemas, antes
. que obtener una solucién como resultado a un problema fisico concreto, es comprobar la
efectividad de dichos algoritmos, formas de precondicionamiento y técnicas de
renumeracion en casos que se vean reflejados en distintos sistemas de ecuaciones
apropiados, por lo que una vez hecha la formulacién clasica del problema, elegiremos
valores para las constantes fisicas que figuren en ella, adecuados a esta circunstancia.

Con esta misma idea, todos los problemas son referidos a un
dominio de geometrfa simple, cuadrado de lado unidad Q=Q, U, uQ,, de frontera

I'=Tul,ul uTl,.
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El Cédigo -Neptuho [12], ademds de geherar el sistema de

ecuaciones, nos permite obtener un fichero de salida que luego serd utilizado para

representar el mallado correspondiente y la grifica de la solucién aproximada para cada
una de estas aplicaciones test, mediante un software grafico.

Para los problemas que se exponen a continuacién se ha utilizado
un indicador de error de tipo gradiente &, = h, quhI, siendo &, el didmetro del elemento
6, ¥y u, la solucién numérica correspondiente. Se han seguido estrategias de
refinamiento similares a las propuestas en [33]. Este indicador mide la mdixima
variacién de la solucién numérica en el elemento &, ( en el caso del problema de
elasticidad se ha considerado el médulo del vector desplazamiento).

Aplicaremos los algoritmos sin precondictonar y las dos versiones
de estos algoritmos precondicionados con las matrices de precondicionamiento,
Diagonal, ILU(0) y SSOR.

En todos los casos, las matrices se almacenan en la forma
compacta descrita en el Capitulo 3, y las operaciones que figuran en los algoritmos;
ademds de las necesarias para la construccién de estos precondicionadores, se han
programado ateniéndose a este almacenamiento.

Se exponen los resultados, recurriendo a diagramas de barras
donde representamos niimero de iteraciones y tiempo de computacién necesarios para
alcanzar una determinada tolerancia y curvas de convergencia que nos dan informacién
sobre la evolucién mds 6 menos "suave" de la norma residual con el niimero de
iteraciones. En aquellas ocasiones, en las que exista relacién directa entre nimero de
iteraciones y tiempos, s6lo representaremos las iteraciones necesarias para alcanzar la
tolerancia exxglda Tamblen hemos descartado los resultados' de aquellos casos en los
que la convergencia es muy lenta y la tolerancm deseada se alcanza para un numero de

iteraciones proporcionalmente elevado respecto a otros métodos 6 técnicas.
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En generél se ha toxﬁado corﬁo vector inicial de cadé algoritmo el
vector residuo del sistema originél sin precondicionar 7, =r,. En uno de los casos, sin
embargo, se han elegido distintos vectores para la inicialiiacién a fin de comprobar el
efecto que produce esta circunstancia en el preéondicionarrﬁento.

En las resoluciones, realizadas en un ordenador HP 9000/730, con
Sistema operativo HP-UX version 9.01, se ha fijado un valor de tolerancia de 10'101 Este
valor de tolerancia, en ausencia de "reinicializacién" por diferencia entre el residuo
calculado por la relacién de recurrencia y el residuo real, no afecta a-las curvas de
convergencia, aunque, evidcntemente, tenga relaciéon directa con el ndmero de
iteraciones 6 el tiempo necesarios para alcanzarla. Se presentan, en distintos casos, a
efectos de comprobacién, resultados obtenidos con una tolerancia para la norma
residual de 10°, que se adaptan a las curvas de convergencia correspondientes,
obtenidas con tolerancia de 107™'°. Las graficas nos vana permitir:

- Establecer comparaciones en la utilizacién de los algoritmos
precondicionados, Bi-CG, CGS, Bi-CGSTAB vy los que hemos denotado por Bi-CG*,
CGS*y Bi-CGSTAB*.

- Contrastar la bondad de los distintos precondicionadores y
comparar con la aplicacién de los mismos algoritmos sin precondicionar. Hay que
contemplar el coste inicial de la implementacién del precondicionador y el coste por
iteracion, que puede hacer que en un determinado caso la utilizacién de un
precondicionador de lugar a mayor niimero de iteraciones que otro, pero con menor
tiempo de ejecucion.

- Comprobar el efecto que producen las técnicas de renumeracién
en la aplicacién del précondicionador ILU(0), comparando con los resultados obtenidos
con el mismo precondicionﬁdOr y con los _preéondiAcionadores Diagbnal y SSOR sin

reordenar.
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6.1- PROBLEMA 1

Se estudia la deformacién de una laja eldstica delgada Q,
sometida a una carga constante en T,, (L, ==1 kg /m), y a otra que varia linealmente
enT,, (L,=—x/25 kg/m). Se impone la condicién de inmovilidad en T, y en el punto
(1,1). Se considerardn nulas las fuerzas de volumen.

La figura 1 representa el mallado correspondiente a una etapa
intermedia del proceso de refinamiento adaptativo, incluyendo la deformacién de forma
acusada.

La solucion para el sistema, precondicionado con el
precondicionador Diagonal, aplicando los distintos algoritmos, se obtiene en tiempo y
nimero de iteraciones similares a los que resultan con el sistema sin precondicionar. A
pesar que el ILU(0) y el SSOR reducen sensiblemente el nimero de iteraciones, el coste
de su aplicacién hace que los tiempos de ejecucidén sean superiores a los que da lugar el
Diagonal 6 incluso, dado que el sistema estd bien condicionado, a los que se obtiene
resolviendo el sistema inicial sin precondicionar. Notar, asimismo, que, para todos los
métodos, el precondicionador SSOR da lugar a un nimero de iteraciones mayor que en
el ILU(0), pero con menores tiempos, debido al coste comparativamente mds elevado de
la "primera iteracion" para éste.

En cuanto a las curvas de convergencia, cuando se utilizan los
precondicionadores ILU(0) y Diagonal se suavizan en los algoritmos Bi-CG*, CGS* y
BICGSTAB#, sobre todo en los dos primeros, frente a las correspondientes variantes Bi-
CG, CGS y Bi-CGSTAB, segin se comprueba en las figuras 7 y 9, respectivamente,

mientras que en la aplicacion del SSOR, no se logra este efecto de suavizado (figura 8),

- presentindose abundantes  "picos" en las curvas correspondientes a todos los

algoritmos. '
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Figura 1: Problema 1. Mallado y desplazamiento.
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Considerando la efectividad de los diferentes métodos para los
mismos precondicionadores, los algoritmos de las dos versiones del CGS y Bi-CGSTAB

proporcionan siempre mejores resultados que el correspondiente al Bi-CG.

Diagramas de barras

Bi-CG*

SSOR

1ILU(O) seq.

iter.

0 100 200 300 400 500 600 700

“ Figura 2: Problema 1 (8434 ecuaciones).

cGs*
SSOR
1LU(0) seg.
D iter.

SP

-0 - 100 .. 200 - 300 - 400 500

Figura 3:.Problema 1 (8434 ecuaciones).
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CGS
SSOR
ILU(o
© seg.
b iter.
sP
0 100 200 300 400 500 600
Figura 4: Problema 1 (8434 ccuaciones).
Bi-CGSTAB* -
SSOR
ILU(O) sg.
D iter.
SP
0 . 100 200 300 400 500
Figura 5: Problema 1 (8434 ecuaciones).
Bi-CGSTAB
SSOR
ILU(0) sg

SP

0 100 200 300 400 500

Figura 6: Problema 1 (8434 ecuaciones).
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100 ~

Log. Norma residuo

1E-10

10000000 (

10000 T

Log. Norma residuo

1E-08 +

1E-11

0,17

Log. Norma residuo

£
-

0,0001 +

1E-07 T

0,01 1

0,00001 +

= 0,0001

> 1E-07 +

Curvas de convergencia I

100 200
N. iteraciones

10 ¢

CGs* CcG

100 - 200
N. iteraciones

Bi-CGSTAB*

1E-10

. . Bi-CGSTAB
50 100 150
N. iteraciones '

Figura 7: Problema 1 (8434 ecuaciones). Norma del residuo para ILU(0).
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Log. Norma residuo

Log. Norma residuo

0,0001

Curvas de convergencia Il

100 1

&
—

1E-07 |

1E-10 ; ' } ; ;
100 200 300
M. iteraciones
1000000 + _
100 +
,‘JH )
0,01 W i

i';"w ’\‘ ““'

1E-10 ; ; CGS*
100 200
N. iteraciones

1,00E-01 T
)
=
T L,00E-04 T
2
S
3
2 : 3
so 1,00E-07 T Bi-CGSTAB*
S

1,00E-10 + r— . Bn-C(;ziEAB |

" N. iteraciones

Figura 8: Problema 1 (8434 ecuaciones). Norma del residuo para SSOR
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100 T

£
o
.

0,0001 -

Log. Norma residuo

bt
o
(=
S |

1E-10

Curvas de convergencia II1

100000

1
{

100 T

0,1 1

0,0001 +

Log. Norma residuo

1E-07 T

1E-10

250

N. iteraciones

500

CGS* CGS

100 1
1

(-
-
[

0,0001 T

Log. Norma residuo

1E-07 1

100

200

300

N. iteraciones

400

Bi-CGSTAB

1E-10 +

100

200

N. iteraciones

300

Bi-CGSTAB*
400
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Figura 9: Problema 1 (8434 ecuaciones). Norma del residuo para el precondicionador Diagonal.

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 6 83

- Variacion de la tolerancia
Aunque ya se ha comentado que en ausencia de "restarted”, las
curvas de convergencia para distintas tolerancias coinciden, se ha resuelto este sistema
con una tolerancia de 107°, diferente a la exigida para los graficos anteriores, a efectos
de descartar la existencia de la reinicializacién para ese valor de la misma y comprobar
que en ese caso los datos obtenidos se ajustan a las mismas curvas de convergencia.
Presentamos los nimeros de iteraciones correspondientes para los
distintos métodos y precondicionadores en la tabla siguiente: -

Tabla 1. Niimero de iteraciones para tolerancia de 107

Diagonal ILU(0) SSOR
Bi-CG* 438 . 184 252
CGS* 262 119 159
CGS 277 170 177
Bi-CGSTAB* 261 108 132
Bi-CGSTAB 253 93 115

Para esta tolerancia exigida no ha existido reinicializacién en
ningin meétodo con cualquier precondicionador, por lo que si representdsemos las
respectivas curvas de convergencia, se superpondrian con las ya expuestas,

correspondientes al valor 107°.
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6.2 - PROBLEMA 2

En nuestro segundo experimento, aplicamos FEM a un

. 2 2
problema de transferencia de calor en Q, de ecuacién —/'t{—gx—?+gy—gjz f, con

condiciones de contorno de Dirichlet u=u, en T, y T, y u=u, en T, con un flujo en
L, —/'L-gxu-— = H(u—-u_). Siendo,

A : conductividad térmica, {—kj—] ;
. hm°C

_ . kj
f : fuentes volumétricas externas, {h J 3].
m

L
H : coeficiente de conveccion, + .
hm*°C

Para la aplicacién préctica se han tomado en las ecuaciones los
vaiores, A=1075, f=1 H=20, y como condiciones de temperatura
uw =0, u, =100, u_ =1000.

Las figuras 10 y 11 muestran a modo ilustrativo el mallado y la
solucién para una etapa intermedia del proceso de refinamiento. El dltimo refinamiento
ha dado lugar a un sistema simétrico de 16.412 ecuaciones.

Los diagramas de barras muestran solamente el nidmero de
iteraciones y tiempos para aquellos casos en los que el algoritmo correspondiente

converge. Paradéjicamente, el tinico método que converge sin precondicionar en un

- ndmero relativamente no muy elevado de iteraciones es el Bi-CG, pero con un tiempo -

de ejecucion diez veces mas alto que los que se obtienen con otros algoritmos

precondicionados.
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Figura 10: Problema 2. Mallado
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Al igual que en el Problema 1, el bajo nimero de iteraciénés a
que conduce la utilizacién del ILU(0) frente a otros precondicionadores en la resolucién
del sistema, no se traduce en minimos tiempos, debido a que el coste de obtencién de la
matriz ILU en un sistema de este orden es grande, y, dado que el sistema no tiene muy
mal condicionamiento, es el precondicionador Diagonal, de bajo coste, aplicado en este
caso en los algoritmos Bi-CGSTAB y Bi-CGSTAB* , el que da lugar a los menores
tiempos de ejecucién. Son también estos dos métodos los que presentan mejores
resultados para los otros precondicionadores.

En este caso, hemos representado las curvas de convergencia para
ILU(0), aprecidndose también en este problema el comportamiento mis suave de Bi-
CG* y CGS*, frente a las algoritmos Bi-CG y CGS (fig. 4). Lascurvas correspondientes

a las dos versiones del Bi-CGSTAB presentan una convergencia suave, muy regular,

con caracteristicas andlogas.

Diagramas

Bi-CG*

SSOR

1LU(0) seq.

Nl

0 500 - 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 12: Problema 2 (16412 ecuaciones )
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CGSs*

SSOR

seg.
LU (0)
iter.
D
0 50 100 150 200 250 300 350
Figura 13: Problema 2 (16412 ecuaciones).
CGS
SSOR
seg.
ILU(0)
iter.
D
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 14: Problema 2 ( 16412 ecuaciones).
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Bi-CGSTAB*
SSOR
seg.
1LU(0)
iter.
D
0 50 100 150 200 250 300
Figura 15: Problema 2 (16412 ecuacioncs).
Bi-CGSTAB
SSOR
seg.
ILU(0)
iter.

0 50 100 150 200 250 300

' Figura 16: Préblema 2 (16412 ecuaciones).
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Curvas de convergencia

LOOE-01 t

1,00E-04 T

Norma residuo

2 1,00E-07 1

Log

1,00E-10 — 1. Bi-CG__ Bi-CG*
100 200

N. iteraciones

1,00E-01 -

= 1,00E-04 -

Norma residuo

> 1,00E-07 T

Log

CGS| CcGs*
100

1,00E-10

N. iteraciones

1,00E-01 -

5 1LO00E-04 1

> 1,00E-07 -

Log. Norma Residuc

1,00E-10
. .50

* N.iteraciones

Figura 17: Problema 2 (16412 ecuaciones). Norma del residuo para ILU(0).
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6.3 - PROBLEMA 3

Se estudia un problema de conveccion-difusion estacionario de un

fluido sometido a un campo circular de velocidades, de ecuacion

0, sobre Q, con condiciones de Dirichlet en T

2 2
ou  ou K(au 8u) LT

Vlgx--i-vzg— (_}X_Z-*-ayz

(u =0yu= 1), y condiciones de Neumann ,-gn—u- =0 en el resio de la fronrera . Siendo,

2
K= —i coeficiente de difusion, [—IE-ZI
cp h

V), V,. componentes del campo de velocidades, de expresiones respectivas,

v, =C(y—%)(x—x2),vzzC(%.—x)(y—yz), -

Se ha tomado X =1 y para el coeficiente C de velocidad un valor
de 10°. Con distintos mallados se obtienen, respectivamente, sistemas no simétricos de
255, 1023, 4095 y 7520 ecuaciones. Las figuras 18 y 19 representan el mallado y
solucidén correspondiente al sistema de 4095 ecuaciones.

La resolucién de los correspondientes sistemas de ecuaciones,
geherados por estas diferentes mallas, sin técnicas de precondicionamiento, da lugar en
muchos casos a convergencias muy lentas que nos hacen descartar el método utilizado.
En bastantes ocasiones, asimismo, los precondicionadores D y SSOR no conducen a
mejoras sustanciales en esta convergencia.

Para este problema, se han representado también los resultados
obtenidos utlhzando renumeracién previa con los algoritmos del Mlmmo Vecmo y el

Inverso de Cuthlll-Mckee enla 1mplementac1on del precondxclonador ILU(O)
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Figura 18: Problema 3 ( 4095 ecuaciones). Mallado.
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Figura 19: Problema 3 {4093 ecuaciones). Soluciétn.
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Diagrama§ para el sistema dev 255 ecuaciones

Ninguno de los algoritmos converge cuando se aplica al sistema
sin precondicionar. Asimismo, la utilizacién de los precondicionadores Diagonal 6
SSOR, tampoco proporcionan solucién en un nimero prudencial de iteraciones.

Con el ILU(0), se alcanza la tolerancia deseada en un ntmero de
iteraciones relativamente bajo, pero aproximado al orden de la matriz del sistema. Sin
embargo, las técnicas de renumeracién, sobre todo el algoritmo ICM, reducen
considerablemente estas iteraciones en todos los métodos. Y, lo que es més importante,
el tiempo computacional en la aplicacién de estas técnicas, incluyendo el de la
renumeracion, es inferior al tiempo de ejecucién utilizando el ILU(0) en la solucién del
sistema sin reordenar. ' -

En cuanto a la efectividad de los métodos, las dos versiones del

CGS y algoritmo del Bi-CGSTAB¥, son las que proporcionan mejores resultados en

general.

Bi-CG*

ILU(0)-RCM
ILU(O)-MN

ILU(O)

0 50 100 150 200 250 300
iter.

Figura 20: Problema 3 (255 gchaciones).

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital. 2003



CAPITULO 6

CGs*

ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU (0)
0 50 100 150 200 250
iter.
Figura 21: Problema 3 (255 ecuaciones).
CGS

ILU(0)-RCM

ILU(0)-MN

ILU (0)

0 50 100 150 200 250

iter

Figura 22: Problema 3 (255 ecuaciones).

ILU(0)-RCM

ILU(0)-MN

ILU(0)

Bi-CGSTAB*

0 . 50° © 100 . 150 200 250

iter.

Figura 23: Problema 3 (255 ecuaciones).
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Bi-CGSTAB

ILU(0)-RCM

ILU(0)-MN

ILU(0)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
iter.

Figura 24: Problema 3 (255 ecuaciones).
Diagramas para el sistema de 1023 ecuaciones
En este sistema, mejor condicionado que el anterior, las dos
versiones del Bi-CGSTAB convergen sin precondicionamiento en un nimero de
‘iteraciones relativamente bajo.
El precondicionador SSOR se muestra tan efectivo como el
ILU(0), incluso con menores tiempos de ejecucién, pero utilizando las técnicas de
reordenacién es, con diferencia, el ILU(O) el que da lugar a menor nimero de iteraciones
y tiempo en todos los métodos.
Los algoritmos de los métodos Bi-CGSTAB y Bi-CGSTAB* son

los mas ventajosos en todos los casos con los distintos precondicionadores.
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Bi-CG*

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU(0)

D

sp

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
iter.

Figura 25: Problema 3 (1023 ecuaciones).

CGS*
SSOR -
ILU(}RCM ||
ILU(0)-MN
ILU(0) |
D
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 18600
iter.

Figura 26: Problema 3 (1023 ecuaciones).

CGS

SSOR

ILU (0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU(0)

0 ' 500 1000 . 1500 12000
iter.

Figura 27: Problema 3 (1023 ecuaciones).
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Bi-CGSTAB*

SSOR
ILU(0)}-RCM |
ILU(0)-MN
ILU(0)

D

SP

0 100 200 300 400 500 600

iter.

Figura 28: Problema 3 (1023 ccuacioncs).

Bi-CGSTAB

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)}-MN
ILU(O)

D

SP

0 100 200 300 400 500 600

iter.

Figura 29: Problema 3 (1023 ecuaciones).

Diagramas para el sistema de 4095 ecuaciones

98

S6lo los algoritmos de las dos versiones del Bi-CGSTAB

convergen sin precondicionar 6 con el precondicionador Diagonal.

En este sistema de ecuaciones, al igual que en el anterior, el

'preCOndici‘on.ador. SSOR se muestra mds robusto y de menor coste que el ILU(0),

caracteristicas estas que se invierten con la reordenacion, ya que tanto con el algoritmo
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del Minimo Vecino, como con el algoritmo ICM, se reducen tiempos e iteraciones en

todos los métodos aplicando este precondicionador.

Bi-CG*

SSOR

ILU(0)-RCM

ILU(O)-MN

ILU(O)

0 100 200 300

iter.

400

500

600

Figura 30: Problema 3 (4095 ecuaciones).

cGs*

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN

ILU(0)

0 100 200 300 400 500

iter.

600

700

800

900

Figura 31: Problema 3 (4095 ecuaciones). 4
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CGS
SSOR
iLU(0)-RCM
ILU (0)-MN
ILU (0}
0 100 200 300 400 500 6C')0 700 800
iter.

Figura 32: Problema 3 (4095 ecuaciones).

Bi-CGSTAB™

SSOR
ILU(0)-RCM |
ILU(0)}-MN
1LU() |

D

SP

0 500 1000 1500 2000 2500
iter.

Figura 33: Problema 3 ( 4095 ecuaciones).

Bi-CGSTAB

SSOR
ILU0)-RCM | |
ILU(D)-MN |
ILU(O) |

D!

sP |

(I -~ 500 1000 . 1500 2000 - 2500

iter. '

Figura 34: Problema 3 (4095 ecuaciones).
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Diagramas‘ para el sistema de- 7520 ecuaciones

Los algoritmos Bi-CGSTAB vuelven a converger sin
precondicionar, pero, de forma atipica, no lo hacen con el precondicionador Diagonal.

La aplicacién de ILU(0), incluso sin reordenacion, es mucho mas
efectiva que la aplicacién del SSOR en este caso, efecto que se incrementa con la
implementacién de esta técnica. Es de destacar, que el algoritmo del Bi-CGSTAB no
converge con el precondicionador ILU(0) sin la reordenacién previa, mientras que el
Bi-CGSTAB* lo haée en nimero de iteraciones y tiempo casi mitad de los
correspondientes a los algoritmos CGS.

En la figura 40, se representan las curvas de convergencia para los
métodos Bi-CG*, CGS* y Bi-CGSTAB*, precondicionados con ILU(0), observdndose
la ventaja que ofrece en este caso, este dltimo algoritmo frente a la aplicacién de los
otros.

Para comprobar los efectos de la renumeracién en el suavizado de
las curvas de convergencia, se presentan, en la figura 42, estas curvas correspondientes a
los algoritmos CGS* y Bi-CGS_TAB* obtenidas con la aplicacién de ILU(0).

Por dltimo, en la figura 41, se representan las curvas de
convergencia que se obtienen para el Bi-CGSTAB*, precondicionado con ILU(O) y con
reordenacién debida al algoritmo ICM, tomando como efecto de precondicionamiento
distintas elecciones para el vector incializacién. Algunos de los vectores adoptados,
casos (a), (b) y (d), se han determinado utilizando los resultados obtenidos en las
primeras iteraciones para otros métodos . En el caso (c), se considera un vector inicial
aleatorio, calculado multiplicando las componentes del vector residuo inicial del sistema

- original por unas constantes aleatorias comprendidas entre 0 y L.
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Bi-CG*
SSOR
ILU{0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU(0)
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
iter.

Figura 35: Problema 3 (7520 ecuaciones).

cGs*

ILU(0)-RCM

iILU (0)-MN

ILU (0)

0 100 200 300 400 500 600 700
iter.

Figura 36: Problema 3 (7520 ecuaciones).

CGS

ILU(0)-RCM

ILU (0)-MN

ILU(0)

0 100 . 200 - 300 - 400 500 600 700
: iter.

Figura 37: Problema 3 ( 7520 ecuaciones).
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Bi-CGSTAB*
ILU(0)-RCM |
ILU(0)-MN
ILU(0)
spP
0 200 400 600 800 1000
iter.

1200

1400

1600

1800

Figura 38: Problema 3 (7520 ecuaciones).

Bi-CGSTAB
SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
SP
0 200 400 600 800 1000
iter.

1200

1400

1600

1800

Figura 39: Problema 3 (7520 ecuaciones).
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Curvas de convergencia I

100000

100

0,1 -
0,0001 -

1E07 +

Log. Norma residuo

1E-10 +
Bi-CGSTAB* ‘
250 500 750

N. iteraciones

1E-13

Figura 40: Problema 3 (7520 ecuaciones). Norma del residuo para ILU(0).

Curvas de convergencia IT

0,001 -

1E-06 1

Log. Norma residuo

1E-09

1E-12 f + ;
25 50 75

N. iteraciones

Figura 41: Problema 3 (7520 ecuaciones). Efecto de la variacién del vector T

(@): X, =Bi-CGSTAB(S), 7, =7, (b): X, =QMRCGSTAB(S), 7, =1; (¢): ¥, = D, (siendoD), una

* matriz diagonal aleatoria); (d): 7= Bi-CGSTAB(5); (e): Xy = M7p, n=r; ®: n= r.
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‘Curvas de convergencia III

0,001 +

1E-06 ;

Log. Norma residuo

1E-09 -

Ol

1E-12

100 200 300

N. iteraciones
(@) B
10000 1
10 +

0,01 +

Norma residuo

1E-05 +

Log

1E-08 +

ICM MinV o1

1E-11 ; : : = = :
100 200 300 400 500 600

N. iteraciones

(®)

Figura 42: Problema 3 (7520 ecuaciones). Efecto de la renumeracién con ICM

(Algoritmo inverso de Cuthill-Mckee), MinV (Algoritmo del Mihimo Vecino), OI (Ordenacién inicial) en

" TLU(0), con los métodos, (a): Bi-CGSTAB*y (b): CGS*.
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6.4 - PROBLEMA 4

Finalmente, estudiamos un problema de conveccion-difusion

u u
x> o

similar al anterior, definido por la ecuacion v, b—x——-l([ ]— F, con un campo

de velocidades horizontal definido por v, = 104( y— %)(x— x2 )(yz - x). Siendo,
m2
K : coeficiente de difusion, |:—;l—}

F= —]:— coeficiente que depende de las fuentes volumétricas y de las caracteristicas
cp

del medio, { C}.
h

En este caso, hemos tomado para K un valor de 107 en Q,,yde
10° en el resto del dominio y para F el valor 10° en Q, y de 1 en el resto. Las
condiciones de éontomo son las mismas que en el ejemplo 3. Los mallados utilizados
dan lugar a sistemas no simétricos, respectivamente, de 3.423, 6.585 y 13.190
ecuaciones. Las figuras muestran el mallado y la solucién para el caso de 3.423
ecuaciones.

El comportamiento de los sistemas de 3.423 y 6.585 ecuaciones es
similar para todos los algoritmos, por lo que comentaremos conjuntamente los

diagramas de barras respectivos, correspondientes a cada uno.
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Figura 43: Problema 4 ( 3423 ecuacjones). Mallado
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Figura 44: Problema 4 (3423 ecuaciones). Solucidn.
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Diagramas para los sistehzas de 3423 y 6585 eéuaéioneg.

Ningin método converge sin precondicionamiento. Es el
precondicionador ILU(0), el que, en general, proporciona mejores resultados, tanto en
rapidez como en iteraciones.

Los algoritmos de reordenacién reducen de forma aproximada en
un 50 % el nimero de iteraciones necesario para alcanzar la convergencia, sin
diferencia significativa, en este caso, entre los resultados de aplicar el algoritmo del
Minimo Vecino 6 el algoritmo ICM.

En cuanto a la bondad de los distintos métodos, vuelven a ser los

dos algoritmos del Bi-CGSTAB los que destacan por su robustez y tiempos de

ejecucion. =
Bi-CG*
SSOR
Il L(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU(0)
D
0 200 400 600 800 1000 1200
iter.

Figura 45: Problema 4 (3423 ecuaciones).
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cGs*
SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU (0)
D
6 260 400 660
iter.

800 1000

Figura 46: Problema 4 ( 3423 ecuaciones)

CGS
SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU (0)
D

0 200 400 660 860
iter.

1000

1200 1400

Figura 47: Problema 4 (3423 ecuaciones).

Bi-CGSTAB*
SSOR |
ILU(0)-RCM ¢
ILU(0)-MN
ILU(O)
D

0o 100 200 300 . 400 560

. iter.

600

700 . 800

Figura 48: Problema 4 (3423 ecuaciones).
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Bi-CGSTAB

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(O)}-MN
ILU(0)

D

0 100 200 300 400 500 600 700
: iter. '

Figura 49: Problema 4 (3423 ecuaciones).

Bi-CG*
SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN
ILU(0)
D
0 500 1000 1500 2000 2500
iter.

Figura 50: Problema 4 (6585 ecuaciones).

CGS*

SSOR

ILU (0)-RCM
ILU (0)-MN
ILU (0)

D

0 200 400 600 - 800 1000 1200 1400 1600 1800
: iter.

Figura 51: Problema 4 (6585 ecuaciones).
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CGS

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU (0)-MN

ILU(o) |

D

0 500 1000 1500
iter.

2000

2500

3000

Figura 52: Problema 4 (6585 ecuaciones).

Bi-CGSTAB*

SSOR |
ILU(0)-RCM |
ILU(0)-MN
ILU(0)

D

0 200 400 600 800 1000

iter.

1200

1400

1600

1800

Figura 53: Problema 4 (6585 ecuaciones).

Bi-CGSTAB

SSOR
ILU(0)-RCM
ILU(0)-MN

ILU(0)

0 200 - 400 600 - 800 1000
’ iter.

1200

1400

1600

1800

Figura 54: Problema 4 ( 6585 ecuaciones).
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Diagrama& para el sistemﬁ de 13190 ecuaciones.

Los algoritmos convergen solamente cuando se aplican los
precondicionadores ILU(0) y SSOR, y es, en el caso de utilizacién del ILU(0), una vez
mas, cuando se alcanza la tolerancia exigida en menor nimero de iteraciones y menor
tiempo de ejecucién, para todos los métodos.

Asimismo, las dos versiones del Bi-CGSTAB, al igual que
anteriores casos, vuelven a ser los algoritmos mas eficaces.

En las curvas de convergencia comparamos, resolviendo el
sistema precondicionado con ILU(0), los métodos Bi-CG, CGS y Bi-CGSTAB, con las
correspondientes variantes Bi-CG*, CGS* y Bi-CGSTAB¥*, respectivamente. En este
caso, es destacable el mejor comportamiento de los algoritmos Bi-CG* y CGS*,

mientras las dos versiones del Bi-CGSTAB se comportan de forma similar.

Bi-CG*

SSOR

1LU(O)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

iter.

Figura 55: Problema 4 ( 13190 ecuaciones).

cGs*

SSOR

ILU(0)

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 . 1000

iter.

Figura 56: Problema 4 (13190 ecuaciones).
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CGs

SSOR

ILU(0)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

iter.

Figura 57: Problema 4 (13190 ecuaciones).

Bi-CGSTAB*

SSOR

ILU(0)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 800
iter.

Figura 58: Problema 4 (13190 ecuaciones).

Bi-CGSTAB
SSOR
ILU(0)
0 100 200 300 400 500 600 700 800
iter.

. Figura 59: Problema 4 (13190 ecuaciones).
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100000000 |

100000

0,1 -

Log. Norma residuo

0,0000001 -

100 T

0,0001 T

M LI LA

1E-10

Curvas de convergencia

)
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Bi-CG

Bi-CG*

1E+11
1E+08
100000
100

R
[

Log. Norma residuo

0,0001
1E-07
1E-10 -

500

N. iteraciones

1 cgs#

1000

CGS

100 -
(

£
und

0,0001 T

Log. Norma residuo

1E-07 t

1E-10

500

N. iteraciones

1000

Bi-CGSTAB* Bi:CGSTAB

- 250

-N. iteraciones

500

Figura 60: Problema 4 (13190 ecuaciones). Norma del residuo para ILU(O).
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6.5 - OBSERVACIONES GENERALES

- Es notoria la necesidad del precondicionamiento. En la mayoria
de los casos, cuando se aplican los métodos estudiados a los sistemas sin
precondicionar, 6 no convergen 6 lo hacen en un nimero alto de iteraciones.

- Todos los algoritmos convergen con el precondicionador ILU.

- Los precondicionadores Diagonal vy SSOR convergen en
ocasiones, pero, salvo problemas particulares como sisternas simétricos y bien
condicionados, en un niimero de iteraciones superior al que resulta con ILU(0), y
ademds, con tiempo de ejecucién mayor. Los casos en los que este tiempo para los
primeros es inferior, son aquellos en los que se presenta conjuntamente en las graficas
con el nimero de iteraciones. En los restantes, es el precondicionador basado en la
descomposicién incompleta el que proporciona resultados mis favorables, no solo en
nimcro de iteraciones sino tarnbién en cuanto al tiempo computacional se refiere.

Hay que hacer notar qﬁe el "coste” de los precondicionadores D y
SSOR, es inferior al del ILU(0) y, consiguientemente, el tiempo para obtener la primera
iteracién es mayor en éste.

- Con la excepcién del Problema 3 (255 ecuaciones), son las dos
versiones del Bi-CGSTAB las que proporcionan los mejores resultados;

- En el Problema 3 (7520 ecuaciones), no converge el algoritmo
BI-CGSTAB con ILU(0), haciéndolo sin embargo en 371 iteraciones el correspondiente
al Bi-CGSTAB* con el mismo precondicionador.

- En el Problema 4 (13190 ecuaciones), la convergencia del

algoritmo CGS es mucho mis lenta que la del CGS* con los mismos

precondicionadores.
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- En cuaﬁto ala renumeracién, se comprueba, en cualquier caso,
como las técnicas utilizadas, preferentemente el algoritmo inverso de Cuthill-Mckee,
disminuyen ostensiblemente el nimero de iteraciones requeridas para resolver estos
sistemas de ecuaciones con una determinada tolerancia, y ademas; de tal forma que el
nuevo coste computacional con el afiadido del de la reordenacién, es ain sensiblemente
inferior.

Es esta circunstancia, analizando conjuntamente iteraciones y
tiempo requeridos, la que justifica la reordenacién previa a la aplicacién del algoritmo
precondicionado, porque pudiera suceder que la disminucién en el nimero de
iteraciones fuese a costa de un incremento el tiempo de computacién total debido al
trabajo adicional que implica la utilizacién del algoritrfio correspondiente de

renumeracion.
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CAPITULO 7.

APLICACIONES EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE
CONTROL EN LA FRONTERA CON OPERADOR DE LAPLACE.
Se aplican técnicas y algoritmos desarrollados en capitulos
anteriores a los sistemas de ecuaciones lineales, que resultan de discretizar la condicién
de optimizacion y la ecuacién que define el problema, en un ejercicio concreto de

control en la frontera.

7.1 - DEFINICION DEL PROBLEMA

Encontrar v,,, solucién de -
Vopr = ArgMin j(v) ey
siendo
_](V) = %J‘ (u(v) - utarget)2 dr() )
I‘0
y donde u(Vv) es solucién de
Q Au=0 en Q )
I, / T 2=0 en T,Ul,Ul}}

u=v en I

I C))

- r

siendo Q = (0,1) x (0,1)

anaria. Biblioteca Digital. 2003
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7.2 - DISCRETIZACION
Se ha aplicado diferencias finitas para la discretizacién de este
problema, sin que se pierda generalidad en cuanto a la estrategia de resolucién si
utilizéramos otra técnica como, ejemplo, el método de elementos finitos.
Si consideramos una malla de N=nxn puntos, los vectores que
intervienen en el planteamiento del problema se pueden escribir de la forma
v= {vl,vz,...,vn} en I,
W = {ul’u;,u,’l} en I
Cu={u,,u,,...,u,}enT,
siendo C la matriz nxN proyecci6n del vector u definido en Q, sobre T,

La ecuacién (2) equivale ahora, por tanto,
JW=1Y ,-u'y’ )
i=]
La discretizacién de (3) se puede expresar en forma matricial como:
’ Au=Byv (5)
donde A es la matriz NXN cldsica dada por el esquema en diferencias centradas para las

segundas derivadas y descentradas para las primeras y B es la matriz Nxn de

prolongacién de v en el segundo miembro de dimensién N.

7.3 - OPTIMIZACION

La expresion (4) se puede escribir en forma vectorial como

1 .
j(v)= E(Cu—umrge,)t(Cu —uw,ge,). Sustituyendo el vector u en funcién del vector v de

wier) (CABv-u

E (5), J-(.Y)_—_-—%(C-A“Bv—u

target )
dominio €2, e imponiendo la condicién de minimo,

j'(v}=A""C"(CA™'Bv-u,,,, }FA""C"(Cu-u

targer )

. Derivando respecto v en todo el . =
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CAPITULO 7

haciendo 7 = A"C(

quedando en £,

y, proyectando en I,

120
Cu- um,;e, ) se puede cécribir,
ATr=C" (Cu . ) (6)
j(v)=1,
j'(v) =Cr.
Por tanto la condicién de ortogonalidad resulta,
Cr=0. (7)

En resumen, hay que obtener una solucién v que verifique la

condicién C7 =0 , estando relacionados los vectores u y v por el sistema Au =By y los

vectores uy 7 por ATt = CT(Cu—u

target ) ’

La ecuacién matricial (6) equivale a discretizar por diferencias

finitas el problema de

contorno:
AT=0 en Q )
9T —
=0 en I, UT;
N ( (8)
-a-—@ = u - utarg:t en FO
7=0 en T )

de forma equivalente a la discretizacién de (3).
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7.4 - METODOS DE RESOLUCION

Para resolver los sistemas de ecuaciones (5) y (6), hemos aplicado
el Bi-CGSTAB* con precondicionador ILU y para el problema de optimizacién general
los métodos CG, el Bi-CGSTAB, el QMRCGS y el VGMRES.

A efectos de determinar €l vector residuo inicial r, del sistema
(7), hagamos notar que en la resolucién de un hipotético sistema Av =5, siendo i

una funcional cuadratica, se cumple

grad j(v) = j'(v)
grad j(v)=Av-b

conloque r=b-Av=-j'(v), yde (7),r=-Cr.

En lo sucesivo denotaremos u= LAP(A,B, v) a la solucién de (5)
y T=RES(A,C,u,u,,.,,) alasolucién de (6). Hagamos notar que los productos matriz
por vector que aparecen en los algoritmos, al igual que el célculo del residuo, se

obtienen resolviendo estos sistemas (3) y (6).

Algoritmo CG

Aproximacién inicial v,;

Resolver u= LAP(A,B,v,); Resolver 7= RES(A,C,u,u,,.,); r,=-C7;
elegir r, arbitrario, tal que rgr, # 0. e.g., r, = r,;

Po=1; pe=0;

r_|/le|2e G=1,23....),

hacer mientras |
Pi=thT Bi=pi/Pias Pi=K 5P
Resolver x= LAP(A,B,p,); Resolver ¢ = RES(A,C,x0); ¥,=Co;
@, =p, /(BT ¥i); V=Vt @P; L =KL, -0LY;

fin
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CAPITULO 7

Algoritmo Bi-CGSTAB
Aproximacién inicial v,;
Resolver u = LAP(A,B,v,); Resolver 7 = RES(A,C,u Wereer)s Ty =—C7T;
elegir r, arbitrario, tal que ry r, #0.e.g., r, =r,;
Py=0y=wy=1;, py=y,=0;
hacer mientras [[r_,[| /|| > ¢ (i=1,2,3,....),
Pi=Eotiss Bi=(0/pia)(@s/@is)s By =iy + Bi(Pis 01y Vios):

Resolver x= LAP(A,B,p,); Resolver 6 = RES(A,C,x,0); y; =Co;

; =pi/(£§ yi); S=I_;—&;Y;;
Resolver x = LAP(A,B,s); Resolver o = RES(A,C,x,0); t=Co;
@, =(t"s)/(tTt); v,=v_, +a,p, +0s; r,=s—o,t; "

fin

Algoritmo QMRCGSTAB
Aproximacién inicial v,;
Resolver u= LAP(A,B,v,); Resolver 7 = RES(A,C,u, 0.0
elegir r, arbitrario, tal que ryr, #0. e.g., Iy =T,;
Po=0=wy=1; 8,=1,=0; y=[g[; py=y,=d,=0;
hacer mientras r,_,|/ Iz G=1,2,3,...),
Pi=Eotiss Bi=(p/pus)@ia/®s); =Ty + Py~ 01y Vi)
Resolver x= LAP(A,B,p,); Resolver o = RES(A,C,x,0): y,=Co;
a=p/(5y) si=r,-o,y,;
anera cuasi-minimizacién y solucnon intermedia
o, =Isl/r: c= 1/M, y=76.c; n=ca;
d=p,+&Md : v,=v,_ +nd

‘Célculo de t,,a,,T,

122
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CAPITULO 7 123

| Resolver x = LAP(A, B,s.); Resolver o = RES(A, C,X,O)'; t, = Cd;
@, =(tfs,)/(t7t); 1, =s,-o,t;
Segunda cuasi-minimizacién y solucién
6, =[r|/y; c=1/1+02; y =y6i¢c; n=co,;
d, =s, +%—"gi; v, =y, +n,d;
fin
Algoritmo VGMRES
Aproximacién inicial v,; k=0
Elegir k., dimension maxima del subespacio de Krylov y la subtolerancia definida por
seoi; |
Resolver u= LAP(A,B,v®); Resolver T = RES(A, Cuu,); r®=-Crg;
hacer mientras [r®-0|/|[r®|2 ¢ (n=1,2,3,....),
Ben =[erv]; y, =re-v/pen;
Si ||r(“"1)"/"r(°>” >e® y k<k, hacerk=k+1;
Para j=1,2,...,k
Resolver x = LAP(A,B, ¥;): Resolver o = RES(A,C,x,0); w=Co;

b

hy=wTly, , i=1,..j

] w
w=w—Zhu.yi; By =[5 ¥j0 =—;

i1
fin
d ) =h,
Resolver Miz=d, y M,z=z; siendo {(I\(’Ikk))i; - }h;;lj ;
. ﬁ(n_]) - . . . : . '
A = £ ; Py =AMz, v® =yeD1Y p : siendo Y, =[y1,y2,...,yk]
- 1+dTz L ' ,

Resolver u= LAP(A,B,v®): Resolver 7 = RES (A,Cuu, . ); 1™ =-Cr;
fin
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7.5 - RESULTADOS NUMERICOS

Las figuras 61-67 muestran el comportamiento de los métodos
anteriores al aplicarlos al problema considerando diferentes niveles de discretizacién.
En la aplicacién del Bi-CGSTAB* para la resolucién de (5) y (6) hemos exigido una
tolerancia alta, (10™'), para asegurarnos en lo posible la exactitud de los productos
matriz por vector que figuran en el algoritmo que resuelve el problema de optimizacién.
Para el problema global se ha elegido una tolerancia de 10> en los algoritmos que
resuelven los problemas para n= 10, 20, 30 y 40, y de 10™° para las discretizaciones de
n=75, 100y 150.

Se presentan, asimismo, respectivas tablas, donde figuran los
tiempos requeridos por cada método, a efectos de comparar no sélo la robustez de los
IiSos €n cuanto al mimero de iteraciones se refiere, sino también para evaluar el coste

computacional que requiere cada uno.
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Log. Norma del Residuo

0,001
1E-06 T
1E-09 7

1E-12

~.

—O0—— CG
—<4— BICGSTAB

——— QMRCGSTAB
—L{— VGMRES

1E-15

4 5 6 7 8

eraciones

Figura 61. Log[Jr®-?|/|r®][] para n=10.

Tabla 2. Tiem

pos de CPU para n=10

ALGORITMO TIEMPO DE CPU (s)
CG 0.88
Bi-CGSTAB 2.52
QMRCGSTAB 2.61
VGMRES 5.66
1,00E-03
l —O— CG
S - ——~——— BICGSTAB
' 1,00E-06 +
é ——— QMRCGSTAB
< —{O— VGMRES
= 1,00E-09 +
£
=]
Z
o 1,00E-12 +
5
" 1,00E-15 + ; + t . . —
: 1 2 3 4 5 6

Figura 62. Log[||r(““)||/||r(°)[|] para n=20.
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CAPITULO 7
Tabla 3. Ticinpos de CPU para n=20
ALGORITMO TIEMPO DE CPU (s)
CG 57.42
Bi-CGSTAB 33.72
QMRCGSTAB 24.44
VGMRES 67.74
1,00E-03 l 0 oG
.§ —+—— BICGSTAB
‘» 1,00E-06
& ——0—— QMRCGSTAB
@
-g 1,00E-09
E
Q
Z 1,00E-12
o
5
1,00E-15 : . i
1 2 3 5 6 7 8 9 10 11
Heraciones

Figura 63. Log[||r<“‘1)"/ ||r(°)||] para n=30.

Tabla 4. Tiempos de CPU para n=30

ALGORITMO TIEMPQO DE CPU (s)
CG 285.92
Bi-CGSTAB 240.75
QMRCGSTAB 157.11
VGMRES 524.25
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—O0—CG
o ]
§ 1E-05 —B&—— BICGSTAB
E 1E-08 L ——O—— QMRCGSTAB
3 —{—— VGMRES
g 1E11
5
prid
o 1E-14
S
1E-17 t + + t + t t + ; + e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
lteraciones
Figura 64. Log["r("‘l)" / ”r“’)”] para n=40.
Tabla 5. Tiempos de CPU para n=40 -
ALGORITMO TIEMPO DE CPU (s)
CG 1046.88
Bi-CGSTAB 469.00
QMRCGSTAB 490.36
VGMRES 1302.33
1,00E-04 ¢ —O0—CG
_% ——— BICGSTAB
c‘t‘g 1.00E-06 —0—— QMRCGSTAB
o —L{— VGMRES
© 1,00E-08 1
E
=)
=z 0
o 1,00E-10 1
3
+1,00E-12 - = =
1 2 3 4 5
' Heraciones

Figura 65. Log[Jr-0)| /|r®]] para n=75.
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Tabla 6. Tiempos de CPU para n=75

ALGORITMO TIEMPO DE CPU (s)
CG 5985.22
Bi-CGSTAB 4165.31
QMRCGSTAB 4163.57
VGMRES 8370.23
1,00E-04
o —0—c¢G
é 1,00E-06 | —%— BICGSTAB
é:u ——O—— QMRCGSTAB
§ 1,00E-08 1 —L— VGMRES
£
S
Z 1,00E-107
[=2]
3
1,00E-12 : — ; —
1 2 3 4 5

Reraciones

Figura 66. Log[[r-2|/Jr®|] para n=100.

Tabla 7. Tiempos de CPU para n=100

ALGORITMO TIEMPO DE CPU (s)
CG 19115.58
Bi-CGSTAB 13172.55
QMRCGSTAB 13227.87

VGMRES 25290.57
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1,00E+00 - oG
(=]
2 1,00E-02 ——— BICGSTAB
‘5
& 1,00E-04 ——— QMRCGSTAB
T —_—
-g 1,00E-06 VGMRES
£
2 1,00E-08
g 1,00E-10
-l
1,00E-12 - ! ; : ,
1 2 3 4 5
Heraciones

Figura 67. Log[”r("'””/”r“’)”] para n=150.

Para n=150, los tiempos de ejecucién siguen la misma ténica que
para el caso n=100, siendo el método mds rapido, ¢l Bi-CGSTAB con 12424.81 s. de

CPU consumidos.

Observaciones

- Se observa, en general, un comportamiento numérico similar para
el Bi-CGSTAB y el QMRCGSTAB, con coste computacional también del mismo orden.
Los cambios de pendiente de Iés rectas representativas de la convergencia son debidas al
proceso de reinicio inherente a estos métodos al recalcular los vectores residuos
directamente en lugar de utilizar la férmula de recurrencia. El VGMRES presenta una
convergencia mds rdpida que se acentda al aumentar n (mallas mas finas). Asi, para los
casos de n=75 y n= 100 converge en una sola iteracién, pero de cualquier modo, a costa
- de requerir un elevado tiempo de- co'mputacién. Los resultados obtenidos para el GC son |

también satisfactorios pero su eficacia esta por debajo de la de los otros métodos.
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Se observa, ademds, que el coste por iteracién de cada método no

s0lo depende del nimero teérico de operaciones por iteracién, sino también de la

calidad de las soluciones intermedias que va generando cada algoritmo, que influyen en
la velocidad de resolucién de (5) y (6). Asi, una iteracién de GC, tedricamente mds

barato que el Bi-CGSTAB 4§ el QMRCGSTAB, puede ser més costosa que una de estos

tdltimos.
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CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

El andlisis de los algoritmos precondicionados establecidos, con
las aportaciones de las variantes propuestas, y las aplicaciones practicas realizadas para
las formas de precondicionamiento y técnicas de renumeracién que se exponen en los
distintos capitulos, nos permiten obtener las siguientes conclusiones:

- Una adecuada eleccion del vector inicializacion Iy es, en general, determinante
del comportamiento de los algoritmos en cuanto a la convergencia. Se abre, pues, un
amplio campo de eleccién que no sélo da lugar a precondicionamiento por la izquierda,

por la derecha o por ambos lados, sino que existirdn otras diversas formas de

precondicionar dependiendo del vector 7,.

- Las aplicaciones numéricas sugieren que no sélo es fundamental utilizar
precondicionamiento para la resolucién de un sistema de forma eficiente, sino que la
adecuada eleccién del mismo, dependiendo de cada problema, puede ser incluso més
importante.

- Se ha comprobado que el efecto de la renumeracién cuando se utiliza el
precondicionador ILU ha sido siempre positivo tanto desde el punto de vista de la
convergencia (suavidad y nimero de iteraciones), como, y principalmente, desde el del
coste computacional, ya que el tiempo requerido para la renumeracién fue siempre de
orden muy inferior al total del proceso.

- Las versiones que aqui se han propuesto para los algoritmos, Bi-CG, CGS vy Bi-
CGSTAB, aportan mejoras en la convergencia. Estas son mas acentuadas para los casos
del Bi-CG y CGS, donde se obtienen curvas de convergencia mas suaves. Las
diferencias relativas al Bi-CGSTAB no son tan espectaculares si blen en algun Caso se

| obtuvo convergenma con nuestro algorltmo y no con la versién clas1ca |
- Se han obtenido resultados satisfa‘ctorios en la aplicacién de los :métodos de

Krylov al problema de control en la frontera. Aunque el GMRES (en la versién variable
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~

que hemos utilizado) se presenta como el método mis robusto y seguro, el aumento de

memoria y el elevado coste computacional requeridos, indican que para los casos de
dimensiones menores parece mis adecuada la utilizacién de ‘métodos de
biortogonalizacién.
Como perspectivas 6 lineas futuras para las cuestiones planteadas

en estas conclusiones podiamos sefialar:

- Estudiar las distintas formas de precondicionamiento y la utilizacién de los
diversos precondicionadores en el QMR y otros métodos derivados de éste.

- Profundizar en técnicas de eleccién del vector inicializacién r, considerando su

influencia en la forma de precondicionar.

- Ampliar e] campo de posibles precondicionadores a utilizar que supongan
mejoras en la convergencia con el menor coste computacional afiadido posible.

- Aplicar los métodos basados en los subespacios de Krylov en problemas de

control 6ptimo no lineales.
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