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PRELIMINARES

TEORIA RETINAL Y COMPUTACION PARALELA

Plan general de la Tesis.

1.- Visidn Natural y Visién Artificial.

La vista es el sentido mas importante en animales superiores, por supuesto en ei
hombre. El 80% de la informacién que obtenemos del mundo exterior nos llega a través de
los ojos, de los cuales salen mds fibras nerviosas que de cualquier otro 6rgano sensorial con
destino al cerebro. Gran parte de nuestro proceso mental. incluida la memoria. basa su
actuacién fundamentalmente en la visién. En los titimos afnos ha habido un gran desarrollo
tanto en nuestro conocimiento de las bases bioldgicas de la visiéon como en la formulacion
de teorfas computacionales que encierren principios de su funcionamiento y los hagan
aplicables en contextos no naturales, en creaciones humanas en un doble esfuerzo por
comprender los sistemas bioldgicos y construir eficientes sistemas artificiales. Sin embargo,
las diferencias en implementacidon son obvias. La retina humana. por ejemplo. no opera
segiin los mismos principios que rigen el funcionamiento de una cdmara de estado solido. si
bien los objetivos finales de una cierta tarea visual pueden ser especificados de forma similar
tanto en una maquina como en un sistema natural. Hasta ahora. los esfuerzos de entender el
flujo de datos y las representaciones de informacion en sistemas biolégicos usando ideas y

conceptos prestados de la Ingenieria e Informadtica han tenido un éxito muy limitado.

A pesar de las enormes diferencias, ambas disciplinas, visién namral y vision
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artificial. pueden influenciarse y ayudarse mutuamente. Al fin v al cabo. el objetivo final de
ambos tipos de sistemas es el mismo: extraer informacion util para quien ve (ya sea un robot
o una rana) a partir de las imagenes que recibe. Esto impiica dos cosas: la existencia de un
Sistena que engloba al visual y cuyos fines sirve y la reduccion de la informacion total
contenida originaimente en las imagenes junto con una especificacion del grado de relevancia
de la informacion para el Sistema global. En los sistemas artificiaies dichas especificaciones
son definidas por el disefiador. En los sistemas naturales. las especificaciones no son
conocidas y por tanto son objeto de estudio (en unos pocos se ha llegado a tener un conjunto
muy elegante de especificaciones que explique el funcionamiento del sistema visual en
relacion al Sistema global).

La construccion de modelos de los sistemas bioldgicos puede seguir diversos caminos,
si bien todos los simulacros, las copias mds o menos detalladas de los sistemas naturales se
han revelado lejos de ser utiles para aplicaciones artificiales. No hay duda, la brecha entre
sistemas naturales y artificiales se hace dia a dia mis estrecha segin se van aclarando los
misterios que encierra la compleja estructura multicapa de la vision natural, pero esa brecha
todavia existe. La modelizacién, pues, podria consistir mds bien en el desarrollo de una
teoria efectiva de cémo se construye la representacion visual invariante del mundo exterior,
sabiendo que la percepcion estd fundamentalmente influida, seguin las ideas de Marr. por
aquello que se necesita conocer [1], la vision es un proceso determinado por los datos.

Por otro lado, como han puntualizado Mira y Moreno-Diaz [2], siendo la funcion
neuronal subyacente al proceso visual un fendmeno realmente complejo, se requieren
planteamientos muy cuidadosos a la hora de explicar dicha funcion. ' La teorizacién sobre el
sistema nervioso en general viene limitada a priori por las herramientas conceptuales y

formales usadas en la construccidon del modelo.
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2.- Estructura de la Retina.

El Camino Visual. la via por la que discurre la informacion que en forma de patron
luminoso llega a la retina y en la que es recodificada, transmitida y analizada, es uno de los
caminos mas concurridos de la Ciencia de los ultimos afios. Fisidlogos, bidlogos,
bioquimicos, ingenieros e informdticos tratan, cada uno desde su punto de vista, de romper
todos los secretos que encierra, desde el comportamiento moiecular de neurotransmisores
hasta la extraccidon de caracteristicas de la imagen incidente en la retina, construyendo
modelos que en mayor o menor medida se aproximan a lo que se conoce de la realidad del
sistema. El efecto de esmdiar un tema tan apasionante es como el de beber agua salada
cuando se estd sediento: se provoca mads sed sin estar nunca saciado.

Alin a riesgo de caer en la monotonia, es necesario revisar aqui las bases estructurales
de la retina, muchas veces llamada "ventana del cerebro” dada su accesibilidad para el

estudio cientifico. En la Figura O se aprecia la representacion esquematica del ojo humano.

Figura O: Las principales partes del ojo humano.
A, Conjuntiva; B, Retina; C, Coroide; D, Esclera:E, Fovea
F, Punto Ciego;G, Nervio éptico;H, muscuio ciliar;1, iris;J, cornea; K, ligamento.
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La luz que llega al ojo. antes de ser absorbida por los fotorreceptores. ha de atravesar
las capas de células de la retina en sentido inverso al que a continuacién seguird la
informacion hacia el cerebro. Para evitar distorsiones de 1a luz. la retina ha de ser, pues. un
tejido muy delgado y transparente. Partiendo desde la zona mas interior, la retina se compone
de varias capas de células. La luz es "atrapada” por los fotorreceptores. conos y bastones.
que contienen moléculas de pigmentos fotosensibles que se isomerizan al ser goipeadas por
un fotén, dando lugar a una cascada de acontecimientos bioquimicos que en definitiva hacen
variar la permeabilidad eléctrica de sus membranas produciendo un potencial lento. Los
fotorreceptores son, pues, transductores que traducen una senal luminosa en una senal
eléctrica cuya duracion y amplitud dependen de la intensidad y longitud de onda de la luz
incidente. Tradicionaimente se identifica la accién de los bastones con la deteccion de niveles
escotopicos de iluminacién y la de los conos con niveles fotépicos y discriminacion
cromadtica. Ya a este nivel la Naturaleza presenta gran variedad de disefios: desde retinas con
ambos tipos de células como la humana, hasta retinas que presentan s6lo un tipo de ellas,

como la Raja Erinicea (s6lo bastones) o ciertas especies de tortugas (solo conos) [3].

Tras esta primera capa somdtica nos encontramos la primera capa plexiforme (capa
plexiforme externa) en la que se sitiian las conexiones sindpticas de fotorreceptores con
células bipolares y horizontales y tras ella la capa somatica interna con los cuerpos celulares
de bipolares, horizontales e interplexiformes. Las células horizontales reciben informacion
de los fotorreceptores y envian su salida tanto a fotorreceptores como bipolares. Las
bipolares, por su parte, transportan la informacion aferente entre las dos capas plexiformes,
es decir, sus salidas alimentan las conexiones con las células amacrinas y las ganglionares

(conexiones que forman la capa plexiforme interna), cuyos cuerpos celulares forman la capa
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somdtica mds externa de la retina. Los axones de las gangiionares forman el nervio 6ptico
que abandona el ojo a través del punto ciego y lleva la salida de estas celulas al cuerpo
genicuiado lateral (ver Figura 1). El nimero de células en cada capa somatica varia de
especie a especie. En las ranas, por ejempio, un millén de fotorreceptores converge en medio
millén de células ganglionares. En el hombre, la imagen retiniana es muestreada por unos

125 millones de fotorreceptores, y el nervio dptico consta, por contra, de un millén de lineas

[4], [5].

Figura 1: Una representacion cidsica de las conexiones celulares
en retina. C, conos; R, bastones; B, células bipolares,

H, células horizontaies; A, células amacrinas;G, ganglionares.
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En la retina. como en los otros tejidos neuronales, las células se comunican entre si
a través de sinapsis, de las cuales existen dos tipos: eléctricas y quimicas. Las sinapsis
quimicas, que representan la principal forma de comunicacion interneuronal. incluyen la
liberacion de sustancias neurotransmisoras por las células presinapticas y su deteccion por
receptores especializados en las postsindpticas. Fotorreceptores y bipolares parecen usar
glutamato como principal neurotransmisor, si bien se han descrito otras sustancias presentes

actuando como transmisores, asi la serotonina, la dopamina y la glicina [6].

Las retinas de muchas especies presentan una region central o fovea donde la agudeza
visual presenta un maximo. En esta region, la poblacién de fotorreceptores es mas densa que
en otras zonas retinales y las células estdn desplazadas lateralmente, de forma que la luz

incida lo mas directamente posible sobre los fotorreceptores.

3.- Campos Receptivos.

La funcion, el comportamiento, de las células bipolares se ha venido describiendo
desde los afios 40 y desde entonces se han discriminado diversos tipos de estas celulas
dependiendo de la respuesta presentada a diversos estimulos. Para dar cuenta de aquellos
resultados aparecié el concepto de Campo Receptivo (originalmente aplicado a células
ganglionares, mds tarde ampliado a todo el Sistema Nervioso). E1 Campo Receptivo (C.R.)(y
su version artificial. el Campo de Datos [7,8]) de una célula en una capa determinada es el
conjunto de células de la capa anterior que le envian sefiales. Intrinsecamente unido al
concepto de C.R. se encuentra el de Proceso por Capas. hoy en dia adoptado por

informaticos y que originaimente proviene de la estructura observada en sistemas nerviosos.
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Los campos receptivos de células bipolares y gangiionares tienen una forma aproximadamente
circular y estdn divididos en dos zonas. centro y periferia. con propiedades antagonistas: para
lograr una respuesta maxima en la célula, centro y periferia han de estar diferentemente
iluminados, es decir, el centro mas que la periferia (células ON) o viceversa (células OFF).
La mayoria de los sistemas sensoriales usan este mecanismo centro-periferia como filtro
espacial para aumentar el contraste. El resultado bésico es que puntos pequefios de luz
producen respuestas mas fuertes y sostenidas que una luz difusa de la misma intensidad.
Debido a la existencia de estos dos tipos funcionales de bipolares, se suele hablar de la

existencia de dos canales de proceso en esta capa: canal ON y canal OFF (ver Figura 2).

El funcionamiento de las células horizontales estd directamente unido a la accion de
la periferia en bipolares [9]. Las horizontales realizan una sumacion espacial a lo largo de
todo su campo receptivo, alimentado por fotorreceptores, campo receptivo que suele ser

mucho mds grande que el de las bipolares con los fotorreceptores.

Las células bipolares conectan sus terminales en la retina interna a las cé€lulas
amacrinas. Estas son neuronas sin axon y representan el grupo mds variado de c€lulas en ia
retina. Basando la clasificacion en su morfologia y en el tipo de neurotransmisor que
contienen. se han descrito cerca de 30 clases diferentes de amacrinas. La funcion de estas
células estd ligada a la funcion de las ganglionares de una manera similar a como las
horizontales se relacionan con las bipolares: las hay excitadoras e inhibidoras y parecen

regular la direccionalidad que presentan algunas células ganglionares [9].

Las células ganglionares forman la iltima capa somdtica de la retina. Sus axones
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transportan la informacion visual procesada al Nucleo Lateral Geniculado. y de aqui procede
al cortex visual primario. Area 17 o V1, simado en la regidn occipital. Dichos axones.
empagquetados en un cable, conforman el nervio optico. Dependiendo del tipo de actividad
que presentan, las ganglionares han sido divididas tradicionalmente, para especies como el
gato, en tres tipos: ganglionares X, Y y W. Las ganglionares X presentan respuestas
sostenidas lineales tanto espacial como temporalmente (anatdmicamente s€ COnocen Como
células beta, tienen campos dendriticos pequefios y se presentan en grupos densos). Las
células Y, por otro lado, presentan respuestas transitorias que responden no linealmente a
estimulos luminosos. La velocidad de conduccién en el axén es mayor que la de las X
(anatomicamente son las células alfa, presentando ramificaciones dendriticas mayores que las
células beta). El tercer grupo, ganglionares W, tienen grandes campos receptivos y
velocidades de conduccién axonal muy bajas (anatémicamente son las células gamma). Se
ha sugerido que la "accién procesadora” de las ganglionares se divide en tres funciones:
vision de patrones de alta resolucién, proceso de movimiento y vision ambiente,
correlacionando estas tres funciones con las células X,Y y W respectivamente [10]. Esta
clasificacién de células ganglionares se hizo originalmente en la retina del gato [11]. En otras
retinas, como la de la rana, se han descrito grupos celulares similares morfologicamente pero
con funciones y tipos de respuestas diferentes, mostrando una mayor especializacion a la hora
de detectar y computar parametros especificos de la imagen de entrada [12]. Este ultimo
punto, el del estudio de la funcién neuronal a partir de la actividad celular, presenta serias
dificultades a la hora de elegir qué técnica es la mas adecuada. cémo ha de aplicarse y una
vez hecho el experimento, cémo han de interpretarse los resultados [13,14]. Actualmente
existen seis tipos de técnicas usadas en neurociencia: anatomicas, bioquimicas. de lesiones.

de estimulo, registros y andlisis de comportamiento. El tipo de interpretacién que se le da
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a la funcién neuronal depende en gran medida de la técnica usada en su estudio, ddndose ei
caso de interpretaciones a veces contradictorias del mismo sistema dependiendo del modo de

ver la funcion.

on

Figura 2: Representacion funcional cldsica de los dos tipos de campos receptivos

ganglionares: de centro OFF y de centro ON.

4.- Organizacion por capas. Convergencia y Divergencia.

La estructura por capas que hemos visto existe en retina es omnipresente a lo largo
de todos los Sistemas Nerviosos de especies vertebradas. La informacién es procesada en
estas capas tanto longitudinalmente (fotorreceptores-bipolares-ganglionares) como
transversalmente (horizontales y amacrinas), no sélo en los subsistemas sensoriales, también
en corteza. Cada sistema sensorial requiere tres o cuatro capas de células conectadas
secuencialmente antes de que la informacion llegue al Cortex (asi, el sistema somatosensorial

9
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tiene tres y el auditivo. cuatro). La naturaleza de las senales dentro de cada capa es
homogénea si bien de una capa a otra puede variar el tipo de codificacion de la informacion
(de respuestas graduales en fotorreceptores y bipolares se pasa a trenes de pulsos en
ganglionares) tanto como el significado de la informacién que esta siendo transmitida [21].
A su vez, el nimero de células que procesan la informacién y el tipo y tamano de los campos
receptivos varia de capa a capa, existiendo una continua "contraccion” y "expansion” de los
lugares en donde es procesada la informacién. Asi, en el hombre por ejemplo, existen 125
millones de células receptoras en la retina, y 1 millén de ganglionares [15]; en el macaco,
102 millones de receptores proyectan en 1.1 millones de gangiionares que a su vez conectan
a 2 millones de células en el Nicleo Lateral Geniculado y de ahi la informacion se expande
a cerca de 65-70 millones de células en la capa IV de la corteza visual primaria V1 [16]. En
cada capa se observa un altisimo grado de solape entre campos receptivos vecinos, lo que
unido a la convergencia y divergencia de informacidén entre capas, ha dado lugar a la
formulacién de diversos modelos de localizaciéon y deteccién de estimulos [17,18],
preservacion de informacion (y su relacién con Ia complitud de las transformaciones llevadas
a cabo por las neuronas vistas como procesadores)[17,19], percepcién de movimiento [18]

y funcionamiento de ganglionares en retinas de anfibios [20].

En este esquema de computacion por capas es esperable que conforme la informacién
progresa en su camino hacia zonas mds centrales del cerebro, el significado de la actividad
neuronal se incremente dramaticamente. A medida que nos movemos desde los sensores, el
grado de complejidad semdntica aumenta y se hace mas dificil descifrar la funcién neuronal
atendiendo sélo al registro de su actividad eléctrica . Es aqui donde un analisis tanto de la

cooperatividad neuronal como de su morfogénesis se hace necesario si se pretende llegar a

10
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un entendimiento de la funcion nerviosa {21,22]. Este aumento de la semantica de la
actividad celular se observa también entre niveles neuronales equivalentes de especies
diferentes. Asi, en anfibios las senales que abandonan la retina estan fuertemente relacionadas
con estimulos especificos y las ganglionares realizan una operacion mds elaborada y
especializada que las de las retinas de gatos y monos, donde no se encuentra tal

especificidad.

Un concepto intimamente ligado a la computacién o proceso por capas es el de
computacion paralela. Dentro de cada capa existen, como hemos visto, muititud de células
(procesadores) trabajando sobre los datos de sus campos receptivos a la vez. en paralelo.
Como queda apuntado, las células de una capa determinada no hacen todas ellas lo mismo
ni son sensibles a exactamente los mismos tipos de estimulos sobre su campo receptivo. Este
paralelismo en el proceso implica, pues, una extraccion de caracteristicas diferentes de la
informacién de entrada. El proceso en paralelo dentro de una capa se complica conforme la
informacion llega al cerebro, donde existen diversos caminos de bifurcacién y la computacion
en paralelo ha de verse no sélo dentro de una capa sino entre capas diferentes: dreas paralelas
diferentes tienen funciones independientes. El andlisis apropiado de los procesos retinales.
pues. ha de basarse en los conceptos de computacién por capas. contenidos en germen en los

escritos de McCulloch y Pitts [23].

11
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5.- Bases de una Teoria Retinal.

5.1.- El proceso de informacion en la Retina.

La retina de los vertebrados en un amplio espectro de especies desde peces,
anfibios. reptiles y aves hasta mamiferos {24], presenta, como hemos visto, una estructura
anatémica por capas de células que tiene un evidente sentido funcional . Esta estructura
operativa en capas ha sido también encontrada en vias mas altas del sistema visual, como por

ejemplo en la bien definida estructura de 4 capas de proceso en el téctum de la rana.

En las especies carentes de corteza (o con corteza muy rudimentaria, especies
inferiores) el .téctum es el centro visual dominante. Las descargas que conduce el nervio
6ptico estdn mas fuertemente retacionadas con determinadas formas del estimulo visual y no
proporcionan un mapa detallado de la iluminacion sobre la retina, como ocurre en especies
superiores. Asi, en la rana, las ganglionares son complejas en su mayor parte y realizan una
operacién mas elaborada y especializada que en el gato o en el mono, donde son
fundamentalmente simples. Los campos receptivos retinales. estudiados en un numero
considerable de especies, pueden clasificarse en dos grandes grupos: aquellos que son
selectivos para alguna caracteristica espacial o temporal del estimulo y aquellos que no
parecen presentar selectividad. Esta mayor especificidad y eficiencia en la forma de codificar
la informacion estd correlacionada inversamente con una buena discriminacién de formas.
la cual estd mucho mas desarrollada en primates (casi carentes de campos selectivos) y menos
en aves y anfibios (cuyos campos son selectivos). En los vertebrados superiores, la

selectividad aparece retrasada al nivel cortical. Una posible explicacion es que la selectividad

12
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implica una pérdida de generalidad. [25]

Puede decirse entonces que a medida que se desciende en la escala bioldgica las
funciones de corteza son realizadas por capas de proceso inferiores, a la vez que pierden
versatilidad y calidad e incluso la retina participa en mayor grado en estas tareas. Las
distintas ganglionares de los anfibios y las aves muestran una arborizacion dendritica que
recoge informacion de estratos bien definidos de la capa plexiforme interna. En casi todas
las especies, junto a algunas células de procesos difusos, existen otras (la mayor parte) cuyas
arborizaciones terminan en capas determinadas de la retina donde encuentran las sefales que

a sSu V€Z van a procesar.

5.1.1.- El papel de las capas plexiformes.

La Capa Plexiforme Interna (CPI) es muy compleja y su papel parece ser bastante
relevante. Ya han sido descritas los diferentes tipos de células ganglionares, tanto desde el
punto de vista morfolégico como funcional. Cada clase de ganglionar, sin embargo, no tiene
un grupo especifico de bipolares, células cuya salida es compartida por diferentes clases de
ganglionares. Esto lleva a pensar que las peculiaridades diferenciales son debidas a

operaciones realizadas en la CPI o en el mismo cuerpo de la ganglionar.

Las capas externas de la retina deben, entoces, proporcionar a las ganglionares el
minimo conjunto de sefiales que les permita construir sus respuestas especializadas. Este
minimo conjunto de operaciones puede consistir en la extraccion de propiedades locales

(abrillantamiento local, oscurecimiento, contraste). Para esta extraccion, las capas exteriores
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ofrecen dispersién local de la sefial puntual. retrasos en las cadenas que implican varias
células e interacciones laterales entre sus procesos. Estos niveles de senales son entregados
a la Capa Plexiforme Interna. La CPI es un lugar en principio adecuado para la extraccion
de propiedades de los estimulos que caen en la retina ya que la informacion espacial esta
todavia presen\te, antes de su posterior integracion por las ganglionares, y porque esta capa
esta interconectada en horizontal profusamente. Esta capa parece ser la candidata perfecta a

lugar donde ocurre la especializacion. [26]

Consideremos ahora la Capa Plexiforme Externa y las capas nucleares externa e
interna, en donde tiene lugar el preproceso de la imagen retiniana. Ya a nivel de bipolares
se registran campos receptivos organizados antagénicamente centro-periferia, con respuestas
de potenciales lentos, diferencidndose de las descargas impuisivas ON u OFF de las
ganglionares simples. En la literatura del area se pueden encontrar trabajos en los que se
hace notar el esparcimiento horizontal de estimulacidn que se da ya a nivel de contactos entre
las bases de los fotorreceptores, asi como su mutua interaccién. El papel fundamental de este
traslado de la informacién es juzgado por las células horizontales. En principio, este
esparcimiento debe ser is6tropo, ya que en los vertebrados superiores las celulas ganglionares

anisotropas son la excepcion.

El fenémeno de adaptacion al estimulo luminoso es debido a los umbrales de estas
capas, umbrales que deben ser funcion de las sefiales sobre grandes zonas de la retina, lo que
introduce fendémenos no lineales. Este resuitado es sugerido también por las ganglionares
desprovistas de actividad espontanea, pues en ellas no estin presentes los resuitados negativos

de las operaciones de preproceso, indicando que al menos las sefiales son recortadas por el
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umbral adaptivo.

De esta manera. las capas exteriores de la retina poseen la estructura anatomico-
fisiolégica necesaria para la realizacion de un conjunto minimo de operaciones de preproceso.
Al menos pueden estar presentes sefiales de abrillantamiento y oscurecimiento local. lo que

depende de la estructura retinal concreta en cada especie.

6.- Esquema general de la Tesis.

Esta Tesis trata de estructuras y funciones visuales de bajo nivel. Se mueve en la
"tierra de nadie", que Norbert Wiener calificé de muy fecunda. existente entre la Teoria de
la Computacion y la Neurofisiologia. En ella, se expondran las bases microprocesales de una
nueva familia de filtros (mundo de lo artificial) cuya construccién estd inspirada directamente
en la microestructura sindptica de las neuronas (mundo natural). Las propiedades matematicas
investigadas en estos filtros, llamados Filtros de Newton, recogen muchas de las propiedades
descritas en los campos receptivos ganglionares. Estas propiedades, en su contrapartida
artificial. son resultado de la estructura del sistema.

El andlisis de estos nuevos filtros incluye tanto la generalizacion de los mismos y su
equivalencia a cualquier otra clase de filtros discretos de naturaleza convolutoria como la
investigacion de caracteristicas como la complitud y sus implicaciones en Teoria Neuronal
y Retinal.

La formulacién en el continuo de estos filtros da lugar a las funciones de Hermite.
conjunto ortogonal y completo de funciones obtenidas a partir de las sucesivas derivadas de

una gaussiana. Estas funciones, vistas como kérnels de una Transformacién, nos van a ir
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dando las formas de los descriptores bidimensionales mds usados en vision artificial. La
deteccién de contraste y bordes (la funcidn) surge, asi, como consecuencia inmediata del
constructo realizado previamente (la estrucrura). En una primera proposicion, se sugiere que
el Analisis de Hermite ofrece mds contrapartidas naturales que otros admitidos cldsicamente
como el Analisis de Fourier. La formulacién se completa con la extension temporal de estas
transformaciones, introduciendo los conceptos de Transformaciones Causales de Hermite y
Niicleos Espacio-temporales de Hermite.

.Una revision de resultados anteriores debidos a Candela. Bolivar y Mufioz-Blanco
referentes a complitud en retinas bidimensionales nos lleva a un replanteamiento del concepto
de descriptor y de la capacidad de computo en paralelo en estructuras por capas. Se propone.
en este apartado, un mecanismo neuronal cooperativo (una estructura) que garantiza la
complitud de la operacién (la funcion) llevada a cabo por el sistema frente a fallos de los
procesadores.

En el tltimo capitulo se presenta un ejemplo, investigado directamente en el mundo
natural, que ilustra la estrecha relacién funcién-estructura, ya apuntada en la primera parte
de la obra, que subyace en las redes neuronales. Para ello se ha elegido la frontera sensible
del sistema visual: los fotorreceptores. mostrandose cémo un principio de actividad optima
parece estar detrds de su estructura morfoldgica en un nimero de especies animales

investigadas.
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PARTE I

FILTROS Y REDES DE NEWTON Y TRANSFORMACIONES DE HERMITE

Una nueva familia de transformaciones y funcionales

con soporte en microestructuras.

1.1.- Del Calculo de Diferencias Finitas al concepto de Filtro.

El Cilculo de Diferencias Finitas ocupa, en Matematicas. una posicién intermedia
entre el Algebra y el Calculo Diferencial. Su origen tal y como hoy se conoce, se encuentra
en el Methodus Incrementorum , un tratado publicado entre 1715 y 1717 por el
matematico inglés Brook Taylor, al que debemos el Teorema que lleva su nombre {27]. En
las ciencias experimentales se usan a veces nociones de este cdlculo, con el objeto de hallar
formulas empiricas o de interpolar valores. Newton y Leibnitz llegaron al Calculo Diferencial
a partir del cdlculo de diferencias. Para una funcién de una variable, Y(i), una ecuacion
diferencial como dY/di=F(i) se puede escribir para saltos finitos (saltos "unitarios” en la

variable 1) como ecuacion en diferencias:

Y(Gi+1) - Y(O) = FQ) o0 bien

Y(@) - Y(i-1) = F(-1)

Y se podria, asimismo, construir una mdquina hipotética. similar a una peurona

artificial, que resolviese esa ecuacion, tal y como se muestra en la siguiente figura para a=1
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y b=1 (siendo a y b los pesos):

aI Fi-1)  F@)

Y(i-1) Y(i)

Una méquina modular que computa la soiucion
de una ecuacién diferenciai de primer orden.

cuyo funcionamiento es facil de ver. Se arranca la mdquina a la izquierda y provista
con la condicién inicial Y(0) se va imprimiendo el valor de Y(i), la solucién. La

generalizacion obvia e inmediata es la "mdquina lineal de 1 lugar de memoria”:

Y(i) = aF(i-1) + b¥Y(i-1)

o de mds lugares de memoria, que puede, y da, lugar a toda una interesante

representacion de la operacion de sistemas lineales y no lineales, borrosos e incluso

simbdlicos [28,29] y desembocar, por otro lado, en los conceptos de filtro y transformacion.

Sin embargo, el camino que se sigue aqui es diferente.
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Newton empled un procedimiento de cdlculo de diferencias para lo que €l llamaba
"rebajar la dignidad de un polinomio" y realizar en esencia lo que hoy conoceriamos por
interpolacion. Funcionaba. este "rebajamiento de la dignidad”. de la siguiente manera.
Supongamos que tengo un conjunto de numeros que vsé son el resuitado de sustituir los
valores 0, 1, 2... en un polinomio que yo desconozco y que me gustaria encontrar.Sea asi,

por ejemplo, la secuencia:

Rebajar la dignidad del polinomio consiste en generar una segunda fila de nameros
tales que cada uno es la diferencia de dos consecutivos de la original. Es decir, en nuestro

ejemplo:

Si sigo rebajando:

obtengo que la diferencia entre dos consecutivos es constante. A partir de este hecho,
puedo obtener un polinomio que genere los cuatro nimeros originales: el grado del polinomio
seria igual al nimero de "rebajamientos” necesario para obtener una diferencia constante. En
nuestro caso, 2. El coeficiente de x* en nuestro ejemplo es la mitad de esa diferencia
constante: 3. El término independiente es facil de ver: el primer numero de la serie original:

-1. Y el coeficiente de x es el primer nimero de la segunda fila menos la mitad del valor de
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la diferencia constante: 5-3=2. El polinomio buscado es 3x*+2x-1 y en efecto genera la
secuencia -1,4,15,32 al sustituir x por 0.1,2,3. Vemos que. de la misma forma. se podria
"predecir” el siguiente nimero de la secuencia original (en caso de no conocer el polinomio)
sin mas que tomar como fija la cantidad 6 de la ditima fila y reconstruir el arbol hacia arriba
(es decir, sumando en vez de restando los coeficientes en cada fila). En lenguaje mads
moderno (aunque no necesariamente mas transparente) las derivadas de orden superior a n+1
de un polinomio de grado n son nulas, y viceversa. Esto nos lleva al primer punto

interesante del presente trabajo.

1.1.1.- Sobre prediccion de un evento en una secuencia.

Sea una secuencia de eventos X,, X;, X,..., X, y dos reglas, que llamaremos R y S,

tales que:

R(X;, 1, x)=x"; vy

S(X, X7 ) =X

La prediccion del evento x,,, en la secuencia se puede llevar a cabo con las citadas
reglas y la hip6tesis de que a partir de la n-ésima reduccién (aplicacién de la regla R a la
sec;uencia), el valor reducido es constante o cambia de acuerdo con una ley conocida.

En el Cilculo de Diferencias de Newton, la regla R es la diferencia y la regia S es
la suma. o bien, para exponenciales, el cociente y el producto.

Supongamos, como ilustracién, una secuencia genérica como la de la Figura la,

donde la regla R es la adicién y la S la sustraccion. Aplicando la regla R hasta el limite
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posible y suponiendo el resuitado en el limite como constante. el siguiente término puede ser

predicho (Figura 1b).

XN-1 XN

\ +1/1 +/ ' -1 +1

+1

Ry

Figura 1.a: Un drbol genérico construido sobre una secuencia de eventos X;.
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Figura 1.b: A partir de la secuencia originai y suponiendo la segunda reduccion
como constante, se puede reconstruir "hacia arriba” el drbol y predecir
que el siguiente evento de la secuencia es 20. La zona recuadrada es la reconstruida.

Ahora bien, ;cudles son los pesos giobales con los que influye cada elemento de la
secuencia en el resultado R,? Es decir, ;como se pasa de la fila n a la primera? Por
desarroilo directo. es ficil ver que los pesos coinciden con los coeficientes del desarrollo del

binomio de Newton, es decir el coeficiente en lugar k de la fila n es:

es decir. los pesos de la n-ésima fila son las componentes de la n-ésima fila del
Tridnguio de Pascal.

Por otro lado, si hacemos que R sea una diferencia y S una adicion. obtenemos los
coeficientes pero con signos alternantes. como se aprecia en la Figura 2. Es decir. que una

red en n-capas con la estructura de la de la figura, tiene unos pesos dados por:
K
(_1)n+k k

(en ia posicion k (k=0..n))

estructura de la que no es complicado ver su posible naturaleza de filtro discreto
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monodimensionai. En este uitimo caso general es ficil comprobar que la suma de los

coeficientes:

Z Cu =0
K

+ 1

Ro

Ro=X-Xp-Xo + X3-Xo+ X3+ X3-Xy4 = Xy -3Xy + 3X3- X4

= (X17X2: Xv}’ X4) '(17 '89 37 _1)

Figura 2: Un ejemplo de cascada de procesos R(-) y S(+) sobre una secuencia
de 4 elementos, en la que se calcula el valor global de ios pesos que actian sobre
cada elemento, siendo el resultado el explicado en el texto.
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{.1.2.- Filtros de Newton.

Definicién: Un Filtro de Newton es el resultado de una cascada de procesos S(+) y
R(-) que se denotan por N(Am.Dn....) donde "m" es el orden del proceso aditivo (numero
de filas suma) y "n" es el orden de la diferencia (nimero de filas diferencia).

Por ejemplo, el filtro N(A2,D2) se obtiene por la aplicacion de las reglas senciilas:

1
Al 11
A2 N 121
D1 11-1-1
D2 10-20 1

De la misma forma se puede obtener, por ejemplo, el N(A10, D2), filtro de pesos:

1 8 26 40 15 48 -84 -48 15 40 26 8 1

que pueden ser normalizados para que los nimeros caigan dentro de un determinado
margen de valores.
En generai. se puede demostrar ficilmente sin mds que construir los correspondientes

filtros que para dos numeros naturales n y m:

a) N(Am.Dn)=N(Dn,Am)

b) N(Aml,Amz,...,Amj,Dnl,Dnz,...,Dni)=N(A(m1+ ...+my),D(n,+... +ny))
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Las Figuras 3a. b. ¢. d v e muestran una grafica de varios Filtros Newton para

diversos valores de m y n. y los respectivos valores de los pesos.

Volvamos al problema de la prediccidon de un evento en una secuencia de éstos. En
la Figura 4 tenemos representados los eventos I, (i=1..m+n+1), conocidos. y sobre los
cuales actia una estructura del tipo de los filtros que nos ocupan. es decir. un genérico
N(An.Dm). Entonces, partiendo del centro. es decir, del procesador que computa el
resultado de aplicar el filtro a la secuencia. hacia la periferia se puede predecir el evento en
el lugar m+n+2 si hacemos alguna hipdtesis acerca de lo que dice el procesador vecino
(por ejemplo. suponer que "dice” lo mismo o que es una funcidn conocida de lo que "dice"
la anterior). Esta reconstruccion de la microestructura de los procesos es posible si
conocemos los valores de la linea anterior a la incdgnita. lo que equivaie a saber todo lo que
han "dicho" los procesadores anteriores y a dar tantas condiciones iniciales como el orden
del filtro requiera. Este esquema de prediccion puede ser "afinado” usando cualquiera de los
procedimientos de "aprendizaje” supervisado o no que tan en boga estdn en el mundo de las
Redes Neuronales: si el evento predicho I;MH , ho es satisfactorio. puede compararse con el
valor esperado y generar un nuevo filtro de mayor anchura o una nueva funcion de lo

calculado por la neurona anterior.
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Figuras 3a, b y c: Tres ejemplos de distribucién
dg pesos de tres Filtros de Newton.
De arriba a abajo, N(A5), N(D5), N(A5,D2).



100

-100

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004

N

e

1 12
3.d
1000
S —TTN
i <
-1000
0 1

20

3.e

Figuras 3d y e: Otros dos Filtros de Newton:
'N(AIO,DZ)’Y N(A15,D5). La complejidad de la grafica
aumentara conforme crezca el mimero de capas D.




I I | IN+m+1 IN+m+2

O 0; = O

Figura 4: Un Filtro de Newton genérico usado como "predictor” del

evento [i+ms2: com la hipdtesis de que las salidas de los procesadores

L'y ] son iguales se reconstruye el irbol hasta llegar al dato predicho.
En la Figura, la parte reconstruida es la separada con una raya.
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1.1.3.- Microprocesos v estructura retinal.

El paralelismo de esta estructura computacional tedrica con la estructura de los
campos receptivos retinales e incluso las arborizaciones dendriticas de las neuronas retinales
es casi inmediata. Las dendritas son extensiones del cuerpo celular que permiten a la célula
aumentar el drea de la cual recibe intormacion de otras células. El numero de dendritas no
es fijo, varia de neurona a neurona, y cada dendrita, a su vez, puede subdividirse de forma
compleja dando lugar a una tipica estructura de arborizacion [30]. En nuestro modelo. la
estructura del filtro da la estructura de la arborizacion. siéndo ésta mds compleja cuanto mas
ancho es el filtro. aumentando la complejidad de la computacion. Es decir. existe una
relacion directa entre la complicacién estructural de la célula y su complicacion funcional,
que queda reflejada en el modelo.

Por otro lado. a partir de infinidad de estudios experimentales, se ha justificado la
existencia de ciertas funciones de pesos equivalentes a una gaussiana o una diferencia de dos
gaussianas (para aproximar la estructura centro-periferia de los campos receptivos). De la
misma forma. la aparicion, de vez en cuando, de campos receptivos mds compiejos. con
varias zomas conceéntricas, © dispuestas paralelamente. alternativamente excitadoras ¢
inhibidoras. o bien no era tenida en cuenta por irrelevante o se usaba para justificar la idea
del Camino Visual como analizador de Fourier. Construyendo una maquina granular con la
estructura de un Filtro Newton, podemos obtener la discretizacion de una gaussiana como
resultado de la microestructura de la mdquina, o en otras palabras. de la complejidad
dendritica de la célula, no de la existencia de unos pesos cuyo valor se ha fijado previamente
de un modo dificil de explicar. En el modelo, todos los "contactos sindpticos" tienen un peso

unidad en valor absoluto y es a partir de la contribucién de cada microproceso de donde se
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obtiene una distribucion de pesos global que repiica la encontrada en sistemas naturales. En
cualquier caso. un Filtro de Newton es en esencia. visto desde el prisma de la computacion.

una mdquina paralela definida en capas.

1.2.- Filtros Generalizados de Newton.
" 1.2.1.- Generalizacion de Filtros de Newton.

Veamos qué ocurre ahora si en un drbol con la estructura de un Filtro de Newton
cambiamos los pesos de los microprocesos locales, que hasta ahora eran parejas del tipo (1,1)
o (1,-1), por dos valores genéricos (a,b). Sea entonces la estructura de Newton de la Figura

5, en la que los pesos de cada capa de microprocesos se especifican como (a;,b;) (i=1..n).
Il [2 13 —————————————————— In

//
/\ / {ay, by)

ay by /ay \ by /
: /
(ag, by)
r . o’ )

a\ by

\ (ay, by
1 L J

Figura 3: Un Filtro de Newton Generalizado, especificado por pares (a;,b).
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Tomando como regla R la usada hasta ahora en todo el desarroilo anterior. tenemos:

=8 X + by X = 3 (X + by x/a)= a (% & X))

y tomando como pesos locales los pares (1,e;), al ser cada capa atravesada s6lo una
vez en cada contribucién al peso giobal, el resuitado final de cada grupo de microprocesos
en cada capa vendrd multiplicado por a,. De esta forma, se define un Filtro Generalizado de

Newton como un filtro cuya estructura de microprocesos es de la forma:

Con pesos de la forma a(1,e;). Diremos que el Filtro Generalizado de Newton estd

o es normalizado s1 a;=1.

1.2.2.- Teoremas de equivalencia entre filtros discretos arbitrarios y Filtros de Newton

Generalizados.

Es ilustrativo, llegados a este punto, desarrollar un ejemplo "a mano" para ver como
podemos construir los pesos globales de un Filtro Generalizado de Newton. es decir. como
pasamos de la primera capa de microprocesos a la dltima. Tengamos, pues un Campo de

Datos de cuatro elementos, f,, f,, f,, f; sobre el que actia un F.G. de N. normalizado y
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caracterizado por los pares (l.e,), (l.e,), (l.e,) respectivamente para cada capa. En la

siguiente figura queda esbozada la estrucmura:

Calculando el resultado de cada microproceso en cada nodo obtenemos,
para la primera capa de miCroprocesos:
fy+e,f, f,+e,f, f, +e,f;
para la segunda:
fy+e,f, +e.(f, +e,f) f, +e,f, +e,(f, +e,f,)
y para la tercera: .
fy+e f, +e(f, +e,f,) +e(f, +e,fh +e,(f, +efy)) =
= f,+f,(e, +e,+ey) +f.(e,e, €& +e.8;) +15(e,€:85)
Es decir, los pesos globales de este filtro serian la suma de los productos de las

combinaciones de los valores e,,...,e tomados de 0 en 0, de 1 enl,de2enl ..., denen

n. En intenso. el peso k vendra dado por:

W, = %: II (C." (e,,....&,)), con k=0...n. {1}
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v por lo tanto hemos establecido el siguiente

Teorema de Analisis: Todo Filtro Generalizado de Newton normalizado caracterizado por

los microprocesos (e,,....e,) es equivalente a un filtro giobal de pesos dados por la Ecuacion

{1}

Anilogamente podriamos considerar el siguiente:

Teorema de Sintesis: Un filtro discreto arbitrario de pesos (wy,....w,) tales que wy#0, es

equivalente a un Filtro Generalizado de Newton.

Demostracion: En efecto, sea el filtro discreto de pesos (w,, Wy, ..., W) ¥y construyamos una

normalizacién de sus valores dividiéndolos por el primer peso, w;:

(1, W,/ Wy, Wy Wy, ..., W,/ W)

De esta manera. los pesos de los microprocesos del F.G. de Newton equivalente

serian las soluciones del conjunto de ecuaciones desgajadas de la expresion {1}:

w/wy=e,+e,+... te,

Wa/Wy=8€,6,+e8;F... Te.y+e.e+. ... +e,

W1/ Wy=¢ 8,8, +€ 8,8, +....... +€,.,€,

W /Wy=¢e.e;...c,. 8
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Las soluciones del ultimo sistema de ecuaciones no lineales. en general. no tienen por
qué ser reaies. Aun asi. el Teorema nos garantiza que ambos filtros son equivalentes. De
hecho. por las propiedades de las raices de un polinomio de grado n. los valores e, ,e,....c,

son precisamente las raices del polinomio:

P.(x) = X" - (W/WX"! + (Wa/W)x™% - ... (-1)'w /w, = O

con lo que la puesta en prdctica del teorema de sintesis para un filtro de pesos

arbitrarios se reduce al equivalente de hallar las raices de un polinomio.

1.2.3.- Expansion de una funcion arbitraria en microprocesos de Newton. Implicaciones en

Computacion Paralela.

Definimos una funcion de datos restringida o D-funcién restringida como aquella

funcion de datos de la forma:

Fo, Fl.Fs ... Fyy 0,0,0 ... 0

tal que el tamano total del campo de d;atos es N. Una D-funcion serd normalizada
cuando F,=1.

Sea una D-funcion arbitraria de n+1 lugares de memoria. F,....,F,. Haciendo uso del
Teorema de Sintesis. podemos encontrar una expansion equivalente de F en microprocesos

de Newton, {,,...,.f,, siendo los valores de éstos ultimos el resultado de resolver:
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con F #0: vemos que f = (f,,....f,) se puede considerar como una representacion de
F, y escribimos {=N(F), de forma que a partir de la ecuacion {2} podemos establecer que

NYf)=F.
Segun lo ya dicho para filtros arbitrarios, las f; se pueden obtener como las raices de:

x"- Fx™ + F, x™ - .(-1)F,=0 {3}
Llegados a este punto. comprobamos que los filtros A y D de Newton. empleados al
principio de la exposicion, se convierten en casos particulares. Efectivamente. si tomamos

f=(1,1,1,.... ,1) y calculamos su N*'(f) como queda establecido obtenemos
&)
F= (k

que es un filtro A de Newton.

De idéntica forma. si f=(-1,-1,....,-1), obtendremos el filtro D de Newton:
n
F.=(-D)"k

Por otro lado. si f=N(F) donde F es una D-funcion normalizada. y siendo k una
constante arbitraria. tenemos la siguiente propiedad:
Proposicion: Sea f=N(F), F D- funcién normalizada. y sea k una constante arbitraria. Se
cumple que:

N (kf) =(F,,kF,,....K'F,,....k"F,).
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Demostracion:En efecto. si f=(f,..... f.) son ios valores caracteristicos de los microprocesos.
la D-funcion arbitraria normalizada se puede escribir como:

Fo=1

F=f+6+6+.. 1,

F?_:t‘lf2+t‘lf3+-c.+f1fn+t~2f3+ ..... +fn_1fn

Fn=ff.f;.. .1,
y si calculamos kf=(kf, kf, ,...,kf,) entonces la D-funcién correspondiente. F’, queda:
F,=1
F' =kf, +... +kf,=k(f, +... + ) =kF,
F,=kfkf,+..... +kf kf, +kf,kf;+.... +kf kf,=

= KX, +.... +f) =kF,

B’ =kfkf,...kf,=k(ff,...[,) =k°F,

o sea. N'(kf)=(F,kF,,....kF ). =

Es mas. dado que las F, se calculan a partir de todas las posibles combinaciones de
los valores de los microprocesos f,, un cambio de orden de los microprocesos no variara la

respresentacion de F: cualquier ordenacidon de los valores de f seguird representando

univocamente a F. La representacion de F, pues, no es unica en €l sentido de que venga

determinada por el orden de los elementos de f, sino que es Unica en cuanto al conjunto de
valores formado por los f..
En otras palabras. los microprocesos se pueden localizar en cualquier capa del Filtro

Generalizado de Newton: no influye el orden en el resuitado.
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Parece l6gico. por otro lado. que los "grados de libertad” y por consiguiente la
"cantidad de informacién” o el "grado de redundancia” de una F se mida en el espacio f. y
que venga dado por el mimero de raices f; distintas. Segun ésto. la funcion F mas redundante.
la que contiene menos informacién. es la gaussiana. cuyas raices son todas igual a 1
(f=1,1,1..1).

Una consecuencia interesante fruto del Teorema de Sintesis para microprocesos vy de
la intercambiabilidad de raices vista en este apartado es que un proceso lineal global
arbitrario puede descomponerse en un "computador por capas" donde cada capa estd formada

por computadores lineales idénticos, de dos entradas cada uno:

+;\\ r/+e1\

donde los e, son las raices f, en el anterior desarrollo. Este computador por capas
tiene dos curiosas propiedades: por un lado, las capas pueden permutarse arbitrariamente:
por otro, las reglas de composicién de capas consecutivas (las reglas por las que podemos

"suprimir” capas en el computador) son inmediatas:

/ / ek ¢
1 J en 1 J ek \ l /
1 /w gj

1]
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Es interesante notar que en una D-funcion (por ejempio. un "patron” en un campo de
datos) el orden y la contiguidad de los datos son esenciales. Sin embargo, en la
representacion de la D-funcién en término de los microprocesos €; (en mismo numero total
si la representacion ha de ser completa. es decir, con los mismos grados. de libertad), la
ordenacidn es irrelevante, es decir, no es preciso conocer la direccion en memoria de los
mismos, ni ninguna otra etiqueta adicional (como se requeririan. por ejemplo, en cualquier
representacion alternativa convencional de funciones). Este hecho tiene consecuencias
importantes en codigo, transmision y representacion de patrones. y puede tenerlas asimismo

en la generacidn de espacios de descriptores para el reconocimiento.

Por ultimo, introduzcamos el concepto de proceso local de orden n frente al de
proceso global usado hasta ahora: un proceso local de orden n es aquel que implica los
valores correspondientes a n lugares consecutivos de memoria y que se desplaza a lo largo
del Campo de Datos. En otras palabras, es la generalizacion de un convolucién local. Usando
este concepto mostraremos en la siguiente seccion la equivalencia entre convoluciones

discretas v capas de procesos locales de orden 2.
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1.3.- Transformaciones de Newton y compiitud.
1.3.1.- Transformaciones tipo convolucion.

De todo io expuesto anteriormente. es clara la naturaleza de convolucién que subyace
en los Filtros de Newton. Asi, para un Campo de Datos monodimensional de anchura N y
un campo receptivo de anchura n<N, podemos definir una Convolucion Discreta de Newton

del tipo A mediante la transformacion:

Fm=§ N

donde ﬂ),...,fN son los valores de cada uno de los lugares del Campo de Datos. El
numero de valores del funcional es N-n.

De la misma forma, una Convolucidon Generalizada de Newton vendria definida por
una expresion similar a la anterior, dénde el valor de los coeficientes de la transformacion
seria el del correspondiente filtro.

Recordamos que una funcion de datos restringida o D-funcidn restringida es aqueila

funcidn de datos de la torma:

fy f, £...fhn 0 0 0...0
tal que el tamano total del Campo de Datos es N.

Con esto en mente no es dificil probar el siguiente

Teorema: La aplicacion de una Convolucién Discreta de Newton del tipo A a una funcion

de datos restringida es una transformacién completa.
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Prueba: En etecto. para una D-funcion restringida:
F()=Z Cu fi
Flzz Cu fins

Fz—_‘z Cuk firz

FN-n-?.:me-Z +n fN-n-l

FN-n-l = fN-r\-l

n

(donde los C,, son los correspondientes valores de {:k] ).

y de aqui. partiendo de este ultimo valor de Fy_, |, siguiendo el proceso inverso. todas
las f, pueden calcularse.®

De la misma manera. puede demostrarse que el resultado de una Convolucion
Generalizada de Newton sobre una funcion de datos restringida es completa. Lo unico que
variaria respecto de la demostracion anterior seria la forma de calcular los C, que ahora
serian los valores del Filtro de Newton adecuado.

La unién de convoluciones y procesos locales se puede ver del siguiente modo.
Recordamos que un proceso local de orden 2 es aquel que implica los valores de dos lugares

“consecutivos en una D-funcion y que se desplaza. Ademds. una convolucidn discreta es un

proceso del tipo:

Om) =22 W()) In+j)
donde I(1) son los contenidos de los lugares de memoria de los que existen n en total
y W(j) los pesos de la convolucidn. Asi, para cada n la convolucion podria ser considerada
un filtro de 2a-1 pesos donde 2a-1=N+1. Numerindolos W(-a)=W,, W(-a+1)=W,,
...,W(a-1)=Wy, podemos establecer el siguiente:
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Teorema para Convoluciones: Toda convolucion discreta de pesos W(-a),...W(a-1) es
equivalente a 2a-2=N capas de procesos locales de orden 2, donde cada capa computa segun

las raices de la Ecuacién {3} reescrita del modo:

xN - (W(-a+D/W(-a)x¥ +. .. (-D¥W(a-1)/W(-a) =0.

La estructura computacional general para una transformacion de tipo convolutorio es
la "Red de Newton" (que hemos ilamado F-Net o Disktion, del griego diwkrvon , red) que se
presenta en la pagina a continuacién. En la figura. la F-Net consta de seis capas de
microprocesos (las cuales pueden ser reducidas segin las reglas ya explicadas) y se
especifican los Campos Receptivos de dos de los procesadores consecutivos (lineas gruesas)

junto con la salida de uno de ellos.

Campo Receptivo

A
r A

(1, eyp)
(1, e2)
(1,e3)
(1, eyq)
(1, e5)
(1,eg)

O(n)

F-Net, Disktion o Red de Newton: una arquitectura neuronal paralela basada
en microprocesos, que implementa una Transformacion Generalizada de Newton de tipo
convolutorio. El orden de los ¢, es irrelevante.
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De esta manera. podemos definir una Transformacion Disktion como aqueliia
transtormacion sobre una funcion discreta F, de n lugares. A(F.),que la asocia con un

conjunto de valores (e,,...e,) obtenidos como raices del polinomio:
x* - (F/F)x™ + ... (-)"(FJE) =0
y tal que la transformacién inversa. A''(e;), viene dada por la ecuacion:
F, = 2 [](Culen.ne))  conk=0...n.

Otra forma de expresar lo anterior es la siguiente: sea una funcién discreta

representada por F; (con n=0..N). Una vez tformado el polinomio:

P(x) = Z F, (-1)" xM¥* = xN Z F, cos(nm) x™ {3}
n n
la transformacidn vendra dada por el conjunto de sus raices.
A(F) = (e,....ep)

Para una funcion g(x) continua en un intervalo (a,b) el problema de hallar su
Transtormada Disktion consistiria en dividir el intervalo (a,b) en N partes. obtener la
correspondiente expresion {3} y resolveria en x. La transformada inversa. pues. me daria
una funcion discreta (los valores muestreados de g(x)) y no tendria mas que .interpolar para
obtener una aproximacion a la g(x) continua. Obviamente. dicha representacion serd mas

exacta cuanto mayor sea el valor de N.
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1.3.2.- Un comentario sobre agujeros en redes de pescador.

Una de las grandes virtudes del tejido nervioso, sobre todo del Sistema Nervioso
Central, es la de reaccionar y recuperarse. al menos en parte. de los agujeros (en sentido
estritcto) que se realizan en su estructura, de tal forma que en general dichos agujeros
provocan escotomas parciaimente recuperables si la lesion es periférica y solo pérdida de

resolucidn si l1a lesion es mas central.

Desde el punto de vista computacional, uno de tales escotomas se podria producir en
la estructura de una Red de Newton "cortando" algunas de las lineas del entramado, lo que

se muestra en la siguiente figura:

Campo Receptivo

La Red de Newton anterior con agujeros.

El esudio del efecto que sobre la funcionalidad de la estructura tiene este tipo de

escotomas no se lleva a cabo en el presente trabajo, indicindose simplemente que de aqui
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puede derivar toda una linea de investigacion sobre fiabilidad de estos sistemas con posibles

contrapartidas en estructuras neurofisioldgicas.
1.3.3.- Transformaciones Causales.

Empecemos con la siguiente:

Definicion: Una Convolucion causal sobre un campo de datos I(i) es aquella de la forma:
o) = X w(j) ln+j)
J
o bien, renombrando i=n+j,
O(n) = 2= w(i-n) I(i)
i

y vendra esquematizada por la estructura computacional siguiente:

I{n-a) D) Itn)

O(n)
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Recordamos que en la generacion de los tridngulos base de los Filtros de Newton se
aplicaba un proceso de Newton R (0 S) en los dos sentidos (derecha e izquierda) por cada
fila, completando en uno de los extremos para continuar el proceso. Con esto en mente,
definimos:

Definicién: Un proceso asimétrico de Newton consiste en una arquitectura asimétrica de
microprocesos de Newton que crece sélo en un sentido (derecha o izquierda), lo que vemos

representado de esta manera:

O o, O, O O bt
o, O O O O L2
o, O, O, O L3
O O O Q L-4
O Q O L5
O O O L-6
lIogRe) L7

¥ N F

O O L-8
N F L9
O

q') , ‘ L-10

Un proceso asimétrico de Newton: nos da la
estructura de los Filtros Causaies de Newton.
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Procedamos ahora del mismo modo que en los tridngulos simétricos de Newton. y
supongamos los microprocesos R(+) (es decir, los pesos son + 1,+1). ;Cudl es el vector de
pesos para un campo de n datos (2n capas), para un proceso asimétrico de Newton?

Desarroilemos un ejemplo a mano. Asi, la forma triangular de obtenerlos es:

1
L-1 1
-
L-2 1 1
~_
L-3 2 1
= T~
L-4 2 3 1
~_" T~
L-5 5 4 1
=~ S~
L-6 5 9 5 1
~ >~
L-7 14 14 6 1
- S~ >~
L-8 14 28 20 7 1
~ S~ > T
L-9 42 48 27 8 1
o S~ S~ > T
L-10 42 30 75 35 9 1

~_ >~ ~_ T~ ~_

donde la flecha significa "desplazar” y el vértice, "sumar". Este tridngulo resulta de
extraer, en el proceso simétrico, los "caminos” que se han eliminado. cuyo nimero viene
dado por otro tridngulo desplazado en direccion contraria a la del crecimiento (a la izquierda

de la flecha en la siguiente ilustracion):
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1 0 L.-0
1 i 0 L-1
1 2 1 4 L-2
3 3 ] 0 L.-3
6 4 1 0 L-4
10 10 5 1 0 L-5
20 15 6 1 0 L.-6
- 35 35 21 7 1 0 L-7
56 28 8 1 0 1.-8
84 36 9 1 0 L-9

210 120 45 10 1 0 L-10

Es decir. que el término (peso) del lugar k-ésimo para el proceso (+) asimétrico de

un campo de n datos (2n capas), en la Gltima capa es:

con
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Notese que el proceso asimétrico es redundante (doble de capas que de datos) y por
consiguiente de los posibles valores de n (0.5.1,1.5,..) se pueden tomar solo los enteros y
generar pesos de capas pares. Es natural ya, pues. la siguiente:

Definicion: Un Filtro Aditivo Asimétrico de Newton N(AAn) es uno de anchura n y pesos

dados por:

I

En la ilustracién siguiente se muestra, como ejemplo, el filtro N(AA1l).

1200000

AN

-200000

Perfil de los pesos de un Filtro Aditivo Asimétrico de Newton:
un filtro causal en la variable n.

Los filtros asimétricos de Newton se corresponden a filtros causales, puesto que no
se usan datos que pertenezcan al "futuro”, representado por la parte que falta en el tridngulo.

Se aplican cuando la variable independiente n del campo de datos es el tiempo. Por otro lado,
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un Filtro Causal puede verse como una Red de pescador agujereada. de las que algo
indicamos con anterioridad, en la que el "agujero” es reaimente dramatico: toda una mitad

de la red desaparece.
1.4.- Transformaciones Globales.

Una clase interesante de transformaciones, por las propiedades matematicas que se
derivan de ellas y su implicacion inmediata en Teoria Retinal, son las transformaciones
globales generadas a partir de Filtros de Newton de anchura fija. El desarroilo matematico

que sigue a continuacién supondrd un Filtro de Newton de pesos unidad en valor absoluto.

1.4.1.- Complitud en Transformaciones Globales: Matrices de Newton.

Comencemos definiendo un concepto, por otro lado intuitivo:

Definicion: Anchura de un filtro de Newton, N_(An,Drn), es el numero total de

componentes del filtro: n+m+1. Lo denotaremos por W(N(An.Dm))=n+m+1.

Proposicién: Dado un nimero nawral L=1, existen L  Filtros de Newton de
anchura L.
Demostracién: Sea L=j+1. Por definicién de anchura de un Filtro de Newton:
W(N(Aj))=j+1=L y de idéntica forma,
W(N(Dj))=j+1=L.
y asimismo podemos formar los filtros cuya anchura:

W(N(Aj-1,D1))=j-1+1+1=j+1=L
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W(N(Aj-2,D2))=j-2+2+1=j+1=L

W(N(A1,Dj-1))=1+j-1+1=j+1=L
y simplemente contando los filtros que hemos construido, tenemos €n total j-1+2=j+1=L

filtros de longitud L. =

Veamos ahora el conjunto de Filtros de Newton de una cierta anchura determinada,

L, como un conjunto de vectores L-dimensionales que denotaremos por:

N, = N(An)

N, = N(An-1,DI)

N,, = N(Al,Dn-1)
N, = N(Dn)

de donde es claro ver que L=n-+1. Las componentes de esos vectores podemos
expresarlas en modo intenso, asi:

of 00 E

para el primer vector. Para el segundo, la componente k-ésima vendrd dada por:

F I

con k=0...n-1, obtenemos los primeros n elementos. El elemento n+1 es (-172* =-1.

N, =(

Convenimos en que
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si b<0 o si b>a. De esta forma. para el tercer vector:

2 . B . [

donde k=0...n-1 con las convenciones anteriores y el Gltimo elemento (-1)**'= I.

Y la k-ésima componente del vector 1 queda:

2 <-1>{ﬂ [kj

con k=90...n-1, las convenciones anteriores, donde la tltima componente del vector

es (-1)'*! e i#L. Para el dltimo vector tendremos:

n
ar €]

con k=0...n.

Ejemplos:
1.- Para L=2 formamos los filtros N(Al) y N(D1):
N, = N(AD) = (1,1)

N, = N(D1) = (1,-1)

Il

2.- Para L=3, tenemos:
N, = N(A2) = (1,2,1)

N, = N(A1,D1) = (1,0,-1)

N, = N(D2) = (1,-2,1)
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3.- Para L=4 los vectores correspondientes a los filtros serian:
N, = N(A3) = (1,3,3,1)

N, = N(A2,D1) = (1,1,-1,-1)

7
I

N(A1.D2) = (1,-1.-1,1)

Z
I

N(D3) = (1,-3,3,-1).

Viendo los anteriores ejemplos es natural entonces formar las matrices cuyas filas son
los correspondientes vectores de pesos de los Filtros de Newton. Dichas matrices son
cuadradas y las llamaremos Matrices de Newton. De esta forma, siguiendo con los ejemplos,

la Matriz de Newton de orden 2 es:

1 1
1 -1
y la de orden 3:

. 7
1 2 1
1 0 -1
1 -2 1

. _

y asi sucesivamente.
Por induccién se puede demostrar la siguiente propiedad de estas matrices:
Lema (propiedad de las Matrices de Newton): Si A es la Matriz de Newton de orden L.
entonces:
A-A=2"1, conL>=1

donde I es ia matriz identidad.
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Prueba: Procedemos tomando en primer lugar ia Matriz de Newton de orden 2 y elevandola
al cuadrado para obtener:
2 0

0 2

La de orden tres al cuadrado:

4 0 0
0 4 0
0 0 4
e —d

La de orden 4 al cuadrado:
— —

8 0 0 0
0 8 0 0
0 0 8 0
0 0 0 8

L ]
y asi sucesivamente.®

Teorema: El conjunto de vectores formado por los Filtros de Newton de una anchura
determinada L es linealmente independiente.

Demostracion: Sean los filtros de Newton de anchura L escritos como vectores: N,

N,, ..., N_ y formemos la correspondiente Matriz de Newton de dimension LxL:
N,
N,
A=
N
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Por el lema anterior sabemos que A-A=2%!1 con lo que por propiedades de los
determinantes [31]:

det(A - A) =det(A) det(A)=(2¥H* y de ahi:

ldet(A)| = (L-DL/2
‘o cual es distinto de cero para todos los posibles valores de L. De esta forma, si el det(A)
es distinto de cero, sus vectores componentes son linealmente independientes. ®

Si ahora consideramos la Matriz de Newton, A, como la expresion de una
transformacién sobre un Campo de Datos f; (j=0...n) de anchura L=n+1 es casi inmediato
probar que dicha transformacion es completa, es decir, que a partir de los datos
transformados. que llamaremos F; (j=0...n), se pueden obtener los datos originales.

En efecto, sea f = (f,,f,, ..., f,) la informacién de los L lugares de memoria, es
decir, el Campo de Datos. Los datos transformados, F;, vienen dados por:

an 4 fo F,

4y L f, F. i
L g

— —_

El hecho de que det(A)#0 nos asegura que existe inversa, y por la propiedad de las

matrices de Newton tenemos:

A-A=2MT o At =2MA

y de ahi, conocido F: A-f=F
A' “A-f=f=A'-F, es decir:
f=2"A-F

y queda asi demostrado el siguiente
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Teorema: La transformada global definida por los Filtros de Newton de igual anchura

es completa.
1.4.2.- Muestreo Generalizado. Implicaciones en Teoria Neuronal.

Basidndonos en este ultimo Teorema y en la forma de construir los L Filtros de
Newton de longitud L, se puede disefiar un "Muestreador Generalizado"” [32]. En el
Muestreo Generalizado, una muestra es una transformacion. El esquema original del
Muestreo Generalizado (Rovaris, 1992) se puede ver en la Figura 6. Sobre el Campo de
Datos va a actuar un grupo de transformaciones que va a dar origen al Campo de Datos
muestreado. Existen una serie de criterios o reglas para elegir el tipo de transformaciones
adecuado y es aqui donde la estructura de las transformaciones globales explicadas encaja,
de esta manera: supongamos que tenemos un filtro de una longitud dada, que es la longitud
del Campo de Datos. Si todos los pesos son + 1, sabemos que el resultado de la computacion
es F,. Dado que los filtros N(Am,Dn) son aditivos y conmutativos para A y D, cambiando
en n filas cualesquiera los coeficientes de las parejas de conexiones de los microprocesos
(+1.+1) por (+1,-1) vamos obteniendo los filtros N; (i=2..L). Si realizamos este proceso
"en orden", es decir, empezando desde la ultima capa hacia arriba. obtendremos también
secuencialmente los valores de F|, F,, ...F,. Supongamos que el cambio de coeficientes en
las capas viene gobernado por una unidad de control (externa o interna a la propia "célula”
o procesador) que necesita 7 unidades de tiempo por cambio. Para obtener todos los F;, los
datos f; (j=0...n) deberian perménecer sobre el Campo L7 unidades de tiempo y con ello
garantizar su posible recuperacién a partir de F. Es decir, el tiempo necesario para muestrear

el Campo de Datos y garantizar la complitud es directamente proporcional al tamafio del
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Campo Receptivo. Una vez calculados y guardados los F., por ejemplo en un registro
desplazamiento (ver Figura 7), para calcular la inversa no hay mds que diseflar una red
idéntica a la usada para generar F. Es decir, la estructura del "Recuperador Generalizado”
seria la misma que la del "Muestreador”, y tras esperar otras L7 unidades de tiempo,

tendriamos de vuelta los datos.

CRITERIOS Y REGLAS
para la Seleccion de
Transformaclones
i CAMPO DATOS

Figura 6: Esquema del Muestreador Generalizado. tomado de [32].

En resumen, segin este constructo, si una sefial f=(fo,f;,...f) permanece al menos
L7 unidades temporales sobre el Campo sin presentar variaciones, entonces €sa senal es
absolutamente recuperable por estar la transformacién definida por una matriz de Newton,

A, que posee inversa.
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Figura 7: Esquema de un Muestreador que computa ios coeficientes de una
Transformacién Global de Newton. Los circulos huecos son iineas de controt
que cambian el signo de los pesos alternativamente en sincronia con la sefal
de reloj. El resuitado se almacenaen un registro despiazamiento de donde es

tomado por una estructura idéntica para calcuiar ia Transformacion inversa.
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Si la senal f cambia muy rdpidamente. es decir, existen una o varias posiciones de
memoria, f, que cambian su contenido dentro del periodo Lz, entonces F no puede ser
univocamente determinada a partir de los datos transformados. Es decir, que si uno de los
requerimientos de un sistema basado en Filtros de Newton como los explicados es la
complitud, para funciones f de cambio rapido es aconsejable disefiar procesadores ("c€lulas™)
con un L7 pequefio, o sea, un L pequefio y 7 mediano o pequefio, o un L mediano y un 7
pequenio, donde el significado de los términos "mediano” y "pequefio” dependen de las
caracteristicas del sistema. Del mismo modo, para f de cambio lento sirven L7 medianos.

Siguiendo con este razonamiento, vemos que lo que es significativo de la respuesta
del procesador (de la "célula") que caicula los F; no es la respuesta en un instante
determinado. sino en un intervalo de tiempo de longitud L7, y en ese intervalo van
codificados no uno sino varios "resultados” de apiicar L filtros a la funcion de entrada:
tenemos una respuesta de significado multiple, un "multiple meaning" del que hablaba Lettvin
hace casi veinte afos [33]. Asi, las "células" pueden codificar propiedades generales de
iluminacién en el Campo Receptivo (el computo de F) junto con otras propiedades locales
(que corresponderian a los demas F)). El esquema presentado aqui proporciona un marco de
microprocesos que pueden explicar la idea de Lettvin.

Existe otra caracteristica de este tipo de estructuras que resulta interesante para
analizar la fiabilidad de los procesadores frente a fallos. Supongamos que, por cualquier
motivo, se produce una rotura (un "escotoma") de algunas de las lineas que conectan los
lugares de memoria con la primera capa de microprocesos, segun se esquematiza en la Figura
8. El resultado es que el Campo Receptivo del procesador se divide en dos partes inconexas
(este tipo de campos receptivos fueron introducidos en [32] pero no desarrollados): se

produce un Campo Receptivo Inconexo. A todos los efectos, los microprocesadores "cortan”
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las contribuciones de las posiciones de memoria que maifuncionan. manteniendo aquellas que
provienen de las lineas "sanas". Un simple calculo nos permite comprobar. sin embargo, que
los pesos globales que afectan a los datos no dafiados permanecen inalterables: la forma del
filtro se mantiené excepto en aquellos lugares en los que se produce el fallo. Un
malfuncionamiento de parte del sistema no afecta a todo el sistema. Por otro lado, si la
funcionalidad temporal del procesador no se ve modificada, se puede pensar que una
desconexién de las lineas de entrada provocard la generacion de informacion redundante (si
el requisito de complitud sigue siendo restrictivo a la hora del disefio del sistema). Es decir,
se generardn mds F; de los estrictamente necesarios para la recuperacion de los contenidos
de los lugares de memoria. En realidad todos los F; siguen siendo vitales para la recuperacion

puntual de los datos fiables.

Fo{----- Ky

Figura 8: El fallo de las lineas de entrada de f, y f; produce un escotoma, una
“rotura funcional”, de las lineas de trazo grueso. Sin embargo. los pesos globales
del filtro no se ven modificados. Los datos en negrilla no serdn recuperados.
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1.4.3.- Esbozo de una estructura tridimensional para Filtros de Newton.

Al intentar aplicar un Filtro de Newton a una retina bidimensional, obtendremos una
estructura computacional en tres dimensiones (al igual que en el caso monodimensional,
obteniamos la estructura 2-D de microprocesos). Las "V" de los procesos 2-D se convertirin
ahora en pirdmides, segin puede verse en la Figura 9. En cada una de estas piramides de
cémputo se tendra que definir el tipo de Filtro 2-D que actda, es decir, los pesos de dicho
filtro. La forma general del filtro dependerd claramente de esta definicion. Cada capa de
microprocesos, pues, es ahora bidimensional y el tamafio (en numero de microprocesadores)
va disminuyendo desde la primera hasta la ditima capa. A la estructura la hemos llamado

Piramide de Pascal.

- o » /'
'Wm%nf

Figura 9: Una estructura 3-D de Newton para retinas bidimensionales: una Piramide de Pascal.
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En lo referente a la funcionalidad y estructura de los pesos de estos filtros 3-D. como
en los casos anteriores. es muy ilustrativo desarroilar un ejempio "a mano". Sea pues una
estructura 3-D aditiva (donde todos los pesos son 1) actuando sobre una retina de dimension
3x3, lo que simbolizamos matematicamente por N°(A2), donde A2 significa que tenemos dos
capas de microprocesos de tipo adicion y el superindice 3 hace referencia a la
tridimensionalidad del constructo.

Los contenidos de los lugares de memoria de la retina quedan especificados por la

matriz:

f?..O f?..l f?..2
La primera capa de pirdmides de computo dividiria a esta pequena retina en cuatro
cajas, y teniendo en cuenta que los microprocesos son aditivos, el primer resuitado parcial
de la estructura seria:
footfo+Eotti foitfo,t1+1,
f1.0_*-'1:1.1_*—f?_.O_*_f?..l f1.1+f1.2+f2.l+f2.2
Y por ultimo. la salida de la estructura vendria dada por la suma de las cuatro
componentes anteriores. Si expresamos los pesos globales que influyen en dicha salida en

forma de matriz, nos quedaria:

o 7
1 2 1
2 4 2
1 2 1
- -

lo cual recuerda una discretizacidn no normalizada de una Gaussiana 2-D.

Todo esto se complica cuando intentamos considerar capas-diferencia. Efectivamente,
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para cada piramide de cémputo. y sin salir de los pesos unidad en valor absoluto. tenemos
como posibilidades estructurales todas las combinaciones de dos signos (+ y -) tomados de
cuatro en cuatro menos la posibilidad de que los cuatro signos sean iguales y positivos o
negativos (que equivaldria al caso aditivo desarrollado anteriormente, y al mismo con todos
los signos cambiados). Es decir, en nuestra retina 3x3 para una piramide de una capa de
procesos diferencia tendriamos 16-2=14 posibilidades de difinicion y cada una de ellas nos
configuraria una matriz global de pesos diferente. Pero para darle significado de derivada al
célculo, hemos de imponer la condicion de que la suma de los pesos sea 0, con lo cual en
realidad sélo tenemos cuatro posibilidades distintas.

Como ilustracién, en la retina anterior se ha incluido una capa D tras la primera
adicién en la que los signos con los que actia la pirdmide sobre los lugares de memoria
correspondiente son, vistos "desde arriba”:

+ -
+ -

Y los pesos globales quedan:

—
Lo
2 0 -2
1 0 -1

e -

Una diferencia fundamental con los Filtros sobre retinas monodimensionales es que,
ahora, el orden en el que coloquemos las capas de procesos aditivos y en diferencias SI va
a influir en el resultado global. De esta forma. si en el ejemplo que nos ocupa situamos
primero la capa de procesos diferencia con la estructura ya dicha y a continuacion la capa

aditiva, la matriz de pesos globales se nos transforma en:
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B 7
1 -2 1
2 -4 2
1 -2 1

Como puede observarse, el desarrollo formal matemdtico de las estructuras de Newton
en 3 Dimensiones es a la par sugestivo e interesante y probablemente encierre propiedades
curiosas de las cuales sirve lo anterior como esbozo. Queda pues pendiente para trabajos
futuros la investigacion en esta linea (incluyendo la formalizacién, definicion de
transformaciones y convoluciones a partir de estas estructuras, estudio de su complitud y
aplicacién en proceso de sefiales) que aqui no se continia por comenzar a apartarse del

andlisis original del presente trabajo.
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1.5.- El paso al continuo. Analisis de Hermite.
1.5.1.- Funciones de Hermite.

Volvamos al principio por un momento. y recordemos la forma que tenian los pesos

de nuestro Filtro de Newton inicial, An:

N(An) = Bl:\ {1}

con 0<x<n. Si normalizamos esos pesos multiplicdndolos, para cada n, por:
ol
n/2

a partir de valores de n lo suficientemente grandes y con
x variando desde n/2 hasta n, los Teoremas de Limite [34] nos conducen a que la

distribucion binomial dada por la expresion:

MIN

tiende a una distribucion normal dada por:
f(x) =e™

De la misma forma, si partimos del Filtro N(An,D1). en el limite, al ser n lo

suficientemente grande. pasa de ser la primera diferencia (D1) a la primera derivada:

£ (x)=-2x e2.
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De ahi, formando todos los filtros N(An.Dj) para j=2....m y si seguimos tomando

el paso al limite cuando n es muy grande. iremos obteniendo las sucesivas derivadas de f(x):

£(x) =(4x>-2) e

(x)=d" e*/dx"

Lo que hemos obtenido, en realidad, en este paso al continuo son las funciones de
Hermite multiplicadas por un factor (-1)". Los polinomios que acompafian como factores de
la gaussiana e™ son los Polinomios de Hermite, de nuevo multiplicados por (-1)", cuya

ecuacion generatriz es:

H (x)=(-1)" e* d" (e™)/dx"

En las Graficas 1.1a 1.5 vemos la representacion de las funciones Hy(x)e™.
-H(x)e™, Hy(x)e™, -Hy(x)e™, y H,(x)e™, las cinco primeras funciones obtenidas en el paso
al limite. Salta a la vista el notable parecido de estas tunciones con la estructura funcional
que la neurofisiologia ha venido describiendo para diversos tipos de campos receptivos de
neuronas. Tenemos. tanto estructuras ON-OFF de tipo centro-periferia como estructuras con
zonas alternantemente ON y OFF. Estas correspondencias las veremos con mas detalle un

poco mas adelante.

Las propiedades matemadticas de los Polinomios de Hermite han sido largamente

estudiadas (ver [35,36]). Aqui mencionaremos algunas de ellas.
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f{x) \ j f (x) _//\

£ (x) /\\
iy
NIERV

N / W

Graficas 1.1 a 1.5: Las cinco primeras funciones de Hermute.
De arriba a abajo y de izquierda a derecha, ¢,, ¢, &2, @3, P4
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Por un lado. el hecho de su ortogonalidad. es decir:

f H_(x)H (x)e®dx =0 si m#n.
f H,(x)H (x) e2 dx = 2"n! 7'?
Ademis. la ecuacion diferencial cuyas soluciones son los Polinomios se escribe:

H" (x) - 2x H';(x) + 2n H(x) = 0

y puede ser resuelta como ecuacién en diferencias por la mdquina modular que se

muestra a continuacion:

H(i+2)
(2+2i)

HO)  H@+1)  H(+2)

El conjunto de funciones ortonormales de Hermite:

¢ (x)=H (x)e*?/ 2" n! #'H"  n=0,1,2,...
es completo: cualquier funcién f(x) continua a trozos y de cuadrado integrable puede
ser aproximada como combinacién lineal de funciones de ese conjunto. En otras palabras,
se puede caracterizar univocamente a una cierta funcién de entrada a partir de los coeficientes
[37]:

Cn=f f(x)p(x) dx
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1.5.2.- Analisis monocanal de Hermite.

Construyamos una retina monodimensional dividida en campos de datos sobre los que
los correspondientes procesadores extraen los primeros coeficientes de la expansidén de
Hermite de la funcion de entrada siguiendo la misma sucesion de operaciones (estamos

formando un canal de proceso), segun se muestra en la figura:

f(x) X

Cola Cll’ CZI’ C,' Coj’ C1j9 Czja CZ’j

Eligiendo el solapamiento adecuado, toda esta estructura tiene naturaleza de
convolucion espacial. Por la forma de los sucesivos miicleos de la convolucion (que no son
otros sino los dibujados en las graficas 1.1 a 1.4) vemos que los computos llevados a cabo
bson, por este orden: un suavizado gaussiano, una deteccién de bordes, un laplaciano
monodimensional (deteccién de contrastes tipo centro-periferia) y un cdlculo de tipo zonas
antagonistas complejo.

A partir de esos C/ podriamos reconstruir el fragmento de la funcion de entrada
muestreado por la neurona j gracias a la propiedad de complitud de la familia de funciones
de Hermite, con lo que:

gj(x) = zrl‘: Cn (bn(x)
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representa una primera aproximacion para recuperar f(x).
En resumen. hemos obtenido los cuatro descriptores bdsicos utiles [38] para un
andlisis subsecuente de la "imagen monodimensional” que cae sobre la retina, mas la

posibilidad de recuperar dicha imagen con un cierto grado de bondad.
1.5.3.- Extension bidimensional.

Para poder aplicar el andlisis de Hermite a una imagen (que es una sefal
bidimensional) debemos extender los resuitados anteriores a dos dimensiones. De esta forma,

sean ¢,(X) y ¢.(y) dos nicleos ortonormales de Hermite, cada uno de ellos en una variable

espacial distinta, x e y. Construyamos el micleo bidimensional:
Pun(X,Y) = 6, (N0)0a(y) = Ho(x) € Hy(y) & ¥ = Hy(x) Hq(y) e

De esta manera, los coeficientes transformados C,, de una funcién bidimensional

f(x,y) vendran dados por:
Cim = ff(x,y) é . (x,y) dx dy

y una vez calculados para todos los valores de n y m, podremos reconstruir la funcion

f(x,y) a partir de los coeficientes. de forma que:

f(x,y) = 2= D Conrn(X,Y)
nm
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Se ha de notar que la transtormacion de Hermite asi presentada es continua en las

variables x e y pero es discreta en las "variables" (indices de los coeficientes) n y m.
1.5.4.- Sistemas Causales de Hermite.

Del mismo modo como "cortamos" los filtros de Newton. en la formulacion discreta,
para obtener los sistemas de Newton causales, un sistema causal continuo de Hermite seria

aquel en el "cortamos" el valor del limite de integracion:

Sustituyendo la variable espacial por el tiempo en el andlisis anterior y tomando un
intervalo de integracion (-oo, t] podemos definir los sistemas causales de Hermite como

aquellos que realizan computos del tipo:
o = f o (t-t)F(t’) dt’

donde ¢ (t-t’) es una funcién de Hermite. Vemos que el sistema realiza un calculo de
tipo convolutorio en el tiempo. El paso al continuo de los Filtros de Newton Asimétricos
para generar los Sistemas Causales de Hermite nos plantea la pregunta de a qué tiende la
serie truncada de pesos del N(AA2n). El proceso diferencia de un tridngulo de Pascal

desplazado 1 lugar nos da la primera diferencia del filtro N(Am). es decir:
N(AA2n) = N(A2n,D1)

y por conmsiguiente los factores de peso del N(AAm) son la mitad izquierda del

70

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



N(Am.D1). Pasado al continuo lo anterior. la serie del Filtro Asimétrico de Newton tiende
a la mitad positiva de la primera derivada de la curva de Gauss. Parece. pues. que el un
Sistema Causal de Hermite lo que hace es calcular una primera derivada en el tiempo v

rectificar en media onda.
1.5.5.- Sistemas espacio-temporales de Hermite.

Sea ahora un sistema con un nicleo de la forma
Du(X-X") Pr(t-1')
donde ambas ¢, son funciones de Hermite, una dependiente de una variable espacial y la otra
de una temporal. Extendiendo la discusion de apartados anteriores, podemos ver un sistema

espacio-temporai de Hermite como aquel cuya funcion se describe mediante:
O(x,t)=ff¢n(x-x’)d>m(t—t’) dx’ dr’
1.5.6.- Analisis de Hermite: un nuevo enfoque del proceso retinal.

Hemos resaltado ya las similitudes entre las graficas de las diferentes funciones de
Hermite y las estructuras de los campos receptivos descritos en neurofisiologia. En la Figura
10 vemos algunas de estas estructuras naturales.

La potencialidad de las funciones de Hermite en el analisis de la funcién retinal
proviene del hecho de que son obtenidas como resultado de un conjunto de MICroprocesos
sencillos cuya complejidad es resuitado d¢1 tipo de conexion empleada: de la forma del arbol

dendritico de la célula. El soporte neuroanatdmico es clave en todo este desarroilo. La idea
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de esta conexion entre estructura dendritica y diferencias funcionaies en el campo receptivo
de diversas neuronas ya fué descrita en 1961 [39] en relacion a la retina de diversos anfibios.

En nuestro andlisis, la complejidad de los microprocesos (en el caso discreto. el
nimero de capas D) determina qué funcion de Hermite es utilizada como nucieo en cada
caso. Es esperable, pues. que un sistema basado en este tipo de microprocesadores realice
un andlisis de Hermite de la funcién de entrada. Los pardmetros calculados formarian el
conjunto de componentes de Hermite de dicha funcion.

Como conjetura, podriamos proponer que, si un sistema de proceso retinal dado es
un sistema de Hermite, éste realiza las funciones de calibre mds bajo, es decir, utiliza las
primeras funciones de Hermite como nicleo: ¢, ¢, $,, ¥ ¢5, dada las formas de campo
conocidas a través de los registros neurofisiol6gicos.

El uso del Andlisis de Hermite como herramienta matemadtica de simulacion y
explicacion de caracteristicas retinales lleva consigo ciertas consecuencias Utiles a la hora de
sugerir interpretaciones en experimentacion neurofisiolégica, como la de analizar los registros

celulares a la luz del espectro de energia de Hermite.
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)
+ +

Figura 10: Representacion esquemadtica de algunos campos
receptivos encontrados en corteza en el gato para células
simples (arriba) e hipercomplejas (abajo). Los signos + y -

denotan respuestas excitadoras e inhibidoras respectivamente.

Existe evidencia de que las respuestas son mayores hacia el
centro del campo que en la periferia.
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1.6.- Ilustraciones v aplicaciones en Proceso de Imagenes.
1.6.1.- Transformaciones Globales de Newton.

Para ilustrar la complitud de las Transformaciones discretas Globales de Newton
(vistas en el punto 3.4 de este trabajo) se tomaron, por conveniencia para el célculo, los 10
Filtros de Newton de longitud 10 y se aplicaron a un imagen generada por software de

tamafio 10x10 y 256 niveles de gris, donde el 0 codifica al negro y et 255 al blanco brillante.

Los filtros de longitud 10 fueron ordenados, segiin queda explicado en la base tedrica,

para formar la matriz A de la transformacion:

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 5 3 0 -4 -14 0O 8 5 1
1 3 0 -8 -6 6 8 0 -3 -1
1 1 -4 -4 6 6 -4 -4 \ 1
1 -1 -4 4 6 -6 -4 4 1 -1
1 -3 0 8 -6 -6 8 0 -3 1
1 -5 8 0 -14 14 0 -8 5 -1
1 -7 20 -28 14 14 28 20 -7 1
1 -9 36 -84 126 -126 84 36 9 -1
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Los coeficientes de la transformacion. en total 100, se obtuvieron como producto de
las matrices A y la matriz imagen P, C= AP.
Una vez obtenida C, se procedié a calcular la transformacion inversa. que segun

queda dicho, no es mas que el producto de A por Cy por 2°
2° AC = P.

Los_resultados los apreciamos en las Fotos 1, 2 y 3.

La Fotol es la imagen original 10x10 (en la que se ha variado el tamafio de los pixels
para facilitar la presentacién). La Foto2 es la transformada (es decir, C) reescaladé para
poder ser presentada como imagen en el rango de grises de 0 a 255. La Foto3 es la imagen
recuperada, que es idéntica a Fotol. Una resta de Fotol y Foto3 da una imagen negra, como
cabe esperar.

A pesar de ser un ejemplo bidimensional, éste ilustra la Traﬁsformacién
monodimensional de Newton, pues en realidad el grupo de filtros de longitud fija se aplican
todos ellos a cada columna de la imagen, no a la imagen total.

Una segunda ilustracion del método, con la misma matriz de transformacion es
presentada en las Fotos 4, 5 y 6. Respectivamente, la imagen original extendida. la

transformada y la recuperada.
1.6.2.- Transformaciones de tipo convolucion.

Adgquirimos una imagen de tamafio 512x512 pixels y 256 niveles de gris (la mostrada

en la Foto 7) y se efectuaron sobre ella varias convoluciones utilizando diversos nucleos de
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Hermite. Las mascaras de convolucion. de tamafio 5x5. se obtuvieron por muestreo de las
funciones continuas bidimensionales de Hermite explicadas anteriormente. Las imagenes
resultado debieron posteriormente ser reescaladas dentro de los valores limite 0 y 255 para

poder ser visualizadas.

La Foto 8 es la imagen original tras una convolucioén con el kernel ¢, es decir, un
filtro gaussiano clasico. Las Fotos 9a y 9b son el resultado de las convoluciones con los
niicleos ¢, oy ¢, respectivamente, dos buenos detectores de bordes verticales y horizontales.
Por tltimo, las Fotos 9¢ y 9d muestran dos timidos detectores de contrastes: los nucleos ¢,
y b, respectivamente. En general, aplicar convoluciones con valores altos en los subindices
de los kernels conduce a imdgenes muy poco nitidas, en las que el reescalado las difumina.

Como ejemplo, valga la Foto 9e, en la que se muestra el resultado de usar el kernel @ 3.

1.6.3.- Transformada global de Hermite.

Para ilustrar este apartado se utilizé una imagen de 256x256 pixels y 256 niveles de
gris y se calculd un grupo de coeficientes de la Transformada de Hermite. Para ello se
usaron ndcleos de Hermite de la forma ¢ (X)¢,(y) aplicados sobre la imagen y se integraron
en los limites de ella. De esta forma se obtuvieron los coeficientes C, .

De cada uno de estos cilculos se obtienen dos imagenes como ilustracion: el resultado
del producto de la imagen original por la mascara de Hermite pixel a pixel (tras un
reescalado) y una "imagen de fases" en la que se guarda el signo codificado como blanco st
es positivo y negro si es negativo.

Diversos ejemplos son los siguientes:
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La Foto 10 muestra la imagen original.

La Foto 11a es el resuitado del producto de ¢y(x)¢q(y) y la imagen original. La Foto
11b es la "imagen de fases" de la 1la. El coeticiente C,, seria la suma de todos los
resultados parciales del producto del kernel dicho con la imagen.

Idéntico comentario acompafiaria a las Fotos 12a y 12b. El coeficiente en cuestion
serfa Cg 4.

Para las Fotos 13a y b, el coeficiente calculado seria Cs ;.

Para las 14 a y b, Cqg.

Y para finalizar, las Fotos 15a y 15b son las correspondientes a Cgg.

La complinud de la Transformacion Global de Hermite implica el cilculo, en el caso
que nos ocupa, de 256x256 coeficientes. Esto conileva claros problemas de optimizacion del
tiempo de computacion. Una reconstruccién aproximada de la imagen se podria realizar en
base al computo de s6lo un subgrupo de coeficientes. En cualquier caso, para obtener una
transformacién inversa fiable necesitariamos un numero de coeficientes lo suficientemente
alto como para alargar interminablemente la computacién (no olvidemos que, por ejemplo,
el cémputo del coeficiente C,, ;5 implica calculos utilizando dos polinomios, uno de grado 10
y el otro de grado 15). Ademds, la discretizacion del kernel vy la implementacion discreta de

la integral en el programa influyen en la bondad del valor final del coeficiente. El método
seria, en principio, mds exacto conforme mayor fuese la imagen a transformar. Pero a
mayores imdgenes, si bien la fiabilidad del valor de los coeficientes aumenta. el tiempo de

calculo se dispara.
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& Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Foto 4

Foto 6

 Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Biblicleca Digital, 2004



002 "eubig BI9i0NqIE ‘EUEUED URIS) 9P SEIEG B 9P PERISIAAILN &

Foto 9a

Foto 8




#00Z '1e)GI0 £2010)191g "BUBLED LBIS) 8P SPWEL SE7 8P PERISIAILN

Foto 9c¢

Foto 9¢

Foto 9b

Foto 9d



¥O0Z '1RUBIQ B32101101G "BUBLES) URID 8P SBLURG S8 8P PRPISIBALN &

Foto 10

Foto 11b

Foto 11a



Foto 12a

Foto 12b

ksl .’lLfL.

(i Eath ] e

Foto 13a

Foto 13b

@ Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Biblicleca Digital, 2004



Foto 14a Foto 14b

‘.- T 1.-v, I T e Irr-..r!-.’ll'_‘.,lflﬂ’:: e !I_“; s
= Al

iRl e e il

Foto. 153 Foto 15b

LR

@ Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblicteca Digital, 2004



PARTE II
SOBRE LA COMPLITUD Y COOPERACION EN RETINAS BIDIMENSIONALES
Mecanismos cooperativos de particién de campos (estructura)
y funcionales (funcién) para garantizar la seguridad de una

descripcion completa.

2.1.- Transformaciones por capas.

La retina, y Ia corteza, son desde el punto de vista computacional, computadores por
capas. Lo siguiente es una posible formalizacion-resumen de un concepto, extraido de
trabajos anteriores, que ayuda a converger en el tema de esta Parte II.

Una Capa de Proceso (CP) dentro del Sistema Nervioso ha de definirse concretando
su espacio de entrada, su espacio de salida y la estructura relacional que los une. La
naturaleza de la Capa y las técnicas experimentales de registro de actividad determinan los
espacios de entrada y salida. La estructura relacional define el nivel de descripcion y la
funcion de la Capa [2].

El espacio de entradas es un espacio multidimensional de aquellas caracteristicas
independientes que se consideran relevantes dada la naturaleza de la Capa o Sistema en
estudio. Por ejemplo, en el proceso de datos visuales en retina el espacio de entrada vendria
dado por la naturaleza de los estimulos incidentes en los fotorreceptores: espacio fisico
tridimensional, tiempo y longitud de onda de los fotones incidentes, es decir, el espacio de
entrada seria pentadimensional (es de notar que en un tratamiento simplificado del Sistema,
esas cinco dimensiones pueden ser truncadas, asi, considerando imdgenes monocromaticas
bidimensionales estacionarias el resultado seria un espacio de entradas de tres dimensiones).

Si la Capa considerada no estd enfrentada directamente a un medio fisico externo (por
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ejempio, al estudiar la accion corticai) la definicion del espacio de entradas es muy dificil y
se basa casi por compieto en nuestras preconcepciones sobre la funcidén de las estructuras
conectadas a la Capa en estudio. Al estudiar, pues. el téctum de la rana, por poner un
ejemplo, hemos de conocer cudl ha sido la codificacion retinal que es transmitida por el
nervio optico.

El espacio de salidas de una Capa neuronal entendida como un procesador de
simbolos ha de tener siempre un nimero de dimensiones menor que su espacio de entradas.
La naturaleza del espacio de salidas viene determinada por el tipo de descripcién que se hace
de la Capa, es decir, del tipo de herramienta formal que se usa para la caracterizacién de la
Capa. Esta reduccion del nimero de dimensiones no implica a priori una pérdida de

informacion por la accion de la Capa de procesadores [2].

Figura I: Esquema de estructura relacional bidimensional. Los elementos

computacionales E se alimentan del espacio de entradas produciendo el de salidas.
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La union entre los espacios de entrada y salida se realiza por medio de una expresion
relacional cuya estructura depende del lenguaje de descripcion elegido. La sencillez en la
descripcion de un fendémeno es una propiedad del lenguaje usado y del fenémeno en si. Esta

expresion o estructura relacional puede presentar realimentacion si toma datos no solo del

espacio de entradas sino también del de salidas. Como vemos representado graficamente en

la Figura 1, la estructura relacional estd formada por un conjunto de elementos
computacionales (que serian las neuronas de la Capa) E1, E2... que se alimentan del espacio
de entradas y producen el espacio de salidas. En el caso de considerar la dimension tiempo,
los espacios de entrada y salida se convierten en volimenes de entrada y salida, como es fécil
de ver en la Figura 2. De ambas figuras es fcil deducir qué se entiende por Campo

Receptivo.

Tl

Figura 2: Esquema funcional tridimensional del proceso neuronai por capas.
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Se define una Transformacién realizada por una Capa de Proceso ai especificar un
espacio de entradas. un espacio de salidas y una estructura relacional entre ambos.
Dependiendo de la eleccion de un lenguaje integral o algoritmico en la definicidén de la
estructura relacional tendremos Transformaciones lineales o no lineaies. De la misma forma.
atendiendo al conjunto de datos del espacio de entradas que intervienen en el cilculo de un
elemento del espacio de salida tendremos tres tipos mds de Transformaciones: puntuales.
locales y globales, cuyas estructuras estan gréfiéamente representadas en la Figura 3. Los
filtros y transformaciones que puedan implementarse mediante convoluciones estdn incluidas
en las transformaciones locales. Transformaciones como las de Fourier y Hadamard o las de
Newton y Hermite introducidas en la primera parte de este trabajo caen dentro de las

globales.
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Salida

Salida

Figura 3: Esquema de los tres tipos de Transformaciones atendiendo
a la estructura del espacio de entradas: de arriba a bajo, transformaciones

puntuales, locaies y globales.
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2.2.- Convergencia y divergencia. Compiitud de Transformaciones.

Una de las mds importantes caracteristicas de los Sistemas Nerviosos, y en general
de los sistemas de procesamiento de informacién en paralelo. es el enorme grado de
convergencia y divergencia de sefiales y caminos que pueden encontrarse {40]. Por
convergencia se entiende la confluencia de un cierto nimero de entradas o lineas en un
procesador (célula) determinado. Asi, el campo receptivo de una célula es su "campo de
convergencia". Por divergencia entendemos la "expansién” de informacion desde una célula
(procesador) dada a un conjunto de otras en la capa subsiguiente. Un ejemplo cldsico lo
encontramos en retina, donde un fotorreceptor envia su sefial a un conjunto de células
bipolares. Otro ejemplo claro, esta vez en una estructura artificial. los vimos en las F-Nets

o Redes de Newton de la Parte I.

El rol funcional de la convergencia, divergencia y del solapamiento de campos
receptivos ha sido extensamente discutido , desarrollindose modelos en los que convergencia

y divergencia jugaban un papel fundamental en la localizacion de estimulos y en la fiabilidad

de la transmision de informacién entre capas de proceso.

Otro ;:oncepto basico en proceso de imdgenes y en vision es el de Descripcion o
Transtformacion completa [17]. Una descripcion se admite que es completa en su entorno
visual. sl contiene todos los datos y propiedades de los datos necesarios para cubrir unos
objetivos. Desde el punto de vista analitico, la descripcién completa requiere la conservacion
del nimero de grados de libertad o del mimero de propiedades independientes del entorno

visual. Diversos autores [41,42] han analizado 1a relacion entre complitud, campos receptivos
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y descriptores (0 funciones) computados por los procesadores. Asi, es un clasico resultado
el que para una retina de N grados de libertad en la que se definen B campos receptivos
independientes en el sentido de que el solape de dos de ellos no sea absoluto. se necesitan
en media A=N/B descriptores o funcionales linealmente independientes para asegurar la
complitud de la descripcién sobre la imagen. Los autores citados llevaron a cabo el analisis
de la complitud a nivel analitico en una sola dimension, hablando de "descriptores en media"
y no de nimero absoluto de descriptores. A continuacion se realizard una extension de dicho
trabajo a dos dimensiones y se analizara la incidencia de estas ideas en la fiabilidad funcional

de grupos de procesadores (neuronas).
2.3.- Extensiéon de retinas y complitud.

En este anilisis tedrico se considerara una retina bidimensional de NxN receptores
(o pixels) que contiene A campos receptivos de dimension mxm que presentan cierto grado
de solape homogéneo que se especificara en cada caso. Estos campos ‘receptivos en ningun
caso cubrirdn mds drea que la definida por los bordes de la retina, no pudiendo'. pues,
producirse desbordamiento de los campos. Otro requisito es que sean linealmente
independientes, es decir, que dos de ellos no cubran exactamente la misma area. Cada campo
receptivo es el campo de datos sobre el cual una célula (procesador) realizard cierta
operacién/es que llamaremos descriptor/es. Estos descriptores pueden ser, por ejemplo,
operaciones centro-periferia, operaciones de deteccion de bordes o un calculo de la media
de la intensidad luminosa sobre el campo. Si una célula lleva a cabo mds de un cémputo.
éstos han de ser linealmente independientes. Nuestro objetivo es que las A cclulas

computantes deriven una descripcion completa a bajo nivel de la imagen que cae en la retina,
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es decir. que toda la informacién contenida en los NxN receptores se pueda. si fuese

necesario, recuperar en un estado siguiente de proceso.

Lema 1: En las condiciones descritas, se necesita un nimero maximo de descriptores

linealmente independientes que cada célula ha de computar. Dicho numero viene dado por:

Lm = int(NxN/A) + 1 {1}

donde int significa "parte entera de".

Demostracién: Si Lm fuese menor que lo expresado en {1}, la descripcion nunca

podria ser completa pues el sistema de ecuaciones resultante tendria mds variables que

ecuaciones.®

Lema 2: Si todas las A células computasen Lm descriptores independientes, se

generaria informacion redundante.

Demostracion:Es facil ver que si nuestros grados de libertad (o variables) son N xN,
dado que A células computan Lm descriptores, obtendriamos tantas ecuaciones como queda

expresado a continuacién, haciendo uso de {1}:

A Lm = A (int(NxN/A)+1) > NxN

Al ser A Lm>NxN, existe informacién redundante, pues tenemos mas ecuaciones
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que variables. ™

Teorema 1: Existe un numero minimo de células. n. que ha de computar Lm

descriptores, computando las restantes Lm-1, para garantizar la complitud de la descripcion.

Demostracion: Sean n las células que han de computar Lm descriptores linealmente
independientes. Asi, A-n habrian de computar Lm-1 descriptores segun las condiciones del

teorema. Para garantizar la complitud a nivel analitico se ha de verificar la relacion:

nLm + (Lm-1) (A-n) = NxN

de donde se puede extraer que:

n=NxN-@Lm1)A {2} .=

Esta expresion nos da el minimo nimero, n, de células. Estas n células se pueden

elegir libremente dentro de la capa.

Teorema 2: Sea b un nimero mayor que el nimero n del teorema anterior. Si se
eligen b células que computen Lm descriptores, siempre se podrd disefiar una retina cuyas

células computen menos de Lm-1 descriptores.

Demostracion: Como es facil de ver, la restriccién general que afecta al sistema en

estudio es del tipo:
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n, Lm + n, (Lm-1) + ny (Lm-2) +...+n; (Lm-i+1)=NxN

con:

1
Z n,=A

j=1

de forma que se puede elegir un vector de nimeros enteros (n,....n,) que lo cumpla
haciendo n,=b>n. Asi, extraigo un subconjunto de neuronas que generan m4s ecuaciones
de las necesarias, con lo que puedo definir otro subconjunto de cardinal n, que genere menos
de las que les corresponderian. Aplicando este mismo procedimiento a m,, podria calcular un

nimero n, de células que calculasen ain menos descriptores, y asi sucesivamente hasta n;.

Ejemplo 1: Sea una retina de 50x50 receptores cubierta con campos receptivos de tamano
2x2 con solape méximo (ver Figura 4.a). La retina contendrd, pues, 2401 campos receptivos
y dado que NxN=2500, el numero de descriptores linealmente independientes sera
Lm=int(2500/2401)+ 1 =2. Necesitaremos. pues. dos descriptores (por ejemplo, la media
y un cdlculo centro-periferia). No todas las células han de efectuar ambas operaciones. De
hecho. s6lo n=2500-2401=99 han de trabajar mas, el resto, que incluye a la gran mayoria

de células, calculan un solo descriptor.

Ejemplo 2: La misma retina, esta vez cubierta con un mosaico de campos receptivos 3x3 con
solape maximo (ver Figura 4.b). En este caso, A=2304 c€lulas (0 campos), Lm=2y n=196
células. Hemos incrementado el tamafio de los campos, obteniendo una disminucién en el
niimero total de células pero un incremento en el mimero de células que han de calcular dos
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descriptores.

Ejemplo 3: En la siguiente Tabla podemos ver los resultados para una retina 50x50 cubierta

con campos de 4x4 y dos tipos de solapamiento (Figuras 4.c y d). La primera columna

incluye maximo solapamiento, la segunda un solape del 50% con los campos vecinos:

1
NxN 2500
A 2209
Lm 2
n 291

2500

576

196

Decrementar el grado de solape implica dos cambios dramaticos en el diseno:

necesitamos muchas menos células (procesadores), de hecho 576 en lugar de 2209, pero se

han de computar mds descriptores por célula, lo que aumenta la complejidad del proceso.

Como uno puede esperar, existen menos células que computen todos los descriptores en la

columna 2, pero el resto habria de calcular 4 en lugar de 1. Veamos un ultimo ejemplo:

Ejemplo 4: La misma retina de 50x50 con campos receptivos de 5x3 y diverso solapamiento,

segin vemos en la Figura 4.e. La primera columna incluye méximo solape y la ultima
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ausencia total de solapamiento.

NxN 2500
A 2116
Lm 2

n 384

Se puede hacer el mismo tipo de andlisis de estos resultados que en el ejempio
anterior, incluyendo que en la columna 3 los datos deben leerse como sigue: el hecho de no
haber solapamiento implica que O células computen 26 descriptores. lo que implica que todas
(las 100) han de computar 26-1=25 funciones linealmente independientes. Esto es

obviamente esperable pues 100x25=2500.

Ejemplo 5: Este ejemplo ilustra el teorema 2. Sea la retina de 50x50 cubierta con campos
4x4 con solapamiento del 50% con respecto a los vecinos, vista en {a columna 2 del Ejemplo
3. Teniamos que Lm=35 y n=196. Tomando un b=200, segiin el Teorema 2. podemos tener
células que en vez de computar 4 descriptores, calculen sélo 3. En efecto, de esas 200

células obtenemos 200x5 = 1000 descriptores. Si q células calculan 4 y p células calculan 3,

es facil derivar del teorema 2:

p +q=576-200 = 376

3p + 4q = 1500

de donde p=4 y q=372.

2500

256

10

196
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2 50 3 50
Figura 4.a: Una retina cubierta con Campos inura 4.b: La mésma retina de 4.a con campos
Receptivos de pequerio tamario con maximo g0 mayores. 1 efect.o de este aumento del
solapamiento. tamario se explica en el texto.
1
re—————"
4 4
————— .
4 2

Figuras 4.c y 4.d: Sobre ia misma retina se sinian mosaicos de Campos Receptivos iguales
con dos tipos distintos de solapamiento: se computan mds descriptores por procesador

si bien disminuye el nimero de procesadores necesario para mantener la complitud.

g i

5 5
Figura 4.e: Ausencia total de solapamiento en una retina de 50x50 con

Campos Receptivos de 5x5 elementos.
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Un tratamiento mas generai puede incluir la consideracion de retinas mixtas. Por
retinas mixtas entendemos aquellas que presentan campos receptivos de dos 0 mas tamarnos
diferentes. es decir. existen dos mosaicos superpuestos de campos receptivos, sobre cada uno

de los cuales se lleva a cabo el andlisis anterior. Un ejemplo puede clarificar esta idea:

Ejempio de retina mixta: Sea otra vez nuestra retina de 50x50 pixels o receptores. cubierta
ahora por dos mosaicos superpuestos, uno de campos de tamano 4x4 con solape maximo y
el otro compuesto por campos 5x5 solapados segun se ve en la Figura 5. Es facil comprobar
que el mimero total de campos receptivos es A=2465=2209 +256. Asi, Lm=2 y n=35.
Este nuevo disefio. si bien requiere mas células que cada mosaico por separado. ahorra en
descriptores y en el nimero de células que deben calcular Lm. En efecto, el mosaico de
campos 5x5 exclusivamente, requeriria 256 campos y 196 celulas calculando 10 descriptores.
El de 4x4 requeriria 2209 campos con 291 células calculando 2 descriptores. La combinacion
de ambos nos permite que sélo 35 de las células calculen 2 descriptores y el resto, 2430,

computen sélo 1. Necesitamos mds procesadores pero menos complejidad en su funcion.

Se debe notar que en las retinas mixtas, cuando un campo receptivo grande engloba
a varios pequefios, el descriptor/es que éste calcula deben no ser combinacion lineal de el/los
calculados por los pequefios, pues se generarian inconsistencias que destruirian la complitud

de la descripcion.
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2.4.- Implicaciones en Teoria Retinal.

Practicamente desde los primeros experimentos neurofisioldgicos. se ha llevado a cabo
una clasificacién celular de neuronas retinales atendiendo a aspectos morfo-funcionales de
las mismas. Asi, desde siempre. se conocen las céiulas X, las células Y, y las c€lulas W
(diferentes ganglionares en la retina de los gatos), sus diferentes tipos de respuesta. el tamaio
de sus campos receptivos. Para retinas mas simples, como la de la rana, se han unido todas
estas caracteristicas, junto con la velocidad de conduccién axonal y el grado de complejidad
funcional, para recrear modelos mds complejos que unen el mundo visual del animal con el
significado de la sefial que se transmite a través del nervio éptico. algo de lo que en otros

animales aun se estd lejos de explicar.

En el desarrollo tedrico anterior, en el que se parte de la necesidad de preservar los
grados de libertad del sistema, requisito realmente restrictivo desde el punto de vista de los
sistemas naturales. queda, sin embargo, clara la unién que subyace entre tamafio del campo
receptivo, complejidad de funcionamiento del procesador (o de la célula), nimero de
procesadores y solapamiento de campos receptivos (en otras palabras, grado de convergencia
y divergencia de la informacion). Se podria decir que cuantas menos células tengamos, mayor
complejidad necesitaremos en nuestro proceso para garantizar el mantenimiento de los grados
de libertad iniciales del sistema. En las células que computan mas de un descriptor es
esperable un aumento de la dificultad a la hora de descifrar su accion, dado que su respuesta
puede transmitir varios mensajes: un significado muitiple resultado de multiples descriptores.
Aumentando el nimero de células disminuimos el de descriptores y hacemos mas facil la

funcidn a costa de aumentar la cantidad de procesadores.
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Por otro lado, si algunos de los procesadores (o células) se pierden (se producen
escotomas en el sistema), variard tanto el ndmero de campos receptivos como el de lineas
de entrada (se pueden producir puntos ciegos). Esto impiica que para mantener la costosa
restriccién de complitud a bajo nivel algunos procesadores habrdn de retomar el trabajo de
los averiados: crecerd el nimero maximo de descriptores necesario y el nimero minimo de
células que computen dichos descriptores. Esta cierta tolerancia a fallos, que en sistemas
naturales esta descrita, por razones de disefio experimental, a un nivel de funcionamiento mas
elevado que el tratado aqui, tiene un limite en el hecho de que cuando el escotoma es grande
(las células perdidas son muchas) los descriptores a calcular son tantos que ningun procesador
sea capaz de computarlos. Este limite es, en realidad, fundamentalmente practico. En el peor
de los casos, en donde una sola célula quedase funcionando, el nimero de descriptores

coincidiria con el tamario (grados de libertad) de su campo receptivo.

2.4.1.- Un esquema cooperativo que garantiza complitud frente a fallos.

En este dltimo caso, no es muy dificil ver como se apunta hacia un sistema de
cooperacion entre procesadores para mantener el funcionamiento requerido del sistema ‘total.
Cada procesador, aparte de realizar su pfopio trabajo, tendria parte de la informacidn sobre
el trabajo de los procesadores vecinos (tipo de funcionales que éstan computan) y lineas de
entrada que sefialasen el buen o mal funcionamiento de dichos vecinos. En caso de
malfuncionamiento o destruccién, los procesadores (células) vecinos verfan alterado su
cémputo para hacer frente a la posible pérdida de grados de libertad. Esto se esquematiza en
la Figura 5, junto con un posible algoritmo de funcionamiento de esta red cooperante

hipotética.
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Figura 5: Una red cooperativa que mantiene la complitud frente a fallos.

Los niimeros representan los descriptores calculados antes y después (entre paréntesis) de fallar la N..

2.5.- Computacion distribuida y complitud.

El constructo cooperativo que se ha esbozado en el apartado anterior se puede

formalizar para procesadores sin mucha complicacidn, estableciendo las siguientes:

Definicién 1: Llamaremos unidad computacional de tipo cooperativo a aquel procesador cuya

funcidon depende de la actividad de otro procesador.

94

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Definicion 2: Una capa de computacion distribuida es un conjunto de unidades

computacionales de tipo cooperativo.

Teorema 3: Dado un Campo de Datos de dimensiéon NxN, existe una capa de computacion
distribuida que, tomando datos de dicho campo con mdximo solapamiento. garantiza la

complitud frente a fallos de los procesadores.

Demostracién: La demostracion de este Teorema es de tipo constructivo: a partir del Campo
de Datos de dimensiéon NxN, construiremos una capa de unidades computacionales
cooperativas que garantice el mantenimiento de la informacién frente a desconexiones (fallos)
de algunas de dichas unidades.

Por los teoremas anteriores sabemos que en una retina bidimensional de NxN grados

de libertad dividida en A campos receptivos con solape tenemos:

n = NxN - (Lm-1) A

procesadores libremente elegidos que computan Lm descriptores, y todos los demas
computan Lm-1. Supongamos procesadores cooperativos interconectados entre st y cuya
estructura funcional es de tipo algoritmico:
repetir
computar B
hasta error neurona vecina
computar B

computar B’
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donde car(B) =2 es el cardinal del conjunto de descriptores B v 1o mismo para 5. Si
el procesador B; falla y car(B)=g;, y envia la senal de error a los vecinos que estén
conectados con él, la condicién de complitud en el nimero total de descriptores se seguird

cumpliendo siempre que elijamos cardinales que cumplan la condicion:

I

X =8 {1}
donde la suma estd extendida a los procesadores vecinos del que malfunciona. La

eleccion de los valores de 8, y 8, es arbitraria siempre que se cumpla {1}.®

El hecho de que los campos receptivos presenten el maximo solapamiento garantiza
la complitud. En casos en los que los campos receptivos no estén suficientemente solapados
se pueden producir "puntos ciegos” en el Campo de Datos, como lo muestra el diagrama de

la Figura 6.

Por iltimo. cabe decir que complicando la estructura algoritmica del procesador se

puede hacer frente a la eventualidad de que mas de un procesador de la red falle.
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Figura 6: Sin suficiente solapamiento pueden producirse escotomas. En caso

de fallo de la N, toda la informacién en la zona sombreada se perderia.
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PARTE III

ESTRUCTURA Y FUNCION DESDE LA NEUROFISIOLOGIA

El disefio natural de la maquinaria visual.

3.1.-Introduccién. Morfologia de los bastones retinales.

Como qued6 apuntado anteriormente, el principal método de descifrar funciones
asociadas con estructuras neuronales ha sido, tradicionaimente, el registro eléctrico de su
actividad, intentar determinar qué mensajes envian las neuronas y cémo los codifican. A
partir de los fotorreceptores, el grado de complejidad semantica tanto del espacio de entrada
como del espacio de salidas se incrementa. La funcién se vuelve difusa para el observador.
Este capitulo desarrollard una metodologia alternativa de estudio de la funcién a partir de la
estructura conocida. basada en un criterio de 6ptimo. Se mostrara asimismo su utilidad para
la clasificacion de células retinales en diversas especies vertebradas. La aplicacion estricta
del criterio de dptimo es sélo posible en estructuras neuronales de bajo contenido semantico,
lo que en la Curva de Representacion Simboélica de Complejidad Semantica de Mira y
Moreno-Diaz corresponderia al extremo izquierdo: si en un eje representamos la hipotética
complejidad semdntica en distintos subsistemas del Sistema Nervioso frente a su situacion

mas o menos central nos resulta la Curva que se muestra en la Figura O.
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Zonas
centrales

Sensores

Efectores

Figura 0: Representacion simbélica de la complejidad

semdntica de diversas estructuras mds o menos centrales

en Sistemas Nerviosos.

Un viejo axioma dice que, en la Naturaleza. la estructura estd unida perfectamente
a la funcién. En el caso del mosaico retinal de fotorreceptores (conos y bastones) esta idea
estimulé la investigacion referente al didmetro de fotorreceptores y su refacién con los limites
dpticos de difraccion, agudeza visual, resolucion de patrones en rejilla y aliasing [43]. Son
éstas propiedades debidas al arreglo estructural del mosaico de receptores en la superficie
sensible de la retina.
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En las Figuras 1 y 2 podemos ver un esquema representando a un baston retinal tal
y como son conocidos desde Ramoén y Cajal [44]. Son células alargadas que presentan dos
zonas o Segmentos: el interno y el externo. En el Segmento Interno estd encerrados los
organulos celulares, nutrientes y la maquinaria vital de la célula. En el Segmento Externo
se encuentra cierto nimero de discos en los cuales se insertan moiéculas de rodopsina. el
pigmento fotosensible encargado de "capturar” los fotones. La luz. en su camino, atraviesa
longitudinalmente la célula, es decir, todos los discos con rodopsina. La transduccion de la
sefial luminosa implica una cascada de eventos bioquimicos que resulta en un cambio de la
conductividad eléctrica de la membrana celular, provocando una seiial eléctrica. La intensidad
y duracién de dicha sefial depende de la intensidad de la luz incidente y de su longitud de
onda. En la Figura 3 [45] podemos ver diversas respuestas de un baston a flashes de luz de
diferente intensidad (3a). Los bastones son células particularmente sensibles, pues son
capaces de detectar incluso la débil sefial producida por un sélo fotén aislado (3b). Es esta

caracteristica de sensibilidad limite la que nos va a dar la base para explicar su estructura.

La probabilidad de que un fotén sea absorbido al atravesar un medio fisico viene

expresada por la Ley de Beer-Lambert:

P,=1-exp(-as) {1}

siendo Pa la probabilidad de absorcién, "a" la densidad 6ptica del medio por micra
y s el espesor del medio que el foton ha de atravesar (en nuestro caso, s va a ser la longitud
de Segmento Externo). Obviamente, cuanto mds largo sea el Segmento Externo, mayor serd

la probabilidad de absorber un fotén. Pero existen otras consideraciones a tener en cuenta.
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Teteccene @ oo,

Figura 1: Células visuales del hombre (un baston a ia derecha y un cono a la izquierda y
dos bastones largos) segin aparecen en las obras de Ramon y Cajal.

ST
Y/

No-K PUMP

————— [ To—
-’
-/

—————_

Segmento interno

Segmento externo

Figura 2: Estructura de un bastén retinal. Se ve claramente la divisién entre el
segmento externo (donde tiene lugar la transduccién de la luz) y el interno.
donde se encuentra la maquxnana vital de la célula. La flecha sefala la dire-
ccién en la que viaja la luz.
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Figura 3a: Respuestas de baston a flashes de tuz de creciente intensidad

(denotada por lo mimeros sobre cada curva).
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Absorcion del fotdn.

WWW

Figura 3b: Registro de la respuesta de un bastdn ante la absorcién
de un fotén aisiado.
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3.2.-Fuentes de ruido.

La transduccién de la sefial luminosa se lleva a cabo en un ambiente ruidoso. Dicho
ruido puede ser separado en tres componentes: la producida por la maquinaria de bioquimica
de la célula; otra, de la isomerizacidn espontdnea de las molécuias de rodopsina y la tercera
de fluctuaciones en los estados de los canales i6nicos en la membrana celular {46]. Esta

ltima es despreciable en comparacién con las dos primeras.

La magquinaria vital de la célula da lugar a una componente continua en la corriente
que atraviesa a la célula en la oscuridad. Esta componente tiene un valor medio muy cercano
a cero y una desviacion stantard diferente de cero. Este ruido, que nosotros representaremos
por la letra N (medido en picoamperios y referido a una longitud L de Segmento Externo),
representa un ruido de fondo que ha de ser sobrepasado por una sefial para poder ser fiable.

Asi, para una longitud s de S.E., el ruido continuo seria:

Ns/L {2}

Por otro lado, la rodopsina, con ser una molécula bastante estable. no lo es
absolutamente. Variaciones en las condiciones de presidn y temperatura hacen que.
espontdneamente, se isomerice, es decir, se comporte como si hubiese absorbido un foton,
disparando todo el proceso de transduccién y provocando una sefial en la célula, una senal

que, obviamente, es una falsa alarma. Este comportamiento es indistinguible del producido
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por la absorciéon real de un foton. Experimentos cuidadosos en los que se midid el
comportamiento de los bastones en la oscuridad [47] han establecido la duracion de estas
sefiales (por otro lado idénticas a las producidas por fotones aislados) y la frecuencia de
aparicion. Llamaremos D a dicha duracion en segundos, y T al periodo de isomerizaciones
espontdneas también en segundos. ambos referidos a una longitud de Segmento Externo L
(en otras palabras, D segundos de cada T estan ocupados por una falsa alarma). La amplitud
de la sefial serd A, en picoamperios, coincidiendo su valor con el de la sefal producida por
la absorcién de un fotén aislado. De aqui, la probabilidad de que, dada una respuesta, ésta

no sea debida a una isomerizacién espontdnea vendrd dada por:

(1-Ds/TL) {3}

para una longitud genérica s de Segmento Externo.

De todo lo expuesto, podemos deducir que existen dos requisitos para poder disenar
una célula que funcione bien. Por un lado, cuanto mas largo es el S.E., la Ley de Beer-
Lambert nos asegura que la probabilidad de absorber fotones aumenta y €sto s deseable en
un sistema que ha de transmitir lo m4s fielmente posible el patrén luminoso que incide sobre
él. Pero, al aumentar la longitud. aumenta también el contenido de rodopsina y la magquinaria

bioquimica de soporte celular y la maquinaria de transduccion, lo que implica el aumento
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de las dos componentes de ruido ya explicadas. Hemos. pues. de llegar a un COmPpromiso
entre la absorcién de fotones vy el control del ruido para que las respuestas celulares sean
fiables. En las figuras 4a y 4b se presentan graficas de la dependencia de las diferentes

fuentes de ruido con la longitud del segmento externo (datos del sapo tropical Bufo marinus).

3.3.- Criterio de 6ptimo.

Definamos la Sefial de Respuesta Util, funcién R. como sigue:

R=g(1-exp(-as))(1-Ds/TL)A- Ns/L {4}

donde s, longitud del S.E. se considera la variable, el primer paréntesis a la derecha es la
expresion {1}, el segundo excluye la posibilidad de falsas alarmas dada una respuesta,
estando ambos multiplicados por A, la amplitud de la sefial producida por un solo fotén. La
letra g representa la eficiencia de isomerizacion, la probabilidad de que la rodopsina se
isomerice al ser "golpeada" por un fotén incidente. De este primer término sustraemos {2},
el nivel de ruido continuo que ha de ser sobrepasado por una sefial fiable. La longitud de

S.E.. s, es optimizada al maximizar la expresion de R, es decir:

dR/ds = 0 {5}
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De ahi. despejando s obtenemos las longitudes optimas teoricas de S.E. Cuanto mas
se acerquen al valor real, que viene dado por L, mayor serd la bondad del criterio. En la
figura 4c se observa la grafica de la funcién R como dependiente de s, longitud de segmento
externo tomando datos del Bufo marinus. Los valores de todos los parametros que aparecen
en la expresion de R son experimentales, y han sido establecidos tanto por experimentos
propios como tomados de la literaura del drea. En la siguiente seccion se puede encontrar una

lista detallada de las fuentes.

En la construccién de la ecuacion {4} hemos tenido en cuenta solamente el
comportamiento de los bastones a fotones aislados. Para absorcion de multiples fotones se

puede extender el analisis como sigue:

La probabilidad de absorcién es independiente del nimero de fotones incidentes, con
lo que la Ley de Beer-Lambert no varia su expresion en {4}. Asimismo, podemos considerar
que la probabilidad de que dos moléculas de rodopsina se isomericen espontineamente a la
vez es despreciable y también se puede asumir que es independiente del nimero de fotones
incidentes al menos a bajas intensidades. También permanece. pues. sin cambios. El ruido
continuo N es asimismo independiente de la intensidad luminosa cuando el nimero de fotones
es pequefio. No asi el valor de la amplitud de la respuesta, A. Empiricamente. A para

fotones puede ser estimada de la siguiente expresion [48a]

A =AuL/ TG+ Ly {6}
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donde A, es la amplitud maxima de respuesta para j fotones absorbidos. Ay es la
amplitud de saturacion, I; es la intensidad del flash e I,, la intensidad del flash que produce
una repuesta de amplitud A,,/2. Este tipo de ecuaciones han sido usadas largamente para
describir resultados experimentales. En la prictica, siI viene dada en fotones/baston, I, es
aproximadamente 20 para casi todas las especies bajo experimentacion. Asi, tomando ese
valor en {6}, substituyendo I; por j y haciendo j=1 obtenemos que Ay=21 A, y la expresion

para A, resulta:

AJA, =21/ 20+) {7}

Cuando el flujo de fotones no es muy alto, estamos cerca del régimen de trabajo
lineal. De esta forma, para la absorcién de j fotones, la expresion {4} ha de ser variada

substituyendo A por A;. La optimizacion sigue invariante.

3.4.- Aplicacién del criterio a diversas especies.

Los resultados de aplicar el criterio de optimizacién explicado a diversas especies
animales estin mostrados en la Tabla 1. Aqui hemos supuesto un valor de g=1y la
absorcién de fotones aislados. Los valores de los distintos parametros experimentales
provienen de:

a) Ambystoma tigrinum (salamandra tigre), Necturus maculosus y Macaca fascicularis
(macaco). Literatura especializada [48b, 49, 50, 51, 52, 53].
b) Rana pipiens (rana leopardo) y Bufo marinus (sapo tropical). Literamura [54, 551y

experimentacion propia.
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¢)Raja erinicea (manta raya). Literatura [56] y comunicacion personal con G. Matthews de

SUNY/Stony Brook.

d)Oryctolagus cuniculus (conejo). Literatura [57].

TABLA 1: Valores de los diferentes parametros usados en el Criterio de Optimo y longitudes

tedricas optimas para diversas especies.

L(u)
d(u)
a(p)”
D(s)
T(s)
A(pA)
N(pA)

Sopi( 1)

A.T.
(adulto)
31.100
9.800
0.0177
2.000
33.200
0.500
0.223

16.650

A.T.
(larva)
26.200
11.900
0.012
2.000
29.11
0.500
0.249

0.00

Nect.

28.000

9.700

0.0128

2.000

36.550

0.500

0.210

3.850
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Raja

28.700
3.400
0.016
1.500

325.50

0.075

97.700
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TABLA 1:Continuacion.

L(w)
()
a(p)"
D(s)
T(s)
A(pA)
N(pA)

sopt(l‘l‘)

L{u)
d(w)
a(p)
D(s)
- T(s)
A(A)
N(pA)

Sopd )

Bufo
(Rojos)
60.000
6.000
0.016
6.000
50.000
0.98
0.190

65.200

Macaco (a)

25.000

2.000
0.0127

0.500
166.000
0.700
0.173

29.700

Bufo Rana
(Verdes)

33.000 58.000
9.300 6.900
0.014 0.016
6.000 3.000
38.000 39.110
0.98 0.8
0.219 0.214

30.500 59.850

Macaco(b)
25.000
2.000
0.012
0.500

166.000
0.700
0.173

27.750
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Oryctol.

20.000
1.750
0.013
0.400
271.000
0.6
0.136

21.500
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En la Tabla 1:

A.T.: Ambystoma tigrinum. Adulto: fase terrestre. Larva: fase acuatica.
Nect: Necturus maculosus.

Bufo: Bufo marinus. Rojos: bastones rojos. Verdes: bastones verdes.

Raja: Raja erinicea.

Rana: Rana pipiens con concentracion de rodopsina igual a la de la salamandra.
Macaco (a): valor de "a" tomado de Baylor et al 1984.

Macaco (b): valor de a para el ser humano tomado de Alpeny Pugh, 1974 [52].

Vemos que para varias de las especies testeadas, el criterio da una muy buena
aproximacion al valor real de la longitud de los bastones. Esto ocurre en aquellas especies
con retinas duplex (que presentan tanto conos como bastones) en las que la vision escotdpica
domina en el rango de unas pocas isomerizaciones por célula. Asi el mono (Macaca), ranas
(R. pipiens), sapos (Bufo marinus) y conejo (Oryctolagus cuniculus). Por otra parte. en
aquellas especies que usan los bastones no solo en condiciones escotdpicas sino en niveles
de intensidad luminosa més altos (niveles que en otras especies estin comprendidos en el
rango de funcionamiento de los conos) el criterio no es de utilidad. Este es el caso de la
retina de la manta raya (Raja erinicea) que sélo presenta bastones. Para intensidades
luminosas altas las falsas alarmas y el nivel de ruido eléctrico continuo son insignificantes

comparados con la respuesta de la célula. En medios féticos de condiciones ruidosas. por

otro lado, es mas importante reforzar la respuesta no a la absorcién de un solo fotén sino a

la deteccion de dos o mads. Este es el caso de la salamandra y el "mudpuppy” (Necturus

maculosus). Para estas dos especies, el criterio es mds acertado si en vez de aplicarlo para

110

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



fotones aislados. se realiza la extension para dos o mds fotones. Asi. para la salamandra. al
aplicar dicha variacién. obtenemos una longitud Optima de baston de aprox. 40 micras, lo

cual esta mucho mds cercano a la realidad que el valor dado en la Tabla 1.

Este criterio puede servir como método para la clasificacion de diferentes bastones
en diferentes especies e incluso dentro de una misma retina, donde las dimensiones de las

células y sus pardmetros operativos pueden variar.

3.5.- Otros factores que influyen en la dimension de los bastones.

Hasta ahora hemos utilizado, en nuestro analisis del disefio de los bastones, solo dos
ideas basicas: el control del ruido y la absorcidn de luz. Es posible que existan otro tipo de
factores, que pueden ser de muy diversa indole, influyendo en aspectos del disefio. Muchos
de estos factores son dificiles de cuantificar, asi el nivel de ruido fético (no eléctrico) del
medio en el que vive la especie. Otros, como el papel que la edad ejerce en los discos con
rodopsina. que emigran con el tiempo de la base del Segmento externo al final de la célula
a la vez que ocurren cambios de composicién de la membrana que pueden ser un factor
importante en la sensibilidad del fotopigmento, estdn ain bajo estudio [58]. Otros aun. no
presentan una influencia muy marcada si bien se sabe que influyen, es el caso de la existencia
de un gradiente longitudinal de concentracion de sodio en el Segmento Externo, creciendo
de 1a base a la punta de forma que en el extremo la concentracion es cercana a la interior de

la célula, convirtiendo esa zona del bastén en practicamente indtil a efectos de transduccion.
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A priori, se puede pensar en otros criterios distintos del expresado en las ecuaciones
{4} y {5}. El hecho de que el criterio utilizado de como resultado valores muy cercanos a

los reales le confiere validez biologica.
3.6.- Efecto de la variacién de parametros en la respuesta a fotones aislados.

Para terminar y completar el estudio de la optimizacién de la estructura de estas
células, veamos como afecta la variacion del valor de los diferentes pardmetros en el calculo
de s,,. El papel funcional de los fotorreceptores, asi como sus dimensiones, son diferentes
en diferentes zonas de la misma retina, por lo cual es interesante ver como la variacion de
los parametros de trabajo afecta a la longitud optima teérica. Este estudio se ha llevado a
cabo en funcion de la variacién de los cocientes A/N, que podriamos interpretar como un

control del ruido (relacién sefial/ruido), y D/T.

Los resultados pueden verse en las Graficas 1 a 7 (dispuestas al final del capitulo),
donde en tres dimensiones se ve la variacion del 6ptimo. Es claro que s, crece. en las
especies representadas, con el cociente sefial/ruido y con la disminucion de D/T. Para poder
interpretar correctamente estas variaciones seria deseable contar con resultados de
investigaciones directas sobre células en las zonas parafoveales y de la retina periférica,
donde las condiciones de trabajo de los fotorreceptores son diferentes de las de zonas mas
centrales. Asi, se sabe que en el hombre y la mayoria de los vertebrados, la longitud de estas
células disminuye con la lejania de las zonas foveales. En nuestro modelo, esto significaria.
para un valor de D/T dado, la disminucién del cociente sefial/ruido, implicando una

disminucién en la fiabilidad de la deteccién, fiabilidad que podria ser restaurada jugando con
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una disminucién del cociente D/T, relacidon entre la duracién de las falsas alarmas y su

frecuencia de aparicion.
3.7.- Conclusiones.

Si bien las células visuales de las retinas de casi todos los animales mantienen una
estructura morfoldgica muy parecida, existen diferencias obvias en cuanto al tamario. longitud
y didmetro de las mismas. El criterio expuesto en este capitulo relaciona la estructura con
la funcién de estas células y los requisitos ecoldgicos del ser vivo. Los casos vistos en os
que el criterio no se aplica son tan interesantes como aquellos para los que funciona. En la
manta raya tenemos que s>L lo que sugiere que las células en esta especie no estan
disefiadas para alcanzar la sensibilidad extrema de otras. Esto es ficil de comprender a la luz
del hecho de que estos animales no presentan conos en sus retinas, y los bastones han de
funcionar en todo el rango fisiolégico de intensidades luminosas. En la salamandra, tenemos
que s<L y ésto unido al mayor didmetro de las células sugiere un énfasis en la capacidad
de captura de fotones, tal y como puede ser esperado de especies que viven en un ambiente
ruidoso fdticamente. Asi, el criterio aqui presentado puede servir como método de
clasificacion de diversos bastones en especies animales diferentes e incluso dentro de una

misma retina, donde tanto las dimensiones como los pardmetros de operacién pueden variar.

A lo largo de la Historia Evolutiva la Naturaleza ha disefiado estos sensibles
transductores en los cuales la forma estd optimizada para desempefiar la funcién. Por otro
lado, el principio de que las estructuras bioldgicas estin optimizadas para su funcién debe

ser aplicable a otros niveles del proceso de informacioén visual, en donde el nivel de

113

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



complejidad semantica aumenta. Con una apropiada definicion de problemas este principio
puede ser un compiemento a las técnicas habituales de estudio de la funcion en Sistemas

Nerviosos, en concreto en el Camino Visual.

Por uitimo, cabe sefialar que la validez de este y otros criterios posibles reside en su
adecuacion a los resultados de experimentos, experimentos que en muchos casos ain estan
por realizar, como todos los referentes a control de ruido y dimensiones Optimas de

fotorreceptores en zonas retinales periféricas, como ya qued6 apuntado mas arriba.

En las graficas presentadas a continuacion se puede ver el efecto que dos parametros
significativos del criterio de dptimo, el cociente sefal/ruido (A/N) y duracién/Periodo de
aparicion de falsas alarmas, ejercen sobre la longitud Optima tedrica. Para cada especie estd
sefialado el punto de partida del estudio. En la correspondiente a la Raja erinicea se

representan dos intervalos diferentes de valores de A/N.
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APENDICE

Método experimental en la Parte III.

1.- Materiales.

En la parte experimental del presente trabajo, la relacionada con la estructura
funcional de los fotorreceptores en diversas especies animales, se llevaron a cabo los
experimentos sobre dos especies de anfibios muy extendidas en América: el sapo tropical
(Bufo marinus) y la rana leopardo (Rana pipiens). Ejemplares de ambas especies fueron
comprados al abastecedor habitual del Departamento de Biofisica de la Universidad del
Estado de Nueva York en Buffalo, donde se llevaron a cabo las pruebas, y mantenidos vivos
en el Laboratorio.

La instrumentacién electrofisioldgica y el sistema de estimulo luminoso utilizados
fueron los standard en este tipo de experimentos. Las respuestas celulares, registradas a
través de un electrodo de succién, se mostraban en un osciloscopio a la vez que quedaban
grabadas en una cinta magnética y dibujadas en papel milimetrado. El sistema ptico constaba
de dos caminos en los cuales se interponian filtros de calor y de interferencia de 505
nanometros. Uno de los caminos se usaba para proyectar un fondo constante sobre la retina
y el otro para lanzar flashes de diversa intensidad y duracién que servian como estimulo. El
tipo de respuestas obtenidas es el que se puede ver en las Figuras 3.ay 3.b de la Parte III
del presente trabajo. Tanto el sistema Optico como la preparacion celular se encontraban
dispuestas en el interior de una jaula de Faraday en la que se incluia un microscopio con
salida a un monitor de video en donde se veia, amplificado, el contenido del portaobjeto: las
celulas retinales.
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2.- Métodos.

El ejemplar de Bufo o Rana era adaptado a la oscuridad durante las tres horas previas
a la diseccién, la cual tenia lugar bajo luz roja de muy poca intensidad para evitar
isomerizaciones no deseadas del pigmento fotosensible de las células visuales. Tras la
decapitacion, los ojos eran enucleados y la porcién anterior (lentes y humor vitreo) separada
y desechada y la porcidn posterior seccionada, de la cual se separaba la retina del epitelio
pigmentoso. Una vez libre del epitelio, la retina se dividia en pequefias porciones que se
sumergian en un medio nutritivo (desarrollado en el Laboratorio como una variacién de la
solucién de Ringer y llamado medio KNL [59] ) en el que las células duraban vivas y en
condiciones de experimentacién hasta dos semanas. Uno de los fragmentos retinianos se
disponia sobre un portaobjeto con fondo chteniendo medio KNL con la cara de
fotorreceptores hacia arriba. El portaobjeto se conectaba a un electrodo a tierra. Sobre el
portaobjeto se situaba el objetivo de un microscopio y la salida del sistema optico.

Un electrodo de succién disefiado en el Laboratorio, rellenado con medio KNL y
operado mediante microsistemas hidrdulicos se usaba para, una vez elegida una célula e
introducido su segmento externo por completo en el electrodo, registrar la actividad neuronal.
Las células eran primero medidas (longitud y didmetro) y testeadas para comprobar si habian
muerto o malfuncionaban debido al proceso de diseccién y se elegian aquellas que
presentaban intactos tanto su segmento externo como el interno, que generalmente aparecian
en conglomerados junto con bipolares enanas y algunas ganglionares.

Tras estas primeras pruebas se realizaba el experimento en si, en el que flashes de luz
de intensidad creciente se proyectaban sobre el portaobjeto produciendo actividad eléctrica
en la célula elegida. Tras cada estimulo se dejaba un cierto periodo de recuperacién a la

célula. En una variacién del experimento, se dejaba en completa oscuridad toda la
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preparacion y se registraba la actividad en ausencia de estimulo. Cada experimento completo
(obtener una serie de respuestas para intensidades luminosas crecientes hasta saturacion en
diez o més células) podia durar ocho horas. En la Foto Al se muestran unas células tal y
como se ven amplificadas en el monitor.

3.- Tratamiento de los datos.

Existen varias fuentes de variacion en los datos registrados. Por supuesto, dos c€lulas
diferentes no dan exactamente las mismas respuestas y, de hecho, la respuesta de una misma
célula a dos estimulos iguales puede variar en el transcurso del experimento (puede aumentar
debido a recuperacién o disminuir debido al deterioro vital de la célula). La duracion y
amplitud de las respuestas registradas eran promediadas para intensidades iguales de estimulo
y normalizadas, comprobando una vez mds la validez de la Ley de Weber para intensidades
altas y la de Rose para bajas. Sin embargo, a efectos del presente trabajo, solo los datos
relativos a las dimensiones fisicas de las células y a su comportamiento en total oscuridad son

relevantes. En los experimentos realizados se verificaron los datos de [47].

| m——— .

Foto Al: Aspecto que presenta un conjunto de células retinales de Bufo marinus al microscopio.
Las estructuras alargadas son los segmentos externos de los bastones.
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CONCLUSIONES Y

PRINCIPALES APORTACIONES.

Como se indicé en los Preliminares, esta Tesis se ha desarrollado entre dos campos
cientificos: las Ciencias de la Computacion y la Neurofisiologia, pisando mds fuerte en la

Computacidn.. En estas "zonas de choque” entre cuerpos cientificos suelen producirse frutos

interesantes como resultado del interjuego entre ellos. Los hallazgos en relacion al modus

computandis del tejido pervioso sugieren inmediatas arquitecturas teoricas de posible
aplicacién en el mundo de lo artificial. Por otro lado, las propiedades formales de ciertos
cuerpos matemdticos dan luz a la interpretacion que debe hacerse de los resultados en la
investigacién del mundo natural.

Se considera, en esta linea, que las conclusiones y principales aportaciones de este
estudio son:

1.- El desarrollo de la Teoria Matemadtica relativa a una nueva clase de filtros
discretos: los Filtros de Newton. La estructura de estos filtros, inspirada en las graficas
usadas por Newton y Pascal, con una correspondencia que ahora se ve en el c'onexionado y
el arbol dendritico neuronal, lleva implicita la importante propiedad de ser equivalentes a
cualquier filtro discreto con una distribucion dé pesos arbitraria.

2.- A partir de ellos puede definirse una nueva transfomacioén sobre Campos de Datos:
las Transformaciones Disktion computadas a partir de las Redes de Newton. A su vez,
estas nuevas Transformaciones son de tal naturaleza que el orden de los coeficientes
transformados es indiferente a la hora de representar los datos iniciales de forma univoca,

propiedad que las distingue de otros tipos de transformaciones discretas y las hace singulares
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y especialmente practicas en temas relacionados con Teoria de la Codificacion. Consideramos
que ésta es la contribucién mds potente de la Tesis, aunque es verdad que es la que menos
tiempo ha costado desarrollar.

3.- También, el estudio de las Transformaciones Globales de Newton nos permite
disefiar un Recuperador Generalizado con una estructura formalmente equivalente a la del
correspondiente muestreador. Es decir, el sistema de procesadores cuya tarea fuese realizar
la inversa de una de estas Transformaciones Globales tendria fisicamente la misma estructura
que el sistema que calcula la Transformacion.

4.- En el paso al continuo de estos filtros discretos, nos aparecen las Funciones de
Hermite. El hecho de que estas funciones se obtengan como resultado de un conjunto de
microprocesos sencillos cuya complejidad es resultado del tipo de conexion empleada, y que
se asemejen tremendamente a la forma descrita hasta ahora para los campos receptivos de
las neuronas del camino visual les imprime un fuerte interés en el analisis de la funcion
retinal. La estructura nos da la funcionalidad. El soporte estructural neuroanatdmico es clave
en todo el desarrollo, y como consecuencia inmediata:

5.- Se desprende la sugerencia de reinterpretar la funcion celular neuronal de bajo
nivel a la luz del espectro de energia de Hermite.

6.- El estudio de los Sistemas Causales de Hermite también trae conceptos nuevos en
cuanto al papel que el tiempo juega en la funcién neuronal, efectuando una primera derivada
y rectificando en media onda.

7.- La estructura real estudiada en retinas en relacién con la divergencia y
convergencia de lineas y el solapamiento de campos receptivos, nos lleva a unir su
significado funcional con el de descriptor: computacion y estructura computacional estdn

intrinsecamente unidas, como confirmacion de una conjetura de dualidad ya avanzada en
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[17], esto es, un "aumento" de la complicacién estructural lleva a una "disminuciéon” de la
funcionalidad requerida y viceversa.

8.- Siguiendo en la linea de unir funcién observada con estructura computacional, se
propone un esquema neuronal cooperativo basado en computacion distribuida que garantiza
dos de las propiedades funcionales largamente estudiadas y deseadas para estos sistemas: la
complitud de la descripcién y la fiabilidad global del sistemas frente a fallos.

9.- Aunque temporalmente es anterior a los resultados ya descritos, como ejemplo
natural de las relaciones estructura-funcién, sirve el estudio de la morfologia y
funcionamiento de las células visuales de cierto nimero de especies, llegandose a la
conclusion de que el disefio de estas células es 6ptimo para ejecutar su funcion: servir de
fiables detectores de la mds pequefia cantidad de luz posible (un foton) en presencia de
ruido. Es un ejemplo real de lo estrecha que, en sistemas neuronales, es la separacién entre

procesador y funcion.

A dénde se va desde aqui ha quedado apuntado, en cada caso, en los comentarios,
tanto a los formalismos (teoremas y lemas) como en las discusiones sobre incidencias en

teoria de retinas naturales y artificiales. Caben destacar, sin embargo:

10a.- La continuacién en el estudio de las Transformadas Disktion, que constituyen
uno de los pocos casos de transformaciones altamente no lineales procedurales y
constructivas.

10b.- El desarrollo de las consecuencias que, respecto a la funcionalidad de las Redes
de Newton, tendrian la creacién de agujeros en la estructura computacional. Es decir,

desprender de este andlisis toda una teoria sobre escotomas.
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10c.- El analisis y estudio, desde los puntos de vista estrictamente matematico y de
aplicacion, de los sistemas 3-D de Newton, que quedan esbozados en la Primera Parte.

10d.- El desarrollo practico en Proceso de Imagen de las Transformadas de Hermite,

con sus posibles aplicaciones.
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