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Introduccion

El tratamiento de imdgenes digitales es una linea de investigacién enmarcada dentro del campo de la visién
artificial por ordenador. La deteccién de bordes en una imagen es uno de sus objetivos mds importantes, como
paso previo para la medicién o el reconocimiento de informacién de mds alto nivel. La presente tesis consiste
en un estudio en profundidad de la naturaleza de este problema, a partir del cual deduciremos las distintas
técnicas que propondremos para resolverlo de forma precisa.

El sistema visual humano interpreta y reconoce los objetos principalmente a través de su silueta, y de los
cambios bruscos de contraste o de color en su interior. Este salto brusco en los valores de intensidad de la
imagen es lo que se denomina borde, e indica las fronteras o lineas de separacién entre los distintos objetos
presentes en la imagen. Por lo tanto, detectar bordes con la mayor precisién posible es uno de los procesos
fundamentales de la visién artificial.

El campo de aplicacién para este tipo de técnicas es elevadisimo. En general, puede aplicarse en cualquier
sistema o proceso de cualquier indole, en donde exista como dato de entrada una o varias imdgenes que puedan
pasarse a formato digital, y sobre la cual se necesiten medir ciertos pardmetros, interpretar visualmente la escena
representada en ella, o reconocer algunos patrones previamente conocidos: detectar piezas concretas sobre una
cinta transportadora dentro de un entorno industrial, reconocer caras en una cidmara de video que dé acceso de
entrada a algun recinto, identificar bancos de peces en una foto aérea, reconocer huellas dactilares, identificar
productos defectuosos con una cdmara en una planta industrial, etc.

En el presente capitulo vamos a describir brevemente el problema que se quiere resolver en esta tesis, y
daremos una descripcién general de c6mo se pretende abordarlo. Posteriormente daremos una visién general
del estado del arte dentro de este campo, y comentaremos las aportaciones originales principales de este tra-
bajo. También haremos breve mencién del software que ha sido desarrollado durante el tiempo que ha durado
esta investigacién, y sin el cual no hubiera sido posible la implementacién y visualizacién de los resultados
obtenidos. Finalmente detallaremos cémo se encuentra estructurado el resto de capitulos, y comentaremos
algunas consideraciones que el autor desea hacer constar.

0.1 Descripcion del problema a resolver

Una imagen digital almacenada en la memoria de un ordenador no es mds que una matriz rectangular de valores,
donde cada uno representa la intensidad de luz adquirida por cada uno de los miles de sensores presentes en el
dispositivo de adquisicién, como puede verse en la parte superior de la figura 1. Un borde por lo tanto puede
considerarse como una linea virtual en la imagen (dibujada en color verde en la figura) que delimita dos zonas
de intensidad diferente a ambos lados.

Normalmente la mayoria de detectores de borde en la literatura indican sélamente aquellos pixels consid-
erados pertenecientes al borde, como en la figura 1d. Para ello parten de la informacién numérica de una
cierta vecindad alrededor del pixel que se quiere estudiar, y deducen si ese pixel puede ser etiquetado como
"perteneciente al borde". El resultado, debido a la naturaleza discreta de los pixels, tiene un efecto de aliasing
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Figura 1: a) fotografia de un objeto oscuro sobre fondo claro; b) detalle ampliado de un borde; c¢) valores de los
pixels en la imagen; d) deteccién de bordes a nivel pixel; e) deteccién de bordes a nivel subpixel; f) detalle de
la deteccién a nivel subpixel

no deseado. Por otro lado, la informacién sobre las caracteristicas de dicho borde, como puede ser la orientacién,
o la diferencia de intensidad presente a ambos lados de la imagen, dista mucho de ser exacta.

El problema que aqui queremos plantear es m&ds complejo, ya que consiste en realizar la deteccién a nivel
sub-pixel, como se muestra en la figura le. De esta forma, para poder lograr una precisién éptima, la estimacion
de la posicion y orientacién de los bordes se hard en el interior del pixel, como muestra la figura 1f.

La pregunta fundamental que se plantea y que da pie a todo este trabajo es la siguiente: dado un pixel
perteneciente a un borde, del que s6lo conocemos la informacién numérica de la intensidad de los pixels en una
cierta vecindad, ;serd posible encontrar un esquema que detecte con total precision la localizacién exacta
de dicho borde, asi como otra informacién caracteristica como puede ser su orientacién y su curvatura?
Entiéndase que hablaremos de precisién total sélamente para casos ideales.

Para tratar de encontrar respuesta a esta pregunta, podemos hacer una abstraccién y centrarnos simplemente
en el problema numérico desde un punto de vista puramente matemético, partiendo de un modelo donde el valor
concreto dentro de cada pixel estd relacionado con el drea de cada zona de la escena que se quiere fotografiar, y
que resulta proyectado dentro del sensor asociado a dicho pixel. De esta forma, aplicando conceptos geométricos
bésicos podemos abordar el problema.

Posteriormente, la misma pregunta puede plantearse para imédgenes 3D, en donde la informacién de la escena
viene dada por una matriz tridimensional de valores, y en las cuales los bordes ya no son lineas sino superficies.
De la buisqueda de la respuesta a esta pregunta es de lo que tratan los préximos diez capitulos.
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0.2. DESCRIPCION GENERAL DEL TRABAJO REALIZADO 13

0.2 Descripcion general del trabajo realizado

El objetivo principal de esta tesis doctoral consiste por tanto en la deteccién precisa de los contornos en imégenes
2D y 3D, haciendo especial hincapié en las imdgenes médicas, concretamente en imédgenes angiograficas, como
la de la figura 2. Es importante mencionar en este punto que, aunque nos centremos en este tipo de imégenes
médicas, todos los conceptos y técnicas que se van a exponer en esta tesis son generalistas, en tanto en cuanto

pueden aplicarse a cualquier tipo de imagen 2D 6 3D. De hecho, en algunos momentos también usaremos
imdgenes de otros dmbitos.

Figura 2: Image angiografica y detalle ampliado

Una de las razones por las que hemos elegido las imdgenes médicas radica en la enorme utilidad de la
deteccion en este tipo de imdgenes. No en vano el drea de imagen médica es uno de los campos que mds interés
ha despertado en las ltimas décadas, ya que continuamente se estan usando todo tipo de imédgenes (radiografias,
scanners, tomografias, ecografias, etc.) para su andlisis e interpretacién por parte del personal médico. Por
tanto, uno de los objetivos principales en este campo consiste en aportar la mayor informacién posible al médico
para ayudar a éste en su diagnéstico. Otro objetivo también importante es permitir automatizar la medicién
de ciertas caracteristicas en grandes conjuntos de im&genes, con vistas a que el personal médico pueda realizar
estudios estadisticos de pacientes que, de otra forma, serian mucho m&s costosos de realizar. Por ejemplo,
estimar medidas como el drea de un tumor, o como el didmetro de una vena, son cédlculos tipicos que requieren
de una deteccién de bordes precisa.

Dentro de las imdgenes médicas, vamos a centrarnos en imégenes angiograficas o angiografias. Este tipo de
imagen no es mds que una fotografia de una zona de vasos sanguineos usando rayos X, como la que se ve en
la figura 2. La deteccién precisa de los contornos o bordes de los vasos en este tipo de imdgenes es un paso
previo fundamental para poder estimar medidas concretas sobre la vasculatura, como por ejemplo el grosor o la
curvatura de los vasos en cada pixel, lo cual permitiria dar al médico un diagnéstico més preciso. Incluso podrian
tomarse una serie de medidas cuantitativas del paciente, y asociarlo a su expediente de forma semi-automética.

Ya comentamos que aunque la mayoria de los detectores de borde trabajan a nivel pixel, como en la parte
izquierda de la figura 3, nosotros vamos a proponer una deteccién a nivel sub-pixel, como en la parte derecha de
la figura 3. De esta forma, las medidas dadas al médico serdn més realistas. Por ejemplo, si se quisiera obtener
una funcién que indicase la variacién del grosor del vaso a medida que se avanza por él, con una deteccién a
nivel pixel obtendrfamos una funcién discreta a saltos (con valores enteros), mientras que con una deteccién a
nivel subpixel la funcién tendria un perfil mucho més continuo y preciso.

Otra de las razones por la que se han elegido imédgenes médicas, y concretamente angiografias, es porque este
tipo de imdgenes suele abarcar diferentes casos y configuraciones de bordes. Por ejemplo, un contorno tan claro
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Figura 3: Contornos detectados en una angiografia a nivel pixel (imagen izquierda) y a nivel subpixel (imagen
derecha)

como el de la figura 1b, que se encuentra aislado de otros contornos, donde apenas hay curvatura, y en donde
hay un salto de intensidad bastante alto, no va a ser una situacién muy comin. Lo habitual en una angiografia
serd encontrar venas estrechas (contornos muy pegados entre sf), bifurcaciones, zonas con alta curvatura, etc.
Ademds, en algunos casos, la calidad de la imagen no siempre va a ser perfecta, debido al ruido presente en el
proceso de adquisicién. A lo largo del trabajo iremos abordando todas estas situaciones y planteando nuevas
modificaciones a los métodos propuestos para seguir manteniendo la precisién en la deteccién.

Es importante resenar también que los pardmetros que se quieren obtener son individuales para cada pixel que
pertenece al borde. Nuestro objetivo se centra en buscar la precisién en la medida de las caracteristicas
del borde en el interior de cada pixel (posicién, orientacién, curvatura) como dato de entrada para otras
aplicaciones de mds alto nivel, como pueden ser métodos que realicen procesos de segmentacion, en los que cada
pixel de la imagen es identificado como perteneciente al interior o al exterior del vaso, o métodos detectores
que tratan de obtener una linea cerrada representando la silueta completa de los objetos, como los trabajos que
se citan en la seccion 0.3.3. Todo este tipo de métodos podrian tomar como entrada los resultados de nuestro
trabajo.

Todo el estudio realizado en esta tesis puede agruparse en tres grandes dreas que describimos a continuacion.

0.2.1 Deteccién de bordes en imagenes 2D

Como ya se mencioné antes, la deteccién de bordes es uno de los procesos a bajo nivel més importantes dentro
del tratamiento de imdgenes, como etapa previa para la deteccién de pardmetros de més alto nivel. Por lo
tanto, es un drea que lleva siendo estudiada bastantes anos, y atin continia desarrollindose. Comenzando por
los trabajos fundamentales de Marr-Hildreth [MARS2] y Canny [CANS86|, hasta trabajos mds recientes, como
los comentados en la seccién 0.3.1. Ya indicamos que la mayoria de estos trabajos de deteccién de bordes estdn
enfocados a nivel pixel. Sin embargo, cuando se requiere una precisién més fina, habria que tratar de encontrar
la posicién exacta del contorno en el interior de cada pixel.

Por tanto, el objetivo inicial de esta tesis consiste en tratar de localizar con precisién la posicién, orientacién
y curvatura del contorno en el interior de cada pixel por el que dicho contorno atraviesa. Para ello, se van a
proponer varios algoritmos novedosos que, con un coste computacional no demasiado alto, permitan obtener
medidas de error muy pequenas.

La idea de partida de los algoritmos desarrollados ha sido considerar un modelo de borde donde se asume
la existencia de discontinuidad en los valores de la imagen, y un modelo de adquisicién donde se considera el
efecto de drea de cada valor de intensidad a ambos lados del contorno en el interior del pixel. Con dicha idea, y
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0.2. DESCRIPCION GENERAL DEL TRABAJO REALIZADO 15

usando principalmente conceptos geométricos bésicos, se ha desarrollado primero un método de grado 1, en el
que los bordes son aproximados localmente en la vecindad de un pixel como segmentos rectos, y finalmente de
grado 2, en el que la aproximacién elegida son segmentos pardbolicos (ver figura 4).

Figura 4: Contornos detectados a nivel subpixel sobre la imagen de un circulo

0.2.2 Deteccién de bordes en imagenes 3D

En los tltimos anos, con los nuevos dispositivos presentes en la mayorfa de los hospitales (scanners 3D, resonancia
magnética), ya es posible obtener imdgenes tridimensionales, donde en lugar de tener una matriz bidimensional
de pixels (imagen tradicional 2D) tenemos una matriz tridimensional de voxels (imagen 3D) (ver figura 5). La
generalizacion de los trabajos hechos para dos dimensiones para adaptarlos a las 3 dimensiones implica mayor
complejidad, como lo demuestra la comparativa hecha por Nikolaidis [NIKO01].

Figura 5: Una imagen 3D puede interpretarse como una lista de imédgenes 2D seccionales

Al igual que hicimos en dos dimensiones, el principal objetivo de esta parte es tratar de localizar con precisién
la posicién, orientacién y curvaturas del contorno en el interior de cada voxel por el que dicho contorno atraviesa,
y para ello se propondran también varios algoritmos. La idea de partida es la extrapolacion de los modelos de
borde y adquisicién utilizados en el caso 2D. Hay que tener en cuenta que la diferencia fundamental es que,
si antes un borde venia dado por la linea que separaba valores diferentes de intensidad en la imagen, en una
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imagen 3D el borde viene dado por una superficie. Por tanto, el modelo de adquisicién considera el efecto de
volumen de cada valor de intensidad a ambos lados del contorno en el interior del voxel, también conocido
por otros autores como PVE (partial volume effect) [SUE02]. Con dicha idea, y usando de nuevo conceptos
geométricos tridimensionales bdsicos, se ha desarrollado primero un método de grado 1, en el que los bordes
son aproximados localmente en la vecindad de un voxel como planos, y finalmente de grado 2, en el que la
aproximacion elegida son paraboloides (ver figura 6).

Figura 6: Contornos detectados a nivel subvoxel sobre la imagen 3D de una esfera

0.2.3 Eliminacién de ruido

Es un hecho comprobado que el proceso de adquisicién de la imagen introduce un cierto nivel de ruido debido a
los procesos épticos y magnéticos durante la adquisicién. Por lo tanto, es preciso procesar la imagen previamente
para tratar de eliminar en lo posible dicho ruido. Para poder aplicar los algoritmos propuestos en imédgenes
reales, se ha tenido que desarrollar también un esquema eficiente de eliminacién de ruido para mejorar la calidad
de las imdgenes, antes de aplicar las técnicas de cédlculo de caracteristicas mencionadas antes.

Para ello, nos hemos basado principalmente en aplicar inicialmente un suavizado gaussiano a la imagen,
y posteriormente analizar cémo es el comportamiento de una imagen con borde previamente suavizada, para
tratar de detectar de forma exacta el borde original en la nueva imagen. La idea de partida es la siguiente: si
a nuestros métodos iniciales le pasamos una imagen con ruido, el resultado serd bastante caético, debido a los
valores erréneos en la intensidad de los pixels. Sin embargo, al desarrollar un nuevo método que acepte como
entrada una imagen previamente suavizada, y que obtenga también con total precisién las caracteristicas del
borde original, significard que dispondremos de un método mss robusto que dé resultados fiables sobre imdgenes
de cualquier calidad. Esto es debido a que el parecido entre el suavizado de una imagen con ruido y sin ruido, es
mucho mayor que el que existe entre ambas imdgenes antes de suavizar, con lo cual las estimaciones obtenidas
para los parametros del borde son m&s precisas.

Este nuevo esquema de eliminacion de ruido puede aplicarse de forma recursiva, generando en cada iteracion
una nueva imagen sintética a partir de la informacién obtenida por el detector de bordes propuesto. Asi, somos
capaces de poder detectar bordes con gran precisién incluso cuando la magnitud del ruido es elevada (ver figura
7).
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0.3. ESTADO DEL ARTE EN LA DETECCION DE BORDES 17

Figura 7: De izquierda a derecha: imagen con ruido, imagen restaurada, contornos detectados a nivel subpixel.

0.3 Estado del arte en la detecciéon de bordes

A continuacién expondremos las principales técnicas utilizadas en la literatura para la deteccién de bordes en
imdgenes 2D y 3D, y posteriormente comentaremos también las que estdn orientadas a imdgenes angiograficas.

0.3.1 Deteccién de bordes en imagenes 2D

La mayoria de las técnicas de deteccién de bordes a nivel sub-pixel suelen seguir un proceso de dos etapas. En
primer lugar realizan una deteccién a nivel pixel, utilizando esquemas clésicos de cédlculo de gradiente como el
de Canny [CANS6|, Sobel [SOB70] o Shen-Castan [SHE92], para localizar méximos locales y detectar los pixels
borde. En segundo lugar, se refina la localizacién para obtener una resolucién a nivel subpixel. Estos algoritmos
suelen aplicarse de forma local en la vecindad de los pixels borde detectados previamente, para reducir el coste
computacional.

Para ver un andlisis en profundidad de las técnicas existentes, asi como una comparativa entre dichas
técnicas, puede consultarse la bibliograffa ([VEN03, WAL94, WES90]). Realizando una clasificacién de los
distintos algoritmos, vemos que pueden agruparse en tres categorias diferentes: las basadas en técnicas de
reconstruccion, las que utilizan técnicas de interpolacién, y las basadas en el cdlculo de momentos.

Técnicas de reconstruccién

El objetivo de estas técnicas consiste en reconstruir la funcién de gradiente continua a partir de los valores
discretos obtenidos al final de la deteccién a nivel pixel. Para lograr este objetivo, varios autores han usado
diferentes funciones de reconstruccién. Una de las méds obvias es la funcién sinc, la cual garantiza una recon-
struccién 6ptima, si se asume el criterio de muestreo de Nyquist en la conversiéon analogica / digital. El principal
problema de esta técnica es que las funciénes sinc decaen muy lentamente, lo que llevaria a tener que usar varias
de ellas para poder aproximar la funcién gradiente a un nivel de precisién aceptable. Esto causaria un coste
computacional inaceptable para la mayoria de las aplicaciones.

Sengupta y otros [SEN02] usan una aproximacién més simple para resolver este problema. En lugar de
reconstruir mediante la proyeccién en funciones sinc, hacen uso de la dualidad de los dominios espacial y
frecuencial para realizar una interpolacién en el dominio de la frecuencia. Asumiendo que la senal permanece
limitada a la mitad de la frecuencia de muestreo, se puede incrementar la resolucién rellenando con ceros las
altas frecuencias, y entonces realizar la inversién al dominio espacial. Esto produce el efecto de interpolacién en
el dominio espacial usando la funcién sinc sin el coste computacional de ejecutar dicha operaciéon. Ademds de
la eficiencia obtenida, otra ventaja es que las altas frecuencias se suelen preservar mejor, con lo cual la precisién
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suele ser mds alta que usando interpolacién espacial con un criterio de reconstruccién como puede ser el de
Shannon. Finalmente, la posicién real del borde se determina a partir de la imagen inversa sobremuestreada,
lo cual aumenta autométicamente la resolucién espacial a un nivel subpixel.

Una ligera modificacién de la técnica anterior consiste en usar funciones base gaussianas [SEI88]. La idea
es que en lugar de reconstruir la funcién gradiente original, se reconstruye una versién suavizada de la funcién
utilizando micleos gaussianos de anchuras convenientes, de forma que s6lo haya que usar unas pocas gaussianas,
y ademds se pueda asegurar que el suavizado no sea excesivo. Los autores usan una desviacién de 7/4 y muestran
que con s6lo cinco términos es suficiente para realizar la reconstruccién con una alta precision.

Otra variacién diferentes es el uso de splines como funciones de reconstruccién [TRUO1b]. Los autores
intentan estimar el gradiente espacial de manera robusta, aplicando primero el filtro de gradiente de Shen-Castan
para obtener su perfil discreto, y posteriormente reconstruir el perfil continuo usando B-splines. El orden de los
B-splines utilizados determinars la resolucién conseguida, a costa de incrementar el coste computacional.

Una idea casi idéntica es propuesta por Li y otros en [LI88]. Los autores usan un esquema de deteccién a
nivel pixel para obtener la posicién, buscando la correspondencia con una plantilla de borde ideal, y entonces
refinan este dato usando polinomios de Chebyshev como funciones de reconstruccién.

Sebastidn-Ziihiga y otros [SEB97] enfocan el problema desde un punto de vista diferente. Los autores
sostienen que existen dos fuentes de error principales e igualmente importantes en el proceso de determinacién de
los bordes. La primera es el difuminado que ocurre debido al proceso de adquisicién, y la segunda es el proceso de
muestreo y digitalizacién. El objetivo es por tanto eliminar o reducir el error total, recuperando completamente
la sefial ideal de entrada. Para ello usan un modelo de integracién local para el sistema de adquisicién, realizando
la formulacion en el dominio de la transformada de Laplace, lo que permite una manipulacién m&s sencilla de
las sefiales implicadas.

Técnicas de interpolacién

En esta clase de técnicas, donde estan incluidas las aproximaciones més extendidas, se trata de interpolar la
funcién gradiente en el interior de una vecindad del méaximo local usando un modelo conveniente. La principal
diferencia entre éstas y las técnicas de reconstruccion es que los pardmetros de la funcién de interpolacién sélo
son validos en la vecindad del méximo local, y no para el perfil del gradiente completo como se asumia en
las otras. La ventaja es que, al estar trabajando con una pequena regién de pixels, podemos encontrar una
correspondencia mucho mas exacta para los valores discretos del gradiente.

La funcién de interpolacién més utilizada es la polinémica. El factor importante consiste en incluir solamente
los puntos discretos relevantes para determinar los coeficientes del polinomio. Usar demasiados puntos suele
producir resultados falseados, ya que un polinomio general puede modelar casi cualquier funcién, y la informacién
resultante puede no ser muy util. La aproximacién més utilizada suele ser usar una interpolacién cuadratica
usando tres puntos alrededor del méximo local [LI88, SEISS].

La ventaja de estas técnicas es que, una, vez hemos calculado los valores del polinomio, podemos encontrar
la posicién exacta del borde de forma analitica, lo que reduce el coste computacional total.

Técnicas basadas en el cdlculo de momentos

Las técnicas de esta categoria usan la informacion derivada del gradiente de la imagen para calcular medidas
estadfsticas tales como los momentos del nivel de gris, momentos espaciales, valores del centroide, valores de
energia local, valores esperados, etc. En el caso del centroide y de los valores esperados, la posicién del borde se
obtiene directamente a partir de los valores calculados por la aplicacién de un valor umbral convenientemente
fijado. En casi todos los casos, se trata de hacer corresponder los valores obtenidos con un conjunto de medidas
derivadas a partir de un modelo de borde prefijado, y mientras, dicho modelo se va refinando hasta obtener una
correspondencia 6ptima. La posicién exacta del borde viene entonces dada por el modelo que mejor se ajuste a
los datos de la imagen. Por lo tanto, este tipo de métodos requieren un conocimiento a priori de los datos para
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0.3. ESTADO DEL ARTE EN LA DETECCION DE BORDES 19

poder ser de utilidad. Sin embargo, todos estos métodos tienen la ventaja de ser relativamente robustos, ya que
se basan en operaciones de integracién (sumas).

Un algoritmo de deteccién simple pero muy efectivo es el de célculo del centroide [CLA93]. Primero se usa
un filtro de gradiente para obtener el perfil del gradiente discreto a nivel pixel, y después se utiliza el centroide
de gravedad de una vecindad alrededor de la posicién del méximo local para determinar la localizacién del
borde. Este método y sus variantes son de los mds referenciados en la literatura.

Otro método muy popular también es el uso de los momentos de nivel de gris. Se define el momento de nivel
de gris de orden n a la suma de las potencias de orden n de los valores de intensidad de la imagen. Este método
fue originalmente utilizado por Tabatabai y Mitchell [TAB84], y posteriormente estudiado en més profundidad
por otros investigadores [COS92]. El algoritmo original calcula los 3 primeros momentos de nivel de gris de
una fila de la imagen que contenga el borde discreto, y luego busca el borde ideal que se corresponde con esos
momentos. El método es invariante a cambios aditivos y multiplicativos de los valores de la imagen.

Una variacién a la técnica de momentos es el uso de los valores esperados [GON92]. En primer lugar, se
aislan las regiones que contienen bordes aplicando valores umbrales para la magnitud de la primera derivada
de la sefial. Estos umbrales han de ser los suficientemente bajos para asegurar que todos los posibles bordes
son tenidos en cuenta. Ademds, se asume que los valores de gradiente en cada regién se corresponden con una
cierta distribucién de probabilidad. Entonces, los valores esperados de la distribucién calculados a partir de
los valores del gradiente indicardn la posicién exacta del borde, asumiendo que buscamos un borde ideal 1D
convolucionado con una gaussiana sin ruido alguno.

Otra aproximacién ligeramente diferente consiste en el cdlculo de medidas de energia local [KIS94]. La
principal idea es que se puede usar la respuesta de la sefial del borde a un conjunto de filtros de energia
local previamente elegidos para caracterizar un modelo de borde. Entonces, dicho modelo se ajusta a la senal
realizando una minimizacién de la energfa. Los autores usan un conjunto de filtros de cuadratura de Cauchy
para realizar la caracterizacién. Cada tipo de perfil (rampa, escalén, valor constante) tiene una tunica respuesta
cuando se convolucionan con estos filtros. Los autores definen 8 tipos de borde, y clasifican la senal de entrada
como perteneciente a uno u otro de estos tipos segtin su respuesta a los filtros. Una vez se ha identificado el tipo,
se ajusta el modelo de borde correspondiente a ese tipo con la senal de entrada utilizando una optimizacién por
minimos cuadrados de la energia local. Este proceso se realiza de forma iterativa donde, en cada iteracién, la
posicién del borde en el modelo se va modificando hasta lograr un ajuste éptimo.

0.3.2 Deteccién de bordes en imdgenes 3D

En una imagen tridimensional, el concepto de borde es diferente: ahora se trata de superficies en lugar de
lineas. Para detectar dicha superficie con precisién, el proceso es similar al realizado en dos dimensiones:
detectar en primer lugar los voxels borde, y a continuacién refinar la localizacién para obtener una resolucién a
nivel subvoxel.

En cuanto a la deteccién a nivel voxel, la primera extensidén significativa desde 2D a 3D fue realizada por
Zhang [ZHA93]. Como método més simple, el autor sugeria aplicar una médscara 2D a los voxels en las tres
direcciones para determinar las tres derivadas parciales, aunque también introdujo la aplicacién de médscaras 3D
completas. Bhattacharya y Wild {[BHA96] dedujeron un detector de borde 3D al estilo del detector de Sobel.
Mehrotra y Zhan [MEH94] derivaron un detector basado en los cruces por cero en 3D (zero-crossing), usando
el mismo criterio de optimalidad del detector de Canny. Posteriormente, Deriche [DER90] propuso un nuevo
método para implementar una variacién del filtro de Canny en 2D de una forma recursiva mucho mas rapida,
y Monga [MOND91] realizé la extensién para imdgenes 3D.

En cuanto a la deteccién a nivel subvoxel, de nuevo nos encontramos con la extrapolaciéon de las técnicas
anteriores para 2D, aunque hay que tener en cuenta que el coste computacional de todos estos métodos al pasar
a tres dimensiones es bastante alto. Las m4s usadas siguen siendo las técnicas de interpolacién, que en el caso
de 3D, consisten bdsicamente en interpolar la funcién gradiente en el interior de una vecindad del médximo local
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usando un modelo conveniente, y finalmente asumir que la superficie del borde viene dada por una superficie
de nivel (isosuperficie) de dicha funcién.

Existen numerosos métodos en la literatura para extraer isosuperficies. La solucién mads clédsica es el algo-
ritmo Marching Cubes [LORS8T7], optimizado posteriormente por Nielson y Hamann [NIE91] para eliminar las
ambigiiedades producidas por el método original en cierto tipo de superficies. Por otro lado, Monga y Benay-
ount [MON95] proponen extraer la superficie a partir de una estimacién de las derivadas parciales de la imagen.
Otras técnicas mds elaboradas son las siguientes: Itoh y Koyamada [IT095] usan estructuras de datos complejas
como grafos extremos y listas ordenadas de pixels frontera para propagar una isosuperficie de forma eficiente.
Livnat y otros [LIV96] proponen un espacio de segmentos (span space) y el uso de drboles-kd para reducir el
tiempo de bisqueda, proyectando los datos sobre un espacio de este tipo. Thirion y Gourdon [THI96] proponen
el algoritmo de Marching Lines para extraer lineas 3D correspondientes a la interseccién de dos isosuperficies.

En cuanto a las técnicas basadas en el cdlculo de momentos, Luo y otros [LUO93] proponen un conjunto de
madscaras 3D para estimar los momentos de nivel de gris mediante la correlacién con la imagen. Cada mdscara
se calcula en el interior de una esfera con un cierto radio. Hamitouche y otros [HAM95] proponen una variacién
para tomar en cuenta la anisotropia de los valores debido a las diferentes tamanos de muestreo en cada direccién
del espacio 3D. Ibafiez y otros IBA96] proponen un operador basado en el célculo de momentos usando tres
perfiles diferentes de borde (constante, lineal y cuadrdtico) para detectar directamente la superficie con precisién
sub-voxel.

Otras alternativas diferentes son: Tang y Medioni [TAN98] proponen una metodologia para procesar la
imagen mediante una técnica llamada TensorVoting, la cual produce campos vectoriales densos, que a su vez
sirven de entrada para una segunda técnica llamada Algoritmo de Superficies Extremas, el cual extrae con
precisién sub-voxel los pardmetros caracteristicos que representan los extremos locales de dicho campo vectorial.
Por otro lado, Hwang y Wehrli [HWAQ2] proponen una etapa de preproceso llamada Subvozel Processing para
reducir el difuminado de los bordes generado en la adquisicién de la imagen, incrementando la resolucién de la
misma, y asi detectar el borde en la nueva imagen.

0.3.3 Deteccion de bordes en angiografias

La mayoria de las técnicas de deteccion usadas en angiografias se basan en métodos generalistas como los
comentados anteriormente, principalmente las basadas en el célculo de las derivadas. Asi, muchos autores (ver
[REI84, SPE83al) aplican métodos de célculo de la primera y segunda derivada a lo largo de la linea perperdicular
a lo que generalmente se conoce como centerline (linea continua que indica los puntos interiores centrales del
vaso). Otros autores como Koojiman [KOO82] intentan ser mds precisos, y para ello calculan ademds la recta
de regresién lineal a ambos lados del borde con el fin de eliminar la contribucién de la intensidad de fondo en
los pixels borde.

Existen varios problemas en este tipo de imdgenes: el desenfoque y el ruido pueden producir discontinuidad
en los bordes detectados, por lo que se suele usarse alguna etapa de filtrado previo. Por otro lado, los vasos
demasiado estrechos producen valores erréneos en la posicién de los bordes, por lo que suele suavizar su perfil
para ajustarlo a una curva antes de aplicar el detector. Otro factor importante es el tamailo de la ventana
donde se realiza el cdlculo de las derivadas: si es muy pequefio aparecerdn bordes no esperados, y si es muy
grande se pierde precisién en la localizacién. Por ello algunos autores proponen un tamaiio de ventana ajustable
empiricamente [KIR82, SPE83b].

Como ya hemos comentado, el objetivo de la presente tesis se centra en localizar con precision los pardmetros
asociados al borde en el interior de cada pixel. Sin embargo, existen otros trabajos que van més alla, y tratan
de detectar el perfil continuo de todo el vaso. A continuacién se destacan algunos de ellos, tanto para imdgenes
2D como 3D.
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Deteccién avanzada en angiografias 2D

Muchos autores han propuesto técnicas automaticas para la delineacién de los vasos. Fukui [FUK80] desarrollé
un algoritmo automaético basado en las caracteristicas del drbol de vasos (arterial tree), el cual primero detecta
segmentos candidatos para ser parte de los bordes de los vasos, y luego los usa para ir caminando por ellos me-
diante un algoritmo de tracking. Shumeli [SHU83] present6 una técnica para calcular las fronteras y el didmetro
de una arteria, basdndonse en un modelo estocdstico y asumiendo secciénes circulares para los vasos. Nguyen
y Sklansky [NGUS86| propusieron un algoritmo de deteccién, asumiendo un modelo eliptico para la seccién del
vaso, el cual busca primero la linea de mdximos en la primera derivada a lo largo del vaso usando ventanas
pequeiias, v luego estima las fronteras aplicando el método de mdxima pendiente en la linea perpendicular a
la linea de méximos. Eichel y otros [EIC88] presentaron un algoritmo de deteccién y concatenacién de bordes
basado en un modelo de borde Markoviano, el cual asume intensidad uniforme en el exterior del vaso, lo que lo
hace bastante sensible segiin el tipo de imagen. Sonka y otros [SON95] desarrollaron un método de deteccion
de bordes simultdneos basdndose en una funcién de coste, con excelentes resultados en imdgenes complejas pero
sin demasiado ruido.

Otra clase de técnicas usan una aproximacién paramétrica, basada en un conocimiento a priori del perfil de
la arteria. Estos métodos suelen dar mejores resultados que los basados en el cdlculo de derivadas, puesto que
tienen en cuenta la textura del fondo y la degradacién introducida por el sistema de adquisicién. Por ejemplo,
para modelar la textura de huesos y tejido orggnico, Kitamura [KIT88] utiliza polinomios de primer orden,
mientras que Pappas [PAP88] los utiliza de orden mds alto. Otra gran ventaja del modelado paramétrico es
que las medidas significativas, como pueden ser el didgmetro del vaso o el drea de la seccién, pueden calcularse
facilmente a partir de los pardmetros estimados para el vaso. Para estimar los bordes, se considera una malla
de posibles valores para los pardametros, y se selecciona la que dé minimo error entre los datos estimados y
observados en la imagen (ver [KAY93, CHA00]).

Una clase diferente de aproximacién es la que usa filtros. Sun [SUN89] propuso un algoritmo de tracking
adaptativo empleando la continuidad espacial del centerline del vaso, asi como de su orientacién, didmetro
y densidad, aunque no funciona muy bien para fondos con intensidad no uniforme. Klein y otros [KLE97]
introdujeron un método que utiliza modelos de spline deformables y filtros de Gabor para detectar los bordes de
forma eficiente cuando la intensidad del fondo no es uniforme. Van der Zwet y otros [VAN9S] aplican la teoria
de Canny afiadiendo restricciones adicionales a las fronteras. Poli y Valli [POL97] disefiaron un algoritmo para
detectar y realzar los vasos en tiempo real, basdndose en un conjunto de filtros lineales sensibles a las diferentes
orientaciones y grosores de los vasos.

Otras técnicas diferentes son la propuesta por Weber [WEBB89], que detecta los bordes usando los cruces
por cero de la transformada de Fourier de la imagen, o la introducida por Kayikcioglu y otros [KAY02], donde
se propone un método que, a partir de la modelizacién de los vasos como cilindros generalizados de base
eliptica, desarrolla una superficie 2D para la distribucién de la intensidad en una zona del vaso, detectando
simultdneamente los bordes izquierdo y derecho de éste.

Deteccién avanzada en angiografias 3D

El principal objetivo en las angiografias 3D es poder detectar vasos de distintos tamafios, y una manera de
lograrlo es a través del andlisis multiescala. Asi, Koller y otros [KOL95] proponen una respuesta multiescala
con el fin de detectar estructuras lineales, la cual consigue discriminar entre contornos y centerlines. Para ello
toman como informacién los autovectores de la matriz Hessiana, y logran definir en cada punto la direccién
ortogonal al eje central del posible vaso que pasa por dicho punto. Continuando con este trabajo, Lorenz y otros
[LOR97] decidieron usar ademaés la informacion de los autovalores de dicha matriz, y en funcién de la magnitud
de éstos poder diferenciar entre estructuras tubulares como los vasos u otras estructuras diferentes. En esta
misma linea, Sato y otros [SAT97, SAT98] usan la heuristica para elegir la funcién de respuesta que combina
los tres autovalores, basdndose en un estudio experimental de varios casos, mientras que Frangi y otros [FRA98]
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utilizan una interpretacién geométrica de los autovalores para elegir la funciéon de respuesta.

Otro trabajo importante en esta misma linea es el de Krissian y otros [KRI00c], los cuales proponen una nueva
aproximacién para detectar la linea central (centerline) de los vasos y reconstruir su geometria tridimensional.
Para ello introducen varios tipos de modelos de vaso, con el fin de estimar las derivadas de segundo orden de
la imagen en funcién de la seccién eliptica de los vasos, la curvatura del eje, o los efectos de difuminado de
la intensidad en los voxels. De esta forma, para cada modelo de vaso se deriva una expresién analitica de la
relacién entre el radio de la estructura y la escala a la que fue detectada, lo que permite estimar con precisién
la localizacién del vaso y su grosor.

Existen también otros trabajos que no usan este tipo de analisis, como son €l de Verdonck [VER96], que
ajusta un modelo de contorno de los vasos a la imagen, el de Szekely y otros [SZE94], que proponen una
descripcién simbélica de la red de vasos y muestran los resultados en angiografias de resonancia magnética
(MRA), o el de Summers y otros [SUM97] que usan una estructura de datos multiresolucién para extraer la
morfologia vascular y los pardmetros locales a partir de imdgenes contrastadas.

0.4 Aportaciones originales

Centrandonos primeramente en la deteccién en imdgenes bidimensionales, las aportaciones principales de este
trabajo son las siguientes:

e Localizacién de contornos de grado 1 a nivel sub-pixel. A partir de un modelo de borde y otro de
adquisicién que plantearemos al principio, deduciremos un primer esquema de deteccién de contornos a
nivel sub-pixel, asumiendo que localmente en el interior de cada pixel, el contorno puede ser aproximado
por un segmento recto. Dicho detector, partiendo dnicamente de los valores de intensidad de una vecindad
alrededor de cada pixel, logrard estimar con gran exactitud, al menos para imdgenes ideales, los pardmetros
caracterfsticos del contorno en el interior de dicho pixel, a saber, localizacién, orientacién, y diferencia de
intensidad a ambos lados del contorno.

o Localizacién de contornos de grado 2 a nivel sub-pixel. Modificando la aproximacién lineal del
contorno por una aproximacién cuadratica, obtendremos un detector de grado 2 que buscard para cada
pixel el arco de pardbola que mejor se ajuste al contorno. De esta forma, se aumenta la precisién del
método, y se obtiene un valor adicional: la curvatura del contorno en dicho pixel.

¢ Localizaciéon de contornos de grado 1 a nivel sub-pixel en imégenes previamente suavizadas.
Todo proceso de adquisicién introduce ruido en la imagen, lo cual distorsiona el valor de los pixels. Esta
distorsién provocara que el proceso de deteccion obtenga resultados erréneos. Para tratar de disminuir
el ruido se aplica una etapa de suavizado. Por lo tanto, deduciremos un nuevo esquema de deteccién de
contornos que, partiendo unicamente de los valores de intensidad de la imagen suavizada, logre estimar
con gran exactitud, al menos para imdgenes ideales, los pardmetros del contorno presente en la imagen
original antes de ser suavizada.

¢ Localizacién de contornos de grado 2 a nivel sub-pixel en imdgenes previamente suavizadas.
Se procede igual pero modificando la aproximacién inicial por una cuadrética.

¢ Localizacién de contornos de grado 1 a nivel sub-pixel en imdgenes con alto nivel de ruido.
Cuando el ruido es elevado, un simple suavizado no basta para eliminarlo del todo. Para resolver el
problema de la deteccién en este tipo de imdgenes propondremos un esquema de restauracién que vaya
mejorando la calidad de la imagen en cada iteracién, con el fin de aplicar nuestro detector anterior sobre
la imagen restaurada final y obtener con precisién los contornos presentes en la imagen original. Dicho
esquema consistird de tres etapas en cada iteracién: un suavizado inicial, un proceso de deteccién de

i0n realizada por ULPGEC. Biblinteca Universitaria, 2008

ios autores. Digitali

© Del



0.4. APORTACIONES ORIGINALES 23

contornos, y la generacién de una nueva imagen sintética a partir de los valores obtenidos por el método
detector.

¢ Localizacién de contornos de grado 2 a nivel sub-pixel en imdgenes con alto nivel de ruido.
Para poder obtener un esquema de mayor precisién y que sea lo mds estable posible a lo largo de las
iteraciones, no es suficiente sustituir la aproximacién lineal por una que utilice arcos de pardbolas. Para
lograrlo se propondrd un primer esquema que aproxime localmente el contorno por un arco de circunfer-
encia. Posteriormente, desarrollaremos un segundo esquema de restauracién y deteccién mejorado para
poder resolver dos casos diferentes que causan problemas en el esquema inicial. Estos casos son contornos
que posean un valor de curvatura muy alto, y contornos que se encuentren muy cercanos entre si, situados
a pocos pixels de distancia.

En cuanto a la deteccién en las imdgenes tridimensionales, las aportaciones principales del trabajo vuelven
a ser las mismas, pero adaptadas al nuevo tipo de imagen:

o Localizacién de contornos de grado 1 a nivel sub-voxel. Extrapolando el modelo de borde y
adquisicién a tres dimensiones, deduciremos un esquema de deteccién de contornos a nivel sub-voxel,
asumiendo que localmente en el interior de cada voxel, el contorno puede ser aproximado por un plano.
Dicho detector, partiendo también unicamente de los valores de intensidad alrededor de cada voxel, logrard
estimar con gran exactitud, al menos para imdgenes ideales, los pardmetros caracteristicos del contorno
en el interior de dicho voxel, como son su localizacion, el salto de intensidad a ambos lados del contorno,
v la orientacién, la cual vendrd dada por un vector normal a la superficie.

¢ Localizacién de contornos de grado 2 a nivel sub-voxel. Modificando la aproximacién lineal del
contorno por una aproximacién cuadrética, obtendremos un detector de grado 2 que buscard para cada
voxel el paraboloide que mejor se ajuste al contorno. De esta forma, se aumenta la precisién del método,
y se obtienen nuevos valores adicionales para cada voxel: por un lado, los valores de curvatura minima
y méxima de la superficie en dicho voxel, y por otro lado las direcciones en las que ambas se producen.
Estos dos vectores junto con el vector normal formaran un sistema ortonormal que definird de manera
precisa la geometria de la superficie en el interior del voxel.

e Localizacién de contornos de grado 1 a nivel sub-voxel en imigenes previamente suavizadas.
El proceso de adquisicién de las imagenes 3D también introduce ruido en los valores de intensidad, por lo
que de nuevo es necesaria una etapa previa de suavizado. Por lo tanto, deduciremos un nuevo esquema
de deteccién de contornos que, partiendo uinicamente de los valores de intensidad de la imagen suavizada,
logre estimar con gran exactitud, al menos para imédgenes ideales, los pardmetros del contorno presente
en la imagen original antes de ser suavizada.

¢ Localizaciéon de contornos de grado 2 a nivel sub-voxel en imdgenes previamente suavizadas.
Se procede igual pero modificando la aproximacién inicial por una cuadrética.

e Localizacién de contornos de grado 1 a nivel sub-voxel en imdgenes con alto nivel de ruido.
Para realizar la deteccién en imdgenes con alto nivel de ruido propondremos, al igual que en caso 2D, un
esquema inicial de restauracién, con el fin de aplicar nuestro detector anterior sobre la imagen restaurada
final y obtener con precisién los contornos presentes en la imagen original.

e Localizacién de contornos de grado 2 a nivel sub-voxel en imédgenes con alto nivel de ruido.
Al igual que ocurria en el caso 2D, la aproximacién por paraboloides simples no es suficiente para lograr
un esquema. de restauracién estable, por lo que se utilizard una aproximacioén algo mds compleja utilizando
paraboloides rotados. Posteriormente, mejoraremos el esquema de restauracién y deteccién para poder
resolver los casos conflictivos de altas curvaturas y superficies muy cercanas entre si.
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0.5 Software desarrollado

Simultdneamente al estudio de los métodos expuestos en esta tesis, se ha tenido que desarrollar software que
permita la implementacién de los esquemas que se plantean, asi como la visualizacién de los resultados. Aunque
la tarea de programacién suele obviarse en muchos articulos y textos, quedando relegada casi siempre a un
segundo plano frente a los conceptos y técnicas matemdticas expuestas, consideramos necesario al menos hacer
mencién de las aplicaciones desarrolladas durante el tiempo que ha durado esta investigacién.

(Por qué construir nuestro propio software, en lugar de utilizar alguno de los ya existentes? En [CHR94]
puede verse una descripcién de los més importantes, aunque una lista méds actualizada puede verse en !. Es
cierto que existen bastantes hoy en dia, pero al comienzo de nuestra investigacién? no eran tantos, y muchos
de ellos eran o siguen siendo de pago, o en la modalidad shareware, y habia que pagar para tener toda su
funcionalidad. Ademds, no todos estaban orientados a la programacién de nuevos algoritmos, sino a ejecutar
los ya existentes.

Quizés el més extendido por ese entonces fuera el sistema llamado Khoros [KON94, KHO97], desarrollado en
la Universidad de Nuevo México®. Incluia un enorme conjunto de técnicas cldsicas de tratamiento de imagenes,
y poseia una interfaz visual que permitia la interconexién de médulos para formar sistemas completos. Permitfa
ademss definir estructuras de control simples para realizar experimentos y procesos repetitivos, y disponia de
una serie de herramientas para el disefio de nuevas funciones e interfaces de usuario. Aun asf, Khoros no era
muy sencillo de usar, por lo que aquellos investigadores sin mucho conocimiento de informatica necesitaban
dedicar mucho tiempo para hacerse con el sistema antes de empezar a trabajar con él.

Hay que tener en cuenta que en el drea del tratamiento de imédgenes no sélo trabajan informédticos, sino
también investigadores pertenecientes a otras dreas, como fisica, matemdticas, biologia, medicina, y cualquier
otra materia en donde se necesite procesar imdgenes para obtener algunos resultados a partir de ellas. Para
estos investigadores, la mayor parte de los entornos de tratamiento de imégenes en ese entonces eran complejos
de entender y usar por completo. Ademds, el investigador que deseara desarrollar su propio algoritmo de
tratamiento de imédgenes, tenfa normalmente que escribir c6digo también para leer y guardar imdgenes en disco,
mostrarlas en pantalla, calcular sus histogramas, convolucionar con médscaras, manejar los eventos del teclado
y del raton, etc. Normalmente, todas estas rutinas solian ocupar un porcentaje muy elevado de la cantidad de
c6digo total que debia escribirse.

El objetivo era por tanto doble: por un lado desarrollar un software de libre distribucién que automatizara
toda esta parte, permitiendo al investigador concentrarse en el c6digo de su algoritmo, y por otro lado conseguir
que todo el trabajo de programacion desarrollado en nuestra investigacién fuese aprovechable para una comu-
nidad cientifica mds amplia. De esta forma se lograria minimizar el tiempo necesario para que cualquier tipo de
investigador pueda implementar y depurar su propio algoritmo, y poder entonces obtener resultados de forma
més rdpida. Asf naci6 XMegaWave.

0.5.1 XMegaWave

XMegaWave (XMW) es un entorno grafico de ventanas, de libre distribucién®, orientado al tratamiento de
imégenes. El desarrollo del XMW ha sido posible gracias a la colaboracion entre investigadores de la Universidad
de las Islas Baleares, la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria y la Universidad de Paris IX Dauphine,
que empezaron su desarrollo en el afio 1992. Desde entonces ha sido expuesto en varios congresos nacionales
e internacionales, asf como en varias universidades en donde este investigador ha realizado estancias [TRU94,
TRU98a, TRU98b|. En la figura 8 puede verse su apariencia.

4

Lhttp:/ /www-2.cs.cmu.edu/afs/cs/project /cil/ftp /html/v-source. html

2Hablawos del afio 1992, fecha en la que nuestro grupo de investigacion comenzoé su andadura.

3 Aunque comenzé siendo de libre distribucién, hoy en dfa ha derivado en el software comercial VisiQuest, propiedad de la
compaiifa AccuSoft.

1http://amiserver.dis.ulpge.es/xmwgus
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Figura 8: Ejemplo de ejecucién de un algoritmo de tratamiento de imagen utilizando XMW

Sus caracteristicas principales son:

e XMW es un entorno de tratamiento de imdgenes, con una interface de ventanas, que funciona
en estaciones Unix o Linux. Por.un lado es similar a las aplicaciones tipicas de dibujo, con opciones
diferentes para abrir y guardar imégenes en varios formatos, y dibujar primitivas geométricas. Ademds
puede trabajar con secuencias de imdgenes (video). Por otro lado, es un programa de retoque fotografico,
donde pueden utilizarse las tipicas técnicas de tratamiento de imagen (llamadas cominmente filtros).

e XMW es una libreria de tratamiento de im&dgenes, que incluye técnicas cldsicas como balance del
contraste, adicién de ruido blanco, promediado, suavizado gaussiano, detector de bordes, etc. Ademas,
incluye varias técnicas de andlisis multiescala, como los filtros de erosion y dilatacién, deblurring, denoising,
curvatura media, etc.

e XMW es una libreria de programacién, donde el usuario puede implementar su propio algoritmo de
tratamiento de imégenes en lenguaje C usando la libreria de forma muy fdcil. Por un lado, la libreria
incluye funciones para abrir y guardar imdgenes, mostrarlas en la pantalla, dibujar sus histogramas, etc.
Por otro lado, todos los filtros mencionados anteriormente son accesibles desde codigo, por lo que nuestro
algoritmo puede usarlos como una fase previa o posterior. Estas funciones desarrolladas por los usuarios
pasan a forma parte del micleo de XMW, por lo que el entorno puede crecer a medida que los usuarios
desarrollan nuevos filtros.

o XMW es una herramienta pedagdgica destinada a usarse en clases de tratamiento de imdgenes. Su
funcionamiento puede explicarse en una sola clase, y los estudiantes pueden rdpidamente implementar
cualquier tipo de filtro y ver inmediatamente sus resultados. La cantidad necesaria de cédigo que el
estudiante debe escribir es realmente pequena, y el tiempo necesario para depurar es muy corto, ya que
no hay que preocuparse por cémo mostrar las imdgenes en la pantalla, guardarlas en el disco, calcular
histogramas, etc. Ademds tampoco se necesitan conocimientos sobre librerias complejas de programacién
de ventanas tipicas de sistemas Unix (X11, Motif, OpenLook, etc.).
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Aunque ya han transcurrido muchos anos desde la primera versién, y sus caracteristicas ya no resulten
tan novedosas como entonces, las nuevas versiones han ido incorporando todas aquellas utilidades, tanto de
visualizacién como de ayuda al desarrollo de filtros y a su depuracién, que se han ido necesitando, a medida
que la investigacion ha ido avanzando.

0.5.2 AMILab

Originalmente el XMW estaba orientado sélamente a imagenes 2D. Aprovechando la estancia del investigador
Karl Krissian en nuestro laboratorio de investigacién durante los anos 2000 y 2001, el cual habia comenzado
a desarrollar varias aplicaciones para tratamiento de imagen en 3D, se generé un nuevo software, uniendo lo
mejor de ambos c6digos, para generar un nuevo entorno de desarrollo orientado al tratamiento de imagenes 2D
y 3D llamado AMILab [TRUO1]. En la figura 9 puede verse un ejemplo de utilizacién.

Figura 9: Ejemplo de visualizacién de una isosuperficie utilizando AMILab

Este nuevo entorno, también de libre distribucién®, afiadia nuevas caracteristicas a las anteriores que poseia
XMW:

e Todos los filtros incluidos en el nicleo de XMW fueron extrapolados a tres dimensiones.

Se anadieron nuevos formatos gréficos para la lectura y escritura de las imdgenes al disco.

e Se permiti6 el uso del lenguaje C++ para el desarrollo de los filtros, ya que XMW sélo permitia el uso de
lenguaje C.

e Se cre6 una herramienta de visualizacién 3D para poder mostrar las imdgenes tridimensionales de
varias maneras: superficies de nivel, voxels, secciones, proyecciéon de la intensidad méxima (MIP), etc.
Los pardametros de dichos algoritmos estédn disponibles desde los menis y las barras de botones de la
aplicacién. Ademds estos algoritmos pueden utilizarse como ficheros ejecutables independientes, sin tener
que cargar la aplicacién completa en memoria

e Se integr6 un intérprete dentro de la aplicacion, de forma que puedan aplicarse todos los filtros y demds
herramientas a la imagen desde una ventana de linea de comandos, lo cual agiliza enormemente el tiempo
de depuracioén, asi como facilita la creacion de demos.

“http://amiserver.dis.ulpge.es/amilab
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0.6 Estructura del documento

La parte principal del trabajo se encuentra dividida en diez capitulos, los cuales estdn agrupados en 2 bloques
claramente diferenciados, uno para imégenes bidimensionales y otro para imédgenes tridimensionales. Cada
capitulo trata de resolver un problema diferente. En cada uno se comienza exponiendo una breve discusién
sobre las técnicas tradicionales para resolver cada problema, a continuacién se desarrolla y se presenta la
solucién propuesta, y finalmente se aplica a varias imédgenes ejemplo, realizando en algunos casos comparativas
con otros métodos. Ademss, los capitulos estdn escritos siguiendo un orden cronolégico, de tal forma que su
lectura secuencial representa una memoria del transcurso de la investigacién durante los dltimos anos.

El primer bloque estd dedicado al estudio de la deteccién en imdgenes bidimensionales. En el capitulo
1 se comentan las técnicas tradicionales para la deteccién de bordes, y analizamos en profundidad el error
que cometen incluso en imdgenes ideales, debido a la naturaleza discreta de los pixels de la imagen. En los
capitulos 2 y 3 planteamos los primeros esquemas de deteccién de contornos a nivel sub-pixel de grado 1 y 2
respectivamente, aproximando el contorno localmente como un segmento recto o pargbolico segiin cada caso.
En el capitulo 4 desarrollamos un nuevo método que, partiendo de una imagen suavizada, permita detectar
los contornos presentes en la imagen original. Finalmente, en los capitulos 5 y 6 se plantean dos esquemas de
restauracién: uno inicial para casos ideales, donde los contornos se encuentren aislados, y otro mejorado que
resuelva la deteccién también en casos donde existan contornos con alta curvatura, o contornos muy cercanos
entre si.

El segundo bloque estd dedicado a las imdgenes tridimensionales. En los capitulos 7 y 8 se extrapolan las
ideas y técnicas del bloque anterior para deducir un primer esquema de deteccién de contornos a nivel sub-voxel
de grado 1 y 2 respectivamente. En el capftulo 9 se desarrolla un método de deteccién para su aplicacién en
imdgenes previamente suavizadas. Finalmente en el capitulo 10 se proponen los esquemas de restauracién.

Por dltimo existe un tercer bloque, en donde se incluyen las conclusiones obtenidas en la investigacién y
los trabajos futuros que quedarian abiertos, asi como varios anexos en donde se muestran algunos desarrollos
matemdticos y algoritmicos que han sido utilizados y que se ha creido conveniente no incluir dentro de los dos
bloques principales.

0.7 Otras consideraciones

¢ Todo el trabajo de investigacién y desarrollo se ha realizado en el laboratorio del grupo de investigacion
AMI (Anilisis Matemético de Imégenes) del Departamento de Informdtica y Sistemas de la Universidad
de Las Palmas de Gran Canaria.

e La mayorfa de las imdgenes médicas han sido cedidas por cortesia del investigador Karl Krissian, tras su
paso por el Instituto Francés de Investigacién en Informética y Automatica (INRIA). Las imdgenes finales
del capitulo 10 han sido cedidas por el profesor Vaclav Skala, del Centro de Graficos por Computador y
Visualizacion de Datos de la Universidad de West Boliemia en Pilsen (Republica Checa).

e El 1ltimo afio de esta investigacién ha sido financiado por la Fundacién Canaria Universitaria de Las
Palmas, a través de una ayuda Innova de 3.000 euros aportados por la empresa Beleyma.

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



Parte 1

Localizacién de contornos en imagenes
2D




Capitulo 1

Técnicas convencionales para el calculo
del gradiente

- Luis: jte has dado cuenta que el cdlculo de la ori-
entacién de los bordes, usando las técnicas clésicas, no
es exacto?

- Fs ldgico, teniendo en cuenta que sélo disponemos de
valores discretos en la imagen.

- Adn ast, ni siquiera en tmdgenes ideales....

SEPTIEMBRE 2000

Tradicionalmente se ha venido interpretando un borde en una imagen como un salto brusco de la intensidad.
Si representamos la imagen como una funcién bidimensional que mide la intensidad en cada punto de la imagen,
los bordes corresponderéan a zonas donde la intensidad varie réapidamente. La técnica méds bésica que suele
usarse para detectar bordes es calcular la derivada de la funcién y buscar médximos locales en la direccién del
gradiente. Como se sabe, la derivada de una sefial continua proporciona las variaciones locales con respecto a la
variable, de tal forma que el valor de la derivada serd mayor cuanto més réapidas son estas variaciones. Esta idea
fue sugerida inicialmente, tanto desde un punto de vista biolégico como computacional, por Marr [MARS82], y
ha sido la referencia para la mayoria de los trabajos posteriores.

Realmente las técnicas de deteccién de bordes son esquemas mads sofisticados que un simple cédlculo de
derivadas, pero este cdlculo es parte sustancial de casi todas estas técnicas. La estimacion del vector gradiente en
un pixel de la imagen es un cdlculo que practicamente todas las técnicas precisan. En este capftulo analizaremos

en profundidad el funcionamiento de este esquema de célculo del gradiente, y mostraremos el error cometido en
algunos casos.

1.1 Deteccion de bordes a partir del cdlculo del vector gradiente

Para poder calcular el vector gradiente en un pixel, es preciso primero poder estimar el valor de las dos derivadas,
horizontal y vertical, en dicho pixel. Ademads, este cdlculo debe hacerse de forma discreta, ya que la imagen estd
discretizada. A continuacién analizaremos primero el comportamiento de la derivada sobre un borde, y luego
deduciremos el esquema tradicional que suele usarse para poder discretizar su expresion.

31
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32 CAPITULO 1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA EL CALCULO DEL GRADIENTE

1.1.1 La derivada como medida de los cambios de intensidad

Tomemos primero el caso unidimensional. Sea f(x) una sefial unidimensional que represente la intensidad que
hay en el punto . La imagen de un borde serd algo similar a la figura 1.1, donde alrededor del punto zg se ha

producido un salto brusco de la intensidad. Este hecho queda reflejado en la derivada de la senal, que alcanza
un méximo local en ese punto.

e

- /N

X b) )

Figura 1.1: Representacion unidimensional de un borde: a) Sefial original. b) Derivada.

En el caso bidimensional, el fenémeno es muy parecido: un borde también viene dado por un salto brusco de
la intensidad. Por ejemplo, si tuviésemos la imagen de un circulo claro sobre fondo oscuro como el de la figura
1.2a, esto podria interpretarse como que tenemos una funcién de dos variables, f(z,y), cuyo valor representa la
intensidad del punto (z,y), tal y como se ve en ia figura 1.2b.

!

a) b)

Figura 1.2: Representacion bidimensional de un borde: a) Valores de intensidad. b) La imagen vista como una
superficie.
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1.1. DETECCION DE BORDES A PARTIR DEL CALCULO DEL VECTOR GRADIENTE 33

Para una funcién de dos variables, el vector gradiente viene dado por las derivadas parciales de la funcién:

0f(z,y) Of(z,y)

Vi(z,y) = o oy

Este es un vector bidimensional cuya orientacién nos indica la direccién de méxima variacién en cada punto,
y cuyo médulo representa la magnitud de dicha variacién. Esto significa que el vector gradiente tendrd magnitud
pequeiia sobre los puntos de las zonas homogéneas clara y oscura, y tendrd un valor muy alto justo en la zona
donde se produce la transicién de una intensidad a otra. Ademds, la direccién de dicho vector nos indicard en
cada punto en qué direccién se produce ese cambio. En el ejemplo que nos ocupa, el vector apuntarfa siempre
hacia el centro del circulo.

Por lo tanto, un proceso bdsico en el tratamiento de imdgenes consiste en evaluar el vector gradiente en cada
pixel, y quedarnos con aquéllos cuyas magnitudes sean maximos locales en la direccién de dicho vector, tal y
como proponen Marr y Hildreth [MARS80], Canny [CAN83, CANS86|, y muchos otros [DER87, FLE92]. Pero
para poder evaluar el gradiente, necesitamos conocer cémo discretizar las derivadas, ya que nuestra imagen
de entrada no serd una semal continua sino discreta, debido al proceso de adquisicién mediante un dispositivo
fotografico. '

1.1.2 Discretizacién de la derivada de una funcién f(z)

Sea f(z) una funcién continua de R en R. Para estimar el valor de la primera derivada en un punto zy a partir
del valor de la funcién en puntos cercanos, podemos usar el desarrollo de Taylor de la funcién en los puntos
(zo+ h) y (zo — h), de la siguiente manera:

fo+h) = flxo)+hf (xo) + O(K?)
flzo—h) = f(zo) — hf (zo) + O(h?)

donde h es un valor relativamente pequefio (cuanto menor sea, mejor serd la aproximacion). Restando ambas
expresiones obtenemos que

F(zo + k) — f(zo — h) = 2hf'(z0) + O(h?)

de donde se deduce que, para valores pequenos de h, la primera derivada en el punto zg puede aproximarse por

f/(xo) ~ f(x() + h’) — f(xO — h)
2h
Esto significa que, si la funcién f(z) ha sido discretizada en una muestra {..., f(z;—_1), f(x:), f(®it1), -},
i € Z, donde la distancia horizontal h entre puntos vecinos puede considerarse pequefia (fig.1.3), y de tal forma
que desconocemos los valores de la funcién en ningiin otro lugar, podemos estimar la derivada en el punto z; a
partir de los valores de la funcién en sus dos puntos vecinos, x;_1 y z;+1, mediante la siguiente expresion:

Fla) ~ f(-z'i+1)2_hf($i—1)

1.1.3 Discretizacién de la derivada parcial de una funcién f(z,y).

Sea ahora f(z,y) una funcién de R? en R. Para estimar el valor de la derivada parcial en la direccién de la
variable z en un punto (zg,yg) a partir del valor de la funcién en puntos cercanos, podemos usar el desarrollo
de Taylor de la funcién en los puntos (zg + h,y0) ¥ (zo — h,%0) , de la siguiente manera:

f(@o+h,yo) = Flzo,y0) + hfz(wo, yo) + O(h?)
f(@o—h,y) = F(zo,y0) — hfz(zo,y0) + O(h?)
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34 CAPITULO 1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA EL CALCULO DEL GRADIENTE

Figura 1.3: Funcién unidimensional discretizada

donde % es un valor relativamente pequefio. Restando ambas expresiones obtenemos que
f (o + h,y0) — F(z0 = h,y0) = 2hfx(z0,y0) + O(h?)

de donde se deduce que, para valores pequefios de h, la derivada parcial en z en el punto (zg,ys) puede

aproximarse por

fm(xo,yo) ~ f(xO + ha yO)z'—hf(ajo — h, yO)

Al igual que ocurria con las funciones de una variable, esto significa que, si la funcién f(z,y) ha sido
discretizada en una muestra bidimensional {..., f(zi—1,%;), f(%i,¥;), f(@ix1,¥;)s - F(®i—1,Yj41)s F(Zi,Yj+1),
f(@it1,y5), -}, (4,4 € Z), donde la distancia horizontal h entre puntos vecinos puede considerarse pequefia
(fig.1.4), y de tal forma que desconocemos los valores de la funcién en ningun otro lugar, podemos estimar la
derivada parcial en la direccién « en el punto (z;,y;) a partir de los valores de la funcién en sus dos puntos
vecinos, (z;i—1,¥;) ¥ (%i41,¥;), mediante la siguiente expresion:

)~ L)~ i)

RN

T 71 7 Z
A~ ) A
y a4 ) o) A/ T S
/ /S L S

Figura 1.4: Funcién bidimensional discretizada
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1.1. DETECCION DE BORDES A PARTIR DEL CALCULO DEL VECTOR GRADIENTE 35

Légicamente, al haber discretizado la funcién, esto no es mds que una estimacion del verdadero valor de la
derivada. Otra estimacion alternativa que puede dar mejores resultados es usar también la anterior expresién
pero aplicada a los puntos vecinos (z;,yj—1) ¥ (i, y;+1), es decir, en las filas anterior y posterior al punto que
estamos tratando. De esta manera, el valor final que daremos para la derivada parcial en la direccién x en el
punto (z;,y;) serd un promedio entre las expresiones individuales de las tres filas:

folziys) = (1—0) (f(mi“’yj);hf(xi‘l’y")) + (L.1)
L& <f(xi+1,yj—l) — flzi1,y5-1) + f(@it1,y541) — f(l'i—hyj+1)>
2 2h

donde 0 € a < 1. Con el valor o controlamos el peso que queremos darle a las filas adyacentes. Si o =0
sélo consideramos la fila actual, y estariamos en el caso inicial. Teniendo en cuenta que estamos en un dominio
2D, y que las distancias entre puntos es pequetia, lo que en realidad estamos haciendo con esta nueva expresién
es promediar la derivada en un entorno alrededor del punto, disminuyendo asi el posible ruido que podriamos
haber obtenido en la discretizacién.

Para calcular la derivada parcial en la direccién y se procede exactamente igual, con lo que la expresiéon
queda:

Blem) = (o) (Ll o ("""i’yf—”) N (1)
+& (f(wi—1,yj+1) — f(®i—1,yj—1) + f(Zit1,Yj41) — f($i+1,yj—1)>
2 2h

considerando que h también es la distancia entre valores vecinos de y.

1.1.4 Madscaras para el cilculo de las derivadas parciales

Con la discretizacién obtenida, el proceso para calcular las derivadas parciales es equivalente a convolucionar la
imagen usando las méscaras siguientes:

1 -a/2 0 a2
H = —| -(1-a) 0 (1-a) (1.3)
2h | /2 0 /2
1 [ —a/2 —-(1-a) —a/2
H = 5| 0 0 0
a/2 (1—-a) «f2

donde se ha supuesto que el eje  crece horizontalmente hacia la derecha de la imagen, y que el eje y crece
hacia abajo.

Revisando en la bibliografia [SON98, PRAO1] vemos que muchas de las mdscaras usadas tradicionalmente
caen dentro de este esquema. Una revisién mds amplia puede consultarse en [HAR92].

Por ejemplo, Prewitt [PRE66] usa c = 2/3, obteniendo la méscara

L [-1 o1
Hy=z | =1 0 1 (1.4)
-1 0 1 :

donde cada fila tiene igual importancia en el célculo de la derivada.
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36 CAPITULO 1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA EL CALCULO DEL GRADIENTE

Sobel [SOBT70] usa o = 1/2, lo cual produce la mdscara

1—101

Hy=—
8h

-1 0 1

dando en este caso una importancia mayor (justo el doble) a la fila central donde se encuentra el pixel en
cuestién que estamos estudiando.

Por 1iltimo, Frei y Chen propusieron el caso a = 2 — /2, quedando la mdscara siguiente:

-1 0 1
-2V _5 o v (15)

4h -1 0 1

Este dltimo caso garantiza que, para bordes diagonales perfectos, la magnitud del gradiente resulte igual
que en los bordes horizontales o verticales perfectos. Incidiremos en este caso particular en el capitulo siguiente.

Existen otras méascaras de distinto tamafio, como las de 2x2 propuesta por Roberts [ROB65], que tienen el
problema de no estar centradas en el pixel que se est4 tratando, o de 5x5, como las propuestas en [JAI95], que
exigen un costo computacional mucho mayor, aunque al tomar un entorno m&s amplio, son menos sensibles al
ruido, y obtienen un resultado més suavizado (y por lo tanto a veces menos preciso). Pero la idea subyacente
en todas ellas es la misma: obtener estimaciones para los valores de la derivada para, a partir de ahi, encontrar
los bordes de la imagen.

1.1.5 Calculo del vector gradiente

Una vez estimadas las derivadas parciales en un punto de la imagen, podemos estimar el vector gradiente en
dicho punto. Sea F(i,7) la imagen original, y sean F,(¢,7) y F,(4,J) las dos imégenes resultantes de aplicar la
convolucién con las méscaras H, y H, respectivamente. El vector gradiente para cada pixel (i, j) serd entonces

VF(i,5) = [Fa(i,5), Fy(,5)]

A partir de esta estimacién, podemos obtener una imagen de gradientes (tomando tnicamente el médulo)
de la manera siguiente:

G(iy ) = \/F2(i, ) + F3(i,4)

Con la informacién de dicha imagen podremos estimar que en aquellos puntos (¢, 7) donde el valor de G(3, 7)
sea suficientemente grande, existird un borde cuya orientacién serd perpendicular a la direccién del vector
[Fz(%,7), Fy(4,7)] . En la figura 1.5 podemos ver un ejemplo de imagen de gradientes.

1.2 Hipdtesis de trabajo

Acabamos de ver cémo el uso de una herramienta matemadtica como es el vector gradiente nos aporta bastante
informacién sobre la existencia de bordes en una imagen. Sin embargo, para poder aplicar esta herramienta
con rigor es preciso que nuestra funcién sea derivable (y por tanto continua) en todo su dominio (o al menos en
aquellos puntos donde queramos evaluar el vector gradiente). Es por ello que todos estos trabajos toman como
premisa fundamental el hecho de que, aunque nuestra imagen de entrada sea una seilal con valores discretos,
dicha sefial proviene del muestreo de una cierta funcién continua y derivable, a la cual pretendemos calcular los
bordes.
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|5

Figura 1.5: a) Imagen original. b) Parciales en x. ¢) Parciales en y. d) Modulo del gradiente

1.2.1 Modelo de borde

Gréficamente, y en un caso unidimensional, lo que estamos haciendo es asumir que en una imagen, antes de
la digitalizacion, los bordes son como se ven en la figura 1.6a y no como se ven en la figura 1.6b, ya que en
este 1iltimo caso, habria una discontinuidad en el punto xg y por lo tanto no existiria ninguna derivada en ese
punto. Para el caso bidimensional es lo mismo: se asume que la funciéon cuya discretizacion poseemos en forma
de imagen es continua en todo su dominio.

Sin embargo, a lo largo de este trabajo vamos a hacer una interpretacion diferente. Vamos a asumir que
justo en las zonas donde hay un borde en la imagen, habra una discontinuidad. La razon es muy simple:
supongamos la situacion de la figura 1.7, donde la cdmara' que adquiere la imagen estd apuntando a dos
objetos, cuyas intensidades son A y B. Justo en la zona de la imagen que delimita ambos objetos, existe una
discontinuidad en la intensidad adquirida por la camara.

Por lo tanto, para simular esta discontinuidad, nuestro modelo de borde va a ser el representado en la
figura 1.6b, v sera el que usaremos a lo largo de todo este trabajo. Usar dicho modelo va a implicar una serie
de consecuencias. A partir de ahora, ya no tendrd sentido hablar del "gradiente en un pixel", sino del "vector
normal al contorno que pasa por ese pixel". Y cuando, de ahora en adelante, hablemos de derivadas parciales
en un pixel, estaremos refiriéndonos en realidad al resultado de aplicar las médscaras de convolucién anteriores,
pero no al valor de la derivada en si, puesto que damos por hecho que no existe.

Otro término que dejaremos de usar sera "borde", y en su lugar usaremos "contorno". De esta manera,
usaremos el término "borde" para indicar que un pixel es borde o no, y usaremos "contorno" para referirnos a
la verdadera linea de grosor infinitesimal donde sucede la discontinuidad.

Se hia supuesto que la camara es de tipo "pin-hole", donde cada punto de la escena tridimensional se provecta en un inico
punto sobre el plano donde se forma la imagen.
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/_____
f(x) /

X, b)

Figura 1.6: Representacion unidimensional de un borde: a) real. b) ideal

Figura 1.7: Discontinuidad producida en los bordes

1.2.2 Modelo de adquisicién

La pregunta que surge ahora es relativa al muestreo de la imagen, es decir, a la adquisicion de la fotografia:
si realmente existe una discontinuidad, jqué ocurre con los pixels donde cae justo esa discontinuidad? ;Queé
intensidad tendran? ;A7 ; B? Para responder a estas preguntas, usaremos el siguiente modelo de adquisicién:
la intensidad final del pixel serd un promedio entre ambas intensidades, A y B, ponderados por el drea relativa
que cada valor de intensidad ocupa dentro del pixel, considerando éste como un pequeno cuadrado dentro de
la imagen. Es decir, atendiendo a la figura 1.8, el valor de intensidad del pixel seleccionado vendrd dado por la
expresion

AS4+ BSp

h?

donde A vy B son las intensidades de ambos objetos, Sy y Sp son las dreas de las regiones ocupadas por ambos
alores de intensidad respectivamente en el interior del pixel, y h es la longitud de cada lado del pixel. Se
cumple por tanto que el drea del pixel es igual a Sy + Sp = hZ.

Dicho modelo puede ser considerado como la hipétesis de partida para todo nuestro trabajo. Un ejemplo
de que dicha hipotesis parece cumplirse puede verse en la imagen digitalizada de la figura 1.9, donde se observa
que el color de los pixels por donde pasa el contorno es en realidad un promediado entre los colores existentes
a ambos lados del contorno (el color de la chaqueta y el del fondo). Otro ejemplo también ilustrativo puede
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1.2. HIPOTESIS DE TRABA.JO 39

Figura 1.8: El color del pixel es un promedio entre A y B

verse en la figura 1.10, donde se ve la imagen de un objeto calibrador, usado para el calibrado de las cdmaras®.
Podemos ver cémo los pixels por donde pasa el contorno vertical adquieren valores del negro al blanco a medida
que descendemos por el contorno, lo cual coincide con el comportamiento que nuestra hipotesis expone, puesto
que la linea que forma dicho contorno no es vertical exactamente, sino que va desplazdndose hacia la derecha
de la imagen conforme va bajando. Esto hace que a medida que descendemos, el drea interior al pixel que va
quedando a la izquierda de la linea del contorno (correspondiente al color blanco) sea cada vez mayor, y por
tanto el drea a la derecha menor, lo que explica el aumento de la intensidad en el pixel.

Figura 1.9: Los pixels por donde pasa el borde tienen un color intermedio entre ambos colores

La hipotesis planteada no es nueva. Ya existen otros autores que la mencionan, como se indica en [JAI89],
pero nosotros vamos a analizar en profundidad todas las consecuencias que ello conlleva.

- Para calibrar una cimara suelen usarse imdgenes doude puedan localizarse con precision puntos concretos (como las esquinas
de los rectangulos negros en la figura 1.10) cuya posicion tridimensional en el espacio sea conocida a priori por el programa ¢ue
realiza la calibracion.
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|
|

| . . .

Figura 1.10: a) Imagen original. b) Imagen ampliada. ¢) Inagen ampliada con el contorno real superpuesto.

1.2.3 Interpretacién del modelo de adquisicién

La digitalizaciéon hecha por una cdmara consiste en muestrear la intensidad proveniente de la escena sobre
una malla rectangular de puntos, (2;,y;). En una cdmara CCD, dicha malla se corresponde con una matriz
de fotodiodos que captan la luz. Lo que estamos asumiendo con nuestro modelo es que dichos fotodiodos no
recogen exactamente la iluminacion en dichos puntos, sino en un cierto drea alrededor de ellos (ver figura 1.11).

Xo X X

by 4B b,
Yy * e e e e e hI
NIl
y]—>......a) ......b)

Figura 1.11: a) Matriz de fotodiodos de la camara. b) Area de influencia de cada fotodiodo.

Si se asume que cada fotodiodo es uniforme e igualmente sensible a la luz, entonces la intensidad recogida
en cada uno vendra dada por la integral sobre el drea abarcada por cada fotodiodo. Es decir,

1 ~yj+h/2 pxi+h/2
Fl@sy;) = oy / / fla,y)dady (1.6)

h Jyj—h/2 Jxi—h/2

donde f(x,y) es la intensidad que llega a la camara, y F(x;.y;) es la intensidad final adquirida en cada
fotodiodo. Esta operacion en realidad puede verse como la convolucion con una funcion caja, k(x,y), seguido
de un muestreo en los puntos de la malla. Dicha funcién A(x,y) estaria definida como

2 . /e

(%) 1/h= si |zl lyl < h/2

({,7) = .
0 en caso contrario

Estos dos pasos pueden separarse. Por un lado podemos en primer lugar realizar la convolucion continua de

la imagen con la funcion k(x,y), y posteriormente realizar el muestreo. Asi podemos generalizar el proceso de

formacion de la imagen y separarlo del proceso de muestreo. La formacion de la imagen vendria dada por la
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expresion o oo
g(z,y) = / / flu,v)k(z —u,y — v)dudv = fa,y) * k(z,y)

El muestreo puede expresarse mateméticamente como la multiplicacién de la sefial continua por un tren de
deltas, posicionado sobre los puntos donde se quiere realizar el muestreo. La expresién resultarfa asi:

F(z,y) = g(z,y) ZZWC ~ Zi,y — ;)

Estos pasos pueden verse en la figura 1.12 para un caso unidimensional. La convolucién transforma la
discontinuidad en un salto suave de amplitud horizontal &, y posteriormente el muestreo produce que en el pixel
donde se proyecta el borde se obtenga un valor de intensidad intermedio entre A y B.

A
f(x)
B
A
w5
c_A A
Fx) | B B/|
X1 X X

Figura 1.12: f(x) representa la sefial de entrada. g(x] representa la sefial recogida por los fotodiodos. F(x;)
representa la sefial discreta adquirida por la cdmara.

1.3 Error cometido por las mdscaras H, y H,

Ahora que tenemos una hipétesis sobre la intensidad que los pixels del borde deben tomar, podemos hacer un
estudio de la exactitud de la estimacién del vector gradiente usando las méscaras de convolucién anteriores.
Queremos ver si realmente el vector gradiente que obtenemos es normal al contorno, y si su médulo representa
realmente la diferencia de intensidad a ambos lados del contorno. Todas estas mdscaras ya han sido testeadas
en numerosas ocasiones en casos ideales, utilizando imdgenes sintéticas, en donde una imagen con un objeto
oscuro de intensidad A sobre un fondo B estaba formado por pixels exclusivamente de uno de estos dos colores
(fig.1.13) . Ahora que sabemos que a lo largo del borde podemos tener pixels con intensidades intermedias entre
ambas, ;cudl serd el comportamiento de dichas méscaras? ;Dardn con exactitud el verdadero valor de médulo
y direccién (en este caso por médulo esperamos obtener la magnitud |A — B|)? Estudiemos diferentes casos.
Para ello vamos a tomar en nuestro estudio imdgenes con un inico contorno recto que atraviese toda la imagen,
dejando las intensidades A y B (A > B) a ambos lados del contorno.

1.3.1 Contorno horizontal sin desplazamiento

Sea F' una imagen con un contorno horizontal sin desplazamiento dentro del pixel; esto es, el contorno cae
exactamente en la frontera entre dos filas de pixels adyacentes, como se ve en la figura 1.14. As{ tenemos que
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NO

Figura 1.13: Un objeto negro sobre fondo blanco tiene pixels con colores intermedios en el borde

todos los pixels por encima del contorno tienen intensidad B, y todos los de abajo tienen intensidad A.

—

a) AlA|A|A |44 |4

b)

Figura 1.14: Contorno horizontal sin desplazamiento: a) Imagen original. b) Imagen digitalizada.

Si convolucionamos con la mascara H, (ecuacion 1.3) obtenemos la siguiente imagen®
y g

0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0
== |A-B A-B A-B A-B A-B (1.7)
“h1'A-B A-B A-B A-B A-B
0 0 0 0 0

Convolucionar con la mdscara H, en este caso produciria una imagen con valor 0 en todos sus pixels. Por lo
tanto, la imagen G que indica el médulo del gradiente serfa exactamente igual a Fy. Lo primero que vemos es
que hay dos filas con valor de gradiente alto, en lugar de una sola fila como seria deseable. En cualquier caso,
vemos que el valor estimado para el moédulo del gradiente es correcto (es igual al salto de intensidad a ambos
lados del borde, dividido por el doble de la longitud del pixel), asi como el de la orientacion, ya que el vector
tiene componente @ nula, y por lo tanto apunta exactamente hacia abajo.

margenes de la imagen original.

$La imagen de parciales que mostramos tiene menor resolucion (5x5 en lugar de 7x7) porque se ha obviado el cdleulo en los
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1.3.2 Contorno horizontal con desplazamiento

Sea F' una imagen con un contorno horizontal cuya proyeccion caiga en el interior de la fila central de nuestra

imagen, como se ve en la figura 1.15. Ahora tenemos que la fila central tendrd intensidad C, donde la expresion

para C' serd, segin nuestra hipotesis, la siguiente:

h—+4
h

siendo t el desplazamiento del contorno dentro del pixel (0 <t < h).

c=la+21lp
h

O FN Y
R RN N
RN N N
N N N
RN N N
RN N N
R NN RN

a) b)

Figura 1.15: Contorno horizontal con desplazamiento: a) Imagen original. b) Imagen digitalizada.
Apliquemos ahora la convoluciéon con H, y obtenemos la siguiente imagen:

0 0 0 0 0
o—B 1~ B

A-B A-B (1.8)
A-C A=a

0 0 0 0 0

De nuevo la convolucién con H, produce una imagen nula, y por lo tanto G = F,. Curiosamente, ahora son
tres las filas con valor no nulo del gradiente, aunque podemos ver que el valor de la fila central siempre serd
mayor que el de sus dos filas vecinas, ya que B < C' < A. Si obviamos esas filas vecinas y nos quedamos con la
central, cuyo valor es médximo, concluimos que para este caso la estimacion del modulo y de la orientacién del
gradiente también es exacta.

1.3.3 Contorno de 45° sin desplazamiento

Sea F' una imagen con un contorno diagonal de pendiente 1 que cruce los pixels exactamente de una esquina a
otra, como se ve en la figura 1.16. Dicha imagen tendrd una diagonal de pixels cuya intensidad sera
A+ DB
2
Al ser un contorno de 45 grados, la convolucién con ambas mascaras, H, y H, producira idénticos resultados.

Sin embargo, los resultados seran diferentes en funcion del tipo de mascara que cojamos (Prewitt, Sobel o Frei-
Chen). Hagamoslo entonces para un caso general, dejando o como parametro:

0 0 Py, P, P
0 Py P4 F P
P, P, P P P

1 o A P 0
B P P 0 0

C:
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—

a) C |4 |4

aQ
NN
NN
SNSRI
NN

b)

Figura 1.16: Contorno de 45? sin desplazamiento: a) Imagen original. b) Imagen digitalizada

donde
P, = 5(C-B)
Py = %(AfB)%-(lfa)(C—B)
P = %(AB)+(l—a)(A\B):<2;a>(AB)
B = %(AfB)—k(lfa)(A—C)
h- o

Calculemos ahora la imagen de gradientes . Teniendo en cuenta que ambas parciales son iguales, obtenemos
el siguiente resultado:
0 0 Py P,y By
0 Py Py Py P
G=V2F,=— | P, P, B P P
V2l p o popoP, 0
Py P P 0 0

Vemos que el resultado es una imagen con una franja de 5 lineas diagonales cuyo perfil es creciente hasta la
diagonal central y luego decreciente. Es decir, se cumple que

O0<Po<P 1 <Py>P >P>0

va que, atendiendo a las expresiones de cada uno, todos los términos son positivos, y ademads se cumple que
B < C < A. Esto significa que, de nuevo, a pesar de que alrededor del borde se produce una franja de grosor
mayor que uno con valores no nulos en el gradiente, tomaremos como valor significativo el de la diagonal central,
puesto que es alli donde se encuentra el valor mas alto. Este valor es

1 2—«

e P
\/§h v 2\/5/1(

Aqui yva vemos una diferencia con respecto a los casos anteriores con el borde vertical, v es que el valor del
modulo del gradiente depende del pardametro o empleado en la mdscara. Por lo tanto, sélo hay un valor de «
que me garantice que el modulo sea el valor deseado, y es

2 —« A—-B
2 A-B) = =3 — 38
2\/511, =B 2h R V2

A — B) (1.9)
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que 1o es otro que el valor usado por Frei y Chen. Esto significa que las otras méscaras me produciran un
error en el modulo del gradiente para este tipo de borde. Por otro lado, en cuanto a la direccion del vector
gradiente, se obtiene de forma correcta para cualquier valor de «, puesto que al ser ambas parciales idénticas,
el vector siempre es paralelo a la direccion [1, 1].

1.3.4 Contorno de 45° con desplazamiento
Sea [7 una imagen con un contorno diagonal de pendiente 1 que cruce los pixels pero sin tocar las esquinas de

éstos, como se ve en la figura 1.17. Dicha imagen tendra dos diagonales de intensidades intermedias entre A y
B. Estos valores de intensidad seran:

1 2 2 1 2 2
s(h—1) h* = =(h—1) (h—1)
= B = L me————— ——
¢ h? & h? sh=a 2h2 (A—8)
142 h2 — 442 t2
D = 2At+—=-B=B+—(A-B
h? T h? i 2h? ( )

siendo t el desplazamiento del contorno dentro del pixel (0 < ¢ < h). Vemos también que se cumple que C' > D,
vt € (0, h), ya que

2 + 2ht — 212
C~D:M~B%ii—L:L)>O

2h?

9] =
Ta

NG N NG N NS =N

Ol

=

a) C |4

NN
A s ] ]

i)
NIEN Y
MENEE RS

b)

Figura 1.17: Contorno de 45° con desplazamiento: a) Imagen original. b) Immagen digitalizada

De nuevo, al ser un contorno de 45 grados, la convolucién con ambas mascaras, H, y H, producira idénticos
resultados. Las imdgenes resultantes serdn’:

0 0 0 Pﬁ;g P_Q P—l P(J
0 0O P33 Py Py R P
1 0O P3g Py P, Iy DB
FI:F‘y:ﬁ P»S PrZ Pfl

P 2 P 1 P, 0 P 1 P. 2 0
Pa B Py P 0 0
Py P P 0 0 0 0

P

P P PO (1.10)
0
0

donde

PAhora vuelvo a mostrar imagenes de parciales 7x7 para que se aprecie mejor la franja de resultados no nulos e aparece,
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Ps = %(D—B)
Py = 2(C—B)+(D—B)(1—a)
P = Z(4-B)+(C-B)(1-a)
Py = Z(A=B)+(4-D)(1-a)
P = %(A—DH(A C)(1-a)
P = %(A—C)

Al igual que en el caso anterior, existe una franja diagonal de 6 lineas (antes eran 5) con el mismo perfil
de antes: crece desde cero, alcanza un médximo y decrece de nuevo hasta cero. Es fdcil comprobar que esto es
cierto para la mayorfa de los valores P;, conociendo que B < D < C < A. El caso més dificil de ver se presenta
entre P_; y P, donde la cuestién radica en conocer si A — D > C — B. La respuesta es que depende del valor
t, ya que

(A= D)—(C~B)=(A-B) (-—%)

Esto significa que Py > P_; siy sélo si t < h/2. Observando los pixels seleccionados en la figura 1.17, donde
P_, corresponde al pixel de la izquierda y Fy al de la derecha, vemos que la condicién es equivalente a decir
que el tramo del contorno que pasa por el interior del pixel correspondiente a Py tiene mayor longitud que el
tramo del contorno que pasa por el correspondiente a P_;. En cierto sentido, parece 16gico, ya que si tuviésemos
que elegir entre los dos pixels cudl merece ser considerado como més perteneciente al borde que el otro, serfa
un buen criterio elegir al de Py por el argumento mencionado.

Cojamos pues este caso, t < h/2, con lo cual el maximo valor de la convolucién se presenta en la diagonal

central, y estudiemos cudl es el valor del médulo del gradiente en dicha franja. De nuevo, por igualdad entre
ambas parciales, se cumple que

0 0 0 P P, P,
0 0 Pg P, P, B
0 Py P, P, P
G=V2F,=—| P3 P, P1 P P
V2| p, p, B P P

P, BB, P P 0O

Pp, P, P 0 O

cooco NI

coco N

con lo cual la expresién para el pixel central es

1 1 2—a 2 2—« t2 )
—e—Py=——(A-B) | ——————=(1-0a) | =(A-B) | —— — —=—(1—a)
J2h° \/2'11( )< T )) ( )(2ﬁh 2\/§h3(

Esta expresién un tanto complicada se compone de dos términos. El primero es el mismo que obtuvimos
en el caso anterior (ecuacién 1.9) cuando el contorno pasaba por las esquinas de los pixels (t = 0). El segundo
término vemos que depende también del pardmetro o pero también depende de t, lo que significa que, sea cual
sea la méscara que usemos para evaluar las parciales, el valor del médulo va a depender de la posicién exacta

del contorno dentro del pixel, lo cual no deberfa ocurrir. Por lo tanto deducimos que esta forma de evaluar el
mddulo del gradiente es errénea en un sentido riguroso, ya que no es independiente de la localizacién exacta
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del contorno. Al menos, la direccién del vector si sigue funcionando de forma exacta, pues de nuevo tenemos
ambas parciales con idéntico valor. Sin embargo, veremos en el proximo y iltimo caso, que también la direccién
es errénea cuando la pendiente del contorno no es exactamente 45 grados.

1.3.5 Contorno de pendiente 1/2 sin desplazamiento

Sea F' una imagen con un contorno diagonal de pendiente 1/2 que cruce exactamente entre la esquina inferior
izquierda de un pixel y la esquina opuesta del pixel vecino de su derecha, tal y como se ve en la figura 1.18.
Dicha imagen tendrd una diagonal en escalera (caminando dos pixels hacia la derecha en cada fila, y subiendo
luego en diagonal), cuyos colores serdn:

3A+ B
e 4
D - A+ 3B
4
donde se cumple que B < D < C < A.
h
— C
(:> C 44
A C |4 |4 |4 |4
I C |A |4 |A |44 |4
h/2 a) |4 |4 |alalal4la b)

Figura 1.18: Contorno de pendiente 1/2 sin desplazamiento: a) Imagen original. b) Imagen digitalizada.

A diferencia de todos los casos estudiados anteriores, esta vez cada méscara va a producir una imagen
diferente. La convolucién con la méscara horizontal produce la imagen siguiente:

0 0 0 0 0 0 P3]
0 0 0 0 Py FPo P

1 0 0 P33 Po P, Py Py
Py = 57 Ps Py, P, P P P Ps
P—l PO P1 P2 P3 P4 0
P P Pz Py 0 0 0
i P3 Py 0 0 0 0 0 |
donde
1 1
P33 = -a(D—B)==a(A-B)
2 8
1 3
P_g = §a(C—B) = ga(A—B)
1 L 1
P g = 504(A—D)+(D~B)(1—a) = <Z+—a> (A-B)

P = %a(AC)+(C—B)(1~a):(

= w
ol ot oo

a)(4-p)

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali:

© Del



48 CAPITULO 1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA EL CALCULO DEL GRADIENTE

P

Py

Py

1
-0
2

§a(C’—B)+(A—C)(1—a): <%+-;-a
1 3
5(1(A—D):§OC(A—B)

1 1

3 5

(D—B)+(A—D)(1—a):(——-a

4 8

-5
Ja-n

P4 *Z'Q(A—C):ga(A—B)
En esta ocasidn la franja toma la direccién del borde y cruza la imagen con pendiente 1/2. Aparecen hasta

8 valores diferentes, y mirdndola de izquierda a derecha mantiene el mismo perfil que en los casos anteriores:
creciente, médximo y decreciente, ya que se cumple que:

0<P 3<Po<P1<Py=P>FP,>P3>P >0

donde ademds se cumple que P_3 = Py, P_o = P3 y P_1 = P». Todas las inecuaciones pueden demostrarse
facilmente, excepto la que relaciona a P_; v a Fy. Para que P_; < Py debe cumplirse que:

3 2

Ph-Pi==—=a>0=a<=

0TI Ty 3
Curiosamente, este umbral para « es justo el que debe cumplirse para que el peso de la fila central sea mayor al
peso de cada una de las filas vecinas en la méscara, tal y como se definieron en la ecuaciones 1.1 y 1.2. Es decir

a 2
l—a> 5 = o< ':');
con lo cual se supone que se cumplird en la mayoria de las médscaras. Un peso inferior en la fila central significaria
que para estimar el valor de la derivada en una fila dariamos menos importancia a las intensidades de los pixels
en esa fila que en las filas vecinas, lo cual seria un poco incoherente.

Veamos ahora la convolucién con la méscara vertical. La imagen resultante es la siguiente:

[0 0 0 0 0 0 Q3]
0 0 0 0 Q-3 Q-2 Q1
1 0 0 Q3 Q2 Q1 Q &1
Fy=gp| @3 Q@2 @1 Q G @ Qs (1.11)
Qe Qo Qv Q2 Q@3 Q4 O
Q1 Q2 @3 Q4 O 0 0
| @3 Q4 O 0 0 0 0 |
donde
1 1
Q-3 = za(D-B)=za(A-B)
1
@2 = 30C-B)+(D-B)(1-a)= (1 +50)A-D)
@1 = jata-2+D)+©-B)a-a) = (-1a)a-p)

Qo = %a(A—2B+C)+(A—B)(1“a)= (1—%a) (A-B)
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1.4. CONCLUSIONES 49

0 = (A—B)(l—a)—i—%a(QA—B—D (1 %)(A B)
Qs = (A—D)(l-a)—}—éa(ZA—B—C G %)A B)
Qs — %a(A—D)+(A—C)(1—a):(—+% )(A B)

1 1
Q4 - aa(A—C):§a(A—B)

Vemos que también la imagen de parciales en y también presenta una franja similar con el mismo perfil,
donde se cumple que

0<Q3<Q2<Qu<Q=Q1>@2>Q3>Qs4>0

donde también se cumple que Q_3 = Q4, Q2 =3y Q1 = Q2.

Ahora habria que calcular la imagen del médulo del gradiente, que también tendrd un perfil similar al de
las imdgenes parciales, pero bastard con calcular el valor del gradiente en el pixel central, para demostrar que
la estimacién produce un resultado incorrecto. Justo en ese pixel, el vector gradiente serd

A A-B[3 5 1
VF = [ 0, Qo] = [ ]

a,l— -«

4 38 8

Calculemos primero su médulo

A-B /[ 1 A-B
T — — 2 —
|VF| 5T (4\/5\/130[ 38 + 50) =

el cual vuelve a ser dependiente del valor del pardmetro «;, lo cual es incorrecto. Calculemos ahora su direccién.
El vector gradiente tendra una pendiente cuya arcotangente vendrd dada por el valor

Qo 8 o
—_— 2
PO — #

Ya que el vector gradiente deberia ser normal al contorno, y como éste tiene pendiente 1/2 en este caso, la
pendiente del vector deberia ser 2 para cualquier valor de «, cosa que no ocurre.

1.4 Conclusiones

Tras el andlisis realizado se observa que el esquema utilizado tradicionalmente para calcular el vector normal a
los bordes de una imagen no es exacto en casos ideales, siempre partiendo de las hipétesis de trabajo (modelos
de borde y de adquisicién) que enunciamos al principio del capitulo. El vector gradiente, cuyo médulo deberfa
representar la magnitud del salto de intensidad a ambos lados del borde, y cuya direccién deberia ser ortogonal
al contorno, toma valores diferentes segun el valor que hayamos dado al pardmetro o al evaluar las derivadas
parciales. Ademds, ain con un valor fijo de ¢, el médulo puede variar segiin sea la localizacion exacta del
contorno en el interior del pixel.

Por tanto, la pregunta que se plantea en este momento es la siguiente: jexistird algiin esquema que nos dé
con total exactitud el vector normal (médulo y direccién) para un contorno en cualquier orientacién y posicién
dentro del pixel? En el préximo capitulo se desarrollard un nuevo esquema que responderd afirmativamente a
esta cuestiéon. M4s atin, dicho esquema no sélo encontrard el vector normal deseado, sino que ademas localizard
la posicién exacta dentro del pixel por donde pasa el contorno. Por supuesto, la exactitud total se conseguird
sélo en imdgenes ideales (ideal en el sentido de las hipétesis planteadas).
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Capitulo 2

Contornos de primer orden

- ;Crees que existird alguna manera de encontrar la ori-
entacion exacta?

- Podria intentarse.

- Si te das cuenta, toda la informacidn necesaria estd
contenida en los valores de los pizels....

DICIEMBRE 2000

Acabamos de ver en el capitulo anterior que con el esquema tradicional de cdlculo del gradiente, mediante
el uso de mdscaras de convolucién para evaluar las derivadas parciales, los resultados no son exactos. A
continuacién trataremos de desarrollar una técnica que sf tenga resultados exactos, en el sentido que muestra
la figura 2.1. Esto es, dada una foto donde haya un objeto sobre un fondo, obtener, para cada pixel por donde
pase el borde de dicho objeto, el vector cuyo médulo represente el salto de intensidad entre el objeto y el fondo,
y cuya orientacién sea exactamente la direccién normal al contorno del objeto en ese punto. Hay que recordar
que el término "contorno" lo usaremos para denominar la verdadera linea (con precisién real) donde se produce
la discontinuidad desde el punto de vista de la cdmara que ha adquirido la imagen, y no una linea discretizada
sobre los pixels de la imagen.

Para ello, el objetivo es, a partir de los valores de intensidad de la imagen original, y conociendo que el
valor de cada pixel ha sido obtenido segun la hipétesis planteada en nuestro modelo de adquisicién, tratar de
obtener una expresién para la linea real que representa el contorno. Loégicamente, no podemos encontrar la
expresién exacta, puesto que debido al proceso de adquisicién, se ha perdido informacién del comportamiento
del contorno en el interior del pixel. Por lo tanto, inicialmente, haremos la siguiente simplificacién: supondremos
que, localmente, el contorno sobre un pixel y su vecindad se comporta como una linea recta. Para ello, vamos
a introducir las dos definiciones siguientes:

Definicién de contorno de primer orden Llamaremos contorno de primer orden a la funcién intensidad
siguiente

_ | A siax+by+e>0
f(z,y,A,B,a,b,e)—{ B siaz+by+e<0

tal que a cada punto (z,y) € R? se le asocia una intensidad A o B en funcién de a qué lado de la recta
azx + by + e = 0 se encuentra, tal y como se ve en la figura 2.2a.

51
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52 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

pe

Figura 2.1: El objetivo inicial es localizar el vector normal al contorno en cada pixel, cuyo moédulo represente
el salto de intensidad a ambos lados del borde

ax+by+e=0

a) b)

Figura 2.2: a) Contorno de primer orden, f(z,y, A, B,a,b,e). b) Imagen ideal con un contorno de primer orden,
Fi,j (A, B, a, b, 6)

Por lo tanto, y haciendo uso de la expresion 1.6, llamaremos ahora imagen ideal con un contorno de
primer orden a la imagen siguiente

yij+h/2 pxit+h/2
/ f(z,y, A, B,a,b,e)dzdy (2.1)

F; ;(A, B,a,b,e) :/
Y

j—h/2 Jz;—h/2

donde f(x,y, A, B,a,b,e) es un contorno de primer orden. Esta imagen puede verse en la figura 2.2b. Esto
significa que el método que a continuacién se desarrollard tratard de, partiendo sélamente de los valores de los
pixels de la imagen F; ;, encontrar los valores exactos para a, b, e y A — B.

La estructura del capitulo es la siguiente: al principio nos centraremos en el caso en que el contorno tiene
una pendiente entre 0 y 1 (al que llamaremos primer octante), y para dicho caso obtendremos en primer lugar
una expresion para obtener la diferencia de intensidad a ambos lados del contorno, luego otra para encontrar la
orientacion de dicho contorno, y finalmente una tercera expresion para encontrar la posicién exacta del contorno
dentro del pixel. Con esto tendriamos todos los pardmetros del contorno obtenidos. A continuacién generalizare-
mos la situacién para el resto de octantes, y presentaremos el algoritmo para el caso general. Finalmente se
verdn algunos ejemplos de aplicar dicho algoritmo a varias im&dgenes sintéticas y reales.
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2.1. CALCULO DE LA MAGNITUD DEL BORDE (PRIMER OCTANTE) 53

2.1 Cadlculo de la magnitud del borde (primer octante)

Comencemos por encontrar una forma de obtener el salto de intensidad producido a ambos lados del borde.
Para ello, analicemos primero los resultados obtenidos con las derivadas parciales en el capitulo previo .

2.1.1 Derivadas parciales sobre un contorno

Atendiendo al estudio del capitulo previo sobre las im&dgenes resultantes de aplicar la convolucién con las
mascaras de calculo de las derivadas parciales (seccién 1.3), observamos que, ante la presencia de un borde, el
resultado siempre es una franja de varias lineas de grosor, dependiendo de la pendiente del contorno. Asi por
ejemplo, para contornos horizontales, en la imagen F, aparecian tres filas horizontales no nulas (ecuacién 1.8),
y para contornos de pendiente 1 podian aparecer hasta 6 lineas diagonales no nulas distintas (ecuacién 1.10).
El perfil de todas ellas siempre era el mismo, como se ve en la figura 2.3. La imagen del médulo del gradiente
es cero en las zonas homogéneas donde no hay borde, pero a medida que nos acercamos ortogonalmente a él,
el médulo del gradiente crece hasta un maximo (justo en el pixel donde se encuentra el borde), y luego decrece
hasta llegar a cero de nuevo a medida que atravesamos el borde y nos alejamos de él. Las imédgenes de las

parciales también siguen el mismo patron.

b)

Figura 2.3: La imagen de gradientes presenta un perfil caracteristico a lo largo de un contorno. a) Imagen con
un contorno recto. b) Imagen del médulo del gradiente. c) Perfil de la imagen de gradiente en la direccién
normal al contorno.

Cojamos en primer lugar el caso del contorno horizontal (seccién 1.3.2), y tomemos la imagen de parciales
en y (ecuacién 1.8), ya que la de las parciales en x es una imagen nula. Vemos que aparecen tres filas con valores
no nulos que forman la franja. Si cruzamos la franja de arriba a abajo en cualquiera de las columnas veremos
el siguiente perfil

o

£
F,==1| 4
A

QW

S |

Puede observarse que si sumamos los valores no nulos a lo largo de la columna, el resultado es siempre
(A — B)/h, independientemente del valor de la posicién t del contorno dentro del pixel (figura 1.15). Este
resultado es igualmente vélido para el caso del contorno horizontal sin desplazamiento (ecuacién 1.7).

Miremos ahora el caso del contorno de 45 grados (seccién 1.3.4), y tomemos cualquiera de las imdgenes de
parciales, ya que ambas son iguales (ecuacién 1.10). Podriamos tratar de cruzar la franja de forma ortogonal
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54 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

a la direccién del borde, pero al ser la imagen una matriz bidimensional de valores, no est4 claro cémo deberia
construirse la suma. Probemos entonces a realizar la suma en horizontal o en vertical (el resultado va a ser
el mismo en ambos casos, ya que la imagen es simétrica con respecto a la diagonal). El perfil de la columna
central tiene estos valores

F,=[0 P3 P, Py By PL P, 0]

Si los sumamos todos obtenemos exactamente el mismo resultado, con independencia del desplazamiento t.

Cojamos por ultimo el caso del contorno de pendiente 1/2 (seccién 1.3.5), y tomemos de nuevo la imagen de
parciales en y (ecuacién 1.11), ya que presenta valores m4s significativos que en la de = . Si sumamos cualquiera
de sus columnas en vertical (hay dos tipos diferentes), obtenemos también idéntico resultado en ambas:

A-B
h

Q3+Q 1 +Qi+Q3=Q2+Q+Q2+Qs=

Lo interesante de esta expresién es que indica el salto exacto de intensidad que existe a ambos lados del
contorno, dividido por la longitud del pixel. Por lo tanto, y a tenor de estos resultados, vamos a continuacién
a generalizar para ver si, para cualquier valor arbitrario de la pendiente, el resultado de la suma de los valores
de las parciales a lo largo de una columna? sigue siendo el mismo.

2.1.2 Caso general para el primer octante

Sea F; ;(A,B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden (ecuacién 2.1), donde el contorno
atraviesa el pixel central de la imagen. Por simplicidad, dicho pixel tendréd coordenadas (0,0). Supondremos
también que A > B. Por lo tanto, todo lo anterior significa que se cumple que

B<Fo<LA

Como ya se ha indicado, tomemos ademds el caso en el que la pendiente del contorno estd entre 0 y 1. Por
lo tanto, el vector normal en este octante apuntard hacia abajo a la derecha, con mayor componente vertical
que horizontal.

Si trazamos toda la familia de rectas posibles de pendiente entre 0 y 1 que pasen por el pixel central (0, 0)
obtenemos la regiéon mostrada en color gris claro en la figura 2.4a. Esto significa que todos los pixels que no
intersecten con dicha regién tendrdn valor A (si se encuentran por debajo del borde) o B (si se encuentran por
encima), y que aquéllos que si intersecten tendrdn un valor V tal que B <V < A.

La imagen F por tanto tendrs la forma siguiente

B B B B B F_3 Fys
B B B B Fio Foy Fys
B B B F.1 Fi,1 F1 F35.1
F(i,j)= | F-30 F-20 F_10 Foo Fo Fpo Fip (2.2)
F3, Fo, Fa1 Fo A A A
Foas Foao Fas A A A A
| Fas Fos A A A A A

LAl ser el vector gradiente ortogonal al borde, y tener este pendiente entre 0 y 1, su componente y (Fy) ha de ser mayor que su

componente = (Fz).

2Hablamos de una columna porque estamos en el primer octante (pendiente del contorno entre 0 y 1). Posteriormente cuando
se generalice al resto de octantes, veremos que para contornos con pendiente mayor que 1, la suma se hars a lo largo de la fila.
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2.1. CALCULO DE LA MAGNITUD DEL BORDE (PRIMER OCTANTE) %)

S
NEE R

S

S

AlA ) B b) ‘c)

Figura 2.4: Contorno con pendiente entre 0 y 1. a) Imagen original. b) Imagen de parciales en y para el caso
a = 0. ¢) Imagen de parciales en y para el caso « > 0.

donde el primer subindice 7 indica la coordenada x del pixel, la cual crece de izquierda a derecha, y el segundo
j indica la coordenada y del pixel, creciendo de arriba hacia abajo. Los valores indicados como Fj; son
desconocidos a priori. Veamos ahora cémo es la expresion para las imégenes de las parciales, separando el caso
cuando el parametro a de las méscaras de convolucién toma un valor nulo de cuando no.

Caso con a =0

Al tener la pendiente un valor entre 0 y 1, se cumple que los valores de las parciales en y son mayores que los

de las parciales en z. Cojamos por tanto la imagen de parciales en y, f,, a partir de una mascara h, con a = 0,

esto es, usando simplemente los valores de la columna del pixel sobre el que se realiza la convolucién®. Esta
madscara tendrd la siguiente expresion

0 —

hy=10 0

0 1

Con esta mdscara, el valor para cada pixel de la imagen f, viene dado por la expresién siguiente:

1 0
0
0

1
Fot:9) = b7 (Fig4a = Foget)

En la figura 2.4b se muestran en color gris claro todos aquellos pixels cuya parcial en y pudiera tener un
valor no nulo (dependiendo de la posicién exacta del contorno). Vemos que en la columna central aparecen 5
valores que pueden ser distintos de cero. Si sumamos todos ellos obtenemos

2 A-B
Sy = Z f4(0,5) ==

j=—

que es el valor deseado para el médulo del vector que estamos buscando.

Caso con a >0

Si tomamos un valor de a no nulo estaremos usando la siguiente méascara

1 —af2 —(1—a) —a/2
Hy =5 0 0 0
a/2 1-a a2

3Usaremos letras mimisculas en el nombre de la imagen de parciales, fy, para representar el caso con a = 0.
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56 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

La expresién para cada pixel de la imagen de parciales es ahora la siguiente:

4 Fi?A _Fiv‘— « F'—u‘ _F’iga'— +Fz 7 ‘F‘z 3j—
Fy(z,j)_(l—a)(ig_hj_l)+§< i—1j+1 1)j 12h 415541 +15j 1)

La imagen resultante tendrd entonces una zona mayor de valores que pueden ser no nulos (pixels con color
gris claro en la figura 2.4c), ya que para cada valor de la imagen de parciales se toman en consideracién un
mayor nimero de pixels de la imagen original. En este caso, la columna central pasa a tener hasta 7 valores
que pueden ser no nulos. La suma de todos ellos es también

3
; A—-B

j=—3

que es el mismo valor que antes. Con esto queda demostrado el siguiente lema:

Lema 2.1 Sea Fj (A, B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pivel
central con pendiente entre 0 y 1. La suma de los 5 valores no nulos (7 en el caso que « > 0) de la columna
central de la itmagen de parciales en y es igual a

Il

Sy = Sy

donde h es la longitud de cada pizel.

Diferencias entre usar « nulo o no
Realmente lo que estd ocurriendo es sencillo de explicar. En el caso en que a es nulo se cumple que

- N A-B
sy = Z f4(0,5) = BT [(Fo2 + Fo,3) — (Fo,—2 + Fo,—3)] = —

j=—2
Es decir, el resultado de sumar la columna de parciales en y es equivalente a estimar el valor de intensidad
A a partir de los pixels (0,2) y (0,3), estimar B a partir de los pixels (0, —2) y (0, —3), y realizar la diferencia,
tal y como se ve en la figura 2.5a.

+1

+1 +1 2 |+l

a) 1 2 |+l b)

Figura 2.5: Pixels de la imagen original incluidos en la sumatoria de la columna de parciales en y: a) para
a =0, b) para @ = 1/2. El nimero de cada pixel indica el peso que tiene dentro de la sumatoria.

En el caso a no nulo, la suma abarca mas pixels, y el resultado se ve en la figura 2.5b. En este caso, para la
estimacion de los valores A y B se usa un conjunto mayor de pixels, dando més importancia a los de la columna
central. Esto significa que el resultado serda menos sensible al posible ruido que pueda existir en los valores de
la imagen original.
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2.2. CALCULO DE LA ORIENTACION DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) 57

2.2 Cadlculo de la orientacién del contorno (primer octante)

Para el calculo de la magnitud del borde hemos usado exclusivamente la imagen de parciales en y, sin utilizar
la imagen de parciales en z. Sin embargo, para el cdlculo de la orientacién del borde, ésta va a jugar un papel
fundamental. Sélo hay que ver que, tal y como se muestra en la figura 2.6, el valor de la parcial en z es
proporcional a la pendiente del borde. Por ejemplo, para bordes cercanos a 45°, F, es précticamente igual
que F,. A medida que la pendiente decrece, también lo hard el valor de F,. Cuando la pendiente es casi cero,
también tiende a anularse el valor de F,.

Figura 2.6: El valor de la parcial en = decrece conforme lo hace la pendiente del contorno

Si hacemos el célculo de la seccién anterior, sumando los valores no nulos de la columna central, pero usando
los valores de la imagen de parciales en x, obtendremos un resultado a partir del cual se podra estimar el valor
de la pendiente. Separemos de nuevo en dos casos, segin si o toma un valor nulo o no.

2.2.1 Caso general para el primer octante
Caso con a« =0

Sea F; j(A, B,a,b,e) la misma imagen de la ecuacion 2.2, y cojamos ahora la imagen de parciales en z, f., a
partir de una méscara h, con a = 0, esto es, usando simplemente los valores de la fila del pixel sobre el que se
realiza la convolucién. Esta mdscara tendra la siguiente expresién

0 00
he=| -1 01
0 00

Cada pixel de la imagen f, tendrd la expresion siguiente:

. 1
)= 57 (B g —Fii4)

La imagen f, resultante aparece en la figura 2.7b, donde de nuevo los pixels con color gris claro indican que
su parcial en x pudiera tener un valor no nulo. Vemos que en la columna central de nuevo aparecen 5 valores
que pueden ser distintos de cero. Si sumamos todos ellos obtenemos:

= Y RO = 2 (Y Ry Y Py

j=— j=— j=

M4s adelante analizaremos el significado de esta expresién. Vamos ahora con el caso o > 0.
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58 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

a) ’ b) c)

Figura 2.7: Contorno con pendiente entre 0 y 1. a) Imagen original. b) Imagen de parciales en z para el caso
a = 0. ¢) Imagen de parciales en x para el caso a > 0.

Caso con o > ()

Si tomamos un valor de & no nulo estaremos usando la siguiente mascara

1 —a/2 0 «/2
fIz = EE = (1 == Ol) 01—«
—a/2 0 /2

La expresion para cada pixel de la imagen de parciales es ahora la siguiente:

E 7'_Fi—a‘ FL 3J— _F‘i—a" Fi 37 —L—1,7
£ - - (Bt Fnt) 8 (Beies Pyt vy

La imagen F), resultante tendra entonces una zona mayor de valores que pueden ser no nulos, tal y como se
ve en la figura 2.7c. En este caso, la columna central pasa a tener hasta 7 valores que pueden ser no nulos. La
suma de todos ellos nos va a dar la misma expresién que el caso anterior

3

A-B 1 [« 2
8= F,(0,5) = t | D R =) Fay (2.3)
§==3 7=0

h 2h

J=—

Analisis de la expresiéon resultante

Visualmente, la expresion es una suma ponderada de los pixels que se muestran en la figura 2.8. Algunos de
esos pixels sabemos de antemano que tendrdan valor A o B, pero otros (mostrados en color gris) dependeran de
la pendiente y la posicién exacta del contorno. Por ejemplo, si el contorno fuera la recta r1, los inicos pixels que
tendrian valor intermedio entre A y B serian los de la fila central, ya que son los tnicos pixels que toca la recta.
El resto tendria valor A o valor B. Sin embargo, para la recta r9, habrian mas pixels con valores intermedios,
pues la recta atraviesa un nimero mayor de pixels que antes.

Realmente, toda la familia de rectas de pendiente entre 0 y 1 que atraviesan el pixel central forman 12
diferentes configuraciones, atendiendo a los pixels que toca la recta, y a la altura a la que cruza de una columna
a otra. Estos 12 casos se muestran en la figura 2.9.

Sea t la diferencia de altura entre la recta y la esquina inferior izquierda del pixel central (fig. 2.10). Y sea ¢
la altura que sube la recta cuando nos desplazamos h unidades en horizontal. Es decir, la pendiente de la recta
serd ¢/h. Entonces, los 12 casos son los siguientes:
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2.2. CALCULO DE LA ORIENTACION DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) 59

.(.
__—-——/rl
= %
— et
o +A
- AflA
L A [+AlA |A
/‘ A|lA|A |A |A

Figura 2.8: Pixels utilizados en la expresién para S, .

(alafa ) (alala

2)

lA;Ai |
3)
7)
A Al

A
4)
A
6) 8)

9) 10)

V4

Figura 2.9: Todos los casos posibles en los que una recta de pendiente entre 0 y 1 pasa por el pixel central. Los
puntos negros muestran por dénde cruza la recta entre las columnas de pixels.

1) 0<t—c<h 0<t<h h<t4+ec<2h 2h<t+2c<3h
2) 0<t—c<h 0<t<h h<t+c<2h h<t+2c<2h
3) 0<t—c<h 0<t<h 0<t4+c<h h<t+2c<2h
4) 0<t—c<h 0<t<h 0<t+4+c<h 0<t+2c<h

—h<t—c<0 0<t<h h<t+ec<2h h<t+2c<2h
—h<t—c<0 0<t<h 0<t+c<h h<t+2c<2h
—h<t—c<0 0<t<h 0<t+c<h 0<t+2c<h
—h<t—c<0 —-h<t<0 0<t+c<h h<t+2c<2h
10) —h<t—c<0 —h<t<0 0<t4+c<h 0<t+4+2c<h
11) —2h<t—c<-h —-h<t<0 0<t4+c<h h<t+2c<2h
12) —2h<t—c<-h —-h<t<0 0<t4+c<h 0<t+2c<h

)
)
)
)
5) —h<t—c<0 0<t<h h<t+ec<2h 2h<t+2c<3h
)
)
)
)
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60 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

L.

C

- K
h ]h
Figura 2.10:

Tomemos por ejemplo el caso 4, que aparece en la figura 2.10 con més detalle. Aplicando la expresién
resultante para S, (ecuacién 2.3) obtenemos lo siguiente:

A=B 1 {2 -
B e S ZFLJ‘—;F—L]‘ =

J==2

A—R d

= T+ﬁ(B+Fl’_1+A_F_1’O_2A):
A-B 1

= T"I"Q'E(FLA—F—LO)

Dicha expresién depende del valor de intensidad de los pixels (1, —1) y (—1,0). Dichos valores son

k e h2—P _
B ‘P1, Lo P, g

= ThZ h2
P_ip h?—P_1p
Fao = 3%4+——"9B

donde Py 1 y P_; son las dreas interiores a dichos pixels que caen bajo la recta, y cuyas expresiones son:
1
P, = (t+c—h)h+§ch
1
Pio = (- o)h+ §ch
Sustituyendo en la expresién anterior para S, obtenemos lo siguiente
. Lt I L

c
Sy =Sy = 5T + = (Pi,—1 —P=ipo) = ol (A-B)

Este resultado es muy interesante, ya que si lo dividimos por el valor obtenido para la suma de las parciales
en y nos da exactamente la pendiente del contorno, que es el valor que queremos estimar:

Sy - 9% c

Sy Sy h

Estudio del resto de casos Faltaria ver que en los 11 casos restantes se cumple esta misma propiedad. Eso
implicaria calcular en cada uno las expresiones para el valor de intensidad de todos los pixels por donde pasa la
recta. Afortunadamente, hay una manera de demostrar la propiedad para todos los casos a la vez, en lugar de
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2.2. CALCULO DE LA ORIENTACION DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) o 61

ir analizando caso a caso. Llamemos como hicimos antes P; ; al 4rea interior al pixel (, j) que cae bajo la recta.
En el caso que la recta no toque el pixel en cuestién, F; ; valdrd O si la recta pasa por debajo del pixel, y h? si
pasa por arriba. De esta forma tendremos que la intensidad de un pixel (7, 7) vendra dada por la expresién

h?— P,
_77ﬂ3:3+

(A-B)

. Py
F(i,j) = h—ngJr —hg—Pi,j

Esto significa que las dos sumatorias de la expresion de S, (ecuacién 2.3) valen

0 0
Z F; = 3B+—(A};B) Z P ;

j=- j==2
2 2
A-B
Y Fa; = 3B+ (T') > Py
j=0 =0

con lo cual vemos que lo importante no es el valor de los P; ; individuales, sino el valor de la suma de ellos en
una misma columna (para ¢ = 1 6 —1), y esta suma tendrd siempre la misma expresién, independientemente de
en cudl de los 12 casos estemos. Por ejemplo, atendiendo a la figura 2.11, para la columna de la derecha (i = 1)
esta suma representa el drea bajo la recta interior al rectdngulo formado por los pixels (1,0), (1,-1) y (1, -2),
cuya expresion es :

2 1 3
Z P ;= (t+c)h+§ch:th—|—§ch

j==

LNy

// JLH—C
h
2htt-c
h
Figura 2.11:

Para la columna izquierda procedemos igual, obteniendo la expresién
2 1 ’ .
> Py = (2h+t—c)h+ sch =207 +th— sch

=0

Por lo tanto, la expresion de la suma en todos los casos es equivalente a

' 2
sz:Sx:A—B"i“i ZFLJ‘-ZF_M =
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62 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

A=B T8 | < £

= St | X P P =
j=—2 =0

_ A-B (A-B)

N 2h3

2y _
- (2ch—2R") =
c
= 3(A-B)
con lo cual, queda demostrado el siguiente lema:
Lema 2.2  Sea F; ;(A, B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel

central con pendiente entre 0 y 1. La suma de los 5 valores no nulos (7 en el caso que o > 0) de la columna
central de la imagen de parciales en x es igual a

C
52 = Sz = = (A~ B)

donde h es la longitud de cada pizel, y c/h es la pendiente de dicho contorno.

Diferencias entre usar a nulo o no

La diferencia entre usar un valor de o nulo o no puede verse en la figura 2.12. Con « nulo se estarfan tomando
de la imagen original dos columnas de 5 pixels de altura para estimar el valor de la pendiente a partir de la
resta de ambas. En el caso a > 0, las columnas serian de 9 pixels de altura, aunque dando mayor peso a los 5
valores centrales, y un peso muy pequerio a los pixels mas alejados.

Figura 2.12: Pixels de la imagen original incluidos en la sumatoria de la columna de parciales en z: a) para
a =0, b) para a = 1/2. El nimero de cada pixel indica el peso que tiene dentro de la sumatoria.

2.2.2 Cdlculo del vector normal al contorno (primer octante)

Ya estamos en condiciones de obtener el vector normal al contorno. Sea N = [n,,n,] dicho vector (figura 2.13).
Las condiciones que queremos que cumpla son dos

A-B
NI = — =5
LCTR )
Ny c S:

Por lo tanto, de aqui ya pasamos a presentar el siguiente lema:
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2.3. ELECCION DEL PIXEL BORDE CORRECTO (PRIMER OCTANTE) 63

Figura 2.13: Vector normal al contorno

Lema 2.3 Sea F; (A, B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel
central con pendiente entre 0 y 1. Sean S, y Sy las sumas de los 5 valores no nulos (7 en el caso que o > 0) de
la columna central de las imdgenes de parciales en x y en y respectivamente. El vector normal al contorno, N,
cuyo mddulo indica la diferencia de intensidad existente a ambos lados del borde, viene dado por la expresion

Sy

2.3 Eleccién del pixel borde correcto (primer octante)

N = [Beey Sy (2.4)

Hasta ahora supusimos que el contorno pasaba siempre por el pixel central. Pero ;qué ocurriria si este dato
fuera desconocido? ;Cémo saber entonces qué pixel de la columna es el més indicado para ser etiquetado como
perteneciente al borde? La respuesta serd aquél cuya parcial en y sea méxima en su columna. La razén estd en
el perfil que toma la imagen de parciales, como se estudié al principio del presente capitulo. Es fdcil demostrar
que, para el caso a = 0, si el contorno pasa por el pixel central, los 5 valores no nulos de la columna central de
la imagen de parciales en y cumplen la relaciéon

0 < fy(0,-2) < f,(0,-1) < f,(0,0) > £,(0,1) > f,(0,2) >0 (2.5)

Para demostrarlo, veamos que, atendiendo exclusivamente a la columna central, el contorno puede cruzarla
de 3 formas diferentes, como se ve en la figura 2.14 de izquierda a derecha, de izquierda a arriba, y de abajo a
derecha. Vamos a estudiar cada caso por separado.

a) b) c)

Figura 2.14: Un contorno cuya pendiente esté entre 0 y 1 puede cruzar el pixel central de tres formas distintas
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64 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Caso a: el contorno cruza sélo el pixel central En este primer caso, la columna central de la imagen
original y la de la imagen de parciales en y serd

B 0
B 1| ¢-B
FO.)=| C |5 f0)=5 | A-B
A A-C
A 0

donde B < C < A. Aqui es fécil ver que todas las relaciones de la expresién 2.5 se cumplen.

Caso b: el contorno cruza los pixels central y superior Cojamos ahora el caso en que el contorno cruza
el pixel central de izquierda a arriba (fig. 2.14b). Las imdgenes serdn ahora

B D—-B
D 1 C-B
A A-C
A 0
donde

h? —5; S1

So h? — S,
D = ']_72—A+ % B

siendo S, el drea interior al pixel (0, 0) sobre el contorno (tridngulo verde) y Sz el drea interior al pixel (0, —1)
bajo el contorno (tridngulo rojo). Veamos cudl de las dos parciales es mds grande

K-S
70,71 = 5 (C-B) =4 B)

2_s
0,0) = 5-(4-D)= 2224 B)

Para que sea mayor la parcial del pixel (0,0) debe cumplirse que S; > Sa. Teniendo en cuenta que

h
S = 52(h—t)2
h
S = (e (-t

se demuestra que la condicién se cumplird cuando

c
t+=<h
+ 2
Obsérvese en la figura que t + ¢/2 es justamente la diferencia de altura entre el contorno y el punto central
del borde inferior del pixel central. Decir entonces que esta cantidad es menor que h es equivalente a decir que
el trozo de contorno interior al pixel (0,0) tiene mayor longitud que el trozo interior al pixel (0, —1). Ya esta
condicién se vio en el capitulo previo, en la seccién 1.3.4. Parece claro que, puestos a elegir dentro de la columna
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2.3. ELECCION DEL PIXEL BORDE CORRECTO (PRIMER OCTANTE) 65

cudl es el pixel mejor considerado para ser etiquetado como borde, deberia ser aquél que cubre un trozo mds
largo de contorno, y acabamos de ver que es aquél que tiene la derivada parcial m4s alta.

Para demostrar el resto de las inecuaciones de la expresion 2.5, hay que probar que C > D. Para esto, baste
ver que tanto C' como D son de la forma

kA+(1-k)B

donde k € (0,1). Por lo tanto, s6lo hay que comprobar que el peso de A en la expresién de C es mayor que en
la de D, es decir

h2—51>52

lo cual puede demostrarse que se cumplira siempre para pendiente entre 0 y 1.

Caso c: el contorno cruza los pixels central e inferior Nos faltarfa probar el tercer caso (fig. 2.14c),
cuando el contorno cruza el pixel central de abajo a derecha, pero el razonamiento es similar. La parcial del
pixel (0, 0) serd méxima cuando la longitud del tramo de contorno interior a él sea mayor que la interior al pixel
(0,1), y esto ocurrird cuando

c
t+=>0
+2>

Finalmente, presentamos el siguiente lema:

Lema 2.4 Sea F; ;(A,B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden cuya pendiente vale
entre 0 y 1. Se cumple que, pare cada columna, el pizel (i,7) por el que pasa un trozo de contorno més largo es
el que cumple que

Usando este lema, en nuestra imagen F' ideal con la que estamos trabajando, obtendrfamos una imagen de
bordes como en la figura 2.15, con un tnico pixel borde por columna®. Este dibujo se asemeja a la forma que
tienen los algoritmos de dibujo de lineas sintéticos, como el de Bresenham [HEA97], para generar una linea de
pixels entre dos coordenadas enteras en una imagen discreta. Estos algoritmos, para el caso de pendientes entre
0 y 1, van iterando por columnas, y eligiendo en cada una el pixel més indicado segiin un criterio muy parecido
al que acabamos de usar. Asi, obtenemos una lfnea de grosor 1 pixel. Esta propiedad es muy interesante porque
existen algunos detectores de borde [SON98| que producen lineas de borde de grosor mayor en algunas zonas,
con lo cual son menos precisos a la hora de estimar la localizacién exacta del contorno.

Figura 2.15: Pixels etiquetados como borde

1Para pendientes mayores que 1 serfa un nico pixel borde por fila.
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66 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

2.4 Cdlculo de la posicion exacta del contorno (primer octante)

Ya hemos visto como identificar cudles son los pixels por los que pasa el contorno, y obtener el vector normal
en cada uno de ellos. Pero, jseria posible localizar la posicién exacta por donde pasa la recta del contorno en
el interior del pixel? Es decir, ;podria deducirse el valor del pardmetro £ que venimos utilizando hasta ahora,
a partir de los valores de la imagen original? A continuacién desarrollaremos un esquema que nos permitird
obtener dicha posicién.

Retornando al estudio del capitulo previo, vemos que en el caso del contorno horizontal (seccién 1.3.2), la
columna central en la imagen original y en la de parciales en y era

0 0
C-B t
1 A-B
fy(O,]):ﬁ A-B ~ Top2 h
A-C h—t
0 0

donde t indicaba la posicién del contorno. Vemos también que efectivamente, tal y como se indicaba en la seccién
2.1.1, al sumar los tres valores no nulos de la columna desaparecia el término ¢ y obtenfamos la expresién

A-B

£4(0.=1) + £,(0,0) + £,(0.1) = —

Sy

Sin embargo, si restamos el dltimo valor en lugar de sumarlo, el término ¢ quedaria aislado en el numerador,
obteniendo la siguiente expresién:

A—
0D+ £00) - 400 = (57) 7=

con lo cual tendremos, después de dividir por sy, la altura relativa, t/h, a la que se encuentra el contorno.
Vamos entonces a estudiar el caso general, y veremos que mediante sumas y restas de los valores de f, podemos
deducir la posicién en todos los casos.

2.4.1 Caso general con a =0

Sea de nuevo F; ;(A, B, a, b, e) una imagen ideal con un contorno de pendiente entre 0 y 1, que atraviesa el pixel
central (ecuacién 2.2). Atendiendo a la forma en la que el contorno cruza dicho pixel, volvemos a tener 3 casos
diferentes (fig. 2.14).

Caso a: el contorno cruza sélo el pixel central Empecemos por el primer caso (a), en donde el contorno
cruza el pixel central de izquierda a derecha. La imagen original y la de parciales en y serd

0

C_
F(0,5) = A-

e QW W
<
3
>
I
QOww

0
donde
th+&ch  h? —th—3c

h
2 —
—— A+ = B=B+(A-B)

(2.6)
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2.4. CALCULO DE LA POSICION EXACTA DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) 67

Si realizamos la operacién que hicimos antes con los tres valores no nulos de f, obtenemos

101+ £,0.0) - £,0.) = 1 (€ - B) = (52

t+%c_ d

h vy,

donde d es la diferencia de altura entre el contorno y el punto central del borde inferior del pixel (0, 0), como se
ve en la figura 2.16a.

t+c
a“l v '
-t$

a) b) c)

Figura 2.16: Posicién del contorno dentro del pixel.

Caso b: el contorno cruza los pixels central y superior Tomemos ahora el caso de la figura 2.14b. La
imagen y su parcial son:

B D-B
D 1 C-B
FO,5)=1 C |; fy(0,75) e A-D
A A-C
A 0
donde
h2 — tk(h—t)  sk(h—t)
Cc = s A+4—=—B8
—_ %(h~k)(t+c—h)A+h2—%(h—k)(t+c—h)B

h? h?

siendo k la distancia horizontal que aparece en la figura 2.16b, y cuya expresién es

b — h(h —t)
c
Sustituyendo este valor de k, nos queda que
# = A—M(A—B) (2.7)
2ch )
B B (h—1)®> c+2t B
D = 2B A-{—( Seh + o (A-B)

Como ahora el contorno atraviesa dos pixels de la misma columna, aparecen hasta 4 valores no nulos en
la columna central de la imagen de parciales. Calculemos entonces la siguiente expresién: sumar las parciales
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68 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

de los dos pixels sobre el borde, y restar los dos de debajo. A esta expresién la llamaremos 7, y su valor es
exactamente el mismo que antes, como podemos ver:

ro= 502+ 0D~ £,0.0) - ,0,1) =7 (C+D—A-B) = 2.8)
1 c+ 2t A—-B\t+£—h
= E(B_A+ oh (A_B)>:( R > e
d
frand syﬁ

donde ahora d es la diferencia de altura entre el contorno y el punto central del borde superior del pixel®.
;Por qué antes se media d desde la base del pixel central, y ahora es desde el borde superior? La diferencia ests
en qué pixel comienza la resta en la expresién para ry, ya que d siempre va a medirse desde la frontera de los
dos pixels donde se produce el cambio de signo. En efecto, en el primer caso donde el contorno sélo cruza el
pixel (0,0), la parcial de este pixel aparecia con signo -+ y luego restdbamos la del (0,1), y por ello d se media
desde el borde entre estos dos pixels. Pero ahora, la parcial del pixel (0, —1) tiene signo + y la del (0, 0) aparece
con signo -, por lo que d se mide ahora desde la frontera entre estos dos pixels.

Caso c: el contorno cruza los pixels central e inferior Nos faltarfa el caso de la figura 2.14c, pero vemos
que es equivalente al caso (b), siempre y cuando desplacemos la expresién de r, un pixel hacia abajo, es decir

ry = 5,0, 1)+ £,(0,0) ~ £,0,1) = £,(0,2) = 5,7 2.9

s6lo que ahora d se mide también en vertical pero desde la frontera entre los pixels (0,0) y (0,1) (figura
2.16c.

Distincién entre los casos b y ¢ Sin embargo, el problema que se plantea ahora es el siguiente: ;cémo
podemos distinguir en cudl de los tres casos estamos, para saber qué expresion de r, aplicar? Veamos primero
cémo diferenciar entre los casos b y ¢c. Sabemos que el contorno atraviesa el pixel central, y que la parcial de
este pixel, f,(0,0), es mayor que la de sus dos vecinos en esa columna. Nos faltaria saber cudl de esos dos
vecinos es el que también es atravesado por el contorno, para saber qué expresién aplicar para ry (ecuacién 2.8
6 2.9), y para ello demostraremos que sera el que tenga mayor parcial en y que el otro. Para ello observemos lo
siguiente: tomemos el caso (b), donde t 4 ¢ > h. Queremos demostrar que efectivamente en este caso se cumple
que

A+B

2

Atendiendo a la expresién de C obtenida antes (ecuacién 2.7), y sabiendo que t + ¢ > h, deducimos que

£,(0,-1) > £,(0,1) = C >

C
C>A-=(A-B)

y como ¢ < h, entonces
A+ B

C>A—%(A—B):

con lo cual queda demostrado que, si el contorno atraviesa el pixel (0, —1), entonces se cumple que f, (0, 1) >
fy(0,1). Otra forma de verlo es que, para que se cumpla que ¢ + ¢ > h ha de cumplirse que ¢ + ¢/2 > h/2,
puesto que ¢ < h. Esto significa que el contorno estd mds cercano al pixel (0, —1) que al pixel (0,1), y que por

5En realidad es una distancia con signo, ya que si £ 4 ¢/2 < h, entonces d < 0.
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2.4. CALCULO DE LA POSICION EXACTA DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) 69

tanto, el drea interior al pixel (0,0) bajo el contorno (correspondiente al valor A) serd mayor que el drea sobre
el contorno (correspondiente al valor B), con lo cual C > (A + B)/2.

Para el caso (c), el razonamiento es similar, con lo cual si el contorno atraviesa el pixel (0,1), entonces
f4(0,1) > £,(0,—1). Esto significa que, atendiendo a qué parcial sea mayor, usaremos una expresién de ry u
otra para obtener la posicién exacta del contorno.

Distincién con el caso a (Y qué ocurre con el caso (a)? Pues vamos a ver que, atendiendo también a cudl

de los dos vecinos verticales del pixel central tenga mayor parcial, podemos usar la misma regla para conocer

la expresién de 7, que nos dard el resultado correcto. Efectivamente, supongamos que fy(0,~1) > f,(0,1).
Entonces, atendiendo a la expresién de C obtenida para este caso (ecuacién 2.6), se cumple que

A+ B ¢ _h

Stt=>=

¢>— 373

Es decir, el contorno estd més cerca del pixel (0, —1) que del (0,1). En ese caso, si aplicamos la expresién
de r, correspondiente obtenemos

>

Py = 10,22 + 14(0,-1) ~ £,(0,0) ~ £,(0,1) = +(C ~ A) = (A - B) sk

h h Y

con d medido desde la frontera entre los pixels (0, —1) y (0,0).
Suponiendo ahora lo contrario, f,(0,1) > f,(0,—1), tenemos que

¢ h
Stt+=<=

C<—3 5 <73

con lo cual el contorno estd mas cerca del pixel (0,1) que del (0, —1). Aplicando la expresién de r, alternativa,
obtenemos idéntico resultado

1 A—B\ t+3c d
Ty = fy(0,~1) + f,(0,0) — £,(0,1) — £,(0,2) =< (C— B) = | ——= | —2= =5, —
h h h h
con d esta vez medido desde la frontera entre los pixels (0,0) y (0,1).
Con todo esto se concluye que no es preciso averiguar primero en cudl de los tres casos estamos. Simplemente
atendiendo a cudl de las parciales de los dos vecinos es mayor, aplicaremos la expresién de r, correspondiente.

Medicién de la distancia desde el centro del pixel Para que la distancia d no esté medida unas veces
con respecto a la base del pixel central, y otras con respecto a su frontera superior, llamemos p a una nueva
cantidad que represente la diferencia de altura entre el contorno y el centro geométrico del pixel, como se ve en
la figura 2.17. Asi, la expresién para p serd

[ —h/2—d sif,(0,—1)> £,(0,1)
P=Y n/2—d sif,(0,-1) < £,(0,1)

siendo 0 < p < h/2 cuando el contorno pasa por debajo del centro del pixel, y —h/2 < p < 0 cuando pasa por
encima.

Con todo lo anterior ya podemos enunciar €l préximo lema:
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70 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

a) b) <)

Figura 2.17:

Lema 2.5 Sea F;;j(A,B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel
central con pendiente entre 0 y 1, y que cumple que f,(0,—1) < f,(0,0) > f,(0,1), para o = 0. Sea ry la
expresion siguiente

Jj=m—1 j=m+1
Py 'szy(o,j)— > f(0.9)
Jj=m— Jj=m

donde
[ 0 sify,(0,-1)> f,(0,1)
_{ 1 si fy(0,-1) < fy(0,1)

El desplazamiento exacto del contorno dentro del pizel viene dado por la ecuacion

p 2m-—-1 1,
£ _ X 2.1
h 2 Sy 20

donde s, es la suma de los 5 valores no nulos de la columna central de la imagen de parciales en y, h es la
longitud del pizel, y p es la diferencia de altura entre el contorno y el centro geométrico del pizel (0,0).

2.4.2 Caso general con a > 0

Cuando « > 0, la situacién es un poco méds complicada, debido a que entran muchos més pixels en juego. Hay
que tener en cuenta que la expresién de r, usa solamente los valores de las parciales de la columna central,
fy(0,7). Con o = 0, para obtener estas parciales sélo se tienen en cuenta los pixels de la columna central,
F(0,7). Sin embargo, cuando a > 0, hay que usar también las columnas —1 y 1 de la imagen. Por ejemplo, el
mismo caso simple de la figura 2.16a se subdividirfa en 4 subcasos diferentes, que son los casos 3, 4, 7y 8 de la
figura 2.9. Si tomamos de estos tltimos el caso 3, y evaludsemos la expresién 7, obtendriamos

., _t+$ 5 B
Y h2 8ch?

Puede verse que aparece un término escalado por «, a partir del cual se haria bastante complicado obtener
el valor de ¢. Analicemos en una situacién més general el porqué de esta nueva expresion.

Cojamos por ejemplo el caso donde Fy, (0, —1) > F,(0, 1), lo cual ya hemos visto que implica que t+c¢/2 > h/2.
La situacién alrededor del pixel central puede verse en la figura 2.18. Estudiemos ahora la expresién de cada
una de las parciales en y de la columna central. Recordando la ecuacién para las parciales en y

L. F . s F’i - o Fi ¥ _F - +E_ ¥ _Fi— -
Fy(’l,j) _ (1 _a)( z,j+12h 3 1) +§< +1,7+1 i+1,7 12h 1,j+1 1,7 1) e

(A—B) —o(t+2c—h) (A~ B)

Fi 1 —F i_ «
= Sy o Forvinn = Fiprjo + Fioyjn = Fiojor = 2F 5 + 2F554)
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2.4. CALCULO DE LA POSICION EXACTA DEL CONTORNO (PRIMER OCTANTE) 71

Figura 2.18: Situacién con t 4 ¢/2 > h/2

con lo cual nos salen en total 6 valores no nulos en esta columna, en lugar de 4 como ocurria cuando a = 0
(puede verse como los valores de los pixels extremos de la columna, F,(0,—-3) y F,(0,2) son proporcionales al
valor de ). Esos valores son los siguientes:

F,0,-3) = 4 (Fi—2—B)

F,0,-2) = % + = (Fim1— Fi g+ F_y, 1 — F_1,3 — 2Fo_1 +2B)

Fy(0,-1) = % + _4a_h (Fro—F,—2+ F 10— F_1,2—2F0+2B)
F,(0,0) = A;;;"’i + o (Fia— Pyt + Foag — Foa o1 + 2R 1 — 24)
F,(0,1) = % {% (Blg= B +F 15— B 15285 ~24)
F0,2) = (A-F1)

Si evaluamos la expresién para r, asociada a este caso resulta

ry = F,(0,-2) + F,(0, 1) — F,(0,0) — F,(0,1) =Ty + —T

4h
donde
Fo, 1+ Foo— A—B
T, =
h
es justamente lo que obtendriamos si estuviéramos en el caso a =0, y
T, = 4 (A + B) —4 (Fo,() + F(),-l) +2 (F—l,O +Fio+F 11+ Fl,_1) =

—(Foapt+FA 1+ Fy o+ F 9+ F, 2+ Fio+F 4 _3+Fi_3)

es un término que depende de los pixels de la vecindad. Teniendo en cuenta que, atendiendo a la figura 2.18
podemos considerar que Fy _3 =F_; _3=F_; _o=Byque F_j9=F;2=F;; =A, nos queda que

T =A+B—-4(Fopo+ Fo,—1) +2(F_10+ Fio+ Foy, 1+ Fi1) — (Fo11 + F1,-2)

Por otro lado, ain podriamos simplificar més la expresién de T3 si considerdsemos también dentro de 7, los
valores de F,(0,—-3) y F,(0,2). En ese caso, llamemos a la nueva expresién R,, cuyo valor serd

R, = F,(0,—3) + F,(0,—2) + F,(0,-1) — F,(0,0) — F,,{0,1) ~F,(0,2) = T} + %Tg
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72 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

donde T es igual que antes, y
Ty =2(F_10+Fio+F_1,-1+Fi,—1) —4(Foo+ Fo—1)

A partir de esta expresién para R, serfa muy dificil tratar de obtener el valor de . Pero lo que sf podemos
hacer es evaluar por separado dicho término T3 a partir de los pixels de la imagen original, escalarlo por «/4h,
y restérselo al valor de R, para obtener T, a partir del cual podemos obtener d/h como se hacia en la seccién
anterior. Con esto llegamos al préximo lema

Lema 2.6 Sea F; ;(A, B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel
central con pendiente entre 0 y 1, y que cumple que F,(0,—1) < F,(0,0) > F,(0,1). Sea R, la expresién
stquiente

j:m—l y=m+2
Ry = Z Fy(0,5) - Z £,(0,7)
j=m—3 j=m

donde
m = 0 si Fy(0,-1) > F,(0,1)
Sl 1 osi Fy(0,-1) < F(0,1)

El desplazamiento exacto del contorno dentro del pizel viene dado por la ecuacion

p_ 2m-—1 _ 1 o«
o2 Sy (Ry 2hT> (211)

siendo
T=F im+Fim+Fimi1+Fim-1—2Fom~+ Fom-1)

y donde Sy es la suma de los 7 valores no nulos de la columna central de la imagen de parciales en y, h es
la longitud del pizel, y p es la diferencia de altura entre el contorno y el centro geométrico del pizel (0,0).

Es evidente que, aunque el razonamiento se haya hecho sélo para el caso cuando t + ¢/2 > h, el resultado
para el otro caso es idéntico si desplazamos todas las expresiones 1 pixel hacia abajo.

2.5 Generalizaciéon para el resto de octantes

Todo el estudio anterior se ha realizado para contornos de pendiente entre 0 y 1. Ahora extenderemos por
simetria la situacién para localizar contornos con cualquier pendiente. Recordemos que para el primer octante,
el vector normal al contorno viene dado por la expresién 2.4 y su posicién relativa dentro del pixel viene dado
por la expresiones 2.10 6 2.11 segun si « es nulo o no respectivamente. Este caso se corresponde con el mimero
1 de la figura 2.19.

Estudiemos ahora el caso 8, cuando la pendiente es negativa, entre 0 y —1. Vemos que la diferencia est4 en
que las parciales en x serdn ahora negativas, con lo cual S; < 0. Todo lo demds es exactamente igual. El dnico
cambio que habria que hacer es usar el valor absoluto para calcular el coeficiente escalar del vector normal, es

decir

|5y |

\/ 52+ 82

Analicemos ahora cuando las intensidades a ambos lados del contorno son al revés, es decir, A por encima
y B por debajo, siendo A > B (casos 4 y 5). Las parciales en y ahora serdn negativas, con lo cual Sy < 0. La

N = [Sz, Sy]
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2.5. GENERALIZACION PARA EL RESTO DE OCTANTES 73

Figura 2.19: El contorno de una imagen pertenecerd siempre a uno de estos 8 octantes.

férmula para el desplazamiento, R,, funciona exactamente igual, s6lo que ahora la condicién para elegir una
expresién u otra ha de realizarse segiin los valores absolutos de las parciales, es decir

j=m—1 F=m+2
R, = F05)— 3 F(0,4)
j=m-3 j=m
_ { 0 si |Fy(0v_1)| 2 |Fy(0a1)|
T 1 si |E,0,-1)] < |F,(0,1)]

Con esto, el esquema final para estos 4 octantes viene dado por el siguiente lema:

Lema 2.7 Sea F; ;(A, B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel
central, y que cumple que
|Fy(0,0)] > |F:(0,0)]
[Fy(0,1)] < [Fy(0,0)] > |Fy(0,—1)|

El vector normal al contorno, N, cuyo mdédulo indica la diferencia de intensidad existente a ambos lados del
borde, viene dado por la expresion

|5y |

y su posicion vertical relativa dentro del pixzel viene dada por la expresion

N= [Sza Sy]

donde

n

Sz = Z Fz(O,J)

j=—n
j=—-n

. 2 sia=0
no= 3 sia>0
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74 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

j=m—1 j=m+2
R, = Z F,(0,5) Z Fy(0,7)
T = F—l,m + Fim + F—1,m—1 + Fim—1— 2 (Fo,m + Fom-1)

. {o i |F(0,~1)] > [Fy(0,1)
- 1 si |Fy(0,-1)| < |Fy(0,1)]

Finalmente, para los otros 4 octantes, se cumple que |F,(0,0)| > |Fy(0,0)|, con lo cual habria que volver
a repetir todo el razonamiento de este capitulo, intercambiando los dos ejes de coordenadas, y trabajando con
la fila central en lugar de con la columna. Hay que tener en cuenta que ahora la posicién exacta del contorno
vendrd dada en horizontal, desde el centro geométrico del pixel (0,0). El siguiente lema indica el esquema para
estos casos:

Lema 2.8 Sea F; ;(A,B,a,b,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el pizel
central, y que cumple que

[F=(0,0)] > |F,(0,0)]
|F$(0a 1)‘ < |Fw(070)| > |Fm(05—1)l

El vector normal al contorno, N, cuyo mddulo indica la diferencia de intensidad existente a ambos lados del
borde, viene dado por la expresicn

|5z

y su posicion horizontal relativa dentro del pizel viene dada por la expresion

N = [Sz, Sy

donde

5. = 3 EG0)

Sy = Y Fy,0)
n = 2 sia=0
- 3 sia>0
i=m—1 1=m-+2
R, = Y F@G0)- Y F30)
1=m—3 i=m
T = Fp1+Fni+Fno1-1+ Fnc110 — 2(Fmo + Fne1,0)

Il

m

{ 0 si ’FE(_LO)' > |Fz(170)’
1 si [Fo(—1,0)] < |Fu(1,0)]

Para saber en cudl de los 8 octantes nos encontramos, bastara ver los signos de ambas parciales, y ver cudl
de ellas es mayor en valor absoluto.
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2.6. ALGORITMO PARA LA LOCALIZACION DE CONTORNOS 75

2.6 Algoritmo para la localizacién de contornos

A partir de los lemas expuestos anteriormente, ya estamos en disposicién de desarrollar un algoritmo para tratar
de detectar la posicién y orientacién de los contornos en una imagen. En primer lugar, habrd que detectar qué
pixels son etiquetados como borde. Para ello, obtendremos las imdgenes de parciales F, y Fy a partir de las
méscaras H, y Hy, eligiendo el valor de o que se quiera aplicar, y nos centraremos en aquellos pixels (4, j) donde

By B 04 »9°

donde § es un umbral que habré que prefijar. Aunque ya expusimos en el capitulo anterior que esta expresion
del gradiente no era exacta, si que puede usarse como aproximacién para saber si existe un salto de intensidad
grande en las cercanias del pixel.

Pero para catalogar un pixel como borde no bastara que cumpla esta condicién. Ademds estamos interesados
en localizar perfiles como el que vimos en la seccién 2.1.1, es decir, zonas donde el valor absoluto de la derivada
parcial crezca, llegue a un méaximo, y vuelva a decrecer. Por lo tanto, la segunda condicién que ha de cumplir
un pixel para ser borde es que

en el caso en que |Fy(i,7)| > |F,(4,7)|, o bien que

|Fe(i = 2,5)] < [Fae(i = 1,5) < |Fa(d, )] > [Fe(i + 1,5)[ > |Fe(i +2,7)|

en el caso en que |Fy(i,7)| < |F.(%, )]

Una vez tenemos los pixels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el esquema desarrollado en las
secciones anteriores para obtener los parémetros del contorno (posicién y orientacién). Esto significa que, para
cada pixel borde, el método usard los valores de un entorno centrado en dicho pixel, cuya forma variard en
funcién de si « es nulo o no, y de qué parcial es mayor. En las figuras 2.20 y 2.21 se muestran los entornos
usados para el caso en el que |f,| > |f,| cuando « es nulo o no respectivamente. Puede apreciarse cémo el caso
a > 0 es en el que més pixels vecinos se estdn usando, siendo el entorno una ventana rectangular de 3 pixels de
ancho y 9 de alto.

y
£, F
_! —_— 5,
11
11
f, F
. H— -,

Figura 2.20: Pixels utilizados en la imagen original para el cdlculo de la posicién y orientacién del contorno en
el pixel central cuando a = 0
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76 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

=

T
e

s

Figura 2.21: Pixels utilizados en la imagen original para el célculo de la posicién y orientacién del contorno en
el pixel central cuando a > 0

Hay tres condiciones que deben cumplirse dentro de dicho entorno, o al menos acercarse lo mds posible, para
que la situacion alrededor de esos pixels sea lo mds parecido a la situacién ideal sobre la que se ha desarrollado
el método:

1) Dentro de ese entorno, el contorno puede ser aproximado como una linea recta.

2) Dentro de ese entorno, no debe aparecer ningin otro contorno diferente.

3) Dentro de ese entorno, la intensidad a ambos lados del contorno debe ser lo més homogénea posible.

Légicamente, es dificil que las tres condiciones se cumplan exhaustivamente en todos los pixels borde, pero
también es bastante probable que se cumplan en un grado alto. La primera condicién fallard en zonas donde
haya esquinas, o bordes con una curvatura muy alta. La segunda fallara en zonas donde haya dos bordes muy
cercanos entre si. La tercera fallard4 en los bordes de zonas con textura muy fina. En los demds casos, las
condiciones se cumplirdn. Por otro lado, aunque el entorno abarque bastantes pixels alrededor del pixel central,
hay que tener en cuenta que los mds alejados del centro son los que menos peso llevan en las expresiones, por
lo que no es muy grave que las condiciones anteriores fallen un poco més en dichos pixels, mientras se cumplan
con més exactitud en las cercanias del pixel central.

Hay otra condicién que también asumimos, y es que la imagen no tenga ruido, o que tenga muy poco. En
capitulos posteriores abordaremos este problema, pero por ahora trabajaremos con imdgenes lo més limpias
posibles.

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion Contornos (delta)

Calcular Fx, Fy
Para todos los pixels (i,j) de la imagen
Si Fx(i,j)*Fx(i,j) + Fy(i,j)*Fy(i,j) < delta * delta Continuar
Si |Fy(i,j)| > |Fx(i,j)| Entonces
Si |Fy(i,j)| no es maximo en su columna Continuar
Calcular Vector Normal y Posicion segun Lema 7
Si No
Si |Fx(i,j)| no es maximo en su fila Continuar
Calcular Vector Normal y Posicion segun Lema 8
Fin Si
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2.7. EJEMPLOS 7

Fin Para

2.7 Ejemplos

Veamos a continuacién algunos ejemplos de aplicacién de nuestro método sobre varias imagenes, en los que se
podrdn comparar los resultados obtenidos por nuestro método con los del método tradicional de convolucién
con las médscaras H, y H,. Para ello usaremos tanto imagenes sintéticas como reales.

2.7.1 Contorno recto ideal

Comencemos por aplicar nuestro método sobre imédgenes ideales, generadas sintéticamente, con un dinico borde
que separa dos dreas de distinta intensidad, como se ve en la figura 2.22. Se ha escogido un valor de intensidad
0 para la zona negra y 255 para la blanca. Para los pixels que son atravesados por el contorno, se ha usado
nuestra hipétesis para el modelo de adquisicion, calculando su intensidad en funcién de las dreas relativas de
cada color dentro del pixel.

Figura 2.22: Contorno recto ideal de 30 grados generado sintéticamente. Los segmentos de color muestran la
orientacion y localizacion del contorno estimado por nuestro método para cada pixel.

Para poder visualizar el resultado, se ha generado una imagen ampliada, donde cada pixel de la imagen
original ocupa un cuadrado de n x n pixels. Y en dicha imagen, se ha mostrado dentro de cada pixel borde
un segmento recto de color que indica la orientacion y localizacion estimadas para el contorno dentro de dicho
pixel. Puede observarse en dicha figura cémo, visualmente, los segmentos rectos parecen estar bien alineados
unos con otros. Ademads, como ya se comenté anteriormente, en cada columna aparece un tnico pixel etiquetado
como borde (ya que la figura muestra el caso para el primer octante).

En total se han probado 8 imdgenes diferentes (una en cada octante), asignando un valor de pendiente
arbitrario en cada caso. Con nuestro esquema, y de forma independiente al valor de o que escojamos, en todos
y cada uno de los pixels etiquetados como borde el médulo del vector normal que se obtiene es exactamente 255.
La orientacién de dicho vector es exactamente la usada para generar la imagen. Y el desplazamiento dentro del
pixel es exactamente el que debe salir.

Por el contrario, al aplicar el método tradicional usando a = 0 existen errores tanto en médulo como en
direccién (y no existe informacion para el desplazamiento). En la tabla 2.1 se muestra, para la imagen ejemplo
usada en cada octante, la pendiente del contorno que se generé, los valores medio, minimo y médximo y la
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78 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Error del médulo Error de la direccién

Grados | Media § Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max.
5 3.5 0.8 0.1 3.8 4.4 1.1 0.0 4.9
55 78.5 19.3 382 199.8 | 64 2.0 2.4 9.0
105 25.4 9.8 1.2 343 | 95 4.0 0.6 13.1
155 54.7 20.3 16.8 | 79.2 [ 9.8 4.4 1.9 15.2
200 40.2 15.4 12.1 | 59.5 | 10.2 4.5 2.2 15.8
240 68.2 20.8 25.0 1919 | 86 3.4 2.0 12.6
280 12.7 41 2.1 15.3 | 7.7 2.6 1.4 9.4
320 86.7 15.7 52.1 | 104.2 | 3.5 0.8 1.8 4.7

Tabla 2.1: Errores cometidos por el método tradicional, usando alfa nulo, al obtener el contorno de una recta
en distintos octantes

Error del médulo Error de la direccién
Grados | Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max.
5 1.2 1.0 0.2 6.3 0.1 0.2 0.0 1.1
55 11.0 5.4 2.1 179 | 14 0.1 1.1 1.6
105 6.9 3.3 04 15.4 | 0.7 0.8 0.0 2.6
155 11.5 6.0 0.2 19.1 | 1.5 0.7 0.5 2.6
200 9.4 4.8 1.0 158 | 1.1 0.9 0.0 2.6
240 11.8 5.9 04 19.2 | 1.6 0.3 1.1 2.1
280 3.8 1.7 0.8 8.6 0.3 0.5 0.0 1.7
320 9.6 5.1 0.4 16.3 | 0.9 0.2 0.4 1.1

Tabla 2.2: Errores cometidos por el método tradicional, usando alfa no nulo, al obtener el contorno de una recta
en distintos octantes '

desviacién tipica, tanto para el médulo como para la direccién obtenida en cada pixel borde. Los valores de
error del médulo estdn medidos en unidades de intensidad, y los de la direccién en grados.

Dichos errores son a veces muy grandes. Por ejemplo, para el caso del contorno de 320 grados, el error medio
cometido en el médulo del gradiente es mayor que 86 unidades (34% de error relativo) llegando a encontrar un
pixel con un error de mds de 104 unidades (41% de error relativo). En cuanto a la direccién del vector, en el
caso del contorno de 200 grados, el error medio cometido es mayor de 10 grados, llegando a encontrar un pixel
cuya direccién tiene un error de mds de 15 grados.

Para o = 0.5 los errores disminuyen aunque siguen presentes, como se muestra en la tabla 2.2. El mayor
error encontrado para el médulo es de 19.2 unidades, y para la orientacién es de 2.6 grados.

2.7.2 Contorno circular ideal

A continuacién probamos con la imagen de un circulo sintético, de radio 20 pixels, con intensidad 255 en
el interior y 0 en el exterior, generada también segin la hipétesis de nuestro modelo de adquisicién. Puede
apreciarse en la figura 2.23 como en la vecindad local de un pixel, el contorno puede ser aproximado por un
borde recto sin demasiado error. Nuestro esquema produce un borde alrededor de la circunferencia, donde
puede verse que el error de la pendiente es muy pequefio (figura 2.23b). Si aplicdsemos el esquema tradicional,
el error es bastante mayor, sobre todo en las zonas de pendientes oblicuas (figura 2.23a).

En la tabla 2.3 se muestran los errores cometidos en médulo (unidades de intensidad) y direccién (grados)
con ambos métodos, probando cada uno con dos valores distintos de e (0 y 0.5). Vemos que nuestro método
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a) b)

Figura 2.23: Imagen de un circulo ideal generado sintéticamente. a) Resultados del método tradicional. b)
Resultados de nuestro método. Para la imagen (a) se han tomado "prestados" los valores de desplazamiento
obtenidos por nuestro método.

consigue una precisién total en cuanto al médulo, y para la direccién también se obtienen valores bastante
precisos, siendo el error medio 0.05 grados y el error méximo inferior a 0.2 grados. Por otro lado, el método
tradicional con o = 0 tiene un error medio mayor de 45 unidades (error méximo mayor que 101) y de mas de 7
grados para la direccién (casi 15 grados el error méximo). Con « = 0.5 los valores tienden a mejorar, siendo el
error méaximo del médulo mayor de 17 unidades y el de direccién casi de 2 grados.

También se representa en la tabla el error cometido en la localizacién subpixel del contorno. Este error viene
medido en porcentaje relativo al tamano del pixel. Es decir, un error igual a 50 representaria un error igual a
la mitad de la longitud de un pixel. Se observa que los resultados de nuestro método son bastante buenos, ya
que el error medio es inferior al 0.3% del tamario del pixel, y el error méximo no llega al 0.6%.

El error cometido es diferente segiin la orientacién de cada pixel borde. En los pixels donde la orientacién
es exactamente horizontal o vertical, los tres métodos obtienen una estimaciéon bastante buena, pero para las
orientaciones intermedias los errores varfan en funcién de la orientacién. Para poder ver mejor cémo es el

Error del médulo Error de la direccién Error de la posicién

Meétodo Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max.

Tradic. a =0 45.7 344 ]0.0 101.8 | 7.1 3.7 0.0 14.7 | — = = —

Tradic. « =0.5] 6.3 5.3 0.0 17.2 1 0.8 0.6 0.0 1.7

Prop. a =0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.05 0.04 |]0.00 | 0.17 | 0.29 0.09 10.20 | 0.57

Prop. a =0.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.05 0.04 0.00 | 0.17 | 0.29 0.09 0.20 | 0.57

Tabla 2.3: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una circunferencia de radio 20
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80 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

error a medida que nos movemos por el borde, usemos la siguiente representacién grafica. En la figura 2.24 la
circunferencia interior (marcada con un 0) representa los pixels del borde. Lo que se ha hecho es desplazar cada
punto de la circunferencia en la direccién radial hacia el exterior una cantidad proporcional al error cometido
para cada pixel en el cdlculo del médulo (gréfica a) y de la direccién (grafica b). El error se representa en valor
absoluto, y por eso todas las curvas son exteriores a la circunferencia.

Figura 2.24: Representacion circular del error en valor absoluto cometido sobre la imagen de un circulo de radio
40 en el cdlculo del vector normal. a) error en el médulo. b) error en la orientacién. La curva marrén representa
el método tradicional con a = 0. La curva azul representa el mismo método con o = 2 — /2. La curva negra
muestra los resultados de nuestro método.

Puede verse cémo nuestro método obtiene una estimacion del médulo y de la orientacién bastante precisa,
mientras que el método tradicional comete errores en funcién de la orientacién de cada pixel. Observando la
grafica correspondiente al error del médulo, vemos que en las 4 direcciones principales la estimacion es bastante
correcta, pero a medida que nos acercamos a los 45°, el error aumenta llegando incluso a un 40% de error
relativo. Usando o = 2 — /2 se consigue un error menor, al tomar mds pixels en consideracién para el calculo
de las derivadas parciales. Aun asfi, el error en algunos pixels es cercano al 10%.

Para la grdfica de la orientacién, los tres métodos afinan bastante bien en las 4 direcciones principales y
en las 4 diagonales. Con alfa nulo llegamos a errores de hasta 15 grados, mientras que con « no nulo el error
maximo baja a 5 grados aproximadamente.

2.7.3 Contorno recto semi-ideal

Probemos ahora con una imagen semi-ideal. Esto es, ha sido generada en el ordenador, impresa con una
impresora laser, y adquirida luego con una cdmara fotogréfica, colocada en posicién fronto-paralela con respecto
a la pdgina. En el centro de la figura 2.25 se observa la hoja de papel donde fue impresa la imagen generada. El
objetivo es poder trabajar con una imagen adquirida por una cdmara en lugar de trabajar directamente con la
imagen sintética. De esta forma, como conocemos todos los detalles de la imagen (intensidades, orientaciones,
posiciones) cuando fue generada, podremos compararlos con los obtenidos por nuestro método al ser aplicado
sobre la imagen ya digitalizada. Seguramente habran pequenos errores debido a la impresién en papel, ya que
las intensidades generadas por la impresora no seran exactas, y debido luego al proceso de adquisicién. Sin
embargo, la idea es poder comprobar si nuestras hipdtesis no estdn mal encaminadas, y producen resultados
mejores que con el esquema tradicional.

La imagen generada representa un circulo dividido en 12 sectores de igual dngulo (30 grados), donde se van
alternando las intensidades (50 el més oscuro, 100 y 200 el mds claro). El interés de esta imagen radica por un
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2.7. EJEMPLOS 81

Figura 2.25: Contornos obtenidos por nuestro método para distintas zonas de la imagen que aparece en el
centro.

lado en analizar el resultado de nuestra estimacién para el médulo y por otro para la orientacién. Realmente la
orientacién absoluta de cada sector no la sabemos, pero lo que si sabemos es la orientacién relativa entre ellos
(30 grados) y eso es lo que vamos a comprobar.

Calculo de la orientacién Enumerando cada uno de los bordes entre sectores, de la misma manera que si
fuesen las horas de un reloj, tendriamos desde el borde 1 hasta el 12. Para cada borde, vamos a calcular en
primer lugar la pendiente media del contorno en todos los pixels etiquetados en cada borde. En la tabla 2.4 se
muestra para cada borde cudl es ese valor para cada uno de los cuatro métodos, y cudl es la diferencia en grados
con la pendiente del borde siguiente. Esto se hace asi ya que la pendiente exacta al adquirir la imagen impresa
no la conocemos con exactitud (sabemos que el borde nimero 1 tendrd una orientacién cercana a 30°, pero
dependiendo de la orientaciéon exacta al colocar la hoja de papel y al colocar la cdmara no serd una cantidad
exacta, y de ahf el factor e que aparece sumando al valor de pendiente ideal). Pero si conocemos que la diferencia
de pendiente entre sectores consecutivos ha de ser 30°.

Como acabamos de mencionar, teéricamente el dngulo de cada sector deberia ser exactamente 30 grados.
Sea 0; el angulo estimado (columna "Dif’ de la tabla) segin alguno de los métodos para el sector . Si tomamos
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82 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Valores ideales | MTAN MTAP MPAN MPAP

Num. Borde | PM Dif. PM Dif. PM Dif. PM Dif. PM Dif.

1 30+¢ } 30 38.78 | 38.66 | 26.52 | 26.67 | 31.51 | 32.54 | 31.12 | 31.74
2 60+¢ | 30 53.76 | 14.98 | 64.34 | 37.82 | 58.76 | 27.25 | 59.50 | 28.38
3 93+e¢ |30 90.97 | 37.21190.48 | 26.14 ] 90.95 | 32.19 | 90.79 | 31.28
4 1204+¢ | 30 127.09 | 36.12 | 116.21 | 25.73 | 119.77 | 28.82 } 120.11 | 29.32
5 150 +¢ | 30 141.68 | 14.60 | 155.14 | 38.93 | 150.71 | 30.94 | 150.78 | 30.67
6 180+¢ | 30 180.83 | 39.15 | 180.41 | 25.27 | 180.75 | 30.04 | 180.64 | 29.86
7 210+ ] 30 217.23 | 36.40 | 205.87 | 25.45 | 209.64 | 28.88 | 210.01 | 29.37
8 240+¢ | 30 234.52 | 17.29 | 245.26 | 39.39 | 243.67 | 34.04 | 242.62 | 32.61
9 270+¢ | 30 270.48 | 35.96 | 270.20 | 24.94 | 269.81 | 26.14 | 270.03 } 27.41
10 300+ | 30 308.72 | 38.24 | 296.73 | 26.53 | 302.75 | 32.94 | 301.75 | 31.72
11 330+¢ | 30 320.78 | 12.06 | 335.15 1 38.42 | 330.70 | 27.95 | 331.12 | 29.37
12 360+ | 30 360.12 | 39.34 | 359.85 | 24.70 | 358.98 | 28.27 | 359.39 | 28.26

Tabla 2.4: Errores cometidos por cada método al obtener la orientacién del contorno de los 12 sectores de la
imagen. MTAN/MTAP: método tradicional con alfa nulo / positivo. MPAN/MPAP: método propuesto con
alfa nulo / positivo. PM: pendiente media.

Mét. Tradic. o =0 | Mét. Tradic. a =0.59 | Mét. Prop. a =0 | Mét. Prop. a =0.59
Error medio | 10.18 5.76 2.11 » 1.34

Tabla 2.5: Error medio en grados, obtenido por cada método, al obtener la orientacién del contorno de los 12
sectores de la imagen

una medida de error viendo las diferencias medias con respecto a 30 grados de la forma siguiente:

1 12
Eizﬁ;wi—:zol

obtenemos los resultados de la tabla 2.5.

Es decir, para o = 0 el esquema tradicional tiene un error medio aproximado de 10 grados por sector,
reduciéndolo a menos de 6 para o = 2 — V2. Nuestro método tiene un error cercano a 2 grados con o = 0, y
usando o = 2 — \/5 el error desciende a 1.34 grados de media.

Nétese también cémo el error en el dngulo en el método tradicional es menor en las direcciones cercanas a
las principales (3, 6, 9 v 12), pero es bastante mayor en las direcciones intermedias. En la figura 2.26 se ha
representado un nuevo circulo de 12 sectores, donde se le ha asignado a cada sector un dngulo igual al estimado
por los cuatro métodos para el borde de dicho sector con el siguiente. Vemos como no todos los sectores son
igual de anchos en el método tradicional, mientras que usando nuestro método el resultado es bastante mds
homogéneo en todas las direcciones.

Cdlculo del médulo Vayamos ahora con la estimacién para el médulo del vector normal, el cual deberia
representar el salto de intensidad. Téoricamente se han usado 3 valores de intensidad diferentes (50, 100 y 200),
pero después de los procesos de impresién y adquisicién, y dependiendo también de las condiciones de luz en el
momento de tomar la fotografia, la intensidad habrg variado bastante. Si calculamos el valor medio de cada una
de las tres zonas, tomando un nimero considerable de pixels en el interior de cada sector para ello, obtenemos
que los tres valores de intensidad medio de las tres zonas son 46.92, 94.09 y 158.94, en lugar de 50, 100 y 200
respectivamente.
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Figura 2.26: Error cometido en la diferencia en grados del dngulo obtenido para cada par de sectores consecutivos
en la imagen de la figura anterior. a) Método tradicional a = 0. b) Método tradicional o = 2 — v/2. ¢) Método
propuesto « = 0. d) Método propuesto o = 2 — V2

Salto medio | MTAN MTAP MPAN MPAP
Num. Borde Méd. | Dif. Mod. | Dif. Mod. | Dif. | Moéd. | Dif.
1 64.85 91.4 ]26.55|689 | 405 |63.2 |1.65] 632 | 1.65
2 47.16 60.9 | 13.74 | 476 | 044 | 453 | 1.86 | 47.0 | 0.16
3 112.02 1159 | 3.88 | 115.9 | 3.88 | 113.3 | 1.28 | 111.2 | 0.82
4 64.85 79.6 | 14.75| 61.6 | 3.25 | 61.5 | 3.35| 60.8 | 4.05
) 47.16 69.7 | 22541524 |524 | 470 | 0.16 | 46.5 | 0.66
6 112.02 125.2 1 13.18 | 125.2 | 13.18 | 107.7 | 4.32 | 106.3 | 5.72
7 64.85 86.2 121.35]66.0 | 1.15 | 63.0 | 1.85]63.0 | 1.85
8 47.16 62.1 | 1494|488 |1.64 | 469 | 0.26 | 46.7 | 0.46
9 112.02 109.7 | 2.32 | 109.6 | 2.42 | 109.0 | 3.02 | 108.6 | 3.42
10 64.85 90.4 | 25.55]682 335 [641 |0.75]642 | 0.65
11 47.16 73.3 | 26.14 | 54.2 | 7.04 | 456 | 1.56 | 47.1 | 0.06
12 112.02 131.5 1 19.48 | 131.4 1 19.38 | 112.3 | 0.28 | 112.7 | 0.68

Tabla 2.6: Errores cometidos por cada método al obtener el salto de intensidad a ambos lados del contorno
de los 12 sectores de la imagen. MTAN/MTAP: método tradicional con alfa nulo / positivo. MPAN/MPAP:
método propuesto con alfa nulo / positivo.

Por lo tanto, podemos estimar qué diferencia de intensidad media deberia aparecer en cada borde entre
sectores, y comparar entre si los métodos. En la tabla 2.6 se muestran los resultados de evaluar el médulo del
vector normal para los pixels borde de cada uno de los 12 contornos, y la diferencia entre este valor y el estimado
para el salto de intensidad medio a partir de los valores medidos en la imagen en el interior de cada sector.

De nuevo podemos dar una medida del error medio cometido por cada método, atendiendo a las diferencia
entre el valor obtenido para el médulo del vector en cada borde (columna 'Mod.’), y el salto medio que se supone
habia a ambos lados (columna ’Salto medio’). Sea D; esta diferencia de intensidad, medida para el borde i por
alguno de los métodos. Calculando el error medio como

1 12
Ei:E;Di

obtenemos los resultados de la tabla 2.7.
Es decir, para a = 0 el esquema tradicional tiene un error medio aproximado de 17 unidades en cada borde,

reduciéndolo a menos de 6 para o = 2 — /2. Nuestro método tiene un error inferior a 2 unidades para cualquier
valor de .
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84 CAPITULO 2. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Mét. Tradic. « =0 | Mét. Tradic. o« =0.59 | Mét. Prop. a =0 | Mét. Prop. a =0.59

Error medio | 17.04 5.42 1.70 1.68

Tabla 2.7: Error medio en unidades de intensidad obtenido por cada método, al obtener el salto de intensidad
a ambos lados del contorno de los 12 sectores de la imagen.

2.7.4 Imagen real digitalizada

Finalmente, hemos aplicado nuestro esquema a la foto de la figura 2.27, donde pueden apreciarse diferentes zonas
que han sido agrandadas para visualizar mejor el resultado de nuestro método. Puede verse como visualmente
los contornos parecen tener orientaciones y posiciones sub-pixel bastante acertadas, al menos en las zonas donde
se cumplen las tres condiciones que menciondbamos en la seccidén donde se comenté el algoritmo (seccién 2.6).

Puede verse también que, incluso el contorno del botén de la camisa del Popeye, proporciona resultados
bastante buenos, teniendo en cuenta que dicho botén tiene forma circular de unos 8 pixels de didmetro aproxi-
madamente.

2.8 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de encontrar en imégenes ideales sintéticas la orientacién y localizacién
sub-pixel de un contorno recto de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido a ambos lados del
borde. Posteriormente, y a partir de dicho esquema, hemos desarrollado un método para localizar los contornos
sobre una imagen real, asumiendo que localmente dichos contornos se comportan como lineas rectas, y hemos
visto varios ejemplos préacticos de aplicacién.

Sin embargo, para ser rigurosos, si el contorno no fuese exactamente recto, se estaria cometiendo un pequefio
error incluso en las imagenes ideales, tal y como se vio en la seccién 2.7.2. En el préximo capitulo desarrollaremos
un nuevo esquema que nos permitird mejorar este cdlculo, al aproximar los contornos por curvas de grado dos en
lugar de lineas rectas como hemos hecho ahora. Ello nos permitira obtener ademds otro pardmetro caracteristico
del contorno que pasa por un pixel: la curvatura.
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Capitulo 3

Contornos de segundo orden

- Si en lugar de buscar rectas en el interior del pirel
buscdramos curvas, podriamos estimar también la cur-
vatura en los bordes.

- De hecho, disponemos de tres columnas alrededor de
cada pizel, con lo cual tienes tres grados de libertad....

JUNIO 2001

Acabamos de ver en el capitulo anterior un método que nos calcula la posicién y orientacién del contorno
que pasa por un pixel de forma exacta (al menos en imdgenes ideales en el sentido de nuestras hipétesis de
partida). Pero existe otro pardmetro caracteristico del contorno que también podria ser interesante estimar:
la curvatura. Este pardmetro nos informa de cuan recto es el contorno en una cierta posicién, y en caso de
ser curvo, hacia qué lado es la desviacién. Realmente lo que mide es el ritmo de cambio de la pendiente del
contorno con respecto a la distancia sobre la curva [GOE70].

Por ejemplo, en la figura 3.1, la curvatura (en valor absoluto) en los puntos P; viene dada por el valor

KPR =
donde R; es conocido como el radio de curvatura. Esto es, el radio de la circunferencia que es tangente a
la curva en dicho punto y que mejor aproxima a la curva en un entorno de dicho punto. A mayor curvatura,
menor serd el radio de la circunferencia tangente, y viceversa.

En este capitulo analizaremos primero brevemente la forma tradicional de calcular la curvatura de un con-
torno en una imagen, y posteriormente propondremos un nuevo método que nos permitird calcular la localizacién,
orientacién, y curvatura del contorno en un pixel en un mismo esquema. Finalmente se verdn algunos ejemplos
de aplicar dicho método a varias imdgenes sintéticas y reales.

3.1 Cadlculo tradicional de curvaturas en imagenes 2D

Aunque hay muchas formas de abordar el problema de estimar la curvatura, la gran mayoria cae dentro de una
de estas categorias:

87
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88 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Figura 3.1: Radios de curvatura en dos puntos de una curva

3.1.1 A partir de las segundas derivadas de la imagen

Ya hemos visto cémo la informacion de la orientacion de una curva viene dada por su primera derivada, y es por
eso que se utilizaba el vector gradiente para obtenerla. Ya que la curvatura estd relacionada con las segundas
derivadas, el método usual es calcular éstas para a partir de ellas obtener el valor de la curvatura [DANO1].

Veamos primero el caso continuo. Sea f(x,y) nuestra imagen de entrada (anterior a la discretizacién), tal
que f(z,y) es continua y derivable en todo su dominio'. El vector gradiente en un punto P = (x¢,yo) viene
dado por la expresion

Vf(xo,y0) = [fz(0,%0), fy(T0;y0)] (3.1)
y se cumple que es un vector normal a la curva de nivel
f(xay) = f(CUO,yO)

en dicho punto. A partir de dicho vector se obtiene la pendiente exacta de la curva en P.
Para calcular la curvatura de la curva de nivel en el punto P, utilizamos la expresién

F2(20,40) fyy (20, Y0) + f2(20, Y0) fea (%0, Y0) — 2f2(T0, Y0) fay (0, y0) fy (20, y0)
1V £ (z0, o)

k(ﬂ?o,yo) = (32)

definida en la literatura como funcién curvatura [APOG66).

Sin embargo, esta expresion es solamente para el caso continuo. Para poder dar entonces una estimacién en
el caso discreto, se hace necesario encontrar médscaras de convolucién a partir de las discretizaciones obtenidas
para las segundas derivadas fyz, fyy ¥ fzy, al igual que hicimos con las primeras derivadas f, y f, en el capitulo
inicial. Una vez obtenidas, se evalian todas ellas en el pixel correspondiente, y se calcula el valor estimado para
k(z0,0)-

El problema que existe es que la curvatura es un valor extremadamente sensible, con lo cual variaciones
minimas de la intensidad en los pixels producen grandes variaciones en el valor de la curvatura. Es por ello que
no suele utilizarse en muchos casos, al menos con la imagen sin preproceso de ninguna clase.

3.1.2 A partir del gradiente de los pixels vecinos

Otro método que suele usarse consiste en utilizar la informacién de pixels vecinos en la curva [BEN75, GROTS,
KIT82]. Hay que tener en cuenta que normalmente cuando buscamos los pixels por donde pasa el borde,
estos suelen formar una secuencia conectada de pixels, como se ve en la figura 3.2. Si dicha secuencia ha sido
bien obtenida, deberia formar un conjunto de pixels conectados entre si, de tal forma que cada pixel tuviera
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3.1. CALCULO TRADICIONAL DE CURVATURAS EN IMAGENES 2D 89

Figura 3.2: A partir de las direcciones de los vectores normales de 3 pixels consecutivos sobre el borde, puede
darse una estimacion de la curvatura para el pixel central. '

exclusivamente dos vecinos conectados en el conjunto, uno a cada lado. Es lo que se conoce como una linea de
grosor 1 pixel, tal y como la que produce nuestro método del capitulo previo.

En ese caso, ya que conocemos los vectores normales a la curva en cada uno de esos pixels, podemos dar una
estimacion de la curvatura para cada pixel basandonos en el cambio de orientacién producido entre su vector
normal y el de sus vecinos. Sin embargo, éste también es un método que dista mucho de ser exacto, ya que
habrfa que conocer con exactitud sobre qué punto exacto del contorno (en el plano continuo, no en los pixels)
estd situado cada uno de los vectores normales, ya que para medir la variacién de la pendiente entre los puntos
hay que conocer a qué distancia se encuentran a lo largo de la curva. Teniendo en cuenta que la mayorfa de
los métodos trabajan con precisién pixel y no sub-pixel, este cdlculo seria bastante complicado de realizar con
exactitud.

3.1.3 A partir de la expresién de una funcién que aproxime a la imagen

Una tercera forma diferente de obtener la curvatura es hacerlo analiticamente a partir de la expresién de una
cierta funcién p(z,y), cuya discretizacién P(z;,y;) es la que mejor aproxima a las intensidades de los pixels en
una cierta vecindad alrededor del pixel seleccionado [TSA94, LEE93]. Es decir, de nuevo vuelve a suponerse
que la imagen de entrada (anterior a la discretizacién), f(z,y), es continua y derivable en todo su dominio, y
lo que se busca es encontrar la funcién p(x,y) dada por

p(x,y) = ko + krx + koy + k3a® + kazy + ksy? + kex + kray + ksxy? + koy®

que mejor la aproxime en un cierto entorno, considerando un sistema de referencia centrado en el centro
geométrico del pixel que estamos estudiando.

Para ello, y haciendo uso del mismo modelo de adquisicién expuesto en el capitulo 1 (ecuacién 1.6, se
considera que la funcién discretizada adquirida en la imagen viene dada por la ecuacién

yj+h/2 pxi+h/2
P(xz»y] h2/ s / e .’E y)dxdy

donde h es la longitud de un pixel. Resolviendo la integral obtenemos

1 1
P(zi,y;) = ko+ ki + kay; + k3 (iE o 12) + kaziy; + ks (yJ 12) -

1 1 1 1
s 14) s () e ) 0 13

IRecordemos que esa es la hipotesis inicial usada en la mayoria de los trabajos, pero que no se usa en el nuestro.
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90 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

A continuacién, se minimiza el error cuadrédtico medio cometido por aproximar esta funcién a una cierta
vecindad del pixel central, el cual viene dado por la expresién

8(/60,/{:1,...,]69) = ZZ(P(CUHQJ) ——F(iaj))Q

En este caso la sumatoria indica la extensién de la vecindad considerada. Como resultado de la minimizacién
se obtienen los valores 6ptimos para los coeficientes &; de la funcién p(z, y). Finalmente, se evalian los pardmetros
del contorno (gradiente y curvatura) a partir de las expresiones 3.1 y 3.2 respectivamente, pero utilizando la
funcién p(z,y) en lugar de f(z,y), y evaludndola en centro geométrico del pixel en cuestién, es decir, en el
punto (0, 0).

Los resultados obtenidos con este método suelen ser bastante satisfactorios, sobre todo en zonas donde
la hipétesis de que la funcién f(z,y) es continua y derivable parece cumplirse. Este es el caso de zonas
con intensidad homogéneas, como degradados, o zonas con bordes ligeramente difuminados. Sin embargo, no
determinan la localizacién sub-pixel del contorno, y no son exactos en imagenes ideales en el sentido de nuestras
hip6tesis de partida (f(z,y) es discontinua en los bordes).

Por otro lado, al evaluar los pardmetros del borde en el punto (0,0), lo que estdn haciendo realmente es
interpretar el contorno como la curva de nivel de p(z,y) que pasa por el centro del pixel. Pero curvas de nivel
que atraviesen el pixel seleccionado hay infinitas, y cada una de ellas tiene infinitos puntos que la forman dentro
del pixel. Y cada uno de esos puntos tendrd un valor de gradiente y curvatura diferente. Es cierto que serdn
valores bastante similares, pero no son exactos en un sentido riguroso.

3.1.4 Otras alternativas

Ademds de las tres formas mencionadas existen algunas otras, tal y como se menciona en [NIX02]: aproxi-
mando el contorno por pequeiios tramos de curva continua (generalmente polinomios cibicos) y evaluando la
ecuacién 3.2 en ellos, definiendo la curvatura como una funcién de los cambios en la intensidad de la imagen, o
aproximéndola en funcién de la autocorrelacién medida al desplazar una cierta ventana de pixels en las cuatro
direcciones principales. Esta tltima técnica suele dar buenos resultados para la deteccién de esquinas en la
imagen, como se menciona en [HARSS].

Sin embargo, al carecer de una informacién precisa a nivel subpixel de la localizacién de la curva del contorno,
todas ellas producen un cierto error en la estimacién. Vamos por tanto ahora a desarrollar un método que si
nos permita obtener la curvatura exacta en imdgenes ideales. Pero antes, veamos otra forma alternativa para
nuestro método propuesto en el capitulo previo para el cdlculo de la pendiente y de la localizacién del contorno.
Esta otra alternativa es necesaria ya que partiendo de este método para contornos de primer orden es dificil
generalizarlo para desarrollar el de segundo orden. Asi que necesitamos usar otra técnica que si nos permita
realizar esta generalizacion.

3.2 Meétodo simplificado de primer orden

Cuando comenzamos el desarrollo del método (seccién 2.1.2), partimos de que F; ; era una imagen compuesta
por un lnico contorno recto que separaba dos zonas de intensidades A y B, donde el valor de los pixels se
obtenia de acuerdo a nuestra hipétesis inicial. Dicho contorno recto atravesaba el pixel central de la imagen y
tenia una pendiente entre 0 y 45° (ver figura 3.3). Es lo que llamamos imagen ideal con un contorno de primer
orden (expresién 2.1).

En un caso real, el contorno no va a ser exactamente recto, con lo cual suponer que lo es no es mas que una
aproximacién que asumimos en la vecindad del pixel, tal y como se discuti6 en la seccién 2.6.

Formalmente, lo que estamos haciendo puede definirse de la siguiente manera: situemos primero el origen
de coordenadas en el centro geométrico del pixel central, y consideremos los ejes = e y como se ven en la figura
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3.2. METODO SIMPLIFICADO DE PRIMER ORDEN 91

Figura 3.3: Los pixels con color gris pueden tomar valores intermedios entre A y B en funcién de la posicién y
orientacion exacta del contorno.

3.4. Noétese que esta vez hemos tomado la direccién de las y positivas hacia arriba, al contrario de como estdn
direccionados los pixels en la imagen F; ;, simplemente por seguir la forma habitual de representar funciones en
el plano.

y=ax+b

y=1(x)

Figura 3.4: Curva del contorno y aproximacion lineal usada por nuestro método.

Sea y = r(x) la curva que representa el contorno, cuya expresién exacta desconocemos. Lo que si sabemos es
que la pendiente de la curva en x = 0 estd entre 0 y 1. Una aproximacion lineal a la curva alrededor del punto
2 = 0 puede obtenerse como y = a + bz, al estilo de cuando se hace una aproximacién a través del polinomio
de Taylor de grado 1 de una funcién

Pi(z) =r(0)+7'(0)z =a+ bz

Realmente no hacemos como Taylor, pues éste obtiene como aproximacion la recta cuya posicién y primera
derivada coincide con la curva del contorno. En nuestro caso, la recta que buscamos es la que mejor se ajusta
a los valores de intensidad de los pixels adyacentes, y no es necesariamente la misma que la de Taylor. Por lo
tanto, lo que nuestro método trata de hacer puede interpretarse como encontrar los valores de a y b que
mejor se ajustan a las intensidades de los pixels en un cierto entorno centrado en el pixel central. Una
vez hayamos localizado los coeficientes de la recta, la posicién de ésta puede interpretarse como la posicién del
contorno dentro del pixel, y la pendiente de la recta considerarse como la derivada de la curva del contorno
sobre la vertical central del pixel. Por lo tanto, el vector normal a dicha recta serd una buena aproximacién del
vector normal al contorno en dicho punto.

El entorno utilizado para realizar los cdlculos tenia diferente forma segiin el valor de a usado en las mdscaras
(ver figuras 2.20 y 2.21), e incluso, segiin el valor que se estuviera calculando en cada momento (S, Sy o ry),
era también diferente. Para simplificar todos estos entornos diferentes, tomemos ahora una inica ventana, y
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92 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

calculemos con los valores de los pixels interiores los coeficientes a y b, a partir de los cuales podremos estimar
la orientacién y localizacién exacta de la recta que estamos buscando. Tomemos por ejemplo un entorno de
5 x 3, centrado en el pixel central (ver figura 3.3). Es bdsicamente el mismo que se usaba para el caso o = 0
(figura 2.20) pero obviando los pixels més alejados de la columna central, para que la forma final del entorno
salga rectangular. Hay que recordar también que estamos en el caso para pendientes entre 0 y 1, y de ahf que
la ventana sea méds larga en la direccién y que en la z. Para contornos con pendiente mayor que 1, la ventana
serfa légicamente de 3 x 5.

Por otro lado, vamos también a trabajar directamente con los valores de la imagen de entrada, F; ;, sin tener
que usar los valores de las imdgenes de parciales mds que para detectar los mdximos locales y el octante en el
que nos encontramos. De esta forma, en las expresiones que usemos para detectar los pardmetros del contorno
sélo apareceran los valores de F' y no los de F; y F),.

3.2.1 Calculo de los coeficientes de la recta

Tomemos por tanto dicho entorno, centrado en el pixel central (¢,7). Dentro de esta ventana, asumimos que
el contorno se comporta como una linea recta y = a 4 bx. Eso significa que, segin nuestra hipdtesis inicial, la
intensidad de cada pixel viene dada por la siguiente expresién:

h? — P, A-B
PPt TR

o B
Fi,j) =534+ P,
donde en este caso P ; es el drea interior al pixel (4,7) que se encuentra bajo la recta. Por tanto, 0 < P; ; < h2.

Tomemos cualquiera de las tres columnas que forman la ventana, y sumemos los valores de los 5 pixels que
comprenden. En ese caso, los valores obtenidos deberfan corresponder a las siguientes expresidones:

j+2 i+2
A-B A-B
St = ) Fapn=5B+=5— ) Pin=5B+—5—L (3.3)
n=j—2 n=j—2
Jj+2 i+2
A-B A-B
Su = D, Fin=5B+—5— >, Pn=5B+—5M
n=j-2 n=j—2
j+2 j+2
- A-B A-B
Sp = D, Fiin=5B+—5— » Puyia=5B+——R
n=j—2 n=j5—2

donde L, M y R indican el drea interior a cada columna que se encuentra bajo la recta, tal y como se ve en
la figura 3.5.

Tratandose de una linea recta que atraviesa el pixel central, con pendiente entre 0 y 1, deducimos que dicha
recta siempre atravesara los limites de nuestra ventana de izquierda a derecha, y nunca cortaré el borde superior
e inferior de la ventana. Esto significa que dichas dreas pueden ser calculadas analiticamente de forma sencilla,
mediante una integral iterada, de la siguiente manera:

—h/2 5
L = / (a+bx+5h/2)da::ah—bh2+—h2
—3h/2 2

h/2 5
M = / (a + bz + 5h/2) dz = ah + =h?
—h/2 2

3h/2 5
R = / (a+bx+5h/2)dx:ah+bh2+-2-h2
R/2
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3.2. METODO SIMPLIFICADO DE PRIMER ORDEN 93

(-3h/2, 5h/2)

(3h/2,-5h/2)
= L1

St Su Sk
Figura 3.5: La suma de intensidades de cada columna depende del drea interior a la columna bajo la recta.

Vemos que la segunda ecuacién correspondiente a M sélo depende de a y no de b, con lo cual podemos usarla
para hallar una expresién para a, de esta manera:

A-B. . A-B D 5
Sy = 5B+ 73 M =5B + 3 (ah—|—2h>:>
_QSM—5(A+B)h
~ 2(A-B)

Una vez conocido a, podria hallarse b utilizando cualquiera de las columnas izquierda o derecha, pero para
que el esquema sea mds simétrico y poder asi usar informacién de ambas columnas simultdneamente, usaremos
la resta de ambas expresiones, ya que el término donde se encuentra b tiene el signo cambiado. De esta manera:

A-B A-B
Sp=51 = —m5—(R-L)=—5 (2bh?) =

- Sa— 81,

" 2(A-B)

Como los valores de Sy, Sy; v Sk son conocidos, ya que se calculan a partir de los valores de los pixels, nos
faltaria conocer los valores de A, B y h. Para h, su valor exacto es irrelevante, con lo cual lo usual es darle el
valor h = 1. Para A y B, y ciiéndonos al interior de la ventana que estamos utilizando (ver figura 3.3), podemos
encontrar estimaciones fdcilmente usando los pixels que sabemos con seguridad que no tocan a la recta. De
esta forma, con los tres pixels de la esquina superior izquierda estimariamos el valor de A, y con los tres de la
esquina inferior derecha el valor de B. Asi nos quedaria:

Fiji2+ Fip1500 + Fip
A = Lagre T 1+1,§+2 + Fit1541 (3.4)
B — Fi1j1+F 12+ F ;-2

B 3

Con esto concluimos que, usando una ventana de 5 x 3 centrada en el pixel, podemos obtener de forma
sencilla la expresién para la recta que mejor aproxima la curva del contorno. Ahora usaremos la expresiéon de
esta recta para obtener los datos que querfamos, que son: posicién de la recta en x = 0 y vector normal a la
recta. El salto de intensidad a ambos lados del contorno se calcula directo, ya que es A — B.
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94 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

3.2.2 C(Caélculo de los parametros del contorno

Ya que nuestro contorno sigue la expresién y = a + bz, tal y como se ve en la figura 3.6, calcular la posicién
exacta del borde es inmediato. Este cortard a la vertical central del pixel en el punto (0, d), donde

d=y(0)=a

//y=a+bx

o }d

Figura 3.6:
Calcular el vector normal también es sencillo. Tenemos que el vector normal a la recta es
N =[b,—1]

Como queremos que su médulo sea igual a A — B, entonces
A-B

= —=b, -1
NS | ]
Con esto llegamos al siguiente lema:
Lema 3.1 Sea Fj; una imagen por cuyo pizel (i,j) pasa un contorno con pendiente entre O y 1, que

separa dos zonas de intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno). Si suponemos que en la
vecindad de ese pixel, el borde se comporta como una linea recta, podemos estimar los pardmetros de dicho borde
(posicion, pendiente y magnitud del salto de intensidad a ambos lados del contorno) calculando previamente la
recta que mejor se aproxima a dicho borde. Los pasos son los siguientes:

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha, de la siguiente manera:

J+2
SL = Z Fi—l,n
n=j—2
Jj+2
S}w = g E,n
n=j—2
Jj+2
SR = Z -Fi—}»l,n

n=j—2
b) obtenemos también una estimacidn para los valores de intensidad a ambos lados del borde
A - Fijro+ Fig1 42+ Fig1 541
3
Fi 1, 1+ Fi_1;2+F; o
3

B
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3.3. METODO SIMPLIFICADO DE SEGUNDO ORDEN 95

¢) a continuacion detectamos los coeficientes de la recta y = a + bx como sigue:

95y — 5(A + B)
2A - B)

Sr—SL

2(A- B)

d) finalmente calculamos los pardmetros de la recta
corte con la vertical central del pixel : (0,a)

A—-B
vector normal : N =—==|b,—1
V1+ b2 | ]

3.3 Meétodo simplificado de segundo orden

Para desarrollar un método que permita estimar la curvatura del contorno en un pixel a partir del método
anterior, simplemente habrd que cambiar de una aproximacion lineal a una cuadritica. Esto es légico ya que, si
realmente estamos reconociendo que la linea del contorno no es recta sino que puede tener una ligera curvatura,
entonces no tiene sentido aproximar dicha linea por una recta. En su lugar habrd que aproximar por una
parébola. Es decir, volviendo al polinomio de Taylor, pero esta vez de grado 2, de una funcién r(z) alrededor
del punto z = 0, éste tiene la expresidn:

Py(z) =r(0) +r'(0)z + @ag = a+ bz + ca® (3.5)

Por lo tanto, lo que haremos en esta ocasién serd tratar de encontrar los coeficientes de la pardbola que
mejor se ajustan a los valores de intensidad de los pixels cercanos al pixel en cuestién, y obtener los valores
de posicién, pendiente y curvatura de dicha pardbola, los cuales serdan las estimaciones que daremos para los
pardmetros del contorno.

Asi que procedamos de la misma forma que hicimos antes. La situacién serd la que se muestra en la figura
3.7. Vamos a tratar de encontrar la pardbola que pasa por el pixel central. Usaremos una ventana de iguales
dimensiones que la de antes, 5 x 3. Sin embargo, en este caso aparece una diferencia con respecto al método
lineal. Ahora no podemos garantizar que la pardbola cruce la ventana de izquierda a derecha. Ya volveremos a
este detalle mds adelante. Por ahora, asumamos que la pardbola no corta los limites inferior y superior de la
ventana.

3.3.1 Cadlculo de los coeficientes de la pardbola

Si realizamos las sumas de los valores de los pixels en las tres columnas, encontramos idénticas expresiones
que en el caso lineal (ecuaciones 3.3). La diferencia radica ahora en las expresiones para las dreas L, M y R.
Atendiendo a la figura 3.8, dichas expresiones son ahora las siguientes:

—h/2 13 5
L = / (a + bz + ca® 4+ 5h/2) dz = ah — bh® + —ch® + sh? (3.6)
—3h/2 12 2
h/2 1 5
M = / (a+ bz + ca® + 5h/2) dz = ah + —ch® + sh?
_hj2 12 2

3h/2 13 5
R = / (a + b + cz® + 5h/2) dz = ah + bh® + —ch® + =h?
h/o 12 2
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96 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Figura 3.7: Se asume que la pardbola cruza la ventana de izquierda a derecha. Los pixels en gris claro son los
que pueden tomar valores intermedios entre A y B.

(-3h/2, 5h/2)

(3h/2, -5h/2)
= L]

Figura 3.8:

En esta ocasién, tenemos un sistema lineal de tres ecuaciones y tres incégnitas, (a,b,c), facil de resolver,
cuya solucién es la siguiente:

265y — S — Sk, (5 125h)A — (5 + 115h)B

“ T T2a@A-B 18(A - B)
, _ Se=Si  5(h-1)
2(A— B) m
i = St +Sr—2Su 5(h~1)
21 (A — B) 1n2

Los valores de A y B se estiman igual que en el caso lineal (ecuacién 3.4) y a h se le asigna valor 1, quedando
expresiones mds simples.

Con esto concluimos que, de forma similar al caso anterior, usando una ventana de 5 x 3 centrada en el pixel,
podemos obtener de forma sencilla la expresién para la pardbola que mejor aproxima la curva del contorno
(aunque recordemos que hasta el momento hemos fijado la restriccién de que la pardbola cruza la ventana de
izquierda a derecha). Ahora usaremos la expresién de esta pardbola para obtener los datos que queriamos, que
son: posicién de la curva en x = 0, vector normal a la curva en ese punto, y curvatura en ese punto. El salto
de intensidad a ambos lados del contorno se calcula directo, ya que es A — B.
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3.3. METODO SIMPLIFICADO DE SEGUNDO ORDEN 97

3.3.2 Calculo de los parametros del contorno

Ya que nuestro contorno sigue la expresion y = a+bx + cz?, tal y como se ve en la figura 3.9, calcular la posicién
exacta del borde es inmediato:

d=y0)=a

y=at+bx+cx?
/_-

od td

Figura 3.9:

El vector normal, a diferencia del caso lineal, serd diferente en cada punto de la curva. Estamos interesados
en el punto z = 0. Por tanto

N(z) = [b+2cz,—1]
CN@©) = [b-1]

Como queremos que su médulo sea igual a A — B, entonces

A-B
N = b, —1] (3.7)

Finalmente, para calcular la curvatura, sabemos que

"
7 (. =

1+ @))% (1+ (b+2cx)?)?

y en x = (0 obtenemos que

2¢
e . R— (3.8)
(1+b2)*?

Con esto llegamos al siguiente lema:

Lema 3.2 Sea F(i,j) una imagen por cuyo pizel (i,7) pasa un contorno con pendiente entre 0 y 1, que
separa dos zonas de intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno). Si suponemos que en la
vecindad de ese pizel, el borde se comporta como una pardbola, podemos estimar los pardmetros de dicho borde
(posicion, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura, medidos sobre la vertical central del pizel),
calculando previamente la pardbola que mejor se aproxima a dicho borde. Los pasos son los siguientes:
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98 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha, de la siguiente manera:

J+2
S, = Z F_ 1.
n=j—2
J+2
> Fin
n=j—2
Jj+2
SR = Z E+1,n

n=j—2

Snm

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde

4 - Furet Fijeet Fiagn
3

g = FouiatFujet By
- 3

¢) a continuacion detectamos los coeficientes de la pardbola y = a + bx + cx? como sigue:

265y — Sp — Sgp — GO(A + B)

24(A—B)
b Sr— 5L
AA-B)
c = S+ Sr—2Sm
2(A-B)

d) finalmente calculamos los pardmetros de la pardbola

corte con la vertical central del pixel : (0,a)
A—-B
vector normal : N = —=[b,—1
V102 [ ]
curvatura : K = —£3—/2
(1+02)

3.3.3 Casos que producen error

Analicemos ahora lo que ocurrirfa si la restriccién que hemos impuesto de que la pardbola no debe cruzar los
limites inferior y superior de nuestra ventana 5 X 3 no se cumpliese. Supongamos por ejemplo que la curva
alcance el pixel (¢ — 1,7 + 3). La situacién seria la que se muestra en la figura 3.10.

Esto provocaria que la expresién para el término L (ecuacién 3.6), que representaba el drea interior a la
columna. izquierda de la ventana que se encuentra bajo la curva, sea ahora diferente. Mds concretamente, el
limite izquierdo de la integral seria ahora z; en lugar de —3h/2 (ver figura 3.10), cuyo valor es

~b+ /b2 — 4c (a + 3h)
2c

r, =
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3.3. METODO SIMPLIFICADO DE SEGUNDO ORDEN 99

Fila -1
Fila j

Filaj+1 |

Figura 3.10: La pardbola corta el borde inferior de la ventana, en lugar de cortar por el borde izquierdo.

ya que ¢ < 0 (puesto que si no la pardbola no podria alcanzar el pixel (i — 1,5 + 3) y a la vez pasar con
pendiente entre 0 y 1 por el pixel central). Por lo tanto, la nueva expresién para L serfa:

—h/2 5 1 1 —h/2
L:/ (a—l—bx+c:c2—|—5h/2)d:c: (a+-h>:c+—bm2+-c;1:3
- 2 2 3 o

lo cual resulta en una expresién que ya no es lineal en las variables (a,b,c) como antes. Esto produce que
el sistema que ahora obtendriamos tampoco es lineal, por lo que seria bastante mas complicado de resolver que
el que obtuvimos en la seccién anterior. Ademds, aparte de calcular las expresiones para las incégnitas (a, b, c),
también hay que detectar cudndo nos encontramos en este caso, cosa que también seria harto complicada.

En cualquier caso, esta situacién sélo sucederd para curvaturas muy grandes (radios muy pequenos, de 4
pixels de radio o menos). Por ejemplo, una circunferencia de radio 4 pixels que cayera en la posicién que se ve
en la figura 3.11, no podria detectarse con total exactitud.

Figura 3.11: Una circunferencia de radio 4 podria cortar el borde inferior de la ventana ain pasando por el
pixel central con una pendiente menor que 1 en su vertical central.

Sélo hemos analizado el caso en el que la pardbola alcance el pixel (i — 1, j +3). Como la pardbola dibujada
se curva hacia abajo, el borde superior de la ventana nunca podria ser intersectado, puesto que la pendiente en
la vertical central es menor que 1. Si la pardbola se curvara hacia arriba, entonces serfa el borde inferior el que
no podria intersectar, y habria que analizar el caso cuando la pardbola alcanzara el pixel (i + 1,7 — 3), pero
obtendriamos idéntico resultado pues la situacién es simétrica.
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100 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Radio de curvatura minimo que garantiza un error nulo Para dar una medida de cudl es el radio de
la menor circunferencia posible que nuestro método puede garantizar en cualquier caso, Ri,, podemos buscar
cudl es la mayor circunferencia posible (con pendiente positiva menor que 1 sobre la vertical central) que en el
peor caso toque la esquina inferior izquierda. Esta circunferencia serd aquélla que toque el punto P, = (0, —h/2)
con una pendiente de 45°, y pase también por el punto Py = (—3h/2,—5h/2), como se ve en la figura 3.12.

sl

@)

Figura 3.12: La circunferencia mayor en la que el método propuesto puede fallar es aquélla que pasa por el
punto P; con pendiente 1 y toca el punto Ps.

Para calcular dicho radio, sabemos que el centro de esa circunferencia, C = (z.,y.), estard a lo largo de la

recta y = —x — h/2. Por lo tanto, para encontrar C, buscamos un punto sobre dicha recta que esté a la misma
distancia de P; y P». Estas distancias son:
2
e— 1
HPlCH = \/xz + (yc + §h) = nf D2

2 2
5 2
7| - \/(xc+gh> +(yc+§h> — fasz—och+ D

Por lo tanto para econtrar las coordenadas de C' resolvemos la ecuacién

2
222 = 2xszch+§h2
25
= =—h
N 1

y finalmente hallamos el radio R,

Rein = /222 = %5\/5}1 ~ 8.84h (3.9)

Es decir, el método garantiza siempre el resultado correcto para circunferencias cuyo radio sea mayor de
8.84h unidades (considerando que h es la longitud de un pixel). Para radios menores existird la posibilidad de
cometer un error en el resultado, pero sélo en aquellas situaciones donde el contorno no cruce la ventana de
izquierda a derecha.

Quizds pueda parecer que un radio cercano a 9 pixels sea una cifra demasiado elevada. Sin embargo, téngase
en cuenta que aunque para radios de curvatura inferiores a R,,;, no podamos garantizar un error totalmente
nulo en todos los casos, la probabilidad de que una circunferencia de radio inferior pero cercano a Ry, corte el
borde inferior o superior de la ventana es muy pequena. De hecho, vamos a calcular a continuacién una funcion
de probabilidad que nos indique para cada radio de curvatura en qué casos esto va a ocurrir y en cudles no,
donde se apreciara mejor tal afirmacion.
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3.3. METODO SIMPLIFICADO DE SEGUNDO ORDEN 101

Probabilidad de cometer un error en funcién del radio de curvatura Consideremos la figura 3.13,
donde una circunferencia de radio R, con centro en el punto C = (z., y.), atraviesa el pixel central de la ventana
de tal forma que corta a la vertical central de dicho pixel en el punto P = (0,d). Supongamos que d puede
tomar cualquier valor del intervalo [—h/2, h/2] con idéntica probabilidad. De igual manera, supongamos que el
angulo o que posee la recta tangente a la circunferencia en P puede tomar cualquier valor del intervalo [0, /4]
también con idéntica probabilidad. En este caso, podria calcularse la probabilidad de que la circunferencia no

alcance el pixel (: — 1,7 + 3).
A

P 4
-h/2 <=+ \

Figura 3.13: La circunferencia con centro C corta la vertical central del pixel central en el punto P = (0, d).

St dicha probabilidad la calculamos para cualquier valor de R, obtendrfamos una funcién P(R) cuya gréfica
puede verse en la figura 3.14 (en el anexo A se muestra el cdlculo de la expresién de la funcién).

Prob.

1
0.75
0.5

0.25

Figura 3.14: Probabilidad de que una circunferencia de radio R no produzca error con nuestro método. El radio
estd medido en unidades de h.

Como puede apreciarse, para radios inferiores aunque cercanos a Ry, la probabilidad de que no haya error
es altisima. Por ejemplo, para un radio de curvatura de 5 pixels, la probabilidad de acertar con exactitud es
casi el 92%. Para un radio de 4 pixels es casi el 82%. Incluso para un radio de 3 pixels la probabilidad es mayor
del 65%. A partir de aqui, ya la probabilidad desciende en picado, llegando a ser 0 total cuando R = 3h/2, es
decir, cuando es imposible que la circunferencia corte el borde izquierdo de la ventana.
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102 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Por otro lado, lo que hemos calculado es solamente la probabilidad de que la circunferencia no toque el borde
izquierdo de la ventana, y por lo tanto haya un error en la estimacién de los parametros de la curva. Es decir,
cuando dijimos que la probabilidad de acertar con exactitud para un radio de 5 pixels era del 92%, significa que
el error serd 0 con una probabilidad de 0.92, y diferente de cero con una probabilidad de 0.08. Pero incluso en
estos casos, el error no serd demasiado alto, ya que es debido a la inexactitud en el valor que toma el drea L
(ver figura 3.10), el cual serd inferior al que realmente deberfa tener si el borde inferior de la ventana estuviese
mucho més abajo. Para radios no demasiado pequefos, el error cometido en la medida de L no es demasiado
importante.

Con todo esto queremos indicar que aunque el método garantice la exactitud total solamente para radios
de curvatura mayores que 8 pixels, podemos afirmar que para radios un poco menores también se conseguird
detectar los pardmetros de la curva, aunque con menor precisién que para radios grandes.

3.3.4 Buscando circunferencias en lugar de pardbolas

Podria parecer 16gico que, ya que estamos buscando estimar la curvatura del contorno en el pixel, intentdsemos
encontrar la ecuacién de la circunferencia que mejor se aproxima a las intensidades de los pixels dentro de la
ventana, en lugar de buscar una pardbola. El problema es que buscar una circunferencia da lugar a un sistema
de ecuaciones no lineal, complejo de resolver.

Supongamos que en la figura 3.8 la curva a buscar sea una circunferencia, cuya expresién fuese

(@—ze)’ + (y—po) =77

En este caso, las incégnitas que debemos resolver serian el radio de la circunferencia, r, y las coordenadas
de su centro, (¢, Yc)-

Si seguimos el mismo desarrollo usado en la seccién 3.3.1 para encontrar pardbolas obtendriamos, por
ejemplo, para el drea bajo la curva interior a la columna izquierda de la ventana, L, la siguiente expresién

—h/2
L = / (yc+ r2—(a:—xc)2+5h/2) do =

~3h/2

2 - _
= [%arcsin (a: T%) +2 2$c\/r2—(x—mc)2+ycx]

—h/2

—3h/2

Para las otras dreas, M y R, obtendrfamos expresiones similares, todas ellas lejos de ser lineales en las
variables (z¢,yc, 7). Podria tratar de resolverse mediante algoritmos numéricos, pero entonces ya estariamos
hablando del método expuesto en la seccién 3.1.3.

Error maximo cometido En cualquier caso, el error cometido por aproximar el contorno utilizando una
pardbola en lugar de una circunferencia es muy pequefio. Profundizaremos bastante méds en esta cuestiéon en
capitulos posteriores, e incluso liegaremos a corregir este error. Pero por ahora nos bastard con calcular el error
cometido en el peor caso posible, que es el comentado anteriormente en la seccién anterior (ver figura 3.12),
para hacernos una idea de hasta dénde puede llegar la magnitud del error. Sabemos que éste es el peor caso
porque la mayor diferencia entre ambos tramos de curva se produce para radios pequefios y pendientes alejadas
de la horizontal.

Sea por tanto una circunferencia de radio r = Rpin = 25\/5/4h, que pase por €l punto P; = (0, —h/2) con
pendiente 1 y toca el punto P» = (—3h/2,~5h/2). Y empleemos nuestro método para ver el error cometido.
Tomemos los valores h = 1, A = 250, B = 150 para obtener resultados numéricos.
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3.3. METODO SIMPLIFICADO DE SEGUNDO ORDEN 103

En primer lugar, las dreas bajo la circunferencia interiores a cada columna tendrian realmente las siguientes

expresiones:
—h/2
L = / (yc +/r? - (2 - mc)Q + 5h/2> dz ~ 0.78067

—3h/2

h/2
M = / (yc+ T2—(:c~:cc)2+5h/2>dx:1.9867

—h/2
3h/2

R = / (yc+\/T2—($—xc)2+5h/2) dr ~2.8519
h/2

Usando ahora el lema 3.2, obtendriamos los valores de A y B correctos, ya que los pixels utilizados para
evaluar su valor no se ven influidos. Para los coeficientes de la pardbola que mejor se aproxima a los valores de
intensidad que tenemos, obtendrfamos los siguientes valores numeéricos

a =~ -0.49925
b ~ 1.0356
¢ ~ —0.17058

lo cual nos darfa los siguientes resultados

corte con la vertical central del pixel =~ (0, —0.49925)
pendienteen P, : b=~1.0356

radio de curvatura : H{-l ~ 8.7503

El error del desplazamiento seria inferior al 0.1% del tamaiio del pixel. El error relativo de la curvatura serfa
menor al 1%. El error mayor se produciria en la pendiente, habiendo una diferencia entre ambas pendientes de
1.00 grados. De hecho, si dibujdsemos ampliado este caso (ver figura 3.15), apenas se notaria la diferencia entre
ambas curvas en el interior de la ventana.

3.3.5 Comparativa con el método de primer orden

Observando las expresiones obtenidas para los coeficientes de la recta y de la pardbola en los métodos de primer

y segundo orden respectivamente (lemas 3.1 y 3.2), puede apreciarse que el valor de b es idéntico en ambos.

Esto significa que no existe diferencia en la estimacién de la orientacién del contorno entre uno y otro método.
Por otro lado, el valor de a en el de segundo orden puede expresarse como

L 28u-5(A+B) 1
- 2(A-B) 12

Es decir, la misma expresién que para el caso lineal, a la que se le resta un doceavo del valor de ¢. Esto
significa que en el caso de contornos rectos, ¢ valdra cero, y ambos desplazamientos coincidirdan. Sin embargo,
cuando el contorno tenga una cierta curvatura, c¢ serd distinto de cero, con lo cual el desplazamiento estimado
por el método lineal tendrd un error proporcional al valor de c.

Puede parecer obvio que al ser el método de segundo orden mds general que el de primer orden, deberfa
usarse en todos los casos. Sin embargo, cuando el objetivo de un cierto estudio sea localizar lineas rectas, usar
el método lineal dard valores mds precisos, ya que éste tratard siempre de encontrar la mejor recta posible,
mientra que el método cuadratico puede encontrar contornos de cierta curvatura debido al ruido procedente de
la adquisicién de la imagen.
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104 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

(-2, v2)

(-3h2, 5h/2)

/

(3h/2, -5h/2)

a) (2,32 b)

Figura 3.15: a) En color rojo aparece una circunferencia de radio Ry, que pasa por los puntos (0,—h/2) y
(—=3h/2,—5h/2). En negro aparece la pardbola estimada por nuestro método para el contorno que atraviesa el
pixel central. b) Ampliacién de la columna central de la ventana

3.4 Generalizacion para el resto de octantes

Al igual que en el capitulo anterior, antes de desarrollar el algoritmo hay que generalizar la situacién para los
8 octantes, ya que sélo hemos tenido en cuenta los casos en donde la pendiente estaba entre 0 y 1y A > B,
siendo A la intensidad por debajo de la curva, y B por encima (ver caso 1 en la figura 3.16a).

Cada caso se divide ademaés en dos subcasos, atendiendo a la concavidad o convexidad de la curva, es decir,
al signo del coeficiente c. En la figura 3.16(b y c) se ven los dos subcasos para el octante 1. En el primero, ¢ < 0
y por tanto K < 0, mientras que en el segundo, ¢, K > 0. Né6tese que los signos para la curvatura K y para el
coeficiente del término cuadrético, ¢, siempre coinciden, debido a la ecuacién 3.8. Esto significa que el signo de
la curvatura da informacién de hacia qué lado se dirige la curva, siendo negativa cuando la curva se estira hacia
el lado mads claro (figura 3.16b), y positiva cuando lo hace hacia el lado més oscuro (figura 3.16¢).

Figura 3.16: a) El contorno de una imagen pertenecera siempre a uno de estos 8 octantes. b) Octante 1 para
¢, K < 0. c¢) Octante 1 para ¢, K > 0.

Por otro lado, en ambos subcasos, el vector normal apuntaria hacia abajo y a la derecha, indicando que en
esa direccion es hacia donde crece la intensidad en la imagen (ya que b > 0 en la ecuacién 3.7).
Analicemos ahora el octante 8, donde la pendiente estd entre 0 y —1. Vemos que las expresiones para las
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3.4. GENERALIZACION PARA EL RESTO DE OCTANTES 105

sumas de cada columna (ecuaciones 3.3) se mantienen vélidas, pero no asi las expresiones para estimar los
valores de las intensidades A y B (ecuaciones 3.4). Dichas expresiones se basaban en utilizar aquellos pixels
por donde sabiamos que el contorno no cruzaria, y es por eso que para el octante 1 utilizabamos los tres pixels
de la esquina inferior derecha para A y los tres de la esquina superior izquierda para B. Sin embargo, en este
octante 8, seria mejor utilizar la esquina inferior izquierda para A y la superior derecha para B, quedando las
nuevas expresiones como sigue:

Figan+ B ai94 e 1541

A =
3
g - Byt FgyotFyo
o 3

Las expresiones para los coeficientes de la pardbola, (a, b, ¢), quedarfan igual, cumpliéndose en este caso que
b < 0. El resto de las expresiones (desplazamiento d, vector normal N y curvatura K) quedarfan exactamente
igual. Nétese que ahora el vector normal apuntaria hacia abajo a la izquierda.

Analicemos ahora los octantes 4 y 5. Podria parecer que todas las expresiones serian las mismas, con lo
cual A y B seguirian siendo las intensidades por debajo y encima de la curva respectivamente, sélo que ahora
A < B. Sin embargo, hay que anadir un pequefio cambio.

Supongamos que tenemos la imagen de un circulo claro sobre fondo oscuro, como el que se ve en la figura
3.17. En el recuadro azul 1, perteneciente al octante 1, A seria mayor que B, el vector normal apuntaria hacia
abajo, y la curvatura seria negativa. Lo coherente seria que en el recuadro 5, perteneciente al octante 5, el vector
normal apunte hacia arriba y que la curvatura siga siendo negativa, ya que la curva sigue el mismo patrén en
ambos recuadros. Sin embargo, la curva nos saldria con un valor de ¢ positivo, ya que la gréfica de la curva
dentro del pixel es idéntica a la de la figura 3.16¢) para el primer octante. Esto significa que cuando A < B, el
signo de K debe ser invertido.

Figura 3.17: En cada pixel borde, el vector normal debe apuntar hacia el centro de la circunferencia, y la
curvatura debe ser negativa.

Con esto ya podemos llegar al siguiente lema para todos los casos en los que b € [—1,1]:

Lema 3.3 Sea F(i,7) una imagen por cuyo pizel (i,j) pasa un contorno que separa dos zonas de intensidad
A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), y donde se cumple que

Si suponemos que en la vecindad de ese pizel, el borde se comporta como una curva de sequndo grado, pode-
mos estimar los parametros de dicho borde (posicion, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura,
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106 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

medidos sobre la vertical central del pizel), calculando previamente la parébola que mejor se aproxzima a dicho
borde. Los pasos son los siguientes:

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha de una ventana 5 X 3 centrada en el
pizel (i,7), cuyas expresiones respectivas son:

Jj+2

S = Z F‘i—l,n
n=j—2
J+2

SM = Z E,n
n=j—2
J+2

SR = Z Fi+1,n

n=j—2

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde:

A - Fijiro+ Fipmjtr2 + Figmjt+1
3

B - Fimj1+Fimj_2+ F; ;o
- 3

donde
" 1 si Fp(é,7)Fy(i,j) >0
T -1 osiFu(4,5)F,(6,7) <0

¢) a continuacidn detectamos los coeficientes de la pardbola y = a + bx + cx® como sigue:

265y — S, — Sgp ~ 60(A+ B)
24(A - B)

Sr— St

2(A— B)

Sr,+Sr—2S5u

T 204-B)

d) finalmente calculamos los parémetros de la pardbola

corte con la vertical central del pixel : (0,a)
A-B
vector normal : N = Wipnsi (b, —1]
c ¢ 2cn
urvatura =
(1+52)%?

donde

[ 1 siF,(i,j) >0
T -1 siF,(5,5) <0
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3.4. GENERALIZACION PARA EL RESTO DE OCTANTES 107

Para los otros cuatro octantes, en donde la pendiente es mayor que 1 en valor absoluto, se establece un
esquema idéntico donde las variables z e y se ven intercambiadas, y se trabaja con las filas de la imagen en lugar
de con las columnas. Ahora el objetivo serd encontrar la curva z = a + by + cy? que representa el contorno. A
continuacién mostramos el lema para estos 4 octantes:

Lema 3.4 Sea F(i,j) una imagen por cuyo pizel (i, §) pasa un contorno que separa dos zonas de intensidad
A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), y donde se cumple que

Si suponemos que en la vecindad de ese pizel, el borde se comporta como una curve de seqgundo grado, pode-
mos estimar los pardmetros de dicho borde (posicion, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura,
medidos sobre la horizontal central del pizel), calculando previamente la pardbola que mejor se aproxima a dicho
borde. Los pasos son los siguientes:

a) obtenemos las sumas de las filas superior, central e inferior de una ventana 3 x 5 centrada en el pizel
(,7), cuyas expresiones respectivas son:

2

S = Z Foj1
n=i—2
i+2

Su = Y, Fu;
n=t—2
i+2

Srp = Z Fojt1

n=t—2

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde:

4 = Bzt Fuogem + Fivrjem
a 3

B Fitjm+Fi o mt+F_o;
N 3

donde

] 1 siE(,§)F(ig) >0
1 -1 si B(i,5)F,(i,5) <0

¢) a continuacién detectamos los coeficientes de la pardbola x = a + by + cy? como sigue:

265y — S, — Sgp —~ 60(A + B)

24(A — B)
b= SEZSL
A—B)
¢ = Sr+S5r—25m
(A —B)

d) finalmente calculamos los pardmetros de la pardbola
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corte con la horizontal central del pixel : (a,0)
A-B
vector normal : N = Wowd 1, b
2en
curvatura : K = Pa——y
(1+02)

donde

"= 1 siF(i,5) >0
=\ =1 siFu(i,f) <0

3.5 Algoritmo para la localizacién de contornos de segundo orden

Con los lemas anteriores ya estamos en disposicién de desarrollar el algoritmo para tratar de detectar todos los
parametros del borde (posicién, pendiente, salto de intensidad y curvatura) en una imagen. Al igual que en el
método lineal, lo primero es detectar en la imagen qué pixels podemos etiquetar como borde, a partir de las

imdgenes de parciales £, y Fy, generadas mediante una convolucién con sendas médscaras H, y H,. Estamos
interesados en aquellos pixels que cumplan

F2(i,5) + Fy(i, ) > 8
donde 4§ es un umbral que habrd que prefijar, y que ademds cumplan que

|Fy (6,5 — 2)] <|Fy(i,3 — V] < |Fy(2,5)] > |Fy(i, 5 + 1)) > |Fy (6,5 +2)]
en el caso en que |Fy(3,7)| > |F;(%,7)|, o bien que

|Fa(i = 2,0)| < |Fe(i = 1,7)| <|Ex(i,9) > |Fe(t+ 1,5} > [Fo(i + 2,7)]

en el caso en que | Fy (%, 7)| < |Fy(4, 7)| . Esta iltima condicién era para evitar puntos aislados que no correspondan
a un perfil como el que se estudié en la seccién 2.1.1.

Una vez tenemos los pixels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el esquema desarrollado en la
seccién anterior para obtener los pardmetros estimados para el contorno. Esto significa que, para cada pixel
borde, el método usar4 los valores de un entorno centrado en dicho pixel, cuyas dimensiones serdn 5 x 3 (para
el caso en el que |F,(4,7)| > |Fz(¢,7)|) 6 3 x 5 en caso contrario.

De nuevo deben cumplirse tres condiciones dentro de dicho entorno, o al menos acercarse lo méas posible, para
que la situacién alrededor de esos pixels sea lo mds parecida a la situacién ideal sobre la que se ha desarrollado
el método. Dichas condiciones son:

1) Dentro de ese entorno, el contorno puede ser aproximado como una curva de grado 2.

2) Dentro de ese entorno, no debe aparecer ningdn otro contorno diferente.

3) Dentro de ese entorno, la intensidad a ambos lados del contorno debe ser lo mds homogénea posible.

Habria una cuarta condicién m4s, que seria que la curvatura no fuese excesivamente grande, debido al error
que podria producirse, tal y como se vio en la seccién 3.3.3. Como ya se coment6 para el método lineal, es dificil
que las cuatro condiciones se cumplan exhaustivamente en todos los pixels borde, pero también es bastante
probable que se cumplan en un grado alto. La primera condicién fallard en zonas donde haya esquinas. La
segunda fallard en zonas donde haya dos bordes muy cercanos entre sf. La tercera fallard en los bordes de zonas
con textura muy fina. En los demds casos, las condiciones se cumplirdn.
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3.6. EJEMPLOS 109

Hay otra condicién que también asumimos, y es que la imagen no tenga ruido, o que tenga muy poco. En
el préximo capftulo abordaremos este problema, pero por ahora trabajaremos con imdgenes tan limpias como
sea posible.

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion Contornos2 (delta)

Calcular Fx, Fy
Para todos los pixels (i,j) de la imagen
Si Fx(i,j)*Fx(i,j) + Fy(i,j)*Fy(i,j) < delta * delta Continuar
S8i |Fy(i,j)| > |Fx(i,j)] Entonces
Si |Fy(i,j)| no es maximo en su columna Continuar
Calcular Curvatura, Vector Normal y Posicion segun Lema 3.3
Si No
Si |Fx(i,j)] no es maximo en su fila Continuar
Calcular Curvatura, Vector Normal y Posicion segun Lema 3.4
Fin Si
Fin Para

3.6 Ejemplos

A continuacién vamos a estudiar el comportamiento de nuestro método en imdgenes sintéticas y reales, haciendo
hincapié en la estimacién de la curvatura.

3.6.1 Contorno ideal

Comencemos por la imagen 2.22 generada sintéticamente segin nuestras hipétesis de trabajo iniciales. En dicha
iragen aparecia un contorno recto ideal que cruzaba toda la imagen. Ya vimos en el capitulo previo que usando
el método lineal propuesto, tanto el desplazamiento sub-pixel del contorno, como la pendiente, y la magnitud
del salto de intensidad a ambos lados, estimados para todos los pixels borde, era exactamente el usado para la
generacién de la imagen, sin ningiin tipo de error. Si aplicdsemos el método cuadratico, los valores seguirfan
siendo exactos, y ademds nos saldria una curvatura pricticamente cero (del orden de 107'°) para todos los
pixels borde.

Apliquemos ahora nuestro método a un circulo también generado sintéticamente, como el que aparecia en
la figura 2.23, de radio 20 pixels e intensidad 255 en el interior y 0 en el exterior. En la tabla 3.1 se indica el
error numérico cometido al aplicar nuestro método cuadrético a dicha imagen, junto con los resultados de los
métodos anteriores. El error del médulo viene medido en unidades de intensidad, el de la direccién en grados,
y el de la posicién en porcentaje relativo al tamaiio del pixel. Es decir, con el método cuadratico no se aprecia
error alguno para el salto de intensidad, el error medio para la orientacién del contorno es de 0.05 grados, y el
error medio cometido en la posicién del contorno es un 0.001% de la longitud del pixel.

La bajada del error en cuanto a la posicién del contorno, con respecto al método lineal, es consecuencia de
trabajar con una mejor aproximacioén del contorno (curva de grado dos en lugar de una recta). El problema del
método lineal es que a mayor curvatura del contorno real que se encuentre en el pixel, mds desplazada serd la
recta que se obtiene con respecto a su verdadera posicién. Lo podemos ver mejor con el siguiente ejemplo, que
se muestra en la figura 3.18.

Supongamos que queremos aplicar el método lineal para detectar los pardmetros del contorno que cruza el
pixel central (7, ) (dibujado en azul), y para ello usaremos una ventana 5 x 3 centrada en dicho pixel, marcada
en verde. Sea una circunferencia de radio 5 centrada en el centro del pixel (i + 3,7 + 4). Dicha circunferencia
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110 CAPITULO 3. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién | Radio de curvatura
Meétodo Media | Max. | Media | Max. Media | Max. | Media | Min. | Max.
Tradic. « = 0.5 6.34 17.2 | 0.80 1.70 NC NC NC NC | NC
MPG1 0.00 0.00 | 0.05 0.17 0.29 0.57 NC NC | NC
Segundas deriv. 3.22 4.31 0.81 1.72 NC NC 28.32 | 12.49 | 32.45
Expresion analitica | 2.12 3.32 0.45 1.27 NC NC 24.32 | 15.69 | 25.43
MPG2 0.0 0.0 0.05 0.17 0.001 | 0.006 | 19.98 | 19.96 | 19.98

Tabla 3.1: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una circunferencia de radio 20. MPG1,
MPG2: métodos propuestos de grado 1 y 2. NC: no lo calcula

pasard exactamente por el centro del pixel (0,0). El valor estimado para el coeficiente a por nuestro método es
aproximadamente —0.0164, con lo cual la recta obtenida se encuentra ligeramente desplazada hacia abajo (un
1.6% de la longitud del pixel), como se puede apreciar en el dibujo ampliado del pixel.

Figura 3.18: Aplicacién del método lineal sobre el pixel (0, 0) (en azul) para obtener la recta (en rojo) que mejor
se aproxima a un contorno formado por una circunferencia de radio 5 centrada en el centro del pixel (3,4) (en
negro). A la derecha se muestra una ampliacién del pixel (0,0).

En cuanto a los resultados de la curvatura en la tabla 3.1, se ha creido méas conveniente mostrar su inversa,
es decir, el radio de curvatura, e indicar cudl fue el valor medio para todos los pixels borde, asi como los valores
minimo y maximo que se obtuvieron. Como puede apreciarse, el valor medio es de 19.98 unidades de distancia
para el radio, siendo la peor estimacién 19.96 unidades. Esto significa un error relativo del 0.1% en la estimacion
del radio.

Hay que tener en cuenta la importancia de este resultado, ya que el valor de la curvatura es altamente
sensible, y para cada pixel estamos usando exclusivamente una vecindad de 5 x 3 = 15 pixels vecinos para
estimar la curvatura del contorno. En la figura 3.19 pueden verse varios tramos de circunferencia con distintos
radios, y puede apreciarse la poca diferencia entre ellos a pesar de que sus radios son bastante diferentes. Nétese
como variaciones muy pequenas en las intensidades de los pixels vecinos pueden provocar grandes variaciones
en el radio de curvatura estimado.
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\

Figura 3.19: Arcos de circunferencia con distinto radio: 10 (negro), 20 (rojo) y 50 (verde) pixels de radio,
pintados sobre una ventana de 3 x 3 pixels.

3.6.2 Contorno circular semi-ideal

Usemos ahora la imagen semi-ideal de la diana, usada en el capitulo anterior (ver figura 2.25). Como estamos
interesados en obtener valores de curvatura, esta vez nos centraremos en los pixels que forman el borde de las
dos circunferencias concéntricas que aparecen en la imagen, tal y como se muestra en la figura 3.20. Ya que
una de las condiciones de nuestro método es que en la ventana centrada en el pixel donde se toman los valores,
no debe aparecer mds de un contorno, descartaremos en el cdlculo los pixels de la circunferencia cercanos a las
lineas rectas que dividen los sectores, ya que en esos puntos los valores no seran correctos.

Figura 3.20: Se van a estimar los pardmetros del contorno con nuestro método cuadratico en los pixels de las
circunferencias exterior (en rojo) e interior (en amarillo).

Los resultados aparecen en la tabla 3.2. Puede observarse que los valores estimados para el radio de curvatura
son bastante precisos en ambas circunferencias. Nétese también como el signo de la curvatura también ha sido
el correcto en ambos casos. Para la circunferencia exterior, la intensidad dentro del circulo es menor que la de
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Num. Pixels | Curv. media | Radio Curv. | Radio aprox.*
Circ. exterior | 154 0.0191 52.36 53
Circ. interior | 36 —0.0583 —17.15 —18

Tabla 3.2: Curvatura media en las dos circunferencias de la imagen de la diana.

fuera, ya que ésta siempre es blanca, y la de los sectores es mds oscura. Por lo tanto, segin se comenté con
anterioridad, una curvatura positiva implica que la curva tiende a estirarse hacia el color mds oscuro. Para
la circunferencia interior ocurre justamente lo contrario, ya que el color méds claro es ahora el de dentro de la
circunferencia. Por tanto, la curva se estira hacia el color més claro, y la curvatura ha de ser negativa.

3.6.3 Imagen real digitalizada

Como ultimo ejemlo, usemos la imagen del popeye del capitulo anterior, y centrémonos en los dos botones
inferiores de su camisa (ver figura 3.21). Ambos tienen forma circular, de unos 8 pixels de didmetro aproxi-
madamente cada uno (radio 4). Si aplicamos nuestro método obtenemos las curvaturas medias —0.2644 para
el botén de arriba y —0.2773 para el de abajo, lo que significa que los radios de curvatura medio estimados
para ambos son —3.78 y —3.60 (el de abajo ligeramente menor). Vemos que el resultado es bastante acertado.
También el signo es correcto, siendo negativo, ya que la curva se estira hacia el lado més claro.

También podemos calcular la desviacién estandar, para ver entre qué valores de curvatura se mueve la
mayoria de los pixels. Para el botén de arriba obtenemos una desviacién de 0.142, y para el de abajo 0.127.
Esto significa que, la mayor parte de los pixels borde del botén de arriba, obtuvo un valor de curvatura dentro
del intervalo [—0.406, —0.122], o lo que es lo mismo, un radio de curvatura entre —8.20 y —2.46. Aunque pueda
parecer una oscilacién importante, el dibujo de ambas curvas en el interior del pixel es bastante parecido.

3.7 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de encontrar en imdgenes ideales sintéticas la orientacién, curvatura y
localizacién sub-pixel de un contorno de segundo grado de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido
a ambos lados del borde. Posteriormente, y a partir de dicho esquema, hemos desarrollado un método para
localizar los contornos sobre una imagen real, asumiendo que localmente dichos contornos se comportan como
curvas de segundo grado, y hemos visto varios ejemplos practicos de aplicacién.

Hasta ahora todas las imdgenes que hemos usado como ejemplos eran bastante limpias, con poco o ningiin
ruido. Pero normalmente en casos reales la imagen puede no venir con todos sus valores exactos. En el préximo
capitulo desarrollaremos un nuevo esquema que nos permitird lograr mejores estimaciones que el método actual
cuando en la imagen exista algo de ruido.
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Figura 3.21: Célculo del contorno sobre la zona de los botones del popeye.

113

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali:

© Del



Capitulo 4

Contornos en imdagenes suavizadas

- En imégenes reales, el esquema no es tan preciso.

- Por eso los demds métodos suavizan antes la imagen.
s Por qué nosotros no?

- Bueno, habria que cambiar la hipdtesis de partida, para
tomar como entrada la imagen suavizada.....

OCTUBRE 2001

Los métodos que hemos desarrollado hasta ahora (de primer y segundo orden) funcionan a la perfeccién
para imédgenes ideales, pero producen pequefios errores cuando son aplicados en imédgenes reales. Esto es debido
al ruido que siempre existe en este tipo de imdgenes. La forma cldsica de eliminar ruido es convolucionar
con un filtro paso bajo, a costa de perder definicién en los bordes, que se vuelven mds difuminados [SON9S|.
Sin embargo, si aplicamos nuestras técnicas a una imagen previamente suavizada, no obtendremos los valores
exactos, pues la hipétesis de partida de nuestro trabajo (la intensidad de los pixels pertenecientes a los bordes
de un objeto es proporcional al drea de pixel cubierto por dicho objeto) ya no se cumple en la nueva imagen.

Esto puede verse en la figura 4.1, donde F' es una imagen ideal con un contorno de primer orden, tal y
como se defini6 en el capitulo 2 (ecuacién 2.1), F’ es una versién con ruido de dicha imagen, y G y G’ son las
imdgenes resultantes de suavizar F'y F respectivamente. Nuesto método funciona a la perfeccién al aplicarlo a
la imagen F, detectando con total exactitud los pardmetros del contorno. Sin embargo, al aplicarlo a la imagen
F' obtenemos un error, debido al ruido existente. Una solucién serfa suavizar F’ para obtener G’, la cual tiene
menos ruido, y aplicar nuestro método en G’. Pero también habria un error pues, incluso aplicando nuestro
método en G, no obtendriamos de forma exacta los pardmetros del contorno, ya que la imagen no cumple las
hipétesis de partida.

Por tanto, el objetivo del presente capitulo consiste en estudiar cémo es el comportamiento de una imagen
con borde previamente suavizada, y asi poder desarrollar un método que, aplicado a la imagen suavizada G,
detecte de forma exacta el borde original presente en F. La gran ventaja de trabajar con una imagen suavizada
es que el parecido entre el suavizado de una imagen con ruido, ¢, y el suavizado de la misma
imagen sin ruido, G, es mucho mayor que el que existe entre ambas imdgenes antes de suavizar,
F y F', con lo cual las estimaciones obtenidas para los pardmetros del borde serdn mas precisas.

Por otro lado, a efectos de comparacién con otras técnicas detectoras de borde, hay que considerar que la
mayor parte de ellas suavizan la imagen antes de realizar ningin célculo, para que los resultados salgan mds
homogéneos. Esto es debido a que, en presencia de ruido, el cdlculo de parametros locales tales como la normal
al contorno o la curvatura puede producir resultados bastante alterados. El proceso de suavizado permite
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116 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

suavizado
G

suavizado
P G’

Figura 4.1: F: imagen original. F”: imagen con ruido. G y G’: suavizados de F'y F’ respectivamente.

entonces que los valores de la nueva imagen sean mas consistentes. Sin embargo, asi como este proceso supone
una buena ayuda para estas técnicas, para la nuestra ya hemos visto que supondria todo lo contrario. Por lo
tanto, y para poder llevar a cabo una comparacién de nuestro método con otros, es preciso adecuarlo primero
para poder aplicarlo a una imagen suavizada.

La estructura de este capitulo es la siguiente: primero analizaremos las técnicas tradicionales de suavizado
de imdgenes, para posteriormente desarrollar un esquema que nos permita calcular la localizacién, orientacién
y curvatura de los contornos de una imagen F', tomando como dato de entrada la imagen suavizada G. A
continuacion se veran algunos ejemplos de aplicacién sobre imédgenes sintéticas y reales, y también sobre imdgenes
cuyos contornos aparezcan desenfocados.

4.1 Suavizado tradicional de imdgenes

Todo proceso de captura y digitalizacién de una senal puede producir errores en los valores adquiridos. Este
fenémeno es lo que se denomina ruido en la senial. En la figura 4.2a y 4.2b puede verse una senial unidimensional
ideal y otra con ruido respectivamente.

Si se transforma la sefial, f(z), al dominio de la frecuencia (mediante una transformada de Fourier), F(w),
se puede apreciar cémo el ruido pertenece a la zona de altas frecuencias. Por lo tanto, la técnica cldsica para
tratar de disminuir sus efectos es aplicar a la imagen un filtro paso bajo [JAI89]. En la figura 4.3a) puede verse
el perfil de un filtro paso bajo ideal, H(w), que permite el paso de las frecuencias con valores cercanos a cero,
y anula las frecuencias mayores.

De acuerdo con la teoria del filtrado de senales, este filtrado se puede realizar en el dominio de frecuencias
mediante la multiplicacién de la transformada de la senal, F(w), con el filtro H(w). Este proceso es equivalente
a realizar la convolucién de la senal original, f(x), en el dominio espacial con la antitransformada del filtro,
h(z) (figura 4.3b). Es decir,

Gl(w) = F(w)H(w) <= g(z) = f(x) * h(z)

donde G(w), F(w), H(w) son las transformadas de Fourier de las senales unidimensionales g(z), f(z) y h(z)
respectivamente. Si aplicdsemos un filtro de este tipo, obtendriamos una sefial més suavizada, como la que se
puede ver en la figura 4.2 (d).

Aunque en algunas ocasiones se suele trabajar directamente en el dominio de frecuencias, suele ser mas
répido realizar el filtrado en el dominio espacial, convolucionando la sefial f(x) con la antitransformada del
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4.1. SUAVIZADO TRADICIONAL DE IMAGENES 117

b)
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Figura 4.2: a) Senal sin ruido. b) Sefial con ruido. c,d) Sefial suavizada con distintos filtros

t H(w)
h(x)
<
W par ~ X
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H(w)
<> h(x)
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Figura 4.3: Filtro paso bajo ideal: a) dominio frecuencial. b) dominio espacial. Filtro paso bajo no ideal: c)
dominio frecuencial. d) dominio espacial.

filtro, h(z). El coste computacional de la convolucién es muy inferior a realizar la transformada rapida de
Fourier (FFT), siempre y cuando los valores no nulos de h(z) no se alejen en exceso del eje x = 0. Es decir,
cuanto mds ancha sea la zona de valores significativos de h(z), mayor serd el coste de convolucionarla con la
senal original. Por otro lado, una zona muy ancha implicaria considerar una extensién muy grande de la senal
en el computo de cada valor de la senial de salida, lo que repercutiria en la pérdida total de los valores locales.

Por esta razon es por lo que no suele usarse un filtro paso bajo ideal, sino que se usan filtros H(w) con un
salto menos abrupto en la frecuencia, como el de la figura 4.3c, ya que eso produce una h(z) con una zona més
estrecha de valores no nulos (figura 4.3d). Sin embargo, suavizar demasiado el salto en la frecuencia produce
un ensanchamiento de la zona de valores significativos en H(w), con lo cual dejaria de ser un filtro paso-bajo
puro, ya que permitiriamos el paso de frecuencias cada vez mads altas. Por tanto, debe llegarse a un compromiso
entre ambos pardametros (el ancho de H(w) y el de h(z)).
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118 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

4.1.1 Filtro gaussiano

El filtro H(w) que mejor optimiza este compromiso [LIN94] consiste en una funcién gaussiana, cuya expresion

viene dada por
2

Ho(w) = e 3w

La antitransformada de dicho filtro es también una nueva gaussiana, dada por la expresion

2
1 e_-)L'Z

20

ha(z) =

2ro
Puede observarse como la diferencia fundamental entre ambas gaussianas es, ademads del factor de escala que
multiplica a la exponencial, que la desviacién estandar de una funcion es la inversa de la otra. En la figura 4.4
pueden verse varios filtros gaussianos con distintos valores de desviacion, tanto en el dominio frecuencial como
en el espacial. Puede verse claramente como el hecho de estrechar la zona de valores significativos en el dominio
frecuencial produce un ensanchamiento en el dominio espacial, y viceversa.

Figura 4.4: Filtros gaussianos con o = 0.5 (en azul), 1 (en negro) y 2 (en rojo): a) dominio frecuencial. b)
dominio espacial.

Volviendo a la figura 4.2, las graficas ¢ y d fueron obtenidas suavizando con gaussianas de diferentes desvia-
ciones.

Filtro gaussiano bidimensional Ya que las imdgenes son senales bidimensionales, puede rehacerse todo el
desarrollo anterior para demostrar, de igual manera, que el filtro gaussiano es el 6ptimo en cuanto al compromiso
de mantener limitado el ancho en ambos dominios (frecuencial y espacial). Para senales 2D, la expresién de la
gaussiana pasa a ser

2 2

fmz?

ha(z,y) =
(@y) 2mo?

En la siguiente figura se muestran tres gaussianas en el dominio espacial con los mismos valores de desviacién
usados en la figura unidimensional anterior.

LN
AN
‘1”"}.‘.\“\:‘.

fany
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4.1. SUAVIZADO TRADICIONAL DE IMAGENES 119

4.1.2 Filtrado discreto

Para poder convolucionar una imagen con un filtro paso-bajo habrd que discretizar el filtro primero. Para ello
se crea una subimagen o méscara cuyos valores sean la evaluacién de la expresion del filtro en determinados
valores (z,y) alrededor del punto (0,0). Por ejemplo, la mascara para ¢ = 1.00 tendria los siguientes valores:

8 37 61 37 8
0 2 8 14 8 2
0 01 1 1 0O

00 1 1 1 0 0

0 2 8 14 8 2 0

) 1 8 37 61 37 8 1

hc(x400=Lo:zE§§ 1 14 61 100 61 14 i
1

0

La dimensién de esta méscara es 7 x 7 porque los valores mds alejados son inferiores a un umbral prefijado
(en este caso, un 1% del valor en el punto (0, 0)). Cuanto mayor sea la desviacién o, mayor serd la médscara que
habrd que emplear. Y de forma andloga, cuanto menor sea ¢, menor tamano tendrd la mdscara. Por ejemplo,
para ¢ = 1/2 y un umbral del 1%, la mdscara es s6lo de 3 x 3, como se muestra a continuacién:

2 14 2
ha(z,y)om0s ~ = | 14 100 14 (4.1)
164
2 14 2

En la figura 4.5 puede verse una imagen que ha sido suavizada con gaussianas de diferente valor de o. Se
observa que a mayor valor de o, el suavizado es mayor, y por tanto el difuminado de los bordes de la imagen.
Por lo tanto, con vistas a aplicar posteriormente un método detector de bordes, no deberia usarse una gaussiana
demasiado amplia.

Para poder contemplar mejor el efecto de disminucién del ruido, en la figura 4.6 se muestra una ampliacién
de una pequeria zona de la imagen, y una representacion tridimensional de dicha zona, donde cada pixel se ha
representado por un prisma de base cuadrada, cuya altura es proporcional a la intensidad de dicho pixel. Puede
verse c6mo la funcién intensidad tiene un aspecto bastante mds liso, pero a la vez puede observarse como la
rampa que caracteriza al borde también se ha visto ensanchada, lo que produce un borde visual més difuminado.
Este es el mayor de los inconvenientes del suavizado de este tipo.

4.1.3 Deteccién del gradiente

Una vez la imagen est4 suavizada, ya se puede aplicar un esquema de cédlculo del vector gradiente, como los que
vimos en la seccién 1.1, convolucionando por ejemplo con méscaras Hy(a) y Hy(a) para obtener las parciales
en las direcciones z e y respectivamente, y luego obteniendo el valor del vector gradiente a partir de ellas. En la
figura 4.7 se ve la diferencia entre aplicar el gradiente directamente o suavizando primero la imagen. Vemos que
los valores obtenidos en el gradiente de la imagen suavizada son més regulares que en la imagen original, pero
se ve que también hay un cambio en los valores. Concretamente, la magnitud del gradiente es ahora inferior (la
intensidad sobre el contorno en la imagen de gradientes es menor).

Ambos procesos (suavizado y deteccién del gradiente) pueden combinarse en una tunica convolucién. Sea
f(z,y) la imagen original. Filtrar con una gaussiana hg(z,y) y posteriormente convolucionar con la méscara
H_(«) para obtener la parcial en z puede expresarse como sigue

g(x, y) = f(:l:’y) * hg(il,', y) * Hz(may) = f(17y) * HG-T(:C’y)

donde
HG&:("L y) = hG(-’I"v y) * HZ(:E7 y)
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Figura 4.5:

Figura 4.6: Ampliacién de una zona con borde en la imagen original (a) y en la suavizada (b).
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4.1. SUAVIZADO TRADICIONAL DE IMAGENES 121

gradiente

1

l

Figura 4.7: Calculo del gradiente en la imagen original y en la suavizada

que es igual a la convolucién de una mascara gaussiana con una méscara de parciales en x. Por ejemplo, suavizar
con una gaussiana de o = 0.5 (ecuacién 4.1) y luego evaluar la parcial en x usando una mdscara de Prewitt
(ecuacién 1.4) nos daria la mascara

I 2 14 2 L[ -1 01
Heq(z,y) = = 14 100 14 "5 -1 01 |=
2 14 2 -1 0 1
- 14 0 14 2
1 ~-16 —114 0 114 16
= — | —18 —128 0 128 18
92 _16 —114 0 114 16
-7 14 0 14 2

Convolucionar con esta madscara es equivalente a hacer los dos procesos por separado.

4.1.4 Error cometido por el proceso de suavizado previo

En la seccién 1.3 se demostré que la técnica de evaluar el gradiente por medio de las méscaras H, y H, no
funcionaba de forma exacta, ni siquiera en imdgenes ideales. Logicamente, si a esa imagen se le aplica un filtro
gaussiano para suavizar, el resultado serd incluso més inexacto, y mds ain considerando que al aplicar una
convolucién discreta se comete un error con respecto a la convolucion de la gaussiana en el plano continuo.
Para ver un caso concreto, tomemos el siguiente ejemplo: Sea F' una imagen ideal con un contorno de primer
orden, de pendiente 1/2, que separa dos zonas de intensidad 0 y 100 a cada lado del borde (ver figura 1.18).
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122 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Médulo Direccién Desplazamiento
Meétodo Imagen | Valor | Error Valor | Error | Valor | Error
Tradicional | F 97.54 | 2.46% | 19.98 | 6.59° | NC —
Tradicional | Gy 86.60 | 13.40% | 21.84 | 4.73° | NC —
Tradicional | G 57.14 | 42.86% | 24.39 | 2.18° | NC —
Propuesto | F 100 0.00% | 26.57 | 0.00° | —0.25 | 0%
Propuesto | Gos 99.87 { 0.13% | 26.60 | 0.03° | —0.29 | 4%
Propuesto | G1 87.15 | 12.85% | 26.89 | 0.32° | —0.39 | 14%

Tabla 4.1: Valores obtenidos por cada método en cada imagen al obtener el contorno de un borde de pendiente
1/2. F: imagen ideal. G: imagen suavizada. NC: no lo calcula

Los valores para los pixels son:

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 25 75
0 0 0 25 75 100 100
0 25 75 100 100 100 100
25 75 100 100 100 100 100 100
75 100 100 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100 100 100

jeriies B ar il ar R en]
cooco

Centrémonos en el pixel central, de valor 75. Si tomamos como origen de coordenadas el centro geométrico
de dicho pixel, el contorno pasa exactamente 0.25h unidades por encima del dicho origen. La pendiente de dicho
contorno es aproximadamente 26.57 grados.

En la tabla 4.1 se muestran los resultados de usar nuestro método propuesto del capitulo anterior y el método
tradicional para ohtener los pardmetros del contorno, tanto sobre la imagen original como sobre las imdgenes
resultantes de convolucionar con una gaussiana de desviacién 0.5 (Go.5) y otra de desviacién 1.0 (G1).

Como era de prever, para la imagen original F nuestro método logra una exactitud total, mientras que el
método tradicional comete un error del 2.5% en la magnitud del salto de intensidad y de 6.5 grados en el valor
de la orientacién. Para las imdgenes suavizadas, el método tradicional va mejorando el valor de la orientacidn,
llegando a ser de 2.1 grados en Gy, pero va empeorando el valor del salto drésticamente. Nuestro método es
més estable, pero también tiene un error, llegando a ser del 13% en el valor del salto, y de 0.32 grados en la
orientacién.

Por tanto, vamos a desarrollar a continuacién un esquema que siga siendo exacto cuando la imagen ha sido
suavizada. Abordaremos primero el problema en 1 dimensién, y posteriormente lo haremos para dimensién 2.

4.2 Meétodo suavizado de primer orden en imagenes 1D

Llamaremos imagen 1D a una imagen compuesta por una unica fila. En este tipo de imégenes, sélo tiene sentido
hablar de contornos verticales. Una imagen ideal 1D con un contorno vertical es una imagen cuyos valores son

F :( B .. B C A .. A ) (4.2)
donde . bt
C = -ﬁB + —h——A

Una imagen de este tipo puede verse en la figura 4.8, donde aparece un contorno vertical situado en el pixel
central, a una distancia ¢ de su margen izquierdo, separando dos zonas de intensidad A y B a cada lado del
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4.2. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 1D 123

contorno. El interés en estas imdgenes radica solamente en conocer con exactitud el salto de intensidad, A — B,
y la posicién sub-pixel, t, pero no asi su orientacién pues siempre serd vertical.

Figura 4.8: Imagen 1D con un contorno vertical en el pixel central.
Para aplicar un suavizado hay que convolucionar con una méscara como la siguiente
By ={ @n Gned os @1 8y 61 we el B ) (4.3)
donde se cumplen las siguientes 2 propiedades:

ag =2 a2 .2 a, > 0 (44)

1 = a,+ap1+..4+a1+ag+a1+...+ap_1+ay
A dicha méscara la llamaremos mascara de suavizado de radio n, por tener n valores no nulos a cada
lado del pixel central. La primera propiedad es consecuencia del perfil tipico de un filtro paso bajo, tal y como

se vio en la seccién anterior. La segunda propiedad es para normalizar la mdscara, y que la convolucién no
afecte a la intensidad media de la imagen.

El resultado de la convolucién producird la imagen G = F % H,, y estamos interesados en obtener los

pardmetros del contorno existente en F' a partir de los pixels de la imagen G. Veamos primero el caso mds
sencillo.

4.2.1 Convolucién con una mascara de radio 1

Una méscara de radio 1 viene definida como
H 1 :( a; ap ap )
donde

ag > a1 >0
1 ag + 2a4

La imagen G suavizada serd de la forma siguiente:
G= ( B .. B Gifl Gi Gi+1 A ... A )

donde
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124 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

G, = (a1 + ao)B +a,C
G, = ChB-}—aoC-f—(hA
Giv1 = a1C+ (ao + al)A

Como puede verse, si en la imagen original F' existia un tnico pixel, al que se ha llamado %, con intensidad
diferente de A y B que representaba el borde en la imagen, en la imagen suavizada G son tres los pixels con
intensidad intermedia (ver figura 4.9a y b). Esto es debido al efecto de difuminado caracteristico de estos filtros,

tal y como comentdbamos en la seccién anterior.

'L*-=1HH®
1[Il
AP 3 B S

Figura 4.9: a) Imagen 1D ideal con borde en el pixel central. b) Imagen suavizada con una mascara de radio 1.
¢) Imagen de derivadas de la imagen suavizada.

Eleccién del pixel borde correcto Lo primero que debe hacerse es encontrar el pixel candidato a ser
detectado como pixel borde. En la seccién 2.1.1 se vio que en una imagen ideal, un borde viene caracterizado
por un perfil tipico en la imagen de parciales. Es decir, evaluando la imagen de derivadas en 2 de la imagen F

obtendriamos la imagen

F,b==(0 .. 0 C-B A-B A-C 0 .. 0)
donde se cumple que
0<C-B<A-B>A-C2>0

Esto indicaba que el pixel con mayor derivada era aquél por el que pasaba el contorno. ;Seguird existiendo
un perfil similar en la imagen de derivadas de G? La respuesta es si. Basta ver que la imagen de derivadas de

G esigual a
1
Gzzﬁ( 0 .. 0 Gi.1—B Gi—B Giy1—Gi-1 A-G; A-Gin 0 .. 0)
donde se cumple que

0<Gi-1-B<LG—-B<Gi1—Gi-12A~-G2A—-Giy1 20

Para demostrarlo basta ver que
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4.2. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 1D 125

A-B al(h—t)
. _ — >
G- B ( 2h > 20

A—-B
(Gi=B)~(Gin1 = B) = = (ah+(h—t)(1-3a1)) >0
A-B
(Gi+1 - Gi—l) — (Gz — B) = —2h—2ta0 Z 0

A-B
2h?

A—B
(A—Gi) — (A—— Gz’—H) = W—(aﬂl%—t(l —3a1)) >0

A—Giy1 = (A_B)a—ltZO

(Gi+1 - Gi—l) — (A — Gz) = (h — t)ao >0

2h h

ya que sabemos que h >t > 0y a; < 1/3. Este dltima condicién es necesaria, ya que en caso contrario se
cumplirfa que ag < a1, lo cual serfa ilégico en un filtro paso bajo, puesto que el pixel central no puede tener
menor peso que un pixel vecino en la mdscara de convolucién. Por lo tanto, queda demostrado que el pixel con
valor méximo en la imagen de derivadas G, indica el pixel de la imagen original por la que pasa el contorno
(ver figura 4.9c).

Calculo de la magnitud del salto de intensidad Sea i el pixel que hemos etiquetado como borde, y
llamemos por simplicidad X a la imagen de derivadas G,.. Para encontrar el salto de intensidad, sélo hay que
ver que

Gi—B+A—Gi _A-B
2h 2h  2h
con lo cual podemos estimar el salto de intensidad, S, como

S =2(Xi_1+ Xi41)

Xio1+ Xip1 = (4.5)

Cilculo de la posicién del contorno Si para conocer el salto utilizamos la suma de los pixels vecinos en
la imagen X, para obtener la posicién usaremos la diferencia

A-Gi Gi—-B _A+B Gi _

Xip1— Xy = = =
+ ! oh 2h oh h
_ A+B_alB+aoC+a1A_
- 2h h -

i

é% (1 — 2a, — 2ap + 2a0%> + % (1 — 2a, — ZaO%) =
. A-—B t—h/2 A-B
- ()= ()

Vemos que el resultado es el producto de tres factores: el primero es el salto de intensidad, que ya lo hemos
calculado. El segundo es el valor central de la mdscara. Finalmente el tercer factor es precisamente el valor que
queremos calcular, ya que d representa el desplazamiento horizontal entre el contorno y la vertical central del
pixel, relativo a la longitud del pixel, —1/2 < d < 1/2 (ver figura 4.8).

Para poder despejar d se hace por tanto necesario conocer el valor de ag. Podemos asumir que este valor es
conocido, y en caso contrario, deducirlo a partir del valor del pixel central, X;, ya que
Giz1—-Gioy  A-B
2h T 2h

X; =

A~B
(a0+a1):T(1——a1)
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126 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

De esta expresion, y utilizando la ecuacién 4.5, podemos obtener primero el valor de a,

X

a=1-—-—
! Xiaa+Xipa

y luego el de ag = 1 — 2a;,.
Con todo esto ya podemos enunciar el siguiente lema:

Lema 4.1 Sea F' una imagen unidimensional con un inico borde en uno de sus pizels, que ha sido suavizada
con una mdscare de suavizado de radio 1, Hy = ( a; ayg ap ), dando como resultado la imagen G. A partir
de los datos de la imagen suavizada es posible obtener los pardmetros del contorno de la imagen original (salto
de intensidad y desplazamiento), realizando los siguientes pasos:

a) se evalia la imagen de derivadas de G usando la férmula bdsica

1
Xk = b7 (Gryr — Gr-1)

b) se obtiene el pizel borde, i, buscando el pizel cuya X; sea mdzima
c) el salto de intensidad, S, se obtiene haciendo

S=2(Xi—1+ Xit1)

d) en caso de no conocer los valores de la mdscara de antemano, se obtienen haciendo

2X;
o =t
ag = 1—2a4

e) el desplazamiento con respecto a la vertical central se obtiene haciendo

Xip1— X

d =
(LoS

Por tanto, aplicando este lema a una imagen suavizada, incluso sin conocer los valores de la mdscara em-
pleados (aunque sf hay que saber que ésta era de radio 1), podemos recuperar con exactitud los pardmetros del
borde original. Veamos ahora el caso para una mdscara de radio n.

4.2.2 Convolucién con una mdscara de radio n

Una méscara de radio n viene definida segiin la ecuacién 4.3, donde se cumplen las propiedades dadas en las
ecuaciones 4.4. La imagen G suavizada serd de la forma siguiente:

G:(B .. B Gi—n Gi_l Gi Gi+1 Gi+n A .. A)
donde

n

Gk = Z amF k+m
m=-—m
y donde se ha supuesto que a_x = ak.
Como puede verse, ahora en la imagen suavizada G aparece una franja de 2n + 1 pixels cuya intensidad se
encuentra entre los valores de A y B, teniendo por tanto una difuminacién mayor, proporcional al radio n de la
mdscara empleada (ver figura 4.10b).
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4.2. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 1D 127

AR RaaEN

. b)

®
®

a)

c)

Figura 4.10: a) Imagen 1D ideal con borde en el pixel central. b) Imagen suavizada con una mdscara de radio
3. ¢) Imagen de derivadas de la imagen suavizada.

Para elegir el pixel borde correcto, de nuevo puede demostrarse que la imagen de derivadas de GG, dada por
Gz- - ( O 0 Xi—('n.-l-—l) Xi_.l Xi Xi+1 Xi+(n+1) 0 0 )

cumple que
0<X; i S-S Xi1 <X 2Xi1 2. 2 Xig(np1) 20

Esto significa que se sigue cumpliendo que el pixel con valor méaximo en la imagen de derivadas G, indica el
pixel de la imagen original por la que pasa el contorno (ver figura 4.10c).

Cdlculo de los parametros del contorno Al igual que hicimos antes, hallemos la suma de las derivadas
de los pixels vecinos al pixel ¢ :

1
Xii+Xip = 5 (Giy2 — Gig)

Sabemos que

Giyo = a,B+..4+a3B+aC+aA+agA+..+aA
Gi—o = apnB+..+ayB+aB+aC+azA+..+aA
Por tanto
Xi1 + Xip1 = —— (ao + 2a; + ay)

2

Esto significa que con la suma de las derivadas de los vecinos seguimos pudiendo estimar el salto de intensidad,
aunque en este caso si que es preciso conocer los valores de la mascara.

Calculando ahora la diferencia de las derivadas de los vecinos, obtenemos que

1
Xip1 —Xi1 = b7 (Giy2e —2G; + Gi-2)

Sabiendo que
Gi=a,B+..+a1B+aC+aA+..+a,A
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128 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

obtenemos que

ag — as A—-B t—h/2

Xip1 = Xie1 = ——(A+B—QC’)=(

2h
_ (A;B)(ao—ag)d

Al igual que para radio 1, obtenemos una expresién de tres factores, donde el factor d es el que queremos
calcular. Vemos que también aquf es preciso conocer los valores de la médscara usada para obtener G. Con lo
cual ya estamos en disposicién de enunciar el siguiente lema:

) (ap — a2)

Lema 4.2 Sea F' una imagen unidimensional con un dnico borde en uno de sus pizels, que ha sido suavizada
con una mdscara de suavizado de radio n, H, = ( ap ... Q1 Qy Q1 ... Gn ), donde al menos son cono-
cidos los valores ag, a1 vy ag, dando como resultado la imagen G. A partir de los datos de la imagen suavizada
es posible obtener los pardmetros del contorno de la imagen original (salto de intensidad y desplazamiento),
realizando los siguientes pasos:

a) se evalia la imagen de derivadas de G usando la férmula bdsica

1
Xk = 57 (Grt1 — Gi—1)

b) se obtiene el pizel borde, i, buscando el pizel cuya X; sea mdzima
¢) el salto de intensidad, S, se obtiene haciendo

2

= ——— X X;
ao+2a1+a2( i1 Xig)

d) el desplazamiento con respecto a la vertical central se obtiene haciendo
de Xip1— Xia
(CLO - ag) S

Vemos que para médscaras de radio mayor que 1, es preciso conocer los valores de la méscara para poder
deducir los pardmetros del contorno en la imagen original. Aunque no hacen falta conocer todos: sélamente los
tres valores mas significativos. El resto de valores es irrelevante, incluido el valor del propio radio de la méscara,
n. Esto es asi porque, atendiendo solamente a una pequefia vecindad alrededor del pixel en cuestién en la
imagen suavizada G, es imposible determinar con exactitud los pardmetros del contorno en la imagen original
F, si no se conocen los coeficientes de la madscara, ya que diferentes imagenes F podrian producir imdgenes
suavizadas G tales que la vecindad del pixel en cuestién coincidiera en ambas.

A continuacién pasaremos a realizar el método para el caso bidimensional.

4.3 Meétodo suavizado de primer orden en imdgenes 2D

Un suavizado 2D se hace convolucionando la imagen con una maéscara como la siguiente

Apn -+ QAlp AQn Qin . Qpn
aln ... Q13 apir a1 ... Qin
Hn = aopn ... Q01 Qo0 Qagir .- Qon
A1n ... QA1 agpl ayl e Qip

Apn . Aln AOn QA1n ... Qpn
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4.3. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 2D 129

donde se cumple que
gk > Ok 1 > ... > Oy, VE:0<E<n

v que la suma de todos los elementos de la méscara vale 1.

Sea ahora F' una imagen ideal como la de capitulos anteriores, con un contorno de primer orden con pendiente
entre 0 y 1, que separa dos zonas de intensidad A y B, y que atraviesa el pixel central de la imagen, (al que
llamaremos por simplicidad Fp ), como muestra la figura 4.11a.

>
T s
AlAlA
~ Alalala - AlA
Alalalala Talala
Alalalalala Jalalala
a) b)

Figura 4.11: a) Imagen ideal con un contorno recto. b) Suavizado de la imagen con una méscara H;. Los pixels
en color gris claro pueden tomar valores intermedios entre A y B en funcién de la posicién y orientacion exacta
del contorno.

Los pixels de dicha figura etiquetados con las intensidades A y B indican los pixels que con toda seguridad
estdn completamente a uno o a otro lado del contorno. La zona gris clara intermedia indica todos aquellos pixels
por los cuales puede pasar el contorno, y-por lo tanto desconocemos a priori su intensidad. Lo que si sabemos
es que dicha intensidad estd relacionada con las dreas interiores al pixel a cada lado del contorno, mediante la
siguiente expresion:

By h? — B
Fs = -h—2A + TB

donde P; ; representa el drea interior al pixel (i,7) que se encuentra bajo la recta, y h? es el drea del pixel. Por
tanto, 0 £ B,; < h?.

Ya que la pendiente estd entre 0 y 1, nos centraremos en el pixel donde la parcial en y es maxima en su
columna, al igual que ocurria con el método original cuando se aplicaba en F.

4.3.1 Convolucién con una mascara de radio 1

Una madscara de radio 1 tiene la siguiente expresion:

ain  aopl @11
Hy=1| ao1 aopo ao1
air ao1 ai

donde se cumple que

1 = ago+4ao1 +4an;
agpg > ag; >ap; >0

Al convolucionar F' con la mdscara H; obtenemos la imagen G tal que
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130 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

G:F*Hl

donde la intensidad de cada pixel de G viene dada por la expresion
Gij = agoFi; +an (Fic1y + Fijo1+ Fijor + Figrj) + a1 (Ficij—1 + B 41+ Fig -1 + Fig1,541)

En la figura 4.11b puede verse el aspecto que tendrd la imagen G. Como puede apreciarse, la zona de posibles
valores intermedios entre A y B (color gris claro en la figura) es ahora mayor que en la imagen original, debido
al efecto de difuminado producido por el filtro.

Diferencias entre los casos 1D y 2D En el caso unidimensional podia conocerse a priori la expresién que
toma cada uno de los pixels de una imagen ideal con un contorno {ecuacién 4.2). Pero en dos dimensiones, si
consideramos que la recta que estamos buscando sigue la expresién y = a + bz, donde el origen de coordenadas
estd en el centro geométrico del pixel central, Fp g, esto no es asi exactamente. Cuando desarrollamos nuestro
método original en el capitulo previo vimos que, aunque no podamos relacionar la intensidad de un pixel con
la expresion de la recta, si podemos hacerlo con la suma de una columna entera de pixels. Asi, la suma de los
pixels de la columna ¢ en la imagen £ seré:

- P, P;
M=) F,-,jzAh—;JrB(N—Eg) (4.6)
J=—m

donde N = 2m + 1 es el mimero de pixels que hemos tomado de la columna, y P; representa el drea de la
columna i bajo la recta.

Para obtener una expresién para el drea P;; ya hemos visto que es sencillo siempre y cuando la altura de la
columna sea tal que la recta del contorno la atraviese siempre de izquierda a derecha, pero nunca por arriba ni
por abajo. As{ por ejemplo, atendiendo a la figura 4.11a, para la columna central (i = 0) bastard con tomar
m = 1 en la expresién 4.6, pero para la columna ¢ = 1 habra que tomar m = 2 como minimo. Una vez asegurado
esto, sabemos que el drea F; ha de ser igual a

i+4)h
-13122/( ) (a+bx+(m+l>h>dx:ah+bih2+<m+l)h2
(i=4)n 2 2

Cailculo de la posicién del contorno. Para obtener una primera ecuacién de donde obtener posteriormente
los pardmetros del contorno, tomemos la suma de los pixels con valores intermedios en la columna central (¢ = 0)
de la imagen G, esto es

3 3 3
Su = Y Gog=aw Y Foj+aon »  (Foij+Foj—1+Fose+Fiy)+

j=—3 j=—3 j=—

3
+an Z (Foyj1+Foq0+ Frjq+ Fjq)
j=—3

Esta expresion puede verse de forma visual en la figura 4.12. Para simplificarla haremos lo siguiente: en
primer lugar, podemos afirmar que, en las tres columnas centrales de la imagen original F, se cumple que

= B,Vj<-3
Fj = AViz3
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4.3. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 2D 131

En segundo lugar, llamemos M; a la suma de los 5 pixels de la columna ¢, i = {—1,0,1} en la imagen
original, es decir,

2
Mi= 3} Fi
j=—2
Con todo ello, la suma S)y; puede expresarse como
Sy = apo(B+ Mo+ A) + ap1 (4B + M_q1 +2My + My +4A) + a1 (4B +2M_1 +2M; +44) = (47)

I

(a00 + 2a01)(M0 + A+ B) + ((L()l + 2(111)(M_1 + My + 2(A + B))

T a)

o | o o ]

- = lale
=l=ln]ele]s

—f |
BB

Figura 4.12: Suma de la columna central de la imagen G.

Como se vio antes en la ecuacién 4.6, la expresién para M; en este caso es la siguiente:
~ P P
M; = A.f? + B <5 — ﬁ) (4.8)
donde P; es como sigue:
5
P; = ah + bih® + 5h2

En la figura 4.11a puede verse que la condicién de que el contorno cruce la columna de izquierda a derecha
se cumple para las tres columnas centrales de la imagen F' que estamos tratando. Combinando entonces las
expresiones de M; y P; con la de Sy, podemos obtener la expresién final para esta suma:

a

Sy = <%(A - B) + ;(A + B)) (ago + dag +4a11) = +(A - B) + ;(A +B)

De aqui ya podemos obtener la expresién final para el pardmetro a como sigue:

. 25y —7(A+ B)
~ 2(A-B)

h

Falta conocer los valores de A, B y h. Para h escogemos el valor 1 como en capitulos anteriores. Para estimar
A y B, habrd que hacer como en el método original, es decir, irse a aquellos pixels lo mds cercanos al pixel
central donde sepamos que la intensidad es A o B, pero no intermedia. La diferencia es que ahora habra que
alejarse un poco mas. Por ejemplo, atendiendo a la figura 4.11b podemos usar las siguientes expresiones

G_1,3+G_1,_4+Go,_4
3
Goa+Gira+Gi13
3

B =

A
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132 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Podria haberse tomado un tnico pixel para estimar A y otro para B en lugar de usar tres pixels para cada
uno. Sin embargo se ha hecho asf porque, aunque en un caso ideal obtendriamos el mismo valor, en un caso
real es preferible tomar un valor promediado en lugar de un vnico pixel.

Cdlculo de la orientacién. Para estimar la pendiente de la recta b, podemos proceder de forma similar pero
con las columnas izquierda y derecha del pixel central, teniendo en cuenta ahora que los 5 valores de la imagen
G con intensidad intermedia en esas columnas estén desplazados un pixel arriba (para la de la derecha) y un
pixel abajo (para la de la izquierda).

Por tanto, sean las sumas Sy, y Sg como siguen:

Sy = Z G_1,5 = (ago + 2a0)(L-1 + A+ B) + (a1 +2a11)(L-2 + Lo+ 2(A + B)) (4.9)
Jj==2 :
2
Sr = Z G1,; = (ago + 2a01){(R1 + A+ B) + (ao1 + 2a11){(Ro + R2 +2(A + B))
j=—q
donde
L = ZF =A% +B(5 Qi) Vi ={-2,—1,0} (4.10)
L 2% w2 ) - » ) .
_7_—1
T )
R, = Z Fy —A 5+B(5- 23 ),vi=1{0,12)
j==3
y donde
(i+%)h
Q = / i (a+bx+zh> do = ah + bik? + <h2
(i=4)h 2 2
(i+4)n 3
T, = / i (a+bx+§h> dz = ah + bih® + =h?
(i=4)n 2 2
y donde también se ha supuesto que en las columnas i = {—2, ~1,0} se cumple que
Fi; = B\Vj<-2

y que en las columnas i = {0,1,2} se cumple que

Fiy = BYj< -4

2

Con esto se llegan a las expresiones para Sy v Sgr, que son como siguen:

Sp = (%—b)(A~B)+%A+%B
Sp = (%+b>(A—B)+-Z-A+§B

ion realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



4.3. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 2D 133

Si realizamos la diferencia de ambas obtenemos
Sr—-S,=2(A-B)(b-1)
de donde podemos despejar la expresién para la pendiente de la recta, b :

_ Sr - St
b—1+2(A—B) (4.11)

Con esto damos pie al siguiente lema

Lema 4.3 Sea F una imagen ideal con un contorno recto de pendiente entre O y 1, que atraviesa el pizel
(1,7), y que ha sido suavizada con une mdscara de suavizado de radio 1, dando como resultado la imagen G.
A partir de los datos de la imagen suavizada G es posible obtener los pardmetros del contorno de la imagen
original F (salto de intensidad, desplazamiento y orientacion), realizando los siguientes pasos:

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha de la siguiente manera:

4
Sy, = ZGi—l,j—f—k
k=—2
3
Sy = ZGi,j+k
k=—3
2
Sk = Y Giyrjek
k=—4

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde

Gi—1,;-3+Gi_1j-4+Gij_4

B =
3
4 — Gigrat Girrgra+ Givjes
B 3

¢) a continuacidn detectamos los coeficientes de la recta y = a + bz como sigue:

28y —7(A+ B)

24— B)
_ Sr— S
b= 1

d) finalmente, calculamos los parémetros del contorno

corte con la vertical central del pixel : (0,a)
A-B

vector normal : N=—===][0b -1

/I re?

Con este lema queda demostrado que, usando exclusivamente la informacién de la imagen suavizada G,
independientemente de los valores a;; usados en la mdscara de suavizado (aunque eso si, sabiendo que la
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134 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

mdscara era de radio 1), pueden obtenerse de forma exacta los pardmetros del contorno. A diferencia del
método original, y debido al efecto de difuminado provocado por la convolucién, la informacién de vecindad de
cada pixel necesaria para aplicar el método es la incluida en una ventana 9 x 3 centrada en el pixel, la cual es
un poco mds alargada que en el método anterior (ver figura 4.13).

L =
P T
Alala
1 Alafala ~ Ala
Alalalala Allala
Alafalalala | Talalala
a) b)

Figura 4.13: a) Ventana usada por el método propuesto inicial sobre la imagen origina F. b) Ventana usada por
el método propuesto suavizado sobre la imagen suavizada G.

Como el método es vilido para cualquier méscara de suavizado de radio 1, esto incluye a la mdscara

000
H=(010
00 0

Esta mascara produce de nuevo la imagen original, con lo cual podemos afirmar que este método seguiria
funcionando si lo aplicamos directamente en la imagen original F. Sin embargo, hay que decir que en los casos
en que F' no tenga ruido, es mas conveniente aplicar el método desarrollado en capitulos anteriores, pues la
informacién que se usa para estimar el contorno en cada pixel es mds local (una vecindad més reducida).

4.3.2 Convolucién con una madscara de radio n

Para madscaras de radio mayor, la zona difuminada del borde es cada vez mas amplia. Por ejemplo, en la
figura 4.14 puede verse una imagen con borde F' suavizada con una mascara de radio 1 y con otra de radio 2.
En esta iltima, para acceder a pixels con los cuales poder dar una estimacién del valor de A o de B habria
que alejarse en exceso del pixel central, lo cual no es demasiado conveniente, teniendo en cuenta que, aunque
inicialmente trabajemos con imédgenes ideales, el objetivo serd légicamente aplicarlo en imdgenes reales, y en
éstas no podemos garantizar que no haya otros contornos cerca que estén influyendo en el valor de esos pixels.

Por otro lado, obsérvese del lema 4.3 que la informacién que usamos para obtener los pardametros del
contorno de F' son las columnas {—1,0,1} de la imagen G. Pero estas columnas, al haber sido generada G
con una madscara de radio 1, incluyen informacién de las columnas {—2,...,2} de la imagen original F’ (aunque
las columnas mds alejadas tengan menos peso en las expresiones). Si la convolucién se hubiera hecho con una
mdscara de radio n, los valores de las tres columnas centrales de la imagen G se verian afectadas por las columnas
{—(n+1),...,(n+ 1)} de la imagen original. Y de nuevo esto implicarfa usar informacién demasiado alejada
para poder estimar los pardmetros exactos del contorno en el pixel central.

Por lo tanto, nos quedaremos sélamente con el método para imagenes suavizadas con méascaras de radio 1.
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4.4. METODO SUAVIZADO DE SEGUNDO ORDEN EN IMAGENES 2D 135

L~ r
o~ P e
Al AlA
el ALALALA - AlLA -
AlLALALALA AlALA A
ALATATALALA JAIAIAIA AlA

a) b) ¢)

Figura 4.14: a) Imagen ideal con un contorno recto. b) Suavizado de la imagen con una mdscara H;. c)
Suavizado de la imagen con una mdscara Ha.

4.4 Método suavizado de segundo orden en imdgenes 2D

Vamos a centrar el estudio en imdgenes suavizadas con maéscaras de radio 1 solamente, por los motivos antes
mencionados. Para poder estimar la curvatura del contorno, simplemente cambiaremos la expresién lineal que
acabamos de considerar para representar dicho contorno por una expresion cuadratica, del tipo

y =a+ bx+ ca?

de la misma manera que hicimos en el capitulo previo. Por tanto, sea ahora F' una imagen ideal como la
de capitulos anteriores, con un contorno de segundo orden con pendiente entre 0 y 1 sobre la vertical central
del pixel central, (al que llamaremos por simplicidad Fy ), que separa dos zonas de intensidad A y B, como
muestra la figura 4.15a.

L -
% AlAlA "
Alafala / Ala
A[AJA|A|A / AlAlA
Alajafalafa | |alalala
a) b)

Figura 4.15: a) Imagen ideal con un contorno cuadratico. b) Suavizado de la imagen con una mdscara H;.

En principio, vamos a considerar que los pixels por los cuales puede pasar el contorno, cuyas intensidades
son a priori desconocidas, (zona gris en la figura) son los mismos que para el caso lineal. Recordemos del
capitulo previo que, para contornos con curvatura muy grande, podriamos estar cometiendo un error en esta
consideracién, aunque en la gran mayoria de los casos este hecho no va a ocurrir.

Si rehacemos todo el desarrollo previo de la seccién anterior, llegamos a las mismas expresiones para las
sumas S, Sy, Sr (ecuaciones 4.7 y 4.9) y para las sumas L;, M;, R; (ecuaciones 4.8 y 4.10). La diferencia esta
para la expresion de las dreas P;, Q;, T;, que en este caso son las siguientes:
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136 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

(i+3)n 2 T 1 7
Q: = / a+bx+cx®+ =h | dz = ah + bih® + ch® [ == + 42 | + =h? (4.12)
(i-4)h 2 12 2
(i)
P = / a+bs+ca®+ Ok dx = ah + bih® + ch? Ly +§h2
(i-4)h 2 12 2
(+4)n 3 1 3
T, = / a+bz+cz®+=h)de=ah+bh®+ch® | —=+i®) +=h?
(i—%)h 2 12 2

Combinandolas todas ellas, obtenemos en esta ocasién un sistema lineal de tres ecuaciones, donde las incég-
nitas a resolver son los coeficientes a, b, ¢ de la pardbola. Una vez resuelto, obtenemos las expresiones siguientes

QSM—7(A+B) 28y — S, — Sk
Q(A—B) h+ 24(A—B) (1 + 24am +48a11)h
. Sk-81
b= 1
¢ = Sr, +S8Sgr—2Su
Qh(A—B)

Finalmente, con dichas expresiones podriamos entonces calcular los pardmetros del contorno (posicién, ori-
entacién y curvatura) evaluando la ecuacién de la pardbola en el punto z = 0. Con esto damos paso al lema
final

Lema 4.4 Sea F una imagen por cuyo pizel (1,7) pasa un contorno con pendiente entre O y 1, que separa
dos zonas de intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), donde se asume que en la vecindad
de ese pizel, el borde se comporta como una pardbola. Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de
suavizado Hy, tal que

a1l ap1 4n
Hy=| aop1 aoo am
a1 ap1 an

dando como resultado la imagen G. A partir de los datos de la imagen suavizada G es posible obtener
los pardmetros del contorno de la imagen original F (posicién, pendiente, magnitud del salto de intensidad y

curvatura, medidos sobre la vertical central del pizel), realizando los siguientes pasos:
a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha de la siguiente manera:

4
S, = ZGi—l,j+k

k=—2
3

Sy = ZGi,j+k
k=3
2

Sk = E Git1,j+k
k=—a

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde
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4.4. METODO SUAVIZADO DE SEGUNDO ORDEN EN IMAGENES 2D 137

Gi—1,j-3 + Gi—1,j~4 + Gij—a
3

Gijta+ Gir1j+4 + Giv1,5+3
3

¢) a continuacion detectamos los coeficientes de la pardbola y = a + bx + cx? como sigue:

_ 2S5y —7T(A+B) 25y —SL~-S5gr
= 2(A — B) -+ 24(A — B) (1 —1-24(101 +48a11)
B Sr—SL
b= By
S+ Sr—2Sy
2(A—B)

d) finalmente, calculamos los pardmetros del contorno

corte con la vertical central del pixel: (0,a)
A-B
vector normal: N=—e—a——|b -1
V1+0b2 [ ]
2
curvatura : K = —0—3/5
(1+5?)

Podemos apreciar una gran diferencia con respecto al método lineal. Para poder obtener el valor de a es
preciso conocer cuéles fueron los valores empleados en la méscara de suavizado, cosa que no ocurria antes, ya
que era independiente de los valores de la m4scara. El resto es practicamente similar en ambos métodos.

De hecho, llamando o',b' a los coeficientes de la recta encontrados por el método lineal, y a,b,c a los
coeficientes de la pardbola, encontramos la siguiente relacion

o = a_1+24a01+48auc (4.13)

12
¥ = b

Es decir, la pendiente es la misma en ambos casos, y la posicién es ligeramente diferente, en una cantidad
proporcional al valor de ¢. Por ejemplo, para contornos rectos, ¢ = 0, con lo cual a = a’. Sin embargo, para
contornos con una cierta curvatura, el desplazamiento del método lineal cometerd un cierto error, mayor cudnto
mayor sea c.

Al igual que se indic6 en el capitulo previo, aunque el método cuadrético parezca que, al ser mas general
que el método lineal, deberia usarse en todos los casos, esto no es asf. Cuando el objetivo sea buscar rectas en
una imagen, el método lineal dard mejores resultados, pues se limita a buscar exactamente lo que queremos.

Casos que producen error Al igual que se hizo en el capitulo previo, hay que tener en cuenta que contornos
con curvatura muy alta pueden provocar error. Esto es debido a que no se cumple la suposicién inicial que se
ha hecho para el célculo de la expresién de las dreas Q;, P;, T; (ecuaciones 4.12). Recordemos que para obtener
dichas expresiones se suponfa que el contorno cruzaba cada una de las columnas siempre de izquierda a derecha.
Si esto no es asi, el método no seria exacto.
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138 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

En la figura 4.16 pueden verse las 9 columnas que se estan calculando sobre la imagen original F. Centran-
donos en la columna mas alejada, L_o, podemos apreciar que para el cdlculo de (Q_o se estd usando la expresiéon

siguiente (ver ecuacién 4.12):
—%h
Q_Qz/ (a+bx+cx2+;h> dx
—3h

St Su Sk LiM; R
v U et
‘/ >
[~ AlAla
AlA AfAlAlA
/] AlAlA AlAJAlAlA
AlAlA[A AlAJAAA]A
a) b) c)

Ly L, Ly

Figura 4.16: Columnas cuyas expresiones son utilizadas por nuestro método: a) Columnas de la imagen
suavizada G. b) Columnas de la imagen original F. c¢) Detalle de las columnas L;, donde @); representa el
drea bajo el contorno interior a cada columna.

Para que esta drea (Q_o represente con exactitud el drea bajo el contorno interior a la columna L_», es
necesario que la curva no alcance el pixel (i — 2,5 + 4). Esta condicién es un poco més estricta que la que
tenfamos en el método del capitulo anterior (que era no alcanzar el pixel (i — 1, j 4 3). De hecho, si calculdsemos
el radio de la menor circunferencia que, atravesando la vertical central del pixel (7, ) con pendiente menor que
1, no pueda alcanzar el pixel (i — 2, j + 4), obtendriamos que éste es

Runin = %\@h ~ 13.08h (4.14)

Vemos que es mayor que el del método propuesto anterior (8.84h). Sin embargo, a efectos numéricos, el drea
()_o tiene un peso menor que el resto de las columnas en las expresiones del método, ya que la columna 7 — 2
de la imagen F' aparece solamente en la expresion de Sy (ecuacién 4.9) y ademds escalada por los coeficientes
de la mdscara de valor més pequeno (ag1,ai1). Por lo tanto, el error cometido para radios cercanos e inferiores
a Rpin Serd muy pequeno.

4.5 Generalizacién para el resto de octantes

A lo largo del capitulo nos hemos centrado solamente en los casos en donde la pendiente estaba entre 0 y 1 y
A > B, siendo A la intensidad por debajo de la curva, y B por encima. Para generalizar al resto de octante
procederemos exactamente como hicimos en el capitulo previo (ver seccién 3.4). La primera generalizaciéon que
hay que hacer es decidir los pixels a partir de los cuales estimaremos los valores de A y B, para cada octante
en el que nos encontremos. La segunda es invertir el signo del coeficiente ¢ en los casos en que A < B.

Otro cambio que debemos hacer es considerar los limites de las columnas para las sumas Sy, y Sg segun el
octante. Por ejemplo, en la figura 4.16a puede verse que Sy, estd desplazada un pixel hacia abajo con respecto
a Sy, y que Sk estd desplazada un pixel hacia arriba. Esto lo haremos para pendientes entre (0 y 1. Pero para
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4.5. GENERALIZACION PARA EL RESTO DE OCTANTES 139

pendientes entre 0 y —1, deberfa ser la situacién simétrica, es decir, S;, un pixel mds arriba que Sy, y Sgr un
pixel més abajo. En este tiltimo caso, la expresién 4.11 para el pardmetro b seria ahora la siguiente:

. Sq-S.
b=-1+3a—p)

Con todas estas adaptaciones, ya podemos agrupar en un unico lema los métodos lineal y cuadrético, para
todos los casos en los que b € [-1,1}:

Lema 4.5 Sea F una imagen por cuyo pizel (i,7) pasa un contorno gque separa dos zonas de intensidad
A (debajo del contorno) y B (encima del contorno). Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de
suavizado Hy, tal que
ail aor @11
Hi=1{ aonn aoo an
ailr Qo1 G111

dando como resultado la imagen G, donde se cumple que
|Gy (6, 9)| > |G(3, )

A partir de los datos de la imagen suavizada G podemos estimar los pardémetros del contorno de la imagen
original F (posicion, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura, medidos sobre la vertical central
del pizel), realizando los siguientes pasos:

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha de la siguiente manera:

3+m
Sy = Z Gi—1,j+k
k=—-3+m
3
Sy = ZGi,jJ,-k
k—3
3—-m
Sp = Z Git1,j+k
k=—3—-m
donde
{1 siGa(i,9)Gy(id) >0
- -1 sti(i,j)Gy(i,j)<0

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde

Gi—m,j-3+ Gi—mj—a + Gij-a

B =
3

A = Gijra+ Gigmjra + Gigm,j+3
3

¢) a continuacidn detectamos los coeficientes de la ecuacion y = a + bx + cx® como sigue:
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140 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

_ 0 si buscamos contornos rectos
¢ = ﬁ‘ﬂ%ﬁ“ si buscamos contornos de segundo grado
S R — S L
b = DR OL
™t A= B)
a = ZS'M—’?(A—{—B)_1+24a01+48a110
B 2(A—-B) 12

d) finalmente, calculamos los pardmetros del contorno

corte con la vertical central del pixel: (0,a)
vector normal: N = % [ b, —1 ]
2en
curvatura : K = 35
(1+62)

donde

n—{ 1 si Gy(4,5) >0
Tl -1 siGy(4,5) <0

Para los otro cuatro octantes, donde la pendiente es mayor que 1 en valor absoluto, se sigue un esquema
simétrico, intercambiando las variables z e y, y trabajando por filas en lugar de por columnas. Ahora el objetivo
es encontrar los coeficientes de la ecuacién « = a+by-+cy? que representa el contorno. A continuacién se muestra
el lema para estos cuatro octantes.

Lema 4.6 Sea F una imagen por cuyo pizel (i,7) pasa un contorno que separa dos zonas de intensidad
A (debajo del contorno) y B (encima del contorno). Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de
suavizado Hy, tal que
aip agr an
Hi={ ann aoo ao1
a1l ap1 411
dando como resultado la imagen G, donde se cumple que
Gy (i, )| < |G=(4,5)]
A partir de los datos de la imagen suavizada G podemos estimar los pardmetros del contorno de la imagen

original F' (posicidn, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura, medidos sobre la horizontal central

del pizel), realizando los siguientes pasos:
a) obtenemos las sumas de las filas superior, central e inferior de la siguiente manera:

3+m

S, = Z Gitk,j—1
k=—-3+m
3

Su = Z Gitk,j
k=-3
3—m

Sp = Z Gitkj+1

k=—3—m
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4.6. ALGORITMO PARA LA LOCALIZACION DE CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS 141

donde

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde

Gi_3,j—m +Gi_ajom + Gi_a;

B =
3
A = Gitaj + Gitajim + Girsjym
N 3

¢) a continuacion detectamos los coeficientes de la ecuacion x = a + by + cy® como sigue:

0 si buscamos contornos rectos
¢ = { &%%_;;éu si buscamos contornos de segundo grado
Sr—SL
b m + A" A-B)
0 = 2S5 —7(A+ B) 1+ 2dao +48a“c
2(A-B) 12

d) finalmente, calculamos los pardémetros del contorno

corte con la vertical central del pixel: (a,0)
vector normal: N = % [ 1, —b ]
2cn
curvatura : K= — 5
(140?)

donde

L[ 1 siGig) >0
T -1 siGL(,5) <0

4.6 Algoritmo para la localizacién de contornos en imagenes suavizadas

Con los lemas anteriores ya estamos en disposicién de desarrollar el algoritmo para tratar de detectar todos los
pardmetros del contorno (posicién, pendiente, salto de intensidad y curvatura) en una imagen suavizada. Al
igual que en los otros métodos, lo primero es detectar en la imagen qué pixels podemos etiquetar como borde,
a partir de las imégenes de parciales G, y Gy, generadas mediante una convolucién con sendas méscaras H, y
H,. Estamos interesados en aquellos pixels que cumplan

Gi(i,7) + G2(i, 5) > &°

donde ¢ es un umbral que habrd que prefijar. Ya hemos indicado que esta condicién no es en realidad
relevante para la teorfa que hemos desarrollado, pero en la practica es necesaria para evitar que se detecten
bordes en pixels donde apenas hay un cambio de intensidad leve. La segunda condicién sf es mds importante:
debe cumplirse que
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142 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Gy (65 = 2)| < |Gy(i, 5 — 1| <|Gy(2,5)] > |Gy(i,j +1)| > |Gy (3,5 + 2)]

en el caso en que |G, (3,7)| > |G, (3, 7)|, o bien que

en el caso en que |Gy (i, )| < |G4(i,7)| . Esta dltima condicién era para evitar puntos aislados que no correspon-
dan a un perfil como el que se estudié en la seccién 2.1.1.

Una vez tenemos los pixels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el esquema desarrollado en la
seccién anterior para obtener los pardmetros estimados para el contorno. Esto significa que, para cada pixel
borde, el método usard los valores de un entorno centrado en dicho pixel, cuyas dimensiones serdn 9 x 3 (para
el caso en el que |Gy (%, 7)| > |G.(4,5)|) 6 3 X 9 en caso contrario.

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion ContornosSuavizados (delta)

Calcular Gx, Gy
Para todos los pixels (i,j) de la imagen
Si Gx(i,j)*Gx(i,j) + Gy(i,j)*Gy(i,j) < delta * delta Continuar
8i 1Gy(i,j)| > 1Gx(i,j)| Entonces
Si IGy(i,j)! no es maximo en su columna Continuar
Calcular Curvatura, Vector Normal y Posicion segun Lema 4.5
Si No
Si IFx(i,j)| no es maximo en su fila Continuar
Calcular Curvatura, Vector Normal y Posicion segun Lema 4.6
Fin Si
Fin Para

4.7 Ejemplos

A continuacién vamos a probar nuestro nuevo método en diversos tipos de imagenes.

4.7.1 Contorno ideal recto

Tomemos como primer ejemplo una imagen sintética de un contorno de 30 grados, con un salto de intensidad
entre ambos lados del contorno de 100 unidades, y que ha sido suavizada con una méscara de radio 1. A esta
imagen suavizada le aplicamos tres métodos: el método cldsico visto en el capitulo 1, el método lineal propuesto
en el capitulo previo (MPG1) y el método lineal propuesto actual (MPISG1). Los resultados se muestran en las
tres primeras filas de la tabla 4.2.

Podemos ver como nuestro método previo sigue funcionando mejor que el método tradicional en la imagen
suavizada, aunque comete algunos errores debido a la difuminacién del contorno producida por el suavizado. Sin
embargo, el método propuesto actual obtiene con exactitud los pardmetros de la recta en cada pixel borde. En
la fila superior de la figura 4.17 podemos ver, de izquierda a derecha, la imagen original, la imagen suavizada, el
resultado de aplicar nuestro método previo a la imagen suavizada, y el resultado de aplicar el método propuesto
actual a dicha imagen.

Afiadamos ahora algo de ruido a la imagen original para ver el comportamiento de los métodos. Utilizaremos
como modelo de ruido un ruido blanco gaussiano aditivo de media cero y desviacién tipica o. Esto significa que
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4.7. EJEMPLOS

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién
Imagen | Método Media | Max. | Media | Max. Media | Max.
sin ruido | Tradicional | 26.9 30.1 1.26 1.61 NC NC
MPG1 2.09 3.56 | 0.40 0.50 12.8 26.6
MPISG1 0.00 0.00 | 0.00 0.01 0.00 0.00
ruido 5 Tradicional | 26.7 31.6 1.54 4.91 NC NC
MPG1 2.00 5.96 1.34 4.83 134 36.7
MPISG1 1.45 4.74 1.47 4.53 7.48 21.8
ruido 10 | Tradicional | 25.9 39.8 2.29 7.13 NC NC
MPG1 3.95 11.6 | 2.28 7.20 14.6 42.6
MPISG1 3.11 9.70 | 2.75 8.44 13.3 39.0

143

Tabla 4.2: Resultados obtenidos por cada método al aplicarse sobre el suavizado de una imagen con contorno
recto con ruido 0 (parte superior de la tabla), 5 (parte central) y 10 (parte inferior). MPG1: método propuesto

original de grado 1. MPISG1: método propuesto para imdgenes suavizadas de grado 1. NC: no lo calcula

Figura 4.17: De izquierda a derecha: imagen ideal con contorno recto sin ruido (fila superior), con ruido 5
(fila central) y con ruido 10 (fila inferior). Imagen suavizada. Método propuesto previo aplicado a la imagen

suavizada. Método propuesto actual aplicado a la imagen suavizada
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144 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién | Radio de curvatura

Imagen | Método Media | Max. | Media | Max. Media | Max. | Media | Min. | Mix.
sin ruido | Tradicional

MPG2 7.18 11.1 §1.17 1.63 8.42 18.9 —-15.3 | —21.3 | —13.2

MPISG2 0.00 0.00 §0.24 0.711 0.07 0.29 —148 | —14.9 | —14.6
ruido 5 Tradicional

MPG2 7.67 132 1.7 5.89 8.60 25.6 -15.6 | - —

MPISG2 1.26 3.93 | 1.65 5.87 8.80 33.6 —-143 | - —
ruido 10 | Tradicional

MPG2 7.98 18.2 | 2.99 134 12.3 46.5 —-14.7 | — —

MPISG2 3.45 8.78 | 3.91 144 16.4 49.4 —142 | - —

Tabla 4.3: Resultados obtenidos por cada método al aplicarse sobre el suavizado de una imagen con contorno
circular con ruido 0 (parte superior de la tabla), 5 (parte central) y 10 (parte inferior). MPG2: método propuesto
original de grado 2. MPISG2: método propuesto para imdgenes suavizadas de grado 2. NC: no lo calcula

a cada pixel se le sumard un valor aleatorio tomado de una distribucién normal, de media nula y desviacién o.
De esta forma, el pardmetro ¢ mide en cierta manera la magnitud del ruido que se le anade a la sefial.

En las filas restantes de la tabla 4.2 se muestran los resultados de aplicar los tres métodos, primero a la
imagen original a la que se le ha afiadido un ruido de magnitud 5, y luego con magnitud 10. Ambas fueron
posteriormente suavizadas también con una méscara de radio 1, antes de aplicarles los métodos. En las filas
central e inferior de la figura 4.17 se muestra (de izquierda a derecha) la imagen con ruido, la suavizada, y el
resultado de aplicar los métodos propuesto anterior y actual respectivamente a esta tltima imagen.

Puede verse cémo cuando el ruido no es demasiado grande, el método actual produce valores més suavizados
que el método previo. Sin embargo, cuando el ruido empieza a ser excesivo, ya el error en ambos métodos
empieza a ser muy alto. En el capftulo siguiente abordaremos el problema de localizar los contornos cuando el
ruido sea demasiado fuerte.

4.7.2 Contorno ideal circular

Hagamos lo mismo con una imagen ideal en la que aparece un circulo de radio 15 pixels, con un salto de intensidad
de 100 unidades. Primero suavizamos con una méscara de radio 1 y luego aplicamos los tres métodos anteriores.
El resultado se observa en las tres primeras filas de la tabla 4.3. En la fila superior de la figura 4.18 podemos
ver, de izquierda a derecha, la imagen original, la imagen suavizada, el resultado de aplicar nuestro método
cuadrdtico previo (MPG2) a la imagen suavizada, y el resultado de aplicar el método cuadrético propuesto
actual (MPISG2) a dicha imagen. ‘

De nuevo vemos que nuestro método previo sigue funcionando mejor que el método tradicional en la imagen
suavizada, aunque comete algunos errores debido a la difuminacién del contorno producida por el suavizado.
Sin embargo, el método propuesto actual obtiene con més exactitud los pardmetros de la circunferencia en cada
pixel borde. Sin embargo, siendo rigurosos, hay que notar que existen pequefios errores en la direccién y en la
posicién. Esto es debido a que, al tomar més pixels en consideracién de la imagen original que con el método

propuesto previo!, las diferencias entre un arco de pardbola y un arco de circunferencia son mayores. En el

capitulo siguiente corregiremos también este problema.

En las filas restantes de la tabla 4.3 se muestran los resultados de aplicar los tres métodos, primero a la
imagen original a la que se le ha afiadido un ruido de magnitud 5, y luego con magnitud 10. Ambas fueron
posteriormente suavizadas también con una méscara de radio 1, antes de aplicarles los métodos. En las filas

L Aunque sélo tomamos 3 columnas en la imagen suavizada, indirectamente estamos usando 5 columnas de la imagen original.
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4.7. EJEMPLOS 145

Figura 4.18: De izquierda a derecha: imagen ideal con contorno circular sin ruido (fila superior), con ruido 5
(fila central) y con ruido 10 (fila inferior). Imagen suavizada. Método propuesto previo aplicado a la imagen
suavizada. Método propuesto actual aplicado a la imagen suavizada
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146 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

central e inferior de la figura 4.18 se muestra (de izquierda a derecha) la imagen con ruido, la suavizada, y el
resultado de aplicar los métodos propuesto anterior y actual respectivamente a esta tultima imagen. Volvemos
a ver que cuando el ruido no es demasiado grande, el método actual produce valores mds homogéneos que el
método previo, pero a medida que el ruido crece el error en ambos métodos se dispara.

4.7.3 Contornos reales

Probemos ahora con las imdgenes reales utilizadas en capitulos anteriores. Comenzando con la imagen de la
diana, hemos aplicado un suavizado y posteriormente hemos aplicado el tltimo método propuesto. Si rehiciése-
mos las tablas 2.4 y 2.6, veriamos que los resultados numéricos son similares que con los métodos anteriores,
incluso ligeramente peores.

Esto podria parecer una contradiccién. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el proceso de suavizado ha
mezclado la informacién de la senial original con el ruido producido en la adquisicién, con lo cual la recuperacion
de la senal original exacta es muy dificil. Sin embargo, visualmente los valores obtenidos con el nuevo método
propuesto después de suavizar son bastante mas homogéneos entre si, produciendo una linea de contorno més
suave entre pixels contiguos que con los métodos anteriores.

Esto puede verse en la figura 4.19 donde se muestra, de izquierda a derecha, nuestro método previo aplicado
a la imagen original y a la suavizada, y por tltimo nuestro método final aplicado a la imagen suavizada. Es en
esta iltima columna donde se obtienen los mejores resultados.

Figura 4.19: De izquierda a derecha: Método propuesto inicial sobre la imagen original. Método propuesto
inicial sobre la imagen suavizada. Método propuesto ultimo sobre la imagen suavizada.

Con la imagen del Popeye ocurre exactamente lo mismo. El resultado ahora es bastante mds homdégeneo
que con los métodos anteriores, como puede verse en la columna derecha de la figura 4.20.
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4.8 Resultado de aplicar el método a contornos que estén desenfo-
cados

En el modelo de adquisicién que propusimos en la seccién 1.2 usdbamos la suposicién de que cada punto del
espacio tridimensional que se queria fotografiar se proyectaba sobre un tnico punto del plano de proyeccién. Es
lo que se suele llamar una cdmara de tipo pin-hole. En este tipo de cdmaras, todos los objetos aparecen
enfocados, es decir, todos los contornos de la imagen aparecen igual de nitidos, independientemente de la lejania
del objeto con respecto a la posicién de la cdmara.

Para generalizar un poco més el modelo, con la intencién de acercarmos mds a la realidad, podemos usar el
modelo de lente delgada, en el cual la 6ptica es modelada como una tnica lente que concentra en un punto
todos los rayos de luz procedentes de un determinado punto del espacio [JAH95]. En la figura 4.21 se muestra
el proceso de formacién de la imagen con este modelo.

Figura 4.21: Proceso de formacién de la imagen con el modelo de lente delgada. El punto P estd enfocado
sélamente cuando el plano imagen estd a distancia d azul.

En dicha figura podemos ver cémo los rayos de luz procedentes de un punto P del espacio son desviados por
la lente para concentrarse en un solo punto P’ en el interior de la cdmara. Cuando la distancia d entre la lente y
el plano imagen coincide con la distancia a la que se encuentra P’, el punto P es proyectado en un tinico punto
sobre el plano imagen, y se dice que estd enfocado. Pero si la distancia al plano imagen es diferente, el punto
no se proyecta en un tnico punto P’, sino en un drea llamada circulo de confusién, y es lo que produce el
desenfoque del punto.

Con este nuevo modelo, la imagen de un contorno puede ser bastante diferente a la que estdbamos usando.
Cojamos un contorno vertical, como el de la figura 4.22, que separa dos niveles de intensidad, A y B a ambos
lados. Con el modelo pin-hole, cada punto del espacio es proyectado en un unico punto del plano imagen. Se
produce por tanto una discontinuidad en la sefial f(z,y) recibida en el sensor. Posteriormente la discretizacién
produce una sefial F(x;,y;) con una unica columna con intensidad intermedia entre A y B.

Por el contrario, con el modelo de lente delgada, cada punto del espacio se proyecta en una zona circular
sobre el plano imagen, con lo cual cada punto (z,y) de la imagen recibe intensidad de una zona equivalente en
el espacio. Esto provoca una difuminacién en la senal, produciendo una senal discretizada con varias columnas
de intensidad intermedia entre A y B. En el anexo B se ha obtenido la expresién para f(z) segin este modelo,
tomando un caso unidimensional. Esta expresion es la siguiente

B r<t—R
fl@)=4 4B - 4B (arcsinu+uyT—u?) t—-R<az<t+R
A r>t+ R
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f(x,y)

f(x)

F(x) 11111]]][ rtrT”lH

Figura 4.22: Formacién de la imagen con el modelo de pin-hole (columna izquierda) y con el modelo de lente
delgada (columna derecha). De arriba a abajo: Contorno vertical en el espacio. Intensidad que llega a la
camara, f(z,y). La misma vista en una sola fila de la imagen. Imagen discretizada.

donde

donde ¢t representa la posicién exacta del contorno y R indica el radio del circulo de confusién.

Con este modelo ya podemos dar explicacién a una imagen en donde exista un cierto desenfoque en algunos
de los contornos. En la figura 4.23 se muestra una fotografia en donde puede apreciarse como la zona de los
contornos aparece desenfocada.

Ahora un contorno ya no es una discontinuidad entre dos niveles de intensidad, A y B, sino una franja
paralela al contorno, de 2R unidades de grosor, en donde la intensidad cambia progresivamente de A a B. Si
el radio del circulo de confusién, R, es relativamente pequeno, los métodos propuestos en este trabajo
siguen siendo validos, siempre y cuando ocurra que la totalidad de la franja cruce de izquierda a derecha (en
los bordes de pendiente menor que 1) la ventana sobre la que centraba cada pixel para obtener los pardmetros
del contorno, como se muestra en la figura 4.24.

La explicacién es sencilla. Como todos los métodos parten de la idea de que la suma de los pixels de una
columna es proporcional al drea de la columna bajo la recta, esto se sigue cumpliendo cuando la franja cruza la
columna de izquierda a derecha en su totalidad. Es decir, el método funcionaria en la figura b) pero no en la
¢), ya que

Sa:Sb#Sc

En la figura 4.25 se muestran varias zonas ampliadas de la imagen de la figura 4.23 donde se han utilizado
los dos métodos propuestos (original y gaussiano). También se ha suavizado la imagen con una méscara 3x3 y
se han vuelto a aplicar ambos métodos. Vemos que de los cuatro casos diferentes, el método gaussiano sobre la
imagen suavizada es el que mejor resultado visual da.
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150 CAPITULO 4. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Figura 4.23: Contornos desenfocados

Figura 4.24: a) Contorno con el modelo pin-hole. by ¢) Contornos con el modelo de lente delgada. S, = S, # S.

4.9 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de encontrar en imdgenes ideales sintéticas, previamente convolucionadas
con una mdscara de suavizado de radio 1, la orientacién, curvatura y localizacién sub-pixel de un contorno de
segundo grado de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido a ambos lados del borde. Posteri-
ormente, y a partir de dicho esquema, hemos desarrollado un método para localizar los contornos en imégenes
reales, cuyo funcionamiento es bastante bueno aunque la imagen tenga algo de ruido, e incluso aunque los
contornos estén ligeramente desenfocados, como se ha visto en las pruebas realizadas.

Sin embargo, cuando el ruido es demasiado alto (mayor que el empleado en la figura 4.18), el obtener los
contornos con precisién se hace méds delicado, ya que un suavizado mds fuerte provocaria una difuminacién
demasiado alta. En el préximo capitulo se desarrollard un esquema iterativo que ird realzando los contornos y
eliminando ruido de forma simultdnea.
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inicial y final sobre la imagen original. Idem sobre la

De izquierda a derecha: Métodos propuestos

CONCLUSIONES

4.9.
Figura 4.25

imagen suavizada.



Capitulo 5

Restauracién basica de imagenes

- Atn suavizando la imagen, si el ruido es muy grande,
la precision es bastante mala.

- Pues habria que tratar de mejorar la calided de la im-
agen entonces, al estilo de los métodos de restauracidn.
- Pero necesitartamos uno que se ajustara a nuestras
hipdtesis......

FEBRERO 2002

Ya hemos visto que la adquisicién, digitalizacién y manipulacién de imdgenes introduce un cierto nimero
de perturbaciones en la imagen original que dificultan en muchas ocasiones su correcta interpretacién. Es lo
que se conoce como ruido en la imagen. Cuando la magnitud de la perturbacién no es excesiva, el método
desarrollado en el capitulo previo es una buena herramienta para solventar el problema. Pero cuando el ruido
es grande, hay que buscar otros métodos.

En estos casos, lo usual es definir un proceso iterativo que vaya modificando gradualmente la imagen, tratando
de eliminar ruido en cada iteracién, de forma que al final del proceso obtengamos una imagen mds limpia que
la original. Es lo que se conoce como realzado o restauraciéon de imédgenes. Finalmente, los pardmetros del
contorno se evalian sobre la imagen restaurada.

En el capitulo anterior vimos que convolucionar con una gaussiana disminufa el ruido presente en la imagen.
Por tanto, un proceso iterativo sencillo que podria definirse seria ir aplicando gaussianas sucesivamente a la
imagen, hasta que el ruido desaparezca por completo. El problema de este esquema es que, junto con el ruido,
se irfan perdiendo también todos los contornos, bien porque se irfan difuminando, bien porque se fusionarian
con otros contornos cercanos. En la figura 5.1 puede verse la evolucién que tendria un proceso iterativo de este
tipo sobre una imagen. Si continudsemos este proceso indefinidamente, obtendriamos una imagen con una tinica
intensidad, igual a la intensidad media de toda la imagen original.

En el presente capitulo comenzaremos viendo algunos de los procesos que suelen usarse para restaurar la
imagen, y a continuacién expondremos dos métodos nuevos (uno bésico y otro optimizado) a partir del esquema
desarrollado en el capftulo anterior, primero de grado uno y luego de grado dos, y luego someteremos ambos
esquemas a pruebas con imédgenes sintéticas y reales.
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154 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Figura 5.1: Proceso iterativo de convolucionar la imagen con maéscaras de suavizado de radio 1. Numero de
iteraciones (de izquierda a derecha): 0, 20, 100 y 1000.

5.1 Técnicas tradicionales de restauracién de imdagenes

Una de las maneras mas extendidas de abordar el problema de la restauracién de imagenes consiste en buscar
la imagen restaurada como el minimo de un cierto funcional de energia. Es lo que se conoce como formu-
lacién variacional del problema [ROM94, SAP01, AUB02|, cuyos principios bésicos trataremos de describir a

continuacion.

5.1.1 Formulacién variacional del problema

Comencemos primero por el caso continuo. Vamos a denotar por fp la imagen inicial con ruido de la que
partimos, y por f la imagen restaurada. En el funcional de energia que vamos a considerar aparecen dos tipos
de términos: un primer término, denominado término de atraccion, fuerza a que f se parezca a fy, y es de la

|-

donde  es el dominio donde estd definida la imagen. El segundo término, denominado término de regu-
larizacién, fuerza a que f no posea fuertes discontinuidades. Existen diferentes formas de expresar este hecho.
La m4s sencilla consiste en considerar el cuadrado del médulo del vector gradiente de f, es decir, el funcional

siguiente:
L s
Q

La energia que se va a minimizar es un balance entre estos dos términos, es decir:

E(f) = /ﬂ (f = fo)? +1 L V£

donde t > 0 es un pardmetro que determina el balance entre los dos términos. Vamos a denotar por f;
al minimo del funcional Ey(f), es decir Ei(f;) < Ey(f) para cualquier imagen f. El pardmetro ¢ representa
un factor de escala. Asi, cuando t = 0, el minimo de E:(f) es obviamente f; = fo. Cuanto mayor sea t, mas
regularizada estard la imagen f;. De hecho, cuando ¢ tiende hacia infinito, f; tiende hacia un valor constante
dado por el valor medio de fy en el dominio €2, es decir

. 1
tlggoftzlﬁl-/gfo

forma
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5.1. TECNICAS TRADICIONALES DE RESTAURACION DE IMAGENES 155

Ecuaciones de Euler-Lagrange Buscar exhaustivamente el minimo del funcional E;(f) evaluindolo para
todas las funciones posibles f es una tarea muy costosa computacionalmente, pues el nimero de funciones posi-
bles f es gigantesco. Afortunadamente existe una técnica de blisqueda de minimos mucho més eficiente, basada
en las denominadas ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange asociadas a la energia E;(f), que explicaremos

a continuacién.
Dada una imagen cualquiera f, vamos a considerar la funcién

60N = Eo(fy + M) = L (o + M — fo? +t A IV f + AV S

Puesto que f; es minimo de E;(f), la funcién ¢()\) tendrd un minimo en A = 0, y por tanto su parcial con
respecto a A serd nula en A =0, esto es

a
RO=2 [ (=g f+2 [ Vivi=o0
Aplicando el teorema de la divergencia se puede transformar la expresién anterior en la siguiente:
0 ,
30 =2 [ (f = fo) — v (V1) £ =0
o\ Q
Por tanto, como esta igualdad se verifica para cualquier funcién f, debe cumplirse que

(fi — fo) —tdiv (Vfi) = 0 (5.1)

que es una ecuacidn en derivadas parciales denominada ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional
E,(f). La solucién de dicha ecuacién nos dard la funcién restaurada f; que buscamos.

Andlisis numérico Para poder implementar la técnica anterior sobre una imagen digitalizada f y encontrar
la imagen restaurada f; es preciso discretizar la ecuacién de Euler-Lagrange anterior y calcular su solucién f;
en cada pixel. Para ello hay que discretizar el operador laplaciano

Afy =div (Vf)

Existen muchas formas de hacerlo. Una forma sencilla consiste en convolucionar la imagen con la méscara

L1 1
— |1 -8 1
2

S T

Es decir, para cada pixel (i, j), su laplaciano es igual a

L (1 11
ARG =g5| 1 -8 1 |«F(j)
1 1 1

donde h representa el tamanio del pixel. Por lo tanto, la ecuacion de Euler-Lagrange evaluada en cada pixel
(2,7) nos da la relacién
Fi(i,5) — Fo(d,5) —tAF(i,j) =0
lo que genera un sistema lineal de ecuaciones donde las incégnitas son F(i, 7). Para resolver este sistema,
el método més sencillo es Gauss-Seidel, donde se aproxima iterativamente la solucién inicializando Fy(i,j) =
Fy(i,7), y haciendo iteraciones de la forma

Fy(i,5) = Fo(3,5) + tAF(3,5) (5.2)

hasta la convergencia de F (s, 7).
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156 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

5.1.2 Evitar la difusién de los contornos

El caso anterior de funcional elegido E;(f) es el ms sencillo, ya que tiene la ventaja de que el operador diferencial
que sale en la ecuacién de Euler-Lagrange es el laplaciano, y por tanto lineal. Pero tiene un inconveniente
importante, y es que la restauracién realizada no respeta las discontinuidades de los bordes de los objetos,
produciendo un difuminado desagradable visualmente.

De hecho, es facil demostrar cémo el esquermna 5.2 es equivalente a realizar el siguiente proceso iterativo:

. 1 . 3t —=———
Fn-l-l(zaj):mFO(Z’J)+mFH(ZaJ)

donde F, (i, j) representa el pixel (4, ) en la imagen de la iteracién n, ¢ es el pardmetro de escala, y F, (i, 5)
es el valor promedio de una vecindad 3 x 3 centrada en el pixel (¢, 7). Es decir, en cada iteracién, cada pixel
se actualiza a un valor intermedio entre el valor inicial y el valor promedio de su vecindad. Cuanto mayor sea
el valor de t, mayor sera la difusién en todos los pixels, y el proceso se asemejard a un simple suavizado. Este
proceso se conoce como difusién isotrépica.

Para evitar estd difusién en toda la imagen, se utiliza un término de regularizacién que tienda a uniformizar
la imagen en las zonas homogéneas, y deje intactos los bordes bien definidos. Eso se consigue utilizando una
energia del tipo

E(f) = /Q (f = fo)? +1 /Q o (V1) (5.3)

y adaptando convenientemente la funcién ®. Este proceso se conoce como difusién anisotrépica, ya que
la difusién no es igual en todos los pixels [WEI98].
Utilizando el mismo razonamiento que en la seccién anterior podemos deducir que la ecuacién de Euler-

Lagrange asociada al funcional es

. \Y%
25— o)~ o (% (191D i) =0 (5.4
V£l
Para cada funcién & obtendremos un esquema discretizado diferente, el cual dard lugar a un sistema de
ecuaciones no lineales que habra que resolver con algin método numérico adecuado.

Formulacién de Perona-Malik La primera formulacién elegante de difusién anisotrépica fue introducida
por Perona y Malik [PER90], y desde entonces ha habido una cantidad considerable de investigacién tanto
tedrica como préctica de este método de restauracién: propiedades matemdticas de este tipo de difusién
[CAT92, ALV93, YOU96], implementaciones eficientes [COT93, ACT94], funciones de difusién para aplicaciones
especificas [WHI93, STE94, WEI94a, relaciones entre la difusién anisotrépica y otros métodos de anélisis de
imdgenes [GEI91, SNY95], etc.

Dos de las funciones ® propuestas por Perona y Malik son las siguientes:
®(s) ' (s)/s
k2/2 Q_ e—sz/kz) o2 /k?
k?/2log (14 s°/k*) | k*/ (k* + &°

donde k es un pardmetro que indica a partir de qué nivel de gradiente consideramos que una zona es
homogénea o pertenece al borde de un objeto. Como puede apreciarse en la ecuacién 5.4, la expresién @’ (s) /s
es la que tiene interés, ya que es la que estd pesando al vector gradiente dentro de la divergencia. En la ecuacién
original 5.1, dicho peso es 1, lo cual implica que @ (s) = s?/2. En la figura 5.2 pueden verse las gréficas de las
dos funciones propuestas. Ambas son decrecientes, estando cercanas a uno cuando el gradiente es bajo (zonas
homogéneas) y anuléndose para valores més altos del gradiente (bordes).
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Figura 5.2: Funciones propuestas por Perona-Malik para @' (s) /s, tomando k = 1: e=s’ /¥ (color rojo) y
k?/ (k* 4 s?) (color azul)

Con este nuevo esquema no sélo se consigue respetar los bordes de la imagen, sino que incluso se ven realzados
ligeramente. Para explicar este hecho, hay que observar lo siguiente. Definamos la funcién H como

9'(s)
H(s) = —
donde s = ||V f]|, con lo cual la ecuacién 5.4 puede reescribirse como
2(ft — fo) —tdiv(HVf) =0 (5.5)
El término de divergencia que aparece en esta ecuaciéon puede expresarse como

div (HV f,) = (H + sH') fy + H fee (5.6)

donde f,, ¥ fee son las segundas derivadas en las direcciones paralela y normal del gradiente respectivamente’
(los detalles de la demostracién pueden verse en [WEI98]).

Una forma de implementar numéricamente este esquema es mediante el método de descenso por gradiente.
Ya que la ecuacién 5.4 puede verse como la derivada del funcional de energia expuesto en la ecuacién 5.3, el
esquema iterativo siguiente nos irfa acercando a una solucién:

Fot1. = F,—p(2F,—2Fy—t(H+ sH')Fy, —tHFg) = (5.7)
(1 —2p)F,, +2pFy + pt (H + sH') Fyy + ptHFee

donde p controla la velocidad del descenso. Esto significa que, en cada iteracion, el valor de cada pixel es una
suma ponderada de cuatro términos: el valor actual del pixel F,, el valor original Fy, y las segundas derivadas
en las direcciones paralela y normal al gradiente en dicho pixel, F}), y Fg¢. Estos dos tltimos términos son los
que producen una regularizacién en dichas direcciones, ya que el valor de la segunda derivada es proporcional
a la diferencia entre el valor del punto y el de un entorno de dicho punto a lo largo de esa direccién.

Si tomamos por ejemplo la primera de las funciones propuestas por Perona-Malik, tenemos que

H = /¥ (5.8)

2
H4 7 = (1—23-)H
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0.757
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Figura 5.3: Funcién propuesta por Perona-Malik: H = e=s’ /K (color negro) y H + sH' (color rojo), tomando
k =100

cuya gréficas se muestran en la figura 5.3.

Puede observarse como para valores bajos de gradiente, la difusién es alta en las dos direcciones, con lo
cual se realiza una difusién parecida en ambas, lo que es similar al modelo lineal inicial, donde se utilizaba el
laplaciano, ya que se cumple que

Af:fxz+fyy:f777]+f55 (59)

Sin embargo, para valores de gradiente mads altos, la difusién en la direccién del borde (normal al gradiente) es
mads alta que en la direccién normal, llegando a ser negativo el término de difusién en la direccién del gradiente,
lo que provoca el efecto de realce que comentdbamos anteriormente.

Este efecto puede apreciarse mejor en la figura 5.4. Se ha escogido un circulo claro sobre fondo oscuro al
cual se le ha anadido ruido, y se ha aplicado la formulacién anterior, usando tres funciones H distintas. Hay que
mencionar que inicialmente se ha suavizado la imagen con una gaussiana muy pequena. El motivo del suavizado
previo es para que la informacién de las derivadas esté un poco regularizada al inicio del proceso.

Fig}zlra) 5.4: De izquierda a derecha: circulo de radio 100 con ruido anadido. Proceso tomando H = 2, H =
e s /K v H = B (kz + 32) . En todos los casos se ha tomado t =10 y k = 15.

Se observa que tomando H = 2 estariamos en el caso inicial, donde la difusién se produce por igual en todas
las direcciones debido al laplaciano, por lo que los bordes aparecen totalmente difuminados. Sin embargo, para
las funciones propuestas por Perona-Malik, la difusién en los bordes es mucho més pequena.

L Expresado de otra forma, fom ¥ fee son las segundas derivadas en las direcciones normal y paralela al contorno respectivamente.
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5.1. TECNICAS TRADICIONALES DE RESTAURACION DE IMAGENES 159

Otras variaciones Como ya se ha comentado antes, la formulacién de Perona-Malik fue sélo el comienzo de
multitud de trabajos posteriores. Por resefiar algunos de ellas, Alvarez y otros [ALV92] propusieron modificar
ligeramente la ecuacién 5.1, la cual puede reescribirse también como

(fe = fo) — tdiv (Vi) = (fe = fo) =t (fam + fee) = 0

y eliminar el término f,, (paralelo al gradiente) de la expresién. Con ello controlaban que sélo hubiera
difusién a lo largo de la linea del contorno, o més exactamente, a lo largo de las curvas de nivel de la funcién
f. De esta forma no se mezclan las intensidades presentes a cada lado del borde.

Otra alternativa es el trabajo de Weickert [WEI94b], que cambia la funcién escalar H(s) de la ecuacién 5.5
por un tensor de difusién D, consistente en una matriz simétrica definida positiva. Este tensor produce que el
flujo de la difusién no se produzca en la direccién del gradiente. Asi, en lugar de minimizar la magnitud de la
difusién en los bordes donde la norma del gradiente es alta (al ser H escalar sélo se modificaba la magnitud
de la difusién, pero no su direccién), se altera también la direccién para realizar la difusién en la direccion del
borde.

5.1.3 Problemas de la formulacién

Con este tipo de esquemas se han conseguido muy buenos resultados en cuanto a la calidad visual de las imégenes
restauradas. Sin embargo, nuestro estudio se centra en la exactitud de los pardmetros del contorno sobre la
imagen restaurada, y en este aspecto cabe resenar varios detalles.

En primer lugar, en el esquema de la ecuacién (5.7) aparecen dos derivadas direccionales, en las direcciones
paralela y normal al gradiente en cada pixel. Ya hemos visto en capitulos anteriores que el cémputo de la
direccion del gradiente en un pixel a partir de méscaras centradas en dicho pixel no es un proceso exacto,
con lo cual, la direccién obtenida para cada pixel no serd del todo correcta. M4és atn, calcular una derivada
de cualquier orden en una direccién diferente a los ejes principales también producird un error, ya que sélo
disponemos de valores discretos en una malla rectangular orientada en las direcciones z e y.

Por otro lado, el desarrollo matemsdtico parte de que la imagen inicial f es continua y derivable en todo su
dominio, lo que contradice nuestra hipétesis de trabajo. Ademds, al realizar la discretizacién de las expresiones
se presupone que el valor de cada pixel indica el valor puntual de la funcién en ese punto, es decir

F(xiayj) = f(mlay])

donde F(z;,y;) es el pixel de coordenadas enteras (i,7), y f(z;,y;) indica el valor de la funcién en dicho
punto. Sin embargo, con nuestra segunda hipétesis, esto no es asi, ya que partimos de que

1 yj+h/2 zi+h/2
h2
yi—h/2 Jx;—h/2
Esto significa que, como para estimar el valor de la derivada en un punto se est4 usando la expresién

0 . NF(xi+h,yj)—F(1:i~h,yj)
g @is) = oh

el error de esta aproximacion serd ligeramente mayor de lo previsto, si damos por cierta nuestra hipétesis.

Finalmente hay que resefiar que el valor de k en las funciones ® (s) es vital para el resultado del proceso.
Como puede apreciarse en la figura 5.3, interesa que k esté cercano al valor de la magnitud del gradiente que
existe en los contornos que queremos resaltar. Por ejemplo, en dicha figura se ha tomado un valor & = 100.
Por lo tanto, aquellos contornos con gradiente cercano a ese valor son los que mejor se restaurardn, ya que se
difumina un poco en la direccién del contorno (H > 0), y se realza en la direccién normal (H + sH’ < 0). Sin
embargo, en contornos con gradiente menor, éstos tenderan a difuminarse en todas direcciones (H ~ H + sH'),
y en contornos con gradiente muy alto, apenas habra difusién (H ~ 0).
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160 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

5.2 Meétodo propuesto de restauracion lineal

La idea principal subyacente en los métodos anteriores es siempre la misma: suavizar en aquellos pixels donde
no existe contorno, y tratar de respetar los pixels en donde si existe, bien realzando en la direccién normal al
contorno, o bien suavizando a lo largo de la linea de éste. Nosotros proponemos un esquema que comparta esta
idea, aprovechando los métodos propuestos en el capitulo anterior, de la forma que se muestra a continuacién.

5.2.1 Algoritmo bdsico

Sea Fj la imagen original (figura 5.5a), a la cual le aplicamos una mdscara de suavizado H; para obtener la
imagen suavizada G (figura 5.5b). A esta nueva imagen le podemos aplicar nuestro algoritmo lineal para
imdgenes suavizadas (ver seccién 4.6). Dicho algoritmo nos devolverd informacién sobre los pixels en que existe
un contorno (figura 5.5¢), asf como sus pardmetros intrapixel (posicién, orientacién y salto de intensidad). Con
esta informacién, podria generarse una nueva imagen, Fj, tal que en las zonas alejadas de los pixels pertenecientes
a un borde, mantengan el valor de la imagen suavizada, Gy, y en las zonas cercanas a los pixels borde, asignarles
un valor calculado a partir de los pardmetros obtenidos por el método para dicho pixel.

La forma para calcular estos valores se basa en la idea siguiente: sea el pixel (4,7) un pixel etiquetado por
nuestro método como pixel borde. Esto significa que, a partir de los valores de una ventana 9x3 centrada en
dicho pixel?, nuestro método ha deducido que por él atraviesa una recta y = a + bz, dejando las intensidades
Ay B a cada lado de la recta. Por lo tanto, podria generarse una imagen sintética con las mismas dimensiones
(9x3) a partir de los pardmetros estimados por nuestro método. Esta idea puede verse en la figura 5.5d.

N

1 ‘ Posicién ‘
Orientacién

Intensidades

e

Figura 5.5: Método iterativo propuesto: a) Imagen original. b) Imagen suavizada. c) Pixels borde detectados
por nuestro método. d) A partir de los pardmetros detectados en cada pixel se genera una imagen sintética 9x3.
e) Las ventanas sintéticas generadas en cada pixel borde se combinan para formar la imagen restaurada

2 B . . <
“Una ventana 9x3 era la usada por nuestro método para los casos en que la pendiente esta entre -1 y 1. Para los otros casos, la
ventana seria 3x9
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5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 161

Para calcular la intensidad de cada uno de los 27 pixels de esa ventana, simplemente aplicamos nuestra
hipétesis de partida pero a la inversa. Es decir, dado un pixel centrado en el punto {xx,yx), dada una recta
y = a + bz, y dado dos valores de intensidad a cada lado del borde, A por debajo y B por encima, se calcula
el drea relativa interior al pixel bajo la recta, S, tal que 0 < .§ < 1, y se deduce la intensidad que tendrd,
I=54A4+(1-5)B.

Aplicando este esquema, en el caso en que la imagen original fuera ideal, obtendriamos una pequefia imagen
sintética que coincidiria exactamente con la original. Pero si la imagen original tuviese algo de ruido, es entonces
cuando mayor interés habria, ya que la pequefia imagen sintética generada seguirfa dando como resultado los
mismos pardmetros para el contorno que la original, pero tendria una calidad visual superior.

Repitiendo esto para cada uno de los pixels borde, ocurrird que a lo largo de un contorno, se iran generando
diferentes subimédgenes con solapes entre ellas. Por ejemplo, en la figura 5.5e, el pixel borde que aparece en el
centro de la figura (remarcado en color verde) producird una subimagen cuya columna derecha solapard con la
columna central de la ventana generada para el pixel borde remarcado en violeta, y a su vez coincidird con la
columna izquierda de la ventana generada para el pixel borde remarcado en marrén. Para combinar toda la
informacién y producir una dnica imagen F; proponemos el siguiente esquema:

Se crean dos imdgenes de la misma resolucién que la imagen original. Una de ellas es una imagen de
contadores, C, donde el valor de cada pixel indica el nimero de ventanas que han sido generadas y en las que
dicho pixel estaba incluido. La segunda imagen es una una imagen de intensidades, I, donde el valor de cada
pixel indica la suma acumulada de las intensidades que se han ido calculando para cada pixel. Asi, cuando
hayamos procesado todos los pixels borde y generado todas las subimagenes necesarias, los pixels donde C' =0
indicardn que estdn lejos de cualquier borde, y por lo tanto tendrén el mismo valor que en la imagen suavizada
G. Por el contrario, los pixels donde C' > 0 indicardn que estan incluidos en una o mds ventanas sintéticas, y
por tanto su color serd el cociente I/C. El pseudo-cédigo para este esquema es el siguiente, creado a partir de
la funcién ContornosSuavizados de la pdgina 142:

Funcion RealzarImagen (F0, F1, delta)

Crear una imagen de contadores C e inicializarla a O
Crear una imagen de intensidades I e inicializarla a O
Suavizar F con una mascara Hl para obtener la imagen G
Calcular las parciales Gx, Gy

Para todos los pixels (i,j) de la imagen G
Si Gx(i,j)*Gx(i,3) + Gy(i,j)*Gy(i,j) < delta * delta Continuar
Si |Gy(i,j)! > 1Gx(i,j)| Entonces
Si |Gy(i,j)| no es maximo en su columna Continuar
ActualizarImagenes (C, I, i, j, vertical)
Si No
Si |Fx(i,j)| no es maximo en su fila Continuar
ActualizarImagenes (C, I, i, j, horizontal)
Fin Si
Fin Para

Crear una imagen F1 = G
Para todos los pixels (i,j) de la imagen G

Si C(i,j) > O Entonces F1(i,j) = I(i,j) / C(i,J)
Fin Para

Funcion ActualizarImagenes (C, I, i, j, orientacion)
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162 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Segun orientacion vertical / horizontal:
Calcular parametros del contorno segun Lema 4.5 / 4.6
Para todos los pixels (m,n) pertenecientes a una ventanita (vert/hori) centrada en (i,j)
Intensidad = Calcular intensidad del pixel (m,n) a partir
de los parametros calculados para (i,j)
I(m,n) += Intensidad
C(m,n) ++
Fin Para

El algoritmo anterior parte de una imagen original Fy y produce una nueva imagen F; donde las zonas en
las que no hay borde estén suavizadas, y en las zonas cercanas a bordes, éstos aparecen mds nitidos. La imagen
F, tiene por tanto una calidad mayor, por lo cual le podriamos aplicar nuestro método para el célculo de los
pardmetros y obtendriamos resultados mas regulares. Esto puede verse en la figura 5.6.

d)

Figura 5.6: a) Contornos calculados sobre una rampa ideal, Fp, y sobre el resultado del algoritmo, Fy. b,c,d)
igual pero a Fy se le anadido ruido de magnitud 10, 20 y 30 respectivamente.

Un resultado muy importante es que cuando la imagen original es una rampa ideal (figura 5.6a), el método
no altera la imagen, produciendo una imagen idéntica a la original. Esto no ocurre en ninguno de los métodos
comentados en la seccién anterior, ya que siempre se produce un pequeno difuminado al trabajar con los valores
discretos de la imagen, que modifica los valores originales de los pixels. Discutiremos este resultado en una
seccion posterior.

En el caso en que el ruido presente en Fy fuera muy grande (figura 5.6d), entonces F}, ain siendo mejor que
Fpy, podria seguir teniendo bastante distorsién. En ese caso, podemos volver a aplicar el algoritmo a F para
obtener una nueva imagen Fb, y asi sucesivamente para obtener Fj,, imagen en la cual el cdlculo de los contornos
deberia producir resultados mucho mejores que en la original. En la figura 5.7 se muestran resultados de varias
iteraciones con imédgenes de ruido mayor.
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5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 163

Figura 5.7: Rampa ideal con ruido. De arriba a abajo, la magnitud de ruido es 50 y 100. De izquierda a derecha,
el niimero de iteraciones son 0, 10 20 y 50.

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién
Iteraciones | Media | Max. | Media | Max. Media | Max.
1000 0.81 1.41 | 1.10 3.32 22.2 41.3
2000 0.35 0.56 | 0.80 2.25 21.8 40.1
3000 0.14 0.23 | 0.67 1.75 21.7 40.5
4000 0.06 0.09 | 0.60 1.80 214 40.2
5000 0.02 0.04 | 0.55 1.82 21.1 39.7

Tabla 5.1: Resultados obtenidos por el método iterativo al aplicarlo a una rampa ideal con ruido 30

5.2.2 Aceleracion de las iteraciones

Cuando se realiza un proceso iterativo sobre una imagen, es importante definir qué hacer en los margenes (filas
y columnas primera y ultima), ya que para los pixels de estas zonas no existe el mismo nimero de pixels vecinos
que en el interior de la imagen, lo que impediria realizar los cédlculos. Por ejemplo, colocar una ventana 9x3
centrada en un pixel de la primera columna de la imagen no tendria sentido, ya que dicha ventana no tendria
columna izquierda. M4ds adelante defininiremos qué hacer, pero por ahora, aplicaremos el algoritmo sélamente
en el interior de la imagen, dejando intacto los valores de los mérgenes.

Vamos a medir el error cometido en los tres pardmetros del contorno (intensidad, posicién y orientacién sub-
pixel) en cada iteracién, y veremos cémo se van reduciendo a medida que aumentan las iteraciones. Tomemos
como imagen inicial una imagen ideal con una rampa de 30 grados, con intensidad 100 sobre el borde y 200 por
debajo, a la que le hemos anadido un ruido de magnitud 30 (sélo en el interior, respetando los margenes) (figura
5.6d). En la tabla 5.1 se muestra el error medio y méximo cometido en cada pardmetro tras varias iteraciones.

Vemos que el error tiende a descender conforme avanzan las iteraciones, aunque el que mide la posicién sub-
pixel es el que més lento desciende. Después de 5000 iteraciones el error medio sigue siendo superior al 20% del
tamano del pixel. Para poder ver mejor c6mo se van compensando los errores a lo largo del contorno podemos
representar como abcisa de una gréfica el error de desplazamiento cometido en cada pixel del contorno tras
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164 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

varjas iteraciones (figura 5.8). Aunque en las primeras iteraciones los errores en cada pixel son independiente
entre si, éstos se van compensando entre pixels vecinos a medida que avanzan las iteraciones. Si se siguiera
iterando indefinidamente, la curva se irfa suavizando, y tendiendo a la horizontal.

0%

-40%

Figura 5.8: Error cometido en la posicién sub-pixel después de varias iteraciones. Cada una de las curvas tiene
tantos puntos como nuimero de columnas tiene la imagen, y la altura de cada punto indica el porcentaje de error
de la posicién, relativo al tamafio del pixel. De izquierda a derecha: 1000, 2000, 3000 y 4000 iteraciones.

Técnica de aceleracién propuesta Podemos acelerar el suavizado de esta senal aumentando el peso de la
columna central de las subimédgenes sintéticas que se van generando. Téngase en cuenta que cuando €] método
gaussiano obtiene un valor de posicién y orientacién para el contorno en un pixel concreto, dichos valores
son para estimar el contorno en dicho pixel. Por lo tanto, cuando generamos la ventana 9x3, realmente la
columna central es la que mds relevancia tiene, y también la que menos error comete, puesto que cualquier
pequefia variacién en alguno de los pardmetros harfa que la intensidad calculada para las columnas laterales de
la subimagen variase bastante.

Centrandonos en el ejemplo que estamos usando, donde la pendiente en valor absoluto es menor que 1 en
todos los pixels del contorno, sabemos que nuestro método devuelve como borde un tinico pixel en cada columna.
Por tanto, en cada columna 7 de la imagen se solapan tres subimagenes diferentes (las centradas en las columnas
i—1,%ei+1). Tal y como hemos planteado en el algoritmo propuesto anteriormente, la intensidad calculada
para la columna ¢ serd entonces un promedio de las tres, cuando realmente la que mds importancia deberia
tener serfa la centrada en la columna 3.

Para solventar esto, podemos ahadir un cierto peso (mayor que 1) a la columna central, quedando el bucle
interior del algoritmo como sigue:

Intensidad = Calcular intensidad del pixel (m,n) a partir
de los parametros calculados para (i,j)

Si (m==1i)

I(m,n) += Peso * Intensidad

C(m,n) += Peso
Si No

I(m,n) += Intensidad

C(m,n) ++
Fin Si
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5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 165

En la figura 5.9 se representa la misma senal de la figura 5.8 que mostraba el error de la posicién tras 1000
iteraciones, pero para distintos valores de peso para la columna central. Puede verse c6mo cudnto mds grande
sea este peso, mds rdpida es la convergencia.

30%9

n

! 5
F 10 100
i \ /\
0% 3 A

Figura 5.9: En cada una de las curvas se representa el error cometido en la posicién sub-pixel después de 1000
iteraciones. De izquierda a derecha, el peso de la columna central en las subimdgenes es 2, 5, 10 y 100.

Podria pensarse entonces que, si el peso es tan alto, deberia entonces generarse solamente la columna central
de la subimagen, es decir, generar ventanas de 9x1 en lugar de 9x3. Sin embargo, es interesante mantener las
columnas laterales ain con menor peso. Una de las razones es que nuestro método detector de bordes es local
a cada pixel, y no garantiza que todos los pixels borde localizados a lo largo de un mismo contorno formen una
linea continua de pixels. Dicho de otra forma, en el ejemplo que nos ocupa, pudiera darse el caso que en alguna
de las columnas, debido al elevado ruido existente, no se detectase ningiin borde. Si sélo se generasen ventanas
9x1, esa columna se iria suavizando en cada iteracién, ya que ninguna ventana caeria en ella, lo que provocaria
que fuese afectando al resto de columnas y finalmente toda la imagen se difuminara.

Sin embargo, al generar ventanas 9x3 con un peso muy pequernio en las columnas laterales, estamos diciendo
que, si en una columna cae una ventana centrada en ella, ésta es la que decide la intensidad en dicha columna.
Pero si en la columna no cae ninguna subimagen centrada, entonces se usard la intensidad estimada para una
de las columnas laterales de la ventana. Es justo lo que ocurre en las imdgenes de la fila inferior de la figura
5.7, donde pixels borde que inicialmente son suavizados acaban por ser recuperados tras varias iteraciones.

Una segunda razén es que a lo largo de un contorno la pendiente puede ir variando. Cada vez que atraviese
el umbral de 45 grados, las ventanas pasardn de ser verticales a horizontales. Si sélo las generamos de grosor
1, el pixel indicado en color amarillo (ver figura 5.10) no perteneceria a ninguna ventana, por lo que se irfa
difuminando en cada iteracién. Si el contorno tocase a ese pixel, también estariamos cometiendo un error
irrecuperable en la imagen.

Figura 5.10: Situacién de las ventanas generadas cuando un pixel (rojo) tiene un contorno con pendiente menor
de 45 grados, y su vecino (verde) tiene pendiente mayor

A partir de ahora, le daremos un valor de 100 al peso de la columna central, con lo cual se pueden rehacer
los célculos de la tabla 5.1 y producir la tabla 5.2. En ella podemos ver que ahora los errores estdn méds cerca
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Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién
Iteraciones | Media | Max. | Media | Max. Media | Max.
1000 0.80 1.43 ] 0.10 0.23 6.81 11.5
2000 0.36 0.60 | 0.06 0.12 4.86 7.42
3000 0.16 0.26 | 0.04 0.07 3.39 5.17
4000 0.07 0.11 | 0.03 0.05 2.37 3.62
5000 0.03 0.05 | 0.02 0.03 1.66 2.53

Tabla 5.2: Resultados obtenidos por el método iterativo al aplicarlo a una rampa ideal con ruido 30

de cero tras las mismas iteraciones que antes, llegando a un error de posicién medio por debajo del 2%.

5.2.3 Comparacién con los métodos de restauracién tradicionales

El método iterativo propuesto tiene varias ventajas con respecto a los comentados en la seccién 5.1. Hay que
recordar que el principal objetivo es lograr una mejor estimacién de los pardmetros del contorno usando la
imagen resultante del proceso iterativo, y no simplemente restaurar la calidad visual de dicha imagen, cosa que
serfa mds dificil de medir. Por lo tanto, lo que haremos en esta seccién serd usar el método iterativo propuesto
y el de Perona Malik para obtener dos imdgenes diferentes, y aplicar nuestro método detector de contornos a
ambas imdgenes para medir en cudl de ellas se obtiene un error menor con respecto a los verdaderos valores que
tenia la imagen original.

Una imagen ideal permanece inalterable

La primera y muy importante caracteristica de nuestro método de restauracién es que cuando la imagen es una
rampa ideal, se garantiza que F;, = Fy para todas las iteraciones, sea cual sea el valor de la pendiente, intensidad
y posicién sub-pixel de la rampa, con lo cual los pardmetros que se estimen para el contorno son siempre los
exactos. Para los métodos de restauracién tradicionales, esto no suele ser asi en todos los casos. Veamos un
ejemplo.

Cojamos una rampa ideal horizontal con un cierto desplazamiento subpixel, como la usada en la seccién
1.3.2, que se ve en la figura 5.11, donde tenemos que la intensidad C es igual a
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Figura 5.11: Borde horizontal con desplazamiento: a) Imagen original. b) Imagen digitalizada

Si le aplicamos un esquema de difusién anisotrépica como el de la seccién 5.1.2, el resultado final serd una
imagen f; que cumpla la ecuacion 5.4. En un caso continuo parece claro que se va a cumplir, pero al aplicar un
esquema discretizado veremos que eso no es asi.
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5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 167

Para que en la imagen no se viese alterado el valor de ningin pixel, la expresién 5.6 de la divergencia
deberia valer cero en todos los pixels. Dicho de otra manera, en el esquema numérico de la ecuacién 5.7, deberia
cumplirse que F,,;1 = F,, para todos los pixels. Si nos centramos en la primera iteracién, n = 0, tenemos que

Fy = Fy+ pt (H + sH') F,,;) + ptH Fee

Sabemos que F¢e = 0 en toda la imagen, y que F;, también es nula excepto en las tres filas centrales. Por
tanto, para que la imagen no varie debe cumplirse que, al menos en esas tres filas,

H+sH =0

Sin embargo, no todas las funciones H posibles pueden garantizar esta condicién. Si tomamos por ejemplo
como funcién H la expresién 5.8, sélo funcionaria haciendo k = V/2s. Pero eso es imposible ya que s indica el
moédulo del gradiente, y cada una de las tres filas centrales tiene un gradiente diferente, con lo cual alguna de
las filas veria modificado su valor inicial.

Disminucién efectiva del ruido

El comportamiento ante el ruido también es bastante efectivo con nuestro método. Si se continuase la tabla
5.2 durante mads iteraciones, el error tenderia a anularse completamente en los tres pardmetros medidos®. Sin
embargo, no ocurre lo mismo con el esquema de Perona-Malik, el cual alcanza la convergencia en errores medios
cercanos a 4 unidades de intensidad para el médulo, 2 grados para la orientacién y 9% de desplazamiento para
la posicién sub-pixel.

Incluso para ruidos de magnitud elevadisimos (mayores de 100), nuestro esquema sigue convergiendo a la
imagen original, aunque cada vez con un mayor nimero de iteraciones necesario. En estos casos, aunque la
convergencia a nivel numérico sea més lenta, a nivel visual ya se aprecia una mejora espectacular de la imagen
con un nimero mucho menor de iteraciones. En la figura 5.12 se aprecia como en las 100 primeras iteraciones
ya se aprecia una calidad en la imagen restaurada bastante buena, mientras que el esquema tradicional trata
de seguir un compromiso entre suavizar muy fuerte para eliminar el ruido pero sin difuminar demasiado el

s

.

! {«% el
LRI LA

Figura 5.12: A la izquierda, rampa de 30 grados con ruido de magnitud 150. El resto de imdgenes, la fila
superior muestra el resultado de nuestro método, y la inferior el de Perona-Malik. De izquierda a derecha, 50,
100, 150 y 200 iteraciones.

3Recordemos que el ruido sélo ha sido afiadido en el interior de la imagen, dejando intacto los mérgenes de la imagen.
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168 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Autoenfoque

En la seccién 4.8 vimos que cuando en una imagen existen contornos desenfocados, éstos se muestran en la
imagen como si estuviesen ligeramente difuminados. Si el desenfoque no es muy fuerte, nuestro método era
capaz de seguir encontrando los pardmetros del contorno con una precisiéon muy fina. Esto significa que, como
nuestro método iterativo va generando pequenas ventanas sintéticas a partir de los pardmetros obtenidos por el
método detector, ya desde la primera iteracién el efecto de desenfoque desapareceria, y apareceria un contorno
nitido tal y como presupone nuestra hipétesis de trabajo.

Por ejemplo, en la figura 5.13 se ha tomado la rampa ideal de 30 grados, y se ha suavizado con una méscara de
radio 2 para simular un desenfoque. Vemos que visualmente se consigue casi la imagen original. Numéricamente
hay pequenios errores debido a que en algunos pixels la franja difuminada del contorno es mayor que el alto de
la ventana sobre la que estimamos los pardmetros en cada pixel (ver figura 4.24). Por otro lado, si adem4s a la
imagen desenfocada se le anade ruido, el método sigue recuperando el contorno con una calidad muy superior
al de Perona Malik.

Figura 5.13: Fila superior, de izquierda a derecha: rampa de 30 grados suavizada con una méscara de radio 2;
resultado con nuestro método y con Perona-Malik. Fila inferior: igual, pero anadiendo ruido de magnitud 30 a
la imagen suavizada.

Esta caracteristica puede apreciarse muy bien en la imagen del capitulo anterior (figura 4.23), donde
aparecian un perchero y varios objetos circulares desenfocados. Aplicando nuestro método del capitulo an-
terior obteniamos las imagenes de la figura 4.25. Sin embargo, si aplicamos unas pocas iteraciones de nuestro
método iterativo, obtenemos una imagen como la de la figura 5.14 con sus contornos perfectamente definidos.
Si a esta nueva imagen se le detectan los contornos, el resultado es ain mejor.

Robustez frente a distintos niveles de ruido y de intensidad

Para conseguir todas las imédgenes de Perona-Malik que se han mostrado hubo que buscar valores 6ptimos para
los coeficientes t (que mide el compromiso entre conservar la imagen original y minimizar el gradiente) y k (que
indica el umbral de gradiente de lo que consideramos un contorno). Aun asi, si en una misma imagen hubiera
contornos con distintos saltos de intensidad y niveles de ruido, donde algunos estuvieran desenfocados y otros
no, no podria obtenerse un resultado igual de bueno para todos ellos.

Por el contrario, nuestro método tiene un tnico pardmetro que indica el umbral de intensidad §. Dicho umbral
no debe ser muy alto, ya que los contornos cuyo salto de intensidad sea inferior a ¢ quedaran difuminados en

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali

© Del



5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 169

Figura 5.14: De izquierda a derecha: imagen original, imagen restaurada, y contornos estimados sobre esta
tltima, visualizados sobre la imagen original

el proceso. Sin embargo, cuando el umbral es bajo, no es tan importante el valor concreto que tenga, ya que el
resultado final serd bastante parecido. Esto puede verse en la figura 5.15, donde se muestra el resultado de la
primera iteracién, F;, para la rampa con ruido que venimos usando. En la parte derecha se ha usado un umbral
de 50 unidades, con lo cual en la zona que se muestra ampliada no se detecta ningun pixel borde, y la imagen
mostrada coincide con el suavizado hecho a la imagen original Fj.

En la parte central, el umbral es de 20 unidades, con lo cual aparecen algunos puntos etiquetados como
borde en la zona ampliada. En la figura puede verse ademds claramente la ventana que se ha generado para el
pixel sefialado en rojo. Como son ventanas aisladas, en la siguiente iteracién que se hiciese, después de hacer
el suavizado siguiente, el salto de intensidad serd menor, y asi sucesivamente en cada iteracién, llegando un
momento en que el valor estuviese por debajo del umbral, con lo que toda esa zona acabaria difumindndose
igualmente.

Finalmente en la parte izquierda, donde el umbral es de 10 unidades, se detectan multitud de puntos borde,
con lo cual se generan muchas ventanas sintéticas. Eso significa que existen muchos pixels que estdn incluidos
en mds de una ventana. Al tratarse de una zona homégenea con ruido, las distintas ventanas que incluyan un
mismo pixel serdn bastante diferentes entre si, al contrario de lo que ocurriria a lo largo de un contorno. Asf,
al generar la intensidad de ese pixel, éste tendrda un valor promediado de su entorno. Y si continudsemos con
las iteraciones, toda esa zona acabaria difumindndose como en el caso anterior. Es por ello que puede afirmarse
que después de muchas iteraciones, el resultado es el mismo para diferentes valores del umbral.

Todo lo anterior significa una menor sensibilidad al valor del umbral decidido, al contrario que ocurria con
el esquema Perona-Malik. Esto nos permite que si en una misma imagen existen contornos con distintos saltos
de intensidades, y algunos estdn mds desenfocados que otros, no tenemos que preocuparnos por establecer un
valor 6ptimo, sino simplemente dar un valor inferior al del contorno menos resaltado que queramos localizar.
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170 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Figura 5.15: Puntos encontrados como borde tras una sola iteracion de nuestro método, para distintos umbrales
(de izquierda a derecha, 10, 20 y 50).

Esto puede apreciarse en la figura 5.16, donde aparecen dos contornos con saltos de intensidad 40 y 80 unidades,
y uno de ellos estd desenfocado (ha sido suavizado con una madscara de radio 2). Ademsds, a la mitad de la
derecha se le ha afiadido un ruido de magnitud 50. Vemos cémo nuestro método restaura de forma 6ptima los
dos contornos, al contrario que el esquema de Perona. '

5.2.4 Tratamiento de los margenes

Hasta ahora habfamos dejado intactos los margenes de la imagen, pero para poder aplicarlo a imdgenes reales,
es necesario que adoptemos alguna estrategia, primero en la forma de suavizar, y posteriormente en el método
de deteccién de contornos y en la generacién de ventanas sintéticas. '

Suavizado

Como el suavizado se est4 realizando con una méscara de radio 1, aparece una incongruencia en las filas primera
y udltima (y también en las columnas). Una solucidn para estos pixels podria ser promediar solamente con sus
5 pixels vecinos, en lugar de con los 8 vecinos como ocurre en un pixel del interior (ver figura 5.17a). Otra
solucién alternativa podria ser suponer que la imagen es contante fuera de sus margenes, es decir, que existiria
una columna y una fila "virtual" por fuera de cada uno de los méargenes de la imagen, cuyo valor coincide
exactamente con los pixels de cada margen (figura 5.17b). _ o

Sin embargo, cuando se trata de un contorno que toca el margen, ninguna de estas alternativas es aconsejable,
v es mejor elegir una tercera opcién. Tomemos como ejemplo el contorno de la figura 3.17 que corta el margen
izquierdo de la foto. De no haber existido dicho margen, o de haber estado varias columnas més a la izquierda,
parece légico suponer que la linea continuaria con una pendiente similar a la que tiene cuando alcanza el margen.
Por lo tanto, a la izquierda de la columna del margen habria otra columna cuyos pixels tendrian una intensidad
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5.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 171

Figura 5.16: Fila superior (de izquierda a derecha): imagen original, y resultados de nuestro método y del de
Perona-Malik. Fila inferior: detalle ampliado de cada imagen.

a) b) c)

Figura 5.17: Alternativas para suavizar el margen izquierdo de una imagen: a) el pixel se promedia sélamente
con sus cinco vecinos; b) se crea una columna adicional més igual a la columna del margen; c) se crea una
columna adicional méas con intensidades proporcionales a la recta del contorno.

acorde con la posicién de la recta en dicha columna (figura 5.17¢), y que podria ser incluida dentro del proceso
de suavizado.

Pero el problema es que para poder estimar entonces las intensidades de los pixels de esa nueva columna
deberfamos conocer los pardmetros del contorno en el margen, y eso ain no lo conocemos, ya que precisamente
para eso es para lo que queremos suavizar la imagen. Sin embargo, hay algo que si podemos hacer. Supongamos
que dicho contorno se corresponde localmente como una linea recta. Y llamemos Sp, Sy v Sr a las sumas
de los valores de los pixels de las columnas izquierda, central y derecha de vecinos del pixel respectivamente
dentro de la méscara. Por tanto, ya que las intensidades de los pixels son proporcionales a las dreas bajo la
recta interiores a cada pixel, podemos asumir que, en la mayoria de los casos’

)

Sm—SL ~Spr—Su

1Siempre y cuando la recta corte a la ventana 3x3 de vecinos de izquierda a derecha.
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con lo cual, podemos afirmar que

ailr  Gor ai11 1 ao1

F*H] =Fx apy Qoo ao1 ~ F % —— apo
ago + 2ap1

ail Qo1 an aol

Es decir, para suavizar el margen izquierdo (y derecho), sélo tendremos en cuenta los pixels vecinos en esa
misma columna, y no en las columnas adyacentes. Para las filas la conclusién es similar, pero andloga. Asi los
contornos se podrian mantener estables durante un mayor nimero de iteraciones.

Esquinas Las cuatro esquinas de la imagen son un caso ain maés especial, y realmente tienen muy poco peso
en la totalidad de la imagen. Pero basdndonos en la idea anterior podemos usar la siguiente convolucién (para
el caso del pixel de la esquina superior izquierda):

ai; aor Al 1
Fx | ap1 agy ao1 ~ F ok —— 2a00 aot
2a00 + 2a01 0
ail apr ai aop1

y de forma simétrica para las otras tres esquinas.

Deteccién de contornos y generaciéon de subimdgenes

Una vez tenemos la imagen suavizada, aplicaremos el detector de contornos propuesto para saber en qué pixels
generar las subimdgenes. Tomemos como ejemplo un contorno recto de pendiente menor que 1, como el de la
figura 5.18a. Ya que las subimédgenes que generamos son de resolucién 9x3, no haria falta detectar nada en la
columna del margen izquierdo. Simplemente hariamos la estimacion para la segunda columna de la imagen,
en donde dispondriamos de sus 8 vecinos en la imagen suavizada, y generariamos la ventana 9x3 la cual caeria
sobre la columna del margen, generando nuevos valores para la siguiente iteracién. Para el margen derecho se
procede de la misma manera. Esto significa que el bucle central de nuestro algoritmo solo detectaria contornos
en el interior de la imagen.

a) b)

Figura 5.18: Situacién cuando un contorno de pendiente menor que 1 corta un margen: a) horizontal. b)
vertical.

Sin embargo, para contornos de pendiente menor que 1, la deteccién cuando éstos cortan un margen horizon-
tal (superior o inferior) es totalmente diferente, ya que la vecindad 9x3 necesaria para realizar la estimacién no
puede ubicarse (figura 5.18b). En cualquier caso, alguna ventana habrd que generar en esos pixels, puesto que
de lo contrario se irfan difuminando en cada iteracién, y traspasando este efecto al resto del contorno. La idea
que proponemos es, en el caso de la figura en donde el contorno toca el margen superior, estimar solamente el
valor de la intensidad bajo el contorno (eso si puede hacerse porque la mitad inferior de la ventana esta entera)
y generar una ventana con esa intensidad, dejando el resto de pixels igual que en la imagen original.
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5.3. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CUADRATICO 173

En la figura 5.19 puede verse como el resultado es satisfactorio para los dos tipos de cortes con los mérgenes,
incluso en el caso de existencia de ruido. En la parte derecha puede verse como el ruido no desaparece del todo
en la zona pegada al margen superior, pero al menos no afecta al resto del contorno, que era el objetivo, puesto
que lo 16gico es asumir que los contornos cuyos pardametros quieren estimarse con mayor precisién estaran en el
interior de la imagen, y no cortando los margenes.

Figura 5.19: Fila superior: contorno de 30 grados que corta los margenes izquierdo y superior de la imagen, a
la que se ha anadido ruido de magnitud 30. Fila inferior: resultado de nuestro método.

Numéricamente el error no tiende a hacerse cero, como ocurria en el caso donde los margenes de la imagen
no se tocaban, ya que precisamente en estas zonas es donde no pueden estimarse los pardmetros del contorno
con total precisién. Sin embargo, en el interior de la imagen, el error es insignificante.

5.3 Meétodo propuesto de restauraciéon cuadratico

Hasta ahora todas las pruebas de restauracién se han hecho con contornos rectos. ;Qué ocurre cuando son
curvos? El sistema también da estimaciones correctas, pero tiende a suavizar demasiado los contornos a medida
que avanzan las iteraciones. Por ejemplo, tomemos un circulo ideal de radio 20 y apliquémosle nuestro método
lineal. En la figura 5.20 puede verse el resultado tras varias iteraciones: el circulo se va haciendo pequeno hasta
desaparecer.

La explicacion es la siguiente: vimos en la seccién 4.4 que, para un pixel borde con un contorno de pendiente
menor que 1, el método lineal encontraba la expresién de la recta y = a’+b'x, mientras que el método cuadratico
encontraba la pardbola y = a + bx + cx?, donde la relacién entre los coeficientes de ambos métodos era

a = ad -

¥ = b
donde A\ > 0 dependia de los coeficientes de la méscara de suavizado (ecuacién 4.13). Es decir, si asumimos que
el contorno viene dado por una expresién de segundo grado, al aproximarlo por una recta estamos cometiendo

un error en la posicién proporcional al coeficiente de segundo grado (figura 5.21a). Dicha posicién viene medida
en la vertical central del pixel (z = 0). En ese punto, la curvatura es

2c

K=—"_
(1+b2)3/2
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2
I

Figura 5.20: Resultado de aplicar el método lineal a un circulo de radio 20, tras 100, 200, 300, 400 y 500
iteraciones.

Por tanto, el error cometido en la posicion es

A 0\3
error = 5 (1+0?)

donde R es el radio de curvatura. Por ejemplo, para el caso del circulo de radio 20, y empleando una méscara
de suavizado con todos los coeficientes iguales entre s (A = 3/4), el error cometido para los distintos valores de
pendiente (entre 0 y 1) se muestran en la figura 5.21b. No son errores demasiado grandes (menos de un 5% del
tamano del pixel en las diagonales), pero se van acumulando en cada iteracion. Atendiendo al signo, el error se
produce siempre hacia el interior del circulo, con lo que cada ventana que se genera va acercando el contorno
hacia el centro, hasta hacerlo desaparecer.

€ITOr 008

00975°

,\(;T ,,,,,,,,,, 2 - 0.025
e L X
e 00125
y=a+bx /
y=atbx+cx’ 0%
o oz o5 o |
a) pendiente b)

Figura 5.21: a) diferencia de posicién entre el método detector lineal y cuadrético. b) error cometido en la
posicién sub-pixel por el método detector lineal para estimar la posicién de un circulo de radio 20, en funcién
de la pendiente del contorno.

5.3.1 Algoritmo basico

Para arreglar el problema descrito anteriormente y no perder la forma original del contorno seguiremos usando
el mismo algoritmo de la seccién anterior, sustituyendo el método de deteccién lineal por el de segundo grado.
Todo lo demds (mayor peso en la columna central y tratamiento de los mdrgenes) sigue exactamente igual.
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5.3. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CUADRATICO 175

Simultdneamente, habrda que modificar el proceso de generacién de las ventanas para poder representar
curvas de segundo grado, en lugar de rectas. Las ventanas siguen teniendo las mismas dimensiones que antes
(9x3 para contornos de pendiente entre -1 y 1), y la diferencia es que ahora, para calcular la intensidad de cada
uno de los 27 pixels de la ventana, una vez estimados los valores de los coeficientes a, b y ¢ y las intensidades
Ay B, habrd que calcular el drea relativa interior al pixel bajo la pardbola, S, tal que 0 < S <1, y deducir su
intensidad de igual manera que antes mediante la expresién I = SA + (1 — S)B.

Si aplicamos ahora este algoritmo a un circulo de radio 15 (figura 5.22), el circulo ya no desaparece como
antes, pero a medida que avanzan las iteraciones su forma se va perdiendo, sobre todo por las diagonales. ;A
qué es debido este efecto? Recordemos que la idea central de nuestro método detector es aproximar localmente
el contorno por una curva de segundo grado (una pardbola), y usar la posicién, pendiente y curvatura del punto
sobre la vertical central del pixel (x = 0) para dar una estimacién de las caracteristicas del contorno dentro de
la curva (figura 5.23a). Por tanto, serd méds exacto estimar una circunferencia a partir de estas caracteristicas,
y usarla para generar las ventanas sintéticas, en lugar de la pardbola (figura 5.23b).

Figura 5.22: Resultado de aplicar el método cuadrédtico a un circulo de radio 15 tras 1000 y 5000 iteraciones.

Generacion de circunferencias El hecho de usar circunferencias permite una mayor invarianza a rotaciones
del contorno en la imagen, ya que la pardbola, al contrario de la circunferencia, no mantiene la misma curvatura
en todos sus puntos. Ademés, no varfa igual en zonas préximas a la pendiente horizontal, que cuando nos
acercamos a pendientes de 45°. Por ejemplo, sea una circunferencia de radio R que pasa por el origen con
pendiente 0. La pardabola que comparte posicién, pendiente y curvatura en ese punto es
1
2
Yy=—g==z
2R

En un entorno de 3x3 pixels (figura 5.23c) apenas hay diferencias entre ambas curvas. Sin embargo, si la

misma circunferencia tocase el origen con pendiente 1, la pardbola seria

V2,

y=2-—F77%

y en la figura 5.23d puede apreciarse la pequeria diferencia de dreas entre ambas. La circunferencia se cierra
mucho més rdpido que la pardbola conforme va descendiendo, y mientras la primera es simétrica en ambas
orientaciones, la pardbola adquiere curvaturas diferentes conforme se aleja de su vértice. Y es precisamente este
hecho el que provoca la deformacién en las diagonales de la figura 5.22. Por lo tanto, generar circunferencias en
lugar de pardbolas producird contornos més similares independientemente de la orientacién que tengan dentro
de la imagen.
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-1 >

/:bmx: 1) exgit o R b) R e e twaer e d)

Figura 5.23: a) El punto de la vertical central se usa para estimar los pardmetros del contorno en el interior del
pixel. b) Aproximar por arcos de circunferencia seria mds preciso. c¢) Pardbola y circunferencia de radio 5 que
comparten igual posicién, pendiente y curvatura en el origen (pendiente 0). d) Igual pero con pendiente 1.

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién | Radio de curvatura
Iteraciones | Media | Max. | Media | Max. Media | Max. Media | Min. | Max.
1000 0.0 0.0 0.46 0.88 21.6 24.1 15.0 13.7 1 17.3
2000 0.0 0.0 0.90 1.68 34.2 40.2 15.0 13.9 | 18.9
3000 0.0 0.0 1.54 2.49 43.9 57.0 15.0 13.5 | 204
4000 0.0 0.0 2.01 3.11 51.6 70.1 15.0 12.7 | 21.5
5000 0.0 0.0 2.35 3.63 37.8 80.3 15.0 12.2 | 22.5

Tabla 5.3: Errores cometidos por el método cuadratico en un circulo de radio 15.

Para estimar la circunferencia que comparte posicién, pendiente y curvatura con la pardbola en el punto
& = 0 hay que hacer los siguientes cdlculos, atendiendo a la figura 5.23b. El punto en & = 0 tiene de coordenadas
(0, a), vector normal [b, —1] y curvatura 2¢/(1+b?)3/2. De aqui podemos deducir que el radio de la circunferencia
serd

(14 62)*?
R= ~——~— 5.10
y que el centro estd en la posicién
b b(1+b?)
z. = R Pk, o B T | 5.11
1+0 2c ( )
11+

a+

e = 00— Re—e———==s = —_—
Y V1+ b2 2c

Si ahora aplicamos de nuevo el método a la imagen del circulo de radio 15, visualmente la imagen no parece
variar, pero numéricamente no existe convergencia hacia los valores reales, sino que se producen pequenos errores
en los pardmetros, que se van incrementando lentamente conforme avanzan las iteraciones (ver tabla 5.3). En
un caso practico, estos errores pueden ser insignificantes, puesto que normalmente no hara falta un nimero tan
alto de iteraciones. Sin embargo, a nivel teérico, el objetivo deberia seguir siendo el mantener inalterable el valor
de los pixels de una imagen ideal de una circunferencia. En la siguiente seccién proponemos una optimizacién
al algoritmo para lograrlo.
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5.3. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CUADRATICO 177

5.3.2 Algoritmo optimizado

La principal causa de los errores es debido a que nuestro método detector aproxima la curva del contorno
mediante pardbolas en lugar de circunferencias. Eso significa que para lograr nuestro objetivo no basta con
generar circunferencias en las ventanas, sino que hay que detectarlas con precisién. Ya expusimos en la seccién
3.3.4 que para estimar la curvatura local del contorno seria més correcto aproximar la curva por un arco de
circunferencia, puesto que, a diferencia de una pardbola, es invariante a rotaciones. De esta manera, podria
detectarse la curvatura de un punto del contorno con la misma precisién, independientemente de su orientaciéon
en la imagen.

Pero el principal problema de buscar directamente la circunferencia a partir de las intensidades de los
pixels de la ventana es que da lugar a un sistema de ecuaciones no lineal, complejo de resolver. Como en los
capitulos anteriores el interés era simplemente dar una estimacién de los contornos, el error cometido por usar
pardbolas era despreciable. Sin embargo, al plantear un esquema iterativo donde cualquier pequetio error puede
propagarse, se hace necesario una mayor precision.

Error cometido

Analicemos cudl es el error exacto que comete nuestro método cuando la curva del contorno es circular. Recorde-
mos de la seccién 4.4 que el método partia de que las dreas J;, P; y T; venian dadas por las expresiones

P = /(f:jih (y(x) + gh) dz
Q = /((_:Zh (@) + gh) do = P 42

I

T /((z‘+v})h (y(x) N gh) dom P2

i-%)h

donde y(z) representaba la curva del contorno, la cual se asumfa que localmente cumplia la expresién
a+ bz + ca?.

Supongamos ahora que la expresién y(z) de un contorno real es desconocida, y llamemos U(z) a su funcién
primitiva, la cual también es desconocida, tal que U’(z) = y(z). Entonces,

5 (+d)n 5 4
P = [U(l’) + 5’”0] =Ungns2 = Uin—njo + 5h (5.12)

(i-4)h 2

Si se rehiciese todo el desarrollo del método tal y como se hizo en la seccién 4.4, obtendriamos las siguientes
expresiones’® para las sumas de las columnas

5, 9 1

Su = 5A+5B+3(4-B)(Us2—Uorpo)
7 1

Sy = §(A+B)+§(A-B)(U3/2—U-3/2)
9 5 1

Sp = 3A+5B+3(A-B) (U2~ Ussp)

“Para hacer mds sencillas las cxpresiones, se ha tomado el caso h =1y ago = ag1 = a11 = 1/9.
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178 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

El resultado de aplicar nuestro método detector darfa la pardbola estimada Pg(z) = ag +bgz +cgz?, donde
los coeficientes tendrian las expresiones

Sr +Sgr—25m 1 1 .
cp = —Q(A—B) :§(U5/2+U1/2_U_1/2—U_.5/2)—§(U3/2—U_3/2) (5.13)
Sp—Sr 1
bg = 1+——2(A_B):E(U5/2—U1/2—U_1/2+U_5/2)
2Sy —7T(A+B) 3 7 1
ag = Q(A—B) —Zczﬁ(U3/2‘U—3/2)_g(U5/2+U1/2—-U__1/2—U_5/2)

Es fécil comprobar que si realmente el contorno y(z) sigue la expresién a + bz + cz?, su funcién primitiva
tiene la expresién
b c
Uz) =az + =2 + =23
y las expresiones anteriores dan como resultado exactamente los coeficientes originales de la pardbola.

Supongamos ahora que el contorno y(z) sigue la expresién de una circunferencia®, es decir,

y(@) =yo + VR — (z - z,)*

donde (z.,y.) es el centro de la circunferencia, y R el radio. En este caso, la funcién primitiva viene dada
por la expresién

2
Ulz) = yer + L arcsin (z — a:c) I e BT (z —z.)? (5.14)
2 R 2

Si ahora evaluamos nuestro método, el resultado serd una expresién bastante compleja para cada uno de los
tres coeficientes, que no va a ser ademds el resultado deseado. ;Cudl serfa éste? Pues lo ideal seria obtener
aquella parabola que, medida sobre la vertical central del pixel (z = 0), compartiese el mismo valor para la
posicién, pendiente y curvatura que la circunferencia (figura 5.23b). Analiticamente podemos calcular dichos
valores:

corte con la vertical central del pixel: (O, Yo+ VR2 — :c%)
A-B
vector normal: N = 7 [ —ae, RZ =22 |
1
atura : K ==
curvatur =

Por tanto, la pardbola ideal seria Pr(z) = aj + b;z + crz?, donde

ar = Yo+ /R?—a? (5.15)
by = —mmie—
L= R? — g2
R2
Cr =

2(R? - 22)??

Para medir el error existente entre ambas expresiones, Pg v Py, tomemos el siguiente ejemplo (figura 5.24).
Sea una circunferencia que pasa por el origen de coordenadas (centro geométrico del pixel), con una pendiente

6 Consideremos el caso 0 < y/(0) < 1 e y(0) > ye.
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5.3. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CUADRATICO 179

entre 0 y 1. En las gréficas se muestra el error cometido en el cdlculo de los coeficientes a, b, y ¢ para distintos
valores de radio y pendiente (medida en la vertical central). Como puede apreciarse, a menor radio de curvatura
mayor es el error. También puede observarse cémo el error es practicamente nulo cerca de la pendiente horizontal,
y se hace mayor conforme la pendiente tiende a 45 grados. Esto es asi debido al hecho que la pardbola y la

circunferencia difieren mds entre si a medida que nos alejamos del eje central (como se aprecia en las figuras
5.23c y d).

pendiente
Yy 0 025 05 5 1
0.005 < 0.03 o op —— !
] ]
o 0.025' o
000375 ‘g ‘g 1,002
o 002 ]
X
/ 00025 0015 1.004
001
0.00125 10007 o,
0.008 S
- =
A o 1,008 g
4 o 025 05 075 1 o 0.26 05 075 1
a . . C o
pendiente pendiente

Figura 5.24: a) Circunferencia de radio R que pasa por el origen con pendiente entre 0 y 1. b,c,d) Errores
cometidos en el cdlculo de los coeficientes a, b y ¢ en funcién de la pendiente para varios radios: 15 (verde), 20
(rojo), 30 (azul) y 40 (negro).

Pongamos como ejemplo concreto una circunferencia de radio 15 que toca el origen de coordenadas con
pendiente 1, cuya expresién es

2 2
15 15
(.T — 7\/5) + (y + ?\/5> = 225
La parabola ideal P; que comparte posicién, pendiente y curvatura en z = 0, viene dada por la expresién
1
Pr(x) =z — 1—5\/§x2 ~ & — 0.09 42>

La pardbola Pg estimada por nuestro método a partir de la imagen de la circunferencia viene dada aproxi-
madamente por
Pg(z) = 0.0047 +1.032z — 0.102z2

La pregunta es: ;cémo podriamos obtener Pj a partir de Pg? Pues para ello, planteamos el esquema numeérico
que se propone en la siguiente seccién.

Deteccion de circunferencias

Sea una imagen ideal de un arco de circunferencia de radio R y centro en el punto (z.,y.), que pasa por la
vecindad de un cierto pixel. Lo que pretendemos es deducir el valor de dichas variables (radio y centro) a partir
de la pardbola Py obtenida por nuestro método detector al procesar la imagen.

Si dichas variables fuesen conocidas a priori, sabemos que la expresién 5.13 nos da la pardbola Pg estimada
por nuestro detector, donde U, es la funcién primitiva de la circunferencia (ecuacién 5.14). Por otro lado
también sabemos cudl es la pardbola P ideal que nos gustarfa obtener, que es aquélla que comparte posicion,
pendiente y curvatura con la circunferencia en el punto z = 0, y que viene dada por la expresién 5.15.

Supongamos que ambas pardbolas vienen dadas por los coeficientes

Pg(z) = ag+bgx+ CE:E2

P[(.’E) = ar+brz+ 011’2
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180 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Haciendo las restas de cada pareja de coeficientes

€a = Gap—4ay
Ep = bE — b[
€& = Cg—(C]

obtenemos tres factores de correccién que, restados a los coeficientes obtenidos por nuestro método, nos
darfan los coeficientes de la pardbola buscada. Estos factores serdn siempre muy pequeios (en el ejemplo
anterior de radio 15 el mayor es inferior a 0.04).

Pero el problema es que la circunferencia exacta es desconocida a priori. Sin embargo, tenemos una buena
aproximacién de ella, dada por la circunferencia que comparte posicién, pendiente y curvatura en = = 0 con la
parabola obtenida por nuestro método, la cual se obtiene con las expresiones 5.10 y 5.11.

Por tanto puede plantearse el algoritmo siguiente:

1) Dado un pixel por el que pasa una circunferencia desconocida, C, aplicamos nuestro método detector
para obtener una pardbola Py, a partir de la cual se obtiene la estimacién de la posicién, pendiente y curvatura
del contorno.

2) Con dichos valores deducimos el centro y radio de la circunferencia Cy.

3) Como sabemos que Cy es una buena aproximacién de C, podemos calcular los factores de correccién &
para corregir Py y obtener una nueva parabola corregida, P;.

4) A partir de P; puede estimarse la circunferencia C1 que serd una mejor aproximacién de C.

De hecho, este esquema puede repetirse sucesivamente hasta converger. Es decir, en cada iteracién n,
partimos de una circunferencia C,, con la cual calculamos los factores de correccién ¢ para corregir la pardbola
inicial Fy y obtener P,;; de la cual deducimos una nueva circunferencia C., 1. El algoritmo quedaria como
sigue

Funcion EstimarCircunferencia (P, C)

PO =P

Repetir hasta convergencia
Deducir la circunferencia C a partir de P (ec.10 y 11)
Calcular la parabola estimada Pe (ec.13)
P += PO - Pe

Fin Repetir

Se ha hecho una simplificacién en el algoritmo, ya que en cada iteracion, P; coincide con la pardbola de la
iteracién anterior. El algoritmo parte de la pardbola obtenida por el método detector, P, y en cada iteracién
se va obteniendo una nueva circunferencia C, que finalmente resulta ser la que buscamos. En la tabla 5.4 se
muestra la traza al ejemplo anterior de radio 15. Podemos ver cémo en muy pocas iteraciones se logra la
convergencia a los valores buscados.

Adicién de un pixel a la ventana

Para lograr la precisién total en contornos circulares ideales, nos falta ain un ultimo detalle, consistente en
arreglar el problema que se muestra en la figura 5.25a. Supongamos que un arco de circunferencia cruza el pixel
etiquetado como rojo con pendiente menor que 1, con lo cual se generard en cada iteracién una ventana vertical
9x3 centrada en dicho pixel. Supongamos también que dicho arco cruza el pixel etiquetado como verde con
pendiente mayor que 1, con lo cual se generard una ventana horizontal 3z9.

Tal y como hemos propuesto el algoritmo anterior, todos aquellos pixels que al final de cada iteracién no
hayan sido incluidos en ninguna de las ventanas generadas sintéticamente, se les supone que no estdn cerca de
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5.3. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CUADRATICO 181

Circunferencia Par. estimada Parabola final
Iteraciones | R T Ye a b c a b c
+0.0047 | 1.0320 | —0.1023
14.504 | 10.416 | —10.088 | 0.0108 | 1.0704 | —0.1127 | —0.0014 | 0.9936 | —0.0919
15.244 | 10.744 | —10.815 | 0.0029 | 1.0239 | —0.0993 | +0.0004 | 1.0018 | —0.0949
14.939 | 10.573 | —10.554 | 0.0052 | 1.0343 | —0.1031 | —0.0001 | 0.9995 | —0.0941
15.017 | 10.616 | —10.621 | 0.0046 | 1.0314 | —0.1021 | +0.0000 | 1.0001 | —0.0943
14.995 | 10.604 | —10.603 | 0.0047 | 1.0322 | —0.1024 | +0.0000 | 1.0000 | —0.0943
15.001 | 10.607 | —10.608 | 0.0047 | 1.0320 | —0.1023 | +0.0000 | 1.0000 | —0.0943

| UY = W= O

Tabla 5.4: Iteraciones del esquema numeérico para encontrar la circunferencia

[} B
P ] |

7

1]
A 1 1]

o g

a)

Figura 5.25: a) Si en el pixel rojo la pendiente es menor que 1, y en el pixel verde es mayor que 1, el algoritmo
producira un error en el valor del pixel amarillo. b) Las cuatro situaciones posibles para una ventanita vertical

ningin contorno, por lo que mantendran el valor obtenido tras el suavizado. Sin embargo, en la figura puede
verse que el pixel de intensidad B etiquetado como amarillo no pertenece a ninguna ventana, y sin embargo,
al suavizarlo con una mé&scara Hq, su valor sera ligeramente diferente de B, debido a la pequena porcién de
contorno que toca a su vecino derecho inferior. Esto producird que conforme avancen las iteraciones, el pixel
ird perdiendo su valor original, lo cual acabara afectando a la forma del contorno.

Para solventar este problema, primero hay que detectar en qué pixel puede suceder este problema. Si
consideramos (0, 0) las coordenadas del pixel central, y suponemos un caso vertical (pendiente b menor que 1
en valor absoluto), se producen cuatro situaciones posibles, segin los signos de los coeficientes de la pardbola b
y c¢. En todos ellos, las coordenadas del pixel problemdtico vienen dadas por la expresién (2s1, s2), donde s es
el signo del producto bc, y sg es el signo de c.

Una vez conozcamos la posicién de dicho pixel, la idea serd marcar ese pixel para que, en caso que al
procesar todos los pixel borde no haya sido incluido en ninguna de las ventanas sintéticas, se le asignara el valor
B estimado para la ventana. La solucién que se propone es que en cada pixel borde se genere una ventana
modificada 923 + 1 (de 28 pixels, para incluir el pixel del problema), y que el peso de este tltimo pixel dentro
de la ventana sea infimo. Con ello conseguimos dos objetivos: en primer lugar, si dicho pixel cae en el interior
de otra ventana con un peso normal, primard el valor obtenido en esta otra ventana. Y en segundo lugar, si el
pixel no aparece en ninguna otra ventana, tendrd el valor estimado en la ventana inicial, y no serd suavizado.

Algoritmo final

El algoritmo optimizado final, ya incluyendo la deteccién de circunferencias, queda como sigue (s6lo se incluye
la funcién central del algoritmo):

Funcion ActualizarImagenesOptimizado (C, I, i, j, orientacion)
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182 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

Err. médulo | Err. direccién | Err. posicién | Radio de curvatura

Ruido | Media | Max. | Media | Max. Media | Max. | Media | Min. | Max.
0 0.00 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 20.0 20.0 | 20.0
20 0.48 0.66 {0.76 2.00 10.8 25.2 20.0 17.2 1 22.9
40 0.74 094 | 1.54 4.25 26.8 67.8 19.9 15.1 | 30.5
60 1.06 1.30 | 1.92 5.31 30.4 85.2 19.8 15.2 | 35.4

Tabla 5.5: Errores cometidos por nuestro método tras 1000 iteraciones para un circulo de radio 20 y distintos
niveles de ruido

Segun orientacion vertical / horizontal:

Calcular parabola P segun Lema 4.5 / Lema 4.6

EstimarCircunferencia (P,C)

Para todos los pixels (m,n) pertenecientes a una ventana 9x3+1 centrada en (i, j)
Intensidad = Calcular intensidad del pixel (m,n) a partir de la circunferencia C
Segun el valor de m:

i: I(m,n) += Pesol * Intensidad
C(m,n) += Pesol

i+1, i-1: I(m,n) += Peso2 * Intensidad
C(m,n) += Peso2

i+2, i-2: I(m,n) += Intensidad
C(m,n) ++

Fin Segun
Fin Para

Como vemos, el peso de cada columna en la ventana es diferente, para dar mayor importancia a la columna
central, y un peso muy pequefio a las columnas méds exteriores. Por tanto, debe cumplirse que pesol > peso2
> 1. En las pruebas se ha tomado peso1=1000 y peso2=10.

En la tabla 5.5 podemos ver el error cometido en los pardmetros del contorno de un circulo de radio 20 para
distintos niveles de ruido. Cuando no hay ruido y la imagen es ideal, ésta permanece inalterable. Cuando el
ruido aumenta, también lo hace el error de cada pardmetro, aunque sin ser demasiado elevados. Por ejemplo,
para un ruido de magnitud 60, los errores medios a lo largo del perimetro son aproximadamente 1 unidad para el
salto de intensidad (en la imagen el salto es de 100 unidades), 2 grados para la orientacién, un 30% del tamario
del pixel para la posicién y 0.2 unidades para la estimacién del radio de curvatura.

Visualmente, el resultado es bastante bueno, como puede apreciarse en la figura 5.26. En ella puede verse
como el contorno del circulo es detectado en todos los pixels del perimetro.

Cuando el ruido es muy alto hay que mencionar varios detalles. En primer lugar, el esquema numérico para
estimar la circunferencia exacta no siempre va a converger en zonas con alto ruido. En estos casos, lo mejor es
seguir con los pardmetros estimados por el método inicial. Una alternativa vélida también es aplicar inicialmente
algunas pocas iteraciones usando el método lineal para disminuir la magnitud del ruido, ya que éste método
es mds robusto que el cuadratico. Hay que tener en cuenta que el valor de la curvatura es extremadamente
sensible. Por lo tanto, funcionard mejor si el ruido inicial no es demasiado alto.

Otro problema diferente ocurre cuando el radio de curvatura es muy pequefio. Recordemos que la condicién
de nuestro detector de bordes era que, en cada ventana centrada en un pixel borde sobre la que se realiza la
estimacién del contorno, éste debe cruzar siempre de izquierda derecha (para ventanas verticales). Esto sélo
puede garantizarse para radios superiores a un cierto umbral (ecuacién 4.14). Por tanto, cuando la curvatura
detectada sea mayor que dicho umbral, supondremos que es debido al ruido, y generaremos una curvatura igual
a la umbral.
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5.4. EJEMPLOS CON IMAGENES REALES 183

Figura 5.26: Resultado de aplicar 1000 iteraciones de nuestro método a un circulo de radio 20 con niveles de
ruido 0, 20, 40 y 60. Fila inferior: ampliacién de la imagen, mostrando los contornos detectados en la imagen
restaurada, pero visualizdndolos sobre los pixels de la imagen inicial.

Lo anterior significa que los contornos con curvatura alta se irdn perdiendo durante el proceso iterativo.
Este resultado puede apreciarse en la figura 5.27, donde se muestran diversas iteraciones del método lineal y
del cuadrético aplicados a la imagen de un cuadrado. El método lineal degenera hasta hacer desaparecer por
completo el objeto. Por el contrario, el método cuadratico s6lamente deforma los puntos con curvatura alta
(las esquinas del cuadrado) hasta llevarlos a la curvatura umbral, dejando intacto el resto del perimetro. En el
préximo capitulo propondremos una solucién para tratar de no perder estos puntos de alta curvatura

Figura 5.27: Fila superior de izquierda a derecha: método de restauracién lineal aplicado a un cuadrado tras 0,
50, 100, 150 y 200 iteraciones. Fila inferior: idem con el método cuadrético.

5.4 Ejemplos con imagenes reales

El método planteado hasta el momento funciona muy bien en las imégenes sintéticas anteriores, pero ain
contiene algunas limitaciones que habra que corregir para poder aplicarlo a im&genes reales con resultados
6ptimos. Si bien es cierto que el método mantiene las caracteristicas ya comentadas, como disminucién efectiva
del ruido, o autoenfoque de contornos, en una imagen real con mucho detalle ocurre que los contornos se van
deformando poco a poco en cada iteracién.

Por ejemplo, en la figura 5.28 podemos ver el resultado tras veinte iteraciones con distintos valores de umbral
para el gradiente. Si el valor de umbral es demasiado alto, puede que haya contornos que no superen dicho
valor, con lo cual se van difuminando en cada iteracién, como puede apreciarse en la parte superior del sombrero
(figura d). Por otro lado, si bajamos el umbral, la imagen adquiere un aspecto pixelado, debido a que sobre un
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184 CAPITULO 5. RESTAURACION BASICA DE IMAGENES

mismo pixel caen muchas ventanas a la vez, con lo cual se entremezcla informacién de varios contornos sobre
un mismo pixel (figura b). En cualquiera de los casos, y atendiendo a la zona de la boca, vemos que se pierde
bastante detalle, volviéndose una imagen peor definida.

En la imagen del popeye puede verse esta pérdida de detalle mucho mas claro (ver figura 5.29). Analizando
cada una de las imagenes, vemos que la forma de los botones se ha perdido completamente, asi como el detalle
de la cara y el de las barras de las persianas. También el detalle de la apertura de la puerta se ha visto bastante
deformado.

En el préximo capitulo analizaremos las causas de estos problemas, y propondremos soluciones para todas
ellas.
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e)

Figura 5.28: a) imagen original; b,c,d) resultado de aplicar 20 iteraciones con umbral 2, 10 y 20 respectivamente;
e) detalle de las 4 imdgenes
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Figura 5.29: Resultado de aplicar 10 iteraciones de nuestro método de restauracion
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Capitulo 6

Restauracién avanzada de imagenes

- Adun faltan un par de cosas por arreglar: bordes muy
cercanos entre si, y curvaturas altas.
- Vamos a por ello.....

JUNIO 20602

En este tltimo capitulo del bloque de imagenes 2D propondremos dos nuevos algoritmos de restauracion,
ligeramente m4s complejos que los del capitulo anterior, para solventar los problemas comentados. Finalmente
veremos ejemplos con imdgenes reales, haciendo mayor hincapié en imdgenes angiograficas, como la de la figura
6.1.

El interés en este tipo de imégenes es detectar con la mayor precisién los contornos de las venas!, de cara a
dar una informacién muy precisa como ayuda al diagndéstico por parte del especialista médico. Si aplicamos el
proceso anterior, vemos que al utilizar nuestro método de restauracién se pierde la informacién de los contornos.
Veamos a continuacién las causas de dichos problema y cémo resolverlas.

6.1 Meétodo propuesto de restauracién con limites variables

El problema fundamental del método anterior cuando es aplicado a imédgenes reales es debido a una suposicién
inicial de nuestro método detector, que es la siguiente: en el interior de la ventana 9x3 centrada en un pixel
borde existe un tnico contorno. Esto puede verse en la figura 6.2: en la fila superior se muestra un contorno
aislado, su imagen digitalizada, y la misma imagen después de suavizar. Para cada pixel borde, el detector
trabaja con una vecindad 923 de la imagen suavizada para estimar los pardmetros del contorno, y para ello
parte de que las zonas superior e inferior de la ventana (para un caso vertical) se corresponden con los valores
de intensidad a cada lado del contorno.

Pero ;qué ocurre cuando existe un segundo contorno cercano al que estamos tratando de estimar? En el
ejemplo de la fila inferior de la misma figura se aprecia cémo la presencia de este segundo contorno produce
que, tras el proceso de suavizado, los valores de la zona superior de la ventana no coincidan con la intensidad
B. Esta variacion hard que al aplicar el método detector, los valores estimados para el contorno sean erréneos.

Este problema ya ocurria en los ejemplos con imdgenes reales que hemos usado en capitulos previos. Pero en
estos casos, salvo que los contornos estuvieran demasiado cerca el uno del otro, producian errores no demasiado

1E] término correcto serfa "vasos sanguineos” los cuales pueden ser tanto arterias como venas.
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188 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Figura 6.1: Imagen angiogréfica y su restauracién con el método propuesto.

graves. Sin embargo, como ahora estamos trabajando con un esquema iterativo, el problema empieza a ser
importante.

En realidad, el problema viene de usar una ventana tan larga (9 pixel de alto en la imagen suavizada, lo cual
representa un drea de influencia de 11 pixels de alto en la imagen original) para estimar el contorno. Esto era
asf para garantizar en todos los casos que el contorno cruza la ventana de izquierda a derecha. Sin embargo, en
la mayoria de los casos no haria falta irse tan lejos. Y en eso consiste la solucién propuesta.

6.1.1 Algoritmo basico

Recordando del capitulo anterior, para el caso en que la pendiente del contorno m estaba entre —1 y 1, los
pardmetros del contorno se estimaban a partir de las sumas de las tres columnas centrales en la imagen suavizada
G (lema 4.5), cuyas expresiones eran

3+m
St = ). Giigew (6.1)

k=—3+m

3
Y Gijrk

k=-3

Sum
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6.1. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CON LIMITES VARIABLES 189

- b
N ]

Figura 6.2: Fila superior, de izquierda a derecha: un contorno aislado, su imagen digitalizada y la imagen
suavizada donde trabaja el detector. Fila inferior: dos contornos cercanos.

3—m
Sp = Z Git1,j+k

k=—3—-m

y los valores de intensidad a ambos lados del contorno salian de las expresiones

Gi—m,j-3+Gi—m,j—a+Gij_a
3

Gi,j+4 + Gi+m,j+4 + Gi+m,j+3
3

B =

A =

Como puede verse en la figura 6.3, al aplicar este lema se obtienen con exactitud los pardametros del contorno
cuando éste estd aislado (figura a) pero se produce un error cuando hay otro contorno cercano (figura b). En el
ejemplo de esta figura, el error es debido a una mala estimacién de la intensidad B.

Figura 6.3: El detector propuesto estima con precisén un contorno aislado (a) pero comete error cuando hay
dos contornos cercanos (b). Ajustando los limites de las columnas, el método funcionaria en ambos casos (¢ y

d)

Para solventar este problema, se propone no forzar a realizar las sumas de las columnas entre los mismos
limites siempre, sino ajustarlos en funcién de cada caso. Es decir, la expresién de las sumas (ecuacién 6.1)
quedaria como sigue
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190 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Iy
Sy = ZGi—l,j+k

k=l
m2

Sy = E Gij+k
k=m,
>

Sr = g Giy1,5+k
k=r,

donde los limites de las sumatorias lq,la,m1,ma, 71 y 72 Se calculan para cada caso. ;[Cémo se calculan?
Recordando de la seccién 2.1.1, la imagen de parciales alrededor de un contorno sigue un perfil similar al de la
figura 6.4a, donde la llave roja muestra los pixels que se utilizan en la sumatoria. Si este nimero es fijo, cuando
haya un segundo contorno cercano, mantener ese tamano incluira valores del segundo contorno en la estimacién
del primero. Por tanto, la solucién propuesta consiste en hacer llegar la sumatoria en cada columna hasta un
pixel donde estimemos que hemos alcanzado el valor de la intensidad de la zona que separaba el contorno, es
decir, hasta donde el valor de la derivada alcance un minimo, como muesta la llave azul de la figura b.

A A A

v a) %i___./_/ b)

Figura 6.4: La llave roja indica los pixels usados para estimar el contorno sobre el pixel amarillo. La llave azul
indica los pixels usados si ajustamos la sumatoria hasta que la derivada alcance un minimo

Finalmente, para estimar las intensidades A y B se utilizaran los pixels extremos de las sumatorias, tal y
como se muestra en la figura 6.3d, es decir

Gi-1,j+1;, t Gijtm,

B = > (6.2)
A = Gij+m2 + Git1 j4r2
2

para los casos de pendiente positiva, y

Gij+my + Git1,j+r,

B =
2
A = Gi—l,j+l22+ G j+m2

para los casos de pendiente negativa.

Expresiones del método suavizado para limites variables

Sélamente nos falta encontrar las nuevas expresiones para los coeficientes a, b, ¢ de la pardbola estimada cuando
los limites de la sumatoria no son fijos. Para ello, vamos a rehacer el desarrollo de la seccién 4.4 pero dejando
como variables dichos limites.
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6.1. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CON LIMITES VARIABLES 191

En primer lugar, llamemos P,  ; al drea interior a la columna 4 bajo la curva del contorno, considerando que

la columna estd formada por los pixels (,s), (¢,s + 1), ..., (¢,£ — 1), (¢,t). Asumiendo que el contorno cruza la
columna siempre de izquierda a derecha, su expresién serd como sigue:
(i+4)n ) 1

Po:= / (a + bz + cx” + (t + —) h) dz (6.3)
(i-4)n 2

Ahora llamemos M;  ; al resultado de sumar los valores de los pixels de dicha columna en la imagen original.
Suponemos que las intensidades a ambos lados del contorno son A (debajo) y B (encima). Su expresién entonces
serd

t
1
Moy =) Fij= 5(A=B)Piss+ B (t—s4+1) (6.4)

Jj=s

donde F es la imagen original antes de suavizar. Finalmente, la suma de los mismos pixels pero en la imagen
suavizada, G, tendra la expresion siguiente:

t
Sist = ZGi,j =agoMist+aor (Mi—15¢+ M si1,0-1+ Mis—1,041 + Mig1,st) + (6.5)

j=s

Fa11 (Mi—ts—1,041 + Mi—1 sq1,6-1 + Mip1 s41,6-1 + Mig1,s-1,641)

De esta forma, podemos plantear el sistema de ecuaciones usando las sumas reales de las columnas izquierda,
central y derecha de la imagen suavizada, y deducir las expresiones para los coeficientes de la pardbola a, b, c.
Considerando (0, 0) las coordenadas del pixel central donde queremos estimar los pardmetros del contorno, el
sistema queda como sigue:

S =811,
SM = SO,ml ,mo
SR = 51,7‘1,7'2

cuya solucién es

SL+SR—2SM A(Q’H’LQ—ZQ—'I’Q)—-B(Q’ITLl—ll—7‘1)

¢ = Tom(Aa-B) T 2h(A - B) (6.6)
b o= SR—SL A(lg-?“g)—B(ll—’l"l)
2(A - B) 2(A — B)
0 = 280 — (1 +2m2)A — (1 — 2m1)Bh_ ch21 + 24ag9; + 48a11
2(A-B) 12
donde a se ha dejado en funcién de ¢ para mayor simplicidad. Podemos ver ¢cémo el método anterior de

limites fijos es un caso particular de estas expresiones, donde los valores de los lfmites son I; = -2, l; = 4,
my=-3,mg=3,r=—-4dyry=2.

Todo lo anterior se resume en el lema siguiente, suponiendo un caso de pendiente menor que 1 en valor
absoluto.
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192 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Lema 6.1 Sea F' una imagen por cuyo pizel (i,7) pasa un contorno que separa dos zonas de intensidad
A (debajo del contorno) y B (encima del contorno). Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de
suavizado Hy, tal que

aix apr an
Hi=| ann oagp om
air apr an

dando como resultado la imagen G, donde se cumple que
Gy (i, 5)| > |G (3, 5)]

A partir de los datos de la imagen suavizada G podemos estimar los pardmetros del contorno de la imagen
original F (posicion, pendiente, magnitud del salto de intensidad y curvatura, medidos sobre la vertical central
del pizel), realizando los siguientes pasos:

a) obtenemos las sumas de las columnas izquierda, central y derecha de la siguiente manera:

Ly
SL = > Givjk (6.7)

k=l

Su = ZGi,j+k

k=m,

2
Sp = ZGi+1,j+k

k:’l"

donde —4 < lj,my,mp < 0y 0 < lp,mo,rg < 4 son tales que |G,(i—1,7+11)|, |Gy(i—1,7+ 1),
|Gy (2,5 +m1)|, |Gy(i, 5 +ma)l, G, + 1,5 +71)], ¥y |Gyt + 1,7 + 72)| son minimos de su columna
b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad o ambos lados del borde

Giorji, +Gighm, - . .
B = { 1”+'2+ it si Gz(1,5)Gy(2,7) > 0

Gi,j+m; +Gi i+ . L. ..
Gt 1+2 Aljtry o Gm(z,j)G’y(z,]) <0

Z+2fa si Gz(i,4)Gy(4,5) > 0
i—1 u;l'22 dadrn2 Si GE(Z,J)Gy(Z,J) < 0

A

¢) a continuacién detectamos los coeficientes de la ecuacion y = a + bz + ca? como sigue:

0 si buscamos contornos rectos
¢ = { - 2(“?4__325' + Asz_l?_;fi‘—_%(%m‘_“—”) si buscamos contornos de segundo grado
b SR—SL A(lQ—TQ)—B(ll—T'l)
2(A - B) 2(A-B)
. — 25 —(1+2mp) A—(1-2m) B 1+ 24ag; +48a110
2(A_B) 12

d) finalmente, calculamos los parémetros del contorno
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6.1. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CON LIMITES VARIABLES 193

corte con la vertical central del pixel: (0,a)
A-B
vector normal: N = \/1_—_}75 [ b, —1 ]
2cn
curvatura : K= —7
(1+02)

donde

1 siGy(i, ) >0
T -1 siGy(5,4) <0

Generacién de ventanas de tamano variable Aplicando el lema anterior sobre un pixel borde ya podemos
obtener los pardmetros precisos del contorno con mayor rigor que de la forma en que se hacia en el capitulo
previo. Ademads de los coeficientes calculados para la parabola a, b, ¢, los limites de las sumatorias son también
un dato importante de cara a la generacién de la ventana sintética sobre la nueva imagen que se estd generando.
Ahora ya no serdn siempre ventanas fijas de 923, sino que solamente generaremos valores sintéticos para aquellos
pixels que fueron incluidos en la sumatoria.

Ejemplos

Probemos primero con dos "venas" sintéticas, una recta y otra circular, de tan sélo 4 pixels de grosor (figura
6.5). Vemos que el método de limites fijos degenera la forma de la vena, debido al error que comentdbamos
antes. Sin embargo, el método de limites variables no altera la imagen, detectando con precisién todos los
pardmetros del contorno (posicién, pendiente, curvatura y salto de intensidad). Incluso en el caso de aniadir
ruido a la imagen, el resultado es bastante bueno en relacién al método anterior.

Si ahora retomamos la imagen angiogréfica de la figura 6.1 el resultado es bastante mejor, como se ve en
la figura 6.6, ya que los contornos no se deforman tanto como antes, dando lugar a una estimacién bastante
correcta.

En el ejemplo sintético hemos probado con contornos separados por 4 pixels de distancia. Pero en la
angiografia que hemos utilizado hay algunas venas de 3 y 2 pixels de grosor. ;Funcionard nuestro método
en estos casos? Si rehacemos las imdgenes sintéticas de la figura 6.5 para grosores inferiores veremos que el
algoritmo falla, degenerando los contornos. A continuacién vamos a analizar cudl es el problema en estos casos,
y propondremos un nuevo algoritmo para solucionarlo.

6.1.2 Deteccién de contornos muy cercanos

Cuandos dos contornos estdn muy cercanos entre sf, estaremos en una situacién como la que muestra la figura
6.7. Podemos ver que el valor de la intensidad B entre los dos contornos se ha perdido en la imagen suavizada.
Por tanto, aunque extendamos la sumatoria hasta alcanzar un minimo de la derivada, en ese punto el valor de
la intensidad no serd el correcto, y ello producird un error.

{Cdémo podemos detectar cudndo estamos en esta situacién? Atendiendo a la figura 6.4b, cuando los con-
tornos no estaban tan préximos, puede verse que la derivada parcial practicamente se anula, antes de comenzar
a subir de nuevo. Sin embargo, cuando los contornos estdn muy préximos, antes de llegar a un valor casi nulo,
la subida comienza con fuerza muy pronto. Es decir, la condicién para detectar este caso podria ser mirar el
valor de la parcial uno o dos pixels més alld de aquél donde se hace minima, y ver si supera un cterto umbral.

Por ejemplo, cojamos la figura 6.8a. En ella se muestra una vena sintética de 3 pixels de grosor, con
intensidad 200 sobre un fondo 100 (podemos ver tanto los niveles de gris como los valores numéricos exactos
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194 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Figura 6.5: Venas de 4 pixels de grosor. Filas superiores, de izquierda a derecha: imagen original, restaurada
con limites fijos, restaurada con limites variables, y contornos estimados. Filas inferiores: idem con ruido

de cada pixel). En la figura b tenemos la imagen suavizada. Centrémonos en el pixel marcado en azul, cuyo
contorno queremos estimar. Sabemos que dicho pixel es un pixel borde porque en la imagen de parciales (figura
¢) adquiere un valor m&ximo en su columna (recordemos que estamos en un caso de pendiente menor que 1).

Si aplicamos el método de limites variables hariamos las sumas de las columnas de pixels que se muestran
en rojo en la figura b. Si observamos los valores de los pixels marcados en verde, que son precisamente los que
deberian usarse para estimar el valor de B, vemos que efectivamente ambos tienen un valor incorrecto, debido
a la influencia del contorno superior. ;Cémo saber que se trata de una situacién de contornos muy cercanos?
Atendiendo a la imagen de parciales, vemos que los pixels superiores a cualquiera de los marcados en verde
tienen un valor muy alto, senal de que otro contorno esta préximo.

Una vez detectada esta situacién, la solucién para estimar el verdadero valor de B estd en la imagen original.
Suponiendo un caso ideal, aunque ese pixel tenga un valor diferente de B en la imagen suavizada, es exactamente
B en la imagen original, ya que es un pixel que pertenece por completo al interior de la vena. Esto es asf siempre
y cuando el grosor no esté muy por debajo de 2 pixels, porque si el grosor es 1 pixel o menos, la intensidad
del interior no podria recuperarse, ya que no existiria ningin pixel que cayera por completo en el interior de la
vena. Por lo tanto, reescribiremos la expresién 6.2 de la forma siguiente:

Fi_1,j+1, + Fijtm,
2

B =
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sisasciiiocc: B —

a) b) c) i d)

Figura 6.7: a) dos contornos muy cercanos; b) imagen digitalizada; c) imagen suavizada; d) perfil de la imagen
de derivadas parciales

100100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 119
100 100 100 110 146 182 200
105 137 173 198 200 200 200
195 200 [200J200] 200 200 195
200 200 200 198 173 137 106
200|182 146 [110] 100 100 100
119 100 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100 100

100 100 100 100 100 102 108
100 100 101 106 115 127 139
104 113 124 136 148 161 172
133 146 158 170 182 191 193
166 179 {190 §194 J190 {179 166
193 191 {182 §170 158 {146 133
172 161 {148 1241113 104
139 127 {115 106 {101 {100 100
108 102 {100 §100 }100 J100 100

200 200 200 200 200
200 200 200 200 200
200 200 200 200 200
200 200 198 173 137
182 146 [110] 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100 100
100 100 100 100 100

Figura 6.8:

donde F’ es la imagen original. Para el valor de A, en el ejemplo de la figura, no es necesario usar la imagen
original, ya que por debajo se ve que no hay ningiin contorno préximo. Por lo tanto, mantendremos su expresion
anterior.

Generacién de una subimagen intermedia Ahora que hemos estimado un valor correcto para B aparece
un segundo problema: cuando apliquemos las expresiones 6.6 para obtener los coeficientes de la pardbola,
obtendremos un valor incorrecto, atin habiendo estimado correctamente el valor de B. Este error es debido a
que dichas expresiones fueron desarrolladas a partir de la expresién 6.4 de M, que representaba el valor de la
sumatoria de los pixels en la imagen original. Dicha expresién suponia que la intensidad sobre el contorno era
B en todos los pixels, cosa que no ocurre en nuestro ejemplo, atendiendo a la figura 6.8a.

La solucién propuesta consiste en generar una imagen alternativa F’, de tamafio méximo 1125, centrada en
el pixel borde cuyo contorno se estd estimando, como la mostrada en la figura 6.8d. Dicha imagen coincidird
con los pixels de la imagen original F' excepto la zona situada sobre los pixels que se usaron para estimar la
intensidad B. En dicha zona, el valor serd igual a B para todos los pixels. Visualmente, dicha imagen es en
realidad una versién idéntica a la original pero donde el segundo contorno ha sido eliminado.

De esta forma, esta imagen F’ puede ser suavizada para obtener una nueva imagen G’,de tamano méximo
923, centrada en el mismo pixel, como la que se muestra en la figura 6.8e. Dicha imagen G’ serd sobre la que
aplicaremos nuestro método de limites variables. Podemos ver en la figura cémo la zona superior izquierda de
dicha subimagen ha perdido toda la influencia debida al segundo contorno, y por lo tanto, aplicar las expresiones
en ella nos dard de forma exacta los parametros deseados.
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6.1. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION CON LIMITES VARIABLES 197

Algoritmo optimizado

En el ejemplo que hemos usado, el segundo contorno se encontraba por encima del primero. Pero cuando
estimemos los pardmetros del contorno para los pixels del borde superior de la vena de la figura 6.8a, la situacién
estard al revés, es decir, el segundo contorno estard por debajo. De hecho, podrifamos encontrar una situacién
en otro tipo de imagen donde hubiesen contornos préximos a ambos lados simultdéneamente. Por lo tanto, hay
que detectar de forma separada si existe un contorno muy préximo tanto por encima como por debajo. Si no
se encuentra ninguno, podemos aplicar el lema 6.1 directamente. En caso que se detecte al menos uno, habra
que generar las subimégenes F' y G', mirando qué zona es la que hay que actualizar, si la superior con el valor
B, la inferior con el valor A, o ambas a la vez.

Todo ello queda resumido en la funcién que mostramos a continuacioén, que actualiza los valores de una
imagen de intensidades I y otra de contadores C, para ser insertado en el algoritmo RealzarImagen de la pigina
161.

Funcion ActualizarImagenesLimitesVariables (C, I, i, j, orientacion)

Segun orientacion vertical / horizontal:
ContornoSuperior = Contornolnferior = False
Calcular pixels limites para la sumatoria
Si existe un segundo contorno muy cercano por arriba
ContornoSuperior = True
Estimar B a partir de la imagen F
Fin Si
Si existe un segundo contorno muy cercano por debajo
Contornolnferior = True
Estimar A a partir de la imagen F
Fin Si
Si ContornoSuperior o Contornolnferior
Crear una subimagen F’ centrada en (i,j) copiando los pixels de F
Si ContornoSuperior actualizar B en la zona superior de F’
Si ContornolInferior actualizar A en la zona inferior de F’
Suavizar F’ para obtener G’
Calcular parabola P segun Lema 6.1 a partir de la imagen G’
Si No
Calcular parabola P segun Lema 6.1 a partir de la imagen G
Fin Si
Para todos los pixels (m,n) incluidos en los limites de la sumatoria centrada en (i,j)
Intensidad = Calcular intensidad del pixel (m,n) a partir de la circunferencia C
Segun el valor de m:
i: I(m,n) += Pesol * Intensidad
C(m,n) += Pesol
i+1, i-1: I(m,n) += Peso2 * Intensidad
C(m,n) += Peso2
i+2, i-2: I(m,n) += Intensidad
C(m,n) ++
Fin Segun
Fin Para
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198 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Ejemplos

Si repetimos las pruebas con venas sintéticas pero con grosor 2 (ver figura 6.9), la estimacion de los contornos es
perfecta en imdgenes ideales, y bastante precisa en imédgenes con ruido. La segunda columna muestra el resultado
de aplicar el algoritmo bésico de la seccién anterior, donde se aprecia como se ensanchan los contornos.

Figura 6.9: Venas de 2 pixels de grosor. Filas superiores, de izquierda a derecha: imagen original, restaurada con
algoritmo bdsico de limites variables, restaurada con algoritmo optimizado de limites variables (con deteccién
de contornos muy préximos), y contornos estimados. Filas inferiores: idem con ruido

Si aplicamos el algoritmo optimizado a la imagen angiografica de la seccién anterior (ver figura 6.10), no se
nota gran diferencia a simple vista. Pero cuando miramos en detalle a nivel de pixel, vemos como efectivamente,
el algoritmo bédsico ensanchaba ligeramente las venas muy finas, debido a la influencia de ambos contornos entre
si. Sin embargo, el algoritmo optimizado corrige este efecto, ajustando mucho més los pardmetros del contorno.

6.1.3 Histéresis

Ya hemos comentado anteriormente que nuestro método detector usa un parametro umbral § con el que in-
dicamos el valor de salto de intensidad minimo que debe tener un contorno para considerarlo, y por tanto generar
ventanas sintéticas sobre él en cada iteracién. Cualquier salto inferior a § no serd considerado un verdadero
contorno sino mds bien perteneciente a una zona degradada, y se ird suavizando.

Es importante recordar que dicho valor afecta a toda la imagen. Esto significa que a lo largo de la linea del
contorno, el salto de intensidad puede no ser constante. Un ejemplo claro lo tenemos en la figura 6.11, donde
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Figura 6.10: Fila superior: restauracién de una angiograffa con el método optimizado de limites variables. Resto
de filas, de izquierda a derecha: imagen original, imagen restaurada, contornos estimados tras la restauracién
optimizada, y contornos estimados tras la restauracion bdsica (copia de la figura 6.6)
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200 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

en la parte superior se muestra una ampliacién de la zona superior del sombrero de la chica. Puede apreciarse
cémo la linea del contorno del sombrero tiene en su parte derecha un salto de intensidad de mayor magnitud
que sobre la parte remarcada. Las tres primeras imdgenes muestran, de izquierda a derecha, los pixels borde
detectados cuya salto de intensidad es superior a 20, 15 y 10 respectivamente. Vemos que para detectar todo el
contorno, es preciso bajar el umbral hasta 10, pero entonces aparecen nuevos pixels en el interior del sombrero
detectados también como contorno, cuando en realidad deseamos suavizar en esa zona.

Una solucién puede ser la propuesta por Canny para su famoso detector en ?7?, usada por muchos otros
detectores posteriores, que el denominé fase de histéresis. El usaba dos umbrales, uno alto, §z, y otro bajo,
d1,. Primero se detectaban todos los pixels borde cuya magnitud superara § g, y luego se iban anadiendo todos
aquellos pixels vecinos a éstos cuya magnitud fuera superior a d;. En la imagen de la derecha de la figura 6.11
se ha tomado §y =20 y 6, = 10, y se han pintado de rojo los pixels borde que superan dg, de azul los pixels
borde que superan d; y son vecinos de los rojos, y de verde los que también superan §; pero no son vecinos de
los rojos. Con estos valores, estarfamos detectando toda la linea del contorno, y suavizando en el interior. De
esta forma, podemos detectar contornos enteros aunque algunas zonas siuyas tengan un salto de intensidad muy
bajo, sin tener por ello que afiadir nuevos pixels borde aislados en la imagen.

La condicién de pixel vecino puede ser simplemente que esté en una posicién adjunta, o refinarla ain maés
en funcién de si las orientaciones de los contornos en ambos pixels son similares. Asf evitarfamos posibles
bifurcaciones o pixels de ruido o textura muy cerca del contorno.

Esta fase de histéresis es opcional en cualquier caso, e irfa dentro del ¢6digo al comienzo de cada iteracién.
El pseudo cédigo para insertar en la funcion RealzarImagen de la pégina 5.2.1 serfa el siguiente:

Calcular las parciales de la imagen suavizada Gx, Gy
Marcar todos los pixels borde con magnitud superior a Deltal
Adjuntar a partir de estos los pixels borde con magnitud superior a Deltal
Para cada pixel borde (i,j)
ActualizarImagenesLimitesVariables (C, I, i, j, orientacion)

En la misma figura podemos ver el resultado de aplicar el método de restauracién optimizado con histéresis,
asf como el detalle de algunas zonas de la imagen. Puede comprobarse cémo el resultado es bastante mejor que
el que se mostraba al final del capitulo anterior.

Por ultimo, hemos aplicado el método de restauracién a la imagen del popeye. Comparando con las obtenidas
en el capitulo anterior, vemos que la restauracién no ha deformado la imagen, y que los contornos se han estimado
de forma bastante precisa.

6.2 Meétodo propuesto de restauracién para altas curvaturas

El tiltimo método que vamos a proponer concierne al problema de los bordes con una curvatura demasiado alta.
Recordemos que todos nuestros métodos se basaban en que la linea del contorno (para pendientes menor que 1
en valor absoluto) debia cortar las ventanas sietpre de izquierda a derecha. Cuando no es asi, se comete un error
que puede ser de consideracién a medida que avancen las iteraciones. Por ejemplo, en la figura 6.12 podemos
observar que los botones de la camisa del popeye, que tienen un radio aproximado de 4 pixels, adquieren una
forma romboide tras varias iteraciones, y el tornillo de la puerta corredera en el limite derecho de la imagen, cuyo
radio es del orden de 3 pixels, también se ve deformado. En la figura 6.13 se muestran dos ejemplos sintéticos
con circulos de radio 4 y 3 pixels, donde puede apreciarse la deformacién producida tras varias iteraciones.

En cualquier caso, en lo que a las imdgenes angiograficas se refiere, ya que ellas son nuestro principal interés,
es dificil que una vena tenga un radio de curvatura menor que 10 pixels. Por lo tanto podriamos considerar que
no es necesario ser tan precisos en zonas de tan alta curvatura. Sin embargo, y ya pensando en la extrapolacién
de todo nuestro trabajo a las imdgenes 3D, jqué ocurrird cuando generemos una vena sintética en 3D de 2 6
3 voxels de grosor, al igual que hicimos en el caso 2D? En el espacio tridimensional aparecen dos curvaturas
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6.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 201

Figura 6.11: Fila superior, de izquierda a derecha: restauracién sin histéresis con 6 = 20, 15 y 10, y restauracién
con histéresis con dy = 20 y §;, = 10. Fila central: restauracién optimizada con histéresis. Filas inferiores, de
izquierda a derecha: imagen original, imagen restaurada, y contornos estimados.
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202 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Figura 6.12: Restauracion optimizada de la imagen del popeye.

diferentes. La que mide el cambio de orientacién a lo largo de la vena, la cual seguramente no serd demasiado
alta, y la que mide la variacion en la direccién perpendicular, es decir, sobre el plano transversal de la vena. Si
queremos poder detectar con precisién venas de 2 6 3 voxels de grosor, debemos detectar radios de curvatura
del orden de 1 6 2 voxels. Por lo tanto, en esta seccién trataremos de resolver este tiltimo problema.

La curva no cruza de izquierda a derecha La expresién que media el drea interior a una columna de
pixels bajo la curva del contorno venia dada por la ecuacién 6.3. Esto era solamente vilido cuando la curva
cortaba la columna de izquierda a derecha. Si no es asi, los limites de la integral serian diferentes. Tomemos el
ejemplo de la figura 6.14, y llamemos (0, 0) al pixel central marcado en rojo. Para calcular el area bajo la curva
interior a la columna -2, la expresion seria

(i+4)h 9
2
P_21_4‘4 = / ((L + bx + cx® + §h> dx

C1

donde z indica el corte de la curva con la base de la columna. Eso implicaria que la expresion saldria no
lineal, con lo cual el sistema final de ecuaciones seria muy complejo de resolver. Por lo tanto, parece claro que
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6.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 203

Figura 6.13: De izquierda a derecha: imagen de un circulo de radio 4 (arriba) y 3 (abajo), imagen restaurada,
y contornos estimados.

analiticamente no vamos a poder obtener los pardmetros de la curva, y habrda que recurrir a algin esquema
numérico que nos permita encontrar con precisioén el arco de circunferencia buscado.

T
131
1

a) + b) c) ¥ d)

Figura 6.14: a) contorno circular; b) imagen digitalizada; ¢) imagen suavizada; d) drea interior a la columna -2
bajo el contorno en la imagen suavizada

Por otro lado, cuando queremos detectar curvaturas altas, debemos usar ventanas centradas en el pixel del
menor tamano posible, ya que cuanto méds grande sea la ventana, més promediada serd la informacién que
obtengamos. Por ejemplo, en la figura 6.15 tenemos un contorno cuyas caracteristicas sobre el punto marcado
en rojo queremos estimar. Aproximadamente el radio de curvatura en dicho punto es de 2 pixels. Si seguimos
usando ventanas de 9z3 (cuya influencia recordemos que se extiende a un drea 11z5 en la imagen original)
obtendremos resultados diferentes si en lugar de la curva tuviésemos en la imagen un circulo completo del
mismo radio, ya que las intensidades de los pixels, sobre todo en las zonas de la ventana mas alejadas del pixel
central, serfan bastante diferente entre ambos casos.

Figura 6.15: a) contorno con curvatura alta; b) imagen digitalizada; ¢) imagen suavizada. En ambas imdgenes
se ha dibujado una circunferencia tangente al punto con igual radio que el radio de curvatura en dicho punto.

Sin embargo, usando una ventana 3z3 (como la marcada en amarillo en la figura), la diferencia serfa muy
pequenia, y la informacién que podriamos calcular sobre el contorno serfa mucho més precisa. Ademads, la causa
por la que se empez6 a usar ventanas tan alargadas era precisamente para garantizar que el contorno la cruzara
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204 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

siempre de izquierda a derecha. Pero teniendo en cuenta que ahora vamos a considerar también las situaciones
en donde esto no se cumple, pues ya no tiene sentido seguir manteniendo estas dimensiones para la ventana.

6.2.1 Deteccién de circunferencias en una ventana 3z3

El planteamiento del problema es el siguiente:

Planteamiento Sea F' una imagen por cuyo pixel (%, j} pasa un circulo que separa dos zonas de intensidad A
(debajo del contorno) y B (encima del contorno). Dicha imagen ha sido suavizada con una méscara de suavizado
H,, tal que
a;il apr a1
Hy=| an ap ao:
a1 a1 01t

dando como resultado la imagen G, donde se cumple que
Gy (i, 5)| > |G=(4, 5)

Se desea estimar la expresién de dicho circulo, utilizando sélamente una ventana 3z3 de la imagen suavizada
G centrada en el pixel (4, 7).

Solucién En principio, podriamos usar el lema 6.1 para estimar la pardbola que mejor aproxima las inten-
sidades, utilizando como limites de integracién los valores I3, mq,ry = —1 y lz,mp,72 = 1, lo cual darfa las
expresiones

S+ Sr—25m
SR—SL
2A-B)
o = ZSM—3A—3Bh_ 21+24a01+48a11

2(A - B) ¢ 12

donde Sy, Sas v Sk son las sumas de las tres columnas de la ventana (ecuacién 6.7). A continuacién podria
usarse el esquena numérico del capitulo anterior (seccién 5.3.2) para detectar la circunferencia a partir de la
parabola.

El gran problema es que las expresiones para el esquema numérico son incorrectas en el caso en que el
contorno no cruce de izquierda a derecha alguna de las columnas. Concretamente, estamos hablando de la que
nos devuelve la pardbola estimada por el método detector ante la imagen de un circulo (ecuacién 5.13). Dicha
ecuacién partia de que las dreas interiores a cada columna bajo la curva venfan dadas por la ecuacién (5.12),
donde el término U estaba siempre evaluado en los limites izquierdo y derecho de cada columna. Si se quiere
tener en cuenta los casos donde la curva pueda cortar la columna por su parte inferior (o superior), habria que
deducir el punto de corte, y evaluar la primitiva U en esos puntos, con lo cual saldrian unas expresiones bastante
complejas

Sin embargo, disponemos de una solucién m&s practica para obtener la pardbola estimada, sin tener que
encontrar su expresién analitica. Usando la misma rutina empleada para generar las ventanas sintéticas a
partir de una circunferencia concreta, podemos generar una ventana 5z5 que represente dicha circunferencia,
suavizar su interior para obtener una nueva imagen 33, y aplicar nuestro método detector a dicha subimagen.
La pardbola obtenida serd la paribola estimada que buscdbamos. De esta forma podriamos aplicar el mismo
esquema numérico que usamos en el capftulo anterior, incluyendo la generacién de estas dos subimégenes. El
algoritmo seria el siguiente:
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Circunferencia Pardbola estimada Pardbola final
Iteraciones | R T, Ye a b c a b c
—0.1910 | 0.3142 | —0.1448
3.9780 | 1.1924 | —3.9861 | —0.2006 | 0.2806 § —0.1083 | —0.1815 | 0.3478 } —0.1812
3.2748 | 1.0758 | —3.2746 | —0.1958 | 0.3100 | —0.1334 | —0.1768 | 0.3520 | —0.1926
3.0932 | 1.0270 | —3.0945 | —0.1942 | 0.3129 | —0.1406 | —0.1736 | 0.3533 | —0.1967
3.0317 | 1.0099 | —3.0322 | —0.1924 | 0.3139 | —0.1433 | —0.1723 | 0.3536 | —0.1982
3.0098 | 1.0033 | —3.0099 | —-0.1915 | 0.3142 | —0.1443 |} —0.1718 | 0.3536 | —0.1987
3.0026 | 1.0009 | —3.0026 | —0.1912 | 0.3142 | —0.1446 | —0.1716 | 0.3536 | —0.1988
3.0005 | 1.0002 | —3.0006 | —0.1911 | 0.3142 | —0.1447 | —0.1716 | 0.3536 | —0.1989
3.0000 | 1.0000 | —3.0000 | —0.1910 | 0.3142 | —0.1448 | —0.1716 | 0.3536 | —0.1989

O NG =W N = O

Tabla 6.1: Iteraciones del esquema numérico para encontrar la circunferencia

Funcion EstimarCircunferencia3x3 (P, C)

PO =P

Repetir hasta convergencia
Deducir la circunferencia C a partir de P (ec.5.10 y 5.11)
Crear una subimagen F’ de 5x5 centrada en el pixel a partir de C
Suavizar F’ para obtener G’
Calcular la parabola estimada Pe a partir de la imagen G’ (ec. 5.13)
P += PO - Pe

Fin Repetir

6.2.2 Ejemplos sintéticos

En la tabla 6.1 se muestran las iteraciones diferentes para estimar un circulo de radio 3, cuyo centro es el
punto (1, —3) (es decir, considerando (0,0) las coordenadas del pixel cuyo contorno se quiere estimar, el centro
del circulo estd en el centro geométrico del pixel (1,3)). En la figura 6.16a podemos ver en color negro la
circunferencia original que se quiere buscar, en rojo la pardbola estimada por nuestro método detector en la
primera iteracién, y en azul el circulo que comparte posicién, pendiente y curvatura con dichs pardbola. A
medida que avanzan las iteraciones, el cfrculo azul va convergiendo al que buscamos.

Ui il f f

a) b) c) d)

Figura 6.16: Resultado del esquema numerico. En negro, la circunferencia buscada. En rojo, la pardbola
estimada. En azul, la circunferencia estimada. a) Circulo de radio 3 centrado en (1,-3), tras la primera
iteracion. b,c,d) Circulo de radio 2 centrado en (1, —2) tras las iteraciones 1, 10 y 20.

Para circulos de radio inferior el proceso numérico lleva més iteraciones, pero también acaba por converger.
En la tabla 6.2 se muestran las iteraciones para un circulo de radio 2 centrado en el punto (1, ~2). En la figura
6.16b,c,d se ven los resultados tras 1, 10 y 20 iteraciones.
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206 CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Circunferencia Parabola estimada Parabola final

Iteraciones | R s Ye a b c a b c

0 —0.4328 | 0.3968 | —0.0962
1 6.4700 | 2.3861 | —6.4468 | —0.4179 | 0.3153 | —0.0483 | —0.4478 | 0.4782 | —0.1442
10 2.4563 | 1.2014 | —2.4852 | —0.4419 | 0.3949 | —0.0869 | —0.3428 | 0.5608 | —0.3068
20 2.1101 | 1.0485 | —2.1202 | —0.4353 | 0.3962 | —0.0936 | —0.2890 | 0.5726 | —0.3626
30 2.0301 | 1.0133 | —2.0331 | —0.4335 | 0.3966 | —0.0955 | —0.2740 | 0.5760 | —0.3785
40 2.0084 | 1.0037 | —2.0093 | —0.4330 | 0.3967 | —0.0960 | —0.2697 | 0.5770 | —0.3831
50 2.0024 | 1.0010 | —2.0026 | —0.4329 | 0.3967 | —0.0962 | —0.2684 | 0.5772 | —0.3844
60 2.0007 | 1.0003 | —2.0007 | —0.4329 | 0.3968 | —0.0962 | —0.2681 | 0.5773 | —0.3848
70 2.0002 | 1.0001 | —2.0002 | —0.4328 | 0.3968 | —0.0962 | —0.2680 | 0.5773 | —0.3849

Tabla 6.2: Iteraciones del esquema numérico para encontrar la circunferencia

En la figura 6.17 podemos ver visualmente cémo el nuevo esquema permite detectar con bastante precisién
radios de curvatura a partir de 2 pixels. Comparando con la deteccién de la figura 6.13 puede apreciarse la
mejorfa. Incluso en presencia de ruido, el resultado es bastante satisfactorio. Logicamente, cuanto més alta sea
la curvatura a detectar, més sensibilidad al ruido existird. Por eso, en la figura el ruido anadido es de magnitud
30, 20 y 10 para los circulos de radio 4, 3 y 2 respectivamente.
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Figura 6.17: De arriba a abajo, el radio del circulo es 4, 3 y 2 pixels. a) de izquierda a derecha: imagen original,
imagen restaurada, y contornos estimados. b) igual pero anadiendo ruido

Para radios inferiores a 2 pixels, ya el proceso numérico no siempre converge, y cuando lo hace es después de
un nimero elevado de iteraciones. La razén es que cuanto menor sea el radio de curvatura, mayor es la diferencia
entre la circunferencia (que practicamente cabe entera dentro de la ventana 5x5) y la pardbola estimada. En
estos casos, si el contorno es cerrado, representando una pequefia drea sobre un fondo de distinta intensidad,
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dicha drea acaba por desaparecer, ya que practicamente es como si fuera un ruido. Si por el contrario el contorno
es parte de una linea mds larga, por ejemplo una esquina, ésta se redondea ligeramente pero respeta la forma

bésica (ver figura 6.18).

Figura 6.18: De arriba a abajo: restauracién bésica de un cuadrado ideal, y restauracién optimizada para
curvaturas altas de un cuadrado ideal y con ruido. De izquiera a derecha: imagen original, imagen restaurada,
detalle de la restaurada, y contornos estimados

6.2.3 Algoritmo final

Este esquema de deteccién de curvaturas altas a partir de subimédgenes 3z3 debe también combinarse con
el esquema propuesto para la deteccién de contornos muy cercanos (seccién 6.1.2). La respuesta es sencilla:
centrdndonos de nuevo en una imagen angiogrédfica, puede ocurrir que una vena de muy poco grosor tenga
ademds una curvatura alta (como los ejemplos sintéticos de la figura 6.19). Para poder detectar estos casos,
debemos realizar conjuntamente ambos procesos.

La solucién propuesta es la siguiente: para la estimacién de A y B haremos igual que en el algoritmo previo,
es decir, buscando en cada columna donde se alcanza un minimo de la parcial, y usando esos pixels para la
estimacién. Ademds dichos limites nos servirdn para decidir si existe algin otro contorno muy cercano al que
estamos tratando, tanto por arriba como por abajo. En este caso generaremos una subimagen sintética donde
aplicar el detector. Finalmente, aplicaremos la deteccién propuesta en esta seccién a partir de una subimagen
3z3. El algoritmo final propuesto es como sigue:

Funcion ActualizarImagenesFinal (C, I, i, j, orientacion)

Segun orientacion vertical / horizontal:
ContornoSuperior = ContornoIlnferior = False
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Calcular pixels limites 11,ml,r1,12,m2,r2

Si existe un segundo contorno muy cercamno por arriba
ContornoSuperior = True
Estimar B a partir de la imagen F

Fin Si

Si existe un segundo contorno muy cercano por debajo
ContornoInferior = True
Estimar A a partir de la imagen F

Fin Si

Si ContornoSuperior o ContornoInferior
Crear una subimagen F’ centrada en (i,j) copiando los pixels de F
Si ContornoSuperior actualizar B en la zona superior de F’
Si ContornoInferior actualizar A en la zona inferior de F’
Suavizar F’ para obtener G’
11=ml=r1-=-1
12=m2=r2=1
Calcular parabola P segun Lema 6.1 a partir de la imagen G’

Si No
11 =ml =1l = -1
12=m2=r2=1
Calcular parabola P segun Lema 6.1 a partir de la imagen G

Fin Si

EstimarCircunferencia3x3 (P, C)

Para todos los pixels (m,n) incluidos en los limites de la sumatoria centrada en (i,j)
Intensidad = Calcular intensidad del pixel (m,n) a partir de la circunferencia C
Segun el valor de m:

i: I(m,n) += 100 * Intensidad
C(m,n) += 100
i+1, i-1: I(m,n) += Intensidad
C(m,n) += 1
Fin Segun
Fin Para

En la figura 6.19 se muestran varios ejemplos sintéticos de venas con grosor 2 y distintos radios de curvatura,
con y sin ruido. Puede apreciarse que los contornos son detectados con precisién en las imdgenes sin ruido, y
en las que sf lo tienen el error cometido es mayor pero no demasiado.

6.2.4 Ejemplos reales

Si volvemos a la imagen del popeye de la figura 6.12 y aplicamos el ltimo esquema propuesto, obtendremos
los resultados de la figura 6.20. Vemos que los resultados son mds exactos que anteriormente, sobre todo en los
puntos con curvatura alta, como las esquinas de la mesa y de la farola, o los codos del muifieco. Los botones
de la camisa aparecen mds redondeados que en la figura 6.12, y el tornillo del abridor de la ventana mantiene
intacto su forma circular, atin teniendo un radio aproximado de dos pixels.

El gran inconveniente de este método es que el tiempo de computo de cada iteracién es bastante mayor que
antes, ya que para cada pixel borde puede tener que realizar 100 6 200 iteraciones (dependiendo del nimero
méaximo que fijemos para la convergencia), y en cada una de ellas debe generar una subimagen de 25 pixels a
partir de la expresién de una circunferenca, suavizarla, y aplicar de nuevo el método detector.

En las figuras 6.21 y 6.22 se ven los resultados de aplicar el método en imagenes angiogréficas del rifién y
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Figura 6.19: De arriba a abajo, los radios de curvatura (exterior / interior) son (7 / 5), (6 / 4),y (5 / 3). a) de
izquierda a derecha: imagen original, imagen restaurada, y contornos estimados. b) igual pero afiadiendo ruido

del corazon respectivamente. A la vista de los resultados podemos concluir que la localizacién de los contornos
con precisiéon sub-pixel ha sido bastante precisa en la mayoria de los casos.
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Figura 6.20: Restauracion para altas curvaturas en la imagen del popeye
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Figura 6.21: Contornos estimados en una angiografia del rinén
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Figura 6.22:

CAPITULO 6. RESTAURACION AVANZADA DE IMAGENES

Contornos estimados en una angiograffa del corazén
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Capitulo 7

Contornos de primer orden

- Lindo camino hasta aqui. ;Crees que podremos extrap-
olar todo lo anterior para imdgenes en 8 dimensiones?

- La primera diferencia es que un contorno no es una
linea, sino una superficie.

- Pues empecemos buscando planos......

ENERO 2003

A lo largo de los capitulos de este bloque, y partiendo de todos los lemas y métodos desarrollados en el
bloque previo para imédgenes 2D, trataremos de lograr objetivos similares en imdgenes tridimensionales. Al
entrar a trabajar en un espacio 3D, aparecerdan conceptos e ideas nuevas que no existian en el plano 2D, y que
iremos viendo a medida que vayan surgiendo.

En los ultimos afios, la imagen 3D ha tenido un auge espectacular, debido fundamentalmente a dos razones:
en primer lugar, la tremenda evolucién de la tecnologia, que ha permitido incrementar la potencia de cdlculo de
los procesadores, aumentar la capacidad de almacenamiento de datos en memoria, y desarrollar tarjetas graficas
con prestaciones inimaginables hace una década. Y en segundo lugar, la aparicién de mdquinas cada vez mds
sofisticadas, sobre todo dentro del campo de la medicina, que permiten la adquisicién de este tipo de imédgenes
tridimensionales.

El objetivo sigue siendo el mismo: tratar de detectar formas y medir caracteristicas dentro de la imagen,
a partir de la informacién de los bordes presentes en ella. Por lo tanto, en este primer capitulo del bloque,
comenzaremos viendo la forma cldsica de deteccién de bordes en imdgenes tridimensionales y sus carencias,
para luego desarrollar un algoritmo de deteccién de bordes de primer orden similar al de 2D, a partir de la
informacién de las iméagenes de derivadas parciales. Finalmente, lo aplicaremos a varios ejemplos sintéticos para
contrastar sus resultados.

7.1 Técnicas convencionales para la deteccién de bordes

En primer lugar es preciso definir qué consideramos una imagen 3D. Tal y como mencionan algunos autores
({LOH98, NIKO01]), una imagen 3D es una matriz de tres dimensiones cuyos elementos (llamados elementos de
volumen o voxels) representan muestras de una cierta magnitud fisica adquirida sobre una malla tridimensional.
La manera més comin de obtener una imagen 3D es mediante un dispositivo de tomografia, capaz de seccionar
un objeto de forma no invasiva. Con esta técnica, los datos obtenidos pueden considerarse como una secuencia
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216 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

de imdgenes 2D paralelas a lo largo de un eje, formando un volumen tridimensional, tal y como se muestra en
la figura 7.1. Como el espaciado entre imagenes es bastante pequeno, el valor de cada pixel puede considerarse
como la medida de un cierto volumen (con forma de prisma rectangular) dentro de la malla tridimensional.

Figura 7.1: Una imagen 3D es una secuencia de imagenes 2D a lo largo de un eje, la cual puede interpretarse
como una matriz tridimensional de pixels.

Por lo tanto, al igual que en el caso 2D una imagen puede representarse como una cierta funcién bidimi-
nensional f(z,y) que mide la intensidad en cada punto del plano, podemos representar una imagen 3D como
una cierta funcién tridimensional f(z,y,z) que mide la intensidad en cada punto del espacio. De esta forma,
seguiremos considerando borde a aquella zona donde haya una variacién brusca de la intensidad. La primera
gran diferencia con respecto al caso 2D es que, si anteriormente los pixels borde se unian formando lineas que
llamédbamos contornos, ahora los voxels borde formaran superficies, las cuales, teéricamente, van a coincidir con
la superficies de los objetos que hayan sido adquiridos en la imagen.

7.1.1 El gradiente como herramienta de deteccién

La técnica més bésica para detectar bordes sigue siendo calcular la derivada de la funcién y buscar méximos
locales en la direccién del gradiente [ZHA93|. Para estimar el vector gradiente en un voxel se usardn esquemas
parecidos al caso 2D (ver seccién 1.1). Es decir, primero se obtiene de forma discreta el valor de las tres derivadas
parciales en dicho voxel y, finalmente, se combinan para producir el vector gradiente. Para un caso continuo, la
expresion del vector gradiente es la siguiente:

of(z,y,2) 0f(z,y,2z) 0f(=,y,z)
ox oy ' 0z

Vi(z,y,2) =

Este vector nos indica la direccién de méxima variacién en cada punto, y su médulo representa la magnitud
de dicha variacién. Esto significa que el vector gradiente tendrd magnitud pequerfia sobre los puntos de las zonas
homogéneas, y tendrd un valor muy alto justo en la zona donde se produce la transicién de una intensidad a
otra. Ademds, la direccién de dicho vector nos indicard en cada punto en qué direccién se produce ese cambio.

Tomemos como ejemplo la imagen 3D de una esfera maciza, donde todos los puntos pertenecientes a ella,
tanto de su superficie como del interior, aparezcan con una intensidad mds clara que los puntos de exterior.
Dicha imagen 3D tendria gradiente muy bajo en toda la zona exterior e interior a la esfera, y un vector gradiente
con magnitud alta a lo largo de toda la superficie, cuya direccién estaria apuntando en todos los puntos hacia
el centro de la esfera.

Por tanto, la técnica més basica para detectar bordes consiste en evaluar el vector gradiente en cada voxel, y
quedarnos con aquéllos cuyas magnitudes sean mdximos locales en la direccién de dicho vector. Pero para poder
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7.1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA LA DETECCION DE BORDES 217

evaluar el gradiente, necesitamos conocer cémo discretizar las derivadas, ya que nuestra imagen de entrada no
serd una sefial continua sino discreta, debido al proceso de adquisicién.

7.1.2 Discretizacién de la derivada parcial de una funcién f(z,y, z).

Sea f(x,y, 2) una funcién de R? en R. Para estimar el valor de la derivada parcial en la direccién de la variable
x en un punto (Zg, Yo, 20) & partir del valor de la funcién en puntos cercanos, podemos usar el desarrollo de
Taylor de la funcién en los puntos (zg + Az, %o, 20) ¥ {Zo - hz, Yo, 20) , de la siguiente manera:

f(@o+ hayv0,20) = f(20,Y0,20) + Az fo (20, Y0, 20) + O(R2)
f(@o — heyyo,20) = F(Z0,%0.20) — hafe(Z0, Y0, 20) + O(R2)

donde h. es un valor relativamente pequeno. Restando ambas expresiones obtenemos que

F(xo + ha, Yo, 20) — f(@0 — ha, Yo, 20) = 2ha fo (20, Yo, 20) + O(RZ)

de donde se deduce que, para valores pequeiios de h,, la derivada parcial en z en el punto (zg, Yo, 79) puede
aproximarse por
f(zo + ha, yo, 20) — f(@o = ha, Yo, 20)

2h,

Al igual que ocurria con las funciones de dos variables, esto significa que, si la funcién f(z,y, z) ha sido
discretizada en una muestra tridimensional {..., f (i, y;, 2k), ...}, siendo 4, 7, k € Z, donde la distancia horizontal
h, entre puntos vecinos puede considerarse pequena, y de tal forma que desconocemos los valores de la funcién
en ningln otro lugar, podemos estimar la derivada parcial en la direccién z en el punto (x;,y;, 2) & partir de
los valores de la funcién en sus dos puntos vecinos, (z;—1,¥;, 2k) ¥ (Zi+1,¥;, 2 ), mediante la siguiente expresién:

fz(o,y0, 20) =

fx(mi,yjyzk) ~ f(a:i—i—laij Zk)2; f(xi—laij zk) (71)

Légicamente, al haber discretizado la funcién, esto no es mds que una estimacién del verdadero valor de la
derivada. Otra estimacién alternativa que puede dar mejores resultados es usar también la anterior expresién
pero aplicada a los 4 puntos vecinos (@;, y;_1, 2k), (Zi, ¥j+1, 2k), (Ti1 Y55 2k—1) ¥ (Zi, Y5, 2k+1). De esta manera,
el valor final que daremos para la derivada parcial en la direccién z en el punto (z;,y;, 2k) serd un promedio
entre las expresiones individuales de las cinco filas. Por simplificar la expresion, sea F; ;r = f(2:, Y5, 2k), ¥
consideremos como punto de interés (o, yo, 20) = (0,0, 0), con lo cual obtenemos que

Fyo0— F_
f(t(07 070) = (1 — a) (_11010 2h 1,0‘0) +

o <F1,—1,0 —F 4 _1o0+Fiao0-F 110+ Fro-1—F 101+ Fio1— F—1,0,1>
2h,

4

donde 0 € o € 1. Con el valor a controlamos el peso que queremos darle a las filas adyacentes. Si « = 0 sélo
consideramos la fila actual, y estariamos en el caso inicial. Teniendo en cuenta que la distancia entre puntos es
pequetia, lo que en realidad estamos haciendo con esta nueva expresién es promediar la derivada en un entorno
alrededor del punto, disminuyendo asf el posible ruido que podriamos haber obtenido en la discretizacién.

De hecho, podrian considerarse ain mds filas tomando las vecinas en diagonal, es decir, usar también la
expresién 7.1 para los puntos (0,1, 1), (0,1, ~1), (0,~1,1) y (0, -1, —1), y asignarles un segundo peso diferente
B, donde se cumple que 0 < 8 < 1y 8 < a. Asi, el promedio del valor seria atin mayor. La expresién final
quedarfa como sigue:
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218 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Fioo— F_
f2(0,0,0) = (l—a_g)( 1,0,02h 1’0’0>+

e (F1,—1,0 = F-1,-1,0) + (Fi10 — F11,0) + (Fi0-1 — Fo1,0,-1) + (Fi01 — F-1,0,1)

= +

4 2h;

+é ((F1,1,1 —F 1)+ (Fi,-1—Foa,1)+(Fr,a0—F_1 1)+ (Fio1,-1 — F—-l,—l,—l)>
1 2,

Para calcular la derivada parcial en las otras direcciones y y z se procede exactamente igual, intercambiando
el nombre de las variables. Las expresiones serfan:

Fo10—Fo_
f4(0,0,0) = (1—a-—5)( 0,1,02h 0, 1,0)+
v

L& ((F—1,1,0 —F_ 1 _1,0)+ (Fri0~Fi,-10) + (Foa,-1 — Fo,—1,-1) + (Fo,1,1 — Fo,—l,l)) n

4 oh,
+é (Fran —Fr)+ Fra—1 — F-n-0) + (Flaan = Foya) + (Fog,o1 — Foaoa,-1)
4 ohy
Foo,1— Fo,—
£00,0,00 = (1-a-f) (_0’0,1% b0, 1) .
o ((F_101—F_10-1)+ (Fro1~Fio-1)+(Fo,—11— Fo—1,-1) + (Fo,1,1 — Fo,1,-1)
4 +
4 .
LB ((Fl,l,l —Fiy 1)+ (Fr,0—F 1) (Foyin — Foag 1) + (Fer-10 — F—l,_l,_1)>
4 2h.,

Como puede apreciarse, se ha tenido en cuenta que la distancia entre muestras en cada dimensién (distancia
entre voxels consecutivos) pueda no ser la misma. En la préactica, h,; = h, en todos los casos, siendo h, la
que puede diferir. En el presente trabajo consideraremos siempre la situacién més general, donde cada h es
independiente de las otras.

7.1.3 Madscaras para el cdlculo de las derivadas parciales

Con la discretizacién obtenida, el proceso para calcular las derivadas parciales es equivalente a convolucionar la
imagen usando tres méscaras tridimensionales. Para poder notar una matriz tridimensional, sigamos el criterio
indicado en la figura 7.2, donde una matriz 3D M centrada en el voxel (0, 0,0) se representa en la forma

M = [.., M_1, Mo, My, ...

siendo M} una matriz 2D cuyos valores representan los voxels de la seccién z = k.
Con esta notacién, las tres méscaras que nos devuelven el valor de las derivadas parciales son las siguientes

) —B/4 0 B/4 —a/d 0 /4 -B/4 0 B/4
H, = —af4 0 /4 |,| -1-a=-B8) 0 A-a-p8) |,| —a/4 0 /4 (7.2)
2ha || —p/a 0 B/a| |  -aa 0 o B/ 0 B4
L [[ 84 —ea g4 [ o/t —-a-p) —aja] [ -B/4 -/t —B/4
Hy==— 0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
2hy || B/a afa B/4 | | a4 (1-a-B) ofs B/A  a/4 B4
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7.1. TECNICAS CONVENCIONALES PARA LA DETECCION DE BORDES 219

M=[M_;, M,, M,]

Figura 7.2: Notacién de una matriz 3 x 3 x 3

1 —B/4 —a/4 —B/4 0 0 0 B/4 a/d B/4
T —a/4 —(1—-a—-p) —a/4|,[0 0 0|, /4 A-—a—-p) a/4

% —B/4 —a/4 —B/4 0 00 B/4 a/4 B/4

donde se ha supuesto que el sentido de los ejes direccionales es el que aparece en la figura 7.2 (la z crece
hacia la derecha, la y hacia abajo y la z hacia dentro).

Revisando la bibliografia [LOH98], vemos que muchas de las méscaras usadas tradicionalmente caen dentro
de este esquema, siendo meras extensiones de las mdscaras usadas en 2D. Asi tenemos la médscara de Prewit,
donde todas las filas tienen el mismo peso, siendo o« = 8 = 4/9, cuya expresién es

H,=

1 -1 -1 =17 [00O0] [1 1 LT]
Ho=—— || -1 =1 1|, |00 0], |1 11
-1 -1t 1] [oo0oo0] [1 1 1]]
Sobel usa o = 8/15 y = 4/15 lo cual produce la médscara
1 -1 -2 =171 [oo0o0] [L 2 1]]
HZ:-?;OT -2 -3 -21|,|]000],|]2 3 2
|l-1 2 1] looo |12 1]]

donde las filas vecinas en las direcciones principales tienen el doble de peso que las vecinas diagonales, y la
fila central el triple.
Por otro lado, Zucker [ZUC81] propone la méscara

. i =g = 00 0 b a b
H:: =a o —~a 9 0 0 0 ) 4 c 4
2(4a + 4b + c)h. b —a —b 00 0 b a b

donde a=1,b=+2 /2y c= V3 /3, més en la linea de la médscara 2D propuesta por Frey y Chen (ecuacién
1.5) para mantener la condicién de que los bordes diagonales perfectos tengan la misma magnitud del gradiente
que los bordes en las direcciones principales, aunque hay que mencionar que su interpretaciéon de "bordes
perfectos" sigue siendo diferente a la que proponemos en las hip6tesis iniciales de esta tesis.

Por dltimo, L. Alvarez y otros [ALVO1] hacen un estudio mds profundo en este aspecto, dando su propia
definicién de "borde perfecto". Para ellos, un borde viene dado por una funcién

N_J 1 si ax+by+cz<0
F(w’y’Q)“{O si ax+by+cz>0
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220 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

donde (z,y, ) son las coordenadas enteras de un voxel, y el plano az + by + ¢z = 0 indica la orientacién
del borde. Para obtener el valor de los coeficientes o y 8 imponen que la norma del gradiente calculado con las
médscaras sea la misma en el punto central (0,0,0) para cualquier eleccién de a,b y ¢, donde a,b,c € {-1,0,1}.
Los valores obtenidos son

4
o = 2\/'—3\/520.519 (7.3)

B

Il

2
2 - 2V2 + 5\/3:0.326

Existen otras mascaras de distinto tamafio [ZHA93], como las de 2x2x2, que tienen el problema de no estar
centradas en el voxel que se estd tratando, o de 5x5x5, que exigen un costo computacional mucho mayor, aunque
al tomar un entorno més amplio, son menos sensibles al ruido, y obtienen un resultado mds suavizado (y por
lo tanto a veces menos preciso). Pero la idea subyacente en todas ellas es la misma: obtener estimaciones para
los valores de la derivada para, a partir de ahi, encontrar los bordes de la imagen.

7.1.4 Cailculo del vector gradiente

Una vez estimadas las derivadas parciales en un punto de la imagen, podemos estimar el vector gradiente
en dicho punto. Sea F(i,j,k) la imagen original, y sean F,(%,j,k), F,(%,7,k) vy F.(i,7,k) las tres imdgenes
resultantes de aplicar la convolucién con las méscaras H;, H, y H, respectivamente. El vector gradiente para
cada voxel (i, 4, k) serd entonces

VF(Z7.7a k) = [Fw(ZaJa k)aFy(i7ja k)a Fz(iaja k)]

A partir de esta estimacién, podemos obtener una imagen de gradientes (tomando tinicamente el médulo)
de la manera siguiente:

Gi,g,k) = \[F2(i.5,k) + F3(i,5,k) + F2(i, 5, k)

Con dicha imagen podremos estimar que en aquellos puntos (z,7, k) donde el valor de G(4, 7, k) sea sufi-
cientemente grande, existird un borde cuya orientacién serd perpendicular a la direccién del vector [Fy(%, 7, k),
F,(3,5,k), Fo(6,5, k).

En la figura 7.3 podemos ver un ejemplo de imagen de gradientes, aplicado sobre la imagen de una esfera
de radio 20, donde los puntos de su superficie y del interior tienen una intensidad maés clara que los puntos del
exterior. Las tres primeras imdgenes de la izquierda corresponden con los valores de las imdgenes de parciales en
x,y y z respectivamente, usando las mdscaras anteriores para cada derivada, y la dltima imagen de la derecha
es la del médulo del gradiente. Cada voxel se ha representado como un pequefio cubo, cuya intensidad se
corresponde con el valor del voxel correspondiente (en valor absoluto, para tener intensidades positivas). Sélo
se han representado los voxels cuyo valor supera un cierto umbral. Es por eso que los voxels pertenecientes a
zonas homogéneas (interior y exterior de la esfera) no aparecen (pues su derivada parcial es nula), asi como
una franja central alrededor de la esfera en las tres imdgenes de las parciales, correspondiente a los voxels cuya
derivada parcial no es lo suficientemente grande. Puede apreciarse cémo efectivamente los voxels cuyo médulo
del gradiente es superior a un cierto umbral representan los voxels pertenecientes a la superficie del objeto que
aparece en la imagen.

7.2 Hipétesis de trabajo

Al igual que en el caso de las imdgenes 2D, hemos visto que el uso de una herramienta matematica como es el
vector gradiente nos aporta bastante informacién sobre la existencia de bordes en una imagen. Sin embargo, de
nuevo hay que mencionar que para poder aplicar esta herramienta con rigor es preciso que nuestra funcién sea
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7.2. HIPOTESIS DE TRABAJO 221

Figura 7.3: Derivadas de una imagen de una esfera de radio 20: a) parcial en x; b) parcial en y; ¢) parcial en z;
d) médulo del gradiente. Los ejes representan las direcciones = (rojo), y (verde) y z (azul)

derivable (y por tanto continua) en todo su dominio (o al menos en aquellos puntos donde queramos evaluar
el vector gradiente). Es por ello que todos estos trabajos toman como premisa fundamental el hecho de que,
aunque nuestra imagen de entrada sea una senal con valores discretos, dicha senal proviene del muestreo de una
cierta funcién continua y derivable, a la cual pretendemos calcular los bordes.

A partir de aqui vamos a hacer una interpretaciéon diferente. Asumiremos que justo en las zonas donde hay
un borde en la imagen, es decir, en las superficies de los objetos presentes en ella, habrd una discontinuidad.
La razén es muy simple: tratdndose de una imagen volumétrica (perteneciente a R?) si un objeto macizo tiene
intensidad A y estd ubicado dentro de un volumen de intensidad B (ver figura 7.4), la funcién intensidad medida
en cada punto del espacio presenta una discontinuidad en todos los puntos de la superficie del objeto.

Figura 7.4: Existe una discontinuidad en los puntos de la superficie del objeto de intensidad A inmerso en un
volumen de intensidad B

Con este modelo de borde, ya no tendra sentido hablar del "gradiente en un voxel", sino del "vector
normal a la superficie que pasa por ese voxel". Y cuando, de ahora en adelante, hablemos de derivadas parciales
en un voxel, estaremos refiriéndonos en realidad al resultado de aplicar 1lds mascaras de convolucién anteriores,
pero no al valor de la derivada en si, puesto que damos por hecho que no existe, al no haber continuidad en la
funcioén.

La pregunta que surge ahora es relativa al muestreo de la imagen, es decir, al proceso de adquisicién: si real-
mente existe una discontinuidad, ;qué ocurre con los voxels donde cae justo esa discontinuidad? ;Qué intensidad
tendran? ;A? ;B? Para responder a estas preguntas, usaremos el siguiente modelo de adquisicién, similar
al que hemos usado para el caso 2D: la intensidad final del voxel serd un promedio entre ambas intensidades, A
y B, ponderados por el volumen relativo que cada intensidad ocupa dentro del voxel, considerando éste como
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222 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

un pequeio prisma rectangular dentro de la imagen. Es decir, atendiendo a la figura 7.5, el valor de intensidad
del voxel seleccionado vendra dado por la expresién

. AVy+ BVp
F(i,j k) = ———— 74
(k) = = (7.4)

donde A y B son las intensidades de ambas zonas, V4 y Vg son los volimenes de las regiones ocupadas por
ambas intensidades respectivamente en el interior del voxel, y hs, hy y h: son las longitudes de cada lado del

voxel, en las direcciones z, y y z respectivamente. Se cumple por tanto que el volumen del voxel es igual a
Va+ Vg = hmhyh:

»

111
111

A A

Figura 7.5: La intensidad del voxel seleccionado es un promedio entre A y B ponderado cada uno por el volumen
relativo que ocupa en el interior del voxel

La hipétesis planteada no es nueva. Ya existen otros autores que la mencionan [SON00, SUE02], y comuin-
mente se le denomina PVE (partial volume effect). Este efecto es muy conocido dentro del drea de imagen
médica. Hay que tener en cuenta que tanto en imdgenes de resonancia como en tomografia, cada tejido orgédnico
produce un cierto valor de intensidad en la imagen. Esto significa que cuando en el interior del volumen corre-
spondiente a un voxel coexisten mds de un tipo de tejido diferente, el valor obtenido para dicho voxel serd un
promedio de los valores individuales producidos por cada tejido.

Existen diferentes modelos para representar este efecto en la literatura [SAN95, RIF99, AST02], dependiendo
incluso del tipo de dispositivo de adquisicién que se esté usando (CT, MRI), pero nosotros vamos a partir del
planteado en la ecuacién 7.4, que es lo suficientemente simple como para que pueda funcionar bastante bien en
cualquier tipo de imagen 3D. A partir de este modelo desarrollaremos todos los métodos expuestos en éste y en
los préximos capitulos.

Errores cometidos por las mdscaras H,, H, y H. Con los modelos de borde y adquisicién que acabamos
de plantear, es facil ver cémo el método de estimacién del vector gradiente a partir de la convolucién con las
méscaras H,, H, y H. no es exacto en todos los casos. De hecho, en la figura 7.3d, donde se muestra el valor del
modulo del vector gradiente para cada voxel de la superficie de la esfera (generada sintéticamente con nuestro
modelo de adquisicién), éste deberia ser igual en todos los voxels!, y sin embargo puede apreciarse la diferencia
de intensidad en cada uno.

Siendo més precisos, podriamos rehacer todos los ejemplos de la seccién 1.3 para imdgenes 2D, considerando
que todas las secciones para un valor de z constante son iguales entre si, y llegarfamos a resultados similares, es
decir, que es imposible estimar con exactitud el vector normal y el salto de intensidad producido en cada voxel

LEl valor correcto deberfa ser la diferencia de intensidad entre el interior y el exterior de la esfera.
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7.3. CALCULO DEL SALTO DE INTENSIDAD 223

de una superficie en todos los casos, a partir de las méscaras de convoluciéon para las derivadas parciales, con
independencia de los valores que demos a los coeficientes « y .

En lo que resta de capitulo, vamos a proponer un método que si sea capaz de estimar con precisién no sélo
el vector normal y el salto de intensidad en cada voxel de la superficie, sino también la ubicacién de dicha
superficie en el interior de cada voxel. Por supuesto, la exactitud total se conseguird sélo en imagenes ideales
(ideal en el sentido de las hipétesis planteadas).

7.3 Calculo del salto de intensidad

El objetivo es, a partir de los valores de intensidad de la imagen original, y conociendo que el valor de cada voxel
ha sido obtenido segun la hipétesis planteada en nuestro modelo de adquisicién, tratar de obtener una expresién
para la superficie real que representa el borde del objeto dentro del voxel. Légicamente, no podemos encontrar
la expresién exacta, puesto que debido al proceso de adquisicién, se ha perdido informacién del comportamiento
del borde en el interior del voxel. Por lo tanto, inicialmente, haremos la siguiente simplificacién: supondremos
que, localmente, la superficie sobre un voxel y su vecindad se comporta como un plano. Para ello, vamos a
introducir las dos definiciones siguientes:
Llamaremos contorno de primer orden a la funcién intensidad siguiente

| A siaz+bytcz+e>0
f(x’yw,A,B,a,b,c,E)—{ B siaz+by+cz+e<0

tal que a cada punto (x,y,z) € R? se le asocia una intensidad A o B en funcién de a qué lado del plano
ax + by + cz + e = 0 se encuentra, tal y como se ve en la figura 7.6a. Y llamaremos imagen ideal con un
contorno de primer orden a la imagen siguiente

Zetkhz/2 pyithy /2 pxithe/2
E,j,k(AvBaaab7Ca 6) = /
x

f(z,y,2,A,B,a,b,c, e)dxdydz (7.5)

zr—hz/2 yi—hy /2 i—has/2

donde f(z,y,z,A, B,a,b,c,e) es un contorno de primer orden. Esta imagen puede verse en la figura 7.6b.
Esto significa que el método que a continuacién se desarrollara tratard de, partiendo sélamente de los valores
de los voxels de la imagen F; ; 1, encontrar los valores exactos para a, b, c,e y A — B.

K>
11
11

L

b)

Figura 7.6: a) Contorno de primer orden, f(z,y,z, A, B,a,b, c,e); b) Imagen ideal con un contorno de primer
orden, F; ; (A, B,a,b,c,e)

7.3.1 Caso general para el primer octante

Sea F; ;r(A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden, donde el contorno atraviesa el

voxel central de la imagen. Por simplicidad, dicho voxel tendra coordenadas (0,0,0). Supondremos también
que A > B.
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224 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Inicialmente tomaremos sélo el caso en que el vector normal al plano tenga sus tres componentes mayores o
iguales que cero, es decir a,b,c > 0 en el voxel cuyo contorno queremos estimar. De esta forma nos quedamos
s6lo con los vectores del primer octante. Los demés octantes se resolverdn por simetria. Ademds, dentro de
este caso, s6lo vamos a estudiar el caso donde b > a,c en el voxel. Los otros dos casos también se resolveran
por simetria. En definitiva, vamos a estudiar sélo el caso donde el vector normal caiga dentro de la zona que se
muestra en la figura 7.7a.

En estas condiciones, el plano tendrd una orientacién como la de la figura 7.7b, y vendra definida por dos
dngulos, 61 y 62, donde 64,62 € [0,7/4]. Si calculamos las tres imégenes de parciales, F,, F,, y F., convolucio-
nando con las mdscaras H,, H, y H respectivamente, lo anterior es equivalente a decir que el vector gradiente
[Fy, Fy, F.] en el voxel en cuestién cumpla que Fy, > F, F. > 0.

Figura 7.7: Caso en el que F, > F,, F, > 0: a) Rango de posibilidades para la direccién del vector normal; b)
La orientacién del plano viene dada por los dngulos 61,65 € [0, 7/4]. La normal se muestra invertida

Si trazamos toda la familia de planos posibles para este rango de variacién de los angulos 6, y 05 que pasen
por el voxel central (0,0,0) obtenemos la regién mostrada en color gris claro en la figura 7.8. Esto significa que
todos los voxels que no intersecten con dicha regién tendran valor A (si se encuentran por debajo del borde) o
B (si se encuentran por encima), y que aquéllos que sf intersecten tendrdn un valor V' tal que B <V < A.

7.3.2 Derivadas parciales en la direccién y

Si tomamos la seccién z = 0 de la imagen £ (es decir, la seccién central en la figura 7.8 donde aparece el voxel
central seleccionado), ésta tendrd la expresién siguiente:

[ B B B B Fi_30 Fo-30 F3_-30
B B B Fo,—20 Fi—20 Fo_20 F3-20
F3_ 10 Fo_190 F_1_10 Fo—10 Fi—10 Fr-10 F3-1p0
F(i,7,0) = | F_300 F-200 F-100 Fooo Fioo Froo Fio0
F o310 Fo210 Fo110 Foio Fiio Foi0 F31p0
F 3020 Fo220 F_120 Fooo0 A A A
| F330 Fo230 F-130 A A A A |

donde el primer subindice i indica la coordenada z del pixel, la cual crece de izquierda a derecha, y el
segundo j indica la coordenada y del pixel, creciendo de arriba hacia abajo. Los valores indicados como F; ;o
son desconocidos a priori.
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Figura 7.8: Los voxels de color gris claro son aquéllos por donde un plano tal que Fy > Fy, F. > 0 puede pasar

Tomemos ahora una méscara de convolucién para las derivadas parciales en y, H, (ecuacién 7.2), pero
tomando el caso & = f = 0 para mayor simplicidad. En este caso, tenemos que

1 0 0O 0 -1 0 0 00
Hy:ﬂ 00 0f,J]O O O}],[{0 0O
v 0 0O 0 1 0 0 00

Si convolucionamos la imagen F' con dicha méscara, obtendremos la imagen de parciales Fy tal que

. 1
f%(ujyk)::Qﬁ-(f§J+Lk‘*fﬁJ—1¢)
Yy

Observando la columna central de la imagen original, F'(0, ,0), vemos que es igual a B si j < —2 e igual a
A si j > 2. Esto implica que la columna central de la imagen de parciales, Fy(0, 7,0), es igual a cero si [j| > 3.
El resultado de realizar la suma de los 7 valores no nulos de la columna central de la imagen de parciales en y
es el siguiente:

3
. A-B
Sll = Z Fy(O,],O) = h
Yy

j=—3

el cual coincide con el salto de intensidad producido a ambos lados del borde, que era una de las incégnitas
que queriamos obtener. Asi damos pie al primer lema del capitulo.

Lema 7.1 Sea F;;ik(A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozel central, tal que b > a,c > 0. La suma de los 7 valores no nulos de la columna central de la imagen de
parciales en y es igual a

A-B
=

S, (7.6)

donde hy indica la longitud del voxel en la direccion y.
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226 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

7.4 Calculo de la orientacion del contorno

Para el célculo del salto de intensidad hemos usado exclusivamente la imagen de parciales en y. Ahora usaremos
las otras dos imdgenes de parciales, en x y en z, para obtener la orientacién del plano del borde.

7.4.1 Derivadas parciales en la direccién x

Comencemos por la derivada en la direccién x, y para ello tomemos una madscara de convolucién H, donde
a = =0, cuya expresion es

T 000 0 00 000
Hy = o 000|[,{-101(,[000
=110 0 0 0 00 00 0

Al convolucionar la imagen F' con esta méscara obtendremos la imagen de parciales Fy, tal que

. 1
Fld, 3, 8) = CT (Fit1,5,k — Fiz1,5,k)

Esta imagen, al igual que ocurria con la imagen Fy, tendra en su columna central, F,(0, j,0), hasta 7 valores
no nulos. El resultado de sumar esos siete valores da lugar a la expresion:

3 A_B 1 1 3
Sz = Z FZ'(()’]’O) = ha: * 2h, Z Fl,j,O - Z F—l,j,O (77)
j=-3 j=-3 j=-1

Visualmente, la expresién es una suma ponderada de los voxels que se muestran en la figura 7.9. Algunos
de esos voxels sabemos de antemano que tendrédn valor A o B, pero otros (mostrados en color gris) dependerdn
de la orientacién y la posicién exacta del plano. Por ejemplo, si el plano fuese practicamente horizontal, los
unicos voxels que tendrian valor intermedio entre A y B serian los de la fila central, ya que serfan los tinicos
voxels atravesados por el plano. Consideremos primero este caso, y luego estudiemos el resto de situaciones
para diferentes orientaciones del plano.

.
+ 4]+ |+

Figura 7.9: Voxels utilizados en la expresion para S, (todos en la seccién z = 0)

Caso horizontal

Supongamos que el plano del borde atraviesa sélamente los voxels de la fila central, es decir, los voxels (—1,0,0),

(0,0,0) vy (1,0,0), como se muestra en la figura 7.10, donde

0<t—c1 <t<t+4c <t+2c <t+2c+cp < hy
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7.4. CALCULO DE LA ORIENTACION DEL CONTORNO 227

Figura 7.10: El plano del borde atraviesa sélamente los voxels de la fila central.

En este caso, los voxels situados por encima de esta fila tendrédn valor B, y los de debajo valor A. Para poder
evaluar la expresién de S, faltarfa calcular la intensidad de los voxels (—1,0,0) y (1,0,0), que segiin nuestra
hipétesis de trabajo (ecuacién 7.4) son

V_1,0,0
3 — B4 =100 4
F_100 + Tt (A—-B)
Vi0,0
F — B4+ =100 4_ B
1»,0,0 =+ heahy ( )

donde V_; 0,0 y Vi,0,0 son los volimenes bajo el plano interior a cada voxel, cuyas expresiones son

hyh.
V_100 = 5 (2t —c1+c2)
hzh.
Vl,O,O = 5 (Zt + 3c1 + Cg)

Ahora ya podemos obtener la expresién para S,:

A—-B 1
Sy = —4+ (3B+F1,0,0+AAB—F~1,070*3A):
P 2h
1 (7]
= —(Figo—F_ L TA B
2hw( 1,0,0 1,0,0) hzhy( )

Este resultado es muy interesante ya que, dividido por el valor obtenido para la suma de las parciales en y
(ecuacién 7.6) nos da exactamente la pendiente del plano en la direccién z, que era otra de las incégnitas que
queriamos estimar. Esto es

Resto de casos

Faltaria ver que en todos los casos restantes se cumple esta misma propiedad. Eso implicaria calcular en cada
uno las expresiones para el valor de intensidad de todos los voxels por donde pasa el plano. Afortunadamente,
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228 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

hay una manera de demostrar la propiedad para todos los casos a la vez, en lugar de ir analizando caso a caso.
Llamemos como hicimos antes V; ; x al volumen interior al voxel (¢, 7, k) que cae bajo el plano. En el caso que
el plano no atraviese el voxel en cuestion, V; ;1 valdra 0 si el plano pasa por debajo del voxel, y hghyh. si pasa
por arriba. De esta forma tendremos que la intensidad de un voxel (3, J, k) vendrd dada por la expresién

.o ‘/z"k ha:h hz—‘/;‘k' (A—B)
F — 575 ) 575 — .
o k) = At onn 2 Bt g, Ve (7-8)
Esto significa que la expresién de S, (ecuacion 7.7) vale
3 1 3 3
Se = Z F:(0,5,0) = o Z Fi 0~ Z Foijo] =
i=——3 j=—3 i=-3
s A Sy Y e | = A R
T 2h2hyh, =~ 1,5,0 — -1,i0 | = 2h2hyh,

con lo cual vemos que lo importante no es el valor de los voltienes V; ; i individuales, sino el valor de la
suma de ellos en una misma columna (R para la columna derecha y L para la izquierda).

Este factor que aparece en la expresidon, R — L, es en realidad una diferencia de volumenes, como se aprecia
en la figura 7.11. Teniendo en cuenta que el plano atraviesa el voxel central (0,0,0) y que sus pendientes en las
direcciones z y z son menores que 7/4 cada una, puede garantizarse que el plano no alcanzard nunca el techo

del voxel (1, —3,0) ni el suelo del voxel (—1,3,0). Por lo tanto, la diferencia R — L sera siempre un prisma como
el de la figura, cuyo volumen vendra dado por la expresién:

R—-L= ZClha:hz

independientemente de los voxels que sean atravesados por el plano. De hecho, puede apreciarse como la

expresién que sale es independiente de la ubicacién exacta del plano, ¢, v de la pendiente en la direccién z, cs.
Con esto, la expresion para S, en cualquiera de los casos queda como:

A-B C1

= em——— h =
SThoh, (Cethehs) = g

que es la misma que obtuvimos en el caso horizontal

Sy (A*B)

7.4.2 Derivadas parciales en la direccién 2

El razonamiento para deducir la segunda pendiente del plano en la direccién z es exactamente igual que para
la direccién z. Partimos de una méscara de convolucién similar, H,, donde o = 3 = 0, cuya expresidn es

1 0 0 0 000 0 0 QG
Hz:%- 0 -1 0j,{0O0O0C]|,[0 10O
* 0 0 0 0 00 0 00

Al convolucionar la imagen F con esta mdscara obtendremos la imagen de parciales F}, tal que

.. 1
Fa(6,5,k) = 5= (Figks1 — Fije—1)

El resultado de sumar los siete valores no nulos de su columna central es el siguiente:
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7.4. CALCULO DE LA ORIENTACION DEL CONTORNO 229

(-1-3.0) (1.-3,0)
(-1.-2.0) (1-2,0)
(-1-1,0) (1-10)
(-1.0.0) (1,0,0) tHe,
(0.0.0
(-1.1.0) (1,1,0)
-12.0) L (12,0)
-13.0) (1.3,0)

Figura 7.11: La suma de las parciales en x de la columna central es proporcional a la diferencia de volimenes
R—-L

3 3 3
S. = Z F:(Ovj’ 0) = %— Z FO,j,l - Z Fo’j’Al -

j=-3 : % \j=-3 j=-3
TR A R BTN

donde ahora R representa el volumen bajo el plano interior a la columna z = 1, y L el volumen bajo el plano
interior a la columna z = —1. La expresion para la resta R — L sale similar

R — L =2cohh,
con lo cual finalmente la expresién para S, queda como sigue:
C2
S. = A-B
.= (4= B)
Dividiendo dicha expresién por S, obtenemos la pendiente del plano en la direccién z. Con todo esto damos
pie al siguiente lema:

Lema 7.2 Sea F; (A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
voxel central, tal que b > a,c > 0. La suma de los 7 valores no nulos de la columna central de las imdgenes de
parciales en x y en z es igual a

S: = 5 (4-B)
S: = -(4-B)

donde (hy,hy, h.) indican las dimensiones del vozel, y donde se cumple que a = ¢1/hy y ¢ = ca/h..
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230 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

7.4.3 Calculo del vector normal

Con los dos lemas que hemos expuesto ya podemos dar una expresiéon para el vector normal al plano del borde
con exactitud. La situacién es la que se muestra en la figura 7.12. Buscamos un vector normal cuyo médulo
represente el salto de intensidad producido a ambos lados del plano, y que su orientacién indique la direccién de
crecimiento de la intensidad en la imagen (por tanto en el dibujo, el vector se muestra invertido, ya que A > B,
siendo A la intensidad bajo el plano y B sobre él).

Figura 7.12: Vector normal al plano del borde

Atendiendo a dicha figura, la direccién.del vector normal ha de ser igual a la del producto vectorial v X u,
donde v = [0, —ca, h:] y u = [hy, —c1,0] . Dicho producto es igual a
vXU= [ cith. hgh. cohy ]

El médulo del vector normal debe ser igual a S, = (A — B) /h,. Asi que podemos suponer que

1
N = E[ Clh: hlh; CQhI ]
donde K es un factor de escala para que cumpla que |[|[N| = S,. De esta forma, se deduce el valor de K
como sigue

1 hohs |(S.\2 S\?2  hgh.
K = 22 212 2p2 __ ET0Z 2z 28 ) == 2 2 2
—Sy\/clhﬁhz 2+ g = - \/(sy) +1+(Sy> 5 \JS2+ 82+ 82

donde se han usado las equivalencias S, /Sy, = ¢1/hy ¥ S./Sy = ca/h. en uno de los pasos. Con esto ya
llegamos a la expresién final para el vector normal, que es la siguiente:

N= % [

= hah.Zs  hyh hzh%]:——i— S: 8y 8. ]
hxh:\/sg +52+ 52 v .

~ J%+g+g[

Este resultado se resume en el siguiente lema:
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7.5. ELECCION DEL PIXEL BORDE CORRECTO 231

Lema 7.3 Sea F;;i(A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozel central, tal que b > a,c > 0. Sean Sy, Sy y S- las sumas de los 7 valores no nulos de la columna central
de las imdgenes de parciales en x, y 'y z respectivamente. El vector normal al contorno, N, cuyo mddulo indica
la diferencia de intensidad existente a ambos lados del borde, viene dado por la expresion

Sy

1/ 52482 + 152

7.5 Eleccién del pixel borde correcto

N = [S= Sy S:|]

De todos los voxels de la columna central, ;jcémo identificar cudl de los voxels es el méas cercano al plano del
borde, para etiquetarlo como tal y realizar los cdlculos centrados en él7. Hay que darse cuenta que el plano
del borde puede pasar por un sélo voxel de la columna, por dos voxels, e incluso por tres voxels, como puede
apreciarse en la figura 7.13. Veremos que en los tres casos, aquel voxel con derivada parcial en y mayor es el
voxel mds indicado de la columna para ser etiquetado como perteneciente al borde.

0-2.0)
(0-1,0) 1A
t+c,+c,
v7
(0.0.0) 2
(0.1.0)
0.2,0)
a) b) c)

Figura 7.13: Un plano con componente y mdxima puede cruzar 1, 2 6 3 voxels de una misma columna

Antes de empezar a cada caso, lamemos V}*, V5f y V5" a los volimenes relativos de los volimenes V;, Vo y
V3 que aparecen en la figura 7.13. Es decir

v,
AR 1.2
V., T vn € {1,2,3}

De esta forma sabemos que 0 < V¥ <1 Vn.

Caso a: el contorno atraviesa sélo el voxel central En este primer caso, las intensidades y parciales de
los voxels son las siguientes:

B 0

B (A— B)V;
F(O,],O): B+(A_B)‘/1* ) Fy(07]70):§}17,—,] A=

A | a-ma-vy

A 0

Por tanto queda claro que la parcial en y del voxel central es la de mayor valor en la columna.
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Caso b: el contorno atraviesa dos voxels en la columna Veamos ahora los datos para este caso:

B (A—B)Vy
B+ (A-B)Vy (A—- BV
F(O,],O): B+(A_B)‘/1* ) Fy(O,j,O):m (A_B)(I_VQ*)
A | (A-B)(1-VY)
A 0

Atendiendo a la figura 7.13b, se cumple siempre que Vy* > V3* con lo cual F,(0,~2,0) < Fy(0,-1,0).
Con esto descartamos el voxel (0, —2,0) como valor méximo. Del mismo modo 1 — V}* < 1— V&, con lo cual
F,(0,1,0) < F,(0,0,0), y descartamos también el voxel (0,1,0). Nos quedan los dos voxels centrales, (0,0,0) y
(0,—1,0), para deducir cudl tiene la mayor parcial. Para que sea el (0,0,0), deberd cumplirse que 1 — V5" > V¥,
es decir, Vi* + V5 < 1. Este iiltimo volumen Vi* + V5 tiene la expresion siguiente:

1 (&1 + (&)
V=V+Vs=—|t+ —
1 2 hy 2
De aqui se deduce que la inecuacién se convierte en

hy > t+ S22

La parte derecha de la expresién se corresponde con la distancia en vertical del punto central del plano
del borde hasta suelo del voxel (0,0,0). Como h, mide la altura del voxel, concluimos que el voxel de parcial
méxima serd aquél que incluya al punto central del plano del borde (v que por lo tanto incluird mds superficie
de borde que el otro voxel).

Caso c: el contorno atraviesa tres voxels en la columna Los datos para este dltimo caso son:

B (A= B)Vy

B+(A-B)V; (A - B)Vy
F(0,5,00= | B+(A-B)Vz |; Fy(0,5,0) =g | (4= B)(V; - V)
B+ (A-B)VT (A-B)(1-Vy)
A (A-B)(1-V)

Atendiendo a la figura 7.13c, se cumple siempre que V' > V3*, con lo cual descartamos el voxel (0,—2,0).
Tambien se cumple que 1 —V;* < 1 -V, con lo cual descartamos el voxel (0, 2,0). Otra condicién que se cumple
es que Vi* > Vo + V5, con lo cual Vi — V3 > V3, con lo que descartamos el voxel (0, —~1,0). Finalmente, un
razonamiento andlogo nos lleva a que 1 — V5" > (1 — V5*) + (1 — V§*), de donde se deduce que V;* — V5 > 1V,
con lo cual descartamos también el voxel (0, 1,0). De todo ello deducimos que el voxel con parcial mayor es el
(0,0,0).

Una vez analizados los tres casos, podemos observar c6mo el voxel que contenga mayor superficie del borde
en su interior serd el que mayor derivada parcial en y tenga. Esta conclusién se resume en el siguiente lema:

Lema 7.4 Sea F;; (A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozel central, tal que b > a,c > 0. Se cumple que, para cada columna, el pizel (3,7, k) por el que pasa un drea
de contorno mds largo es el que cumple que

0< Fy(i,j —2,k) < F,(6,5 — 1,k) < F,(i,j,k) > F, (6,5 + 1,k) > F,(i,j +2,k) >0

Usando este lema, en nuestra imagen F' ideal con la que estamos trabajando, obtendriamos una imagen de
bordes con un tinico voxel borde por columna. Dicho de otra forma, los bordes obtenidos a partir de la imagen
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7.6. CALCULO DE LA POSICION EXACTA DEL CONTORNO 233

serfan siempres superficies de un solo voxel de grosor. Esta propiedad es muy interesante porque existen algunos
detectores de borde [MON91, LOH98] que producen superficies de borde de grosor mayor en algunas zonas, con
lo cual son menos precisos a la hora de estimar la localizacién exacta del contorno. De hecho, necesitan etapas
posteriores de "adelgazamiento" (edge thinning) para reducir el nimero de voxels borde [LOH98].

7.6 Calculo de la posicién exacta del contorno

Veamos ahora cémo calcular la posicion exacta del plano del borde en el interior del voxel. Y para ello vamos
a realizar el siguiente proceso. Primero habra que detectar el valor mdximo de la derivada parcial en y de la
columna, tal y como se vio en la seccién anterior. Podemos suponer que el voxel elegido tenga por coordenadas
(0,0,0). Calculemos ahora cudl es, de sus dos vecinos en vertical, el que tenga mayor derivada parcial. Si es el
(0,~1,0), (el vecino de arriba), la expresién que evaluaremos serd

Ry = 3F,(0,-3,0) + Fy(0, ~2,0) + F,(0, ~1,0) — F,(0,0,0) — F,(0,1,0) — 3F,(0,2,0)

En caso que el vecino con mayor parcial sea el (0,1,0), (el vecino de abajo), la expresién serd igual pero
desplazada una unidad hacia abajo

R; =3F,(0,-2,0) + F,(0,-1,0) + F,(0,0,0) — F,(0,1,0) — F,(0,2,0) — 3F,(0,3,0)
Analizemos estas expresiones en los tres casos de la seccién anterior.
Caso a: el contorno atraviesa sélo el voxel central Cuando el plano del borde sélo cubre un voxel, la
parcial maxima siempre estd en el (0,0,0). Si el vecino con mayor parcial es el de arriba obtenemos

_ A-B
R, = o

=1

Teniendo en cuenta que

nos queda que

- A—B[( 01+C2> :| A—Bdl dl
Ry = t+ —h| =2 g 2L
v TR 2 v hy hy Vh,

donde d; es la distancia en vertical entre el centro geométrico del plano del borde y el punto central de la
cara superior del voxel central, como se ve en la figura 7.14.

Supongamos ahora que el vecino mayor es el de abajo. En ese caso, aplicarfamos la segunda expresién para
R, con la que obtendriamos

=5d2

R £
hy  hy “hy

+_A—BV*__A—B . c1 + C2 __A—-Biiz
v ohy ' R2 2 )

donde ahora ds es la distancia en vertical entre el centro geométrico del plano del borde y el punto central
de la cara inferior del voxel central. Vemos que en ambos casos la distancia va siempre medida con respecto al
punto central de la cara compartida por los dos voxels de la columna con derivada parcial maxima.
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234 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Figura 7.14: El contorno atraviesa sélo el voxel central

Caso b: el contorno atraviesa dos voxels en la columna En este caso, las dos parciales méximas siempre
son las de los dos voxels que comparten el borde. Supongamos que la situacién es la mostrada en la figura 7.13b,
donde el plano atraviesa el voxel vecino superior. En este caso, es fécil comprobar que si Fy,(0, —1,0) > F,(0,1,0)
entonces se cumple que Vi* > 1 — V}*, lo que a su vez supone que

c1 + c2 1
> =hy
2 2
Es decir, que el centro geométrico del plano del borde estd méds préximo al voxel vecino superior que al
inferior, cosa que ocurre. Por lo tanto, la expresién en este caso para el desplazamiento es la siguiente

t+

. A-B
R, = Ty

(V-1

donde V' = V{* + V. Como la expresién para V' es la misma que se desarrollé para este mismo caso en la
seccién anterior, obtenemos que

_ AB[( 61-1-62) :| A—Bd, dy
B = £y g | s B B
v T TR2 3 YT TR R, VR,

donde d; vuelve a ser la distancia en vertical entre el centro geométrico del plano del borde y el punto central
de la cara superior del voxel central, como se ve en la figura 7.15.

Figura 7.15: El contorno atraviesa el voxel central y el superior
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7.6. CALCULO DE LA POSICION EXACTA DEL CONTORNO 235

Si el plano hubiese atravesado el voxel inferior, se usaria la expresién R;” y obtendriamos un resultado
similar, donde la distancia vendria medida con respecto a la cara inferior del voxel central. En funcién de en
qué caso estemos, la distancia serd positiva o negativa.

Caso c: el contorno atraviesa tres voxels en la columna En este ultimo caso, que aparece en la figura
7.13c, el razonamiento es andlogo. Supongamos que el vecino en vertical con mayor valor de parcial es el de
arriba. En ese caso, la expresién para el desplazamiento es la siguiente:

__A-B
Ry ==

(V-2

donde V' = V" 4+ V5" + V3. En este caso
_ A—B|:< Cl+02) :| AABdl dl
R, = t+ —2hy| =—— == 8y—
Y hZ 2 ¥ hy  hy Yy

donde d; vuelve a ser la distancia en vertical entre el centro geométrico del plano del borde y el punto central
de la cara superior del voxel central, como se ve en la figura 7.16. Obsérvese como en este caso el pardmetro ¢
va medido desde el suelo del voxel (0, 1,0).

Figura 7.16: El contorno atraviesa tres voxels en la columna

Si el voxel vecino de mayor parcial fuese el inferior, la expresién saldria

_yh_y

A—-B A—-B c1+ 2 A—Bdg dg

(V-1)=
hy h2 2 h, h
donde ahora d es la distancia en vertical entre el centro geométrico del plano del borde y el punto central
de la cara inferior del voxel central, como se ve en la figura 7.16.

Y Yy

Medicién de la distancia desde el centro del pixel Para que la distancia d no esté medida unas veces
con respecto a la cara inferior del voxel central, y otras con respecto a la cara superior, llamemos p a una nueva
cantidad que represente la diferencia de altura entre el plano y el centro geométrico del voxel, como se ve en la
figura 7.17. Asi, la expresién para p serd
[ —hy/2—d si Fy(0,-1,0)
-{ oL

~1,0) > F(0,1,0
hy/2—d si F,(0,—1,0) < F,(0,1,0)

b
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236 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

siendo 0 < p < h/2 cuando el contorno pasa por debajo del centro del pixel, y —h/2 < p < 0 cuando pasa por
encima.

Figura 7.17: La distancia al contorno va medida en vertical con respecto al centro geométrico del voxel.
Con todo lo anterior ya podemos enunciar el préximo lema:

Lema 7.5 Sea F;; (A, B,a,b,c e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozel central, tal que b > a,c > 0, y que cumple que F,(0,—-1) < F,(0,0) > F,(0,1). Sea R, la expresion
siguiente

R, = 3F,(0,m—3,0)+ F,(0,m —2,0) + F,(0,m — 1,0) — (7.9)
—F,(0,m,0) — F,(0,m + 1,0) — 3F,(0,m + 2,0)

donde
"= 0 si F,(0,-1,0) > F,(0,1,0)
1 1 siF,(0,-1,0) < Fy(0,1,0)

El desplazamiento exacto del contorno dentro del voxel viene dado por la ecuacion

P 2m—1 R,

hy~ 2 5,

donde Sy es la suma de los 7 valores no nulos de la columna central de la imagen de parciales en y, hy es
la altura del vozel, y p es la diferencia de altura entre el contorno y el centro geométrico del vozel (0,0,0).

7.7 Generalizacién para el resto de octantes
Todo el estudio anterior se ha realizado considerando contornos planos que segufan la expresion

ax+by+cz+e=0

donde se cumplia que b > a, ¢ > 0. Adems4s, se consideraba el caso donde la intensidad bajo el plano, A, era
mayor que la intensidad por encima, B. Es decir, al calcular las tres imdgenes de parciales, suponiamos que

F,>F, F,>0

en el voxel seleccionado. Esta tltima condicién realmente es sélo vdlida para el caso en el que by = hy = h,.
En caso contrario, la condicién que deberia cumplirse es que

Fyhy > Fuhy, Fohe >0
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7.7. GENERALIZACION PARA EL RESTO DE OCTANTES 237

J h

a)

Figura 7.18: a) hy = h,; b) 2h, =h

Esto puede apreciarse mejor en la figura 7.18, donde se muestran dos situaciones: en la primera h, = h.,
y en la segunda h, = 2h,. En ambos casos se muestra la pendiente limite a partir de la cual cambiarfamos de
casos, la cual se corresponde cuando Fy hy = F.h,.

Por tanto, tratemos primero el caso general en el que

|Fy| hy > |Fy| hay | Fz| By

Este caso general engloba 8 casos diferentes, en funcién del signo de las tres parciales. Es fdcil ver que
generalizando todos los lemas anteriores del presente capitulo podemos llegar al siguiente lema para estos 8
casos conjuntamente:

Lema 7.6 Sea F;;1(A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozxel central, y que cumple que

1F,(0,0,0)[ hy > [F(0,0,0)] Ay, | Fy(0,0,0)| A
[F,(0,1,0)] < [Fy(0,0,0)] > [Fy(0,—1,0)]

El vector normal al contorno, N, cuyo mddulo indica la diferencia de intensidad existente a ambos lados del
borde, viene dado por la expresion

|5y |

\/S2+ 52+ 852

y su posicion vertical relativa dentro del vorel viene dada por la expresion
p 2m-1 R,

N= [S: S, S.]

hy 2 Sy
donde
3
j=—3
3
S?J = Z Fy(O’JaO)
j=-3

3
S. = Z Fz(o,j,O)

j==3
R, = 3F,(0,m—3,0)+ F,(0,m—2,0)+ F,(0,m — 1,0) —
—F,(0,m,0) — Fy(0,m +1,0) — 3F,(0,m + 2,0)

m = 0 si |Fy(0,—1,0)] > |Fy(0,1,0)]
1 si |Fy(0a_1’0)i < !Fy(071’0)|
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238 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Quedarian por tratar otros 16 casos, 8 cuando la mayor parcial en valor absoluto sea F, y otros 8 cuando
sea F,. Los lemas para estas dos situaciones serfan andlogos al lema que acabamos de exponer, cambiando unas
variables por otras, y realizando las sumatorias en la direccién de la variable cuya parcial sea maxima.

7.8 Simplificacién a un entorno mas reducido

Observando las expresiones usadas en el lema anterior, basadas en los valores de las imdgenes de parciales, vemos
que usan informacién de voxels muy alejados al voxel central. Esta caracteristica no suele ser muy aconsejable,
ya que tratamos de obtener informacién local a cada voxel, y cuanto mds extensa sea la vecindad de voxels
que usemos para obtener los pardmetros del contorno de un voxel concreto, menos preciso serdn los valores
estimados. Veamos otra alternativa para obtener los mismos valores, pero sin tener que alejarnos tanto del
voxel central.

7.8.1 Suma de las parciales en y

Realmente lo que hacemos al sumar la columna de parciales en y es realizar un promedio de los voxels con valor
A y de los voxels con valor B y hacer la resta. La diferencia entre usar alfa y beta nulos o no en las médscaras
de convolucién es que el promedio se realiza entre un nimero mayor de voxels. Por ejemplo, para el caso alfa y
beta nulos se usan dos voxels para cada valor:

A ~ Fyso0+ Foao
B o~ Fy_40+ Fo,—30

Para el caso alfa y beta no nulos el resultado es bastante més complejo, ya que la expresién de Sy es una suma
enorme de voxels, donde los sumandos positivos estiman el valor de A y los negativos el de B. Exactamente,
tanto para A como para B se estdn usando 22 voxels. Ademads, son voxels un poco alejados al voxel central. Por
ejemplo, para el cdlculo de A se estdn usando voxels como el (1,6,1), que estdn a més de 6 voxels de distancia
del voxel central. Puede ser demasiada distancia en algunos casos.

Por ello, una alternativa al cdlculo del salto de intensidad puede ser la siguiente. Ya que lo que se busca es
estimar A y B, una estimacién sencilla usando una ventana de 3x3x3, y atendiendo a los voxels cuya intensidad
conocemos de antemano que serd A o B en cualquier caso, segin se mostraba en la figura 7.8, puede ser

A =~ Fii,
B >~ F.y_1
Quizss esta férmula no es muy adecuada para una imagen digitalizada, pues se estd usando dnicamente el

valor de 1 voxel para estimar cada intensidad. Mejor seria usar una mdscara 5x3x5, lo cual darfa un resultado
mads suave. En ese caso, la estimacion seria

1
A ~ 1 (Fr20+ Foz1+Fia1+ Fi21)
1
B ~ 1 (Fo1,—20+ Fo,—2,—1+ F_1 1,1+ F_1,21)

Vemos que ahora se usa una informacion mds cercana al voxel central, ya que el voxel mds alejado estd a
distancia <2,1,2>. Y ademads es una estimacion mejor con respecto al ruido, ya que estamos promediando entre
4 voxels diferentes para cada valor. Por lo tanto, calculando A y B con la expresién anterior, nuestra solucién
para S sera:

A-B
hy

Sy =
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7.8. SIMPLIFICACION A UN ENTORNO MAS REDUCIDO 239

7.8.2 Suma de las parcialesen z y 2

Para la suma de las parciales en z estamos usando la informacién de las columnas izquierda y derecha de la
central, tomando 7 voxels en cada una. Sin embargo, los voxels importantes son los cinco de abajo en la columna
de la izquierda, y los cinco de arriba en la derecha, como se vio en la figura 7.9, pues son los sitios posibles por
donde el plano del borde puede pasar. Los otros dos voxels de cada columna son simplemente estimaciones para
los valores A y B. Podemos usar para ellos las estimaciones que obtuvimos antes con una ventana 5x3x5, con
lo cual la expresién para S, quedaria:

A-B 1 !
Sy = - +m Z Fijo0— Z F_ij0

j=-3 J==

En esta expresién, los voxels m4s lejanos se encuentran a distancia <1,3,0> del voxel central, es decir, fuera
de la ventana 5x3x5, pero a una distancia menor que las diagonales de dicha ventana.
Para las parciales en z se opera de la misma manera, pero usando las columnas de detrds y de delante del

voxel central:
A-B 1 3
S: ===t 5" Z Foj1 — Z Foj—1

De nuevo las distancias al voxel més lejano empleado en la férmula coinciden con las de las parciales en z.

7.8.3 Desplazamiento del borde

En la expresion del desplazamiento (ecuacion 7.9) se usaban 6 voxels en la columna central. Son por lo tanto
voxels cercanos. Pero el problema radica en que los dos voxels mds alejados llevan peso 3, es decir, tienen el triple
de importancia que los voxels mds cercanos al central, y esto no es muy conveniente. Una forma alternativa de
estimar el desplazamiento es la siguiente: como ya se ha visto anteriormente, la intensidad de un voxel (3, j, k)
viene dada por la expresién

(A—-B)
hehyh

donde V ; 1, es el volumen interior al voxel (7, j, k) que cae bajo el plano. Por lo tanto, podemos despejar el
valor del volumen V; ; x a partir de la intensidad de un voxel de la forma

Fi;x—B
A-B

Si lo hacemos asf para el voxel central y sus dos vecinos en vertical, tendremos el volumen de voxel que cae
bajo el plano del borde. Esta expresiéon ademds funciona tanto para los casos en los que el borde s6lo pasaba, por
un voxels como para los que pasaba por dos o tres, ya que si la intensidad del voxel es A, entonces el volumen
Vi,j,k coincide con el volumen del voxel. Y si la intensidad es B, entonces el volumen es cero.

Si ahora llamamos V' a la suma de los tres voliimenes

F(i,j, k) = B+ Viik

‘/z’,j,k = hzhyhz

V. = W10+ Vo00+Vo10=
hehyh,
= A-B _ij (Fo,—1,0 + Fo,0,0 + Fo,1,0 — 3B)

Pero este volumen sabemos que es igual a h;h.d, donde d es la distancia en vertical desde el centro de la
cara infertor del voxel (0, —1,0), como se ve en la figura 7.19. Con lo cual, la distancia que buscamos es

hy

d:A_

5 (Fo,—1,0 + Fo,0,0 + Fo,1,0 — 3B)

ion realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2008

ios sutores. Digitali

© Del



240 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Vemos que la informacién mds lejana que hemos usado (aparte de la usada para estimar A y B), es simple-
mente de un voxel.

Vo.10

Figura 7.19: La distancia d va medida desde la cara inferior del voxel (0, 1,0)

Para mayor claridad podemos considerar que la distancia fuese medida desde el centro geométrico del voxel
central, en lugar de hacerlo desde la cara inferior del voxel vecino. Ademds, serfa més claro que el signo de d
coincidiera con el signo de la direccién en la que nos estamos moviendo (es decir, en este caso, que d > 0 indique
que nos movemos hacia abajo, en la direccién de crecimiento de y). Por lo tanto, una expresién mds correcta
para la distancia seria ‘

3 h
d = _hy‘AjB

5 (Fo—1,0+ Foo0 + Fo1,0—3B) =

3(A + B) -2 (F0’4170 + Fo,(),() + FO,l,O)
33,

7.8.4 Lema final

Con estos nuevas expresiones podemos llegar a otra versién del lema 7.6 anterior, que no use informacién de
voxels muy alejados del voxel central:

Lema 7.7 Sea F;; (A, B,a,b,c,e) una imagen ideal con un contorno de primer orden que atraviesa el
vozel central, y que cumple que

[Fy(0,0,0)|hy > [F4(0,0,0)| Ay, |F,(0,0,0)] A
[Fy(0,1,0)] < [Fy(0,0,0)] > |Fy(0, ~1,0)]

El vector normal al contorno, N, cuyo mddulo indica la diferencia de intensidad existente a ambos lados del
borde, viene dado por la expresion

|5y

1/ S8 + 82 +52

N = [ 8 8y S: ]
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7.9. ALGORITMO PARA LA LOCALIZACION DE CONTORNOS 241

y su posicion vertical relativa dentro del vozel viene dada por la expresion

_ 3(A+ B) —2(Fo,—1,0 + Fo0,0 + Fo,1,0)

d 25,

donde

1 3
S = A——B+ = Z Fi 50— Z F_150

he 2k | 2, =,
A-B
S, —
Yy hy
1 3
A-B 1
S, = ~Tz— -+ . Z F()’jyl - Z FO,j,—l
Jj=-3 Jj=-
1
A = 1 (Fi2,0+ Fo2,1 + F1,1,1 + Fi2,1)
1
B = =(F_y_90+Fo—2-1+F_1_1,1+F_1,-2_1)

4

7.9 Algoritmo para la localizacién de contornos

A partir del lema anterior ya podemos desarrollar un algoritmo para tratar de detectar la posicién y orientaciéon
de los contornos en una imagen 3D. En primer lugar, habra que detectar qué voxels son etiquetados como borde.
Para ello, obtendremos las tres imagenes de parciales, Fy, Fy, y F,, y nos centraremos en aquellos voxels (4, j, k)
donde

F2(i,5,k) + F2(i, j,k) + F2(3,5, k) > 6°

donde § es un umbral que habra que prefijar. Aunque ya se ha comentado que esta expresién para el médulo
del gradiente no es exacta, si que puede usarse como aproximacién para saber si existe un salto de intensidad
grande en las cercanias del voxel.

Pero para catalogar un voxel como borde no bastara que cumpla esta condicién. Ademis estamos interesados
en localizar aquéllos voxels donde el valor absoluto de la derivada parcial crezca, llegue a un maximo, y vuelva
a decrecer. Por lo tanto, la segunda condicién que ha de cumplir un voxel para ser borde es que

le(ZaJ - 27k)l < le(Z’J - 1ak)| < |Fy(2a.77 k)| > |Fy(",J + 17k)| > le(zaJ +2ak)‘
en el caso en que |F, (4,4, k)| hy > |F(4, §, k)| he, | F=(4, 53, k)| Rz, ©

|Fw(z - 27ja k)| < |F1:v(Z - 1aja k)| < |Fz(z.7ak)l > le(l + 1aj’ k)| > |Fz(7’ +27j7 k:)|
en el caso en que |F; (4, j, k)| he > |Fy(2, 3, k)| hy, | F2(%, §, k)| ks, 0 bien que

|Fa (i, 5,k = 2) <|F.(i, 4,k — D] < [F. (3,4, k)| > |Fz(6, 4,k + 1)] > |Fa(4, 4, k + 2)]

en el caso en que |F; (4,4, k)| h: > |Fp(4, 7, k)| ha, | Fy (3,5, k)| hy.

Una vez tenemos los voxels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el lema 7.7 para obtener los
pardmetros del contorno (posicién, vector normal y salto de intensidad). Esto significa que, para cada voxel
borde, el método usard los valores de un entorno centrado en dicho pixel, cuya orientacién variard en funcién
de qué parcial es mayor.
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242 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Hay tres condiciones que deben cumplirse dentro de dicho entorno, o al menos acercarse lo més posible, para
que la situacién alrededor de esos voxels sea lo mds parecido a la situacién ideal sobre la que se ha desarrollado
el método:

1) Dentro de ese entorno, el contorno puede ser aproximado como un plano.

2) Dentro de ese entorno, no debe aparecer ningtin otro contorno diferente.

3) Dentro de ese entorno, la intensidad a ambos lados del contorno debe ser lo mds homogénea posible.

Légicamente, es dificil que las tres condiciones se cumplan exhaustivamente en todos los voxels borde, pero
también es bastante probable que se cumplan en un grado alto. La primera condicién fallard en zonas donde la
curvatura del contorno sea muy alta. La segunda fallard en zonas donde haya dos bordes muy cercanos entre si.
La tercera fallard en los bordes de zonas con textura muy fina. En los demds casos, las condiciones se cumplirdn.

Hay otra condicién que también asumimos, y es que la imagen no tenga ruido, o que tenga muy poco. En
capitulos posteriores abordaremos este problema, pero por ahora trabajaremos con imigenes sintéticas.

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion Contornos3D (delta)

Calcular Fx, Fy, Fz
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen
Si Fx(i,j,k)*Fx(i,j,k)+Fy(i,],k)*Fy(i,j,k)+Fz(i,j,k)*Fz(i,j,k)<delta*delta Continuar
Si (IFx(i,j,k) |hx>|Fy(i,j,k) |hy) y (IFx(i,j,k) |hx>|Fz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Fx(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 7.7 con la variable x como direccion principal
Fin Si
si (IFy(i,j,k) lhy>|Fx(i,j,k) |hx) y (IFy(i,j,k) lhy>|Fz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Fy(i,j,k)| no es maximo en su columna Continuar
Aplicar lema 7.7 con la variable y como direccion principal
Fin Si
S8i (IFz(i,j,k) |hz>|Fx(i,j,k) |hx) y (IFz(i,j,k) |hz>|Fy(4i,j,k) |hy) Entonces
Si |Fz(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 7.7 con la variable z como direccion principal
Fin Si
Fin Para

7.10 Ejemplos

7.10.1 Contornos de primer orden

Al aplicar este algoritmo a una imagen ideal con un contorno de primer orden F; ;x(A, B,a,b,c,e) (ecuacién
7.5), como la que se mostraba en la figura 7.6, el resultado es exacto, independientemente de los valores que
tengan los coeficientes a, b, ¢, e, A y B. Por el contrario, la técnica tradicional mediante convolucién con
mdscaras H,, H, y H, produce errores de diferentes magnitudes en funcién del valor de los coeficientes. En
la tabla 7.1 se muestran los errores para contornos de distinta orientacion , aplicando ambos métodos. Para el
"método tradicional se han tomado los valores de alfa y beta propuestos por L. Alvarez (expresién 7.3).

Todos los contornos tienen un salto de intensidad (médulo del vector normal) de 255 unidades. El error
del médulo viene especificado en unidades de intensidad, y el de la direccién del vector normal en grados. La
primera fila indica que, sea cual sea la orientacién del contorno, el método propuesto no comete error alguno.
Tampoco lo hace el método tradicional para planos paralelos a las direcciones principales, pero para cualquier
otra orientacioén, los errores llegan a alcanzar los 4 grados en la direccién del vector normal, y las 24 unidades
de diferencia en el salto de intensidad.
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Error del médulo Error de la direccién
Meétodo Normal | Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max.
Propuesto | (—,—,—) [ 0.00 0.00 1 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 ] 0.00
Tradicional | (1,0,0) 0.00 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00
Tradicional | (1,1,1) 4.35 0.00 4.35 | 4.35 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00
Tradicional | (—4,3,6) | 10.5 9.27 ]10.74 | 240 |} 3.24 0.64 2.32 | 3.99
Tradicional | (0,1,4) 9.32 6.87 293 | 176 | 2.67 0.33 2.33 | 3.08
Tradicional | (3,10,7) | 7.73 7.22 1.35 | 24.1 | 3.42 0.64 2.13 | 4.18
Tabla 7.1: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de un plano
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Para poder visualizar graficamente estos resultados, se ha generado para cada voxel etiquetado como borde,
un trozo de plano inscrito en él, cuya posicién y orientacién vienen dados por los pardmetros detectados para
el contorno en dicho voxel, y cuyo color representa el error cometido en la estimacién de dicho plano (ver figura
7.20). De esta forma podemos apreciar mejor cémo el error es nulo con nuestro método en todos los voxels
borde, mientras que con el método tradicional el error va variando a lo largo del contorno. Se ha utilizado el
plano indicado en la tltima fila de la tabla 7.1. No se muestra la grafica para el error de la posicién con el
método tradicional, ya que esta técnica no lo estima. De esta manera, para poder mostrar los errores en el salto
de intensidad y en la direccién con esta técnica se han tomado "prestados" los valores de posicién obtenidos

por nuestro método.

Figura 7.20: Error cometido al detectar el contorno de un plano con el vector (3,10,7) como vector normal,

utilizando el método propuesto (fila superior) y el método tradicional (fila inferior). De izquierda a derecha,
error cometido en la estimacion del salto de intensidad, posicién y orientacién del contorno.
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244 CAPITULO 7. CONTORNOS DE PRIMER ORDEN

Error del médulo Error de la direccién Error de la posicién

Método Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max. | Media | Desv. | Min. | Max.

Propuesto | 0.00 0.00 ] 0.00 | 0.00 | 0.15 0.08 10.00 | 0.53 ] 0.65 0.32 ]0.01 | 1.50
Tradicional | 6.98 6.00 | 0.00 | 21.8 | 2.98 1.08 1000 | 485 | — — — —

Tabla 7.2: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una esfera de radio 20

7.10.2 Contornos de segundo orden

Generemos ahora una imagen con un contorno de segundo orden, concretamente una esfera maciza de intensidad
clara en el interior y oscura en el exterior, de radio 20 voxels. En la tabla 7.2 podemos apreciar los errores
cometidos por el método propuesto y por el tradicional. El método tradicional sigue teniendo errores grandes
tanto en el médulo (error medio de 7 unidades en cada voxel) como en la orientacién del vector normal (casi 3
grados de error medio en el cdleulo de la direccién normal). El método propuesto ya no es exacto como antes,
pero los errores cometidos son bastante pequenios (0.15 grados en la direccién y 0.65% en la posicién sub-voxel).

En la figura 7.21 podemos ver con detalle el error cometido en cada voxel. Puede apreciarse cémo el método
tradicional logra su mejor resultado a lo largo de las 3 direcciones principales (zonas azules en los extremos
superior, izquierdo y derecho de las esferas), pero comete un error mayor cuanto més se aleja de ellas. El método
propuesto, por el contrario, es igual de efectivo en cualquier orientacién.

7.11 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de encontrar en imédgenes ideales sintéticas la orientacion y localizacién
sub-voxel de un contorno plano de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido a ambos lados del
borde. Cuando el contorno no sea plano, los errores més importantes ocurrirdn en el célculo de la posicién
sub-voxel del contorno (como puede apreciarse en la esfera de la columna central de la figura 7.21), debido a la
curvatura presente en el contorno de la imagen, que nuestro método aun es incapaz de detectar. Por ello, en el
préximo capitulo propondremos un nuevo método que pueda detectar también la curvatura del contorno, para
poder detectar la superficie de éste con mayor precisién.
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Figura 7.21: Error cometido al detectar el contorno de una esfera de radio 20 utilizando el método propuesto
(fila superior) y el método tradicional (fila inferior). De izquierda a derecha, error cometido en la estimacién
del salto de intensidad, posicién y orientacién del contorno.
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Capitulo 8

Contornos de segundo orden

- Ahora habrd que pasar a grado 2.
- Bienvenido Mr. Paraboloide....

MAYO 2003

Acabamos de ver en el capitulo anterior un método que calcula la posicién y orientacién del contorno que
pasa por un voxel de forma exacta (al menos en imdgenes ideales en el sentido de nuestras hipétesis de partida).
Pero existe otro pardmetro caracterfstico del contorno que resulta necesario estimar en muchas aplicaciones: la
curvatura. A diferencia del caso bidimensional, en una imagen 3D el contorno viene dado por una superficie en
lugar de una curva, y por tanto en cada punto no hay un tnico valor de curvatura sino infinitas, dependiendo
de la direccién en la que miremos.

Si observamos la figura 8.1a, vemos cémo para cualquier direccién que prefijemos sobre el plano tangente a la
superficie en dicho punto, tendremos una curvatura diferente. En realidad, la curvatura de la superficie en una
direccién dada (perteneciente siempre al plano tangente) viene dada por la curvatura de la curva interseccién
entre la superficie y el plano normal al plano tangente que contiene el vector que representa dicha direccién.
De todos los valores de curvatura posibles existentes en un punto, se denominan curvaturas principales a los
valores maximo y minimo de todos ellos. Ademds, es un resultado cldsico de la geometria el hecho de que las
direcciones en las que se producen ambos valores son siempre perpendiculares entre si para cualquier superficie
[ROGS&9].

Asi por ejemplo, sobre la superficie de una esfera hay un nico valor de curvatura, con lo cual las curvaturas
principales coincidirfan, y la direccién de sus vectores seria irrelevante. Para un toroide, la méxima curvatura
(Kmax) serd siempre tangente al perimetro de la seccién, y la minima (Kmin) apuntard en la direccion del
toroide, como se ve en la figura 8.1b.

Por lo tanto, el objetivo seria desarrollar un método que sea capaz de estimar con precisién para cada voxel
borde los tres vectores siguientes:

a) el vector gradiente, cuya direccién es normal a la superficie en ese punto, y cuyo médulo representa el
salto de intensidad entre los voxels a ambos lados del contorno,

b) el vector de méxima curvatura, cuya direccién apunta hacia donde la superficie tiene una curvatura mayor,
y cuyo médulo representa la magnitud de dicha curvatura,

c) el vector de minima curvatura, cuya direccién apunta hacia donde la superficie tiene una curvatura menor,
y cuyo médulo representa la magnitud de dicha curvatura.

Estos tres vectores deberdn ser ortogonales entre si. Ademds de dichos vectores, el método deberd estimar
también la posicién exacta en el interior del voxel del punto del contorno donde los tres vectores han sido
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248 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Figura 8.1: a) En un punto de una superficie existen tantas curvaturas como planos que contengan al vector
normal a la superficie en ese punto. b) direcciones normal (en negro), de minima curvatura (en rojo) y de
méxima curvatura (en verde) sobre un punto de la superficie de un toroide

estimados.

El interés de estos vectores radica en la enorme cantidad de informacién que se aporta sobre la geometria
del objeto. Por ejemplo, en imédgenes angiogréficas tridimensionales, donde los objetos principales presentes
son vasos sanguineos (ver figura 8.2a y b), poder conocer con precisién en cada voxel borde los tres vectores
anteriores (figura 8.2d) nos permitirfa saber, entre otras cosas, en qué direccion estd orientado el vaso (direcciéon
de curvatura minima) y cual es su didmetro aproximado en ese punto (a partir de la curvatura méxima). Un
estudio en profundidad sobre la deteccién de vasos en imdgenes 3D puede verse en la tesis de Krissian [KRIOOa].

Esta informacién puede usarse como ayuda al diagnéstico médico, como por ejemplo, la deteccién de estenosis
(disminucién del didmetro en una zona del vaso) [KRIOOb, YIMOO], o bien para hacer una reconstruccién
sintética de la geometria de la vasculatura [KRI00c, BUHO04], como la mostrada en la figura 8.2f, que permita
una visualizacién més realista y precisa que la obtenida mostrando simplemente los voxels etiquetados como
borde!. Una extensa revisién de las técnicas y algoritmos usados en la deteccién de vasos asi como su utilidad
médica, tanto en imdgenes 2D como 3D, puede verse en [KIR03].

En este capitulo analizaremos primeramente las técnicas convencionales para estimar estos vectores, y poste-
riormente propondremos un nuevo método que estime dichos valores con la mayor exactitud posible. Finalmente
lo aplicaremos a varias imagenes sintéticas.

8.1 Cadlculo tradicional de curvaturas en imdgenes 3D

Existen dos formas principales de abordar el problema. Una consiste en realizar la estimacién a partir de las
segundas derivadas de la imagen. La otra exige una representacién analitica previa de la funcién que representa
la imagen. Analicemos ambas técnicas por separado.

!La presente tesis estd centrada en la etapa de estimacion (figura 8.2d). La reconstruccion se ha mostrado en las figuras 8.2¢ y
f s6lamente a modo explicativo.
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8.1. CALCULO TRADICIONAL DE CURVATURAS EN IMAGENES 3D 249

Figura 8.2: a,b) angiografia tridimensional; ¢) voxels borde; d) detalle de un vaso, con la estimacién del vector
normal y las curvaturas; e) reconstruccion del vaso, a partir de los vectores obtenidos; f) reconstruccién de la
vasculatura completa de la imagen

8.1.1 A partir de las segundas derivadas de la imagen

Al igual que en el caso 2D, las curvaturas estdn relacionadas con las segundas derivadas. Por lo tanto, el
método usual es calcular primero estas derivadas en cada voxel borde a partir de médscaras de convolucién
[MONO95, THI95, ALV01]. Una vez calculadas las segundas derivadas, obtenemos la matriz hessiana para ese
voxel, la cual viene dada por la expresién

H(xayaz): fyac fyy f’y:
zx f:y fzz

donde f(z,y, %) es la imagen 3D.

A partir de la matriz hessiana, existen varias formas de obtener las direcciones y valores de las curvaturas
principales.
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250 '~ CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Técnica propuesta por Monga en [MON95] Recordemos que al considerar la imagen como una funcién
de tres variables, las curvaturas que estamos estimando son las de la superficie de nivel que pasa por el punto.
De esta forma, se calcula primero la curvatura de la isosuperficie en una cierta direccién u (perteneciente al
plano tangente a la isosuperficie) con la expresion

uTHy
[VF|

K(u) =

donde H es la matriz hessiana y VF' es el vector gradiente, ambos evaluados en ese voxel. A continuacién,
se buscan los extremos de la funcién K (u) para obtener las curvaturas principales, derivando en funcién del
dngulo @ alrededor del vector normal. Asi, se obtienen los angulos

0 1act 2aT Hb

1T A e — 6T Hb
ig

G2 = 91+-2-

siendo a y b dos vectores ortonormales del plano tangente. A partir de estos dngulos se obtienen las direcciones
de las curvaturas principales, con las siguientes expresiones

cosfia +sinf1b

i

Uy
uy = cosbfaa+ sinfqyb

Técnica propuesta por Alvarez en [ALV01] La segunda forma consiste en calcular primero el desarrollo
de Taylor de la imagen F(X) (siendo X el vector de coordenadas del voxel), pero restringido al plano tangente
a la isosuperficie que pasa por dicho voxel, cuya expresién resulta ser

f(X + Ph)= f(X)+hTPTHPR

donde H vuelve a ser el hessiano evaluado en el voxel, y donde Ph representa la proyeccién de un cierto
vector h sobre el plano tangente a la isosuperficie, cuya expresién es

vf (Vf)T> N

Ph= (Id - -
IV

A continuacién, y considerando la matriz A = PTHP, se demuestra que A posee un autovalor igual a 0,
cuyo autovector asociado viene dado por la direccién del vector gradiente, y que los otros dos autovectores
se corresponden con las direcciones de las curvaturas principales. Dichas curvaturas vienen dadas por las

expresiones
Ai .
Ki=—— i=12
V£l

donde A; y Ag son los autovalores no nulos de A.

8.1.2 A partir de la expresién de una funcién que aproxime a la imagen

Otro método diferente, propuesto por Brejl en [BREQO], para estimar tanto el gradiente como las curvaturas
consiste en hacerlo analiticamente a partir de la expresién de una cierta funcién p(zx,y, z), cuya discretizacién
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8.1. CALCULO TRADICIONAL DE CURVATURAS EN IMAGENES 3D 251

P(z;,y;, 2) es la que mejor aproxima las intensidades de los voxels en una cierta vecindad alrededor del voxel
seleccionado. Es decir, de nuevo vuelve a suponerse que la imagen de entrada (anterior a la discretizacién),
f(z,y,2), es continua y derivable en todo su dominio, y lo que se busca es encontrar la funcién p(z,y, z) dada
por

p(z,y,2) = ko+kiz+koy+ +kgz+ kaz? + kszy + kexz + kryz + kgy2 + kg2? +
+k'101'3 + k11$2y + k:12£L‘2Z + k13$y2 -+ k‘14£L‘22 -+ k15y22 -+ k16y22 + k17y3 + k18z3 + klgmyz

que mejor la aproxime en un cierto entorno, considerando un sistema de referencia centrado en el centro
geométrico del voxel que estamos estudiando.

Para ello, y haciendo uso del mismo modelo de adquisicién expuesto en el capitulo anterior (ecuacién 7.4),
se considera que la funcién discretizada adquirida en la imagen viene dada por la expresién

tho /2 pyithy /2 pmithae/2
/ p(z,y, 2)dzdydz
x

1
P i1 Y75, =T
(-'17 Y Zk) hwhyhz lk,—hz/Z vy—hy /2

donde h;, hy ¥ h, indican la longitud de un voxel en cada direccién. Resolviendo la integral de forma analitica
obtenemos una expresién general para P(z;,y;,zk). A continuacién, se minimiza el error cuadrético medio
cometido al aproximar esta funcién en una cierta vecindad del voxel central, el cual viene dado por la expresién

e(ko, kry - k10) = 3 Y Y (P(wi,y5,2) — F i, 5, k)
i 7 k

i—ha/2

En este caso, la sumatoria indica la extension de la vecindad considerada. Como resultado de la minimizacién,
se obtienen los valores 6ptimos para los coeficientes k; de la funcién p(z,y, z). Finalmente, se calculan las
expresiones de los pardmetros del contorno (gradiente y curvaturas) a partir de la expresién analitica de la
funcién p(z,y, ), y se evaltiian en el centro geométrico del voxel en cuestion, es decir, en el punto (0,0, 0).

8.1.3 Errores de precisién

La exactitud del primer método (a partir de las segundas derivadas) esta ligada a la precisién obtenida en la
convolucién con las méscaras en el cdlculo de las primeras y segundas derivadas de la imagen. Y ya demostramos
en el capitulo anterior que la estimacién no es exacta en todos los casos. Por otro lado, hay que tener en cuenta
que las curvaturas son valores extremadamente sensibles, con lo cual variaciones minimas de la intensidad en
los voxels producen grandes variaciones en los valores de las curvaturas. Es por ello que en la imagen se suele
realizar algiin tipo de suavizado previo antes de realizar la convolucién, con lo cual los valores de las derivadas
pierden precisién.

Los resultados obtenidos por el segundo método suelen ser bastante satisfactorios, sobre todo en zonas donde
la hipétesis de que la funcién f(z,y,z) es continua y derivable parece cumplirse. Este es el caso de zonas con
intensidad homogénea, alejadas de las superficies presentes en la imagen, o zonas con contornos ligeramente
difuminados. Sin embargo, no determinan la localizacién sub-voxel del contorno, y tampoco son exactos en
imégenes ideales en el sentido de nuestras hipétesis de partida (f(x,y, 2) es discontinua en los bordes). Ademis,
en el aspecto computacional, la minimizaciéon de la funcién de error, teniendo en cuenta que es una funcién de
20 coeficientes, es bastante costosa.

Por otro lado, ambos métodos evaliian los parametros del borde en el punto (0,0,0), vy eso significa que
interpretan el contorno como la superficie de nivel de p(x,y, 2) que pasa por el centro del voxel. Pero superficies
de nivel que atraviesen el voxel seleccionado hay infinitas, y cada una de ellas tiene infinitos puntos que la
forman dentro del voxel. Y cada uno de esos puntos tendra valores de gradiente y curvaturas diferentes. Es
cierto que serdn valores bastante similares, pero no son exactos en un sentido riguroso.
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252 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

8.2 Detector de segundo orden para las superficies y = f(z, 2)

Vamos a continuacién a desarrollar un método que sf nos permita detectar con exactitud las curvaturas prin-
cipales, el vector normal y la posicién interior al voxel de las superficies presentes en la imagen, al menos en
imégenes ideales en el sentido de nuestras hipétesis iniciales. Dicho método serd una extrapolacién del que
desarrollamos para detectar bordes de segundo orden en imégenes 2D (ver seccién 3.3).

En el caso bidimensional, partfamos de una aproximacién local de segundo grado, similar a la usada en el
polinomio de Taylor, para la linea del contorno interior al pixel (ecuacién 3.5). Aqui haremos lo mismo, pero
usando la expresién de Taylor para una funcidn de dos variables. Por lo tanto, sea y = f(z, z) una funcién de
dos variables?, y queremos encontrar su aproximacién alrededor del origen de coordenadas, como se ve en la
figura 8.3.

fix.z)
9 70.,0)

Figura 8.3: Dentro del voxel, el contorno serd aproximado por una superficie de segundo grado

El polinomio de Taylor de grado 2 centrado en (0,0) es el siguiente:

Py(z,2) £(0,0) + f2(0,0)z + £.(0,0)z + -% (f22(0, 0)z% + 2£..(0,0)zz + f..(0, 0)z2) =

= a+bz+cz+da®+ fzz + g2?

Es decir, es una ecuacién de grado 2 en dos variables, lo que representa en realidad un paraboloide. Por
lo tanto, el método que proponemos consiste en suponer que, en la vecindad del voxel, el borde se asemeja a
un paraboloide. Asf, en primer lugar trataremos de encontrar los 6 coeficientes de la expresién que mejor se
ajustan a los valores de la imagen, y una vez obtenidos, calcularemos todos sus pardmetros (posicién, vector
normal y curvaturas principales) de forma analitica a partir de dicha expresién.

8.2.1 Definicién del entorno del voxel

Primero hay que definir claramente el sentido y la orientacién de las variables, como se ve en la figura 8.4. El
origen de coordenadas lo colocaremos en el centro geométrico del voxel que queremos estudiar (el voxel central
en la figura), el cual tendrd por coordenadas (0,0, 0). El valor de y crece hacia arriba. El valor de z crece hacia
la derecha. El valor de z crece hacia atrés.

De esta forma, si llamamos F' a la imagen 3D de voxels, estaremos diciendo que para el caso de la figura se
cumple que |F,| > |F;|,|F.|, y por lo tanto, para este caso, la superficie puede considerarse como una funcién
explicita, con la y despejada en funcién de las variables z y z. Légicamente, una vez resuelto este caso, todos
los demds se resolverén de forma andloga intercambiando las variables.

2Inicialmente sélo consideraremos superficies donde las pendieutes y/z e y/z estdn entre 0 y 1, y por ello puede despejarsc la
variable y en funcién de las variables z y z.

ion realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2008

ios sutores. Digitali

© Del



8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIES Y = F(X, Z) 253

/[ [/
/

AN
\
AN
AN

AN

y 4

Figura 8.4: El sistema de coordenadas tiene la orientacién que se indica, pero estd situado en el centro geométrico
del voxel central

En cuanto al tamaiio de lo que estamos considerando ”vecindad local”, en la figura 8.4 hemos usado un
entorno o subimagen de tamaino 3x5x3, de forma similar al caso bidimensional, donde se usaba una ventana
3x5. Recordemos que estas dimensiones se debfan a la imposicién de que, al menos en el caso lineal para
pendientes entre 0 y 1, la linea del contorno cruzara siempre el entorno de izquierda a derecha, sin tocar nunca
los limites inferior ni superior de la subimagen.

Sin embargo, al trabajar en 3D, y aiin considerando el caso lineal, no podemos garantizar que la superficie
del contorno no toque el suelo o el techo de dicho entorno. Es decir, considerando que la superficie fuese un
plano (aproximacién lineal), ¥y que en el caso peor las pendientes de z y de z fuesen cercanas a 1 (45°), vemos
que en la figura 8.5a (5 voxels de altura) no podemos garantizar que el plano quede completamente dentro de
la subimagen, por lo que necesitariamos un entorno con al menos 7 voxels de altura como se ve en la figura 8.5b
para que cupiera totalmente. ‘

Aun asi, si consideramos una aproximacién cuadrética, podria resultar que tampoco cupiera, llegando a un
caso extremo como el que estdbamos hablando (pendientes en z y en z cercanas a 1), con una cierta curvatura,
en donde el paraboloide se saliese del entorno, como se ve en la figura 8.5c.

7 7
4 Z /7 / 7 ﬁ
[T 7 / /;/ /2/
7 7
M o A
/ A V/ %
/] A7 1/
2
/1 // // / d // / //
[ / / /] ).
Z / L/
a) b) c)

Figura 8.5: Un entorno 3x5x3 no garantiza que el plano corte el suelo (a), pero un entorno 3x7x3 si lo garantiza
(b), aunque no para un paraboloide (c).
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254 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Recordemos que la importancia de que la superficie no toque el suelo de la subimagen es para que, después,
cuando integremos cada una de las columnas, resulten expresiones lineales, puesto que de lo contrario el sistema
a resolver para hallar los coeficientes del paraboloide serfa bastante complejo. Sin embargo, aumentar la altura
de la subimagen a 9 voxels significaria estar usando voxels muy alejados para deducir los pardmetros del voxel
central, y en realidad esos casos extremos no se dardn con mucha frecuencia. Asi que, en lo sucesivo, trabajaremos
con subimédgenes de 3x7x3.

8.2.2 Cadélculo de los coeficientes del paraboloide

Ahora que ya tenemos definido con precisién nuestro entorno, podemos plantear el sistema de ecuaciones que
nos llevard a obtener los valores para el paraboloide, cuya expresién recordemos que es

y=a+bx+cz+da? + frz+ g2?

Planteamiento del sistema

Son 6 los coeficientes que han de calcularse, y 9 las columnas de las que disponemos en el plano xz sobre las
cuales calcular. Una opcién podria ser plantear las 9 ecuaciones, y buscar los valores de los 6 coeficientes que
minimizan el error con respecto a las 9 ecuaciones. Sin embargo, nosotros plantearemos una opcioén diferente,
consistente en ignorar algunas de las columnas, concretamente las pertenecientes a los voxels (~1,0,—1) y
(1,0,1), tal y como se aprecia en la figura 8.6.

Ecuacion 6
X Ecuacion 1

|

302 T

@ @ Ecuacion 3
Ecuacion 2 < ’ ° @——' Ecuacion 4
©
3n,

b2 b2

Ecuacion 5

Figura 8.6: Para obtener los coeficientes del paraboloide se va a resolver el sistema de 6 ecuaciones planteado,
donde la ecuacién 6 es una suma de los valores de las dos columnas de color azul.

(Por qué quitar esas columnas y no otras? Realmente nos interesa ignorar aquéllas donde la superficie
alcance valores extremos, para minimizar la probabilidad de que la superficie pueda tocar el suelo o el techo de
la subimagen en dichas columnas, y esto sucederd en las columnas (—1,..,—1) y (1,..,1) cuando las parciales
F, y F. tengan el mismo signo, y en las columnas (—1,..,1) y (1,..,—1) cuanto el signo sea distinto.

La razon principal de usar esta alternativa es que, tal y como explicdbamos en la seccién anterior, existe
un problema cuando la superficie alcanza el suelo de la subimagen (o el techo), y en esos casos, esto sucederd
precisamente en las columnas que se han quitado. Con lo cual esto permite poder detectar con el método
superficies con curvatura un poco mayores que antes. N6tese que no perdemos informacién, ya que en realidad
para formar las 6 ecuaciones bastaria con sélo el mismo nimero de columnas, y ain seguimos teniendo 7 de las
9 que habia.
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8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIESY = F(X, Z) 255

Planteamiento de las ecuaciones

Recordemos del capitulo anterior que la intensidad de un voxel (%, j, k) por el cual atraviesa una superficie viene
dada por la expresién

A-B
F(i,j,k) = B+ ——V;
(Z J ) h h h 1,5,k
donde V; ; x indica el volumen interior al voxel (i,j,k) que cae bajo dicha superficie, y A y B son las
intensidades por debajo y por encima de la superficie respectivamente. Por otro lado, la suma de los valores de
los voxels de una misma columna, siempre y cuando se cumpla que la superficie no toque los planos inferior y
superior de dicha columna, viene dada por la expresién

A—B
S =Bm+

hth

donde m es el nimero de voxels de la columna, y V es el volumen interior a la columna que se encuentra
bajo la superficie.
Por lo tanto, llamemos S, ..., S a las sumas de los valores de las columnas siguientes:

S1= Zzz_g Fijo S2= Zé—_g Foj—1 53 =37 _3Foi0
Sa=35- sFoi1  Ss=Y5- 3F 150 Se=Y- 5(Fij-1+F1;1)

donde estamos considerando el caso F,F, > 0.
Tomando estas 6 sumas como constantes, el sistema de 6 ecuaciones planteado es el siguiente:

A-B

S, =1TB + ———V,, =1,..,
=1
S¢ =14B + ———— he Iy h
donde
3h./2 ph,/2 7 13
i = / / P(z,2)dzdz = ahgzh, + =hzhyh, + bhoh, + —=dh3h, + —gh 15
ha/2  J—h,/2 2 12 12
he/2 p—h./2 7 13
V2 = / / P(z,z)dzdx = ahgh. + =hghyh, — chyh? + dh3h + —=gh,h3
~hy/2 J—3h, /2 2 12 12
he/2  ph;/2 7 1 1
Vs = / / P(z, 2)dzdz = ahgh, + =hzhyh, + —dh3h, + —=gh,h>
—he/2J~h[2 2 12 12
he/2 3h./2 7 13
Vi = / / P(z,z)dzdx = ahyh, + =hghyh, + chyh? + —dh3h + —gh h3
—h,/2Jh,/2 2 =12 12
x/ 2/
~hs/2 phs/2 7 13
Vs = / / P(z,z)dzdz = ahyh; + =hyhyh, — bh2h, +5 dh3h + —gh h3
3h./2 J—h,/2 2
3h./2 p—h, /2 —h/2 3h, /2
Vo = / Pz, z dzd:c+/ / P(z,2)dzdz =
hy ~3h, /2 3h,/2 Jh,
13 13

ghgh3 — 2fh2h?

= 2ahgh, + Thyhyh, + 6dh3h +5

i0n realizada por ULPGEC. Biblinteca Universitaria, 2008

o8 autores. Digitali

©Del



256 _ CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

y donde hemos llamado
P(z,z) = a+ bz + cz + do® + faz + g2 + Thy/2
Se trata de un sistema lineal de fécil resolucién, cuyas soluciones son:

a = siripy (2855 — S1 — So — Sa — S5 — 844 — 84B)

b:m}ftﬁ;(sl—ss)
C:m(54—52)
d:af;—f'gm(51+55~253)

f:ar_%’m(51+52+54+35—56—253)

g:ZA—ﬁ"B%m(SQ%—SZ—QSg)

Como los valores Sy, ..., Sg son conocidos, ya que se calculan a partir de los valores de los voxels, atin nos
faltaria conocer otros valores, como son las dimensiones de un voxel, h,, hy, y h., y las intensidades a ambos
lados de la superficie, A y B.

Normalmente el valor de los h suele ser irrelevante, por lo que se suele usar el caso h, = hy = h: =1, con lo
cual las expresiones se simplifican. En otras ocasiones, h. suele diferir de los otros dos. Téngase en cuenta que
algunos dispositivos forman la imagen 3D como una secuencia de imdgenes 2D en el plano xy, espaciadas a lo
largo del eje z. Esto significa que los valores h, y h, indican las dimensiones de un pixel de cualquier imagen
(generalmente cuadrados) y h. indica la distancia en z que separa dos imdgenes consecutivas. Dicha distancia
es conocida por el personal que utiliza el dispositivo, e incluso en muchos de ellos es ajustable. En estos casos, lo
mas sencillo es hacer h; = hy, = 1 y hacer h; igual a la relacién de distancias entre el espaciado de las imdgenes
y el tamano de un pixel. -

Estimacion del salto de intensidad

Necesitamos también una estimacion inicial de las intensidades A y B a ambos lados de la superficie. Al igual
que en el caso 2D, lo més sencillo es utilizar los voxels que con toda seguridad sabemos que no van a tocar la
superficie del contorno, y realizar un promedio. Atendiendo a la figura 8.5¢, podemos tomar los voxels de las
esquinas del entorno que mds alejadas estén de la superficie para realizar dichas estimaciones, tal y como se
muestra en la figura 8.7.

ANEANEANEA SN\ |

Figura 8.7: Para estimar las intensidades A y B usamos los 9 voxels de las esquinas mads alejadas de la superficie
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8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIESY = F(X,Z) 257

En realidad, las esquinas elegidas estaran en funcién del signo de las derivadas parciales. Por ejemplo, el
caso mostrado en la figura se corresponderé con el caso Fy, < 0y F, F, > 0 (suponiendo A > B), o bien con el
caso F, >0y Fy, F. <0 (suponiendo A < B). La expresién final para todos los subcasos posibles donde F; es
la derivada parcial de mayor absoluto es la siguiente:

A~ L Fa-sstFooa-30+Fa-3-6+F-30+10-3-6+Fa-3-6F
9 tFoo,-20+ Foa,-2-p+Fo,—2-5+F0-1,8
1

B =~ 3 (Fas,—g+ Fasot+ Fasp+ Foso+ Fosps+ Fass+ Fago+ Fa2s+Fo2s+ Fai,e)

donde )
_ 1 siFpFy >0 B= 1 siFLFy>0
*T1 -1 siF.F,<0 ~\ -1 siFF, <0

Caso F,F, <0

Cuando el producto F,F, sea negativo, la expresién de Sg cambiaria, ya que las columnas a considerar serfan
ahora las (—1,..,—1) y (1,..,1), es decir

3
Se = Z (Fiji+ Fo15-1)
J=-3
Por tanto, el volumen bajo la superficie en dichas columnas pasaria a ser
—hy/2 p—h, /2 3ha/2 3k, /2
Ve = / / P(z,z)dzdz + / P(z,2)dzdx =
3hy/2 J—3h, /2 he/2  Jh,
13 13

= 2ahgh, + Thehyh, + -G—dhihz + 5 oha B3 +2fh2h2

donde la unica diferencia con la expresién anterior es el signo del tltimo sumando. Al resolver el nuevo
sistema, las expresiones para el paraboloide son idénticas, a excepcién del coeficiente f que pasa a tener el signo
invertido.

8.2.3 Cadlculo de los parametros del contorno

Acabamos de ver que, usando una subimagen de 3x7x3 centrada en el voxel, podemos obtener de forma sencilla
la expresién para el paraboloide que mejor aproxima la superficie del contorno. Ahora usaremos dicha expresién
para obtener los datos que queriamos, que son: posicién, vector normal y curvaturas principales del contorno
sobre la vertical central del voxel. El salto de intensidad a ambos lados del contorno es inmediato, ya que
simplemente es A — B.

La posicién y el vector normal también son faciles de calcular. La posicién viene dada por el coeficiente a
del paraboloide. El vector normal sobre un punto del plano (z, z) viene dado por la expresién

N(z,z)=[ -b—2dz—fz 1 —c— fz—2gz |

Como estamos interesados en la normal sobre el punto (0, 0), ésta es

N=[-b 1 —c]| (8.1)
Sin embargo, el cdlculo de las curvaturas en 3D es bastante m4s complicado que en el caso 2D, como ya

se comenté al principio del capitulo. Para llevarlo a cabo vamos primero a utilizar un sistema de referencia
diferente.

© Del documento, ios gutores. Digitalizacion realfizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2006



258 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Cambio del sistema de referencia

Para poder calcular la curvatura del paraboloide en el punto (0, a,0), lo primero es cambiar a un nuevo sistema
de coordenadas, {u,v,w}, donde el eje v coincida con el vector normal a la superficie en dicho punto, para poder
luego encontrar la diferentes curvas de forma més facil. Es decir, nuestro nuevo sistema serd como se muestra
en la figura 8.8. El origen del nuevo sistema lo pondremos sobre el punto mismo en cuestion.

v=N
2 y
P u

Figura 8.8: El nuevo sistema de referencia {u,v,w} estd situado sobre el punto (0, a,0) del sistema {z,y, 2}, y
su vector v tiene la misma direccién que la normal a la superficie en dicho punto

Veamos primero c6mo son las expresiones para los vectores u, v y w. El vector v coincide con la normal a la
superficie en el punto P (expresién 8.1), y por tanto su expresion es

donde hemos dividido por M, = /T + b2 + ¢2 para hacerlo unitario.
Como vector w podemos coger cualquier vector perpendicular a v. Tomemos por ejemplo el vector que
pertenece al plano yz. Este serd

w = 0,¢,1)

_ [
M,
donde M, = /1 + c2.

Finalmente, el vector u serd el resultado del producto vectorial v x w:

1
M, M.y

uU=vXw= [1+c2,b,—bc|

Por lo tanto, las expresiones para el cambio de sistema de coordenadas son:

0

(] —

|-

et
M1vl£\4w

(v v w) = (2 y—a z) 7, M M.
—be L
AIVUM(U Mu/
—xc® —x—by+batzbc wxb-y+a+tzc cy—ca+z>
M,M,, M, My,

=

T

%
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8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIESY = F(X, Z) 259

Lo que necesitamos ahora, es resolver el sistema para encontrar la expresién inversa, es decir, las expresiones
para {z,y,2} en funcién de las variables {u,v,w}. Resolviendo el sistema anterior obtenemos las siguientes
expresiones

M, b
x = -]\-Zf:u—M,,v (8.2)
b 1 c
Yy = a+Mvau+-M;v+mw
be c

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién original del paraboloide obtenemos una nueva ecuacidn, ex-
presada en el sistema {u, v, w}. Esta expresién es

Av + Buv + Cuw + Dvw + Eu? + Fv? + Gu? =0

donde
A = -M,
_ 2gbc® — 2dMZb+ fbPc— fMZic
- M2M,,
C - 2abc— fM3
- M, M2
2gc+ fb
D = =1
My, M,
gb%c® + dM2 — fbcM?
E = MZM?2
_db? +gc® + fbe
F = — 55—
g
G == "]\4._1%

En la figura 8.9 podemos observar cémo ahora nuestro punto de interés es el (0,0, 0), y que el vector normal
coincide con el eje v, ya que el vector gradiente en cualquier punto es

N(u,v,w) = [ Bv+Cw+2Eu A+Bu+Dw+2Fv Cu+ Dv+2Gw ]
y en el punto (0,0,0) es justamente N = [0, A, 0].

Calculo de los valores de curvatura principales

A continuacién vamos a barrer el plano uw con un dngulo 8 para obtener la curva interseccién entre la superficie
y todos los planos normales al plano uw, como se aprecia en la figura 8.10.
Sea t la direccién paralela al plano uw que forma un dngulo 8 con el eje w, es decir

w = tcosH

u = tsin6

Calculemos la expresién para la curva interseccién entre el plano tv y el paraboloide:
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260 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Ly
v=N

Figura 8.9: En el sistema {u,v,w}, el origen estd sobre el paraboloide, y el vector v coincide con su vector

normal
\ v=N
N

é\\/"

Figura 8.10:

Av + Btusin 8 + Ct? sin 6 cos § + Dut cos @ + Et?sin® 6 + Fv? 4+ Gt? cos? 6 = H(t,v,0) =0

Esto significa que, para cada valor de 8 entre 0 y 27 tenemos una curva 2D en forma implicita, H(t,v) =0, a
la cual queremos calcular su curvatura en el punto (0,0). La expresién para la curvatura de una curva implicita
viene dada por la férmula

HyH? — 2Hy HyHy + Hyoo H?
K(O, L, U) = (H2 N H2)3/2
t v

Evaluando dicha expresién para el punto (0,0) obtenemos que

K(9) = % (Csinfcosf + Esin 6 + G cos? ) (8.3)

Ahora sélo falta encontrar para qué valores de 6 se encuentran los méximos y los minimos de K (). Derivando
e igualando a 0 obtenemos que los extremos se encuentran para los déngulos

L retan (<C
a—2arcan G—E
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8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIESY = F(X, Z) 261

donde aparecen 4 soluciones en el intervalo [—m, 7], todas ellas igualmente espaciadas en el plano uw (lo
que en realidad significa que son dos direcciones diferentes, perpendiculares entre si). Por tanto, llamando « a
cualquiera de las 4 posibles soluciones de la arcotangente, podemos afirmar que las curvaturas principales del
paraboloide son

2

K = -Z(Csinacosa+Esinza+Gcosza)
2

Ky = Z(-Ccosasina+Ecosza+Gsin2a)

Cilculo de las direcciones de curvatura principales

Ademss de conocer la magnitud de las curvaturas mdxima y minima, también es interesante conocer en qué
direcciones se producen, pero medidas en el sistema original {z,y, z}. En el sistema {u,v,w} sus expresiones
son bastante sencillas

V1 = [sina, 0, cos a]

Ahora hay que convertirlo al sistema {z,y,z}. Primero consideremos que nuestro vector viene dado por
los puntos P; = (0,0,0) y P> = (sina, 0, cos ), como se ve en la figura 8.11, y transformemos estos puntos al

sistema original.
V=N
p4
e
w /
z

Figura 8.11:

Ya sabemos que P; = (0,a,0). Vayamos con P, y para ello usemos las ecuaciones que nos pasan del sistema
{u,v,w} al {z,y, 2z} (ecuacion 8.2). La expresion final para el punto es

M, . aMyM,, +bsina + cM, cosa  besina — M, cosa
Py, = sin «, y
M, M,M,, M, M,

Por lo tanto, la expresién del vector V; en el sistema {z,y, z} es

Vi= [ Misina, bsina + cM, cosa, M, cosa — bcsina ]
cuyo médulo es igual a M,M,. Con esto podemos afirmar que el vector normalizado para una de las

curvaturas extremas es

1
My M,

Vi = [ MZsina, bsina+cM,cosa, M,cosa— besina | (8.4)
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262 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

El otro vector se producird en « + 7/2, con lo cual su expresién serd

Vy = leMw [ M2 cosa, beosa —cM,sine, —M,sina — bceos o ] (8.5)

Eliminacién de la funcién arcotangente

Hemos visto que para calcular el dngulo a necesitamos usar la funcién arcotangente. Computacionalmente es
mejor utilizar rafces cuadradas, debido a los errores en valores muy grandes del argumento. Podemos eliminar
de las expresiones anteriores todas las funciones trigonémetricas haciendo el siguiente desarrollo. En primer
lugar es fdcil deducir que la expresién para la curvatura (ecuacién 8.3) puede ponerse también como

K(ﬂ):%(E+G’+Csin29+(G—E)c082€)

usando las férmulas trigonométricas para los dngulos dobles. Por lo tanto, una de las curvaturas principales,
K(a), podemos expresarla como

K(a):%(E+G+Csin2a+(G—E)cos2a) :%(E+G+R)

donde R = /C? + (G — E)? y donde se ha usado el hecho de que

C
% = <
sin 2 %
cos2a = G- &
B R

La otra curvatura principal serd
1
Kla+7/2)= Z(E+G~R)
Teniendo en cuenta que A < 0, podemos afirmar que la curvatura maxima serd siempre K.x = K(a+7/2)

y la minima serd K;, = K(a).

Vectores direcciéon Para eliminar las funciones trigonométricas de las expresiones de los vectores V1 y V5
(ecuaciones 8.4 y 8.5) usaremos el hecho de que

sinae = _EP_;(G:._E?)
2R

cosa = 1 BHG-E)
2R

De esta manera, las expresiones quedan como sigue:

1
Vipin = V) = —————n= M?US, bS +cM, T, M,T —bcS
" ! Mva\/Ef—z[ ]
1
Vipax = Vo= m———— | M2T, bT —cM,S, —M,S —bcT
2 Mva\/ZR[ ]

donde S = /R~ (G- E)y T = R+ (G — E). Para que funcione en todos los casos, los signos de estas

dos raices son importantes. Es facil demostrar que S debe tener el mismo signo que C, y T debe ser siempre
positivo.

itin realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

o, los autores. Digitali

© Del



8.2. DETECTOR DE SEGUNDO ORDEN PARA LAS SUPERFICIESY = F(X, Z) 263

Caso F, <0

Cuando la derivada parcial en y es negativa significa que la intensidad bajo la superficie es menor que sobre ella,
es decir, A < B. En este caso, y al igual que ocurria en 2D, los signos de las curvaturas se ven invertidos. La
razon era sencilla. Consideremos la imagen de una esfera maciza con una intensidad en el interior y otra en el
exterior, como se ve en la figura 8.12. Nos interesa que el valor de la curvatura sea el mismo en todos los voxels
de su superficie. Sin embargo, las zonas indicadas en la figura, cuando estimamos el paraboloide y = f(z, 2)
que mejor aproxima el borde, tienen curvaturas de distinto signo.

Figura 8.12: En ambas zonas la curvatura debe ser idéntica

Por ello, las expresiones anteriores son vélidas para el caso F,, > 0. En caso contrario, habrd que invertir el
signo de ambas curvaturas, con lo cual la maxima sera la que antes era la minima y viceversa. De igual manera,
las direcciones habra que intercambiarlas entre si. Estos resultados se resumen en el siguiente lema:

Lema 8.1 Sea el paraboloide dado por la ecuacion y = a + bx + cz + dx?® + faxz + gz%. Las curvaturas
principales en el punto (0,a,0) son

Kmin = min{Kl,Kg}
Kmax = maX{Kl,Kg}
donde
n
K, = Z(E+G+R)
n
Ky, = Z(E-FG—R)
R = /C?+(G-E)?
& = 1 siFy,>0
- -1 siF,<0
A = —-M,
c = _2gbc—fM3,
N M, M2
gb*c? +dM2 — fbcM?
b= MM
g
G = m—
M, = V1+b2+c2
M, = V1+c
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264 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

y las direcciones en las que se producen vienen dadas por los vectores
1

M,M,V2R
1

M, M V2R

Vi = [ M2S, bS+cM,T, M,T —beS |

Vo = [ MIT, T —cM,S, —M,S—bcT ]

donde

n

= pvR—-(G-E)
T = VET(G-E)

_ 1 s§iC>0
p 1 siC<0

8.2.4 Lema final

Todos los resultados de esta seccién se resumen en el siguiente lema:

Lema 8.2 Sea F(i, j, k) una imagen 3D por cuyo vozel (0,0,0) pasa un contorno que separa dos zonas de
intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), y que cumple que |Fy| hy > |Fy| hyy |Fy| by, St
suponemos que en la vecindad de ese vozel, el contorno se comporta como una superficie de seqgundo grado, pode-
mos estimar los pardmetros de dicho contorno (posicion, vector normal y curvaturas) calculando previamente
el paraboloide que mejor se aproxima a dicho borde. Los pasos son los siguientes:

a) obtenemos las sumas de las columnas de vozels de la vecindad, de la siguiente manera:

S1=Y0 _sFj0 Se=Y5 _sFo,1 5;3 =3 s Fo0
Sa=3 5 sFoj1  Ss=2_ 3F 150 Se=2 5 3(Frj-m+ Foim)

donde
{ 1 siFFE,>0
m =

—-1 si F,F, <0

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad o ambos lados del borde

A = L Fa-sptFa-30+Fa-3-p+F 30+ Fo-3-p+Fa-3-pt
9 +Foa,—20+ a2+ Fo,2p+ Fa-1,-5

1
< (Fo3,-8t Fa30+ Fasps+ Foso+ Fosp+ Foa3s+ Fo20+t Fazs + Fo2,8+ Fai,8)

B = =(

donde
_ 1 siFFy,>0 8= 1 siF,Fy,>0
= -1 siF,F, <0 ~\ -1 siF.F,<0

¢) a continuacion detectamos los coeficientes del paraboloide y = a +bx +cz + da? + faz+ g22 como sigue:
0 = i (2853 — Sy — Sz — S4 — S5 — 844 — 84B)
: R,
b=m@3ﬂ&—%)
¢ = grrA=py (84 — S2)

d:m_ﬂ’gwm(sl-!-Ss—QSg)
f = srsgites (S1+ Sp + Sa+ S5 — Se — 253)

9 = srrbyr (S2 + Sa.— 283)
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d) la posicidn y el vector normal se calcula a partir de la expresion del paraboloide

corte con la vertical central del voxel : (0,a,0)
A-B [ b
VI¥ B2 F 2

e) las curvaturas principales (magnitud y direccion) se calculan con el lema 8.1

vector normal : N = -1 c]

Hay que tener en cuenta que el anterior lema sélo es aplicable para el caso |Fy| hy > |Fy| hg, |F:| h.. Cuando
esto no ocurra, el esquema serd idéntico, pero intercambiando las variables entre si. De esta manera, si la
parcial mayor fuera por ejemplo la de la direccién z, es decir, se cumpliese que |Fy| hy > |Fy| hy, |F:| ks, €l lema
a aplicar serfa equivalente pero realizando las sumas por filas en lugar de por columnas, e intercambiando los
indices y las variables z e y, asi como las componentes de los vectores.

8.3 Algoritmo para la localizacién de contornos de segundo orden

Al igual que en el método lineal, en primer lugar habrd que detectar qué voxels son etiquetados como borde.
Para ello, obtendremos las tres imagenes de parciales, Fy, Fy, y F,, y nos centraremos en aquellos voxels (3, j, k)
donde

F2(3,5,k) + F2(i, j,k) + F2(3, 5, k) > 6

donde 4 es un umbral que habra que prefijar, y que ademds cumplan que

tFy(ivj _2vk)‘ < ‘Fy(zaj - 1,](3)‘ < le(Z,j,k)l > le(1'5.7+ 17k)l > ‘Fy(ivj +27k)l
€n el caso en que |Fy(27]’ k)' hy > |F:E(Za.77 k)| h‘za |Fz(2’]a k)l hZa o

en el caso en que |F, (4,4, k)| hy > |Fy(3, 4, k)| hy, | F:(4, 5, k)| h;, o bien que

'Fz(za.]ak_2)| < |Fz(7‘7.7ak_ 1)| < |FZ(Z?Jak)| > |Fz(2,j,k+1)| > |Fz(’l,j,]€+2)l

en el caso en que |F;(4,5,k)| h; > |Fp(%, 7, k)| hey | Fy(2, 5, k)| By.

Una vez tenemos los voxels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el lema 8.2 para obtener los
parametros del contorno (posicién, vector normal, salto de intensidad y curvaturas principales). Esto significa
que, para cada voxel borde, el método usard los valores de un entorno 3x7x3 centrado en dicho voxel, cuya
orientacién variard en funcién de qué parcial es mayor.

Hay cinco condiciones que deben cumplirse dentro de dicho entorno, o al menos acercarse lo més posible, para
que la situacién alrededor de esos voxels sea lo més parecido a la situacién ideal sobre la que se ha desarrollado
el método:

1) Dentro de ese entorno, el contorno puede ser aproximado como una superficie de grado 2.

2) Dentro de ese entorno, no debe aparecer ningiin otro contorno diferente.

3) Dentro de ese entorno, la intensidad a ambos lados del contorno debe ser lo mds homogénea posible.

4) La superficie debe atravesar el entorno lateralmente, sin tocar nunca las caras inferior ni superior.

5) La imagen debe poseer el menor ruido posible

Légicamente, es dificil que las cinco condiciones se cumplan exhaustivamente en todos los voxels borde, pero
también es bastante probable que se cumplan en un grado alto. La primera y la cuarta condicién fallardn en
zonas donde la curvatura del contorno sea muy alta. La segunda fallard en zonas donde haya dos superficies
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266 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

muy cercanas entre sf. La tercera fallard en los bordes de zonas con textura poco homogénea. En todos los
dema&s casos, las condiciones se cumpliran.

En cuanto a la quinta condicién, en el presente capitulo seguiremos trabajando con imégenes sintéticas, y
ya en el préximo estudiaremos como evitar el error producido por el ruido.

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion ContornosCurvos3D(delta)

Calcular Fx, Fy, Fz
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen
Si Fx(41,j,k)*Fx(i,j,k)+Fy(i,j,k)*Fy(i,j,k)+Fz(i,j,k)*Fz(i,j,k) < delta*delta Continuar
Si (IFx(i,],k) Ihx>|Fy(i,j,k) |hy) v (IFx(i,j,k) |hx>|Fz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Fx(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 8.2 con la variable x como direccion principal
Fin Si
Si (IFy(i,j,k) lhy>IFx(i,j,k) |hx) y (IFy(i,j,k) |hy>IFz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Fy(i,j,k)| no es maximo en su columna Continuar
Aplicar lema 8.2 con la variable y como direccion principal
Fin Si
Si (IFz(i,j,k) |hz>|Fx(i,j,k) |hx) y (IFz(4i,j,k) |hz>|Fy(i,j,k) |hy) Entonces
S8i |Fz(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 8.2 con la variable z como direccion principal
Fin Si
Fin Para

8.4 Ejemplos

Vamos a aplicar el método a distintas superficies geométricas generadas sintéticamente, y compararemos los
resultados con una de las técnicas tradicionales, como la propuesta por Alvarez (ver secci6n 8.1.1).

8.4.1 Esferas

Comencemos por la imagen de la misma esfera que generamos en el capitulo anterior, de radio 20 voxels. Si
rehacemos la tabla del capitulo anterior (tabla 7.2) afiadiendo el nuevo método propuesto de segundo orden (ver
tabla 8.1) podemos ver como la estimacién del salto de intensidad y de la direccién del vector normal coincide
en los dos métodos propuestos (lineal y cuadrdtico). Esto es légico porque para estimar la intensidad usamos
voxels similares, y para deducir el vector normal no se necesitan las derivadas segundas.

La diferencia estd en la estimacién de la posicién sub-voxel, que ahora es bastante més precisa. jPor qué
no es del todo exacta? La respuesta es que existe una pequena diferencia entre un trozo de esfera y un trozo
de paraboloide, que es lo que realmente trata de detectar nuestro método, y de ahi el error. Es la misma razén
que ocurria en 2D cuando tratdbamos de detectar una circunferencia. En el tltimo capitulo abordaremos més
en profundidad este problema.

En la columna izquierda de la figura 8.13 se muestra para cada voxel de la superficie el error cometido
en el cdlculo de la posicién subvoxel para los métodos propuestos cuadratico y lineal. Vemos que el error ha
disminuido en todos los voxels.

En cuanto a las curvaturas, en la tabla 8.2 se muestran los resultados del método propuesto, comparados
con los del método tradicional. Tedricamente existe una unica curvatura sobre la superficie de la esfera, igual a
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8.4. EJEMPLOS 267

Error salto de intensidad | Error direccién normal Error posicién

Método Med. | Desv. | Min. | Max. | Med. | Desv. | Min. | Max. | Med. | Desv. | Min. | Max.
Prop. cuad. | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 {0.15 |0.08 | 0.00 | 053 |0.25 |]0.20 | 0.00 | 0.83
Prop. lineal | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.15 | 0.08 }0.00 | 0.53 | 065 | 032 | 0.01 | 1.50
Tradicional | 6.98 | 6.00 ] 0.00 |]21.8 | 298 |1.08 | 0.00 | 485 | — - — —

Tabla 8.1: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una esfera de radio 20

Curvatura minima Curvatura maxima

Meétodo Media Desv. | Min. Max. | Media Desv. | Min. Max.
Propuesto | 0.047(R =21.1) | 0.005 | 0.029 0.054 | 0.053(R = 19.0) | 0.005 | 0.048 0.070
Tradicional | 0.020(R = 51.3) | 0.014 | —0.024 | 0.036 | 0.040(R = 24.8) | 0.026 | —0.037 | 0.093

Tabla 8.2: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una esfera de radio 20

la inversa de su radio (1/20 = 0.05). Sin embargo, numéricamente es normal que salgan dos valores ligeramente
diferentes, y es por eso por lo que la informacién se muestra en dos columnas.

Como puede apreciarse, el método propuesto consigue un error medio bastante pequefio, de tres milésimas
menos para la curvatura mfnima y tres mds para la méxima. Esto significa que el radio de curvatura minimo
medio para todos los voxels borde de la esfera es de 19.0 unidades, mientras que el radio médximo medio es
de 21.1. Téngase en cuenta que la diferencia entre una pequeia porcién de esfera de radio 20 y otra de 21 es
practicamente inapreciable. Comparando con el método tradicional, el error medio es bastante mayor (radios
medios de 51 y 25 unidades).

Otro detalle es la desviacién tipica del valor de curvatura. Con el método propuesto, la oscilacién entre todos
los voxels es bastante pequefia (0.005), lo cual significa que en la gran mayoria de los voxels de la superficie
la medida de ambas curvaturas es bastante acertada. Sin embargo, con el método tradicional, la desviacién es
bastante mds alta, llegando incluso a haber voxels con curvatura de distinto signo (—0.037), es decir, voxels
cuyo radio de curvatura estimado es de 27 unidades pero de forma céncava en lugar de convexa.

En la figura 8.13 (columnas central y derecha) se muestra el error cometido en la estimacién de la curvatura
minima y méxima respectivamente. Mientras que con el método propuesto el error en cada voxel es menor y
estd repartido de forma mas homogénea sobre la superficie, con el método tradicional el error es bastante alto
en algunas zonas concretas.

En cuanto a las direcciones de las curvaturas, al tratarse de una esfera, se trata de informacién irrelevante,
ya que la curvatura es la misma en cualquier direccién. Es por eso que no hemos representado una gréfica sobre
las direcciones. Lo haremos con el siguiente objeto geométrico.

8.4.2 Cilindros

Tomemos ahora la imagen de un cilindro de radio 15, orientado a lo largo del eje z, como el de la figura 8.14a.
Cualquier punto de la superficie del cilindro tendrd siempre dos valores de curvatura: 0 en la direccién z, y 1/15
en la direccién tangente sobre el plano zy.

En la tabla 8.3 se muestra el resultado de comparar nuestro método cuadrético propuesto con el tradicional.
Las diferencias importantes son en la estimacién del salto de intensidad (error nulo en el propuesto frente a
mds de 10 unidades en algunos casos con el tradicional), la direccién del vector normal (0.15 grados de media
frente a casi 2 grados y medio en el tradicional) y la curvatura méxima (radio medio de 15.0 unidades frente a
23.6 unidades con el tradicional, con mucha més desviacién tipica, llegando a haber curvaturas negativas). En
cuanto a la curvatura minima y las direcciones de curvatura, ambos métodos son bastante precisos.

En la figura 8.15 se muestra el error cometido en cada voxel de la superficie. Vemos cémo el método propuesto
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Figura 8.13: Error cometido al detectar el contorno de una esfera de radio 20 utilizando el método propuesto
de segundo orden (fila superior) y otro método diferente (fila inferior). De izquierda a derecha, error cometido
en la estimacién de la posicién (comparando con el método propuesto lineal), y de las curvaturas minima y
méaxima (comparando con el método de Luis Alvarez)

se comporta bastante bien para todas las magnitudes. Por el contrario, usando el método tradicional obtenemos
muchos voxels con un error en cuanto al salto de intensidad de més de 5 unidades, teniendo ademds la mayoria
de ellos un error con respecto a la direccién del vector normal de més de tres grados. Sin embargo, en cuanto
a las direcciones de curvatura parece tan preciso como el nuestro. Pero esto ha sido realmente porque hemos
usado un cilindro perfectamente orientado a lo largo de uno de los ejes principales. Si repetimos las pruebas pero
utilizando un cilindro orientado en una direccién arbitraria, los errores serdn mayores con el método tradicional.

En la tabla 8.4 se muestra el resultado de comparar nuestro método cuadrédtico propuesto con el tradicional,
aplicado a un cilindro de radio 15 orientado en la direccién dada por el vector [3,5,7], como el mostrado en la
figura 8.14b. Ahora las diferencias son importantes en todas las magnitudes, sobre todo en las direcciones de
curvatura, donde el método tradicional puede llegar en algunos voxels a los 90 grados de error. La razén de este
error tan alto es la siguiente.

Aplicando el método propuesto, la magnitud de la curvatura minima oscila en el intervalo [—0.019,0.021],
y la curvatura maxima en [0.060,0.074]. No existe interseccién entre ambos intervalos. Sin embargo, con el
método tradicional, los intervalos de ambas curvaturas son [—0.033,0.035] para la minima y [—0.065,0.096]
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8.4. EJEMPLOS 269
a)
Figura 8.14: a) Cilindro de radio 15 orientado en el eje z; b) Igual pero orientado en la direccién [3, 5, 7]
Error salto de intensidad | Error direccién normal Error posicién
Meétodo | Med. | Des. | Min. | Max. | Med. Des. | Min. | Max. | Med. Des. Min. | Max.
Prop. 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.15 0.08 10.00 | 0.26 | 0.29 0.21 0.02 | 0.65
Tradic. 4.12 | 3.76 | 0.00 | 10.9 2.46 1.22 | 0.00 | 3.93 — — — -
Curvatura minima Curvatura maxima
Rad. | Med. | Des. | Min. --| Max. Rad. | Med. | Des. | Min. Maéx.
Prop. 00 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 15.0 | 0.067 | 0.008 | 0.055 0.080
Tradic. 00 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 23.6 | 0.042 | 0.034 | —0.012 | 0.087
Error direccién curvatura minima | Error direccién curvatura maxima
Med. | Des. | Min. Max. Med. | Des. | Min. Méx.
Prop. 0.00 ] 0.00 | 0.00 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 0.01
Tradic. 0.00 | 0.01 | 0.00 0.01 0.01 0.00 | 0.00 0.01

Tabla 8.3: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de un cilindro de radio 15

para la méxima. La interseccion es muy grande entre ambos. Esto significa que en algunos voxels la curvatura
minima sea superior a la maxima, provocando que las direcciones de curvatura resulten intercambiadas entre
si, dando lugar a errores cercanos a los 90 grados.

En la figura 8.16 se muestra el error cometido en cada voxel de la superficie. De nuevo el método propuesto
se comporta bastante bien en todas las magnitudes. Por el contrario, el método tradicional comete un error

alto en el cdlculo del salto de intensidad (més de 5 unidades en la gran mayoria de los voxels), en la direccién

del vector normal (més de 3 grados en casi todos los voxels) y en las direcciones de curvatura (mds de 15 grados
de error en la mayoria de la superficie).

Estos errores, ademas, son bastante cadticos cuando se mira en detalle una zona contigua de superficie, tal
y como se aprecia en la figura 8.17, donde en cada voxel se ha usado una pequena linea negra para mostrar la

direccién de curvatura estimada.
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270 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Figura 8.15: Error cometido al detectar el contorno de un cilindro de radio 15 orientado en el eje z utilizando
el método propuesto (filas 1 y 3) y el método tradicional (filas 2 y 4). De izquierda a derecha, y de arriba a
abajo: error cometido en la estimacién del salto de intensidad, direccién normal, curvatura minima y médxima,
y direcciones de curvatura minima y méxima
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8.4. EJEMPLOS 271

Figura 8.16: Error cometido al detectar el contorno de un cilindro de radio 15 orientado en la direccién [3, 5, 7]
utilizando el método propuesto (filas 1 y 3) y el método tradicional (filas 2 y 4). De izquierda a derecha, y de
arriba a abajo: error cometido en la estimacién del salto de intensidad, direccién normal, curvatura minima y
mdéxima, y direcciones de curvatura minima y méxima
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272 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Error salto de intensidad Error direccién normal Error posicién
Método | Med. | Des. | Min. | Max. Med. | Des. | Min. | Max. | Med. Des. Min. | Max.
Prop. 0.00 {0.00 {G.00 {0.00 0.11 0.07 {000 [ 032 |{0.19 0.17 0.00 | 0.69
Tradic. 8.07 1596 }0.00 | 252 3.12 1.04 | 0.37 | 4.76 — - — —
Curvatura minima Curvatura maxima .
Rad. | Med. | Des. | Min. Mséx. | Rad. | Med. | Des. | Min. Max.
Prop. 0 0.000 | 0.006 | —0.019 | 0.021 | 14.9 | 0.067 | 0.002 | 0.060 0.074

Tradic. 160.1 | 0.006 | 0.015 | —0.033 | 0.035 | 29.7 | 0.034 | 0.035 | —0.065 | 0.096
Error direccién curvatura minima | Error direccién curvatura maxima

Med. | Des. Min. Max. Med. | Des. Min. Max.
Prop. 1.26 1.36 | 0.00 5.87 1.25 1.36 } 0.00 5.87
Tradic. 2297 | 24.62 | 0.78 89.8 22.55 | 24.89 | 0.04 89.8

Tabla 8.4: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de un cilindro de radio 15 orientado en la
direccién [3,5,7]
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Figura 8.17: Error cometido al detectar las direcciones de curvatura minima (columna izquierda) y méxima
(columna derecha) sobre la imagen de un cilindro de radio 15 orientado en la direccién [3,5,7] utilizando el
método propuesto (fila superior) y el método tradicional (fila inferior)
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8.4. EJEMPLOS 273

8.4.3 Toroides

Por 1ltimo vamos a hacer una prueba con un toroide sintético. La ecuacién de un toroide paralelo al plano xy
es

(R V@T#) +2=r

donde R y r son los radios mayor y menor de la figura, R > r, tal y como se ve en la figura 8.18.

Figura 8.18: Toroide paralelo al plano 2y

La curvatura méxima en toda su superficie es 1/r, mientras que la curvatura minima se encuentra en el
interior del intervalo

1 1
Kmin - L
E[ R—r R—i—r}

Asi tenemos que la curvatura minima es negativa en los puntos de la circunferencia interior, cero en los
puntos con valores extremos en z, y positiva en el anillo exterior. Esta caracteristica hace del toroide una de las
figuras méas completas en cuanto a configuraciones posibles de la curvatura. Es por ello que, cuando trabajemos
con imdgenes angiograficas en capitulos posteriores, un trozo de toroide serd la forma idénea para simular un
trozo de vaso sanguineo.

Tomemos para realizar las pruebas numéricas un toroide con R = 30 y » = 10, como el de la figura 8.19a y
apliquémosle el método propuesto y el tradicional para detectar los contornos. Vamos a centrarnos ademds en
la informacién de la curvatura, ya que el resto de magnitudes se comporta de forma similar al de las figuras de
las secciones anteriores.

En la columna izquierda de la figura 8.20 se aprecia el error cometido en la estimacién de la curvatura
maxima, la cual deberia ser constante e igual a 0.1. Vemos como el método propuesto es bastante homogéneo
en todos sus voxels, mientras que el tradicional comete bastante error.

En la columna derecha se muestra la curvatura minima, pero el color de cada plano no representa el error en
si, sino el verdadero valor de la curvatura obtenida, la cual teéricamente deberfa oscilar entre —1/20 y 1/40, es
decir entre —0.05 y 0.025. Podemos apreciar como efectivamente, con el método propuesto, el color de los voxels
varfa suavemente entre el azul (—0.05) en los puntos més interiores del toroide hasta llegar al rojo (+0.025) en
los puntos exteriores, pasando por el amarillo (0.0) en los puntos de mayor altura. Por el contrario, el método
tradicional es bastante mds caético.

Analicemos ahora las direcciones de méxima y minima curvatura. En la figura 8.21a se han dibujado las
direcciones estimadas para los vectores de mdxima y minima curvatura. Puede observarse que con el método
propuesto los vectores estdn mucho mejor alineados que con el método tradicional. En la figura 8.21b se muestra
la misma representacién, pero esta vez con el toroide orientado en una cierta direccién arbitraria, como el de
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274 CAPITULO 8. CONTORNOS DE SEGUNDO ORDEN

Figura 8.19: a) Toroide de radios 30 y 10 orientado en el eje z; b) Igual pero orientado en la direccién (3,5, 7]

la figura 8.19b. Se aprecia cémo el método propuesto se comporta de manera casi idéntica, mientras que con el
método tradicional las direcciones se vuelven mucho mds desalineadas.

8.5 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de estimar con total precisién la orientacién, curvaturas y posicién sub-
voxel de un contorno de segundo grado en una imagen tridimensional; asi como el salto de intensidad a ambos
lados de la superficie. Posteriormente, a partir de dicho esquema, hemos desarrollado un método para localizar de
forma general cualquier contorno sobre una imagen 3D, asumiendo que localmente dichos contornos se comportan
como superficies de segundo grado, y hemos visto varios ejemplos con imdgenes sintéticas conteniendo figuras
geométricas conocidas.

Todas las imdgenes que se han usado carecian de ruido alguno. Pero, normalmente, en casos reales, la imagen
puede no venir con todos sus valores exactos. En el préximo capitulo desarrollaremos un nuevo esquema que
nos permitira lograr mejores estimaciones que el método propuesto actual cuando en la imagen exista algo de
ruido.
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a) Direcciones de curvatura méxima

imagen de un toroide de radios 30 y 10 orientado en el

método tradicional (fila inferior). b)
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Capitulo 9

Contornos en imdagenes suavizadas

- ¢ Te habrds dado cuenta que para suavizar en 3D nece-
sitards mdéscaras de 27 valores?

- 8%, y por tanto seguro que en el método van a salir ex-
presiones bastante grandes.....

OCTUBRE 2003

Los métodos que hemos desarrollado hasta ahora (de primer y segundo orden) funcionan con bastante
precisién en imédgenes ideales, pero producen pequerios errores cuando la imagen tiene algo de ruido, cosa que
slempre va a ocurrir en mayor o menor medida en las imdgenes reales debido al proceso de adquisicién. Ya
se comenté en el capitulo 4 que la forma cldsica de eliminar ruido es convolucionar con un filtro paso bajo, a
costa de perder definicién en los bordes, que se vuelven mds difuminados. Pero también vimos que si aplicamos
nuestras técnicas a una imagen previamente suavizada, no obtendremos los valores exactos, pues la hipdtesis de
partida de nuestro trabajo (la intensidad de los voxels pertenecientes a los bordes de un objeto es proporcional
al volumen de voxel cubierto por dicho objeto) ya no se cumple en la nueva imagen (ver seccién 4.1.4).

Por tanto, llamando F' a la imagen original y G a su versién suavizada, el objetivo del presente capitulo
consiste en estudiar c6mo es el comportamiento de una imagen con borde previamente suavizada, y asi poder

desarrollar un método que, aplicado a la imagen suavizada G, detecte de forma exacta el borde original presente
en F.

También a efectos de comparacién con otras técnicas detectoras de borde, hay que considerar que la mayor
parte de ellas suavizan la imagen antes de realizar ningin célculo, para que los resultados sean mds homogéneos.
Esto es debido a que, en presencia de ruido, el cdlculo de pardmetros locales tales como la normal al contorno o
las curvaturas, puede producir resultados bastante alterados. El proceso de suavizado permite entonces que los
valores de la nueva imagen sean m4s consistentes. Sin embargo, asi como este proceso supone una buena ayuda
para estas técnicas, para la nuestra ya hemos visto que supondria todo lo contrario. Por lo tanto, y para poder
llevar a cabo una comparacién de nuestro método con ctros, es preciso adecuarlo primero para poder aplicarlo
a una imagen suavizada.

La estructura de este capitulo es la siguiente: primero analizaremos las técnicas tradicionales de suavizado
de imégenes 3D, para posteriormente desarrollar dos esquemas (uno con ventanas de tamaio fijo y otro variable)
que nos permitan calcular la localizacién, orientacion y curvaturas de los contornos de una imagen F', tomando
como dato de entrada la imagen suavizada G. Finalmente se verdn algunos ejemplos de aplicacién sobre imédgenes
sintéticas con y sin ruido.
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278 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

9.1 Suavizado tradicional de imagenes 3D

Los dispositivos de adquisicién de imégenes tridimensionales introducen siempre una degradacién de los valores
de dicha imagen, lo que afecta de forma negativa a su calidad. Mejorar esta calidad es de vital importancia
porque todas las operaciones de andlisis de imsdgenes que se apliquen a ella lograran resultados més exactos.

Al igual que sucedia en el caso bidimensional, la forma més usual de eliminar el ruido y mejorar asf la
calidad de los valores consiste en convolucionar la imagen con un filtro paso bajo, o filtro de suavizado. Se han
propuesto muchos filtros distintos en la literatura, tanto lineales como no lineales. Una revisién de muchos de
ellos puede verse en [NIKO1]. Los filtros lineales tienen la ventaja de ser mds rdpidos y sencillos de implementar.
Sin embargo, tienen el inconveniente de difuminar los bordes de la imagen. Los filtros no lineales tratan de
respetar mds los bordes, pero son bastante mds costosos, como puede verse en {PIT90]. Hay que tener en cuenta
que todos ellos son extensiones de los filtros propuestos para el caso bidimensional, pero al afiadir una tercera
dimensién, el coste computacional para completar un filtrado se incrementa drdsticamente.

Realmente este suavizado de la imagen no es méds que una etapa de preproceso, simplemente para poder
partir de una imagen de valores mds regulares que la original. Esto es debido a que la mayoria de los procesos de
andlisis de imdgenes 3D, ya complejos de por si, requieren conocer el valor de las primeras y segundas derivadas
en cada voxel, y para realizar ese cdlculo acaban siempre recurriendo a simples méascaras de convolucién como
las vistas en el capitulo anterior para obtener derivadas parciales, aplicadas bien a la imagen original, bien a la
imagen suavizada con un filtro lineal. Una discusién sobre este hecho puede verse en [LIN94].

De entre todos los filtros lineales de suavizado, al igual que ocurria en 2D, el méds extendido sigue siendo un
nicleo gaussiano como el visto en la seccién 4.1.1, pero extrapolado para senales de 3 dimensiones.

9.1.1 Filtrado gaussiano

El niicleo gaussiano para una seiial 3D viene dado por la expresién

22 4y2 4 22
he(z,y, ) = —31—6_ 207 (9.1)
o3/ 873

donde el pardmetro ¢ controla el ancho del nicleo, y por tanto la amplitud de la difusién.

Normalmente, al trabajar con sefiales 3D, el filtrado suele realizarse convolucionando con una méscara, ya
que el paso a frecuencia serfa costosisimo. La médscara més usual es la de 3x3x3, que es la més pequena posible
{considerando mdscaras centradas en el voxel). La siguiente serfa de 5x5x5 y ya contabilizarfa 125 voxels,
demasiados para obtener el valor de un dnico voxel en la imagen suavizada.

Por ejemplo, para desviacién igual a 1, los valores de la mdscara 3x3x3 podrian ser:

BIEEE 9 4 2 121
Holzy,2)oei == || 2 4 21,14 6 4],[2 4 2 9.2)
62111 2 1 9 4 9 121

Otra mdscara que también suele usarse es el llamado filtro de media aritmética, donde todos los elementos
de la méscara tienen el mismo valor (1/27). Es el filtro lineal que més fuerte suaviza, pero légicamente también
es el que més difumina los bordes.

9.1.2 Deteccién del gradiente

Una vez la imagen estd suavizada, ya se puede aplicar un esquema de célculo del vector gradiente, como los que
vimos en la seccién 7.1.4, convolucionando con mdscaras H,, Hy y H, para obtener las derivadas parciales en
las direcciones z, i y z respectivamente, y luego obteniendo el valor del vector gradiente a partir de ellas. La
diferencia entre estimar el gradiente directamente de la imagen original o suavizando primero la imagen radica
en que los valores obtenidos en el gradiente de la imagen suavizada son m4s regulares que en la imagen original.
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9.1. SUAVIZADO TRADICIONAL DE IMAGENES 3D 279

Ambos procesos (suavizado y deteccién del gradiente) pueden combinarse en una tnica convolucién. Sea
f(z,y, z) la imagen original. Filtrar con una gaussiana hg(z,y, z) y posteriormente convolucionar con la méscara
H_ para obtener la parcial en x puede expresarse como sigue

9(17,.% z) - f(.’L‘, Y, 2:) * hG(fE,y» Z) * H:L‘(x7ya Z) - f(mayv Z) * HG:E(xv Y, Z)
donde
He.(z,y,2) = ha(z,y, 2) * He(z,y, 2)

que es igual a la convolucién de una méscara gaussiana con una méscara de parciales en z. Asf, si usamos como
méscara de la gaussiana la matriz 3x3x3 de la expresién 9.2, y como méscara H, cualquiera de las que vimos en
la seccién 7.1.3, obtendrfamos una unica médscara 5x5x5 que, al convolucionar con la imagen original, produciria
el mismo resultado que realizar los dos filtrados por separado.

9.1.3 Detectores de borde

Existen muchos detectores de borde con etapa previa de suavizado, basados en el cédlculo del gradiente u otras
derivadas de orden superior, entre los que cabe destacar:

Operador de Marr Propuesto en [MARS80] y extendido a 3 dimensiones en [BOM90], se define como

C(z,y,2) = V*f(z,y,2) * ha(z,y, 2)

donde hg es el nicleo gaussiano 3D de la expresion 9.1, y V2 denota el operador laplaciano, dado por la
expresion

2 . 8f(:1:,y,z) af(l’, yvz) 8f(1‘,y,z)
Vif(@,y,2) = =55+ or T o

Ya que el laplaciano incorpora derivadas de segundo orden, su valor cambiard de signo en la vecindad del
borde, siendo cero justo en la posicién del borde. El suavizado previo de la imagen elimina el ruido de alta
frecuencia que pueda producir bordes erréneos.

Detector de Canny Descrito en [CAN83|, es uno de los detectores de borde més usados. En primer lugar
Canny defini6 los criterios que debia poseer un detector de bordes: fiabilidad de la deteccién, exactitud en la
localizacién y el requisito de dar una respuesta unica por borde. A continuacién definié una funcién de coste
combinando estos tres criterios, y mediante célculo variacional encontré un operador lineal éptimo con el cual
convolucionar la imagen, muy similar a la primera derivada de la gaussiana, la cual en una dimensién viene
dada por la expresién

52

hi(z) = Kze 27

siendo K una constante.

Para pasar a dos y a tres dimensiones se aprovecha la propiedad de separabilidad del niicleo gaussiano,
pudiendo implementarse como una secuencia de tres filtros lineales unidimensionales. Por ejemplo, para calcular
la componente z del vector gradiente, primero se convoluciona en la direccién z con la derivada de la gaussiana
1D, hy;, y luego suavizamos la imagen resultante haciendo dos convoluciones 1D adicionales, una en la direccién
y v otra en la z, utilizando un micleo gaussiano normal, hg.
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280 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Filtro de Deriche Propuesto en [DER90], consiste en un nuevo método para implementar una variacién
del filtro de Canny de una forma recursiva mucho més rdpida. Mientras que el filtro 6ptimo deducido por
Canny era de extensién finita, Deriche obtuvo un filtro 6ptimo de extensién infinita usando el mismo criterio
de optimalidad seguido por Canny, el cual, una vez simplificado, podria implementarse de forma mucho m4s
rapida, segun se explica en [DER87]. El nuevo filtro tenfa una forma mucho més afilada que la derivada de la
gaussiana, y su expresion era del tipo

hp(z) = Koe %

En [MON91] puede verse la extensién a 3D de este filtro. El punto importante de este trabajo es que el
coste computacional es mucho menor que el necesitado por Canny, atin siendo de extensién infinita. De hecho,
el tiempo de célculo es independiente del valor de o, cosa que no ocurre con el de Canny, ya que éste requiere un
nticleo de convolucién elevadisimo para valores altos de o. Es por ello que el filtro de Deriche es particularmente
atractivo para su uso en imdgenes 3D.

9.1.4 Error cometido por el proceso de suavizado previo

En la seccién 7.2 se demostré que la técnica de evaluar el gradiente por medio de las méscaras H;, H, y H, no
funcionaba de forma exacta, ni siquiera en imdgenes ideales. De la misma manera, para el cdlculo de derivadas
de orden superior ocurre el mismo error. Ldégicamente, si a esa imagen se le aplica un filtro gaussiano para
suavizar, el resultado serd mds regular pero a la vez més inexacto, y mds atn considerando que al aplicar una
convolucién discreta se comete un error con respecto a la convolucién de la gaussiana en el plano continuo.

Por tanto, en la siguiente seccién vamos a desarrollar un esquema que siga siendo exacto cuando la imagen
ha sido suavizada.

9.2 Meétodo suavizado de primer orden en imdgenes 3D

Considerando s6lamente mdscaras de 3x3x3 como Ia de la expresién 9.2, podemos generalizar diciendo que un
suavizado 3D se hace convolucionando la imagen con la méscara

as az as ay ap az as az as
Hg = az ar a2 |,| a a a1 |,} a2 a1 a3
az az ag Gz a; az ag a2 asg

donde se cumplen las dos condiciones siguientes:

ay =2 ai 2 az>ag
1 = ag+6a;+12as + 8as

Sea F' una imagen ideal como la de capitulos anteriores (ver expresién 7.5), con un contorno de primer
orden que atraviesa el voxel central, de coordenadas (0,0, 0), que separa dos zonas de intensidad A y B, y que
atraviesa el voxel central de la imagen, como la que se muestra en la figura 9.1b. Al igual que en otras ocasiones,
inicialmente nos centraremos en el caso en que |Fy| > |F;|,|F,|, es decir, la componente y del vector normal
en valor absoluto es mayor que las otras dos.

Dicha imagen se compone de tres zonas claramente diferenciadas: dos zonas extensas, una en la parte
superior y otra en la inferior, cuyos voxels valen B y A respectivamente, y una capa central de voxels con
intensidades intermedias por donde cruza la superficie del plano. Al convolucionar la imagen con la méiscara de
suavizado, la capa central se extiende hacia las zonas homogéneas, provocando la difuminacién del borde, tal y
como se ve en la figura 9.1c.
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Figura 9.1: a) Contorno de primer orden. b) imagen ideal del contorno. c) imagen suavizada

Si considerdsemos un caso general, es decir, todas las imagenes ideales formadas a partir de todos los planos
posibles que crucen el voxel central, y donde se cumpla que |F,| > |Fy|, |F.|, obtendriamos la figura 9.2a, donde
los voxels etiquetados con las intensidades A y B indican los voxels que con toda seguridad estdn completamente
a uno u otro lado del contorno, y la zona gris clara intermedia indica todos aquellos voxels por los cuales puede
pasar el contorno, y de los que por lo tanto desconocemos a priori su intensidad.

I x Y[ x
2 Z
z | zZ
Al Al A
AlAlAlA |
= | AlAlALALA - 7] AlA
11 AJAJALAJA EGs Al AJA
L1
Al Al A
AlAlAlA
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Figura 9.2: a) Imagen ideal de primer orden donde |Fy| > |Fy|, |F.| y FyF,, FyF. <0 b) Imagen suavizada
Al convolucionar F' con la méscara de suavizado Hg obtenemos la imagen G tal que

G:F*HG

donde la intensidad de cada voxel de G viene dada por la expresién

Gije = woFik+o1(Faik+Fiap+ Fiores +Fris T Bk + Bgrea) +
+ag (Fi—i -1k + Fi-vi4i + Firig—ig + Farigiisk + Fi-ige—1 + Fioigea) +
+ag (Fit1,5,6—1 + Fit1,j041 + Fij1,6-1 + F jr1,k—1 + Fij—1,k+1 + Fiji1,e41) +
Yyl P gt gt Tt gt e+ Fot gt L1+ Pt gat o)
+az (Fit1,j—1,6—1 + Fir1,j-1,6+1 + Fit1,5+1,6-1 + Fig1,5+1,6+1)
En la figura 9.2b puede verse el aspecto que tendra la imagen G. Como puede apreciarse, la zona de posibles
valores intermedios entre A y B (color gris claro en la figura) es ahora bastante mayor que en la imagen original,
debido al efecto de difuminado producido por el filtro.

El objetivo es, partiendo de la imagen G, obtener los pardmetros exactos del contorno de F' en el voxel
central (0,0,0). Dicho contorno puede representarse por la expresion
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282 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

y=a-+bx+cz (9.3)

Veamos en primer lugar cémo obtener la posicién exacta sobre la vertical central del voxel, a, y luego
deduciremos la orientacién.

9.2.1 Cailculo de la posicién del contorno

Ya sabemos de capitulos anteriores que la intensidad de un voxel por donde pasa el contorno en la imagen
original F' viene dada por la expresién

Vijk

Py = (A= B) 5k
xioyity

+ B

donde V; ;x indica el volumen interior al voxel que se encuentra por debajo del contorno.

Llamemos M; ,, nx a la suma de la columna de voxels de la imagen original F' desde el voxel (i, m, k) hasta
el voxel (i,n, k), siendo m < n. Dicha suma viene dada por la expresién

n
Pim
mem=}:HM=%A—mz7ﬁ%+BM—m+U
j=m xivyliz

donde F;m n, indica el volumen interior a la columna que se encuentra por debajo del contorno, y cuya
expresion es

(i+1/2hs  p(k+1/2)h: 9m — 1
Pimne = / / (a +bx +cz — hy> dzdx = (9.4)
(i-1/2)h, J(k—1/2)h, 2

2m —1

= ahgh, + h2h, + ckhyh? — 5

hahyhs

siempre y cuando se cumpla que el contorno no corte ni la base ni el techo de dicha columna.
Llamemos ahora S; m » 2 la suma de la columna de voxels de la imagen suavizada G desde el voxel (i, m, k)
hasta el voxel (i, n, k), siendo m < n. Su expresién es

ke’
Simunk = E Gijk =0oMimnk+

J=m

+a1 (Mi—1,mnk + Mimmnk—1 + Mim—1n41,k + Mimi1,n-1,6 + Mimmnks1 + Mig1,mnk) +
+ag (Mi—1mmnk-1 + Mictm—1mn+1k + Mictmt1,n-1k + Mict mmnk+1) +

taz (M;m—1,n41,k—1 + Mims1,n-1k-1 + Mim—1,n+1,6+1 + Mima1,n—1,k+1) +

+ag (M1, mnk-1 + Mit1m—1,n+1,k + Mit1,mt1,n—1,k + Mit1,mmnk+1) +

+ag (Mi—1,m-1,n41,k—1 + Mic1,m+1,n—1,k—1 + Mictm—1 041,641 + Mic1 m41,n—1,k+1) +
+az (Mig1,m—1,n+16-1 + Mit1,m+1,n—-1,k-1 + Mit1,m—1,n+1,k+1 + Mit1,ms1,n—1,641)

Si realizamos la suma de todos los voxels de la columna central de la imagen suavizada G que a priori pueden
tener valores intermedios entre A y B (11 en total), obtenemos que

a 11
SM — S(),._5’5,0 = h— (A'— B) -+ '2- (A+B)
Yy
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9.2. METODO SUAVIZADO DE PRIMER ORDEN EN IMAGENES 3D 283

De esta expresién ya podemos despejar el valor de a, el cual resulta ser

hy

azm(QSA{—ll(A-i-B))

9.2.2 CaAlculo de la orientacion

Para deducir la orientacién del plano haremos uso de las columnas laterales, de forma similar a como se hacia
en el caso 2D. Tomemos primero la diferencia de las columnas laterales en la direccién z. Atendiendo a la figura
9.2, que muestra el caso donde las derivadas parciales de la imagen suavizada, G5 y Gy, tienen distinto signo,
podriamos tomar la columna derecha desplazada un voxel hacia arriba, y la columna izquierda un voxel hacia
abajo. Para el caso contrario, cuando GGy > 0, harfamos lo contrario. Por lo tanto, llamando o al signo del
producto GGy, podemos evaluar la expresién

2
SR - SL = Sl,—5—a,5—a,0 - S—l,—5+a,5+a,0 = h_ (bhz + ahy) (A - B)
Y

De esta expresiéon deducimos el valor de b

hy ( SrR—S¢L
b= [ e o
h: \2(A~- B)
Para el valor de ¢ hacemos lo mismo, pero tomando el otro par de columnas laterales. As{, llamando 8 al

signo del producto GG, evaluamos la expresién

2
Sk =8B = S0,—5-8,5-p,1 — 50,-5+8,5+8,-1 = T~ (chz + Bhy) (A — B)
Y

De aqui deducimos ¢

_Ihy(Sr—S58 _
=T <2<A—B> 5)

9.2.3 Cadlculo del salto de intensidad

Para evaluar las expresiones anteriores de los coeficientes del plano, necesitamos una estimacién de los valores
de intensidad A y B. Para ello podemos utilizar los voxels de la vecindad que sabemos con toda seguridad que
tendrdn uno de estos dos valores. Atendiendo a la figura 9.2b, los voxels a utilizar serfan los mostrados en la
figura 9.3, cuyas expresiones son

Q

1
A 1 (G-a,—50+G-0,—5-5+Go,—5,—3+G_0,—4,p) (9.5)

B

&

1
1 (Gas0+Gass+Gosps+ Gaag)

donde o y 3 son los mismos que se utilizaron para las expresiones de b y ¢ respectivamente.

9.2.4 Lema final

Los resultados de los apartados anteriores se resumen en el siguiente lema:
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Fila4
y /

Fila 4

z

Figura 9.3: Voxels utilizados para estimar las intensidades A y B para el caso G, Gy, G,G; <0

Lema 9.1 Sea F uno imagen 3D por cuyo voxel (0,0,0) pasa un contorno plano que separa dos zonas
de intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), y que cumple que |F,| hy > |Fy| hy, [Fy| hz.
Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de suavizado 3z3x3, dando como resultado la imagen G. A
partir de los datos de la imagen suavizada G es posible obtener los pardmetros del contorno de la imagen original
F (salto de intensidad, posicion sub-voxel y vector normal), realizando los siguientes pasos:

a) obtenemos las sumas de las columnas de vozels de la vecindad, de la siguiente manera:

5
S = 5Foj0
H— 5
Sp = Zgzgs_a Fijo Sp=Y0" sFoj
— +a
Sp=2 "5 pFoin  SL=211"5,,F-1,0

donde i3

o 1 siG.Gy>0 5 1 siG.Gy >0
S 1 siGLGy <0 Tl -1 siG:Gy <0

b) obtenemos también una estimacion pare los valores de intensidad a ambos lados del borde

1

A = 1 (G_a,—50+G-a,—5-8+Go_-5p5+G_a,14,8)
1

B = 1 (Gaso+ Gasp+ Gosp+ Gaap)

¢) a continuacion detectamos los coeficientes del plano y = a + bx + ¢z como sigue:

h,
GZM(QSAI—ll(A‘FB))
h, —
b=t (35 — o
h .—S
c=rt (SteH —F

d) la posicion y el vector normal se calculan a partir de la expresion del plano

corte con la vertical central del voxel : (0,a,0)
A-B
vectornormal @ N =e—m—ee—=| b -1 ¢
V1+b2 +c? [ ]
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Con este lema queda demostrado que, usando exclusivamente la informacién de la imagen suavizada G,
independientemente de los valores usados en la méscara de suavizado, pueden obtenerse de forma exacta los
pardmetros del contorno. El inconveniente con respecto al método original de la seccién 7.8.4 es que, debido al
efecto de difuminado provocado por la convolucién, hay que usar vecinos més alejados. Sin embargo, al final de
este capitulo veremos una modificacién para no tener que llegar tan lejos.

Como el método es vélido para cualquier méscara de suavizado, esto incluye a la méscara

0 0O 0 00 0 0O
He = 000,01 O0f,[0 00
0 00 0 00 000

Esta mdscara produce de nuevo la imagen original, con lo cual podemos afirmar que este método seguiria
funcionando si lo aplicamos directamente en la imagen original F. Sin embargo, hay que decir que en los casos
en que F no tenga ruido, es mds conveniente aplicar el método desarrollado en capitulos anteriores, pues la
informacién que se usa para estimar el contorno en cada pixel es més local (una vecindad més reducida).

9.3 Método suavizado de segundo orden en imagenes 3D

Para poder estimar la curvatura del contorno, simplemente cambiaremos la expresién lineal que acabamos de
considerar para representar dicho contorno (ecuacién 9.3) por una expresién cuadrética, del tipo

y=a+bzx+cz+da? + fzz + g22

de la misma manera que hicimos en el capitulo previo. Por tanto, sea ahora F' una imagen ideal como la
de capitulos anteriores, con un contorno de segundo orden, tal que |Fy| > |F;|,|F:|, es decir, la componente
y del vector normal en valor absoluto es mayor que las otras dos. Dicho contorno cruza el voxel central, de
coordenadas (0,0,0) y separa dos zonas de intensidad A y B, como muestra la figura 9.4.

Figura 9.4: Contorno de segundo orden

En principio, vamos a considerar que los voxels por los cuales puede pasar el contorno, cuyas intensidades son
a priori desconocidas, son los mismos que para el caso lineal, tal y como se vio en la figura 9.2. Esto significa que
para contornos con curvatura muy grande podriamos estar cometiendo un error en esta consideracién, aunque
en la gran mayoria de los casos este hecho no va a ocurrir.

9.3.1 Planteamiento del sistema de ecuaciones

Si rehacemos todo el desarrollo previo de la seccién anterior, todas las expresiones se mantienen igual excepto
la de P, ,nk (ecuacién 9.4), que indicaba el volumen interior a la columna que se encuentra por debajo del
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286 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

contorno. Ahora su expresién serd:

(i+1/2) (k+1/2)h o — 1
Pinkg = / / (a + b+ cz 4 dx? + foz 4 g2 — ——hy) dzdx = (9.6)
(i~1/2)hs J(k=1/2)h, 2

= ahghs + bih2h, + ckhoh? + dh3h, (i2 + -é) + fikh2h2 + ghgh® (k2 112) _ %hmhyhz
Como son seis los coeficientes que deseamos averiguar, son seis las ecuaciones que debemos plantear, y son
éstas:

Sm = S0,-5,5,05 Sr = S-1,~5+a,5+0,05 Sr = 51,-5-0,5-,0 9.7)
5B = 50,-5+8,5+6,-15 Sk =50,5-85-815  SD=81,-555 1 51,-5,5,-~ '

donde

o — 1 siG;Gy >0 8= 1 siG,Gy>0 . 1 siG,G,>0
1 -1 siG.Gy <0 Tl -1 siG.Gy <0 7T\ -1 siG.G.<0
El pardmetro v toma este valor para evitar tomar en cuenta las columnas en donde mayor probabilidad hay

de que el contorno toque la base o el techo de la ventana, de igual forma que se hizo en la seccién 8.2.4.
Con esto obtenemos un sistema lineal de seis ecuaciones y seis incégnitas, cuya solucién es:

a = ST hy )(QSM 11(A+ B)) + (1+24a0012-z ?flagnB—)i- 96a111) hy (450 — S5 — Sp— Su— )
b= %(25(?4—555) _“)

d = m—fymz““&—m)

f %h_ry(hA—_B_)(SF"‘SL‘FSB—FSR Sp — 25u)

9 E-Jh—BW(SF-FSB 2Snr)

Podemos apreciar una gran diferencia con respecto al método lineal de la seccién anterior, y es que para
poder obtener el valor de a es preciso conocer cudles fueron los valores empleados en la médscara de suavizado,
cosa que no ocurria antes, ya que era independiente de los valores de la méscara.

Por otro lado, los coeficientes de grado 1, b y ¢, se obtienen con idéntica expresién que en el método lineal.
Esto significa que el vector normal obtenido es exactamente el mismo en ambos métodos. Sin embargo, el
desplazamiento vertical del contorno es parecido pero con un cierto factor de correccién, en funcién de la
curvatura. De hecho, es fdcil ver que la expresién obtenida para a puede ponerse también como

hy
2(A-B)
donde k es una constante que depende de los pesos de la mdscara de suavizado, dada por la expresién

L 1+ 24a, +1!;602 + 96ag (9.8)

a= (2Sy — 11(A + B)) — k (h2d + hig)
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9.3. METODO SUAVIZADO DE SEGUNDO ORDEN EN IMAGENES 3D 287

De esta manera, podemos ver como el método lineal es un caso particular del método de segundo orden,
forzando aqued=f =g =0.

9.3.2 Lema final
Las expresiones anteriores se resumen en el siguiente lema:
Lema 9.2 Sea F wuna imagen 3D por cuyo vozel (0,0,0) pasa un contorno que separa dos zonas de

intensidad A (debajo del contorno) y B (encima del contorno), y que cumple que |Fy|hy > |Fy|hy, |F3|hs.
Dicha imagen ha sido suavizada con una mdscara de suavizado Hg, tal que

az az as az ap az az a2 ag
Hg = ag a1 a3 |,| a1 a a1 |,| a2 a1 as
az a2 asg az ay ag az az as

dando como resultado la imagen G. A partir de los datos de la imagen suavizada G es posible obtener
los pardmetros del contorno de la imagen original F (salto de intensidad, posicidn sub-vozel, vector normal y
curvaturas), realizando los siguientes pasos:

a) obtenemos las sumas de las columnas de vozels de la vecindad, de la siguiente manera:

Su = S0,-5,5,0; St = 5_1,-5+a,542,0; Sr=151,-5-0,5-,0
Sp = So,—5+8,5+6,~1; Sr = S0,-5-8,5-8,1; Sp = S-1,-5,5y + 51,-5,5,—7

donde

o 1 siGzGy>0 5= 1 siG.Gy >0 . 1 siG.G,>0
T -1 siG.G, <0 T -1 siG.G, <0 7T -1 siG.G.<0

b) obtenemos también una estimacion para los valores de intensidad a ambos lados del borde

A = =(G-0,-501tG-a,-5-p+Go5-5+G-0-4,-5)

B =

U

(Gas0+Gasp+Gosp+ Gaup)

¢) a continuacion detectamos los coeficientes del paraboloide y = a + bx + cz + dx? + fxz + gz? como sigue:

* (x5 <)

o = (=5 ")

_— h’y
d = m(sR+SL—2SM)

— Yhy G
f = thhz(A—B)(SF+SL+SB+SR Sp —25u)

_ hy
g = (A= B2 (Sp + Sg — 2Sn)

hy

a = m(st —11(A + B)) — k (h2d + h2g)

=>

(=)
I
|

> o
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288 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

donde

. 1+ 24a; + 96as + 96a3

b 12

d) la posicion y el vector normal se caleulan a partir de la expresion del paraboloide

corte con la vertical central del voxel : (0,q,0)
A-B
vector normal : N =————=—=1 b
VI+b2+¢? [

e) las curvaturas también se calculan a partir de la expresidn del paraboloide, aplicando el lema 8.1

-1 c}

Hay que tener en cuenta que el anterior lema sélo es aplicable para el caso |Gy| hy > |Gz| by, |G| h,. Cuando
esto no ocurra, el esquema serd idéntico, pero intercambiando las variables entre sf. De esta manera, si la parcial
mayor fuera, por ejemplo, la de la direccién x, es decir, se cumpliese que |G.| hy > |Gy| by, |G;| hs, €l lema a
aplicar serfa equivalente pero realizando las sumas por filas en lugar de por columnas, e intercambiando los
indices y las variables z e vy, asi como las componentes de los vectores.

9.3.3 Casos que producen error

Hay que tener en cuenta que contornos con curvatura muy alta pueden provocar error. Esto es debido a que
no se cumple la suposicion inicial que se ha hecho para el cdlculo de la expresién de los volumenes Py i
(ecuacion 9.6). Recordemos que para obtener esta expresién supusimos que el contorno nunca corta la base ni
el techo de la columna. Si esto no es asi, el método no seria exacto.

En la figura 9.5a se muestra la situacién correcta que debe ocurrir en el interior de una columna para que
la expresién 9.6 indique un volumen correcto. Si el contorno tocase la base o el techo de la columna, como se
ve en la figura 9.5b, el valor serfa incorrecto.

) ¢
/

a) b)

Figura 9.5: El célculo del volumen interior a la columna que pasa por debajo del contorno segin la expresién
9.6 es correcto en la figura a) pero incorrecto en la b)

Sin embargo, a efectos numéricos, esto ocurrird en las columnas més alejadas de la columna central, que son
las que menos peso tienen debido a los valores de la méscara de suavizado. Por tanto, el error serd bastante
pequefio. En realidad, éste estd relacionado con el volumen bajo el contorno que queda fuera de la columna,
escalado por el coeficiente de la méscara de suavizado que le corresponde al voxel donde ocurre la interseccién.
A menor sea este volumen, menor ser4 el error.
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9.3.4 Algoritmo propuesto

Al igual que en los otros métodos propuestos, en primer lugar habrd que detectar qué voxels son etiquetados
como borde. Para ello, obtendremos las tres imdgenes de parciales de la imagen suavizada, G, Gy y G, y nos
centraremos en aquellos voxels (%, j, k) donde

G2(i,5,k) + G2(i,5,k) + G2(i, 5, k) > &°

y donde ademss la derivada parcial de mayor valor absoluto sea méxima en su respectiva fila o columna. Una
vez tenemos los voxels identificados, aplicaremos alrededor de cada uno el lema 9.2 para obtener los pardmetros
del contorno (posicién, vector normal, salto de intensidad y curvaturas principales).

El pseudo-cédigo de nuestro algoritmo podria ser el siguiente:

Funcion ContornosSuavizados3D(delta)

Calcular Gx, Gy, Gz
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen
Si Gx(4,j,k)*Gx(i,j,k)+Gy(i,j,k)*Gy(i,j,k)+Gz(i,j,k)*Gz(i,j,k)<delta*delta Continuar
Si (I16x(i,j,k) |hx>|Gy(i,j,k) lhy) y (1Gx(i,j,k) |hx>|Gz(i,j,k) |hz) Entonces
Si 1Gx(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 9.2 con la variable x como direccion principal
Fin Si
Si (IGy(i,j,k) lhy>16x(i,j,k) |hx) y (IGy(i,],k) |hy>|Gz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Gy(i,j,k)| no es maximo en su columna Continuar
Aplicar lema 9.2 con la variable y como direccion principal
Fin 8i
Si (1G6z(i,j,k) ihz>1Gx(i,],k) |hx) y (I1Gz(i,j,k) |hz>|Gy(i,j,k) |hy) Entonces
Si |1Gz(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
Aplicar lema 9.2 con la variable z como direccion principal
Fin 8i
Fin Para

9.3.5 Ejemplos

Vamos a aplicar el método a algunas de las superficies geométricas sintéticas del capitulo anterior, a las que
previamente afiadiremos ruido, y compararemos los resultados de nuevo con la técnica tradicional propuesta
por Alvarez (ver seccién 8.1.1), pero aplicada sobre la imagen suavizada.

Esferas

Comencemos por la imagen de una esfera de radio 20 voxels, la cual hemos suavizado con una méscara 3x3x3.
En la tabla 9.1 se muestra en las tres primeras filas el error cometido en la estimacion de la posicién sub-voxel,
el salto de intensidad, la direccién del vector normal y las curvaturas principales en cada voxel borde usando
tres métodos diferentes: el método de Alvarez, el método cuadrético propuesto en el capitulo anterior (MP), y
el método propuesto del presente capitulo (MPIS).

Vemos efectivamente que el método cuadratico previo comete error en todas las magnitudes cuando la imagen
ha sido suavizada, ya que la hipétesis de partida ya no es cierta en los bordes. Sin embargo, el método suavizado
logra una gran precisién, incluso en los valores de curvatura. Por otro lado, el método tradicional comete un
error altisimo, siendo el méds grave el del salto de intensidad a ambos lados del borde (70 unidades de error
medio).
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290 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Error pos. | Error salto | Error dir. Curv. min. { Curv. max.

Imagen | Método | Med. | Méax. | Med. | Mdx. | Med. | Mdx. | Med. | Rad. | Med. | Rad.
sin ruido | Tradic. — — 71.7 | 80.6 | 1.10 ] 1.80 | 0.025] 40.6 | 0.028 | 354
MP 381 |10.5 095 |6.42 031 1096 |0.049 | 20.3 | 0.051 | 19.7

MPIS 0.11 | 0.65 | 0.00 | 0.00 ] 0.24 ]0.92 | 0.050 | 20.0 | 0.051 | 19.7
ruido 5 Tradic. — — 71.7 | 82.7 | 1.15 | 2.57 | 0.023 ] 42.8 | 0.030 | 33.9
MP 3.87 1124 | 128 | 821 [0.64 | 228 | 0.042]23.6 | 0.058 | 17.1

MPIS 1.63 | 819 | 1.07 | 423 | 063 | 215 | 0.043 ] 23.2 | 0.057 | 17.6
ruido 10 | Tradic. — — 719 | 86.8 | 1.26 | 3.68 | 0.021 | 46.9 | 0.032 | 31.7
MP 402 | 174 | 192 |9.79 | 111 | 3.86 | 0.037 | 27.3 | 0.064 | 15.7

MPIS 312 1168 1194 {770 | 1.15 | 433 |0.035] 284 | 0.066 | 15.2

Tabla 9.1: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de una esfera de radio 20 con diversas
magnitudes de ruido. MP: método propuesto original. MPIS: método propuesto para imdgenes suavizadas.

En las siguientes tres filas de la tabla se le ha afiadido un ruido de magnitud 5 a la imagen, antes de aplicar
el suavizado. Los errores son mayores en todas las magnitudes y para los tres métodos, aunque el método
suavizado propuesto sigue siendo el que mejor resultados obtiene.

Finalmente para las tres ultimas filas de la tabla se le ha afiadido a la imagen un ruido de magnitud 10. Los
errores ahora son aiin mayores, y ya hay menos diferencia entre los tres métodos, aunque el salto de intensidad
sigue siendo bastante mds preciso con los métodos propuestos.

En la figura 9.6 se muestra el error cometido en la estimacién de la direccién del vector normal en cada voxel
para cada una de las imédgenes (sin ruido en la columna izquierda, ruido 5 en la central y 10 en la derecha). La
fila superior muestra el error cometido cuando se utiliza el método cuadritico previo sobre la imagen original
con ruido sin suavizar. Vemos que el error es bastante grande cuando hay ruido, y esa es la razén por la que en
imdgenes reales debe suavizarse siempre antes de realizar ninguna estimacién.

En el resto de filas se utiliza como entrada la imagen después de suavizar: la fila central muestra el error con
el método tradicional, y la fila inferior con el método suavizado propuesto. Puede verse cémo cuando el ruido
no es muy alto, el error cometido es menor con nuestro método.

Otro detalle a mencionar es el pequeiio error producido, incluso sin existir ruido, en las zonas de la superficie
de la esfera mads alejada de los ejes centrales. Como se coment6 en el capitulo anterior, esto es debido a la mayor
diferencia existente en esas zonas entre un trozo de esfera y un trozo de paraboloide. Este efecto ademads es
més pronunciado cuando la imagen se ha suavizado, ya que aumenta el tamaiio de la vecindad escogida para
estimar la superficie en un voxel. Solventaremos este inconveniente en el préximo capitulo.

Cilindros

Hagamos lo mismo con un cilindro de radio 15 orientado en un eje arbitrario v = (3,5, 7], y apliquemos los tres
métodos a la imagen suavizada a la que se le ha afiadido un ruido previo de una cierta magnitud (0, 5 y 10). En
la tabla 9.2 se muestran los resultados. De nuevo puede apreciarse que cuando el ruido es nulo o muy pequeno,
el método suavizado propuesto es mds preciso que los otros dos.

Toroides

Por ultimo probemos con la imagen de un toroide de radio exterior 30 y radio interior 10. La curvatura minima
en esta figura oscila entre -1/20 en los puntos interiores hasta 1/40 en los exteriores. En la figura 9.7 se muestra
el valor de la curvatura minima sobre la superficie del toroide, para distintas magnitudes de ruido (0, 5 y 10 de
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Figura 9.6: Error cometido la direccién del vector normal sobre una esfera de radio 20, a la que se ha anadido
ruido de magnitud (de izquierda a derecha) 0, 5y 10. De arriba a abajo: método cuadrético previo aplicado a la
imagen original sin suavizar, método tradicional aplicado a la imagen suavizada, y método suavizado propuesto
aplicado a la imagen suavizada
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292 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

Curvatura minima Curvatura maxima

Imagen | Método | Media | Radio } Error dir. | Media | Radio } Error dir.
sin ruido | Tradic. 0.000 | oo 2.06 0.035 | 28.4 1.70
MP 0.000 | oo 0.41 0.067 | 14.9 0.39
MPIS 0.000 | o0 0.12 0.067 { 14.8 0.11
ruido 5 Tradic. 0.001 | 1446 | 4.18 0.035 | 28.3 4.12
MP 0.000 | 3.68 0.067 | 14.8 3.63
MPIS 0.000 | oo 3.32 0.068 | 14.7 3.06
ruido 10 | Tradic. 0.002 | 425 8.50 0.036 | 28.1 8.39
MP 0.002 | 588 7.14 0.068 { 14.6 7.04
MPIS 0.000 { o0 5.72 0.069 | 144 5.51

Tabla 9.2: Errores cometidos por cada método al obtener el contorno de un cilindro de radio 15 orientado en la
direccién {3,5,7] con diversas magnitudes de ruido. MP: método propuesto original. MPIS: método propuesto
para imégenes suavizadas.

izquierda a derecha). En la fila superior se muestra la estimacién sobre la imagen original sin suavizar con el
método cuadrético previo, donde se observa el caos en la estimacién en presencia de ruido.

En las filas central e inferior se muestran los resultados de aplicar el método tradicional y el suavizado
propuesto respectivamente. Puede apreciarse como la distribucién de los valores de curvatura es més precisa en
este dltimo.

9.4 Meétodo de limites variables

El principal inconveniente del método suavizado propuesto es que usa una vecindad demasiado grande para
estimar los pardmetros del borde en cada voxel. El problema radica en que, segiin la hipétesis de partida, no
debe existir ningiin otro contorno cercano dentro de esa vecindad. En las imdgenes sintéticas de ejemplo que
hemos usado hasta ahora no ocurria ese problema, porque no existia ninguna zona en donde hubiese contornos
cercanos entre si. Sin embargo, en una imagen real, cualquier situacién puede ocurrir.

En la fila superior de la figura 9.8 se muestra la situacién normal cuando sélo existe un dnico contorno en la
vecindad!, y cémo son los valores de los voxels en la imagen original y en la suavizada. Para cada voxel borde,
el detector trabaja con una cierta vecindad en la imagen suavizada para estimar los pardmetros del contorno,
y para ello parte de que las zonas superior e inferior de la ventana (para un caso vertical) se corresponden con
los valores de intensidad a cada lado del contorno.

Pero ;qué ocurre cuando existe un segundo contorno cercano al que estamos tratando de estimar? En el
ejemplo de la fila inferior de la misma figura se aprecia cémo la presencia de este segundo contorno produce
que, tras el proceso de suavizado, los valores de la zona superior de la ventana no coincidan con la intensidad
B. Esta variacién hard que al aplicar el método detector, los valores estimados para el contorno sean erréneos.

En realidad, el problema viene de usar una vecindad tan larga para estimar el contorno. Atendiendo a las
expresiones para las sumas del lema 9.2 vemos que llegan a usarse hasta 6 voxels alejados en vertical del voxel
central (ecuacién 9.7). Esto era asi para garantizar en todos los casos que el contorno no tocase nunca los
extremos superior e inferior de cada columna de voxels de la ventana. A su vez, para estimar los valores de
intensidad A y B segtn el mismo lema también se usaban voxels bastante alejados (ecuacién 9.5). En la figura
9.9 se muestra cémo este lema permite obtener con exactitud los pardmetros del contorno cuando el contorno
estd aislado (figura a), pero comete un error cuando hay otro contorno cercano (figura b) debido a una mala
estimacién de uno de los valores de intensidad.

I Realmente la grafica representa un caso 2D, aunque explica igualmente la situacion en imégenes 3D.
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Figura 9.7: Curvatura minima estimada sobre un toroide de radios 30 y 10, al que se ha anadido ruido de
magnitud (de izquierda a derecha) 0, 5 y 10. De arriba a abajo: método cuadrético previo aplicado a la imagen
original sin suavizar, método tradicional aplicado a la imagen suavizada, y método suavizado propuesto aplicado
a la imagen suavizada
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&

Figura 9.8: Fila superior, de izquierda a derecha: un contorno aislado, su imagen digitalizada y la imagen
suavizada donde trabaja el detector. Fila inferior: dos contornos cercanos.

Figura 9.9: El detector propuesto estima con precisén un contorno aislado (a) pero comete error cuando hay
dos contornos cercanos (b). Ajustando los limites de las columnas, el método funcionarfa en ambos casos (¢ y

d)

9.4.1 Esquema basico

Para solventar este problema, se propone no forzar a realizar las sumas de las columnas entre los mismos limites
siempre, sino ajustarlos en funcién de cada caso. Es decir, la expresion de las sumas quedaria como sigue

Su = S0,m1,ms,0; SL = 5_1,1,,1,,0; Sr=S1,r1,m,0 (9.9)
S = So,b,,bs,-1; Sk =50,f1,215  SD =5-1,d,da,y T S1,ds,ds,—y

donde los limites de las sumatorias son tales que

mlvllvrlﬁblaflvdlvde) <0< m2,l2,7’2,b2,f2,d2,d4

y se calculan para cada caso. ;Cémo se calculan? Haciendo el mismo razonamiento que en la seccién 6.1.1,
debemos hacer llegar la sumatoria en cada columna hasta un voxel donde estimemos que hemos alcanzado el
valor de la intensidad de la zona que separaba el contorno, es decir, hasta donde el valor de la derivada alcance
un minimo. De esta forma, tal y como se ve en la figura 9.9 en los casos ¢ y d, la sumatoria acabard antes de
coincidir con el drea de influencia del segundo contorno.

Finalmente, para estimar las intensidades A y B se utilizaran los voxels extremos de las sumatorias, usando
las columnas apropiadas en cada caso segun la orientacién del contorno. Por ejemplo, para el caso en el que los
productos GGy y GG sean negativos, las expresiones serian
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9.4. METODO DE LIMITES VARIABLES 297

b o= m(sR—SL—l—A(rl—ll)—B(rz—lz))
¢ = i ¢~ Sn+ AU~ ) =B (=)
d = -2—}%(}:’—_13)(53—25M+5L+A(r1—2m1+11)—3(r2—2m2+zg))
f o= éMh—j(’Z—_—B)(SR+SL+SB+SF—SD~25M+
+A(r 4+l + fi+ b1 —di —ds —2my) — B(ro + la 4 fo + b2 — da — dg — 2my))
g = m(SF—QSM—FSBﬂLA(ﬁ—2m1+b1)—B(f2—2m2+b2))

_ hy __ _ _ _ 2 2
a = 2(A_B)(QSM A(1-2m4) — B(1+2mg)) — k (h2d + h2g)

donde
1+ 24(1,1 + 96(12 + 96&3

12
d) la posicion y el vector normal se calculan a partir de la expresion del paraboloide

k=

corte con la vertical central del voxel : (0,a,0)
A-B [ b
VIFB 42

e) las curvaturas también se calculan a partir de la expresion del paraboloide, aplicando el lema 8.1

vector normal : N = -1 c]

De nuevo hay que recordar que el anterior lema sélo es aplicable para el caso |Gyl hy > |Gzl he, |G| he.
Cuando esto no ocurra, el esquema serd idéntico, pero intercambiando las variables entre si.

Ejemplos

Generemos una imagen compuesta por dos esferas sintéticas de radio 20, separadas por una distancia de 5
voxels. En la figura 9.11a podemos ver dicha imagen, asf como una ampliacién de la zona donde ambas esferan
estdn muy cerca. Cuando dicha imagen es suavizada, la distancia entre las esferas es atin menor, como puede
verse en la figura b.

Centrdndonos en el voxel borde que méds cerca estd de la segunda esfera (mostrado en color verde), al aplicar
el método de limites fijos se estard usando una vecindad demasiado lgjana (mostrada en color amarillo), con
lo cual habra voxels cuya intensidad serd debida a la segunda esfera, y producird un error en los pardmetros
estimados en la superficie, como se muestra en la figura ¢, donde puede verse que, por ejemplo, la posicién
sub-voxel es totalmente errénea.

Sin embargo, vemos que al aplicar el método de limites variables, la vecindad utilizada no llega a alcanzar
la segunda esfera, con lo cual los pardmetros estimados se obtienen de forma correcta, como se muestra en la
figura d.

En presencia de ruido también el funcionamiento es més preciso utilizando limites variables. En la parte
izquierda de la figura 9.12 se muestra la imagen inicial con ruido afiadido de magnitud 30, y el resultado con
el método original del capitulo anterior. En la parte derecha se muestra el resultado después de aplicar nuestro
método propuesto de limites variables a la imagen suavizada.
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Figura 9.11: a) Imagen (y detalle) de dos esferas separadas 5 voxels; b) imagen suavizada (y ampliacién
detallada); ¢) método de limites fijos; d) método de limites variables

9.4.2 Deteccién de bordes muy cercanos

Si la separacién entre dos contornos es demasiado cercana, la situacion serd como la mostrada en la figura 9.13,
en donde vemos que el valor de la intensidad B se ha perdido en la imagen suavizada. Por tanto, aunque
extendamos la sumatoria hasta alcanzar un minimo en la derivada, en ese voxel el valor de la intensidad no serd
el correcto, y ello producird un error.

La solucién consiste, al igual que se hizo en la seccién 6.1.2 para el caso bidimensional, en estimar el valor
de B utilizando la imagen original en lugar de la suavizada, y generar posteriormente una subimagen sintética
en donde no aparezca la influencia de ese segundo borde cercano. Recordemos en primer lugar los detalles del
meétodo para el caso 2D (figura 9.14) y luego lo extrapolaremos a tres dimensiones.

La figura 9.14a muestra muestra una "vena sintética" de tres pixels de grosor, con intensidad 200 en el
interior y 100 en el exterior. La figura 9.14b muestra la imagen suavizada. Centrémonos en el pixel marcado
en azul, cuyo contorno queremos estimar (sabemos que es un pixel borde porque su derivada parcial (figura
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9.4. METODO DE LIMITES VARIABLES 299

Figura 9.12: De izquierda a derecha: método de orden 2 aplicado a una imagen de dos esferas con ruido 30;
método suavizado de limites variables aplicado a la imagen anterior después de suavizar

9.14c) es maxima en su columna). Con el método anterior de limites variables, utilizarifamos los limites de las
sumatorias de cada columna (pixels marcados en verde en la imagen suavizada) para estimar el valor de B, lo
cual producirfa un error. Y sabemos que existe un segundo contorno cercano porque las derivadas parciales méas
alla de esos pixels tienen un valor muy alto.

La solucién en este caso consiste en estimar B usando los pixels de la imagen original (pixels marcados
en verde en la imagen original), y con esta estimacién generar una subimagen sintética (figura 9.14d) donde
todos los pixels de la parte superior son sustuidos por la estimacién del valor B, eliminando asi la influencia de
segundo contorno cercano. Finalmente, dicha subimagen es suavizada (figura 9.14e) y sobre ella aplicamos el
método anterior de limites variables.

La extrapolacién del método a 3D es directa. De la misma forma, habra que mirar mds alld de los voxels
donde acaban las sumatorias si las derivadas parciales alcanzan un valor muy alto. En ese caso, estimaremos B
(o A si ocurre por la parte inferior) utilizando los voxels en la imagen original, y generaremos una subimagen
sintética en donde desaparezca la influencia de ese segundo contorno. De hecho, podriamos encontrar una
situacién en otro tipo de imagen donde hubiesen contornos préximos a ambos lados simultdneamente. Por lo
tanto, hay que detectar de forma separada si existe un contorno muy préximo tanto por encima como por
debajo. Sino se encuentra ninguno, podemos aplicar el lema 9.3 directamente. En caso que se detecte al menos
uno, habrd que generar las subimédgenes F’ y G’, mirando qué zona es la que hay que actualizar, si la superior
con el valor B, la inferior con el valor A, o ambas a la vez.
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300 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

a)

Figura 9.13: a) dos contornos muy cercanos; b) imagen digitalizada; c) imagen suavizada
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9.4.3 Algoritmo propuesto

Todo ello queda resumido en la funcién que mostramos a continuacién:

Funcion ContornosSuavizados3D _LimitesVariables (F, G, delta)

Calcular Gx, Gy, Gz
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen
Si Gx(i,j,k)*Gx(i,j,k) + Gy(i,j,k)*Gy(i,j,k) + Gz(i,j,k)*Gz(i,j,k) < delta*delta Continuar
Si (l16x(i,j,k) Ihx>1Gy(i,j,k) |hy) vy (IGx(i,j,k) Ihx>1Gz(i,j,k) |hz) Entonces
Si |Gx(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, XMAX, F, G)
Fin Si
8i (IGy(i,j,k) lhy>1Gx(i,j,k) |hx) y (I1Gy(i,j,k) |hy>IGz(i,j,k) [hz) Entonces
Si |Gy(i,j,k)| no es maximo en su columna Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, YMAX, F, &
Fin Si
Si (1Gz(i,j,k) Ihz>1Gx(i,j,k) |hx) y (1Gz(1,j,k) [hz>[Gy(i,j,k) |hy) Entonces
Si |Gz(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, ZMAX, F, G)
Fin Si
Fin Para

Funcion DetectarContornos3D (i, j, k, orientacion, F, G)

Segun orientacion:
ContornoSuperior = ContornoInferior = False
Calcular voxels limites para la sumatoria
Si existe un segundo contorno muy cercano por arriba
ContornoSuperior = True
Estimar B a partir de la imagen F
Fin Si
Si existe un segundo contorno muy cercano por debajo
ContornoInferior = True
Estimar A a partir de la imagen F
Fin Si
Si ContornoSuperior o ContornoInferior
Crear una subimagen F’ centrada en (i,j,k) copiando los voxels de F
S5i ContornoSuperior actualizar B en la zona superior de F’
Si Contornolnferior actualizar A en la zona inferior de F’
Suavizar F’ para obtener G’
Aplicar lema 9.3 en G’(i,j,k) usando la orientacion seleccionada
Si No
Aplicar lema 9.3 a G(i,j,k) usando la orientacion seleccionada
Fin Si

9.4.4 Ejemplos

Podemos rehacer el ejemplo de la figura 9.11, pero utilizando una separacién menor (de un dnico voxel entre
ambas esferas). En la figura 9.15 puede verse el resultado. Cuando la imagen sintética es ideal, la deteccién de
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302 CAPITULO 9. CONTORNOS EN IMAGENES SUAVIZADAS

los contornos es muy precisa. Incluso anadiendo ruido, el resultado también es bastante bueno.

Figura 9.15: a) Imagen de dos esferas separadas 1 voxel; b) detalle de la anterior; ¢) contornos detectados; d)
imagen con ruido anadido de magnitud 30; e) contornos detectados

9.5 Conclusiones

Se ha desarrollado un esquema capaz de encontrar en imagenes ideales sintéticas, previamente convolucionadas
con una madscara de suavizado, el vector normal, los valores y direcciones principales de curvatura, y la local-
izacién sub-voxel de una superficie de segundo grado de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido
a ambos lados del contorno. A partir de dicho esquema hemos desarrollado un algoritmo que detecta con
precision los contornos presentes en la imagen incluso en presencia de ruido.

Sin embargo, para poder aplicar este método con éxito a imagenes reales (concretamente imdgenes angiogra-
ficas), hay que resolver dos problemas. El primero es el ruido presente en las imagenes digitalizadas, que suele
ser bastante alto. Para poder eliminarlo no basta con suavizar la imagen con una maéscara 3x3x3 tal y como
hacemos ahora, sino que deberia utilizarse un método de restauracién similar al que se planteé en el caso bidi-
mensional, de tal forma que, en sucesivas iteraciones, se vaya eliminando ruido y mejorando la calidad de la
imagen, para aplicar el detector de contornos finalmente en la imagen restaurada.

El segundo problema concierne a la curvatura de los objetos (de los vasos principalmente). En una imagen
pueden existir vasos de grosor muy pequeno (3 6 4 voxels de didmetro). En estos casos, cuando la curvatura
es muy alta, existe un error entre los valores obtenidos por nuestro método (el cual busca paraboloides) y los
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9.5. CONCLUSIONES 303

reales (que se asemejan mds a trozos de toroides). Este hecho puede verse en la figura 9.16, donde se muestran
cuatro toroides sintéticos (imitando vasos reales) con grosor pequefio. Puede verse c6mo cuanto menor grosor
tenga el vaso (méds pequeiio el radio de curvatura méxima), mayor error comete nuestro método detector.

Figura 9.16: De izquierda a derecha, toroides con radio de curvatura maximo 4, 3, 2 y 1 voxels.

Este error es similar al que ocurria en el caso 2D, cuando exponiamos la diferencia existente entre una
pardbola y un arco de circunferencia cuando la curvatura es muy alta. Por tanto, para solventar este error,
deberiamos modificar nuestro método detector para que sea capaz de estimar el trozo de toroide interior al voxel
borde, en lugar de estimar un paraboloide. En el préximo capitulo propondremos un método para solventar
ambos problemas.
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Capitulo 10

Restauracién de imagenes

- Ya solo queda por convertir a 3D el método de restau-
racidn.
- Y hacer las pruebas.

FEBRERO 2004

Ya hemos visto que la adquisicién, digitalizacién y manipulacién de imagenes introduce un cierto nimero de
perturbaciones en la imagen original que dificultan en muchas ocasiones su correcta interpretacién. Es lo que se
conoce como ruido en la imagen. Cuando la magnitud de la perturbacién no es excesiva, el método desarrollado
en el capftulo previo es una buena herramienta para solventar el problema. Pero cuando el ruido es grande, hay
que buscar otros métodos.

En estos casos, al igual que sucedia en las imdgenes bidimensionales, lo usual es definir un proceso iterativo
que vaya modificando gradualmente la imagen, tratando de eliminar ruido en cada iteracién, de forma que al
final del proceso obtengamos una imagen més limpia que la original. Es lo que se conoce como realzado o
restauracién de imdgenes. Finalmente, los pardmetros del contorno se evahian sobre la imagen restaurada.

La mayoria de los métodos propuestos son extrapolaciones de los desarrollados para imdgenes 2D, con el
consiguiente coste computacional implicito al pasar a una dimensién mayor. En el presente capitulo comenzare-
mos viendo algunas de estas técnicas tradicionales para restaurar la imagen, y a continuacién expondremos dos
métodos nuevos (uno bésico, de primer y segundo orden, y otro optimizado) a partir del esquema desarrollado
en el capitulo anterior, y luego someteremos ambos esquemas a pruebas con im&dgenes sintéticas y reales.

10.1 Técnicas tradicionales de restauracion de imdgenes

En la seccién 5.1 ya se comentaron las ideas principales de los métodos de difusién, cuyo objetivo consiste en
minimizar el funcional de energia siguiente:

2 2
E(f)= [ 1=+t [ 195
Q Q
donde fy es la imagen original, y ¢ > 0 es un pardmetro que determina el balance entre los dos términos.

Dicho minimo, una vez encontrado, representard la imagen restaurada. También se demostré que encontrar
dicha imagen es equivalente a resolver la siguiente ecuacién en derivadas parciales:

305
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306 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

(ft — fo) —tdiv (Vf;) =0 (10.1)

donde f; es la imagen restaurada (con un cierto factor de escala t) que estamos buscando. Esta ecuacién
coincide con la ecuacion cldsica de difusién del calor, la cual suele representarse como

% — div (Vf) = Af (10.2)

La mayor desventaja de esta ecuacién es que la difusion es isotrépica, es decir, se produce en todos los puntos
por igual, con lo cual los contornos de la imagen resultan difuminados, perdiendo informacién. De hecho, puede
demostrarse que resolver la ecuacién anterior es equivalente a convolucionar la imagen con un nicleo gaussiano
de desviacién estandar o = v/2¢, lo cual explica el efecto de suavizado en toda la imagen.

10.1.1 Difusién anisotrépica

La solucién consiste en realizar una difusién anisotrépica, inicialmente propuesta por Perona y Malik en [PER90],
y extendida a tres dimensiones por Gerig y otros en [GER92|. Este proceso consigue difuminar més en las zonas
homogéneas, y menos o nada en las zonas pertenecientes a contornos. Ello se consigue introduciendo una funcién
de difusién en la ecuacién 10.2 que depende de la norma del gradiente de la imagen, H(||Vf||), quedando la
ecuacién entonces como sigue:

g]i =div (HV) (10.3)
ot

Esta funcién de difusién ha de garantizar que la difusién sea muy pequena en las zonas donde el gradiente
sea muy elevado, por ejemplo, cuando la norma del gradiente supere un cierto umbral §, preservando asi mejor el
contraste de la imagen (ver figura 10.1). Sin embargo, es dificil establecer automsgticamente un valor adecuado
para dicho umbral. Algunos autores lo hacen basdndose en el histograma acumulado del gradiente [PER90], a
partir de las propiedades estadisticas de cada regién [YOQ93], o en funcién de la geometria local de la imagen

[LUOY4].

0.25

Figura 10.1: Funciones propuestas por Perona-Malik para H(s), tomando § = 1: e=s’/% (color rojo) y
6%/ (6° + s%) (color azul)
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10.1. TECNICAS TRADICIONALES DE RESTAURACION DE IMAGENES 307

Difusién matricial Otros autores, como Cottet y Germain [COT93], proponen utilizar como término de
difusién una matriz D en lugar de un escalar, quedando la ecuacién como sigue:

%{ =div (DVf) (10.4)
donde D es el operador de proyeccién en la direccién del gradiente:
D= — 0 (Vf-Vf) = =P
V£l VA

El efecto de esta matriz permite reorientar la direccién de la difusién en cada caso. La matriz P, también
conocida como tensor de estructura, viene dada por los productos de las primeras derivadas de la imagen:

P ( 2 fafy )
fofy £}
v ha sido ampliamente usada para extraer la orientacién local en una imagen, como por ejemplo en aplica-
ciones para reconocimiento de huellas dactilares [ALMO0] o an4lisis de texturas [BIG91].
Weickert [WEI94b] propone usar una matriz que posea los mismos autovectores que el tensor de estruc-
tura anterior, previamente convolucionado con un micleo gaussiano, lo que permite una mejor regularizacién.

Sénchez-Ortiz [SAN99] propone otra matriz que dependa de una informacién conocida a priori de la imagen, y
asi poder incluir un conocimiento del modelo a estudiar (en su caso el estudio del movimiento del corazén).

Interpretacién geomeétrica del proceso de difusién En el caso bidimensional ya comentamos que la
difusién anisotrépica de Perona y Malik puede interpretarse como un proceso de difusién en las direcciones
paralela y normal del gradiente, con distintos coeficientes de difusién, tal y como se demostré en la seccién
5.1.2, a través de la ecuacién

div(HVf) = (H + SH/) Jom + Hfee

donde fy,, ¥ fee son las segundas derivadas en la direccién paralela y normal del gradiente respectivamente.
De esta forma, la funcién H era convenientemente elegida para difuminar mds en la direccién del contorno
(normal al gradiente) y menos en la direccién del gradiente.

En el caso tridimensional, la demostracién de que la ecuacién 10.3 es equivalente a una suma ponderada de
las segundas derivadas parciales es bastante mas compleja, y puede verse en [TEB98], donde se demuestra que

div(HVf) = (H + sH') fon + H(Af — fin)

Esta ecuacién demuestra que la ecuacién de Perona y Malik es isotrépica en el plano normal al gradiente,
es decir, sobre el plano tangente a la isosuperficie de la imagen.

En cuanto a la difusién matricial (ecuacién 10.4), también se llega a un resultado més complejo que el anterior
(ver (KRIOOd]), donde la divergencia llega a expresarse en términos de segundas derivadas en las direcciones
de los autovectores de la matriz de difusién, ponderadas por sus autovalores asociados, méds otros términos de
mayor complejidad. En el caso particular en que uno de los autovectores de la matriz de difusion tenga la
orientacién del vector gradiente, la difusién seria exactamente igual que la de Perona y Malik.

10.1.2 Flujo multidireccional

Un nuevo esquema de difusién propuesto por Krissian en [KRI02] permite un esquema de restauracién més
eficiente en imdgenes tridimensionales de angiografias, ya que se centra en preservar al méximo estructuras
geomeétricas tubulares como los vasos sangufneos. Para ello define una base de R? que depende de la estructura
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308 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

local de la imagen, dada por los vectores unitarios {ug,u1,us}. El flujo de difusién para esta base puede

escribirse como
2

F =" oi(fu,)ui
1=0

y la ecuacién de difusién queda de la siguiente manera

L — o (F) + B(fo— 1)

donde (3 es un coeficiente que permite al esquema converger hacia una imagen restaurada que no sea de-
masiado diferente de la imagen original.

La base de vectores elegida es similar a la propuesta en [KRI97|, dada por {n*,u},u3}, donde n* es el
vector unitario en la direccién del gradiente, y u} y u3 son las direcciones de las curvaturas maximas y minimas
respectivamente. El superindice * representa que antes de realizar los cdlculos de las direcciones, la imagen ha
sido convolucionada con un nicleo gaussiano previamente. Esta base es de mucha importancia en el contexto
de estructuras pequenas y alargadas como los vasos sanguineos, donde la minima curvatura indica la direccién

del vaso, y la méxima curvatura es relativa al tamano de la seccién del vaso, normal al gradiente (ver figura
10.2).

Figura 10.2: Base de vectores {n,u,us}, donde 7 es el vector normal, y u; y ug son las direcciones de las
curvaturas méximas y minimas respectivamente.

En este caso, el término de la divergencia puede descomponerse como una suma de difusiones en cada una
de las direcciones de la base, de la forma siguiente:

2 2
div (F) = div <Z <f>i(fu¢)u;-‘> =" div (¢;(fur ui)
i=0 1=0

Cada término de esta sumatoria puede interpretarse como una difusién anisotrépica a lo largo de la direccién
de cada vector de la base, la cual a su vez puede representarse como:

div (p(fu)u) = ¢(fu)div(u) +¢'(fu)Ou(fu) =
= H(fu)Ku+ &' (fu) [fuu + u'J(u)' V]

donde K, indica la curvatura de la isosuperficie asociada a la direccién u, y J(u) es la matriz jacobiana del
vector u. Esta tltima expresién puede interpretarse de la siguiente manera:

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali

© Del



10.1. TECNICAS TRADICIONALES DE RESTAURACION DE IMAGENES 309

1. la funcién ¢ pesa una difusién que es proporcional a la curvatura de la isosuperficie asociada a la direccién
u, la cual actia como un promedio de la curvatura media.

2. ¢ tiene un efecto diferente en funcién del signo que tenga: si ¢’ > 0 el término ¢ f,,, actia como la ecuacién
del calor en la direccién de u generando un efecto de suavizado; si por el contrario ¢’ < 0 entonces tiene
un efecto de realce del contraste en la direccién de u.

Como la idea que se pretende es preservar estructuras tubulares como los vasos, la idea intuitiva sugiere
suavizar mds en la direccién del eje central del vaso que en la direccién de la seccién. Llamando u; a la direccién
de méxima curvatura, y us a la direccién de minima curvatura, las funciones ¢, propuestas por el autor son:

Bols) = se(B) (10.5)
#1 (fuT ) = alu;
¢2(fu;‘) = oguj

donde ¢, es la misma funcién elegida por Perona y Malik, el cual tiene el efecto de ligero realce de los
contornos, y ¢; y ¢, son funciones de difusién con un efecto mayor en la direccién de mfnima curvatura, es
decir 0 < a1 < ag < 1.

10.1.3 Problemas de la formulacién

Los problemas asociados a este tipo de esquemas son los mismos que ya comentamos en la seccién 5.1.3.
Visualmente los resultados son de bastante calidad, pero no son exactos en cuanto a la precisién en la estimacién
de las caracteristicas de los contornos (posicién sub-voxel, direccién normal al contorno, y valores y direcciones
de curvatura), ni siquiera en imdgenes sintéticas. Esto es asi debido a varios factores:

1. En primer lugar, todo el desarrollo matemdtico parte de que la imagen f es continua y derivable en todo
su dominio, lo que contradice nuestra hipétesis de trabajo. De esta forma, aunque en el plano continuo
los resultados serfan exactos, no es asf al trabajar con una imagen discretizada.

2. El cémputo de las primeras y segundas derivadas en las direcciones z, y y z se hace siempre a partir de la
convolucién con mdscaras como las vistas en la seccién 7.1.3, donde ya se coment6 el error que producian
incluso en imédgenes ideales cuando las orientaciones de los contornos no coincidian con las direcciones
principales.

3. Las derivadas direccionales se calculan a partir de las derivadas principales, que ya tienen una cierta
medida de error. Ademas, sélo disponemos de valores puntuales de la imagen en el interior de una malla
rectangular tridimensional orientada en las direcciones z, v y =.

4. Las direcciones en las que se realiza el proceso de difusién en cada voxel son también estimadas en base a
expresiones como las vistas en la seccién 8.1, todas ellas deducidas a partir de un caso continuo, pero que
generan error al utilizar una imagen discretizada.

5. El esquema parte de que el valor puntual de cada voxel representa el valor de la funcién en un punto
concreto dentro del voxel, generalmente su centro geométrico. Es decir, se asume que F(x;,y;,2c) =
f(zi,y;, k). Sin embargo, en nuestra hipétesis de trabajo inicial, partimos de que el valor del voxel viene
dado por la expresién

1 2+h. /2 pyjthy /2 pzithe/2
F(zi,y;, 2) = —/ / / f(zi, y5, 2c)dxdydz
h’l’hyhz 2k—h./2 yj—hy/2 Jzi—h;/2
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310 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Finalmente hay que resefiar que tanto el valor umbral de § en la funcién de Perona y Malik, como los
autovalores de la matriz de difusién en la ecuacién 10.4 de difusién matricial, o como los coeficientes o v o
de Ia ecuacién 10.5 para el flujo multidireccional, son valores vitales para el resultado del proceso, con lo cual
la tarea de decisién de su valor concreto no es nada facil. Por otro lado, son coeficientes globales que afectan a
toda la imagen por igual. Por tanto, puede ocurrir que para imdgenes concretas no exista el valor éptimo que
permita restaurar la imagen con la misma calidad en todos sus voxels interiores.

10.2 Meétodo propuesto de restauracion lineal

La idea principal subyacente en los métodos anteriores es siempre la misma: suavizar en aquellos voxels donde
no existe contorno, y tratar de respetar los voxels en donde si existe, bien realzando en la direccién normal al
contorno, o bien suavizando a lo largo de su plano tangente. Nosotros proponemos un esquema que comparta
esta idea, aprovechando los métodos propuestos en el capitulo anterior, de la siguiente forma:

10.2.1 Algoritmo bésico

Sea Fy la imagen original (figura 10.3a), a la cual le aplicamos una méscara de suavizado Hg para obtener la
imagen suavizada Gg (figura 10.3b)!. A esta nueva imagen le podemos aplicar nuestro algoritmo lineal para
imdgenes suavizadas. Dicho algoritmo nos devolverd informacién sobre los voxels en que existe un contorno
(figura 10.3c), asi como sus pardametros intravoxel (posicién, vector normal, y salto de intensidad). Con esta
informacién, podria generarse una nueva imagen 3D, F71, tal que en las zonas alejadas de los voxels pertenecientes
a un borde, mantengan el valor de la imagen suavizada, Gy, y en las zonas cercanas a los voxels borde, asignarles
un valor calculado a partir de los pardmetros obtenidos por el método para dicho voxel.

La forma para calcular estos valores se basa en la idea siguiente: sea el voxel (4, 7, k) un voxel etiquetado por
nuestro método como voxel borde. Esto significa que, a partir de los valores de una cierta ventana tridimensional
centrada en dicho voxel?, nuestro método ha deducido que por él atraviesa un plano y = a + bz + cz, dejando
las intensidades A y B a cada lado del plano. Por lo tanto, podria generarse una subimagen sintética con las
mismas dimensiones a partir de los pardmetros estimados por nuestro método. Esta idea puede verse en la
figura 10.3d.

Para calcular la intensidad de cada uno de los voxels de esa ventana, simplemente aplicamos nuestra hipétesis
de partida pero a la inversa. Es decir, dado un voxel centrado en el punto (zk, ¥k, 2x), dado el plano y =
a + bz + cz, y dados dos valores de intensidad a cada lado del borde, A por debajo y B por encima, se calcula
el volumen relativo interior al voxel bajo el plano, V, tal que 0 < V' < 1, y se deduce la intensidad que tendr4,
I=VA+(1-V)B. En el anexo C.1 se deducen las expresiones para el cdlculo del volumen V.

Aplicando este esquema, en el caso en que la imagen original fuera ideal, obtendriamos una pequenia imagen
sintética que coincidirfa exactamente con la original. Pero si la imagen original tuviese algo de ruido, es entonces
cuando mayor interés habria, ya que la pequefia imagen sintética generada seguirfa dando como resultado los
mismos pardmetros para el contorno que la original, pero tendria una calidad visual superior.

Repitiendo esto para cada uno de los voxels borde, ocurrird que a lo largo de la superficie de un contorno,
se irdn generando diferentes subimdgenes con solapes entre ellas. Por ejemplo, en la figura 10.3e, el voxel borde
que aparece en el centro de la figura (remarcado en color verde) producird una subimagen cuya columna central
solapard con la columna derecha de la ventana generada para el voxel borde remarcado en rojo, y a su vez
coincidird con la columna izquierda de la ventana generada para el voxel borde remarcado en naranja. Por

! Aunque la figura muestre realmente un caso 2D, la explicacién es idéntica para imdgenes 3D.

2Cowo estamos usando ¢l método de limites variables (seccion 9.4), las dimensiones de la ventana son diferentes en cada caso
(como mm#ximo, la resolucién serd 5x11x5). La orientacion de la ventana también dependerd en cada caso de la derivada parcial con
mayor valor absoluto en dicho voxel.
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Posicién
)| O | e
Orientacién

Intensidades

d)

e)

Figura 10.3: Método iterativo propuesto (caso 2D): a) Imagen original. b) Imagen suavizada. ¢) Pixels borde
detectados por nuestro método. d) A partir de los pardmetros detectados en cada pixel se genera una imagen
sintética. e) Las ventanas sintéticas generadas en cada voxel borde se combinan para formar la imagen restaurada

otro lado, si suponemos que la figura muestra una seccién de la imagen para un valor de x constante, también
habrian solapes con columnas de las ventanas centradas en los voxels borde de las secciones contiguas en x.
Para combinar toda la informacién y producir una tnica imagen F; proponemos el siguiente esquema:

Se crean dos imdgenes de la misma resolucién que la imagen original. Una de ellas es una imagen de
contadores, C, donde el valor de cada voxel indica el nimero de ventanas que han sido generadas y en las que
dicho voxel estaba incluido. La segunda imagen es una imagen de intensidades, I, donde el valor de cada voxel
indica la suma acumulada de las intensidades que se han ido calculando para cada voxel. Asi, cuando hayamos
procesado todos los voxels borde y generado todas las subimagenes necesarias, los voxels donde C' = 0 indicardn
que estédn lejos de cualquier borde, y por lo tanto tendrén el mismo valor que en la imagen suavizada Gg. Por el
contrario, los voxels donde C' > 0 indicardn que estdn incluidos en una o mds ventanas sintéticas, y por tanto su
intensidad serd el cociente I/C. El pseudo-c6digo para este esquema es el siguiente, donde se hace una llamada
a la funcién DetectarContornos3D() definida en la pagina 301.

Funcion RestaurarImagen3D (F0, F1, delta)

Crear una imagen de contadores C e inicializarla a 0O
Crear una imagen de intensidades I e inicializarla a 0
Suavizar F con una mascara H para obtener la imagen G
Calcular las parciales Gx, Gy, Gz

Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen G
Si Gx(i,j,k)*Gx(i,j,k)+Gy(i,j,k)*Gy(i,j,k)+Gz(1,]j,k)*Gz(i,j,k)<delta*delta Continuar
Si (1Gx(i,j,k) |hx>|Gy(i,j,k) lhy) y (1Gx(i,j,k) |hx>|Gz(4,j,k) |hz) Entonces
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Si 1G6x(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, XMAX, F, G)
ActualizarImagenes (C, I, i, j, k, XMAX)

Fin Si

Si (lGy(i,j,k) lhy>1Gx(i,],k) Ihx) y (IGy(i,j,k) |hy>1Gz(i,j,k) |hz) Entonces
Si IGy(i,j,k)| no es maximo en su columna Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, YMAX, F, @)
ActualizarImagenes (C, I, i, j, k, YMAX)

Fin Si

Si (16z(i,j,k) |hz>1Gx(i,j,k) |hx) y (1Gz(4i,j,k) |hz>|Gy(i,j,k) |hy) Entonces
Si 1Gz(i,j,k)| no es maximo en su fila Continuar
DetectarContornos3D (i, j, k, ZMAX, F, G)
ActualizarImagenes (C, I, i, j, k, ZMAX)

Fin Si

Fin Para

Crear una imagen F1 = G
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen G

8i C(i,j,k) > O Entonces F1(i,j,k) = I(i,j,k) / C(4i,j,k)
Fin Para

Funcion ActualizarImagenes3D (C, I, i, j, k, orientacion)

Segun orientacion:
Para todos los voxels (x,y,z) pertenecientes a una ventana centrada en (i,j,k)
Intensidad = Calcular intensidad del voxel (x,y,z) a partir
de los parametros calculados para (i,j,k)
I(x,y,2) += Intensidad
C(x,y,z) ++
Fin Para
Fin Segun

El algoritmo anterior parte de una imagen original Fy y produce una nueva imagen F; donde las zonas en
las que no hay borde estdn suavizadas, y en las zonas cercanas a bordes, éstos aparecen méds nitidos. La imagen
F; tiene por tanto una calidad mayor, por lo cual le podriamos aplicar nuestro método para el cdlculo de los
pardmetros y obtendriamos resultados mds regulares. Esto puede verse en la figura 10.4.

Un resultado muy importante es que cuando la imagen original es un plano ideal, el método de restauracién
propuesto no altera la imagen, produciendo una imagen idéntica a la original. Esto no ocurre en ninguno de
los métodos comentados en la seccién anterior, ya que siempre se produce un pequeno difuminado al trabajar
con los valores discretos de la imagen, que varia los valores originales de los voxels.

En el caso en que el ruido presente en Fp fuera muy grande, entonces Fj, atin siendo mejor que Fp, podria
seguir teniendo bastante distorsién. En ese caso, podemos volver a aplicar el algoritmo a F; para obtener una
nueva imagen F,, y asf sucesivamente para obtener F,,, imagen en la cual el calculo de los contornos deberfa
producir resultados mucho mejores que en la original. En la figura 10.5 se muestran los resultados de varias
iteraciones con la imagen ruidosa de la figura 10.4. El color de los planos obtenidos indica el error cometido
en cada voxel, atendiendo a la direccién del vector normal, salto de intensidad y posicién sub-voxel. Puede
apreciarse como el error va disminuyendo en todas las magnitudes conforme avanzan las iteraciones.
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Deteccion de
contomos

Restauracion

Deteccion de
contomos

==

Figura 10.4: Izquierda: imagen de un contorno plano ideal con ruido anadido, y resultado de la restauracion.
Derecha: contornos detectados en cada imagen.

10.2.2 Aceleracion de las iteraciones

Para lograr una disminucién mayor del error en cada iteracién hay que tener en cuenta el siguiente hecho:
los pardametros obtenidos por nuestro método detector en cada voxel son para estimar las caracteristicas del
contorno en dicho voxel. Por tanto, aunque en la restauracién hagamos que por cada voxel etiquetado como
borde se genere una ventana sintética centrada en él, es la columna central de esa ventana la que més relevancia
tiene, y también la que menos error comete, puesto que cualquier pequefia variacién en alguno de los pardmetros
del contorno haria que la intensidad calculada para las columnas laterales de dicha ventana variase bastante.

Por ello, una mejora légica seria dar mds peso a la columna central que al resto de columnas en cada una
de las subimdgenes sintéticas que se generan. Por ejemplo, tomemos un caso simple de un contorno plano que
cruza la imagen, cuyo vector normal tiene su componente y con mayor valor absoluto, como el de la figura 10.6.
Después de una iteracién del método de restauracién, cada voxel borde pertenecerd a 9 subimégenes sintéticas:
una centrada en él, con los pardmetros estimados por el detector de contornos para dicho voxel, y otras 8
centradas en sus 8 vecinos.

Tal y como hemos definido el algoritmo de restauracién (funcién ActualizarImagenes3D), el valor final para
ese voxel serd un promedio de los 9 valores estimados para dicho voxel. Sin embargo, el valor estimado por
la ventana centrada en él es mucho méds preciso, y deberfa tener un peso mayor en el promedio. De la misma
manera, los 4 vecinos en las direcciones z y z (pintados en color azul en la figura 10.6) deberian tener mayor
peso que los 4 vecinos de las diagonales (pintados en color rojo). El nuevo cédigo de la funcién quedaria como
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Figura 10.5: Error cometido al detectar el contorno de un plano de normal (3,5,7), con salto de intensidad de
100 unidades, y con un ruido anadido de magnitud 30, tras aplicar varias iteraciones del método de restauracién
(de izquierda a derecha, 10, 20 y 50 iteraciones). De arriba a a abajo: imégenes, error en la direccién normal,
error en el salto de intensidad y error en la posicién sub-voxel.

sigue:

Funcion ActualizarImagenes3D ponderado (C, I, i, j, k, orientacion)

Segun orientacion:
Para todos los voxels (x,y,z) pertenecientes a una ventanita centrada en (i,j,k)
Intensidad = Calcular intensidad del voxel (x,y,z) a partir
de los parametros calculados para (i,j,k)
Si (x==i && z==k)
I(x,y,z) += Peso0O * Intensidad
C(x,y,z) += Peso9
Si (x==i || z==k)
I(x,y,z) += Pesol * Intensidad
C(x,y,z) += Peso2
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Figura 10.6:

Si No
I(x,y,z) += Intensidad
C(x,y,z) ++
Fin Si
Fin Para
Fin Segun

En las pruebas hemos usado los valores 100, 2 y 1 para los pesos de las columnas central, laterales y diagonales
respectivamente. Podria pensarse entonces que, si el peso de la columna central es tan alto, deberia entonces
generarse solamente la columna central de la subimagen. Sin embargo, es interesante mantener las columnas
laterales y diagonales ain con menor peso. Una de las razones es que nuestro método detector de bordes es
local a cada voxel, y no garantiza que todos los voxels borde localizados a lo largo de un contorno formen
una superficie continua de voxels. Dicho de otra forma, en el ejemplo de la figura 10.4, pudiera darse el caso
que en alguna de las columnas, debido al elevado ruido existente, no se detectase ningin borde. Si sélo se
generasen ventanas de una sola columna, esa columna donde no hubiera borde detectado se irfa suavizando en
cada iteracién, ya que ninguna ventana caeria en ella, lo que provocaria que fuese afectando al resto de columnas
y finalmente toda la imagen se difuminaria.

Sin embargo, al generar ventanas de 9 columnas con un peso muy pequefio en las columnas laterales y
diagonales, estamos diciendo que, si en una columna cae una ventana centrada en ella, ésta es la que decide la
intensidad en dicha columna. Pero si en la columna no cae ninguna subimagen centrada, entonces se usard la
intensidad estimada en otra ventana no centrada en ella que la comprenda.

Una segunda razén es que a lo largo de un contorno la orientacién puede ir variando. Cada vez que la
componente del vector normal de mayor valor absoluto se alterne, las ventanas pasardn de estar orientadas en
una direccién principal a otra. Si sélo las generamos de grosor 1, el voxel indicado en color amarillo en la figura
10.7 no perteneceria a ninguna ventana, por lo que se irfa difuminando en cada iteracién. Si el contorno tocase
a ese voxel, también estarfamos cometiendo un error irrecuperable en la imagen.

10.2.3 Tratamiento de los méargenes

Al igual que sucedia con las imégenes 2D (ver seccién 5.2.4), es preciso establecer criterios de actuacién en los
voxels cercanos a los limites de la imagen (mérgenes), ya que en esas zonas puede que necesitemos informacién
de voxels vecinos que no existan. Para ello, hay que modificar el método de suavizado, y posteriormente el
método de deteccién de contornos, en el mismo sentido en que lo hicimos para imégenes bidimensionales.
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316 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Figura 10.7: Situacién de las ventanas generadas cuando un voxel (rojo) tiene un contorno con normal orientada
mds proxima al eje y, y su vecino (verde) con normal orientada mds préxima al eje z

Suavizado

En las imdgenes 3D pueden considerarse tres tipos diferentes de margenes, tal y como se ve en la figura 10.8.
Considerando los limites espaciales de la imagen como si fuese un cubo, el primer tipo (figura a) se produce
cuando el voxel estd pegado a una de las paredes del cubo, teniendo solamente 17 voxels vecinos en la imagen.
El segundo tipo (figura b) es cuando el voxel estd pegado a una de las aristas del cubo, teniendo tan solo 11
voxels vecinos. Finalmente el tercer tipo (figura c) es cuando el voxel estd exactamente en la esquina del cubo,
teniendo unicamente 7 vecinos.

i a) ‘ b) i ¢)
Figura 10.8: Tipos de médrgenes en una imagen 3D: a) en las paredes del cubo; b) en las aristas del cubo; ¢) en
las esquinas del cubo

Para cada tipo habrd que establecer un criterio diferente para realizar el suavizado.

Suavizado en las paredes del cubo imagen Como el suavizado se estd realizando con una méscara de
radio 1, aparece una incongruencia en las filas primera y tltima de cada dimensién, como se puede ver en la
figura 10.9, donde se muestra una seccién para un valor constante de z de una imagen 3D conteniendo un
contorno plano que toca el margen. Una solucién para estos voxels podria ser promediar solamente con sus 17
voxels vecinos (5 en la seccién actual y 6 en sus secciones contiguas en z), en lugar de con los 26 vecinos como
ocurre en un voxel del interior (ver figura 10.9a). Otra solucién alternativa, usada en la literatura (ver [PAR97])
podria ser suponer que la imagen es contante fuera de sus mérgenes, es decir, que existirian columnas virtuales
por fuera de cada uno de los mérgenes de la imagen, cuyo valor coincide exactamente con los voxels de cada
margen (figura 10.9b).

Sin embargo, cuando se trata de un contorno que toca el margen, ninguna de estas alternativas es aconsejable,
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]

2 > b - c)

Figura 10.9: Alternativas para suavizar el margen izquierdo de una imagen: a) el voxel se promedia sélamente
con sus 17 vecinos; b) se crea una columna adicional m4s igual a la columna del margen; c) se crea una columna
adicional mas con intensidades proporcionales al plano del contorno.

y es mejor elegir una tercera opcién. Tomemos como ejemplo el contorno de la figura 10.9 que corta el margen
izquierdo de la imagen. De no haber existido dicho margen, o de haber estado varias columnas mds a la
izquierda, parece légico suponer que el plano continuaria con una orientacién similar a la que tiene cuando
alcanza el margen. Por lo tanto, a la izquierda del margen habrian otras tres columnas (una para cada valor
de ) cuyos voxels tendrian una intensidad acorde con la posicién del plano en cada uno (figura 10.9¢), y que
podria ser incluida dentro del proceso de suavizado.

Pero el problema es que para poder estimar entonces las intensidades de los voxels de esas nuevas columnas
deberiamos conocer los pardmetros del contorno en el margen, y eso atin no lo conocemos, ya que precisamente
para eso es para lo que queremos suavizar la imagen. Pero lo que si puede hacerse es aprovechar la propiedad
siguiente para estimar dichas intensidades.

Sea (zg, Yo, 20) un voxel cualquiera del interior de la imagen, y consideremos la ventana 3z3z3 centrada en
él (ver figura 10.10). Supongamos que dicho voxel es atravesado por un plano de ecuacién y = a + bz + cz.
Llamemos V; x al volumen bajo el plano interior a la columna (i, k) de dicha ventana, siendo —1 < i,k < 1.
Suponiendo que el plano no corta el suelo ni el techo de la ventana, la expresién para el volumen es la siguiente

z20+(2k+1)h, /2 pxo+(2i+1)h, /2
Vie = / / (a+ bx + cz)dedz =
20+(2k—1)h, /2 Jzo+(2i—1)h./2

= ahyh. + bxohgh. + czohgh. + bih2h. + ckh h?

Figura 10.10: Ventana 3z323 centrada en el voxel (o, Yo, 20), €l cual es atravesado por un plano. V; ;. indica el
volumen bajo el plano interior a cada una de las 9 columnas.
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Es facil demostrar entonces que el volumen bajo el plano interior a una de las columnas izquierda de la
ventana, V; _1, puede expresarse en funcién del volumen interior a las colummas central y derecha mediante la

siguiente expresion:
Vi1 =2Vio—Via

De igual manera, llamando S; x a la suma de los tres voxels de la columna (zg + 4, 29 + k) de la imagen, se
demuestra que

Si-1 =280 Si1 (10.6)

Sea ahora Hg la mdscara de suavizado 3z3x3, cuya expresion es

az az ag a2 a1 az ag az as
Hg = a2 ay az |,| a a a1 |,| a2 a1 az =
a3 a2 a3 a2 a3 a az az ag

= [[H: H H|,[H H H],[H H H]

donde hemos llamado Hy a la columna central de la méscara (Hy = [a1,ag,a1]) , H1 a las columnas laterales
(Hy = [ag,a1,a2]), y Hs alas columnas diagonales (Hs = [as, a2, as]) . Podemos entonces afirmar que el valor
del voxel (g, yo, z0) en la imagen suavizada, tras haber hecho la convolucién con Hg, serd el siguiente

G(zo, yo, 20) = F(z0,v0, 20) * He = HoSo0,0 + H1(S-1,0+ 51,0+ So,—1 + So,1) + H2(S_1,-1 +5-1,1 + 51,1+ 51,1)
Utilizando la expresién 10.6 nos queda que

G(xo,y0, 20) = So,0(Ho + 2H1) + (S_1,0 + S1,0)(H1 + 2H>)

Por tanto, la convolucién anterior es equivalente a la siguiente convolucién

as + 2a3 . . ay1+2ay . . as+2a3 .
. G(Il:g,yo, z()) = F(:L‘o, Yo, ZO) * ar+2a o, . at+2a -, . a1+2ae . (107)
as +2a3 . .oay+2ay . . az+2a3 .

donde no se utilizan los voxels de las columnas laterales.
En realidad esta médscara de convolucién es para los voxels que estdn tocando el plano z = 0. De forma
simétrica se deducen las mdscaras de convolucién para las otras 5 paredes de la imagen.

Suavizado en las aristas del cubo imagen Cuando el voxel se encuentra en la situacién de la figura 10.8b,
podemos mezclar la expresién 10.7 aplicado a cada una de las dos paredes con las que limita el voxel, quedando

la convolucién como sigue:

2a1 + 4a2 ag + 2ag . a9+ 2as
G(x(),yo, Z()) = F(:L‘(),yo, 20) * kg , . 2a9+4a; a1+ 2a9 ) . a1+ 2aq
2a1 +4as  ag + 2a3 . a9+ 2a3

En este caso el factor escalar k, que multiplica a la médscara es para que la suma de sus pesos sea uno, y su
valor es
ko =14 ag + 4ay + 4ay

Este el caso de la arista z = 2 = 0. De forma simétrica se deducen las médscaras para las otras 11 aristas del
cubo imagen.
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10.2. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION LINEAL 319

Suavizado en las esquinas del cubo imagen Finalmente, los 8 voxels de las esquinas del cubo imagen son
un caso realmente particular, y tendrdn muy poca relevancia en la totalidad de la imagen. En cualquier caso,
aplicando de nuevo el mismo criterio para los otros tipos de margen, obtenemos la expresién

G(z0, Y0, 20) = F(20, Yo, 20) * ke o || . 4a0+8a1 2a;1+4as |,| . 2a1+4as as+2as3
2a1 +4ay a9 + 2a3 . as+ 2as3

donde

ke =1+ 3ag + 8ay + 3az — 2a3

Esta mdéscara es solamente para el voxel (0,0, ymax). Para las otras 7 esquinas se deducirian de forma
simétrica.

Deteccién de contornos y generacién de subimdgenes

Una vez tenemos la imagen suavizada, aplicaremos el detector de contornos propuesto para saber en qué voxels
generar las subimdgenes. Tomemos como ejemplo un contorno plano cuyo vector normal tenga como componente
de mayor valor absoluto la coordenada y, como el de la figura 10.11a. Ya que las subimégenes que generamos
son mds largas en la direccion y, no haria falta detectar nada en la columna del margen izquierdo. Simplemente
harfamos la estimacién para la segunda columna de la imagen, en donde dispondriamos de todos sus 26 vecinos
en la imagen suavizada, y generarfamos la subimagen, la cual caeria sobre la columna del margen, generando
nuevos valores para la siguiente iteracién. Para el margen derecho se procede de la misma manera. Esto significa
que el bucle central de nuestro algoritmo sélo detectaria contornos en el interior de la imagen.

a) b)

Figura 10.11: Posibles situaciones cuando un contorno plano corta un margen.

Sin embargo, cuando el contorno toca el margen de la variable y, la situacién es radicalmente diferente, ya que
la vecindad necesaria para realizar la estimacién no puede ubicarse (figura 10.11b). En cualquier caso, alguna
ventana habrd que generar en esos voxels, puesto que de lo contrario se irian difuminando en cada iteracion,
y traspasando este efecto al resto del contorno. La idea que proponemos es, en el caso de la figura en donde
el contorno toca el margen superior, estimar solamente el valor de la intensidad bajo el contorno (eso si puede
hacerse porque la mitad inferior de la subimagen est4 entera) y generar una ventana con esa intensidad, dejando
el resto de voxels igual que en la imagen original. Este método es exactamente el mismo que el propuesto en la
seccién 5.2.4 para imégenes 2D.

10.2.4 Comparacién con los métodos de restauracién tradicionales

Las principales diferencias entre el método de restauracién propuesto y los esquemas tradicionales comentados
en la seccién inicial de este capitulo son précticamente las mismas que ya se comentaron en la seccién 5.2.3 para
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320 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

imégenes 2D. Estas eran:

1. Una imagen ideal permanece inalterable. Cuando la imagen es un plano ideal, se garantiza que
F, = Fy para todas las iteraciones, sea cual sea la orientacién y la posicién sub-voxel del plano, y sea
cual sea el salto de intensidad entre ambos lados del plano, con lo cual los pardmetros que se estimen para
el contorno son siempre exactos. Para los métodos de restauracion tradicionales, esto no suele ser asf en
todos los casos: la precisién depende mucho de la orientacién del plano.

2. Disminucién efectiva del ruido. El comportamiento ante el ruido también es bastante efectivo con
nuestro método, incluso para ruidos de magnitud elevada. Aunque para lograr una alta precisién a nivel
numeérico se necesiten muchas iteraciones, a nivel visual ya se aprecia una mejora espectacular de la imagen
con un nimero mucho menor de iteraciones. Sin embargo, los esquemas tradicionales tratan de seguir un
compromiso entre suavizar muy fuerte para eliminar el ruido pero sin difuminar demasiado el contorno,
lo que los hace més lentos.

3. Autoenfoque. Aunque en imdgenes 3D no puede hablarse de imdgenes desenfocadas, es cierto que algunos
contornos pueden estar ligeramente difuminados en el interior de la imagen, debido a movimientos de los
objetos dentro de la imagen, o a errores en la adquisicién. Si este difuminado no es excesivamente fuerte,
el método propuesto es capaz de seguir encontrando los pardmetros del contorno con bastante precision.
Esto significa que, como nuestro método iterativo va generando pequerias ventanas sintéticas a partir de
los pardametros obtenidos por el método detector, ya desde la primera iteracion el efecto de difuminado
desapareceria, apareciendo un contorno nitido tal y como presupone nuestra hipétesis inicial de trabajo.

4. Robustez frente a niveles de ruido y de intensidad. Para aplicar con éxito los esquemas tradicionales
hay ciertos coeficientes (el umbral § en la funcién de Perona y Malik, los coeficientes «; y g de la ecuacion
10.5 para el flujo multidireccional, o los autovalores de la matriz de difusién en la ecuacion 10.4 de difusién
matricial) que deben ajustarse a priori para cada imagen, en funcién del nivel de ruido presente en ella,
y de la magnitud de intensidad minima para considerar un contorno. Avn asi, si en una misma imagen
hubiera contornos con distintos saltos de intensidad y niveles de ruido, donde algunos estuvieran més
difuminados que otros, no podria obtenerse un resultado igual de bueno para todos ellos. Por el contrario,
nuestro método tiene un tnico pardmetro que indica el umbral de intensidad. Dicho umbral no debe ser
muy alto, ya que los contornos cuyo salto de intensidad sea inferior quedardan difuminados en el proceso.
Sin embargo, cuando el umbral es bajo, no es tan importante el valor concreto que tenga, ya que el
resultado final serd bastante parecido.

10.2.5 Pruebas con imdgenes sintéticas

Apliquemos el método de restauracién propuesto a varias imédgenes sintéticas, a las que previamente se les
ha ahadido ruido. En la figura 10.12a se muestra la imagen de una esfera ideal a la que se le ha anadido
ruido. La figura 10.12¢ muestra la imagen restaurada después de 10 iteraciones. La figura 10.12d muestra a la
izquierda los contornos detectados en la imagen con ruido sin restaurar, y a continuacién muestra los contornos
detectados sobre las imdgenes resultantes de varias iteraciones intermedias. Puede observarse como visualmente
la superficie del objeto se ha recuperado casi totalmente.

En la figura 10.13 hemos repetido el mismo proceso pero con un toroide, y puede observarse también como
las superficies detectadas en la imagen restaurada final son bastante satisfactorias.

10.3 Meétodo propuesto de restauracién cuadratico

Las imdgenes anteriores eran objetos que, atin siendo curvos, localmente a cada voxel podfa considerarse que
la superficie se aproximaba bastante a un plano. Sin embargo, para superficies con curvatura mayor, la aprox-
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Figura 10.12: a) Imagen de una esfera ideal de radio 20, intensidad 0 en el exterior y 255 en el interior. b) Igual
pero con ruido de magnitud 100 aniadido. c¢) Imagen restaurada tras 10 iteraciones. d) De izquierda a derecha,
contornos detectados en las imdgenes resultantes de las iteraciones 0, 1, 5y 10

Figura 10.13: a) Imagen de un toroide ideal de radios 30 y 10, intensidad O en el exterior y 255 en el interior.
b) Igual pero con ruido de magnitud 100 anadido. c¢) Imagen restaurada tras 10 iteraciones. d) De izquierda a
derecha, contornos detectados en las imégenes resultantes de las iteraciones 0, 1, 5 y 10
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322 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

imacién lineal comienza a dar errores, como puede verse en la figura 10.14, donde la esfera va reduciendo su

volumen. Esto es debido a lo siguiente:
?

&
L

\

L

Figura 10.14: Imagen de una esfera de radio 10, y sus contornos detectados. De izquierda a derecha, resultado
tras 0, 20, 40 y 60 iteraciones

Vimos en la seccién anterior que, para un voxel borde con un contorno cuya normal estd més préxima al
eje y que a los otros ejes, el método lineal encontraba la expresién del plano y = a’ + b’z + ¢z, mientras que
el método cuadratico encontraba el paraboloide y = a + bx + cz + da? + fxz + gz2, donde la relacién entre los
coeficientes de ambos métodos era

a = da —k(h%id+ h%g)
v = b
d = c

donde k > 0 dependia de los coeficientes de la médscara de suavizado. Es decir, si asumimos que el contorno
viene dado por una expresién de segundo grado, al aproximarlo por un plano estamos cometiendo un error en la
posicién proporcional a los coeficientes de 22 y z2. Dicha posicién viene medida en la vertical central del voxel
(z=2=0).

Por ejemplo, tomemos la imagen de la esfera de la figura 10.14, y supongamos que se ha escogido una
mdscara de suavizado con todos sus coeficientes iguales (a; = 1/27), con lo cual k£ = 3/4 (ver 9.8). Supongamos
también que cada voxel mide 1 unidad de lado (hy = hy = h, = 1). En ese caso, puede demostrarse que en el
voxel mds alto en la esfera, la diferencia en vertical entre el plano y el paraboloide estimado en dicho voxel es
de k(d + g) = 0.075 unidades, lo que supone un 7.5% del tamano del voxel (ver figura 10.15a).

Si probdsemos otro voxel donde la orientacién no estuviese tan paralela al eje y (por ejemplo, la que forme
un dngulo cercano a 45° con el eje y) se verfa que la diferencia en vertical entre el paraboloide y el plano seria
de 0.159 unidades, es decir, practicamente el 16% del tamarno del voxel (ver figura 10.15b). Esta diferencia con
respecto al voxel anterior es debido a que, aunque la curvatura sea la misma en ambos lugares, cuanto menos
vertical sea el vector normal, mayor serdn los coeficientes d y g. Son estos pequenos errores los que producen
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10.4. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 323

que en cada iteracién, las superficies convexas se vayan aproximando hacia el interior, acabando por hacer
desaparecer los objetos.

Algoritmo de segundo orden Para arreglar el problema descrito anteriormente y no perder la forma original
del contorno seguiremos usando el mismo algoritmo de la seccién anterior, sustituyendo el método de deteccién
lineal por el de segundo grado. Todo lo demds (mayor peso en la columna central y tratamiento de los mérgenes)
sigue exactamente igual.

Simultdaneamente, habrd que modificar el proceso de generacién de las subimdgenes para poder representar
paraboloides en lugar de planocs. Para ello es necesario desarrollar un método que estime la intensidad de
cada voxel de esa ventana. Es decir, dado un voxel centrado en el punto (z,yk, 2x), dado el paraboloide
y = a+ bz + cz + dx? + fzz + g22, y dados dos valores de intensidad a cada lado del borde, A por debajo y
B por encima, se debe calcular el volumen relativo interior al voxel bajo el paraboloide, V, tal que 0 < V <1,
y deducir la intensidad del voxel mediante la expresién I = VA 4+ (1 — V)B. En el anexo C.2 se muestra un
método sencillo para el cdlculo del volumen V.

Aplicando este nuevo algoritmo a la imagen de la esfera de la figura 10.14 podemos observar cémo ahora
la esfera no cambia de tamafio por muchas iteraciones que hagamos, y el resultado es bastante bueno incluso
en presencia de ruido, como se observa en la figura 10.16. En las figuras 10.17 y 10.18 también se muestra el
resultado de restaurar otros objetos sintéticos con ruido afiadido, y el resultado también es bastante aceptable.

Pruebas con imagen real Probemos con una angiografia real, como la de la figura 10.19, a la cual se le han
aplicado 10 iteraciones con el método cuadratico. En la fila central de dicha figura pueden verse los contornos
detectados en algunas zonas de la imagen original, y en la fila inferior los contornos detectados en las mismas
zonas pero sobre la imagen restaurada. Puede apreciarse como los resultados son més precisos en esta tltima.

Cuando se utiliza un método de restauracion tradicional, la técnica m4s usada para visualizar el resultado
suele ser aplicar un esquema de visualizacién de iso-superficies, del estilo del método Marching-Cubes (ver
[WAT98]). Este método estd basado en la idea siguiente: se supone que la imagen tridimensional es la dis-
cretizacién de una cierta funcién f(z,y, ) continua y derivable. Si se fija un valor de nivel k, entonces se trata
de buscar los cortes de la superficie de nivel f(z,y, z) = k con las paredes de cada voxel, y generar una malla
poligonal a partir de dichas intersecciones.

El problema principal consiste en la dificultad de establecer un criterio automético para la eleccién del valor
del nivel k&, ya que en funcién del valor obtendremos superficies diferentes. Cuando no se requiere excesiva
precision, el valor es elegido visualmente hasta encontrar una superficie aceptable. En la figura 10.20 se muestra
las distintas superficies de nivel obtenidas para tres valores diferentes de & en una de las zonas que se usaron
en la figura 10.19. Aparentemente el valor idéneo serfa k ~ 1000. Sin embargo, si hubiese que dar una medida
muy precisa de la localizacién del vaso, o una estimacién de su grosor, no tendriamos una medicién acertada.

Por el contrario, cuando hemos aplicado nuestro método propuesto, no sélo hemos obtenido una medida
de la localizacién exacta de la superficie en el interior del voxel, sino que también obtenemos de forma precisa
estimaciones para la direccién del vector normal, los valores y direcciones de curvatura, y también la diferencia
de intensidad a ambos lados del borde.

10.4 Meétodo propuesto de restauraciéon para altas curvaturas

Cuando los contornos que se quieren detectar tienen curvatura elevada, como sucede por ejemplo en la superficie
de los vasos, donde la curvatura médxima es igual a la inversa del radio de su seccién, ocurrirdn dos errores difer-
entes que restardn precisiéon a nuestro método de restauracién. Analicemos primero dichos errores y finalmente
veamos cémo podemos solucionarlos.
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324 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Figura 10.15: Contornos de primer y segundo orden (colores verde y violeta respectivamente) detectados sobre
la imagen de una esfera centrada en (30, 30,30) de radio 10. a) en el voxel (30,40, 30); b) en el voxel (30, 37, 37)
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Figura 10.16: a) Imagen de una esfera ideal de radio 10, intensidad 0 en el exterior y 255 en el interior. b) Igual
pero con ruido de magnitud 100 afiadido. ¢) Imagen restaurada tras 20 iteraciones. d) De izquierda a derecha,
contornos detectados en las imdgenes resultantes de las iteraciones 1, 5, 10 y 20
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Figura 10.17: Restauracién de un cilindro de radio 3 con ruido anadido de magnitud 50. De izquierda a derecha:

imagen ideal, imagen con ruido, y restauracién tras 10 iteraciones
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Figura 10.18: Restauracién de un toroide de radios 10 y 3 con ruido afiadido de magnitud 50. De izquierda a

derecha: imagen ideal, imagen con ruido, y restauracion tras 10 iteraciones
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Figura 10.19: Fila superior: angiografia real y resultado de la restauracién. Resto de filas: detalle de contornos
detectados en la imagen original (fila central) y en la restaurada (fila inferior)



10.4. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 327

Figura 10.20: De izquierda a derecha, superficies de nivel 500, 1000 y 1500. El rango de intensidades de la
imagen se encuentra entre los valores 0 y 3500

10.4.1 Errores obtenidos en superficies con alta curvatura

El primero de los errores es el cometido por nuestro método detector al aproximar la superficie del contorno por
un paraboloide, es decir, por la superficie més sencilla de grado dos. Este error serd més alto cuanto mayor sea
la curvatura méxima de la superficie. Esto puede verse en la figura 10.21, donde se muestra sobre una esfera
de radio 10 el error cometido en la estimacién de la direccién normal sobre cada voxel de la superficie, primero
usando nuestro método detector propuesto en el capitulo 8, y luego el detector del capitulo 9 para aplicar en
imdgenes previamente suavizadas.
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Figura 10.21: Error cometido en la estimacién de la direccién normal sobre una esfera de radio 10. De izquierda
a derecha: usando el método de segundo grado del capitulo 8, y usando el método de segundo grado para
imdgenes suavizadas

Puede apreciarse como las zonas con normal cercana a los ejes principales son aquéllas en donde se consigue
mayor precisién. Sin embargo, las zonas mds cercanas a las bisectrices de los planos principales son las més
afectadas, puesto que en esos lugares es en donde mayor diferencia existe entre ambos objetos geométricos. Es lo
mismo que ocurria en el caso 2D, cuando comentdbamos la diferencia entre arcos de parabola y de circunferencia.
Con el primer método el error llega a ser de 1 grado en esas zonas. Con el segundo método (para imégenes
suavizadas) el error es ain mayor, llegando a ser de 4 grados en esos voxels. Esto es debido a que en el segundo
método, la vecindad usada en cada voxel para la estimacién de los pardmetros del contorno (considerando los
valores de la imagen original) es bastante mayor que con el primer método, con lo cual la diferencia entre la
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328 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

superficie y un paraboloide es ain méds considerable.

El segundo error, muy relacionado con el primero, consiste en la generacién de subimégenes sintéticas en cada
iteracion de la restauracién. Aunque logrdsemos que el método detector obtuviese con precisién los pardmetros
del contorno, como nuestro método acaba por generar imdgenes sintéticas de paraboloides, no serd exactamente
igual la imagen sintética que la original. Por ejemplo, tomemos una esfera de radio 10 como la de la figura
anterior, centrada en el punto (0,0,0), por lo que su expresién es

y =100 — 22 — 22
El paraboloide vertical que comparte normal y curvaturas en el punto mas alto (0, 10,0) tiene como expresion

1 1
y=10 - —=a? — =2

20 20

Si mostramos conjuntamente ambas superficies (figura 10.22a) vemos que existe una ligera diferencia, con
lo cual al generar una subimagen sintética centrada en dicho voxel tomando dicho paraboloide, y calculando las
intensidades de cada voxel en funcién del volumen bajo la superficie, éstas no van a coincidir con las intensidades
de la imagen original. El error es atin mayor en zonas cuya normal se aleje de los ejes principales. Por ejemplo,
en el punto (0, 5v2, 5\/5), el paraboloide resultante es

1
Y= 0 (100\/5 ~ /202 + g~ 2\/522)

Figura 10.22: Diferencia entre una esfera de radio 10 centrada en el origen y el paraboloide que comparte normal
y curvaturas en el punto: a) (0,10,0); b) (0,5v/2,5/2)

En la figura 10.22b se aprecia la diferencia entre ambas superficies. Estas diferencias serdn mayores ademds
cuanto mads altas sean las curvaturas de la superficie que se quiere detectar. Por tanto, estos errores provocan
que con cada iteracién del método de restauracion, la superficie del objeto se vaya deformando. Esto puede verse
en la figura 10.23 donde se ve el resultado de restaurar un cilindro de radio 5 y una esfera de radio 10 después
de un nimero alto de iteraciones. Las imagenes resultantes muestran unos objetos que han sido aplanados por
las zonas cuya normal se acerca a los ejes principales (ver en la figura 10.22a cémo el paraboloide se encuentra
ligeramente por encima de la superficie, y por tanto puede considerarse mds plana), y més afilados por las zonas
cercanas a las bisectrices de los planos principales (ver en la figura 10.22b cémo el paraboloide tiende a mantener
la horizontal, al contrario que la superficie que desciende mé&s rapidamente).

10.4.2 Aproximacién por toroides

{Cual deberia ser el objeto geométrico ideal que deberiamos estimar, tanto en el método detector, como en el
método de restauracién en el momento de crear las subimégenes sintéticas?. En el caso bidimensional quedé
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10.4. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 329

Figura 10.23: Resultado tras 50 iteraciones aplicados a la imagen de: a) un cilindro de radio 5; b) una esfera
de radio 10

claro que la curva ideal es un arco de cincurferencia. Esta es invariante frente a rotaciones, puesto que mantiene
la misma curvatura en todos sus puntos independientemente de su orientacién, al contrario de lo que sucede
con una parébola.

En el caso tridimensional pareceria que el objeto ideal debiera ser una esfera, pero este objeto tiene el
inconveniente de que su minima y su méxima curvatura son iguales. Sin embargo, nuestro método busca
superficies que puedan tener una minima y una méxima curvatura, cada una con su direccién asociada. Por lo
tanto no nos valdria.

Un elipsoide por el contrario tiene diferentes curvaturas méxima y minima, pero no es invariante a rotaciones.
Le ocurre el mismo problema que a los paraboloides. Las curvaturas varian a lo largo de la superficie de distinta
manera seglin su orientaciéon. Ademds, sus curvaturas tienen siempre el mismo signo, y nuestro método puede
encontrar superficies donde las curvaturas maxima y minima tengan signo diferente. Mejor seria entonces un
hiperboloide, pero tampoco es invariante a rotaciones.

;Cudl serfa entonces el objeto méds conveniente para usar? Buscamos una superficie de segundo grado que
pueda tener diferentes curvatura méxima y minima, incluso de distinto signo, y que la variacién de dichas
curvaturas a lo largo de la superficie no dependa de su orientacién. La respuesta es un trozo de toroide.
Recordemos que la expresién de un toroide centrado en el origen, descansando sobre el plano zy, donde Ry r
son los radios mayor y menor respectivamente, tal y como se ve en la figura 10.24, es

(R - \/W)Z 422 =2 (10.8)

Figura 10.24: Toroide centrado en el origen sobre el plano zy

Sea el punto P = (0, R + 7,0) marcado en la figura, y consideremos un diferencial de superficie centrado en
dicho punto. Justo sobre ese punto existe una curvatura méxima igual a 1/7 en la direccién del vector z, y una
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330 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

curvatura mfnima igual a 1/(R + r) en la direccién del vector 2. Ademds, tanto la curvatura minima como la
méxima son constantes si nos movemos a lo largo de la superficie siguiendo ambas direcciones. Y es este hecho
el que hace de esta figura la ideal para aproximar cualquier tipo de superficie.

Por lo tanto, sea una superficie arbitraria que pasa por un punto (xg,yo, 20), cuyo vector normal en dicho
punto es N, y cuyas curvaturas méxima y mfnima son Kpax ¥ Emin, 1as cuales vienen dadas a lo largo de las
direcciones ¥max ¥ Umin respectivamente. Supongamos inicialmente que ambas curvaturas tienen el mismo signo.
Entonces podemos afirmar que la superficie de segundo grado que mejor se aproxima es un toroide cuyos radios
son

N
kmax
1 1
R = ——
kmin kmax

Dicho toroide, suponiendo que inicialmente se encuentra centrado en el origen y paralelo al plano zy (como
en la figura 10.24), habra de ser trasladado y rotado de forma que el punto P = (0, R + r,0) coincida con el
punto (xg, yo, 20), €l eje y coincida con la normal N, y los ejes z y z coincidan con las direcciones vmin ¥ Umax
respectivamente. De esta forma, la aproximacién obtenida sers invariante a la orientacion.

En el caso en que las curvaturas posean distinto signo, entonces procederemos de la misma manera pero
tomando el punto Q@ = (0, R —r,0) de la figura 10.24. En dicho punto existe una curvatura méxima igual a 1/r
en la direccién del vector 2, y una curvatura minima igual a —1/(R —r) en la direccion del vector z. Por tanto,
el toroide que buscamos es aquél cuyos radios son

1
r =

kma.x

1 1
Bo= kmax a kmin

Finalmente se trasladaria y rotaria de forma equivalmente a como hicimos antes.

Casos particulares Es facil observar como para el caso en el que las curvaturas sean iguales resulta R = 0,
y por tanto la expresion obtenida es

2?42 4 22 =2

que coincide con una esfera de radio .
También puede verse que si una de las curvaturas es cero resulta R = oo, con lo cual alrededor del punto P
sabemos que z es despreciable frente a y y por tanto la expresién del toroide se asemeja a

(y—R*+ 22 ~r?

que coincide con un cilindro de radio r orientado a lo largo del eje z.
Finalmente, si ambas curvaturas son cero, alrededor del punto P tanto xz como z son despreciables frente al
valor de y, y la expresién queda

y=R+r

que es la ecuacién de un plano.
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10.4. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 331

Complejidad de la expresion del toroide El problema de trabajar con la expresién de un toroide es que
resulta muy complicado evaluar la integral doble para calcular el volumen de toroide interior a cada voxel.
Téngase en cuenta que la ecuacién 10.8 que representa un toroide centrado en el origen paralelo al plano zy,
expresada como funcién explicita de x y 2, queda de la siguiente manera

y(z,2) = \/(Rimf 2

donde el signo + de la raiz depende de si nos referimos a la superficie vecina del punto P o del punto @ (ver
figura 10.24). Dicha expresién ya es complicada de integrar sobre un recinto rectangular (la base del voxel).
Pero es que después de realizar la traslacion y la rotacién para hacer coincidir las primeras derivadas del toroide
con las de la superficie que se quiere estimar, la expresién es bastante mds complicada. Por lo tanto, vamos a
escoger otro objeto geométrico que, ain no siendo tan idéneo como es el toroide, si es mds sencillo de integrar.

10.4.3 Aproximacién por paraboloides rotados

Hay que recordar que nuestro método detector trata siempre de encontrar el paraboloide que mejor aproxima
a la superficie del contorno. Este paraboloide siempre viene dado por una expresién del tipo

y =a+ bz + cz+dz® + faz + g2

Este paraboloide es siempre de eje vertical, ya que no existe ninguno de los términos cruzados zy ni yz.
Esto significa que en los lugares de pendiente horizontal la aproximacién es bastante acertada, pero en las zonas
cercanas a las bisectrices de los planos principales, el error cometido empieza a ser considerable. Sin embargo,
si estimdsemos un paraboloide rotado, es decir, un paraboloide cuyo eje central coincida con la direccién del
vector normal a la superficie sobre el punto donde queremos aproximar, el resultado serfa mucho mds exacto.
Veamos primero un ejemplo en 2 dimensiones y luego pasaremos a desarrollar el caso general primero en 2D y
finalmente en 3D.

Ejemplo 2D

Tomemos una circunferencia de radio 1, centrada en el punto (0,1). La pardbola vertical que mejor aproxima a
la curva en el punto (0,0) es
_1,
y=32

En la figura 10.25a se aprecia que la diferencia entre el arco de circunferencia y la pardbola es inapreciable
cerca del origen.

Ahora tomemos la misma circunferencia de radio 1 pero centrada en el punto (—1/v/2,1/v/2). La parabola
vertical que mejor aproxima a la curva en el punto (0,0) viene dada por la ecuacién y = bx + cx?, donde la
pendiente ha de ser 1 en el origen (b =1) y la curvatura también 1

2¢
szzlic——‘ﬁ

Por lo tanto, la expresién de la pardbola vertical es
y=x+ V222

En la figura 10.25b puede verse la diferencia existente entre ambas curvas.
Sin embargo, la pardbola rotada es diferente. Considerando el sistema {u, v} como las bisectrices del sistema
{z,y}, tendriamos que las expresiones del nuevo sistema son
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Figura 10.25: Aproximacién de una circunferencia (color rojo) usando una parabola vertical (color negro) y una
pardbola rotada (color verde)

1 1
u = =V2+=v2
2 2
1 1
v o= —=V2z++2V2
2 2
La expresion de la pardbola rotada en el sistema {u,v} es
1
v = §u2

con lo cual en el sistema {z,y} pasa a ser

S R
sey+ 307+ v+ =

R ot

En la figura 10.25¢ se muestra la grafica de la pardbola rotada, y se puede apreciar c6mo ésta es mucho més
parecida a la curva original.

Caso general 2D
Dada una curva f(z), nuestro método detector encuentra que en el punto (0, a) la pardbola estimada es del tipo
y = a+ bz + ca?

Deduzcamos cuél es la pardbola rotada que comparte pendiente y curvatura con la pardabola vertical en dicho
punto. Dicha pardbola rotada siempre serd del tipo

v =ku

donde el origen del sistema {u,v} se encuentra en el punto (0,a), y el eje v coincide con el vector normal N
a la pardbola en dicho punto, cuyas compontentes son N = [b, —1].
Por lo tanto, los ejes del sistema {u,v} vienen dados por la expresién

[-b 1]

[1 0]

SIS
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donde M = +/1 + b2. Las ecuaciones para cambiar de sistema son:

1

u = uwttuy(y-e) =22z by o
1

v o= vzm+vy(y—a)=ﬁ[~bm+y—a}

Por tanto, la expresién de la pardbola rotada queda:

V2 + vy (¥ — a) —k(uxzc+uy(y—a))2 =0
Nétese que la curvatura de la pardbola rotada en (0,0) es K = 2k, mientras que la de la pardbola vertical

en (0,a) es K =2¢/ (1 + b2)3/2. Por lo tanto se cumple que

k= C . C
(142 MP

Sustituyendo todo obtenemos la expresién final de la pardbola rotada en el sistema {z,y} :
(2abe — M*b) z + (2ab’c + M*) y — (2bc) zy — ca® - b2cy® — (M*a+ a®b?c) =0

Caso general 3D

Dada una superficie f(z, z), nuestro método detector encuentra que en el punto (0, a, 0) el paraboloide estimado
es del tipo

y=a+bz+cz+da? + faz + g2°

Deduzcamos cudl es el paraboloide rotado que comparte normal y curvaturas con el paraboloide vertical en
dicho punto. Dicho paraboloide rotado siempre serd del tipo

v = kju? + kow?

donde el origen del sistema {u,v,w} se encuentra en el punto (0,a,0), el vector v coincide con el vector
normal al paraboloide en dicho punto, [b, —1,¢], el vector u coincide con el vector de méxima curvatura, y el w
con el de minima curvatura.

Las curvaturas del paraboloide rotado en el punto (0,0,0) son Kpnax = 2k1 ¥ Kmin = 2k2

Las ecuaciones para cambiar de sistema son

u = wz+ua(y—a)+uzz
v = uz+v(y—a)tuzz
w = wz+wy—a)+ wsz

Por tanto el paraboloide rotado queda

1 1
vz +ve(y —a) + v3z = 5 Kmax (u1z + uo(y —a) + u3z)2 + §Kmin (whz + wa(y — a) + 'wgz)2

Este resultado se resume en el siguiente lema:
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334 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Lema 10.1 Sea el paraboloide vertical dado por la ecuacion y = a+bx+cz+dz?+ frz+g922. El paraboloide
rotado que comparte posicidn, orientacion y curvaturas en el punto (0,a,0) viene dado por la expresion

A+ Bz +Cy+ Dz+ Exy+ Fzz + Gyz+ He? + Iy? + Jz2 =0

donde

= —a (’Ug + %aKmaxug + %aKminwg)
= U1 + aKnaxtiug + aK pjnwiws

= v+ aKmaxu% + aK, minw%

= w3+ aKmaxuous + aKninwows

— (Kmaxt1ug + Kninwiws)

= — (Kmaxtu3 + Kminwyws)

~ (Kmaxu2u3 + Kminwows)

T QAT QW »
|

= _‘% (Kmaxu% + Kminw%)

—~
i

1
-5 (Kmaxt3 + Kminw3)
1
J = -5 (Kmax¥3 + Kminw3)

y donde Kumax ¥ Kmin son las curvaturas mdzimas y minimas del paraboloide vertical en el punto (0,a,0),
v = [v1,v2,u3] es el vector normal al paraboloide en dicho punto, y u = [uy,ug,us] ¥y w = [wy, we, ws] son las
direcciones de mdxima y minima curvaturas respectivamente en dicho punto. Todos estos valores se deducen
con el lema 8.1.

10.4.4 Deteccidén precisa del paraboloide rotado

Recordemos que al principio de la seccién comentamos los dos errores principales cometidos por nuestro método
cuando es aplicado a contornos con alta curvatura. Con el lema anterior hemos solucionado el segundo de
ellos, es decir, el concerniente a la generacién de las subimédgenes sintéticas en la vecindad de cada voxel
borde. Simplemente calculando la integral de los paraboloides rotados en lugar de los verticales mejoraremos
la precisién de las imdgenes generadas en cada iteracién (en el anexo C.3 se muestra el método de integracién
para los paraboloides rotados).

Sin embargo, el primer problema aun sigue sin resolverse. Atendiendo a la figura 10.21b, por muy precisas
que sean las subimdgenes sintéticas generadas, ya el resultado obtenido por el método detector contiene un
error que nos hard ir deformando el objeto. Esto es debido a que el paraboloide vertical obtenido por nuestro
método detector no es realmente el que comparte orientacién y curvatura con la superficie del contorno, sino el
que mejor se aproxima a los valores de las intensidades de los voxels vecinos, asumiendo que el contorno sigue
una expresion de segundo grado.

Por tanto necesitamos lograr también una precisién mayor en la estimacién de los pardmetros del contorno
(posicidn, orientacién y curvaturas). Para ello, procederemos de forma idéntica a como se hizo en la seccién
6.2.1 para el caso bidimensional. Pero antes necesitamos desarrollar un nuevo lema, justo el inverso del lema
10.1. '

Estimacién del paraboloide vertical

Sea el paraboloide rotado dado por la expresién A+ Bz + Cy+ Dz + Exy + Frz+Gyz+ Ha? + Iy? + J22 =0,
y deseamos calcular el paraboloide vertical que comparte posicién, normal y curvaturas en el punto (zq, yo, 20).
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10.4. METODO PROPUESTO DE RESTAURACION PARA ALTAS CURVATURAS 335

Para ello haremos uso del desarrollo de Taylor de grado 2 para una funcién de dos variables, f(z, z), dado por
la expresion

Y~ yo+ fw(fv - -750) + fz(z - ZO) + %fw:c(x - mO)Q + fa::(x e 1‘0)(2 - Zo) + %fz:(z - 20)2 (109)

donde todas las derivadas parciales estdn evaluadas en el punto (zg, yo, 20)-

Como la expresién del paraboloide rotado puede verse de la forma P(z,y,z) = 0, podemos obtener las
derivadas parciales de la variable y respecto de las otras dos a partir de la derivacién implicita, de la siguiente
manera:

fo(z,y,2) = _%

fAz,y,2) = _.i_;
Foe(z,y,2) = — P+ 2Px;,3fc + Py, f2
forlwy,z) = —mtlalet ﬁf + Py fof:
fea(myy,2) = —PZZ+2Py;£Z+Pyyfz2

donde Py, P, y P, son las derivadas parciales de P(z,y, z). Evaluando estas derivadas en el punto (o, yo, 20)
y sustituyéndolas en la expresién 10.9 obtendremos el paraboloide vertical buscado. Este resultado se resume
en el siguiente lema:

Lema 10.2 Sea el paraboloide rotado dado por la ecuacion A+ Bx+Cy+Dz+ Exy+ Frz+Gyz+Ha? +
Iy? + J22 = 0. El paraboloide vertical que comparte posicion, orientacion y curvaturas en el punto (zo, Yo, 20)
viene dado por la expresion

y=a-+bz+cz+da® + frz+ gz?

donde
1 2 1 2

a = Yo mOfac - zsz +x0z0fmz + §xofxz + ’Z'Zszz
b = fz_ZOfa::_xsz:c
c fz_mszz—Zszz

1
f = fxz

1
g = 35
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y donde
1
fo = —5 (B+Fz+2Hzo +yF)
Y
1
f. = -5 (D + Fzo + Gyo + 2J %)
Yy
1
fex = —= (2H +2Ef, +2If2)
Py
1
for = —5 (F+Ef:+Gfy +2ff.)
Y
1
foo = —= (20 +2Gf. +2If2)
P, N
siendo

P, =C + Gz + 2ol + woE

Método numérico

Vayamos ahora con el método numérico propuesto para detectar el paraboloide rotado buscado. La idea es la
siguiente: asumamos que la superficie del contorno sigue la expresién de un paraboloide rotado, cuya expresién
es:

A+ Bx+Cy+Dz+ Exy+ Faz +Gyz+ He? + Iy* + J22 =0

y cuyos coeficientes desconocemos a priori. Lo que si podemos conocer en primer lugar es cudl es la expresion
del paraboloide vertical, Pg, obtenido por nuestro método detector, a partir del lema 9.3, cuya expresién
llamaremos

Pp(z,2) = ap + bz + cpz + dpx? + fprz + gp2?
Sin embargo, el paraboloide vertical ideal, Pj, que deseariamos obtener, suponiendo conocida la expresién
exacta del contorno, serfa el obtenido con el lema 10.2 que acabamos de ver, dado por la expresién
Pr(z,2) = ay + brx + cyz + dra? + frez + grz?

Haciendo las restas de cada pareja de coeficientes

Eq = QE —ajp
& = bE —bI
Ece = Cg —Cy
€4 = dg—dp
er = fe—Ji
€ = Ye — g1

obtenemos seis factores de correccién que, restados a los coeficientes obtenidos por nuestro método detector,
nos darian los coeficientes del paraboloide ideal buscado. Pero el problema es que el paraboloide rotado que
representa al contorno es desconocido a priori. Sin embargo, tenemos una buena aproximacién de él, dado por el
paraboloide rotado que comparte posicién, normal y curvaturas en el punto (0, a,0) con el paraboloide obtenido
por nuestro método.

Por tanto, puede plantearse el algoritmo siguiente:
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1. Dado un voxel por el que pasa un contorno desconocido, aplicamos nuestro método detector para obtener
un paraboloide vertical, P%, a partir del cual se obtiene la estimacion de la posicion, normal y curvaturas
del contorno (lema 9.3).

2. Con dichos valores deducimos el paraboloide rotado, R?, que comparte posicién, normal y curvaturas con
PP (lema 10.1). Este paraboloide R® es una buena aproximacién al contorno.

3. A partir de RO se calculan dos paraboloides verticales: el que estimaria nuestro método, P,g, aplicando el
lema 9.3, y el que comparte normal y curvaturas, P, aplicando el lema 10.2. Usando estos dos paraboloides

se deducen los factores de correccién 9.

4. Usando los factores €¥ podemos corregir el paraboloide vertical inicial, P°, para obtener un nuevo

paraboloide vertical corregido, P!, m4s exacto que el anterior.

5. A partir de P! deducimos el paraboloide rotado, R', que comparte posicién, normal y curvaturas (lema
10.1). Este paraboloide R! serd una mejor aproximacién del contorno.

De hecho, los pasos 3 al 5 de este esquema pueden repetirse sucesivamente hasta converger. Es decir, en
cada iteracién n, partimos de un paraboloide rotado R™ con el cual calculamos los factores de correccién g™
para corregir el paraboloide vertical inicial P® y obtener P*t! del cual deducimos un nuevo paraboloide rotado
R™*! que serd una mejor aproximacion a la superficie del contorno. Esto puede expresarse como

Pt = PO+ PP — Pp
Teniendo en cuenta que P;* = P", la expresién recursiva para los nuevos paraboloides queda
P = P+ (P° - Pg)

El algoritmo final quedaria como sigue:

Funcion EstimarParaboloideRotado (P, R)

PO =P

Repetir hasta convergencia
Deducir el paraboloide rotado R a partir de P (lema 10.1)
Crear una subimagen F’ de 5x5x5 centrada en el voxel a partir de R (amnexo C.3)
Suavizar F’ para obtener G’
Calcular el paraboloide vertical estimado Pe a partir de la imagen G’ (lema 9.3)
P += PO - Pe

Fin Repetir

El algoritmo parte del paraboloide vertical obtenido por el método detector, P, y en cada iteracién se va
obteniendo un nuevo paraboloide vertical cuya posicién, direccién normal y curvaturas, medidos sobre la vertical
central del voxel, se va acercando a los verdaderos valores de la superficie del contorno.

Otro detalle que hay que mencionar es la dimensién de las ventanas usadas. Ya que el objetivo es poder
detectar altas curvaturas, debemos usar ventanas centradas en el voxel del menor tamafo posible, ya que cuanto
mayor sea la ventana, mds promediada serd la informacién que obtengamos. Por lo tanto, una ventana de 3z3z3
sobre la imagen original (52525 en la imagen suavizada) serd la mejor eleccién.

Por otro lado hay que recordar que originalmente se usaban ventanas mds alargadas para poder garantizar
que la superficie del contorno no tocara nunca el suelo ni el techo de la ventana, y poder trabajar asf con
integrales sencillas para calcular los voliimenes de forma exacta en cada columna de voxels. Sin embargo, como
ahora tenemos un método iterativo para obtener la expresién de la superficie, no es relevante que la superficie
toque el suelo de la ventana y el resultado de la integral sea del todo exacto, ya que finalmente el método
numérico convergerd a la superficie.
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10.4.5 Algoritmo final

Este esquema de deteccién de curvaturas altas a partir de subimdgenes 323z3 debe también combinarse con
el esquema propuesto para la deteccién de contornos muy cercanos (método de limites variables de la seccién
9.4). La respuesta es sencilla: centrandonos de nuevo en una imagen angiografica, puede ocurrir que una vena
de muy poco grosor tenga ademds una curvatura alta, con lo cual incluso en una ventana 3z3z3 (5z5z5 antes
de suavizar) pueden existir mas de un contorno en el interior de la subimagen. Para poder abarcar también con
precisién estos casos, debemos realizar conjuntamente ambos procesos.

La solucién propuesta es la siguiente: para la estimacién de A y B haremos igual que en el algoritmo previo,
es decir, buscando en cada columna donde se alcanza un minimo de la parcial, y usando esos voxels para la
estimacion. Ademds dichos limites nos servirdn para decidir si existe algin otro contorno muy cercano al que
estamos tratando, tanto por arriba como por abajo. En este caso generaremos una subimagen sintética donde
aplicar el detector. Finalmente, aplicaremos la deteccién propuesta en esta seccién a partir de una subimagen
3xz3z3. Por tanto, el algoritmo final de restauracién quedaria como sigue:

Funcion RestaurarImagen3D optimizado (F0, F1, delta)

Crear una imagen de contadores C e inicializarla a 0O
Crear una imagen de intensidades I e inicializarla a 0
Suavizar F con una mascara H para obtener la imagen G
Calcular las parciales Gx, Gy, Gz

// bucle principal
Para todos los voxels borde (i,j,k) de la imagen G
P = DetectarContornos3D (i, j, k, oriemtaciom, F, G)
EstimarParaboloideRotado (P, R)
ActualizarImagenes (C, I, i, j, k, orientacion, R)
Fin Para

// generacion de la imagen restaurada
Crear una imagen F1 = G
Para todos los voxels (i,j,k) de la imagen G
Si C(i,j,k) > O Entonces Fi(i,j,k) = I(i,j,k) / C(i,j,k)
Fin Para

10.4.6 Ejemplos sintéticos
Deteccion

El primer ejemplo que podemos poner es la misma imagen de la esfera de radio 10 de la figura 10.21, donde
el error méximo cometido en la estimacién de la direccién del vector normal era cercano a 4 grados. Usando
paraboloides rotados el error médximo es mucho menor (cercano a 0.15 grados) como puede verse en la figura
10.26, donde también se aplica el método a esferas de radio menor (7 y 5 voxels). El error méximo en esta
dltima es inferior a 2 grados.

En la figura 10.27 se muestra la deteccién en distintos toroides. Centremos primero nuestra atencién en la
fila superior. En ella se muestra la deteccién de los valores y direcciones de curvatura en un toroide de radios
10 y 3. Puede verse como los resultados son bastante precisos. El primer toroide de la izquierda muestra el
error cometido en la estimacién del valor de curvatura médxima en cada voxel de la superficie. El color azul
indica que no hay error (es decir, la curvatura médxima es 1/3, o lo que es lo mismo, el radio de curvatura es 3).
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10.5. EJEMPLOS CON IMAGENES REALES 339

Vemos que en la mayoria de los voxels el radio de curvatura estimado es correcto. El segundo toroide muestra
las direcciones de curvatura méxima, las cuales deben ser tangentes al perimetro de la seccién.

El tercer toroide muestra el valor concreto de la curvatura minima, la cual deberia oscilar entre 1/13 en los
voxels exteriores y —1/7 en los voxels interiores donde se encuentra el agujero, tal y como se ve en la figura.
Finalmente el cuarto toroide muestra las direcciones de minima curvatura, las cuales apuntan a la direccién del
toroide.

En las filas inferiores se muestran otros dos toroides con su radio menor aiin més pequefio (2 y 1 voxel), y los
resultados ya no son tan precisos. Téngase en cuenta que en cada iteracién del método numérico propuesto se
realiza un célculo de volimenes en el interior de cada voxel, y a su vez ese cdlculo se realiza mediante un esquema
numérico de integracion. Ademads, cuando la curvatura es muy elevada (como en la fila inferior) también existe
un error entre aproximar la superficie de un toroide por la de un paraboloide rotado. Todo ello hace que se
pierda precisién. Sin embargo, visualmente, la estimacién de los contornos es aceptable.

Restauracién

En la figura 10.28 se muestra la imagen sintética de una estenosis®, en donde el grosor de la parte mds ancha
es de 10 voxels, y la estrechez del centro de la imagen es de 5 voxels, y a la cual se le ha anadido ruido. La
imagen a su derecha muestra el resultado de la restauracién. Finalmente se muestra también la reconstruccién
obtenida en cada voxel borde. El color en cada voxel muestra el grosor estimado. Para ello, teniendo en cuenta
que la inversa de la curvatura méxima representa el radio de curvatura del vaso, el grosor puede expresarse
como 2/kmax - Puede apreciarse cmo la mayoria de los voxels borde de la zona ancha del vaso tienen un grosor
préoximo a 10, y la zona de la estrechez se acerca a las 5 unidades.

En la figura 10.29a se muestra el resultado de la restauracién a una imagen sintética, donde se muestra
un vaso cuyo grosor oscila entre 6 y 12 voxels, a la cual se le ha anadido ruido. El color en la reconstruccién
muestra el grosor estimado en cada voxel de la superficie. Puede observarse cémo salvo algunos voxels aislados
con grosor elevado (color rojo) el resultado es bastante satisfactorio (azul en las zonas més estrechas y verde en
las mds anchas).

Hay que tener en cuenta que el error en los voxels que aparecen en color rojo no es demasiado grande, ya
que la escala del grosor no es lineal. Por ejemplo, en las zonas donde el grosor es 12 voxels, el valor exacto de
la curvatura médxima deberia ser 1/6 ~ 0.167. Sin embargo, el color rojo de la figura indica que el grosor es
cercano a 24 voxels, es decir, la curvatura médxima estimada fue de 1/12 =~ 0.083. Realmente el error ha sido
entonces aproximadamente de (.08 unidades, lo cual es un error muy pequefio. Téngase en cuenta que para
valores de curvatura bajos, existe muy poca diferencia entre un diferencial de superficie y otro.

En la figura 10.29b se muestra el mismo proceso, pero esta vez sobre la imagen de un vaso mads alargado,
cuyo grosor oscila entre 4 y 8 voxels. De nuevo puede apreciarse como, a excepcién de algunos voxels aislados
en color rojo, el grosor vuelve a ser satisfactorio (azul en las zonas mds estrechas y verde en las mds anchas).

10.5 Ejemplos con imdgenes reales

Objetos artificiales La figura 10.30 muestra el scanner tridimensional de una pieza mecénica. A la derecha
de la imagen se muestra una superficie de nivel para apreciar mejor su geometria. La pieza estd formada por
una cruz y dos arcos conectados entre si. La imagen ha sido restaurada con nuestro método, y en la figura
derecha se aprecian los contornos estimados sobre la imagen restaurada. El color de cada voxel muestra el grosor
detectado en cada uno. Podemos apreciar c6mo en las zonas de las intersecciones el grosor estimado es mayor
que sobre la zona de los cilindros.

La figura 10.31 muestra el scanner de una pieza de un motor. Igualmente se muestra la isosuperficie, y a su
derecha los contornos detectados sobre la imagen restaurada. El color sigue representando el grosor estimado.

38e conoce por estenosis a la zona de un vaso sanguineo donde el grosor se reduce bruscamente.
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340 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Figura 10.26: Error cometido en la estimacién de la direccién normal sobre una esfera, usando el método de
deteccién de paraboloides rotados. De izquierda a derecha, el radio es 10, 7 y 5 voxels.
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Figura 10.27: Deteccién de las curvaturas en un toroide de radio mayor 10 y radio menor (de arriba a abajo)
3, 2 y 1 voxel. De izquierda a derecha: error cometido en el valor de curvatura maxima; direccién de curvatura
méxima; valor de curvatura minima; direccién de curvatura minima.
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Se puede apreciar como las zonas con mayor curvatura tienen color azul, el codo de las toberas superiores
muestra una curvatura menor (color verde) y las zonas mds planas son de color rojo (curvatura muy pequena).

Tomografia craneal La figura 10.32 muesta una tomografia (CT) de una cabeza humana. Los voxels tienen
menor longitud en la direccién z que en las direcciones z e y. Los valores de intensidad pertenecen al intervalo
[0,255]. Podemos considerar que la imagen posee tres zonas de intensidad diferenciada: el fondo oscuro de
la imagen, con valores cercanos a 10, la zona blanda de la cabeza, con valores cercanos a 80, y la zona dura
perteneciente a los huesos, con valores cercanos a 180. Esto significa que los contornos de la parte blanda tendran
un salto de intensidad cercano a las 70 unidades, mientras que los contornos de los huesos tendrdn un salto de
intensidad cercano a las 100 unidades.

A la derecha de la imagen se muestra la estimacién de los contornos sobre la imagen, una vez restaurada.
El color de cada voxel indica la magnitud del salto de intensidad. La figura central representa los contornos
cuyo salto de intensidad es mayor que 60, y por tanto se muestra la zona exterior de la cabeza. En la figura de
la derecha se muestran los contornos con salto mayor que 90, y por tanto lo que se aprecia es la superficie del
craneo. Las zonas donde no se aprecia contorno alguno es debido a que el salto de intensidad es inferior.

Angiografias La figura 10.33 muestra una angiografia renal. Su tamafio es de 25622562122 voxels. Su
intensidad oscila entre 0 y 1400 unidades. En la figura se muestra el resultado de la restauracién y los contornos
estimados en algunas zonas. Las dos figuras superiores muestran una vista general, donde el color de cada voxel
indica la magnitud del salto de intensidad. En las dos figuras inferiores se muestra con més detalle algunas
zonas, donde el color ahora representa el grosor estimado para la superficie en cada voxel, siendo el color azul
para las zonas mds estrechas y rojo para las zonas més planas.

La figura 10.34 es similar, pero aplicado sobre una angiografia craneal de 2562256260, cuya intensidad oscila
entre 0 y 900 unidades. Hay que tener en cuenta que el objetivo buscado no es tanto la representacién visual
de los contornos sino la estimacion precisa de los pardametros de la superficie en cada voxel borde.

Finalmente, la figura 10.35 muestra la misma imagen utilizada en la figura 10.19, pero aplicando el método
de restauracién propuesto para altas curvaturas. La imagen tiene una resolucién de 128z128z128 voxels, con
un rango de intensidad entre 0 y 3300. La fila central de la figura muestra una isosuperficie de nivel 1000, y la
estimacién de contornos con el método propuesto, indicando con el color la magnitud del salto de intensidad a
ambos lados del contorno (imagen central) y el grosor estimado en cada voxel borde (imagen derecha). Vemos
que el resultado es bastante satisfactorio.
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342 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

10

Figura 10.28: Restauracién de una estenosis sintética: un vaso de grosor 10 con una estrechez de grosor 5. El
color indica el grosor detectado en cada voxel

(=]

Figura 10.29: Restauracion y estimacién de contornos en dos imédgenes sintéticas. El color en cada voxel muestra
el grosor estimado en cada uno.
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10.5. EJEMPLOS CON IMAGENES REALES 343

Figura 10.30: Scanner de una pieza mecdnica. De izquierda a derecha: imagen original, isosuperficie, contornos
estimados con el color indicando el grosor.

Figura 10.31: Scanner de una pieza de un motor. De izquierda a derecha: isosuperficie, contornos estimados
con el color indicando el grosor (medido como la inversa del radio de curvatura méxima).
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128

255

Figura 10.32: Tomografia craneal. De izquierda a derecha: imagen original; contornos estimados con salto de
intensidad mayor de 60;idem con salto mayor que 90.

Figura 10.33: Restauracién de una angiografia renal, y estimacién de contornos. El color en cada voxel indica
el salto de intensidad (figuras superiores) y el grosor (figuras inferiores)
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10.5. EJEMPLOS CON IMAGENES REALES 345

Figura 10.34: Restauracién de una angiografia craneal, y estimacién de contornos. El color en cada voxel indica
el salto de intensidad (figuras superiores) y el grosor (figuras inferiores)
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346 CAPITULO 10. RESTAURACION DE IMAGENES

Figura 10.35: De izquierda a derecha, fila superior: imagen original y restauracion; fila central: isosuperficie y
estimacion de contornos, donde el color en cada voxel indica el salto de intensidad (central) y el grosor (derecha);
detalle de algunas zonas, con el color indicando el grosor
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Capitulo 11

Conclusiones y lineas futuras

Como menciondbamos al principio de esta tesis, el objetivo de este trabajo ha sido el realizar un estudio en
profundidad de c6mo poder deducir los pardmetros intrinsecos de un borde (orientacién, curvatura, posicién
sub-pixel y salto de intensidad a ambos lados), partiendo de los valores de los pixels en la imagen.

Para lograr dicho objetivo hemos planteado un modelo de borde y un modelo de adquisicién, tanto para
imagenes 2D como 3D, los cuales se han usado para generar imagenes sintéticas ideales con las cuales trabajar.
Los resultados de la investigacién han conseguido obtener en este tipo de imdgenes ideales todos estos pardmetros
de forma exacta. Lo anterior significa que, en tanto en cuanto los modelos de borde y adquisicién sean lo
suficientemente realistas, la precisién obtenida en imédgenes reales serd bastante alta, incluso en presencia de
ruido.

11.1 Resultados obtenidos

Podemos clasificar separadamente los resultados y conclusiones obtenidos para imdgenes bidimensionales y para
imdgenes tridimensionales.

11.1.1 Resultados en imdgenes 2D

Centrandonos inicialmente en el caso de imdgenes 2D, los principales logros obtenidos en el presente trabajo son
la obtencién de dos nuevos esquemas detectores de borde y dos métodos de restauracién que han sido planteados,
lo cuales se detallan a continuacién.

e El primer detector es capaz de encontrar en imédgenes ideales sintéticas la orientacién, curvatura y local-
izacidén sub-pixel de un contorno de forma exacta, asi como el salto de intensidad producido a ambos lados
del borde. Posteriormente, y a partir de dicho esquema, se ha desarrollado un algoritmo (ver funcién Con-
tornos2 en la pégina 109) para localizar los contornos sobre una imagen real, asumiendo que localmente
dichos contornos se comportan como curvas de segundo grado. En base a las pruebas realizadas podemos
afirmar que con este algoritmo se obtiene una gran precision en el cédlculo de los pardmetros del borde.

o El segundo detector es capaz de encontrar también en imdgenes ideales sintéticas, pero previamente con-
volucionadas con una mdscara de suavizado de radio 1, los mismos pardmetros del contorno de forma
exacta. Posteriormente, y a partir de dicho esquema, se ha desarrollado un algoritmo (ver funcién Con-
tornosSuavizados en la pagina 142) para localizar los contornos sobre una imagen real, cuyo funcionamiento
es bastante bueno aunque la imagen tenga algo de ruido, e incluso aunque los contornos estén ligeramente
desenfocados, como se ha visto en las pruebas realizadas.
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350 CAPITULO 11. CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

o El primer método de restauracion (ver funciones RealzarImagen en la pagina 161 y ActualizarImagenes
en la pdgina 197) consigue restaurar imégenes con gran cantidad de ruido, combinando un suavizado
tradicional con la generacién de subimédgenes sintéticas a partir de la informacién obtenida por nuestro
detector. Dicho método de restauracién genera una imagen final de mayor calidad a la cual se le aplica
nuestro detector para obtener los pardmetros de los contornos presentes en la imagen original. En las
pruebas hemos podido apreciar cémo la precisién en los valores de la deteccién conseguia ser bastante alta
después de unas pocas iteraciones.

o El segundo método de restauracién (ver funcién ActualizarImagenes en la pagina 207), més costoso que
el anterior, es capaz de respetar contornos con alta curvatura, manteniéndolos lo mds intactos posible
durante las sucesivas iteraciones, asi como evitar que dos contornos que estén muy cercanos entre si vayan
fusiondndose durante el proceso. Los resultados realizados con imédgenes angiograficas reales han mostrado
cémo la deteccion de los contornos en zonas con este tipo de configuracién ha sido bastante fiable.

11.1.2 Resultados en imdgenes 3D

Para el caso de imégenes 3D, se ha repetido todo el estudio bidimensional extrapoldndolo a tres dimensiones,
con lo cual se han podido obtener también dos nuevos detectores de borde (superficies en este caso) y dos
métodos de restauracion, que se detallan a continuacion:

e El primer detector es capaz de encontrar en imdgenes ideales sintéticas el vector normal, los valores
y direcciones de las curvatura principales, y la localizacién sub-voxel de un contorno de forma exacta,
asi como el salto de intensidad producido a ambos lados del borde. Posteriormente, y a partir de dicho
esquema, se ha desarrollado un algoritmo (ver funcién ContornosCurvos3D en la pagina 266) para localizar
los contornos sobre una imagen real, asumiendo que localmente dichos contornos se comportan como
superficies de segundo grado. La precisién obtenida con este algoritmo es bastante alta, tal y como se ha
podido ver en los ejemplos sintéticos realizados.

¢ El segundo detector es capaz de encontrar también en imdgenes ideales sintéticas, pero previamente con-
volucionadas con una méscara de suavizado de radio 1, los mismos pardmetros del contorno de forma
exacta. Posteriormente, y a partir de dicho esquema, se ha desarrollado un algoritmo (ver funcién Con-
tornosSuavizados3D en la pédgina 301) para localizar los contornos sobre una imagen real, cuyo fun-
cionamiento es bastante bueno aunque la imagen tenga algo de ruido, e incluso aunque los contornos estén
ligeramente difuminados, como se ha podido ver en las pruebas realizadas.

o El primer método de restauracién (ver funciéon RestaurarImagen3D en la pdgina 311) consigue restaurar
imdgenes con gran cantidad de ruido, combinando un suavizado tradicional con la generacion de subimd-
genes sintéticas a partir de la informacién obtenida por nuestro detector. Dicho método de restauracién
genera una imagen final de mayor calidad a la cual se le aplica nuestro detector para obtener los pardmetros
de los contornos presentes en la imagen original. En las pruebas se ha podido constatar cémo la precisién
se va mejorando en cada iteracién.

e El segundo método de restauracién (ver funcién RestaurarImagen3D en la pagina 338), mds costoso que
el anterior, es capaz de respetar superficies con altas curvaturas, manteniéndolas lo més intactas posible
durante las sucesivas iteraciones, asi como evitar la fusién de superficies muy cercanas entre si. Los
resultados realizados con imédgenes reales han mostrado la gran precisién de los valores obtenidos.

11.2 Lineas futuras

El trabajo de investigacion realizado, lejos de quedar finalizado, da pie a nuevos conceptos e ideas, y deja
abiertas nuevas lineas de trabajo. Separando el caso de las imdgenes 2D y 3D, las principales lfneas abiertas
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11.2. LINEAS FUTURAS 351
podrian ser las siguientes:

11.2.1 Lineas futuras para imdgenes 2D

e El modelo de adquisicién que hemos propuesto en este trabajo suponia el uso de una cdmara de tipo
pin-hole, donde cada punto del espacio tridimensional que resulta fotografiado se proyecta sobre un inico
punto del plano de proyeccién. Sin embargo, vimos en la seccién 4.8 que es mds realista suponer un
modelo de lente delgada, en el cual algunos contornos pueden estar desenfocados en la imagen. El
perfil de un borde ideal con este modelo de cdmara se deduce en el anexo B. Por tanto, una ampliacién
del presente trabajo pudiera ser el rehacer todo el trabajo considerando este nuevo perfil.

e Nuestro trabajo se ha centrado en obtener los pardmetros caracteristicos del borde de forma individual
para cada pixel. Sin embargo, existen muchas aplicaciones que precisan obtener la linea continua de
todo el borde que represente la silueta de algin objeto presente en la imagen. Para ello, podria disefiarse
un algoritmo que, a partir de la informacién obtenida en cada pixel y en sus vecinos, fuese agrupando éstos
formando una linea continua de pixels. Aunque la secuencia de pixels formase una linea discreta, con la
informacién de nuestro detector podria deducirse una expresién para una linea continua que representase
todo el contorno con precisién real.

e En la misma linea, podria también desarrollarse un método de segmentacién. La segmentacion puede
definirse como el proceso que divide una imagen en regiones u objetos cuyos pixels poseen atributos
similares. Para lograr este objetivo podria partirse de nuestro esquema de restauracién propuesto. Tén-
gase en cuenta que en cada iteracién de nuestro método ocurren dos procesos: por un lado, la zona de
pixels perteneciente al borde, la cual se vendria a corresponder con las fronteras de las regiones de la
segmentacién, se va haciendo mds nitida. Por otro lado, los pixels alejados de los bordes, los cuales se
corresponderian con el interior de las regiones de la segmentacion, se van haciendo cada vez mds homogé-
neos. Atendiendo a este comportamiento, podria modificarse el método de forma que las iteraciones fueran
convergiendo a segmentacién final de la imagen.

e La deteccion de esquinas es otro proceso que suele ser necesario en muchas aplicaciones. Aunque
directamente no hayamos tocado este tema en el presente trabajo, si podria desarrollarse un detector de
esquinas a partir de nuestro detector de bordes. Una esquina puede considerarse como una interseccién
entre dos lineas rectas. Por tanto lo primero que deberia hacerse seria tratar de detectar rectas, lo cual
podria hacerse buscando conjuntos de pixels borde vecinos con orientacién y posicién sub-pixel similar.
Una vez obtenidas las rectas, a partir de sus expresiones hallariamos las coordenadas exactas de su
interseccion.

o La compresién de imdgenes es otro proceso bastante importante, ya que la cantidad de informacion
a almacenar o transmitir es crucial en muchas aplicaciones. Asi han surgido formatos como JPG o GIF,
tan habituales de ver en las paginas de internet. Con las ideas planteadas en nuestra investigacién podria
plantearse un algoritmo de compresién. Para ello hay que tener en cuenta que, atendiendo al método
de restauracién que hemos propuesto, en cada iteracién se genera una nueva imagen sintética a partir de
dos informaciones diferentes: por un lado la imagen suavizada de la iteracién anterior, y por otro lado,
la informacién obtenida a partir del detector de bordes. Sin embargo, puede verse que la informacion
relevante para generar una nueva imagen es esta ltima, ya que en ella se incluye también una estimacion
del valor de la intensidad a cada lado del borde en cada pixel. Por tanto, podria plantearse un algoritmo
que, partiendo de la informacién de los contornos en cada pixel borde, generase pequefias subimégenes
sintéticas alrededor de cada pixel borde (al igual que se hace en nuestra restauraciéon propuesta), y luego
fuese extendiéndose a los pixels vecinos hasta cubrir toda la imagen por completo. Si esto se logra,
significarfa que para almacenar la imagen podriamos solamente almacenar la informacién obtenida por
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nuestro detector en aquellos pixels considerados borde, la cual representard un volumen de informacién
mucho menor que la totalidad de los valores de los pixels. Se necesitaria finalmente realizar un estudio
del grado de compresién obtenido, para poder compararlo con las técnicas tradicionales.

Otro de los problemas criticos en visién artificial es la necesidad de incrementar la resolucién espacial
de las imdgenes, especialmente en aquellas zonas de mayor relevancia para su andlisis (zonas con bordes).
Para ello se han propuesto sistemas que se basan en la modelizacién de los bordes a partir de la informacién
en niveles de gris de la imagen!. Como nuestro método detector es capaz de obtener informacién precisa
sobre el contorno en cada pixel, podria generarse una nueva imagen sintética, de la misma forma que lo
hace nuestro método de restauracién, pero a una resolucién mayor, es decir, generando para cada pixel
una imagen de nzn subpixels. :

Centrandonos en las imdgenes angiograficas, faltaria hacer un estudio més en profundidad de la com-
paracion de los resultados con otros métodos detectores, como los comentados en la seccién 0.3.3, y utilizar
un conjunto de im&agenes mas extenso.

11.2.2 Lineas futuras para imdgenes 3D

El método de restauracién propuesto para altas curvaturas es bastante costoso computacionalmente, por
lo que para imdgenes muy grandes puede ser excesivamente lento. Hay que tener en cuenta que en cada
iteracién se debe estimar en cada voxel borde un paraboloide rotado, y para ello se plantea una funcién
iterativa que va generando varias subimdgenes sintéticas de paraboloides hasta lograr la convergencia (ver
funcién EstimarParaboloideRotado en la pagina 337). A su vez, para cada subimagen se plantean varias
funciones de integracién recursivas (ver anexo C) que van estimando la intensidad de cada voxel. Seria
conveniente realizar una optimizacién de todos estos procesos para disminuir los tiempos de ejecucién.

En la seccién 10.4.2 se analizé que una aproximacién por toroides en lugar de por paraboloides seria
m4s exacta. Queda abierto un estudio mds en profundidad de la viabilidad de poder desarrollar un
esquema que use toroides y que no sea excesivamente costoso de implementar.

Nuestro algorimo detector obtiene informacién en cada voxel borde de los pardmetros de la superficie del
contorno que pasa por dicho voxel. Sin embargo, no genera por si solo una superficie continua que
represente todo el contorno, tal y como hacen otros métodos (marching cubes, isosuperficies, etc). A
partir de nuestro esquema detector podria plantearse un algoritmo que produjera una superficie cerrada.
De esta forma la visualizacién de los resultados seria mucho mds realista.

De igual forma, podria deducirse un método de segmentacion que divida en regiones homogéneas toda
la imagen. Al igual que comentamos en el apartado anterior, podriamos lograrlo partiendo de nuestro
método de restauracién propuesto.

En cuanto a la compresién de imdgenes, puede rehacerse también el mismo comentario que se hizo
para imdgenes 2D, y tratar de plantear un algoritmo que, partiendo solamente de la informacién obtenida
por el detector, genere una imagen sintética lo mds parecida a la original.

Centrandonos en las imdgenes angiograficas, muchos de los métodos expuestos en la seccién 0.3.3 tratan
de buscar la linea central de los vasos o centerline. Podria plantearse un algoritmo que buscase esta linea a
partir de la informacién obtenida por nuestro detector. Por ejemplo, el vector normal en cada voxel borde
nos indica la direccién aproximada en la que se encontrard la linea central. La magnitud de la curvatura
méxima nos da una idea de la distancia a la que se encuentra. Por otro lado, si nos movemos por los

Lhttp://lorca.umh.es/isa/es/proyectos/subpixel
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11.2. LINEAS FUTURAS 353

voxels vecinos atendiendo a la variacién de la orientacion de la superficie, parece que podria obtenerse una
estimacién bastante precisa de la ubicacién del centerline.
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Anexo A

Probabilidad de error del método
cuadratico en funcion del radio de
curvatura

Consideremos la figura A.1, donde una circunferencia de radio R, con centro en el punto C = (z.,y.), atraviesa
el pixel central de la ventana de tal forma que corta a la vertical central de dicho pixel en el punto P = (0, d).
Supongamos que d puede tomar cualquier valor del intervalo [—h/2, h/2] con idéntica probabilidad. De igual
manera, supongamos que el dngulo a que posee la recta tangente a la circunferencia en P puede tomar cualquier
valor del intervalo [0, 7 /4] también con idéntica probabilidad. Estamos interesados en calcular la probabilidad
de que la circunferencia no toque el margen izquierdo de una ventana 523 centrada en dicho pixel, es decir, que
no toque la linea vertical x = —3h/2 {0 al menos, no por encima de la altura y = —5h/2).

Hd

Figura A.1: La circunferencia con centro C corta la vertical central del pixel central en el punto P = (0, d).

Sabemos que para un valor de d y de o concreto, el centro de la circunferencia estard en el punto

z. = Rsina

Yo = d—Rcosa
y por lo tanto la expresién de la curva que cruza el pixel central vendrd, dada por la expresion:
f(@)=yc+ \/R2 — (& —=z)?
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356 ANEXO A. PROBABILIDAD DE ERROR DEL METODO CUADRATICO

Para que dicha circunferencia no alcance el margen izquierdo de la ventana 523 debe cumplirse que f(—3h/2) >

—5h/2, con lo cual se deduce que

2
d>RCOSO¢—gh—\/R2 <§h+Rsina> (A.1)

Llamemos a esta expresién y(R, ). En la figura A.2 podemos ver varias curvas de y(R, ) para varios valores
de R, dibujadas sobre el plano de las variables a y d. El rectdngulo pintado en verde representa todos los casos
posibles que queremos tratar. Asi por ejemplo, para R = 20 vemos que y(20, &) no alcanza el rectdngulo, y
por tanto, para todos los casos posibles de d y «, se cumplird siempre la inecuacién A.1. Por el contrario, para
R = 6, existirian algunos casos en donde la expresién A.1 no se cumpliria, y por tanto la probabilidad de que
esto ocurra vendria dada por la relacién entre el drea interior al rectdngulo que cae bajo la curva y(6,a) y el
area total del rectangulo, wh/4.

h/2

7777777
"///////////////////////

-h/2

Figura A.2: Si la curva y(R, @) no corta la ventana de casos posibles para ningtin valor de « entre 0 y 7/4, la
probabilidad de no cometer error es 1. En caso contrario, la probabilidad estd en funcién del drea interior al
rectdngulo sobre la curva.

Para obtener una expresion completa de la funcién de probabilidad, P(R), habrd entonces que estudiar cada
uno de los casos posibles.

A.1 Casos posibles
A.1.1 Caso R>>

Para valores grandes del radio estd claro que la curva y(R, ) jamés tocard el rectdngulo de casos posibles, y por
tanto, ninguna circunferencia que corte la vertical del pixel central con un dngulo entre 0 y 7/4 podré alcanzar
la linea x = —3h/2. Esto significa que la probabilidad de no cometer error en este caso es 1.

Para valores mds pequenos de R, la curva y(R, «) va acercdndose cada vez mds al rectdngulo, llegdndolo
a tocar para el valor de R que cumpla que y(R,7/4) = —h/2. Desarrollando esta expresién llegamos a la
conclusién de que esto ocurrird cuando

R= 2—45\/§h ~ 8.84h

que coincide con el valor deducido en la seccién 3.3.3 (ecuacion 3.9).
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A.1. CASOS POSIBLES 357

A.1.2 Caso R < 8.84h

Para valores ligeramente inferiores a 8.84h, la situacién se muestra en la figura A.3 donde la curva y(R, ) corta
al rectangulo verde en sus lados inferior y derecho.

d

777777/
77/

h/2

-h/2

Figura A.3: La curva y(R, «) corta al rectdngulo en sus lados inferior y derecho.

La probabilidad por tanto serd el drea relativa del rectangulo que cae sobre la curva. Es decir

4 oA h
P(R)=1- /. (y(R, a) + 5) do

donde «; indica el corte de la curva con la base del rectzingulo, cuya expresién viene dada por:

300Rh + 80v/16R* — 25R2h2)> (A.2)

Como dicha integral es irresoluble analiticamente, podemos aproximarla por el drea de un tridngulo, con lo
cual la probabilidad quedard con la siguiente expresién

« = arcsin (400R2 (

9 h
AR ~ 1-5 (7o) (y(R’4)+5)‘
3.1 1 L]
= gtaetgy e R

donde «; también depende de R.
Este caso ocurrird hasta que y(R, o) toque el lado superior del rectdngulo, lo cual pasard cuando se cumpla
que y(R,m/4) = h/2, es decir,

1
- -f\/ﬁh ~ 5.30h

A.1.3 Caso R < 5.30h

En este caso la curva y(R, o) corta el rectdngulo en sus lados inferior y superior, como se muestra en la figura
A4
La probabilidad para este caso vendrd dada por la funcién

Py(R) = = (alh + L a (y(R, o g) da)

siendo «a; igual a la expresién A.2, y o igual a la siguiente expresion:
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358 ANEXO A. PROBABILIDAD DE ERROR DEL METODO CUADRATICO

-

Figura A.4: La curva y(R, «) corta el rectdngulo en sus lados inferior y superior.

ap = arcsin <L (—60Rh +8V5\/16RT — 45R2h2)> (A.3)

80R?

Aproximando de nuevo la integral de forma lineal obtenemos la expresién aproximada para P, :

4 1 2
PQ(R) ~ E (a1h+ §h, (a2 - 041)> = ; (a1 + az)

Téngase en cuenta que la funcién y(R,a) no estd definida para todos los valores de «. En realidad, su
dominio viene dado por la inecuacién

2
ol (thrRsina) >0

lo cual ocurrird para valores de a que cumplan que

< arcsi 1-— =
« in o

Esto significa que este caso acabard cuando el limite del dominio coincida con as, y esto ocurrird cuando se
cumpla:

R= 1745h ~ 3.75h

A.1.4 Caso R < 3.75h

En este caso la curva corta el rectdngulo en su lado inferior, y luego deja de estar definida, como se muestra en

-h/2 % %

h/2

1

Figura A.5: La curva y(R, «) corta el rectdngulo en su lado inferior, y luego deja de estar definida.

La probabilidad para este caso vendrd dada por la funcién
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A.l. CASOS POSIBLES R LR o | 359

Py(R) =1— % ((% - a3>'h+ f (y(a) + g) da>

siendo «aq igual a la expresidon A.2, y a3 igual a la siguiente expresion:

ah S
- inf1- 2= o A4
ag = arcsin < 2R> (A.4)

Aproximando de nuevo la integral de forma lineal obtenemos la expresién aproximada para Ps :

2

P3(R) 1—%((%—a3)h+%(a3fal)<y(R,a3)+g)>:

1 2
= ; (Oq + 3@3) + E (al - a3) y(Ra a3)

Este caso ocurrird hasta que y(R, «) deje de estar definido en el interior del rectdngulo, y esto sucederd
cuando el limite del dominio coincida con ¢, es decir, cuando

25
=—h~2
R G 2.08h

A.1.5 Caso R < 2.08h

En este caso la curva no toca el rectangulo, con lo cual la probabilidad viene dada por el rectdngulo limitado
por los valores 0 y ag, valor este dltimo donde deja de estar definida la curva (figura A.G).

h2 a,
W, .
VA 7/4

b2 M

Figura A.6: La curva y(R, o) no toca el rectangulo.

La probabilidad para este caso vendrd dada por la funcién

4
P4(R) - ;a;;

siendo a3 igual a la expresion A.4.
Este caso ocurrird hasta que y(R, ) deje de estar definida, y esto ocurrird cuando R = 3h/2.

A.1.6 Caso R < 1.5h

En este caso la probabilidad de no cometer error es cero, ya que es imposible que un contorno que cruce el pixel
- central con pendiente entre 0 y 1 alcance la linea vertical z = —3h/2.
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360 ANEXO A. PROBABILIDAD DE ERROR DEL METODO CUADRATICO

A.2 Probabilidad final

Combinando todos los casos llegamos a la expresién final aproximada para la probabilidad de no cometer un
error con nuestro método detector en funcién del radio de curvatura del contorno:

0 0<R<2h

§03 ih <R< ?—;sh
P(R)={ ~ (a1 +3a3) + 75 (o1 — a3) y(R, a3) Zp<R<Lp
2 (01 + ) Lh<R<LBV2h
d+lat gyl -myR 3  BVIh<R<ZVI
1 2.\2h<R

donde &, as y a3 vienen dados por las expresiones A.2, A.3 y A.4 respectivamente. La grafica de la funcién
se muestra en la figura A.7.

Prob. T

1
0.75 7
0.57

0.26

Figura A.7: Probabilidad de que una circunferencia de radio R no produzca error con nuestro método. El radio
estd medido en unidades de h.
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Anexo B

Perfil de un borde ideal con el modelo
de lente delgada

Tomemos un contorno vertical, como el de la figura B.1, que separa dos niveles de intensidad, A y B a ambos
lados. Con el modelo pin-hole, cada punto del espacio es proyectado en un unico punto del plano imagen. Se
produce por tanto una discontinuidad en la sefial f(z,y) recibida en el sensor. Posteriormente la discretizacién
produce una sefial F'(x;,y;) con una tnica columna con intensidad intermedia entre A y B.

f(x,y)

f(x)

F(x) 1rrtl]]]] rrrlJ]]]]

Figura B.1: Formacién de la imagen con el modelo de pin-hole (columna izquierda) y con el modelo de lente
delgada (columna derecha). De arriba a abajo: Contorno vertical en el espacio. Intensidad que llega a la
cédmara, f(z,y). La misma vista en una sola fila de la imagen. Imagen discretizada.

Por el contrario, con el modelo de lente delgada, cada punto del espacio se proyecta en una zona circular
sobre el plano imagen, con lo cual cada punto (z,y) de la imagen recibe intensidad de una zona equivalente en
el espacio. Esto provoca una difuminacién en la senal, produciendo una senal discretizada con varias columnas
de intensidad intermedia entre A y B. Tratemos de obtener pues una expresién para f(z), tomando s6lamente
un caso unidimensional.
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362 ANEXO B. PERFIL DE UN BORDE IDEAL CON EL MODELO DE LENTE DELGADA

Tomemos el caso representado en la figura B.2, donde en la parte superior se muestra un contorno vertical
ideal localizado en la posicion z = t. En la parte inferior se muestra la intensidad adquirida en la cdmara.
Estamos interesados en obtener la intensidad que llega a un punto concreto x = zy. Sabemos que a ese punto
llegard intensidad procedente de un drea circular sobre la escena que se quiere fotografiar. Por tanto, la intensidad
buscada no es méds que un promedio entre las intensidades A y B ponderadas por el drea relativa interior al
circulo de cada una de ellas, y su expresiéon vendra dada por:

B

Xg t

Figura B.2: De arriba a abajo: Contorno vertical en el espacio. Intensidad que llega a la cdmara, f(z).

B .’L’()St—R
f(xo)=¢ B+(A—B)I t—-R<zo<t+R
A zg>t+ R

donde I indica el drea relativa de circulo que cae en la parte correspondiente a la intensidad A, cuya expresiéon

2 zo+R >
I:7r_R2 \/RQ—(.’L'—I‘()) dz
t

Resolviendo esta integral obtenemos que
1 1 t— 1t—
I:i—;arcsin< Rﬂfo) = Rmo R? — (t — )’

con lo cual, generalizando el valor zy para cualquier valor x, obtenemos la expresion final para el perfil que
estdbamos buscando:

es

B r<t—R
flz) = izLB—i;-Q(arcsinquux/l—u?) t—-R<z<t+R
A c>t+R
donde
-z
“T7R

La gréfica de dicha funcién puede verse en la figura B.3.
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Figura B.3: Perfil de un borde con el modelo de lente delgada para el caso A=10,B=0y R=1
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Anexo C

Calculo de volimenes

C.1 Volumen bajo un plano interior a un prisma

Consideremos el prisma de la figura C.1, dado por las esquinas (,Yd4, 26) ¥ (@r, Yu, 2¢). Dicho prisma puede
representar tanto a un voxel completo como a un sub-voxel. De ahi que lo planteemos como un prisma general.

y Ya
xr
X
X

Figura C.1:

Sea el plano y = a + bz + ¢z, donde supondremos el caso en que 1 > b > ¢ > 0. Es decir, teniendo en cuenta
que la normal al plano viene dada por la direccién [b, —1, ], lo que estamos haciendo es quedarnos con el caso
en el que la componente y del vector normal es mayor en valor absoluto, y por tanto, estd mé&s cercana a la
direccion del eje y que a los otros dos ejes.

El objetivo es calcular el volumen bajo el plano interior al prisma. Pero para poder plantear la integral doble
que nos dé el volumen es preciso conocer la interseccién del plano con el suelo y el techo del prisma. Existen
8 configuraciones distintas en las que un plano como el que nos ocupa intersecta el prisma, que son las que se
muestran en la figura C.2.

Para diferenciar cada caso basta ver cudl es la altura del plano sobre cada una de las cuatro esquinas del
prisma. Calculando cuédntas de ellas se encuentran bajo el prisma, cudntas en el interior, y cudntas sobre él, se
deduce en cudl de las 8 configuraciones nos encontramos.

Antes de plantear la expresion del volumen en cada una, definamos las tres siguientes funciones bésicas de
integracién, acorde con la figura C.3.

C.1.1 Integracién punto a punto

El caso PP de la figura C.3 muestra un recinto de integracién rectangular, donde se quiere evaluar la integral
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366 ANEXO C. CALCULO DE VOLUMENES

F =
BB AR

caso A0 caso Al caso A2 caso A3

allli 1/ -

caso B0 caso Bl caso CO caso DO

Figura C.2: Existen 8 casos diferentes en los que el plano y = a + bz +cz, tal que 1 > b > ¢ >
prisma. La letra del caso indica cudntas de las 4 esquinas se encuentran bajo el prisma (A:0, B:1, C:
nimero indica cudntas de las 4 esquinas se encuentran por encima del prisma

21 T
I= / / (a + bx + cz)dzdz
20 Zo

Esta integral viene dada por la expresién

0 corta un
2, D:3). El

1
I = 5 (Zl = Z()) (.’L‘l _.’130) (2a+bx0 +b$1 + c2g +CZl)

El pseudo cédigo seria el siguiente:

Funcion Int1PuntoPunto (z0, z1, x0, x1, a, b, c)

Retornar (0.5 * (z1-z0) * (x1-x0) * (2%a+b*xO+b*x1+c*z0+c*z1))

C.1.2 Integracién punto a recta

El caso PR de la figura C.3 muestra un recinto donde se quiere evaluar la integral

2 mz+d
I= / / (a + bz + cz)dzdz
20 o

siendo mz + d la recta que pasa por los puntos (22, 22) ¥ (3, #3). La integral interior puede expresarse como

mz—+d
1
/ (a+bx+cz)dx = (a (d—=z0) + §b (d2 — x%)) + (ed + am + bdm — cxo) z + (cm + %me) o

0

A+ Bz + C2z?
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C.1. VOLUMEN BAJO UN PLANO INTERIOR A UN PRISMA 367

X

7 X%
XQIUZ#U

X0

X0 é

Z zZ, Z, zZ

SN
5/

Zy

Figura C.3: Los tres tipos de recinto de integracién que se necesitan: PP (punto a punto), PR (de punto a
recta) y RP (de recta a punto)

Por tanto la integral exterior se convierte en

I= / (A+ Bz + C2*)dz = A (21 — 20) +—;-B (5f —28) +2C (5} - 5) (C.1)

z0

El pseudo cédigo seria el siguiente:

Funcion Int1PuntoRecta (z0, z1, x0, x2, z2, x3, z3, a, b, ¢)

// calculamos las potencias...................
x02=x0%x0;

z02=z0%z0; z03=z02*z0

z12=z1%z1; z13=z12%z1

// calculamos la recta........ccovuvuuuennnnnnn.
m = (x3-x2) / (23-z2)

d = x2 - m*xz2

m2 =m *m

d2 =d x d

// calculamos la integral.....................
A = a*x(d-x0) + 0.5*%b*x(d2-x02)

B cxd + a*m + b*d*m - c*x0

C = cxm + 0.5%b*m2

Retornar (A*(z1-z0) + 0.5%B*(z12-z02) + 1/3%C*(z13-z03))

C.1.3 Integracién recta a punto

El caso RP de la figura C.3 muestra un recinto donde se quiere evaluar la integral

I:/~ / (a + bz + cz)dzdz
20 z+d

siendo mz + d la recta que pasa por los puntos (x2, 22) ¥ (23, #3). La integral interior puede expresarse como

T 1
/ (a+bx+cz)de = (a(ml—d)—k%b (m%dQ)) + (c(z1 —d) —m(a+bd))z+ (—cm—abm2> #°
= A+ Bz+C2?

La integral exterior coincide con la expresién C.1. El pseudo cédigo serfa el siguiente:
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368 ANEXO C. CALCULO DE VOLUMENES

Funcion Int1RectaPunto (z0, z1, x2, z2, x3, z3, x1, a, b, c)

// calculamos las potencias...................
x12=x1%x1;

z02=z0%z0; z03=z02*z0

z12=z1%z1; z13=z12*z1

// calculamos la recta..........ouuiuuueeenennn.
m = (x3-x2) / (23-z2)

d = x2 - m*z2

m2 =m *m

d2 =d *x d

// calculamos la integral.....................
A a*(x1-d) + 0.5%b*(x12-d2)

B = c*(x1-d) - m*x(a+b*d)

C = —cxm - 0.5%b*m2

Retornar (A*(z1-z0) + 0.5%B*(z12-z02) + 1/3*Cx(z13-z03))

C.1.4 Cadélculo del volumen

En la figura C.4 se muestran los recintos de integracién para cada uno de los 8 casos. Atendiendo a cada uno
de ellos, habrd que llamar a las funciones anteriores especificas para cada caso.

X, %// % 7/m Z E N A3

% //// X % al Y B i?u%

Zy, Z¢ Z, Zg %y Z¢ Zy, Zy

Zrd

v 7

X; / X / X,
Xt
Xbd DO
Xpd /
Xfq

X %

Zy Zyy Zt Z, Zy Zg Zy Zg Zg

Figura C.4: Recintos de integracién para los 8 casos

Simetrias Por otro lado, recordemos que estamos tratando sélo con planos de la forma y = a + bz + cz donde
se cumple que 1 > b > ¢ > 0. Para tratar la situacién mds general dénde s6lamente se cumpla que 1 > ||, |c| >0
simplemente habrd que modificar el valor de los coeficientes del plano para convertirlos en este caso inicial.
Por ejemplo, supongamos que b < 0. Consideremos el punto (zg, Yo, 20) perteneciente al plano tal que (zq, o)
indica la vertical central del prisma, e yg indica el corte del plano con dicha vertical. Ya hemos dicho que la
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C.1. VOLUMEN BAJO UN PLANO INTERIOR A UN PRISMA 369

normal al plano es el vector [b, —1,¢]. Por tanto, el volumen bajo el plano es equivalente al volumen de un
segundo plano que pase por el mismo punto (g, Yo, 20), y cuya normal sea [—b, —1,].

Para obtener la expresién de dicho plano, hacemos un cambio de variable u = 2 — xg, v = ¥y — yo, w = 2 — 2g,
con lo cual el plano queda

vty = a+b(u+xz)+e(w+ 2)
v = (a—-yo+bro+cz)+tbut+cw=A+bu+cw

A continuacién invertimos el signo de u, y finalmente deshacemos el cambio:

v = A-bu+cw
(y—vo) = A—blz~—xzp)+c(z— 20)
y = (A+yo+brg—cz)~—bx+ce=(a+2bxy) — bz +cz

Por tanto, el nuevo plano es y = a’ + ¥’z + ¢’z donde

a = a+ 2bzg
¥ = -—b
¢ = ¢

El caso ¢ < 0 es similar. Finalmente, el caso ¢ > b > 0 se corrige simplemente intercambiando los valores de
los ejes ¢ v 2.

A continuacién se muestra el pseudo-cédigo final de la funcién que evalia el volumen bajo un plano interior
a un prisma.

Funcion VolumenVoxelPlano (xl, xr, yd, yu, zb, zf, a, b, ¢)

// nos centraremos en el caso D > € > 0 ...ttt e
Si b<0 Entonces b=-b; a-=b*(xl+xr)
Si ¢c<0 Entonces c=-c; a-=c*(zb+zf)
Si b<c Entonces Intercambiar (b,x1,xr) <---> (c,zb,zf)
// deducir en que CaSO E€SLAMOS .......uiivirnrninenrinennnennenenennn
Calcular la altura del plano sobre las 4 esquinas (ylb, ylf, yrb, yrf)
Si ylb>=yu Retornar (1)
Si yrf<=yd Retornar (0)
Deducir en cual de los 8 casos estamos
// calcular el VOLUMEI ... ...viuttnnneeintssateeeneeeennseenneennnns
Segun (caso)

caso AO: vol = IntiPuntoPunto (zb, zf, x1, xr, a-yd, b, c)

caso Al: zru = (yu-a-b*xr) / ¢

xfu = (yu-a-c*zf) / b
vol = IntilPuntoPunto (zb, zru, x1, xr, a-yd, b, c)
vol += IntlPuntoRecta (zru, zf, x1, xr, zru, xfu, zf, a-yd, b, ¢)
vol += 0.5 * (xr-xfu) * (zf-zru) * (yu-yd)
caso A2: xbu = (yu-a~c*zb) / b
xfu = (yu-a-c*zf) / b
vol = IntilPuntoRecta (zb, zf, x1, xbu, zb, xfu, zf, a-yd, b, ¢)

vol += (xr-0.5+(xbutxfu)) * (zf-zb) * (yu-yd)
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caso

caso

caso

caso

caso

A3:

BO:

B1:

CO:

DO:

xbu
zlu
vol
vol
xbd
zld
vol
vol
xbd
zld
zru
xfu
vol
vol
vol
vol

xbd =

xfd
vol
zrd
xfd
vol

ANEXO C. CALCULO DE VOLUMENES

= (yu-a-c*zb) / b

= (yu-a-b*x1) / ¢

= Int1PuntoRecta (zb, zlu, x1, xbu, zb, x1, zlu, a-yd, b, ¢)
+= (xr-x1)*(yu-yd)*(zf-zb) - 0.5%(xbu-x1)*(zlu-zb)*(yu-yd)

= (yd-a-c*zb) / b

= (yd-a-bxx1l) / ¢

= IntiRectaPunto (zb, zld, xbd, zb, x1, zld, xr, a-yd, b, c)
+= IntiPuntoPunto (zld, zf, x1, xr, a-yd, b, c)

= (yd-a-c*zb) / b

= (yd-a-b*x1) / ¢

= (yu-a-bxxr) / c

= (yu-a-c*zf) / b

= IntiRectaPunto ( zb, zld, xbd, zb, x1, zld, xr, a-yd, b, c)
+= Int1PuntoPunto (zld, zru, x1, xr, a-yd, b, c)

+= IntiPuntoRecta (zru, zf, x1, xr, zru, xfu, zf, a-yd, b, c)
+= 0.5 * (xr-xfu) * (zf-zru) * (yu-yd)

(yd-a-c*zb) / b

(yd-a-c*xzf) / b

IntiRectaPunto (zb, zf, xbd, zb, xfd, zf, xr, a-yd, b, c)
(yd-a-bxxr) / c

(yd-a-cxzf) / b

IntiRectaPunto (zrd, zf, xr, zrd, xfd, zf, xr, a-yd, b, c)

// retornamos el volumen relativVo.......uuuiiioeimnoneneeeeeeennnnnnnnns
v = (xr-x1) * (yu-yd) * (zf-zb)

Retornar (vol/v)

C.2 Volumen bajo un paraboloide interior a un prisma

Calcular el volumen interior al prisma que se encuentra bajo un paraboloide y = a +bx +cz +da? + frz +g22 es
una tarea bastante mds compleja que calcular el volumen bajo un plano. Cuando la situacién es la de la figura
C.5a, donde el paraboloide no toca ni el suelo ni el techo del prisma, no hay ningin problema. Simplemente
hay que deducir la integral doble siguiente:

zf T,
I:/ /‘@HWm+m+dﬁ+fm+yz—wﬂmh
Zb Zy

Yo ///’ Ya
s
. Ya Ya

Z —_— —

7, 7 a) z, z; b)

Figura C.5:
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C.2. VOLUMEN BAJO UN PARABOLOIDE INTERIOR A UN PRISMA 371

Sin embargo, cuando la superficie toca el suelo o el techo del prisma (ver figura C.5b), hay que tener en
cuenta que la curva interseccion del paraboloide con uno de esos planos produce una cénica rotada. Por ejemplo,
el corte de la superficie con el techo produce la curva

Yo = a + bz + cz + dz?® + fzz + 922

lo que da lugar a un recinto de integracién bastante complejo de resolver.

Por otro lado, aunque hiciéramos una aproximacién mds simple suponiendo que los cortes con las caras
del prisma fueran siempre rectas en lugar de cénicas, el nimero de casos posibles en los que un paraboloide
puede cortar a un prisma son bastante mé&s que para el caso cuando la superficie es un plano. Hay que tener
en cuenta que cuando usdbamos un plano, dado por la ecuacién y = a + bx + ¢z, unido a la suposicién de
que 1 > b > ¢ > 0, reducfamos el nimero de casos posibles a 8 (figura C.2). Sin embargo, cuando usamos
paraboloides, la situacién en el interior del voxel tiene muchas més posibilidades, ya que, aunque nos centremos
de nuevo en el caso 1 > b > ¢ > 0, por el hecho de tener curvaturas, los cortes con las caras del prisma pueden
producirse en cualquier lugar. Por ejemplo, solamente el caso Al de la figura C.2 tendria 4 subcasos, como los
mostrados en la figura C.6.

\)\/\/,\1 \
1 I W

Figura C.6: Casos en los que un paraboloide y = a + bx + cz + dx? 4+ faxz + g22 tal que 1 > b > ¢ > 0 tiene una
sola esquina por encima del prisma

C.2.1 Aproximacién por planos

Otra alternativa es utilizar la funcién VolumenVoxelPlano() que definimos en la seccién anterior, y plantear
un esquema recursivo que vaya subdividiendo el prisma en 8 subprismas mientras la curvatura del paraboloide
esté por encima de un cierto umbral. Cuando la curvatura sea inferior, significard que la aproximacién por un
plano dard una estimacién del volumen bastante preciso. Si no es asi, seguiremos subdividiendo hasta alcanzar
un prisma de tamafno minimo. Este sistema no dard la solucién exacta, pero al menos podemos acotar el error
cometido segin el valor umbral que prefijemos.

Antes de plantear este algoritmo, vamos a demostrar que cuando el paraboloide no toca ni el suelo ni el techo
del prisma (caso AQ), existe un plano equivalente donde el volumen del plano y el paraboloide son exactamente
iguales. Sea por tanto el paraboloide dado por la ecuacién y = a + bz + cz + da? + fzz + gz2, y el objetivo es
calcular el volumen bajo dicho paraboloide sobre un recinto rectangular de dimensién h, X h. centrado en el
punto (zo, 2p). Para ello queremos encontrar el plano y = a’ + b’z + ¢’z, con la misma normal sobre el punto
(z0, 20) que el paraboloide, cuyo volumen sea el mismo (ver figura C.7).

Para que ambas normales coincidan sobre dicho punto es fécil demostrar que los coeficientes b’ y ¢’ han de
tener la siguiente expresién:

b = b+ 2dzy + fzo
¢ = c+ fxo+ 2920
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372 ANEXO C. CALCULO DE VOLUMENES

Figura C.7: Paraboloide y plano equivalente

Por tanto, igualando las expresiones de los volimenes de ambas superficies

zo+hz/2 xo+hy /2 ) 20+h;/2 zo+ha /2
/ / (a + bz + cz + da® + foz + g7°) d$d~:/ / (d +Vz+ '2)dadz
20—hz/2 Jxo—ha/2 z0—h:/2 Jxzo—hs/2

obtenemos la expresién para el coeficiente a':

a=a+ -115 (dh2 + gh?) — (da§ + fzozo + 923)

El valor realmente interesante de esta propiedad es el desplazamiento vertical sobre el punto (zg, zg) entre
ambas superficies, D, cuya expresion es :
12

Esta medida estd intimamente relacionada con la curvatura del paraboloide en dicho punto. Cuanto més
pequena sea, mas cerca estard el plano equivalente del paraboloide, y por tanto, teniendo en cuenta que sus
volumenes serdn iguales, mds similares serdn ambas superficies. Por otro lado, la utilidad de esta propiedad
radica también en que, si el paraboloide no toca ni el suelo ni el techo del prisma, podemos usar la funcién
VolumenVoxelPlano() aplicada al plano equivalente para obtener el volumen del paraboloide.

|-
D = —dh? h?
e + 59t

C.2.2 Funcién recursiva para el cdlculo del volumen

El pseudo-codigo de la funcién para calcular el volumen del paraboloide seria asi:

Funcion VolumenVoxelParab (xl, xr, yd, yu, zb, zf, a, b, c, d, {, g)

x0=(x1+xr)/2; z0=(zb+zf)/2

hx=xr-x1; hy=yu-yd; hz=zf-zb

D = (dxhx*hx+g*hz*hz) / 12

Calcular la altura del paraboloide sobre las 4 esquinas (ylb, ylf, yrb, yrf)
// casos AireCTOS. . .uuiii it e s

Si las 4 esquinas estan por encima del prisma Retornar (1)
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C.3. VOLUMEN BAJO UN PARABOLOIDE ROTADO INTERIOR A UN PRISMA 373

Si las 4 esquinas estan por debajo del prisma Retornar (0)
Si las 4 esquinas estan en el interior o D<umbl o hy<umb2 Entonces
Calcular plano equivalente (a’, b’, c¢’)
Retornar (VolumenVoxelPlamo (x1, xr, yd, yu, zb, zf, a’, b’, ¢’)
Fin Si
// subdividir el prima en 8 subprismas..............iiiiiiiiaiainn

vol += VolumenVoxelParab (x1, x0, yd, y0, zb, z0, a, b, ¢, d, £, g
vol += VolumenVoxelParab (x1, x0, yd, y0, 20, zf, a, b, ¢, d, f, g)
vol += VolumenVoxelParab (x1, x0, yO, yu, zb, 20, a, b, ¢, d, £, g)
vol += VolumenVoxelParab (x1, x0, yO, yu, 20, zf, a, b, ¢, d, £, g
vol += VolumenVoxelParab (x0, xr, yd, y0, 2zb, z0, a, b, c, d, £, g)
vol += VolumenVoxelParab (x0, xr, yd, yO, z0, zf, a, b, ¢, d, £, g)
vol += VolumenVoxelParab (x0, xr, yO, yu, zb, =20, a, b, ¢, 4, £, g)
vol += VolumenVoxelParab (x0, xr, yO, yu, z0, zf, a, b, ¢, d, £, g)

v = (xr-x1) * (yu-yd) * (zf-zb)
Retornar (vol/8/v)

Los valores umb! y umb2 son los umbrales para la distancia entre el plano equivalente y el tamafo minimo
del prisma. En las pruebas con imdgenes hemos usado valores de 0.01 para la distancia vertical y 0.1 para el
tamano minimo (ambos valores multiplicados por el tamaiio de un voxel).

C.3 Volumen bajo un paraboloide rotado interior a un prisma

Un paraboloide rotado viene dado por la expresién

A+ Bz +Cy+Dz+Exy+ Foz+ Gyz+ Hx?> + [y? + J22 =0

La integracion de esta superficie sobre un recinto rectangular del plano zz es demasiado compleja como para
resolverla analiticamente. Por tanto, vamos a plantear un esquema recursivo como el de la seccién anterior.
La idea es la siguiente: inicialmente calcularemos el paraboloide vertical que comparte posicién, orientacién y
curvaturas en el punto interseccién con la vertical central del prisma, (zo,yo, 20) (aplicando el lema 10.2). Si

ambos paraboloides son similares, simplemente haremos uso de la funcién VolumenVoxelParab() definida
~ en la seccién anterior. En caso contrario, subdividiremos el prisma en 8, y volveremos a plantear el esquema a
cada subprisma.

Para medir la similitud entre ambos paraboloides podemos mirar las distancias en vertical entre uno y
otro sobre las 4 esquinas del prisma. Si la suma de las distancias se encuentra por debajo de un umbral, y
teniendo en cuenta que ambos paraboloides comparten posicién, orientacién y curvaturas en el punto central,
podemos considerar que el volumen bajo ambas superficies serd muy parecido. Por ejemplo, en la figura C.8
se muestra la gréfica de un paraboloide rotado, junto con dos de sus paraboloides verticales (suponiendo que
va se ha subdividido el prisma inicial). Podemos ver que el paraboloide vertical de la izquierda es bastante
similar, con lo cual su volumen serd prdcticamente el mismo que el de esa seccién del paraboloide rotado. Sin
embargo, atendiendo al paraboloide vertical de la derecha, en funcién de la magnitud de la distancia D habra
que considerar si volver a subdividir o usar el volumen de dicho paraboloide como estimacion.

El pseudo-cédigo de la funcién seria, el siguiente:

Funcion VolumenVoxelParabRot (x1, xr, yd, yu, zb, zf, A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J)

x0=(x1+xr)/2; yO0=(yd+yu)/2; z0=(zb+zf)/2
Calcular el paraboloide vertical con el lema 10.2 (a, b, ¢, d, £, g)
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374 ANEXO C. CALCULO DE VOLUMENES

Figura C.8: Paraboloide rotado y paraboloides verticales similares en distintas zonas

Calcular la altura de ambos paraboloide sobre las 4 esquinas

// casos directos. ... ...ttt e

Si las 4 esquinas estan por encima del prisma Retornar (1)

Si las 4 esquinas estan por debajo del prisma Retornar (0)

Si la diferencia entre las 4 esquinas de ambos paraboloides es corta Entonces
Retornar (VolumenVoxelParab (x1, xr, yd, yu, zb, zf, a, b, ¢, d, £, g))

Fin Si

// subdividir el prima en 8 subprismas.................. .. ...

vol += VolumenVoxelParabRot (x1, x0, yd, yO, zb, z0, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x1, x0, yd, yO, z0, zf, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x1, x0, yO, yu, zb, z0, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x1, x0, yO, yu, z0, zf, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x0, xr, yd, yO, zb, z0, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x0, xr, yd, yO, z0, zf, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x0, xr, yO, yu, zb, z0, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)
vol += VolumenVoxelParabRot (x0, xr, yO, yu, z0, zf, A, B, C, D, E, F, G, H, I, J)

v = (xr-x1) * (yu-yd) * (zf-zb)
Retornar (vol/8/v)
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