9/1994-95
UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA
UNIDAD DE TERCER CICLO Y POSTGRADO

Reunido el dia de la fecha,el Tribunal nombrado por el
Exemo.Sr.Rector Magfco. de esta Universidad, el aspirante expuso
esta TESIS DOCTORAL.

Terminada la lectura y contestadas por el Doctorando las
objeciones formuladas por los sefiores jueces del Tribunal,éste
calificé dicho trabajo con la nota de _4®T0 “CUH Laude”

Las Palmas de G. C.,a 23 de Noviembre de 1994.
El Presidente: Dr. D. Francisco Rubio Royo,

El Vocal: Dr. D. Robertd Moreno Diaz,

El Vocal: Dr. D! Luis Gavete Corvinos,

A

El Vocal: Dr. D. Alfredo’Bermiidez de Castro,

El Doctorando: DAManuel Jests Gakin Moreno,

I EVTIROA LA YT A A
BIBLIOTECA U FLARIA

LAS PALMAS DE G. CANARIA

N.° Documento __(SiLij;_Z‘_w
, N.°Corpia 3\” : sﬁg

-
5
8
]
s
K]
@
H
2
]
5
s
g
2
3
2
a
o
I
g
5
=]
5
g
s
k]
3
8
s
@

los autores. Digitali

© Del



Universidad de Las Palmas de Gran Canaria

Departamento de Matematicas

Tesis Doctoral

“Avances en el Metodo del Residuo Minimo
Generalizado (GMRES), su desarrollo en
ANSI-C con algoritmos de vectorizaciony
paralelizaciony sus aplicaciones al MEF"

Presentada por: D, Manel . Galin Moreno
Dirigida por: D« D. Gabricd Winter Abthaas
De D, ?amw Montoro ?a/oa/’a

El Doctorando El Directo

Fdo. Mayyel J. Galan Moreno Pdo. Gabriel Winter Althaus Fdg. Gustavo Montero Garcia

Las Palmas de Gran Canaria a 21 de Septiembre de 1.994




2002 °

eysieAluN B28]ol|dIg "D9d TN Jod epeziess

161q “seJojne so|

1eae



ﬂgrac{ecimientos:

Deseo expresar mi gratitud por la ayuda, colaboracién y apoyo prestados
en la realizacion de la presente Tesisﬂ Doctoral:

A mis Directores de Tesis: Prof. D. Gabriel Winter Althaus y Dr. D.
Gustavo Montero Garcia, a quienes, sin duda, “robé” mucho tiempo de
dedicacion familiar.

Al Dr. D. Pedro Almeida Benitez, Tutor, que dirigié mis primeros pasos
en la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria.

A los miembros del Centro de Investigacion Interdepartamental de
Aplicaciones Numéricas en la Ingenieria (CEANI) y en especial al Dr. D. Pedro
D. Cuesta Moreno, que me dedicé mucho de su tiempo y atencion.

A los miembros del Departamento de Matemdticas y a la Universidad de
Las Palmas de Gran Canaria que hicieron posible, con su aportacion de medios,
y el apoyo que siempre recibi por su parte, la realizacion de la presente Tesis.

Finalmente deseo hacer un recuerdo en estas pobres lineas del estimado
compariero y amigo que nos abandoné de forma inesperada el Profesor D.
Miguel Galante Guille.

A todos ellos, mi mds sincero agradecimiento.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



Resumen de l1a Tesis:

La presente tesis doctoral titulada “Avances en el Método del Residuo Minimo
Generalizado (GMRES), su desarrollo en ANSI-C con algoritmos de vectorizacién y
paralelizaci6n y sus aplicaciones al Método de los Elementos finitos”, desarrolla una investigacién
intimamente enraizada en el campo de la Matemadtica Aplicada.

Uno de los problemas actuales m4s importantes y con mayor repercusién en los campos de
la Ciencia y de la Tecnologia es la resolucién de Ecuaciones en Derivadas Parciales por el Método
de los Elementos Finitos.

Por la discretizacién del operador integral, aparecen grandes sistemas de ecuaciones con
una caracteristica muy importante: la mayorfa de las entradas son nulas (matrices huecas).

En la presente Tesis se desarrollan varios puntos:

- Mejora substancial del conocido método iterativo de Residuos Minimos Generalizado
para la resolucién de sistemas.

- Uso de varias técnicas de optimizacién de convergencia basadas en el uso de
precondicionadores.

- Nuevo procedimiento de ensamblaje de las matrices de “rigidez”.

- Nuevo esquema de almacenamiento de dicha matriz (almacenamiento hipercompacto)
que no s6lo minimiza el uso de memoria RAM sino que también permite la vectorizacién y
paralelizacién de las operaciones.

- Desarrollo de varias aplicaciones “test”, para comprobar la validez del método y la
mejora substancial que representa, si.endo posible la resolucién de grandes problemas con

herramientas informdticas no demasiado sofisticadas en tiempos razonables.
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INTRODUCCION

La resolucién por el método de elementos finitos de problemas
de contorno estacionarios o evolutivos, formulados en ecuaciones en

derivadas parciales, envuelve dos pasos:

En primer lugar el problema es formulado a partir del modelo
matematico, en forma variacional. El segundo paso corresponde a la

resolucién numérica del problema variacional en dimensién finita.

En esta etapa, en primer lugar, se genera una adecuada

discretizacién geométrica del dominio espacial.

En segundo lugar tenemos que, de acuerdo a la discretizacién
funcional adoptada para la resolucién del problema, construir la
matriz “de rigidez” global del sistema por ensamblaje o suma de

contribuciones de todos los elementos finitos del mallado.

Finalmente debemos abordar la resolucién del sistema, siendo
de interés el disponer de un método robusto de resolucién de sistemas

de ecuaciones.

Asimismo es de interés cuantificar el error en la solucién

obtenida, mediante métodos de estimacién del mismo.

La primera parte de la resolucién depende de la clase de
problema: sus particularidades fisicas, la formulacién del modelo
‘matemadtico, etc., no asi la -segunda parte que es mas general en la

resolucién numérica.
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En la segunda etapa, debemos tener en cuenta las siguientes

consideraciones:

¢ Obtenida la matriz global de rigidez debemos acometer la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales de orden elevado y con un alto
porcentaje de entradas nulas. Este efecto se hace notar de forma

incluso mayor en la resolucién de problemas en 3D.

¢ La distribucién de las entradas no nulas es aleatoria cuando se
utilizan mallados no estructurados y tras varias posibles etapas de
refinamiento y desrefinamiento, o tras varias etapas de adaptacién de

la malla.

¢ Sistemas mal condicionados: Algunas veces las restricciones
impuestas y los parametros de la formulacién producen sistemas con

un “nimero de condicionamiento” elevado para la matriz del sistema.

e Adaptabilidad: Aunque nuestra implementacién estara dirigida a la
resolucién de un problema concreto, debemos intentar hacerlo de la
manera mas portable a problemas similares, con el menor esfuerzo

posible.

Todas estas consideraciones nos conducen a los siguientes

planteamientos:

1.Desarrollo del c6digo informatico/computacional en ANSI C, siendo
este lenguaje de programacién portable, muy rapido y flexible para

nuestra implementacion,

2.Uso de un esquema de almacenamiento de matrices optimizado, que

se conoce como esquema “hipercompacto”.
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3.Un método de ensamblaje de la matriz basado en subrutinas de

cadena simplemente enlazada.
4 Eleccion de métodos de resolucién iterativos potentes y robustos.

5.Contemplar la posibilidad de :mplementacién vectorial-paralela, con
el gran ahorro de tiempo que significa, y 1a posibilidad de aplicarse en

futuros desarrollos tanto en “hardware” como en “software”.
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GENERALIDADES SOBRE METODOS DE
RESOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES.

Exponemos en este apartado, teniendo en cuenta el entorno
operacional en el que se sitda la temadtica de la presente Tesis, y a
modo de introduccién, una panordmica general y sucinta sobre la
resolucién de sistemas lineales, a fin de explicar los inconvenientes
planteados por los métodos directos y, por ello, la necesidad del uso de

los métodos iterativos en la resolucién numeérica.

Previamente se recuerdan algunas definiciones y mnociones

basicas con el fin de fijar 1a notacién en posteriores desarrollos.

PRELIMINARES

Definicién de norma matricial inducida por una norma vectorial

y propiedades:

14~
|Al, =max "x[l: =paxad, p=1

Las propiedades mas importantes de dichas normas:

 |4Bl, <|ALIBl, AcSi™ B

m
o |A], = max ZIaijl AeR™" (maximo de la suma por columnas)
M=

o |Al. = max 21|aq| AeR™”" (méximo de la suma por filas)
J:

o ||A||2 = Jmax A,

A; € yvalores propios de (ATA)} (esta norma es

invariante si se realiza una transformacién ortogonal).
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Se recuerdan las siguientes definiciones:

Radio espectral de una matriz cuadrada real como:

p(A)=

le{valoresprop,osm }{l I}

Ntumero de condicionamiento de una matriz cuadrada real:

€, () =[4],Ja7],

Nociones sobre niimeros en coma flotante

Cada operacién llevada a cabo por el ordenador va acompaiiada
de un error de redondeo debidos a los condicionantes fisicos de estas
maquinas que sélo son capaces de representar un subconjunto de los
nimeros reales. Este subconjunto es llamado nimeros en coma
flotante y queda determinado por: La base B, la precisién t, y el

intervalo que define el rango del exponente [L,U].
El subconjunto F consiste en los nimeros que tienen la forma:
f=xdd,..d, xB° 0<d,<B, d,#0, L<e<U
También se afiade el cero. Hay que tener en cuenta que para un
valor no nulo fe F tenemos que:
m<|F|<M
donde m=8",M=BY(1-B~).

En un modelo de aritmética de computador el conjunto G se

define como:

G ={x e Rim < |x| < M}U{0}
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Y el operador fl(oat): G—F, donde fl es una aplicaciéon de los
ntimeros reales del subconjunto G en su representacion

computacional. El operador fl cample que
Alx)=x(1+¢) le|l < u xeG
Donde “u” (precisiéon del computador) se define como u =%[51"'.

Debido a esta representaciéon se pueden producir perdidas extremas
de digitos significativos cuando se efecttian computos aditivos entre

numeros de magnitudes muy dispares.
Métodos Directos

Algunos de estos métodos se usan como tales, o bien como

precondicionadores (en forma modificada) en los métodos iterativos.

La idea esta basada en la eliminacién. Sin embargo, usando este
método en la practica, vemos que este tiene algunos inconvenientes.
En primer lugar, los errores de redondeo pueden falsear la solucién

final; en segundo lugar, pueden fallar incluso en problemas simples.

La solucién puede cambiar si la matriz y los términos
independientes sufren pequefias variaciones. Esto conduce al uso de
procesos mas estables donde se introduce el “pivoteo”. A continuacién

se dan las propiedades del proceso de eliminacién Gaussiana.
El método de eliminacién Gaussiana

Es el algoritmo de eleccion cuando la matriz A es cuadrada no

singular, densa, y relativamente pequeiia.
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Calculo de la descomposicion LU

Se demuestra que se puede fabricar una transformacién de

Gauss M, M_, tal que la matriz U dada por

M, M,_,..M, M, A=U

Sea triangular superior. En consecuencia el algoritmo para
calcular las M, supone que la transformacién de Gauss esta

determinada y es tal que:

(&-1) (k1) J*L
A(k—l) =M M A= All A]Z
ey M 0 1)

2 n—k+1
k-1 n—k+1

donde AS™ es triangular superior. Si

ag_l) ‘e agl‘_l)

A -

k-1
Yy g

es distinto de cero, entonces los multiplicadores
= 0D g )
I, =a; " /a; i=k+1.....n

estan definidos. Por tanto si M, =I—-a®e! donde

(ky _ T
a —(0,....,0,l,c+1,,c,....,l,,k).
entonces

k) ORk
A® = pg AGD | A An
k 0 ()
2
k n~k

n—k
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con AP triangular superior. Esto ilustra el paso k-ésimo de la

eliminacién Gaussiana. Si los pivotes a4 ™ #0 para k=1,...,n—1

entonces

A"V =M _ ..MA=U

La inversa de M, ... M, puede ser dada por
n-1 . n-1 .
L=M,,..M)" =[Ja+a%)=1+ aV
i=1 i=1

La matriz es triangular inferior y la diagonal (L.)=I. Esto implica

A=LU.
Coste computacional de la eliminacién Gaussiana en matrices densas:
# Eliminacién Gaussiana 0(2n%3)
® Sustitucién progresiva O(nz)'
e Sustitucién regresiva Oomn®

Para poder evaluar el efecto que sobre la solucién tiene la
perturbacién sobre las matrices A y b hacemos uso del nimero de

condicién (condicionamiento).

Segiin los teoremas demostrados para el analisis de estabilidad
de la eliminacién Gaussiana (ver Golub, Van Loan[24]), ésta puede
producir de forma arbitréria resultados inexactos incluso en el caso de
sistemas bien condicionados: el método puede ser inestable,

dependiendo de la matriz.

Para evitar estos efectos indeseables se recurre con frecuencia a

la técnica del “pivoteo”, pudiendo ser total o parcial.

realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007
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También se recurre, a veces, al llamado refinamiento iterativo,
que no suele dar unos resultados mejores ya que la ventaja que
presenta de utilizar menos espacio de almacenamiento (al utilizar
una menor precisién inicial) queda anulada por la necesidad de
conservar la matriz original, no siendo posible la factorizacién “in

situ”.

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva la
factorizacion LU se simplifica de forma notable dando lugar a la
llamada factorizacién de Choleski, donde A = LU = LL” obteniéndose

un considerable ahorro en uso de memoria y CPU.

En muchos casos, la resoluciéon de los sistemas lineales
involucra la resolucién de las llamadas matrices “sparse” o huecas.
Estas matrices tienen un gran nimero de estradas nulas. También
ocurre que los sistemas que aparecen el MEF, sobre todo en 3D, son

de un orden muy elevado.

[(a, 0 a, 0 0 O]

Tenemos, pues, dos condicionantes: por un lado las matrices

son huecas y ademis de un orden muy elevado.

Claramente debemos aprovechar estas propiedades de las

matrices a la hora de su resolucién.
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Muchos han sido les esfuerzos empleados para la resolucién de
matrices huecas de orden elevado mediante los métodos directos:
técnicas de almacenamiento que aprovechan el alto nimero de
entradas nulas de la matriz, como es el almacenamiento en banda, en

“linea de cielo” (skyline), etc.

También las técnicas de reordenamiento para minimizar el
espacio de almacenamiento y también el llamado “efecto de relleno”
(fill-in) que se produce en la resoluciéon por métodos directos. (ver

Almeida[2]).

Sin embargo, el orden de los sistemas introduce un nuevo factor

que hace inestables a los métodos directos de resolucién.

La apariciéon de los computadores, su elevada velocidad de
cdlculo y su automatismo, hicieron posibles la resolucién de grandes
sistemas y dieron un nuevo auge a los llamados métodos iterativos de

resolucién.

METODOS ITERATIVOS

Estos métodos, por contraposicién a los directos, se basan en la

obtencién de una secuencia de soluciones aproximadas {x ,—}, 1
J=l...n

partir de una solucién inicial x, mediante un esquema del tipo

X, =P(x J.,...,xo). La anterior secuencia debe ser convergente de

forma que limx, = x donde “x” es la solucién exacta del sistema.

n—yeo
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Los métodos iterativos vienen afectados del llamado error de
truncamiento ya que, obviamente, nunca se podra realizar de forma
efectiva el paso al limite. Sin embargo, los errores de redondeo no se
transmiten de forma tan acusada como en los métodos directos en las
diversas fases de su implementacién; lo que los hace apropiados para

la resolucién de sistemas de orden elevado.

Dentro de los métodos iterativos, podemos considerar los
métodos basicos (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR, Chebyshev, etc.) y
los métodos avanzados entre los que se encuentran los llamados
métodos de Krylov (Gradiente Conjugado, Doble Gradiente
Conjugado, GMRES, CGR, QMR, etc.)

Meétodos Iterativos Basicos

Estos métodos se pueden emplear como tales, o bien, como
auxiliares o “precondicionadores” de métodos més avanzados

(precondicionador SSOR, Método Multimalla, etc.)

Los métodos iterativos bdsicos se fundamentan en una

descomposicién aditiva de la matriz del sistema. Dado Ax=b, el
proceso de actualizacién viene dado por x** =x® +M'1(b—Ax("));

claramente la eleccién de “M” es crucial para asegurar la convergencia

de estos métodos.

La anterior formulacién se puede escribir Mx*" =Nx® +b

donde A=M-N

11
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Si consideramos la descomposicion aditiva de la matriz en forma
de A=D+L+Udonde “D” es la diagonal principal siendo “U” y “L”
las partes estrictamente triangulares superior e inferior,

respectivamente, de la matriz “A”, podemos obtener:

Método de Gauss-Jacobi: M =D; N=—L+U). La convergencia

de este método depende de los valores propios de M™'N, en concreto,

serd convergente cuando p(M"'N)<1

Cuando M=D+L; N=-U obtenemos el llamado Método de

Gauss-Seidel. Este método es una mejora sobre el anterior en el

sentido de que usa mejor la informacién actualizada.

Si introducimos un parametro € Ry consideramos la siguiente
formula de iteracién: M x** =N _x* +wb; donde las matrices se
definen como: M, =D+0L; N, =(1-®)D-wU, se obtiene el Método

3 »

de Relajacion Sucesiva o SOR. Cuando “o” es menor que 1,
obtenemos la subrelajacién y cuando es mayor la sobrerrelajacién. Si
=1, obtenemos el método de Gauss-Seidel. El método SOR se puede

considerar como un Gauss-Seidel acelerado.

Otro método de aceleracién muy importante desde el punto de
vista teérico es el método de Chebyshev, basado en la aproximacién
polinémica del mismo nombre. Este método nos proporciona una cota
de la velocidad de convergencia de los métodos iterativos, mediante el

siguiente resultado tedrico (ver Golub, Van Loan[24]):

Si M'A es simétrica y definida positiva y aplicamos el Método

de Chebyshev obtenemos la acotacién:

12
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K,(MA) -1
\/1( (M7A)+1

k
b -, <2 < -,

Vector de inicio y criterio de parada

Normalmente, y si no hay informaciéon adicional, por
simplicidad computacional, se suele elegir como vector de inicio el

vector nulo.

En lo referente a los criterios de parada, podemos considerar

varias posibilidades:

1 [b-Ax®| <e
2
[b-Ax®|.
|b—Aﬂ”_S£
2
"b - Ax®

2 < e que es equivalente al anterior cuando el vector

de inicio es nulo.

[b—ax®],

1. 1y

4.

Quiz4 de todos ellos el mejor sea el criterio (3) ya que se tiene la

siguiente acotacién en funcién del nimero de condicionamiento de A :

K,(A)

-], .
I

[b - ax*]

[

2<€

SK,(A)

Ademas se tiene el adecuado efecto de “escalamiento” en la

evaluacién de este criterio de parada.

13
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En algunas ocasiones se han de tener en cuenta criterios de

orden fisico, dependiendo del problema que se intente resolver.

En cualquier caso se ha de tener siempre en cuenta la precisién
de la mdquina “u” de manera que la norma del residuo nunca podra

ser menor que K(A)u.

Esto impone restricciones en la tolerancia impuesta a la
solucién final que dependen, no sélo de la precisién de la maquina

empleada, sino también del condicionamiento del sistema.
Métodos de Krylov

En los Métodos Bidsicos hemos podido obtener las sucesivas

actualizaciones mediante férmulas recursivas, lo que hace que:

X, €%, + LMt MPAMr, )., (M7'A) (M7, )}

K'(M7A;M™'r,) = LM ', MPAMT'Y, ..., (M7A) ™ (M7, )}

Siendo éste el llamado Subespacio de Krylov.

El primer método que usa explicitamente el Subespacio de
Krylov es el Método de Gradiente Conjugado (CG) que se puede

aplicar cuando la matriz es simétrica y definida positiva.

Este método nos da la siguiente acotacién en las sucesivas

iteraciones:

V k
=), <2 SR -]
2

14
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Cuando la matriz no es simétrica o positiva, tenemos varios

métodos de resolucién como son el Bi-CGStab o el GMRES.
Métodos Iterativos en Espacios de Krylov generalizados

Cuando pasamos a matrices generales no simétricas y/o no
positivas las dos propiedades importantes que caracterizan al método
de gradiente conjugado: “minimalidad” y “optimalidad” (minima
longitud de recurrencia y 6ptima minimizacién del residuo); no se
pueden seguir manteniendo simultdneamente en la implementacién

de los métodos de resolucidn.

Los métodos iterativos generalizados basados en el subespacio
de Krylov forman una familia de algoritmos de mucho interés en la
resolucién iterativa de sistemas de ecuaciones lineales para matrices
generales no singulares, por tanto, de aplicacién general al 4mbito de

sistemas con matriz no simétrica tanto reales como complejas.

Dado un vector inicial x,, que aproxima la solucién del sistema A
x = b, y el vector residual r,, r, = b - A x,, se define el espacio de Krylov

para la matriz A y el vector r,:

K'(Ar)=L{r, Ar, A'r,,... . A7 }

Esencialmente existen tres vias para abordar la resolucién en el

caso no simétrico:

1) A través de la llamada “Ecuacién Normal” :A"Ax = A”b con

métodos de tipo gradiente.
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2) Mediante la construccién de una base del Subespacio de

Krylov considerando relaciones biortogonales de tres términos.

3) Determinando explicitamente todos los residuos para la
obtencion de una base ortonormal del subespacio de Krylov (Arnoldi,
Gramm-Schmidt), (ver Brown[7])

Usando la primera opcién surgen los llamados métodos de
gradiente conjugado de la normal: CGN tambien conocido como
CGNR o CGNE y también destaca el llamado LSQR (minimos
cuadrados) que también se puede aplicar en la resolucién de sistemas

sobredeterminados.

Entre ellos se tiene el método CGN en el que a partir de la

ecuacion:

X, =%, +(Afro,(ATA)ATro,v(ATA)zATrO,...,(ATA)”‘IATr())

y minimizando

.|, en el subespacio de Krylov se obtiene que:

r,,J_L{(ATA)rO,(ATA)2 ro,...,(ATA)"rO}

El resultado de convergencia que se obtiene en este

procedimiento es:

(-1
Il \x+1
También se demuestra que, en aritmética exacta, el método

converge a la solucién “exacta” en “n” iteraciones, al igual que el

gradiente conjugado.
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El inconveniente del anterior método viene dado por la posible
propagacién, a través del calculo de los sucesivos residuos, de los
errorres de redondeo; que puede producir un estancamiento en la tasa
de convergencia en las aplicaciones reales, que le hacen poco ttil en

diversas ocasiones.

Por ello se puede elegir la alternativa de recurrir al método
LSQR, que es mas robusto frente a la propagacién de errorres de

redondeo.

Este método se basa en la aplicacién del método de Lanczos al

w0 a)-(o)

Entre los métodos que se pueden encuadrar en el apartado 2),

sistema auxiliar:

podemos considerar: el BiCG, QMR, CGS y mads recientemente el
BiCGStab. Estos métodos tienen cortas recurrencias (minimalidad),
pero no la propiedad de optimalidad, ademads exige que la matriz del

sistema sea positiva.

El método BiCG se basa en la aplicaciéon del gradiente

conjugado al sistema auxiliar:
0 AYr 3 b
AT of\x) \b
El inconveniente del anterior método es la necesidad de obtener

explicitamente A* (como en todos los métodos anteriores), sumado a

un mayor coste computacional.
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Variantes de este método como el CGS consiguen disminuir el
coste computacional al no requerir multiplicaciones por la
transpuesta de “A”, no obstante presenta en muchas ocasiones un
comportamiento de convergencia irregular, siendo, a veces,
divergente; de hecho el CGS “converge” o “diverge” mas rapidamente

respecto al BiCG en un factor entre 1y 2.

El QMR basado en la descomposicién triangular QR, presenta
un comportamiento de convergencia més regular que el BCG pero no

mejora de forma significativa la velocidad de convergencia.

El método BiCGStab se basa el expresar los residuos sucesivos
de la siguiente forma: r,=Q,(A)P,(A), donde P(x) y Q(x) son

polinomios y particularmente,
0;(x)=(1-0,x)1-w,x). ..(1 - a)jx)

Donde el valor de ®; en la correspondiente iteracién se elige de

forma que minimice el residuo.

Exige, en comparacién con el CGS, la obtencién de dos productos
escalares adicionales en cada iteracién, presenta la ventaja de ser de
corta recurrencia y “cuasi-optimalidad”, no hay, de momento,
resultados tedricos de convergencia aunque los experimentos
numéricos parecen indicar un comportamiento suave de convergencia
y mucho menos erratico que el CGS. Existen diversas variantes de

este método segiin el procedimiento elegido para la minimizacién de
los ®;.
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La tercera via nos conduce a los métodos de residuo minimo
generalizado, en los que las recurrencias son largas, pero se mantiene
la deseada optimalidad. Ello produce métodos robustos y fiables de
aplicacién general (GMRES), que ademas no exigen la positividad de

la matriz del sistema.

Para una discusién y comparacién entre los diversos métodos,
asi como los detalles de implementacién computacional, y otras
variantes de los mismos, se sugiere la consulta de: Nachtigal[33],
Sonneveld[46], Van der Vorst[49], [50], Gutknecht[25], Vuik[51],
Paige y Saunders[33].
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AVANCES EN EL
METQDO DE
RESOLUCION




PROPUESTA DE RESOLUCION DEL SISTEMA DE
ECUACIONES

Saad y Schultz propusieron en 1986 el método de Residuo
minimo generalizado: “Generalized Minimum Residual” (GMRES)
para la resolucién numérica de un sistema lineal no singular de

ecuaciones algebraicas:
Ax=b (1)

El GMRES es capaz de resolver este sistema incluso sin
requerirse condiciones restrictivas, como pudiera ser el exigir que la

matriz A sea una matriz simétrica y/o positiva.

Asi disponemos de una de las mds serias alternativas de método
de resolucién general de un sistema de ecuaciones de orden alto, por
su robustez y las posibilidades de vectorizacién y paralelizacién del

método.

Sin embargo, el método GMRES puede consumir mucho tiempo
de CPU y/o memoria. De hecho, hay cierta clase de matrices (matrices
circulantes) en las cuales el GMRES sélo resuelve exactamente
después de invertir un nimero de iteraciones igual al orden del

sistema.

Hay otros problemas en la implementacién practica del GMRES

completo o estdndar: la norma del residuo no se calcula directamente

como [[b—Ax| sino que se evalia en forma indirecta como || Be, —H,y k";

esto conduce a errores de redondeo que pueden desvirtuar la

convergencia del método.
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Aparte de la formulacién cldsica del GMRES, podemos
considerar su encuadre, desde el punto de vista tedrico, en una clase
mas extensa de los algoritmos ABS (Abaffi, Broyden, Spedicato); cuya

formulacién seria la siguiente:
Formulacion ABS del método GMRES

La clase ABS de algoritmos, (ver Abaffy y Spedicato[1]), es la

clase mds general de algoritmos de la forma
X,.=X-3p 1.1

Con la particularidad de que cuando la aplicamos para resolver

EY

el sistema lineal
Ax=b, xe R’ beR" (1.2)

Donde A = (a,,...,a.)’, la solucién x* se obtiene algin punto

inicial arbitrario x, en como méximo m pasos, x* =x _,.
La clase se basa en el siguiente procedimiento.
El algoritmo ABS escalado

Sea x, € R" arbitrario, sea H, € R™ arbitrario no singular,

asignamos i = 1 y iflag = 0.

Sea v, € R" arbitrario tal que v,.,v, sean linealmente

independientes. Calculamos el vector residual . Si r;, = 0, parar, x, son

las soluciones del sistema. Si no es asf, calculamos el escalart;, = v]

y el vector s, = HA'v,

21

iversitaria, 2007

realizada por ULPGC. Biblioteca Uni




Sis#0,ira(4);sis, =0 y t=0,igualamos x,, =x,, H,, = H,
iflag = iflag +1 eir a (7) sii < m; en caso contrario parar;sis, =0y t#

0, igualamos iflag = —i y paramos.

Calculamos el vector de bisqueda p, mediante p,=H z, donde

z, € R" es un vector arbitrario que cumple la condicién z] H, ATv,#0 .

Actualizar la aproximacién de la solucién mediante x,,, = x, - a.p,,

donde o, se obtiene mediante o,=1,/v] Ap,. Sii = m, parar. x_, es la

m+1

solucién del sistema.

Actualizar la matriz H, mediante H,, =H,—H, A" v,w] H,, donde

w, €R" es una vector arbitrario que cumple la condicién w! H,A"v, =1

Incrementar el indice i en una unidad y volver a (2).

El vector v, es llamado vector escalante y la eleccién v, = Ap, la
cual estd bien definida si A tiene rango maximo por columnas, define
la también llamada subclase ortogonalmente escalada, que tiene la
siguientes propiedades (ver Bodon[41],[5],[6]):

® Los vectores escalantes v, son ortogonales
» Los vectores de biisqueda p, son A" A-conjugados

» El vector x,, minimiza la norma Euclidea del residuo en la

subvariedad lineal x, + L{p,,...,p,}.
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La subclase ortogonalmente escalada contiene dos algoritmos,
uno correspondiente a las elecciones de parametros z, = w, = e, que es
la version ABS del algoritmo QR, siendo la factorizacién implicita
asociada del tipo QR, y otro algoritmo, correspondiente a la elecciones
z. = w, = A'r, que es la versién del algoritmo del gradiente conjugado

de residuo minimo.

El método GMRES, debido a Saad y Schultz (1986), es también
un miembro de la subclase ortogonalmente escalada, en el sentido que
la secuencia x, producida por este método coincide con la secuencia
producida por el método en esta subclase. La forma de producir esta
secuencia es obviamente distinta, aparte del hecho de que, en la

practica, el método GMRES se usa como un proceso iterativo.

Este resultado es por supuesto predecible en vista de la
generalidad de la formulacion ABS (esencialmente sélo aquellos
algoritmos que requieren mas de n iteraciones para resolver un
determinado sistema lineal o que fallen desde algin punto inicial, no

perteneceran a la clase ABS).

EL ALGORITMO GMRES

El método GMRES se introdujo para resolver sistemas lineales
no singulares. Una formulacién standard del método es la siguiente

(ver Saad [42]):

(A) Elegimos un x, arbitrario y calcularr, =6 - Ax, yv, =71,/
I|r.ll.- Sea k = 1.
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(B) Para j = 1,.,k , calculamos via el proceso de

ortonormalizacién de Arnoldi (ver Brown[7])
h;=(Av,w), i=1,..,7j

j
{}j+1 =Av, “Zhijvi

i=]
Si ¥,,, =0, parar. x, es la solucién del sistema. Si no, calculamos
Vi

A
hj+1j_ u Vin “ Vin=
J+Lj

(C) Teniendo en cuenta que r”"=V,_, [ﬁ We, —Hkyk] (ver

Saad[42]), siendo V,,, ortonormal, resolver el problema lineal de

,

minimos cuadrados:
min “ e, —H u
yeRF ﬁ 1 24 2

Donde e, es el primer vector unidad en R™, H, es una matriz

(k+1) x k superior de Hessenberg cuyos elementos son los h, y B=|r|.

Sea y, la solucién del anterior problema de minimos cuadrados. La

forma de la solucién aproximada es
X =X + V.,

Donde V,=[v,...,v,].Si k = n, parar, x,, es la solucién del

sistema. Si no es asi, incrementar “k” a “k+1” y volver a (B).

Ahora demostraremos que el algoritmo de la subclase

ortogonalmente escalada, con los siguientes parametros:

H =Y,z =r;z=Ar_ y>1;w, =az; (a# 0 arbitrario)

1
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Genera la misma secuencia {x} que el método GMRES si m = n.
La prueba de ello consiste simplemente en demostrar que:
L{p,,....p} = Lir, Ar,...A"r} =S,

En efecto: ya que el x, obtenido por el método GMRES
minimiza la norma Euclidea del residuo en x, + S, y la misma
propiedad se cumple para todos los métodos en la subclase
ortogonalmente escalada; se sigue de la unicidad de tal minimizador,

que los dos métodos generan el mismo x,,.

Demostraremos por induccibn que en la subclase ABS
ortogonalmente escalada, para 1 < i < n, se cumplen las siguientes

proposiciones:
. j=1 ’
i)r,e L{r, Ar,...,.A"r}

ii) p, € Lfr, Ar,,...,A"r}
Parai = 1,i) y ii) obviamente son ciertos.
Suponemos que i) y ii) son verdaderos para i =m.

Parai=m + 1,desde r_ € L{r, Ar,,...,A”'r}, tenemos
=Ax,,, —b=A(x, -0, p,) —b=
=Ax, -0, Ap, —b =

=r, —0,Ap,

e L{rn,...,.A"r};

T AT
n p.p; A A
=HT = 1=y A | Ar, =
pm+1 m+1 zm+1 ( JZIPJTATAPJ m

rm+l

m [T AT
=Ar __2 M_A_AIL"_ P,
"R\ AT )T

=l

e L{n,...,A"n}
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Por lo tanto, i) y ii) se cumplen para todo i

Como p,,...,p, son linealmente independientes, obtendremos que
Lip,....p} = Lir, Ar,..,A"r} =S,
q.e.d.
El GMRES truncado

Hay una alternativa al GMRES completo (estdndar): la
posibilidad de reiniciar tras “k” iteraciones. Esto es denominado

GMRES “k-truncado” o GMRES(k).

En este método se reinicia el algoritmo después de “k”

iteraciones y recalculamos “directamente” los residuos.

Nosotros utilizamos una variante de éste iltimo método que

requiere mucha menos memoria.

Debemos tener en cuenta, sin embargo, las restricciones de este

meétodo.

Para mejorar la convergencia del método usamos una versién
precondicionada, propuesta por Saad y denominada método

FGMRES(k) (ver Saad[41]).

Usamos un nuevo enfoque a uno de sus pasos esenciales: la

resolucién del problema (P):

“Encontrar y, € R* solucién del problema:

. (n) »
argmmy"H,,y—ﬁ e1"2 .
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Esto se hace aprovechando la configuracién especial del

problema (P), siendo H, una matriz “casi” triangular y e, el primer

vector de la base canénica en R*".

Asi dado un conjunto {P{l}i= . de matrices precondicionadoras,

©

1.- Inicio: Elegido x© y una dimensién “k” del subespacio de

Krylov; evaluamos
r =p-Ax®, p@ ="r<0)"
’ 2

)

_ r
v, —‘B'TOT
2.- Para j=1, 2, ..., k:
_p-l
§; _Pi V;
w=As

W=w— ih,-jv,
i=1
R ="VA""2
1 .
Vi = P w

j+L.j

3.- Encontrar y, el cual minimiza ||Hky—B(")e1||2, siendo e, el

k+1

primer vector de la base canénica en R*', ye R*, H, es la matriz de

orden (k+1)xk cuyas entradas son los elementos %; obtenidos en el

paso 2.

4.- Calcular la siguiente aproximacion de 1a solucién:
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x"™ =x" +8§,y,

Donde S, es la matriz Nxk cuyas columnas son {s,.s,,...,S, }

(n+1) , B(n+l) = l'(n+l)

5.- Reiniciar: obtener r™ =b-Ax |2; si la

tolerancia es satisfecha entonces paramos; caso contrario se calcula

p

v, =———, e incrementamos el contador del bucle y volvemos al paso
LT g y

Para la minimizacién en el paso anterior (3), realizamos una

alternativa en lugar de la factorizacién tradicional QR de H,, donde

¥y, es la solucién del sistema triangular:
Ry=g, g=QB"e, @

Siendo R una matriz (k+1)xk triangular cuya ultima fila es
cero, y Q una matriz de orden (k+1)x(k+1) dadas por el producto de
las matrices de rotacion de Givens G,,...,G,,...,G,, donde

G, =G(j,j+18,)52]

Procedimiento alternativo propuesto

Multiplicando “formalmente” por la matriz H,, consideramos la

proyeccién ortogonal sobre el subespacio de las soluciones, con lo que

el problema (P) queda (ver Galan [19]):

H;Hky = H;B ™ € 3
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Asi podemos tratarlo como un problema tipo minimos cuadrados
(un sistema lineal sobredeterminado “especial”). Obviamente la
matriz producto no deberd ser calculada explicitamente, pues daria
lugar a un coste innecesario como mostraremos a continuacién; y, por

otro lado tendriamos un indeseable incremento de la inestabilidad

numérica. En lugar de ello, descomponemos el producto “formal” HH,

en una suma como sugiere la estructura de la matriz H, .

Examinando H, en detalle, vemos que es una matriz (k+1)xk

con la estructura:

H= M,
k 0

La primera fila constituye un vector (u;) de dimensién k y las

siguientes forman una matriz triangular superior M, :

u, =h, i=1...,k
m; =h

ij=1..k )

isl,

Basado en esto, mostramos el esquema de multiplicacién de la
matriz

U, o %

podemos observar que el (i, j)-ésimo elemento de H}H, es:

k
W+ m,m,
p=1
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Siendo u; la i-ésima componente de u, y mp; el (p, i)-elemento

de la matriz M, .Esto da lugar a:

(“k ®u, + M;Mk) y=H,B%e, (5)

Observando el miembro derecho de la ecuacién (3), tenemos:

(6)

t —
Hie, =u,

Asi, usando las ecuaciones (5) y (6), obtenemos la siguiente

formulacién del problema:

n (7)
(uk ®u, +M}CM,¢) y=u,B"

Llevando el producto externo al segundo miembro y aplicando

las propiedades asociativas de multiplicacién de matrices, tendremos:

MM, y = u, (8 - (u,,y)) ®

Introduciendo un parametro escalar:

A® =B ~(u,,y) ©

y considerando un vector auxiliar z:

y=A"z (10)

por tanto,

M.M,z=u, 11y

Lo que constituye un “doble” sistema triangular, el cual puede

ser ficilmente resuelto para z por “doble” sustitucién regresiva con

bajo coste, por ser M, y M, matrices triangulares superior e inferior

respectivamente.
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Después de obtenerse el vector z,, de dimensién “k”, solucién de

(11), podemos obtener A™ desarrollando (9) y usando (10):
AW =B™ —(uk,yk) =p"™ —l(")(uk,zk> (12)

Despejando obtenemos:

A =—L (13)
1+(uk,zk>

Puede comprobarse que (u,,z,)20:
(u,‘,z,‘)=<M}‘M,cz,‘,z,‘>=(||M;‘z,c"2 )2 20

Y por consiguiente el algoritmo no degenerara.

Finalmente, se calcula y, usando (10).

El residuo y su norma

El nuevo calculo del residuo se basa en el resultado (ver

Saad[42]):
r" =V, [B(")ex —Hkyk] (14)
Usando la descomposicion de H, en (u}c) y M,, la primera

componente del vector (H,y, ), de orden (k+1), es el producto escalar

(u,.y,) y el resto de las componentes vienen dadas por el vector

(M,y,) de dimensién “k”. El vector r™" de orden (k+1) viene dado

por:

£ =B e, ~H,y, (15)

A partir de (12), su primera componente es A™ y el resto son

ahora:
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~M,y, =-A"M,z, = A"z, (16)
donde 2z, puede ser obtenido en el primer remonte de (11).

Asi se reduce el cdlculo del nuevo vector residual a:

(n+1) — A(n+l) (17)

r Pty

A partir de (17), y teniendo en cuenta que V,,, es unitaria,

tenemos

i; (n+1)

, (18)

D " —
2

Lo que supone un menor coste.

Una alternativa de resolucién es, por tanto, el método

FGMRES(%) modificado que a continuacién se describe.

De acuerdo a la exposicién anterior, el algoritmo modificado de

FGMRES(%) es:

1.- Inicio: Elegido x® y una dimensién %2 de los subespacios

Krylov; obtenemos

0)
© _ © RO _ [0 _
r”=b-Ax", B —ﬂr "2yvl— R

r
B
2.-Paraj=1, 2, .., k:
S; =Pj'1vj
w=As

h. =<W,Vi>, i"—‘]’-"’j

)
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Ry = "M'z
v, = 1 w
j+l hj+1,j

3.- Resolver M,z=u, y M,z=2, por doble remonte.

Obtener A, y, y £

)
Yk—;‘ z,

A (D)
700 =A™

i;(n+1)__
B I N o
F, =-A"Z, i=1..k

Con la descomposicién en u, y M, de H, dado por (4).

4.- Calcular la siguiente aproximacién de la solucién:

x"D =x™ +8§, y,

donde S, es la matriz de orden Nxk cuyas columnas son

{51,858, }

5.- Reiniciar: calcular @ = ¢

fin; caso contrario obtenerr™" =V, #®* siendo V,,, la matriz cuyas
(n+1)

columnas son {v,,....v,, }, ¥,v, = Incrementar el contador del

B (n+1) °

bucle e ir al paso 2.
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Estrategias de eficiencia computacional

El proceso de cdlculo del vector y, puede ser implementado

facilmente en cualquier plataforma con bajo coste y usando

subrutinas bien conocidas de resoluciéon directa.

En caso de disponerse de un “hardware” apropiado, estas
subrutinas pueden ser vectorizables y paralelizables usando métodos
estandar de vectorizacién y paralelizacién para sistemas lineales
triangulares. (En general, y considerando los casos en que %2 no es
excesivamente grande, quizd, la paralelizacién no seria “econémica”

teniendo en cuenta la sobrecarga que ella misma implica).

ALGORITMO DE RESOLUCION GMRES(VARIABLE)

A partir de experiencias numéricas parece que el uso del método
GMRES (entendiendo por éste la biisqueda de la solucién para una
tolerancia preseleccionada sin truncar el algoritmo) pudiera significar

- 1a mejor alternativa; no obstante esto significa, también, un alto coste
en requerimientos de memoria. El uso de GMRES(k) se apoya, por

otro lado, en una dimensién “k” fija para el subespacio de Krylov.

En efecto, hay un compromiso entre incrementar el valor de “&”
con el objeto de alcanzar la solucién numérica sin reiniciar y, por otro
lado, tomar un valor fijo para la dimensién del espacio de Krylov, el
cual podria darnos la solucién después de varios pasos del algoritmo

truncado con su consiguiente ahorro en el uso de memoria.
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Es claro que para un sistema lineal cualquiera no puede ser
preestablecido el valor de “2” que optimice el tiempo de CPU y la
memoria requerida, o incluso tal que asegure la convergencia del
(F)GMRES(k). Esta eleccién de un valor apropiado es decisiva, no
unicamente para optimizar los recursos sino para obtener un esquema )

convergente.

Por consiguiente seria de interés determinar por adelantado el
valor de dicho parametro, sin embargo, parece que actualmente no
existen tales “predictores”, o en caso de estar disponibles, el coste
computacional para obtenerlos seria prohibitivo por ser un problema
de igual o superior orden a la propia resolucién del sistema. La dnica
posibilidad que nos queda es construir estrategias de tipo

ensayo/error.

Estas consideraciones conducen al siguiente algoritmo

propuesto (F)GMRES(variable), cuya implementacién corresponde a:

i;( n+l)

a

1. En un primer paso se evalia la norma del residuo ,

través de “evaluacién indirecta”, considerando una nueva
“subtolerancia” que puede ser en general una funcién 7Tol’ = f(Tol) e

incrementamos “2” en pasos de uno en uno, buscando el valor de “&”

=
L < Tol’.

[l

que verifique

2. Habiendo alcanzado este valor de “k”, reiniciar el algoritmo
como un GMRES(k) (truncado) estandar para alcanzar la tolerancia

exigida 7Tol.

35

iversitaria, 2007

realizada por ULPGC. Biblioteca Uni:

© Del



Hay varias consideraciones a tener en cuenta en las
aplicaciones, que debemos sefialar en esta nueva aproximacién al

método GMRES(k):
1- El valor de Tol’ debe ser mayor o igual que Tol.

2- El orden “k” no se conoce de antemano, por tanto, los
requerimientos de memoria no son conocidos, no obstante la memoria
total empleada serd més pequefia que la correspondiente al GMRES

no truncado.

3- Dos criterios adicionales se estableceran para determinar el
maximo orden “k”: agotamiento de la memoria disponible y/o un limite
impuesto. En este caso, alcanzado este valor de “k”, (F)GMRES(k)
debera hacer lo que “buenamente” sea posible, (en este caso

“desfavorable”).

4- La “subtolerancia” Tol’ debe ser bastante pequeiia para
situarse dentro del dominio de atraccién en el cual el (F)GMRES(k)

converge.

5- Reiniciar el GMRES da la oportunidad de aprovechar sus
buenas propiedades de convergencia y minimizar, de paso, el uso de

memoria.

6- E1 GMRES truncado puede ser no mucho mas costoso en
tiempo de uso de CPU que el GMRES no truncado y en algunos casos
puede resultar, incluso, mas econémico (evitando el efecto

acumulativo de los errores de redondeo).
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7- Esta implementacién depende, fundamentalmente, de la

posibilidad de asignacién dindmica de memoria.

Después de estas consideraciones, se ha construido una

aproximacion con el siguiente criterio:

Referente al punto primero y cuarto, y considerando que 7ol se
elige normalmente en un rango entre 10°-10"°, se propone la

eleccién Tol’ =4 Tol .

En relacién al dltimo punto, la implementacién se ha realizado
en lenguaje ANSI-C con sus conocidas funciones de asignacién
dindmica de memoria, que adems4s, a través del estandar ANSI, evita
el severo inconveniente de la aritmética de doble precisién forzada de
las antiguas implementaciones del lenguaje de programacién.

(También pudiera optarse a su realizacién en FORTRAN 90).

Esta implementacién se ha combinado con el uso de
precondicionadores tales como, el diagonal, factorizacién incompleta
LU y Bi-CGStab (con numero de iteraciones fijo); también en este

dltimo caso, considerando la variante FGMRES(k).

El uso de GMRES como propio precondicionador propuesto por
Saad[41] ha sido descartado, considerando que este uso estd ligado a

un esquema de asignacidn fija de recursos de memoria.
La implementacién en ANSI-C

Esta implementacién tiene las siguientes ventajas:
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1- Asignacién dindmica de memoria, lo que hace posible
optimizar la memoria y por tanto poder tratar problemas de mayor

orden.

2- Uso de direccionamiento de punteros, siendo capaces, de este

modo, de hacer que las funciones devuelvan datos maiiltiples.
3- Alto nivel de portabilidad, a través del estandar ANSI.

Por otro lado, el cédigo se ha implementado en el sentido de
hacerle lo mas préximo posible al algoritmo real, evitando el uso de
estructuras complejas que obscurecerian el seguimiento de la

implementacién.

Algunas observaciones deben considerarse en este esquema: una

de ellas es que debido a errores de redondeo, el residuo evaluado como
"[3 e, -H,y ,c“ puede diferir del que se obtendria directamente a través
de e =[b— Ax**]

Por eso es conveniente evaluar el residuo de esta ultima manera

y por ello reiniciarlo después de haber fijado el valor de “k”
(dimensién del subespacio de Krylov). Otra consideracién es que el
criterio de parada ha sido seleccionado de forma invariante a la

escala:

_r‘"“) l < Tol

I
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PRECONDICIONADORES




GMRES Y PRECONDICIONADORES

La técnica del precondicionamiento es de uso comin en los

métodos iterativos de resolucién de sistemas.

El fin que se persigue es el de aumentar la velocidad de
convergencia del método y mejorar sus propiedades de estabilidad

numeérica.

Dado el sistema Ax=b, se toma una matriz A =A"'que
aproxime a la matriz inversa y se resuelve el sistema equivalente
AAx = Ab (precondicionamiento por la izquierda o externo), o bien,
AAA'x = b (precondicionamiento por la derecha o interno). En el caso
de que la matriz A sea factorizable se puede dar también el

precondicionamiento mixto o interno/externo.

TIPOS DE PRECONDICIONADORES

Se pueden considerar dos grandes categorias de
precondicionadores: los precondicionadores de tipo local y los
precondicionadores de tipo global. Los primeros corrigen problemas de
mal condicionamiento local de la matriz y van estrechamente ligados
al tipo de problema; mientras que los segundos son de tipo mas
general y no dependen tanto del tipo de matriz, exigiendo de ésta,
lUnicamente, el que se satisfagaﬁ unas condiciones minimas (entradas

diagonales no nulas, etc.)

Han sido implementados varios precondicionadores en el

algoritmo (F)GMRES(v) para mejorar/acelerar la convergencia.
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Entre ellos tenemos dos categorias: precondicionadores de tipo

directo (constante) y de tipo iterativo (variables).

En la primera categoria ha sido incluido el DIAGONAL,
Factorizacién Incompleta LU Segura: SILU(0) y el SSOR.

En la segunda clase hemos considerado el BI-CGstab.
Precondicionador Diagonal

Es el m4as simple de los precondicionadores, implica inicamente
un escalado en la matriz: dada D, diagonal principal de la matriz del
sistema, se considera la resoluciéon de D'Ax=D"'bcomo sistema
precondicionado por la izquierda (externo) o bien AD'Dx=ben el

caso de precondicionador por la derecha (interno).

Este precondicionador tan simple puede ser en algunos casos
muy efectivo ya que su efecto escalante puede eliminar peligrosos
efectos de inestabilidad numérica por desescalamiento (K. Vuik.

private comm.). Por otro lado, es ficilmente vectorizable/paralelizable.
Precondicionador SSOR

Este precondicionador se basa en el método de Gauss-Seidel
(con parametro de relajacién) y consiste en la descomposicién de la
matriz en forma de suma A=D-E-F donde E es el tridngulo
inferior de A cambiado de signo y F es el triangulo superior también

cambiado de signo.
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La matriz de precondicionamiento se construye como:

-1
A= [% GEDP-ED'(ED- F)] donde ® es el pardmetro de

relajacién que oscila normalmente alrededor de 1.

Este precondicionador es uno de las mds efectivos aunque no es

tan ficilmente vectorizable/paralelizable como el diagonal al

involucrar remontes de matrices triangulares.
Precondicionador ILU: SILU(0)

Este precondicionador se basa en la descomposicién factorial de
la matriz A=LU. Sin embargo, en nuestro caso, ésta factorizacién se

efectuara tnicamente en aquellas entradas NO NULAS de la matriz.

El principal problema que se pueden plantear en este caso el
“pivote casi nulo”, en este caso, se opta por poner una barrera que

desactive esta posibilidad: factorizacién SILU.

Los dos precondicionadores anteriormente considerados, pueden
ser mejorados mediante una reordenacién o renumeracién de la

matriz del sistema.

Hay varios algoritmos propuestos para efectuar dicha
renumeracion, entre ellos podemos destacar el de George, Cuthill-
McKee, CMK inverso, Grado Minimo, “serpiente”, etc. todos ellos de
tipo deterministico (ver Almeida[2], Dutto[15], Cuthill[12],
George[21], Gibbs[22], Martin[30], Tinney[48]).

También es posible una aproximacién estocdstica al problema
mediante el uso del algoritmo de “Simulated Annealing” (ver
Galan[20], Metropolis[31], Otten[36]).
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Estos dos precondicionadores, por su potencia y gran efecto en la
aceleracién de la convergencia del método, son las elecciones mads

claras.
Precondicionador BI-CGStab

Este precondicionador exige la posibilidad de
precondicionamiento variable del GMRES, lo que se consigue en el

FGMRES.

Se basa en aplicar varias iteraciones del Bi-GCStab. Este
método iterativo de resolucién desarrollado en 1993 por Van der Vorst
deriva del doble gradiente conjugado, aunque aprovecha una

optimizacién polinomial para evitar el uso de matrices transpuestas.

La descripcién algoritmica del método podria ser la siguiente

(ver Van der Vorst[50]):
Siendo x, el vector de partida
rp=b-Ax,;p, =0 =0, =1;v, =p, =0

Inicio de bucle: para i =1,2,3,...

P; =<r091'i-1>; B =( P ](__OL_), P; =T, +B(Pi-1 _O‘)i—lvz’-l)

Pia N,

P . S=r_, —0v,; t=As

vz’ =Api; o= <I'O,Vi>’

_{es). r =
@, =>———; X; =X, +0p;, +@O;s; r,=s—-0O;t

i (t,t)’

Fin de bucle
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Podemos observar que no aparece “A™,
Tablas de resultados test

Presentamos a modo de ejemplo la resolucién de un sistema
“sparse” de orden 16340 mediante el FGMRES clasico y nuestro

FGMRES variable. Se solicita una precicién de 10° (Intel 486-DX50)

Tabla de resultados: FGMRES.

FGMRES/SILU(0) tradicional
Tolerancia Orden || Trunc. | Tiempo

1 1 1 1.085
0.0001884 2 1 1.513
2.33E-05 3 1 1.98
9.72E-06 4 1 2.485
6.76E-06 5 1 3.023
4.84B-06 6 1 3.597
3.62E-08 7 1 4.207
2.97E-06 8 1 5.055
2.44E-06 9 1 5.738
2.08E-06 10 1 6.459
1.71E-06 11 1 7215
1.52E-06 12 1 8.008
1.33E-06 13 1 8.838
1.21E-06 14 1 9.708
1.06E-06 15 1 10.81
9.52E-07 16 1 11.748
8.59E-07 17 1 12.722
7.88E-07 18 1 13.733
7.19E-07 19 1 14.781
6.55E-07 20 1 16.063
6.02E-07 21 1 17.182
5.51E-07 22 1 18.337
5.19E-07 23 1 19.528
4.81E-07 24 1 20.955
4,49E-07 25 1 22.218
4.17E-07 26 1 23.516
3.89E-07 27 1 24.852
3.67E-07 28 1 26.422
3.43E-07 29 1 27.828
3.22E-07 30 1 29 27
3.01E-07 31 1 30.75
2.84E-07 32 1 32.464
2.69E-07 33 1 34.013
2.55E-07 34 1 35.6
2.42E-07 35 1 37421
2.98E-07 36 1 39.082
2.18E-07 37 1 40.774
2.08E-07 38 1 42.701
2.00E-07 39 1 44.463
1.92E-07 40 1 46.262
1.83E-07 41 1 48.208
1.75E-07 42 1 50.169
1.67E-07 43 1 52.075

S
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1.60E-07 44 1 54.216
1.52E-07 45 1 56.194
1.45E-07 46 1 58.406
1.38E-07 47 1 60.455
1.31E-07 48 1 62.539
1.25E-07 49 1 64.86

1.19E-07 50 1 67.016
1.13E-07 51 1 69.408
1.08E-07 52 1 71.636
1.03E-07 53 1 74.099
9.80E-08 54 1 76.398
9.30E-08 55 1 78.731
8.84E-08 56 1 81.302
8.41E-08 57 1 83.707
8.00E-08 58 1 86.35

7.61E-08 59 1 88.826
7.25E-08 60 1 91.54

6.93E-08 61 1 94.087
6.60E-08 62 1 96.874
6.31E-08 63 1 99.492
6.02E-08 64 1 102.349
5.74E-08 65 1 105.04
5.47E-08 66 1 107.967
5.21E-08 67 1 111.04
4.97E-08 68 1 113.838
4.75E-08 69 1 116.877
4.54E-08 70 1 119.746
4.34E-08 71 1 122.854
4.10E-08 72 1 125.795
3.85E-08 73 1 128973
3.53E-08 74 1 132.189
3.05E-08 75 1 135.236
2.39E-08 76 1 138.521
1.65E-08 77 1 141.644
1.22E-08 78 1 144.999
1.01E-08 79 1 148.393
8.68E-09 80 1 151.622
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Tabla de resultados: FGMRES(variable), A=1.2

FGMRES(var.)/SILU(0) A=1.2
Tolerancia Orden || Trunc. | Tiempo

1 1 1 1.085
0.0001884 2 1 1.513
2.33E-05 3 1 1.98
9.72E-06 4 1 2.486
6.76E-06 5 1 3.027
4.841-06 6 1 3.602
3.62E-06 7 1 4.213
2.97E-06 8 1 5.06
2.44E-06 9 1 5.745
2.08E-06 10 1 6.465
1.71E-06 11 1 7.229
1.52E-06 12 1 8,021
1.33E-06 13 1 8.851
1.21E-06 14 1 9.917
1.06E-06 15 1 10.82
9.52KE-07 16 1 11.76
8.59E-07 17 1 12.737
7.88E-07 18 1 13.749
7.19E-07 19 1 14.796
6.55E-07 20 1 16.079
6.02E-07 21 1 17.199
5.51E-07 22 1 18.356
5.19E-07 23 1 19.548
4.81E-07 2 1 20.975
4.49E-07 25 1 22.238
4.17E-07 26 1 23.539
3.89E-07 27 1 24.875
3.67E-07 28 1 26.446
3.43E-07 29 1 27.854
3.22E-07 30 1 29,297
3.01E-07 31 1 30.776
2.84E-07 32 1 32.49
2.69E-07 33 1 34,042
2.55E-07 34 1 35627
2.42E-07 35 1 37451
2.28E-07 36 1 39.114
2.18E-07 37 1 40.807
2.08E-07 38 1 42.735
2.08E-07 38 1 43.894
3.80E-08 38 2 86.238
3.82E-09 38 3 128.621

Se comprueba mediante este ejemplo el gran ahorro de memoria
que representa el uso de nustro método sobre el método cldsico y

tambien una cierta ganancia en los tiempos de resolucién.
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Tiempos Comparativos en distintas plataformas

Presentamos, a continuacién, un diagrama comparativo de
tiempos de resolucién del anterior sistema en diferentes plataformas:

AlphaAXP400 (DEC), PARISC1.1 (HP) e i486-DX50 (Intel).

Tiempos comparativos

tiempo (seg.)

140 _

120 [

= = wn = 486

HPS000/730

] ------- AlshaAXP
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ENSAMBLAJE Y FORMACION DE LA MATRIZ GLOBAL

El método que proponemos y que hemos considerado en la
implementacién informdtica en lenguaje C, para el ensamblaje, es el

de cadenas simplemente enlazadas.

Existen varios algoritmos en lenguaje C, para tratamiento
operacional de las matrices “sparse”, asi podemos mencionar a las
cadenas enlazadas (simples y dobles), “arboles binarios”, matrices de

punteros, matrices “hashed”, etc (ver Press[38]).

La principal cuestin en el ensamblaje de las matrices
elementales es el problema de la “inserci6n”. Asi debemos insertar
elementos en la matriz global, en posicién adecuada, y con control de
la matriz, de forma que no se destruya la estructura preexistente ni se

duplique la informacién en memoria.

Tras efectuar el ensamblaje de las matrices elementales,
proponemos almacenar la matriz ensamblada (matriz global del
sistema) en forma comprimida mediante un esquema de
almacenamiento hipercompacto (almacenamiento comprimido sin

ninguna entrada nula).

Como se puede ver en la figura 1, hay dos estructuras definidas;
la primera es de tipo diagonal y la segunda de tipo no diagonal,

siendo la iltima “auto-referenciadora”.
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La matriz global es vista de este modo como un vector de
estructuras diagonales, que sirven como cabecera de las listas
simplemente enlazadas donde se almacenan el resto de las entradas

no nulas de la matriz.
Cada uno de ellos tiene cuatro componentes:
« El valor (en doble precisién) de la entrada diagonal de 1a matriz.

e Un contador (entero) indicando el nimero de elementos no nulos en la

fila.

« La cabeza de dos “cadenas simplemente enlazadas” a través de dos
punteros: uno de ellos a la cadena de los elementos de 1a fila en la

submatriz triangular superior y otra a los de la inferior.
Los elementos no diagonales se componen de tres elementos:
e El valor (en doble precision) de esa entrada en la matriz.
e La posicién de columna (entero).

e Un puntero a la estructura siguiente (de aqui la necesidad de auto-

referenciamiento).

La cadena se termina con un puntero NULL del mismo tipo que

la estructura.
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N — — INULL
Value Column Position
Value | ]
/ \‘\ ,/ Pointer Next
~ Diagonal \ Non Dﬂagonal /
\ / /
| NULL
— > —— NULL
\ \

7
Counter /[ Pointer Upper

\ Fig. 1

Pointer Lower

Nos enfrentamos a tres posibilidades cuando insertamos las

entradas de una matriz elemental:

12: El elemento debe ser afiadido a una posicién preexistente no
nula: la posicién de la columna coincide con uno previo (este caso

siémpre ocurre cuando la entrada es en la diagonal principal).

Unicamente tenemos que anadir el valor al preexistente y esto

es todo, el contador de elementos no nulos permanece igual . (Fig. 2)
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/

\ Fig. 2

22 El elemento insertado es el primero en la lista. En este caso el
contador es incrementado de 0 a 1, los punteros son redistribuidos; el

esquema es resumido en la figura 3.

3¢ El elemento es insertado en una lista. En este caso tenemos
que redistribuir los punteros e incrementar el valor del contador de

“n” a “n+1”.
Hay tres subclases:
1- La insercién es en la mitad de la cadena (Fig. 4)
2.- La insercién es en la dltima posicién (Fig. 5).
3.- La insercién ocurre en la primera posicién (Fig. 6)

En cualquier caso, podemos ver que la insercién de elementos es
bastante simple y directa y tdnicamente supone, a lo m4s, cuatro
operaciones: bisqueda del punto de insercién, actualizacién de

contadores y actualizacién de punteros.
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Este procedimiento permite evitar el uso esquemas de
almacenamiento de m4s consumo de memoria, como los esquemas de

matrices en banda o de estructura de perfil simétrico.

Val.

Cory

~»

Cnt.

¢

0->1 Rg. 3

Val, h%_, NULL
T

Ademads, las operaciones envueltas son simples y réapidas,
maximizando de este modo el beneficio del alto mimero de entradas

nulas.

Si contamos el numero de operaciones, tenemos que el algoritmo

n
de bisqueda en una lista simplemente enlazada es de orden > siendo

“n” el nimero de elementos en la lista; en nuestro caso “n” es muy

bajo debido al alto niimero de entradas nulas de la matriz.
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Referente a la ocupacién de memoria, para una arquitectura
comin, tenemos que un entero ocupa 4 bytes, un puntero es 4 bytes,
también y un nimero en doble precision es 8 bytes, asi tenemos
aproximadamente Nx(16) bytes; siendo “N” el numero de elementos

no nulos de la matriz.

Val Pn
P
Val. Pn Val. Pm—> Val. Paj—» NULL
Po /'Col\ > P P
b n T——a
N n->n+l Fig. 4
VaL
Pn
P
Val Val. YalL
- Pu | —7 |Col Col. Col. —%"
k R T —
~._n->n+1 Fig. 5
Val
Pn
(o~
B e — | ™ oo | ™ e, NULL
e i P P
(ht.\'\ A —
\n->n+1 Fg. 6
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ALMACENAMIENTO HIPERCOMPACTO DE LA MATRIZ DEL
SISTEMA

Hemos considerado un esquema de almacenamiento o
localizacién basado en esquema comprimido de Radicati[39], pero
substancialmente modificado de acuerdo a las posibilidades que ofrece

el lenguaje “C”.

Asi la matriz:

(1 0 -1 00 0 1)
02 01230
1 0 3 0000
A=[0 -1 0 4100
02 0 0501
0 30 0060
2 0 0 1 407

Es representada por dos matrices “melladas”, una de ellas
contiene los valores y la otra contiene la posicién de columna de esos

valores del modo siguiente:

1 -1 1 (3 2 6

212 3 4 3 45

31 2 0
VA={4 -1 1 PA=|3 1 4

5 =21 316

6 -3 2 1

7 21 4 4 0 3 4

VA es la matriz de valores en doble precisién, siendo la primera

columna la diagonal y el resto los elementos no nulos.

PA es la matriz de posiciones, cada entrada en su primera

columna es un indice del nimero de elementos no nulos en la fila.
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Las otras entradas son la posicién de los valores correlativos en
la fila de VA (jen lenguaje "C" el dimensionamiento comienza con

indice 0!).

En este esquema, VA y PA son “vectores” de longitud variable

(vectores de filas) y asi mismo es su ocupacién de memoria.

La implementacién de este tipo de dimensionamiento de
matrices es dado a través de un esquema de “doble direccionamiento”

en el cual cada fila de la matriz es un vector “independiente” (Fig. 7).

**m

m[0] " ml0][0] m[0][1] m[0]lc, ]

m[1] " m[1][0] m[1][1] m[1][c ]

m[2] " ml2]{0] m[2](1] m[2][c,]

m[3] > m[3][0] mi31[1] m{3]lc ]

mia] [ pml4I0] mi4X1] mi4]c]

m[f] " mifll0] mIf1] mfllc,]

Fig. 7
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También, este esquema, en contraposicion al de “listas
enlazadas”, da la posibilidad de ejecucién vectorial /paralela del

producto matriz por vector.

El esquema de listas enlazadas es muy 1itil para el ensamblaje
de la matriz global a partir de las matrices elementales en el método
de elementos finitos para posterior conversién del mismo a un

esquema comprimido.

CONVERSION AL ALMACENAMIENTO HIPERCOMPACTO

Después del paso de ensamblaje, debemos convertir la matriz de

cadenas al almacenamiento hipercompacto propuesto.

Esto debe hacerse ya que, segin lo dicho anteriormente, las
matrices de cadenas no son apropiadas para la optimizacién en el
producto matriz por vector (operacién de mayor coste computacional
en las resoluciones iterativas) ya que este esquema de

almacenamiento es “intrinsecamente” escalar (ver Dongarra[14]).

De cualquier forma, esta conversion deberia ser realizada en una
especie de algoritmo de tipo “reloj de arena” que rellena la matriz final

mientras libera la memoria usada por la inicial.
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Es preferible este esquema de almacenamiento hipercompacto
frente a cualquier otra clase de almacenamiento wusando
direccionamiento indirecto porque tiene varias caracteristicas
altamente deseables: minimiza el “efecto de desplazamiento” (striding)
en el acceso a la memoria; minimiza el uso de memoria y también
permite la vectorizacién y paralelizacion de producto matriz por

vector.

En la tabla siguiente extraida del informe de ejecucién de un
ordenador vectorial-paralelo TITAN 3000, podemos ver que la

subrutina “xmatxvec” es ejecutada en paralelo (3 procesadores ).

Podemos observar que casi todas las subrutinas que operan con
vectores y matrices se equilibran bien entre los procesadores, excepto
la subrutina “solvey” (la cual envuelve varias subrutinas de remonte

no paralelizables).

1° proc. 2° proc. 3° proc
count microsec [ count| microsec [ count{ microsec SUBR.
187 | 114783304 0 110561975 0 112830010 | xmatxvec
1496 3268679 0 3228170 0 3242433 vecxvec
11 2734130 0 2723459 0 2735591 vecxmat
204 248178 0 240906 0 242455 VXV
187 218071 0 194380 0 210170 landav
27 32289 0 16184 0 18020 solvey
11 22800 0 22226 0 22333 upluseqv
11 22679 0 22101 0 22268 umenosv

Como vemos, la subrutina que mads tiempo consume, con
diferencia a las demds, es “xmatxvec” correspondiente al producto
matriz por vector. Es de interés resaltar el buen comportamiento
paralelo de dicha subrutina cuyos de ejecucién se reparten de modo

equitativo entre las tres CPUs.
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Sin embargo, la subrutina “solvey”, presenta un comportamiento
poco satisfactorio desde el punto de vista de la paralelizacién: los

tiempos de ejecucion en cada CPU son dispares.
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INFORMES DE VECTORIZACION Y PARALELIZACION DEL
COMPILADOR

Vectorized Resulta From File xmatxvec.c .
Origin -~ Line 14

Line Stmt Time Program
* ° 3 $$ds = 32;
* L 6 1f ($$B1l < 96 & $$B1 >= 4) $§das = $8§B1>>2;
14 * 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $8ip != (int) (dim) - 1; $$ip +=
§¢ds) (
14 . 15 $5rp = MIN((int) (dim) - 1, %$$ip - 1 + $4ds);
* . 9 $§vl = $§rp - $8ip + 1;
14 L] 6 DO VECTOR ($$I1 = §$4ip; $SI1 != $5rp; $$Il++) {
16 7 48 result[$$I1] = *ac[$$I1] * vI[$5I1];
}
}
Vector Parallael Statements
Stmt Parallel Choicea Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason
7 1 1 1 1 (15)

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

Following vector ops in line 16 run at scalar speed
DIV (integer)
Vectorized Results From File xmatxvec.c
Origin -- Line 19

Line stmt Time Program
19 * 8 for ($$I1 = 0; $$I1 != (imnt) (dim) - 1; $8$Il++) (
* 21 22 $4B2 = MAX((int) (*ak[jl). 0);
* * 3 $$das = 32;
* * 6 1f ($86B2 < 96 & $$B2 >= 4) $$ds = $$B2>>2;
* * 20 $8LV_1 = result[]j]:
o 21 * 31 DO PARALLEL ($$ip = 1; $35ip != (int) (*ak{]])); $&ip +=
ds) {
21 * 37 $$rp = MIN((int) (*ak[j1), $%ip - 1 + $$ds);
* * S $$vl = $8rp - S8ip + 1;
21 * 6 DO VRCTOR ($5I2 = $81p; $£81I2 != $8rp: 5812++) {(
23 25 86 $SLV_1 = $SLV_1 + DOT_PRODUCT(*(ac[]] + (1 +
($$I2 - 1))*8)
$ s vI*(ak[J] + $8I2%4)]);
3}
}
* * 20 result[j] = $$LV_1;
19 42 6 i =3+ 1;
}

Vector Parallel Statements

stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

25 2 2 2 2 (15, 11)

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.
(11) Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.

Non-vector Non-parallel Statements
Following statements have been neither vectorized nor parallelized:

Stmt Reason stmt Reason Stmt Reason
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42 (11)

{(11)

Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.

Following scalar variables create problem dependences:

Following vector ops in line 23 rup at scalar speed

Line

»

13
$%ds) {
13

13
15

Stmt

(15)

Line

* 0

13
$sds) {
13

13
15

sStmt

7

(15}

MUL (integer), CONVERT (integer), DIV (integer, integer)
Vactorized Results From File vecxvec.c
Oorigin -~ Line 13
Stmt Time Program
% 3 $8ds = 32;
* 6 1f ($4Bl < 96 & $85Bl >= 4) $8das = $§Bl1>>2;
* 8 $S8LV_1 = result;
* 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $%ip != (int) (dim) - 1; $$ip +=
* 15 $$Tp = MIN((int) (dim) - 1, $$ip - 1 + $§ds);
* 9 $$vl = $$rp - $%ip + 1;
* 6 DO VECTOR ($$I1 = $8ip; $$I1 != $8rp; $8I1++) {
7 40 $8LV_1 = $$LV_1 + DOT_PRODUCT(al[$$I1], bISS$I1]);
}
}

L 8 result = $$LV_1;

Vector Parallel Statements

Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

1 1 1 1 {15)
Loop was split into two loops to get vector and parallel executlon.

Vectorized Results From File vxv.c
Origin ~- Line 13

Stmt Time Program
* 3 $8ds = 32;
* 6 1f ($3B1 < 96 & $8B1 >= 4) $%ds = $§8$Bl>>2;
* 8 $SLV_1 = result; '
* 9 DO PARALLEL ($8ip = 0; $$ip != (imnt) (dim) - 1; $$ip +=
* 15 $$rp = MIN((int) (dim) - 1, $%ip - 1 + $6ds);
* 9 $$vl = $$rp - $5ip + 1;
* 6 DO VECTOR ($$I1 = $$ip; $$I1 != $$rp; $6I1++) {
7 40 $SLV_1 = $SLV_1 + DOT_PRODUCT(al[$$I1], al$$Il1]);
}
}
* 8 result = $§LV_1;
Vactor Parallel Statements
Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason
1 1 1 1 {15)

Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.
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Vectorized Results From File
origin -- Line 12

landav.c

Line stmt Time Program
» * 3 $%ds = 32;
» » 6 1f ($5Bl < 96 & 5$Bl1 >= 4) $8%da = §$$Bl>>2;
12 » 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $$ip != (int) (dim) - 1; $$ip +=
$86ds) {
2 * 15 $$rp = MIN((int) (dim) - 1, $$ip - 1 + $%ds);
* * 9 $5vl = $8rp - $$ip + 1,
12 * 6 DO VECTOR ($8I1 = $81ip; $$I1 != $8rp; $$I1l++) {
14 7 34 c[$$I1] = landa ® v[$$I1];
}
Vector Parallel Statements
Stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason
7 1 1 1 1 (15)
(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.
Vactorized Results From File vecxmat.c
Origin -- Line 14
Line Stmt Time Program
* * 3 $8ds = 32;
* * 6 1f ($$B1 < 96 & $$B1 >= 4) $$ds = $$B1>>2;
14 * 9 DO PARALLEL ($%ip = 0; $%ip != (int) (columnas) -~ 1; $$ip
+= $8ds) {
14 * 15 $8rp = MIN((int) (colummas) - 1, $&ip - 1 + $§ds);
* * ] $$vl = $$Tp - $§ip + 14
14 * 6 DO VECTOR ($8I1 = $$ip; $8I1 != $Srp: $5Il++) {
16 8 55 801[$5I1] = a[0] * ®(b[0] + $$I1%*8);

}

Vactor Parallel Statements

Stmt Parallel Choices Chosen Reason Vaector Choices Chosen Reason
8 1 1 1 1 (10, 15)

(10) VBBEST directive mandated vector loop selection.

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

Following vector ops in line 16 run at scalar speed

MUL (integer),

Vactorized Results From File
Oorigin -- Line 18

Line Stmt Time Program
* 22 7 $4B2 = MAX({(int) (columnas),
20 d 8 DO PARALLEL ($$12 =
$58I24+) (
18 * 8 for ($§iv =
{
18 » 12 $8TVv =
* x 9 $svl =
* * 9 vl =
18 » [ DO VECTOR ($$I1 =
23 26 73 sol[§$12] =
*(b[$511]
$
}
}
}

DIV (integer)

vecxmat.c

0; $$I2

0);

(int) (colummas) - 1;

1; $$iv != (int) (filas) - 1; $$iv += 32)

+ §§I2*8));

Vector Parallel Statements

60

MIN((int) (filas) - 1,
$8rv - $8iv + 1;
$$rv - $8iv + 1;
$$iv; $5I11 = $6rvi $5I1+4) {
sol[$$I2] + DOT_PRODUCT(a[$$I1],

31 + $8iv);
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stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

26 2 1 1, 2 2

Following vector ops in line 23 run at scalar speed
DIV (integer)

Vectorized Results From File solvey.c
Oorigin -- Line 17

$5ds) {

Line stmt Time Program
17 * 8 for ($51I1 = 0; $$I1 != (int) (filas) - 1; $6Il++) {
19 8 38 solll + J] = *al3il:
* 11 7 $6B2 = MAX((int) (J), 0);
* * 3 $8ds = 32;
* * 6 if ($6B2 < 96 & $$B2 >= 4) $8ds = $5B2>>2;
* * 22 $8LV_1 = sol[l + J1;
21 * 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $$ip != (imt) (J) - 1; $$ip +=
21 * 15 $6rp = MIN((int) (J) - 1, $$ip - 1 + $8ds);
* * 9 $$vl = $$rp - $%ip + 1,
21 * 6 DO VECTOR ($$I2 = $81ip; $$I2 != $Srp;s $8I2++) {
23 15 59 $SLV_1 = SSLV_1 - DOT_PRODUCT(*(a[j]l + ($512 +
sol[l + $$12 1):
}
}
* * 22 solll + J] = $$SLV_1:
25 24 92 80111 + 3] = s0lll + J] /7 *(a(j] + (J + 1)*8);
17 36 6 3 =3+ 1;
}

Vector Parallel Statements

Stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Cholces Chosen Reason

15 2 2 2 2 (15,

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.
{11) Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.

IVDEP influenced construction of array graph

Non-vector Non-parallel Statements
Following statements have been neither vectorized nor parallelized:
Sfmt Reason Stmt Reason Stmt Reason
8 (11) 24 {11) 36 (11)
(11) Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.

IVDEP influenced construction of array graph.
Following scalar variables create problem dependences:

The compiler asaumes that the following dependences exist
because it cannot prove they do not. If you know they do
not exist, IVDEP or IPDEP will improve the resulting code.

From To From Expr To Expr
24 24 s80lll + 3] solll + 3]
24 24 solll + 3] sol[1l + J]
24 8 solll + 3] sol[l + 31
24 24 s0lfl + J1 80l[1 + 31
24 8 solll + ]l solll + 3l

8 24 solll + Jl sol([l + 31
8 24 so0lll + 3J1 sol[l + 3]
8 8 solll + Jj] sol(l + 3]

Following vector ops in line 23 run at scalar speed
MUL (integer), DIV (integer)
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Vectorized Results Prom File solvey.c
origin -- Line 28

Line stmt Time Program

* * 3 $8ds = 32;

* * 6 1f ($8B1 < 96 & $$B1 >= 4) $5ds = $4Bl>>2;
28 - 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $$ip != (int) (filas) - 1; $%ip +=

$8ds) (

28 * 15 $8rp = MIN((int) (filas) - 1, &$ip - 1 + $8ds); .

* * 9 $$vl = $§rp - $$ip + 1;
28 * 6 DO VECTOR ($§$I1 = $$ip; $$I1 (= $$rp; $5Ii++) {
30 44 31 preres[l + $$I1] = sol[$$I1];

}
}

Vector Parallel Statementas

Stmt Parallel Choices cChosen Reason Vector Choices Chosen Reason

44 1 1

1 1 (15)

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel executiomn.

IVDEP influenced construction of array graph

Vectorized Results From File solvey.c
origin -- Line 34

Line stmt Time Program
34 55 4 do
{

34 56 6 §$6B1 = $$B1 + 1;

36 58 6 3 =3 -1;

* 61 13 $$B2 = MAX((int) (filas) - (int) (1 + 3J), 0):

38 62 4 $$R2 = $$B2;

* * 3 $8ds = 32;

* * 6 1f ($$B2 < 96 & $$B2 >= 4) $8ds = $8$B2>>2;

* * 20 $8LV_2 = so0lljl;

38 * 6 DO PARALLEL ($%$ip = 1; $$1p != $$R2; $51ip += $$ds) (
38 * 12 $STp = MIN(§$R2, $$ip - 1 + $5ds);

* * 9 $$vl = $$rp - $%5ip + 1;
38 * 6 DO VECTOR ($$I2 = $5ip; 4$$I2 != $Sxp; $6I2++) {
40 65 61 $$LV_2 = $$LV_2 - DOT PRODUCT(*(al[] + $$I2] + (J

+ 1)*8)
5 . 80ll] + $$121);
}
}

e e 20 s8o0l[j]l = $8$LV_2;

43 74 88 801[]1 = sol[3) /7 *(all] + (] + 1)*8);
} while (3 > 0);
34 L] 4 $$R1 = §$B1;
Vector Parallel Statements
Stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

65 2 2 2 2 (15, 11)

(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.
(11) Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.

IVDEP influenced conatruction of array graph

Non-vector Non-parallel Statements

Following statements have been neither vectorized nor parallelized:

Stmt Reason Stmt Reason Stmt Reason

58 (11) 74 (11)

(11) Dependences prevent vectorization and parallelization of some loops.
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IVDEP influenced construction of array graph.
Following scalar variables create problem dependences:

b

The compiler assumes that the following dependences exist
because it cannot prove they do not. If you know they do
not exist, IVDEP or IPDEP will improve the resulting ccde.

From To From Bxpr To Expr
74 74 s0ll3]] sol[]]
74 74 s8o0l[3]] solfjl]
74 74 s8sollj] sol(]]

Following vector ops in line 40 run at scalar speed
DIV (integer)
Vectorized Results From File solvey.c
Origin -- Line 49

Line sStmt Time Program
® . 3 $8ds = 32;
. . 6 1f ($$B1 < 96 & $$B1 >= 4) $4ds
* L 8 $$LV_3 = tmp;
49 * 9 DO PARALLEL ($$1p = 0; $$ip != (int)
$8ds) {
49 * 15 $8rp = MIN((int) (filas) - 1,
* * 9 $5vl = $$rp - $4ip + 1;
49 * 6 DO VECTOR ($$I1 = $5ip; $5I1
51 89 44 $8LV_3 = $SLV_3 + DOT_PRODUCT(*al$$I1],
}
}
U * 8 tmp = $$LV_3;

Vactor Parallel Statements

stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choilces

89 1 1 1

(15)

Following vector ops in line 51 run at scalar speed
DIV (integer)
Vectorized Results From File solvey.c
origin -- Line 55

(int) (filas) - 1;

= $8B1>>2;
(£ilas) - 1; $$ip +=
$6ip - 1 + $8de);

= $41p; $5Il++) (
801[$$11]1);

Chosen Reason

1 (15)

Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

$$ip +=
$$ip - 1 + $%5ds);
I= $8rp; $$I1++) |

Llne stmt Time Program
* U 3 §8ds = 32;
. e 6 1f (6Bl < 96 & $5B1 >= 4) $§ds = $5B1>>2;
55 * 9 DO PARALLEL ($$ip = 0; $$ip !=
$8ds) {
14 * 15 $$rp = MIN((int) (filas) - 1,
* * 9 $$vl = $$rp ~ $$ip + 1,
55 * 6 DO VECTOR ($$T1 = $8ip; &8I1
57 103 71

}

Vector Parallel Statements

801[$5T1] = 80l[$5I1] ® (beta/(1.0D0 + tmp)):

Stmt Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason
103 1 1 1 1 (15)
(15) Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

Vactorized Results From File solvey.c
Oorigin -~ Line 64
Line Time

stmt Program
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64
$6ds) {
64
64
66
tmp));

sStmt

119

(15)

Line

11
$%ds) {
11

11
13

Stmt

(15)

Line

12
$5ds) {
12

12
14

Stmt

7

(15)

* 3 $8ds = 32;

* 6 i1f ($$Bl < 96 & $$B1 >= 4) $35ds = $§Bl>>2;

* 7 DO PARALLBL ($$ip = 1; $$ip != (int) (filas); $$ip +=

* 13 $8rp = MIN((int) (filas), $$ip ~ 1 + $8ds);

* 9 $$vl = $$rp - $%ip + 1,

* 6 DO VECTOR ($8I1 = $$ip; $8I1 != $5rp; $5$I1l++) (
119 83 preres[$5I1] = preres[$5I1] ®* (-beta/(1.0D0 +

Vector Parallel Statements

Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

1 1 1 1 (15)

Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

Vectorized Results From File upluseqv.c
Origin -- Line 11

stmt Time Program
° 3 $6ds = 32;
. 6 1f ($5B1 < 96 & $8B1 >= 4) $§ds = $8B1>>2;
L 9 DO PARALLEL ($8$ip = 0; $%ip != (int) (dim) - 1; $$ip +=
* 15 $8rp = MIN((int) (dim) - 1, $$ip - 1 + §&ds);
* 9 $6vl = $Srp - $%ip + 15
* 6 DO VECTOR ($8I1 = $5ip; $8I1 != $5rp; $5I1++) {
7 44 wl$$I1] = ul$$Iil + vI$SIL],
}

Vector Parallel Statements

Parallel Choices Chosen Reason Vector Cholces Chosen Reason

1 1 1 1 {(15)

Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

Vectorized Results From Flle umenosv.c
Oorigin -- Line 12

Stmt Time Program
* 3 $5ds = 32;
* 6 1f ($6B1 < 96 & $5Bl >= 4) $6ds = $§B1>>2;
* S DO PARALLEL ($$ip = 0; $§ip != (int) (dim) - 1; $$ip +=
* 15 $$rp = MIN((int) (dim) - 1, $8ip - 1 + $%ds);
* 9 $86vl = §$rp - $§ip + 1;
* 6 DO VECTOR ($$I1 = $$1ip; $$I1 != $$rp; $6I1l+4+) (
7 44 c[$$I1] = ul$$I1] - vI$$I1l;

Vector Parallel Statements

Parallel Choices Chosen Reason Vector Choices Chosen Reason

1 1 1 1 (15)

Loop was split into two loops to get vector and parallel execution.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



Como podemos observar claramente, el compilador es capaz de
emitir un cédigo de tipo vectorial/paralelo (“DO VECTOR”, “DO
PARALLEL”) en las subrutinas esenciales, siendo necesario instruirle
mediante directivas (“IVDEP”, “IPDEP”) de la posibilidad de llevarlo
a cabo ignorando dependencias aparentes. En otros casos ha sido
necesario instruir al compilador sobre la posible eleccién de ejecucién
vectorial y/o paralela mediante las directivas “PBEST” y “VBEST”,
estas ultimas directivas, asi como las anteriormente citadas, son
compatibles con el conjunto de directivas presentes en el compilador
del supercomputador CRAY YMP, lo que hace posible el transporte
del cédigo informdtico a grandes superordenadores de forma

inmediata y directa.
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APLICACIONES




APLICACIONES NUMERICAS

EVALUACION INICIAL

El algoritmo propuesto ha sido aplicado, en primer lugar a
matrices generadas de forma aleatoria (ver Marsaglia[28],[29]), con
érdenes 1.000 y 100.000, para el estudio del comportamiento de los

precondicionadores.

Observamos el comportamiento del GMRES(k) para distintos
valores de la dimensién del espacio de Krylov para un valor fijado de

la tolerancia (tol=1e-7)

Coste Computacional GMRES/DIAG
"""" GMRES/ILU©0)
350.00 T

—+—— GMRES/GMRES

—O0— GMRES/BI-

250.00 - CGSTAB

150.00 $\

50.00

2 22 42 62 82

Se observa la gran influencia que tiene el valor de la dimensién

del espacio de Krylov en el coste total del algoritmo.

Analizamos con mds detalle el efecto de los diversos

precondicionadores en el comportamiento del GMRES(k)
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GMRES/DIAG

Log. Norma del Residuo(escalada) k=2
"""" GMRES/ILU(0)
——|-—
LOOE-01 GMRES/GMRES
—~=—O—— GMRES/BI-GCSTAB
1.00E-06
1.00E-11 1
-
1.00E-16 + + + -
0 10 20 30 40
Iteraciones

Distribuciones de error con

precondicionadores (1000 incégnitas)

GMRES(k) usando varios

Coste computacional

300.00 (

k=2

GMRES/DIAG
"""" GMRES/ILU(0)
——t+— GMRES/GMRES

~—O—— GMRES/BI-GCSTAB

0 10 20

Iteraciones

30 40

Tiempos de cdlculo del

precondicionadores (1000 incégnitas).
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Log. Norma del Residuo(esc.)

1.00E-01 CMRESIDIAG
------- GMRES/ILU(0)
1.00E-06 ——X=——— GMRES/GMRES
1.00E-11 ——O—— GMRES/BI-CGSTAB
1.00E-16% . =0 ———

0 1 2 3 4
Iteraciones k=22

Distribuciones de error con GMRES(k) usando varios

precondicionadores (1000 incégnitas)

Coste Computacional
900.00 +~————— GMRES/DIAG
J] ----- GMRES/ILU(0)
600.00 1 | . L} GMRES/GMRES
O GMRES/BI-CGSTAB

0.00 } ; " ;
0 1 2 3 4
Iteraciones k=22

Tiempos de calculo del GMRES(k) usando varios

precondicionadores (1000 incégnitas).

Presentamos varios graficos de coste computacional Usando el
GMRES(k), con varios precondicionadores, para un sistema de

100.000 incégnitas y para distintos valores de k

68

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



Log. Norma del Residuo(escalado)

GMRES/DIAG

------- GMRES/ILU(0)
1.00E-01 ¢ ~—e—t—— GMRES/GMRES
e O— GMRES/BI-CGSTAB
1.00E-06 + <
1.00E-11 1
1.00E-16 + ; k‘ix'\ 5
49 266 487 903 15616
Coste Computacional k=3
Log. Norma del Residuo(escalada)
GMRES/DIAG
w01t | eeeeee- GMRES/ILU(0)
———t=—— GMRES/GMRES
1.00E-06 ¥ ——O—— GMRES/BI-CGSTAB
1.00E-11 S
1.00E-16 . N A —
73 365 619 16111
Coste Computacional k=5
Log. Norma del Residuo(escalado) (k=7)
GMRES/DIAG
""""" GMRES/ILU(0)
1.00E-04 1 ———+—== GMRES/GMRES
~——O0—— GMRES/BI-CGSTAB
1.00E-08 1 <
1.00E-12 {
A
+ .
1.00E-16 ' ' s i
97 388 1115 16500
Coste Computacional
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Es notable el alto coste inicial de la factorizacién ILU(0), sin
embargo, cuando el perfil de la mariz es simétrico, se puede reducir

este coste inicial de forma substancial.

De estos experimentos numéricos, parece claro el que el
precondicionador ILU(0) parece conseguir los mejores resultados de

convergencia.

CONVECCION-DIFUSION EN 2D

Se aplica ahora a los sistemas obtenidos de la implementacién
por el Método de los Elementos Finitos de un problema de
Conveccién-Difusiéon en un dominio cuadrado (ver Ferragut[16],

Montenegro[32]).

Dominio del problema “test”

—

F-Vu-V.-(kVu)=0 in Q
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—6-l-t-=0 enly; u=1 enl; u=0enT,

on

las velocidades vienen dadas por:

1 1
v = Cv(y—a)(x—x"); v, =Cv(-2-—x)(y*y2); C, =10.000

Se obtienen sistemas de 6rdenes 4095(1) y 16333(II), que se
resuelven usando el GMRES(variable) cuyos resultados se muestran
en las siguientes figuras segun los casos:

CASO (a) Tol’ = Tol? CASO (b) Tol’ = Tol*

CASO (¢) Tol’ = Tol* CASO (d) Tol’ = Tol GMRES ord.

De las graficas que, a continuacién mostraremos, se obtienen
algunas indicaciones del comportamiento de los precondicionadores
en la resolucién por el método GMRES; aunque estas conclusiones,
obviamente, no son extrapolables al caso general, pueden servirnos de

guia a la hora de abordar problemas de mayor magnitud.

Podremos observar que el comportamiento precondicionador del
Bi-CGStab sufre una brusca transformacién al exigirse tolerancias
mas estrictas debido, quizd, a la convergencia de tipo mas débil del
FGMRES con precondicionador estrictamente variable (ver Saad[41]),
también se aprecia el mayor coste, por iteracién, de los
precondicionadores SSOR e ILU(0) que queda compensado por la gran
aceleracién de la convergencia que producen. Es de destacar, asi
mismo, el efecto, confirmado por otros experimentos numéricos, del
aumento de la eficiencia del precondicionador ILU(0) al aumentar el
orden del sistema. También queda de manifiesto el gran ahorro de
memoria que representa el uso del FGMRES(VARIABLE); que se

visualiza por el brusco cambio en los perfiles de las curvas.
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Normas de los residuos en escala logaritmica

Estudio del sistema I

Log. Norma del Residuo(escalado)

0.01 1
1E-05 1 DIA
1E-08 +
1E-11 { ILU(0) Bi CG-STAB \Jg
1E-14 "
1 500
k
Caso a.
Log. Norma del Residuo(escalado)
1.00E-02 T
1.00E-05 -
1.00E-08
Bi CG-STAB
1.00E-11 1 SSOR
ILU©) \t
1.00E-14 ’
1 500
k
Casob
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Log. Norma del residuo(escalado)

1.00E-02 -
1.00E-05 DIA
1.00E-08 1

Bi CG-STAB |

HOE-11 1
1.00E-11 SSO \i
1.00E-14 + '

1 500

Casoc

1.00E-02 1

1.00E-05 1

1.00E-08
1.00E-11

1.00E-14

Log. Norma del Residuo(escalado)

\ Bi CG-STAB

ILU(0)

+

1 500

i6n realizada porlJLPGC. Biblioteca Universitaria, 2007
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Costes Computacionales

Coste Computacional
3000 1
2000 1
Bi CG-STA
1000 + DIAG
SSOR ILU(0)
4—_3“———"[-:—':]
0 + '
1 500
k
Caso a
Coste Computacional
3.00E+03
2.00E+03 1
Bi CG-STAB
1.00E+03 1
SSOR ILU(0) DIAG
/
0.00E+00 = —
1 500
k
Casob
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3.00E+03 -

Coste Computacional

2.00E+03 }
1.00E+03 1 Bi CG‘STAB
DIAG
SSORILU(®0)
0.00E+00 et ;
1 500
k
Casoc
Coste Computacional
3.00E+03 -
2.00E+03 }
LOOE+03 | Bi CG-STABIAG
SSOR LUo
0.00E+00 ' ;
1 500
k
Caso d
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En este caso., restringimos los precondicionadores unicamente

Estudio del sistema II

al tipo SSOR e ILU(0).

Normas de los residuos en escala logaritmica

Log. Norma del residuo(escalado)

0.01 ‘\
SSOR
1E-06 1
1E-10 1
ILU(0)
1E-14 + }
1 500
k
Caso a
Log. Norma del residuo(escalado)
1E-06 T
1E-10 ILU{0)
1E-14 ——t
1 500
k

Caso b
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Log. Norma del residuo(escalado)

0.01 k\ SSOR
1E-06 +
1E-10 } ILU(9)
1E-14 -
1 500
k
Casoc
Log. Norma del residuo(escalado)
0.1 “\\\
SSOR
1E-05 1
ILU0)
1E-09 1
1E-13 :
1 500
k
Caso d
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Costes Computacionales

Analizamos ahora los costes computacionales

Coste Computacional

8000 T

6000 T

4000 |

2000 ¢

SSOR

Caso a

Coste Computacional

SSOR

Casob
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Coste Computacional

SSOR

k
Casoc
Coste Computacional
24000 1
ILU(@0)/,
16000 +
8000
SSOR
0 ;
500
k
Caso d

La conclusién que podemos obtener de lo anterior es el gran

interés que presenta el uso de los precondicionadores SSOR e ILU(0)

y el efecto de mejora del ILU(0) con el aumento del orden del sistema.
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SIMULACION NUMERICA TRIDIMENSIONAL DE CAMPOS DE
VIENTO

‘Para la simulacién numérica de campos de vientos en el espacio
tridimensional se propone un modelo matematico que se aborda

mediante la técnica de elementos finitos.

En este modelo, a partir de un campo inicial de velocidades de
viento, se obtiene el campo solucién de divergencia nula y verificando

Ia condicion de flujo impedido sobre el terreno.
Preproceso de datos in situ e inicializacion de velocidades

El movimiento del aire cerca de la superficie del terreno esta

retrasado por los efectos de friccién proporcionales a la rugosidad de la

superficie.

Por tanto, la naturaleza del suelo, la localizacién y densidad de los
drboles, la situacién y tamafio de los lagos, rios, colinas y edificios
produce diferentes gradientes de velocidad de viento en la direccién

vertical (ver Dickerson[13]).

La capa limite planetaria, es decir, la masa de aire influida por esta
friccién se extiende desde algunos cientos de metros hasta varios
kilémetros por encima de la superficie del suelo. La altura de esta capa
limite es mayor en el caso de condiciones inestables que en caso de

condiciones estables.
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Debido al cambio apreciable en la velocidad del viento con la altura,

dentro de la capa limite planetaria, cualquier valor de la velocidad del

viento se debera citar haciendo referencia a la elevacién en que fue

medida. La altura internacional convenida para las mediciones del

viento superficial es de 10 m.

En nuestro caso, se dispone de diversas medidas de velocidad de
viento dadas por estaciones situadas estratégicamente tal que sean

representativas de los valores de la velocidad en la regién estudiada.

Evidentemente, es necesario que un nimero minimo de estaciones
estén disponibles. Estas estaciones ubicadas a 10 m. de altura
suministran valores de velocidades de viento horizontales, asi como su

direccién, de forma periédica o bien son resultados promedios.

El primer paso es interpolar dichos valores sobre toda la superficie
de la regién a estudiar, considerando, también, que los resultados de la

interpolacién representan las velocidades horizontales a 10 m. de altura.

La técnica seguida para esta interpolacién es la cldsica ponderacién
de los valores medidos inversamente con las distancias al cuadrado

desde las estaciones al punto considerado:

Siendo k el niimero de estaciones de medida, «; las componente i

de la velocidad medida en la estacién j, y 4; la distancia desde el punto

considerado a la estacién j.
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Una vez se ha calculado el campo interpolado a 10 m. de la

superficie para las componentes horizontales de la velocidad, se pasa a

aproximar dichos valores en el centro de gravedad de cada elemento del

mallado.

Se han realizado numerosos esfuerzos a fin de desarrollar
expresiones analiticas adecuadas que relacionen la velocidad con la
altura. Aunque no se dispone ain de ninguna expresién totalmente
satisfactoria debido a la complejidad de los fenémenos, en usual en
meteorologia seguir dos caminos, o bien considerar la ley potencial de

Deacon (ver Wark[53]) o bien una ley exponencial (ver Christidis[9]).

Se ha observado que la ley de Deacon es de utilidad para capas
limites de hasta varios cientos de metros de profundidad. Esta expresion

es:

Donde u es la velocidad del viento a la altura z, u, es la velocidad
del viento a la altura z,, y p es un exponente positivo con valor entre 0 y

1.

Cuando la tasa de cambio ambiental es aproximadamente igual al
valor adiabéatico y el suelo es generalmente llano con poca cubierta
superficial, se debe seleccionar un valor de p aproximadamente igual a

/7.
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El espesor de la capa limite, y por tanto el perfil de la velocidad del

viento, es una funcién de la estabilidad atmosférica. Por ello, el

exponente p debe variar en relacién con las caracteristicas de estabilidad

de la atmdsfera, como una primera aproximaciéon. Sutton[47] ha sugerido
que p se puede relacionar con un parametro n que es una funcién de la

estabilidad de la atmédsfera. Esta relacion es:

p:
2-n

Los valores de n para las varias condiciones de estabilidad estan

dados en la tabla siguiente:

Tasa de cambio grande 0.20
Tasa de cambio pequeiia o cero 0.25
Inversién moderada 0.33
Inversién grande 0.50

Frost relacioné p con la diferencia de temperatura que encontré
entre las elevaciones de 5 y 400 pies. Estos datos se presentan en la tabla

siguiente:
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-4 a-2 0.145 2a4 0.44
-25a 71.5 0.17 4a6 0.53
-2a0 0.15 6a8 0.63 -
-lal 0.29 8al0 0.72
0a2 0.32 10 a 12 0.77

Se puede utilizar la ley potencial para aproximar los perfiles de la
velocidad del viento a los diversos terrenos que existen en los problemas
reales, encontrandose razonablemente adecuado usar un valor de p de
0.4 para dreas urbanizadas, 0.28 para areas densamente boscosas,
ciudades y suburbios, y 0.16 para terrenos llanos y abiertos, lagos y

mares.

Algunos investigadores opinan que, para alturas hasta cientos de

pies, una relacién logaritmica del tipo « =clogz es mds representativa de
la capa de aire cerca del terreno que una expresién de la ley potencial,

especialmente para terrenos abiertos.
Con esta cualidad, otra forma de aproximar el perfil de vientos
segdn la altura z es seguir una ley exponencial del tipo:

u =u,,(1—e'az)

Donde u, es la velocidad considerada constante a partir de una

altura h (usualmente se toma h=1000 m.), y 6 es un parametro que
depende de las propiedades fisicas del aire en la atmésfera y de las

condiciones de estabilidad atmosférica (ver Hill[27]).
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Después de muchos ensayos con una y otra ley, en este trabajo se ha
optado por utilizar el segundo camino, dado por la ley exponencial. En
realidad, los resultados obtenidos no difieren excesivamente en ambos
casos para valores alrededor de 10 m. hacia arriba, siendo las diferencias |

mas acusadas cuando nos acercamos al terreno y mds exactas para la

segunda ley.

Finalmente, obtenemos la aproximacién de la componente
vertical de la velocidad del viento en el centro de gravedad de cada
elemento del mallado tridimensional. Como la fuerza de retraso por
friccion varia con la. altura sobre el suelo, la cantidad de

desplazamiento angular varia también con la altura.

La fuerza de friccién en la capa limite tiene un méaximo cerca de
la superficie de la Tierra y cae esencialmente a cero en la parte
superior de la capa limite, donde predomina el viento geostréfico o el
viento gradiente. Por tanto, el angulo de desplazamiento de la
direccién del viento debido a la friccién varfa desde un valor médximo
cerca de la superficie terrestre hasta cero en la parte superior de la

capa limite.

Segiin se mira en direccién al suelo, el viento se desplaza en sentido
horario con el aumento en altura dentro de la capa limite. En la
presencia de fuertes vientos (> 6m/s) el cambio de direccién de la
velocidad u con la altura resulta despreciable en los 100 m. inferiores de
la capa limite planetaria. No obstante, cuando la velocidad del viento es

menor de 6 m/s, el cambio de direccién podra ser apreciable.
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Los valores de dicho dngulo en el rango de 5° a 15° ocurren sobre el
océano, mientras que los valores de 25° a 45° son tipicos de bajas

velocidades sobre masas del suelo.

En esta aplicacién se ha considerado una ley exponencial con
ciertas caracteristicas similares a la utilizada anteriormente, funcién del
valor horizontal de la velocidad de viento que permite simular estos

cambios de direccién en la componente vertical (ver Caneill[8]).
FORMULACION DEL PROBLEMA

Para un dominio dado Q c R*(d=2,3) con frontera I'=T,UT,,

buscamos un campo vectorial u que se aproxime a un campo de

velocidades u, obtenido de la interpolacién de medidas experimentales
y que verifique el siguiente problema, que recoge la fisica del
problema, por un lado ley de conservacién de la masa y por otro

desviacién del campo de viento originado por la orografia del terreno:
diviu)=0 en Q
u-n=0 sobre T, (Topografia)

En resto del contorno del dominio, obviamente la condicién debe

ser de flujo libre.

El funcional de ajuste considerado es de tipo minimos cuadrados

(ver Winter[54] ,[55], Caneill[8]),

T(u) = —;—J.(u —uy) P(u—u, Q. + %—Jn.(u_uo ) dr,
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Siendo P una matriz diagonal, cuyos términos pueden ponderar,
de modo relativo al orden de las unidades entre las medidas
horizontales y componente vertical del vector velocidad en el ajuste

minimos cuadrados.
Entonces, el campo vectorial « serd la solucién del problema de
optimizacién o minimizacién minimos cuadrados:

"Encontrar u € K" que verifica, J(u) = min J(v)
vek

Siendo el espacio de funciones admisibles definido al incorporar

las restricciones impuestas al campo de velocidades,de acuerdo a la
fisica del problema, K = { ;divy=0, vl = O}

El problema equivale a la determinacién del punto silla del

Lagrangiaho (ver Fortin[18], Ferragut[17], Raviart[40]):

L(v.q) =) + [ q divvdQ
Q

Concretamente, si I*(Q) es el espacio de funciones de cuadrado
integrable y H'(Q) el subespacio de L*(Q) de funciones con primeras

derivadas de cuadrado integrable, denotamos:

H,: (Q)={o € H'(Q); o|. =0}

H(div, Q) = {ve (L(Q)); divv e I’ (Q)}

E introduciendo el espacio de funciones vectoriales tal que

v-n=0 en I, es decir:

H, (div,Q)= {v e H(div,v); Jv ng=0 VoeH, (Q)}
T
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Buscamos la pareja (v,A) en H, . (div.Q)x [*(Q) tal que:
L(x,q)< L(u,A)< L(»,A)

V ge L’(Q) y para todo v e H, . (div,Q), lo cual es representado

por:

oL(u,\) 0 oL(u,A) 0
v Y dg

Vv e H, (div, Q)

quivu=0
Q

Vg e L*(Q)

Obteniéndose la siguiente formulacién:

Iv'PudQ+j7»divde =J'v‘Puo dQ—BJv.n(n.(u—uo))ds
a Q a T, :

Aplicando la formula de Green a la segunda integral del primer

miembro:

_[v’PudQ—_[vgradMQ: jv’Puo dQ—va.n(n.(u—uo))ds— Iv.n?&ds
) o i o)

Q

Introduciendo la condicién de contorno correspondiente a la
presencia de la orografia (no penetrabilidad del aire en frontera
s6lida, desviacién del vector velocidad segin su incidencia en el

terreno),tendremos,

fv’PudQ—fvgra d\Q = fv’Puo dQ - ij.n(n.(u —u,))ds — fv.n?ulf

Q Q Q L L

Es decir,
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0 ey

VIP(u—u,)dQ =J-vgrad7\.d§2— ij.n(n.(u—uo)+%)ds

Imponiendo la regularidad al multiplicador de Lagrange,

A € H'(Q) e introduciendo las condiciones sobre u, se obtiene:
u=u,+P" VL en Q (*)

Recordando la imposicién de incomprensibilidad del aire,

tendremos, tomando el operador divergencia,
—ﬁ(P"l 67&) = 6.140 en Q

—P"l-(?—k—=n-u0 sobre T,

on

A=0 sobre T, si es cero,y en el caso general:

oA
_p1 2
on

A sobre T,

FORMULACION VARIACIONAL

Establezcamos la formulacién variacional en dimensién infinita
para el problema de contorno formulado anteriormente, en relacién al
multiplicador de Lagrange. Multiplicando por la funcién test, v, del
espacio de funciones admisibles e integrando en el dominio,

tendremos (ver Winter[541], [55])

~ [ Div( P gradA)vdQ = [ Div(u,)vdQ
Q : Q

Aplicando formula de Green, de integracién por partes,

_[P"lgradkgradvdﬂ =IDiv(uo)vdﬂ + §P“vgrad7»ds
Q Q oQ
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Descomponiendo la integral de contorno,e introduciendo en cada
uno de ellos las condiciones que se verifican en los mismos,

tendremos,

J.P"l grad?&gradvdﬂ=J'Div(uo)de——J'n.uo vdy—j%vdf
Q Q

L 5

Realizando integracién por partes en la integral de dominio del

segundo miembro,

jP" grad?»gradvd.Q=—juo gradvdQ+ Jn.uovds—-jn.uo vds — j%vds
Q Q T,

LUn i

teniéndose finalmente,

J'P" grad?»gradvdﬂ+f%vds '—‘—.[“0 gradvdQ-— jn.uo vds
Q L Q I

La discretizacién de esta formulacién por elementos finitos nos
genera el sistema lineal de ecuaciones, resolviendo éste obtendremos

los valores de A en los nodos del mallado.

A partir de la ecuacién (¥), obtenemos los valores de las tres
componentes del campo de viento ,vector u en todo el dominio (en el
volumen de aire entre el contorno dado por la topografia (ver
Apsimon[3]) y zona en altura limite que se considere, la cual debe ser
por encima de las montafias m4s altas, si bien interesara a efectos del
potencial edlico las zonas cercanas al suelo, en especial a 10 metros de

altura )
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Postproceso de Cilculo

Determinando )A; en cada nodo del mallado de €2 se determina
el campo de viento u (u,v,w) siendo cada componente de acuerdo a la

formulacion del problema resultante de la minimizacién :

1 oA 1 oA 1 dA

U=y +—— V=V t——  O=0,+——

P, Ox ) p. 0z

S
Siendo u, =(u,,v,.®,) el campo inicial.

El postproceso se ha llevado a cabo, de forma exacta, pues el
procedimiento seguido e implementado en el programa informético ha

sido:

1.- Célculo de A en el centro de gravedad del elemento finito en

coordenadas globales.

2.- Por desarrollos de Taylor expresamos para cada elemento
finito en coordenadas espaciales , el valor de A en el c.d.g en relacién a

los valores de A en los nodos del elemento finito.

3.- Se construye dos sistemas de ecuaciones (de orden 3) para

determinar finalmente los valores del gradiente de A

Mallado tridimensional en la Simulacién Numérica de problemas con

orografias variables o complejas.

En problemas numéricos relacionados con el medio ambiente, donde
los dominios a discretizar tienen al menos en uno de sus contornos una
dependencia total de la orografia del terreno, se debe elegir

cuidadosamente el tipo de malla a utilizar.
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La complicacién de los cédigos tridimensionales, asi como su

implicacién en el elevado coste computacional de cualquier calculo

adicional, obligan a estudiar detenidamente la eleccion del tipo de

discretizacion a seguir.

Discretizacién de zonas edlicas en 3-D: Preproceso de datos topogrificos

En nuestro caso concurren diversas circunstancias que han

contribuido a decantar la eleccién de 1a malla.

Generalmente, cuando se da el paso de afrontar la generacién de
mallas tridimensionales es por que se dispone o se ha estudiado
previamente el disefio de mallas en 2-D. Este es ciertamente nuestro
caso. La generacién de mallas bidimensionales se ha desarrollado en

trabajos de investigacién previos (ver Cuesta[10],[11], Winter[56]).

El dominio tridimensional a discretizér debe generarse a partir de
los datos relativos a la topografia del terreno (ver Orlanski[35]). Por
tanto, se ha considerado aqui un volumen paralelepipédico en el cual se
ha sustituido la cara inferior por la forma del suelo real. En definitiva, el
primer paso a seguir es el levantamiento de una malla bidimensional,
adecuadamente generada, interpolando los datos que ofrece la

digitalizacion de planos topogréficos de la zona de estudio.

La calidad de esta malla va a repercutir no sélo en la calidad de la
malla tridimensional, sino que ademads de ella depende la fiabilidad de la

representacién del terreno.
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Evidentemente, una excesiva discretizacién en este paso ocasionara

una malla ain mas costosa en tres dimensiones.

Existen varios métodos de interpolacién de datos topograficos,

aunque en este trabajo, a modo de test, se ha utilizado una férmula
interpoladora similar a la utilizada en los campos de velocidades de

viento.

Se pueden usar alternativamente otros tipos de interpolacién que
permitan una mayor representacién mas fiel de la orografia del terreno,
con menor tiempo de cdlculo. Esto supone dedicar un esfuerzo

considerable a este campo de investigacion.

Metodologia y disefio grafico propuesto: Eleccién del tipo de discretizacién

A partir de una malla plana con elementos triangulares y levantada
en el espacio, simulando la orografia del terreno (ver Sherman{44]),
caben usualmente dos posibilidades en cuanto a la eleccién del tipo de
mallado tridimensional: el formado por tetraedros y el formado por
prismas rectos de base triangular. La propia naturaleza de los problemas

a resolver ha inclinado la eleccién por el segundo tipo.

Considerando el fluido viento moviéndose de forma envolvente a la
superficie del suelo por capas a diferentes alturas, parece mas razonable
elegir un tipo de elemento prismatico recto con base triangular
aprovechando la discretizaciéon en la malla plana, cuya altura o
dimensién vertical sea mucho m&ds pequeila que las dimensiones
horizontales, tal que casi se puede considerar como una placa triangular

de espesor h.
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De hecho, en la realidad se van a estudiar dominios
tridimensionales donde la dimensién vertical es mucho mas pequefia que

las hprizontales.

Sin embargo, las caras triangulares del prisma no son horizontales,

precisamente para adaptarse a las irregularidades del terreno.

El prisma utilizado es un elemento que tiene cinco caras, dos

triangulares y tres cuadrilateras, con un total de seis nodos:

6

Generador de mallado en 3-D: Construccién de 1a malla e implementacién

computacional

A partir de la malla plana levantada segun las cotas dadas por la
forma del terreno y conociendo la cota médxima que el usuario impone al

dominio tridimensional, se establece el nimero de capas de elementos

prismaticos deseado.
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Sobre cada nodo de la malla plana original se van a localizar tantos

nodos como capas de elementos se deseen. Las formas de colocar los

nodos en la vertical pueden ser diversas, con espaciado uniforme o con

espaciado variable con la altura.

Usualmente se necesita mayor precisién a menores alturas, por lo
que conviene concentrar mas nodos cerca de la superficie del terreno. Si
consideramos z, la cota del terreno y z,, la cota maxima, una ley para
generar los n+1 nodos, correspondientes a n capas de elementos, de

forma variable con la altura es:

)
i .
z; =z, +(z, —z,)——n2 i=0,1,...,n

Obsérvese que z,=z, Yy 2,=%,. En general, haciendo lo mismo
para cada nodo, se puede concluir que se obtienen n nuevas capas de
nodos a partir de la inicial, los cuales unidos forman la malla

tridimensional de prismas rectos de base triangular.

LL |

Datos de 1a resolucién del sistema.
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Efectuada la resolucion del problema considerado mediante
FGMRES(v)/SILU(0), para varios casos obtenemos los siguientes
datos de resolucién; habiendo considerado un mallado plano de base
con 2378 nodos, 4560 elementos y 6937 aristas y 10, 15 y 20 capas de

altura, imponiéndose una tolerancia de 10"
Datos de resolucién con A=1.5 n® de incégnitas=41040

Estacién HP9000/730 64 Mb. Memoria RAM

Logaritmo del Error
(escalado)

orden

Tiempos

120 7

b
8 8

tiempo (seg)
$ 3

n
[=]

o
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Datos de resolucién con A=1.5 n® de incégnitas=63840

Estacion HP9000/730 64 Mb. Memoria RAM

Logaritmo del Error (escalado)

orden

Tiempo

- N
S 8

tiempo (seg)
3 3

(o)
1
6
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Datos de resolucién con A=1.5 n? de incégnitas=86640

Estacién HP9000/730 64 Mb. Memoria RAM

Logaritmo del Error

(escalado)
2-.
— 01-
5 21
S 4!
-6 +
_8 AL
orden
Tiempo
@250--
2 T50.
CES_ 100 |
g >
= - N 0 O B ™ N o 0
- ~ QN OO OO <t < WO <©
orden

98

ersitaria, 2007

realizada por ULPGC. Biblioteca Univ




Salida Grafica

Por dltimo, presentamos los datos de salida por el
postprocesador grafico AVS, donde se representan por escala de
colores los datos de moédulo de la velocidad del viento en 3D en las

zonas de estudio.
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ESTACION | COOR.X COOR. Y COOR.Z DiA HORA [vl DIRECCION Vy Vy
(km.) (km.) (km.) (m/s) ©) (m/s) (m/s)
FAMARA I 7.674 13.245 0.014 20-07-93 12:00 8.71 225 -3.33 -8.05
FAMARA II 6.956 12.053 0.044 20-07-93 12:00 9.16 45.0 -6.48 -6.48
FAMARA III 5.973 12.684 0.031 20-07-93 12:00 9.80 19.7 -3.30 -9.23
FAMARA IV 7.583 10.813 0.054 20-07-93 12:00 6.90 7.0 -0.84 -6.85
TAO 3.057 4.097 0.339 20-07-93 12:00 9.80 5.0 -0.85 -9.76

TABLA VI-1. Datos de velocidades de viento.
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NOTAS FINALES




CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

Del presente trabajo podemos obtener las siguientes

conclusiones:

e Parece conveniente el uso de técnicas iterativas avanzadas en la
resolucién de grandes sistemas lineales, abandonando los algoritmos
clasicos de resolucién directa en los casos de sistemas de orden

elevado.

o El uso del lenguaje “ANSI-C” conlleva ventajas evidentes en el control
y optimizacion de los recursos del sistema, produce un cédigo fuente
altamente transportable y estd en rdapido proceso de optimizacién,
estandarizacién y mejora; esto le hace muy apropiado para la

investigacion cientifica y el andlisis numérico.

e El método de Minimo Residuo Generalizado (GMRES), puede ser
substancialmente mejorado mediante la variabilidad dindmica en la

dimensién del espacio de Krylov (tal como se propone en este

Trabajo).

o El método de almacenamiento propuesto: “método hipercompacto”,
conjuga varias ventajas: por un lado minimiza de forma ostensible el
uso de la memoria RAM, por otra parte permite el uso de las técnicas

de vectorizacién y paralelizacién de las operaciones mds costosas en la

resolucién iterativa.
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¢ El método de ensamblaje propuesto, por “cadenas simplemente
enlazadas”, presenta notables ventajas de flexibilidad, rapidez y
optimizacion de recursos, que le hacen muy apropiado al tratamiento
de las matrices “huecas” que aparecen en el Método de los Elementos

Finitos.

¢ No se debe olvidar el gran efecto de aceleracion de convergencia que
producen los precondicionadores: la técnica de mejora por

renumeracién parece altamente deseable en este contexto.

e Es interesante el hacer notar que, segiun se desprende de las
aplicaciones estudiadas, las caracteristicas de convergencia de la
matriz dependen, en gran medida del Operador Integral subyacente y

se mantienen en las diversas discretizaciones.

e También es destacable el gran efecto que tiene la calidad del mallado

en el comportamiento de convergencia de la matriz.

Las posibles lineas futuras que se consideraran para su estudio

van en varias direcciones:
e Anilisis mas profundo de la funcién de conversién:

1. Evaluacién del perfil de la curva de convergencia con el fin de

fijar la dimensién del espacio de Krylov.

2. Analisis de otras funciones alternativas que relacionen la

Tolerancia con la Subtolerancia.

e Mejora del método por aplicacién de precondicionadores mas potentes

y por combinacién con otros métodos de resolucién iterativa:
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3. Precondicionadores iterativos de Richardson y Tchebyshev

(ver Golub[23]).
4. Combinacién con el BiCGstab de Van der Vorst (GMRESR)
¢ Aplicacién del método a problemas no lineales:

5. Combinacién con los algoritmos de Newton-Raphson,

Broyden, etc.. de resolucién no lineal.
¢ Resolucién por bloques
6. Aplicacién del método en la resolucién del problema matricial
AX =B

Donde se tienen varios sistemas que comparten la matriz “A”

(ver Simoncini[45]).

En estos dos iltimos casos, seria de especial interés la
aplicacién de potentes técnicas de precondicionamiento al compartir

su coste entre los varios sistemas a resolver
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