UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA

DEPARTAMENTO DE INFORMATICA Y SISTEMAS

TESIS DOCTORAL

CUANTIFICACION DE IMAGENES DIGITALES

JULIO ESCLARIN MONREAL

Las Palmas de Gran Canaria, febrero de 1996

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



40/1995-96
UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA
UNIDAD DE TERCER CICLO Y POSTGRADO

Reunido el dia de la fecha, el Tribunal nombrado por el Excmo.
Sr. Rector Magfco. de esta Universidad, el/a aspirante expuso esta
TESIS DOCTORAL.

Terminada la lectura y contestadas por el/a Doctorando/a las
objeciones formuladas por los sefiores jueces del Tribunal, éste
calificé dicho trabajo con la nota de APTO —CuM LAVDE
Las Palmas de Gran Canaria a 26 de abril de 1996.

El/a Presidente/a: Dr. D.Roberto Moreno Diaz,

El/a Secretario/a: Dr. D. Luis Mazorra Manrique de Lara,

El Vocal: Dr. D.-José Miguel Pacheco Castelao,

El Vocal: Dr. D. Rachid Deriche,

El Vocal: Dr. D. Christian Lépez,

El/a Doctgrando/a: D. Julio Esclarin Monreal,

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Bibli?teca Digital, 2003



UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN
CANARIA

DOCTORADO EN INFORMATICA

DEPARTAMENTO DE: INFORMATICA Y SISTEMAS
PROGRAMA DE: PERCEPCION ARTIFICIAL Y APLICACIONES

CUANTIFICACION DE IMAGENES
DIGITALES

Tesis Doctoral presentada por D.

JULIO ESCLARIN MONREAL

Dirigida por los Drs. D.

LUIS ALVAREZ LEON
JEAN-MICHEL MOREL

Los Directores El Doctorando

Las Palmas de Gran Canaria a 14 de febrero de 1996

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



AGRADECIMIENTOS

En primer lugar mi agradecimiento a los Profesores Don Luis Alvarez Leén y
Don Jean-Michel Morel, codirectores de esta Tesis, ya que sin su guia y continua
atencidn, este trabajo no hubiera sido posible.

Asf mismo, quiero agradecer al Profesor Don Roberto Moreno Diaz, director del
programa de doctorado, las facilidades que me ha dado para su lectura.
También mi agradecimiento al grupo de investigacién Anadlisis Matemdatico de
Imégenes por sus consejos y apoyo, especialmente a Agustin Trujillo Pino, por
la paciencia, amabilidad y eficacia con que ha resuelto todos los problemas
informéticos que han ido surgiendo.

Parte de este trabajo se ha realizado en el laboratorio C.E.R.E.M.A.D.E. de
la Universidad de Paris IX (Dauphine). Vaya mi agradecimiento a todos sus
componentes, especialmente a Freddy Paiva, Oscar Barraza y Jean-Pierre D’Ales
De Corbet que hicieron que mi estancia fuera tan amena como fructifera.

Y por tltimo, y no por ello menos importante, vaya mi agradecimiento al Servicio
de Radiologia Vascular Intervencionista del Hospital Nuestra Senora del Pino
de Las Palma,s de Gran Canaria, sin cuya aportacién esta Tesis se hubiera visto

privada de sus mejores imégenes.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



INDICE

I INTRODUCCION 5
1 INTRODUCCION 1
II Estado Actual Del Tema 13
2 CAPITULO 1 15
Cuantificacién . . . . . . . .. ... ... 15
Ecuaciones en Derivadas Parciales . . . . . . .. . .. ... .. .. .. . 24
Soluciones de Viscosidad . . . . . .. ... ... ... ... .. ... . 31
Programacién Dindmica . . . . ... ... ... ... ... ... ... . 36
111 MODELIZACI()N 43
3 CAPITULO 2 45
Descripcién del Problema . . . . ... .. ... ... ... ... .. .. 45
IV ANALISIS MATEMATICO 51
4 CAPITULO 3 53
Anilisis Matemdtico del Modelo . . . . . . ... . .. . ... .. .. . 53

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



INDICE

Estados Asintéticos . . . . . . . . o o e e

V  Analisis Numérico

5 CAPITULO 4
Cuantificador Optimo . . . . . . . . . .
Discretizacién Del Operador Diferencial . . . . . . . . .. .. ... ...

Algoritmo y Estabilidad . . .. . ... ... ... oo

VI Resultados Experimentales

6 CAPITULO 5
Cuantificacién y eliminacién deruido . . . . . . . . . . ... ...
Contrastacidn . . . . . .« o o e e e

Segmentacion . . . . . . . ...

VII CONCLUSIONES

VIII REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

82

91

93

147

153

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



CAPITULO I
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INTRODUCCION

La demanda del manejo de imagenes en forma digital se ha incrementado enorme-
mente en los dltimos anos. Gracias al aumento de rendimiento y a las significativas
reducciones en el costo de escaneado de imdgenes, fotografias, texto impreso y
otros medios, éstos pueden pasarse fdcilmente a forma digital (digitalizacion de
imdgenes). La adquisicién directa de imégenes digitales se ha hecho més comiin
debido a las mejoras de sensores y electrénicas asociadas; el uso de iméagenes via
satélite y la llegada al mercado de las nuevas cdmaras digitales de fotografia son
buenos ejemplos. Ademds, en Medicina, muchas especialidades como la Radio-
logia, hacen uso de imagenes digitalizadas directamente, como las resonancias

magnéticas, las tomografias, algunas angiografias etc.

Por otra parte, las imdgenes generadas por ordenador (imdgenes sintéticas)
son cada vez més frecuentes. El uso de los graficos por ordenador en la publicidad
y ocio estd muy extendido y su uso en aplicaciones de ingenieria crece a un gran

ritmo.

La razén por el interés en imagenes digitales es claro: la representacién de
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imdgenes en forma digital permite que la informacién visual sea facilmente mani-
pulada mediante nuevas y itiles técnicas. Este hecho, combinado con el cre-
cimiento exponencial de la potencia de los ordenadores respecto de la década
pasada, ha propiciado el uso de sistemas de imé4genes digitalizadas en campos

tales como la Astronomia, Medicina, Fotoperiodismo, Artes Graficas, Publicidad,

ete.

Para generar una imagen digital; la fuente, que suponemos emite la infor-
macién en forma continua, se muestrea en localizaciones discretas usando algin
tipo de sensor. Estas muestras se llaman pixels. Los valores del pixel produci-
dos por el sensor son continuos sobre un rango finito, y existe por lo general
alguna relacién lineal con la intensidad de energia irradiada en cada localizacién
muestreada. El uso del término de energia irradiada es intencionado, puesto que
el sensor puede ser sensible a longitudes de onda fuera del rango de la visién

humana.

Existen diferentes estrategias para la localizacién del muestreo, pero la més
comun es una malla rectangular y equidistante. Idealmente, cada muestra co-
rresponde a una regién infinitamente pequena de la fuente; pero a causa de la
naturaleza fisica de los sensores y dpticas asociadas, es un valor integrado sobre
algin 4rea finita, llamada pixel. El ntimero de localizaciones de la muestra por
unidad de 4rea define la frecuencia de muestreo del sistema. Si la imagen a

muestrear tuviese una banda de frecuencias finita, la eleccién de la frecuencia
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de muestreo estaria basada en el teorema de Nyquist, o sea, la frecuencia de
muestreo debe ser més pequeiia que dos veces la frecuencia espacial més alta de
los componentes de la fuente. Sin embargo, es de destacar que habitualmente
las imAagenes presentan discontinuidades en los bordes de los objetos, y por tanto
poseen una banda de frecuencias infinita, luego no existe en general una frecuencia

de muestreo que no introduzca alguna pérdida de informacién en la imagen.

Ademas del muestreo espacial de la imagen a través de los pixels, es necesario
también muestrear el rango de valores de nivel de gris, o intensidad, que es posible
asignar a los pixels. Es decir, idealmente, a un pixel se le podria asignar cualquier
valor de nivel de gris; sin embargo, la codificacién de la imagen con una precisién
finita nos obliga a utilizar un ntmero finito de valores. A esta codificacién de la
imagen utilizando un nimero finito de valores se le denomina cuantificacién de la
imagen. El principal objetivo de esta memoria es estudiar en detalle el problema
de la cuantificacién, proponiendo nuevas soluciones a través de las ecuaciones en

derivadas parciales.

En primer lugar, vamos a explicar brevemente la importancia de la cuantifi-

cacién de imégenes v del tipo de problemas que pueden surgir en su estudio.

La primera pregunta que surge es, dada una imagen, cudntos niveles de gris
son necesarios para obtener una representacién visualmente correcta de la ima-
gen. Entendemos por una representaciéon visualmente correcta de una imagen a

una cuantificacién tal que, perceptualmente, el ojo humano no pueda distinguir
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entre la imagen original y la cuantificada. Esta pregunta es de vital importancia,
puesto que el costo en almacenamiento de la imagen depende de su respuesta.
Existen dos tipos de estrategias para abordar esta cuestién. La primera, que
es la més comuinmente utilizada, consiste en establecer un rango fijo de valores
independientemente de la imagen a cuantificar. Habitualmente se utilizan 256
niveles de gris fijos, lo que da una tasa de almacenamiento de 8 bits/pixel. En
este caso, la cuantificacién, que denominaremos cuantificacién uniforme, consiste
en asignar a cada nivel de gris de la imagen original el nivel de gris mds préximo
dentro de los 256 posibles. La segunda estrategia consiste en adaptar la cuan-
tificacién a la imagen que se quiere cuantificar, eligiendo los niveles de gris que

mejor representan la imagen en concreto.

La cuantificacién uniforme, aunque muy simple de utilizar, presenta algunos
problemas importantes. En primer lugar, los 256 niveles estdn mal distribuidos
desde un punto de vista perceptual, es decir, el ojo humano es incapaz de distin-
guir entre niveles de grises préximos. Ademés, debido a la fuerte no-linealidad
del proceso visual, el ojo humano tiende a percibir mejor los contrastes cuando
los niveles de gris se encuentran en valores intermedios, que cuando se encuentran
proximos al blanco o al negro. Dicho de otra manera, la distribucién uniforme de
niveles de gris no responde a la sensibilidad visual. Otra objecién importante a
este modelo de cuantificacién uniforme es que utiliza m4s memoria de la necesaria

para codificar la imagen. En general, en funcién del tipo de imagen, y eligiendo
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convenientemente los niveles de gris, se puede reducir notablemente la tasa de
almacenamiento de 8 bits/pixel . Reducir esta tasa de almacenamiento es muy

importante, puesto que hoy dia se trabaja con imdgenes de alta resolucién que

contienen millones de pixels.

En esta memoria desarrollamos en toda su generalidad la segunda estrategia
de cuantificacién mencionada, que consiste en adaptar la cuantificacién a cada
imagen concreta. Los temas fundamentales que se van a tratar en esta memoria

son:

o La eleccion 6ptima de los niveles de gris representativos de una imagen.

e La introduccién de un proceso regularizante en la cuantificacién, basado en

la estructura local de las imégenes.

Desde un punto de vista clédsico, una cuantificacién de una imagen viene de-
terminada por un conjunto de niveles representativos (o niveles finales) dados
por {uy U, .....us}, y un conjunto de separadores {t1,ts, ......,ts11} que determi-
nan el intervalo de influencia de cada nivel representativo u;; de tal manera que
la cuantificacién consiste en asociar a cualquier valor de nivel de gris u € [t;, ;1]

su representante ;.
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Regla de la Cuantificacién. Las lineas de puntos representan a los niveles finales o atractores.

Llamaremos cuantificador de S niveles, y lo denotaremos por (g, a cualquier

distribucién de 25 + 1 puntos tales que:
—c0o <t <up <ty < ... <ug <tge1 L0

La forma de asociar un cuantificador a una imagen concreta es a través de la
minimizacién de una energfa que determina la proximidad de la imagen original
a la imagen cuantificada. La energfa que se utiliza habitualmente en la literatura

es la Energia de Max-Lloyd que viene dada por la expresién:

S

E@9)=Y [

k=1t

tet+1
(

s —ug)’ dH(s). (1.1)

Donde H(s) representa la funcién de distribucién del histograma h(s) de la ima-

gen, (es decir dH(s) = h(s)ds). Nosotros nos proponemos modificar este funcional
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7
de energfa de manera que se adapte mejor a las peculiaridades de la percepcién
visual.

La introduccién de un proceso regularizante en la cuantificacién consiste en
tener en cuenta la estructura local de la imagen en el proceso de cuantificar.
Una imagen es, habitualmente, una funcién regular a trozos que presenta discon-
tinuidades en los bordes de los objetos u oclusiones. Por tanto, existe una cierta
homogeneidad entre niveles de gris de pixels vecinos. Nosotros partimos de que
esta homogeneidad debe preservarse en la imagen cuantificada, y por tanto debe
tenerse en cuenta en el procedimiento que cuantifica; de tal forma que el 4mbito
de influencia de un nivel representativo u; no solo depende del intervalo [t;, ;1)
sino también de las relaciones de vecindad existentes en la imagen.

La forma de plantear un cuantificador, que verifique esta condicién de homo-
geneidad por regiones, va a ser a través de una ecuacién en derivadas parciales
de reaccién-difusién, de manera que los estados asintéticos de sus soluciones co-
rrespondan a la cuantificacién deseada.

Las ecuaciones de reaccién-difusién son ecuaciones parabdlicas no lineales de

la forma:
— — F (z,u(z), Du(z), D*u(z)) = f(u(x)) en Q2 x (0,7)
+ Condiciones de contorno y dato inicial,

donde F (z, u(z), Du(z), D*u(z)) es un operador eliptico degenerado no lineal

y f: R — R es una funcién no lineal. Estas ecuaciones modelan fenémenos que
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aparecen en campos muy variados: Quimica, Biologia, Neurofisiologia, Epide-
miologia, Combustién, Genética de poblaciones, etc.

Las bases teéricas de las ecuaciones de reaccién-difusién fueron dadas en
el trabajo de Alan Turing, que propuso estas ecuaciones como un modelo
matematico para las bases quimicas de la Morfogénesis [69]. En 1989, C.B. Price,
P. Wambacq y A. Oosterlink, introdujeron el uso de los sistemas de reaccién-
difusién en el tratamiento de imégenes.

Debido a que nuestro operador diferencial es no lineal y eliptico degenerado,
la existencia y unicidad de soluciones de esta ecuacién se han obtenido en el marco
de las soluciones de viscosidad.

El modelo presentado es:

Ou . Vu _ N

i lu *x VG| ||Vul| div (HVUH) —f(w) = 0 sobre [0,+o0] xR
u(0,z) = wug(z)

donde:

e g(z) es una funcién no decreciente que satisface g(0) = 1.

o (G es nicleo de convolucién.

e f(u) es una funcién regular con un nimero finito de ceros.

Como los estados asintéticos de la ecuacién vienen dados por los ceros de la
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funcién f(z), se ha hecho que estos ceros se correspondan por un lado con los
separadores del cuantificador y por otro lado con los niveles finales, siendo éstos

los estados asintdticos.

El trabajo presentado en esta memoria se ha dividido en las siguientes partes:

Construccién del cuantificador éptimo.

Modelizacién del problema. Teorema de existencia y unicidad de soluciones.

An3lisis Numérico.

Resultados practicos.

Para el disefio de un cuantificador éptimo, es necesario optimizar algin fun-
cional de energia. Se ha demostrado que nuestro funcional es separable, por
otro lado, la utilizacién de las técnicas cldsicas para optimizar (resolucién de un
sistema de ecuaciones formado por las derivadas del funcional respecto de las
variables) presenta problemas para la obtencién del minimo global, ( el resultado
final depende de la aproximacién inicial dada y lo que se obtiene es el minimo
relativo més cercano) y dado que encontrar un cuantificador éptimo se puede
plantear como un problema de programacién no lineal en un conjunto finito, se
han utilizado técnicas de programacién dindmica. Por otra parte, estas técnicas
nos permiten obtener un algoritmo 6ptimo en nimero de operaciones.

Para la segunda parte se han tenido en cuenta dos cosas:
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10

e Cuantificar la imagen.

e Introducir proceso regularizante.

Cuantificar una imagen puede asociarse a la solucién de la ecuacién:

us = f(u)

donde los ceros de f(u) definen al cuantificador.

Para la eliminacién de ruidos se ha usado el operador definido por Alvarez,
Guichard, Lions y Morel, debido a que respeta los contrastes entre las diferentes

formas, es decir, no desplaza las fronteras de regiones homogéneas.

Entonces el modelo ha combinado por una parte, la difusiéon para la elimi-

nacién del ruido y por otra, la reaccién para la cuantificacién definitiva.

La demostracién de existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién se ha
hecho en el marco de las soluciones de viscosidad dado que el operador dife-
rencial es eliptico degenerado no lineal, y porque permite soluciones que no son

diferenciables en el sentido clésico.

En la parte dedicada al Andlisis numérico, se establece la discretizacién del
operador diferencial utilizando para ello una ventana de 3x3 y un polinomio

trigonométrico.
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11

Se establece un algoritmo basado en el siguiente esquema iterativo:

un+1 e !

z,thuz,l =/ (uf‘]) +f (u?])

donde £ (u) representa al operador diferencial discretizado.

Se enuncia y demuestra un teorema de estabilidad para este algoritmo.

En la parte de resultados se veran diferentes imagenes y comparaciones con
otros cuantificadores. También se verdn algunas aplicaciones practicas como el

resaltado de imagenes y la segmentacion.
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CAPITULO II

Estado Actual Del Tema
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Cuantificacion

Un cuantificador escalar @), con S niveles de gris, es una aplicacién

Q:R—C

donde R es el conjunto de nimeros reales y

C = {u1,ug,us, ...,us} C R

es el conjunto de salida de tamafio S. A los u; también se les llama niveles

finales o valores de reproduccién.

Asociada a cada cuantificador existe una particién de & en S células o 4tomos

R;i=12.s. Cada i — ésima célula se define por

Ri={zeR: Q@) =u}=Q " (w).

Puesto que un cuantificador se define completamente por los niveles de sa-
lida {u;;4 = 1,2,..,S} y la correspondiente particién en células {R;;i = 1,2, .., S},

15
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CUANTIFICACION 16

escribiremos

Q: {UZ:R’HZ = 1727")5}

para su descripcién explicita.
Un cuantificador se dice que es regular si:
a) cada celula R; es un intervalo,
b) u; € (ti-1,t:)
Los valores t; los llamaremos separadores, niveles de decisién o puntos finales.

Un cuantificador regular tiene la propiedad de que si dos valores de entrada,
a y bcon a < b, presentan el mismo nivel final u; cualquier otro valor de entrada
que esté comprendido entre los dos, presentard el mismo nivel final u. Esta
propiedad corresponde a la nocién intuitiva de la cuantificacién como una via de

aproximacion al nimero real con una representacién de precisién finita.

Para un cuantificador regular, el conjunto de separadores esta ordenado de la

siguiente forma:

th <up <ty <. <us <igyl-

Ademsés cuando @ (z) es una funcién mondtona no decreciente de x, se dice que
el cuantificador es monétono. Es ficil ver que un cuantificador regular debe ser

mondtono.
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CUANTIFICACION 17

Como puede verse en la figura siguiente, la funcién Q (z) para un cuantificador

regular y simétrico es una funcién en escalera:

Gréafica en escalera de un cuantificador

La caracteristica entrada-salida consiste en S escalones o pasos horizontales,
con contraescaldn o segmento vertical que indica el salto de la discontinuidad
entre dos pasos sucesivos que ocurren en cada separador.

La cuantificacion es irreversible en el sentido de que para una salida dada, el
valor de la entrada no se puede determinar de forma tnica.

Dentro del grupo de los cuantificadores de un ntmero fijo de niveles, el mas
comun es el cuantificador uniforme. Un cuantificador uniforme es un cuantificador

regular en el que:

e Los separadores estan igualmente espaciados
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CUANTIFICACION 18

e Fl nivel final asociado a cada intervalo es el centro de dicho intervalo.

De ésta segunda condicién se puede deducir que:

ti—1+t; )
ui-—-lTparaz:Q,&---,S—l.

Entonces la particién consiste en intervalos de la misma longitud A, y para

entradas no acotadas, el primer intervalo es (—oo,t;] y el Ultimo intervalo es
A

(ts—1,00) con uy =t — 5 Us= ts_1+ 5 Nétese que u; = t;_1 + >

En muchas imagenes es posible encontrar que una gran cantidad de niveles de
gris contiguos tienen una frecuencia igual a cero. En esos casos un cuantificador
uniforme pierde niveles de gris en el sentido de que varios niveles finales pueden
tener frecuencia cero. Entonces, en tratamiento de imégenes parace méas indicado
el utilizar cuantificadores no uniformes.

Un modelo general para cuantificadores no uniformes con un nimero finito

de niveles finales se puede ver en el siguiente grafico

>

CUANTIF.
X _/{/ UNIFOR. 7-14

G G™!

Modelo de Compandor para una cuantificacién uniforme.

La entrada se transforma primero con una funcién no lineal monétona no

decreciente G para producir una salida y = G(z), entonces este valor se cuantifica
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CUANTIFICACION 19

- - - /\ 2
de manera uniforme produciendo una salida ¥, finalmente ésta es transformada
. A e (A
con la funcién inversa de GG para obtener el resultado final z=G~" | ¥ ] .
La primera funcién se llama (en inglés) compressor y a la segunda funcién se
la llama expandor. El término compandor se obtiene de la combinacién de ambas
palabras y designa la estructura de un cuantificador no uniforme consistente en

un compressor , un cuantificador uniforme y un ezpandor en cascada.

La generalidad del modelo compandor se establece en el siguiente teorema:

TEOREMA 1 Para cada cuantificador regular finito existe un modelo compan-

dor.

Demostracién.-Dado un cuantificador por sus separadores {y1, ¥, U3, ---, Ys+1}
y sus niveles finales {z1, %2, 23, ..., £s}, se construye el modelo de compandor de

la siguiente forma: Se definen dos conjuntos en el plano

P = {({yiA+ k), parai:1,2,...,5+1}

Q = {(xi,iA-i-%—l-/i),pami=1,2,---,5’}

Las colecciones de puntos P y @ se pueden representar graficamente.

En el eje de las X se sitian los valores del cuantificador no uniforme y en el

A
eje de las Y se sittan los valores iA + Kk y 1A + 5 + K.
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CUANTIFICACION 20

Conectandose los puntos (y;,iA + k) con (a:i,z'A +54 K)) se obtiene una

curva monétona no decreciente G(z) definida sobre el intervalo (y1, yn)

G(Cﬂz) = IA+—+&

La eleccién de x debe hacerse para satisfacer la condicién G(0) = 0.

6A+x
SA+AR2+x
S5A+x
4A+ A2+ K
4A+x

L)) Xy Y2 XY

Xy ¥ %5 Ye
3A+x

2A+ A2 4x
2A+x
A+ A2+x
A+x

Ejemplo de Compandor.

De forma clara se puede ver que la funcién definida a trozos se puede sustituir
por una curva regular que pase por los 25 + 1 puntos y que la variacién de la
pendiente sea continua. Esta regularidad se puede obtener sustituyendo los seg-

mentos por aproximaciones por curvas del tipo spline. Entonces se puede asumir
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que todo cuantificador no uniforme se puede modelar mediante un compandor
con un compressor regular no lineal.

Por otra parte, cada cuantificador puede ser considerado como la combinacién
de dos operaciones sucesivas (aplicaciones), un codificador E y un decodificador
D. El codificador es una aplicacién F : ® — [ donde I = {1,2,3,---,S} y el
decodificador es la aplicacién D : I — C. Asf si Q(z) = u; entonces E(z) =i y
D (i) = u;. Con estas definiciones tenemos que Q (z) = D (E(z)).

Este disefio estd especialmente indicado para optimizar la transmisién. El

transmisor realiza la codificacién y solo transmite indices, el receptor realiza la

decodificacién.
R [_‘
— Sl —
A
s, D ——@-——.@_:c
)
C 04
0 O
D D
I I
AN
A A
D D
Q 0
R R
L Sy

Estructura de un modelo de Codificador/Decodificador

En el disefio de los cuantificadores para una aplicacién dada, es importante

conocer los tipos de distorsién visual introducidos por el proceso de cuantificacién,
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gue son:

e ruido granular,

e "slope overload”,

e "edge busyness”.

?original” ? Cuantificada”

Ruido

granular

? Edgebusyness”

Diferentes tipos de ruido relacionados con la Cuantificacién.

El ruido granular aparece en regiones uniformes y resulta de la fluctuacion
aleatoria de los niveles de salida cuando los valores de la imagen son muy
préximos. El ruido ”Slope overload” aparece cuando existe un gran contraste
en algunos bordes y los niveles de salida del cuantificador no son lo suficiente-

mente grandes para responder rdpidamente a un gran salto en la sefial. El ruido
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"Edge busyness” aparece cuando un borde reconstruido varia ligeramente en su
posicién de una linea a otra debido a fluctuaciones del cuantificador. Desgra-
ciadamente cuando se intenta reducir alguno de estos ruidos, normalmente se
resaltan otros. Ademds hay que resefiar que, por lo general, cuando se cuantifica
una zona de la imagen en la que existe un degradado del nivel de gris, de manera
que en la imagen original parece realizarse de forma continua, en la cuantificacién
de imégenes se hacen visibles los saltos entre los diferentes niveles de gris.
Cuando en la imagen a cuantificar aparece la piel humana, este efecto es
bastante desagradable. Una posible solucién es hacer que no exista una zona de
salto, sino que exista una banda en la que los pixels se distribuyan entre los dos

niveles.
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Ecuaciones en Derivadas Parciales

Un problema bésico en el tratamiento de imagenes es como pasar de una infor-
macién de caracter totalmente local, como puede ser el nivel de gris de los pixels
de la imagen, a una informacién de caracter global como puede ser la descripcién
de los objetos presentes en la imagen. La alta definicién de las imagenes con la
que se puede trabajar hoy dia nos lleva a pensar que la informacién contenida en
un pixel es de caracter infinitesimal en el sentido de que su valor como unidad
independiente es totalmente despreciable frente a sus relaciones de vecindad con
los pixels préximos, que es lo que determina perceptualmente la informacién con-
tenida en una regién de la imagen. Por ello, los operadores diferenciales tales
como gradientes, curvaturas, laplacianos, etc., son, de forma manifiesta o escon-
dida, utilizados en el desarrollo de la mayoria de las técnicas en el tratamiento de
iméagenes. El marco natural para formalizar y estudiar las técnicas que involu-
cran operadores diferenciales son las ecuaciones diferenciales, donde, a partir de
un modelo, se establecen las reglas de juego que hacen interactuar a los valores
locales de la imagen para generar una informacién més global y compacta de ésta.

Histéricamente el primer ejemplo de una tal formalizacién es el filtrado gaussiano.
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Efectivamente, Koenderink [47], en 1984, constaté que la convolucién de una ima-
gen dada por una funcién ug (z,y) con una funcién gaussiana de desviacién tipica
o2
o es equivalente a la resolucién para un cierto tiempo t = > de la ecuacién
diferencial u; = Awu, (conocida como la ecuacién del calor) donde Au repre-
senta el operador laplaciano. Posteriormente, el uso de ecuaciones diferenciales
en tratamiento de imagenes se ha implantado como una herramienta fundamen-
tal. Entre otros muchos, cabe destacar las aportaciones de Perona y Malik, por
la introduccién de operadores no lineales, Matheron y Serra, por la introduccién
de la Morfologia Matemadtica, Osher y Rudin, por el uso de ecuaciones de tipo

hiperbdlico para generar discontinuidades, y Alvarez, Guichard, Lions y Morel,

por la unificacién axiomatica de los diferentes modelos.

Observemos que existe una forma de obtener una imagen cuantificada re-
solviendo una ecuacién diferencial ordinaria.

Sea f € C°(R) una funcién que satisface f(s) = 0 <= s = t,uy, ..., Ug, tg41
y % (ty) >0y %]9_” (ux) < 0 para cada k.

Entonces, la solucién de la ecuacién diferencial u; = f(u), con la imagen
original como dato inicial, es la imagen cuantificada con niveles {uy,...,us} y

separadores {t1,...,t541} -

La idea que soporta este modelo es que cada cero de la funcién f(u) con
derivada negativa, u; actiia como atractor , quedando al final del proceso reduci-

dos los niveles de gris de la imagen al nimero de atractores del sistema, siendo
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los niveles de decisién , #, los ceros de la funcién f(u) con derivada positiva (los
expulsores). Un gran inconveniente de este método es que conserva el ruido de la
imagen, ya que tiende a aproximar el nivel de gris de cada pixel al atractor méas

cercano, sin analizar que ocurre en un entorno de ese pixel.

Para evitar estos inconvenientes, los modelos basados en EDP utilizan un
término de regularizacién, o sea, dicho de otra forma se exige que niveles de
gris de pixels vecinos verifiquen cierta homogeneidad. Dicha homogeneizacion se
realiza a través de un filtrado, que por lo general consiste en sustituir los valores

del pixel por la media calculada en un entorno de dicho pixel.

El filtrado lineal se hace generalmente por convolucién con Gaussianas de
varianza creciente. En 1984, Koenderink constaté que la convolucién de una senal
con una Gaussiana en cada escala es equivalente a la solucién de la ecuacién del

calor con la sefial como dato inicial.

Llamando a este dato ug, las sucesivas imégenes se obtienen resolviendo la

ecuacion del calor:

ou(z,y,1t)

o = Au(z,y,t) en R x [0, +o0]

U(I,y,O) = uo(a:,y) en R

La solucién de esta ecuacién para un dato inicial con norma cuadratica aco-
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tada es:

u(t>m>y) = Gt * Ug

donde:
(22 +9°)

Gi(z,y) = Ot eap(——1—)

es la funcién de Gauss. Aqui ¢ representa un pardmetro de escala (en la resolucién
de detalles).

La linealidad del operador laplaciano produce, a través de las escalas, una
descolocacién o pérdida de bordes de las regiones presentes en la imagen y por
tanto es necesario buscar operadores no lineales.

En 1971 Malik y Perona propusieron cambiar el operador laplaciano por el

operador:

div(g(|Vu|)Vu)

y utilizan como modelo la ecuacién:

us = diw (g (|Vul]) Vu)

donde g(-) es positiva y monétona decreciente.
Su idea es penalizar la difusién donde los gradientes de la sehal son grandes.

Sin embargo este modelo presenta algunos inconvenientes:

e se comporta mal en presencia de ruido (el ruido se conserva)

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 28

e la ecuacién estd mal planteada desde un punto de vista tedrico si sg(s) no

€s creciente.

Posteriormente, en 1992, L. Alvarez, P.L. Lions y J.M. Morel derivaron un

método basado en la ecuacién de la curvatura media:

= |V div(r)

mediante el modelo:

Vu
=9(G * Vul) [|Vul div(5=)
[Vl
Este operador, que representa una difusién direccional en la direccién de
minima variacién de la funcién (direccién ortogonal al gradiente Vu), y produce

una regularizacién de las formas presentes en la imagen respetando los contrastes

entre diferentes formas, es el que se ha utilizado en nuestro modelo.

Por otra parte Cottet y Germain ([25]) han introducido un modelo basado en
ecuaciones de reaccién-difusién. La idea que soporta este modelo es combinar la
difusién para el filtrado de ruidos y la reaccién para la mejora del contraste. El

objetivo es describir un método en el cual la imagen procesada pueda observarse
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como el estado asintético de la solucién del modelo matematico:

ou 2 7.
K oediv (A ()] [Vad) = F(w) en ©

donde Q es acotado, u € L? () y la funcién f(z) € C* satisface:

f(&ED)=0; zf(z) >0paraz € (-1,0)U (0,1)

Se denota por A, el operador no lineal cuyo valor es la matriz 2x2:

dud;u
< (W |Vu|? + &2
= 0 z . . .
donde 8, = — y 9, = ———. Ademss el término €2 se utiliza para evitar singu-
amz am]_

laridades cuando ||Vu| = 0 en las derivadas de esta matriz. A, es la proyeccién

ortogonal sobre la direccién perpendicular a este gradiente.

La eleccién del pardmetro £ presenta algunos problemas, por un lado si €
tiende a cero, u. tiende a u y entonces no existe difusién ya que el término de
difusién se hace cero, por otro lado, si £ es grande se introduce una distorsion.

Ademss la interpretacién geométrica del operador no parece clara.

Por supuesto, existe una gran cantidad de formas de definir filtros a través
de EDP’s. En las referencias [12] y [9], se puede encontrar un completo estudio

de las aplicaciones de las EDP’s a la teorfa del Anélisis Multiescala usando una
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aproximacion axiomdtica.

30
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Soluciones de Viscosidad

Esta teorfa se aplica a ciertas EDP’s de la forma F (z, u, Du, D?*u) = 0, donde

F: RV XxRx RV x S(N) — Ry S(N) es el conjunto de las matrices simétricas.

Las primeras propiedades de esta teorfa son que permite ficilmente que fun-
ciones continuas sean soluciones de ecuaciones de segundo orden completamente
no lineales; proporciona teoremas muy generales de existencia y unicidad, y pro-

duce formulaciones precisas para condiciones de frontera generales.

Por otra parte, estas caracteristicas van mano a mano con una gran flexibili-

dad con el paso al limite en varios marcos y con pruebas relativamente simples.

En la expresién F (z,u, Du, D*u), u puede ser una funcién de valores reales
definida sobre algin conjunto © de RY, Du corresponde al gradiente de v y D?u
corresponde a la matriz de las segundas derivadas de u. Sin embargo, Du y D?u
no tienen el significado clésico, y de hecho la teorfa abarca clases de ecuaciones

que tienen soluciones que no son diferenciables en el sentido clésico.

Para aplicar esta teoria a una ecuacién dada F' = 0, se requiere que F' satisfaga
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una condicién fundamental de monotonia:

F(z,r,p,X) < F(z,s,p,Y) cuando r<s eY < X (2.1)

donde 7,5 € R, z,p e RN, X, Y € S(N) y S(N) est4 dotado de su orden usual.
Se dice que F' es eliptica degenerada cuando F(z,r,p, X) < F(z,7,p,Y)
para ¥ < X. Se usa el orden habitual en S(N), esto es Y < X significa que

(X€,6) < (YE,£) para € € RY
DEFINICION 1 Sea F (z,u, Du, D*u) satisfaciendo (4.2) y O C RY. Una
subsolucién de viscosidad de ' =0 en O es una funcidn u € USC(O) tal que:

F(z,u(z),p,X) <0V €Oy (p,X) € J5 u(z) (2.2)

Similarmente, una supersolucion de viscosidad de F = 0 en @ es una funcién

u € LSC(O) tal que:

F(z,u(z),p,X) >0 Vz € Oy (p,X) € J5 u(z) (2.3)

Finalmente, v es una solucién de viscosidad de F = 0 en O, si es a la vez
subsolucién de viscosidad y supersolucién de viscosidad de F = 0 en O.
LSC(0) = {funciones semicontinuas superiores u : O — R}

USC(O) = {funciones semicontinuas inferiores u : O — R}
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Veamos otra forma de definir las soluciones de viscosidad:

Dada una funcién & : O — R, se define relajacidn semicontinua inferior de h

en O y se escribe h,:

ho(z) =lim inf A(y), 2€0

el0 |z—y|<e,yecO

La relajacién semicontinua superior de h en O se define por h* = —(—h),.

Para cada A € RV, consideramos un subconjunto denso W de J(A4) = A x
R xRV x SN, Sea E = E(y,5,q,Y) una funcién de W en R. Como W es denso

en J(A), las relajaciones F, y E* se definen en J(A) con valor en R.

DEFINICION 2 Una funcidn u = u(y) : A — R se llama subsolucién de vis-

cosidad (supersolucién de viscosidad respectivamente) de la ecuacidn:
E (y,u, Du, D2u) =0 en A (2.4)

st u* < 00 (uy > —oo, respectivamente) en A, y para cada par de ¢ € C?(A) y

7 € A satisfaciendo max,(u* — ¢) = (v* — ¢)(7) (ming(u, — @) = (u. — ¢)(7),

respectivamente) se tiene que:

E. (3,u* (9),Dé (), D*¢ (7)) <0

(E* (3,u. (W), Do (y) , D*¢ (y)) <0, respectivamente)
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Veamos tres propiedades bésicas de las subsoluciones de viscosidad.

PROPOSICION 1 Sea S una familia no vacia de subsoluciones de (2.4) y u

una funcion definida en A por:

u(y) = supv(y) para y € A
veES

Suponemos que u*(y) < oo para x € A. Entonces u es una subsolucién de (2.4) .

PROPOSICION 2 (Existencia) Sean fy g: A — R respectivamente una sub
y supersolucién de viscosidad de (2.4). Se supone f < g en A. Entonces eziste

una solucidn u para (2.4), satisfaciendo:

f<u<gen A

PROPOSICION 3 (Estabilidad) Sean E y Ey : W — R y sea uj, una sub-

solucidn de

Ey (y,uk,Duk,Dzuk) =0 en A (2.5)
k=1,2,---. Asumamos que lim, E, > E, y u; converge uniformemente en cada
h—o0

subconjunto compacto de A. Entonces u es una subsolucion de: (2.5) con este E.

La demostracién de estas proposiciones se puede encontrar en [43]. La

proposicién 2 estd demostrada por el método de Perron en [44] y [23].
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La teoria de viscosidad ha sido introducida por M.G. Crandall y P.L. Lions,
en 1983, en el articulo [27], aunque los primeros pasos fueron dados en el articulo
[28].

Existen analogfas con la teorfa de las leyes de conservacién escalar de S.N.
Kruzkov [48], proporcionadas por la direccién de la nocién y de su presentacién.
La presentacién del primer articulo resalta el caso de primer orden, debido al he-
cho de que la unicidad resulta asequible solo para este caso en el tiempo. Ademaés
en [27] se pone de manifiesto la existencia de varias vias equivalentes para formu-
lar la nocién de soluciones de viscosidad; una de éstas esta intimamente conectada
a los trabajos anticipados de L.C. Evans [33] y [34] que tratan de la convergencia
en sentido débil en ecuaciones que satisfacen el Principio del Maximo. En estos
trabajos las direcciones estaban indicadas por aspectos del andlisis funcional no

lineal y de la teorfa de semigrupos no lineales.
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Programacion Dindmica

La Programacién Dindmica es una coleccién de herramientas mateméaticas que
se usan para analizar procesos de decisién secuenciales. Esto identifica a la Pro-
gramacién Dindmica como una rama de las Mateméticas Aplicadas. Es un prin-
cipio general aplicable a numerosos problemas de optimizacién con condiciones,
lineales o no, en variables continuas o discretas, pero poseyendo una propiedad

llamada de descomposicién.

El nombre de Programacién Dindmica proviene del hecho de que este método
se aplicaba en un inicio a la optimizacién de sistemas dindmicos, es decir, sistemas
que evolucionan en el tiempo y para los que la evolucién puede ser controlada
por variables de decisién. La utilizacién se ha extendido a problemas donde el

tiempo no interviene.

La Programacién Dindmica no es una excepcién a la regla de que buenas
ideas tienen raices profundas. Antecedentes a estas ecuaciones funcionales pueden
encontrarse en la historia de las Matematicas, pero los trabajos que han dado
lugar al nacimiento de la Programacién Dindmica proceden de mediados del siglo

XX. Estos incluyen estudios de Massé (1946) de los recursos del agua, Wald

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



PROGRAMACION DINAMICA 37

(1947) de problemas secuenciales de decisién en Estadistica, estudios de control
de inventarios de Arrow, Harris y Marshack (1951) y el estudio por Bellman de
las ecuaciones funcionales (1952).

Fue Bellman quien se aproveché del principio de optimalidad y, con gran
ingeniosidad, lo usé para analizar cientos de problemas de optimizacién en
Matematicas, Ingenierfa, Economia, y otros campos.

La idea base de la Programacién Dindmica es tratar de reemplazar la opti-
mizacién de una funcién de n variables por la resolucién de un cierto nimero de
problemas de optimizacién mas simples de resolver. En este sentido, el método
se puede considerar como un método de descomposicién.

Una nocién importante es la de funcién descomponible.

DEFINICION 3 Se dice que la funcidn f es descomponible en las funciones

fi y fo, si f es separable (f(z,y) = fi(z, fo(y))) y si ademds, la funcion fi es

mondtona no decreciente respecto de su segundo argumento.
Se puede enunciar el resultado fundamental siguiente:

TEOREMA 2 (Optimalidad) Sea f una funcién real de variables x e y =

(1,2, - - yk)- Si f es descomponible con f(z,y) = fi(z, fo(y)), entonces se

tiene:

Opt f(z,y) =Opt {fl (m Opt {fz(y)}>}

(z,y)EQ YEN,

donde Opt puede ser tanto Maximizar como Minimizar y:
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Qeéﬁk“,sz{y!yéﬂ?’“;(%y)éﬂ}-

La demostracién puede encontrarse en [58].
Desde un punto de vista préctico, si se supone que el conjunto de las soluciones
{2 es a priori cualquiera, la bisqueda del éptimo de f en Q mediante la férmula

dada por el teorema de Optimalidad es equivalente a:

e Determinar para cada z el valor de la funcién ¢ :

¢ (x) =0pt {fo(y)}

YEQ,

e Determinar el 6ptimo en z de la funcién:
P(z) = fi(z, 0 (x))

Esto es estrictamente equivalente al célculo del minimo de f{z,y) por enu-
meracién de todos los (z,y) € Q. En el teorema solo precisa el orden en el que se
efectlia dicha enumeracién. Estd claro que tal procedimiento no puede conducir
a un método eficaz en la practica; de hecho el teorema de optimalidad depende
esencialmente de la forma del dominio de soluciones 2, y més precisamente de
la posibilidad de considerarle como un elemento de una familia méds vasta de
dominios ; (E), parametrizada por un vector E, llamado vector de estado.

En general,un problema de optimizacién con condiciones sobre las variables
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(z,y) se puede considerar de la forma:

F*=Optf(:c,y) (26)

g(z,y) €&

donde g : ¥ — K™y £ C R™.

Supongamos ahora que g es separable y se pueda poner de la forma:

9(z,y) = ha(y,h(2))
donde :
hi(z) : R—-R"

ho(y,2) : REF™ g™

Puede verse que, para valores dados de z y de y, g(z,y) se puede calcular

por:

El = hl (x)

Ey = hy (y, Er)

9(z,y) = B

\

Sea € un subconjunto de R™ tal que:

Ve € {z|3y:(z,y) € Q}=h(x)el

VE € EVye{y|dz:(z,y) €Q}=>hy(y,E) €&
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A & se le llama conjunto de estadosy a sus elementos vectores de estado. Las
funciones hy y ho se llaman funciones de transicion. & es el conjunto de estados

terminales admisibles.

La idea consiste en reemplazar la solucién del problema (2.6), que tiene k + 1
variables, por la resolucién de una familia de problemas de optimizacién con k

variables:
Fy(E1) = Opt{f: (y)}
h2 (ya El) S Et
con E; recorriendo £.
A la ecuacién:

E(Ei—l) = Opt {fz (xi: E+1 (hz (332') El—l)))}

donde F; (E;_;) = Opt f;(z:,- - -,) bajo la condicién:

hi(z;, - - Ty hic1(zio1, Eig)) € &

con las f; descomponibles, las h; funciones de transicién y h; (i, - - -, Zm, B)
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definida recursivamente por:

E; = hi(z;, E)
Eix1=hip (xi+1, Ez)

En = hn(xnn En—l)

hi(zi,- < Zm, E) = E,

\

se le llama ecuacion funcional de la Programacién Dindmica.

Entre todas las soluciones posibles (z;, -+, Z,,) para ir del estado E (en la etapa
i-ésima) al subconjunto de estados &;, solo se conserva la informacion relativa a
una solucién optimal.

La solucién optimal obtenida esta conforme al principio de optimalidad, enun-
ciado por R. Bellman (1957): Una politica optimal tiene la propiedad de que, cua-
lesquiera que sean el estado inicial y el estado final, las decisiones restantes deben
constituir una politica optimal con relacion ol estado resultante de la primera de-
CiS10N.

Este principio se puede resumir por: Toda solucion optimal solo puede estar
formada por soluciones parciales optimales.

Sin embargo, para que este principio sea equivalente a la ecuacién funcional
de la Programacién Dindmica es necesario reemplazar la hipétesis de monotonia

del teorema de optimalidad por la hipétesis de monotonia en el sentido estricto.
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La Programacién Dindmica se emplea, entre otros, en los siguientes campos:

Optimizacién de Sistemas Dinamicos.

Optimizacién de recorridos de grafos.

Problemas de circuitos hamiltonianos de longitud minima.

Problemas de acoplamiento, particién y recubrimiento de un hipergrafo de

intervalos.

Sistemas estocésticos.

Optimizacién de funcionales de energfa en tratamiento de imagenes.
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Descripcion del Problema

Dada una imagen bidimensional:

u: R — R

Un cuantificador Qs es una regla que asocia a cada imagen v dos conjuntos finitos:
{ur},—; g que representa los niveles de cuantificacién,
{tk}r=1 . 541 Que representa los separadores de la cuantificacién,

satisfaciendo:

1 <up <ts<...<ug <tgyr.

Entonces, cada cuantificador genera una imagen cuantificada reemplazando cada

valor del intervalo [tg,tgy1), POr Ug.

Vamos a tratar dos problemas en relacién a la cuantificacién de imdagenes.
El primero es la eleccién del cuantificador (}s para un ntmero de niveles de
cuantificacién S. El segundo es introducir un procedimiento de eliminacién de

ruido que actie al mismo tiempo que el procedimiento de cuantificacién.

El método clésico para la eleccién de un cuantificador consiste en minimizar
el error cuadrético medio. Sea H(s) la funcién de distribucién de la imagen u

45
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dada por:

H(s) = P{u(z,y) < s}

Consideramos que u es periédica de periodo [a,b) X [¢,d) que representa el
dominio de la imagen original. Entonces P se puede considerar como la medida
de Lebesgue sobre [a,b) % [¢,d). Hay que notar que el histograma h(s) de u viene
dado por H'(s) = h(s).

El cuantificador Lloyd-Max minimiza la energia cuadrética:

S

BQs)=Y

k=17t

tet1

(s —up)> dH(s).

En el marco del proceso de imdgenes, no es deseable que los valores fy,tx41 ©
Ug, Up+1 estén demasiado préoximos, dado que perceptualmente representarian un

solo nivel. Para evitarlo, hemos introducido dos nuevos términos en la energia de

Lloyd:

As

T que penaliza el hecho de que aparezcan intervalos (fx,tr.1]
k+1 — Uk

pequenos.

the1 +1 2 s . . .
e (C (ﬁé—k — uk) , que sitia el nivel de gris ux en el centro del intervalo

(th, trr] -

Donde Ag y C son constantes positivas.

Con lo que la energia que hay que minimizar para obtener el cuantificador,
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nos queda:

E@s) =), (/:H (s — wg)” dH(s) + _2 ¢ (M _ uk)2> (3.1)

k=1 tk+1 —

Planteado como un problema de optimizacién, podemos hacer uso de las
técnicas del Célculo Diferencial e igualar a cero las derivadas de (3.1) respecto de

las variables t; y ug.

El problema de este método es que cualquier via que se use para resolver el
sistema resultante depende fuertemente de la aproximacién inicial y ademds la
existencia de gran cantidad de minimos locales hace casi imposible alcanzar el

minimo global.

Otra forma de abordar el problema es comprobar que el funcional
(3.1) es separable en el sentido de que si la familia de paramétros
{t1 = a,uy,tg, ..., ug, txr1 = b} optimiza el intervalo [a,b], entonces la familia
{t2, ug..., Uk, txy1 = b} optimiza el intervalo [t2,b] y se pueden usar técnicas de

programacién dindmica para resolverlo.

El segundo y principal paso en nuestro modelo de cuantificacién es eliminar
el ruido en la imagen original. Para resolver este paso utilizaremos ecuaciones en

derivadas parciales del tipo reaccién-difusién.

El método que se propone también estd basado en ecuaciones de reaccién-
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difusién. Concretamente se propone la siguiente ecuacién:

Ou _ Vu N
5 9 lux VG| || Vu|| div (HVUH) — f(u) = 0sobre [0,+o0] x R

u(0,z) = wo(x)

donde g(z) > 0 es una funcién no creciente que satisface g(0) = 1, G es un ntcleo
de convolucién (por ejemplo una funcién gaussiana) y f(u) es una funcién regular

con un numero finito de ceros.

ou?

0x;0z; B

Una interpretacién de los términos de la ecuacién es la siguiente:

Utilizaremos la notacién J;;u = Usj.

e 2) el término:

Vu ):A _ Vu(Vu, Vu)

Vul| dwv | w=—
vl (2 val?

representa un término de difusién degenerado, que difunde u en direccién
ortogonal al gradiente Vu y no difunde en ninguna otra direccién de Vu.
El propésito de este término de difusién degenerado es regularizar u a los
dos lados de un borde con una minima pérdida del borde mismo.(Un borde

se define como una linea a lo largo de la cual el gradiente es grande).

e b) El término ¢(|G % Vul|) se usa para resaltar los bordes. Ciertamente,
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controla la velocidad de la difusién:

1. Si Vu tiene una media pequefia en un entorno de un punto z, la

difusién es grande.

2. Si Vu tiene una media grande en un entorno de un punto z,z se
considera un punto del borde y la difusidn es baja, puesto que g(s) es

pequena para valores grandes de s.

e c) El término f(u), que satisface f(s) = 0 <> s = t1,u, ..., us,ts41 ¥

%f- (tx) >0y % (ux) < 0 para cada k, determina el estado asintético de
s

la ecuacién usando el cuantificador Qg que minimiza la energfa (3.1) como

se ha explicado més arriba.

Usando la ecuacién (1.2), introducimos un procedimiento de suavizamiento
en la regla de cuantificacién. Por tanto, el estado asintético de esta ecuacidn,
cuando t tiende a infinito, representa una cuantificacién sin ruido de la imagen

original.
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Andlisis Matematico del Modelo

El modelo matemético propuesto es:

%% — g(ux VG) %aij (Vu) 8iu — f(u) = 0sobre [0,+00] x RY (4.1)
u(0,2) = uo(z)
donde:
1. g3 (%N , §R) es lipschitziana, g (p) > 0Vp € RV.
2. DG e L} (RV) Vo] <2.
3. 05 (0) &€ >0 Vpe RV\ {0}, £ e RY a4y = aj
4. a;; es continua y acotada en RV \ {0}.

5. f(x) € C°R) , f'(z) € L*(R) y existe un intervalo [a, d] tal que:

flz)>0siz<ay flz)<0siz>b

Esta ecuacidén se puede plantear de la forma:

u+g(uxVG)F (t, z,u, Vu, Dzu) = f(u)

53
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siendo:

F(z,u,p, X) = —traza ((I - p|<8l>2p) X>
p

En primer lugar vamos a ver que el operador F (t,z,u,p, X) es eliptico de-

generado, o sea que verifica:
F(z,u,p,X) < F(z,u,p,Y) siY < X

con el orden usual en las matrices simétricas. Esta propiedad se deduce del

siguiente lema:

LEMA 1 Si A y B son dos matrices simétricas y semidefinidas positivas, en-

tonces tr(AB) > 0, donde tr (A) indica la traza de A.

Demostracién.- Como A y B son matrices simétricas, existen matrices ortogo-

nales P, () y matrices diagonales D4, Dy que satisfacen:
A= P 1D,P

B =Q7'DpQ

como tr(AB) = tr(BA), nos queda:
tr(AB) = tr (P-lDAPQ—lDBQ) = tr (DB (PQ—l)‘1 D (PQ—l)) = tr (DgU)

siendo U = (PQ™1)™ D4 (PQ") no negativa. Por otro lado:
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tr (DBU) = Z)\,uu > 0

por ser tanto A; como u;; > 0.

Efectivamente:

e )\; > 0 por ser los autovalores de B que es no negativa.

e u; > 0 por ser los elementos de la diagonal de una matriz positiva.
Por tanto hemos obtenido tr(AB) > 0.

d

Como tr(A + B) = tr(A) + tr(B), no es dificil ver que F (¢,z,u,p, X) es

degeneradamente eliptico. Efectivamente, en primer lugar veamos que la matriz

(I _Pp® p) es no negativa.

2
||
p®p=p-'p
1-282) —pp=0=2=0 tovalor, siend tovect
- |p|2 p=p—p=0= A=0 es un autovalor, siendo p un autovector.
I-— | |2 p~ = pt = A =1 es un autovalor con p— como autovector.
D

Sean las matrices simétricas X,Y tales que Y < X, o lo que es lo mismo, la

matriz X — Y no negativa.

(-2 ecm)

Por tanto:
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Entonces:

(-2 o222 o (-2)) 2o

tr ((I— p®2p) X) > tr ((I—ﬂjf) Y) = F (z,4,p,X) < F (z,u,p,Y).

|p|

Recordemos la definicién de soluciones de viscosidad de (4.1) en R .
Sea u en C ([O, T] x RN ) para algin T en ]0,+oo[. Entonces u es una sub-
solucién de (4.1) si, para todo ® en C? ([O,T] x RN ), en cada punto (¢p,zg) en

10,T] x RY | méximo local de (u — ®), se verifica:

?‘9% (to, :130) - g (’U, % VG (to, SL‘())) Zaij (V‘P (to, CC())) 8”(P (t0,$0) - f(u(to, .’L’o)) S 0

’L.ij

st VP (to,ng) % 0

od .
e (to,z0) — g (u* VG (to,xo))}lﬂ% SUPZ%‘ () 055® (to, zo) — f(u(to, z0)) <0
4,7

51 V@ (tg,20) =0
Se define una supersolucién de viscosidad de manera, similar, reemplazando

”punto de méximo local” por ”punto de minimo local”, ”<” por ”>" y "lim sup”

por ”lim inf”. Finalmente, se define una solucién de viscosidad como una funcién
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que es a la vez una supersolucién y una subsolucién.

Para el dato inicial ug se impone:

1. ug es lipschitziana.

2. 3h = (hy, ha, ..., hn) € RY tal que:

uo(z + (0,0, ..., hg, .0)) =uo(zx) V2 € RY y k=0,1,--- N (4.2)

Esto significa que ug es una funcién periédica.

LEMA 2 Sea u solucion de viscosidad de (4.1) satisfaciendo (4.2). Entonces,

para cada t >0 yx € RV

min{inf g~ |ug|,a} < u(z,t) < max{sup g~ |ug|, b}

Demostracién.- Sea T' > 0 fijo. Mostraremos que la desigualdad anterior es
vélida para (t,z) € [0, T] x RY. Obsérvese que la periodicidad de v garantiza
que existe méximo sobre [0, T] x RV,

Sea (to, Zp) méximo de u(¢,z). Supongamos que ¢y > 0. En la definicién de
subsolucién de viscosidad tomamos ® = 0 y por tanto u — ® tiene un méximo

local en (%9, 2p), con lo que:

—f(u(to,xo)) < 0= f(’u(to,.’L'g)) > 0= u(to,{I)o) < b
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Repitiendo el mismo razonamiento con una supersolucién con (tg, Zg), minimo

local de u — @, obtenemos:
—f(u(to,xo)) > 0= f(u(to,fl‘o)) <0=a< u(to,mg)

Si tg = 0 se tiene:

infen |uol < u(z,0) < supgy |up)

Entonces reuniendo ambas desigualdades se tiene:

min{inf g [uo|, a} < u(z,t) < max{supsw |uo| , b}

En el siguiente teorema se establece la existencia y unicidad de soluciones de

la ecuacién planteada (4.1)
TEOREMA 3 Sea uy Lipschitz sobre R, entonces se verifica:

i) El problema (4.1) tiene una solucion de viscosidad u en C ([O,T] X §RN) N
L (O,T; Wit (%N» para cada T <oo.
i) Sean u € C ([O,T] X §RN) NL*> (O,T; Whoee (%N»,

v el ([O, o) x RN ) soluciones de viscosidad del problema (4.1) satisfaciendo
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(4.2) con up, vy como datos iniciales. Entonces para cada T en [0,+00), existe
una constante K que solo depende de |[uo|yy100, ||voll e ¥ de la constante de
Lipschitzt de w (y por tanto de T') que:

sup |u(t,) —v (2, ')IL°°(§RN) < K |luo — U0”L°°(§RN) (4.3)
0<t<T

Para la demostracién del teorema utilizaremos técnicas de la teoria de vis-
cosidad dadas en [11], [20], [23], [26], [27], v [68] -

Empezaremos por la demostracién del resultado de unicidad (estimacién
(4.3)). Para ello estudiaremos algunas propiedades del méximo (o, zo,yo) del
siguiente funcional:

|z —y|*
4e

u(t,z) —v(t,y) — —Xt; t€[0,T], z,y € RY ,T,e, A €]0,+o0[ (4.4)

nétese que como u,v € C ([O, oo| x RY ) son funciones periddicas, dicho méximo

(to, o, Yo) siempre se alcanza.

LEMA 3 Sea (ty, g, yo) mdzimo de (4.4) y sea L la constante de Lipschitz de
u. Entonces:

|0 — yo| < (4eL)%

Demostracion.-

_ |Zo — yol4

= Aty > u(to, yo) — v(to, o) — Ao =

u(to, To) — v(to, o)
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|Zo — yo|*
4e

(&1

< u(to, zo) — ulto, yo)| < Llzo — yo| = |20 — yo| < (4eL)

LEMA 4 Sea (t,,29,yo) mdzimo de (4.4). V6> 0 existe M > 0 tal que si:
1
€= (6 SUPg [o,7] 1% — v\) * y A= M supgn o) [u — v| entonces el mdzimo

de (4.4) se obtiene en to= 0.

Demostracién.-Supongamos en primer lugar que #y > 0. Siguiendo el teorema
de unicidad y existencia de ([11], pg 854) se tiene que VA, u > 0 existen ¢,d €
R, X,Y matrices (NxN) (simétricas) tal que:

c—d=A

X 0 A+ pA?  —A-— pA?
Ve >0 (4.5)

0 -Y —A—uA? A4 pA?

¢ — g(ux VG)(to,z0) > asi (e |20 — ol (z0 — %0)) Xy

—f(u(to, z0)) <0

d— g(v* VG)(to,yo) D ai(e™ |zo — vol? (zo — 0))Ys

%]
—f(v(to, %)) >0
donde:

1 2
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1 8
A = Eg on - yo|4Id+ 6—2 ]550 - yolz (950 - yo) ® (550 - yo)

Veamos que si suponemos:
A > Ly sup gw o1 |u — v

entonces:

Zo # Yo

donde Ly es la constante Lipschitziana de f en el intervalo:

[min{a, inf [ug| , inf |ve|}, max{b, sup |ug|, sup |vo|]

Por el lema (2), tenemos que:

min{a, inf |uo|, inf |vp|} < u,v < max{b, sup |ug|, sup |vo|}

Si zg = yo entonces A = 0 lo que implica que X < 0eY > 07y de (4.6) se

obtiene:

c— flu(to,zg)) < 0

d— f(v(to,m)) > 0
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y por tanto:

A=c—d< f(u(to, z0)) — f(v(to, %0)) < Ly supwvxozy [u — vl

Por lo que si:

A > Ly sup gy o) |u — vl

entonces:

xo?éyo

Sea pu = ¢ |zo — yo| %, de (4.5) se deduce:

IA

donde B es |zo — y0]2 Id+5(zo—1v0) @ (xo— o). Sea A la matriz NxN dada por:

Agj = a5 (£7 [0 — yol 7 (@0 — 30))

se tiene que A > 0.

Sea g1 = g{u * VG)(to,70) y g2 = Q(U * VG)(to, yo)-

Sea la matriz de orden (2N,2N):
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r gl \/9192/\
V4 9192/ g2\

veamos que I' > 0 :

Sean &, € R:

PEMTEn) = g1"€AE+2/9192 "€An + g2 FeAn =

(Vo€ + v/g2m) A (Vi€ + +/g2m)

Por tanto, como A > 0 obtenemos que I' > 0, lo que implica que si multipli-

camos (4.7) por I' y si tomamos la traza del resultado, obtenemos:

91> aié— g2 Y iy < 271 (g1 — 24/9192 + go2) tr (AB) <
‘7j '7\7’

267 (a1 — v32)° D aiiby; < 267 (/g1 — v/92)” Co lmo — %ol
07

para un cierto Cp que depende solo de (a;;) 1<;j<n de donde, teniendo en cuenta

(46)yque A\=c—d

A< 1) 05Xy — g2 )0y — (F(u) — f(v)) <

i!j

(4.8)
-1 2 2
< 277G (\/91 - \/92) |(zo — yo)|” + Lg sup (o 1w~ |u — v
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Veamos una estimacién de (\/ﬁ — \/'95) .

Teniendo en cuenta que:

Va1 — /G = \/g(u* VG)(to, z0) — /(v * VG)(to, o)

y recordando que ,/g es lipschitziana nos queda:

(Va1 = V2) < Ly |(ux VG) (to, 20) — (v * VG) (to, 1))

donde L, es la constante de Lipschitz de ,/g.
Para estimar |(u * VG) (¢, z0) — (v * VG) (%o, yo)| hacemos:

|(ux VG) (to, 20) — (v * VG) (to, y0)] <

|(u* VG) (to, z0) — (ux VG)(to, yo)| + | (u* VG)(t0,v0) — (v x VG) (to, yo)|
Veamos ahora por separado cada uno de los sumandos:

|(u* VG) (to, z0) — (u x VG)(to, v0)| =
MR (u (o, 70 — 2) = w(to, 30 — 2)) (VG) (2) d2| <

Liao = wol [ I(VG) (2)] dz < L+ Cglzo - 1ol

puesto que D*G € L} (?RN> V]al €2y por tanto CG/ER [(VG) (2)] dz < +o0.
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Por otra parte tenemos:

|(u* VG)(to,y0) — (v * VG) (to, y0)| =
./ﬂ? (u (to,xo - Z) —v (to,yO — z)) (VG) (z) dz| <

Sup v 0,71 U ~ | /&e I(VG) (2)| dz < Cgsup RN x[0,T] lu — v
por la misma razén que antes.
Con lo que (\/ﬁ — \/'g_g) viene estimado por:

02 (sup [0, T xRN |u - ’UI -+ |.’170 - y0|>

donde C depende de g, de la constante de Lipschitz de u, de /zre ((VG) (2)| dz y
de supgw (o7 [ — v].

Podemos deducir de (4.8):

2 4
Zo — To —
ALZC (supgezvx[o’T] [u — v 2o Eyol + 2o syol ) + L Sup jo,rjxmv |u — |

donde C = 2C, L C3.

y por el lema (3) podemos deducir:
2 11
A< Cs (”U — V| 7oy €73 +53) +Lsllu =)l peeomy

donde Cy = max ((4L)% , (4L)¥) C.
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que supj rjxsy [u —v| > 0y
tomando:

1
e3 =6 |lu—vl|peom

obtenemos:

1
A< (Lf + Cs (6 + 5)) I = vl pes 0.7

Por tanto si tomamos:

M=Lf+03<6+;15->+1

A=M|u-— U||L°°(0,T)

se contradice la desigualdad y por tanto ¢o = 0, con lo que se concluye la de-

mostracién del lema.

LEMA 5 Sea (ty, zg, yo) mdzimo de (4.4) y sea L la constante de Lipschitz de

u. St to= 0 entonces:

3.4 1
llu— UHL°°(0,T) < Jluo — woll e + ZLégé + AT
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Demostracién.- Podemos asumir que:

[lw— U”Loo(o,:r) < sup(u — v)
los otros casos se pueden tratar de forma similar.
Tenemos:

le—y* At < sup {UO(x) —vo(y) = - y!4}

t,z) —v(t,y) —
U/( 756) 'U( 7y) 48 z,y 4.6

Si hacemos z = ¥y, tenemos:

4
x —_
= ol <37+ 530 froe) = wiy) - £ 2} <
? z,Y £

4
x —
AT + ||uo — vol| poo + Sup {L |z —y| — | 4€y| } (4.9)

y como la funcién:

84

h(s) = Ls — —
(8)=Ls— -

alcanza su méximo en el punto s = (Le)%. Sustituyendo este valor en (4.9) se

concluye la demostracién.
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Demostracion de la unicidad de soluciones:

Si tomamos dos soluciones de viscosidad del problema (4.1 :) tenemos por el
lema (5):

3,41
flw— 'UHLOO(O,T) < luo — vol| oo + ZLgfié + AT

tomando como en el lema (4)

1
€3 =6|lu— vl e

y
§=L"%
nos queda:
3
lu = 0l oo,y < lluo = w0l oo + 7 1o = Vll ooy + AT
y entonces:

=]l ooy < 4llt0 — voll poo + 4AT

1
Sea t; tal que 4Mt, = 3 donde M es la constante que para un 6 fijo determina

A en el lema (4). Entonces tomando:

A=Mlu- U”Loo(o,T)
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se tiene:

1
5 1= vl < 4o — o)l

= [ =0l poo 0,10y < 8 lltto — w0l oo

Tomamos ahora un intervalo de la forma (¢;, 2¢;) y aplicando el mismo ra-

zonamiento obtenemos:

llu— U”L‘X’(tl,tg) < 8w — 1’1“L<><>(0,t1) < 8- 8lup — voll o

donde u;,v; son los valores tomados en ¢;.

Siguiendo el razonamiento se obtiene:

llu— U”Leo(o,T) < 8" {luo — vol| oo

donde n es tal que:

ntlzT

y de aquise deduce que:

lJu— ”“Loo(o,T) < Cr|juo — vo| oo

y si ambas soluciones tienen el mismo dato inicial ug, coinciden.
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Para la demostracién de la existencia de soluciones, consideraremos el si-
guiente problema aproximado:
Se considera u§ € C*°(RY) periddica, tal que:
u§ — uo uniformemente en RY si e — 0.
Vgl o < V0] i [050 < ]

También se introduce g. = g +¢; af; = €d;; + of;, donde:

e of; — af; uniformemente sobre subconjuntos compactos de RN\ {0}

® SUp; ;. SUPRN\ {0} ozfj < 00
o > o5(p)&& >0 Vpe RV\ {0}, £ e Y
6.7

e of; es de soporte compacto en £V \ {0}
y utilizaremos los siguientes lemas:

LEMA 6 Sean A = (ai;), U = (u;;) matrices simétricas con A > 0, entonces

se verifica:

—

Z Qi5Us5
2%

)
<c (z z)
2,7 k

Demostracion.- como

Zaijuij =tr AU
.,j

Zaz-j Zukiukj =1ir AU2

2,7 k

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



ANALISIS MATEMATICO DEL MODELO

para probar el lema, se elige una matriz B que diagonalice U (y no A).
tBB=1Id, U="'BDB
entonces, escribiendo (c;;) = BA'By D = diag {1, ..., An}, calculamos:
2 2 2
|tr AUI2 = \tr (A tBDB)\ = ‘tr (BA tB) D‘ = (Z sz)h,,)
y por la desigualdad de Schwarz:
2
(Z CnAz) <N ey, Cii s

Z Cii Zcﬁ)\f — trBA!BtrBA'BD? = tr AU - tr AU

tomando:

C = (tr A)*

el lema queda probado.

LEMA 7 (Estimacién del gradiente) Sea u una solucidn regular de:

% — g(w*VG) Z%’ (V) ui; — f (u) = 0 sobre 0, +oo[ x B

Y]

71

(4.10)
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donde a;; se supone regular sobre RN y w € L™ 0,+o0o[ x RY) . Entonces:
J

Hvu(t’ ')“L°°(§RN) S eCt HVUO”LOOGRN) (411)

donde C depende de suplay| , sup,|f'(s)| y suppi<r |D*g(p)|, con R =

1]l oo gy IVG| 2 vy

Demostracién.- Para demostrar la desigualdad, utilizaremos el método clasico

de Bernstein [49]. Para esto se deriva (4.10) respecto de z;:

ou
T%—k = Oklg(w=*VG)) D as (V) uy
¥
das ,
+9 (w= VG) [Z (Z %ﬁ;) Wiktlss + Y ai; (V) uz‘jk:‘ + 1 () we
l 4, 2%
multiplicando por 2ug, se obtiene:
c?uk
2ukﬁ = 2 (8k(g(w * VG))) Zaij (VU) uijuk
1,3
8a2~
+2g (w * VG) [Z (Z 6:31]) ulkuij + Zaij (Vu) Uik | Uk + 2f’ (’U,) ui
{ i,j 2
puesto que:
(’91-- (’U,i) = @ (2ukjuk) = 2uijkuk + 2Uz‘k:’ujk

> uggur = 8 |Vul* — 2 > wugy
k %
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2 Zukluk = Z@k (ul)2 = 6k |Vu|2
l !
sumando sobre k, podemos escribir:

—a—Vuz = 2 8k(gw*VG aw (Vu) wijug +
ot I

w*VG)zZ

8(123
+g(w * VG) Eaij (Vu) 8y |Vul* —

Y]

4g(w * VG) Y 3" as; (V) uguge + 2f (u) |Vul?

ki
Si lamamos:

£(v) = glw* VG) > a; (Vu) 8v + glw * VG) ZZ aa”

%, k i3

8ku1]

podemos escribir:

0 w*VG

(55— )[Vu| = 22

—4g(w * VG) ZZ% (V) ugtie + 2 (u) [Vul?

,J

Z a;; (Vu) ugjug

2%

como:

lw*(?lkG| S C (4.12)
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gg(w * vG)’ < Clg(wxVGQ))* (9(2))? € Whee (%N)
Tk
u-%g < C|Vullg(z)?

donde C depende solo de sup|w| y g, se puede escribir:

(% - e) Vul® < ~4g(w  VG) 303 aiy (V) wigue

k 37

+2C 3 (g(w * VG))% Z ai; (Vu) uijug, + 2f(u) |Vu]2

2
y teniendo en cuenta (4.12) y el lema (6) obtenemos:

0
(5 4) 199 <~ V) X (V) s

E 43

4,7

+2C'zk: (g(w = VG))% (Z a;; (Vu) 'U,]m'Ukj) U + 2f(u) [Vu|2

< —4g(w* VG) Z Z ai; (Vu) uptr + g(w x VG) Z Z aij (Vu) gk

kE i k %7

+C? |Vaul® + 2 (u) [Vul?

esta dltima desigualdad es debida a que 2ab < a2 + b2

como ZZaij (Vu) ugujr > 0, y teniendo en cuenta que f/ (u) estd acotada
k 4,3

obtenemos :

(g—t - e) |Vul? < C |Vu)? (4.13)

Haciendo el cambio:

v = |Vul?
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en (4.13) podemos escribir:

0
_— <
(875 2)1}_0@

Si hacemos ahora:

—-Ct

S48
[
v
(4

obtenemos:
0
— =419 <0
y teniendo en cuenta que ¢ es un operador eliptico, nos queda (4.11) aplicando

el principio del méximo.

LEMA 8 Se considera la solucion regular v® de:

ous

5 (u x VG) > a; (Vus) 8u° + f (uF) = 0

47

Entonces para todo 8 > 0, existe uf € W2 (RN ) tal que para 0 <s <t < T, se

tiene:

1. Supgepn [uf (s,z) — ui(z)| < Cré.

C
2. Supgeqy |D*us(z)] < —5:£
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3. || (t,) — ()| e < (M+ 9{5) (t — 8) + Cré.

4. u®(t,x) es equicontinua respecto de z y de t.
Donde Cr es una constante que no depende de 6.
Demostracién.- Para demostrar los dos primeros casos, se considera el operador

”mollifier” ([38], capitulo 10) para definir u§ = Jsu® (s, -) donde J; viene dada por:

@ =gy [ o (B8 s

donde p es una funcién de clase C* que verifica las propiedades siguientes:
p(xz) >0 si|z] <1
plz) =0 st jz] > 1

f|m|§1 p(z)dz =1

Se obtiene ficilmente:

1 |z -y
D2 £ — / €
wi(w) =g [ Do (——5 )Du (t,v)dy

y por tanto existe una constante:

Cr > sup | Du?| |Dp(z)]

|z]<1
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tal que:
Cr

Supsenn [D*uf(z)| < =

Ademads se puede escribir:

[uf (s, z) — us(z)] < (%N /[aa—y|<6p (lx_gzﬂ) |uf(s,y) — u’(s,z)| dy

se puede demostrar que:
[u®(s,y) —u*(s,z)| < Crlz—yl

utilizando el lema (7).

Se tiene por tanto:

|u® (s, z) — ug{x)| < Cré.

Para obtener que u®(t, ) es equicontinua es suficiente demostrar:

i (t,y) — u(t, )| < Crlz —y|

(s, @) — u(t,@)| < M|t — s|+2Cr |t — 5|
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La primera parte ya se ha visto y solo queda demostrar la segunda parte,

para lo cual hacemos:

v(z,t) = (¢, z) — u5(z)
se tiene que la derivada respecto de t es:
vy = U
entonces se puede escribir:

Ut — ge (U * VG) X, ; aij (V) 80 = f(ug) + ge (u * VG) T, 5 ass (V) 83505

= v — ge (U * VG) 2o Qij (Vus) Oiv < M + %I = Mrp

Si llamamos ahora:

£1(v) = g (v % VG) Zaij (Vu®) d;5v

z,]

y hacemos el cambio:

o' (z,t) = v(z,t) — Mp(t — s)
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entonces 77 — £,(9') < 0 y como #; es un operador eliptico, se obtiene por el
principio del méximo que:
sup @' (z,t) sealcanzaent=s

RN x(5,£)

= v(z,t) < My (t —s) +supv(z,s) < Mp(t—s)+Crd

Si ahora escribimos:
P (z,t) = —v(x,t) — My (t— )

se tiene que:

72~ £(7%) <0

y por la misma razén se obtiene que:

—v(z,t) < My (t —s) +supv(z,s) < Mg (t —s) + Crb

En realidad se ha visto que:

[v(z,t)| < My (t — s) + Crb
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Entonces se tiene que:

[u(s, 2) = u*(t, 2)| < Jus(F,7) — uf ()| + [ui(s, z) — u§ (2))|

< s (t z) — ug ()] + [us(s,) = ull oo < (M +S) (= 8) + Cr§ + Crb

Haciendo:

5:|t—s|%

nos queda:

[uf(s,z) — v (t,z)] < M (t—s)+2Cr |t — s|%

de donde se deduce facilmente la equicontinuidad de u(t, z)

Demostracion de la existencia de soluciones:

Utilizando la teoria de las ecuaciones cuasilineales uniformemente parabélicas
[49], se deduce que existe una solucién ¢ regular definida sobre [0, +o00[ x RY de
la ecuacién regularizada:

ous
ot

—9: (W x VG) > a; (Vu) 95u° + f (u¥) =0 en |0, +oo] x RY
2%

Teniendo en cuenta las propiedades de consistencia y estabilidad de las solu-
ciones de viscosidad, es suficiente mostrar que u® (o una subsucesién) converge

uniformemente sobre el dominio [0,7] x R hacia una funcién

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



ANALISIS MATEMATICO DEL MODELO 81

ueC ([0, T] x §RN) N L*® (0, T; Whe (%N)) para cada T < oo.
Como las funciones u¢ son equicontinuas, usando el teorema de Arzola-Ascoli

se concluye la demostracion.
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Estados Asintéticos

En primer lugar vamos a estudiar los estados asintéticos de la ecuacién

us = f(u)

siendo f(u) una funcién no lineal del tipo de las empleadas en la ecuacién (4.1).

Vamos a resolverla para funciones distintas:

1
si suponemos que f(u) = u(a —u)(1 — u), la ecuacién queda:

d
— = dt (4.14)
u <—— — u) (1—wu)
2
0.04+
0.02}
0 0.2 04\ 06 0.8 1
20.02}
0.041

Gréfica de la funcidén u; = 6(0.5 — u)(1 — u)
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Las soluciones © = 0, y u = 1, son puntos criticos de equilibrio inestable, en
el sentido de que si se producen pequenas variaciones, los valores finales varian
bastante. En cambio la solucién u = o es una solucién asintéticamente estable
de la ecuacién (4.14) o bien que es punto critico (de equilibrio) asintéticamente
estable. Este hecho se puede interpretar de la siguiente forma: Las soluciones
u =0, y u = 1, proporcionan soluciones inestables en el sentido de que pequenas
variaciones en la entrada, hacen que los valores finales sean muy distintos, mien-
tras que en la solucién u = > pequefias variaciones en la entrada dejan la salida

estable.

Resolviendo la ecuacién diferencial obtenemos:

d(u(t)) _
D@05 —u@®)i-u@) “

que es una ecuacién diferencial ordinaria de variables separadas

d(u(t)) _
I D05—u®)l-u@) fa

Integrando nos queda:

=21nu_(1___ﬁ)_2
(0.5 —u)
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Con lo que despejando u nos queda:

wt) =+ ——1 o>

2 t
2VC - e2 +1

Si hacemos que u(0) = up, y tomamos la suma, nos queda:

1 1 1
u(0) = = = 2y — 1
(0) 2 2/Cx1  JC+1 0
1 1 2
C+1 2u0_1:> _<2u0_1> -1

para el caso de la resta se obtiene la misma constante puesto que

(2ug — 1) = (1 — 2up)?

con lo que la solucién de la ecuacién queda:

u) = 3+ I
(1) b

“(t) = _21_:': 2u0—1t
2\ (1- (2uo—1)*) -2 + (2up — 1)°
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Grifica de las soluciones para un valor de entrada ug = 0.1. Nétese que la solucién v = 0.5

estd incluida.

1
Esta solucién contiene la solucién constante u(t) = =, que corresponde al
2
1 1
valor inicial up = o ademds cuando ¢ — o0, la solucién u(t) — 3

1
Suponiendo ahora que f(u) = u (5 - u) (1—u) (g - u> (2 — u), la ecuacién

diferencial nos queda:

du _
fu(-;-—u> (1— ) (%—u) 2 - ) i
du _ u(—1.0 + )% (—2.0 +u)
d u (_;_ _ u) (1 — ) (% _ u) (2w =2k (—1.0 + 2.0u)* (—3.0 + 2.0u)*
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0.17

0.051

Gréfica de la funcién u; = w(0.5 — w)(1 — w)(1.5 — u)(2 — u)

En este caso no es facil encontrar u de forma explicita. En la siguiente figura

se puede ver una gréfica de u en la que se han invertido los ejes.

20
17.5

15
12.5

10
7.5

2.5

0.5 1 1.5 2

Soluciones de la ecuacién. Puede verse que las soluciones u = 0.5, 1.5 estdn incluidas

En este caso, se ve que los estados asintéticos estables son las soluciones

1 3

U=g, u= 5 cuya interpretacién geométrica puede ser la siguiente:
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En el caso de nuestra ecuacién, para estudiar los posibles estados asintéticos
no triviales supondremos el caso de funciones radiales. Ademés por comodidad
supondremos que la funcién g = 1.

Si estos estados existen, deben ser tales que verifiquen

. Vs
|V || div m + f (Ueo) =0

donde

. Vu _
| Vu|| div Va] + f(u)=

2 2
(2 U U U
Y Yy et
u2 + ul w2+ul” w2 a2 (u)

Supongamos que u es una funcién radial con centro en el origen, o sea

u(z,y) = h(z® + %)
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Llamando r = h(z? + y%) nos queda:

u, = 2zh'(r)

uy, = 2yh'(r)
Uge = 2K () +42®h"(r)
Ugy = daxyh”’(r)

Uyy = 2R(r)+ 4y>R"(r)

Sustituyendo estos valores nos queda

uge = 2h'(r)

con lo que la ecuacién quedard

R10)

— 2~ () 0= 2] g

fa(r)

que es también una ecuacién diferencial ordinaria de variables separadas.

Resolviéndola, como antes, con la funcién f(u) = u(§ —u)(1—wu), la ecuacién

diferencial nos queda:

, a(h(r))

RO OB —h)A—h()) "
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2/h 05— hgu—h(r /dr

+t—F— (C>0

donde se puede observar que en los posibles estados asintéticos de la ecuacion

1
se encuentra el valor 3

1
Suponiendo ahora que f(u) = u (5 - u) (1—u) (g - u) (2 — u), la ecuacién

diferencial nos queda:

2 du =dr

u(—é——u) (1—u) (g—u) (2 —u)
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du _ {4
2/u<-1-—u) (1—u) <§—u) (2 —u) _/d

1_ u) (1—u) @ _ u) (2—w) (1.0 + 2.0u)* (—3.0 + 2.00)"

/ ( du Aln u(—1.0 + u)® (=2.0 + u)
“\2

/drzfr

De nuevo puede observarse que en los posibles estados asintéticos se encuen-

3

tran las soluciones u = 50 U 5
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Cuantificador Optimo

En nuestro modelo, el primer problema a resolver es la eleccién del cuan-
tificador éptimo Qg. Usualmente, el funcional de Lloyd se utiliza para obtener
un cuantificador. Sin embargo, en aplicaciones de proceso de imagenes se desea
que los niveles de cuantificacién no estén demasiado cerca uno del otro. Para
penalizar este hecho hemos afiadido términos en el funcional de Lloyd, de manera

que trabajamos con el funcional:

tr41 A 3 2
EQs) =) <~/tk (s—uk)QdH(s)—l—ﬁq_C(w_uk) )

k=1

donde Lg y C son constantes positivas. Nétese que cuando Lg y C tienden a
infinito, el minimo del funcional anterior tiende a un cuantificador uniformemente
distribuido, es decir, la distancia entre los niveles de cuantificacién es constante.
Sin embargo, usando este funcional, hemos resuelto problemas de no unicidad que
aparecen cuando se usa el funcional de Lloyd. Efectivamente, en el caso en que
el histograma de una imagen sea 0 en una regién, entonces el funcional de Lloyd
puede tener varios minimos globales, pero en el caso de nuestro funcional, este
problema de no unicidad desaparece, porque los niveles de cuantificacién tienden
a distribuirse uniformemente.

93
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Una forma de calcular las condiciones necesarias para la minimizacién de
E(Qs) podria ser igualando a cero las derivadas de (3.1), respecto de #;, y us.

Teniendo en cuenta que tx_; < 4, se obtienen las ecuaciones siguientes:

b = Ug—1 + Ug
ko 2
tet1
/ upy (u)du
uy = & =FEu|ué€

donde I} es el k-ésimo intervalo [tg, txi1)-

El sistema no posee en general soluciones que se puedan obtener de forma
explicita y por tanto es necesario resolverlo mediante técnicas numéricas. En
ciertos casos, cuando p,(u) sigue una distribucién laplaciana, o sea, cuando
pu(u) = %exp (—a|u— pl), donde p es la media de p,(u) y la varianza ¢ viene
dada por %, la solucién se puede obtener de forma explicita. Desafortunada-
mente, la probabilidad de que el histograma p,,(u) siga una distribucién uniforme
es casi nula, entonces puede resolverse por métodos de gradiente descendente,
pero este procedimiento no funciona bien debido a que depende fuertemente de
la aproximacién inicial que se elija. El problema se debe a que tanto nuestro
funcional como el funcional de Lloyd tienen, en general, una gran cantidad de
minimos locales, que pueden quedar lejos del minimo global.

Un cuantificador de S niveles de gris de una imagen de N niveles, puede

considerarse como una particién del conjunto ordenado {z;:1<i< N} en S
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subconjuntos {z; : t;1 <i<t;},donde 0 < j < Syt =0, ts=N.

Si se define el conjunto finito:

[Sl’N] ={t:1§t1<t2<~--<tk_1<N}cN5”1
donde R representa a los ntimeros naturales, entonces existe una aplicacién biyec-
tiva entre un ¢ € QE’N] y una particién definida por un cuantificador de S niveles
de una imagen de N niveles.
A nivel discreto, se puede ver el funcional como una funcién de ¢ y u de la

siguiente forma:

donde las integrales han sido sustituidas por sumatorios.

Encontrar un cuantificador éptimo es, por lo tanto, un problema de progra-
macién no lineal de minimizar E (¢, u) para todo t € Qg’%ﬁ]. Puesto que Qf;’%ﬁl
es un conjunto finito, por enumeracién de todos los posibles cuantificadores

S—1

tificador, se puede llegar a una solucién global. Por supuesto, dado el nimero

2
((QL}""“]\ = ( 5 >) y minimizando F (t, u) respecto de u para cada cuan-

posible de cuantificadores no es posible pensar en una solucién de este tipo incluso
para nimeros pequenos.

Asumiremos que los niveles finales {uz} son nimeros enteros en el inter-
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valo [0,255] que son los valores usuales de niveles de gris de una imagen.
Para evitar que los niveles finales {uz} v los separadores {tx} tengan los mis-
mos valores, definimos los separadores {t;} en el conjunto de numeros reales
{-0.5,0.5,1.5,2.5, ....... ,255.5} . En general, la biisqueda exhaustiva del minimo
global del funcional (3.1) tiene una complejidad de O(K5+!) donde K representa
la dimensién del espacio de btsqueda (en nuestro caso 257) y S representa el
nimero de niveles de cuantificacién. Sin embargo utilizando técnicas de progra-

macién dindmica, podemos bajar la complejidad de la bisqueda a O(K?2S).

Las técnicas de programacién dindmica han sido y son utilizadas para cal-
cular el minimo global del funcional de Lloyd (ver por ejemplo [21] o m&s re-
cientemente [72] donde los autores muestran que en algunos casos la complejidad
de la bisqueda se puede reducir a O(KS)). Podemos aplicar las técnicas de la

programacién dindmica en el caso de que el funcional de energfa sea separable en

el siguiente sentido:

Si QS es un minimo global de energfa en el intervalo [t, ts+1] con
< <ty <ug < ... <ug < tg41
, entonces el cuantificador Qs_l definido por

to <ug < ... <ug <tsi
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es un minimo global de energfa en el intervalo [ta, tg41].

En el siguiente lema se establece que el funcional (3.1) es separable:
LEMA 9 Fl funcional de energia E(Q%’b]) es separable

Demostracién.- Notemos que para cada intervalo (¢x_1, ¢x] €l funcional de e-
nergfa solo depende de valores del histograma que pertenecen a [tx—1, tx]-

Supongamos que Q%’b] es un cuantificador que optimiza el minimo de energia,
del que t; es su primer separador distinto de a. Veamos que Q[ 18 ¢ ambién mini-
miza la energfa en (¢4, b].

Si existiese otro cuantificador distinto S 1’1 tal que:

E(S[tl, ]) < E( [tl,b])

tlab]

entonces S5 = {a,t;} U Sit% que es distinto de Q2% nos darfa una energfa

menor que QE‘\’,’b], lo cual es absurdo.

Una vez establecida la separabilidad del funcional, es necesario ver que la

energia disminuye a medida que el niimero de niveles finales aumenta.
LEMA 10 Para C =0, si I&im An(N +1)% =0, entonces hm E(Q“b]) 0.

Demostracién.- En primer lugar es facil demostrar que el mfnimo de:
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N+1 AN

k=1 b — Te—1

se obtiene cuando los t; estan equidistantemente distribuidos, lo que implica que:

lo que proporciona una suma:

NZ“ Av Nil AN(N+1)  An(N +1)?
=1 tk - tk—l k=1 b—a b—a

Por otra parte, en caso de que los #; estén equidistantemente distribuidos se

tiene:

N+1 g N+1 tr
Z/ (s — w)2dH(s) Z te — tr1) / dH(s)
k=1 Ytk—1 k=1 te—1
b
Sea M = / dH (s), deducimos entonces:
N+1 o, N+l /p g 2 (b . a)2M
— ug)*dH M=-——r"
,;/tk_l(s u)"dH(s) < 2, <N+1> N+1

que tiende a cero cuando N tiende a infinito.
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. N+1 A
Como E(ng’b]) < T (s — w)?dH(s) + Z—IZ_ , se tiene que
k=1 k— k-1

lim E(QY) =o0.
N—oo
O

En orden a establecer propiedades que nos permitan optimizar el ndmero de
operaciones, es interesante ver como influyen los separadores en el nivel final.

Esta influencia queda establecida en el siguiente lema:

LEMA 11 El atractor usy correspondiente al intervalo (¢, t'] es no decreciente

respecto a t yt'.

Demostracion.-
o = ¥ sh(s)ds + C%—t'
e f¥ sh(s)ds + C

veamos primero que u;y es una funcién creciente respecto de t, para lo cual
derivamos respecto de t:

Suyy _ (th(t) + §) (I shls)ds + C) + h(t) (I sh(s)ds + C*5F)

ot (1 sh(s)ds +C)’

como solo nos interesa el signo, podemos despreciar el denominador ya que
esta elevado al cuadrado.

Reagrupando el numerador obtenemos:

¢ ( [ shis)as + 0) + h(t) ( [ sn(syas+ oEEE s [ sh(s)as - tC) _
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tl

% ( /t ’ sh(s)ds + c) + h(t) (ct—; +/ (s-1) h(s)ds)

como t/ > t, cada uno de los sumandos es positivo, y por tanto tenemos que:

(9ut,t:

5 >0

lo que implica que u;y es creciente respecto de t.

Analogamente se demuestra para t'.

LEMA 12 Si0<a<b<m<n<N, entonces se verifica:
En{a,m] + En(b,n| < En{a,n] + En(b,m]

donde

En(a,m| = /m(s — Ugm) dH(s) + A E'n(a,m] + E"n(a, m]

a m —a

es el minimo en el intervalo (a,m|.

Demostracién.- Para la demostracion consideraremos por separado cada uno

de los sumandos.
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Para el primer sumando vamos a considerar el caso en que Upm > Ugn-

Aplicando el lema (11) tenemos que:

tm > Upm > Uan

Adema4s se tiene que:
(5 — Upm)? < (5 — Ugpn)? ST 8> bm.
Por lo tanto, podemos escribir:
T
E'n(b,m] < /b (5 — upm)2dH(s)
puesto que E'n(b,m] es minimo.
m ™
/b (5 — upm)>dH(s) +f (5 — upm)?dH(s) <

E'n(b,m]+ K:(s — un)*dH(s).

Ademaés:

E'n(a,m] + E'n(b,n] <

/a " (5 — uan)2dH(s) + /7: (5 — uan)?dH(s) + E'n(b,m] = E'n(a,n]+ E'n(b,m.
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Mediante un razonamiento similar se puede demostrar el caso Upm < Ugn.

Para el segundo sumando tenemos que ver

m—a n—b " m-—-b n—a

1 1 n—b+m-—a
m—b n—a (m-—20)(n—a)

como los numeradores son iguales, basta con demostrar:

(m—b)(n—a)<(m-a)(n—b)

Multiplicando y cancelando los términos iguales queda:

—am—bn < —an—-bm=bm —am < bn — an

de lo que se deduce:

(m—n)b—a)<0
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lo cual es cierto puesto que:

a<b<m<n=b—-—a>0ym-n<0

LEMA 13 Sea q(t) el primer separador que optimiza la energia en el intervalo

(t,tn]- Entonces q(t) es no decreciente respecto a t.

Demostracién.- Supongamos que ¢(¢t) > ¢(¢') para t < ¢

Sabemos que obtenido ¢(t), la energfa obtenida con el funcional (3.1)

En(t,q(t)] + En(q(t), tn]

es minima.

Aplicando el lema (12) a

t<t <q(t') <qlt)

obtenemos:

En(t, q(t)] + En(t, ¢()] < En(t, q(t)] + En(t, q(t')]

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



CUANTIFICADOR OPTIMO 104

de donde:

En(t,q(t)] < En(t, q(8)] + En(t', q(t)] — En(t', ¢()]

Por otra parte:

En(t, q(t)]+En(q(t), tn)] < En(g(t), tw)|+En(t, o)+ En(t', ¢(t')] - En(t', q(t)]

comao:

En(t', q(t)] + En(q(t'),tn)] < En(t', q(t)] + En(q(t), tv)]

por estar optimizada. Sustituyendo en la férmula anterior nos queda:

En(t,q(t)]+En(q(t), tn)] < En(t, q(t)]+En(t', q(t)]+En(q(t), tw)] — En(t’, q(t)]

= En(t,q(t)] + En(q(t),tn)]

0O Sea:

En(t,q(t')] + En(q(t), tn)] < En(t,q(t)] + En(g(t), tw)]

lo cual es absurdo, por estar En(t, ¢(t)]+En(q(t), tx)] optimizada y por tanto,

se tiene que ¢(t) < g(t').
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De este modo calculamos el minimo global del funcional (3.1) en dos pasos.
En el primer paso calculamos la energia y el nivel final ugy para cada intervalo
it,t'] incluido en [—0.5,255.5]. Recordemos que el nivel final asociado Uy puede

calcularse derivando el funcional (3.1) respecto de uy, y se obtiene:

JE sh(s)ds + cHt
U = 7
ot JF h(s)ds+C

En el segundo paso, computamos el minimo global QS del funcional (3.1)
recursivamente calculando Q4, Q% ..., teniendo en cuenta que Qf = {0,upx} U
Qz_l done Qg representa el minimo global del funcional (3.1) en el intervalo

[t',255.5] usando k niveles de cuantificacién.

Por supuesto, en la prictica, las integrales se han sustituido por sumatorios.
Por otra parte, podemos rebajar el nimero de operaciones para calcular la energia

teniendo en cuenta que:

¢ ¢ ¢ ¢
/ (8 — usp)?h(s)ds = /t S°h(s)ds —uiy | 2sh(s)ds +u2, / h(s)ds
i t TJe

Asi, se calcula rdpidamente esta energia y los niveles finales Us ¢, Si se han
calculado previamente las integrales: [{ h(s)ds, JE sh(s)ds y JE s2h(s)ds para

cada t' = —0.5,0.5,1.5, ....255.5.
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El algoritmo para la blsqueda del cuantificador éptimo se puede dividir en 6

etapas:

1. Cémputo y almacenamiento de Sjj h{k), i k = h(k), i} k* x h(k) j =
k=0 k=0 k=0
1,---,N.

Orden de operaciones O (N).

2. Definicién y puesta a cero de matrices cuadradas de orden N, para almace-
namiento de la energfa.

Orden de operaciones O (N?).

3. Célculo de los niveles finales y primeras energias.

Orden de operaciones O (N?).

4. Recorrido de las matrices de energia para la bisqueda del cuantificador
6ptimo.

Orden de operaciones O (KN?).

5. Busqueda del primer pardmetro de la cuantificacion.

Orden de operaciones O (N).

6. Busqueda del resto de pardmetros de la cuantificacion.

Orden de operaciones O (K).

Por tanto el orden de operaciones es O (K N?).

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



CUANTIFICADOR OPTIMO 107

Una vez obtenido el cuantificador éptimo Qg , entramos en el problema de
resolver la EDP (4.1) generada a partir de nuestro modelo de cuantificacién. Los
estados asintéticos de la solucién representan una cuantificacién regular de la
imagen original usando el cuantificador éptimo Qs.

Como se ha explicado en la introduccién, se ha asociado a cada cuantificador

Qs una funcién f() que satisface para cada k,

of of
ty) = =0, =—(t =
f(tx) = flux) =0, 8S(k)>0?1 as(uk)<0
Se han fijado los valores t; = —0.5 y ts41 = 255.5. Los valores de la funcién
f(-) fuera del intervalo [—0.5,255.5] no tienen realmente importancia puesto que
la distribucién de la imagen estd dada en general en el intervalo [0,255]. En el

intervalo [—0.5,255.5] se define f(-) de la siguiente forma:

1
Up — g

(8 — tk)(s — uk) st S € [tk,uk)

fs) = -

(5 — tk+1)(8 — uk) 8t S € [uk;tk—f-l)

f(s)

e —w

La eleccién de la funcién f(-) hace que el valor de la derivada de f en el nivel
de cuantificacién sea —1 en ug y 1 en tr. Fuera del intervalo [—0.5,255.5], se
define la funcién f siguiendo algin criterio de estabilidad para la ecuacién (4.1)

desarrollada en la siguiente seccidn.
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Discretizaciéon Del Operador Diferencial

Denotando por ¢ la direccién ortogonal a Vu, nos queda:

. Vu
uee = |V div (W)

Sea 8 tal que £ = (—sin#, cos 8), entonces podemos escribir:
uge = £(u) = sin® Quy, — 25in 8 cos gy + cos? Guy, (5.1)

Vamos a escribir ug como una combinacién lineal de valores de u sobre una

matriz fija de 3x3.

Ui-1,5+1 Ui j+1  Uitl,j+1
u. .

Ui-1 2 Ui,

Ui—1,5-1 Uij—-1  Uit1,5-1

Ventana 3x3 usada en la discretizacién del operador diferencial

4)
E(u) = -—h—20 (uz-,j) + A\ (ui+1,j + Uz’—l,j) + A9 (ui7j+1 + Ui,,j——l) (52)

+/\3 (Ui+1,j+1 + ui—l,j—l) + A (’Ud+1,j-1 + Uz'_l,j+1)
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donde h es el valor del incremento, que se considera constante e igual para ambas
variables.

La discretizacién mediante este método depende de un pardmetro libre Ao,
cuya eleccién se hard en funcién de criterios geométricos.

Aplicando la férmula de Taylor nos queda:

hZ
L. u(a?—l—h,y)=u(:1;,y)-{-hum(:r,y)—l—?um(x,y)-}----
h2
2. ’LL(.’II—-h,y) :U(.’I}',y) ”hum(x)y)'l_?uxw (m,y)-%—
2
3. u(z,y+h) =u(x,y)+huy(x,y)+?uyy(x,y)+~-
2
4. u(x,y——h)=u(m,y)—huy(x,y)+7uyy(x,y)+--~
h2
5. u(x—i—h,y—l—h):u(x,y)-I—h(um—l-uy)—!-?(um+2umy+uyy)+---

2

h
6. u(x—l—h,,y—h)=u(x,y)+h(um—uy)—!—?(um—Zuxy—i—uyy)—l--~'

h2

7. u(m—h,y+h) :u(x,y)+h(—uw+uy)+_2‘(um_2uwy+uyy)+”'

h2
8. u(z —h,y—h) =u(z,y) —h(us +uy) +—2—(um+2umy+uyy) +.--
multiplicamos (1) y (2) por A1, (3) v (4) por Az, (5) y (8) por s, (6) y (7) por
A4, ¥ sumando nos queda:
A1 (u (ﬂ? + h,y) +u ($ - h, y)) = 2)\1u(a:,y) + >\1h2umz(x7 y) +e
)\2 (U (x7y + h’) +u (ﬁ, Yy — h)) = 2/\2u(a:,y) + >‘2h2uyy(m>y) +-

Xa(u(@+hy+h)+u(z—hy—h)=
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2)\371/(:177 y) + )‘3h2 (u.’m + 2u:cy + 'U'yy) + -
/\4(u(x+h,y—h)+u(x—h,y+h)) =

22u(x, y) 4+ Ash? (Uss — 2ugy +uyy) + - - -
e igualando (5.1) con (5.2) obtenemos:

4N
— 2+ D+ 2 + 22 =0
h? ()\1 + Az + )\4) = sin? 6
hz (/\2 + /\3 + /\4) = COS2 )

h? (A3 — A\y) = sinfcos

¢ Resolviendo tenemos los siguientes valores para los ), :

2 -

2X — sin® 0
2X\p — cos? §
h=
—Xo+ 5 (1 +sinfcos)
Ag = e
—Xo + 3 (1 —sinfcosh)
As= -

110

Buscamos ahora un polinomio trigonométrico en 6 para el valor de )q (9) de

manera que, cuando difunda en alguna de las direcciones principales, en las otras

direcciones, la difusién sea nula.

Haciendo:

Ao(0) = a+bcosd + csinf + dcos® § + esinf + fsin 6 cosd + gsin? § cos?
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teniendo en cuenta los A; ya calculados, y recordando que (5.1) = (5.2), obte-

nemos:

9=0=>>\1#0,)\2"—‘)\32)\420$2)\0:1:>

1
btd==
a+0+ 5
0=l o M= A =0 A0 A== A= = =
—4 1= A2 — U, A3 94“4 0_4
V2. V2 d e f g 1
ot bt ettty
iy 1
025:-})\1:/\2:)\3:)\4:0#)\0:'2—:}
atcte=¢
1
9:%”:>,\1=A2=,\3=0,A4;Ao:>,\0=1:>
V2, V2 d e f g 1
A R R R R

f = 7 = igual que en la direccién 0 =
1
—b+d==
a + 7

0 = %lz => igual que en la direccién % =>

2 2 d 1
2 2 2 2 2 4 4

3
6 = —273 = igual que en la direccién % =

.
a—cC €= —
2
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7 3
0 = ZF = igual que en la direccién {— =

g 1
—b——— J_ 2
a+ 26+ +4 i

V2, V2 d e f
22 2

e
2

Resolviendo el sistema de ecuaciones, los valores finales obtenidos son:

—4)Xo = —2 4+ 4sin®* 6 cos? 0
A1 = cos? @ (sin2 6 — cos? 9)
Ao = sin? 6 (sin2 8 — cos? 9)
Az = sin® 6@ cos? 6 + % sin 6 cos é

Ay =sin® @ cos? 6 — Lsinfcosd

N Iy . /\/1:\\,"‘\ia | | f}% ;"
v . i 08 . | -
S \ b P Y
Vo ¢ A 0.6+ v R
0 N AR NPV o
RVARN s O A - .3'\{
AT N S At

\ /K} \\/i} R ..-_‘/_,. ’ “.'i 9 'r\/

TR TS T '\—O'f)\' 1 -5 27 8

Gréfica de los valores de las distintas A

112
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Algoritmo y Estabilidad

El algoritmo se ha dividido en los siguientes pasos:

1. Célculo de u, y de u, :

) 1 1
(1) = o (um,y’ = Ui-1j + 5 (U141 = Uimrjo1) + (Uir,5-1 — Uz’—l,j+1)))

. 1 1
uy(8) = 4 (Ui,m = Uig-1 + 5 (Uirrj41 = Uimr5-1) + (Wit,5-1 — Uz’—l,j+1)))

1SN

2. Calculo de cosf y de sind

U .
ad sinf =

cosf = T ———

\ Uz T Uy Uz + Uy

3. Cémputo de la funcién g. Primero calculamos la convolucién de la imagen
con un ntcleo gaussiano con desviacién tipica o y después calculamos la
norma del gradiente utilizando el algoritmo presentado en el paso 1. Se usa

un pardmetro para determinar cuando se penaliza la difusién.
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4. Esquema iterativo

nt+l . n
Uij — U

Tm = L(u;) + f(uiy)

Se ha tenido en cuenta que en la ecuacién (4.1) existe invarianza por trasla-

ciones y se ha tomado para la funcién f(z) un intervalo centrado en el origen.

La estabilidad del esquema numérico se establece en el siguiente teorema

TEOREMA 4 Sea:
uf“j'l =u; (1 —4g (u:‘j) Caro O t)

+g (qu) Calit %: M Uipr gt T O TS (uzj)

donde f(u) satisface:

|fw)| < G, siu € [—a,al
flw)=k(—a—u) stu<-—a
flw)=kla—uv) siu>a
Si 0.65C; — 2k < 0 entonces se tiene que VM > a, 36 > 0 tal que cuando

O0<At<é,si

ui;| < M Vi,j entonces

ntl
(Y -
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N L

-M NS ] NN AN\ M

a AN

Gréfica de la funcién f(x)

Demostracién.-
Recordemos que 0 < g(s) < 1. Vamos a dividir el problema en tres casos

seglin los valores de u}; pertenezcan a [—M, —a], [—a,a], [a, M].
e Caso 1: u}; € [-M, —d]

Se tiene:

u?tt = ug (1 —4g (ufj) Ciho Nt—k AN t) +

2%

Cag (U’ZJ) At ; Mg Uk gl — D T ka.

Si imponemos que (1 —4g (u;‘j) CirDt—k D t) > 0, nos queda:

4]

Dufft < Cag(uly) DY sl M < M <= Cag (uf;) DY Myl <1
k!l Kl
i) ulft > (1—4Cag (ufs) Mo At —k At) (—M) +

1,3

Cag (u?J) A t; |Mejl (M) — A tka

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



ALGORITMO Y ESTABILIDAD 116
> (1-4Cug (ufj) do Dt —kAL) (M) +

Cag (ul;) & t; Aojl (M) — At kM

> (1-4Cag (up;) do Dt =k At) (—M) +
Cag (u};) DD Mgl (M) — At kM
k,l
> (1 — 4Cug (uf;) do Dt — 2k At+ Cug (ul;) AT 1Ak,j|) (—M) > -M
k|l

slempre que:

<1 (5.3)

(1 — ((4)\0 Nt — Atz I/\k,j|) g (’LLZ]) Cyq+ 2]€) A t)
k.l

lo que da la siguiente condicién sobre A ¢ :

((4,\0 At—NAtY Mk,j[) g (u?;) Ca+ 2k) At<2
k1

Mediante un célculo elemental se obtiene
—0.65 < (4A0 At— DY |/\k,j|) g(up;)Ca<0
Kl

2
y para que se verifique (5.3), basta con tomar At < T

e Caso 2: u}; € [—a,aq]
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Se tiene:

uiy'| < (1-4g (uf;) Cado At) a+ Cag (uf) At :21 Aisl M+ AEC, (5.4)
Supongamos que (5.4) < M. En ese caso tendremos:

(1-4g (up;) CodoAt)a+AtC, <M (1 — Cag (u3;) & t%j |,\,w.|>
y dividiendo todo por:

(1 — Cag (u;) AEY |Ak,j|)
k,l

nos queda:
(1—4g (ut)) Cado At)a+ ALC,

(1 — Cyg (uﬁj) Aty |)‘k,j|)

(5.5)

cuando At — 0, la expresién de la izquierda de (5.5) tiene como lfmite a a
que es menor que M, por tanto existen valores de At que hacen que (5.5) sea

cierto y por tanto

e Caso 3: u}; € [a, M]

Se demuestra de la misma forma que el caso 1.
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Cuantificacion y eliminacion de ruido

En primer lugar, vamos a ver algunas experiencias sobre cuantificacién y

eliminacién de ruido.

Las experiencias numéricas se han realizado en dos pasos:

e En el primer paso se ha calculado el cuantificador 6ptimo (Jg respecto del
funcional de energia (3.1). Para este paso hemos tenido que elegir tres

parametros:

1. El nimero de niveles finales S.
2. La constante L en el funcional de energia.

3. La constante C en el mismo funcional.

e En el segundo paso resolvemos numéricamente la ecuacién diferencial (4.1).

Para este paso necesitamos elegir 6 parametros:

1. La desviacién standard o de la funcién gaussiana G, para calcular

Gy *u

2. El parametro de umbral T, para determinar la forma de la funcién
g(+). Esto significa que la difusién se penaliza para |VG, * u| > T,.

121
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3. Para equilibrar la influencia entre los términos de reaccién y difusién,

usamos la constante C. Asi usamos Cy f(u) como término de reaccién.

4. El paso de discretizacién /t.

5. El ntimero de iteraciones.

6. Bl factor de penalizacién de la difusién. Este factor mide la diferen-
cia de difusién entre las regiones homogéneas y los bordes, en otras

palabras, indica los valores que toma g(-).

La primera experiencia que presentamos muestra la diferencia entre el fun-
cional de Lloyd y el funcional propuesto en este trabajo. Tomamos una imagen
sintética que representa un cuadrado claro en un fondo oscuro. El histograma
normalizado de la imagen, h(s), contiene solo tres valores distintos de cero que

son:

h(3) = 0.497864
h(6) = 0.480103

h(255) = 0.022034
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Si calculamos el cuantificador 6ptimo @2, con dos niveles finales, usando el

funcional de Lloyd, obtenemos los siguientes resultados:

tl = —0.5, Uy = 3, tz = 35, Uy = 17, t3 = 255.5.

Asi el nivel 3 permanece sin cambios y los niveles de gris 6 y 255 se reagrupan
en el mismo nivel 17, desapareciendo de esta forma el pequenio cuadrado claro.
Sin embargo, usando el funcional propuesto en este trabajo para calcular el

cuantificador éptimo Q2 con L = 20 y C = 0, obtenemos:
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t]_ = —0.5, U = 4, t2 = 415, Ug = 255, t3 = 2b55.5.

De esta forma, el fondo se normaliza en el nivel de gris 4 y el cuadrado claro
permanece.

Si usamos ahora el funcional con L = 20 y C = 15, obtenemos:

t1 = —0.5, uy =5, to = 10.5, up = 133, t3 = 255.5.

De esta forma, el cuadrado claro se convierte en un gris més oscuro, debido

a que el valor de C fuerza a tomar el valor del centro del intervalo de influencia.
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En la segunda experiencia se presenta una imagen médica proporcionada por
el Servicio de Radiologia Vascular e Intervencionista del Hospital Nuestra Sefiora
del Pino de Las Palmas de Gran Canaria. De izquierda a derecha y de arriba a

abajo:

e (a) la imagen original.

e (b) imagen cuantificada con 3 niveles de gris, usando una cuantificacién
uniforme. No se han empleado ni EDP, ni las técnicas de programacién

dindmica para buscar el cuantificador.

e (c) imagen cuantificada con 3 niveles de gris, usando un cuantificador

éptimo Q3 con L =1y C = 0.0025, sin emplear la difusién (EDP).

e (d) imagen cuantificada con 3 niveles de gris, usando un cuantificador

éptimo Q3 y la difusién (EDP) con:

1. At=0.2,
2. Cy=4.0,
3. o0 =2,
4. Tg =125

5. 100 iteraciones.

6. factor de penalizacién de la difusién: 25
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e (e) histograma de la imagen.

e (f) niveles de cuantificacién que corresponde a la cuantificacién uniforme.
Las 1 neas verticales largas indican la localizacién de los niveles finales y la

lf neas cortas indican la localizacién de los separadores.

e (g) niveles de cuantificacién que corresponden a minimizar el funcional (3.1)

e (h) lo mismo que (g) pues el cuantificador no varfa.

De izquierda a derecha y de arriba a abajo: (a) Imagen original, (b) Imagen cuantificada a 3

niveles de gris usando un cuantificador uniforme, (¢) Imagen cuantificada a 3 niveles de gris

sin utilizar difusién, (d) Imagen cuantificada a 3 niveles de gris usando el modelo propuesto,
(e) Histograma de la imagen original, (f) Localizacién del cuantificador uniforme, (g)

localizacién del cuantificador 6ptimo usando nuestro modelo, (h)=(g).
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Puede observarse que en la imagen (b) desaparece gran cantidad de infor-
macién, debido a que, como puede apreciarse en el histograma, un nivel de gris
final apenas tiene asociados unos pocos pixels, que ademds no son significativos.

En la imagen (c), este problema ha desaparecido, pero puede observarse una
gran cantidad de ruido cerca de los vasos que dificultan su seguimiento.

La imagen (d), una vez eliminado el ruido, presenta con mayor nitidez los

vasos.
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En la siguiente imagen tenemos un TAC cerebral, que se ha cuantificado u-
sando primero un cuantificador uniforme y después el cuantificador disehado en

esta Tesis, con los pardmetros siguientes:

e 3 niveles de gris.

e L=10

TAC Cerebral: (a) Imagen original, (b) Imagen cuantificada a 3 niveles usando un

cuantificador uniforme, (¢) Imagen cuantificada a 3 niveles usando el modelo propuesto.

Se ha resuelto numéricamente la ecuacién con:

e Nt=0.2
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o T, =45

e 200 iteraciones.

e 100 como factor de penalizacién de la difusién.

Puede observarse, en este caso, la diferencia que se produce al utilizar un
cuantificador adaptado. Précticamente en la imagen (b) no puede observarse

nada, mientras que en la imagen (c), se conserva la informacién.
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La siguiente imagen muestra una arteriograffa del sector ilfaco. Se ha cuan-

tificado, usando nuestro modelo, a 6 niveles de gris con los siguientes pardmetros:
e 6 niveles de gris.
e [L=10

e O =0

| Y -

Arteriograffa del sector ilfaco.

Se ha resuelto numéricamente la ecuacién con:

o ANt=0.1
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100 iteraciones.

100 como factor de penalizacién de la difusién.

Ecografia. Se ha cuantificado a dos niveles de gris. En la imagen superior izquierda, tenemos
la imagen original, en la superior derecha, imagen cuantificada uniformemente a dos niveles,
en la imagen inferior izquierda, imagen cuantificada a dos niveles con valores de A y C nulos,

en la inferior derecha, imagen cuantificada a dos niveles con valores A = 5,C = 10.
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En los siguientes experimentos, se presenta una aplicacién del modelo para
la cuantificacién y eliminacién de ruido simultaneamente.

En la siguiente imagen se presenta de izquierda a derecha y de arriba a abajo:

¢ (a) imagen original.

e (b) Imagen en la que se ha introducido un ruido. Se ha tomado aleatoria-

mente el 15% de los pixels y se ha cambiado su valor de forma aleatoria.

e (c) Se calcula la solucién de la ecuacién EDP (4.1) usando como dato inicial

a la imagen con ruido, con los siguientes pardmetros:

1. 8 niveles de gris.
2. L=10

3. ¢ =0.0025

Se ha resuelto numéricamente la ecuacién con:

1. At=0.1
2. C;=10.0
3. 0=3

4. Ty =45

5. 20 iteraciones.
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6. 25 como factor de penalizacién de la difusién.

e (d) Se presenta el resultado después de 200 iteraciones

e (e),(f),(g),(h) histograma de las imégenes (a),(b),(c) y (d) respectivamente.
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De izquierda a derecha y de arriba a abajo:(a) imagen original, (b) Imagen original con ruido,
(c) ITmagen (b) cuantificada a 8 niveles de gris usando el modelo propuesto con 20 iteraciones,
(d) resultado después de 200 iteraciones, (e) Histograma de la imagen original, (f) localizacién

del cuantificador ptimo, (g) y (h) Histogramas de las imagenes ¢ y d.
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En la siguiente experiencia se presenta las diferencias en la cuantificacién de
una imagen a la que previamente se le ha afiadido ruido blanco y ruido destructivo
(se toman aleatoriamente pixels de la imagen y se les da un valor aleatorio),

cuando se varia el valor de ¢ y el de T, (umbral).

De arriba a abajo y de izquierda a derecha: (a) Imagen original, (b) Imagen a la que se le ha
afadido ruido blanco y ruido destructivo, (c) y (d) cuantificaciones obtenidas con o= 2 y
umbrales de 15 y 75 respectivamente, (e) y (f) lo mismo que antes con o= 8 y umbrales de 75

v 15 respectivamente.

Se ha cuantificado tomando los siguientes valores:
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e 8 niveles de gris.
o L =5

e =00

Se ha resuelto numéricamente la ecuacién con:

e ANt=0.2
e ;=170

500 iteraciones.

100 como factor de penalizacién de la difusién.

Los valores de o y T, han sido:

en la imagen (c), 0 =2y Ty = 15, en la imagen (d), c =2y T, = 75, en la
imagen (e), 0 =8 y T, = 75 y en la imagen (f), c =8 y T, = 15.

Es de resefiar que, cuando aparecen muchos bordes en una imagen, el ruido
cercano a esos bordes es més dificil de eliminar, debido a que en ellos la penal-
izacién a la difusién es elevada. La franja de ruido que lo rodea, depende del valor
de o (tamafio de la ventana utilizada para calcular el gradiente). También puede
observarse que segun sea Ty, obtendremos mayor o menor difusién, debido a que
si éste es muy pequefio, apareceran gran cantidad de bordes, para los cuales la

difusién estd penalizada, y en definitiva ésto hace que permanezca el ruido.
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En las siguientes imégenes, se pone de manifiesto las distintas fases por las
que pasa el algoritmo en la cuantificacién y eliminacién de ruido, mostrandolas

con diferente ntimero de iteraciones

Eliminacién de ruido de una imagen. Distintas fases del algoritmo. La imagen inferior derecha

se puede considerar como la solucién final.
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Distintas fases de la eliminacién de ruido de una imagen. La imagen inferior derecha puede

considerarse como una buena aproximacién de la solucién final.
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Contrastacion

Una linea futura de aplicacién de este trabajo es la contrastacién de imagenes,

o sea, el realce de los bordes, la separacién entre los niveles de gris, etc.
Para la contrastacién de imégenes, se ha aplicado el siguiente método:

En primer lugar se calculan los intervalos de influencia relativos al nimero

de niveles deseados.

Una vez obtenidos los extremos de los intervalos y los atractores, se establece
una aplicacién de manera que los atractores obtenidos pasen a ser los atractores
uniformemente distribuidos y lo mismo para los separadores, excepto en el caso
del primer y dltimo atractor que pasan a los valores 0 y 255 respectivamente,
haciendo que los valores en el intervalo entre el O y el primer atractor, sean 0Oy

los valores entre el Ultimo atractor y 255, sean 255.

1ty 111\ tz\ uz ta ug_ ta
fu . 3 11 uz ‘ ta

Ejemplo de como se realiza la contrastacién.

to Up

ug usz

En las siguientes imégenes puede verse una aplicacién de este método.
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Ecografia. Se ha contrastado usando 4 y 8 niveles de gris.De izquierda a derecha y de arriba a
abajo: (a) imagen original, (b) y (d) imégenes contrastadas con 4 y 8 niveles de gris

respectivamente, (¢) imagen ecualizada.
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Ejemplo de contrastacién sobre una angiograffa del cerebro. En la imagen inferior pueden

observarse los vasos con mayor nitidez.



SEGMENTACION 142

Segmentacién

Aunque se habla de segmentacién de imégenes, en realidad las imagenes que

se presentan corresponden a la deteccién de bordes en lugar de la segmentacién

propiamente dicha.

En un primer paso para detectar los bordes, cuantificamos la imagen, y des-
pués nos quedamos con los pixels que separan regiones de distinto nivel de gris.
Hay que analizar si la separacién de niveles de gris corresponde a un borde o se ha
producido por un degradado de estos niveles. Para ello, calculamos el gradiente,
y cuando éste sobrepasa un umbral determinado, decidimos que hay un borde.
Esto corresponde a decidir que existe borde cuando se pasa de un nivel de gris a

otro que no sea contiguo en la escala.

Los siguientes pasos podrian ser el cerrar los bordes encontrados, buscar la

regiones homogéneas de la imagen, etc.
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Ejemplo de deteccién de bordes sobre una angiografia plana de un aneurisma en la arteria,
femoral. De arriba a abajo y de izquierda a derecha: (a) imagen cuantificada a 6 niveles de
gris, (b) imagen original, (c) deteccién de bordes sobre la imagen cuantificada y (d) deteccién

de bordes sobre la imagen original.
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Ejemplo de deteccién de bordes. En las imédgenes superiores se pueden ver: a la izquierda
imagen original con ruido blanco, y a la derecha un zero-crossing de ella. En las imégenes

inferiores: a la izquierda imagen cuantificada a 16 niveles y a la derecha deteccién de bordes
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Ejemplo de deteccién de bordes. En las imdgenes superiores se pueden ver: a la izquierda

imagen original con ruido blanco, y a la derecha un zero-crossing de ella. En las imégenes

inferiores: a la izquierda imagen cuantificada a 16 niveles y a la derecha deteccién de bordes
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En esta memoria se presenta un estudio sobre la cuantificacién de imagenes
digitales. Por un lado, se ha diseftado un cuantificador no uniforme, basado en
un funcional de energia que penaliza la aparicién de niveles de gris finales muy
préximos. Este funcional se ha demostrado que es separable y se la han podido
aplicar las técnicas de programacién dindmica para resolver el problema de la
optimizacién inherente a la eleccién de un cuantificador.

Por otro lado, se han utilizando como modelo ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.
El uso de una teorfa consolidada y robusta como las ecuaciones diferenciales

posee, a mi juicio, una serie de ventajas como son:

e - La formalizacién de modelos. A través de principios claros y concisos se
puede escribir de manera compacta, en forma de ecuacién diferencial, los
modelos que se derivan de tales principios. Ademas, esta forma de pro-
ceder permite, en una primera fase de modelizacién, abstraerse del trabajo
numérico, que siempre requiere consideraciones especificas, para centrarse

en el aspecto conceptual y de principios.

e -De lo local a lo global. En una ecuacién diferencial se establecen los prin-
cipios locales que hacen interactuar a un punto con sus vecinos a través de
operadores diferenciales, la evolucién de la solucién de la ecuacién deter-

mina en cada instante una versién de la imagen original que va perdiendo
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la informacién local en favor de una informacién més global de la imagen o

sefial.

e -Utilizacién de técnicas de andlisis numérico para el disefio de algoritmos.
Una vez establecidos los principios y las ecuaciones, el uso de una teoria
consolidada como es el Anélisis Numérico de ecuaciones diferenciales per-
mite la construccién y estudio de algoritmos para llevar a la practica las

ideas desarrolladas en los modelos.

Siguiendo esta filosoffa de trabajo, en esta tesis se han abordado los siguientes

temas:

1. Se ha definido un nuevo funcional de energia. A partir del funcional de
LLoyd (1.1), se han introducido términos de manera que los niveles de gris
finales no queden cercanos, y por tanto, visualmente se obtengan los niveles

requeridos. Esto explica la mejora obtenida con respecto al funcional de

Lloyd.

2. Se ha estudiado el funcional de energfa introducido y se ha demostrado que

es separable en el siguiente sentido: Si Qg es un minimo global de energia

en el intervalo [t1,t5.1] con

1 <up <tsg <up < ... <ug <tgsi
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entonces el cuantificador Qs_l definido por

tag < uUs < ..... < ug < g1

es un minimo global de energia en el intervalo [t3,fg11]. Ademds se han
estudiado propiedades de este funcional para rebajar el nimero de opera-
ciones necesarias, quedando de orden O(K N?), donde K es el niimero de

niveles finales y IV es el niimero de niveles totales.

. Se ha presentado como modelo una ecuacién en derivadas parciales de
reaccién-difusién, para la cual se ha estudiado la existencia y unicidad de
soluciones en el marco de las soluciones de viscosidad, asi como la esta-
bilidad de las mismas. Se ha demostrado la versatilidad de este modelo
para abordar simultdneamente los problemas de cuantificacién de imagenes
y eliminacién de ruidos. Esta ecuacién en la parte de difusién elimina el
ruido que aparece en la imagen, mediante una homegeneizacién en una ven-
tana, respetando los contrastes entre las diferentes zonas. Representa una
difusién direccional de minima variacién de la funcién (direccién perpen-
dicular al gradiente Vu). En la parte de reaccién, lleva a los niveles finales

los valores que pertenecen al intervalo de decisién o influencia.

. Se ha estudiado la discretizacién del operador diferencial y se ha establecido,

a través de un teorema, la estabilidad del esquema numérico resultante. Se
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ha establecido la cuantificacién como los estados asintéticos de la ecuacién
diferencial, tomando la imagen original como dato inicial. La convergen-
cia del método hace que sean necesarias alrededor de 200 iteraciones, no

obstante, este nimero depende del nivel de ruido presentado en la imagen.

Como lineas de aplicaciones futuras de este trabajo se pueden mencionar las

siguientes:

e Segmentacién de imdgenes. Quedandose con los bordes de la imagen cuan-

tificada se puede obtener una segmentacién de ella, como se muestra en las

imagenes presentadas.

® Resaltado de imdgenes. Como la cuantificacién ptima divide el intervalo
[0,255] en subintervalos en los que la cantidad de energfa es casi la misma,
una forma de resaltar la imagen es establecer una aplicacién de esta subdi-

visién en otra que sea uniforme, de manera que cada subintervalo tenga la

misma longitud.

Como conclusién final, dirfamos que el trabajo presentado en esta tesis repre-
senta un paso mas hacia la consolidacién de las ecuaciones en Derivadas Parciales

como una herramienta fundamental en el procesamiento de imsgenes a bajo nivel.
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