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Resumen

En estos Ultimos afios se esta dedicando un enorme esfuerzo a generacion de mallas
que permitan la discretizacion de dominios muy irregulares, como son los que surgen en
problemas de la fisica y de la ingenieria.

El objeto de esta tesis es daborar una herramienta eficaz y con un alto grado de
automatizacion en la construccibn de mallas para dominios planos no convexos.
La aproximacion de contornos se realiza mediante un conjunto de tramos rectos y curvos. Los
tramos curvos se construyen mediante interpolacion Spline cubica directa e inversa, con
distintos tipos de condiciones en los extremos. La discretizacion de los tramos rectos es
inmediata, en cambio para los tramos curvos es necesario obtener aquellos puntos que los
dividen en segmentos curvos de una longitud determinada.

Antes del proceso de triangulacién se genera una nube de puntos interiores al dominio,
dividiendo este previamente en regiones de diferentes densidades. Seguidamente se realiza un
proceso de eliminacién de puntos generados que no cumplan unas propiedades exigidas.
Se proponen en este trabajo dos algoritmos de generaciéon de mallas: uno basado en la
triangulacién de Delaunay adaptada a dominios no convexos mediante la aplicacién de un
criterio similar al de la generacién de puntos; y otro basado en el método de avance frontal
dotado de algunas mejoras.

A las mallas generadas por cualquiera de estos caminos se le puede aplicar un proceso
de regularizacion modificando ciertas caras de los triangulos tal que se aumente su
conformidad.

Para mejorar la calidad de la malla se propone también un suavizado de tipo laplaciano
o alternativamente otro basado en un algoritmo genético simple.

Se realizan diferentes aplicaciones como la generacién de mallas en dominios
irregulares, aproximacion de superficies y discretizacion de dominios utilizada en elementos

finitos.
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RESUMEN

En este trabajo se proponen nuevas técnicas de aproximaciéon de
contornos de dominios planos no convexos, asi como la generacién de mallas
triangulares mediante métodos basados en el de Delaunay y en el de Avance
Frontal. Se presentan nuevas vias de regularizacién y suavizado de mallas,

y se realizan aplicaciones que validan los algoritmos desarrollados.
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ABSTRACT

In this work, new techniques on contour lines approximation in non-
convex plane domains and triangular meshes generation by methods based

on Delaunay and front avance algorithms, are proposed.

New ways for mesh regularization and smoothing are presented, and

some applications are considered in order to test the developed algorithms.
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CAPITULO 1; INTRODUCCION



1.1. INTRODUCCION

En estos tltimos afios se estd dedicando un enorme esfuerzo a la gene-
racién de mallas que permitan la discretizaciéon de dominios complejos e
irregulares, como los que surgen en distintos problemas de la Fisica y de la

Ingenieria.
Los objetivos abordados en esta tesis doctoral han sido:

1.- Aproximar contornos curvos mediante interpolacién Spline ctibica
con distintos tipos de condiciones en los extremos, principalmente el caso de
pendiente infinita. La discretizacién de los tramos rectos es inmediata, en
cambio, para los tramos curvos es necesario obtener aquellos puntos que Io

dividen en segmentos curvos de una longitud determinada.

2.- Considerar antes del proceso de triangulacién, la generacién de
nube de puntos interiores al dominio, dividiendo éste previamente, si es ne-
cesario, en regiones de diferentes densidades, realizindose a continuacién
un proceso de eliminacién de los puntos generados que no cumplan ciertas

propiedades exigidas a priori.

3.- Desarrollar dos algoritmos de generacién de mallas, uno basado en
la triangulacién de Delaunay adaptada a dominios no convexos mediante la
aplicacién de un criterio similar al de la generacion de puntos interiores al
dominio; y otro basado en el método de Avance Frontal con una nueva técni-
ca en la eleccién del punto que unido a dos puntos consecutivos de la linea

de avance formen un tridngulo.

4.- Abordar procesos de regularizacién modificando los tridngulos para
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que se aumente la calidad de la malla. Asimismo, adema4s de aplicar suavi-
zado de tipo laplaciano, abordar una nueva via basada en un algoritmo ge-

nético simple, proponiéndose distintas funcioncs objetivo.

5.- Conexidén del trabajo realizado con un cédigo adaptativo de elemen-
tos finitos con el fin de realizar diferentes aplicaciones, que valideAn las téc-
nicas elaboradas de generacién de mallas, en dominios irregulares, aproxi-
macién de superficies y discretizacién de dominios en la resolucién de diver-

sos problemas.
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CAPITULO 2: METODO DE ELEMENTOS
FINITOS Y DISCRETIZACION DE DOMINIO



2.1. INTRODUCCION

El método de los elementos finitos es el més usado para la simulacién
numérica de problemas fisicos variados, formulados en términos de ecuacio-
nes diferenciales. Entre ellos cabe citar problemas de calculo de temperatu-
ras, desplazamientos, presién, velocidades, campos magnéticos, etc., en

ciertos puntos del dominio o regién asociado al problema tratado.

Una simulacién numérica exige, en una primera etapa, la construccién
del mallado del dominio del problema, a fin de construir un recubrimiento
de este dominio y definir sus nodos o mas general sus puntos de célculo: dis-

cretizacién del medio continuo para en ella calcular la solucién numérica.

Esta fase del preproceso es muy importante, en la medida que la gene-
racién de un mallado para un dominio de geometria compleja no es una ope-
racién simple y la calidad de la solucién numérica depende del mallado
considerado. Asi mallados con caracteristicas no aceptables repercuten en la
no convergencia del método de elementos finitos, o bien en disminuir la ve-
locidad de convergencia del método. Y, el hecho evidentemente de que la ca-
lidad de la solucién numeérica esta limitada en la intensidad y la calidad de

la discretizacién mediante la cual se calculé la misma.

En este capitulo tratamos todos los aspectos necesarios a tener en
cuenta, para el establecimiento de un mallado apropiado a la resolucién de
un problema, mediante técnica de elementos finitos. Después de tratar eta-
pas fundamentales en la resolucién de un problema, se tratan vinculaciones
de esas etapas en la discretizacién geométrica y de la solucién, en la resolu-

cion numérica de una amplia gama de problemas de la Ingenieria. Se con-

© Universidad de Las Palmas de Gian Canaria. Biblioteca Digital, 2003



cluye este capitulo en consideraciones vinculadas a la discretizacién de los
problemas: convergencia, estabilidad de la solucién numérica, aproximacién
del contorno y singularidades entre otros aspectos, y en contexto asimismo

de resoluciones adaptativas de elementos finitos.
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2.2. FORMULACION ABSTRACTA CLASICA DEL METODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS.

Para una gama amplia de problemas se describe de un modo general

las etapas del Método de los Elementos Finitos.

Sea Q un dominio, abierto acotado de R, de frontera 9Q regular.

9Q =T, UT,
IO, =9

x(%,,%,,---,%,) € R®

Sea un problema de contorno, eliptico, de formulacién cldsica:

Encontrar u(x) que verifique:

Au=f(x)enQ |

Mu=g(x)enI|  (P1)

Nu=g,(x)enl, |

Siendo A, operador diferencial de orden Zm, eliptico, M operador dife-
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rencial de orden m-1, y N operador diferencial de orden 2m-1.

La segunda y tercera ecuacién, corresponden a condiciones de contorno
impuestas a la solucién u del problema, respectivamente denominadas con-

diciones de contorno esenciales y condiciones de contorno naturales.

En general feI’(Q) lo que impone la regularidad a la solucién del

problema (PI), tal que u € H,H c H"(Q).

El primer paso de la técnica de elementos finitos es establecer una
formulacién mds débil denominada formulacién variacional o débil del pro-

blema a fin de disminuir la regularidad exigida en (PI) a la solucién.

La ecuacién variacional se establece multiplicando la ecuacién a resol-

ver en Q por una funcién test v e integrando en todo el dominio:

fn(Alu) de=J.nfv daQ VveV

Siendo V espacio funcional de las funciones test admisibles. Mediante
aplicacién de teoremas de cdlculo integral realizamos integracién por partes
en el primer miembro de la ecuacién, lo que conlleva é debilitar la regulari-
dad inicialmente exigida a la solucién, al mismo tiempo que nos permite in-
corporar las condiciones de contorno naturales. Generalmente se lleva a
cabo lo descrito exigiendo a la solucién y a las funciones test la misma regu-

laridad. En definitiva, se obtiene la ecuacién variacional estandar:
Yy fn(Biu)(ij)dQ + jm(Nu)(Mv)do = jg dD

Siendo B;, B; operadores con derivadas de orden menor o igual am.

Exigiendo a las funciones test v que My = 0 en I'; tendremos:
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Y [ (Bu)(BY)dQ+ [ (Nu)Mv)dT, = [, fvdQ

En definitiva obtenemos la formulacién variacional estdndar del pro-

blema:
Hallar u € H™Q ) tal que Mu = g; en I'1 y verificando que:
Y. [ (BuyBy) da+ jrz &M v dl,=| fvdQ

YveH™(Q): My=0 en T

Posteriormente denotaremos de forma mas abstracta la ecuacién

expresdndola de la forma:
a(u,v)= f(v)

Asi, para la formulacién clasica correspondiente a muchos problemas

potenciales:

—div(a(x) graa(u)) = f(x) en Q
u=g enl
-a(x)a—u =g, enl;,
on

fe}(Q),a(x)e L*(Q), la formulacién variacional cldsica del problema

correspondera pues, a:
Hallar u e H{(Q) tal que:
u=g en I

Verificando que:
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JQ a(x) gradugrad vdQ — Jr2 g,vdl, =Jn frdQ
VveH (Q):v=0enT,

Donde corresponde al caso pai'ticular de:

A= —div(a(x) grad) en Q

M=1 enI}

N= —a(x)—a— enl,
on

Resultando B= gr_'ztd en la aplicacién de integracién por partes corres-

pondiente al primer miembro de:

[(awvaa=] fvaQ@  Wvev

La técnica de construccién de la formulacién variacional se extiende a
problemas vectoriales, como es el caso del problema de elasticidad lineal

plana que exponemos a continuacion:

Sea un cuerpo homogéneo, isétropo, eléstico, ocupando un dominio Q c
R4 d=2,3 y de frontera 9Q

3Q =T, UT,
AT, =&

Area de T positiva y consideremos un estado de cargas f(f,%.-.. /)

actuando sobre Q y un estado de cargas ¢(q,.4,.....4,) actuando sobre I';.

10

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



i(n,,n,,....n,) seminormal exterior.

Deseamos calcular el desplazamiento u(u,,u,,...,u,), siendo u; el despla-
zamiento en la direccién i, y ¢ ij el tensor de tensiones correspondiente al
estado de cargas (¢ jj s el esfuerzo normal en la direccién x; para i = j,

siendo ¢ ; esfuerzos cortantes cuando i # ;).

La formulacién cldsica del problema, de naturaleza vectorial a conside-

rar es:

4 0G..

—2 L=f enQ
= ox;
d

-—Zo'ijnqui enT, i=12,....d
j=1
;=0 en I

Corresponde establecer la formulacién variacional a ser formada por d-

ecuaciones variacionales realizando el mismo procedimiento que en casos

escalares para cada valor de i.

Se considera funciones test vectoriales v(v,v,,...,v,) siendo v; compo-

11
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nente de la funcién test correspondiente a la direccién i.

Asi para la primera ecuacién expresado con notacién de indices repeti-

dos,
;ci” =f en Q
-[ o, vdQ=] fvdQ
i=12,....d
siendo:

o; =Adivu 6, +ue; (1)

en elasticidad lineal (ley de Hooke), 3, es la delta de Kronecker,

_1 au,- auj
&)= 2(630 * axj

7 i
es el tensor de deformacién asociado al desplazamiento .

Realizando integracién por partes e introduciendo la condicién de tipo

natural en la propia formulacién variacional, da lugar a:

Hallar u e (H1 (Q))d , u=0 enT, tal que:

a(u,v) = f(v)
Ye(H'(Q)' :v=0enT,

siendo

a(u,v) = [ [Adivudivy+ue;(w)e; (v)]d02
f0)= [ frdQ+[ gl

dondeu yA tienen las expresiones:

12
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W= E
I+v

_ Ev
T 1+ =2V)

E es el médulo de elasticidad o de Young del material eldsticoy v el

coeficiente (razén de contraccién) de Poisson del material eldstico.

Para el problema evolutivo parabélico cuya solucién estacionaria co-

rresponde a la solucién de (P1), de formulacién clésica:

Hallar u(x,?) que verifique, Ve (0,7):

(%Ml]u:f en Qx(0,7)

Mu=g  enT,x(0,T)
Nu=g, en FZX(O,T)

u(x,0)=u, en £

de modo similar se construye la formulacién variacional estdndar:

jﬂ[(%ml )u] vdQ=[ pdQ Yvev

siendo el problema variacional, Vte(0,7):

Hallar u € H"(Q) tal que:

Mu=g, enl]
u=u, enQ para t=0

y verificando

13
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du

o5 vdQ+ X [ (Bu)(Bv)dQ+ [ g,Mvdl, = [ pd@

Yve H"(Q) : Mv=0 en I
expresada de forma ahstracta:

encontrar
u: te(0,T)>ut) e H(Q)
tal que:

f‘f;("(f)’ v)+a(u(t),v) = (f(1),)

siendo la derivada en sentido de distribuciones sobre (0,T) y

Vo, ¥ e I’ (Q), el producto escalar,

(0, %)= | o¥dQ

Asi el problema:
Hallar u(x,?) tal que
ou |, -
3 dlv(a(x) grad(u)) = f(x,8) en Qx(0,T)
u=g enT, x(0,T)
-a(x)gbi:gz en T, x(0,T)
on
u(x,0) =u, en

Tendremos la formulacién variacional estandar siguiente:

14

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

@ Unive



Hallar u e H'(Q) Vte(0,T) tal que:

u=g enl;x(0,T)
u=u,en Qparatr=0

verificando que,

au - -
JQS;VdQ + JQ a(x)gradugradvdQ = J;} fvdQ+ J.r2 g,vdr,

YveH' (Q):v=0en T

La segunda etapa de la técnica de elementos finitos es la aproximacion
en dimensién finita del problema variacional, formuldndose ésta en un su-

bespacio de dimensién finita del espacio de las funciones admisibles.

Asi la aproximacion u;, de la solucién « es de la forma:

N
U, (X) = ), 0,0,(x)

j=t

O para problemas evolutivos separando variables (denominada semi-
discretizacion en cuanto que se discretiza en espacio con la técnica de ele-

mentos finitos)

u, (x,t) = Zaj ()9, (x)

Donde N es la dimensién del espacio Hj, subespacio de H™ en los pro-

blemas planteados anteriormente; {rbj }j]:l base de Hj,.

La formulacién abstracta de los problemas antes expresados en di-

mension finita corresponden a:
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Hallar: u, e H, c H™, u;, aproximacién de u en H tal que Vv, e H,:

- Problema Eliptico:

a(uh,vh)= f(vh ), es decir,

N
a(Za,-qn (x),vh]=f(vh>

- Problema Parabdlico:

%(u,‘l (x,1),v, ) +alu, (x,0),v,) = (f(©),v,)

cumpliendo las condiciones impuestas esenciales en el contorno y con-

dicién inicial en Q en problema evolutivo parabélico.

Las funciones base ¢; son frecuentemente elegidas polinomios a trozos

en el dominio de calculo, construidas de modo que verifican:

lo que implica que:

o; =u(x;)

0 en caso evolutivo

o, (t)=u(x;,1)

de este modo se tiene

N
u, (x) = Y ulx;),(x)

j=1
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o0 bien

N
1w, (x,8) = 3, 1(x;, )0, (x)

=

Paralelamente el dominio Q es reemplazado por Q, compuesto de E

subdominios Q, denominados elementos finitos de forma que:

U

Q,=Q , 0Q,~0Q

Qh ﬁe

1l
1

Siendo la restriccién de ¢;(x) en €, denominada funcién de forma ¥}, la

aproximacion u, de u en Q, sera:

NC
u, = Zuj‘i‘l’je(x); xefl,

j=1

N, es el nimero de nodos o puntos de calculo x] € Q, elegidos.

Formulando los problemas variacionales localmente sobre cada ele-

mento Q, con v, =¥/ tenemos los problemas variacionales siguientes:

- Problema Eliptico:

N,
a(z ;Y (x), ¥, J = f(¥)
j=1

i=1,2,...,N,

- Problema Parabdélico:
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- .
%(2 u; (O (x), ¥ J + a(z W (x), ¥ | =( £(0),¥¢)

j=1

i=1,2,...,N,

Que expresados en notacién matricial corresponde a los sistemas de

ecuaciones:

- Problema Eliptico:

NC

e.e _ re e
ZKf,-uj-fz- S;
j:

i=12,...,N,

- Problema Parabélico:

d N, N,
e e e e _ ge o
Ezlcijuj +Z{Kl] g = [’ ~ O]
= J=

i=1,2,...,N,

o¢ representa las contribuciones de las condiciones de contorno natura-
les sobre el contorno del elemento finito Q, , correspondiente a Nu=g,, con u

solucién exacta.

Mediante ensamblaje de las ecuaciones que forman los sistemas ante-
riores o construccién de un sistema de ecuaciones por suma de matrices de
los sistemas locales, establecidos con antcrioridad en cada Qgteniendo en
cuenta la suma de las contribuciones de cada elemento al que pertenezca el
nodo i, nos da lugar a obtener un sistema de ecuaciones cuyas incégnitas
son los valores de la solucién en los i-nodos. Asi se obtienen los sistemas a

resolver numéricamente:

18
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- Problema Eliptico:

ZK,;“; =F

j=1

i=12,...,N

- Problema Parabélico:

d N N

EZCijuj +2Kijuj =FE; ;u=u, en t=0
j=1 j=1

i=12,..,N

siendo

En el problema evolutivo parabélico queda considerar semidiscretiza-

¢ién en tiempo, asi una aproximacién a considerar puede ser,

duj u(tn+1)_u(tn)

dt tn+1 - tn

que corresponde a la formulacién variacional iterativa:

Hallar u(z,,,) € H, cumpliendo condicién en 0Q2; esencial (Dirichlet), tal

que conocido u,(t,) se verifique:

jﬂ&;u)_:;‘iﬂvdm dutty,»]=F(v) YveV

n+l

Donde tg pudiera elegirse entre otras posihilidades f, =1,

ntl?

f,=1,,...

"
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Para la primera iteracién (n=1) se considera el valor impuesto conoci-

do, u(t,)=u,.

Para un problema estacionario eliptico no lineal, debido por ejemplo a
la dependencia a = a(x,u), la formulacién variacional serd la misma que en
el caso lineal, con la tnica diferencia que el coeficiente es a = a(x,u) en lugar

de a=a(x).
La discretizacién dara lugar a un sistema de ecuaciones algebraico no

lineal:

K; (u){“j} =F

i=12,..,n

Que se resolvera numéricamente, por ejemplo, segiin método de punto

fijo:

Dado uR, aproximacién de u, hallar u?*1 mejor aproximacién, resol-

viendo:

sz (un-i-l ){u;z} - F:

i=12,..,n

La formulacién variacional expresada iterativamente con la linealiza-

cién segin punto fijo sera:

Hallar *' € H, aproximacion de la solucién «, € H,, conocida la aproxi-

macién u, tal que se verifique:

auw™tv=f V veV
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2.3 SOBRE OTRAS FORMULACIONES VARIACIONALES

La formulacién variacional a considcrar no cs tnica, puede estable-
cerse para un problema concreto de diversos modos distintos a la cldsica ex-
‘puesta, de forma que la funcién test v y la 'incégrﬁta que intervenga en la
formulacién variacional (no necesariamente la incégnita en esta formula-
cién es u, sino puede ser otra variable relacionada con ella y posteriormente

calcular u) pertenezcan a espacios funcionales distintos.

Asi sea el problema eliptico lineal de contorno en Q c R?, con notacién

de indices repetidos:

ox; | ' ox;

a( a“)=f en QcRfelX(Q)
1
u=g, en 08,8 €H*(0%Q,)

a,.j—a—u—ni=g2 en 09Q,, g, €1*(0Q,)
ax,.

siendo
a; € L™(€2) con

a; (x)gjgi 2 a&j%i
a>0 en Q,VEecR?

La condicién anterior hace que a(u,v) sea forma bilineal y a-eliptica

Una formulacién variacional distinta a la estdndar y que constituye

una formulacién mixta del problema queda constituida del siguiente modo:
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Introduciendo un campo incégnita p de componentes p;, i=1,2,... ,d

siendo:

El problema pasa a ser formulado:

divp=—-f fel}(Q)
u=g en 0Q,

p.ﬁ:aﬁéaxlni =g, en 0Q,
j

f € ’(Q) asegura que p € H(div;Q).

Expresemos una formulacién variacional introduciendo la condicién de

tipo natural en la misma mediante definicién del espacio:

Hy oo (div;Q)={G « H(div;Q);§*7i=0 en 0Q,}
O bien de modo mas formal:
Hyyq (div;Q) = {z, < H(div;Q); jmz G-iivds = 0 Wver (Q)}
Sea v funcién test ve I*(Q), en la primera ecuacién del problema:

jﬂdz‘vp’vdﬂ:—jﬂfvdﬂ Ve Q) (%)

que expresada respecto a A; matriz inversa de a; nos da:

ou
A’jpj—a_x.zo

multiplicando por § € H;, (div;Q), integrando en Q y aplicando el teo-
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rema de Green:

dq, o e .
jﬂ A;p jqidQ-l—JQ ua—z:dﬂ = J.anl g-ngds VgeH,,, div;Q) (*)
[0, Pii0ds= [ g.0ds VoeH;s0 @) ()

Hé‘aﬂl={(peL2(8£21)/(p=0 en Q)

En definitiva, una formulacién variacional podria ser por tanto:

Hallar:

(p,u) € H(div;Q)x L’ (Q)
tal que se verifiquen las tres ecuaciones (*) establecidas.

La restriccion primera puede considerarse formulando el problema
como de punto silla, es decir, tratando esta restriccién mediante un multi-

plicador de Lagrange, es decir formulado el problema en el espacio:
V=v9= {q € H(div;Q), divg = 0}

La formulacién variacional mixta expuesta conduce mediante la reso-

-
lucién con elementos finitos a la obtencién directa del campo grad u,, asi en

problemas donde interesara determinar dicho campo, la formulacién mixta

proporciona mejor exactitud en su calculo que respecto a determinar u, me-

diante formulacién variacional estandar y luego tener que derivar para cal-

cular gr_z;d u,,con la consiguiente pérdida de exactitud al determinar uy. A

modo de ejemplo, en problemas eléctricos, en lugar de interesar calcular el
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potencial ¢ muchas veces interesa mas determinar el campo D de despla-

zamiento eléctrico.
D=¢E=-egrad ¢

A modo de resumen, las etapas fundamentales al resolver numérica-

mente un problema por el método de elementos finitos son:

a) Eleccién y eStablecimiento de la formulacién del problema en forma

variacional.

b) Establecer una discretizacién apropiada a las caracteristicas del
problema (zonas singulares geométricas o de unién de distintos materiales y

de acuerdo al orden de error exigido a la solucién)

¢) Construccién de la aproximacién del problema en el subespacio
aproximador con eleccién de funciones de base del subespacio aproximador

para el tipo de elementos del mallado y propiedades consideradas
d) Resolucién del sistema de ecuaciones generado

e) Andlisis de las caracteristicas de la solucién numérica obtenida y

estimacién del error.

La aproximacién de u por u, sera tanto mejor cuanto menor sea la dife-

rencia de ambas evaluadas con respecto a normas apropiadas en el proble-

ma a resolver y siempre que el método de elementos finitos sea convergente.

En este contexto tiene una gran importancia la discretizacién de Q en

elementos Q,, la aproximacién de 0Q por contornos de elementos Q,, el ta-

maiio h, de los elementos Q, incluso la forma de dichos elementos y otras
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caracteristicas.

Por ello, se trata a continuacién estos aspectos con definiciones y resul-

tados precisos.
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2.4. DISCRETIZACION DEL DOMINIO Y FORMULACION EN
DIMENSION FINITA DEL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS.

Paralelamente y en conexién a la discretizacién en un contexto funcio-
nal de paso del problema continuo (correspondiente a la formulacién varia-
cional) al problema discreto formulado en un subespacio aproximador, te-

nemos la discretizacién geométrica del dominio y de su contorno.

En primer lugar debemos considerar las particularidades del dominio a

tratar (tipos de contornos que forman el contorno 0L, existencia de interfa-
ses, simetrias del problema, etc.) a fin de establecer una discretizacién geo-
métrica que sea en buena medida adaptada al problema a resolver, y en

concordancia con la formulacién variacional del mismo en dimensién finita.

Para concretar lenguaje preciso en términos de discretizacién en el

método de elementos finitos, se enuncian las siguientes definiciones:
DEFINICION:

Un poliedro de R™ es una interseccién finita de semiespacios cerrados

de R",
DEFINICION:

Mallado es la discretizacién de un dominio en un conjunto 7, de ele-
mentos que lo recubre geométricamente tan fiel como sea posible, o0 sea a

verificar las condiciones:
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1) Q= Uk

KeTy

para el caso de poliédrico (poligonal si n=2)

2) Q= JK

KeTy
para el caso general de Q no poliédrico (parte de 0Q curvo)

DEFINICION:

Una parte C de la frontera dQ es una cara (arista si n=2) si y solo si

existe un hiperplano HP tal que C =0Q(\HP.
DEFINICION:
T;, es un mallado conforme de Q si se verifican las condiciones:
1) Todo elemento K de T} es de interior no vacio.

2) La interseccién de dos elementos de 7} debe ser de una de las si-

guientes posibilidades:
a) Conjunto vacio.
b) Un punto.
¢) Una arista.

d) Una cara.
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DEFINICION:

Mallado uniforme es un mallado donde sus elementos tienen el mismo

tamano en todas las partes de Q.

DEFINICION:

Mallado cuasi-uniforme es un mallado donde sus elementos tienen

aproximadamente el mismo tamafio en todas las partes de Q.
DEFINICION:
Nodo de un mallado es un vértice de un elemento k del mallado T;.
DEFINICION:
Nodo de cilculo es un punto que tiene una o mds incégnitas.
DEFINICION:

La conectividad de un mallado es la Definicién de las uniones entre sus

vértices.
DEFINICION:

La topologia de un elemento del mallado es la descripcién de las aristas

y caras a partir de los vértices.

DEFINICION:

Didmetro h; de un elemento ke Ty es la distancia mayor entre dos no-

dos o vértices del elemento. En un mallado triangular correspondera a la

longitud del lado mayor del tridngulo %.
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DEFINICION:

Mallado triangular agudo es un mallado triangular en el que ningin

elemento tiene un dngulo obtuso.
DEFINICION:

Un mallado se dice estructurado si la conectividad asociada es del tipo

diferencias finitas.
DEFINICION:

Un mallado se dice no estructurado si la conectividad asociada es de
tipo cualquiera. Las mallas estructuradas se distinguen de las no
estructuradas por tener los nodos colocados en las intersecciones de varias

familias de curvas que forman un sistema de coordenadas curvilineas.
DEFINICION:

Un elemento finito es un elemento & del mallado 7} de © con sus gra-
dos de libertad y funciones de forma asociadas al mismo, en general un ele-
mento del mallado con todas sus caracteristicas locales asociadas a la inter-

polacién en el mismo.

Asi aparte de considerar un elemento de un mallado conforme, éste es
un elemento finito conforme si hay continuidad de la derivada normal en la

interfase entre elementos finitos.

Un elemento finito no conforme implica que, H,& H , para el espacio
funcional H de las funciones admisibles que intervienen en la formulacién

variacional del problema a resolver. Puesto que la formulacién variacional
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puede ser interpretada como consecuencia de un principio energético, la
pérdida de continuidad en interfases de elementos finitos puede conducir a
una "fuga dec encrgia cn las interfases” e implicar la pérdida de la conver-
gencia del método de elementos finitos, cuando el tamafio o el didmetro de

los elementos tiende a cero.

Por tanto, cuando se utiliza elementos finitos no conforme debe asegu-

rarse que en las interfases o bien los errores introducidos tienden a cero

cuando el mallado es con 2— 0 o bien se cancelen las integrales de linea en

las interfases.

En estos 1ltimos casos es aceptable el uso de elementos finitos no con-

forme en la resolucion numérica.

DEFINICION:

Se dice que un conjunto de N, puntos x; distintos de un elemento ke 7},

es p-unisolvente si y solamente si dado N, reales distintos cualesquiera
o ; (I<i<N,), existe una unica funcién pe P, siendo P un espacio vectorial
de dimension finita de funciones definidas sobre £ con valores reales, verifi-

cando:

DEFINICION:

Un elemento finito de Lagrange es un elemento finito cuyos nodos de

cilculo x{ forman un conjunto p-unisolvente, X, .
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Asi, en mallados triangulares (en R?) tenemos distintos elementos fini-

tos de Lagrange variando X, o P o ambos para un mismo elemento & del

mallado T;.
A modo de ejemplo: -

a) Elemento finito de Lagrange de tipo 0.

(elemento subparamétrico)

Z,= centro de gravedad de k.

P = py = espacio de polinomios de dos variables de grado 0.

b) Elemento finito de Lagrange de tipo 1.

(elemento isoparamétrico)

%, = vértices de k=3.
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P = p; = espacio de polinomio de 2 variables de grado menor o igual a

uno.

¢) Elemento finito de Lagrange de tipo 2.

(elemento superparamétrico)

¥ = vértices de k y los puntos medios de sus lados.

P = p, = espacio de polinomios de dos variables de grado menor o igual

a dos.
DEFINICION:

A la funcién

TT.ux)= Yl o, (x)

J=1

Se le denomina interpolada de u(x) en un espacio funcional V,, (siendo N
denominado nimero de grados de libertad y ¢ ; funciones de una base de

V.

Generalmente en el método de elementos finitos (Hhu) es construida

con ¢ j(x) polinomios a trozos.
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DEFINICION:

A la funcién:

Se le denomina la interpolada de u(x) en un elemento k de Ty (N, es el

nimero de nodos de calculo de k y ¥; j-ésima funcién de forma en.el elemen-
to k). Generalmente en el método de elementos finitos (Hh”)k es un poli-

nomio completo de grado uno 6 dos, definido en K.

Hay que considerar ciertas hipétesis suplementarias, tenidas en
cuenta en los resultados teéricos que se establecen posteriormente, sobre los
elementos finitos asociados a cada elemento del mallado para asegurar la

continuidad de la interpolada de una funcién y de su pertenencia a V),

Para ello siendo k; y k, dos elementos adyacentes de T; y designando

por C la cara comin entre ellos se supondra que:

Y kNC=Y knNC

¥y Qque

Pk,IC=PI¢lIC
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Asi mismo la restriccién a toda cara de un elemento k de una funcién
cualquiera perteneciente a P; pueda definirse de manera tnica segin los
valores que dicha funcién tome en los puntos de ¥, que estén sobre la cara
concernida y que todas las funciones de P, sean continuas sobre k (de clase

C0).

Impuesta esta serie de condiciones, para twda funcién ve CHQ ),

existe la funcién Hh veV, (excepto sea un elemento finito no conforme).

En la discretizacién de Q debemos atender no sélo a cuestiones bésicas
sobre la conectividad y topologia de los elementos del mallado. La discreti-
zacién debe atender a muchas y variadas cuestiones de gran interés, algu-
nas relacionadas con la geometria de Q, otras vinculadas con las caracte-
risticas dcl problema (localizacién de fuentes puntuales, zonas que ocupan

distintos materiales, presencia de singularidades, etc.).

Debemos atender asimismo de modo relevante a la relacién del malla-
do a considerar con parametros que inciden en la calidad de la aproximacién

de la solucién exacta u mediante u;, y en la convergencia de u;, hacia u.

Por ello, tratamos a continuacién consideraciones y resultados del
Analisis Numérico del error de aproximacién del método de los elementos

finitos estandar para problemas elipticos y parabélicos.
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2.5. ERROR DE LA APROXIMACION Y ESTABILIDAD DE LA
SOLUCION NUMERICA: VINCULACION CON LA
DISCRETIZACION CON ELEMENTOS FINITOS.

2.5.1. ERROR DE LA APROXIMACION EN EL METODO DE ELE-
MENTOS FINITOS EN PROBLEMAS ELIPTICOS.

Abordamos cuestiones sobre la aproximacién de ¥ mediante iy relacio-
nadas con su incidencia en pardametros y consideraciones a tener en cuenta
en la resolucién numérica, prioritariamente y de modo especial en la inci-
dencia de resultados tedricos sobre el error de la aproximacién en la Defini-

cién o establecimiento de un buen mallado de < .

En el marco abstracto abordado anteriormente, sea la ecuacién varia-

cional del problema eliptico de contorno en dimensién infinita:

a(u,v) = f(v)
Yuv eV

V espacio de Hilbert con producto escalar (, ) y norma correspondiente

a(, ) es una forma bilineal en VxV para ello en el problema eliptico es

necesario que,

i¢,,C, eR”

tal que

C, <a(x)<C, VxeQ
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ademas,

Siendo el drea de I, positiva,
f forma lineal en V

Es bien conocido que a( , ) es simétrica, conlinua

el <yl v [ [ wl, ¥ vwev
y V-eliptica
>0/ avw) zafv], Yvev

Siendo f{ ) continua

JA>0/ |f(v)l < A"v"v Y veV

También es bien conocido que la ecuacién variacional es equivalente al

problema de minimizacién:

J (u)=1\v/£ivn J(v)
donde
J(v)=% alv,v) — f(v)
Existiendo una tGnica solucién z eV , ademsés,

I[u" Sé- (u, solucion exacta)
Voo
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Si la condicién de simetria sobre a(, ) no se cumpliera también es co-

nocido que existe una tinica solucién x e V tal que:

au,vy=f(v) VveV

Cumpliéndose también la estimaciéon de estabilidad dada anterior-

mente.

En la discretizacién por elementos finitos considerando el subespacio
en dimensién finita V), de V, de dimensién N, se verifica para la aproxima-
cién de la solucién u mediante su aproximacién por u, €V,, una estimacion
de estabilidad igual a la anterior:

<
Vi

A
" U, o

Para evaluar la distancia entre la solucién exacta u y la solucién apro-

ximada u;, podemos considerar distintas expresiones, asi siendo:
e=u—u,

el error de la aproximacién, se obtienen los siguientes resultados cono-

cidos:

a) "u—uh "VS%" u-—v, "V Vv eV

b) “u—u,z MES"u—vh ||E VveV,

Siendo ||, norma de la Energia.

Podemos expresar b) del modo siguiente:
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" u-—u, "E =Inf“ u-—v, "E v,eV,

Es decir, u; es el elemento de V) cuya distancia (evaluada respecto a

IHI ) @ la solucién u es minima. Dicho de otro modo u;, es la mejor aproxima-

‘cién de la solucién exacta en la norma de la Energia.

A fin de estimar el error, se utiliza la teoria de interpolacion, en efecto:

|-l = L=l < 2 e-TLe]
E o \' o 1%
o bien:

lu-w < Ju=vl, < |u-TL|,

donde se ha considerado vh:Hh“ , el interpolado de u en V, , que

usualmente se elige para que los grados de libertad para V), coincidan para

ypara [ ] u,

N
Hhu(x) = Zuh (xj)CI)j (%)

j=1

De este modo, el problema de estimacién de “ u- Hh“ “ se reduce al

problema de estimarlo individualmente en cada elemento K del mallado Ty y
por suma sobre todos los elementos K estimarlo globalmente para el mallado

y elementos finitos considerados.

Para los resultados de la estimacion del error de aproximacién que se
detallan a continuacién se exige para los elementos K del mallado Ty que

debe existir una constante, § , B >0 tal que se verifique:
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£ <B VkeT,
Pi

siendo:

P, =Sup{ didmetro(B), B bola contenida en TK}

Esta condicién significa que en caso de mallados triangulares no es
permitido que los elementos sean agudos, o dicho de modo equivalente que
los 4angulos de los tridngulos K no pueden ser arbitrariamente pequefios
siendo la constante B la medida del angulo m4ds pequefio en cualquier ele-

mento K del mallado Ty .

Para el anslisis de la convergencia del método de los elementos finitos

uno de los contextos es la h-convergencia, es decir, concerniente a una fami-

lia de mallados { T, } que son indexados por el parametro / :

h=maxh, KeT,
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2.5.1.1. ESTIMADORES A PRIORI DE ACOTACION DEL ERROR DE
APROXIMACION EN PROBLEMAS ELIPTICOS.

El problema de estimar:

| u-TLx|

es llevado a término estimandolo individualmente en cada elemento K

del mallado 7y .

El método de los elementos finitos realiza una interpolacién en cada

elemento K sustituyendo una funcién v definida sobre K por su interpolada y

tomando como funcién interpolada sobre todo el dominio Q ala funcién:
Hhv(x) = (Hhv(x))K VxeK y VKeTy

Por tanto es preciso asegurar la continuidad de Hh v(x), ¥ su perma-

nencia a Vj, .

La expresién de la interpolada de ve V, en V, es:

N
Hhv(x) = zv(xj)cbj(x)
j=1
siendo localmente,

N,
(IT,v0), = Yven @
i=1

¥ restriccién de ®; en el elemento X .

En caso de interpolacién de v(x) y sus derivadas hasta orden g,
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N

q
Hh v(ix) = z Zl)“ v(xj)(Df‘ (x)

j=la=0), -
siendo localmente,

N,

(Hh v(x))K = z ZD“ v(x) W (x)

i=l @=0,1,2, -

En el método de elementos finitos los cédlculos para un elemento Q, se

realizan en un elemento de referencia €2,, a fin de sistematizar los cdlculos

de las integrales y estructurar la implementacién informética del método de
los elementos finitos de forma general a distintas formulaciones variaciona-
les, y luego se trasladan los resultados al elemento Q, utilizando una biyec-

cién F, continua de Q, sobre Q, de modo que:
Q, =F&,)

P= { p:Q,—R/poF, eﬁ}

> =£(5)

Siendo F, afin (lineas rectas en Q, se transforman en lineas rectas en

Q,), de la forma:
E@R)=AR+C=x ,xeQ, , 30,
Siendo A matriz inversible y C vector de traslaciéon en R .

Se dice que (Q,,P,Z) es elemento finito afin-equivalente a (fze,ﬁ,i)

verificandose,
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(), F={{L0oF)

para tada funcién v definida sobre Q,, de este modo podemos asociar a

toda funcién v definida sobre Q, la funcién v definida sobre Q, mediante:

y de este modo identificar

DEFINICION:

Se dice que {7, } es una familia regular de mallados si se verifican las

cuatro condiciones siguientes:

1) Todos los elementos finitos (Qe,Pge,EQG) de todos los mallados son
afines equivalentes a un mismo elemento de referencia (ﬁe,ﬁgt ,296) de clase

Co.

2) Para todo par de caras (CA‘1 ,6'2) de Qe y para toda aplicaciéon afin F

inversible tal que 6‘2 = 17‘(6‘1) se tiene que:

3) Se cumple que 1 —0

4) Se cumple en todo elemento Ko Q, de Tk :
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—<<0c,0c21
P,

En una familia regular de mallados {7} } es conocido eI siguiente resul-

tado de la teoria de interpolacién en elementos finitos:

para veH*(Q,), PK(f}e> chPc H”‘(fl)

hK+1
sG - l v |HK”(Q.¢)

m
e

I V- (Hhv)K

H"(Q,)
siendo | #| seminorma de espacios referidos.

donde C;>0 e independiente de h, , p, yde v.

Considerando;

h=max h,

1Se<E

globalmente en Q , se verifica,

2

b

e=1

v=(ITY,

para

0< m< min(k+1,r)
siendo C>0y PK(fze) cPcH(Q)

Py : Espacio de polinomios completos de grado menor o igual X .
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Puesto que, se atiende a que,

Pc HY(Q,)
V(@) < G(Q)
tenemos
V(@) cH(Q)
y

" V= Hh V"H"’(n) = [ g” V= Hh "”Zm(ge)}% < Cn*| v’H"*’(Q)
para
0< m< min(lr)

Para un problema eliptico con formulacién variacional en H"(Q), el

error de aproximacién verifica que,

" Uy "ym(n) =G " “- Hh” ”ym(g) < Ch| “lﬂ’(ﬂ)

siendo

C,.C>0
w = min{k+1-m,r —m)

[:B* —>H cH" , k+12m=0

(Hhv)ﬁe =[L0s), wer (@)
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[Ir=p V pep

En la estimacién a priori del error de aproximacién tenemos el factor

|u|io siendo u la solucién exacta del problema a resolver. El indice 7 refleja

la regularidad de la soluciéon y es él grado de regularidad de la solucién

exacta.

La potencia de % es el orden de convergencia, que depende de la norma

utilizada en la estimacién, asi cn gencral:
fu-uw | sCr vy "uuuhﬂv=0(h“)

1 depende del grado k& del polinomio completo utilizado en la interpo-
lacién y del grado de regularidad de la solucién exacta. A | se le denomina

razon asintética de convergencia.

Para problemas con »—1> % tendremos que | no depende de r corres-

pondiendo la expresion anterior del error de aproximacion:

” u—u nH'"(n) =< ChKﬂ_m’”’H'(a)

1 depende en estos casos del grado & del polinomio de interpolacién y es
independiente de r, siempre que r 2k+1. Para problemas con r—1<k ten-

dremos que y depende de r correspondiendo a este caso:

u Uu—u, "Hmm) < Chr_l

u IH'(Q)

Para que exista convergencia con #—0 debera ser, para el problema a
resolver, que >0, convergiendo u—>u, mds rapidamente cuanto mayor valor

tenga L. Para existir convergencia lim[u—u,[, =0.
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La constante C depende de p, y de caracteristicas relacionadas con el

mallado siendo independiente de py de & .

La estimacién a priori considerada nos da informacién de la calidad de

la solucién aproximada uy en su comportamiento cuando calculamos u, en
una sucesién de mallados con 2—0, es decir, en el contexto de h-convergen-

cia.

2.5.1.2. PROBLEMAS CON DISMINUCION DE REGULARIDAD EN LA

SOLUCION.

Si en el problema eliptico de orden dos la solucién exacta es regular

con ueH < H*(Q), tendremos:

" U=y "H‘(Q) = Ch|u|H2(Q>

Para quc xcH*(Q) o al menos en un espacio H muy préximo a HZ(Q),

HcH*(Q) tal que:
" U=, "H‘(Q) =~ O(n)

tiene que verificarse que los datos f, a(x) , coeficientes de la ecuacién di-

ferencial y funciones que intervienen en las condiciones de contorno, sean

suaves en el sentido de permitir que ue H*(Q), ademas es de interés resaltar

que el contorno 0Q del dominio debe ser suficientemente regular, por ejem-

plo Cl-regular.

Asi 51 9Q no es suave, caso de ser a trozos lineal con dngulos interiores

o, >7, hace que u¢H, H préximo a H*(Q), incluso para a, >>7, tenemos

gr—'zldu — oo y estimadores de la forma,
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" u=—1u, "yl(g) = O(ha)

con 00 <1

Los casos en que existe una disminucién de regularidad severa en la
solucién exacta i, se verdn en el préximo apartado, donde se recoge una es-
timacién de error para el caso de problemas con irregularidad en la forma

del contorno.

Existen otras estimaciones del error de aproximacién locales o globales

relativos a algunos problemas concretos.
Asi para,
Autu=f en Qck
u=0 en 0Q

con datos suficientementc regulares, incluyendo la forma de 90Q,
“ u- ”h"«, <CH |log hI , para k=1

y, “ u—u, fL <Ch'™ |, parak22
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puesto que V g, £ > 0 se verifica:

K [log H| < h**

para valores de h pequefios realmente podemos expresar:

|| u-—- u,l"” < O(hz\) para k=1
H U~ u, IL < Ch**"' para k=2

En el apartado siguiente se detallaran para elementos finitos en ma-
llados triangulares distintos tipos usuales de elementos triangulares de C0 y
Cl, y particularizaciones de los resultados de estimacién de error anterior-

mente expuestos para estos elementos.

De la expresion del error de aproximacion se deducen estrategias para
aumentar la exactitud de ), bien mediante resolucién de problemas en dis-

tintas mallas tal que h—0 (refinamiento en h), como aumentando el grado

de polinomios en la interpolacién de las distintas resoluciones secuenciales
(refinamiento en p) manteniendo la malla fija, asi como otras estrategias
adaptativas de modo que la resolucién del problema aumente la exactitud

de la solucién numérica.

Un aspecto también a tener en cuenta es la aproximacién de Q por Q,

y el error en la discretizacién geométrica del contorno 0S2 por 0%,

La no suavidad en los datos del problema hace que disminuya la regu-

laridad ueH'(Q), es decir, que r disminuya respecto al caso en que fueran

los datos suficientemente regulares.

Asi tenemos los denominados problemas singulares que provienen de
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distintos casos:

a)
[ irregular
ejemplo: f=38(x —Ia) x,a€ Q
b)
g  irregular
u=g en 0Q
¢)
&,  irregular
—a(x)il{ =g, en partede 0Q
on »
d)

condiciones mixtas
u=g en 0Q,
—a(x)%=g;Z en 09,
on

Caso de irregularidad de g; y g, hay una variacion muy grande del

gradiente de en 0Q, N 9Q, .

e) Coeficientes en la ecuacién diferencial, tal que sean discontinuos en

puntos, lineas o superficies de Q.
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Estos problemas hacen u(x)— <, o bien que ail-‘— — o i=12,-,n,en
X.

11

zonas locales de Q.

En estos problemas |1 depende de r en la estimacién a priori del error.
Existen estimadores a priori del error para problemas elipticos en determi-

nados problemas singulares.

Asf si dQ no es suave y estd definida por segmentos rectilinecs, es hien
conocido para problemas elipticos de orden dos, tipo laplaciano, en 9Q, que

la regularidad de la solucién exacta se estima a ser:

= H1+B—8

para su aplicacion en los estimadores anteriores tratados siendo € >0

(=0 para caso de condicién Dirichlet en 0Q), € arbitrariamente pequeiio,

T . .
B =— siendo a; el dngulo interno mayor entre dos segmentos del contorno 9
.
J

Q, Qc R

Para el dominio en forma de L :

Q

G
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y tendremos

L =min(k,r—)=r-1=

W |

L=l < OBl

()

Para modelizacién de una grieta, como por ejemplo:

u.@z:’_;‘

3
=g

o — 2% B——)% ue H> (Q)

. 1) = i 1)_1
i = min(k,r~1) = mm(k,z) >
1
" u—u, "H‘(Q) <Ch? I ”!Iﬁz'e(a)

Vemos con el estimativo de error considerado que aunque aumentemos

el grado k del polinomio completo a utilizar en la interpolacién de los ele-
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mentos finitos ( 4 depende de r y no de k¥ ) no mejoramos la aproximacién

disminuyendo la distancia de u y u;, en la norma H/(Q ).

Si existiese regularidad en 0Q y datos (ej: fe L2(Q), a(x) e C*(Q), ...)

‘podriamos tener prééticamente la regularidad:

ue H(Q) y para k =1, la estimacidn

” u—1u, "H‘(Q) < Ck‘“,m(n)

1
Es decir O(#) frente a O[hEJ :

Cuando hay singularidades es suficiente utilizar elementos finitos li-
neales (k=1) en el contexto de la h-convergencia (ver anteriores expresiones

de p).

Aungue el estimativo de acotacién del error sea aproximado nos da una
idea cualitativa de pautas a seguir en el contexto de la tesis acerca de crite-
rios en la generacién de mallas triangulares y resolucién numérica con el

método de los elementos finitos.

La singularidad de un problema en cuanto a d{2 irregular aumenta los
valores de las cotas del error de la aproximacién. Un aspecto de interés a
tener en cuenta relacionado también en la exactitud de la solucién numérica
a obtener en la resolucién de un problema eliptico referido a 9Q irregular es

la propiedad comin en todos los problemas elipticos siguiente:

El comportamiento del error de aproximacién es mejor en el interior

del dominio que en el contorno, sicndo mcjor a medida que nos alejamos de
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oQ en direccién de su normal. De modo que se verifica un principio tipo
St-Vennat que ha sido comprobado empiricamente y es aplicable en un con-
texto dc discretizacién: "alejindose del contorno el promedio es lo que im-
porta y no las oscilaciones locales del error de pequeiia longitud de onda".

Asi, si en un lugar de 0Q tenemos la aproximacién dQ, poligonal y conside-

rando interpolacién de grado k=2 :

3
sl =0

. 2
correspondiente a o= —;E de la figura y para elementos

Q,, conodQ, € 09Q,.
Sin embargo alejandonos en direccién al interior del dominio:

" U=, "H‘(K) = O(hz)

ademas generalmente tenemos el caso:
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w_dw _ o
ox axh O(h)

Est4 comprobado computacionalmente que en este caso para elementos

Q, como los que comparten el nodo j que:

ou A _f .3
ox oOx O(hJ

Siendo x un punto a una distancia d de un nodo de 9Q,, es conocido el
estimador de error para zona alejada de la singularidad en 0Q ( h<d < d)):
" u—u, ]L < Clu)n®cd*®

y para zonas préximas a la singularidad (d<h):

" u-u, “ < Clu)n®*

00

h <d £d,

&

d<h

Estos estimadores igual que otros existentes nos informan del aumento
de razén de convergencia al alejarse de la singularidad en dQ hacia el inte-

rior de Q.

En el problema de contorno en elasticidad lineal:
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Z% n, =g 0Q,

J=1
Vi=L2,.. ,N
8; = tensiones impuestas en 02,

En el caso bidimensional con una fisura recta la distribucién de ten-
siones presenta una singularidad en el extremo de la fisura. Asi en coorde-
nadas polares los desplazamientos y tensiones alrededor del extremo de la
fisura tiene como términos principales:

1 r 1 |r
-=K——1‘—— : K——J—— 10
Y; IZ[.L o ﬁ(9)+ I V2 &( )

1

1
. =K (8)+ K, ———2.(0
i Imfy( ) 11\/51;&1()

siendo K;y Kj; factores de tensiones en modos Iy II.
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— KI
Gy—m;f(e)

__K,
G, = J—Z—Ef(e)

La fractura es fragil, en caso de deformacién plana si a<1, o de tensién

plana si 0<0.4, siendo:

TN
Q| X
N

™

K tenacidad, si K, o K, <K, la fractura no se propaga, o, limite eldsti-

co y B longitud de la fractura.

Las tensiones en el vértice entrante P o extremo de la fisura se hacen

infinitas (r=0).
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Aparecen singularidades también en problemas de transmisién de ca-
lor 0 en cualquier problema de contorno que presenta irregularidad fuerte

en sus datos.
2.5.1.3. MALLADOS TRIANGULARES.

En las acotaciones del error se exige que los mallados sean conformes,

elimindndose la posibilidad de una triangulacién como la de la figura:

para que V, ¢ H'(Q).
Si el mallado es no conforme entonces hace que V, ¢ H'(Q).

Por otro lado se dice que si V, ¢ H'(Q) el método de elementos finitos
no es conforme, por ejemplo, sea el tridngulo de la figura P, = P(K) y nodos

de calculo en vértices y puntos medios de cada lado :

Es un elemento finito tipo V, ¢ H'(Q).

Un elemento Q, es conforme si es un elemento de C™ a fin de que

V, c H'(Q) , siendo la solucién exacta ueH',r>m.
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Por otro lado para que los nodos de célculo constituyan un conjunto
p-unisolvente, los puntos deben ser no colineales.

Otro aspecto a tener en cuenta es que resoluciones con h = constante y

disminuyendo p incrementa el error de interpolacién y por tanto el error de

la aproximacién.

p

Este efecto ha sido estudiado por Fried y Synge y muestran que:

-
cos| —
2

donde ¢ es constante y 6 el dngulo mayor en el tridngulo (al aumentar

1<
p

8 aumenta p, aumentando el error de interpolacién).

Estas condiciones sobre 8 han sido estudiadas en detalle por Babuska y

Aziz. Para tridangulos:

o= L < g™

sen8)’ #e)

Vs=0,1..m m<K+1
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Entre distintos tipos de elementos triangulares, tenemos:

a) Elemento lineal no conforme:

v no es continua en los lados (no conforme), la dimensién de Py es 3,

siendo K=1.

b) Lineal:

v es continua €Y, la dimeusién de Py es 3, siendo K=1.

¢) Cuadratico:

v es continua CY, la dimensién de Py es 6, siendo K=2.
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d) Cibico:

v es continua C0, la dimensién de Pk es 10, siendo K=3.

e) Cubico z3 o CO Hermite:

. gv _ov . L . .
v es continua (Y, EW > son continuas en los vértices, la dimensién de Py

es 10, siendo K=3.

f) Restringido z3:

60

@ Universidad de Las Palmas de Gren Canaria. Bibliotece Digital, 2003



. dv _ dv . e . .
v es continua C9, a— y 5— son continuas en los vértices, la dimension de
X y

Py es 9, siendo K=2.

2) Quinto grado (Argyris):

ov v 3*v °v *v ov X
—,son continuas entre ele-

"ox 3y ax° 3%y oxdy on

v es continua Cly v
mentos, la dimensién de Py es 21, siendo K=5.

h) Quinto grado reducido:

v es continua C!, la dimensién de Py es 18, siendo K=4.

i)
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para aproximar z(vl, vz)e<L2 (Q))2 de la forma:

G =0, +0; x
g, =0, +0y

Tal que:
divg=2a,
y por tanto divge L*(Q).

- -

Se tiene que g-n es continua en nodos de cdlculo (constante).

Si se desea que J'deivq=0 Vve H consideramos divg=0 imponiendo

o, =0, siendo v en cada lado polinomio de grado 0.

J) Macrocibico:

v es continua C/, la dimensién de Py es 12 siendo K=3.

k) Elemento de Barsoum:

4
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Proviene de elemento isoparamétrico degenerado cuadrilateral, ade-

cuado para singularidad de tipo % en nodo / (elemento finito singular).
‘ r

1) Existen una gran variedad de elementos finitos triangulares a partir

de los anteriores, como por ejemplo caso con lado curvo, bien con divge L*(Q)

mas exacto y otros singulares con caracteristicas diversas.

Respecto a la estimacién del error, sea:
V. ={ veC“(ﬁ) SV eP,(K),KeTK}

Al aproximar en un elemento Q, (geométricamente elemento K del ma-

llado Tk), para veC” (ﬁ) se debera cumplir:
D* Hhv =D%vy
en nodos de calculo de Qe‘v’as2(oc =0 elementos C°, o = lelementos C' (Q))

En algunos nodos de ciertos elementos Q, se cumple:

0 _ov

an LT 5,

siendo nodos en elementos triangulares situados en el punto medio de

cada lado del triangulo. La estimacion del error sera:

I V- Hhv IHI(Q) < Ch’l Vg

para veH™ s+1=2K
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También:

‘ y - H;,V ) <Ch VIHM(Q)

ra

<CH™

H{(Q)

Iv_Hhv

14 IHN-I(Q)

Para el tridngulo K=1 tenemos en h-convergencia las siguientes acota-

ciones en norma L~ (Q,):

D%y

l V- Hhv lr(ﬂ,) < 2hg max (2,)

D*v

2
IEEE(' Da(v_Hhv) "L"(Q,) < 6%%

rQ,)

y relativo a seminorma en H'(Q), recordemos,

le], =] v—]].u lH‘ < Chpm &Y
Tenemos para triangulo K=1 y h-convergencia:
€ |y S CP
h h
!ei IH,(Q) < C;: para malla )

_~h h
lei |H1(Q) < C-Z para malluz

y para triangulo K=2 y h-convergencia:

‘ei lH‘(n) < Ch2
n’ h
|e: IHl(Q) < C—4—- paral mallag
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|e| <C—hi aramalla—}£
o) = =176 P 2

Cuando 9Q tiene una forma irregular un nuevo tipo de error de apro-

ximacién hay que tener en cuenta: la aproximacién del contorno dQ por 0%,

, siendo de interés minimizar Q -, en los mallados triangulares.

Si 09, es muy préximo a dQ entonces la solucién en Q estd en condicio-

nes de facilitar en la resolucién numérica a ser muy préxima a la solucién

exacta en £y, .

Una posibilidad generalmente utilizada es aproximar 0 mediante

segmentos v utilizar mallados de Q tal que los elementos con nodos en el

contorno tienen 0Q, - JQ .
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Si consideramos grado de interpolacion K=2, ;qué diferencia entre
x(3Q) y x(39Q,) podriamos considerar admisible?, o dicho de otro modo, ;de

que orden debe ser la distancia en direccién de la normal a Q2 en x(2Q)

para que la diferencia de la aproximacién de la solucién u entre los tridngu-
A A ' | .

los (ABC , xeBQJ y (ABC, xethj sea despreciable? (de orden similar al

error de la aproximaci6n).

Se demuestra que la diferencia de interpolacién,

| TTw - T |

Siendo Hhu,, interpolada de u en nodos donde cualquier lado del tridn-
gulo no pertenece a dQ, (ejemplo, tridngulo de la figura ) y I-[h0 u, interpo-
lada de u en los nodos con un lado del tridangulo perteneciente a dQ,, para

caso de interpolacién K=2, se tiene que para la aproximacién u; con u, =0 en

0Q y con ue H*(Q)nH!(Q) no se ve afectada por la diferencia (aproximacién
de u; del mismo orden que el caso 0Q, -dQ =) de las interpoladas si el

mallado es con:

e=| x(3Q) - x(3Q,) | = 0(h12<)

Por tanto, para mallado triangular, k=2, de forma que se cumpla la

anterior expresién, la diferencia 0Q, -9Q no afecta a la exactitud de cdlculo
de la solucién aproximada uj respecto al caso 0Q,-0Q=(, caso de proble-

mas con condicién de contorno tipo Dirichlet.
Para caso K=1, mallado triangular con interpolacién lineal en Q , :

| x(0Q) - x(0Q,) | < A con a<2
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Se suele utilizar para aproximar mejor 0 tridngulos €, , con un lado
curvo o bien utilizar mayor densidad de elementos triangulares de tres no-

dos (en los vértices).

Los tridngulos con un lado curvo son generados mediante técnica iso-
paramétrica e imponer en la transformacién restriccién de que dos lados se

transformen en lados rectos.

Podemos observar que no se asegura Q, c Q pero si existe regularidad

geométrica en 0Q y de datos del problema y la distancia equivalente ante-

rior:

e= x(30) - x(30,) | = O{rZ)

se conserva también el orden de convergencia para up dado por el es-
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timador de error de aproximacion.

En ambos casos expuestos esta verificado que aunque ueH’, las esti-

maciones que dan lugar a las conclusiones anteriores corresponden a

u eH*(Q) v no es posible mejorar el orden de convergencia aunque tenga la

solucién regularidad r>3.

En el contexto de minimizar dQ, ~9Q una alternativa es utilizar poli-
nomios Spline que aproximen JQ discretizando previamente en puntos dis-

cretos y luego considerar tridngulos con K=/ o K=2 con un lado entre dos

puntos discretos fijados de 0Q .

En esta tesis se desarrolla un método de aproximaciéon Spline que

ajusta a dQ incluso en puntos con derivada infinita.

2.5.2. ERROR DE LA APROXIMACION EN PROBLEMAS PARABO-
LICOS.

La resolucion de un problema parabélico mediante semidiscretizacién
(discretizacién en espacio mediante método estandar de elementos finitos)
conduce a la resolucién de un problema de valor inicial. Este problema se
resuelve numéricamente discretizando la variable tiempo utilizando un
método numérico (por ejemplo de Crank-Nicolson). Es de interés por tanto

en estos problemas evolutivos garantizar la estabilidad de la solucién.

Sea el problema parabélico:
ou .. (>
-a—t - divj gradu | = f en Qx(0,T)

u=0 en I'x(0,7)
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u=u en Q,t=0

con fel(Q),u’cl}(Q)

La estimacién bdsica de estabilidad para f=0 es:

[o]<]]  reon

u()

<Sla|  relor)

Que siendo

u’ e X(Q),
“ () “ = O(t“l) con t—0

La formulacién variacional del problema es:
(;h(t), v) s au (@) = (F)v)  VveV re0T)

uh(0)=u° en Q con t=0

y con uso de semidiscretizacién conduce a la resolucién del problema de

valor inicial:
| ci,.{uj(t)} vk {u@)=F0)  re(T)
Cv{uj(o)} = UO
siendo Cj; , matriz de masa, y K;; , matriz de rigidez, simétricas y defi-

nidas positivas.
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Por tanto si:
[c]=¢,
[C]=E'E
y utilizando una nueva variable n(z) de componente 7, ()
siendo 1 = Eult); u(z) de componente uj(t).

El problema de valor inicial quedara expresado:

n() - Kn(t) = g() r<(0.7)

donde K=E7 K, E7,

siecndo un problema tipo Stiff relativo a ser los valores propios de K

grandes.

Expresamos un resultado de la aproximacién u(t) mediante u(z) para
uso de polinomios de grado K=1 en la interpolacién de los elementos finitos

y malla cuasiforme, cumpliendo condicién de dngulos minimos y 0Q2 suave:

S C( 1+ ) e(o,r) “ "HZ

Respecto a la resolucién numérica del problema de valor inicial es co-

te O,T “ B u” I 10 }Z;‘

nocido utilizando el método de Euler regresivo:

(auh i -a<u:'%v)J

ot At

n
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1a condicién de estabilidad numérica:

|I—At,,_15|2a>1

o independiente de n

At, <CH

Siendo
Atn = tn - tn—l

Por tanto, si # es moderadamente pequefio es muy restrictivo la condi-

cién At, < Ch*, debiéndose considerar Ar, excesivamente pequefios.

En cambio, utilizando método de Crank-Nicolson entre otros métodos

implicitos, al ser éste incondicionalmente estable, no es necesario elegir Az,

excesivamente pequefios, sino en orden a la exactitud requerida a la solu-

LN

c101.

El método progresivo de Euler:

(22 )

ot At

n

y Crank-Nicolson son implicitos requiriendo por tanto mayor tiempo de

calculo que los explicitos en cada iteracién de tiempo en la resolucién.

En general, en problemas parabélicos la solucién exacta tiene un pe-
riodo transitorio inicial donde la solucién no es suave, pero pasado este pe-
riodo se va suavizando (disminuyendo su variacién en el tiempo) al irse in-

crementando z .
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Este efecto es importante tenerlo en cuenta en la resolucién numérica
a fin de variar el tamaiio de discretizacién (en tiempo y espacio) de acuerdo
a la suavidad de la solucién exacta ¥ y usando mallas finas al principio
donde u no es suave e incrementando el tamafio de malla cuando 4 comienza
a ser suave (obviamente en contexto de mallas no estructuradas o mallas

con reﬁnamiento/desreﬁnamiento de elementos).

También estos periodos transitorios de no suavidad en la solucién

exacta puede ocurrir para un tiempo ¢ >>t, debido a cambios bruscos del

valor de fo de las condiciones de contorno para t=¢ (un instante).

Existen también métodos discontinuos de Galerkin que discretizan

mediante formulacién de elementos finitos la variable temporal.

Asimismo, en la resolucién numérica se puede, a partir de estimaciones

de error, generar algoritmos de control automatico de paso espacial ( 2 ) y de

tiempo (At).
2.5.3. ESTABILIDAD DE LA SOLUCION NUMERICA.

En un problema eliptico la discretizacién con elementos finitos nos

conduce en su dltima etapa a resolver un sistema de ecuaciones algebraico:
KAu }={E} i=12..n

En este sistema, un pequefio cambio de K;; o F; puede producir un

cambio relativamente grande en el cdlculo de {u]} .

Una medida de la sensibilidad bien conocida es el niimero de condicio-

namiento de la matriz de forma que si este estimador es muy grande, con
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pequefio cambio en Kj; , o F; produce un notable cambio en el valor de {uj }

Puede ocurrir que los datos del problema obtenido por medidas expe-
rimentales contengan un error, o por efecto de errores de redondeo los tér-

minos de Kj; no scan todo lo exacto que debieran.

Por tanto, es de interés conocer conclusiones existentes sobre el tema

para tomar las precauciones necesarias en la resolucién del problema.

Asi, en problemas elipticos de orden 2m la estimacién del nimero de

condicionamiento es de O(h‘z'") para un mallado cuasi-uniforme.

Para problemas elipticos de segundo orden en /-D v mallado irregular

es de:

siendo # el valor promedio de & gen Ty .

Para problemas elipticos de orden 2m y mallado irregular, puede suge-

har
O min
( ?\’min )

Siendo A, el autovalor més pequefio de la matriz Kj; y es impuesto por

rirse:

la formulacién del problema continuo.

En las estimaciones dadas se supone que los elementos K € T, no dege-

neran. Caso de que algunos degeneraran daria lugar a incrementos mss al-
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tos en el nimero de condicionamiento.

Para problemas con condiciones de contorno esenciales, el escalado de
valores propios es efectivo para reducir el nimero de condicionamiento en
‘mallados cuasi-uniformes. En mallados irregulares o condiciones de contor-
no naturales, la influencia es local y tenderd a mejorar en muchos casos el

numero de condicionamiento la descomposicién:
K,—>DK,D
Siendo D matriz diagonal positiva.

En problemas con coeficientes discontinuos es también muy efectivo el

escalado.

Por otro lado, el nimero de condicionamiento no depende fuertemente

del grado del polinomio elegido en la interpolacién.

En 3-D el condicionamiento es mejor que en 2-D y a su vez, éste es me-

jor que en I-D; caso de orden N altos de la matriz (N xN):

2,
Ao = O(N” )

Obviamente los errores de redondeo en el cilculo de Kj; y de F; au-

menta proporcionalmente con O(h'z”') el nimero de condicionamiento: erro-

res en los cdlculos de los términos y en el ensamblaje, errores de redondeo

en la computacion, errores de integracién numérica, etc.

Asimismo es de interés al resolver los sistemas de ecuaciones mediante

meétodos iterativos en caso de matrices mal condicionadas, utilizando méto-
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dos con precondicionamiento de la matriz.

También, es de interés en mallas muy finas utilizar cdlculo en ordena-
dor con doble precisién evitar mallas muy irregulares, es decir sin excesivas
variaciones en el tamafio de elementos, y en general, que no degeneren los

elementos geométricamente.

En problemas que se desee calcular aproximadamente el nimero de
condicionamiento, éste puede computarse sin excesivo coste adicional des-

pués de factorizar K; , en el contexto de uso de métodos directos.

IJ’

2.5.4. METODOS ADAPTATIVOS.

2.5.4.1. METODOS Y RESOLUCIONES ADAPTATIVAS DE ELEMENTOS FI-

NITOS.

Un método de elemento finito adaptativo consiste en resolver mediante
el método de elementos finitos el problema considerado para una malla, sea
esta regular o irregular, con un tipo de elemento finito y su interpolacién
asociada a estos, y a fin de mejorar la calidad de la solucién numérica resol-
ver nuevamente varias veces el problema con un mallado distinto o con ma-
yor grado de interpolaciéon o bien combinando ambos. A fin de minimizar el
coste computacional es fundamental iniciar el proceso adaptativo con una
malla bastante adaptada, no importando el tamafio de los elementos, sino la
adaptacién a las singularidades del contorno, adaptacién entre las interfa-
ses de malteriales distintos y atendiendo a una buena discretizacion del
contorno del dominio y con triangulacién gradual en mallas irregulares y
elementos de formas geométricas idéneas respecto a optimizar la forma pre-

ferentemente (no sélo evitar su degeneracién con la consiguiente pérdida de
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convergencia).

Ademas interesa que la malla de partida sea con menor 4; en los ele-
mentos situados en zonas previsibles de comportamiento no suave de la so-
lucién v que su generacién sea ademds de automatica, flexible. En este sen-
tido es interesante que en la generacién de mallas se utilicen criterios ade-

cuados de eleccién muy variada que recojan aspectos muy diversos.

Agi, en distintos apartados de la tesis se presentan métodos de triangu-
lacién y regularizacion en 2-D y métodos Spline para discretizacién de con-
tornos en el cual una de las aplicaciones corresponde a definir la triangula-

cién local conectada al contorno del dominio del problema.

Entre distintas resoluciones adaptativas, podemos atender a la si-

guiente clasificacién:
a) Métodos de refinamiento de mallado (k-adaptativos)
b) Método p-adaptativo
¢) Métodos h-p-adaptativo
d) Procesos de refinamiento y desrefinamiento de mallados
e) Otros métodos

A continuacién concretaremos algunos de estos métodos, sus propieda-
des, ventajas e inconvenientes, a fin conectar con el apartado de la tesis

doctoral en que se presenta un método adaptativo de mallados de dominios:

a) Los métodos de refinamiento de mallado pueden ser locales o globa-

les en todo el dominio, basados en disminuir sucesivamente el tamafio de los
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elementos del mallado. Estos se clasifican en:
1.- Métodos de refinamiento de mallado estructurado
2.- Métodos de refinamiento de mallado no estructurado

Los primeros, a partir de una malla inicial regular o no regular refina
la malla dividiendo elementos donde siguieran indicadores a posteriori del
error de la solucién obténida, esta division es realizada de una forma estruc-
turada, obteniéndose una nueva malla con la precaucién de ser conforme sin
elementos degenerados. Una opcidn entre otras es utilizar elementos trian-
gulares y dividir estos en cuatro subtridngulos. Las nuevas mallas que se

van generando contienen a las mallas anteriores.

Los métodos de refinamiento de mallado no estructurado se diferencian
de los estructurados en que las nuevas mallas generadas, no tienen que

contener a las anteriores.

Estos métodos mantienen constante el grado de los polinomios de in-

terpolacién en las distintas resoluciones adaptativas.

b) Un método p-adaprativo mantiene fija la malla inicial, resolviendo el
problema sucesivamente incrementando el grado de los polinomios de inter-
polacién en cada resolucién del problema (se suele considerar p referido a

interpolacién con polinomios de grado igual a p).

¢) Un método h-p-adaptativo consiste en resolver sucesivamente el pro-
blema disminuyendo el pardametro h de discretizacién y aumentando el
grado & de los polinomios de interpolacién. En éstos el refinamiento de ma-

llados puede considerarse uniforme o local.
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d) Los procesos de refinamiento y desrefinamiento de mallados pueden
también clasificarse en estructurados y no estructurados. Los estructurados

son aquellos que mantienen una estructura de mallas encajadas, y por

tanto, se eliminan nodos en las readaptaciones de los mallados

manteniéndose inamovibles los nodos de la malla inicial. Los no estructura-

dos adaptan la generacién de mallas més flexiblemente.

A fin de comparar métodos %, p, y h-p adaptativos consideremos resulta-
dos para problemas elipticos sobre estimadores de error en el marco de la p-
convergencia, o sea, aumentando jerarquicamente el grado de los polinomios
de interpolacién y en el marco de 1a s-p convergencia (combinando la k-conver-

gencia y la p-convergencia).
Para m=1 en particular para el problema:
-Au+u=f en Q
u=0 en 0Q

donde fe*(Q) y Q es poligonal acotado.

En p-refinamiento obtenemos una secuencia de soluciones aproximadas

u,eP,NHy(Q) para p=12,...(grado uno, dos,......)

que satisfacen:

Jngrad ugrad vdx = J'vadx
Vv,eP,NH,(Q)

Babuska establece el siguiente estimador a priori de p-convergencia:
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siendo la regularidad:

ueH(Q),r>1

se establece que,

" u "H’(Q) .

< C(T‘,S)——G_—l)‘—
P

" U=, "HI(Q)

£ >0, arbitrario, en caso de condiciones Neumann homogéneas (para

Dirichlet homogénea e =0).

Siendo N el nimero de grados de libertad para polinomios en una
triangulacién de grado p en las variables espaciales x(x;x,) (observando

triangulo de Pascal) tenemos asintéticamente N = O( pz) que en la expresién

anterior conduce a;

uy..,
“ U=ty i) = C(r’g)w;_f_m_pe
N 2
Para un & fijo.
Por otro lado, en caso de ue H2(Q) dara:
"u"HZ(Q) .
n =i, “m(a) < Clre) ) p

En h-convergencia tenemos para un p fijo, ucH'(Q), y h—0, la genera-

N . h
cién de secuencia de uy, para h?
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" U—u, ‘H"‘(Q) < Chmz.n(p“-m_m)luigr(g)

Para m=1
" u=u, "nl(o) < Chmin(prl)f u!n'(n)
y si ue HH(Q)
" U=, "H’(.Q.) S Ch’ ”qu(n)
Este dltimo resultado es de O(k) independiente de p>1.

En la h-convergencia N = O(h'z) por tanto parar—1<p (¢ r=2,p=12)

lelr
" u-—u, "H‘(Q) sC—x
N 2
Por otro lado, es conocido que cuando se hace coincidir un nodo con un
punto singular (problemas singulares), la p-convergencia tiene un compor-

tamiento que se expresa variando el estimador dado anteriormente, siendo

el estimador de error:

lulyia
" u—u, "H‘(Q) < C(r,e) Nr_f )

Por tanto, podemos concluir comparando las situaciones que expresan
las anteriores expresiones, que la p-convergencia es superior a la h-convergen-

cia, 0 al menos tan buena como ella.

Una acotacidn conjunta para la h-p-convergencia que engloba a la h-con-

vergencia y a la p-convergencia es:
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hmin(p,r—-l)
" U—u, "H‘(Q) sC a(r~1) “ully'(g)
P
correspondiente a valores de o, a=1 cuando no hay singularidades y

verificado que 0=2 cuando hay singularidades y si coinciden nodos en los

puntos singulares del problema (mallado adaptado a las singularidades).

Una combinacién de una malla bien adaptada a las singularidades,
refinada gradualmente en combinacién con algoritmo p-adaptativo elimina la
influencia de las singularidades produciendo altas exactitudes en la solu-
cién numérica y con gran velocidad de convergencia. En este contexto exis-
ten estimadores en determinados problemas en los cuales la convergencia es
independiente del caricter de la singularidad y la velocidad de convergencia

es exponencial para caso de soluciones de variaciéon suave en Q, de la forma:
le] < Ce™®

C, B,y constantes positivas (con frecuencia y=3), y depende de la

distribucién de p.
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2.6. CONCLUSIONES PRELIMINARES.

Expresamos a continuacién distintas conclusiones, en el contexto de
uso de métodos adaptativos, atendiendo principalmente a la discretizaciéon

en la resolucién de aplicaciones:

1.- Las mallas deben ser adaptadas a las singularidades, es decir,
haciendo coincidir nodos y contornos de elementos con las singularidades y

cargas puntuales, importantes en resolucién p-adaptativa o h-p-adaptativa.

2.- Las mallas irregulares deben evitar bruscas variaciones de tamafio
entre un elemento y sus adyacentes, siendo de interés el disefio de criterios

flexibles de definicién de densidades de mallados en el dominio.

3.- No deben degenerar geométricamente los elementos del mallado.

4.- Un refinamiento de mallado excesivamente fuerte, ain local, puede
producir inestabilidad numérica en la resolucién, debiéndose atender a

trabajar en doble precisién y a la resolucién de sistemas mal condicionados.

5.- En problemas evolutivos debe evitarse el uso exclusivo de refina-
miento sin ir acompafiados con técnicas de desrefinamiento o de generacién
de adaptacién de mallas a lo largo de la resolucién si la dependencia del
tiempo implica cambios en zonas de méximo gradiente en la solucién, a fin
de no encarecer el coste computacional por fijacién de elementos en cada
paso de tiempo para las mallas refinadas posteriores (evitar elementos

"parasitos” de cédlculo en instantes de tiempos posteriores).

6.- Técnicas de refinamiento y desrefinamiento de mallados estructu-

rados son de interés en el uso de métodos multimalla de los sistemas de
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ecuaciones, por aprovechar secuencias de mallas contenidas entre ellas en

las prolongaciones y restricciones.

7.- En el uso de los algoritmos de refinamiento de mallado estructurado
es interesante considerar algoritmos elemento a elemento, los cuales son
paralelizables, a fin de disminuir el coste computacional evitando la
necesidad de ensamblaje de ecuaciones y en el uso de métodos directos
ademds no es necesario recalcular en las factorizaciones las matriées
elementales correspondientes a elementos del mallado no refinados. Si se

utilizan métodos iterativos es de interés utilizar métodos precondicionados.

8.- Para una discretizacién geométrica considerada, podemos utilizar
distintos elementos finitos que geométricamente sean iguales, en caso de
elementos finitos que geométricamente sean distintos debe prestarse
atencién especial a verificar la conformidad del mallado o aceptabilidad de

la no conformidad en la resolucién.

9.- Para problemas con singularidades dependiendo del tipo de singu-
laridad existen elementos finitos especiales que mantienen la misma regu-
laridad caso de que fuera el problema regular. Sin el uso de métodos
adaptativos, la malla caso de ser irregular, debe atender cualitativamente al
comportamiento de estimadores de error locales para reducir el efecto de
polucién en los elementos cercanos a los que contienen nodos o fronteras en

las singularidades.

10.- La versién k-p-adaptativa, de mejor velocidad de convergencia res-
pecto a los h-adaptativos o p-adaptativos, es de compleja implementacién en or-
denadores, e incluso se ha trabajado en la creacién de sistemas expertos

para la generacién de dichos métodos o estrategias éptimas de remallado 4-
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p . No obstante, los dos procedimientos propuestos por Zienkiewicz y colabo-
radores pueden llegar a conseguir errores relativos en norma de energia del
1% sin aumentar hasta limites no aceptables el ndimero de grados de liber-
tad y de relativa facilidad en un cédigo h-adaptativo. Estos procedimientos se

basan en una de las dos estrategias siguientes:

a) Realizar un refinamiento h-adaptativo de la malla, manteniendo bajo
el grado de los elementos (p=1,2) hasta conseguir un error en la norma de la
energia global sobre el 5% y sobre la malla refinada aplicar una extensién p-
adaptativa utilizando elementos jerarquicos hasta conseguir la precisién de-

seada.

b) Realizar un refinamiento p-adaptativo con elementos jerarquicos en
una malla grosera inicial pero bien adaptada a singularidades hasta conse-
guir que el error relativo entre dos pasos consecutivos (con uso del estima-
dor a priori) sea sobre el 5% y a continuacién realizar refinamiento h-adapta-
tivo de la malla hasta conseguir la precision deseada. En general, el
refinamiento con aumento de p no sobrepasa p=3,4 y el coste computacional

es limitado.

La primera opcién es de interés segin el estudio preliminar expuesto
en problemas donde la solucién sea de comportamiento relativamente suave,
excepto en zonas de altos gradientes, siendo estas zonas pequeiias respecto
al resto del dominio. Si ademds el problema en las zonas mayores fuera
bastante suave, no seria necesario acudir a la resolucién k-p sino tnica-
mente con h-adaptativo y asi reducir el coste computacional para estos pro-

blemas.

En la segunda opcién, corresponde aplicar estrategia adaptativa a
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problemas que mediante sélo refinamiento » implica gran coste computacio-
nal. No obstante, una alternativa de resolucién a estos problemas corres-
ponde a los nuevos procesos de métodos adaptativos que impliquen refina-
miento y desrefinamiento. Al final de la tesis se presenta un método de
adaptacién de mallas que actia tanto refinando como desrefinando el

mallado, no estructuradamente.

11.- En la versién p el cdlculo de la matriz local es paralelizable y
permite uso de férmulas de cuadratura con mayor nimero de puntos de
interés en ciertos elementos curvilineos. Por contra, genera matrices menos

dispersas y por tanto aumenta el coste computacional.

El efecto del error en un elemento se traslada en mayor medida a los
elementos adyacentes donde la solucién es mas regular (influencia del pro-
blema de la polucién). No obstante, los elementos en una regién podrian ser
jerarquicos de un cierto grado, mientras elementos fuera de esa regién po-
drian ser jerarquicos de otro grado. Para forzar la conformidad de las bases
en las interfases de las regiones, puede utilizarse multiplicadores o0 métodos
"penalty” a fin de imponer la condicién de continuidad en el problema varia-

cional.

12.- En los métodos adaptativos la utilizacion de distintos indicadores
de error posibles (en problemas elipticos sobre todo) permite plantear
diversas estrategias de resoluciones adaptativas de refinamientos locales
para que cada elemento de la malla tenga un error relativo muy similar y
tal que el error global sea menor que el deseado. Para una determinada
estrategia puede puntualizarse variaciones apropiadas especificamente al

problema a resolver.
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CAPITULO 3: TECNICAS DE GENERACION
DE MALLAS TRIANGULARES.
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3.1. INTRODUCCION.

Se dedica este capitulo a las técnicas principales de generacién de ma-
llas triangulares y mas ligadas a las contribuciones realizadas en la tesis

que se presentan en el capitulo siguiente y posterior.
Los métodos presentadus son.:
1) Método de Delaunay.
2) Método de Avance Frontal.
3) Método de Transporte-Proyeccion.

4) Método basado en la resolucién de una ecuacién diferencial en deri-

vadas parciales.
5) Método de Superposicion-Deformacion de reticulas.

Adem4ds se indican métodos o técnicas de regularizacién de mallas muy

utilizadas.
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3.2. METODO DE DELAUNAY

La triangulacién de Delaunay se basa en el concepto propuesto por

Dirichlet para la descomposicién de un dominio dado en un conjunto de po-

ligonos convexos.

Dirichlet asigné a cada punto de definicién del dominio, una zona o
regién, denominada tesela, que es el darea del plano mas cercana al punto

que a cualquier otro. Estas teselas se conocen como los denominados poligo-

nos de Voronoi y se definen de la forma siguiente:
Dado un conjunto de puntos en el plano { 2 }, las regiones o poligonos

de Voronoi cumplen:

LV#j}

(vi=tplr-nl<|r-»

Es decir, un poligono de Voronoi { V, | es el conjunto de todos los puntos

p que estdn mds cercanos a los p; que a cualquier otro punto.
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En R? las lineas que forman una cara de un poligono de Voronoi son

las medianas entre los dos puntos que ésta separa.

Si se unen todos los puntos que tienen comin alguna cara de los poli-
gonos de Voronoi, se obtiene una triangulacién de la regién convexa forma-
da por la unién de todos los puntos. A esta triangulacién se le conoce como

triangulacién de Delaunay.

En el interior de cada tridngulo sélo existe un punto que es un vértice
de un poligono de Voronoi y en este punto sélo inciden tres caras de estos

poligonos, siendo estas caras, las medianas de los lados de los tridngulos.

Esto significa que este punto es el circuncentro del tridngulo asociado

de la triangulacién de Delaunay.

Como propiedad importante cabe destacar que cada tridngulo de
Delaunay contiene un unico punto del diagrama de Voronoi y ningin otro

punto estara situado dentro del circuncirculo de ese triangulo.
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La triangulacién de Delaunay es tunica siempre que en las circunfe-
rencias circunscritas a los tridngulos no haya m4as de tres puntos del con-
junto de puntos a triangular. Por ello conviene estudiar algunas degenera-

ciones que pudieran aparecer en la triangulacién:

a) Caso en que tres puntos de un posible tridangulo estan alineados.
Esto implica que el circuncentro de los tres puntos esta en el infinito.
Cuando se detecta este fenémeno, se puede solucionar eliminando un punto

o moviéndolo una pequeia distancia antes de incluirlo.

b) Caso en que cuatro o mds puntos estdn sobre una circunferencia cir-
cunscrita a un triangulo. Por definiciones anteriores se sabe que un vértice
de un poligono de Voronoi sélo contiene tres aristas. En la figura vemos una

triangulacién de Delaunay de cuatro puntos y observamos que es tnica.

Si los cuatro puntos estdn sobre el circulo, como se ve en la figura, el
vértice del poligono de Voronoi interior al mismo contiene a cuatro aristas,

con lo cual el algoritmo nos ha dado un cuadrildtero en vez de un tridngulo.

Una solucién es triangular a posteriori dicho cuadrilatero, trazando

una diagonal, y por lo tanto, teniendo dos posibilidades.
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En este caso la triangulacién de Delaunay no es tunica.

Una de las propiedades mds importantes de la triangulacion de
Delaunay es la de poder insertar un nuevo punto interior a una triangula-

cién ya existente, obteniéndose una nueva triangulacién de Delaunay.

Al insertar un nuevo punto habri un conjunto de tridngulos cuyo cir-
cuncirculo tendra el punto introducido en su interior. La unién de todos es-

tos tridngulos forman un poligono denominado poligono de insercion.
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La nueva triangulacién de Delaunay estard formada por todos los
tridngulos de la anterior triangulacién, exteriores al poligono de insercion,
mas los triangulos formados al unir dicho punto con los vértices del poligono

de insercion.

Antes de entrar en la triangulacién de un dominio cualquiera utilizan-
do el método de Delaunay desarrollamos uno de los algoritmos mas conocido
para la triangulacién de un conjunto cualquiera de puntos en el plano. Este
algoritmo es el denominado algoritmo de Watson, cuyos aspectos fundamen-

tales son:
1.- Crear un triangulo que encierre a todos los puntos.
2.- Tomar como primera triangulacién de Delaunay dicho tridngulo.

3.- Insertar punto a punto teniendo en cuenta la prupiedad anterior de

insercién de un punto interior a una triangulacién de Delaunay dada.

4.- Eliminar todos los tridngulos de la dltima triangulacién de
Dalaunay obtenida que contenga al menos un nodo del tridngulo

inicialmente creado.
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Este algoritmo de triangulacién, por lo expuesto anteriormente, esta

envuelto por una poligonal convexa y solo convexa.

Para la implementacién del algoritmo de Watson a la discretizacién de
un dominio cualquiera se tiene que tener en cuenta que un dominio en ge-

neral cumple:

a) El contorno exterior del dominio no serd una poligonal convexa. En
general, la forma gecométrica del contorno exterior es no convexa o pucde

hacerse no convexa por su aproximacion en caso de contornos curvos.

b) En su interior podrian existir contornos que limiten una zona no

perteneciente al dominio (agujeros).
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Supongamos un dominio cerrado y con agujeros interiores, definido por
un conjunto de puntos que seran los nodos de la triangulacién de Delaunay.

Este conjunto de puntos lo dividimos en los siguientes subconjuntos:
b.1) Conjunto de puntos que definen al contorno exterior del dominio.

b.2) Conjuntos de puntos que definen a cada uno de los contornos inte-

riores al dominio (agujeros).

b.3) Conjunto de puntos que pertenecen al dominio y que no pertene-

cen a ninguna frontera.
El algoritmo de Watson para este dominio sera:

1.- Se crea una poligonal que encierre a todos los puntos. Watson utili-

za un triangulo y otros autores un cuadrilatero. En general puede usar

cualquier poligonal.

2.- Se aplica el algoritmo de triangulacién de Delaunay al conjunto de
puntos formado por los vértices de la poligonal creada en el apartado

anterior y los puntos del contorno exterior.

3.- De la triangulacién obtenida se eliminan los tridngulos exteriores al

dominio.

4.- Insertar en la triangulacién obtenida los puntos que definen los

distintos contornos interiores (agujeros).
5.- Eliminar los triangulos interiores a los contornos interiores.

6.- Una vez obtenida la triangulacién asociada a los puntos que forman

los distintos contornos del dominio, insertamos los puntos interiores del
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dominio que no forman parte de ningtin contorno.

Esta técnica presenta varios inconvenientes a la hora de implemen-

‘tarla. Enumeramos algunos de ellos:

1) Al eliminar los tridngulos en los apartados 3 y 5 los tridngulos exte-
riores al dominio cuyos vértices pertenezcan al mismo tienen que ser
marcados sin tener en cuenta aquellos tridngulos con algin vértice en la
poligonal creada en el apartado 1, ya que aunque sean eliminados para la
triangulacién final, pueden intervenir en la aplicaciéon del método de

Delaunay cuando se inserten puntos posteriores.

2) Cuando realizamos el paso 3, la triangulacién asociada queda en-
vuelta por un dominio no convexo y esto contradice la propiedad de la

triangulacién de Delaunay de la poligonal convexa.

3) Si los triangulos son eliminados por etapas como propone el algo-
ritmo expuesto, podria ocurrir que algin contorno se viera modificado.
Pasados los apartados 1 y 2 del algoritmo y eliminados los tridngulos con
algin vértice el la poligonal creada por el apartado 1, tenemos la

triangulacién:

95

anaria. Bibliote ca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Por ltimo, si eliminamos los tridngulos segin el apartado 3, el domi-

nio se modificaria:
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3.3 METODO DE AVANCE FRONTAL.

El método de avance frontal recibe su nombre del hecho de que en cada
etapa del proceso existe un frente formado por todos los posibles lados sobre
los cuales se puede generar un elemento. De forma repetitiva el proceso
consta de una etapa de generacién de un elemento y de otra etapa de actua-

lizacién del frente.

El primer frente o linea de avance esta formada por los puntos genera-

dos en el contorno exterior del dominio.

Para la formacién de un elemento son conocidas dos técnicas diferen-
ciadas:

a) Formacién de un elemento dada una discretizacién del interior del

dominio. Técnica propuesta por S. H. LO

Dados dos nodos A y B consecutivos de la linea de avance, es elegido un
nodo (C; o C,) de la discretizacién interior del dominio o de la linea de avan-

ce con el siguiente criterio:

A

1.- Para el nodo C; se define:
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AABC,
o, = 2 2 2
AB* +BC; +CA;

AC,BC,
CB*+BCl+C.C;

B, =

L MCG
' ACI+CC+CA”

A= max(,,9;)
2.- Para el nodo C; se define:

AABC,
a2 = 2 2 2
AB>+BC2+C,A

_ AC,BC,
C,B*+BC+CC}

B, =B,

_ AAC,C, _ 5
PACI+CCErCAT T

A, = max(B,,d,)
3.- El nodo C; es seleccionado si:
oA, >0 A,
En caso contrario seria seleccionado el nodo C,.

b) Proceso que permite controlar el tamaiio de los elementos y su
forma. Dados dos nodos A y B consecutivos de la linea de avance, es elegido

un nodo C de la siguiente forma:
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1.- Eleccién de un tamarfio de elemento 3.

2.- Determinar un punto C; a una distancia 8 ; de Ay B con el siguien-

te criterio:
0, =0 si 0.55-AB<d<2-AB
8, =0.55-AB si 0.55-AB>3d
8 =2.AR si 8>2.AB

3.- Determinacién de los puntos C,, C3, C4, Cs5 y C4 que estardan equies-

paciados en el segmento que uniri los puntos C; y M.

4.- Determinacion de los nodos pertenecientes a la linea de avance que
estén situados dentro de un circulo de radio r =3- ABy centro C;. De estos
nodos se escogen los que estén situados en el semiplano delimitado por la
recta que une los puntos A y B y que contiene al punto C;. Estos nodos se or-
denan segin la distancia al punto C; y se adjuntan a una lista de tal forma
que el primero sera el mds cercano aplicandose a todos ellos una penaliza-

cién de valor § ;.
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5.- Determinacién del punto de conexién C. Este sera el primer nodo de

la lista que satisfaga las dos condiciones siguientes:

5.1.- El interior del tridngulo ABC no contiene ninguno de los restantes

nodos de la linea de avance.

5.2.- El segmento CM no corta ninguna de las caras existentes en ese

momento en la linea de avance.
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3.4. OTRAS TECNICAS DE GENERACION DE MALLAS
TRIANGULARES.

3.4.1. METODOS DE TRANSPORTE-PROYECCION.

Se genera el mallado del dominio real geométrico Q compuesto por

clementos Q, a partir dc un mallado base Q y uso de funcién F de traslacién

de modo que F(f)e) =Q

€

o>

Para triangulos las imposiciones a F convenientes son:

A A 3 A A
F(x,y) = 2 Pi(x,y)a‘.
i=1
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Constituyen requerimientos que dificultan la eleccién de F, unido a que

generalmente no es conocida la expresién analitica de 0Q, hace que estos

métodos no sean del todo generales o robustos.

No obstante, se investiga actuaimente para dominios fuertemente no
convexos su aplicacion mediante uso de modificaciones de corréccién del
mallado generado, deformando éste a posteriori mediante desplazamientos
de nodos interiores atendiendo a su situacién espacial respecto a nodos del
contorno, es decir, en el contexto de que la deformacién de 1a malla obtenida
por estos métodos hacia la malla definitiva aceptable sea dirigida por los
nodos del contorno. Para este propésito se utilizan funciones pesos asociadas
a los nodos interiores y parametros de ajuste que permitan controlar la re-

lacién espacial entre nodos interiores y nodos del contorno.

La idea de deformacién es aplicable a 3-D [ Marroco,1984]

3.4.2. METODOS BASADOS EN RESOLUCION DE ECUACIONES
EN DERIVADAS PARCIALES.

A diferencia de los métodos de Traslacién-Proyeccién, la funcién para
generar la malla no es fijada, siendo ésta determinada resolviendo un sis-
tema de ecuaciones en derivadas parciales convenientemente elegido:

En Thompson [1982,1985] se presenta un estudio completo de estos mé-

todos y sus diferentes aplicaciones.

El establecimiento de estos métodos reside en la eleccion del sistema
diferencial o sistema de generacion de la malla. Existen dos clases de méto-

dos:
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1) Métodos que obedecen a expresar el sistema en las variables espa-

ciales del problema a tratar (x,y) y por inversién del sistema de ecuaciones

calcular las funciones de coordenadas x(£,m),y(€,n) de los nodos de Q.

En estos métodos la inversién del sistema da por resultado un sistema
acoplado no lineal definido en el dominio base Q cuya resolucién nos da las

funciones x(&,n),y(&,m).
£ +E, =P(EM)

N, +n,, =0(E.n)

Q>0

P«<0 P>»0

Q<0

Alas funciones P y Q se les denominan funciones de control de la ma-
lla. Se pueden disefiar para conseguir la flexividad que en ocasiones se re-
quiere para controlar el espaciamiento entre los puntos de las mallas gene-

radas.

P<O Q<0

2) Métodos que expresan el sistema de ecuaciones en las variables

(¢,m) del dominio base, cuya resolucién nos da directamente
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x=x(E,m),y=y(E,n) siendo el sistema desacoplado y lineal .

En los métodos del primer apartado se suele utilizar generalmente en
el sistema métodos elipticos o de uso del operador de Laplace por sus pro-

piedades regularizantes. A fin de mejorar la forma de las mallas en zonas

fuertemente no convexas propone un método Doursat— Perronne{1989).

Los métodos del segﬁndo apartado, mas o menos empiricos y de justiﬁ-
cacién teérica dificultosa, no garantizan mallas aceptables en 0Q con cavi-
dades pronunciadas. Una alternativa suele ser tratar de introducir en el
sistema términos correctores para permitir mallados aceptables en dominios

no convexos.

A efectos de que el mallado en Q tenga ciertas propiedades se utilizan
sistemas no homogéneos, por ejemplo, propiedades relativas a la densidad o
a ortogonalidad de mallas. Asi, es de interés en la discretizaciéon de deter-
minados problemas de la Mec4dnica de Fluidos la construccién de mallados
ortogonales, y actualmente se investiga en sistemas de generacién de mallas
que son definidas mediante operadores diferenciales hiperbélicos, parabéli-

cos, etc.
- 8.4.3. METODOS DE DESCOMPOSICION EN BLOQUES.

Representa una alternativa para permitir generar la malla en domi-
nios geométricamente complejos donde los métodos anteriores no dan mallas
aceptables. Asimismo, es de interés en la resolucion del problema a tratar

informaticamente en paralelo.

Son introducidos y estudiados en [Pierrot y otros, 1979],[ Thompson,1987],
[Fritz1987),[George,1989].

104

-anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C.

@ Unive



Se basan en descomponer groseramente el dominio base Q en bloques
topologicos elementales (tridngulos, cuadrildteros, ...), pudiéndose mallar
cada bloque por un método de generacién distinto y luego mediante ensam-
blaje de los mallados de cada bloque construir el mallado final en Q y lle-

varlo al dominio real Q por traslacién.

En esta técnica las dificultades en su implementacion radican en la re-
percusion que tiene la eleccién de los bloques y la eleccién de mallados para
obtener una buena malla final asi como la unién entre bloques implica una
problematica en las interfases de conexién. Se facilita esta conexion enume-

rando los vértices en el recubrimiento 0 mallado de referencia Q.

Estos métodos pueden ser hibridos en cuanto a permitir posibilidades
de que los mallados de cada bloque pueden ser formados por elementos de

distinto tipo.

3.4.4. METODOS DE SUPERPOSICION-DEFORMACION DE
RETICULAS.

En este método se recubre el dominio Q mediante un reticulado fijado a
partir de los puntos del contorno. Este reticulado se realiza mediante un 4r-

bol cuaternario en 2-D (4 "hijos" por "padre"), aplicable a 3-D con arbol octal.

Estos métodos se estudian en [Cheng,1988),[Shephar,1988].

A partir de las reticulas, éstas se subdividen en triangulos tratdandose

de evitar situaciones degeneradas que darian mallados no conformes.

Los algoritmos basados en estas técnicas son implementados consider-

ando una extensa lista de situaciones y su proceder para eliminar construc-
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ciones de mallados no aceptables. Estos métodos conducen a discretizaciones
muy densas en los contornos, si estos son irregulares, y su aplicabilidad ge-
‘neral corresponde a contornos de formas alargadas, suaves y en el objetivo
de obtencién de mallados relativamente uniformes siendo de interés su uso

cuando se desea controlar la posicién de un punto, arista o cara.

Estos métodos podrian utilizarse como soporte de uso en métodos de

mallados frontales o dé Delaunay.
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3.5. TECNICAS DE REGULARIZACION DE MALLADOS.

Una vez generada una malla triangular por alguno de los eriterios ex-
puestos, se ha de mejorar su funcionalidad para su utilizacién como malla
de partida en el método de los elementos finitos, es decir, que los tridngulos

de la malla sean los elementos finitos.
En base a esto se atienden a las siguientes condiciones:

a) Que los lados A de los elementos adyacentes no difieran excesi-

w 0

b) Que los elementos no sean obtusdngulos

% 0

¢) Que los dngulos interiores de los tridngulos tengan un minimo no

vamente.

cercano a cero (para la utilizacién de un elemento K de Tg como elemento
finito triangular se ha considerado que un angulo agudo no debe ser inferior

a aproximadamente 18°9).

Para conseguir este propdsito se necesitan realizar una serie de opera-

ciones con el fin de conseguir una malla méas regular que las obtenidas,
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atendiendo al criterio de que un punto interior al dominio esté conectado a
seis nodos colaterales, para conseguir elementos los mas equildteros posible,

siempre que el tamafio del elemento no varie considerablemente.

Existen varias operaciones que intentan conseguir este objetivo, como

son.

1. Eliminacién de nodos interiores conectados a tres nodos colaterales.

En la figura se puede ver este caso:

A

Dado que el ideal, como se ha mencionado anteriormente, es que en un
punto coincidan seis aristas o caras, se elimina dicho punto sustituyéndosc
los tres elementos conectados en ese punto por uno solo formado por los tres

puntos colaterales.

2. Reestlructuracion del mallado local formado por cuatro elementos

adyacentes con un punto comun.
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En este caso coinciden en un punto cuatro aristas o caras como se ve en

la figura:

C

Para mejorar el mallado se elimina el punto y en el cuadrildtero que
queda se traza una de las diagonales, de esta manera se obtienen dos ele-

mentos triangulares en vez de los cuatro que existian.

A
D

3. Permutacién de diagonales.

Dos tridngulos con una arista o cara comin forma un cuadrildtero cuya
diagonal es la arista comun. Se eliminaria la diagonal existente y se eligira
la otra diagonal del cuadrildtero si con ello se mejora la conectividad del

mallado o los angulos de los elementos.
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Debido a que se debe realizar la bisqueda de todas las conectividades
posibles, este proceso puede ser de un costo grande en tiempo de CPU, res-

pecto al tiempo total de obtencién de la malla, por lo cual se debe dejar libre

el criterio de realizarlo al usuario.
4. Suavizado de la malla.

Una vez realizada la regularizacion geométrica se aplica una técnica
de allanado de la malla, que consiste en mover las coordenadas de los pun-
tos interiores al dominio, de tal forma que los elementos triangulares que

tienen un vértice comun sean lo mas equildateros posible.

N
ANANAVAVAVANANAYAYAVAVAVAVAVANANAVAVAN,
FANANAN J‘\\I\N\I\I\N\!\N\I\I\I\N

Fas

SN RN ANAN ANV AV ENANENAYS BVRYRNEN
INANANANANIN AYAY)

N AN
*’%ﬁu‘sﬁﬂ,
SOV B N NN NN NN
gmv‘m"r: N\NV\{'\I\N\J@\
SESRREERRRR

v s

\AVAYAVAVAYAVAVAVR
VAV AV AV AVAYAYAYAYAYAYAYAYAVAYA

Se ha utilizado el método denominado alisado laplaciano. Esta técnica
debe su nombre al hecho de que el movimiento de un punto interior se
puede obtener como una aproximacién por diferencias finitas de la ecuacién

de Laplace.
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La aplicacién se resuelve colocando un punto interior a una poligonal
que lo envuelve en su centro geométrico. Este movimiento de puntos se hace

solamente para los puntos interiores al dominio, con el fin de no modificar la

forma de los contornos que lo definen. Este proceso se suele aplicar varias’

veces a los puntos y cambiando alternativamente el orden, ya que al mo-

verse éstos, hace variar la poligonal que los envuelve.

Con ello, se consiguen posiciones de los purntos interiores al dominio
que dan una mayor calidad de la malla obtenida con la misma cantidad de

puntos interiores inicialmente generados.

Se suele utilizar la expresién siguiente:
)
= — o. p ,
i FKj
n j=1

Donde n es el nimero de puntos conectados al punto p, siendo Px, los

puntos conectadosa py o j unos parametros que cumplen:

Una variante consiste en utilizar un nuevo término en la férmula con

un parametro de relajacién :

n m m % m
" =(1-w)p +—n z;ajp,q
J:

El coste computacional no es muy grande respecto al total, aunque

haya que buscar los puntos que forman la poligonal que encierra a un punto

interior.
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CAPITULO4: CONTRIBUCION A LA
APROXIMACION DE CONTORNOS EN 2.D
Y A LA DISCRETIZACION DE DOMINIOS
NO-CONVEXOS POR NUBE DE PUNTOS.
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4.1. APROXIMACION DE CONTORNOS BIDIMENSIONALES.
4.1.1. INTRODUCCION

Los contornos curvos, definidos inicialmente por un nimero de puntos

n, se aproximaran por tramos mediante funciones splines ciibicos.

La aproximacién Spline cibica es la funcién interpolante de minima
curvatura, relativo a minimizacién en I’ (minimos cuadrados). Por otro
lado, al ser polinomios de grado bajo con continuidad en las segundas deri-

vadas, da lugar fisicamente a curvas suaves.

Dado que las dimensiones de un dominio en estudio pueden ser de
gran magnitud, conviene realizar un cambio de escala, con el fin de que el
comportamiento de los polinomios definidos por la Spline cibica sea satis-

factorio. En nuestro caso, hemos reducido cualquier dominio al:

D={(xy)eR?/-1<x<1,0<y<1}

4.1.2. SPLINE CUBICA.

Sean (x,,,),(x,,,),....(x,,y,) los puntos que definen el contorno y se
pretende interpolar mediante un spline cdbico S(x). Consideremos
ho=x, —x,coni=12...n-1,y s(x) la restriccién del spline ctibico $(x) al

intervalo [ x,,x,,].

Como s,(x) es un polinomio ctbico, su derivada segunda s'(x) es una

funcién lineal. Si llamamos z; ¥ z;,7 a los valores de s;(x) en x; y x;4 ], res-

pectivamente, se tiene,
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igg Xy — X
o on

i

s;‘l(x)zzm

Integrando dos veces e imponiendo la condicién de que la spline pase

por los puntos considerados, es decir, s;j(x;)=y;, sj(Xj+1)=Yi+ ], se deduce

sle)= ) -y o 2 S ) o, )

] i

expresion que garantiza la continuidad de S(x) y representa la funcién

interpoladora en los puntos soportes.

Para que S'(x) sea continua en (x1,Xn), debe verificarse,

s (x)=s(x), i=23,..,n-1

Derivando s;(x) y evaluando para x=x; se obtiene:

‘ h; h y'+1 _yi
S\ ) = =g =g
() = -2 =% % .
y para s'i_ 7(x) en x=x;,
, h._ h_ Vi = Yia
si—(xi)=_21zi—+11zi+t l
' 6 3 h.,

Igualando y simplificando resultan »n-2 ecuaciones:

La continuidad de S'(x) en los puntos (x;y;) para i=2,3,...,n-1,

6 6
Rzt Z(hi—-l +h ) Lthz, = -;l_(yiﬂ Y ) —71_ (yi ~ Y1 )
; -1

4

i=273,...,n-1
e - . - - - "
estd asegurada debido a la forma en que se ha construido inicialmente s; -

sii(x) =s5(x) = 5
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4.2. CONDICIONES EN LOS EXTREMOS.

Las restantes ecuaciones se obtienen a partir de las condiciones que se
impongan en los extremos x; y x,. Aunque a continuacién se estudia conjun-
tamente el mismo tipo de condicién en ambos extremos, en la practica se ha
considerado la posibilidad de resolver el problema con diferentes condicio-

nes en cada uno de ellos.
4.2.1. CONDICIONES EN DERIVADA SEGUNDA.

Fijando los valores de las derivadas segundas z; y z,, sustituimos di-
chas incégnitas en el sistema lineal dado, resolvemos el mismo mediante un
método directo (en nuestro caso hemos utilizado el de Gauss) para obtener el

resto de las z;, con i=2,3,...,n-1.
4.2.2. CONDICION EN DERIVADA PRIMERA FINITA.

Si fijamos las derivadas primeras en los extremos, las ecuaciones re-

sultantes son:

h . _
__31'51"']‘2“22 =S (%)“%}‘Xl'
h ~ hn—- i’ n_ Vn-
.t =S(xn)-————-yhy 1

n—-1
Siempre y cuando los valores de S'(xl) y S'(xn) ostén acotados.

Para la resolucién del sistema, se ha utilizado el mismo método que en

el caso anterior.
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4.2.3. CONDICION EN DERIVADA PRIMERA INFINITA.

Si la condicién en los extremos es de tangente vertical (derivada pri-
mera infinita), aproximaremos el primer y tltimo tramo de la spline me-

diante un polinomio cibico en la variable v, de tal forma que la spline siga

siendo de clase C? en [x,,x,]. Esta modificacién permite aproximar la tan-
gente vertical (horizontal para el polinomio en y) que resultaba imposiblé

con un polinomio en x.

La expresion de este polinomio ciibico para el primer tramo tendrd la

misma forma que la expresada anteriormente:

4

) = g2 00 + g5 +
X2 _Z;(J’2-y1) _ X __Z;()’2_y1) _
+((y2 -y 6 J(y yl)J{(yz -») 6 )(yz )

Para el dltimo tramo, el polinomio resulta:

S, (y) = EG_Z—;-yj(y Vo) +gG§”;—‘1;jl—)(yn -y +
X, _ Z;: (yn "yn—l) _ Xy Z;t—l(yn —yn-l) _
*[(y,,—yn-a : J@ y*”*[(yn-y,,_l) : )(y" Y

Siendo z =S (y,), y por tanto la continuidad de la spline queda asegu-

rada en y; e y, 1-

La condicién de continuidad de la primera derivada de la spline es

idéntica a la vista anteriormente, variando unicamente en y; e y, ; donde
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varia debido al ensamblaje de un polinomio ciibico en x con otro en y. Para el

punto (x,,y,) la ecuacién que asegura la continuidad de § (x) es:

1
2(8)=307

Sustituyendo las expresiones de dichas derivadas,

(x,) = h, h, Y3~V

S ——tg, ===
2 2 6 3 hz
51,()’2):),7 =¥ Z;_,_)’z_yx Z;‘*‘ hl
6 3 Ya—™0
Se tiene:
h h, 1 Y, Y
—?@"Zzﬁy—y N —3h72
2 1 z] + 2 1 Z/2+
6 3 Ya—N
De igual forma para el punto (x,_;,y,.;) se tiene:
hn— hn- 1 yn— _yn—
__2zn~2 ___2-zn_l - —~ — - _Zrl 2
6 3 P ITnt /S UEGR T /S PGS hyos
3 . 6 yn_yn—l

La continuidad en la segunda derivada se obtiene implicitamente como
en los casos anteriores de la propia construccién de la spline, excepto en los

puntos (x,,y,) ¥ (x,.7.5,.1), donde consideraremos:
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2yt

3
(hn—2 Z”_2 + hrgZ zn-l + yn—lh—- yn—2 J

n-2

Por tltimo, de la condicién tangente vertical en los extremos de la spli-

ne, es decir, s,(x,)=0 y s, ,(x,)=0, se obtiene:

Vo=V _ Y™ h,
3 7 6 Ya=™h
Yo~ Vnr o Y Va1 ) by
P LA Lt = — Z"_ —-—
3 Z" 6 : yn - yn—l

En este caso el sistema resultante es no lineal y se ha aplicado para su -
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resolucién el método de Newton, con el que se han obtenidos resultados sa-
tisfactorios.

T

Circunferencia aproximada mediante "splines"” ctibicas con condiciones

naturales en los extremos, a partir de ocho puntos conocidos.

@)

Circunferencia aproximada mediante "splines” cubicas con condicién

en los extremos de derivada 1* alta, a partir de ocho puntos conocidos.
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Circunferencia aproximada mediante "splines” cibicas con condicién

en los extremos de derivada 1° infinita, a partir de ocho puntos conocidos.
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1 ™~
\\\ ;———\ /
A\
\ AN
FULW
- r
Z///\ // //"\\\[

Ejemplos de aproximacién de contorno mediante tramos rectos y curvos

( "spline"” cubica).
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4.3. CONTRIBUCION A LA DISCRETIZACION DE CONTOR-
NOS DE DOMINIOS PLANOS.

4.3.1. INTRODUCCION

- En la discretizacién de los contornos que definen al dominio hay que

tener en cuenta lo siguiente:
a) Contornos rectos:

En este caso, el algoritmo requiere como datos los puntos que definen
al tramo y el tamafio de discretizacién, teniéndose en cuenta que si el tramo
sélo pertenece a una region, el tamafio de discretizacion sera el de la regiéon,
y si pertenece a dos regiones, se tomar4a como tamaifio de discretizacién la

media aritmética de los tamafios de las regiones a que pertenece.
b) Contornos curvos:

En este caso, el cdlculo de un punto contiguo a uno dado no se realiza

de una forma lineal, con lo cual tiene que resolverse la ecuacién:

Pl ] =t

Donde L es la distancia de discretizacién, (x;y;) el punto conocido y

(x;;) el que queremos obtener sobre el tramo de curva y= f (x).

Los contornos curvos han sido aproximados por Spline cibica y se pro-
pone una solucién a la discretizacion utilizando el método de Newton-

Raphson para la resolucién de la ecuacién obtenida.

Al hacer la discretizacién de un tramo de un contorno, hay que tener
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en cuenta si pertenece a dos regiones, ya que al discretizarse por primera
vez se han generado los puntos interiores del tramo que raramente coinci-
dirian con todas sus cifras exactas cuando se discretizari por pertenecer a
otra regién. Esto se resuelve teniendo en cuenta al discretizar un tramo si
pertenece a una region ‘ya discretizada. Si esto ocurriese diého tramo no se
discretizaria tomandose los mismos puntos obtenidos en su primera discre-
tizacién.

4.3.2. DISCRETIZACION DE CONTORNOS RECTOS.

Supongamos que dados dos puntos consecutivos (x;y;) ¥ (x;.1.y;+;)  de
un contorno se quiere discretizar de forma que el tramo que los une sea
recto. Dado que el grado de discretizacién del contorno estd impuesto por el
usuario, atendiendo a criterios de densidad de mallas no constante debido a

singularidades de la solucién, etc., el algoritmo realiza el cdlculo del numero

de puntos a introducir entre (x;,y;) ¥ (X4 1, ¥4 1)-

Una vez conocido el niimero de puntos y los incrementos de A v, e A y,

cada punto es introducido atendiendo a las formulas:

xj=xi+Axi )’jz}’i‘*”A)’f

Donde (x;y;) representa el punto colateral al (x;y;), este nuevo puntos

(x;v;) pasaria a ser el nuevo (x;y; repitiéndose el algoritmo hasta conseguir

el ndmero de puntos a introducir entre los dos que definen al tramo recto.
4.3.3. DISCRETIZACION DE CONTORNOS CURVOS.

Planteamiento del problema: Supongamos que dados dos puntos

consecutivos (x;,y;) ¥ (xj41yj+1) de un contorno curvo, se ha aproximado el
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tramo que los une mediante una spline cibica del tipo analizado en el

apartado anterior:

El grado de discretizacién del contorno vendra dado por una funcién

. densidad que el usuario puede iniponer a priori, dependiendo de la forma
del dominio, zonas donde se espera una mayor singularidad de la éolucién,
etc.; o bien, puede ser obtenida a partir de una solucién aproximada inicial

dada.

En cualquier caso, si deseamos obtener el valor x,,,, con 0<8<1, tal

que la longitud del tramo de curva entre X ¥ Xj,g Sea un valor /; determi-

nado a partir de la funcién densidad, se plantea el siguiente problema:

[ 1+ [s )] ax=1,

i
Xj

Es decir, resolver una ecuacién en x;,¢ de la forma:
F (x j+e) =0

Siendo:

Pleya)= [ o e

4.3.4. UNA SOLUCION A LA DISCRETIZACION DE UN TRAMO
SPLINE.

Para la resolucién de la ecuacién, proponemos el método de Newton-

Raphson:
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n
n+l _ on F(xj+9)

Xivo =Xjo ~ 77 5
F(xj+e)

Entonces, conociendo el valor de la derivada de F (x'ﬁe):

Fla)=1#fs ()]

La expresién del algoritmo de Newton-Raphson para nuestro problema

resulta:

G
x’:; _ x;+e _ Lj + ,[S, (x )] :
\/1 +[s,. (x;.‘+e )]

J

En el caso de trabajar con polinomios si(y), el problema se resuelve de

la misma forma, siendo en este caso la incégnita buscada y;, g .
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4.4, GENERACION DE NUBE DE PUNTOS INTERIORES
4.4.1 INTRODUCCION

Una vez dividido el dominio en regiones y discretizados cada contorno
siguiendo los algoritmos expuestos anteriormente, se crea la nube de puntos
interiores a cada regién mediante un criterio no aleatorio y ligado‘ a densi-
dades de discretizacién que se requieran, de tal forma que los tridngulos

cumplan las condiciones minimas exigidas

Los aspectos fundamentales a tener en cuenta en la creacién de la

nube de puntos son:

a) Distribucién de puntos lo més equidistante posible para un nivel de

discretizacion dado.
b) Regularizacion de dicha nube de puntos.

Para la gencracién se utiliza ¢l método propucsto por SH LO modifica-

do de la forma siguiente:

1) No se distribuyen las lineas imaginarias horizontales entre el m4-

ximo y el minimo del contorno exterior de la regién.

Dado que el dominio esta compuesto por distintos contornos, el exterior
y los interiores (agujeros), se calculan los maximos y minimos de cada uno
de los contornos y una vez ordenados de menor a mayor se trazan lineas
horizontales imaginarias equidistantes entre cada par de puntos consecuti-

vos de la tabla de maximos y minimos ordenados.

2) Dada una linea imaginaria, S.H. LO propone que ésta esté obligada
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a que el nimero de cortes con contornos del dominio sea par, lo cual
no siempre ocurre. Dicha técnica es mejorada con un algoritmo que

se expondr4 posteriormente.

» S S
123#4 5 6

4.4.2 FIJACION DEL TAMANO DE TRIANGULOS POR REGIONES.

Supongamos que tenemos tres regiones para el dominio de la figura:

Cada region puede tener el mismo tamano de tridngulo, en este caso se
han diferenciado las regiones por posibles motivos de estudio del dominio

como por ejemplo distintos materiales, querer estudiar lo que ocurre en las
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lineas comunes a dos regiones, existencias de cargas en dichas lineas etc.

En caso de que el tamafio de tridngulo de cada regién sea distinto, el
de una regién y su contigua no debe diferir en mas de un 50%. En la
discretizacién de los contornos exteriores de cada regién se tendra en cuenta
que los lados comunes a dos regiones tomarian como densidad de
discrctizacién la media aritmética de cada una de las regiones para

conseguir que en las zonas comunes los tridngulos no degeneren.
4.4.3. CALCULO DE LA NUBE INTERNA DE PUNTOS.

Una vez conocido el tamafio de elemento de cada regién se procede al
calculo de la nube interna de puntos de cada una de ellas adoptando el

siguiente criterio:

Obtencién de la tabla que contiene ordenados de menor a mayor los

méaximos y minimos de todos los contornos que forman la regién.

Yi2

Ya2

y21

y1'l

yjj representa, si j=1 el minimo del contorno i, y si j=2, el miaximo del
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contorno i.
La tabla obtenida sera:
‘ [)’11’}’21a)’31,)'22=}’32’}’12]

Trazado de lineas imaginarias distanciadas segin el nivel de

discretizacién de la regién entre dos puntos consecutivos de la tabla.

Para el calculo de y; se procede de la siguiente forma:

1) Célculo del nimero de lineas imaginarias (INUM).

INUM = Visavia ™ Vi+1abla
Tie

Txr es €l tamario de elemento en la regién R

2) Optimizacién del nimero de lineas imaginarias:

INUM =E(INUM +0.5)

3) Calculo de la distancia entre dos lincas imaginarias:
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— _Yi,mhln _yz'+1,mbln

Ymou = INUM
4.4.3.1. CALCULO DE INTERSECCIONES CON CONTORNOS.

Para una linea imaginaria y=y; se estudia con que contornos
intersecciona, calculdndose dichas intersecciones y ordendndose éstas de
menor a mayor, sin tener en cuenta si el nimero de intersecciones es par o
impar (S.H. LO sélo crea una tabla de intersecciones cuando el niimero de

estas es par)

Para el calculo de los contornos que interseccionan a y=y; se utilizan los
maximos y minimos de cada contorno, si y; estd entre el maximo y el minimo

de un contorno, tiene al menos con él una interseccién:

Sl y min,contorno < y i < y max,contorno = y i Corta a‘l Contomo.

Dada’ que en la tabla de puntos que definen a un contorno, estos
puntos estan ordenados segin el sentido contrario a las agujas del reloj, las
intersecciones calculadas proporcionan una tabla que se ordena en sentido

creciente de abscisas.
La tabla ordenada para el ejemplo seria:
[x4,x3,x2,x6,x5,xl]
4432 CALCULO DE TRAMOS EN QUE HAY QUE DISCRETIZAR.

Para un conjunto ordenado de intersecciones de una linea imaginaria
y=y;, se analiza si hay que discretizar entre dos puntos consecutivos de la

tabla.
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Para el ejemplo, habria que discretizar entre x; y x3, entre x, y x5 y
entre x5 y x;, que son zonas pertenecientes al dominio y no hay que
discretizar entre x; y x; (por pertenecer a un contorno y estar ya

discretizado) y entre xg ¥ x5 (por ser un agujero del dominio).
Este calculo se efectia conforme el siguiente algoritmo:

Dada una tabla de puntos interseccién de una linea imaginaria y los
contornos que definen el dominio, se le asigna a cada punto un vector
determinado por dos puntos del contorno al que pertenece, con el siguiente

criterio:

a) Caso en que el punto interseccién no pertenezca a los puntos que

definen al contorno discretizado:
Se calcula la interseccién entre la linea imaginaria y=y; y el contorno.
Dados dos puntos del contorno A(x;y;) y B(xj+1.yj+1) la interseccién del

segmento AB y la linea imaginaria y=y; viene dada por:

+ (Yi Y )(xm - xj)
(31—,

x=x].

El vector asignado al punto interseccion sera el vector AB si el

-
contorno es el exterior al dominio, y el vector BA, si es un contorno interior.

b) Caso en que el punto interseccién sea un punto perteneciente a la

discretizacién de un contorno del dominio.
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B(XI.YD

y=vyi

Alx1,yr1) CXk1,y1)

Este punto pertenecera a dos tramos del contorno, determinados ambos
por dos puntos consecutivos, siendo el punto interseccion el segundo del

primer tramo y el primero del segundo.

Para asignar el vector al punto interseccién se estudia todos los casos

posibles:
1) Si el punto pertenece a un tramo horizontal del dominio:
Yin =Y; # Y

estando éste limitado por los puntos B y C, y siendo el punto B el

anterior a C segin abscisas crecientes.

sentido dei
confomo

Y, B C

El vector asignado al punto B sera el BC si el contorno es el exterior al

dominio, y el vector CB si es un contorno interior.
2) Si el punto pertenece a un tramo horizontal del dominio:

Vi =Y; #FYja
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estando éste limitado por los puntos B y C y siendo el punto C anterior a

B segun abscisas crecientes.

X <X;

sentido del
contomo

Y, C B

El vector asignado al punto B seri el ABsi el contorno es el exterior al
dominio, y el vector BA si es un contorno interior.
3) Si el punto pertenece a un tramo horizontal del dominio:

Vi =Y #Yin

estando éste limitado por los puntos A y B, y siendo el punto B anterior

a A segun abscisas crecientes.

X; <Xy

sentido dol
contomo

Y‘ B

El vector asignado al punto B serd el ABsi el contorno es el exterior al

—_
dominio y el vector BA si es un contorno interior.

4) Si el punto pertenece a un tramo horizontal del dominio:
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Yia =Y #Vin

estando éste limitado por los puntos A y B, y siendo el punto A anterior

a B segun abscisas crecientes.

X;>x

senfido det
contomo

Y, A B

-
El vector asignado al punto B sera el BC si el contorno es el exterior al

dominio, y el vector CB si es un contorno interior.
5) Si el punto no pertenece a un tramo horizontal del dominio:
YiaFY; #Vin

estando el punto A anterior al punto C segiin abscisas crecientes

Xjmr < Xja

A/\C
Y, B sentico dal
i

-
El vector asignado al punto B serd el BC si el contorno es el exterior al

—
dominio y el vector CB si es un contorno interior.

6) Si el punto no pertenece a un tramo horizontal del dominio:
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Yiaa BY; #¥in

estando el punto C anterior al punto A segin abscisas crecientes

X.

-1 2 Xju

sentido del A yl

c /\
y' B senfido del

confomo A

El vector asignado al punto B serd el AB si el contorno es el exterior al

—
dominio y el vector BA si es un contorno interior.

Una vez obtenida una tabla ordenada de menor a mayor de
intersecciones de una linea imaginaria y=y; con los contornos de un dominio,
se estudia para todos los posibles pares de puntos consecutivos de la tabla si

el segmento que los une pertenece o no al dominio.

Si A(xj, y,.) y B(xj+1,y,.) son dos puntos consecutivos de la tabla y v el

vector asociado al punto A, el segmento AB es del dominio si se cumple:
- - -
l.-w=vAAB
2.— AB pertenece al dominio si w es negativo

4.4.3.3. DISCRETIZACION DEL TRAMO AB.

Una vez localizados los tramos cn los cuales hay que discretizar, sc
obtienen los puntos de la linea imaginaria que toman parte de la nube

interna de puntos con el siguiente esquema:

1) Si x; y x;4; son puntos que pertenecen a 1a misma region:
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cilculo del nimero de puntos a introducir teniendo en cuenta el

tamaifio exigido para la regién.

D = ramario elemento de la region

INUM = (xi "xi+1)

INUM =E (INUM +0.5)

(xi ~ X )
D

Ax =

2) Si x; 0 x;,; pertenecen a un tramo del contorno comin a dos

regiones:

a) Calculo del nimero de puntos a introducir teniendo en cuenta el

tamafio exigido a la regién tratada y a la colindante.

D = DR + DR+1
2
INUM = M

INUM =E (INUM +0.5)

(xi — Xy )
D

Ax =

b) Calculo de las coordenadas de dicho punto de manera proporcional

teniendo en cuenta los tamarfios exigidos entre las dos regiones.

X =x,+KxXAx
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K=12,...,(INUM-1)

4.4.3.4. REGULARIZACI()N DE LANUBE DE PUNTOS.

Calculada la nube de puntos interiores de la regién se realiza una
regularizacién de todos ios puntos internos hallados eliminéhdose aquellos
que Se encuentren muy cercanos al contorno, porque estos puntos dan lugar
a la generacién de tridngulos inadmisibles ya sea por su forma geométrica o

por destruir el contorno fijado en zonas no convexos.

El punto (x;y;) es eliminado de 1a nube de puntos generada si:
2
('xi —Pj)+(yi —qj) <§D

donde (p;,q es cualquier punto del contorno.
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4.5. ALGORITMO UTILIZADO EN LA GENERACION DE
PUNTOS INTERIORES AL DOMINIO.

Hacer I=1, nimero de regiones
- Calculo del maximo y minimo de cada contofno
- Ordenar estos maximos y minimos (tabla 1)
Hacer J =1, tainéﬁo tablal menos 1
- Célculo del ndimero de lineas imaginarias
Hacer K=1, ntimero de lineas imaginarias
- Hallar con que contornos intersecciona

- Célculo de las intersecciones

- Ordenar de menor a mayor segin x las interseccién

(tabla 2)
Hacer 1.01, tamarfio tabla 2 menos 1
- Célculo si es tramo a discretizar o no
Si es tramo a discretizar
- Célculo del nimero de puntos
- Calculo de sus coordenadas
- Célculo de aceptacion de los puntos
Fin Si

Fin Todos Hacer
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CAPITULO 5: CONTRIBUCION A LA
TRIANGULACION DE DELAUNAY Y
METODO DE AVANCE FRONTAL EN
DOMINIOS PLANOS NO-CONVEXOS.
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5.1. UTILIZACION DE LA TRIANGULACION DE DELAUNAY
PARA DOMINIOS PLANOS NO CONVEXOS.

El algoritmo descrito anteriormente, aunque trivial, no siempre
consigue triangulaciones aceptables para su utilizacién en el método de los
elementos finitos, ya que en algunos casos producen elementos no

admisibles o0 que modifican la forma del dominio.

Se ha introducido algunas modificaciones al algoritmo propuesto,

resultando éste de 1a siguiente forma:
1) Formacién de un poligono inicial que contenga a todos los puntos.

2) Utilizar el algoritmo de Delaunay para triangular todos los puntos

del dominio, tanto los de los contornos como los interiores al dominio.

3) Eliminacién de los tridngulos exteriores al dominio. Para ello se ha
seguido un proceso de bajo coste computacional y basado en el mismo
algoritmo utilizado para la creacién de la nube de puntos interiores al
dominio. En efecto, dado un dominio cualquiera y trazada una recta
horizontal y=y;, se determina el conjunto ordenado segin la coordenada x de
menor a mayor de los puntos (x;y;) interseccion de esa recta horizontal con

los contornos del dominio.

Segin el algoritmo descrito en el apartado anterior se conoce si el

segmento limitado por dos puntos consecutivos de la tabla anterior

pertenece o no al dominio.

Si un triangulo de Delaunay no es del dominio, su centro geométrico

tampoco estara en él.
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| (\ (Xe.y6)

/ o

Trazada la linea imaginaria y=yg;, y siguiendo el proceso anterior,
sabemos que el segmento limitado por dos puntos consecutivos de la tabla
de puntos de corte de y=y; con los contornos del dominio, que contenga en
su interior al punto (xgyg). e€s 0 no del dominio, y como el punto (xgyg)
pertenece a dicho segmento, sabemos si el centro geométrico del tridngulo

esta o no en el interior del dominio.

Si el punto (xgy5) no pertenece al dominio, el tridngulo que lo geners

no es un tridngulo que pertenece a la triangulacién deseada.

Seria muy costoso computacionalmente el que este algoritmo se tuviera
que aplicar a todos los tridngulos obtenidos mediante proceso de Delaunay,
pero como se observa en la figura, s6lo es necesario comprobarlo en los

triangulos cuyos vértices pertenecen a un mismo contorno.
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v

Triangulacién de un dominio con agujero no convexo utilizando el

método de Nelaunay propuesto.

142

@ Universidad de Las Palmas de Gren Canaria. Bibliotece Digital, 2003



M\ Vv

y 'I m N ﬁ AV

Vs \@\//\ /
Ay 7 Wavs )

ORI RN AT
SRR
y NAVA e 3 AN N7
. R UATAATAT A AYAVATAY R
VAVAVAY, COODOOE” av
& TAVAYAYa TAVAVAA
YAV avi
~ ’ v N A
e AL REDO0,
Ex FRAR i
Sy o RR0Re
R R SR
N Ay AT AT s A AT S VA AT S AT at A AVAVAN SAVAVAVAVAVAVAVG g
GAYAVAN AV VA VAVAVAYAVAVAVAY AV TAVAVAVANAVA AN TV A VAV VAV s AVAVAVAVAVANAYAVAVAYAYAYAY v
yy\\,-\/x AYAVAY JAVAVAVAY ‘ ><><\ IVAVAVAN /\j/\{‘f\ .\/{\ Vv
T e YAV VA VAV Ao VAVA o TAVAVAVA A A VAVAVATAY 5 VAVAVAVAVAVV A
B e L L o
, ) S
v rAVAYS 9
Ve aTAYAYi% OO0 Wﬂm&#
AV YATAVAAVA FAVAVAVANAYAY
» =/ %A, NAAYAY
000 KR 0L
NAYAY SRAPY £ mv
AVAVAY RYAYAAT) 0
Navavy ARRRR 4
N,V N & AVAVAV VAV,
o ORI L
VA viAY S 2 VaVAVAY AVAVAVAVA VA VAVAVAVAVAY. Y MNAVAVAN VAV Lv:
MWMAWAVAWWM Y

.\ m,,/\ 7 Y ”Mﬁmv”
YY) AYAVAVAVANATAYA -
AN ARRNAAS

Triangulacién de un dominio con agujeros no convexos utilizando el

método de Delaunay propuesto.
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Obtencién de una superficie en el espacio mediante triangulacién de

Delaunay en dominio no convexo.
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Caso de triangulacién de Delaunay en dominio no convexo con dos

regiones de diferente densidad de malla. Detalle ampliado
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Ejemplo de 1% etapa de malla adaptada con triangulacién de Delaunay

en dominio no convexo.
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Ejemplo de 22 etapa de malla adaptada con triangulacién de Delaunay

en dominio no convexo.
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Ejemplo de malla adaptada con triangulacién de Delaunay.
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5.2. METODO DE AVANCE FRONTAL.

Este proceso debe su nombre al hecho de que en todo momento del
proceso existe una linea que encierra a todos los puntos a triangular,

denominada linea de avance.

El proceso se realiza una vez discretizados los contornus, exterior e
interiores y generada la nube de puntos interiores, siguiendo los pasos que

se indican a continuacién:

1) Creacién de una tabla que contiene a los puntos del contorno
exterior. Creacién de una tabla que contiene a los puntos interiores al

dominio. Creacién de tantas tablas como contornos interiores haya.

2) La tabla que contiene a los puntos del contorno exterior se convierte

en la linea de avance inicial.

3) Dados dos puntos de la linea de avance, se calcula el punto

perteneciente a cualquier lista que nos proporciona el mejor tridngulo.
4) Creacién del triangulo si cumple las caracteristicas exigidas.
5) Rehacer la tabla que contiene al punto elegido.
8) Crear la nueva linea de avance.
7) Terminar la triangulacién cuando no exista ninguna lista.

8) Suavizado de la malla obtenida.
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5.2.1. CRITERIO DE ELECCION DE UN PUNTO.

Dados dos puntos consecutivos A y B de la linea de avance, se elige un

punto C para crear el triangulo ABC de la forma siguiente:

a) Se realizan los productos vectoriales:

- - -
vy =ABAA
- - -
v, = BAAB
- -
m=v,-v,

Si m es positivo o cero, el punto C pertenece a la regién sombreada en

la figura:

A B

b) En el caso de que haya mas de un punto que cumpla las anteriores

condiciones, el criterio de eleccién se har4 de tal forma que el cociente:

m, es mas cercano a la unidad para el punto elegido que para el resto
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A B

¢) De todos los puntos que estén situados en dicha zona se elige el mas

cercano a A o B.

A B

Una vez elegido el punto que cumple todas las condiciones, se
comprueba si satisface las caracteristicas de tamario de tridngulo, para que

éste no sea degenerado. Este criterio podria ser:

Distancia £ 1.5 X D,
D, es el tamariode elemento enlaregion

Si todas las condiciones anteriormente expuestas son cumplidas por un
punto C, se crea el tridngulo y se modifica la linea de avance y la lista a la

que pertenecia.

Si el punto C es un punto de la linea de avance, ésta se ve modificada

eliminando de la lista el punto A. En la mayoria de los casos, el punto C
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seria el anterior en posicién al punto A o el posterior al punto B.

<

En caso de no ocurrir asi, la razén serd que existen zonas estrechas en
el dominio, y el punto C elegido no estd en ningin extremo de Ay Ben la
tabla. En este caso, la linea de avance se dividira en dos nuevas lineas de
avance y se seguirfa el proceso de la misma manera empezando siempre por
la linea de avance que contenga menos puntos, con el fin de trabajar con el

menor nimero de lineas de avance posible.

FSi el punto C es de la tabla de la nube de puntos interiores a la linea

de avance tratada, se introduce entre A y B en la linea de avance.

1

Si el punto C pertenece a un contorno interior, se introducen en la

152

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



linea de avance entre A y B todos los puntos que forman dicho contorno,
teniendo en cuenta que para conseguir el mismo sentido en la linea de

avance estos puntos tendrian que estar ordenados en el sentido inverso.

——————————

A

Y

A B

Como se observa, el punto C estaria dos veces formando parte de la
linea de avance. Esto no dificulta el proceso, ya que, al pertenecer a la linea

de avance, cuando éste se elija, se eliminara.
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5.2.2. ALGORITMO DE AVANCE FRONTAL

Hacer de I = 1 a nimero de regiones

Orientar los puntos que definen los contornos discretigados
Creacién del vector linea de avance

Creacion del vector nube interna

Creacién del vector contornos

Elegir punto de la linea de avance

Elegir punto de la nube interna

Elegir punto de los contornos

Crear tridngulo si ha sido elegido algin punto

Rehacer las listas

Terminar cuando existan tres puntos en linea de avance

Fin Hacer
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Triangulacién de un dominio con contorno irregular y no convexo

utilizando el método de avance frontal propuesto.
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Detalle ampliado de zona con contorno no convexo.
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Triangulacién de un dominio con agujeros utilizando el método de

avance frontal propuesto.
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Ejemplo de malla adaptada con triangulacién de avance frontal,

dominio no convexo.
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Ejemplo de 12 etapa de malla adaptada con triangulacién de avance

frontal, dominio no convexo.
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Ejemplo de 2% etapa de malla adaptada con triangulacién de avance

frontal, dominio no convexo.
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Ejemplo de malla adaptada con triangulacién de avance frontal,

dominio con agujera.
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5.3.- ALISADO A TRAVES DE UN ALGORITMO GENETICO
SIMPLE.

John Holand es el fundador del campo de los algoritmos genéticos. Con
la publicacion "Adaptation in natural and artificial systeﬁs" integré y
elaboré dos fundamentos que han persistido en su investigacién: la
habilidad de representaciones simples para codificar complicadas
estructuras (cadenas de bits) y la potencia de transformaciones simples para

mejorar tales estructuras.

Holand mostré que con el adecuado control de las estructuras, se
pueden conseguir ripidas mejoras de las cadenas de bits bajo ciertas
transformaciones, de tal manera que las cadenas de bits se pueden asimilar

a la evolucién de las poblaciones de los seres vivos.

El importante hallazgo conseguido fue que incluso en grandes y
complicados espacios de bisqueda, dadas ciertas condiciones en el dominio
del problema, los algoritmos genéticos tienden a converger hacia soluciones

que globalmente son los Gptimos o estdn muy cerca de ellas.

Un algoritmo genético para resolver un problema debe tener cinco

partes:

1. Una representacién cromosomal de las soluciones posibles al

problema.
2. Un camino para crear una poblacién inicial de soluciones.

3. Una funcién de evaluacion que juega el papel de la
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"naturaleza" valorando soluciones en términos de su mérito o "fitness".

4. Operadores genéticos que alteran la composicién de los cromosomas

hijos durante la reproduccién.

5. Valores de los parametros que el algoritmo genético utiliza (tamafo

de la poblacién, probabilidad de aplicacién de los operadores genéticos, etc.).
5.3.1. COORDENADAS GRAFICAS O CROMOSOMAS.

La representaciéon de un punto en un espacio bidimensional (punto
interior a modificar su posicién) requiere la fijacion de dos nimeros para

definir su posicién respecto a unos ejes coordenados:
posicion = [x, y]
Si representamos ambos niimeros en el sistema binario obtenemos una
cadenade 0y 1:

cromosoma =[1101100......10110]

En estas condiciones cada cromosoma representa una posicién en el
espacio topolégico. Una poblacién queda representada por un conjunto de
cromosonias que se distinguen unos de otros por su valor de mérito,
obtenido a través de una funcién de evaluacién que se fija de acuerdo con el

fin buscado.
5.3.2. FUNCION OBJETIVO:

Se han elegido las siguiente funciones objetivo para el suavizado de la

malla:
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a) Funcién que permita a los 4ngulos centrales, formado por el punto a
estudiar y dos puntos consecutivos de la poligonal que la encierra,

ser lo mas iguales posible.

Siendo NP el nimero de puntos de la poligonal y o ; el dangulo de

vértice el punto interior correspondiente a un tridngulo.

>

SN A

) 2SN ,~,\ O,

\\\!‘\‘\ Z~‘~‘0&;§$‘,‘,§§"ff"'z‘§‘~§'3‘l
_ £5%

R “$ SR A )T
\Y; 'o.";:.:f R
LT IMEP ”

Grafloe deo le Tunclon objetlliva

b) Funcién que permita a los tridngulos scr lo mds isésceles posible.

Siendo NT el numero de triangulos y C;; la distancia entre el punto

interior de la poligonal que lo encierra y un punto de dicha poligonal.
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Grafloa deo le funolon obletlve

5.3.3. SELECCION, CRUCE Y MUTACION.

Definidos los cromosomas, se parte de una poblacién inicial creada
aleatoriamente. Se evaliia cada cromosoma y de acuerdo con ello, se
establece un criterio de seleccion. Esta es una parte delicada de los
algoritmos genéticos, dependiendo de ello que la convergencia hacia la
posicién optima se realice en un tiempo aceptable o se salga de los limites

razonables.

Se utiliza un modelo estocdstico basado en la distribucién de Bernoulli.

Una vez seleccionados dos padres la operacién de cruce consiste en:

Si tenemos dos cadenas de N bits cada una; se elige aleatoriamente un
numero K en el intervalo (I.N-I) v se crean dos hijos intercambiando las

cadenas comprendidas entre / y K inclusive. Sean los padres:

padre1=[a,.a,.a,.a,.a5,a5.a,,ay, 0yt ]
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padre 2=[bl,bz,b3,b4,b5,b6,b7,b8,b9,bw]

a; y b; representan 0 6 I. Supuesto se obtiene aleatoriamente K=6 de la

operacion de cruce se obtienen los hijos:

hijo 1=[by, by, by, by, by, b, 678y,

hijo 2=[a,y, 85, ,,a5,a5, by by, by, by, |

El dltimo paso de las operaciones de transformacion lo constituye el
proceso de mutacidén, que consiste en elegir aleatoriamente un nimero K del
intervalo (O,N-1), y si a la posicién K del cromosoma le corresponde un I se

coloca un 0y viceversa.

La mutacién aumenta las posibilidades de ampliar el espacio de

bisqueda a zonas que de otra manera quedarian ocultas.

Al 1gual que en la operacién de cruce, existe un parametro que regula

la posibilidad de mutacién de los cromosomas.

La optimizacién a través del proceso de seleccién para la reproduccion,
cruce y mutacién puede ser entendido de una manera mas rigurosa
examinando la aparicién desde el inicio de las poblaciones de robustos
esquemas de bits en los cromosomas que crecen generacién tras generacién,
haciendo a la poblacién tender hacia el éptimo que es alcanzado para todos

los miembros.

Este algoritmo se ha comprobado que en la actualidad y para el caso
del suavizado de mallas, es rentable cuando el numero de puntos a

triangular no es muy elevado.

166

anaria. Bibliotece Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gren C.

© Unive



CAPITULO 6. APLICACIONES Y
CONCLUSIONES
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6.1. PROBLEMA DE ELASTICIDAD LINEAL Y TENSION
PLANA.

DEFINICION:

Consideremos la viga de la figura sometida a las fuerzas actuantes en

las partes del contorno T, y I,,, con dos agujeros (de contornos I).

La formulacién cldasica quc dcfince cl problema a resolver y quc

consideramos en esta aplicacién viene dada por:

2
——Zax =0 en Q,i=12

j=l1

—__M
—ZGUnJ—— en T,

j=1

—20‘1] j——l en T,

j=1

u=0 en I,

RESOLUCION NUMERICA:

Se ha considerado la formulacién variacional estdndar, siendo f, =0,y

valores de constantes:

GENERACION DE LA MALLA:

Se han considerado dos regiones, aplicindose para la obtencién de la
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malla el método de Delaunay con la contribucién aportada en la presente
tesis para dominios no convexos. Posteriormente se le ha aplicado un
suavizado laplaciano. Para la resolucién del problema se ha obtenido una

malla refinada aplicando el algoritmo propuesto por M.C. Rivara.
RESULTADOS:

Se presentan los graficos de la viga deformada.

I

2a

z
|
!ﬁ

26

Dominio del problema compuesto por cuatro regiones.
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Malla inicial.
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£00Z ‘[eNbIq E29]0liqIg "BLELED UBIO 9P SBWled SET 9p PEPISIPAILN &

Solucién para la malla inicial.
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£00Z ‘2N Ev9l0lIqIg “BLEUED UBID 8p SEw[ed SET 8P PEpISIBAILN &

Solucién con un refinamiento.
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£00Z ‘[eNbIq E29]0liqIg "BLELED UBIO 9P SBWled SET 9p PEPISIPAILN &

Solucién con dos refinamientos.
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6.2. PROBLEMA LINEAL DE TRANSMISION DE CALOR.
DEFINICION:

Se considera una placa circular con agujero, con condiciones Dirichlet
en el contorno exterior y flujo de calor por conveccién impuesto en el

contorno interior.

La formulacién cldsica del problema considerado es:

~-Div(Kgrau)=0 en Q

uT, =20°
ul, =25
ul, =30
du 0
K2 =n(u-100°) en T,
on
RESOLUCION NUMERICA:

Se ha considerado la formulacién variacional estdndar y valores de

constantes:

p=20 Kot
hm C
K=10" Kcal
Em°C
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GENERACION DE LA MALLA:

Para la obtencién de los contornos curvos de la placa y su
discretizacién se han utilizado las aportaciones dadas en la presente tesis.
Para la obtencién de la malla se ha utilizado el método de Avance Frontal
debido a la alta no convexidad del agujero. Posteriormente se le ha aplicado
tres suavizados laplacianos. Para la resolucién del problema se ha obtenido

una malla refinada aplicando el algoritmo propuesto por M.C. Rivara.
RESULTADOS:

Se presentan graficas de distribucién de temperaturas.

Dominio del problema .
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Malla con distribucién de la solucié
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Solucién (méximo en rojo, minimo en azul).
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6.3 PROBLEMA DE FILTRACION EN ACUIFERO
CONFINADO BAJO UN PILOTE.

DEFINICION:

Se considera el cilculo de alturas piezométricas en un acuifero
confinado, despreciando efectos de inercia en el proceso de filtracion por ser

la aplicacién considerada de aceleracién del fluido pequeia.

Consideramos modelo simple lineal en la relacién de la velocidad y el

gradiente hidraulico (Ley de Darcy).

La formulacién cldsica que define el problema a resolver y que

consideramos en esta aplicacién viene dada por:
~Div(Kgrah)=0 en Q
h=20 m en T,
h=5m en T,
RESOLUCION NUMERICA:

Se ha considerado la formulacién variacional estandar conocida y valor

de constante:

K =0.005

GENERACION DE LA MALLA:

Se aplica para la obtencién de la malla el método de Delaunay con la

contribucién aportada en la presente tesis para dominios no convexos.
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Posteriormente se le ha aplicado un suavizado laplaciano. Para la
resolucién del problema se ha obtenido una malla refinada aplicando el

algoritmao propuesto por M.C. Rivara.
RESULTADOS:

Se presentan las graficas.

Dominio del problema.
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Mallas anteriores con distribucién de la solucion.
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Solucién (médximo en rojo, minimo en azul)
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6.4. PROBLEMA DE CONTAMINACION EN ZONAS
COSTERAS.

El problema se trata en dos etapas diferenciadas. La primera consiste
en la construccién de un campo de velocidades a partir de datos observados

y el segundo es un problema de conveccién-difusién.

A) FORMULACION DEL PROBLEMA: CONSTRUCCION DEL
CAMPO DE VELOCIDADES A PARTIR DE DATOS OBSERVADOS.

Para un dominio dado QcR*(d=23) con frontera I'=T,0UT,,
buscamos un campo vectorial u que se ajuste a un campo de velocidades ,

obtenido de la interpolacién de medidas experimentales y que verifique el

siguiente problema:

divu=0 en Q

Dominio del problema.
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Si k es el nimero de medidas observadas sobre el lugar estudiado, el

campo u, se construye mediante la siguiente interpolacion:

.
2

y = —L i=12

B

d;

j=l

!

siendo u; la i-ésima componente de la velocidad medida en la j-ésima

estacién u,;, la i-ésima componente de la velocidad interpolada en un nodo

considerado, y d; la distancia desde la j-ésima estacion a ese nodo.

El funcional de ajuste considerado es de tipo minimos cuadrados,

360 = J (=) Plu=s)

Q
siendo P una matriz diagonal.

Entonces, el campo vectorial u serd la solucién del problema:

"Encontrar u € K" que verifica,

J(u)=minJ (v)
K ={ndivv=0, v =0

El problema equivale a la determinacién del punto silla del

Lagrangiano:

L(v,) =T+ [ g divy
Q
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Concretamente, si [*(Q) es el espacio de funciones de cuadrado
integrable y H'(Q) el subespacio de L’(Q) de funciones con primeras

derivadas de cuadrado integrable, denatamas:

Hor, @) ={pe H'@); 0|, =0}
H(div,Q) = {v <(12(Q))"; divve LZ(Q)}

e introduciendo el espacio de funciones vectoriales tal que v-n=0 en T,

es decir:

H, . (div,Q)= {v € H(div,v); J' vnp=0 VoeH, (9)}

r
Buscamos la pareja (u,A) en H, . (div,Q)x L*(Q) tal que:
L(u, q) < L(u,?x) < L(v,?»)

VY ge[}(Q) y para todo ve H,r (div,Q), 1o cual es representado por:

oL(u,A)
ov

=0 y =0
obteniéndose la siguiente formulacion:

fv’Pu+J‘7Ldivv=Jv’Puo
a Q 2

Yve H, (div,Q)

fqdivu=0
. _
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Vge I*(Q)

Imponiendo la regularidad al multiplicador de Lagrange, A e H'(Q) e

introduciendo las condiciones sobre u, se obtiene:

u=u0+P‘1§7» en Q
—g(P'IGKJz\_}uO en Q

—P“‘%:n-u0 sobre T,
It

A=0 sobre T,

El método de elementos finitos, aplicado a este problema, nos
proporciona los valores de, A y, a partir de la resolucién de la primera

ecuacion, los valores de u.
RESOLUCION NUMERICA:

Los valores observados para la resolucién numérica son:

X ¥ Vy v,

6 0. -10. 0
20 1 -8 -8
28. 16. -3 - 8.
30 23. -0 -8,
28. 25. -4, -4,
25. 29, -4, L
8. 28. - 0. - 6.
15. -4, 4,
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GENERACION DE LA MALLA:

Para la obtencién de los contornos curvos de la isla y su discretizacién
se han utilizado las aportaciones dadas en la presente tesis. Para la
obtencién de la malla se ha utilizado el método de Avance Frontal debido a
la alta no convexidad del agujero. Posteriormente se le ha aplicado tres

suavizados laplacianos. Para la resolucion del problema se ha obtenido una

malla refinada aplicando el algoritmo propuesto por M.C. Rivara.

5
s
&
2
5
Q
c
5
[}
Y
3
o
8
E
s
o
a
&
3
o
S
8
a
H
2
£

Malla inicial.
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RESULTADOS:

Se presenta la siguiente grafica de velocidades:
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B) FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONVECCION-
DIFUSION.

Consideramos el siguiente problema de conveccién-difusién definido en

un dominio Q bidimensional, de frontera I':

i’£+;’.€/c_€.(x "’C)zf |
ot

-
siendo ¢= c(x,tj solucion del problema la concentracién de un elemento de

- - -

fluido en movimiento; ésta depende de su vector de posicién x=x, i+x,j, ¥

del tiempo ¢ El fluido que transporta la magnitud, », posee un campo de

= of - - -
velocidades en régimen estacionario, v=v| x |=v, i+v, j.

Consideraremos el estudio del modelo lincal, donde la difusién de la
magnitud, u, viene determinada por K=K(x); f=f(x,t) son las fuentes

externas. Suponemos ademds conocido el valor inicial,

- -
u(x,Oj = uo(x) en Q
y unas condiciones de contorno en la frontera I' de €:

F=I,ul, / I,AT,=¢

de tipo Dirichlet en I, y de tipo mixta en I,, de forma que el problema tenga

solucidn unica;
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uin=;(;j en I
- au - -
—K(x}—=h(x)u—G(x} en T,
on

Dominio del problema.
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RESOLUCION NUMERICA:

Utilizando el método de las caracteristicas, y posteriormente mediante
la técnica estdandar de elementos finitos obtenemos la solucién numérica del

problema evolutivo

Siendo el esquema numérico considerado:

- - - = 2 - o ” 2 2 '-'
c"“—AtV[KVe"J:Atf””-f-c"—Atch"+ézt—Z(uVui)3c +%2 e
i X

ij

En la resolucién del problema se ha supuesto que existen dos focos

puntuales contaminantes fA1 y £

GENERACION DE LA MALLA:

Se ha utilizado como malla inicial, la misma correspondiente al

problema del campo de velocidades del fluido.

En el proceso de refinamiento se ha utilizado el siguiente estimador de

error:

1

2 2

e = & j r2dQ
24K

min Q,

Se considera este indicador para ver su comportamiento al tenerse en

cuenta exclusivamente la aportacién del residuo de la ecuacién.
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RESULTADOS:

Se presentan grificas de isovalores:

Solucidn con un refinamiento.
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Solucién con dos refinamientos.
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6.5. CONCLUSIONES

Entre las conclusiones del trabajo investigador realizado se describen

las siguientes:

1.- Se han desarrollado nuevas técnicas de generacién de mallas para
la utilizacién del método de Delaunay en dominios planos no convexos y un
nuevo algoritmo para la eleccion de puntos en la construccién de un
triangulo por el método de Avance Frontal, que han proporcionado

resultados satisfactorios.

2.- Para un mismo dominio se ha observado que el método de Delaunay
propuesto consume menor tiempo de CPU que el método de Avance Frontal,
pero éste es mas idéneo cuando los contornos de los agujeros son a su vez no

Convexos.

3.- Para la regularizacién de la malla se aplica una nueva técnica
utilizando un algoritmo genético simple, que aunque es de mayor coste
computacional que el suavizado laplaciano, es mas versdtil en el sentido que

permite elegir distintas funciones objetivo para suavizar la malla.

4.- En la aproximacién de contornos curvos, se aporta una alternativa
a otras técnicas de aproximacion de curvas mediante uso de
parametrizacién, la via Spline cibica directa e inversa que, con un minimo
coste computacional, permite definir contornos curvos con precisién

utilizando un nimero pequeiio de puntos en el preproceso.

5.- En la discretizacién de tramos curvos de contornos, se propone la

utilizacion del método de Newton que proporciona una formulacién sencilla
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y efectiva, permitiendo la partiéién de dichos tramos curvos en distintos

arcos de longitud predefinida.

6.- La estructura informdtica implementada nos ha permitido afrontar
aplicaciones con diferentes densidades de mallas definidas a priori, que
posibilitaron soluciones a problemas con dominios de geometria y

naturaleza compleja.

7.- Se ha realizado la incorporacién del trabajo desarrollado, a un
cédigo de elementos finitos, elabordndose e implementdndose algoritmos
para la obtencién de las conectividades de mallas, condiciones de contorno,
macroinstrucciones, etc., que han permitido minimizar el tiempo en la

entrada de datos de definicién de un problema.

8.- Se aportan resultados iniciales de adaptacién de mallas con uso de
la estrategia descrita en las lineas futuras, con mallas generadas segin las
técnicas desarrolladas. Los resultados obtenidos deben constrastarse en
futuros trabajos donde se obtenga la nube de puntos interior al dominio
mediante algoritmos que tengan en cuenta las diferentes densidades de

malla definidas por indicadores de error en la resolucién adaptativa.
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CAPITULO 7. LINEAS FUTURAS
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7.1. ADAPTACION DE MALLAS.

Estudio de una resolucién adaptativa con generacién de mallas

utilizando los métodos propuestos en las presente Tesis.

ENTRADA DE DATOS

P

PROCESO M.E.F.
GENERACION DE L
MALLA MEJOR

ADAPTADA ESTIMACION DE ERROR

'

e

NO

ERROR < TOLERANCIA

s

SALIDA DE RESULTADOS

7.1.1 INDICADORES DE ERROR Y ESTRATEGIA DE CREACION
DE MALLAS:

El disponer de estimadores de error eficaces para evaluar la calidad de
la solucién numeérica en procesos adaptativos y de indicadores de error que
nos sefiale donde es preciso actuar a modificar la malla de modo ma4s
intenso a fin de adaptarla del modo més 6ptimo al problema a resolver, son
cuestiones relevantes en cualquier proceso de resolucion adaptativa.
Posteriormente, quedara tratar como establecer el proceso adaptativo e
generacién de los nuevos mallados, es decir, acometer el paso de la malla M,

alanuevamalla M.
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El estudio de la estimacién del error dependerd en general del tipo de
problema a resolver, y es un tema que no estd del todo resuelto en la
actualidad. Autores como Babuska, Zienkiewicz, Kelly, Gago, entre otros,
realizan un considerable esfuerzo en el estudio de este problema, y han

propuesto algunos estimadores para problemas elipticos en 2-D.

Si el problema variacional es eliptico como indicadores de error g; que

nos muestren de forma efectiva aumentar o disminuir la discretizacién de
densidad en cada etapa del proceso adaptativo, se pueden utilizar entre

otros los indicadores que a continuacién se exponen:

INDICADOR 1

1
2 2 2
g = ——hi-—frzdﬂ+ hf I(Kauh) dr
24K, 24K on

2 min T,

donde #; es el didmetro del elemento Q; de frontera T;; K es el valor

minimo de la difusién K =K(x) en Q,; (K %u—”) representa el salto de flujo de
n

la solucion numérica u, =u, (x), obtenida en la malla a adaptar, en la

frontera I', de Q,; r =r(x) es el residuo de la ecuacién:
-V(&Vu-s

INDICADOR 2

Vu,

i i
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Este indicador localiza las capas limites que se puedan ocasionar en un

problema, estacionario o evolutivo. Nos mide la maxima variacién

. s
experimentada por la solucién numérica en el elemento ., al ser Vuh

constante en todo Q, , elementos triangulares de tres nodos e interpolacién

lineal.

Se puede ver que los indicadores de error propuestos verifican la

propiedad:
€ —>0 cuando h >0

Una vez conocida la distribucién de los indicadores de error ¢,, estamos

en disposicién de determinar los nuevos elementos que deben conformar Ia

nueva malla, mejor adaptada, para la resolucién numérica del problema.

Podriamos definir una estrategia de adaptacién ideal como aquella que
una vez fijada la precisién exigida a la solucién del problema, se ajuste a
dicha precisién en el menor tiempo, partiendo de un mismo mallado inicial.
Normalmente, el mallado final que consigue una es£rategia ideal no es el
Optimo en cuanto a nimero de nodos introducidos, ya que lograr esto llevara

en la mayoria de los casos un excesivo tiempo.

Las cuestiones relevantes que una estrategia de busqueda de mejores

discretizaciones a considerar en la resolucién adaptativa pueden ser:

a) Qué zonas del dominio mallado no son adecuadas para la adaptacién
en concordancia con la informacién de las estimaciones del error evaluadas

en los elementos del mallado.
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b) Con qué intensidad actuamos en las zonas en que el error es

apreciable.

Se pueden considerar distintas opciones que se éxponen a continuacién
para responder a cada - una de csté.s preguntas. Una vez calculados los
indicadores de error en cada elemento, estaremos en diSpoSicién de
enfrentarnos a las cuestiones anteriormente sefialadas para definir la

nueva malla.

Se aumentars la discretizaciéon en aquellos elementos cuyo indicador
de error sea mayor o igual que un determinado valor. Entre las distintas

opciones para definir este valor tenemos:

1.- Utilizar la media geométrica de los indicadores de error de todos los

elementos del mallado.

2.- Utilizar la media aritmética.

N
3

M, = ——"=;V
3.- Utilizar la media cuadratica.
1
N 2
pX
M — i=]
? N
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4.- Utilizar un pardametro ye[(), 1] propuesto por diferentes autores,
fijado a priori para todas las etapas adaptativas.

M4 =Y max (ei)

i=L,N

La eleccién de los primeros criterios (medias) depende de la mayor o

menor intensificacion de densidad de malla que se desee.

En el qiltimo criterio, la intensidad de discretizacion depende
exclusivamente del valor méximo de los indicadores de error, y no de la

distribucién de éstos como ocurre en los tres criterios anteriores.

En la linea futura propuesta se presenta una aplicacién en la cual una
vez obtenidos los indicadores de error en cada elemento consideramos los

siguientes criferios de adaptaciéon de mallas:
Sea ¢, indicador de error en Q,

1.- g <a,,, los tres nodos del elemento son eliminados. No se

eliminardan aquellos que pertenezcan a la definicién del contorno.

2.- be,, <g,<ce, ,ademds de los tres nodos del elemento se considera

1

un nuevo punto localizado en el centro geométrico del mismo.

3.- ce,, S¢€, <de,, ademds de los tres nodos del elemento se considera

tres nuevos nodos localizados en los puntos medios de cada arista del

elemento.

4.-de,, <¢& <ee, en este caso se realizan dos pasos del procedimiento

max 12
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a, b, ¢, d, e, pardmetros variables elegidos para cada problema

comprendidos en el intervalo [O, 1], siendo a<b<c<d<e.
7.1.2. APLICACIONES

7.1.2.1. FILTRACION EN ACUIFERO CONFINADO BAJO UN PILOTE.

Se ha acometido la resolucion de la aplicacién 6.3 utilizando la

estrategia de adaptacién de malla iniciada.

A continuacién se presenta la malla de partida asi como las mallas

adaptadas y la solucién.

SN
p /\/f AYAY
x ! Mf ‘

VAVAVAVAVAYAYAY,
v <>

Malla inicial.
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| N A
‘Hﬂ'l VAV W“a‘f’!»

AN /}\/ \A AW}
AV >
Augﬂ "

[’

Malla adaptada 1.
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A‘
\/ Y >
A%m \A/\

Malla adaptada 2.
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Solucién (maximo en rojo, minimo en azul).
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7.1.2.2. PROBLEMA DE UN INTERCAMBIADOR DE CALOR DE FLUJO

CRUZADO GAS-PARTICULAS SOLIDAS.

DEFINICION:

Se trata del problema de transferencia de calor en sistema de flujo
cruzado, donde en una direccién se desplazan particulas sélidas y en
direccién perpendicular afraviésa un gas, es decir un sistema de lecho mévil
fluidizado con intercambio de calor en su interior entre el gas y granulados

solidos.

La porosidad ¢ define en Q la ocupacién de sélido y gas en el sistema o

dominio Q.

La definicién del problema corresponde a un problema evolutivo de
conveccién-difusién tanto para la fase sélida como la correspondiente

ecuacioén para el fluido:

dT aT BT (04 (

6-T
&t ot Bx g )

d 09 00 o .0°0
=—+y—= - e)(T 6)+p %

~ =% % fase sélido

Podemos observar que ambas ecuaciones en Q estdn acopladas. Las

constantes o y o incorporan en su valor el tamafio de particulas y
coeficientes convectivos de interaccién fluido-particula ademas de

densidades y capacidades calorificas.

Las constantes 8 y B* son coeficientes para cada fase difusivas y por

tanto en el intervienen las conductividades térmicas efeclivas
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correspondientes a cada una de las fases.

Consideremos en la aplicacién que nos trata condiciones impuestas en
fronteras de temperaturas en las entradas del gas y del sélido. En las
fronteras de salida de cada fase consideramos transferencia de calor por

conveccidn con el exterior:

T=T en T,
6=0, en T
—Kd—T-=h(T—Tw) en T,

ox
—K*—a—T-:h(G—Tw) en T,
ox
Iﬂl
FZ
L,
0
T

Dominio del problema.
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RESOLUCION NUMERICA:

Se ha optado por considerar una formulacién explicita para el cilculo
de temperaturas correspondiente a cada fase, por tanto es llevado a cabo
desacoplamiento de las dos ecuaciones diferenciales que rigen el pfoceso de

transferencia de calor en Q.

La formulacién considerada es una extension y adaptacién a dos fases
para nuestro problema de esquema explicito propuesto por Montenegro en
su tesis doctoral del problema de conveccién difusion estdndar de fase y
consistente en integrar el sistema diferencial a lo largo de las lineas
caracteristicas de desplazamientos de cada particula sélida o del fluido,

concretamente usamos el esquema:

00" 1 2 0%0" L0%0" A’
0™ =0" —Atv—+—(VALt) ——+ Aty + T"-0"
oy 2( ) oy’ g o' l-g ( )
oT" 1 2 0 T" *T"  Ato
T =T"-A +=(vA +At, +—{0"-7"
M 2(“’ 2 o HAmB = ( )

Ambas ecuaciones se integran en Q mediante la técnica o formulacién

variacional estdndar a fin de incorporar condiciones de contorno de tipo

natural definidas anteriormente en las fronteras I, y I';.

En la resoluciéon adaptativa hemos considerado como indicador de

error.

- 2 - - 2
ei=(gra0j +(v-graT)

Este indicador tiene en cuenta la velocidad del gas puesto que la del
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s6lido se considera despreciable a efectos de errores en la solucion.

GENERACION DE LA MALLA

Para la obtencién de la malla se ha utilizado el método de Avance
Frontal. Posteriormente se le ha aplicado tres suavizados laplacianos. Para
la resolucién del problema se ha obtenido una malla refinada aplicando la

técnica de adaptacién de mallas propuesta en la linea futura de la presente

tesis,
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RESULTADOS:

A continuacién se presenta las graficas de la malla adaptada y una

grafica de la distribucién de temperaturas del gas.

ININAN
AVAVANZAVI N
AYAVAVAVAVIAN

Malla adaptada y zoom de zona.
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Gréfica de distribucion de temperaturas del gas (maximas en rojo).
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7.2 OTRAS LINEAS FUTURAS

- Estudio de funciones objetivos para la utilizacién del alisado de la

malla mediante algoritmos genéticos simples.

Ademas de profundizar en el estudio de los algoritmos genéticos
aplicados a la generacion de mallas, deben implementarse funciones
objetivos para la regxilarizacién de mallados que estudien mérgenes de
tolerancia admisibles de los valores de los angulos interiores de los

triangulos, etc.

- Nuevas estrategias de adaptaciones de mallas, incluyendo conexién

con p-adaptativo.

Las técnicas propuestas de generacién y adaptaciéon de mallas pueden
utilizarse en una resolucién adaptativa aumentando el grado de los
polinomios de interpolacién. El disponer de un cédigo adaptativo que
permita utilizar estrategia de adaptacién de mallas combinado con p-
adaptativo es de sumo interés a fin de aumentar la calidad de la solucién

numeérica con ordenes de convergencia altos en la resolucién del problema.
- Otras estrategias de generacién de nube interna de puntos.

Creacién de la nube de puntos interna al dominio basada en la
localizacién de ésta, a través de vectores normales a la linea de avance en
los nodos de la misma y en pardmetros locales que definan una funcién

densidad para controlar la calidad de la malla.
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