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Introduccién 1

Capitulo 1. Introduccion

g

1.0 Introduccién.

A la hora de resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A es
una matriz de orden n simétrica v definida positiva, donde b es un vector que perte-
nece a un espacio vectorial de dimensién n llamado término independiente, y x es el
vector solucién, hay cuatro fases que se pueden identificar durante el proceso compu-
tacional, que son:

'\

i

©® Ordenacién: Consiste en encontrar una buena ordenacién para la matriz A,

mediante intercambios adecuados de filas y columnas, obteniéndose éstos a través de’

una matriz de permutacién P.

@® Factorizacién: Obtencién de la factorizacién de la matriz A. La matriz permutada
PAP se factoriza mediante el algoritmo de Cholesky, produciendo una matriz sub-

triangular L.

© Almacenamiento: La informacién que proporciona el factor L se almacena me-
diante algin esquema adecuado. Con la informacién dada por el factor L de Cheo-
lesky obtenido a través de PAP" se puede establecer el esquema de almacenamiento o
- bien con las matrices L y U obtenidas por el método de Gauss.

O Resolucion de los sistemas triangulares obtenidos después de la factorizacién.

A la hora de elegir un método para la resolucién, hemos de cubrir 2 objetivos
J
que son:

© Reducir el almacenamiento en el ordenador.

@ Reducir el tiempo de ejecucion.

P

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003




Introduccién 2

Con respecto al almacenamiento de matrices dispersas en el ordenador, hemos

de tener en cuenta dos aspectos fundamentales respecto a la memoria:

O Memoria principal: Esta es la memoria empleada para retener los valores numéri-

COs.

O Memoria suplementaria: Esta es la memoria usada para los indicadores, subindices
y cualquier otra informacién que se necesite para tener implementada la matriz en el

ordenador.

En cuanto al tiempo de ejecucién, debemos considerar los cuatro pasos sefa-
lados anteriormente para que se obtenga el proceso completo de célculo, éstos son:

ordenacién, factorizacién, almacenamiento y resolucién de los sistemas.

Adn después de haber encontrado la ordenacién adecuada, los tiempos de
ejecucion pueden variar, ya que todavia quedan por realizar muchas operaciones has-

ta llegar a la solucién del sistema.

Toda vez que hemos de pagar por la memoria en el ordenador, independien-

temente de cémo sea empleada, cualquier evaluacién de la demanda de memoria para

un método de resolucién ha de incluir una descripcién de la forma en que la matriz o

matrices implicadas van a ser almacenadas, de manera que la memoria suplementaria
se pueda incluir junto con la memoria principal en la demanda de memoria. La com-
paracién de dos estrategias distintas con respecto al criterio de almacenamiento puede
proporcionar estructuras de datos diferentes, teniendo memoria suplementarias muy
distintas. Asi, un método que es superior en términos de memoria principall puede ser
inferior cuando la memoria suplementaria se incluye en la comparacién. Este punto

se ilustra en la figura 1.0.1.
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Introduccién

Método

Fig. 1.0.1.

Como simple ejemplo, consideremos las dos ordenaciones de la matriz simé-

trica de la figura 1.0.2 junto con sus factores correspondientes L y L. Los elemen-
tos del tridngulo inferior de L (excluyendo la diagonal principal) estin almacenados
fila a fila en un vector, con otro vector auxiliar que registra sus subindices columna.
Un tercer vector indica la posicién de cada fila, y un cuarto vector contiene las en-
tradas diagonales de L. La matriz L estd almacenada empleando el llamado esque-
ma de almacenamiento de perfil o envolvente, que se describira mas adelante. Los no
ceros de A estdn indicados por un asterisco *, y con ® denotaremos las entradas

de L o L en los que se producen rellenos de huecos [2].
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Introduccién 4

1 X 1
2 x 2
3 X 3
4 b 4
5 X R 5
6 X 6
X x 7 X X x 7
b X 8 X X X 8
X x 9 x X X 9
x x x 10 x x-x 10
A L
1 1
2 x 2
x x 3 X x x 3
4 bl 4
X 5 X X X 5
6 x — X 6
x x 71 ’ x x 7
X 8 x «x X ® 8
x 9 x 9
X 10 x ® 10
A L
Fig. 1.0.2.

Los ejemplos de las figuras 1.0.2 y 1.0.3 ilustran algunos aspectos importantes
referentes a las ordenaciones y esquemas de almacenamiento. Superficialmente, la
ordenacion 1, correspondiente a A parece que es mejor que la ordenacién 2 puesto

que no produce ningin relleno de huecos, mientras que la dltima ordenacién da lugar

a dos posiciones en las que se producen relleno de huecos. Ademss, el esquema de:

almacenamiento empleado para L parece inferior que el usado para L, puesto que
esta explotada la dispersién de la matriz, lo cual el almacenamiento para L que la
dispersién en L, si esta explotada. Sin embargo, a causa de las diferencias en la me-
moria suplementaria, la segunda combinacién ordenacién/ almacenamiento origina
una demanda de almacenamiento total inferior. Por supuesto, las diferencias en este
caso son triviales, pero el punto de vista es vélido. A medida que aumentamos la so-
fisticacién de nuestro procedimiento de almacenamiento, explotando maés y mas ce-

ros, la memoria principal disminuye, pero la suplementaria normalmente aumenta. A
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Introduccién . 5

veces compensa ignorar algunos ceros, puesto que la memoria suplementaria requeri-

da para explotarlos es mayor que la disminucién en memoria principal.

En resumen:
© Los esquemas de almacenamiento para matrices dispersas suponen dos componen-

tes: memoria principal y memoria suplementaria.

Esquema de Almacenamiento para las matrices L vy L.

Esquema de almacenamiento de L. Esquema de almacenamiento de L .
1 —p | Iy 1 1 1 — | Ly 1
1 L 4 Iy 1 j ln 7
1 9 ly 1 —> | B s
1 ls 6 e 9 0 Ty
1 Rl IR z ks 9 > | 1 1
1 1y, 5 1o 5 0 ke
! —» | los 7 Iz 7 —»-| s by
9 ligs 8 lgg 9 — ] Toe Te
5 Loy 9 ™ 12 lgs Ly
7 ligso 19 0 Tioo
10 T 15 e
L | ln
Valores -
' Numéricos 1 llo.a
Subindices Lo :
I columna 1 ’ . Entradas
Entradas L diagonales
. diagonales
Almacenamiento
Principal s 19 Almacenamiento 7 Entradas de la
Almacenamiento Principal .cveerenriiiinnnes 24 Envoltura
Suplementario.......veerns . 20 Almacenamiento
Suplementario........ce.e. 11
Almacenamiento Total: 39 -
Almacenamiento Total: 95

I: Valores de los indicadores del orden de la primera entrada no nula de cada fila en el vector de valores numéricos.

Fig. 1.0.3.

@ Las comparaciones de las estrategias de ordenacién han de tener en cuenta
el esquema de almacenamiento a emplear, y la comparacién va a ser préacticamente

relevante.
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Introduccién . 6

En cuanto al tiempo de ejecucién, consideramos los cuatro pasos del proceso

completo de calculo: ordenacion, factorizacién, almacenamiento y resolucién.

Debemos establecer el esquema de almacenamiento apropiado para L, y con
objeto de ello, determinaremos su estructura. Este paso de almacenamiento varia
también en coste dependiendo del esquema de ordenacién y almacenamiento emplea-
dos. Finalmente, los diferentes experimentos realizados, muestran que los distintos
esquemas de almacenamiento pueden llevar a diferencias substanciales en la produc-
cién de operaciones aritméticas por segundo durante la factorizacién y la resolucion
triangular. Normalmente, la ejecucién de un programa de matriz dispersa deberia ser
a grandes rasgos proporcional a la cantidad aritmética ejecutada. Sin embargo, las
diferentes ordenaciones v estructuras de datos pueden dar lugar a notables discre-
pancias en la constante de propbrcionalidad. Asi, los totales de operaciones aritméti-
cas pueden no ser una medida fiable para la comparacion de métodos de resolucién, o
como mucho han de ser empleados con cautela. La constante de proporcionalidad
esta afectada no solo por la estructura de datos sino también por la arquitectura del

‘ordenador, el compilador y el sistema operativo.

Ademis de la variacién de los costes respectivos al ejecutar cada uno de los
pasos anteriores, las comparaciones de distintas estrategias dependen a menudo del
contexto particular en el vque el problema se resuelva. Si la matriz del sistema dado se
va a resolver solamente una vez, una comparacién de estrategias deberia seguramente
incluir el tiempo de ejecucién requerido para producir la ordenacién y establecer el

esquema de almacenamiento.

Sin embargo, a veces se han de resolver muchos problemas diferentes que tie-
nen la misma estructura, y puede ser razonable ignorar este coste de inicializacién en
comparacién de métodos, puesto que el volumen de tiempo de la ejecucién es dada
por la factorizacién y resoluciones triangulares. Incluso en otras circunstancias, hay
que resolver sistemas que solo difieren en el vector de términos independientes. En
este caso, puede que sea razonable comparar las estrategias simplemente enlbase a sus

respectivos tiempos de resolucién triangular.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003




Introduccién 7

En resumen, los puntos principales son:
O La resolucién global de Ax= b supone cuatro pasos basicos. Sus tiempos relati-
vos de ejecucién, en general, varian substancialmente en esquemas diferentes de or-
denacién y de almacenamiento.

© Dependiendo del contexto del problema, los tiempos de ejecucion de algunos de

los pasos mencionados anteriormente pueden ser irrelevantes en la practica cuando se.

comparan métodos.

1.1 Factorizacién de Cholesky.

Sea A una matriz simétrica que denotaremos por Ar y A= la fila y columna

enésima, respectivamente.

En el anilisis de matrices dispersas, necesitamos contar el nimero de no ceros
en un vector o matriz; emplearemos n(0), para indicar el nimero.de entradas no ce-

ros en L.

Si A es una matriz real de orden n x n, simétrica y definida positiva, entonces
existe una unica factorizacién LL', siendo L una matriz triangular inferior y con en-

tradas diagonales positivas.

En la matriz A después de factorizada se tiene la unicidad del factor L; su de-
mostracién es la siguiente:

A=LL:A=LL" = LL=LL" = L'L=L"(L")"=A,siendo A
Li A.

una matriz diagonal. Como A = L’ L, se deduce que L

De A= L (L°) ", se obtiene Li*f = AL" luegoLi = L' A = LA, sustituyendo
Li=LA enL =L A,seobtieneL =Li A=L AA= L =LA"?, luego Alt=1,

por lo tantg A = ( Ji) siendo &i =% 1, y la matriz L queda determinada salvo el sig-
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Introduccién 8

no de las columnas; y las entradas diagonales de L son positivas y también las de Li,

luego A = ]y por lo tanto la factorizacién de L1 nica.

O Distintas formas en que puede ser calculada L.

Existen varias formas de calcular L y estas son:

Q Producto externo
O Orlado

QO Producto interno

O El producto externo-es el llamado algoritmo de Cholesky, éste esquema se puede

I
d, v

|, descomponiendo esta matriz en
v, H,

describir partiendo de A=A.=Ho =

1
0

1

0 0
A= Ll(o HJ L'=LAL'y haciendo A, = [ H] = L,AL," ; de ésta manera
1 _ 1

llegamos a An1 = La InLs* y después de dar n pasos el algoritmo queda:

A=LL. .., LLds .., LLf = LL°

La i-ésima columna de L es la i-ésima columna de Li. En el esquema del pro-
ducto externo las columnas de L se calculan una a una. Al mismo tiempo cada paso
supone la modificacién de Hi por el producto externo Vi Vi / di para dar Hi, que es la

submatriz que queda por factorizar. Por lo tanto quedan las siguientes relaciones:

lkk=‘\/a_kk

li = a7/ i para k+1<i<n

li=ay— I * i para k+1<j<i<n

De estas relaciones nace el siguiente algoritmo:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Introduccién o]

— Desde k=1 hasta n, hacer

akk: = vakk

— Desde i=k+1 hasta n, hacer

ai: = aw’/ aw

Desde j = (k+1) hasta i, hacer
Qi = ai— ai * ajk

Fin del bucle j.

— Fin del bucle i.

* “— Fin del bucle k.

O En el esquema del orlado las relaciones de recurrencia son:

j-i
= (aij - kgllik ljk) / I; "paraj <i-1

- 172
li= (aii - lezk )
k=1

De esta manera, las filas de L se calculan una vez cada vez.

La parte de la matriz que auin queda por factorizar no serd abordada hasta que

la parte de L se vaya a calcular.

La eliminacién Gaussiana simétrica (método de Cholesky) aplicada a una ma-
triz simétrica y definida positiva, no necesita pivoteo para mantener la estabilidad
numérica, luego podemos reordenar A simétricamente sin tener en cuenta la estabili-

dad numérica y la podemos reordenar antes de la factorizacién numérica.

Como el orden se puede determinar antes de la factorizacién entonces pode-

mos determinar las posiciones de los rellenos de huecos que se pueden producir du-
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Introduccién 10

rante la factorizacién. De éste modo la estructura de datos para almacenar la matriz L

lo podemos hacer antes de la factorizacién numérica real.

Q Esquema del producto interno. Veamos por ultimo el esquema del producto inter-

no para determinar las entradas de L.

Identificando las entradas de A con las entradas de LL® que ocupan su misma

posicién, tenemos que :

n n i )
A=LL — a;= >l :cj =YLl = 2Ly ay= > Ly
K= K=l K=l K=1

~ Segiin estas relaciones quedan las siguientes férmulas:

Para j=1, 2, ..., n, se tiene que calcular:

j-1 171
ljj = (ajj -3 lfk)

k=1

Para l=j+1, j+2, ..., n, se tiene que calcular:

i1 )
(aij - likljk)
. kel
lij= l

i

‘Segiin estas ultimas relaciones podemos elaborar el siguiente algoritmo:

— Desde j=1 hasta n, hacer

_ Desde i=1 hasta n, hacer

- Desde k=1 hasta (j-1), hacer
ai: = aj - aiki * ajk |

L Fin del bucle k

~ Sii=j, entonces a;:= /a,

— sino aij: = aii/ ajj

- Finsi
L fin del buclei
L Fin del bucle j.
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Introduccién 11

Como la versién del producto externo, las columnas de L se calculan una por
una, o sea, se trata de una factorizacién columna a columna, la parte de la matriz
que queda sin factorizar no se aborda durante el procesamiento del esquema, por eso

se denomina interno.

1.2 Factorizacién de matrices dispersas.

Cuando se factoriza una matriz A que sea dispersa se pueden producir rellenos
de huecos o sea términos que en L se hacen no nulos y en la matriz A eran nulos,
este proceso de relleno de huecos se le conoce cédmo efecto fill-in (literatura anglosa-

jona).

Al resolver un sistema de ecuaciones lineales en el que la matriz que lo define
es dispersa, el orden en que se tratan las filas o las columnas tiene una importancia
fundamental. Por ejemplo, si consideramos la matriz simbélica A de un sistema de
ecuaciones lineales cuyo patrén de elementos distintos de cero es el de la figura 1.2.0
y se utiliza la eliminacién de Gauss para resolver dicho sistema, los 46 elementos que
en el transcurso de dicha factorizacién se hacen distintos de cero (elemento§ de relle-

no 6 fill-in) son los que en la figura 1.2.1 aparecen representados por & [ 23].

1 X X .
x 2 x x x
x 3 x x
x
x 5 x x
x 6 x
X
X X 8 x
X x
x 10
x % 11 x  x
x 12
X X x 13 x
x 14

Fig 1.2.0.
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Introduccién _ : 12

1 X X
X X ® ® X X
x 3 ® ® x x
x 4 & ® ® ®
x ® @ 5 x x ® ®
x 6 ® ® ®
x 7 ® ® ®
x ® ® ® x ® 8 x ® ®
x 9 x @ ®
x 10 ® ®
x x @ ® ® ® ® ® ® 11 x «x
x 12 ®
x x @ @ ® @ ® ® ® ® ® 13 «x
x 14
Fig. 1.2.1.

Por el contrario si se reordenan las filas y las columnas de acuerdo con un cri-
terio que veremos mds adelante (algoritmo de grado minimo), el patrén de elementos
distintos de cero de la matriz resultante es el de la figura 1.2.2, si esta nueva matriz
reordenada se factoriza también mediante eliminacién de Gauss, el numero de ele-

mentos cero que se harfan distintos de cero seria nulo.

1 X
2 x
3 .
X x
5 x
x 6 X
7 x
x 8 x
X x X

x x 12 x x

X x x 13 x

x x X x 14
Fig. 1.2.2

Trabajar con matrices reordenadas en las que el nimero de elementos rellenos

se reduce considerablemente presenta tres ventajas fundamentales:
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© Disminucién del nimero de posiciones de memoria que han de reservarse para los

nuevos elementos que se haran distintos de cero en un proceso de factorizacién.

@® Disminuciones del nimero de operaciones a realizar, y por lo tanto, el tiempo total

de célculo para factorizar la matriz y resolver el correspondiente sistema.

© Mejora de la estabilidad numérica del proceso global de resolucién del sistema al
disminuir el nimero de elementos a considerar y por tanto disminuir la probabilidad

de encontrar grandes diferencias entre ellos, errores de cancelacién, etc.

En particular, el nimero de estos no-ceros extras creados durante la elimina-
cién depende muchisimo de la elecciéon de los elementos pivotes. Asi una mala
elecciéon del pivote no sélo puede llevar a una inestabilidad numérica, sino también

estropear el modelo original de la matriz dispersa.

Es por lo tanto deseable encontrar una secuencia de pivotes que nos aseguren
‘la estabilidad numérica sino que también limiten las entradas fill-in lo més posible.
En el método de Cholesky para matrices A simétricas y definidas positivas, la situa-
cién es favorable porque en este caso la seleccién del pivote no es crucial para la es-
tabilidad numeérica. De este modo, en vez de seleccionar pivotes consecutivos ~en la
diagonal se podrian seleccionar en otro orden sin perder la estabilidad numérica, con
lo cual se minimiza el efecto fill-in. Esto nos conduce a encontrar una matriz de per-
mutacién P tal que PAP* =LL" teniendo un factor de Cholesk? que es tan disperso

como sea posible.

El fenémeno de rellenos de huecos desempenia un papel muy importante du-
rante la eliminacién dispersa. Si estos rellenos son muchos, no sélo pueden destruir
cualquier estructura de dispersidad sino también dar al traste con la consideracién de

la matriz como dispersa.

Mids adelante veremos que para evitar este relleno de huecos se recurre a efec-

tuar una reordenacién de filas y columnas que quedardn materializadas por un con-
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junto de permutaciones, de tal forma que en la matriz resultante al factorizar aparez-
can menos elementos de relleno que en la matriz original ya que, si el sistema a resol-
ver es Ax=b vy se le aplica a A un conjunto de permutaciones de elementos represen-
tado por la matriz de permutacién P, el sistema se puede reescribir( P AP)Px =P b

ya que PP =1

Haciendo vy = Px v ¢ =Pb se tiene que By =¢,donde B =P AP,

siendo B la matriz A reordenada, siendo también la matriz B dispersa y simétrica,

y si A es definida positiva también lo es B.

La idea es encontrar una matriz P adecuada que produzca el menor relleno
posible al factorizar B. Si la matriz A es de orden n, el nimero posible de ordena-

ciones es n!, que evidentemente es imposible analizarlas todas.

Anteriormente, durante la premultiplicacién por A se produce un intercambio

de filas de A, y la posmultiplicacién de A por P produce un intercambio de columnas

de A.
Una buena eleccién de la matriz de permutacién P puede dar resultados muy
buenos en los rellenos de huecos. Una mala eleccién de la matriz de permutacién P

puede tener efectos draméticos.

QO Veamos un ejemplo en las figuras 1.2.3 y 1.2.4.

1 x x x «x 1
x 2 ‘ x 2
Sea A =|x 3 =LL siendoL={x x 3
x 4 x x x 4
\ X 5 X X X X 5
. Fig 1.2.3.

Se observa que L es una matriz completa donde el efecto fill-in es méximo , si
intercambiamos la primera y ultima filas y columnas de A, se obtiene un factor de

Cholesky : |
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PAP' = 3 = L_Lt siendo L= 3

— X X X XK

X X X X x x x x 1

Fig 1.2.4.

Se observa que el efecto fill-in se ha reducido considerablemente.

1.3 Resolucién de sistemas triangulares.

Una vez se ha realizado la factorizacién, se tienen que resolver los sistemas
triangulares A x = b, siendo A = L LY, luego al sustituir queda L L* x = b, vy lla-
mando L*x =y queda Ly =b. '

Del sistema Ly = b se obtiene el vector y, que sustituido en L* x = y se

obtiene la solucién del sistema.

Si se tiene un sistema triangular de orden n, Tx = b, siendo T una matriz re-
gular y ademds triangular, se tienen dos formas de resolver el sistema que sélo difieren
. Unicamente en el orden en que las operaciones se ejecutan.

Se pueden emplear los productos internos, siendo las ecuaciones dadas por:

xi=(b;—§ti‘.—xk]/tw para i=1, 2, ,., n

Estas férmulas originan el siguiente algoritmo:
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— Desde i = 1 hasta n, hacer

Desde j = 1 hasta (i-1), hacer
b(i)=(b(i)-li*b;)/
x(i)=b (i)

Fin del bucle j.

| Fin del bucle i.

Otra alternativa del método emplea las entradas matriciales de T de la misma

manera que la versién del producto externo de la factorizacién. Sea el sistema T x

b.

0 X

=

£ X, +ip%, = b,

LaXp +IpX+ et +t,X, =0,

tx o+ o+ UX F ..+t X, =b,

b X b
Ly Ip X, bz
by Ip Iy X3 b;
Eil tlz rl} ii X; bl
A S e o E Y A
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Quedando este sistema matricialmente cémo sigue:

X bl
X, b,
X3 b3
T 1 ...T...T]:|=
X, b,
_Xn_. _bn_

" Efectuando los productos se tiene:

n
>Tix;=b=2x;Tj+x: T: = b, particularizando para i, se tiene:
=1

jES

xi T,()) = b(i) = £ x, T (1)

j=i
Debido a que la columna T, tiene su i-ésima entrada nula paraj 2 i+1, se

tiene :

mR®=b®—§mTﬁ)

-l
Si llamamos ¢ al vector b(i) -2xT; (i), se tiene:
i=1

c (i)

Tii

xT()=xti=call)=>x=

Los vectores ci verifican lo siguiente:
a=b

Ci = G~ X; Ti para lSl
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il
Dado que ¢ =b—Yx;T; resulta que:
=1

b, t)
b, ty
¢ = RS
_bn_ _tnl_
b, ty, 0
b, t Ty
cy = - X, - X,
_bn_ _tnl_ _th_

Lo cual permite las siguientes ecuaciones:

. b.
Parai= 1, 2, ..., n, x,=—
. i
bi+l bi+l ti-x-li
<« - X,
' b, | | b, ] |t

En el sistema T x = b, siendo T una matriz regular y triangular se tiene que el

nimero de operaciones necesarias para hallar la solucién x es Z{W(Tn)/ x, #0}. St

en el sistema T x = b suponemos que el vector solucién x estéd lleno se tiene que el

numero de operaciones requeridas es 7(7) y este nimero de operaciones viene dado

por (n+1)n /2 [2].

En el esquema del producto interno tenemos las relaciones de recurrencia:

N
Paraj=1,2,...,n ;= (ajj_ lezk)
k=1

j=1
Paral=j+1,j+2,...,n Iy = (ai,- - Zlikljk) L
; k=1
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En esta version las columnas de L se calculan una por una ya que se trata de
una factorizacién columna a columna, pero la parte de la matriz que quede sin facto-

rizar no se aborda durante el procesamiento, y éste es el esquema llamado interno.

Si la matriz A es regular y tiene perfil simétrico, su factorizacién es A = L U
d w
v H

ya que se considera la particién 4=

El nimero de no cerosde L es n(L)=N+ an(ni).
i=t

El nimero de operaciones requeridas para computar la factorizacién triangular

L de la matriz A viene dada por :%I\}Z_:ln(ni)[n(ni)+ 3= [n(L.,)-1nL.)+2].
i=]

1 N-1
2 =l

Los costes para la resolucién de sistemas dispersos equivalentes con diferentes

ordenamientos también pueden ser distintos.

- Por lo tanto, al resolver un sistema de ecuaciones lineales A x = b, lo primero
es hallar un buen ordenamiento a través de la matriz de permutacién P, la cual inci-

de en el sistema de la siguiente manera :
Ax=b = PAx = Pb > PAI=Pb = PAPPx=Pb = (PAP')Px=Pb,

resultando un sistema equivalente A% = b donde A = PAP* siendo X =Px y b =Pb.

Al nuevo sistema A x = b se le aplica la factorizacién de Cholesky,o sea fac-
torizamos la matriz PAP' = LL' que es también una matriz definida positiva. Al re-
solver el sistema permutado, a menudo se puede conseguir una reduccién en el alma-

cenamiento del ordenador y una reduccion del tiempo de ejecucién.
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1.4 Objeto de la tesis.

Con este trabajo hemos pretendido hacer un estudio sobre el problema de
resolver sisternas sparse, tanto en lo referente a la complejidad como a lo inherente a

ciertos sistemas de estructuras de datos eficientes.

Hemos analizado algoritmos basados en la estructuracién mediante teoria de
grafos, haciendo comparaciones y modificaciones sobre el algoritmo ICM, en el senti-

do de mejorar el tiempo de CPU vy en el de reducir el almacenamiento en el ordena-

dor.

El objetivo fundamental no obstante, ha sido tratar de explotar el efecto fill-in
al factorlzar matrices sparse, para ello, basandonos en el algorltmo de grado minimo,
hemos hecho modificaciones que optimizan los tiempos de célculo y la reduccién de

memoria, tanto en planteamientos generales como en algunos especificos.

Finalmente, hemos desarrollado aplicaciones de interés para la matemdtica, en
el ambito de la ciencia de la computacién, asi como para la ingenieria. Algunos

ejemplos los hemos almacenados usando el esquema compacto.
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Capitulo 2. Informatizacién de matrices dispersas

mediante grafos.

2.0 Introduccién.

En este capitulo consideramos algunas nociones basicas sobre teoria de grafos

y establecemos una correspondencia con las matrices.

En particular la teoria de las matrices dispersas y los grafos son dos disciplinas

con vinculos convenientemente aplicables.

La teoria de grafos aporta una adecuada herramienta para poder describir al-
goritmos y también caracterizar la estructura matricial. Los grafos son de gran utili-

dad para el estudio de matrices sparse.

El patrén de elementos distintos de cero de una matriz dispersa se puede repre-
sentar mediante grafos, esto trae como consecuencia que muchos resultados de la
teoria de grafos pueden aplicarse para obtener mejoras en las prestaciones numéricas

_ de las matrices dispersas. La relacién entre matrices sparse y grafos fue introducida
por Parter, de ahi que el grafo de eliminacién que veremos mas adelante también se le

llama grafo de Parter.

2.1 Nociones bdsicas sobre grafos.

Un grafo es una terna ordenada G = (X, E, f), donde X es un conjunto finito
no vacio de nodos o vértices, E es un conjunto de aristas y f es una aplicacién que
asocia a cada arista a € E un par no ordenado de nodos {x, y} que son llamados ex-

tremos de la arista a.
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Cabe la posibilidad de que entre dos nodos haya mas de una arista, las cuales
se llamardn aristas paralelas, también pueden existir aristas llamadas bucles cuyos

extremos {x, y} coincidan.

Un grafo G = (X, E) se dice que es simple si no posee aristas paralelas ni bu-

cles. Los grafos que se van a utilizar en esta tesis seran simples.

Un ordenamiento a de un grafo G es una aplicacién de {1,2, 3, ..., n} sobre

X, donde n es el indice del nimero de nodos o vértices de G. El grafo ordenado por a

lo denotamos por G* = ( X%, E ). En general el grafo G estard desordenado, a me-

nos que lo hagamos constar.

Un grafo se puede asociar a cualquier matriz A. Si A es cuadrada y de orden
n, y tiene estructura simbdlica simétrica, con todos sus elementos diagonales distintos
de cero, se puede definir el grafo asociado a la matriz como:
G* =(X*,EY
Este grafo es aquel para el cual los n vértices de G* estdn numerados desde 1
hastan y {xi, xj } et & ajj = aji # 0 e i #j. Aqui xi indica el nodo de XA con

indice i[27].

La figura 2.1.0 muestra una matriz A y su grafo numerado asociado:

1 X X i
2 X X
3 X X X ) 10
X 4 X
X 5 X 6 8
A=|x 6 X X
X X 7 x 9 b 3
X 8 X
X X 9 X 2
X 10 x 4 7 8
i x x x x 11

Fig 2.1.0.
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Las x indican las entradas no nulas de A.

La suposicién de que los elementos de la diagonal son distintos de cero hace

que no sea necesario representar los bucles que unen cada nodo consigo mismo. En el

caso de que la matriz A no sea simétrica se obtiene un digrafo.

El grafo asociado a una matriz simétrica permanece invariable salvo la enume-

racién de sus nodos, al aplicarle a la matriz una permutacién simétrica (se le premul-

tiplica y posmultiplica por una misma matriz de permutacién P). Esta es una propie-

dad que hace de los grafos un buen instrumento para estudiar matrices dispersas.

Si B= PAPY, los grafos asociados a B y A son idénticos salvo en lo que res-

pecta a su numeracion, O sea, para cualquier matriz de permutacion P # [ de tamano

nxn, los grafos no ordenados de AydeP A Pt son los mismos, pero los ordenamien-

tos asociados son diferentes.

El grafo no ordenado de A representa la estructura que tiene A sin que tenga

ningin ordenamiento en particular, representa la clase de equivalencia de la matriz
P A P'. Encontrar una buena permutacién para A se puede considerar como encon-

trar un buen ordenamiento para su grafo.

Veamos en la figura 2.1.1 una matriz A, y su grafo G*:

1 x
x 2 x X
x 3 x
A=
X 4 -x
X 5
\x x 6

Fig 2.1.1.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003




Informaticacién de matrices dispersas. 24

Si realizamos dos ordenaciones distintas de la matriz A segin las matrices de
permutacién P y Q, las matrices PAP* y QAQ', asi como sus grafos respectivos, que-

dan reflejados en las figuras 2.1.2 y 2.1.3.

1 X X
2 X X
PAP* = X 3 x , cuyo grafo es :
x x 4 X
X X 5
x 6
Fig 2.1.2.
1 X
x 2 x X
x 3 x
QAQ" = cuyo grafo es :
x 4 x
x 5 x
k X x 6/
Fig 2.1.3.

Dos nodos x e v en G son adyacentes si {x, y}€ E, o sea, si hay alguna arista

que los una.

Sea Y c X, el conjunto adyacente de Y, denotado por Adyc(Y), viene definido

por: Adyc(Y) = {x € X-Y / {x, v} € E para algin y € Y}.

El conjunto Adyc(Y) es el conjunto de nodos en G que, no perteneciendo a

Y, son adyacentes a algin nodo de Y.
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Sea la figuara 2.1.4 una matriz A y su grafo asociado:

I x X x)
X 2 X
3 X X X
A= 4 X X
X x 5
X 6 x
X X X x 7
X X 8
Fig 2.1.4.

Sea el conjunto Y = {1, 7}, luego, el conjunto Adye(Y) = {2, 5, 8, 3, 6, 4}
sera el conjunto de nodos de G que no perteneciendo a Y, son adyacentes a algin

nodode Y.

Para Y c X, el grado de Y que llamaremos 8(Y) es el cardinal del adyacente de
Y, o sea |Adyc (Y)| = 6. Cuando Y sea un conjunto unitario con un tnico nodo v,

escribiremos &(y).

Un subgrafo G' (X', E') es un grafo para el que X'cX y E'cE. Para Y& X, la
seccién de grafo G(Y) o subgrafo generado por Y, es el grafo (Y, E(Y)), donde: ‘
EQY) = {{x,y}eE/xeY,yeY}

En términos matriciales, la seccién del grafo G(Y) es el grafo de una matriz
que se obtiene suprimiendo todas las filas y columnas de la matriz G que no corres-

pondan a elementos de Y.

Un subgrafo se dice que es un subgrafo seccién cuando X' sélo contiene algu-
nos nodos de G, y E' contiene todos los arcos {x, y} de G tales que x e y pertenecen a

X
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Sea el grafo de la figura 2.1.5:

Fig 2.1.5.

Los nodos 3, 5, 7, 8, v 11 junto con los arcos (3, 5), ( 5, 8), (8, 11), (11, 7), (3,

7) y (3, 11) forman un subgrafo seccién.

Se dice que una seccién de grafo es una pefia o cliqué si los nodos en el sub-
grafo son adyacentes dos a dos. En términos matriciales, una pefia corresponde a una

submatriz llena.

Un nuevo concepto que definiremos y que es muy importante es el de cone-

xién en un grafo.

En primer lugar definimos la trayectoria entre dos nodos distintos x e y de G
como un conjunto ordenado de nodos distintos (vy, v; ..., Vi, ) tales que:

viel € Adye(v;),i=1,2, .., lconv, =xyv, =y

Un grafo se dice que es conexo si para cada par de nodos diferentes existe por
lo menos una trayectoria que los conecta. Un grafo G es inconexo o desconexo si
consta de dos o mas componentes conexas, o sea un grafo inconexo estd formado por

varias componentes conexas. Sea el grafo G=(X, E) y una relacién binaria R, defi-

{3 «

nida en X de forma que: “ xRy <> existe un camino en X que conecta x con y *,
dicha relacién es de equivalencia y a las clases definidas por dicha relacién las llama-
remos componentes conexas. Dichas componentes conexas determinan una particién

en X. Si dichas componentes conexas las llamamos. Ci, entonces el subgrafo G(Ci)
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= (G,E(C))) es un grafo conexo. Todo grafo puede particionarse en componentes co-
nexas. Si G consta de k componentes conexas, entonces la matriz correspondiente

sera de bloques diagonales siendo cada bloque una componente conexa

En términos matriciales, habria que aclarar que si G es inconexo y consta de k
componentes conexas y cada componente estd ordenada consecutivamente, la matriz
correspondiente sera de bloques diagonales correspondiendo cada bloque diagonal a
una componente conexa. Diremos que una matriz A es reducible si existe una matriz

. All . .
de permutacién P tal que PAP* = , siendo A y Az submatrices cuadra-

22

das de érdenes p y n-p respectivamente [22].

En caso contrario se dice que A es irreducible, v en términos de grafos, A es

irreducible si y solo si su grafo asociado es conexo.

Por ultimo, el conjunto Yc X es un separador de un grafo conexo G si la sec-
cién del grafo G(X-Y) es desconexa, o sea, un separador es un conjunto de nodos tal
que, quitando los nodos que pertenecen a él y los arcos a ellos unidos en un grafo

conexo o componente conexa, resulte un grafo no conexo.

Sea la figura 2.1.6 una matriz A y su grafo correspondiente:

1 X X 5
2
x 3 x x X !

A= x x 4 X
X X 5 x
X x 6 x ®
4
i X x 7] 7

Fig. 2.1.6.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Informaticacién de matrices dispersas. 28

- El conjunto Y={x3, x4, x5}, es un separador de este grafo puesto que G (X-Y)

tiene tres componentes conexas cuyos conjuntos de nodos son {x1}, {x2} y {x¢,x7}.

Un separador es minimo si cualquier subconjunto de el no es un separador.
En el grafo de la figura 2.1.5, se tiene que el conjunto de nodos formado por el 7 y el

11 es un separador minimo, al quitar estos nodos del grafo, resultan las componentes

conexas {3, 5, 8} y {10, 1, 6, 9, 2, 4}.

Un grafo conexo que no tiene ciclos se le denomina arbol. Los drboles juegan
un papel muy importante en el contexto de matrices dispersas, pues una matriz cuyo
grafo asociado es un arbol se puede reordenar de tal forma que al factorizarla me-

diante eliminacién de Gauss, no experimenta ningun relleno.

2.2 Representacién de grafos en el ordenador.

~ En general cuando ejecutamos algoritmos sobre grafos, aquellos son bastantes
sensibles a la forma en que los grafos estan representados. Para nosotros la operacién
basica empleada es la de componer las relaciones de adyacencia entre nodos, por lo

tanto necesitamos una representacién que proporcione las propiedades de adyacencia

del grafo y que sea econémico en lo referente al almacenamiento [26].

Sea G = (X, E)'un grafo con n nodos. Un lista de adyacencia para un nodo x
€ X es una lista que contiene todos los nodos de Adyc(x). La estructura de adyacen-
cia para G es el conjunto de las listas de adyacencia para todos los x €X. Tal estruc-
tura se puede implementar en el ordenador de una forma bastante simplé y con bajo
coste computacional, almacenando las listas de adyacencia secuencialmente en un
vector unidimensional ADYACI junto con un vector de indices XAD] de longitud

n+1l.
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A menudo al objeto de programacion resulta conveniente tener una entrada

extra en XAD] tal que XADJ(n+1) senale a la sigui
miento disponible en ADYACL

ente localizacion de almacena-

O Ejemplo. Sea la matriz de la figura 2.1.7.

1

x 2
3

A= 4

X 5

X 6
X X 7
X X X 8

Fig:2.1.7

Su grafo asociado es:

2

La estructura de ADYACI para este grafo es:

o6l11578| 78 3 18 |34 345|_:

ADYACI

XAD] 1 3 A4

Nodo 1 2 3 4

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:
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Con la finalidad de examinar todos los vecinos de un nodo se puede utilizar el

siguiente segmento de programa:

JCOMZO = XADY(NODO)
JSTOP = XADY(NODO + 1)-1
IF (JSTOP.LT.JCOMZO) GOTO 400
DO 300 ] = JCOMZO, JSTOP
NODVEC = ADYACI()

300 CONTINUE
400 CONTINUE

El dltimo elemento de XAD], 17, indica el final del vector ADYACL
La demanda total de almacenamiento es |X| + 2|E| + 1 ya que:
ADYACI es un vector de dimension 2 |E|

XAD)] es un vector de dimensién | X| + 1

También existen otros esquemas de almacenamiento y uno de ellos es muy

comiin ya que utiliza una simple tabla de conexiones, que tiene n filas y m columnas,

donde definimos m= max { 8(x) / x € X }.
La lista de adyacencia para el nodo i se almacena en la fila i.

Si un numero de nodos tiene grados menores que m, este tipo de almacena-
miento puede resultar ineficiente.

Sea el grafo siguiente:
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y su tabla de conexién es:

nodos vecinos nodos vecinos
1 26 - 5 3 - -
2 - - 6 1 8 -
3 578 7 3 4 -
4 78 - 8 346

mediante - se indican las posiciones no utilizadas de la tabla.

HEAD NIVEC LINK

i 1 1 2 5
2 2 2 1 -2
3 16 3 1 8
4 11 [ 4 6 -8
5 13 5 6 -1
6 3 6 8 -3
7 14 -7 8 -4
8 15 8 8 -6
9 4 -7

10 4 4

—11 7 e

12 7 6

13 3 -5

14 3 9

15 3 10

16 S 12

Los dos esquemas mencionados tienen una clara desventaja. A menos que los
grados de los nodos se conozcan a priori, es dificil construir el esquema de alma-
cenamiento cuando el grafo viene dado como una lista de aristas, ya que no cono-

cemos el tamario definitivo de las listas de adyacencia.

Esta dificultad es superable si se introduce un conjunto de enlaces. El indica-
dor HEAD (i) comienza la lista de adyacencia para el nodo i, donde NVEC con-
tiene un vecino del nodo i y LINK es el indicador de la localizacién del siguiente

nodo vecino de i. Por ejemplo, para recuperar los vecinos del nodo 4, recobramos
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HEAD (4), que es 11. Ahora hallamos NVEC (11), que es 7, suponiendo que el
vecino siguiente del nodo 4 es NVEC (7), que es 8.

Finalmente vemos que LINK (7)= -4, que nos indica el final de adyacencia
para el nodo 4, en general un LINK negativo de -i indica el final de la lista de adya-
cencia para el nodo i. La demanda de almacenamiento para este tipo de representa-
ciéones | X | + 4 | E |, ya que cada arista requiere dos puestos de memoria en
NVEC vy otros dos en LINK, estoes 2 | E| + 2 |E| =4 | E | més | X | en
HEAD, con lo cual tenemos que la demanda totales | X | + 4 | E |. Si hay espacio

suficiente en los vectores NVEC y LINK se pueden afiadir dos nuevas aristas.

Por ejemplo si se quiere afadir la arista {3, 6} a la estructura de adyacencia
hay que afadir dos nuevas entradas en los vectores NVEC y LINK y luego ajustamos
la lista de adyacencia del nodo 3 asignando a LINK(17) el 16, NVEC(17)=6 y a
HEADQ) el 17. La lista de adyacencia del nodo 6 se cambiaria de forma similar si-
wando LINK(18) en 3, NVEC(18) en 3, y HEAD(6) en 18.

Si queremos disminuir el almacenamiento del vector ADYACI, podemos apli-
car el procedimiento de almacenar solo aquellos nodos adyacentes que sean poste-
riores a él.

Sea el grafo anterior :

ZO 10 GO am 3m R SO

4 7

Tomando los elementos no nulos por columnas, por ejemplo XADJ(1)=2, esto
indica que en la primera columna hay dos elementos no nulos, XAD](2)=0, indica
que en la segunda columna no hay elementos no nulos: son todos ceros. De esta ma-

nera mirando el vector XAD] vemos que hay siempre 2 columnas nulas.

El dltimo cero se ha mantenido para que la dimensién del vector XAD] sea el

nimero de columnas de la matriz. De esta forma se ha reducido el vector ADYACI a
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- la mitad, ya que no repetimos los nodos almacenados en las columnas anteriores. Por
lo tanto. La demanda de almacenamiento total para este esquema esde | X |+ | E |,

ya que las aristas no se cuentan dos veces.

ADYAC[ 2 6 |5 7 8 | 7 8 | 6 | L——

XADI| 2 0 3 20 1 0 0|
Nodos 12 3 4 s 6 7 8

Esta modificacién de los vectores lleva consigo una complicacién a la hora de
leer los nodos vecinos, sobre todo cuando la matriz es muy grande o deja de ser muy

dispersa.

Con la finalidad de examinar los grados de los nodos se utiliza el siguiente

segmento de programa:

LL=0
DOJ =1,NUMECU
IF(:EQ:1)THEN
GRAD(J)=RXADJ(1)
LL=GRAD()
END IF
LK=0
DOI=1,LL
IF (RADYACI().NE.J) GO TO 200
LK=LK+1
200 GRAD()=LK + RXADJ()
END DO
LL=LL + RXADJ()
END DO

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Informaticacién de matrices dispersas. : 34

Por otra parte, cuando renumeramos los nodos de un grafo, utilizamos los
vectores PERM e INVP para seleccionar los ordenamientos nuevo y original.Sea el

grafo anterior:

2~ 1t~ 6~ 8~ 3~ 5
O0—0—0—0—0—0

PERM A ¥ INVP

BO 7~ 460 5/\ 3~ 10

'El grafo G se almacena mediante el par de vectores ADYACI y XAD] que

determinan su ordenamiento inicial y nuevo ordenamiento.
PERM() = k (N° del nodo inicial)
T

N° de k en el nuevo ordenamiento

Por tanto INVP (PERM(i)) = i = INVP (k) =i

2.3 Subrutinas que operan en los grafos.

En las distintas subrutinas, el grafo G = (X, E) se almacena empleando un par

de vectores como son XAD] y ADYACL

Los vectores ADYAC! y XAD] estan referidos a su ordenamiento original.

Cuando una subrutina encuentra un nuevo ordenamiento de ésta, se almacena en un
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vector PERM donde PERM() = k significa que el nimero del nodo original k es el
nodo iésimo en el nuevo ordenamiento.

A menudo también se emplea un vector de permutacién afin INVP de longi-
tud n (permutacién inversa) que satisface INVP(PERM()) = i, es decir, INVP(k) de'la

posicién de PERM donde reside el nodo originalmente numerado k.

O Ejemplo. Los vectores PERM e INVP del ejemplo anterior:

INVP:(

2 1/'\ Gf\ % 3/\ 5
O—0—0- O
4 7
PERM 4 ¥ INVP
8 7 6 5 3 1
0—0—0—0—0—0
2 4
PERM(1) = 5 INVP(1) = 7
PERM(2) = 7 INVPQ) = 8
PERM(3) = 3 INVP(3) = 3
PERM@4) = 4 INVP@) = 4
PERM(5) = 8 INVPG) = 1
PERM(6) = 6 INVP(6) = 6
PERM(7) = 1 INVP(7) = 2
PERM(8) = 2 INVP(@®) = 5
PERM_,12345678
1573 48612

123456738
7 83 416 25
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A veces se tienen que ejecutar operaciones s6lo en parte del grafo G y para
implementar estas operaciones muchas de las subrutinas tienen un vector de enteros
llamado MASC que es de'longitud n que se emplea para ordenar tal grafo. Sélo tie-
nen en cuenta los nodos i para los que MASC(i) # 0. También alguna de las subruti-
nas empleadas tienen un N° de nodo escogido llamado RAIZ como argumento, con

MASC(RAIZ) = 0.

La combinacién RAIZ y MASC determinan el subgrafo de G a procesar.

Los parametros utilizados en las subrutinas junto con sus contenidos apare-

cen listados de la manera siguiente:

©® (ADYACI , XAD]J ): es el par de vectores enteros que almacena el grafo en su

ordenamiento inicial. Las designaciones originales de los nodos adyacentes al nodo i

se encuentran en: |
ADYACI(k), XADJ() <k < XADJ(i+1), con XADJ(n+1) = 2|E| + 1.

® PERM: es un vector de enteros de longitud n que coﬁtiene al nuevo ordenamien-

to.

© INVP: es un vector de enteros de longitud n que contiene la inversa de la permu-

tacion.

" ® MASC: es un vector de enteros de longitud n utilizado para determinar un grafo

parcial de G.Las subrutinas ignoran los nodos para los que MASC(i )=0.

'@ RAIZ: es un nimero de nodo para el que MASC(RAIZ) # 0.La subrutina opera

normalmente sobre la componente del subgrafo especificada por MASC que contiene

al nodo RAIZ.
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Capitulo 3. Almacenamiento y ordenamiento

de matrices dispersas asociado a sistemas de

ecuaciones lineales.

3.0 Introduccion.

En este capitulo consideramos varias alternativas para almacenar matrices dis-

persas que correspondan a sistemas dispersos.

La efectividad del trabajo con matrices dispersas se mide no sélo en términos

de los algoritmos que les manipulan sino también en la forma en la que el ordenador

se integra dentro del proceso que generan estos algoritmos.

Entonces es légico pensar que cuanto mas eficaz sea el esquema seguin el cual
se almacenan las matrices dispersas en un ordenador y cuanto més agilmente se pueda

recuperar la informacion relativa a los mismos, mejores seran los resultados que se

obtienen cuando se manipulan los algoritmos.

El objetivo fundamental es el reordenamiento de la matriz, explotando su dis-

persién y controlando el efecto fill-in.

Dentro de las alternativas para el almacenamiento de matrices dispersas vere-
nos el método de la banda y sus variantes asi como el método de la envolvente o del
perfil, uno de los cuales es utilizado en esta tesis. Tambien existen otros esquemas de

almacenamiento para mmatrices que no tengam ninguna estructura especial como ve-

remos mads adelante.
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3.1 Método de la banda y su coste computacional.

El método de la banda lo describimos a modo introductorio a fin de resaltar la

mas adecuada eleccion del método de almacenamiento en perfil o envolvente.

Sea A una matriz simétrica definida positiva de orden nXn, con entradas ai.
Para la fila i-ésima de A, i=1, 2, ..., n definimos:

f(A)=m{j/aiz#0} y Bi = i—fi(A).

El numero fi(A), es el subindice columna de la primera entrada no nula en la

fila i de A. El nimero Bi(A) es la i-ésima anchura de banda de A. Como las entradas

diagonales ai son positivas, se tiene que fi < i, por lo tanto Pi = 0.

Definimos la anchura de banda de A por:

B(A)= Max{ B(A) / 1<i<n}=Max{ li-j|/a20}.

Se define la banda de A como:
Band(A)= { {i,j} / 0 <i-j<PB(A) }, queeslazonade A localizada a una dis-

tancia de la diagonal principal - igual a B(A) [24].

En el ejemplo siguiente tenemos B(A), asi como PiA) v i(A).

£A) | B(A)

~|Oov bWt =] -
(W4 RUSE RWNR I RUNE E e
lwlio|wio | —
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Cuando empleamos el método de la banda, los ceros que estan fuera de la
banda Band(A) se ignoran; los ceros dentro de la banda son almacenados. Esta explo-

racién de ceros es posible en la resolucién directa porque Band(A)= Band(L+L9).

Un método comin para almacenar en banda una matriz simétrica A, es el
llamado esquema de almacenamiento diagonal. Las B(A) subdiagonales del tridangulo
inferior de A que comprende Band(A) v la diagonal principal de A son almacena-
das como columnas en una matriz de tamafio n(B(A)+1). Como ejemplo tenemos la

matriz de la figura 3.1.0:

1 X
x 2
3 X
A: X 4
x X 5 X
X 6 x
x x 7
Fig 3.1.0
La matriz de almacenamiento es:
ay
a; an
0 0 ay
a, 0 0 ay

v se almacenan por filas en la forma: a;; a3 an a3 an ap 2y 2g 2 A 3 35 3s

Ags gy Ags Qg5 Aes d7q Ars Aze A7y
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Otra forma seria la de almacenar la filas completas de la matriz anterior, resul-
tando igual el nimero de almacenamiento para cada fila:
00042, 00 ay an--
Este esquema de almacenamiento diagonal es muy simple y eficaz siempre y
cuando Bi(A) no varie demasiado con i pues entonces serian almacenados un nimero

excesivo de entradas nulas.

El nimero de operaciones requeridas para factorizar la matriz A, con una
anchura de banda B, suponiendo que Band(L +L) esté llena, es:
BB+3)n/2-p/3-B-2p/3 y el numero de operaciones que se nece-

sitan para resolver el sistema lineal A x = b, dado el factor de Cholesky L de A es :

2@+ D)n-pB+1)=@+1)(2n-p)

O Almacenamiento con ancho de banda variable (Jennings)

Esta forma de almacenamiento es semejante a la anterior excepto que el ancho

de banda varia con cada fila [29].

Si queremos almacenar la matriz:

a,
ay
a, a4y, as;
Ay 44
s Qss

66

a76 a77

a65

\ a87 a88

almacenamos los elementos en el vector:

a;) @ a; 4p & an 0 a4 as3 asy ass g5 Ag a7 A7 gy g
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Es necesario emplear un vector auxiliar para conocer la posicién de cada ele-

mento en su fila. Jennings propone indicar la posicién de los elementos de la diagonal

principal:

AD = {1,2,5,8, 11, 13, 15, 17}

y cualquier elemento ajj puede ser localizado como AD@) +j- 1.

Por ejemplo:

a54=AD(5)+4’5=11+4’5=10

y el niimero de elementos almacenados en la fila i de la matriz sera: AD() - AD(G-1).

Por ejemplo en la fila 5 sera: AD(5) - AD@4) = 11-8 = 3.

3.2 Método de la envoltura y su coste computacional.

Este método de almacenamiento es un poco mas sofisticado que el método de

la banda ya que aprovecha la variacién de Bi(A) con i.

La envoltﬁra de A, denotada pbr Env(A), se define como:

Env(A)= {{i,i} /i-i<BiA)}-
En términos de subindices columna fi(A), se tiene que:

Env(A) = {{ij} / f(A) < j < i}.

El cardinal l Env(A) | se denomina perfil de A o tamano de la envoltura de

A vy viene dado por : .
[Env(A) = 2.8,(A)
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O Sea la matriz de la figura 3.2.0.

1 x x x
x 2 X
_ 3 X X
A= X 4
x 5 x x
X X 6 x
7
Fig 3.2.0

La envolvente de esta matriz la forman los elementos inscritos en el poligono,
o sea:

Env(A) = {(1,1),. (1,2), (1,4), 2,1), 2,2), 2,3), @4, (3,3), 3.4, (3,5), (3,),
(4.2), (4,3), 4,4), 5,4), 5,5), (5,6), (5,7), (6,2), (6,3), (6:4), (6,5, (6,0), (6,7), (7,7}

El esquema de almacenamiento por perfil guarda todos los elementbs de la
envolvente mediante tres vectores: |
"~ VAL = Contiene todos los elementos de la envolvente
IFA = Indica los indices fi de cada fila i
IA = Es un vector de punteros de dimensién m + 1 que indica las posiciones

en VAL del primer elemento no nulo de la fila que corresponde al orden del elemen-

to en IA.

Si, por ejemplo, se quiere almacenar la matriz:

-2 0

oo Lo wo
o w h o O

o O O & O
TN — O O O O

O OO O M -

mediante su perfil o envolvente, los vectores que se tienen que definir son:
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VEC| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
TOR
I[FA | 1 4 5 6 10 | 12

VAl 110 2] 2 36| 4]0]4]3]1]6

En este esquema de almacenamiento con respecto al esquema fila/columna se
ha reducido el nimero de posiciones de memora necesarias pues la dimensién del vec-

tor IFA es sensiblemente inferior a la de ICO de aquel.

Si la matriz dispersa que hay que almacenar con el esquema de la envolvente

es simétrica, solo sera necesario guardar la parte triangular inferior incluida la diago-

nal prihcipal.

La parte de un programa en Fortran que recupera una fila de una matriz A

almacenada segun éste esquema es el siguiente:

VEC=0

IN = 1AQ)

IF = IA(I+1)-1

J=0

DO M=IN, [F
VEC(IFA(D)+]) = VAL(ID
j=J+1

END DO

Para una matriz simétrica o de perfil simétrico A se tienen que:

Env(A) = Env(L+L9) y Env(A) c Band(A), puesto que :
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Env(A) ={{i,j}}/0<i-j< Bi(4)}

Band(A)={ {i,j}0<i-j< B(A)}

B(A) = Max{B,(4)/ 1<i<n}

Si{i, j} € Env(4) = 0<i—j < f,(4) < f(4)
=0<i—-j<pA)=>1{i,j} € Band(A). Luego, Env(A) c Band(A)

Suponiendo que solo se exploten aquellos ceros fuera de la envoltura, vamos a
determinar el coste aritmético de la ejecucién de la solucién directa. Para ello intro-

ducimos el concepto de frente.

Para ;1na matriz A, la i-ésima amplitud de frente de A se define como:
w,(A)=|{k/k>ina, #0paraalginl< i}
w,(A) es el nimero de filas activas en el paso i-ésimo de la factorizacion, o sea es el
nimero de filas de la envoltura de A que intersectan la columna vy, luego

w.(A) = |{] >i /4i, i} € EnV(A)}l .

El nimero w,(A) = Max{w(A)/1<i<n} se denomina amplitud de frente de

A.Sea la matriz de la figura 3.2.1:

1 x X
X 2 @
0 0 3 x X
Sea A={x & 0 4 x
0 x x 5 @& x
x 0 & 6 x
0 x x 1

Fig 3.2.1
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En la matriz anterior se tiene :

wi(A) B{(A)

~lovjuR i ro || =
Ol—=ojt W]
Rl WO

Si se explotan Unicamente estos Ceros fuera de la envoltura, el nimero de ope-

raciones que se necesita para factorizar A en LL® viene dado por :

1/ 2)i w.(ANw (A)+3) y el nimero de operaciones necesario para resolver

i=l

el sistema A x = b, dada la factorizacion LL es :Zi (w,(A)+1).
. i=1
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3.3 Otras formas de almacenamiento.

3.3.1 Almacenamiento por coordenadas.

Una forma eficaz de almacenar una matriz dispersa en un ordenador es me-

diante un conjunto ordenado de una terna (ajj ,i,j) donde ajj #0 [20].

Si queremos almacenar una matriz por coordenadas en FORTRAN lo pode-
mos hacer mediante la definicién de 3 vectores IF], ICO, y VAL.

IFI e ICO pueden ser INTEGER y VAL puede ser REAL.

[Fi= Indica el nimero de la fila donde est4 el elemento no nulo.

ICO= Indica el nimero de la columna donde est4 el elemento no nulo.

Si queremos almacenar la matriz de la figura 3.3.0.

1 0 0 -10
2 0 =2 0 3
A={0 -3 0 0 O
0 4 0 40
5 0 -5 0 6

Fig 3.3.0

El esquema para almacenarla serfa: ’

VicToRT T 1 2 1 3 1 4151617 8] 09 |01
=T T T 11212234145 ]|5]5
=5 T 1 T+ 1135 2z]4]t1]3]5
AL T 1 T2z 213 | 34| 4]5]|5]¢6

Este esquema de almacenamiento presenta un gran inconveniente, como es la

dificultad de recuperar ficilmente un vector columna o fila de la matriz.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



Almac. y ord. de matrices Sparse asociado. - 47

3.3.2 Almacenamiento por filas / columnas.

Esta forma de almacenar las matrices dispersas es una de las mas usadas para
matrices que no tengan ninguna estructura especial. Si queremos almacenar por filas
(por columnas seria igual) se necesitan tres vectores: A, ICO y VAL.

VAL = Contiene todos los elementos distintos de cero de la matriz.

ICO = Contiene los subindices columna de los elementos de VAL

IA = Es un vector de posicién (vector de punteros) que marca la posicién en

VAL e ICO del primer elemento no nulo de la fila que corresponde al orden

del elemento que lee de [A.

Si consideramos de nuevo la matriz A de la figura 3.3.0 tenemos:

VECTOR| 1 2 3 4

*TA 1 3 6 7

ICO 1 4 1 3

w| w»f o] wn
—
o

VAL 1 -1 y2 -2

~ ICO = Indica el nimero de columna donde esta

VAL = Son los valores de los elementos

La dimensién de IA es n+1 ya que es necesario definir el nimero de elemen-

tos no nulos de la ultima fila n.

La informacién relativa a la fila r de una matriz A estaré en la posicion IA(r) a
[A(r+1)-1 de ICO y VAL excepto cuando [A(r+1) = IA(r) en cuyo caso la fila r esta-

ra vacia.

Este esquema de almacenamiento tiene una gran difilcutad ya que cuando un
elemento se hace no cero a lo largo del proceso de manipulacién de la matriz dispersa,

se tiene que redefinir toda la estructura.
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3.3.3 Almacenamiento de Gustavson.

Gustavson propone almacenar la matriz A con tres vectores AH, IH e IA. El
vector AH contiene las entradas no nulas de A, fila a fila sin almacenar los ceros. El

vector IH contiene el nimero de columna de cada entrada de AH.

El vector IA da la posicién de la primera entrada de cada fila en AH de modo que la

tltima entrada de IA es igual al nimero de elementos no nulos de A mas uno.
QO Veamos un ejemplo de almacenamiento de Gustavson:

3 0 4 1 0
0 -2 3 0 O
A= 0 -1 4 0 -1
-2 0 0 -3 0
0 -5 6 0 2

AH = (3’ '49 1) '25 3, ’1’ 4: ‘17 ‘23 ’3’ '5) 6) 2)
H=(,3,42,32,35,14,235)
IA=(1,4,60911, 14

A simple vista, este método no parece ventajoso: la matriz A tiene 25 entra-
das, los tres vectores AH, IH e IA tienen 32, sin embargo para una matriz sparse de
1000x1000 con 30 entradas no nulas por fila, habria que almacenar: 30000 + 30000
+ 1001 = 61001 datos para los tres vectores AH, IH e IA en lugar de un millén de

entradas, lo cual es una ventaja significativa.

3.3.4 Almacenamiento de Fletcher.

El almacenamiento de Fletcher conserva los vectores AH e IH, pero en

lugar del vector 1A introduce un nuevo vector JEND, que indica el nimero de entra-
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das no nulas de cada fila, y una variable LCMAX que contiene el numero de ceros de

la matriz A.

En la matriz del ejemplo anterior tenemos que:
AH = (3,4,1,-2,33-1,4,-1,-2,-3,-5, 6, 2)
H=1(1,34,2,323,514,2,3,5)

JEND = (3, 2, 3, 2, 3)

LCMAX = (13)

Sera también necesario introducir otro vector B que almacenara los términos

independientes y una variable N que indicara el numero de ecuaciones a resolver.

Q Si que remos almacenar la matriz de la figura 3.3.1:

5 -3 0 0 2 11
0 2 4 -10 21
A=(-1 0 -3 0 O B=|37
2 0 0 -5 4 24
0 0 3 6 5

Fig 3.3.1

Luego, el esquema de almacenamiento es:

AH = (5,-3,2,2,4,-1,-1,-3, 2, -5, 4, 3, 6)
H=(1,2,52734,1314,54,5)
JEND = (3,3, 2,3, 2)

B = (11, 21, 37, 24, 5)

LCMAX = (13)

N=5
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3.4 Interpretaciéon de los grafos.

Sea A una matriz simétrica de orden nxn vy sea G* = (X*, E® su grafo no

dirigido asociado, siendo el conjunto de nodos X* = (x , %; , -y X, )-

Con el fin de proporcionar una visién del método de la envoltura, tenemos

que dar una interpretacién tedrica de los grafos [18].

Q Teorema: Para i < j, {i,j} € Env(A) © x € Ady({x), x, ..., xi}).
Demostracién: Si x € Ady({x1, x2, ..., xi}), entonces ak # 0 para algin k < i, de
forma que fi(A) <i e {i,j} € Env(A).

Reciprocamente, Isi fi(A) €1 < j, esto significa que x; € Ady(x5(A)), que impli-

ca x € Ady({xi, x2, ..., xi}).
Corolario: Parai=1, 2, ..., n, wi(A) = |Adye( {x;, X, s X, })| puesto que wj (A)
= | j>i/ {i, j}e Env(A)}| y segun el teorema anterior, {i,j} € Ady({x1, x, ..., xi}),

entonces se tiene que wj (A) = |Adyc( {x,, X3, ...y X, )|

O Ejemplo:
Sea la matriz de la figura 3.4.0. -

1 x X
x 2
3 X X
A=|x 4 x
x x 5 x
X 6 x
x x 1
Fig 3.4.0.

Nos vamos a referir al conjunto Adyc ({x, , X; , ---, X, }) como el frente i-ésimo

del grafo ordenado a su cardinal como la i-ésima amplitud del frente.
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En la matriz de la figura anterior se tiene que los conjuntos de adyacencia

son:
Adyc(x) = {x, x4}
Adyc (%, x;) = {x4}
Adye (x,, % ,X3) = {Xq, X5, X¢}
Adyc (x, , X3 X35 X5) = {Xs, X¢}

(
(
(x,
Adyc (%, X; ,X3 , X4y Xs5) = {Xg, x7}
Adyc (x,, X3, X3, Xq , X5, Xg) = {X7}
(

Adyc Xl,xz,XuXme,Xs,Xﬂ:@

luego, queda la matriz y su grafo asociado de la siguiente forma:

3.5 Ordenamiento de la envoltura.

QO Algoritmo inverso de Cuthill McKee.

Es un algoritmo que esta disenado para reducir la envoltura de una matriz

dispersa de perfil simétrico.

Fl esquema de CM reduce la amplitud de banda de una matriz a través de la

‘minimizacién local de los Bj .
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La idea en que se basa su estrategia este algoritmo es muy sencilla: como lo
que se trata es que los elementos distintos de cero estén lo mas cerca posible de la
diagonal principal, una vez enumerado un nudo k, si se enumeran inmediatamente
después los que estdn unidos a él que no han sido numerados previamente, se conse-
guiria que en la fila k ese objetivo se cumpla. El esquema de Cuthill-Mckee reduce la
amplitud de banda de una matriz a través de una minimizacion local de los B, y es
empleado como método para reducir el perfil 2pi La numeracién dada por el algo-
ritmo de Cuthill-Mckee conduce a un perfil monétono, siendo un perfil monétono
aquel que verifica que :

V.k y 1, donde k >1, se verifica que b, <b,.
Q El algoritmo es el siguiente:

1. Construimos una tabla indicando el nimero de conexiones (que llamaremos

grado y lo representamos por 6(x) de cada nodo)
2. Elegimos un nodo (en un extremo del grafo y con pocas conekiones)
3. Renumeramos los nodos conectados a x, en orden ascendente de grado.

Descripcién del algoritmo :

Paso 1. Determinar un nodo inicial r y asignar x; < r.
Paso 2. Bucle principal.
Para i = 1,2,....... n, hallar todos los vecinos no enumerados del nodo
x, y numerarlos en orden ascendente de grado.
Paso 3. Ordenamiento inverso.

El ordenamiento inverso de Cuthill-Mckee estd dado por

Vi Voseens Ve donde y, =X, parai=1,2,...n,estoes, y, = X,

B /R SYSPREREE PR

En el caso de que el grafo G sea inconexo, podremos aplicar el algoritmo

anterior para cada componente conexa del grafo.
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O Ejemplo:

Sea la figura 3.5.0 de la matriz A y su grafo asociado:

Koo

. El grafo de la figura 3.5.0 es un grafo adireccional ya que la matriz A es simé-

trica.

Para aplicar el algoritmo de ordenamiento de CM, construimos una tabla con

» X o
0

los nodos, listas de conexiones y el grado de cada nodo [ 2 ].

a b
G 7\
\/
d e
g
h N
x i h |\J j
X X ]
Fig 3.5.0

NODOS LISTA CONEXIONES GRADO
a b 1
b a,e,c 3
c b,e,g 3
d e,h,i 3
e " b,e,d,iyj 5
f 8] 3
g cfj 3
h d,i 2
i d,e,j,h 4
j 4

e,f,g,i
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Es conveniente seleccionar un nodo inicial que llamaremos x; en un extremo
del grafo y que tenga pocas conexiones. (posteriormente veremos un algoritmo para la

busqueda de este nodo inicial).

Tomando como nodo inicial x, = a, el nodo vecino al nodo a es {b} (s6lo to-

mamos nodos no enumerados).

db)=3=>x=>b

o(c)=3 |[x;=c
=
o(e)=35 X, =e

Nodos vecinos a b no enumerados atn: {e,c} =

Nodos vecinos a x; = ¢ no enumerados atn {g} ; 8(g) = 3, luego x; = g

Nodos vecinos a x, = e no enumerados aun {d,i,j}-

5d) =3 x = d
8() = 4 %, = i
5G) = 4 Xe.=

Nodos vecinos a xs = g no enumerados atin: {f} = 8(f) =3 = x=1
Nodos vecinos a xs = d no enumerados aun: {h}'= 8(h) = 2 = xj= h
Nodos vecinos a x; = i no enumerados ain: &

Nodos vecinos a xg = j no enumerados atin: &

Nodos vecinos a X, = f no enumerados atin: &

Nodos vecinos a xj, = h no enumerados ain: &

Por lo tanto, la nueva ordenacién de la matrizes : a, b, ¢, &, g, d,i,jf,h

y el nuevo perfil de la matriz de la figura 3.5.0 sera:
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(a A
x b
c
X X e
X g
X d
X x i
X X X
X x f
\ X X ]

El ancho es 4, el nimero de elementos nulos en la envolvente es 7, el nimero

de elementos de la envolvente es 33.
Si tomamos como nodo inicial, por ejemplo, x; = h, tenemos lo siguiente:

sd)=3 [x,=d

Nodos vecinos a h no enumerados atn: {d,i} = . = ‘
o(i)=4 X, =1

Nodos vecinos a x, = d no enumerados ain: {e} = luegox, = ¢

Nodos vecinos a x; = i no enumerados ain: {j} = luego x5 = j

6(b)=3 [x,=b .
=

o(c)=4 X, =C

o(f)=3
=
o(g)=3

Nodos vecinos a x, = e no enumerados atn: {b,c} =

o
il
<,

Nodos vecinos a xs = j no enumerados aun: {f,g} =

=
©

Il
oQ

Nodos vecinos a x; = b no enumerados aun: {a} = luegod(a) = 1 = x;p = a
Nodos vecinos a x; = ¢ no enumerados aun:&J
Nodos vecinos a xg = f no enumerados ain: &
Nodos vecinos a x, = g no enumerados ain: &

Nodos vecinos a x,; = a no enumerados ain: &

La nueva ordenacién es: h, d, i, e, j, b, ¢, f, g, a, siendo el nuevo perfil de la

matriz del ejemplo anterior:
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h
d
X x i
X X e
X X j
X b
X ¢
X X f
e X X g
X a

Observando el nuevo ordenamiento de la matriz vemos que el ancho de banda
no varia, pero el nimero de ceros ha aumentado hasta ocho, quedando la envolvente

con 33 elementos.

Debe destacarse que la seleccion del nodo inicial es muy importante. Si se to-
ma como nodo inicial el nodo e, el ancho de banda seria de 6, el numero de ceros en
la envolvente seria 20 y el numero total de elementos en la envolvente seria 46. Por lo
tanto la eleccién del nodo de partida para comenzar la enumeracién es una cuestion

critica para el resultado del algoritmo.

3.6 Algoritmo inverso de Cuthill-McKee.

George (1972) encontré que el ordenamiento obtenido al invertir el ordena-
miento de Cuthill-Mckee resultaba frecuentemente mejor o igual que el ordenamiento
original, en términos de reduccién del perfil, aunque la anchura de banda permanecia

sin mejorarse. A este ordenamiento se le llama ordenamiento inverso de Cuthill-

McKee (ICM) [14].

El algoritmo inverso de Cuthill-Mckee reduce la envolvente de una matriz

dispersa simétrica.
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- En el algoritmo inverso se desplaza al elemento (i, j) al lugar (n-j+ 1, n-i+1).

Si en el ejemplo anterior, donde la ordenacién obtenida por Cuthill-Mckee
fue: a, b, ¢, e, g, d, 1, j, f, h , aplicamos el ordenamiento inverso, obtendremos la or-
denacién h, f, j, i, d, g, €, ¢, b, a, quedando el ordenamiento de la matriz de la si-

guiente manera:

h

f
X X j
x x i

X x d

X X g

X X e
X X ¢
x x b

X a

Al aplicar el ICM se observa que el ancho de banda ha aumentado y el nime-

ro de la envolvente permanece igual a 33.

3.7 Algoritmo para la bisqueda de un nodo inicial.

Para abordar el problema de determinar con cuél nodo se comienza el algorit-
mo de Cuthill-McKee, enunciamos los conceptos de excentricidad, didmetro y nodo

periférico de un grafo.’

Se define como trayectoria de longitud k desde un nodo %, a x, como un
conjunto ordenado de nodos distintos (x; , X; , ---, X;) donde xj € Adye(x;,, ) para 0

<igk-l

La distancia d(x,y) entre 2 nodos x e y en el grafo conexo G = (X, E) es sim-

plemente la longitud de la trayectoria méas corta que une los nodos x e y.
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Se define como excentricidad de un nodo por g(x) = max{d(x,y) / y € X}

El didmetro de G queda fijado por:
3(G) = max{e(x) / x € X } = max {d(x,y) / x,y € X}

Se dice que un nodo x € X es periférico si su excentricidad es igual al didmetro
del grafo, es decir, si g(x) = 8(G). La figura 3.7.0 muestra un grafo que tiene 8 nodos
con un didgmetro de 5, los nodos x2, x5 y x7 son nodos periféricos ya que son de ma-

xima exentricidad.

S NN L
O—0—0 O
41 7

Fig. 3.7.0.

3.8 Algoritmo de George para la bisqueda de un nodo ini-

cial.

Paso 1: Inicializacién : Elegir un nodo arbitrarior de X
Paso 2: Generar una estructura con niveles. Se construye la estructura con ni-
veles enraizada enr : L(r) = {L, (t), L; (t),..., L (1)}
Paso 3: Reduccién en el dltimo nivel: Elegir un nodo x de un minimo grado
en Lgy (1)
Paso 4: Generar una estructura con niveles.
a) Construir la estructura con niveles generada en x:
L (1) = {Lo (r), L, (@),..., Ly ()}
b) Si e(x) > &), establecer r - x e ir al paso 3.

Paso 5: Conclusién: El nodo x es un nodo pseudo periférico.
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Sea el grafo de la figura 3.8.0 en el cual se va a hallar un nodo pseudoperiféri-

co:

2 1 6 8 9 5

O I VR TG T4 O

' -/ NS

4 7
Fig 3.8.0.
Las distintas estructuras enraizadas de dicho grafo son las que se muestran a

continuacién:

Lo(xs)={Xe}

Li(x6)={xi, s}

x:é) Xe /O Xs  La(x= (% e %3}
Cg/ La(xe}={xs, Xs}
O

La(xs)

Ls(xs)

Lu(xs)

Ls(xs)
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Veamos en el grafo anterior como se genera el nodo pseudo-periférico:

Paso 1 : Inicializacién.
Elegir un nodo arbitrario r de X.

Sear = x

Paso 2 : Generar una estructura con niveles. Se construye la estructura con

niveles enraizada en r:  L(r)={L,(r), L(x),...... Lot -
Ahora se halla L(x)= {L,(x¢), L, (x), L, (x4)-- }.
Lo(xé)z{x6}. .

L (x)= Ady(L o (x, ) = Ady(x,) = {Xlaxs} .
Lz(X6)= AdY(Ll(Xe))_ Lo(X6)= Ady({xl,xs})_ {Xé} = {XZ,X3,X4} .
L3(X6) = Ady(Lz(X(;)) - Ll(xs) = Ady({XZ,X3,X4}) - {XI,XB} =

= {ansaxwxs} - {ans} = {XS’X7}'

L4(X6) = Ady(L3(X6)_Lz(X6): AdY({X5)X7})— {x5:X7} =0.
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Resultando de ésta manera la estructura con niveles.

Paso 3: Ultimo nivel de reduccién.

Elegir un nodo x de minimo grado en L (1)

d(x;)=1, d(x;)=2,luego,x = x,

Paso 4: Generar una estructura con niveles

a) Construir la estructura con niveles enraizada en x :
L (x) = {Lo (x), L; (%),---, Leey (0}

L{x,) = {Lo(xs),Ll(x5),L2(x5),....}.
Lo(xs)=1{x;}-

L, (x;) = Ady(Ly(xs) = {x,}

L,(x;) = Ady(L, (xs)) = Lo(xs) = {x7,%4 }-

L, (x,) = Ady(L,(x;)) = Ly(x5) = {x, %} -
L,(xs)=Ady(L,(x;) - L,(xs)={x,}.

L, (x,) = Ady(L, () — Ly 6c5) = {x,}.

De esta manera ha quedado calculada la estructura con niveles de la figura.
b) Si &(x) > (r), establecer r — x, e ir al paso 3.

Dado que g(x5) =5 >&(r) =3, se establece r < x,, siendo, pues, el nuevo

nodo r igual a x;.

Ir al paso 3.

Paso 3: Ultimo nivel de reduccién.

El unico nodo posible x e L (x;) es x =x,.

Paso 4: Generar una estructura con niveles.

a)Construir la estructura con niveles enraizada en x :
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L (x) = {Lo (x), L1 ®),.-., Le(x) (x)}
L(x,) = {L,(x,),L,(x,), L, (x,), .-}

Xz)={xz}-
L,(x;)=Ady(L,(x,))={x,}.
L,(x,)=Ady(L,(x,))- = {x,}-

L3(Xz)=AdY(Lz(Xz))_Ll(Xz)={X8}'

L,(x,)=Ady(L,(x,)-L,(x;)={x;,x,}.
Lyx,) = Ady(L,(x,) - L, (x,) = {x5,%,} -
L,(x,)= Ady(L,(x,) - L,x,)= 2.

De esta manera se ha hallado la estructura con niveles de la figura.
b) Si e(x) > e(r), establecer r < x, e ir al paso 3.

No se verifica que e(xé) =5>e(r)=

Paso 5: Conclusion

El nodo x es un nodo pseudo-periférico (i.e.,x=x, es el nodo pseudo-

periferico).

3.9 Implementacién del método de la envoltura.

El esquema de almacenamiento que utilizaremos es un esquema propuesto por
Jennings, segin este esquema para cada fila de la matriz se almacenan todas las entra-
das desde el primer nocero a la diagonal. Estas porciones de filas se almacenan en
lugares contiguos de un vector, no obstante emplearemos una modificacién en el que

las entradas diagonales se almacenan en un vector aparte.
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El esquema tiene un vector de almacenamiento principal ENV que contiene
las entradas de la envoltura en cada fila, asi como un vector indice auxiliar XENV de

longitud n que es empleado para sefalar el comienzo de cada porcién de fila.

Ademss de los esquemas de almacenamiento expuestos existe una técnica re-
ciente que consiste en almacenar los elementos de la matriz en forma compacta. En
este esquema se sustituye la matriz A por dos matrices de perfil irregular VA y PA
respectivamente, siendo VA la matriz de valores en doble precisién y PA la matriz de

posiciones. [41].

A modo de ejemplo consideremos la siguiente matriz de orden 8 x 8 segun se

muestra en la figura siguiente:

a, a, 0 a, 0 0 0 a4
a, a, a; 0 0 0 0 0
0 a;, a; a, 0 0 0 O
A2 0 a; a 0 0 0 O
0 0 0 0 a; a, 0 O
0 0 0 0 ay a, 0 O
o 0 0 0 0 0 a O
ag, 0 0 0 0 0 0 ag
Fig. 3.9.0.

Las matriz VA tendrd en la primera columna los elementos de la diagonal, y
en las restantes columnas los elemntos no nulos de cada fila. En la matriz de posicio-
nes PA, figurardn en la primera columna el nimero de elementos no nulos de cada
fila, y en las siguientes las posiciones de columnas respectivas que ocupan. Sean VA y

PA de la figura 3.9.0, las siguientes matrices:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



64

Almac. y ord. de matrices Sparse asociado.

(¢ o]
<+ o o+ ™
N — N~ \O W —
A o e TN o0 BN o 0 BENE o\ BN o\ TR o RN QN |
i
2
s
«
< ) < )
— ~ Da) <+
© 8 o o
S 5 8 F 8 B B
g © © «®©@ o o 8
—_ ~ o =+ any 24 [l ol
& a./. a3 a4 as a,D a7 an

£00Z ‘[eNbiq edsjoljqig "BUEUED UBID 8P Seuwled SeT 9p PepIsIeAlun @




Meétodos Dispersos Generales 65

Capitulo 4: Métodos dispersos generales.
4.0 Introduccién.

En este capitulo consideramos métodos que tratan de explotar todos los ele-

mentos ceros existentes en el factor triangular L de A.

El algoritmo que estudiaremos es el llamado algoritmo de grado minimo, el
cual es un algoritmo heuristico para hallar el ordenamiento de la matriz A, y que ex-
perimenta bajo relleno de huecos cuando se factoriza. Este algoritmo puede ser am-

pliamente empleado en aplicaciones industriales.

4.1 Factorizacién simétrica.

Sea A una matriz simétrica dispersa, la estructura no cero de A estd definida

por:

Nonul(A) = {{i,j} /ay;#0,i# j}

Supongamos que usando el algoritmo de Cholesky la matriz se factoriza en
LLY La matriz rellena de A, F(A) es la suma matricial de L + LY. Cuando la matriz
objeto de estudio sea evidente a partir del contexto, emplearemos F en vez de F(A).

La estructura no cero correspondiente sera:

Nonul(F) = {{i, i} /1, 20,0 j}

Nosotros supondremos que la cancelacién numérica exacta no existe, de forma
que para una estructura no nula dada Nonul(A) la correspondiente Nonul(F) estd
completamente determinada, es decir, Nonul(F) es independiente de las entradas nu-
méricas de A. La suposicion de no cancelacién implica que: Nonul (A) € Nonul (F) y
el relleno de huecos de la matriz en A puede ser definido por: Rell(A)= Nonul(F) -
Nonul(A).
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Como ejemplo tomamos la matriz A, donde las entradas del relleno de huecos

estan indicadas por ® :

1 X X |
2 ® x
x ® 3 ®
x x 4 X
: 5 ®
| x ® x ® 6]

Nonul (A)={(1, 3) (1, 6) (2, 4) 3, 4) 4, 6)}
Relleno(A)={(2, 3) (3, 6) (5, 6)}
x: Nonulo

®: fill-in

A continuacién veremos cémo el Rell(A) puede obtenerse a partir de No-

nul(A).

4.2 Modelo del grafo de eliminacién.

Nos referimos ahora a la aplicacién de la eliminacién Gaussiana simétrica para

la matriz A, para los cambios correspondientes en su grafo G(A).

En primer lugar recordemos la versién producto externo del algoritmo de

Cholesky:

d 0 v
I A R | P e
A_AO—HO—[Vl ﬁlil— i I ‘ 0 Hl . 0 \I/d_l —LIALI’

.\/d_] n-1

= Vv . . :
donde H, = H, - -1, siendo di un nimero real positivo y H una matriz cuadrada
!

n~1

de orden n-1. El paso basico se aplica a H; , H; y asi sucesivamente.
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Partiendo de la suposicién usual de que la cancelacién exacta no ocurre, la

ecuacion:

implica que la entrada jk-esima de H, es no cero si la entrada que ocupa esa posicion
en ﬁl esyano cero osi (vi)j 20y (vik 20. Si H)x=0 y (vi)#0 y (vihz0, tiene

lugar un relleno de huecos en la posicién jk-ésima. Graficamente se tiene:

v, j k
Vlt * *
J * ®
k * ®

Completando el primer paso de la factorizacién, factorizamos H,.

Establezcamos una correspondencia entre la transformacién de Hy a H; y los

correspondientes cambios en sus respectivos grafos [24].

Indicaremos los grafos Hy (=A) y H, por G(H, ) y G(H,) respectivamente.
G(H,) se obtiene de G(H,) mediante:

a) Supresion de x, y de sus aristas incidentes.

b)Adjuncién de aristas de forma que los nodos de Ady(x,) sean pares adyacen-

tes en G(H,). Este es el llamado esquema de Parter.

De esta manera la eliminacién Gaussiana simétrica se puede interpretar como
la generacién de una sucesién de grafos llamados "grafos de eliminacion”.
H :
G =G" =(X{,E}), para i=1,2,...,n-1
siendo:

Ge = G™ = G(H,) = G(A)

donde a representa el ordenamiento de G(A) inducido por A.
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Los conjuntos de aristas de E(F) y E(A) se seleccionan segin el siguiente:

O Lema:

Sea {xi,xj} ceE(F) o {anj} eE(A)v {xi,xk} eEF) A {xki,xj} € E(F),para algi n
k(m, {i, }

Demostracién:

Al pasar de A, , a A, las entradas de la k-ésima columna de A, situadas debajo
de la diagonal se anulan, lo cual se traduce en la supresion del nodo k y sus aristas
(paso 1). El coeficiente H, (i, j) es no nulo si H,, (i, j) es no nulo, lo cual significa que
Gk-1 contiene va la arista {i, j} solo si (v, ); 20 y (Vi );#0 y esto siempre que Gy,

contenga las aristas {i, k} y {k, j} con k< m; {i, j}.

Ejemplo de sucesién de grafos de eliminacién, cuando se suprime xi y sus aris-

tas incidentes y a continuacién la adjuncién de aristas como se describié anterior-

mente.
B! ] 1 5 4
| b—3—0
x 2 sim g
Sea A=H x 0 G 3
ea A=H, = < 4 0
X x 5
| X 6| 6O 2
- - 5 4
2
3 ng
H=}x x G
® X 5
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4
H2=Xx5 G:
® ® 6
6
4/5\ 4
4
H,=||x 5 Gs
® 6

H, = [[6]] G, O

1 | 1 5 4
x 2 Q O
3 5,
L= X 4
x ® x x 5
x ® ® Q@ 6] 6O )
G(F)

Observando la estructura de L vemos que Rell(A)={(2,5) (2,6) (4,6) (5,6)}.

O Definicién:
Dada una matriz A simétrica y definida positiva, si L es el factor de Cholesky,

se denomina grafo relleno de G(A) al grafo G(F)=(X(F), E(F)) donde F=L + L".

anaria. Biblioteca Digital, 2003
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El conjunto de aristas E(F) consta de todas las aristas de E(A) unidas a todas
las aristas afiadidas durante la factorizacién. Al grafo relleno también lo llamaremos
grafo de Parter y al método de determinar la eliminacién lo denominaremos "modelo
explicito”. En el ejemplo anterior tenemos, que a la matriz L obtenida le corresponde

el grafo G(F) llamado grafo de Parter segun la figura 4.2.0:

| b 2
x 2
3
L= X 4
x ® x x 5
x ® ® ® x @) (2
G(F)
Fig 4.2.0.

Si la matriz que se ha factorizado es la matriz:

1
X sim
X
A=
x 4
X x 5
.—x 6_

observamos que comparando la matriz L con la matriz A, vemos que el relleno que se

ha producido en A es: Rell (A) = { {2,5}, {2,6}, {4,6},{5,6}}.

Hemos visto que el grafo relleno G(F) puede ser facilmente construido a partir
de la secuencia de grafos de eliminacién. Es importante hallar G(F) puesto que con-

tiene la estructura de L.
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4.3 Modelacién de la eliminacién mediante conjuntos acce-

sibles.

En la seccién anterior determinamos la sucesién de los grafos de eliminacién
Gy, G, ..., G, que proporcionan una caracteristica recursiva del conjunto de aristas
E(F). A menudo resulta de ayuda tanto en términos tedricos como de calculo tener la
caracterizacién de G, y E(F) directamente en términos del grafo original G(A). Nues-
tro objetivo en esta seccidén consiste en proporcionar tales caracterizaciones emplean-

do conjuntos accesibles.

Estudiemos en primer lugar, la manera en que se forma la arista de relleno {x,
¢ } en el ejemplo de la figura 4.3.0. Sea el grafo Go, y G el grafo obtenido al elimi-

nar el nodo 1 en Go :

4

4 5
CQ—O O O —O
5, 5

@) 2 6O 2
Fig. 4.3.0.

En G, estd la trayectoria (x4 , X; , X¢) de forma que cuando se elimina x,, se
crea la arista {x; ,x¢}.No obstante, la arista {x;, X¢} no esta presente en el grafo ori-

inal G. . se forma a partir de la trayectoria (x; , X, , X¢) cuando x, se elimina en G
g 0) P y 6 1 0.

Combinando ambos vemos que la trayectoria (x, , X; , X; , X¢) en el grafo ori-
ginal es la responsable de la arista de relleno del hueco {x, , Xe}-
{4, 6} en G2
4
4,2,6) en Gi

_)
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4,2,1,6)en Go
Esta observacién nos induce a definir un nuevo concepto, que es el de nodos

accesibles.

O Definiciéon:
Sea G=(X,E)ySc X.Seax € X-8S. Se dice que el nodo x es accesible desde
un nodo y, a través de S, si existe una trayectoria (y, vy, Va2, - Vi ,x), desde y hasta

x, tal que vi €S para 1<i< k.

Obsérvese que k puede valer cero, de forma que cualquier nodo adyacente a y
no perteneciente a S es accesible desde v a través de S, es decir, Ady (y)- S © Acces
(y, S) donde Acces (y, S) es el conjunto de nodos accesibles desde y a través de VS, es

decir:  Acces (y, S) = {x € X-S/ x es accesible desde y a través de S}

Para ilustrar la nocién de conjuntos accesibles consideremos el ejemplo de la

figura 4.3.1:

Fig. 4.3.1.

Sea S = {1, 2, 3, 4}, entonces Acces (y, S) = {a, b, ¢, d, e, g}, puesto que po-

demos hallar las trayectorias siguientes a través de S:

Las trayectorias a través de S son: (y, 2, 1, a) (v, 2, 1, 6) (y,¢) (y,3,d) (y,3,
4,¢) (y, @), por lotanto Acces(y, S) = {a, b, ¢, d, e, g}.
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A continuacién enunciamos un teorema que caracteriza el grafo relleno me-

diante los conjuntos accesibles:

U Teorema:

E(F) = {{ xi, %}/ xj € Acces (x;, {x1, %2, ..., X1 })}

Demostracién:

Si asumimos un xj € Acces ( x; , {x1,x2, ..., xil }), entonces existe un camino
(Xi, V1, -y Ve, X)) en G(A) con yk € {x1, xz, ..., xi} para 1<k<t. S t=0 6 t=1 el
resultado sae obtiene inmediatamente. Si t>1 por induccién simple en t se demues-
tra que {xi, x;} € E(F).

De la misma manera si {x, xij € E(F) e i <j, por induccién en i se observa

que el resultado es cierto para i=1, como {x;, x;} € E(F) esto implica que {x, x;} €
E(A). Si suponemos que esto es verdadero para términos menores que i y suponga-
mos que exista una k < que el minimofi, j} tal que {xi, xi} € E(F) y {x;, xi} € E(F).
Por induccién puede encontrase un camino de xi a x; a través de xx en la seccion del
grafo G(A)({x1, ..., xk} U {xi, xi}) lo que implica que x; € Acces (x;,{x1, xz, ..., Xi1 b-

En términos matriciales, el conjunto Acces ( x; , {x1, X; , ... , X;; }) es el con-
junto de subindices filas que corresponden a las entradas no cero en el vector colum-
na L*

Consideremos el ejemplo de la figura 4.3.2:

O
5 1 2
O ) e
)

Ae
)

Fig. 4.3.2.
SiSi={l,2,.., i} setiene:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Métodos Dispersos Generales

74

Acces(l, Sy) = {2, 5, 12}
Acces(2, S)) = {5, 12,9}
Acces(3, S;) = {9, 10, 4}
Acces(4, S;) = {10, 11, 9}
Acces(5, S,) = {2, 9}
Acces(6, Sg) = {7, 11}
Acces(7, Sg) = {9, 11}
Acces(8, S;) = {9}
Acces(9, Sg) = {12, 10, 11}
Acces(10, Sg) = {11, 12}
Acces(11, S;p) = {12}
Acces(12, S,) = O

Resulta, pues, que a partir del teorema anterior la estructura L corres-

pondiente es la siguiente:

2
3
x 4
X 5
6
x 7
8
X X x x 9
X X x 10
X X x 1l
X X x x x 12]

De esta manera hemos caracterizado la estructura de L directamente, en tér-

minos de la estructura de A, siendo A la matriz que hemos factorizado. Dicha matriz

corresponde al grafo de la figura 4.3.2, y es la que exponemos a continuacién:
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l
2
x 4
X X 5
6
A= x 7
8
X X x x 9
X x x 10
x x x 11
[x x X x x x 12]

El relleno de huecos donde se ha producido efecto fill-in es:
Rell (A)={{2, 5},{4, 9},{5, 9},{9, 10},{7, 11},{9, 11},{2, 12},{6, 12},{9, 12}{10,
12},{11, 12}}.

Establezcamos a continuacién una caracterizacién para los grafos de elimina-
cién, en términos de conjuntos accesibles.

Sea G, G, G, ... G,

. la sucesion de grafos de eliminacién definidos por los

nodos x, X, ,..., x_ y consideremos el grafo G, = (X, E ).

2

Sea y un nodo en el grafo de eliminacion G, = (X, E). El conjunto de no-
dos adyacentes a y en G, viene dado por Acces (v, { x,, X, ,..., x}) donde el ope-

rador Acces se aplica al grafo original Go. Es decir:

Ady ., (v) = Acces g, (v, {X;, X5, .- ,X, 1) & Adyg,(y) = Accesg (v,S).

Consideremos los grafos G, y G,, del ejemplo anterior (Fig 4.3.0):

1

5 4 5
Q O O O O
5, 5,
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Sea S, ={1, 2} el conjunto de nodos eliminados:

Ady,, (3) = Acces, 3, S) = {5}
Ady,, (4) = Accesg, (4, S)= {5, 6}
Ady,, (5) = Accesg, (5,S) = {3, 4, 6}
Ady,, (6) = Accesg, (6, S,)={4, 5}

La importancia de los conjuntos accesibles en la eliminacién dispersa yace en
esta observacion:

Dado un grafo G = (X, E) y una sucesion de nodos de eliminacién xi, xz...,
xn, €l proceso total de eliminacion se puede describir por ésta sucesion Xi, Xz..., Xn, ¥
el operador Acces. Esto se puede considerar como un modelo implicito para la elimi-

nacién, opuesto al modelo explicito empleando grafos de eliminacién G, G, G,

4.4 Representacién en ordenador de los grafos de elimina-

cion.

La eliminacién Gaussiana sobre un sistema lineal simétrico disperso, se puede
modelar por la secuencia de grafos de eliminacion. En esta seccién estudiaremos la

representacién y transformacion de los grafos de eliminacién sobre un ordenador.

0O Representacion explicita e implicita.

Los grafos de eliminaciéon son después de todo, grafos simétricos tales que se
pueden representar explicitamente empleando uno de los esquemas de almacenamien-
to descritos anteriormente. No obstante lo que a nosotros nos concierne es que la
implementacién se deberd confeccionar para la eliminacién, de forma que la trans-

formacion a partir de uno de los grafos de eliminacion al siguiente en la secuencia, se

puede llevar a cabo de forma fécil [17].
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Revisemos los pasos de la transformacién. Sea G, el grafo de eliminacién ob-
tenido tras eliminar el nodo x desde G,. La estructura de adyacencia de G, se puede

obtener de la siguiente manera:

Paso 1: Determinar el conjunto adyacente Ady,,_,(x;) en G,,.

Paso 2: Eliminar el nodo x, y su lista de adyacencia a partir de la

estructura de adyacencia.

Paso 3: Para cada nodo y € Ady,, ,(x,), el nuevo conjunto adya-

cente de yen G, esta dado por la unién de subconjuntos :

(AdYGi_, (y)-{x.HuU (Adyoi_, (x,)-{y}

Lo anterior es una formulacién algoritmica del esquema de Parter para efec-

tuar la transformacién.

Hay dos puntos acerca de la implementacién de este algoritmo que debemos

mencionar:

Q En primer lugar, el espacio empleado para almacenar 4dy, ,(x;) en la estructura

de adyacencia, se puede reemplazar después del paso 2.

Q En segundo lugar, la estructura de adyacencia determinada por G, puede requerir

mis espacio que la de G .

A la vista de estas observaciones se ha de emplear una estructura de datos muy
flexible en la implementacién explicita, que permita el cambio dindmico en la estruc-
tura de los grafos de eliminacién. La estructura de adyacencia (ADYACI, XAD]) es

una buena candidata.

La representacion explicita en el ordenador presenta dos desventajas:
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O La flexibilidad en la estructura de datos requiere, a menudo, un almacenamiento

principal de memoria bastante significativo.

® La cantidad maxima de almacenamiento requerida es impredecible, se necesita
suficiente almacenamiento para el grafo de eliminacién mas grande (en el nimero de
aristas) Gi que tiene lugar, esta demanda de memoria puede exceder ampliamente la

disponibilidad para el grafo original Go.

También el maximo de memoria requerido no se conoce hasta el final del pro-

ceso integro.

Por estas razones debemos pensar en el modelo implicito de la eliminacién

sparse.

Para la representacién implicita empleamos el grafo original Go y el subconjun-
to de nodos eliminados S, = {x;,x,,......,x,}.
El conjunto de nodos adyacentes a y en Gi se puede recuperar generando el
conjunto accesible Acces(y, Si) en el grafo original. La representacién implicita no
tiene ninguna de las desventajas del modelo explicito. El modelo implicito tiene una
demanda de almacenamiento pequefia y predecible, preservando la estructura de ad-

yacencia del grafo dado.

Sin embargo la cantidad de trabajo que se necesita para determinar conjuntos

accesibles puede ser demasiado grande en los ultimos estadios de la eliminacién cuan-

do lSil es grande.

4.5 Grafos Cocientes.
Para formalizar éste nuevo modelo de eliminacién, introducimos la nocién de
grafo cociente. El modelo del grafo cociente es un modelo mas adecuado que el im-

plicito para la implementacién en el ordenador [24].
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Para ello, vamos a clasificar por clases los nodos ya eliminados, juntando en

cada clase los nodos conectados entre si.

Q Ejemplo:
Sea Go el grafo de la figura 4.3.2:

5 1 2 9 3
C\f —) ) N
T\
12 79g 10 4
6 1

En el ejemplo expuesto si S = {1, 2, 3, 4, 5}, entonces en la seccion del grafo

G(S) hay dos componentes conexas, cuyos conjuntos de nodos son {1, 2, 5} y {3, 4}.'

Mediante la formacién de 2 supernodos o clases obtenemos el siguiente grafo:

Para representar estas componentes conexas en S establezcamos las siguientes

clases: 5= {1,2,5} 3={3,4}
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Con este nuevo grafo, observamos que la trayectoria (9,4,11) es de longitud 2

y nos conduce del nodo 9 al 11.

Con esta estrategia, todas las trayectorias son de longitud igual o menor que 2.
Esto presenta una notable ventaja sobre la aproximacién al conjunto accesible en el
grafo original, en el que las trayectorias pueden ser de longitudes arbitrarias menores

que n.

Con respecto a la eliminacién explicita, ésta otra identificaciéon de nodos se
puede implementar en el mismo espacio de memoria, no necesita mds espacio que el

de la estructura del grafo original.

En definitiva, ésta nueva estructura del grafo se puede usar para generar con-
juntos accesibles ( en el modelo implicito), o conjuntos adyacentes en los grafos de
eliminacién ( en el modelo explicito) de forma bastante eficente y, no obstante se

requiere una cantidad fija de almacenamiento.

Para formalizar este nuevo modelo de eliminacién introducimos la nocién de

grafo cociente.

Sea G=(X, E) el grafo original, y sea P una particién sobre el conjunto de no-

dos X:

- p
P={Y,Y,..Y,} osea |JY,=X; Y,NnY # Qparaizj.
i=l

Definiremos el grafo cociente G respecto de P como el grafo (P, §) = G/P,
donde {Y, Y} e & < Adi(Y)nY,;=D.
Sea el grafo del ejemplo anterior (Fig. 4.3.2):
8
O
5 1 2
H—O—0-

12 7

o
()

10

(M)
o/

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Métodos Dispersos Generales 81

Si unimos los nodos 1, 2 y 5 en un supernodo, asi como los nodos 3 y 4 en

otro supernodo nos queda el grafo cociente siguiente:

8

O

9
\|

51,2

12 7()

10 11

Quedando en el grafo la siguiente particion P={{1, 2, 5}, {12}, {7}, {8}, {9},
{6}, {11}, {10}, {3, 4}}, donde observamos que se han fundido los nodos 1,2y 5 en

un “supernodo “ y 3 y 4 en otro “ supernodo .
Generalicemos esto a las distintas fases de eliminacién.

Sea G=(X, E) el grafo original. Sea S = S; = {1, 2, ... ,i} el conjunto de no-
dos eliminados en la fase i, i.e. Asociemos a éste S un grafo cociente, para ello defi-
namos:

Seat(S)={C = S/G(C) una componente conexa en el subgrafo G(S) } y
una particién en X dada por: &S)={{y}/y e X-S}u((S). Esto determina univo-
camente el grafo corriente G/ £(S), que se puede considerar como el grafo obtenido

mediante la fusién de conjuntos conexos en S.

A continuacién mostramos la secuencia de grafos cocientes del ejemplo an-

terior, correspondiente al grafo G=(X, E).
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Sea Go el grafo de la figura 4.3.2

O
)
)

O

Ooo

Mediante la fusién de nodos en supernodos queda la siguiente secuencia de

grafos cocientes:

S

7

-z

Ooo

N N (-
Q 1 U/ ./
4
12 7 10
O
6 11

-

?
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51,2

&

12

51,2
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10

12 1,2,3,4,5,
O— 6,7,8,9 —O

11

O—_ 1,2,3,4,5,6,
7,8,9,10

11

S 12@ 1,2,3,4,5,6,
7.8,9,10,11

Estudiemos la relevancia de los grafos cocientes en la eliminacién.

Sea x,,X;,---,X, la secuencia de nodos eliminados en el grafo G. Sea S; =
{1,2,..,i} coni=1,2,..,n. Para cada i, el conjunto S, induce la particién Z(Si)
v el correspondiente grafo cociente & =G/ £@S)= (Z,(Si),fi) teniéndose una suce-

sién de grafos cocientes &, &, H, ..., I,

Los grafos cocientes de la forma: & = G/ 5(Si) = (f(Si),fi) son en realidad,

representacién de grafos de eliminacion.

Para y € X-S, Accesoly, S) = Acces AV C(S!)), la determinacién de conjuntos

accesibles en el grafo cociente & es bastante simple.
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Para un nodo y, no perteneciente a {(S), el siguiente algoritmo nos propor-

ciona el conjunto  Acces g(y, &(S)-

Paso 1: Inicializacién:

A«

Paso 2: Determinacién de los nodos accesibles:

Para x € Adyg(y).
Si x €4(S,) entonces A<«—— AU Adyg(x)

sino A «——— Au{x}
Fin si

Fin para

Paso 3: Salida.

* E| conjunto accesible viene dado por A.

La obtencién de los grafos de eliminacién G, a partir de los grafos cocientes &,

se consigue mediante el siguiente algoritmo:

Paso 1: Eliminar los supernodos en &(S)) y sus aristas incidentes del grafo cociente.

Paso 2: Para cada Ce ¢(S), anadir aristas al grafo cociente, de modo que todos los

nodos adyacentes a C sean pares adyacentes en el grafo de eliminacién.
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O Ejemplo:

Obtencién del grafo de eliminacién a partir del grafo cociente del ejemplo an-

terior:
§>

AN
Y

51,2 3,4

\
g 12 7<5 10

Grafo cociente.

12 9 10

Gs

Grafo de eliminacién

En términos implicitos, el modelo de grafo cociente se sitda entre la aproxi-

macién de conjuntos accesibles y el modelo de grafos de eliminacién, como vehiculo

para representar el proceso de eliminacion.

Conjunto Acces en el Grafo original — Grafo cociente = Grafo de eliminacién
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La correspondencia entre los tres modelos se resume en la siguiente tabla:

MI MC ME
Representacién S, & G,

S, &, G,

Sn-l &_1 Gn—l
Adyacencia Acces(y, S) Accesgly, €(S)) AdyG; (y)

Siendo M I= modelo implicito , M C= modelo cocientey M E= modelo explicito.

4.5.1 Implementacién del modelo del grafo cociente.

Sea el grafo cociente & =G/ £(S) inducido por el conjunto eliminado S.

Sis e S, § denotaré la componente conexa en el subgrafo G(S) que contiene

al nodo s.

Sea el grafo de la figura 4.5.0:

N N
O—O—=0- O

Fig. 4.5.0

Y sea S ={1, 2, 3, 4, 5} el conjunto de nodos eliminados representandose por :

5=1=2=4={1,2,4,5}
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Siendo su grafo cociente el siguiente:

7

Cr 1,2,4,5

Por otra parte, parauna C c §(S) dado, podemos seleccionar cualquier nodo

x € C y usar x como representante de C, i.e. X = C.

Antes de discutir la eleccién del representante en la implementacion, estable-
ceremos algunos resultados que sirven para mostrar que el modelo se puede imple-
mentar " in situ" i.e. en el espacio previsto por la estructura de adyacencia del grafo

original.

Sea G = (X, E) y C c X donde G(C) es un subgrafo conexo.
Entonces se tiene: Y |Ady(x)| = |Ady(C)| + 2(|C]| - 1).
Xe C

En efecto, puesto que G(C) es conexo, hay al menos |C|-1 aristas en el grafo,

estas aristas estan contadas dos veces.

Sea x), X,, ... , X, la secuencia de nodos y S, = {x), xp, ... , x.}, 1<i<n.

Para 1 €£i £ n sea @%=G/§_(S)= (5(5),51-), yeX-S,, Entonces:
|AdYoz(Y)| ZAdYg}(Y)' 2 .. 2 IAdYG‘)Y).

O Teorema:

Max|&| < |E|

I<ign
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QO Demostracién:

Sean los grafos cocientes &y &, ;.

Si x,,, estd aislado en el subgrafo G(S,, ) evidentemente |, |

=|&|. Si no, de
otra manera x,,, se fusiona con alguna componente en Si para formar una nueva

componente en S, ;.

Si se utiliza los teoremas anteriores se tiene que |§,,, | £ |&,|. Por lo tanto en

todos los casos I&,mlSl&al y de aqui Max|&,| < |E]|.

{<i<n

Por lo tanto este teorema nos demuestra que la secuencia de grafos cocientes
producidos por la eliminacién, no requiere mas espacio que el de la estructura del

grafo original.

La figura que aparece a continuacién nos muestra la estructura de datos usa-
dos para representar Adyg{C), en el grafo cociente & siendo C={a, b, ¢}, donde 0

significa el fin de la lista de adyacencia en .

Estructura de datos para el grafo cociente.
a
C
Estructura original. Estructura cociente.
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En el ejemplo, el nodo a se selecciona para hacer el representante de C={a, b,

c}. En la implementacién es importante seleccionar un representante Gnico para cada

C € &(S).

Sea x,, X, ... , X, la secuencia de nodos, vy sea C € &(S). Elegiremos x, € C

n

por ser el representante de C, donde r = Max {ij/ x €C},ie. x, es el nodo de C

que ha sido eliminado en ultimo lugar.

Consideremos ahora como la estructura de adyacencia de & se puede obtener

de la de &, cuando se elimina el nodo x,.

El siguiente algoritmo realiza esta transformacion:

Paso 1: (Preparacién)

Determinar los conjuntos T = Ady &, x)"&(S1) v R = Acces &, (x,, €(S,))-

Paso 2: Formacién de los nuevos supernodos y particionamiento.

X; Z{Xi}UT ; g(si)z(é’(si—l)—’r)u{_ii}

Paso 3: Actualizacién de la adyacencia.

Adyg(x)=R
para y R AdyF(y) = {x} U ALY (y)- (T {x})

Para ver la realizacién del algoritmo anterior, tomamos el siguiente ejemplo:
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Q Ejemplo:

Sean los grafos cocientes & y & obtenidos del garfo de la figura 4.5.0:

Z

O—2:4,5.1

En &, setiene {(S,)= {X,%, %}
Aplicando los pasos del algoritmo tenemos:
Paso 1.- (El nodo x, es x;)
T = Ady&(xs) N ES,) = {i4,x6,i1} N {X, X5, X, }

T = {x,%}

Paso 2.- El nuevo supernodo es:

Xs ={x5}UT = {Xs}u{init}:{xs’ini;}

= {Xsw{xl}’{xz:x4}} ~ {Xl,xz,x4,x5}

y el nuevo particionamiento es:

§(85)=(Q(S4)‘T)U{§5} = {{ilais’i;}"{_ilas‘_z;}}u{is}=

= {iz’is}-
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Paso 3.- A= Ady &(x)=R = {x4, X7y Xq}-

Paray €A = {xq,X;Xg} tenemos:

Ady(xg) = {x}u Adygy (xs)— Tu {x;})=

= {%;} U {x5, %} - {®,xyui{xh= {5, %)
Ady(x,) = {X;}
Ady(xg) = {3, Xs, Xg, Xg J -

Q Vemos con este ejemplo, el efecto producido en la transformacién de la estructu-

ra de datos del grafo cociente:

7 4 2 5
o/ o/

O_;

6, 8]
\T
0

ADYACI=F58|45|8|27|126|58|7|1369|8J

L
w

O

XADJ=(1, 3, 5,6, 8,11, 13, 14, 18, 19)

Cada tramos del vector ADYACI representa los nodos vecinos de 1,2, ... ,9

en el grafo anterior.
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1 S 8

2 4 S

3 8

4 2 7

S 1 2 6

6 5 8

7 4

8 1 3 6 9
9 8

Si tomamos de nuevo el grafo anterior y formamos los grafos cocientes:

A NI N
O—O—0O— C
6l 81 3
g)@
G QO
7 4 2 5
O—0O—0O—0O—1
6l 81 3
. (Eo{)
1
O
7 4 5
OQZ/\1
6l 8L 3
& O—0O
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7

O
&

& .

Q"

fL°°
(—

-

N
)

[

O 6 N N W B W

MODIFICADO

FIN DE LISTA

IGNORADO
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&

O 0 N N kA W

MODIFICADO

FIN DE LISTA

IGNORADO
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Fo

MODIFICADO

/ | FINDELISTA

IGNORADO

NoTNN- IS I Y L N

Veamos la trasformacién de los grafos anteriores. La estructura de

adyacencia permanece sin cambiar cuando se forman los grafos cocientes &, o sea,

cuando se forma . &% v &

Para trasformar el grafo & en &, los nodos x2 y x3 se deben unir de
forma que en &, nuevo conjunto de adyacencia de x4, contiene a aquellos en el

subconjunto {xz, x¢} en el grafo original, habiendose formado el conjunto {xs, x7 }.
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En la lista de adyacencia del nodo xs, el nodo vecino x2 se ha cam-
biado a x4 en &, cuando el nodo x+ se convierte en el representante de las com-
ponentes del subconjunto {x2, x4}. De la misma manera se forman los grafos cocientes

restantes.

Esta forma de representacion de los grafos cocientes para la eliminacién
puede ser usados en la implementacién del algoritmo de grado minimo como vere-

mos mas adelante.
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Capitulo 5. Algoritmo del Grado Minimo.

5.0 Introduccién.

Sea A una matriz simétrica definida positiva, y sea P una matriz de
permutacién. Aunque las estructuras no nulas de A y PAP* son diferentes, sus tama-

fios son iguales:

|Nonul (A)| = |Nonul (PAPY|

Sin embargo el punto crucial es que puede existir una diferencia sustancial en-

tre |Nonul (Rell(A))| v |Nonul (Rell(PAPt)I para alguna permutacién P.

: « s * . . - - -
Idealmente queremos encontrar una permutacién P' que minimice el tamafio

de la estructura no nula de la matriz de relleno :

|Nonul (RellP*AP™)| = min |(RellPAPY)|

Asi, no existe un algoritmo eficiente para obtener esta p* éptima para una
matriz simétrica en general. Verdaderamente, el problema, cuando A no es simétrica,
es muy complicado, es un problema de los llamados NP. Por ello, tenemos que utilizar
la heuristica que produce un ordenamiento P con una cantidad aceptablemente pe-

quefia, pero no necesariamente minima |Nonul(F(PAPt) |

El esquema de reduccién del fill-in mas popularmente usado es el algoritmo de
grado minimo (Tinney 1969) que corresponde al esquema de Markowitz (Markowitz
1957) para matrices no simétricas.

El algoritmo de grado minimo consiste en hacer una renumeracién de los
nodos en orden creciente de sus grados respectivos.

El algoritmo del grado minimo se basa en la siguiente observacion:
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Supongamos que {X,,.- - X,;} han sido enumerados. Se fija el nimero de no ce-
ros en el grafo relleno para estas columnas. Para reducir el nimero de no ceros en la
i-ésima columna, parece que debe factorizarse la matriz remanente, la columna con la
menor cantidad de no ceros debe moverse para convertirse en la columna i. En otras
palabras, el esquema debe considerarse como un método que reduce el relleno de una

matriz por una minimizacién local de n(L.;) en la matriz factorizada.

El algoritmo de grado minimo ejecuta una renumeracién de los nodos en or-
den creciente de sus grados respectivos. Los nodos que tengan mayor grado origina-
ran, en teoria, un mayor relleno. La idea sustancial es renumerarlos al final para asf

evitar el incremento del fill-in durante el proceso.

5.1 El algoritmo basico.

El algoritmo del grado minimo puede ser descrito facilmente en términos de
ordenamiento de un grafo simétrico. Sea G, = (X, E) un grafo no enumerado. Usan-

do el modelo del grafo de eliminacién, el algoritmo bésico es como sigue:

Pasol. Inicializacién i« 1.

Paso 2. (Seleccién del grado minimo).
En el grafo de eliminacién G, = (X, E,, ), se elige el nodo x; de grado mi-

nimo en G,,. ‘
Paso 3. (Transformacion del grafo).
Se forma el nuevo grafo de eliminacién G, = (X, E, ), eliminando el nodo x,

de G,

Paso 4. (Bucle o parada) i < i+1. Sii>|X|, parar. Si no, ir al Paso 2.
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Sea el grafo de la figura 5.1.0:

Fig.5.1.0

Si a este grafo le aplicamos el algoritmo del grado minimo paso a paso se ob- -

tiene los siguientes grafos de eliminacién, asi como los nudos seleccionados quedando

el grafo ordenado segun dicho algoritmo de la siguiente manera:
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Etapa k Grafo de Eliminacién Gk Nudo seleccionado Grédo
@ ©
1 a 1
()
O—
®
()
2 c 1
RO, )
(&) ‘
3 d 2
| O—@
()
O—
) ,
5 L b 2
O— |
6 f 1
7 ® 0
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Después de aplicar el algoritmo del grado minimo al grafo de la figura 5.1.0, el

grafo ordenado es el siguiente:

1

6 7

Veamos otro ejemplo de formacion de la sucesion de grafos de eliminacién de

una matriz A simétrica y definida positiva. Sea A la matriz de la figura 5.1.1:

g .
x 2
3
' 4
A= X X 5
X 6 -
X X 7
x x 8
L x 9]
Fig 5.1.1.

El grafo Go asociado a esta matriz y la lista de nodos con sus grados es:

Nodos | Grado

O 00~ O n b Lo —
— 0 W N W= = NN

Elegimos un nodo i de grado minimo:
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Sea i=1=9 & (9)=1 vy eliminando dicho nodo y sus aristas incidentes que-

da el grafo de eliminacién Gi:

1 2
6
8 7~ 5
3 4
Sea i=2=3  8()=1

Sea i=3=4 d4)=1
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Sea i=4=5 8 (5)=1

1 2
6
8 7
Sea i=5=1 d (=2
2
Al eliminar el nodo 1
6 se ha producido un relleno
de huecos (efecto fill-in) en
7 la posicion 2-6.
8
Sea i=6=6 5 (6)=2
2
Al eliminar el nodo 6
se ha producido un relleno
- de huecos (efecto fill-in) en
la posicién 2-8.
8

Sea i=7=2 S5 @2)=2

Sea i=8=7 d(N=1
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La sucesion G, Gz, Gs, Gs, Gs, Gs, G7y Gs forman la sucesién de grafos de

eliminacién quedando la matriz A como sigue:

7
| x ® x 8

Se observa en la nueva ordenacién de la matriz A que se han producido dos

rellenos de huecos senalados coﬁ (®).

Puede ocurrir que puede existir mas.de un nodo.con el grado minimo en un
paso particular. Aqui rompemos los nudo arbitrariamente. Sin embargo, diferentes
estrategias de ruptura de nudos nos dan diferentes versiones del algoritmo de grado

minimo, como veremos mds adelante.

La idea que preside al algoritmo de grado minimo es sencilla: como en cada
etapa k del proceso de eliminacién de Gauss, debido a manipulaciones inherentes al
proceso que se efectia en la submatriz activa, si la fila k tiene elementos no nulos a
la derecha del elemento de la diagonal principal, al sumar un multiplo de ésta fila a
cualquiera de las filas k + 1 a n, donde se quiera hacer cero un elemento de la co-
lumna k por de bajo de la diagonal principal, se pueden producir elementos no nulos
en esas filas, si se examina qué fila de la submatriz activa, |, tiene menor nimero de
elementos distintos de cero y se intercambian las filas 1 y k y las columnas 1y k, en

esa submatriz activa se crearan el minimo posible de elementos rellenos.

En la implementacién de dicho algoritmo como se trabaja con grafos de eli-
minacién, esto nos permite conocer al final del proceso qué nuevos elementos se ha-

r4n distintos de cero al efectuar la correspondiente factorizacion.
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5.2 Algoritmo de grado minimo usando conjuntos accesi-

bles.

El uso de los grafos de eliminacién en el algoritmo de grado minimo nos da un

mecanismo mediante el cual seleccionamos el préximo nodo que serd remunerado.

Cada paso del algoritmo involucra una transformacién del grafo, lo cual es la parte

més cara del algoritmo en términos de implementacién. Estas transformaciones pue-

den eliminarse si podemos dar un camino alternativo para calcular los grados de los

nodos en el grafo de eliminacién [22].

Con los conjuntos accesibles podemos aplicar el siguiente algoritmo:

Pasol. (Inicializaéién) S . &) «|Ady(x) |, para x € X.

Paso 2. (Seleccién del grado minimo). Seleccione un nodo y € X - S donde

3(y) = Min 5(X) Numere el nodo y préximo y fije T <= Su {y}.

xeX=-S

Paso 3.(Actualizacién del grado). & (u) < | Acces(u,T)| parau € X-T.

Paso 4. (Bucle o parada). Si T = X, parar. Si no fije S « T y vaya al Paso 2.
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Este camino usa la estructura del grafo original a través de todo el proceso.
Verdaderamente, el algoritmo puede ejecutarse con la estructura de adyacencia sola-

mente de Go=(X, E).

Es apropiado apuntar aqui que en el p’aso de actualizacién del grado, no es ne-
cesario recalcular los tamafios de los conjuntos “accesibles para cada nodo en X - T,

puesto que la mayoria de ellos permanecen sin cambios. Esta observacién se formaliza

en el siguiente lema:
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O Lema:

Sea S el conjunto de nodos eliminados e y & Sy T = Su {y}. Entonces:

Acces(x, S) para x & Acces(y, S)

A » 1) =
coesbs D {Acces(x; S)u Accesly, S) - {x,v} - si x €Acces(y, 5)

Sean los grafos de la figura 5.2.0:

Fig.5.2.0

Si en la figura 5.2.0. tomamos como S={a, c} entonces tenemos que. Acces(d,
S)={b, g}. Por tanto la eliminacién del nodo d sélo afecta a los grados de los nodos b
y & |

Mediante esta observacion el péso 3 en el algoritmo queda como sigue:

Paso 3. (Actualizacién del grado)

S(u) « |Acces(u,T)|, parau € Acces (y, S).

Como plantea el algoritmo, se numera un nodo cada vez que se ejecuta el lazo.
Sin embargo, cuando se encuentra un nodo y de grado minimo en el Paso 2, es posi-
ble a menudo que se detecte el subconjunto de los nodos que se remunerardn a con-

tinuacién automaticamente sin ejecutar ninguna busqueda de grado minimo.

Comencemos el estudio introduciendo una relacion de equivalencia. Conside-

remos la etapa de eliminaci
nados. Se dice que dos nodos x,

nacién si:

Acces(x, S) U{x} = Acces (y, S) U {Y}

én del proceso, donde S es el conjunto de los nodos elimi-

y € X- S son indistinguibles con respecto a la elimi-
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En el siguiente ejemplo de la figura 5.2.1. el subconjunto S contiene 36 nodos
sombreados (Es el grafo que ha quedado, cuando el algoritmo del grado minimo se

aplica al grafo).

Los nodos a,b y ¢ son indistinguibles con respecto a la eliminacién desde que
Acces (a, S) U {a}, Acces (b, S) U {b} y Acces (c, S) U {c} sean todos iguales a {a, b,
¢, d, e f, g h,ij, k}

En la figura existen dos grupos mas que se pueden identificar como indistin-

guibles. Estos son {j, k} v {f, g}.

Fig. 5.2.1.

Estudiemos ahora la implicacién de esta relacién de equivalencia y su papel en
el algoritmo de grado minimo. Como veremos después, esta notacion puede usarse

para acelerar la ejecucién del algoritmo de grado minimo.
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O Teorema.

Sea x, vy € X -S. Si Acces (x, S) U {x} = Acces (y, S) U {y}, entonces para
todo X- {x, y} D T S, se verifica que : Acces (x, T) U {x} = Acces (y, ) L {y}.
Q Demostracién:
Obviamente, x € Acces (y, S) < Acces (y, T) U T, de forma tal que x € Acces (y,
T). Ahora queremos demostrar que Acces (x, T) < Acces (y, T) U {y}. Consideremos
z € Acces (x, T). Existe un camino {x, s, ..., S, z} y éste camino obtenido verifica lo
siguiente para el conjunto donde {s, ,..., s} < T. Si todo 5, € S, no hay nada que
probar. Por otra parte, sea s, el primer nodo en {s ,..., s} que no en S, esto es: 5, €

Acces (x, S)n T.

Esto implica s, € Acces (y, S) y por tanto z € Acces (y, S). Entonces tenemos:

Acces (x, T) U {x} < Acces (y, T) U {y}.

Q Corolario.
Sea x, v indistinguibles respecto al subconjunto S. Entonces, para T > S,

| Acces (x, T) | = | Acces (y, T) |

En otras palabras, si dos nodos se convierten en indistinguibles en alguna eta-
pa de eliminacién, permaneceran indistinguibles hasta que uno de ellos sea eliminado.
De ésta manera, el siguiente teorema nos muestra que pueden ser eliminados juntos

en el algoritmo de grado minimo.

O Teorema.

Si dos nodos se vuelven indistinguibles en alguna etapa del algoritmo de grado

‘minimo, pueden ser eliminados juntos en el algoritmo. o

O Demostracion:

Sea x, y indistinguibles después de la eliminacién del subconjunto S. Si asu-
mimos que x se convierte en un nodo de grado minimo después de que el conjunto T
> S sea eliminado, tenemos que:

| Acces (x, T) | £| Acces (z, T) | paratodoz € X - T.
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| Acces (y, T) - {x}| = |Acces (y, T)| - 1
| Acces (x, T)| - 1

| Acces (v, T U {x})|

Por tanto, para todo z € X - T U {x} se verifica que:

| Acces (y, T U {x}) | < |Acces (z, T)| - 1< |Acces (z, T - {x}|

De ésta manera, después de la eliminacién del nodo x, el nodo y-se convierte

en un nodo de grado minimo.

Estas observaciones pueden explotarse en la implementacién del algoritmo de
grado minimo. Después de ejecutar la bisqueda de grado minimo para determinar el
préximo nodo y € X - S a eliminar, podemos enumerar inmediatamente después de y

el conjunto de nodos indistinguibles de y.

Por lo tanto, en el paso de actualizacién del grado, puede reducirse el trabajo
puesto que los nodos indistinguibles tienen el mismo grado en el grafo de eliminacién.
Una vez que se identifican los nodos como indistinguibles, pueden ser pegados y tra-

tados como un supernodo simple.

En la siguiente grafo que viene de la f1gura 5.2.1 se muestran dos etapas en la
eliminacién donde los supernodos se forman de nodos indistinguibles. Despues de la
eliminacién del conjunto indistinguible {a, b, ¢}, todos los nodos tienen conjuntos

alcanzables idénticos de tal forma que se pueden mezclar en uno.

e f.0

d,e.f.g,h
’i!j’k)I7
m
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En general, identificar los nodos indistinguibles por medio de la definicién
consume mucho tiempo. A continuacién presentamos un lema que es muy efectivo

para la identificacién de los nodos indistinguibles.

Sea G= (X, E) v S el conjunto de los nodos eliminados. Sea G (C,)y G (C)

dos componentes conexas en el subgrafo G(S), o sea C, C, e C(S).

O Lema:
SeaR, = Ady (C,), vy R, = Ady(C,).Si yeRinR, ¥ Ady(y) c R, UR,

U C, U C,, entonces Acces (y, S) v {y} = R, UR;.

O Demostracién
Sea x € R, U R,. Si asumimos que x € R, = Ady (C, ), como G (C,) es una

componente conexa en G (5), entonces podemos encontrar un camino de y a x a tra-

vés de C, c S. Por lo tanto, x € Acces (y, S) U {y}.

Por otra parte, y € R, U R, por definicién. Mais atn, si x € Acces (y, S), existe

un camino de vy a x a través de S, dado por y, s, 5., S, X.

Sit =0, entonces x € Ady (y) - S © R, UR,. Por otra parte, sit > 0,5, € -
Ady (y) 0 S . C, U C,. Segin esto tenemos que {s, ,---, 5} €s un subconjunto tanto

de C, como de C, de forma tal que x € R; U R,. Asi Acces (y, Syu {y} cR,UR,
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Sea C,, C,, R, y R, los conjuntos definidos anteriormente, entonces los no-
dosen Y = {y € R, "R,/ Ady(y) € R, U R, U C1 U C,} son indistinguibles con

respecto al conjunto eliminado S.

O Corolario:

Paray € Y, |Acces (y, S) | = | Ry UR, |- 1, se tiene que puede usarse para
mezclar nodos indistinguibles en la interseccién de don conjuntos accesibles R, y R,.
La prueba puede hacerse simplemente inspeccionando el conjunto adyacente de no-

dos en la intersecciéon Ry N R,.

Esta nocién de nodos indistinguibles puede aplicarse al algoritmo de grado

minimo. El nuevo algoritmo realizado puede exponerse como sigue:

Paso 1. (Inicializacién) S « &.

8(x) = | Ady (x) |, parax € X

Paso 2. (Seleccién). Seleccionar un nodo y € X - S tal que:

&(y) = Min 8(x)

xeX-$
Paso 3. (Eliminacién). Numere los nodos en:

Y = {x € X - S/ x es indistinguible desde y} en el préximo ordenamiento.
Paso 4. (Actualizacién del grado). Para u € Acces (y, S) - Y
S (u) = | Acces (u,SUY) |

e identificar los nodos indistinguibles en el conjunto Acces (y, S) - Y

Paso 5. (Bucle o Parar). Fije S <~ SU Y. Si S = X, Parar. Si no, ir al Paso 2.
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5.3 Implementacién del Algoritmo de grado minimo.

La implementacién del algoritmo de grado minimo que presentamos aqui, in-
corpora la nocién de nodos indistinguibles como se describié en las secciones previas.
Los nodos identificados como indistinguibles se mezclan para formar un supernodo.

Seran tratados esencialmente como un nodo en el algoritmo. Ellos muestran la misma

adyacencia, el mismo grado, y pueden eliminarse juntos en el algoritmo. En la im- -

plementacién, este supernodo puede referenciarse por un representante del conjunto.

El algoritmo requiere la determinacién de los conjuntos accesibles para la ac-
tualizacion del grado. El modelo de grafo cociente se usa con el propésito de mejorar
la eficiencia total del algoritmo. En efecto, los nodos conectados que son eliminados,

se mezclan v se utiliza su representacién en la secuencia del grafo cociente.

Debe enfatizarse que la idea de cociente (unir en supernodos) se aplica aqui en

dos contextos diferentes.

a) Eliminacién de los nodos conectados para facilitar la determinacién de los

conjuntos accesibles.

b) la no eliminacién de los nodos indistinguibles para acelerar la eliminacién.
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En la figura 5.3.0 se observa los pasos a y b sefialados. Los nodos que estdn
vacios son nodos eliminados mientras que el resto permanecen como nodos indistin-

guibles.

Ahora describimos un conjunto de subrutinas que implementan el algoritmo

del grado minimo .

El grafo G=(X, E) se almacena usando los vectores (ADYACY, XAD]) y el
ntmero de variables por NEQNS. EL ordenamiento de grado minimo resultante se

almacena en el vector PERM, mientras que INVP nos da el ordenamiento inverso.

Este conjunto de subrutinas requiere algunos vectores de trabajo para imple-

mentar el modelo de grafo cociente y la idea de nodos indistinguibles.

Los grado de los nodos en el grafo de eliminacién se guardan en el arreglo

DEG. El valor de DEG para nodos que se eliminan en el conjunto es -1.

En la representacion de la secuencia de grafos cocientes , los nodos conectados
se mezclan para formar el supernodo. Es suficiente seleccionar un representante del
supernodo, si G (C) es una componente conexa, siempre seleccionamos el nodo x €
C como tltimo q.ue se elimina de los representantes de C, esto implica que los nodos

restantes en C pueden ignorarse en los sucesivos grafos cocientes.

E] vector MARKER se usa para marcar aquellos nodos que pueden ignorarse
en la estructura de adyacencia. Los valores de MARKER para cada nodo se fijan en

.1 También este vector se usa temporalmente para facilitar la generacién de los con-

juntos accesibles.

Se usan dos arreglos mas, QSIZE y QLINK para completar la especificacién de
los supernodo.s indistinguibles.Si el nodo y es representante, el nimero de nodos en

éste supernodo estd dado por QSIZE (i) y los nodos estan dados por :i, QLINK (i),
QLINK(QLINK () ), ---.
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La figura 5.3.1 muestra el uso de los vectores QSIZE, QLINK y MARKER.

Los nodos {2,5,8} forman un supernodo indistinguible representado por el
nodo 2. Asi los valores de MARKER de 5 y 8 son -1. Por otra parte {3,6,9} forman

un supernodo eliminado. Su representante es el nodo 9 de forma tal que MARKER(

3) y MARKER (9) son -1.

QLINK QSIZE MARKER
1 |
2 — 3 O
3 -1
:
5 <+ 0 _1
61| 1
7
S101¢ 0 -1
9
Fig 5.3.1

5.4 Evolucién del algoritmo de grado minimo.

5.4.0 Introduccién.

Consideremos un sistema de ecuacionesnxn, Ax = b donde la matriz A es

simétrica , definida positiva y sparse .

Como sabemos cuando se factoriza A por Cholesky ésta sufre un relleno, o
sea elementos que en A son ceros, en el factor L son distintos de cero, éste es el efec-

to fillin, como hemos descrito anteriormente.
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Antes de factorizar la matriz A debemos hacer un ordenamiento de dicha

matriz para minimizar el relleno o sea minimizar el efecto fill-in .

Como sabemos el algoritmo de Markowitz comienza con una matriz dadaya
cada paso de la eliminacién Gaussiana, las filas y las columnas se permutan para mi-
nimizar el producto de no ceros fuera de la diagonal en la fila y columna pivotes. De

esta forma minimizamos los célculos a realizar en cada paso de la eliminacién Gaus-

siana.

Esta estrategia de minimizacion local no da en general un minimo global,
Tinney y Walker emplearon una estrategia similar para resolver grandes sistemas
sparse, en el analisis de sistemas de potencia , éstos sistemas tienen estructura simétri-

ca y no necesitan intercambios para lograr la estabilidad numérica , dado que los pi-

votes se toman de la diagonal de A [23].

Rose desarrollé un modelo empleando grafos y junto con la estrategia de Ma-

rkowitz y Tinney, desarrollé el algoritmo heuristico del grado minimo. .

El algoritmo del grado minimo sélo trabaja con la estructura de la matriz Ay
simula los n pasos de la eliminacién Gaussiana .En cada paso se intercambia una fila
y su correspondiente columna en la parte de la matriz que queda por factorizar de tal

forma que el nimero de no ceros en la fila y columna pivotes se minimice.

Después de n pasos, se ha simulado toda la factorizacién y el orden en que se

seleccionaron las filas y columnas pivote, es el nuevo ordenamiento.

]

Como sabemos el ordenamiento de grado minimo puede ser descrito en tér-
minos de grafos de eliminacion .La seleccion de un nodo de grado minimo se selec-

ciona en el nuevo grafo de eliminacién .

El grado de un nodo puede cambiar después de la transformacién del grafo

debido a la-eliminacion de bordes que inciden en el nodo eliminado.
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El algoritmo de grado minimo bésico no estd especificado completamente ya
que en etapa de seleccion del nodo puede haber muchos nodos de grado minimo. Lo

que se hace es elegir el préximo nodo a eliminar de una forma arbitraria.

La calidad resultante del orden de grado minimo depende mucho de la selec-
cién correcta del conjunto de nodos de grado minimo. Existen varias estrategias para

la buena eleccién del nodo siguiente en la eliminacién, como veremos a continuacion.

5.4.1 Calidad del orden de grado minimo.

El orden de grado minimo en una estructura de arbol serd aquel que tenga un

orden perfecto, o sea sin ceros y el ordenamiento sera de minimo relleno de huecos.

En la descripcién del algoritmo de grado minimo basico se observa que la
transformacién del grafo de eliminaciéon G« G, es un paso central en la imple-
mentaron de dicho algoritmo. En general, éste paso de eliminacion crea rellenos de

huecos dentro de los nodos adyacentes al nodo y.

También se tiene que los grados de los nodos adyacentes a y pueden cambiar,

por lo que se requiere un recélculo de sus grados en la preparacién del paso de se-

leccién del préximo nodo. Como se sabe la actualizacién del grado es el paso que

més tiempo consume en el algoritmo.

5.4.2 Eliminacién de masa.

En problemas de elementos finitos se observa que en la eliminacién de un
nodo y de grado minimo, a veces hay un subconjunto de nodos adyacentes a y que
pueden eliminarse inmediatamente después de y o sea que si se selecciona y como el

nodo de grado minimo en el grafo G, entonces el subconjunto:
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Y = {z e Ady(y)/ 85,(2) = 85(y)—1} puede seleccionarse la proxima vez en cualquier

orden.

Esto permite evitar algunas transformaciones del grafo y pasos de actuacion
del grado, ya que nos da un conjunto de nodos de grado minimo que pueden selec-

cionarse como préximos, ya que al hacer la transformacién G« G, y actualizar el

grado, podemos eliminar nodos en YU{y} simultdneamente.

‘Esto implica que el grafo de eliminacién y la actualizacién del grado sélo ne-

cesita hacerse una vez para todo el conjunto en vez de IY U{»}|- Debido a esto hay

también un ahorro de tiempo en la seleccién del nodo siguiente.

Como ejemplo de la eliminacién de masa tomemos un modelo de un problema

de una malla regular 5 x 5 usando 9 puntos de conectividad.

Supongamos que una vez aplicado el algoritmo del grado minimo a la malla

tenemos estas dos ordenaciones distintas:

4 8 11 7 3 : 4 7 21 12

20 21 22 16 15 11 16 22 15

10 14 23 13 9 . 20 19 23 18 17
6 18 24 25 5 6 14 24 13 9

2 17 12 19 1 2 10 25 5 1

Después de haber eliminado 14 nodos durante el ordenamiento, nodos que

estan marcados con ® queda :

[ J [ ] ® [ ] ®
20 21 22 16 15
e o 23 e o
e 18 24 25 e
o 17 o 19 o
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El conjunto de nodos adyacentes por ejemplo a y=15 en el grafo de elimina-
cién es {16, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25}. Estos son nodos eliminados que pueden alcan-
zarse desde el nodé y via nodos eliminados, como se observa el nodo y=15 tiene de
grado minimo que es 87y el nodo z=16 puede eliminarse al mismo tiempo que y

luego el conjunto de nodos {y, z} pueden eliminarse juntos.

5.4.3 Nodos indistinguibles.

Sea v un nodo de grado minimo en el grafo G y sea z un nodo tal que

z € Ady,(y), entonces se tiene que : Adyg, (2) = (Adyg(y) UAdy,(2) —{y,z}

Decimos que dos nodos u y v son indistinguibles en Gly) si
Ady(wU{u} = Ady(v)U{v}. EL conjunto Ady{u}{u} se refiere a la vecindad de

u , por lo tanto dos nodos con vecindades iguales son indistinguibles.

Si dos nodos son indistinguibles en G también son indistinguibles en Gy, es
obvio que si dos nodos son indistinguibles entonces sus grados son los mismos,
también se tiene que si dos nodos se convierten en indistinguibles en alguna etapa de
la eliminacién, entonces tendran la misma vecindad y por lo tanto el mismo grado,
luego esto implica que pueden ser eliminados juntos siempre y cuando uno de ellos se

seleccione para la eliminacién.

A medida que se avanza en la aplicacién del algoritmo del grado minimo pue-
den aparecer nodos indistinguibles juntos y ser tratados como tales. De esta forma,
sélo necesitamos considerar una representacion para cada grupo de nodos indistin-

guibles.En el ejemplo anterior, después de realizar esta operacion quedan cinco super-

nodos.
[ ] L J [ ] ® [ ]
20 21 22 16 15
° . ..... 23 .}.-

. 1824 25.

. ]7 e i19: el
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Aqui tenemos que los once nodos que quedan pueden dividirse en cinco
grupos de nodos indistinguibles como son: {15, 16}, {17, 18}, {19, 25}, {20, 21} y
{22, 23, 24}. Se observa que ahora se puede trabajar con un grafo de cinco super no-

dos.

5.4.4 Actualizacién de grado incompleta.

El uso de los nodos indistinguibles ayuda no solo a la eliminacién sino tam-
bién al tiempo de actualizacién del grado, de ésta manera mezclando los nodos indis-

tinguibles, solo necesitamos recalcular los grados de los nodos representativos.

Esta técnica acelera al algoritmo del grado minimo vya que se evita el calculo

de los grados de los nodos que no son de grado minimo.

Dados dos nodos u y v de un grafo G, diremos que el nodo v esta sefialado
por el nodo u si se verifica que : Adyg(#)U{u} < Ady;(v)U{v}. De esta manera si el
nodo v esté.seﬁalado por u en G, entonces también estd senalado por u en G(y), de
esta manera si un nodo v esté sefialado por u en el proceso de eliminacién, el nodo u

puede ser eliminado antes que v en el algoritmo de ordenamiento de grado minimo.

Luego si v se convierte en sefialado por u en alguna etapa durante la elimina-
cién, no es necesario actualizar el grado de v hasta que el nodo u sea eliminado, luego
usando la propiedad de sefialamiento la actualizacién del grado se salta para aquellos

nodos que no participan en la préxima ronda de seleccién del grado minimo.

Volviendo al ejemplo anterior:

20 21022016 15
. . 23; o o
o 18/24:25 o

e 17 o 19 o
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notamos que los nodos en {22, 23, 24} estan todos senialados por cada uno de los
nodos que permanecen, que son : {15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 25}, luego no es necesa-
rio recalcular los grados de los nodos 22, 23 y 24 hasta que todos los otros sean elimi-

nados. Esta técnica es muy potente para la realizacién del algoritmo de ordenamiento.

5.4.5 Eliminacién maultiple.

La actualizacién del grado incompleta también puede ser considerada como

una técnica de actualizacién del grado retardada. La importancia de la eliminacién

multiple extiende la idea al retardo de la actualizacién del grado, o sea en lugar de

realizar un paso de actualizacién después de cada seleccién de nodo de grado minimo
y la correspondiente transformacién del grafo de eliminacién, la técnica de elimina-
cién miiltiple pospone el paso de actualizacién a una etapa posterior. Esta técnica se
puede suponer como un concepto opuesto a la eliminacién de masa estudiada ante-

riormente. La base para la eliminacién miltiple es la siguiente :

Esta usé la observacién de que en la eliminacién del nodo vy del grafo G, la
estructura asociada con los nodos que no estin en Ady;(y) permanece intacta. La
idea es suspender la actualizacién para nodos en Ady;(y) v seleccionar un nodo con

el mismo grado que v en el subgrafo G que queda o sea en G- (4dy, (»)U{y} .Este
proceso se repite hasta que no  existan nodos en el subgrafo que queda con grado

=8 G(y), entonces se realiza un paso de actualizacién.

En realidad lo que se hace antes de cada paso de actualizacién es seleccionar

un conjunto independiente de nodos con grado minimo.

Esta modificacién no siempre produce un ordenamiento de grado minimo ge-

nuino, pero raras veces produce un ordenamiento inferior .
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Para entender la eliminacién muiiltiple consideremos la malla 5 x 5 con nueve
puntos de conectividad, donde se han eliminado ocho nodos que estan marcados por
L

™ e 11 e ™
20 21 22 16 15
10 14 23 13 9
o 18 24 25 o
e 17 12 19 o

En esta etapa el orden minimo es cinco. El conjunto {9, 10, 11, 12} forma un
conjunto independiente con grado cinco. Elimindndolos entonces todos antes de una

actualizacién, ayudard a reducir el tiempo de la misma.

Necesitamos actualizar el grado de los nodos en {13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 24, 25} solo una vez antes de la eliminacién de {9, 10, 11, 12}.

5.4.6 Grado externo.

El grado externo de un nodo se define como el nimero de nodos adyacentes

a él que no son indistinguibles.

Liu sugiere el uso del grado externo en vez del verdadero al aplicar el algorit- -

mo del grado minimo. La eliminacién de un nodo de grado minimo implica la for-

macién del ciclo méds pequerio posible debido a al eliminacién.

L ] ® e ¢ @
20 21 22 16 15
e o 23 e @
o 18 24 25 o
e 17 e 19 o

En la figura tenemos que los nodos 15 y 16 son indistinguibles, y el grado ex-

terno del nodo 15 es siete(siendo su verdadero grado ocho).Los resultados experimen-
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tales muestran que usando el grado externo se llega a una reduccién en el nimero de

no ceros en la matriz del factor.

5.4.7 Grado minimo con preordenamiento.

Si al aplicar el algoritmo de grado minimo se tiene mucho cuidado al selec-
cionar los nodos que tengan grado minimo, puede haber una ganancia muy signifi-

cativa en términos de almacenamiento y minimizacién de las operaciones aritméticas.

Una manera de lograr este objetivo es fijar el ordenamiento inicial reorgani-
zando la estructura de adyacencia antes de pasarla a la subrutina de ordenamiento de
grado minimo. Un ordenamiento inicial que da muy buenos resultados, es aplicar al

principﬁo el ordenamiento inverso de CM. La estrategia general es :
A—FM LA -PAP M, PAP'
Donde P: es el ordenamiento inverso de Cuthill-McKee (RCM) en la matriz
dada A y P es el ordenamiento de grado minimo (GM) en la matriz permutada

A =PAFP" . Este reordenamiento inicial tiene efectos muy destacables en problemas

de mallas va que el orden minimo resultante es el mismo, independientemente de
como hayamos permutado la matriz A. El algoritmo inverso de Cuthill-McKee eli-
mina la aleatoriedad en los arreglos de filas y columnas antes de presentar la matriz al

algoritmo del grado minimo.
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5.5 Factorizacién Simbélica.

Como su nombre implica, la factorizacién simbdlica es el proceso de simular la
factorizacién numérica de una matriz dada A, para asi obtener la estructura del nonu-

lo de su factor L. El problema puede ser convenientemente estudiado usando la tero-

ria de aproximacién de grafos [24].

Sea G% = (X% E) un grafo ordenado, donde |Xa | = n y para convenien-
cia sea a(i) = xi. La factorizacién simbolica puede ser vista como determinaciones de
los conjuntos Acces de la forma Acces (x,{ x, ,..., x,, }) parai, = 1,..., n.

Definamos S, = {x1 yerey xi} como el conjunto de nodos eliminados, entonces se

tiene el siguiente lema:

Acces (x,,S, ) = Ady(x;)U (lkJ{Acces(xk,Sk_l) / x, e/-\cces(xk_,Sk_'l)}—Si

O Demostracion.

Sea j >1i. Entonces se tiene que:

x; € Acces(x;,S, ) si {x,,x,} €EE),si{x,,x;} €E(F)= vy {x,,x,} €E(F)  para
algin  k < min {i,j}, si x; € Adj(x) 0 xi,x; € Alcan (x4, Sis) para algin k.

Por lo tanto podemos escribir un algoritmo para encontar los conjuntos alcan-
zables y de esta manera hallar la estructura del factor L. Dicho algoritmo lo describi-

mos como sigue:

Primer paso: (Inicializacién) Parak = 1,..., n.
Acces (xx, Si1) < Adj (x1) — Sk
Segundo paso: (Factorizacién simbolica)
Parak = 1,..., n.
si x; € Acces (xi,Sy.;) entonces:

Alcan (x;,S;.) < Acces (x;,Si1) U Acces (xk, Sk) - S

La ilustracién de este algoritmo esta desrita en la siguiente figura 5.5.0 que

simula esencialmente la factorizacién entera.
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N K

Fig 5.5.0

A continuacién optimizaremos este algoritmo. Consideremos la etapa dénde
el conjunto S;_; ={x1s-+-ee-- ,xi-} ha sido eliminado. Para analizar este punto, asu-
mimos que x; tiene dos componentes conexas en G(S;,) adyacente a él. Sean las com-

ponente conexas C, y C; segun indicamos en la figura 5.5.1:

Fig: 5.5.1
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| En este caso, tenemaos que:
Acces (xi,Su) = Adj (x;) Y Adj (C)V Adj (C) - S

Si elegimos dos representantes x, ¥ Xz, de C, y C, respectivamente enton-

ces Adj (C)) = Acces (x;,S;-1) v Adj (C,) = Acces (x;,,Sp1)-

De esta manera, el conjunto de Acces puede ser escrito como:

Acces (xi,S.1) = Adj (x;) VU Acces (XI'|’SI'1‘1) w Acces (sz’Srz-l)'Si

Asi, en vez de tener muchos conjuntos alcanzables podemos seleccionar sus

representantes. Esta seleccién se puede llevar a cabo por la siguiente observacién:

Parak = 1, ..., n, definimos:

m, =min{j | x; € Acces (xi,Sk1) Y {x}}

En términos de la matriz, es el primer nocero en el vector columna L« exclu-

‘yendo el componente diagonal.

Por lo tanto: Acces (xi,Si.1) © Acces (xpp »Sm, 1) Y {ka} y para cualquier

x; € Acces (xx,Sy.1), entonces k< my <i. Sii=my, no hay nada que probar. De otra

manera, se tiene que: x; € Acces (xmk’smrl)'

Para x; € Acces (xx,Ski i> m., es redundante considerar Acces (x,Sk.1),
i ) y
pues todos los nudos alcanzables via xk pueden ser encontrados en

Acces (ka’smrl)' Asi, es suficiente unir los conjuntos alcanzables de algunos nudos

representativos.

Segun esto se tiene:

Acces (x;,S:1) = Adj (x) v (U {ACCCS (Xis Sk-1) | myg = 1}) -5 .
k
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~ Como ejemplo tomamos el grafo siguiente:

7 4 2 5 1

k  m«  Acces(xk,Sk1)
1 5 X5,X8
6 8 )_%) 2 4 § X4,X5
3.8 X8
9 4 5 X5,X7

Consideremos la determinacién de Acces (x5,S4) en el grafo anterior. Vemos

que los conjuntos :

Acces (x1,So)
Acces (x3,S)

y
Acces (x4,S;3)

tienen que ser unidos con Adj(xs).

Segitin lo anterior es suficiente considerar Acces (x1,So) v Acces (x4,S3).
Para m,=4, tenemos que Acces (x3,S) = {x4,xs} < Acces (x4,S5) U {x4}.

La factorizacién simbolica algoritmica puede ser ahora descrita por el siguiente

algoritmo:

Paso 1: (Inicializacién)
Para k=1,...,n,

Acces (xi, Si1) = Adj (xi) — Sk

Paso 2: ( Factorizacién simbdlica)
Para k=1,...,n,

si Acces(xy, Sk} # @ entonces
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m=min{j| x; € Acces (x,S) }
Acces (Xm, Sm1) < Acces (Xmy Sm1) U

(Access (x1,Sk1)- { xm }-

A continuacién describimos la subrutina que ejecuta la factorizacion simboli-
ca, esta fué disenada por Eisenstat, et al. (1981), y puede encontrarse en Yale Sparse
Matrix Package. Esencialmente implementa el algoritmo perfeccionado como se des-
cribié anteriormente, con una reorganizacién del orden donde los conjuntos alcan-

zables estdn juntos.

Paso 1: (Inicializacién) Parai=1,...,n, Ri=9J

Paso 2: (Factorizacién simbdlica)
Parai=1,...,n, _ |
Acces (xi,S:.1) = Adj (x;) - Si
Para k eR; hacer
Acces (x;,S:1) < Acces (x;,S.) U |
Acces (xi,Si.1)- Si

m=min{j| x, € Acces (x;,S.1) }

R.<R, u{x}

En este algoritmo, el conjunto R, es utilizado para acumular representantes en

los cuéles sus conjuntos alcanzables afecta x;.

Si hay'sélo un m, =i, y Adj (x;) — S; < Acces (x«,Sx.) entonces:

Acces (x;,Si1) = Acces (xi, i) -{xi}-
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La subrutina SMBFCT tiene como entrada el grafo de la matriz guardada en
el par (ADYACY, XAD]J), junto con el vector de permutaciéon PERM vy su inversa
INVP.

Tambien la factorizacién simbdlica se pude hacer mediante la observacién de
que tanto la matriz A como la matriz L tiene el mismo perfil, por lo tanto si consi-
deramos una matriz simétrica definida positiva A=(aij) y su factorizacién de Cho-
lesky A=LL", en donde L=(l5) es triangular inferior y con entradas diagonales positi-

vas ,podemos estudiar la estructura simbélica de L conocida la estructura de A.

Si la matriz A es densa, serd necesario calcular las (n*+n)/2 entradas de la
matriz L. Pero si la matriz A es grande y sparse, muchas entradas de la matriz triangu-
lar serdn nulas, y entonces seria interesante conocer la estructura simbdlica de L antes
de comenzar la factorizacién numérica al objeto de reducir el coste computacional de

dicha factorizacién.

Una solucién parcial sencilla de este problema seria el observar que las matri-
ces A y L tienen el mismo perfil, es decir, que la primera entrada no nula de cada fila
ocupa el mismo lugar en L y A, pero en la matriz L habrd probablemente entradas

posteriores a la primera que , atn siendo nulas en A, no lo son en ella.

Comenzamos hallando LL® e identificando coeficientes:

111=\/;|T

Li=an/ln

li=an/lu

...................

En general: lu=ai/li1, lo que nos indica que las entradas no nulas de la prime-
ra columna de la matriz L estan en las mismas posiciones que las de la primera co-
lumna de la matriz A, ya que Li# 0. Podemos decir que las primeras columnas de A y

L tienen la misma estructura simbdlica o logica.
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Si seguimos adelante:
l2=(azn-ls1. l21) / 12
laz=(as-lar. 1)) / 12
ls=(ass-lar. Lai-laa. 132) / Iss

..........................................

En general:

J=1
lij=(aij—Zlik i) /
k=1

Por lo tanto la entrada li de L sera igual a cero si lo es la entrada aij de A ,

ademas, es cero uno de los dos factores li. Lk en cada uno de los k sumandos de -

J=1
Z lik . ljk .
k=1

" Vamos a verlo en un caso practico. Sea la matriz A de la figura 5.5.2, simétri-

ca y definida positiva:

g -
x 2 SIM.
x 3
4
X X 5
A= X x 6
X x 17
x 8
x x x x 9 °
i X x 10]
Fig 5.5.2

Los vectores ADYACI y XAD)] para la matriz A son :
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ADYACI: 2,5,8,1,3,5,2,6,7,1,2,6,9,3,5,7,9,4,6,9,10,1,9,5,6,7,8,10,7,9

S Y N M 0 0 (G T

XADJ:1 4 7 910 14 18 22 24 29 31
nodo: 1 2 3 45 6 7 8 9 10

La entrada 1 #0, por ser an# 0, ya que en ADYACI vemos que en la lista de

adyacencia del nodo 2 figura el nodo 3 (en la posicién numero 5 de ADYACI).
La entrada l4:=0, ya que an=0y ademds 1=0 o la=0.
La entrada ls=0, ya que as3=0 y ademis Is1=0 y ls=0.
La entrada Is;# 0, ya que as3# 0.
La entrada 15¢=0, ya que ass=0 y ademds ls=laa= lis=0.

Y, procediendo de este modo, obtenemos la estructura simbdlica de L, de la

matriz A de la figuira 5.5.2:

_x -
X X
X X
X
X X X X
L=
X X X
X X X
X X X X X X X
X X X X X
| XXXX_

En efecto, la lista de adyacencia en L del nodo 1, Adyi(1) estd formada por los

.nodos 2,5y8:

Adyi(1)= Adya(1)={2,5,8}.
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Por tanto, la lista de adyacencia en L del nodo 2, Ady(2), serd igual a Adya(2)

unida con la lista de adyacencia en L del nodo 1, salvo los nodos 1 y 2:

Adyi(2)= Adya(2) U Adya(D)-{1,2}={1,3,5} U {2,58} - {1,2}=1{3,5.8}.

La lista de adyacencia en L del nodo 3, sera igual a Adya(3) unida con Ad-

y1(2). No tomamos la Adyi(1) puesto que Lsi=0. Por tanto:
Ady:(3)= AdyaB) U Adn2-{1,2,3}={6} U {3.58} - {L1,3}={5,68}.
La lista de adyacencia en L del nodo 4:
Adyi(4)= Adyad) U B = {7}
La lista de adyacencia en L del nodo 5:

AdyL(5) = Adya(5) U Adyi(l) U Adyi(2) v Adyi(3) - {1,2,3,4,5} =
{6,9}u {2,5,8} U {3,5,8} v {5,6,8} - {1,2,3,4,5} = {6,8,9}.

| La lista de adyacencia en L del nodo 6:

Adyi(6) = Adya6) U Adyi(3) U Adyi(5) - {1,2,3,4,5,6}=
(3,5,7.950 (5,8} U (6,8} {1,1,3,4,5,6}= {1,89}.

La lista de adyacencia en L del nodo 7:

Adyu(7) = Adya(?) U Ady (4) U Ady (6) - {1,2,3,4,5,6,7} =
{4,6,9,10yU {7} U {3,5,7,8,9} -{1,2,3,4,5,6,7} ={8,9,10}.

En general, la lista de adyacencia del nodo i en L sera:

Adyi(i) = Adyali) U [u. Ady, ()] 1; % o} (kK<)
: J<i .
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Los vectores ADYACI y XAD] para L' serdn:

3,58 ,56.8, 7,689, 7,89 , 89,10, 9,10, 10

ADYACI: 2,58 , 3,58 , 5,6 10
R R N N N | 0 (R
XADJ: 1 4 7 10 11 14 17 20 22 23
nodo: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Hemos obtenido ADYACI para el grafo dirigido correspondiente a la matriz

triangular superior L .
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Aplicaciones.

Aplicaciones

En éste capitulo aplicamos los distintos algoritmos de reordenamiento
que hemos visto en los capitulos anteriores. Lo que se pretende no es solo obtener la
solucién del sistema, sino comprobar la efectividad de las distintas técnicas de reor-
denamiento y la disminucién del efecto fill-in.

A los distintos problemas que luego mencionaremos, se les ha aplicado
en primer lugar el algoritmo inverso de CM, -luego el algoritmo de grado minimo y
por tltimo el algoritmo de grado minimo de eliminacion multiple.

En la aplicacién de los elementos finitos para obtener el sistema de

ecuaciones, todos los problemas son referidos a un dominio de geometria simple, de

cuadrado de lado la unidad.

Sea el dominio @=Q1UQ: UQ; defrontera T =T1 U rnulsuls

T;

T, I

Q2

Q.
Qs
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El cédigo Neptuno, ademds de genenarnos el sistema de ecuaciones, nos per-
mite obtener el fichero de salida que luego sera utilizado para representar el malla-

do correspondiente vy la solucién del problema.

A titulo ilustrativo, hemos desarrollado algunos ejemplos de sistemas sparse,
con distintas dimensiones, que hemos resuelto por las técnicas de renumeracién usa-
das en esta Tesis, que son: el algoritmo inverso de CM, grado minimo y grado mi-

nimo muiltiple, cuyos resultados son los que se reflejan en las siguientes tablas:
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* Reduccién del tiempo de ejecucion.

Numero de ecuaciones: 40
Nimero de entradas de A: 1600
Nimero de no-ceros de A: 476
Dispersidad de A: 71%
Tamario de la envoltura de A: 524
Ancho de banda de A: 37
Dimension del vector de adyacencia: 436
Tamasno de la envoltura de PA: 432
Ancho de banda de PA: 22
Numero de ceros antes de 218

ICM factorizar:
Nimero de ceros después de 339

factorizar:
Fill-in: 121
Tamaiio de la envoltura de PA: 481
GR AMIN SIMPLE Y Ancho de banda de PA: 37
GR AMIN MULTIPLE* Niimero de ceros antes de factorizar: 218
Nimero de ceros después de factorizar: 227
Fill-in: 9
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EJEMPLO NUMERO 1

FILL-IN

T e B A T

N.C.DF

T N T R e I eSS

N.C.AF

TR

A.PA

0OG. M.
EG.S.
8ICM

A oo A S oS o e o sy B S i

T.E.PA

T 1 1 1 Y 1 T Y —
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

En el eje de abscisa est4 el nimero de elementos no nulos.

FILLIN: ELEMENTOS DE RELLENO DESPUES DE FACTORIZAR.
N.C.AF: NUMEROS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
N.C.DF: NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
A.PA: ANCHO DE BANDA DEP.A.

TE.PA: TAMANO DE LA ENVOLTURA DEP.A.
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Nimero de ecuaciones: 60
Nimero de entradas de A: 3600
Numero de no-ceros de A: 872
Dispersidad de A: 76%
Tamafsio de la envoltura de A: 1290
Ancho de banda de A: 57
Dimensién del vector de adyacencia: 812
Tamaiio de la envoltura de PA: 866

Ancho de banda de PA: 40

ICM Niimero de ceros antes de factolrizar: 406

Niimero de ceros después de factorizar: 726

Fill-in: 320

Tamafio de la envoltura de PA: 1180

GR AMIN SIMPLE Y Ancho de banda de PA: 50
GR AMIN MULTIPLE* Niimero de ceros antes de factorizar: 406
Niimero de ceros después de factorizar: ‘ 496

Fill-in: 90

* Reduccion del tiempo de ejecucion.
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EJEMPLO NUMERO 2

aG. M.
HG. S.
#ICM

)
0 200

1 i L 1 ¥
400 600" 800 1000 1200

En el eje de abscisa estd el nimero de elementos no nulos.

N.C.AF:
N.C.DF:
A.PA:
TE.PA:

FILL-IN:

ELEMENTOS DE RELLENQ DESPUES DE FACTORIZAR.
NUMEROS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
ANCHO DE BANDA DE P.A.

TAMANO DE LA ENVOLTURA DE P.A.
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Niimero de ecuaciones: 70
Nimero de entradas de A: 4900
Nimero de no-ceros de A: 1378
Dispersidad de A: 72%
Tamaro de la envoltura de A: 1940
Ancho de banda de A: 65
Dimensién del vector de adyacencia: 1308
Tamanfo de la envoltura de PA: 1547

Ancho de banda de PA: 47

ICM Numero de ceros antes de factorizar: 654

Numero de ceros después de factorizar: 1473

Fill-in: 819

Tamasio de la envoltura de PA: 1913

A GR AMIN SIMPLE Y Ancho de banda de PA: 66
GR AMIN MULTIPLE* Nimero de ceros antes de factorizar: 654
Nimero de ceros después de factorizar: 1218

~ * Reduccién del tiempo de ejecucién. Fill-in: 564
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EJEMPLO NUMERO 3

FILL-IN

N.C.DF |
0G. M.
n.c.AF I NG.S.
: BICM

APA]

T.EPA |

Ll LS 1) |/ l/ 1
1000 1200 1400 1600 1800 2000

T ¥ ¥ T
0 200 400 600 800

En el eje de abscisa estd el nimero de elementos no nulos.

FILLIN: ELEMENTOS DE RELLENO DESPUES DE FACTORIZAR.
N.C.AF: NUMEROS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
N.C.DF: NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
A.PA: ANCHO DE BANDA DEP.A.

TE.PA: TAMANO DE LA ENVOLTURA DEP.A.
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Nimero de ecuaciones:

* Reduccién del tiempo de ejecucién.

Nimero de entradas de A: 6400
Nimero de no-ceros de A: 1960
Dispersidad de A: 70%
Tamado de la envoltura de A: 2564
Ancho de banda de A: 76
Dimensién del vector de adyacencia: 1880
Tamano de la envoltura de PA: 2337

Ancho de banda de PA: . 68

ICM Numero de ceros antes de factorizar: 940

Niimero de ceros después de factorizar: 2314

Fill-in: 1374

Tamaiio de la envoltura de PA: 2623

GR AMIN SIMPLE Y Ancho de banda de PA: 76
GR AMIN MULTIPLE* Niimero de ceros antes de factorizar: 940
Nimero de ceros después de factorizar: 1863

Fill-in: 923
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4
"EJEMPLO NUMERO 4
FILL-IN !
N.C.DF
L Som
N.C.AF BG. Ss.
EICM
arh B
T.E.PA |
] ) 1) 1 l/ 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

En el eje de abscisa est4 el numero de elementos no nulos.

FILL-IN:

N.C.AFE:
N.C.DF:
A.PA:
TE.PA:

ELEMENTOS DE RELLENO DESPUES DE FACTORIZAR.
NUMERQS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
ANCHO DE BANDA DEP.A.

TAMANO DE LA ENVOLTURA DE P.A.
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Nimero de ecuaciones: 90
Numero de entradas de A: 8100
Niimero de no-ceros de A: 2630
Dispersidad de A: 68%
Tamaiio de la envoltura de A: 3220
Ancho de banda de A: 87
Dimensién del vector de adyacencia: 2540
Tamaro de la envoltura de PA: 3069

Ancho de banda de PA: 73

ICM Numero de ceros antes de factorizar: 1270

Niimero de ceros después de factorizar: 2670

Fill-in: 1400

Tamano de la envoltura de PA: 3352

GRAMIN SIMPLE Y | Ancho de banda de PA: 87
GR AMIN MULTIPLE* Niimero de ceros antes de factorizar: 1270
| Nimero de ceros después de factorizar: 2193

* Reduccion del tiempo de ejecucién. Fill-in: 923
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EJEMPLO NUMERO 5

FILL-IN

N.C.DF
oG. M.
N.C.AF HG. S.
ICM

APA

T.E.PA

-

Ll 1 ¥ T 1 1
0 500 1000 - 1500 2000 2500 3000 3500

En el eje de abscisa esta el nimero de elementos no nulos.

FILLIN: ELEMENTOS DE RELLENO DESPUES DE FACTORIZAR.
N.C.AF: NUMERQOS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
N.C.DF: NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
A.PA: ANCHO DE BANDA DEP.A.

TE.PA: TAMANO DE LA ENVOLTURADEP.A"
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Niimero de ecuaciones: 95
Nimero de entradas de A: 9025
Nimero de no-ceros de A: 2715
Dispersidad de A: 70%
Tamario de la envoltura de A: 3524
Ancho ae banda de A: 89
Dimensién del vector de adyacencia: 2620
Tamaiio de la envoltura de PA: 3193

Ancho de banda de PA: 80

ICM Numero de ceros antes de factorizar: 1310

Numero de ceros después de factorizar: 3015

Fill-in: 1705

Tamaiio de la envoltura de PA: 3592

GR AMIN SIMPLE Y Ancho de banda de PA: 93
GR AMIN MULTIPLE* Nimero de ceros antes de factorizar: 1310
‘Nimero de ceros después de factorizar: 2197

* Reduccién del tiempo ae ejecucion. | 887

Fill-in:
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EJEMPLO NUMERO 6

A.PA

0OG. M.
HG.S.
EICM

1
0 500

J 1) T ¥ ] ) 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

En el eje de abscisa esta el niimero de elementos no nulos.

N.C.AF:
N.C.DF:
A.PA:
TE.PA:

FILL-IN:

ELEMENTOS DE RELLENO DESPUES DE FACTORIZAR.
NUMEROS DE CEROS ANTES DE FACTORIZAR .
NUMEROS DE CEROS DESPUES DE FACTORIZAR.
ANCHO DE BANDA DE P.A.

TAMANO DE LA ENVOLTURA DEP.A.
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En todos ellos, v en muchos otros que hemos ejecutado, se ha observado la
bondad del método del grado minimo en la reduccién del efecto fill-in, que redunda
en disminuciones de almacenamiento y tiempo de ejecucién.

Ademas en el grado minimo muiltiple se obtiene una reduccién del tiempo de
ejecucion .Por otra parte, en todos los casos hemos aplicado refinamiento iterativo, el
cual no ha sido necesario en algunos ejemplos a los que se les ha renumerado pre-

vismente por grado minimo.

En el caso del problema de deformaciodn de una barra eldstica delgada €,
que estd sometida a una carga constante en I: (L: =-1kgs/m )y por otra que
varia linealmente en [3,( Ls =- x /25 kgs/m). Imponemos la condicién de inmovili-

dad en I'i yen el punto (1, 1). Las fuerzas de volumen se consideran nulas.

El sistema que queda después de discretizar por elementos finitos es un siste-

ma de 8.434 ecuaciones cuyo mallado viene dado por la figura siguiente:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



Aplicaciones.

149

La figura siguiente es la de la matriz A del sistema sin reordenar:
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La figura qué sigue es la de la matriz después de pasar el algoritmo de ICM:
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Por ultimo tenemos la figura de la

de grado minimo.

matriz reordenada mediante el algoritmo
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Se observa que la figura correspondiente al algoritmo de grado minimo pre-
senta un ancho de banda mayor que la del algorimto de ICM, pero se ha reducido

considerablemente el efecto fill-in y el tiempo de ejecucion del sistema.
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CONCLUSIONES

A las concluiones que hemos llegado en el estudio realizado en sistemas linea-
les sparse con matrices siméstricas y definidas positivas ayudandonos de la teoria de

grafos son las siguientes:

© La mejora, en cuanto a almacenamiento y tiempo de cdculo, de los métodos direc-

tos tras aplicar técnicas de renumeracién.
® Aungque el algoritmo inverso de C.M. controla de alguna manera el aumento del
efecto fill-in, éste es dptimamente reducido por aplicacién del algoritmo del grado

minimo.

© El algoritmo de grado minimo con eliminacién multiple, controla y reduce de

manera similar el efecto fill-in, con la ventaja de reducir el tiempo de ejecucién.

O Asi mismo, el refinamiento iterativo tras la resolucién del sistema es prescindible

en muchos casos que se reordenan por grado minimo.

© En la aplicacién del algoritno del grado minimo, hay una ganancia muy significa-

tiva en almacenamiento y tienpo de ejecucién, si antes de pasar el algoritmo de grado |

minimo hacemos un preordenamiento de la matriz aplicando el algoritmo inverso de

CM.

@® Estas técnicas son tambien validas para métodos iterativos, previa ordenacién por

grado minimo simple y multiple y posterior resolucién iterativa.

® Asimismo, también son validas para utilizacién de precondicionadores después de

la reordenacién.
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PERSPECTIVAS FUTURAS

A continuacién exponemos varias cuestiones que constituyen vias futuras de
investigaciéon y que estan relacionadas con los tépicos que se han tratado en esta

Tesis:

© Desarrollar todas estas técnicas de forma amplia y completas para matrices

no definidas positivas, no simétricas, ni aun de perfil simétrico.

® Asimismo, desarrollar algoritmos combinados en los métodos One-way,
Nested Dissection yel Go-Away, recientemente disefiado por profesores del Depar-

tamento de Matemaiticas.

© En general, aplicar todas estas técnicas de renumeracién a los sistemas que

surgan como consecuencia de discretizacién de ecuaciones diferenciales.

O También tenemos previsto aplicar estas técnicas a problemas no lineales y

evolutivos.

@ Ademds las distintas técnicas de ordenamiento que hemos desarrollado en
este trabajo las podemos aplicar en otros campos distintos a las matematicas como
pueden ser, en la psicometria, en el escalamiento de sujetos y estimulos respecto a una
dimensién determinada en el continuo escalar. También las técnicas de reordena-
miento las podriamos aplicar en los modelos de ecuaciones simultanieas de econome-

tria. °
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RELACION DE CONTROL ENTRE LOS PROGRAMAS Y
SUBRUTINAS DEL ALGORITMO ICM

¢—P| ESNEM

ICMGEN

ICM ¢—P{ GRADO

BUSEN

XENVOLT

ENVOLT

FAENSI j@————| REENIN

REENIN

REENSU
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Descripcién de las principales subrutinas

O Subrutina INTDAT.

La subrutina intdat guarda en archivos, los valores de las entradas de la dia-
gonal principal de la matriz del sistema A, las entradas de las matrices L y u. -
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O Subrutina ESTADY.

Esta subrutina determina la estructura de adyacencia del grafo asociado a la
matriz A del sistema a resolver.

O Subrutina ORDENA.

Esta subrutina proviene del acoplamiento de las subrutinas ICMGEN, BUS-
RAIL ESNIEN, ICM y GRADO. Su misién es obtener el nuevo ordenamiento del

grafo inicial asociado a A, o sea el del grafo asociado a la matriz PAP' .

Q Subrutina ESNIEN.

Genera un nivel de estructura de la componente conexa determinada por los

parametros de entrada RAIZ, MASC, XADJ y ADYACL

O Subrutina BUSRAIL

Su misién es hallar un nodo pseudo-periférico de una componente conexa de
un grafo teniendo como pardmetros de entrada en la componente conexa RAIZ,

MASC, XAD] y ADYACL

Q Subrutina GRADO.

Esta subrutina calcula los grados de los nodos en una componente conexa de
un grafo ,teniendo como pardmetros de entrada en la componente conexa RAIZ,

MASC, XAD] y ADYACL

QO Subrutina ICM.

Su misién es aplicar el algoritmo ICM para una componente conexa de un
subgrafo.

O Subrutina ICMGEN.

Esta subrutina halla el ordenamiento ICM de un grafo general inconexo, ha-
ciendo una llamada a la subrutina ICM para enumerar cada componente conexa.
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RELACION DE CONTROL ENTRE LOS PROGRAMAS Y
SUBRUTINAS DEL ALGORITMO DEL GRADO MINIMO
SIMPLE

MGCOCACC

MGCQCSUP

MGCOCGRA

MGCOCGEN

MGCOCACC

XENVOLT

ENVOLT

FAENSI |@———| REENIN

REENIN

REENSU

Descripcién de las principales subrutinas del algoritmo del
grado minimo simple.

O Subrutina MGCOCGEN.

Su propésito es determinar el ordenamiento del grafo general inconexo. Los
parametros de entrada han de ser el nimero de ecuaciones (NUMECU) vy la estruc-
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tura de adyacencia (ADYACI, XADJ). Los parametros de salida serdn los vectores
PERM e INVP, que determinan el ordenamiento de grado minimo y su inverso res-
pectivamente.

La estructura de adyacencia serd empleada por la subrutina que almacena la
secuencia de las estructuras del grafo cociente. Cuando MGCOCGEN haya halla-
do un nodo de grado minimo entonces el conjunto accesible de este nodo a través
de los supernodos eliminados mediante llamada a la subrutina MGCOCACC.

Posteriormente, mediante llamada a la subrutina MGCOCGRA, los nodos
del conjunto accesible actualizan su grado.

Antes que el programa proceda a hallar el siguiente nodo de grado minimo, se

llamara a la subrutina MGCOC para que se ejecute la transformacion del grafo co-
ciente.

QSubrutina MGCOCACC.

Esta subrutina determinari el conjunto accesible de un nodo RAIZ dado a
través del conjunto de nodos eliminados. Supondremos que la estructura de adya-
cencia se almacena en el formato del grafo cociente.

Q Subrutina MGCOC.

Esta subrutina ha de ejecutar la transformacién del grafo cociente sobre la es-
tructura de adyacencia.

Q Subrutina MGCOCGRA. ‘

Esta subrutina ejecuta el paso de la actualizacién de grado en el algoritmo de
grado minimo.

O Subrutina MGCOCSUP.

~ Esta subrutina fusiona nodos indistinguibles en el algoritmo de ordenamiento
de grado minimo. '
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RELACION DE CONTROL ENTRE LOS PROGRAMAS Y
SUBRUTINAS DEL ALGORITMO DE GRADO MINIMO

MULTIPLE
INTDAT
ESTADY
GRAMUL
XENVOLT BUSEN |
ENVOLT
FACTORIZ FAENSI —P | REENIN
RESSUB REENIN
RESSUP REENSU
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REENIN

o
=2
a
]
o

REENSU
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GENMMD

MMDELM MMDINT MMDNUM MMDUPP
ORDRB5
COPYSI DTIME EMSGA GENMMD PRTIVL PRTIVS PRTPIC REORGA SMBFCT
PRTIVS PICTUR
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EMSGA

v

EMSGAO EMSGALI EMSGAZ EMSGA3 EMSGA4 EMSGAD5 EMSGA®6
EREST5S
\ 4
COND52 CONDS53 COND54 FCTERS5 LNORMS5 EMSGA

COND:51
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ADDBI

EMSGA

ZERORV

INBIBI

ADBIBI

EMSGA

7ZERORV

INATJ5

ADAIJ5

EMSGA

ZEROLS

ZERORV

INCLQ

EMSGA.

SORTLI
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INJJ

EMSGA

INMAT5

v

INAIJS

ADRHS

EMSGA

ZERORV

INROW

A 4
EMSGA EMSGA
REORGA
COPYLI ECOPYL
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Descripcién de las principales subrutinas del algoritmo del
grado minimo miltiple.

0 GENMMD. Esta subroutina implementa el algoritmo del grado minimo. Utiliza
la representacién implicita de los grafos de eliminacién por grafos cocientes y la no-
cién de nodos indistinguibles. También implementa las modificaciones por elimina-
cién multiple y grado minimo externo.

0 MMDELM. Esta subroutina elimina el nodo de grado minimo de la estructura de
adyacencia la cual se almacena en el formato de grafo cociente. También transforma
la representacion de grafo cociente del grafo de eliminacion.

0 MMDINT. Esta subroutina ejecuta la inicializacién para la versién de eliminacién
multiple del algoritmo de grado minimo.

- MMDNUM. Esta subroutina ejecuta el paso final que se produce en el vector de
permutacién y de permutacién inversa, en la versién de eliminacién multipe del al-
goritmo de ordenamiento del grado minimo.

0 MMDUPD. Esta subroutina actualiza los grados de los nodos después de un paso
de eliminacién muiltiple.

0 ORDRBS. Esta es la subroutina maestra para encontrar el ordenamiento de grado
minimo ,el cual se designé para reducir el relleno de una matriz simétrica. El algorit-
mo utiliza la idea de la eliminacién muiiltiple y emplea el grado minimo externo. El
algoritmo se implementa usando el modelo del grafo cociente. :

O EMSGA. Esta subroutina se usa para manipular los errores en el sistema.

0O PRTIVL. Esta subroutina se usa para imprimir un arreglo de enteros en formato
longint.

0O PRTPIC. La subrutina PRTPIC llama a la subrutina PICTUR para imprimir la

matriz de adyacencia de un grafo reordenado dado.

0 ANORMS. Esta subrutina calcula la norma uno de una matriz almacenada usan-
do la estrucutra de datos comprimidos.

QO COPYLL Esta subroutina copia los n elementos enteros del vector A al B. (ambos
A y B son arreglos de enteros en formato longint)
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O EMSGA 1. Esta subroutina esté diseiada para imprimir un mensaje de error para
los médulos de entrada de la matriz estructural.

0 ERESTS. Esta es la sobroutina que dirige la estimacion del error relativo en la
solucién calculada x para el sistema Ax=b ,donde A es una matriz simétrica que se
almacena usando la estructura de datos comprimidos.

O GSFCT. Esta subroutina ejecuta la factorizacién simétrica para un sistema general
sparse almacenado en formato de datos comprimidos.

0 GSSLV. Esta subroutina ejecuta la solucién de un sistema factorizado,donde la
matriz se almacena en el formato sparse comprimido.

0O UJBEGN. Esta sobrutina prefija los valores defectuosos de algunos de los pardame-
tros del usuario e inicializa los bloques comunes en el paquete. Debe llamarse antes de
cualquier subroutina de adyacencia de entrada.

O INAIJ5. Esta subroutina da entrada a un nimero dentro de la (I, ]) ésima posi-
cién de la matriz almacenada usando la estructura de datos comprimidos. Asume que

I es mayor o igual a J.

0 INCLQ. Esta subroutina se usa para entrar una estructura de submatriz llena en el
paquete. La menor estructura de adyacencia se fija en la forma de listas enlazadas, de
forma tal que pueda construirse eventualmente una estructura de adyacencia.

O INIJ. Esta subroutina se usa para entrar un par de adyacencia en el paquete. Lla-
mando repetidamente a INIJ,la menor estructura de adyacencia puede fijarse en la
forma de listas enlazadas de forma tal que puede construirse eventualmente una es-
tructura de adyacencia. Los pares pueden aparecer en cualquier orden e INI] ignora

los pares duplicados.

O INIJIJ. Esta subroutina se usa para entrar un par de una lista de adyacencia en el
paquete. La menor estructura de adyacencia se fija en la forma de listas enlazadas de
forma tal que pueda construirse eventualmente una estructura de adyacencia.

01 INMATS. Esta subroutina da entrada a un conjunto de nimeros en la matriz
almacenada usando la estructura de datos comprimidos.
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O INROW. Esta subroutina se usa para entrar en la lista de adyacencia del paquete.
Por llamadas repetidas de INROW la estructura de menor adyacencia puede fijarse en
forma de listas enlazadas de forma tal que la estructura de adyacencia puede cons-
truirse eventualmente.

O PICTUR. La subroutina PICTUR imprime la matriz de adyacencia de un grafo

reordenado dado. Los valores nulos se representan por asterisco *.

Q PRNTRUV. Esta subroutina se usa para imprimir un vector en punto flotante.

0O RCOPYL. La subroutina RCOPYL copia los n elementos del vector A al vector B
desde n hasta 1. Esto algunas veces es util cuando A y B son el mismo vector. (A vy B
son arreglos de enteros longint)

O REORGA. Después de obtener un buen ordenamiento y la localizacion de la es-
tructura de los datos, no es necesario mantener la estructura de adyacencia. REOR-
GA se llama para reorganizar el vector de almacenamiento y ajustar los punteros en
el mapa del bloque comun de almacenaje.

& SMBFCT. Esta subroutina ejecuta la factorizacién simbdlica de un sistema lineal
permutado y también fija la estrucutra de datos comprimidos para el sistema.

O SOLVES. Esta es la subroutina que dirige la ejecucién de la factorizacién y la so-
lucién por remonte o por descenso de un sistema almacenado ,usando la estructura

de datos comprimidos. La solucién puede encontrarse en la primera localizacién:

NEQNS del vector de almacenamiento.
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