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Capitulo 1

Introduccion.

1.1 Descripcién General. Estado del Arte.

De todos es sabida la Importancia que tiene el anilisis de imédgenes dentro del
mundo de la visién por computador. No sélo en lo que se refiere a la visual-
izacién de las mismas con calidad, sino a nivel de clasificacién de elementos que
representan una imagen dentro de la escena .

En el campo de la Visién por Computador resulta a veces muy 1til el poder
extraer elementos que dentro de una escena son importantes {(objetos, fondos,

.} y no sélo a nivel de elementos de la imagen, sino a nivel de cada objeto:
descubrir contornos, delimitar objetos, detectar esquinas, etc...

Una de las formas en las que las Matematicas han contribuido a la mejora
o a la descripcién de escenas o formas (imdgenes en general) es a través de
la aplicacién de operadores diferenciales a las imdgenes, persiguiendo siempre
el propédsito que manteniamos como objetivo, en nuestro caso, el andlisis o re-
conocimiento de algunas formas.

No es algo nuevo estudiar trabajos que involucran el uso de operadores difer-
enciales aplicados a imdgenes. Muchos de ellos trabajan con el Andlisis Multi-
escala que como se verd un poco mas adelante no es més que el anslisis de una
imagen a diferentes escalas en las que, en cada una de ellas, vamos eliminando
elementos que la componen que sean mas irrelevantes o menos importantes, de
forma que en distintas escalas tengamos informacién sobre la escena que nos
permitan o ayuden posteriormente a su descripcién.

1
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1. Introduccién.

En los dltimos anos, el analisis multiescala se ha convertido en una her-
ramienta bastante comin para muchas tareas relacionadas con la visién por
ordenador. Un andlisis multiescala puede definirse como un operador T3(f) que
proporciona, para una imagen original f, una secuencia de imdgenes T;{ f) que
representan la imagen en una escala mas grosera t.

En nuestro trabajo, trataremos con analisis multiescala morfolégicos, que
satisfacen la invarianza morfolégica, es decir, que ¢l andlisis multiescala T;(f)
conmuta con cualquier modificacién creciente del histograma de la imagen. Esto
significa que para cualquier funcién creciente g(.)

Ti(f)og=Ti(fog)

La hipétesis subyacente asociada a esta invarianza morfolégica es que el con-
traste entre diferentes objetos presentes en la imagen no es importante, y que
toda la informacién presente en la imagen se describe mediante la geometria de
los conjuntos de nivel de gris la misma. En particular, el modo en que la forma
cambia bajo la accién de un andlisis multiescala morfoldgico depende vinicamente
de la geometria de su borde.

Una de nuestras inquietudes al comienzo de la realizacién de este trabajo
era analizar detalladamente cémo se discretizaban los operadores diferenciales
que aparecian en algunos de dichos andlisis, algo muy importante para obtener
los resultados que perseguimos, que no son otros que los més cercanos a los
resultados tedricos; es decir, en ciertos casos sabemos lo que teéricamente debe
resultar al aplicar los operadores a las imdgenes y perseguimos un resuttado lo
mdés cercano a lo que tedricamente hemos obtenido.

Pues bien, este problema de discretizacién, cuando se utilizan operadores
no lineales, resulta una tarea que no es facil de realizar, vy existe el riesgo de
propagacién de errores inherentes a dicha discretizacién.

El caso mas facil, y no por ello el més éptimo (como demostraremos en nues-
tras investigaciones) es el discretizar cada operador no lineal como operadores
lineales por separado y sustituir dicha discretizacién dentro de la ecuacién no
lineal original. Este camino, el que supuestamente parece el mds sencillo, no es
el mejor por lo que desde hace tiempo se ha tendido a buscar otras opciones.

Por supuesto, existen trabajos (a los que nos referiremos mas adelante) en los
que ya no se utiliza la aproximacién anterior debido a los errores que aparecen
"heredados" de la técnica utilizada y que hacen que los resultados no se acerquen
a los que tedricamente debieran ser.
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1. Introduccion.
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Uno de los objetivos que persegufamos era el descubrir alguna otra técnica
alternativa {a la anteriormente descrita y a la que otros autores han realizado
hasta el momento de la realizacién de este trabajo) que permitiera utilizar un
tipo de discretizacién de algunos operadores que aparecen en ciertas ecuaciones
diferenciales, que al ser aplicados como filtros, resultan importantes.

Por otro lado, uno de los objetivos de 1a visién por computador se basa en,
dada una escena, intentar identificar objetos que forman parte de la misma.
El principal problema de ello es que los objetos no tienen siempre las mismas
proporciones en una escena o en otra, sino que pueden estar rotados, desplazados,
deformados, o con otra transformacién. Es por ello que su identificacion resulta,
en muchos casos, muy dificil de realizar.

En este trabajo pretendiamos, como segundo objetivo de nuestras investiga-
ciones, establecer una representacién invariante de formas (figuras) geométricas
planas, utilizando el analisis morfoldgico multiescala y sus propiedades.

Para ello, en primer lugar se utilizan algunos resultados teéricos sobre la
evolucién del perfmetro y el drea de las formas. Esto nos permitird aprender
y averiguar algunos mecanismos que nos ayudardan posteriormente a encontrar
férmulas, basadas en los anélisis mutiescala, que nos ayuden a identificar deter-
minadas figuras planas, baséndonos en la evolucién su drea y de su perimetro en
las distintas escalas.

En caso de tener transformaciones de similitud, ¢l invariante geométrico prop-
uesto se basa en la evolucién normalizada en escala del cociente isoperimétrico de
la forma. En caso de transformaciones geométricas afines generales el invariante
geométrico se basa en la evolucién normalizada en escala del drea. Presentamos
ademds algunos resultados numeéricos para evaluar el rendimiento de los modelos
propuestos.

El método que nosotros proponemos en este trabajo consiste en utilizar la
evolucién del drea y/o perfmetro de la forma a través de las escalas utilizando
diferentes andlisis multiescala morfolégicos como herramientas bdsicas para ex-
traer una representacion global escala-espacial de la forma.

Los métodos de representacién de formas juegan un papel muy importante
en los sistemas de reconocimiento y andlisis de objetos. Segiin la clasificacién de
los métodos de andlisis de formas propuestos por Pavlidis [Pav78] y Loncaric
[Lon98|, por métodos de representacién de formas se entienden métodos gue nos
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1. Introduccién.
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proporcionan una representacién no numérica de la forma (por ejemplo un grafo).
La descripcion de la forma se refiere a los métodos que determinan descriptores
numeéricos de la forma y que podrian suponer el paso siguiente a la representacién
de formas. Dentro de los métodos de descripcién de formas, podemos distinguir
dos clases. Por un lado, los métodos basados en el contorno de la forma (también
llamados externos) y otro los métodos basados en caracteristicas globales de la
forma (también llamados internos).

El segundo objetivo principal de esta segunda parte de nuestro trabajo va
a bhasarse en la aportacién de las propiedades de invarianza morfolégica y ge-
ométrica de los analisis multiescala morfolégicos para determinar una repre-
sentacién de formas global fiable,

Las representaciones de formas en la escala espacial lineal han sido estudiadas
por diversos autores: Witkin [Wit84] propone una aproximacion de filtrado en
escala espacial mediante el seguimiento de los puntos de inflexién en las imggenes
filtradas por gausianas. Asada y Brady [AB86] propusieron una representacién
denominada the curvature primal sketch. Los contornos de la forma. son filtrados
con funciones gaussianas con ancho incremental para obtener una representacién
multiescala de la forma basada en la curvatura de los contornos. Mokhtarian
y Mackworth [MM92] proponen también una representacién de los contornos
de las formas en la escala espacial basada en la evolucién de las curvaturas
a través de las escalas. En el contexo de los espacios de escala morfolégicos,
Maragos [Mar89] propuso una representacion del espectro de patrones basada en
la evolucién del area de la forma obtenida mediante la apertura de la forma con
un disco de medida incremental. Cohignac et al., [CLM94] y [CM95], propusieron
un método de reconocimiento de formas invariantes afines basados en el andlisis
multiescala morfolégico invariante affn. Utilizaron el andlisis multiescala para
recuperar puntos caracterfsticos en la forma. Lisani et al. [LMMMO0}, utilizaron
el analisis multiescala invariante afin para suavizar las imdgenes antes de hacer
una codificacion local de los elementos de la forma.

El método que nosotros proponemos en esta memoria consiste en utilizar la
evolucién del drea y/o perfmetro de la forma a través de las escalas utilizando
diferentes analisis multiescala morfolégicos como herramientas bésicas para ex-
traer una representacion global escala-espacial de la forma.

Para ello en una primera parte de este segundo bloque de nuestro trabajo,
una vez introducidos algunos aspectos tedricos, veremos en detalle cémo hemos
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1. Introduccién.
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encontrado dos invariantes, para dos tipos de formas distintas, basados en la
evolucién del drea y del perimetro de las formas. En una segunda parte, veremos
cémo encontrar un criterio de similitud mediante una definicién de distancias que
nos permitirdn encontrar formas similares dentro de los dos conjuntos de formas
definidos.

1.2 Aportaciones originales de nuestro trabajo

Tal como se ha citado en el apartado anterior, hemos dividido nuestro trabajo
en dos objetivos principales. Es por ello que vamos a establecer brevemente
qué aportaciones originales propias hemos propuesto para cada uno de ellos. De
todos modos, todas las aportaciones de nuestro trabajo quedan detalladamente
establecidas en cada capitulo.

1.2.1 Sobre la discretizacién de operadores no lineales.

e Anilisis direccional del error de discretizacién. En este trabajo se
propone una nueva forma de analizar el error cometido al discretizar ciertos
operadores diferenciales no lineales. Hacemos un andlisis direccional del
término del error de dicretizacién, lo cual nos permite fijar los grados de
libertad inherentes al proceso de discretizacién. A partir de este analisis
proponemos un nuevo algoritmo de discretizacion éptimo en el sentido de
que el error de discretizacién es minimizado en la direccién del gradiente.

Hasta el momento de la realizacién de este trabajo, normalmente y por
simplicidad, la técnica utilizada para discretizar operadores no lineales in-
volucrados en ecuciones diferenciales era el discretizar cada uno de los
operadores por separado. Nosotros utilizamos un esquema distinto: dis-
cretizamos el operador no lineal como un 1inico operador diferencial inde-
pendiente. Esto nos permite aplicar ciertas propiedades de los operadores
que no se podrian aplicar discretizando los operadores lineales que lo com-
ponen de forma independiente. Este tipo de discretizacién la utilizaremos
para la aplicacién de filtros para imdgenes. A la hora de discretizar los
operadores no lineales, procedemos a una primera minimizacién del error
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1. Introduccién.

segun los estdndares convencionales (minimizando segun la aproximacién
polinémica que deseamos). Pero en nuestro estudio, también procedemos
a la minimizacién del error en una determinada direccién: gradiente y or-
togonal del gradiente. Esto se ha hecho debido a que la derivada de una
funcién toma su mayor valor (mayor error) en la direccién al gradiente, y
su menor valor (menor error) en la direccién ortogonal al mismo.

Estudio comparativo exhaustivo de diferentes técnicas de dis-
cretizacién. A partir del conocimiento teérico de la solucién de la
ecuacién diferencial subyacente para datos iniciales como funciones indi-
catrices de circulos, elipses, y esquinas, hacemos un estudio experimental
comparativo sobre diferentes técnicas de discretizacién para los operadores
diferenciales que nos ocupan.

Realizamos una triple comparativa en la que intervienen distintos valores
que podemos dar a un parametro, Ay, que aparece en nuestro esquema de
discretizacién de operadores diferenciales no lineales, en la que se reflejan
claramente en primer lugar nuestros resultados comparados con otros dos:
uno de "eleccién natural” de la que hablamos en el capitulo en cuestién y
otro resultado de un artfculo que aparece en el que se estiman los valores de
los pardmetros segiin las distintas regiones de la imagen [AM94c|. En esta
comparativa analizamos la variacién del radio de un circulo y de una elipse,
debido a que sabemos las evoluciones tedricas que las mismas han de seguir
segun el operador discretizado que aparezca en la ecuacién diferencial que
se est4 aplicando a cada imagen.

Aplicacién a la deteccién de esquinas y la calibracién de cdmaras.
La deteccién con alta precisién de puntos singulares en la imagen, como
pueden ser las esquinas, es un problema de gran importancia en visién
por ordenador. A partir de un estudio tedrico sobre la variacién de una
esquina utilizando el modelo de analisis multiescala, y de las técnicas de dis-
cretizacién propuestas aqui, hemos desarrollado en colaboracidon con Don
Carmelo Cuenca, miembro de nuestro grupo investigador, un nuevo al-
goritmo de deteccién de esquinas que permite localizar esquinas con una
precision subpixel (error medio inferior a 0.5 pixels). Este algoritmo ha
sido utilizado con éxito por el profesor Don Carmelo Cuenca en el ambito
de la calibracién de cdamaras.
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El algoritmo se basa en un estudio de cudl debe ser la variacién tedrica de
una esquina de 90°, utilizando distintos valores de los pardametros estudia-
dos y con distintos valores de pasos discretizacién. Como anexo a nuestro
trabajo incluimos un detector de esquinas basado en nuestros resultados
realizado por un compaiiero de nuestro Departamento y colega de nuestro
Grupo de Investigacion.

1.2.2 Sobre la Representacién de Formas Planas.

e Caracterizacién de los andlisis multiescala morfolégicos. Habit-
ualmente, en la literatura sobre el tema, no se explotan todos los grados
de libertad que podemos tener al trabajar con andlisis multiescala mor-
fologicos; es decir, se utilizan casi exclusivamente los generados por la
curvatura media v el modelo invariante afn. En este trabajo mostramos
que si relajamos la hip6tesis de que el analisis multiescala sea invariante
al cambiar de signo el dato inicial, entonces aparecen nuevos grados de
libertad que serdn de gran interés para facilitar la caracterizacién de una
forma. Concretamente, mostramos que un andlisis morfolégico invariante
por similitudes depende exclusivamente de tres parametros que determi-
nan completamente el operador diferencial. Por otro lado, mostramos tam-
bién que el andlisis multiescala morfolégico invariante afin depende de dos
pardmetros. Aunque esta caracterizacién se deduce facilmente de resul-
tados precedentes en la literatura, lo que es realmente novedoso es, que
aparenterente, hasta ahora nadie haya utilizado el potencial que ofrecen
estos grados de libertad que aparecen en el operador diferencial.

¢ Representacién de formas invariante por similitudes. Proponemos
una nueva manera de representar formas planas, invariante por similitudes,
basada en el seguimiento a través de las escalas del cociente isoperimétrico
de una forma a partir de un anélisis multiescala morfolégico. Utilizando
el esquema de discretizaciéon numérica de operadores diferenciales prop-
uesto también en esta tesis, proponemos un nuevo algoritmo para hacer
el seguimiento de una forma a través de las escalas y extraer en cada es-
cala la informacidn de drea y perfmetro necesarios para evaluar el cociente
isoperimétrico.

e Representacién de formas invariante por transformaciones afines.
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1. Introduccién.

Proponemos una nueva manera de representar formas planas, invariante
por transformaciones afines, basada en el seguimiento a través de las es-
calas del drea de una forma a partir de un anélisis multiescala morfolégico
invariante afin.

Comparacién de formas. Definicién de nuevas distancias. Pro-
ponemos una nueva manera de evaluar la distancia entre formas tanto
desde el punto de vista de invarianza por similitudes, como del punto de
vista de invarianza por transformaciones afines. En el caso de la invarianza
por similitudes, proponemos una distancia basada en la. combinacion de la
evolucién del cociente isoperimétrico utilizando tres analisis multiescala in-
variantes por similitudes. En el caso de la invarianza por transformaciones
afines, también proponemos una distancia basada en la combinacién de
la evolucién del drea utilizando tres analisis multiescala invariantes por

transformaciones afines.

Se han establecido dos conjuntos de imagenes disefiados exclusivamente
para estudiar la evolucién de los dos invariantes geométricos propuestos
(uno para evaluar la evolucién del cociente de drea invariante afin nor-
malizado en escala y otro para evaluar el cociente isoperimétrico normal-
izado en escala), de forma que sean significativos los resultados numeéricos
obtenidos.

Utilizamos una base de datos con imégenes planas representando distintas
formas de peces que se ha desarrollado en la Universidad de Surrey (ver
[MAK96] para mas detalles) en la que aparecen 200 formas distintas. Se
han rotado, impreso, escaneado (con la consiguiente introduccién de ruido
inherente a los métodos utilizados) algunas de ellas y se han anadido a la
base de datos. A partir de ella, intentamos encontrar las formas més pare-
cidas a una forma dada. Tanto para el caso de las formas euclideas como
para el de las formas inviariantes afines se han definido unos criterios de
distancia que permitan discriminar las formas y presentar numéricamente
las mas "similares” segin las férmulas definidas. Incluso, para obtener un
comportamiento discriminatorio mas fuerte, se ha combinado la informa-

cién de diversos analisis multiescala.

——— e PR LR
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1. Introduccion.

1.3 Estructura de nuestro trabajo

El trabajo que presentamos estd estructurado de la siguiente forma:
En primer lugar introducimos el problema objeto del andlisis y desarrollo de
nuestro trabajo [Capitulo 1].

A continuacién explicamos los principios del anélisis multiescala para dar
una breve descripcién de por qué querfamos desarrollar este trabajo y en dénde
empez6 nuestro interés por el mismo. Asimismo, explicamos cémo estaba el
campo de los Analisis Multiescala Morfoldgicos en el momento de desarrollar
nuestro trabajo. [Capitulo 2]

Una vez presentado el problema, nos dispusimos a estudiar cémo discretizar
algunos operadores no lineales [Capitulo 3], pero no como convencionalmente se
hacia hasta ahora, es decir, discretizando los operadores lineales que intervenfan
en la ecuacién por separado para posteriormente sustituirlos en la ecuacién orig-
mnal, sino estudiando la discretizacion del operador no lineal como tnico oper-
ador diferencial independiente. Esto nos permite aplicar ciertas propiedades de
los operadores que no se podrfan aplicar discretizando los operadores lineales
que lo componen de forma independiente. Ademds, como aplicacién de nuestro
esquema de discretiazacion, utilizaremos dicha discretizacién sobre operadores
no lineales para la aplicacién de filtros a imagenes.

Como complemento adicional, mostramos ,en el 1ltimo capftulo, una apli-
cacién de la utilizacién de esta discretizacién de operadores no lineales en un
"detector de esquinas" [Capiftulo 5] segiin el trabajo del colega D. Carmelo
Cuenca Herndndez en su Tesis Doctoral presentada en la Universidad de Las
Palmas de Gran Canaria (ver [Cue03]). Debido a que es un extracto de otro
trabajo, adjuntamos la bibliografia a la que hace referencia el mismo.

Como segunda parte de nuestro trabajo presentamos un enfoque que per-
mite detectar algunas formas especificas. Nos interesaba la forma en que po-
drian utilizar los analisis multiescala morfolégicos para discriminar clertas formas
[Capitulo 4]. Para ello, proponemos una representacién invariante de formas
geométricas utilizando el andlisis morfolégico multiescala.

B Dl detumenln, Ios aubaren Digitalization realizada por ULPEC. Bibicteca Linveraitaria, 2006
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En un primer lugar, veremos como algunas formas evolucionan segiin un
invariante morfolégico basado en el cociente isoperimétrico normalizado en escala
de las formas y otras lo hacen segiin un invariante morfolégico basado en el
coctente de superficie invariante affn normalizado en escala. Veremos algunos
experimentos de nuestras propuestas sobre una base de datos real desarrollada
en la Universidad de Swrrey en la que aparecen multitud de peces de distinta
forma y tamano y en la que pudimos probar nuestras funciones de similitud que
se basan en la invarianza del perfmetro y del 4drea de las formas en diferentes
Casos.

En segundo lugar, y dentro de este segundo bloque, estudiamos un criterio
de distancia que para cada uno de los dos casos definidos anteriormente, que nos
permitirg determinar qué formas son més parecidas agrupdndolas y ordendndolas
segiin esos criterios que no son mas que criterios de similitud basados en los
andlisis multiescalas.

Para finalizar, analizamos las conclusiones de nuestro trabajo. Hemos in-
tentado reflejar nuestras reflexiones acerca de los resultados obtenidos y de las
pruebas y re-organizaciones que estos resultados han supuesto para nuestro tra-

bajo original. {Conclusiones].

También reflejamos, en un dltimo capitulo, las tareas en las que proponemos
seguir trabajando en el futuro por su interés (segin nuestra opinién) y su posible
utilidad en la investigacién de este campo. [Trabajos Futuros).

Por 1ltimo, damos paso a la Bibliografia utilizada y recomendada para en-
tender este trabajo. [Bibliografia)

£ Del document, ks sulores. Digitalzacdin reglizada por ULPSC, Bibliotecs Unive silaria, 2006



Capitulo 2

Principios del Analisis
Multiescala Morfolégico

En este capitulo, vamos presentar una visién global de los andlisis multiescala
morfolégicos en el contexto de la visién por ordenador, asi como una breve
descripcion de los esquemas numéricos que habitualmente se utilizan para su
implementacion. Los resultados presentes en este capitulo pueden encontrarse
de forma mas exténdida en las siguientes referencias: [ALM92], [AGLM92c],
[AGLM92Dh|, [AGLM92a], [AGLM93a], [AM%4a], [AM94c|, [AM94d], [AM94b],
[AE97).

En lo que sigue, consideraremos que una imagen es una funcién f : R* — R
donde en general n = 2, aunque en algunos casos estudiaremos también n =1 6
n = 3, hoy en dia, los ordenadores son capaces de trabajar con imédgenes de una
gran definicién (tamaifio) y calidad, por ello, en general las imdgenes con las que
trabajamos son de una gran complejidad, y para poder extraer de ellas algin
tipo de informacién, (objetos presentes en la imagen, etc..}, dichas imdgenes
deben ser simplificadas. La simplificacion consiste en general en intentar eliminar
elementos de menor importancia para poder discriminar mejor las propiedades
importantes de la imagen. Dicho coloquialmente: ” queremos eliminar los drboles
para poder observar el bosque”. Por supuesto, la primera cuestién que aparece
es que en ocasiones "los arboles” pueden ser mas importante que el ”bosque”.
Ello introduce de forma natural una nocién de escala. Nosotros podemos mirar
la imagen a diferentes escalas. En una escala fina los detalles que aparecen como
importantes son los drboles, y a una escala més grosera, los detalles que resaltan
estdn referidos a la configuracién total del bosque. Esta reflexién nos plantea

11
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12 2. Principios del Anailisis Multiescala Morfolégico

un problema importante y en general irresoluble: ;Cual es la mejor escala para
mirar una imagen?, obviamente no existe en general una escala mejor que otra,
todo depende del tipo de detalle que queramos observar.

El tema central de estudio de un anélisis multiescala es el siguiente: partimos
de una imagen inicial que estd a una determinada escala de resolucién y nos
planteamos estudiar métodos que nos permitan pasar de esta imagen a otra que
esté a una resolucidén mds grosera. La teoria que desarrolla estos métodos se
denomina, " Andlisis Multiescala de Imdgenes ¢ Scale-Space” y ha recibido una
gran atencion en los tltimos afios tanto por matematicos, como por ingenieros
dedicados al tratamiento de Imégenes.

Matemsticamente, el Anilisis Multiescala se puede formalizar de la siguiente
forma: Dada una imagen f : R" — R, un andlisis multiescala viene determinado
por una familia de transformaciones {T} }+>0 donde el pardmetro ¢ representa la
escala, de tal forma que para cada imagen f , Ti(f) es una nueva imagen que
representa la imagen f a una escala mds grosera dada por ¢ .

Histdricamente, los primeros ejemplos de Andlisis Multiescala han sido dis-
enados a partir de convoluciones. es decir:

Ti{f)(z) = A K(t,y — z)f(y)dy (2.1)
donde K (¢, 2} representa un nicleo de convolucion. A continuacién, a titulo ilus-

trativo, pondré 3 ejemplos de Andlisis Multiescala que han sido frecuentemente
empleados. Por simplicidad los escribiré en dimensién 1,

L odif |zi<t
Kp(t,g)=4 #
n(h:2) {0 if |z|2t
1
Klbo)= 2
1 22
K (t,z) = e w

vant

El primer niicleo K,,(¢,x) determina como Andlisis Multiescala una media del
valor de la imagen en un entorno de radio ¢ , el segundo micleo K, (¢, z) es cono-
cido como densidad de Cauchy, y el tercer nicleo K (¢, z) determina una funcién
gaussiana. Los tres, corresponden a distintos modelos de Andlisis Multiescala.
Como veremos, existen muchas otras formas de definir Andlisis Multiescala, in-
cluyendo por supuesto modelos no-lineales. La principal pregunta que vamos

& Del desumenin. Ios auterea Digitalizacion realizada por ULPEC. Biblioteca Linivaraitaria, 2006



2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 13

intentar responder en este capitulo es: ;Cual es el mejor Andlisis Multiescala?.
Por supuesto, esta pregunta puede tener miiltiples respuestas en funcién de lo
que uno necesite para cada problema concreto. Sin embargo, nosotros aqui, in-
tentaremos dar una respuesta a la pregunta a través de una formalizacién del
problema. En primer lugar estableceremos un conjunto de axiomas o principios
que los Anslisis Multiescala deben verificar, dichos principios. Como veremos,
son "naturales” y sencillos; ademés han sido utilizados por diferentes autores
en diversos contextos y teorfas. En segundo lugar intentaremos deducir par-
tiendo de estos principios, cual es la forma que tienen los Andlisis Multiescala
que verifican estos principios. Ademds, como veremos a lo largo de este capitulo,
podemos llegar, sorprendentemente, a un nuevo modelo de Anélisis Multiescala
que verifica todos los principios. Ello no quiere decir gue sea el mejor Andlisis
Multiescala posible. Simplemente indica que dentro del marco de estos principios
es el mejor posible.

La mayoria de los principios que presentaremos se formulan en términos de
invariantes de]l Anilisis Multiescala, por ejemplo la invarianza por traslaciones y
rotaciones, lo que nos indica que el andlisis es independiente de la localizacién de
los objetos en la imagen, como veremos en la segunda seccion, existe una fuerte
relacién entre invariantes y soluciones de ecuaciones diferenciales. En la tercera
seccién abordaremos el planteamiento de los principios que utilizaremos. En la
seccion 4 presentaremos los resultados en el caso general de Anélisis Multiescala
no-lineales. En la seccién 5, presentaremos algunos modelos utilizados en la liter-
atura para la restauracion de imdgenes. Por ultimo, en la seccién 6, abordaremos
con cierto detalle, los aspectos numéricos, relacionados con la implementacién
en ordenador de estos Analisis Multiescala.

2.1 Ecuaciones diferenciales e invariantes.

Como dice Peter Olver [O1v93], puede resultar sorprendente que la elegante teoria
de Grupos de Lie tenga como inspiracién la resolucién de ecuaciones diferenciales.
Efectivamente, a mitad del siglo XIX, Sophus Lie descubrié que algunos métodos
de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, correspondian a casos espe-
ciales de un método general basado en la invarianza de la ecuacién diferencial
bajo la accién de un grupo continuo de transformaciones. Las técnicas desarrol-
ladas en esta teorfa, permiten, para una amplia gama de ecuaciones diferenciales,
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14 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

determinar cual es el conjunto de invariantes que satisface dicha ecuacién difer-
encial. Por supuesto, no es propésito de este capitulo desarrollar la Teorfa de
Grupos de Lie; sin embargo, vamos a presentar en esta seccion los resultados
obtenidos al aplicar esta teoria a la conocida ecuacién del calor en dimensién 1 :

U = Ugy _ (2.2)

Aplicando las técnicas de la teoria de Grupos de Lie, véase [Olv93], Pg. 119,
se obtiene que la ecuacién diferencial es invariante por los siguientes grupos de
transformaciones:

o Git,z,u)=(t,z+ A u)

o Gi(t,x,u) = (t+ Az, u)

o Gi(t,z,u) = (t,, du)

o Gi(t,z,u) = (A%, Az, u)

o GMt,x,u) = (8,2 + 2xt, ue e~ N)

—A:l:2
e TH4AE )

e Gt z,u)

— ( t T u
— VTR T4 1raa

o Gi(t,x,u) = (t,z,u+ Iv) donde v representa cualquier solucidn de la

ecuacion.

Es un interesante ejercicio mental comprobar que efectivamente cualquiera de
estas transformaciones representa un grupo respecto a A, es decir, si A y -y son dos
nimeros reales, entonces la composicién de las dos transformaciones asociadas
a Ay v también es una transformacién del mismo tipo asociada a A + v 0 Ay
dependiendo de la transformacién. Por ejemplo es facil comprobar que G2oGY =
el

Que la ecuacién 2.1 es invariante por estos grupos de transformaciones sig-
nifica que si u(t, x) es una solucién de la ecuacion, entonces, la composicién de «
con cualquiera de las transformaciones sigue siendo una solucién. Por ejemplo,
en el caso de la transformacion Gp (¢, z, u), ello significa que st u{t, z) es solucién,
entonces ux(t, ) = e~ ¥ty(t, & + 2At) también es una solucién para cualquier
valor de A.

Veamos como la informacién obtenida a través de los grupos de trans-
formaciones es suficiente para obtener la solucién general de la ecuacién que
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z2 -
viene determinada por la solucién fundamental w(t,x)=—i=e”%. Efectiva-

mente, primero observamos que cualquier constante ¢ es una solucién de la
ecuacién, si aplicamos la transformacién Ga(f,z,u) con A = 1, obtenemos

u(t,z) = ﬁfme%iit. Por dltimo si aplicamos a esta solucién la transforma-
cién G3(t,z,u) con A = —1 y a continuacién G3(t,z,u) con A = % obtenemos
las solucién fundamental.

Analicemos brevemente el significado de la invarianza generada por estas
transformaciones. Las transformaciones G} y G3 indican que la solucién de la
ecuacién es invariante por traslaciones. Las transformaciones G} y G3 indican
que la ecuacién es lineal. La invarianza por la transformacion G7, indica que la
variable temporal { y la variable espacial x estdn intimamente ligadas en el sen-
tido de que si yo hago un zoom de la imagen inicial, (un zoom corresponde a la
transformacién x — Ax), entonces recupero la solucién de la ecuacién cambiando
el tiempo a través de la transformacion t — A%, Un caso especial se produce
cuando la transformacion es la misma respecto a las variables espaciales y tem-
porales. Cuando ello se produzca, diremos que la ecuacién estd normalizada
respecto a la escala, es decir:

Definicién 1 Diremos que una ecuacion diferencial estd normalizada respecto

a la escala cuando sea invariante por el grupo de transformaciones GMt, z,u) =
(AL, Az, u).

Por ejemplo, la ecuacién del calor (2.1) no estd normalizada respecto a la escala,
sin embargo la ecuacién equivalente v = tv,, si lo estd. Nétese que estd ecuacion
es equivalente a (2.1) a través del cambio de variable (¢,z) — (%,:1:)

En esta seccién hemos visto como la bisqueda de grupos de transformaciones
invariantes es una herramienta importante que nos permite describir el compor-
tamiento de ecuaciones diferenciales. Por otro lado, podemos constatar como
hay una fuerte unién entre el estudio de invariantes, y el estudio de ecuaciones
diferenciales. En las secciones siguientes el planteamiento serd opuesto al aquf
presentado en el sentido de que en lugar de dada una ecuacién, intentemos bus-
car los mvariantes, procederemos al revés: Dado un conjunto de invariantes que
yo quiero que se verifiquen, buscar las ecuaciones que los satisfacen.
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16 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

2,2 Principios del Analisis Multiescala.

En esta seccién vamos a establecer v justificar los principios basicos del Anélisis
Multiescala. En primer lugar empezaremos por la Causalidad, o Principio de
Estructura Piramidal que establece que el andlisis es progresivo y piramidal
respecto a la escala. Es decir dada una imagen Ti(f) analizada a la escala ¢,
podemos obtener a partir de ella la imagen Ti,,(f) analizada a cualquier escala
¢t + h, posterior a {. Formalmente, esto se puede escribir de la signiente manera:

Definicién 2 Causalidad Dados, t,h > 0, existe un operador de tramnsicion

Tiovn, tal que para cualquier imagen f, se tiene :

Ts+h(f) =Tit4n 0 Tr.(f) y Tolfl=f (2-3]

Ello quiere decir en primer lugar que el andlisis avanza desde la escala més fina
t = 0, que corresponde a la imagen inicial, hacia escalas de resolucién mayores de
forma piramidal, es decir, a partir de cualquier escala se puede obtener cualquier
escala posterior. Ello es bastante natural si consideramos ¢ como un factor de
resolucién de la imagen donde podemos pasar de una resolucién dada a cualquier
otra posterior. Sin embargo, este sencillo principio elimina ya algunos modelos
de Anadlisis Multiescala presentados en la seccién anterior.

Ejemplo 1 5i consideramos el Andlisis Multiescala T,(f) generado por la con-
volucion (2.1) tomando como niicleo el gque corresponde a la media, K.(t,z),
dicho Andlisis Multiescala no satisface el principio de causalidad. Efecttva-
mente, como la convolucion se puede interpretar en términos de transformada
de Fourier como un producto, es fdcil comprobar que en este caso el la trans-
formada de Fourier de T:(f) es %(iwtl que se anula en puntos distintos (salvo
cuando h es muiltiplo de t) que la transformada de Fourier Ty n(f) que serfa
sin(w(t+h)) - or tanto, el operador de transicion Ti24n(f) tendria como transfor-

w(t+h}

mada de Fourier la funcidn %’E%%% que estaria mal definido (singularidades

cuando wt es maltiplo de ), salvo cuando h sea un mailtiplo de t

Un principio m4s restrictivo que éste ha sido utilizado habitualmente en la
teoria de semigrupos, donde se impone que T} ;n = T es decir:

itin realizara pev ULPGC. Bitlioteca Liimeraitaria, 2006
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2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 17

Definiciéon 3 Causalidad Fuerte. Diremos que Ti(f) verifica el principio de
causalidad. fuerte si Vi, h > 0 se tiene que:

Teanl(f) = Tho T(f)

Es facil comprobar que los andlisis T;(f) correspondientes a los nicleos de con-
volucion. de gauss y cauchy satisfacen este principio de causalidad fuerte. El
siguiente principio que vamos a establecer es el principio de comparacién local
que nos indica que si una imagen es localmente estrictamente més pequenia que
otra en un entorno de un punto, entonces dicha propiedad se conserva para anéli-
sis posteriores suficientemente pequenios. Este principio se puede formalizar de
la siguiente forma:

Definicién 4 Comparacién local. §i u(z) < v(x) en un entorno de un punto
xo, salvo en el propio punto xgy, entonces Vi > 0 y h suficientemente pequerio se
tiene que Ty n()(w0) < Topan(v)(2o)

Este principio se justifica teniendo en cuenta que el orden de los niveles de
grises debe ser respetado, es decir el andlisis no debe invertir este orden. El
siguiente principio que vamos a presentar es un principio de regularidad en el
sentido de que si la imagen es una forma cuadrética en un entorno de un punto
o, es decir f(x) = c+p'(x —z0) + 2z — 20) Az — ¢) si ||  — 2o ||< &, entonces
cuando tomamos h proximo a cero, entonces T; 1,(f) en el punto xy depende
bésicamente de los valores de ¢, p y A. Formalmente, esto se puede expresar de

la siguiente forma:

Definicién 5 Regularidad. Existe una funcion F(A,p,c, x,t) continua con

respecto a A, tel que si f(x) = c+p'(z— o)+ 3{z — 20)' A(z — z) en un entorno

de xp, entonces:

Teaen(f) — f
h

Este principio nos indica que una forma cuadraitica que representa una imagen

L?:mh—»O"' (:1:0) = F(Aspa <, Zo, t)

muy regular, evoluciona también de forma regular. De los nicleos de convolu-
cién presentados en la seccién anterior, es facil comprobar que el andlisis T3{f)
generado por el nicleo de gauss verifica este principio tomando como funcién
F(A,p, ¢, z,t) = Traza(A) , es decir la suma de los elementos diagonales de
la matriz A. Sin embargo, el anslisis T;(f) generado por el micleo de cauchy
K.(t, z) no satisface este principio como se muestra en el siguiente ejemplo:
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18 2, Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

Ejemplo 2 Seq considera la funcion:

az® si |z |<M
f(x)_{ 0 si |z|>M

tentendo en cuenta la expresion del nicleo de Cauchy dada en la seccidn anterior,
podemos obtener facilmente:

M1 tay? 2aM, 2a arctan()

- dy = 2
P !

i w

710 = [

y por lo tanto

Limhﬁ0+

Tu(f) = f 2aM
=1 o)

[

por tanto el limite depende de a pero también de M, lo cual viola el principio de
regularidad.

El siguiente principio que vamos a presentar deriva del hecho de que el con-
traste entre diferentes objetos no debe influir en el anslisis 7;( ). Efectivamente,
cuando nosotros percibimos un objeto en una imagen, lo hacemos de forma to-
talmente independiente del contraste con otros objetos presentes. Es decir, la
diferencia en niveles de gris de los objetos no determina que percibamos difer-
entes objetos. De hecho, el nivel de gris como magnitud, es algo completamente
relativo y que depende fuertemente de los dispositivos de adquisicién. Cuando el
0jo humano percibe dos objetos en la imagen no calcula diferencias de niveles de
grises. Es decir, el hecho de que la diferencia de niveles de grises sea 40, 60, 80,
etc. es algo completamente irrelevante en el andlisis. Por tanto el anilisis T;(f)
debe ser invariante por cambios de contraste. Un cambio de contraste viene dado
por la combinacién de la imagen f : ®* — R con cualquier funcién ¢ : R — R
que sea estrictamente creciente

Este principio de invarianza por contraste se conoce en la literatura, como
principio de invarianza morfolégica y se férmula de la siguiente forma:

Definicién 6 Invarianza Morfoldgica, Seq g : R — R una funcion estricta-
mente creciente. entonces dada cualguier imagen f : R* — R se verifica:

Tgo f) =g T(f)
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2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 19

Lo que nos indica que da lo mismo hacer el cambio de contraste y a contin-
uacién el andlisis T3(f), que primero el andlisis Ti{f) y a continuacién el cam-
bio de contraste. Estableceremos también un principio ligeramente mds fuerte
cuando permitimos que la funcién de contraste ¢g{(.) pueda ser también estric-
tamente decreciente. El hecho de tomar funciones decrecientes, corresponde a
realizar una inversién de video de la imagen, que nos indica que percibimos de
la misma forma un objeto claro sobre fondo obscuro que el mismo objeto oscuro
sobre fondo claro.

Definicién 7 Invarianza Morfolégica fuerte. Diremos que un andlisis T,(f}
verifica el principio de invarianze morfoldgica fuerte si verifica el principio de In-
varianza morfoldgica para funciones g(.) estrictamente crecientes o decrecientes.

Estos principios morfoldgicos son incompatible con la linealidad, por tanto,
los analisis T3 ( f} generados a través de convoluciones, que son lineales, no pueden
satisfacer este principio.

Ejemplo 3 Consideremos el caso de un andlisis Ty(f) lineal dado por una con-

voluctén. La tnvarianza morfoldgica implicarta:

K(t,y - 2)(go )y =go f Kty - 2)f(y)dy
Rr Rn

pare cualquier funcidn creciente g y cualguier imagen f. St g(.) es lineal, es
decir g(s) = as + b, entonces la anterior igualdad se cumple. Sin embargo,
normalmente los cambios de contraste son no-lineales, en cuyo caso la anterior
igualdad no se cumple. Tomese por ejemplo g(s) = s°.

Ejemplo 4 Veamos como existen sin embargo otro tipo de andlisis Ti(f) que st
verifican la invarianza morfoldgica. Consideremos el andlisis T,(f) definido por:

T{f)(x) = sup f(y) (2.4)

yGBg {a:)

donde Bi(z) representa la bola centrada en x y de radio t. Este operador se
conoce con el nombre de dilatacion en la terminologia de la teoria de la morfologia
matemdtica. La invarienza morfoldgica se verifica trivialmente puesto que si g :
R — R es estrictamente creciente, entonces sup(go f) = gosup(f). (Sin embargo
no se verifice el principio de invarianza morfoldgica fuerte). Por otro lado, este
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20 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

andlisis verifica todos los principios propuestos anteriormente. Efectivamente
la comparacion local es trivial dada la forma del andlisis. La causalidad y la
regularidad salen de las siguientes estimaciones faciles de comprobar,

Tun(f)z) = sup f(y)=

'ye Bt-i—h. (.’.I:)

= sup ( sup f(y)) =Tr(f) o Te(f)

yEBL(2) \yEB:(x)
ademds, si f(x) = c+ p'(x — 20} + §(x — z0)* Az — xp) se tiene:

. Lianlf) = f
Limyp_o+ “ﬁ+—h‘)——($o) =lpl
Los siguientes y ultimos principios que plantearemos estdn referidos a las de
invarianza geométrica. El primero de ellos es la invarianza euclidiana que deter-
mina que €] andlisis es completamente independiente de la posicién y orientacién
en el espacio y se formaliza de la siguiente manera

Definicién 8 Invarianza Euclidiana. Sea B € R* x R" una mairiz ortonor-
mal y b € R* un vector. Se considera la transformacion hpp : R* — R"® definida
por hgyp(x) = Bx -+ b. Entonces se verifica:

Ti(fohge) =Ti(f)ohgy

es decir, es lo mismo trasladar y rotar antes o después de aplicar el andlisis
Ti(f). Este principio nos indica que no hay preferencia por ninguna posicion u

orientacion en el espacio.

El 1ltimo principio que vamos a establecer es la invarianza por transforma-
clones afines generales.

Definicién 9 Invarianza afin. Sea A € R x R” una matriz no singular y
b € R* un vector. Se considera la transformacion hayp : R* — R" definida por
hap(x) = Az + b. Entonces se verifica que existe una funcion t'(t, A) tal que

T(fohap) = Tyaan(fohay

ademds %(t, Ald) > 0.
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2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 21

La condicién %(t, A) > 0 se puede interpretar de la siguiente manera: Si
consideramos la afinidad 4 = Ald que corresponde a una expansién de la im-
agen, entonces, cuanto mayor sea A mayor es la escala necesaria en el andlisis
para recuperar la imagen. Por otro lado, ello también nos indica que no pode-
mos esperar en general que t'(f, A) = ¢ como en el caso euclidiano puesto que
una afinidad puede cambiar la definicién de la imagen y por tanto ello también
cambiard la escala.

Si bien la necesidad de la invarianza euclidiana resulta obvia, la importancia
de la invarianza afin no parece tan clara. Sin embargo, una afinidad representa
como veremos un tipo de proyeccion particular de un espacio tridimensional a un
espacio bidimensional. Consideremos un plano de proyeccién dado por un punto
P = (p1, 2, p3) y dos vectores directores m = (mq,m2,mg) y n = (ny,n2,1n3). Un
punto en el plano se representard como p+ &m+4n, donde (&, §) representan las
coordenadas locales del punto en el plano. Si consideramos por simplicidad que
el foco o punto a través del cual realizamos la proyeccién es el (0,0, 0), entonces,
dado un punto (x, y, 2) en el espacio su proyeccién (£, §) en el plano a través del
punto (0,0, 0) viene dada por las dos expresiones siguientes:

—a{pong —pans)—y(pan1 —pins)—z{(p1na—pang)
z{mang—mana }-+y(mani—myng)+z(ming—man; )

=

§ = —z(maps—maps)—y(map1 —m1pa)—z(mips —m2p1 )
#{mang—mang)+y(mgni—mina)+z{ming—mani)

donde en el denominador aparece la ecuacién de un plano paralelo al plano de
proyeccion que pasa por foco. Ahora bien, si nosotros tenemos en nuestro mundo
tridimensional un objeto incluido en un plano (una puerta, una ventana, los la-
dos de una mesa, etc...} la proyeccién anterior que es una, aplicacién de R® en R2
se puede entender como una aplicacién de ®? en R2. Efectivamente, si establece-
mos un sistema de referencia en el plano donde se encuentra el objeto, cualquier
punto del objeto (o del plano) se puede escribir como (z, y, 2) = ¢+ ZI+§r donde
g,1,7 € R y (%, 7) representan las coordenadas locales del objeto. Por tanto,
la férmula gue determina la proyeccion, también determina una corresponden-
cia entre (%, §} v (£, 7). Esta aplicacién es una afinidad en el caso particular de
que el objeto se encuentre en un plano paralelo al plano de proyeccién en cuyo
caso el denominador de las férmulas que determinan la proyeccién es constante.
Este es el caso, por ejemplo, de tomar diferentes fotografias de un objeto plano,
moviendonos en planos paralelos a él. Tendremos que la proyeccién del objeto
en cada fotograffa corresponde a diferentes afinidades del objeto. Si el objeto
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22 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

no se encuentra en un plano paralelo al plano de proyeccién pero la distancia
entre el objeto vy el punto de proyeccién es mucho mayor que la distancia entre
el punto de proyeccion y el plano de proyeccién, lo que sucede habitualmente en
una cdmara fotogréfica, entonces, el denominador de la férmula que determina la,
proyeccién fluctia poco. En este caso, una afinidad representa una aproximacién
de una transformacién proyectiva entre planos. Bajo este punto de vista, la invar-
ianza afin es muy importante porque representa un primer paso para abordar el
problema de la invarianza proyectiva necesaria para el reconocimiento de objetos
tridimensionales a través de sus proyecciones en planos.

Para profundizar sobre las aplicaciones de la geometria proyectiva al
tratamiento de imagenes vease {Fau93|.

2.3 Resultados Generales de la Teoria

En esta seccion enunciaremos algunos teoremas que determinan a partir de los
principios enunciados en la seccién anterior como son los Anslisis Multiescala
posibles.

Teorema 1 (Fundamental) . Si un Andlisis Multiescala Ti(f) satisface
causalidad, comparacion local y regularidad, entonces u(t,z) = Ty (f){x) es una
solucion de viscosidad de la siguiente ecuacion diferencial:

uy(t, 2) = F(D*u, Du,u,x,t) (2.5)

donde D*u representa la matriz de segundas derivadas espaciales de la funcion
u(t,z), Du es el vector gradiente y F(A,p, c, zo,t) la funcion definida en el
principio de reqularidad. Por otro lado, si u(t,x) es una solucion de viscosidad
de la anterior ecuacion el andlisis T;(f) definido por Ty(f)(z) = ult, x) satisface

los principios de causalidad, comparacidn local y regularidad.

Una primera versién de este teorema fue demostrada en [AGLM93a]. Para
una demostracion simplificada vease [AM94c] (Apéndice 1). Este resultado nos
muestra la fntima relacidn entre los andlisis multiescalas y las ecuaciones en
derivadas parciales.

La Teoria de soluciones de viscosidad de ecuaciones en derivadas parciales,
vease por ejemplo [CIL92] desarrollada por M.G. Crandal, P.L. Lions, etc.. per-
mite definir y estudiar soluciones incluso discontinuas de ecuaciones diferenciales
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2. Principios del Analisis Multiescala Morfolégico 23

y es un marco adecuado para el estudio de ecuaciones fuertemente no-lineales
donde los métodos cldsicos resultan insuficientes.

Consideremos el anélisis T3( f) dado por la convolucién con una gaussiana. En
este caso observamos que la funcién F(.) definida en el principio de regularidad
es F(A,p, ¢, x0,t) = Traza(A). Por tanto la ecuacion diferencial asociada es :

Ut = Ugy + Uy + ... = Dt (2.6)

Otro Ejemplo que ya podemos presentar es el caso del anidlisis dado por la
dilatacién T;(f)(z) = sup,ep,(z) f(¥)- En este caso habfamos observado que
la funcién F(.) viene dada por F(A,p, ¢, xo,t) =| p || y por tanto la ecuacién
diferencial asociada es:

ue =[| Du || (2.7)

El siguiente resultado nos muestra como la ecuacion del calor (2.6) o equiva-
lentemente la convolucién con una funcién gaussiana. representa un caso especial
dentro de los Andlisis Multiescala lineales.

Teorema 2 La ecuacién del calor determina el tinico Andlisis Multiescala lineal
que satisface causalidad fuerte, comparacion local, e invarianza euclidiana.

Este resultado cldsico ha sido demostrado por varios autores en distintos
trabajos, como Koenderink, Babaud, Witkin,etc. En el contexto de esta teoria
una demostracion de este resultado puede encontrarse en [AGLM93a]. Por lo
tanto, en el contexto de estos principios, dentro de la clase de analisis T;(f)
lineales, el mejor es el asociado a la ecuacién del calor. Sin embargo este andlisis
no satisface la invarianza morfolégica ni la invarianza afin. Para llegar a ellas
deberemos trabajar con anslisis 7;(f) no-lineales.

A continuacién nos centraremos en el caso de dimensién 2. El siguiente
resultado, demostrado también en [AGLM93a] simplifica considerablemente la
forma del Analisis Multiescala.

Teorema 3 Si un Andlisis Multiescala satisface causalidad, comparacion local,
regularidad, invarianza morfoldgica e invarianza euclidea entonces u(t,x,y) =
Ti(f)(x,y) es una solucidn de viscosidad de la siguiente ecuacion diferencial:

u =|| Vu || G(¢, curv(uw)) (2.8)
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donde curv(u) denota la curvatura de las lineas de nivel, es decir, cada punto
(¢,x,y) estd incluido en una linea de nivel de la forma:

{zy) : uwltz,y)=C}

lo que determina una curva que tendra una cierta curvatura. En términos de
derivadas parciales la curvatura se puede escribir como:

curv(u) = uﬁum — 2u Uy Uy + UlUy, (2.9)

(u2 +u2)?

veamos con algo mas de detalle esta férmula. Dado un punto (¢, zg, yo) del
conjunto {(x,y) : u{t,z,y) = C)} existe una curva (x(s),y(s)), (Zo,%) =

(z(s0),y(s0)) ¥
u(t, z(s),y(s)) =C Vs (2.10)

La curvatura en el punto (xg, %) de la curva, viene dada por la razén entre
la variacién del dngulo de la pendiente y la variacion de la longitud de arco.
Formalmente esto se escribe como:

arctan({ £ _ aretan(4{2)

o o/ (s0+h) *7(s0)
curv(u)(to, To, Yo) = ’1;1_% f3°+h \/x’(s)2 T ' (s)2ds

un céleulo directo de este limite nos lleva a:

Y/ (50)2/(50) = ¥ (s0)a" () -
(#'(50)? + ¥/ (50)%)°

veamos como podemos expresar la curvatura en términos de derivadas parciales

de la funcién u(t, z,y) para obtener la expresién (2.9). Si derivamos respecto a

s la igualdad (2.10) obtenemos:

CUT'U(U)(to, &g, 9'0) =

ua(t, 9(s), y())2' () + uy(t, 2(s), y(s))y'(s) = 0
por tanto existe una funcién (s) tal que

z'(5) = v(s)uy(t, 2(s), y(s))
Y'(s) = —v(shux(t, x(s), y(s))

finalmente sustituyendo estas expresiones en (2.11) obtenemos la férmula (2.9)
que determina la curvatura en términos de derivadas parciales.
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La curvatura de las lineas de nivel es una propiedad intrinseca de la ge-
ometria de dichas curvas y por supuesto no depende en absoluto de los cambios
de contraste. De hecho, como conclusién del teorema anterior observamos que
la curvatura es el dnico operador diferencial de segundo orden que verifica esta

propiedad.

Ejemplo 5 Si en la ecuacion general anterior (2.8) consideramos como ca-
sos particulares G(t, curv(u)) = 1 obtenemos los operadores de la morfologta
matemdtica conocidos como dilatacion y erosidn gue corresponden a las ecua-
ciones diferenciales:

u, ==+ || Vu ||

Otro ejemplo de ecuacion muy conocida que cae dentro de este grupo es la
ecuacion de curvature media que corresponde @ elegir G(t, curv(u)) = t-curv(u).
Es decir:

gy =|| V|| ¢ - curv(u)

esta ecuacion tiene la propiedad de que verifica ademds el principio de invarianza
morfoldgica en sentido fuerte, es decir es invariante por cambios de contrastes
crecientes y decrecientes y esta normalizade respecto o la escala, es decir es
invariante por transformaciones del tipo (t,(x,y),u) — (AL, Az, Ay),u), una
forma equivalente de escribir esta ecuacion es la siguiente

2 2
UpUpe — 2UplyUey + UsUyy
ul + ul

’Ulf=t

el operador diferencial de sequndo orden que se encuentra a la derecha de la igual-
dad, puede interpretarse como la derivada direccional de la funcion u(t, z, y) sigu-
iendo la direccidn ortogonal al gradiente, que corresponde a la direccion de min-
ima variacion de la funcidn u(t, x,y). Por tanto pedemos decir que la ecuacion
produce una difusion de la imagen a lo largo de las lineas de nivel.

Veamos una interpretacién geométrica de la ecuacién general (2.8} que nos
permite visualizar como evoluciona una forma presente en la imagen a través
de las escalas. Por una forma entendemos cualquier componente conexa de una
linea de nivel dada por {(z,y) : wu(t,z,y)=C}.

Consideremos como antes que dicha curva se puede parametrizar como
(x(s),y(s)). La direccion normal a la curva en cada punto s viene dada por
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el vector:

7o (—=y/(s),Z'(s))
V' (50)% + 9/ (s0)?

si expresamos la normal en términos de derivadas parciales de u(t, z, y) obten-

ermos:

Vu
i Vu |
denotemos ahora por (2(t, s), y(t, 3)) a la evolucién de la forma o linea de nivel a
través de las escalas, es decir u(t, z(t, s), y(t, s)) = C. Si derivamos esta expresion
respecto a £, obtenemos:

=

Ut + Tetty + Yoty = 0

si sustituimos u; por su valor siguiendo la ecuacién (2.8) obtenemos:

+ = —G(¢, curv(u) 2.12
ey HUTag T O ) (212
por tanto el sistema de ecuaciones
(24, 31) = —G(¢, curv(u))

determina una solucién de la anterior ecuacién que podemos interpretar ge-
ométricamente como que un punto se mueve siguiendo la direccién normal a
una velocidad que viene dada por la funcién G(t, curv(u)). Nétese que la evolu-
cién de un punto depende exclusivamente de la geometria de la linea de nivel
donde se encuentra y no depende en absoluto de la presencia de otras lineas de

nivel cercanas.

Ejemplo 6 Consz’demmos el caso en que (z(t, s),y(t, s)) una familia de circun-

ferencias de radio R(t) = /x*(t,s) + y2(t,s). La ecuacidn anterior es equiva-
lente a:
1 z
Xy = -**G(t, m)%
u= -6t 55k

de donde podemos obtener facilmente que R(t) satisface la ecuacion:
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las soluciones de esta ecuacion determinan lo evolucién del radio. Por ejemplo
en el caso de la dilatacion o erosién (G = £1) obtenemos que R'(t) es constante
lo cual significa que el radio de las circunferencias disminuye o aumenta, (sigu-
iendo el signo de G) a la misma velocidad. Es decir R(t) = Ry F t.

En el caso de considerar la ecuacion de la curvatura media (G(t, k) = tk, obten-
emos que el radio R(t) satisface:

t
R(t)=——==
(t) RO
y esta ecuacion tiene por solucion R(t) = \/ R} — t2. Lo que determina la evolu-
cion del radio

Como puede constatarse existe un amplio abdnico de posibilidades, cam-
biando la eleccién de la funcién G(t, s}, de modelos de Anslisis Multiescala que
verifican todos los principios propuestos salvo la invarianza afin. Para finalizar
esta seccidon expondremos el “gran” resultado de esta teorfa: existe un tnico
modelo que verifica todos los invariantes propuestos hasta ahora més la invari-
anza afin. El resultado que vamos a presentar fue obtenido por dos grupos de
investigacién de manera independiente. Por un lado un grupo formado por in-
vestigadores de la Universidad Paris IX y la Universidad de Las Palmas de Gran
Canaria, v por otro lado otro grupo formado por investigadores americanos e
israelies (vease [ST92],[ST93]).

Teorema 4 FExiste un tinico Andlisis Multiescala normalizado respecto a la es-
cala satisfaciendo causalidad, comparacion local, regularidad, invarianza mor-
fologica fuerte e invarianzae aftn, y viene dado por la ecuacion

Gl

(2.13)

1
— 32 (.2 2
ty =13 (uyum - 2umnyumy + ’u;xuyy)

Ademds, dada une afinidad definida por una matriz A, se tiene que t'(t,A) =

t1/det(A).

La primera demostracion de este resultado a través de una formalizacion
axiomdtica se encuentra en [AGLM93a). En lugar de concentrarnos en la de-
mostracién del resultado, nos centraremos en su interpretacién. En primer lugar
noétese que esta ecuacién corresponde a un caso particular de la ecuacién general
(2.8) tomando G(t, s) = t3s3.

itin rédlizada por ULPGC, Bibliglaca Universilaria. 2008
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28 2. Principios del Analisis Multiescala Morfolégico

A continuacién veremos las implicaciones de la invarianza affn que nos indica
que para cualquier transformacién

y ayn Gag Y be
y para cualquier ¢ > 0, existe {’ = {,/det(A) tal que

T.(fohap) = Tt\/m(f) ohas

Veamos ahora que esta igualdad implica que efectivamente la ecuacién estd
normalizada respecto a la escala . La transformacién (z,y) — (Azx, Ay) es una
afinidad que tiene por determinante det{A4) = 2. Por tanto siguiendo el re-
sultado del teorema tendremos que t'(t, A) = ¢\, por tanto, si u(t,z,y) es
una solucién de la ecuacioén, entonces dada cualquier constante A, v(t, z,y) =
u(tA, A, yA} también es solucion.

Consideremos ahora una afinidad mas compleja dada por la matriz

(i)

cuyo determinante es det(A) = Ay. A titulo ilustrativo comprobemos que efec-
tivamente la invarianza affn se verifica. Veamos que si u{t,z,y) es solucién,
entonces v(t, z,y) = u(t/ Ay, zA, yvy) tembién es solucion. Eféctivamente, pode-
mos escribir

vt z,y) = \1//\7ut(t\/x LEA YY) =
VAT (3V7)3 ((ugum — Uy thzy + Uty ) (B XY, T, 7))
1

3 ((vgvm — 20,05 + V20 )t 2, 9)) *

L g

Veamos ahora que sucede cuando una linea de nivel inicial corresponde a una
circunferencia. Razonando como hemos hecho anteriormente podemos deducir
que si R(t) es el radio de la circunferencia en la escala ¢, dicho radio verifica la
siguiente ecuacion diferencial ordinaria

R(t) = -

cuya solucién es :

& Del desumenin. Ios auterea Digitalizacion realizada por ULPEC. Biblioteca Linivaraitaria, 2006



2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 29

donde Ry corresponde al radio inicial de la circunferencia. Otra propiedad in-
teresante es que bajo este andlisis una elipse evoluciona como una elipse que va
disminuyendo de tamafio a través de las escalas. Ello es una consecuencia de
que cualquier elipse puede transformarse en una circunferencia a través de una
afinidad. Por lo tanto es equivalente hacer evolucionar a una elipse que a una
circunferencia.

Las aplicaciones de este modelo de Anélisis Multiescala invariante afin estan
aun por explorar. Actualmente se estdn desarrollando aplicaciones para el re-
conocimiento de formas. En particular, en {AM94b], se desarrolla una aplicacién

al reconocimieno de esquinas en imagenes.

2.4 Otros Ejemplos de Andlisis Multiescala.

Hemos visto en la seccién anterior como estableciendo un conjunto de prin-
cipios es posible formalizar desde el punto de vista matema4tico la teoria del
Anshisis Multiescala. Ademds hemos demostrado como esta formalizacién nos
permite deducir un nuevo modelo que satisface todos los principios. Sin em-
bargo, si el objetivo que nos planteamos con el Anilisis Multiescala es otro.
Por ejemplo queremos restaurar la imigen, eliminar ruidos dejando intactos los
objetos importantes, entonces otro tipo de Andlisis es necesario. En esta sec-
cién mostraremos algunos ejemplos de Andlisis Multiescala utilizados en la lit-
eratura. Todos tienen como denominador comtin que pueden expresarse ¢como
una ecuacién en derivadas parciales de la forma:

ue = F(D%*u, Du,u,t)

Perona y Malik [PM90] propusieron en un trabajo pionero un médelo para la
eliminacién de ruidos de una imagen basado en la siguiente ecuacién diferencial:

= div(g([| Vu [[}Vu)

donde la funcién g(.) es una funcién positiva y decreciente. En este modelo se
pretende homogeneizar la imagen en las regiones donde el gradiente es bajo, y
por otro Jado disminuir la potencia del filtrado en el caso en que el gradiente es
alto que se supone corresponde a las zonas donde hay un borde bien definido.
Las funciones g(.) propuestas por los autores son:

o —ks? _ k
g(s)=e y 9(8)—32+k
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30 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

donde % es una constante positiva.

Este modelo posee la limitacién de que no elimina discontinuidades muy
localizadas como pueden ser ruidos aislados debido a que en estas zonas el gra-
diente es alto. Para eliminar estas limitaciones y otras de tipo més tedrico, Coll,
Catté, Lions y Morel [CCLM92] propusierén otro modelo basado en la siguiente
ecuacion _

u, = div{g{]| V(K *u) ||)Vu)

donde antes de evaluar la funcién g(.) se convoluciona la imagen con un nticleo
de convolucién de tipo gaussiano como los vistos en la segunda seccién.

Todos estos modelos donde se discrimina la difusién siguiendo el valor del
gradiente son incompatibles con el principio de invarianza morfolégica que nos
dice que el anélisis no puede depender del contraste entre objetos. Por ello si
nuestro objetivo es conservar los bordes de la imagen a través de las escalas, no
podemos imponer el principio de invarianza morfolégica.

Muchas veces, las imdgenes originales de las cuales queremos extraer in-
formacién presentan los bordes de una manera difusa, lo que dificultad el re-
conocimiento de los objetos. Este efecto se conoce como ” blurring”. Para in-
tentar recuperar los contrastes en la imagen que sélo aparecen de forma difusa
es necesario generar discontinuidades en la imagen cerca de los bordes de los
objetos para mejorar la nitidez.

Los primeros en plantearse este problema desde un punto de vista de ecua-
ciones en derivadas parciales fueron Osher y Rudin [OR90] que propusieron un
modelo basado en la ecuacién

ue = —sign(L(u)} || Vu |
donde la funcién sign(s) and L£(u) vienen dadas por:

1 s s>0
-1 st s5<0

sign(s) = {

2 2
L(u) = ustzs + QUplylUey + Uglyy

esta ecuacién, que ellos denominan filtro de choque, tiende a generar discon-
tinuidades en los pasos por cero del operador L{u) que corresponde a la local-
izacién de los bordes.

Por 1ltimo, combinando estas ideas con otras precedentes Alvarez y Mazorra
[AMS4a] propusieron un modelo que se basa en difundir la imagen signiendo la,
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2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 31

direccién de los bordes para conseguir la eliminacién de ruido y al mismo tiempo
generar discontinuidades en la direccién ortogonal a los bordes que corresponde
a la direccién del gradiente de «. Dicho modelo se basa en la siguiente ecuacién
diferencial

ue = (curv(u) — C - sign(L(u))) || Vu ||

donde C es una constante positiva.

Por supuesto, explicar con detenimiento estas ecuaciones y sus implicaciones
requiere muicho mayor tiempo y espacio del dedicado aqui. Sirva esta seccidn a
titulo introductorio, invitando al lector a dirigirse a los articulos de referencia
para un estudio mds detallado.

2.5 Analisis Numérico.

En esta seccién vamos a estudiar algunos métodos de discretizacion de las ecua-
ciones en derivadas parciales que generan Analisis Multiescala. Empezaremos
recordando algunos resultados sobre la ecuacién del calor (2.6) que como hemos
dicho genera como solucidn la convolucién con una gaussiana.

2.5.1 Discretizacién de la ecuacién del calor.

Empezaremos por la ecuacién del calor en dimensién 1. u; = u,;. Desarrollando
en serie de Taylor la funcién en un punto (¢, z) obtenemos:

L u(t +k,z) = ult,z) + kult, z) + O(k?)
2. ult — k,z) = ult, x) — kuy(t, z) + O(k?)
3. ult,x+ h) = ul(t,z) + hug(t, ) + 4"23um(t, r) + "6—3uxm(t, z) + O(h*)

4. uft,z — k) = ult, ) — hug(t,2) + Bruge(t, 2) — Bt (t, 7) + O(R%)

Si introducimos la notacién u} = u(nk, hj) conn > 0y j € Z, y utilizamos
la primera expresién para aproximar la derivada respect a ¢ obtenemos:
Ly _ Uy — 2uf +ul

J J i—1 2
k 5 +O(k) + O(h?)

U — Uge =

£ Del document, ks sulores. Digitalzacdin reglizada por ULPSC, Bibliotecs Unive silaria, 2006



32 2. Principios del An4lisis Multiescala Morfolégico

Ansglogamente, si utilizamos la segunda expresién para aproximar la derivada
respecto a ¢t obtenemos:

no L 9un 4oyt
Ui 2'ur,J,,+1JL:',_1

- = + O(k) + O(h?)

El primer método de aproximacién determina un esquema explicito de dis-
cretizacion y el segundo un esquema implicito. Para estudiar el comportamiento
de estos esquemas numéricos se utilizan técnicas de andlisis de Fourier. El primer
esquema se puede escribir como

with = (1= 200 + Aufy, +uf)

donde A=%. Si multiplicamos la igualdad por el término e~*** y sumamos en
) obtenemos

= o]

Z u}"“e"'whj = (1 — 2X\(1 — cos{wh))) Z u?e_éwhj

j=-c0 J==—00

De donde deducimos que en la iteracidn n, la transformada de Fourier de la
sefial corresponde a multiplicar la transformada de Fourier de la senal inicial por
(1 — 2X(1 — cos(wh)))" . Por tanto, para que el esquema numérico sea estable,
se ha de verificar que:

| 1 —2A(1 — cos{wh) |1

De donde obtenemos la conocida condicién de estabilidad:

A<

| S

Nétese que aunque aparentemente en el esquema aparecen dos grados de libertad,
h y k, realmente sélo hay uno A:fg. Es decir lo vnico que importa es este
balance. Ello es debido a la invarianza de escala en la ecuacién. Es decir la
ecuacién es invariante por la transformacién: Ga(t, z,u) = (v*t, vz, u). Dicho de
otra forma si cambiamos sirmiltdéneamente el incremento espacial A por vh y k por
v*k, obtenemos exdctamente el mismo esquema. Esta observacion es importante
dado que normalmente cuando nosotros estudiamos una sefial o imagen discreta,
no poseemos informacién sobre la distancia real h que existe entre los pixeles.
Por tanto es importante que nuestros algoritmos sean independientes de esta
distancia.
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Consideremos ahora la discretizacién implicita de la misma ecuacion. Esta
discretizacién nos lleva al siguiente esquema:

(L+20)u] — A(uly, +uly) =)™

De donde, utilizando la misma técnica que antes obtenemos
oo 1 e o]

n,—bwhi _ n—1g—twhj
Z uj€ 1+ 2X\(1 — cos(wh)) j; ER

Jj=—co -0

Por tanto, como 0 < mlm < 1 para cualquier valor de A, obtenemos que
el esquema es incondicionalmente estable. Un profundo estudio de este esquema
ha sido realizado en [AM94a] donde se obtiene en particular el siguiente resultado:

1 1 s
= 7] ,—teohi
1+2A(1 —cos{wh)) +/1+4X j;w e
1 A

1+ 2X(1 — cos(wh))  v(l — ve~#wh)(1 — petivh)

donde v = %}\@ < 1 es una constante positiva. De la primera igualdad
podemos deducir que

1 o0 .

no_. - z =71, n—-1
ue = I U
TV !

la segunda igualdad nos permite descomponer el célculo de u; como la composi-
cién de un filtro causal y un filtro anticausal:

n+d n+i

Lou; ’=uf+vu, 7 paratodojeZ
2 1 1
2. u;,”+3 = u?+3 + uu?jf para todo j € Z
3 un+1 _ gu”+§ do 4 z
= fu, para todo 3 € £ .

Ello determina un esquema recursivo de implementacién muy rapido y efi-
ciente.

Para profundizar en las aplicaciones del filtrage recursivo al tratamiento de
imagenes vease por ejemplo el trabajo de Deriche [Der90]
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Veamos ahora como se discretiza la ecuacién del calor en dimensién 2, uti-
lizando una ventana de 3 x 3 lo que nos indica el nimero de vecinos que inter-
vienen en la discretizacién. Si utilizamos el desarrollo en serie de Taylor obten-
emos las siguientes expresiones (donde denotamos « = ul(t, z, y), Uy = us{t, x, ),
etc..).

1. u(t +k,z,y) = v+ kuy + O(k?)

2. u(t —k,z,y) = u — ku; + O(k?)

3. u(t,x +h,y) = u+ hug + -héum + O(R®)
4. u(t,x —h,y) = u— hug + %Euw + O(h?)
5. u(t, 2,y +1) = u+ luy + Euyy + O3)

6. u(t, 7,y — 1) = u— lu, + Sy + O)

3
g

7. u(t, 2+ h, y+1) = u+ hug +luy + § (W ee + 2hlugy + Puy) + O((R2 + 12)?)

8. ult, & — hyy—1) = 6 — htig — Uty + 3 (h2ttgs + 2hlttgy + Puuyy) + O((B? + 13)F)
9. u(t,+h,y—1) = wthug — luy + 3 (WPtgy — 2hilntgy +Puyy) + O((B2 + 12)7)

10. u(t,z—h,y+1) = u— hug +luy + (A0 — 2hlug, + Puy,) + O((R* + lg)%)

Si introducimos la notacién uf; = u(kn, hi,lj) ¥ Au = gy + uy, obten-

emos que para discretizar el operador Au en un entorno de 3 x 3 puntos pueden
utilizarse diferentes esquemas. Para simplificar, supondremos que ! = h. Obten-

emos entonces el esquema general siguiente:

A = SR TS s SRS b T R s R Wit ¥ +
U= '7 2h2

no. n o 7, R —dul.
+(1 _ ,}() ua+l,3+ﬂ‘&—1,3+ﬂ;t§1+1+ua,3—1 u:,_',- + O(h)

donde v es un pardmetro libre a elegir. La eleccién de dicho pardmetro v la
haremos en base a que la discretizacién respete lo mds posible la invarianza por
rotaciones de Au, para ello consideremos una imagen tal que en un entorno de
un punto (hig, hjg) tiene los siguientes valores:

1111
01010
01010
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2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico 35

Si calculamos Au en el punto central a través de la anterior férmula obtenemos:
Awu(hio, hjo) = e + (1- 7)-1—
2h? h?
ahora bien, si rotamos 45 grados la imagen inicial entorno al punto (hig, hjo)
obtenemos como imagen:

1|10
110(0
010]|0
Si calculamos de nuevo Awu en el mismo punto obtenemos:
Aulhio, hjo) = 7oms + (1 - 1)
2h2 h?

Por lo tanto si queremos que ambos valores de Aw coincidan, debemos elegir
v = % Hablando en términos de teoria de la senal el calculo de Au nos llevaria
a convolucionar la imagen con la siguiente méscara:

L | =t

1

k2

[
colce

o |t [ = G |
(ISR AT AT

=

Si denotamos Au; & Au(kn, hi, hj) podemos discretizar tal y como hicimos
en dimensioén 1 la ecuacién del calor (2.6) obteniendo esquemas explicitos o im-
plicitos segiin tomemos el valor de la derivada respecto al tiempo hacia adelante
0 hacia atrés.

2.5.2 Discretizacién del gradiente.

Siguiendo el desarrollo de Taylor mostrado anteriormente obtenemos la siguiente
expresion para el gradiente:
)
(uiy)e = (1 — y)—Hbig=blot
(Uhey e =W 1 P U o)
‘i"?’ +1.0+ 3+14h +1.f 1.5—1

L T
nY o {1 el )
(ui,j)y = (1—1) 35 +

+y (“f'+1,;'+1'“?+1,j—1:;:‘?—1,3'+1—“?—1,3'-1)

donde v es de nuevo un pardmetro a elegir. Teniendo en cuenta que la norma
del gradiente es invariante por rotaciones, en particular lo es para rotaciones de
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36 2. Principios del Analisis Multiescala Morfolégico

45 grados, de donde deducimeos, utilizando el mismo argumento que para el Au
que y=2— V2. Por tanto, estamos calculando u; utilizando la méscara;

—-(2-v2) [ 0] (2-V2)
m ~2(v2-1)|0|2(v2-1)
-(2-v2) [0] 2-V?2)

¥ uy utilizando:

e[ 21 [-C-V3)
ih 0 0 0
(2-v2) |-2(v2-1)| (2-v?)

Una observacién interesante es que podemos llegar a la misma discretizacién del
gradiente utilizando un método de optimizacién. Efectfvamente, si consideramos
la forma lineal:

plz,y) = up; +ar + by

e intentamos ajustar a, b para que dicha forma lineal aproxime lo mejor posible
a la imagen en el entorno 3 x 3 del punto, ello nos lleva a minimizar una funcién
de energfa. 5i consideramos como energfa la funcién:

E(ab) = (W, —ud;—ha)’ + (W, — u; +ha)’ (2.14)

?'!J
+ (uip — Uiy _hb)2+ (wli_g — wy+ hb)2
1

1
+E (g jo0 — iy — ha— hb)*

1 n 2

)
1. n 2
)2

1 " n
donde los elementos diagonales los hemos modulado por la distancia al punto
central (v/2). Entonces podemos obtener ficilmente que los valores a,b que
minimizan la anterior energia corresponden exactamente a los valores de (u;).
y (u};)y calculados anteriormente.
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Por supuesto existen otras muchas formas de discretizar el gradiente. La
forma que hemos presentado posee un buen grado de simetrfa. Sin embargo
posee un punto débil y es que en el caso de que en una discontinuidad ais-
lada donde en el punto central la imagen tiene un valor, y en el resto de los
puntos posee otro valor el gradiente siguiendo esta discretizacion es nulo (0,0),
lo que en ciertas aplicaciones puede ser perjudicial. Por ejemplo en algunos
de los modelos que hemos visto en la seccién anterior se utiliza la norma del
gradiente para discriminar elementos de poca importancia o ruido. En estos ca-
sos, para calcular la norma del gradiente, puede resultar mas conveniente mod-
ificar las férmulas anteriores, sustituyendo (uf,,,; — u ;) por |[ufy,; — uls|+
luf; — wigh (e — g ge) PO [uli i — winlt (Wl — ulyal
etc.. Ello nos determina entonces una aproximacién de [(u};)z | ¥ |(ul;)yl,
para eliminar el valor absoluto del gradiente debemos discriminar entre 4 posi-
bilidades que son: (|(u?;)els (4 )ul), (=1 )l 162D, (I )el, —Hui 1) ¥
(—{u;)zl, —(u;)y]). Para hacerlo, podemos, por ejemplo, evaluar para cada
opcidn la energfa E(a,b) descrita anteriormente, y quedarnos con la opcién de
menor energia.

2.5.3 Discretizacién de ecuaciones no-lineales.
Consideremos en primer lugar el caso de un operador no-lineal como
IHu) = uguu = Uy Uy + uﬁuw

Habitualmente, la discretizacién de un operador diferencial conlleva dos etapas.
En primer lugar, se discretiza cada derivada parcial. ug, Uy, Uz, Usy, Uy COMO
un operador independiente utilizando algiin criterio de optimizacién, vease por
ejemplo [VF94], y posteriormente se sustituye su valor en la expresion del op-
erador diferencial que se quiere discretizar, en este caso 3(u). El enfoque que
hay que aqui vamos a utilizar es distinto, vamos a discretizar S(u) globalmente
como un unico operador diferencial. La ventaja de hacerlo de esta forma, es que
introducimos en la discretizacién propiedades especificas del operador 3(u) que
no pueden manifestarse estudiando cada derivada parcial por separado. Cocre-
tamente procederemos de la siguiente forma: Supondremos calculado (v, u,) ut-
lizando las técnicas descritas en el apartado anterior. A continuacién, utilizando
el desarrollo en serie de Taylor tal y como hicimos en el caso del laplaciano
obtenemos:
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1
C&(u)u = ﬁ [(—4/\011.,;,3‘ + /\1(‘15@'5.’4.1 + ui,j—l) +

Ao(tiv1,; + Uijr1) + As(Uigrjm1 + Uig1j—1)+
+ Ag{tig1,j41 + wirr,541))] + O(R)

donde Ao, A1, A2, A3, A4 deben satisfacer las relaciones

/\1 = 2/\9 - ‘U,;

)’tg = 2)\0 - 'u,ﬁ

A3 = = Xp + 0.5(uyu, + 1 + u7)
Ag = — Ao + 0.5(—uyu, +ul + ul)

(2.15)

quedando el pardmetro Ao como un pardmetro libre que elegiremos en base a
criterios geométricos y de estabilidad. En general tendremos que Ay es una
funcién del vector gradiente: Aop(uy, uy).

Con respecto a la estabilidad, como se demuestra en [AM94¢] (lema 3 Pg.
42) es importante que los coeficientes A;, Az, A3, A4 sean nonegativos. Desafortu-
nadamente dada la forma que tienen estos coeficientes ello es imposible. Efecti-
vamente, si, por ejemplo u, > v, > 0 tendremos que:

AL 2 Ay y Az’ 2 Aq

ahora bien .

)\220=>/\02%5
U2+ Ul — Uty
2

pero estas dos condiciones sobre Ay son incompatibles puesto que

Ag 2 0= A <

2
e

u w2 + U — Uy,

2 - 2
ademds observamos que cuanto mayor es A menor es Ay. Para minimizar el
valor negativo de estos coeficientes definiremos Ag como el promedio de las dos
funciones que determinan las regiones de positividad de A2 y A4, es decir:

2u2 + u2 — u,u
Aotz Uy} = fl z (2.16)

iin realizada por ULPEC. Biblipheta Uniseraitaria, 2006
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2. Principios del An4lisis Multiescala Morfolégico 39

Por supuesto, esta definicién es vélida sélo en la region {u, > u, > 0}, donde
los coeficientes Ag, A1, Az, Az, A4 serfan entonces:

(X = 0.25(2u2 + u? — u,u,)
A = 0.5(2u2 — ug — Ugylly)
8 A2 = 0.5(u — upuy)

Az = 0.25(u§ + Juyuy)
| As = 0.25(u — uyuy)

Por simetria, los coeficientes Ag, A1, Az, As, A4, serdn los mismos en la regién {u, <
ty < 0}. Podemos expresar este procedimiento como una méscara no-lineal, que

cambia en cada punto y cuyos coeficientes son:

1

h2

Uy +3uc iy 2uf—us —ugy UL — ity
. 4 2 4

—Ugiy 2 2| by Tucly
+—=— | ugly, — 2u; — Uy 5

UL — Uz iy 2uz —uy, —Uriy ug +3usty
4 2 4

Por otro lado, siguiendo los valores de (u., u,) obtenemos, utilizando el mismo

razonamiento que en esta primera region, que:

En la region {|ug| > |uy| and uzu, < 0} los coeficientes son:

Ao = 0.25(2u2 + ul + ugty)
A1 = 0.5(2u? — u§, + Uptiy)
§ A2 =0.5(u) - uzny)

Az = 0.25(u? + uzuy)
| A= 0.25(ud — 3u,uy)

En la regién {lu,| > |uy| and u,u, > 0} obtenemos

¢ ,\0 = 025(2'&; + uf: - uxuy)

A= 0.5(u2 — upuy)

q A2 =0.5(2u) — ul — uytey)
A3 = 0.25(u2 + 3u,uy)

| g = 0.25(u2 — u,uy)

Finalmente, en la regién {|u,| > |uz| and u,u, < 0} obtenemos
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40 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

[ X = 0.25(2u; + u + uyuy)
M = 0.5(u2 + uguy)

4 A2 = 0.5(2ul — 2 + u.uy)
Az = 0.25(u? + u,u,)

| As = 0.25(uf — 3uyuy)

Nétese ademas que estd discretizacion verifica la siguiente importante propiedad:

Si el gradiente (u,, u,) senala alguna de las direcciones principales, (los ejes, o las
diagonales), entonces el operador $(u) sélo depende de la variacién de u, en la
direccion ortogonal. Por ejemplo si (u,, u,) = (a,0) entonces Ag = 0.5a%, A, = a2,
A = A3 = Mg = 0, 081 (ug,uy) = (a,8), entonces Mg = 0.5¢%, A3 = a?, =
Az = Ay = 0. No es diffcil comprobar que esta propiedad no se verifica si para
aproximar $(u) discretizamos de forma independiente las derivadas parciales.

Una vez discretizado el operador diferencial 3(u), podemos abordar ahora la
discretizacién de las ecuaciones que involucran este operador. Empezaremos por
la ecuacién de curvatura media propuesta en {ALM92]

WUz — QU Uy + Uy,
u? + ul

=g(ll VG xu [)-*

utilizemos la notacién uf; = wu(nk,ih,jh), g7, = gl VG * uf; |
) ¥ S (D™, Dut) = (U ) e~ 200 ;) (Ul )y (Ul )eyt (0] )5 (W gy
Plantearemos dos estrategias de discretizacién. En primer lugar un esquema

explicito que viene determinado por:

n+l _ ..n 2
u ;o = o S (D%en, Dut)

=8Gi; n n
k 7 (ui,j)f: + (‘U»m)f,

si despejamos v’} obtenemos

n+l _ 7 n
us_) at,_juzg + b ( ‘8—1,3‘ + u$+1 3) + C?,j( 1,5—1 + u’i,j—}—l) + ..

El estudio de la estabilidad de este esquema no se puede realizar utilizando
técnicas de anslisis de fourier puesto que la ecuacién es no-lineal. Sin embargo,
una condicién necesaria de estabilidad es que el coeficiente a7; sea nonegativo
(en caso contrario un dato inicial positivo podrfa dar lugar a un valor negativo).

Ahora bien el calculo de a7, si u; > uy > 0, nos lleva a:

2
n

a1 = K g 2000 () — (y)a(ul)y
hd h274 (uf;)z + (i)}
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2. Principios del Analisis Multiescala Morfolégico 41

2~ x
y como 0 < g;; <1, ysiu, 2 Uy = 0 entonces 0 < 2wy )2 '{:fi)z)_k(f";g ey <2,

concluimos que a7; > 0 si ;3 < 2. Lo que determina una condicién necesaria
de estabilidad. Experunentalmente podemos comprobar que de hecho, dicha
condicién es suficiente y que el algoritmo se comporta bien cuando ff <2

En segundo lugar plantearemos un esquema implicito de la forma:

n+1 4 O 2, n+1 7
Up; — Uiy o S (D, D)

k i (UI‘J):% + ('“’?,j)g

Para calcular u?jl es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones. Dicho
sistema, se puede escribir de la siguiente forma:

n n+1 — 1) n+1 n-+1 n n-+—1 41
at,{,\u ’U‘, +b ( t lj+ut+1,j)+ci.j( 1+us,j,l+1)+ """

Para aproximar la solucién del sistema resulta my efectivo utilizar un al-

goritmo recursivo basado en el método de Gauss-Seidel. Sea 2m el niimero c}e

) . nt
iteraciones que se van a emplear para pasar de uj; a ”'H . Denotamos por u,

+t|—_1
la aproximacién de u"“ en el paso [. Para calcular ; ; ** a partir de 'u, *om , si

4.3
! es impar recorremos la imdgen de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba

de tal forma que:

n+itl Rt g—

2 2
il ug +b‘j(u_1ﬂ”’+ui+l‘;‘)+ .....
& ar,

0
si { es par hacemos el recorrido en sentido inverso, de tal forma que:

+m nt 5
o PRl ORI S TV I S

v_? n

T,

este esquema converge rapidamente hacia la solucién y experimentalmente el
nimero de iteraciones 2m necesarias para pasar de u'"'"'l a uy, depende por
supuesto de los valores de & y &, pero normalmente se encuentra entre seis u ocho
iteraciones. Hemos comprobado también experimentalmente que este esquema
implicito es incondicionalmente estable lo que permite tomar valores altos de £,
y por tanto avanzar rapidamente a través de las escalas.

Por 1ltimo vamos a discretizar la ecuacién del modelo invariante afin que
recordamos se puede expresar como:

1
{2 2 3
Up = (uyum — Uty Uy + uxuyy)
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42 2. Principios del Andlisis Multiescala Morfolégico

nétese que empleamos la ecuacion sin el factor £5 en el operador diferencial, para
recuperar la solucién de la ecuacién original con dicho factor debemos hacer el
cambio de variable t — (%t)%. Para dicretizar la ecuacién utilizaremos el mismo
tipo de técnicas que anteriormente. Como método explicito podemos plantear:

n+1 — ‘un . 1
(2%] - LI . (E}M(D2un’Dun))§

no es posible dar condi-

L=

en este caso, debido a la presencia de la potencia
ciones andliticas de estabilidad. Experimentalmente, hemos comprobado que el
esquema se comporta bien cuando, aproximadamente, fg <0.2.

2.5.4 Anadlisis Numérico de una Ecuacién hiperbélica.

En este apartado estudiaremos algunos fundamentos sobre la forma de discretizar
una ecuacién hiperbdlica. Estas nociones son necesarias para abordar la dis-
cretizacion de filtros de choque como los descritos en la seccién anterior. Para
fijar ideas tomaremos como problema modelo la ecuacién en dimensién 1:

Uy = Clig

donde ¢ es una constante. Es bien conocido que la solucidn de esta ecuacion
para un dato inicial f, u(0,z) = f(x), viene dada por

u(t, ) = f(x +ct)

es decir la evolucién corresponde simplemente a un desplazamiento de la funcién
f, si ¢ > 0 la solucién se desplaza hacia la izquierda, y si ¢ < 0 la solucién se
desplaza hacia la derecha, este simple argumento nos da una indicacién de como
debemos discretizar la ecuacién. Eféctivamente, una discretizacion cualquiera de
la ecuacién se escribird como:

n+l _ n o T i)
;= L], uf 1, U1, U, )

donde u} & u(nk,hj), ahora bien si ¢>0 si la solucién se desplaza hacia la

izquierda entonces u’j‘"'l s6lo debe depender de u}, u},, u},s, etc... Ello nos

lleva, a plantear una discretizacién de la ecuacién que respete este hecho como

por ejemplo:
ntl _ .m no__ R
u; uj _ cuj 1 U

k h
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de donde

n k
uj+1 (1 c—)'u, +Ch j+1

Si multiplicamos la igualdad por el término e~*J y sumamos en j obtenemos

n+l,—éwhj __ a1 —w.rh o= iwh j
E wyTem " = (1 ch(l e ) E uge

J=—0 j=—00

por tanto para obtener estabilidad debe verificarse

k )
|1- CH(I -y <1 Yw

lo que se verifica si

c%<1

También es posible utilizar un método implicito de la forma:

7 nt+l _ , nt+l
Y Yo 7Y

k h

n+1

de donde

k k
(1 +c—)u?™ = et = 47

h) J hd 3
Si multiplicamos la igualdad por el término e~*** y sumamos en j obtenemos

o0
n+l _—twhi _ n —1whj
U, € =

2% (T k(1o m) >y

j=—00 J‘——OO

dando lugar a un esquema incondicionalmente estable. Ademés, como se de-
mostr6 en [AM94a), haciendo A = ¢ podemos obtener:

1 _ 1 - A " tmwh
(1+/\(1—e“7‘"h))_1+)\ﬂ;(1+,\) ¢

y por tanto podemos deducir:

“ 1 S A\

m S —— —_— n

4 1+,\z,(1+/\) Hm
m2j

Andlogamente, en el caso en gue ¢ < 0 debemos proceder de la misma forma.

pero utilizando diferencias regresivas para la discretizacién de u., es decir

n+l _ .m n __ ,.mn

k h
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Capitulo 3

Discretizacion de Operadores no

lineales.

En esta seccién vamos a proceder a la discretizacién de un operador no lineal,
de un modo distinto al convencional.

Normalmente, dado un operador no lineal a discretizar, se suele utilizar el
siguiente esquema: se discretizan los operadores lineales que aparecen como com-
ponentes de dicho operador no lineal por separado mediante algin criterio cono-
cido, y luego se sustituyen dichas discretizaciones para obtener la discretizacién
del operador deseado.

Aqui vamos a utilizar un esquema distinto: discretizaremos el operador no lin-
eal como un vnico operador diferencial independiente. Esto nos permite aplicar
ciertas propiedades de los operadores que no se podrian aplicar discretizando los
operadores lineales que lo componen de forma independiente.

Ademaés utilizaremos esta discretizacién para la aplicacién de filtros a imé-
genes.

Consideraremos una imagen como una funcién u de una regién del plano
2 C R? en R, de forma que u estard definida como u: Q) — R.

3.1 Discretizacién del operador 7(u).

En la siguiente seccién vamos a proceder a la discretizacién del operador no lineal

2 2
T(U) = U Uzy — 2UgUyley + UsUyy

Y

45
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46 3. Discretizacion de Operadores no lineales.

(Este operador aparece en ecuaciones en derivadas parciales que involucran
operadores como la curvatura media y otros.)

La discretizacién se realiza en dos etapas: primero calculamos el vector
(a,b) = (uy, —u,), ¥y a continuacién aproximamos el operador anterior como
el siguiente polinomio de coeficientes segin los pardmetros a y b:

T(u) = a’ug, + 2abug, + bzuw
P, g, ak+

N .. . _ v — i
Utilizando la notga,cnon T p= 3%:, g = o entonces p*¢' representa Foxdla iy’
0 J
por lo que, p? = FP y pg = 320y Asf pues, el operador 7(u} es, en forma
polinémica.

T(u) = [0p® + 2abpq + b°¢%] (v)

Veamos a continuacién cémo encontrar la aproximacién de la funcidén u en
el punto (h, k), es decir, cémo obtener u(h, k) a partir del desarrollo de Taylor
centrado en el punto (0, 0).

Sea f una funcién definida como f : R — R. El desarrollo de Taylor, para
encontrar f(¢) es el siguiente:

J&) = f0)+1t-f(0)+ -2—1~!-t2 B (O %t"‘ - f1(0)
Consideramos ahora,

f@®) =ult-h,t k)
de forma que f(1) = u(h,k). De este modo, el desarrollo de Taylor para

encontrar u(h, k) = f(1) sera:

ulh, k) = F(1) = J(0) + £(0)+ 3 £(0) + . + = F"(0)

donde f(0) = u(0,0). Aplicando la regla de la cadena, f/(0) = hu, + kuy, =
((hp + kg) ] (0,0), ..., y de forma general, f*(0) = [(hp + kg)" u] (0,0).
Sustituyendo en la ecuacién anterior, expresamos u(h, k) como :

u(h,k) = u(0,0) +[(hp + ka)u] 0,0) + o [(hp+ k) u] (0,0) +

ot ;117 [(hp + kq)" ] (0,0)
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3. Discretizacion de Operadores fio lineales. 47

Nosotros, para aproximar, utilizaremos el desarrollo anterior tomando n = 4,

por lo que

u(h ) = [+ (hp+ ko) + o (o k) + o5 (ot kg + (3)
45 (hp + ka)*)u] (0,0)

Volvamos ahora a nuestro operador no lineal a discretizar 7{u).

Como decfamos en un principio consideramos que la funcién u es nuestra
imagen inicial, considerando u;; como cada uno de los pixels que forman dicha
imagen. Si consideramos el siguiente esquema que representa los vecinos relativos

a un pixel u;;

Ui—1,5-1 | Wi-1,5 § Ui-1,441

Ui, 5-1 Ui, 5 U4,5+1

Uit 1,5-1 | Ui,y | Yit1 41

expresaremos el valor de nuestro operador no lineal 7(u);;, que indentificars el
valor de 7(u} en el pixel (%, j), como una combinacién lineal de vecinos del pixel
¢;;. Ademds, nuestro operador ha de ser invariante por rotaciones de dngulos
miiltiplos de 7 (medias circunferencias). Por ello, en las direcciones horizontal,
vertical y en ambas diagonales los coeficientes que indican los pesos ();) en
dichas direcciones han de ser iguales, por lo que aproximaremos 7(u);; como la
siguiente combinacién lineal de vecinos de u;; :

Tu); = —ddowig + Mltimr; +virn) + da(us o + v j) +

A3(Uig1 g1 F Uim1,jo1) + Aa(Uiga o1 + Uia j41)

Ademsés, buscamos un esquema de aproximacion que sea invariante frente a
traslaciones (es decir, que su aplicacién no dependa de ninguna zona en particular
de la imagen), que iremos aplicando a todos los pixels de la imagen, de forma
que al aplicar el esquema a un pixel genérico u;; vamos a considerar a éste como
%(0, 0).

Entonces, de lo que se trata a continuacion, es de aproximar el valor de 7{(u;;)
segun la combinacién lineal:
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48 3. Discretizacién de Operadores no lineales.

Tu)y; = —4ru(0,0) + A; (u(—h,0) + u(h,0}) + A2 (u(0, —k) + «(0,k)) +
+ Az (u(h, k) + w(=h, —k)) + A (ulh, —k) + w{=h, k))

Por simplicidad en la expresién, tomaremos k = & = 1 . El fijar el valor
de h y k a 1 no quita generalidad en el sentido de que €l valor relevante en las
ecuaciones diferenciales que vamos a discretizar es %&, donde 6t es el incremento
temporal tomado para discretizar. Si ahora, sustituimos cada término por su
valor, obtendremos que :

1 1 1
T(u)y = 5 (As + Ag+ M) pt + 3 (s — M) pPPg+ 3 (A3 + A1) PPg* +

1
(A1 + A3+ A p* + 3 (=As+23)pg® +2 (s — Ag) pg + 2X,

1
+2X + 203 + 22 —ddo+ (A2 + A3 + M) ¢ + o (A3 + A2+ Ag) ¢t u

Puesto que 7{u;;) = [a®p? + 2abpq + b%¢?] u, si imponemos que T(u;) y 7()s;
coinciden hasta el segundo orden, obtenemos las relaciones:

2 +20+2X+20 4 = 0
M+A+M = a

2X3 —2M = 2ab

Aet+Az+M = b

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos la relacién

A = —b% 4 2, A= —ug + 2,

Ay = —a? + 2o, Ao =~y + 20

A3 (a? + ab + %) — Mg, por lo que Az = E (ul +ud — Uptly) — Ao,
A= k@ —ab )~ o N = 5 (2 4 ) — o

i

B ESY—
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3.2 Minimizacion del Error cometido en la dis-

cretizacion.

De la dltima igualdad de polinomios realizada en la seccién anterior, se deduce
que el error cometido en la aproximacién sera:

1 1 1
Brvora, = (g5 0+ At 20 o'+ 3 0s = 20| 0 [ 0k 0] 2
1
+ [% (—/\4 + /\3):| pq3 + E (A4 + )\2 -+ )\3)] q4 (’u,)
1

1 1 1
= [Ea?] '+ Sabp3q + [EGQ + —2—b2 - )\0] P +

+%abpq3 + [%52] ¢*)(u)

Si nos fijamos en la expresién del error cometido, el tnico coeficiente que
depende de ) es el coeficiente que corresponde al factor p?¢?, por lo que, en
principio, podrfamos elegir Ag de tal forma que este término se anule.

De esta forma, nos queda la expresion

do= 3 [0 +¥)

obteniendo una primera aproximacion del valor de A¢ para intentar minimizar
el error, a la que denominaremos ”eleccién natural del pardametro Ay”,

1

La expresién del error cometida en nuestra discretizacién sigue una expresion
general dada por

4
ETTWT(ﬂ)gj = Z Cipéq4_€
=0

También es interesante tener en cuenta el error cometido en una determinada
direccién. Por ello, vamos analizar la expresién del error tomando las direcciones
gradiente y ortogonal al gradiente. Esto lo hacemos debido a que la derivada
de una funcién toma su mayor valor (que corresponderia a nuestro caso a un
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50 3. Discretizacion de Operadores no lineales.

mayor error) en la direccién del gradiente, y su menor valor {menor error) en la
direccion ortogonal al mismo.
La derivada direccional de una funcién u en la direccién £ = (¢,,£,) puede

expresarse como
d %,
g_? = ({;‘z% +¢ y%) u, siendo (£,,£,) un vector normalizado. Si tomamos
p= ‘%, qg= -C%, podemos expresar algebraicamente g—g = ({m% +£y%) u =
Exp+E,9) u.
Asf, si la direccion del gradiente (normalizado) es £ =

(_uEJZTTg’ Vh) ,entonces la direccién ortogonal al mismo (también normal-

3 1 L — 1t . + -

izado) serd &~ = (\/_u;ﬁ’ W) . Si hacemos el cambio £, = u2+u2 , Y
du

v = 73 I%uw obtenemos que g 5 =(Ep+E,9)u,y pra = (~&,p +E&,9) u.

Ahora, si aproximamos la ecuacién general del error en ambas direcciones
obtenemos que

ET‘TO’T{{.L—zk ¢P+§yq)( yp+£q)

i=0

Las expresiones de los dos errores ETror-(u),, Y &rrorg.. representan lo
mismo, pues ambas corresponden al valor del error pero en bases distintas. De-
sarrollando las expresiones de Error, (), y Errorg ..

Error,y, = 3 ap'e'™ = cog* + apg® + cap’q® + csp’q + cap

It

Errorg z1 = Py +b2) (Z ki (Ecp -+ ny) (—¢p+ fm‘I) l)
e (ko (=&,p + £.0) + k(£ +£,0) (~Ep+E,0)° +

thy (Ep+6,0) (—6p+E0)]  + k(e £, (e p+&9)  +
ka (Ewp + qu)‘l =

(ko282 + kofh — kn€,€0 — kall, + kall) p*

+ (2kaf €3 — 2ha€3€,, — ko282 + kall — kr€y + Bk €2€0 + Aky£3E, — 4ho€,E) ap®+

—8ks€3€, + BkatE, + OkaE2EL + kbl — 4kaL2€] + kfh + 6kol2E] + Bky€,E5+
(4kyb3€, — Ako3€, ~ ksll + Skab262 — Bka 262 + k&) — 2k26,E5 + 2ka63€,) @°p+
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(kobs + ki £3€, + k€36, + kaly + kab20) ¢* — B&36,0°P7)

Asi pues, igualando ambos polinomios, obtendremos:

tomando m

%]

C3

C4q

1

(koa,“ + k103 + kybPa + kbt + k2a2b2) -m

(4ksba — dkoa® — k3b* + 3ksb?a® - 3k1a% + kra* — 2koab® + 2k20%b) -
(—3ksb®a + 3k3a®h + 6ksa?h? + kob? — 4kya®t? + kya® + 6koa?b? +
+3k1ab® - 3k1a®b) - m

(2kaab® — 2k20%b — 3k3b%a® + ksat — kib* + 3k16%0° + 4kaa®b — dkoab?) -
(k2a®8? + kob* — k1ab® — k3a®b + kya®) - m

Si resolvemos el sistema anterior, llegamos a que las ecuaciones del cambio

de base son:

tomando m

ks

kq

(a® + b2)2
alcy — a3bey + a?b?ec; — ables + bley
a® + 4a8b? + 6a1b* + 4b8a% + b8
c1at + 4aBbcy — 2a3bcy — 3a2b%c; + 3a?bPcy — dabdcy + 2abPcy ~ bics m

a® + 4a%h? + 6atb* + 4b8a? + B8
a‘co — 3adbes + 3a¥be; + 6a%bic, — da’bic,
a® + 40507 + 6a%b? + 4b6a? + b '
+6a2b%cy + 3ab3cs — 3ab®cy + bies
a® + 4aBb? + 6ath? + 4b6a2 + B®

m+

m
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—4a3bey + 2a3bes + ates + 3a?bic) — biey + dabey — 3a%bicy — 2abicy m

a® + 4abh? 4 6atd? + 4b8a2 4+ 18
albes + a2b%cy + abPey + bley + ceat

ad + 4a8b? + 6a2bt + 4692 + B8

Volviendo a la expresién general del error que obtuvimos en la discretizacion

de nuestro error:
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1 1
Error,y,; = D (A1 + M+ 2g)p + 3 (M — M) Pq
1 1 1
+5 Qs+ AP + 2 (<M + X)pg’ + 5 a + o+ da) ¢

4
= ) _ar'e*™ = cog* + apg® + ap’d® + cp’ + cap®

=0

Obtenemos las siguientes relaciones:

1
&y = E(A3+/\4+)\2)

G =

1
3
1

Co = E(/\4+/\3)
L]
8 7 3
1

Cy = 1—(A1+/\3+/\4)

Como el coeficiente k4 es el que acompaiia al factor que representa la direceién
en la que el error es mayor, lo vamos a anular, de modo que, sustituyendo en la

expresién anterior de k4, resolvemos la ecuacién &y = 0.

albes + a®b%co + abPey + blcg + it =0

aBb(—3ha+3h) + @B (3xs+ ) o+ a3+ ix) 4
b (HA2 + HAs+ 5h) +

(%/\1 + 1—12'/\4 + '115/\3) a* = -—é-aab/\‘; + %a3b)t3 + %0252/\3 + %a2b2)\4 — %ab3)\4 +
3ab®hg + H6%0 + L% + S + SatA + Fath + aths = —1a' +
a?b? (a2 — Mg + 307) — a%* =0

Con lo que obtenemos que,

1a%6% — a%6%Xg + La2bt = 0 = a%bP X = § (a*h? + o%b*)

cuya solucién es

_1 2, 12
)\9—4(a +b)

Y sustituyende, como habfamos indicado en un principio: ¢ = 1y, b = —u,
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do = 3(ud +ud) (3.3)

3.3 Algunas aplicaciones del operador 7(u).

En esta seccién veremos dos casos en los que se utilizara el operador no lineal
T(u) de forma que, variando algunos de los resultados anteriores, obtendremos
la discretizacién de la ecuacién diferencial en la que aparece dicho operador.

Curvatura Media.
En términos de derivadas parciales, la curvatura se expresa como:
Uatizy — 2Uusliylsy + U2ty

(43 +43)
de forma que la ecuacién diferencial de la curvatura media es:

curv(u) = 5
&

u = ||V - t - curv(u)

sustituyendo cada término que aparece en dicho producto, y como |Vu| =

VUi + ug,obtenemos :

2 2
; U Uy — 2UglylUgy -+ UgUyy ; 7(u)

2 2 2 g2

Uy +ug uz + ug

Uy =

A efectos précticos eliminaremos el pardmetro ¢ en la ecuacién anterior. Para
ello, realizaremos un cambio de variable en la ecuacién para simplificar los calcu-
los, de forma realizamos el cambio t — % . De este modo, la ecuacién quedard

de la forma

7(u)

2 1 a2
u? +u

Ut=

En este caso, para aproximar la discretizacion de la ecuacion diferencial an-
terior utilizarfamos el siguiente esquema:

wtl o r(w)

8 ul +ul

siendo s el incremento de tiempo.

B Dl detumenln, Ios aubaren Digitalization realizda por ULPGE Biblioteca Linwaraitaria, 2006



54 3. Discretizacién de Operadores no lineales.

Ahora, el operador no lineal a utilizar serfa 7'(u) = u%%);g En realidad,

x Ty
todos los resultados obtenidos anteriormente son vilidos, con unas pequefias
variaciones. En el apartado (1.1} en vez de utilizar el cambio de variables a = u,
y b = —u,, utilizaremos los cambios a = u’é Y b= ——ﬁﬁg. De esta forma,

los resultados finales son;

A= —ﬁ+2)\0
3
)\2 = —Et:—?;g-l-z,\o

Ag = (uﬁ + ug — uzuy) — Xe

2 ('u,g + ug)

Ay = (U2 + 12 + ugtly) — Ao

2 (ug + ug)
De esta forma, para minimizar el error, y siguiendo los resultados obtenidos,
el valor que ha de tomar Ay seré:

1
Mo=7

Nétese ademds que para la denominada "eleccién natural de Aq" dado en la
expresién (1.2) en este caso Mg = 3.

3.3.1 Estudio de la Evolucion de radios en circulos.

Para comprobar los resultados de la discretizacién expuesta, hemos aplicado la
ecuacién anterior a una imagen sintética de un circulo de radio 80 pixels. La
razén de utilizar este tipo de imagen es muy sencilla: conocemos la evolucién
real (tedrica) de los circulos al utilizar este tipo de operador.

Si se aplica la ecuacién de la curvatura media a un circulo, éste se va transfor-
mando en otros circulos concéntricos cada vez mas pequerios, de forma que éste
tiende a desaparecer en un tiempo determinado. Lo primero que hemos hecho
ha sido calcular numéricamente en qué unidad de tiempo deberfa desaparece el
circulo (su radio se hace cero).

Veamos, pues, primero el cdlculo de t para que el radio del circulo sea 0.
La evolucidn del circulo para la ecuacién de la curvatura media

_ 7w
u? + u?

£ Dl documentn, ks aulores, Digitalizacian réalizada por ULPGC, Bibliolecs Universilaria, 2008
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es: Ry = %, es decir, R, - R(t) = —1. Asi pues,

1.(R¥t) — R*(0)) = -t = R*(t) = R*(0)-2-t = R(t) = /R*(0) -2 -t =

Para que R(t) = 0= 0=+/802-2-t = 2-t = 6400 = t = 3200 unidades
de tiempo.

Resultados practicos.

Hemos realizado varias pruebas utilizando una imagen sintética del 200 x 200
pixels que corresponde a un circulo de radio 80 pixels, con 8 bits de profundidad
que nos permiten 256 niveles de gris, y que tiene un color negro en su interior y
blanco fuera de él, como se indica en la figura 3.1.

Figura 3.1: Circulo de radio 80 pixels

En estas pruebas, para discretizar t, hemos tomado distintos pasos de tiempo
s, de forma que t =n-s. Hemos probado con s = 0.5, que corresponde a realizar
6400 iteraciones para que el radio del circulo se haga tedéricamente cero, es decir,
para que el cfrculo desaparezca, y hemos utilizado s = 0.1, necesitando realizar
32000 iteraciones para lograr nuestro objetivo.

Para cada uno de los distintos valores de los pasos de tiempo utilizados, hemos
variado el valor del parametro Ag, segun las distintas conclusiones llegadas en
este estudio. Estos valores corresponden a los distintos casos siguientes:

(a) Ao = Zl, que corresponde a la principal conclusion llegada en nuestras
investigaciones.

iin realizada por ULPEC. Biblipheta Uniseraitaria, 2006

|0g autorea. Ciitali;




56 3. Discretizacion de Operadores no lineales.

(b) Xo = %, que corresponderfa a la "eleccién natural” del pardmetro Aq.

(¢} do variable. Este valor variable del pardmetro Mg corresponde a un estudio
realizado por los investigadores Alvarez, L. y Morell, J. M. (ver [AM9%c]). En
este trabajo se refleja que, con respecto a la estabilidad, es importante que todos

,,,,

los coeficientes Ai—fo,. 4} han de ser no negativos. Debido a la naturaleza de los
mismos, esto no es posible conseguirlo. Lo que hacen los autores en este trabajo
es definir distintas regiones comparando los valores de u; y de u,, definiendo en
cada una de ellas los valores que han de tomar los distintos pardmetros Ai—jo,....4}

Asf llegan como conclusién a lo siguiente:

e Region (1): {|uz| = |uy] Ay -4y > 0}

Do = £ (202 + uf — usy)
A= 3(2uf — vl — uguy)
do = 3{uf — uyuy)

o = 102 + )

Ar = 1 (ud — uguy)

e Region (1): { [us) > [u] At -, < 0)

Ao = (22 + 2 + uguy)
A = 3(2u2 — o + uguy)
Ap = 3(ul — uguy)

Az = (U2 + uguy)

Mg = (ud — 3uguy)

o Region (2): {juz| 2 |uyf A uz -y > 0}

Ao = 1(202 + u? — usuy)
A = 5(2u2 = u — upuy)
Az = 3(u g,— Uglly )

Az = 1(u 3 + 3u,uy)
M= Yu 3—» Ugly)

& Del desumenin. Ios auterea Digitalizacion realizada por ULPEC. Biblioteca Linivaraitaria, 2006
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o Region (3): {|uz| < |uy| A us - uy > 0}
2l + ud — ugty)
U — Uyly)

Y

+ 3uguy)

S
]
N e N N e

(
(u;
(2u2 — u? — upuy)
(ug
(

u2 ~ ugty)

e Region (4): {|ua! < |uy| Aug - uy <0}

Ao = 1(2u2 + vl + uguy)
A= (U2 4 usuy)
/\2=%( — ul + upuy)
Ag = 3 (ul + upuy)

Mg = $(uZ - 3uuy)

Evolucion del radio de un circulo. Vamos a presentar, dentro de los dis-
tintos valores que damos a los pardmetros s y Ag, diversas pruebas que hemos
realizado a la imagen del circulo ya comentada. En este tipo de pruebas, hemos
calculado la curva teérica que debe seguir un circulo de radio 80 pixels y la
hemos representado junto con la evolucién experimental de cada prueba para
cada valor distinto del par (s, Ao). Para ello, hemos ido creando, a medida que
se aplica nuestro operador a la imagen, un fichero de 100 valores de radios por
los que va pasando en distintas iteraciones nuestro circulo original.

Cuando analizamos el radio del cfrculo nos planteamos cudl es el nivel de gris
adecuado a partir del cual consideramos que es negro, a efectos de la medicién
de dicho radio. Es decir, nos planteamos la necesidad de un umbral Pues
bien, hemos realizado pruebas con distintos valores de umbral: 50, 128 y 230 de
forma que podamos establecer distintos grados de precisién. (En nuestra imagen,
el nivel de gris 0 corresponde al "negro” y el nivel de gris 255 corresponde al

"blanco”. )

Azul: Ay =025 Verde: Ay = 0.5
Tomando como : _ . ) los resultados
Magenta : Ag variable Rojo : graf.real

obtenidos han sido los siguientes:

€ Dl documenta, los auterea Digitalization realizada por ULPEE. Bitlicteca Unresraitaria, 2006
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Evolucion Radios Circulo, Umbral = 50, s = 0.1
60
40 I
20
0 - ; .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Figura 3.2: Evolucién de los radios del circulo, con s=0.1, y umbral 50
Evolucion Radios Circulo, Umbral = 128, s = 0.1
- , . : .
| e ™ =
60 i~
'\.\\‘“-\\
40 X
N
20 £ \;\':
N
O [ 1 i i I\ i e i i 1 i i ’ i 1 + . 1 4 L 1 i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 3.3: Evolucién de los radios del circulo, con s=0.1, y umbral 128
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Evolucion Radios Circulo, Umbral = 230, s = 0.1

o ‘%“w
\‘.. -
60
4 “ -
20 . ]
0! . . e ]
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 3.4: Evolucién de los radios del circulo, con s=0.1, y umbral 230

Evolucidn Radios Circulo, Umbral = 50, s = 0.5

%

]

L
L

SE—

0 50 1600 1500 2000 2500 3000

Figura 3.5: Evolucion de los radios del circulo, con s=0.5, y umbral 50
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80 [ .
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Figura 3.6: Evolucién de los radios del circulo, con s=0.5, y umbral 128

Evolucion Radios Circulo, Umbral = 230, s =0.5

20

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 3.7: Evolucién de los radios del circulo, con s=0.5, y umbral 230
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En las gréficas observamos que obtenemos el mejor resultado utilizando el es-
quema que mas minimiza el error, es decir, Ag = 0.25. Adema4s, en los resultados
obtenidos con pasos de tiempo s = 0.1 y s = 0.5 apenas se aprecian diferencias,
con lo que nos quedamos con s = 0.5 lo cual implica que con menos iteraciones
obtenemos casi el mismo resultado.

En las otras gréficas en las que aparecen los umbrales 230 y 128 parece que
el esquema no es muy estable debido a convergencias con lo que nos quedamos
con el umbral 50 en el que los valores de los radios convergen a la curva teérica
de la variacién del mismo..

Ademds, hemos realizado otro tipo de comparacién entre los distintos valores
de X\p. Hemos representado, para los mismos valores de Ag, ocho cortes al centro
de la imagen (que corresponde a cortes en la parte central del circulo), realizados
a evolucién de tiempos distintos, que van reflejando la evolucién del didmetro del
circulo en el tiempo. Asf pues, para cada grupo de cortes, reflejamos €l nivel de
gris (0..255) que tiene cada pixel de la seccién central de la imagen del circulo.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

a) Para g = 0.25

b) Para Ag = 0.5

c¢) Para Ag variable, tal como se explicé anteriormente,

En las figuras 3.8 y 3.9 se muestran los resultados obtenidos. Podemos apre-
ciar que con el valor de Ay = 0.25 los valores del radio llegan antes a los valores
esperados (desaparece mas acorde con la evolucién teérica). De igual forma, son
5§ =0.1 y s =0.5 los resultados han sido similares.

din realizeds por ULPGC, Biblioless Universiaria. 2008
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62 3. Discretizacién de Operadores no lineales.

Figura 3.8: Evolucién de los cortes de un circulo de radio 200 pixels, tomando
s=0.1

Figura 3.9: Evolucién de los cortes de un circulo de radio 200 pixels, tomando
8= (L5
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3. Discretizacién de Operadores no lineales. 63

Modelo invariante afin. Existe un unico anslisis multiescala normalizado

que satisface los principios de causalidad, comparacién local, regularidad invar-
ianza morfoldgica fuerte y invarianza affn, que viene dada por la ecuacion:

1 L
3.

i
u =5 - (Uattao — Qualyly + Uty )® = 3 - 7(u)3

A efectos précticos eliminaremos el pardmetro ¢3 en la ecuacién anterior.
Para, ello, y tal como hicimos anteriormente con la curvatura media, realizaremos
un cambio de variable en la ecuacién para simplificar los célculos, de forma que
tomamos: t — %t% . De este modo, la ecuacién quedara de la forma
1

U = T(U)§

En este caso, para aproximar la discretizacién de la ecuacién diferencial an-

terior utilizarfamos el siguiente esquema:

un+1 — "
s
siendo s el incremento de tiempo.
Ahora, el operador no lineal a utilizar serfa 7 (1) = 7(x). En realidad, todos
los resultados obtenidos anteriormente son vélidos, es decir, las relaciones entre
los pardmetros ), de forma que para minimizar el error, el valor que ha de tomar
/\0 sera:

Po=g {4z +u))

Estudio de la evolucién de radios en elipses. En esta ocasién, hemos

realizado las pruebas utilizando una imagen sintética del 200 x 200 pixels que
corresponde a una elipse de radio mayor 80 pixels, y radio menor 40 pixels, y
con las mismas caracterfsticas que el circulo del apartado anterior.

Hemos utilizado una elipse pues ésta puede ser considerada como una trans-

0
1

formacién afin de una circunferencia mediante una méscara del tipo

En nuestra elipse elegida con radios K, = 80, y r. = 40. Sabiendo que
%‘ = 1, - A, obtenemos que A = /2.
Para analizar la evolucién de la elipse con este modelo lo que hemos hecho

es analizar la evolucién del parametro r = —E‘ = 7, - A, (radio del nuevo circulo

£ Dt deturment, 108 autores. Digitalization realizada por ULPGC. Bitlioteta Unietraitatia, 2006



64 3. Discretizacién de Operadores no lineales.

estudiado) pues en realidad la velocidad en la evolucién de ambos radios ha de
ser la misma.

Entonces, de esta forma, considerando podemos analizar la evolucién de una
circunferencia de radio r que sigue la siguiente ecuaciéon: Ry = — (%z)% = R} -

Rb=-1=>(3R}) =~1=3(Ri-R}) = -t =

& ,?.'.
R, = ( R§ — %t) * . En nuestro concreto de la elipse elegida obtenemos que,
para que r se vaya haciendo cero necesitamos de t = 162, 865 unidades de tiempo.

Resultados practicos. En esta ocasién, hemos realizado las pruebas uti-

lizando una imagen sintética del 200 x 200 pixels que corresponde a una elipse de
radio mayor 80 pixels, y radio menor 40 pixels, y con las mismas caracteristicas
que el circulo del apartado anterior. La imagen elegida aparece en la figura 3.10.

Figura 3.10: Elipse de radio mayor 80 pixels, y de radio menor 40 pixels

De ignal forma que en el caso de la curvatura media, hemos tomado distintos
pasos de tiempo s. Hemos probado con s = 0.025, que corresponde a realizar
6514 iteraciones para que el radio del circulo se haga cero, es decir, para que
el cfrculo desaparezca, hemos probado también con s = 0.05, necesitando re-
alizar 3257 iteraciones para lograr nuestro objetivo, y por iltimo con s = 0.1,
necesitando realizar un total de 1628 iteraciones.

iGn realizda por ULPGC. Bibligheta Unietraitaria, 2006
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Para cada uno de los distintos valores de los pasos de tiempo utilizados, hemos
variado el valor del pardmetro Ay, segtin las distintas conclusiones llegadas en
nuestro trabajo. Estos valores corresponden a los distintos casos contemplados
en ¢l caso de la curvatura media con el circulo.

Debemos tener en cuenta que en realidad hacemos el estudio tedrico de la
evolucién de un cfrculo: de radio r = & =1, - A,

Evolucion de los radios de una elipse. Vamos a presentar, dentro de los
distintos valores que damos a los pardmetros s y Ag, diversas pruebas que hemos
realizado a la imagen de la elipse ya comentada. En este tipo de pruebas, hemos
calculado la curva tedrica que debe seguir el radio de un circulo de radio 80v/2
pixels y la hemos representado junto con la evolucién experimental de cada
prueba para cada valor distinto del par (s, Ag). Para ello, hemos ido creando, a
medida que se aplica nuestro operador a la imagen, un fichero de 100 valores
de radios por los que va pasando en distintas iteraciones nuestra elipse original
(analizada como un circulo).

Al igual que en el caso de la curvatura media se han utilizado los siguientes
distintos valores de umbral: 50, 128 y 230.

Los resultados obtenidos aparecen en las figuras 3.11, 3.12, 3.13,3.14, 3.15 y
3.16. Apreciamos, del mismo modo que obtuvimos en el apartado anterior, que
el mejor resultado aparece para nuestro valor de Po=1 (u§ + ui)] De igual forma,

tomamos como mejor umbral « = 50.

Azul: )y = 0.25 Verde: Ag = 0.5
Magenta. : Ay variable Rojo : graf.real
obtenidos han sido los siguientes:

Tomando como : los resultados

£ Del documants, los avores, Digitalizacdin realizate por ULPGC, Biblioléca Univataitaria, 2006
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Evolucion Radios Circulo, Umbral = 50, s = 0.025

|—r—-—-—--‘—~-—.— —— e e e e e 1
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e ——

0 25 50 75 100 125 150

Figura 3.11: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo), con
s=0.025, y umbral 50

Evolucién Radios Circulo, Umbral = 128, s = 0.025

30

10

|

0 25 50 75 100 125 150

Figura 3.12: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo), con
s=0.025, y umbral 128
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Evolucion Radios Circulo, Umbral = 230, s = 0.025

I e
10 \\‘& ]

Figura 3.13: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo), con
§=0.025, y umbral 230

Bvolucion Radios Circulo, Umbral = 50, s = 0.05

o

10 |

¢ 25 50 75 100 125 150

Figura 3.14: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo}, con
s=0.05, y umbral 50

£ D documenieg, ke arones, Digitaiizaciin mallzada por ULPGE, Blblioteca Unlhversihtana, 2004
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BEvolucion Radios Circulo, Umbral = 128, s = 0.05

20 1

10 |

o 5 s 7 100 125 150
Figura 3.15: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo), con

s=0.05, y umbral 128
Evolucion Radios Circulo, Umbral = 230, s = 0.05

30
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0 25 50 75 100 125 150

Figura 3.16: Evolucién de los radios de la elipse (tomada como circulo), con
s=0.05, y umbral 230
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Haciendo el mismo estudio que en el caso del circulo, vemos la evolucién de
los cortes del centro de la imagen de la elipse (tratada como circulo) obteniendo
los siguientes resultados que aparecen en las figuras 3.17, 3.18 y 3.19.

Figura 3.17: Evolucién de los cortes de un circulo de radio 200 pixels, s=0.025

\an realizada por ULPGC, Biblioleca Universilaria, 2006
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Figura 3.18: Evolucién de los cortes de un circulo de radio 200 pixels, s=0.05

Figura 3.19: Evolucién de los cortes de un circulo de radio 200 pixels, s=0.1
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3.3.2 Evolucién de Esquinas.

De igual forma que hicimos con el modelo invariante affn:

Gl

1 _
up = 5 - (uium — Qg Ugy + Uty )® =13 - T(’UE)%

en el que a efectos practicos eliminamos el pardmetro t3 en la ecuacién
anterior, tomando: t — %té )

quedando la ecuacién de la forma,

ug = 7(u)?

sabemos que la velocidad de variacién de una esquina con el operador
anterior es

siendo

- @]

Asi pues, partimos de que conocemos la velocidad a la que teéricamente varfa
la esquina al aplicarle el operador no lineal en cuestién.

Resultados précticos.

Hemos realizado varias pruebas utilizando una imagen sintética de 401 x 219
pixels que corresponde a una esquina que forma un dngulo de § radianes, con 8
bits de profundidad que nos permiten diferenciar 256 niveles de gris (ver figura
siguiente), y que tiene un color negro en su interior y blanco fuera de él. Tal
como se habia obtenido en la seccién anterior, la velocidad con la que avanca la
esquina serfa v = t, pues o« = 7. Hemos realizado una estimacién del tiempo que
necesitamos para avanzar 20 pixels desde la proia esquina hacia adentro durante
el proceso de aplicar nuestro algoritmo a la imagen.

En estas pruebas hemos tomado distintos pasos de tiempo s (s == - t).
Hemos probado con s = 0.03, que corresponde a realizar n = 1357 iteraciones
para que la esquina avance 20 pixels hacia adentro (hacia la izquierda); hemos

itn realizada por ULPEC. Bitlioteca Uniwsraitaria, 2006
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Figura 3.20: Esquina de 90 grados.

utilizado también s = 0.05, necesitando realizar n = 814 iteraciones para el
mismo propdésito, y por tltimo, s = 0.1 para el que se obtiene un mimero total
de iteraciones igual a 407. .

Para cada uno de los distintos valores de pasos de tiempo utilizados,
hemos variado el valor del parametro g, segiin las distintas conclusiones que
hemos obtenido en nuestro estudio: Ag = i, Ag = % y por dltimo Ag variable.

Evolucién de una esquina de 5 radianes. Vamos a presentar, den-
tro de los distintos valroes que damos a los pardmetros A y 8, diversas pruebas
que hemos realizado a la imagen de la esquina anteriormente comentada. En este
tipo de pruebas, hemos calcularo la recta tedrica que corresponde a la evolucién
de una esquina de ¥ rad y la hemos representado junto con la evolucién experi-
mental de cada prueba para cada valor distinto del par (s, Ao). Para ello, hemos
ido creando, a medida que se aplica nuestro operador a la imagen, un fichero
de 100 valores de radios por los que va pasando en distintas iteraciones nuestra

esquina original.

Para obtener una visién de la evolucién de las esquinas para cada valor de
paso en la discretizacion, hemos realizado un andlisis independiente del umbral

itin realizada por ULPGC. Bitliotecs Unretraitatia, 2006
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Figura 3.21: Esquinas, s=0.030

escogido. Hemos realizado nueve cortes en momentos equiespaciados de tiempo
de forma que cada uno representa un barrido del valor de nivel de gris de cada
punto del centro de la imagen.

Los resultados obtenidos son los siguientes:
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3. Discretizacién de Operadores no lineales.

Figura 3.23: Esquinas, s=0.1
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Capitulo 4

Representacion de Formas

Planas.

En este capftulo, proponemos una representacién invariante de formas geométri-
cas utilizando el anilisis morfolégico multiescala. Esta invarianza geométrica
se basa en la evolucién del 4rea y del perimetro de la forma bajo la accién de
un andlisis multiescala morfolégico. Primero, presentaremos algunos resultados
tedricos sobre la evolucion del perimetro y del drea de las formas. En caso de
tener transformaciones de similitud, el invariante geométrico propuesto se basa
en la evolucién normalizada en escala del cociente isoperimétrico de la forma. En
caso de transformaciones geomeétricas afines generales el invariante geométrico se
basa en la evolucién normalizada en escala del drea. Presentamos ademds algunos
resultados numéricos para evaluar el rendimiento de los modelos propuestos.

4.1 Introduccion.

Los métodos de representacion de formas juegan un papel muy importante en
los sistemas de reconocimiento y andlisis de objetos. Segun la clasificacién de
los métodos de andlisis de formas propuestos por Pavlidis [Pav78] y Loncaric
{Lon98], por métodos de representacién de formas se entienden métodos que nos
proporcionan una representacién no numérica de la forma (por ejemplo un grafo).
La descripcion de la forma se refiere a los métodos que determinan descriptores
numéricos de la forma y que podrian suponer el paso siguiente a la representacion
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76 4. Representacién de Formas Planas.

de formas. Dentro de los métodos de descripcién de formas, podemos distinguir
dos clases. Por un lado, los métodos basados en el contorno de la forma (también
Hamados externos) y otro los métodos basados en caracteristicas globales de la
forma (también llamados internos).

En los idltimos afios, el andlisis multiescala se ha convertido en una her-
ramienta muy comin para muchas tdreas relacionadas con la visién por orde-
nador. Un andlisis multiescala puede definirse como un operador Ti(f) que
proporciona, para una imagen original f, una secuencia de imégenes Ti(f) que
representan la imagen en una escala m4s grosera t.

En nuestro trabajo trataremos con analisis multiescala morfolégicos, que sat-
isfacen la invarianza morfolégica, es decir, que el andlisis multiescala T;(f) con-
muta con cualquier modificacién creciente del histograma de la imagen. Esto
significa que para cualquier funcién creciente g{.)

Ti(f)og=Ti(foy)

la hipétesis subyacente asociada a esta invarianza morfolégica es que el con-
traste entre diferentes objetos presentes en la imagen no es importante, y que
toda la informacién presente en la imagen se describe mediante la geometria de
los conjuntos de nivel de la imagen. En particular, el modo en que la forma cam-
bia bajo la accién de un analisis multiescala morfolégico depende tinicamente de
la geometria de su borde.

El objetivo principal de este capitulo va a ser explotar las propiedades de in-
varianza morfolégica y geométrica de los andlisis multiescala morfolégicos para
determinar una representacién de formas global fiable. Las representaciones de
formas en la escala espacial lineal han sido estudiadas por diversos autores:
Witkin [Wit84] propone una aproximacién de filtrado en escala espacial me-
diante el seguimiento de los puntos de inflexién en las imégenes filtradas por
gausianas. Asada y Brady [AB86] propusieron una representacién denominada
the curvature primal sketch. Los contornos de la forma son filtrados con fun-
ciones gaussianas con ancho incremental para obtener una representacién mul-
tiescala de la forma basada en la curvatura de los contornos. Mokhtarian y
Mackworth [MM92] proponen también una representacién de los contornos de
las formas en la escala espacial basada en la evolucién de las curvaturas a través
de las escalas. En el contexo de los espacios de escala morfolégicos, Maragos
[Mar89] propuso una representacién del espectro de patrones basado en la evolu-
cién del drea de la forma obtenida mediante la apertura de la forma con un
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4. Representaciéon de Formas Planas. 77

disco de medida incremental. Cohignac et al., [CLM94] y [CM95|, propusieron
un método de reconocimiento de formas invariantes afines basados en el anélisis
muitiescala morfolégico invariante afin. Utilizaron el andlisis multiescala para
recuperar puntos caracteristicos en la forma. Lisani et al. [LMMMO0], utilizé
el andlisis multiescala invariante affn para suavizar las imdgenes antes de hacer
una codificacién local de los elementos de la forma.

El método que nosotros proponemos en esta memoria consiste en utilizar la
evolucién del drea y/o perfmetro de la forma a través de las escalas utilizando
diferentes an4lisis multiescala morfoldgicos como herramientas bésicas para ex-
traer una representacién global escala-espacial de la forma.

Tal y como demostraron Alvarez, Guichard, Lions y Morel en [LAMB93], bajo
algunas hip6tesis minimas sobre la arquitectura utilizada, todos los andlisis mul-
tiescalas morfol6gicos e invariantes euclideos estdn generados por la ecuacién en
derivadas parciales:

% — Bleurv(u) | Vu] (1)

en dénde 3(.} es una funcién no decreciente y curv(u)(z,y) es la curvatura
de la linea de nivel que pasa por el punto (x,y), es decir:

curv(u) = div (n—g%“)

Por ello, si u(t, z,y) es la solucién de la ecuacién (4.1), para el dato inicial f,

entonces:

u(t,2,y) = Ti(f)(2,y)

Nétese que estos andlisis multiescalas morfoldgicos son invariantes a trans-
formaciones euclidianas y simétricas ((z,y) — (L, ty)).

Siguiendo el principio morfolégico, consideramos que una forma Sy viene dada
por un conjunto de nivel de la imagen f, es decir

So={(x,y): flx,y) <A}
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78 4. Representacién de Formas Planas.

para algin A, donde para un conjunto A, denotamos por A la clausura de
A, es decir, el minimo conjunto cerrado que incluye a A. Denotaremos S(¢) a la
evolucion a través de las escalas de Sp,es decir:

S(t) = {(:E,y) : T:(f)(.?:, y) < A}

también denotaremos por C(t) al perfmetro de S(t). En el caso de que C(¢)
sea una familia de curvas de Jordan simples, podemos interpretar la evolucién
de C(t) en términos de evolucién de curvas. De hecho, C'(t) es una solucién de
la ecuacién de evolucién de curvas

oC -
S = BN (4.2)
en dénde N representa la direccién del vector unitario normal a la curva
orientado hacia el interior de la curva C(t) y k es la curvatura.

Resaltamos que el drea y el perimetro de una forma son invariantes bajo el
efecto de transformaciones euclidianas, es decir, dadas dos formas Sy, S}, y S(t),
S'(t) sus evoluciones correspondientes, si existe una transformacién euclidiana
E que satisface S} = E(Sp),entonces

8@ =15')] Vi>0
@)l =1C' ) V>0

por ello, la funcién t — |S(t)| y t — |C(¢)| son invariantes euclidianos de la,
forma Sg.

La Justificacién matemética de algunos de los resultados que vamos a utilizar
han sido desarrollados por Alvarez et al. en [LASO1].

La organizacién de este capitulo es como sigue: en la seccién 4.2, presen-
tamos algunos resultados teéricos de la evolucion del 4rea y del perfmetro de
una forma bajo la accién de un anélisis multiescala morfol6gico. En la seccién
4.3, analizamos la representacién de la invarianza de similitud de las formas,
en este caso proponemos como invarianza geométrica la evolucién del cociente
isoperimétrico normalizado en escala. En la seccion 4.4, estudiaremos la repre-
sentacién de formas invariantes afines, en este caso proponemos como invariante
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4. Representacién de Formas Planas. 79

geométrico la evolucién del cociente del drea normalizado en escala. En la seccién
4.5, presentamos algunos resultados numéricos experimentales. Y en la seccién
77 presentaremos algunas conclusiones.

4.2 Evolucién del drea y del perimetro de una
forma bajo la accién de un andlisis multi-

escala morfolégico

En este apartado, mostraremos las férmulas de la evolucién del perfmetro y de la
superficie segiin la ecuacién (4.1). Asumiremos que C(¢) la frontera de la forma
S(t) en la escala t, es una familia de curvas simples de Jordan.

Proposicién 1 Si C(t) es una familia de curvas simples de Jordan, entonces la
evolucién a través de las escalas de la longitud de la curva |C(¢)| bajo la accion
de (4.1) viene dada por

siendo s lo longitud de arco sobre la curve

demostracion : ver [LASO1]

Proposicién 2

fCe
Al [ wsoas (43)

Observacién: En el caso de que B(k) sea constante (8(k) = M), tendremos:

AT _ / N s = —ommr
Bt A

y por ello:
|C()] = |C(0)] — 2w Mt

asf en particular, en este caso, la evolucién del perfmetro |C(¢)| no depende
de la geometrfa de C(t), y luego, para esta eleccién particular de 8(s), [C(¢)| no
puede ser utilizada para discriminar entre formas distintas.

Si C(t) es una familia de curvas simples de Jordan, entonces la evolucién a
través de las escalas del drea [S(¢)! bajo la accién de (4.1), viene dada por

itin realizada por ULPGC. Bitliotecs Unretraitatia, 2006

, log autares Digitali

@ Del



80 4. Representacién de Formas Planas.

Proposicién 3 Si C(t) es una familia de curvas simples de Jordan, entonces,
la evolucion del drea |S(t)| @ través de las escalas bajo la accion de (4.1), viene

dada por .
ASWI _ _ / Bk)ds. (4.4)
0

ot

demostracién: Ver [LASO1].
Observacién: En €l caso de que 8(k) = k tendremos:

8|S(t)| B /IC(t)I _
T 5 kds = —2x

y por ello:
|S(E) = |So| — 2t

asi que en particular, en este caso, la evolucién del drea |S(¢)| no depende
de la geometrfa de C(t), y luego, |S(¢)| no puede ser utilizada para discriminar
entre dos formas diferentes. Observamos que este resultado es cierto unicamente
para la eleccién particular de 3(s) = s, y que en general, para otros valores de
B(s) la evolucién del drea depende de la geometria de Sy.

4.3 Representacién morfolégica invariante a

similitudes de una forma.

En esta seccién, estudiaremos como encontrar una invarianza de similitud uti-
lizando la evolucién del drea y del perimetro de S(¢). Una transformacién de
similitnd H se genera mediante la composicién de rotaciones, zoom y traslaciones
y puede expresarse como:

a cos(a)  sin(a) t a4
Hz,y) ——k( —sin(a) cos(a) ) ( Yy ) i ( b )

Diremos que un analisis multiescala es invariante ante transformaciones de
similitund si para cualquier transformacion de similitud H, existe una funcién
t — t'(H,t) tal que
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4. Representaciéon de Formas Planas. 81

H (Touy(f)) = T(H())

Primero que nada, decir que buscamos la caracterizacién de un andlisis mul-
tiescala que sea invariante bajo una transformacién de similitud.

Proposicién 4 Sea Ti(f) un andlisis multiescala morfoldgico dado por (4.1).
T:(f) es invariante bajo transformaciones de similitud si y sélo si existe una

constante p > 0 tal que:

[ Bwe  if s20 '
Als) = { Bl=1)(=s)P if s<0 (45)

Proposicién 5 Por otra parte, si k es el factor de escala de la similitud H,

entonces

¢(H,t) = kPt
demostracién: Ver [LAS01].

Observaciéon: nétese que el andlisis multiescala de la proposicién anterior
Ti(f) no es invariante en la escala en el sentido de que una transformacién de
similitud no modifica las variables espaciales y escalares del mismo modo, es
decir, que si aplicamos un zoom (x,y) — (kz, ky) a la forma, entonces la escala
es modificado segiin t — kPt #£ kt. Para obtener la propiedad de invarianza de
escala solo necesitamos reemplazar ¢ segtin la transformacién:

{=(t(p+1))7+1 (4.6)

con la nueva escala { tenemos que (x,y,f) — {(kz, ky, kf) bajo la. accién de
una transformacion de similitud H{z,y) = (kz, ky). De hecho,

H(Ty(f) = H(Twrrr ()= T (H(f)) = THH(S))
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82 4, Representacién de Formas Planas.

La nueva variable de escala ¢ tiene un significado mds fisico, por ejemplo
un disco de radio Ry se desvanece en una escala proporcional a = Ry. En el
caso particular de 3; = 1, el desvanecimiento en escala de un cfrculo es igual al
de su radio, asf que podemos interpretar que en una escala £, todos los objetos
inicialmente incluidos en un disco de radio f serdn eliminados por medio del
andlisis multiescala.

Observacién: Nétese que , en realidad, el andlisis muitiescala morfolégico
invariante por similitudes depende de 3 parametros, la potencia p > 0, la con-
stante 5_; = B(—1) y 8; = (1) que no son completamente arbitrarias debido
a que la funcién (s) ha de ser no decreciente. Esto significa que si p > 0, en-
tonces B, > 0y f_; £0. A continuacién representaremos el andlisis multiescala
invariante por similitudes 73(f) mediante estos 3 parametros, es decir:

T(f) = T2 f)

utilizaremos la notacién

Stw.s_y.80 (1)

C(P.ﬁ-hﬁl)(t)

para indicar la evolucién de la forma Sp y su borde Cp siguiendo el andlisis
multiescala dado por (p, B_;, 51).

De entre las diferentes posibilidades de andlisis multiescalas morfolégicos in-
variantes por similitudes mencionaremos 3 ejemplos que corresponden a algunos
casos particulares de (p,5_;,8;). El primer ejemplo viene dado por los oper-
adores morfolégicos matemsticos clisicos que son la dilatacién y la erosién, que
corresponde a las elecciones

(psﬁ—liﬁ]) = (0:131) (47)
(paﬁ—lsﬁl) = (0:_1:"1) (4'8)

El segundo ejemplo de anélisis multiescala viene dada por el operador de
curvatura media, en dénde tenemos 3 opciones tipicas para elegir (p, 5_,,5,):
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4. Representacién de Formas Planas. 83

(paﬁ—laﬁl): (]-:_1’1) (49)
(p: ,8—11 51) = (1103 1)
(pa /6—1) 51) = (1! _1?0)

El tercer ejemplo de anslisis multiescala que consideramos se basa en el andli-
sis multiescala invariante afin descubierto por Alvarez-Lions-Guichard-Morel
[LAM93] y Sapiro-Tannenbaum [GA93] de una forma independiente. En este
caso, utilizaremos de nuevo 3 diferentes valores para (p, 5_y, 51 ):

0,8-081) = (5,-1.1) (4.10)
(paﬁ—la ;61) = (%,0, 1)

(0,6-1,81) = (5,-1,0)

4.3.1 Evolucién del cociente isoperimétrico normalizado

en escala.

Para determinar invariantes de similitud debemos normalizar en escala signiendo
el factor de escaka k. Primero observamos que si Tt(p‘ﬁ ”"ﬁ‘)( f) es un analisis
multiescala morfoldgico invariante en escala bajo transformaciones de similitud,
So, Sy son formas definidas y H es una transformacién de similitud tal que
H(S]) = So, entonces utilizando la proposicién 4, y (4.6) y obtendremos

S(p,ﬁ_a,ﬁl)(a = H(SEp,ﬁ_l,,Bl)(kE)) Viz0

(00100 (D)

|Se8-p.80 ()] = = }C; ’ Vi>0 (4.11)
-, C{Paﬁ—lvﬁl)(ka'

IC{p,ﬁ_l.ﬁl)(tH = ’ Ytz 0

Como invariante de similitud de una forma, definida Sy usaremos la evolucién
del cociente isoperimétrico normalizado en escala 1% __, ,(f) dado por:
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84 4. Representacién de Formas Planas.

Definicidn 10 Let be Sy a bounded shape, we define the scale-normalized
isoperimetric ratio evolution I _ 4. (£) as the function

[soran@viED)
C(,, a_160 (/] 50l ),

Definicidn 11 Dada Sy une forma definida, definimos la evolucion del cociente
isoperimétrico normalizado en escala I(i‘fﬁ_bﬁl,(f) como la funcion

I(}gaoﬁ_l B1) (f) =

Stnso B/ 50D
[CorsevanG/ISED]

S
1(9?3-1‘81) (t) =4n

Observamos que I5%_ o (&) < 1,y IZ,_ .. (f) = 1 s6lo en el caso de que
Sews_1.60(E1/]50]) sea un circulo. A continucacién, mostraremos que If,f'ﬁ_l,ﬂl)(t)
es un invariante por similitudes de la forma Sq.

Teorema 5 Sea T}(p’ﬁ““ﬁ’}( f) un andlisis multiescale morfoldgico invariante
bajo transformaciones de similitud, y sean 2 formas definidas Sy, Sp, de forma
que existe une transformacidn de similitud H, con H(S}) = So, Entonces:

st ; -
Ir’ﬁ 151)(t) I(??ﬁ—]rﬁl)(t) fort>0

Demostracién. : Sea k el factor de escala de la transformacién H, utilizando
(4.11) obtenemos: ®

S(pﬁ 1B1J(tk\/ |SU )]
(p B1.81) tk\/ |SO )’

. S(p»ﬁdpﬁ)(g\/ |SO|)
%

(r.B.. 1431}(13)‘-‘-47T =d4m

_ 2
C(p.ﬁh-;[,ﬂ]) (t YV 'SOI)
S;P‘ﬁ—lvﬁl)(gv |SE' )

= 4m . - Igoﬁ L+ 131}(5)
Clop-ron(t &l

lo cual concluye nuestra demostracion.
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4. Representacién de Formas Planas, 85

Observacién: Hacemos notar que en el caso de la evolucién de la curvatura
((p, B_;,51) = (1,—1,1)), si C(¢) es una familia de curvas de Jordan simples,
entonces segiin los resultados de la seccién anterior tendremos que

| S (EVISOD| = 150l (1 = 72)

asi que tenemos una forma de expresién analitica para la evolucion del 4rea.
En particular tendremos que ya que Squ.-11(f) converge hacia un cfrculo que se
desvanece, entonces 1", ,,(f) satisface:

Lim I, (&) =1
i~{v/1)"

n

Por otro lado, en el caso de p = 0 tendremos que

‘C(p,ﬁ_l-ﬂl)(g\/l_‘s_on‘ = (!C‘)] - 27”61{ IS°|)+

asf que obtenemos una expresioén analitica para la evolucién del perfmetro.

4.4 Representacién morfolégica afin invariante

de una forma.

Consideremos una. transformacion affn general dada por

weres()-(3)
Y b

en donde A es una matriz de 2 x 2 con |4| # 0
En [LAMS3], se mostré que el tunico andlisis multiescala morfoldgico invari-
ante afin viene dado por

_ 513% if s>0
o= { Bal-s)t if s<0
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86 4. Representacién de Formas Planas.

En donde 8, > 0y 8_; < 0. En este caso tenemos gue

H (Towpn(F) = TH())
dénde
t(H,t) = A5 ¢

Por otro lado, dadas 2 formas definidas Sy, S;, tales que existe una transfor-
macion afin H con H(S)) = Sy, tenemos que:

{p,ﬁ»-l,ﬂ:)( |A|E)*
|4

)S(p.ﬁ——hﬁl)(f)) = Vi = 0 (412)

En el caso de la representacién invariante affn, no podemos utilizar el cociente
isoperimétrico normalizado en escala porque el perfimetro no es un invariante bajo
transformaciones afines. Por ello proponemos un invariante geométrico basado
tnicamente en la evolucidn del drea. Introduciremos, a tal fin, la evolucién del
cociente de superficie normalizado en escala.

Definition 1 Definicion 12 Sea una forma definida Sy, definimos lo evolu-
cion del cociente de superficie normalizada en escala SR,_ ,.,(f)como la fun-

cidn ’ ’
N S(p,ﬂ._l‘ﬁl,)(f\/ ISOI)
SR'(g:gﬁ-bBl)(t) =" |,5'0|

A continuacién, mostraremos que SR, , ,(f) es un invariante afin de la
forma Sp.
Teorema 6 Sea Tt(l’ﬁ “"6‘)( f)} un andlisis multiescala morfoldgico invariante
ante transformaciones afines (p = 3), sean 2 formas definidas So, S;, tales que
existe una transformacion afin H con H(Sy) = Sp, Entonces:

SRS (f) = SR% () fori>0

(4.8_1.81) (4.8_1.81)
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4. Representacién de Formas Planas. 87

Demostracién. : Utilizando (4.12) obtenemos =

SR { S(é»ﬂ-].,ﬁ]}(f )SOI) ISzé'B—l'ﬂl) (f\/ |SO| |AD» _
(4.5_ 181}() |So - 150] |A] -
_ ;é,g_l,_gl)(f ISBI -
L S acaan®

lo cual concluye nuestra demostracion.

La escala de desvanecimiento.

Definicién 13 Dado un andlisis multiescala morfoldgico T(10 B "5‘)( fleonp >0
y dada la forma Sy, definiemos la escala de desvanecimiento t 5"~ ﬁl)(S } como

un nuimero:

t2P-1 (50) = sup{|S(t)| > 0)

Observacién: Nétese quesi 8, > 0y Sp es una forma, entonces por el principio

de inclusién tenemos que

Sityc B (0, %0)

(RE*-peip+1)) P
y por ello t27-7(50) < REV /(B (p + 1)) < o0

Observacién: Nétese que si usamos la escala 7, dada en (4.6), en vez de t,
entonces la escala de desvanecimiento para un circulo de radio Ry viene dado

por :

#1020, w0)) = 677 Ry

Por otro Jado, bajo la accién de una transformacion affn o de similitud HY{)
tenemos que f:{p A-151) kf(p B-1.51) ,en dénde k es el factor de escala de la simil-
itud o £5F-1P) | At ~(p B-181) en el caso de una transformacién afin. Esta
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88 4. Representacién de Formas Planas.

relacién nos proporciona otra forma de normalizar la escala en el cociente isoper-
imétrico normalizado en escala y del cociente de drea normalizado en escala, en
otras palabras, las siguientes funciones son invariantes por similitudes (respecti-
vamente invariantes affnes) de las formas

IS(?B 1.‘91)(t {pﬁ_l ) )|

(ps_l al)@ =7
C(Pﬁ—l‘ﬁl)(t(f:{:;ﬁ— ﬁl)))‘

S srop EET))
(%m ﬁ"_l,ﬂ‘))

para un valor particular de (53, 8,) v luego
para cualquier anélisis multiescala (8;, 8_4).

SR(& By ﬁl}(f) =

Asi que podemos calcular £57-171)

normalizar la escala con E‘o’;’ﬁ 181)

4.5 Resultados Numéricos.

Los algoritmos numéricos que utilizamos para aproximar numéricamente los
andlisis multiescalas morfolégicos que usamos estdn basados en técnicas desar-
rolladas en esta memoria en el capitulo sobre discretizacion de operadores difer-
enciales. Primero, presentamos algunas experiencias utilizando la evolucion del
cociente isoperimétrico normalizado en escala Io%,  , ,(f). Utilizaremos algunas
formas sintéticas dadas en la figura 4.1. para todas las formas (excepto para
el circulo) tenemos un cociente isoperimétrico inicial similar (de hecho, tedrica-
mente el cociente isoperimétrico es exactamente el mismo para todas las formas,
sin embargo, en la practica, debido a ruidos y errores numéricos el cociente
isoperimétrico calculado no es el mismo). Las formas han sido organizadas de la
signiente forma: para cada forma se ha aplicado una transformacién de similitud
donde hemos rotado y cambiado el tamano original de la forma. Asi, las formas
1-2,3-4,4-5,5~6y 7— 8 son equivalentes médulo una transformacion
de similitud. La forma 9 es similar a la forma 7 pero en la forma 9, hemos cam-
biado la localizacion del cuadrado del interior. Compararemos I5%_ L5 (1) para
las distintas formas para ¢ € [0, 0.3]. Recordamos que
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Figura 4.1: Formas de prueba utilizadas para evaluar el cociente isoper-
imétrico normalizado en escala.

Lim I}, () =1
(VA
Por ello, £ = \/; =~ 0.56 es el limite superior para el que tiene sentido la
comparacién de las escalas.

En la figura 4.2, presentamos la evolucién de I(Sl?&l‘n () para las formas de
la figura 4.1. Cada forma tiene asociados varios graficos que corresponden a la
evolucién de Iﬁf’_l,n (f) para las distintas transformaciones de las formas. Obser-
vamos que siguiendo la evolucién de [, g?_l,l) () podemos discriminar bastante bien
entre las distintas formas. Nétese que las figuras 7— 8 — 9 presentan evoluciones
similares debido a que la evolucién de IS, ,(f) no se altera por la localizacién
del cuadrado de dentro de las formas.

En la figura 4.3, presentamos la evolucién de I, {31?0,1) (f) para las formas de la
figura 4.1. Nétese que en este caso, las formas 7 y 9 tienen una evolucién diferente
siguiendo la localizacién del cuadrado de su interior. Este comportamiento se
ilustra en la figura 4.4 en donde mostramos algunos pasos de la evolucién de
Sa,01)(t) a través de las escalas para la figura 9.

En la figura 4.5, presentamos la evolucién de [ (‘c’;"‘o’l)(f) para las formas de la
figura 4.1.

iGn realizda por ULPGC. Bibligheta Unietraitaria, 2006
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000 003 006 009 012 015 018 021 024 027 0.20

Figura 4.2: Evolucién de I3°_, ,(f) para las formas de la figura 1.

0.00 003 9006 009 012 045 018 021 024 027 0.30

Figura 4.3: Evolucién de I3, ,,({)para las formas de la figura 1.

& Del dodumeritn, ks aulores. Digitalizacian réalizage por ULPSE. Bibliméca Univérsiaria, 2008
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Figura 4.4: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: Evolucién de
Saen () para la forma 9 de la figura 1.

000 003 006 009 012 015 0.18 0.21 0.24 027 0.30

Figura 4.5: Evolucién de para las formas de I, () la figura 1.

% Del diumenlo. log autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Bitlioteca Linwaraitaria, 2006
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Figura 4.6: Formas de prueba utilizadas para evaluar la evolucién del
cociente de superficie invariante afin normalizado en escala.

A continuacién, presentaremos algunas experiencias utilizando la evolucién
del cociente de dreas normalizado en escala. SR‘(";” by (t). Utilizaremos algunas
formas sintéticas dadas en la figura 4.6. Para cada forma hemos aplicado una
transformacién afin en donde hernos cambiado las medidas horizontales y verti-
cales de las mismas de forma diferente. Asf, las formas 1 —2,3—-4,4-5, 5—86,
7 — 8 y 9— 10 son equivalentes médulo una transformacién afin. Compararemos

SRf;"ﬂ_l'ﬁl)(ﬂ para las distintas formas para ¢ € [0,0.3].

So
(§.-1.1)
de la figura 4.6. Cada forma tiene asociada 2 gréficas que corresponden a la

En la figura 4.7, presentamos la evolucién de SR (t) para las formas

evolucién de SR(SJ;’,_W (t) para las distintas transformaciones de las formas.
En la figura 4.8 presentamos la evolucién de S ng_o,l)
figura 4.6. Nétese que en este caso, inicamente la regién convexa de las formas

(f) para las formas de la

evoluciona, asf que este comportamiento produce una discriminacion fuerte entre
la evolucién de las formas siguiendo la geometria de sus regiones céncavas y
convexas. Puede observarse este efecto si se compara la evolucién de las formas

3 y 7. La evolucién de SR(S;,M} (f) para estas dos formas es muy diferente, pero la

iin realizada por ULPEC. Biblipheta Uniseraitaria, 2006

|0g autorea. Ciitali;




4. Representacién de Formas Planas. 93

000 003 006 002 012 0.15 018 0.21 0.24 027 0.30

Figura 4.7: Evolucién de SR® () para cada forma de la figura 6.

4.-11)
Evolution of S Rf’:f (?) for the shapes of figure 6.

=11

evolucién de SR(S;_M) (f) para las mismas formas son mucho mds parecidas. Asi
que en la practica, significa que utilizando la informacién de la evolucién del drea
con diferentes valores de 5_; y ; obtenemos un poder mejor de discriminacién

para las formas.

fg —1,0) (f) para las formas de

3.~1,0)

En la figura 4.8, presentamos la evoluciéon de SR

la figura 4.6.La evolucién con el andlisis multiescala Tt( es mds sensible
a ruidos de pixels que aquellos correspondientes a 3, > 0. La razén es que en
este caso no hemos tenemos un efecto de regularizacién en los bordes. Este
comportamiento puede observarse en esta experiencia numérica: Por ejemplo la
evohicién de los tridngulos dados por las formas 5 y 6 son claramente diferentes
debido a los errores de pixels introducidos por la aplicacion de la transformacién

afin a la forma 5.

ifin relizads por ULPGE, Biblioecs Universiaria. 2006
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0.00 003 0.06 009 0.12 0.15 0.18 021 024 027 0.30

Figura 4.8: Evolucién de SR

Son (f) para las formas de la figura 6.

@ Dl aoturmenlo, Ios aubtrea Digitalizaciin realizada por ULPGG Bibliohketa Unhegraitaria, 2008
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Figura 4.9: Evolucién de SR

3-10)

(f) para las formas de la figura 6.
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4.6 Aplicacion a la clasificacién de formas.

A continuacién aplicaremos las técnicas desarrolladas para el problema de la
clasificacién de formas. Utilizaremos una base de datos real desarrollada en
la Universidad de Surrey (ver [MAK96] para més detalles). Partimos de una
seleccién de 200 formas de esta base de datos. Con el objetivo de introducir
ruido real a la representacion de las formas, hemos impreso, rotado y escaneado
algunas de las formas y las hemos aifiadido a la base de datos. En la figura 4.10
presentamos la ya mencionada base de datos. Nétese que en la figura 4.10 hemos
normalizado el tamano de las formas para poderlas incluir en una tinica imagen,
es decir, la relacién entre el tamaiio real de las formas podria ser muy diferente
a como aparecen en la figura 4.10 .

El problema con el que tratamos es el siguiente: dada una forma, deseamos
encontrar las formas mds parecidas en la base de datos siguiendo algiin criterio
de distancia basado en nuestra representacion de las formas. Asi que, primero
debemos definir tal criterio de distancia. En el caso de la representacién de
formas Euclidianas y dado un anslisis multiescala invariante por similitudes,
definimos la distancia Euclidiana asociada entre dos formas 5p y &) segin la
expresion

iy N . ol -
dgp‘ﬁ“’ﬁl)(so, Sp) = /‘; Iﬁ?ﬁ_l,gl)(t) - I(Sp?ﬁ—l»ﬁ:l)(t) dt, (4.13)

dénde ¢; representa la escala final que utilizamos para calcular la evolucién del

andlisis multiescala. A continuacién en los experimentos numéricos que hemos
realizado para la representacién invariante Euclidiana, hemos ajustado, tal y
como hicimos en la seccién anterior, p =1y #; = 0.3.

Para obtener un comportamiento discriminatorio mas fuerte, hemos combi-
nado la informacién de diversos analisis multiescala. Concretamente, para la
representacion de formas Euclidianas, utilizamos

de(So, Sp) = d11(Sy, Sp) + dHO1(Sp, ) + dBHO(Se, S5). (4.14)

Es importante resaltar que con esta combinacién recuperamos la invarianza de
la inversién del histograma. Es decir d.(.S, S§) es invariante frente a la trans-
formacién de niveles de grises de la imagen f — —f.

B Del decumenin. Ios autares. Digitalizaciin realizada por ULPGG Bibliohéta Unhstraitaria, 2006
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W JEP Qg kT <P
O*G“m{z@xofm

DO 9P O 9 9 O 099
-0 9 0- 0P oW
NS Ry 3. (YA
JP ™ ¢4 >¢ &
3%£¥Twhﬂ¥‘“%

Figura 4.10: Base de datos de animales marinos tomada de la Universidad de
Surrey donde hemos anadido algunas formas nuevas, obtenidas al imprimir, rotar
y escanear formas de la base de datos de la Universidad de Surrey.
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En el caso de la representacién de formas invariante afin definimos una dis-
tancia afin de forma similar

3 ﬁl)(S 56) / ‘AR(M (E) AR(&ﬁ ﬁx)(f) dt. (4.15)

De nuevo, vamos a combinar la informacion de disversos andlisis multiescalas
para obtener un comportamiento discriminatorio més fuerte de tal manera que
definimos la distancia afin como:

do(Sp, S5) = dFMV(So, 5 + dFOV (S, 8) + A8, 8. (4.16)

En la figura 4.11 presentamos un experimento numeérico en el que hemos tomado
16 formas de nuestra base de datos y hemos estimado las 6 formas maés similares
a ellas ordenadas segin el criterio de distancia Euclidiana d$" ™" (S, S6), v los
resultados las hemos mostrado en 2 columnas. observamos que para cada una de
las formas hemos incluido una nueva mediante la impresion, rotacién y escaneado
de la forma, lo que produce una nueva imagen "distorsionada” equivalente en
similitud a la forma original. En la figura 4.11 observamos que en 14 formas,
la més similar es la versién "distorsionada" equivalente en similitud de la forma
original. En las formas 2 y 8 (de arriba a abajo) de la segunda columna, el
criterio de distancia no hace que la versién "distorsionada" de la forma sea
la mds cercana a la original. En el caso de la figura 8 la razén es que hay
otras formas en la base de datos que son muy similares a la original, pero en la
forma 2 la técnica falla y proporciona resultados erréneos en el sentido de que
algunas formas que tienen una geometria diferente a la original tienen un valor
de distancia menor que la versién "distorsionada”, incluida en la base de datos,
de la forma original. De hecho, esta es la razén que necesitamos para combinar
diversos andlisis multiescalas para obtener una informacién m4s discriminante y
robusta.

En la figura 4.12 presentamos un experimento numérico en donde hemos
tomado 16 formas de la base de datos y en donde hemos estimado las 6 formas
m4s similares ordenadas segin la distancia Euclidiana d” 1)(80‘50)(50, S5)- En
este caso, hay una tnica forma (la forma 8 de la segunda columna) en donde la
mds similar no eg la forma distorsionada incluida en la base de datos. El resultado

% Dl detumenia, log autores. Digitalization ralizada por ULPGG Bibligketa Linversitaria, 2006
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Figura 4.11: De izquierda a derecha, mostramos para las 16 formas de la base de
datos, las 6 m4s similares ordenadas segtin el criterio de distancia dgl’ul‘l)(So, 50)

por ULPGG Bitlioteca Linvera
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Figura 4.12: De izquierda a derecha, mostramos para las 16 formas de la base de
datos, las 6 mds similares ordenadas segin el criterio de distancia d?’o‘l}(Sg, Sh)
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Figura 4.13: De izquierda a derecha, mostramos pard las 16 formas de la base de
datos, las 6 mas similares ordenadas segiin el criterio de distancia d& =% (S, Sp)-

para la forma 2 de la segunda columna parece ser més razonable, desde un punto
de vista perceptual, que en el primer experimento.

En la figura 4.13 presentamos un experimento numeérico en donde hemos
tomado 16 formas de nuestra base de datos y hemos estimado las 6 formas més
similares segiin el criterio de distancia Euclidiana 4oy (So, Sp). En este caso,
obtenemos, en algunos casos, una combinacién de formas no esperada como en
el caso de la forma 4 de la primera columna, o como la 8 de las segunda. De
todas formas, obtenemos que la versidn distorsionada incluida en nuestra base
de datos es siempre la mds similar {excepto para el caso de la figura 8 de la
segunda columna).

En la figura 4.14 presentamos un experimento numérico en donde hemos
tomado 16 formas de la base de datos y hemos estimado las 6 formas més simi-
lares segun el criterio de distancia Euclidiana d(Sp, S§) en donde hemos combi-
nado 3 andlisis multiescala. Notése, que en general, la clasificacion es bastante
buena desde un punto de vista perceptual. En la tabla 4.1 presentamos los

ign realizada por ULPEC. Bitlicteca Uinvarsitaria, 2006
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Figura 4.14: De izquierda a derecha, mostramos para las 16 formas de la base
de datos, las 6 m4s similares ordenadas segtin el criterio de distancia d.(Sy, Sp)-

valores del criterio de distancia d,.(.S, Sy) para el experimento numérico de la
figura 4.14. Observamos que para la figura 8 de la segunda columna, el tinico
caso en que el método falla en el sentido de que la forma mds similar no es la
distorsionada incluida en la base de datos, las figuras son muy similares y los
valores de distancia son muy bajos. También observamos que cuando no hay
figuras similares en la base de datos para la figura que queremos clasificar, hay
unos valores de distancia altos de entre la versién distorsionada de la forma y la
m4s similar en nuestra base de datos, como ocurre con las formas 2,5,6,7,8 de

la primera columna.

A continuacién presentamos algunos experimentos numéricos relativos a la
clasificacion invariante affn. Para simplificar la exposicidn daremos los resultados
obtenidos con la combinacion de los 3 andlisis multiescalas asociados. En la figura
4.15 presentamos un experimento numérico en donde dadas 16 formas de la base
de datos hemos estimado las 6 formas m4s similares segiin el criterio de distancia
invariante afin d,(S,, S)). Primero observamos que estamos clasificando las
formas desde un punto de vista de invarianza afin, y que una transformacién

itin realizens pot ULPGC, Biblinlecs Universilarig 2006

, ko Bulores, Digital

£ Del



102

4. Representacién de Formas Planas.

Tabla 4.1: Para el experimento de la figura 4.14, mostramos

funcién distancia d.(Sy, Sp)

los valores de la

0.0

1.1-02

5.4-02

5.7-02

7.7-02

1.1-01

0.0

9.7-03

1.0-01

1.1-01

1.6-01

1.7-01

0.0

3.3-02

2.0-01

2.0-01

2.2-01

2.3-01

0.0

2.2-02

2.7-02

8.0-02

1.0-01

1.1-01

0.0

5.2-03

3.8-02

4.8-02

8.4-02

1.1-01

0.0

1.9-02

8.0-02

1.1-01

1.2-01

1.3-01

0.0

1.4-02

2.6-02

1.1-01

1.2-01

1.2-01

0.0

2.3-02

5.4-02

8.6-02

8.7-02

8.7-02

0.0

1.3-02

1.2-01

1.2-01

1.2-01

1.5-01

0.0

2.1-02

1.4-01

1.4-01

1.8-01

1.8-01

0.0

2.1-02

2.6-01

3.0-01

3.1-01

3.2-01

0.0

1.5-02

7.0-02

7.2-02

1.1-01

1.1-01

0.0

2.3-02

1.1-01

2.4-01

3.0-01

3.4-01

0.0

2.7-02

8.9-02

2.0-01

2.5-01

2.5-01

0.0

4.0-02

2.5-01

2.7-01

2.7-01

2.9-01

0.0

1.7-02

2.7-02

2.8-02

3.8-02

7.6-02

afin general puede modificar perceptualmente la geometria de una forma en gran
medida. Por ejemplo, en la forma 4 de la segunda columna, la forma original y la
tercera méas similar (en términos de distancia afin) son, de hecho, muy similares
desde un punto de vista afin (hemos de expandir el eje vertical para pasar de
una imagen a otra). En otras palabras, la clasificacién affn no podia ser la mejor
desde un punto de vista de percepcion humana. En cualquier caso, los resultados
han sido bastante buenos, obteniendo que de las 12 formas, el método encuentra
que la forma més similar es la forma distorsionada introducida en la base de
datos, en las figuras 3 de la primera columna, y en la 2 y 8 de la segunda hay
otras formas en nuestra base de datos que son muy similares. El método parece
fallar para la figura 4 de la segunda columna en donde la forma distorsionada
no aparece entre las 6 mds similares. La razon, segun se muestra en la tabla 4.2
en dénde presentamos los valores del criterio de distancia d,(Sp, 54) para este
experimento, es que desde el punto de vista de las transformaciones afines, la
distancia entre esta forma y las propuestas es muy pequena.

Nota (robustez frente al ruido): En nuestro trabajo, no hemos hecho un énfa-
sis especial en mejorar la robustez frente al ruido de nuestros anélisis, porque
de hecho, como podemos ver en los experimentos de la base de datos reales,
nuestro andlisis es muy robusto frente al ruido incluso sin una estrategia especi-
fica para mejorar el comportamiento en este sentido. Sin embargo hay espacio
para algunas mejores en el comportamiento frente al ruido, que, por falta de
tiempo, no hemos examinado en este trabajo: Primero, podemos observar que

@ Dal deturranln, Ins dutores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Bibliohtta Uniegraitaria, 2006
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Figura 4.15: De izquierda a derecha, mostramos para las 16 formas de la base
de datos, las 6 mas similares ordenadas segun el criterio de distancia d, (S5, 5).

Tabla 4.2: Se muestra, para el experimento de la figura 4.15, los valores de la
distancia d, (5, 55)
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0.0 | 1.3-02| 2.6-02| 3.0-02 | 3.4-02§ 3.5-02| 0.0] 2.4-02] 2.8-02| 2.9-02} 6.2-02| 6.3-02

0.0 4402 1.1-01} 1.4-01 { 1.4-01 1.8-01| 0.0} 2.0-02{ 2.7-02 2.9-02 3.4-02] 3.4-02

0.0 | 44-03] 1.1-02| 1.4-02 | 1.4-02| 2.5-02| 0.0 | 2.5-02 | 2.9-02| 4.3-02] 4.4-02} 6.4-02

0.0 | 3.9-02| 3.9-02| 8.2-02 } 9.0-02} 9.0-02| 0.0] 3.3-02] 3.6-02| 3.9-02| 4.2-02| 4.2-02

0.0} 1.9-02 6.7-02} 6.8-02 | 6.8-02| 6.9-02| 0.0} 1.5-02! 2.6-02] 2.7-02| 4.3-02| 4.9-02

0.0 [ 8.0-02( 2.8-01] 3.1-01 | 3.1-01| 3.2-01| 0.0| 3.4-02 | 5.7-02 | 5.7-021 5.8-02| 6.7-02

0.0 | 4.5-02| 84-02} 1.5-01 | 1.5-01j 1.8-01| 0.0| 1.2-01| 1.7-01 | 3.3-01] 3.5-01 | 4.0-01

0.0} 2.6-02] 6.5-02] 7.5e-02] 8.2-02] 8.3-02| 0.0] 1.8-02 | 1.9-02| 2.1-02] 2.3-02} 2.9-02
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cuando 8, es igual a 0 el andlisis multiescala no posee un efecto regularizante
sobre la forma, es decir, no tiende a suavizar los contornos de las formas, como
es el caso, por ejemplo, del anslisis multiescala generado por la ecuacién de
curvatura media que suaviza las formas y elimina €l ruido de una forma muy
eficiente. Podemos evitar el caso 8; = 0 tomando como analisis multiescala
(p, 81,6-1) = (p, —1,1),(p, —1,€), (p, —¢,1) en donde € > 0 seria un pardmetro a
ajustar en las aplicaciones. Nétese que con esta eleccién, mantenemos la invari-
anza del analisis bajo la inversion del histograma de la imagen (cambiando f por
—f). En segundo lugar, observamos en los experimentos (ver figuras 4.2, 4.3,
4.5) que la mayoria del ruido se concentra en las primeras escalas de la evolu-
cién, as{ que la forma de mejorar el comportamiento de la robustez del ruido
es la. de comparar la evolucién del radio isoperimétrico de dos formas no en el
intervalo [0,%;] sino en el intervalo [fy, ;] en dénde f, > 0 seria un pardmetro
a ajustar en las aplicaciones. También podriamos cambiar el peso de la influ-
encia de cada andlisis multiescala en la comparacién de formas. Por ejemplo, la
curvatura media es el anélisis multiescala mds robusto respecto al ruido, asi que
podriamos asignar un peso mayor a este anlisis multiescala en la comparacién
de formas. Finalmente, podriamos estimar también el &rea inicial de la forma
de una forma mds robusta. Ademds, en el caso en que tratdramos con formas
sin agujeros en donde el contorno viniera dado por una curva de Jordan simple,
sabemos que la evolucién del 4rea bajo la accion de la curvatura media viene
dada por |S(t)| = |So| — 2mt. Asf pues, podrfamos aplicar la curvatura media
para eliminar el ruido hasta una escala dada ¢; > 0 y luego estimarfamos el 4rea
inicial de la forma utilizando la férmula |Sy| = |S(21)]+2n¢). No hemos utilizado
todos estos tipos de mejoras en el comportamiento del andlisis de la robustez del
ruido debido a que no querfamos anadir pardmetros extras a nuestros experi-
mentos que pudieran perturbar la interpretacién de los resultados (si tenemos
muchos pardmetros a manejar seria mucho més diffcil la interpretacién de los
resultados). Sin embargo, tal y como hemos senalado, los resultados numéri-
cos han sido bastante buenos incluso sin utilizar una estrategia de mejora del
comportamiento de la robustez frente al ruido.
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Capitulo 5

Aplicaciones: Detector
Morfol6gico de Esquinas.

Una aplicacién de los resultados obtenidos se refleja en la Tesis Doctoral
de D. Carmelo Cuenca Herndndez ({Cue03]), compaiiero de la Universidad de
Las Palmas Gran Canaria, titulada "Reconstruccién de una Geometria Tridi-
mensional de una escena a partir de miiltiples vistas". En su trabajo, Cuenca
utiliza el esquema de discretizacion que hemos detallado para la calibracién de
miuiltiples cdmaras.

A continuacién se detalla un fragmento del Trabajo de Cuenca .

5.1 Extraccién de puntos caracteristicos y cal-
ibracion de un sistema con miiltiples ca-

maras

Un paso previo a dar para la calibracién de un sistema con miiltiples cdmaras,
consiste en la deteccidn de un conjunto de caracteristicas en correspondencia en
las diferentes vistas. Generalmente, estas caracteristicas son puntos que corre-
sponden a las esquinas de los objetos, o rectas que corresponden a segmentos de
bordes de los objetos.

Para la extraccién de caracteristicas, en la seccién 5.2, describimos un de-
tector morfoldgico de esquinas desarrollado en el marco del anslisis multiescala
[Lin93, Lin94] que, a diferencia de otros detectores cldsicos de la visién por com-
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106 5. Aplicaciones: Detector Morfolégico de Esquinas.

putador [Can86, HS88|, presenta la propiedad de depender tnicamente de la
forma de los objetos y no, de las condiciones de iluminacién.

La calibracién de secuencias largas de imdgenes es un problema complejo y
dista mucho de ser todavia un problema resuelto en el campo de la visién por
computador.

5.2 Detector morfoldgico de esquinas

Para iniciar el proceso de calibracién, es necesario haber extraido previamente
un conjunto de caracteristicas de las imégenes. Estas caracterfsticas suelen ser
los puntos que definen las esquinas de los objetos o los segmentos de rectas que
marcan los bordes de los objetos. La exactitud con la cual estén definidas las
caracterfsticas influye directamente en la calidad de los resultados del proceso
de calibracion.

En esta seccién, presentamos el detector de esquinas morfolégico empleado
en los experimentos de reconstruccién tridimensional. Est4 basado en el anélisis
multiescala {AGLM93b, Koe84, Wit83] y presenta como principales caracteristi-
cas la invariancia frente a cambios en las condiciones de iluminacién (que tengan
la propiedad de preservar el orden de los niveles de prises de los pixeles de las
imégenes), y la robustez frente al ruido.

Un anélisis multiescala asocia a una imagen J{x) una secuencia de imdgenes
con menos detalle 7{x,t). Esta secuencia depende de un pardametro abstracto
t > 0 que representa la escala, y debe cumplirse que I(x, 0} = I(x). La imagen
I(x,t) recibe el nombre de analisis de la imagen I{x) a la escala ¢.

Ocurre que los datos en la imagen I(x) no son absolutos desde el punto de
vista de la percepcién visual y pueden ser considerados como representativos
de una determinada clase de equivalencia. Por ejemplo, si’' A representa una
transformacién afin del plano y g(s) es una funcidén monétona que representa un
cambio de contraste, las imdgenes g(/(x))} e I(Ax) son equivalentes, en tanto en
cuanto, contienen la misma informacién. Estas consideraciones nos centran en el
unico andlisis multiescala que satisface estos requisitos de invarianza, el andlisis
multiescala morfolégico afin. Este andlisis multiescala viene dado por

I, = t%(ugum - 2 Uy Uy + uiuyy)% (5.1

Este anslisis multiescala fue introducida por primera vez por Alvarez,

@ Dal docuiranln, Ins autares. Digitalization realizda por ULPEC. Bibligktta Univaraitaria, 2006



5. Aplicaciones: Detector Morfoldgico de Esquinas. 107

Guichard, Lions y Morel en [AGLM93bh].

El operador diferencial de la parte derecha de (5.1) no es nuevo para la
deteccion de esquinas. De hecho, Kitchen y Rosenfeld [KR82] propusieron un
detector de esquinas basado en los méximos locales del operador

2 2
Uy Uz — 2UglylUsy + Uplyy
2 L g2
Uy + Uy

el cual corresponde a la segunda derivada direccional en la direccién ortogonal
al gradiente. La curvatura en el punto 2D (z,y)? de una Ifnea de nivel que pasa
por dicho punto 2D viene dada por el operador

2 2
Uy Uy — 2UzlyUsy + Uglyy

(u2 +u2)?

y la deteccidén de esquinas con esta operacién es un proceso de umbralizado de
los méximos locales de este operador.

El principal problema de esta clase de operadores es su sensibilidad al ruido.
Para evitar estos problemas, diferentes autores, {Lin93, Roh94, D(G93], han prop-
uesto soluciones basadas en el anélisis multiescala lineal gaussiano (que corre-
sponde a la convolucién de la imagen original con funciones gaussianas), en las
cuales, la anchura de la funcién gaussiana es cada vez mayor.

El an4lisis multiescala affn presenta la ventaja, frente al operador curvatura,
de posibilitar conocer el desplazamiento de la localizacién de los vértices a medida,
que la escala cambia.

De hecho, Alvarez et al., en [AM97}, demmuestran que si (zo, yo)T es la local-
izacién de una esquina (un extremo de la funcién curvatura) en la imagen a la
escala original wo{x,y), v si « es el dngulo de la esquina, y si b = (b;,4,)7 es
el vector unitario en la direccién de la linea bisectriz de la esquina, entonces la
localizacién (z(t), y(¢))T del extremo de la funcién de curvatura, ver la figura
9.1, cambia a lo largo de la secuencia siguiendo la recta

( x(t) ) _ ( To 4 (b, b,)T
y(t) Yo Vtan(%)
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108 5. Aplicaciones: Detector Morfol6gico de Esquinas.
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Figura 5.1: Evolucién de un extremo de la curvatura a lo largo de la bisectriz de
la esquina a medida que cambia la escala.

5.2.1 Aplicacion del detector de esquinas morfolégico en

condiciones no ideales

El resultado descrito en la seccién 5.2 es vdlido \inicamente cuando no existe
ruido en las imédgenes. Adn asf, es posible adaptar este resultado tedrico a las
situaciones reales para desarrollar un algoritmo morfolégico detector de esquinas
robusto. Alvarez et al. describen en [ACMO1] los pasos del algoritmo:

1. En el primer paso, calculamos, utilizando el anilisis multiescala descrito
por la ecuacién (5.1), las imagenes u(t,, z,y) a las escalas ¢, = &y + nAt,
paran = 1,--- N, donde At representa el paso de discretizacion de una
escala a la siguiente y ¢o representa la escala inicial desde la que empezamos
a buscar una esquina.

2. Parala escala ty, calculamos la localizacién de los extremos de la curvatura,
que denotaremos por (z3,%¢)7, paran=1,--- , M, donde M es el mimero
maximo de candidatos iniciales a ser esquinas. A continuacién, seguimos
estos candidatos a ser esquinas a lo largo de la escala.

3. Para cada secuencia de puntos (z¢, % )7, calculamos de manera robusta la
mejor linea que aproxima la la secuencia de puntos (z¢, 3¢ )7, esta linea cor-
responde a la bisectriz de la esquina. Después de eliminar los puntos clasifi-
cados como errdneos, la secuencia de puntos queda como (24, Y5, , Jiei.., -
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5. Aplicaciones: Detector Morfoldgico de Esquinas. 109

Figura 5.2: Vistas de un calibrador Tsai.

4. Finalmente, estimamos la localizacién (z%,4*) de la esquina asociada con
la imagen original uy(z,y) como

i i &3
(1' s Y )T = (xn1! Yna )T - tan(-z—) 5t*nl (bz: by)T

5.2.2 Resultados experimentales

En esta seccidn, presentamos los resultados de la aplicacién del detector mor-
folégico de esquinas con dos secuencias de vistas, una formada por un conjunto
de vistas de un calibrador de Tsai [Tsa87) y la otra, por una secuencia de vistas
de unos balones con condiciones de iluminacién naturales. La calidad de los
resultados, la medimos en funcién del resultado que obtenemos en el proceso
posterior de calibracién.

Secuencia del calibrador de Tsai

La figura 5.2 son seis vistas diferentes de un calibrador de Tsai. Para localizar
las esquinas de los cuadrados trazados sobre los planos del calibrador, hemos
aplicado el detector morfolégico de esquinas. Las posiciones de las esquinas y
las correspondencias entre ellas son las entradas a los procesos de calibracién
descritos en anteriores apartados de nuestro trabajo.
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110 5. Aplicaciones: Detector Morfolégico de Esquinas.
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Figura 5.3: Reconstruccion 3D

El resultado de la calibracién, lo podemos ver en la figura 5.3. Las vistas en
esta figura son el resultado de ubicar el modelo 3D reconstruido del calibrador de
Tsai y las cdmaras en el espacio y obtener, mediante un programa de visualizacién
gréfico, una imagen desde cada una de las posiciones de las camaras.

La figura 5.4 presenta las vistas de las figuras 77 y 77 por pares. En ellas,
podemos apreciar la correspondencia entre las posiciones de los objetos en las
imédgenes originales y en las imigenes reconstruidas.

El error de reproyeccién en este caso ha sido de 0.174 pixeles con una
desviacién esténdar de 0.004 pixeles.

Secuencia de los balones

En este apartado, presentamos los resultados obtenidos para la calibracién de
una secuencia de vistas adquiridas con condiciones naturales de iluminacién. La
secuencia la forman 37 vistas de unos balones. La figura 5.5 muestra 6 de las
37 vistas de la secuencia de los balones. Los motivos para utilizar este tipo de
secuencia son dos: por una parte, comprobar el funcionamiento del algoritmo de
deteccién de esquinas para secuencias de vistas en condiciones de iluminacién
naturales y por otra parte, determinar el comportamiento de los algoritmos de
calibracién cuando utilizamos objetos calibradores esféricos.

En un primer paso, hemos aplicado el detector de esquinas morfolégico para
detectar caracteristicas de interés en las vistas. La figura 5.6 muestra las local-
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5. Aplicaciones: Detector Morfolégico de Esquinas. 111

Figura 5.4: Vistas de un calibrador de Tsai con la reconstruccién 3D realizada
a partir de cada una de ellas.
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112 5. Aplicaciones: Detector Morfolégico de Esquinas.

Figura 5.5: Esta figura muestra 6 de las 37 vistas de las secuencias de los balones.

izaciones de los puntos de interés para una regién de una vista.

Después de haber establecido las correspondencias entre los puntos de interés
en los balones, hemos realizado la calibracién de las cdmaras segiin los métodos
descritos en apartados anteriores.

En principio, es posible reconstruir un punto 3D si est4 localizado en al menos
dos vistas. Al anadir una nueva vista, el punto 3D reconstruido cambiard a una
nueva localizacién, dando lugar este proceso a una sucesién de localizaciones.
Cabe esperar, que esta localizacién sea m4s precisa a medida que anadimos més
vistas y que finalmente, entre la localizacién de un punto y la siguiente exista
poca diferencia.

Anadir una nueva vista modificard la posicién 3D de un punto por dos ra-
zones. Una, porque la nueva vista incluye una imagen del punto que interviene
en el cdlculo de la posicién 3D. Y dos, porque al realizar la calibracién con una
nueva vista cambiardn los parametros extrinsecos previamente calculados.

Para establecer una comparacién entre los diferentes métodos hemos utilizado
el error cuadratico medio de proyeccion. Esto es, para cada punto 3D reconstru-
ido, pj, calculamos el punto 2D de proyeccién m}, la distancia d; entre este y el
punto 2D original m; es el error de proyeccion, ver la Figura 5.7.

La calibracién para todos los puntos en correspondencia no fue posible, los
errores medios de reproyecciéon obtenidos fueron muy grandes (=~ 50 y = 90
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5. Aplicaciones: Detector Morfolégico de Esquinas. 113

Figura 5.6: Resultado de la aplicacién del detector morfol6gico de esquinas en
una regién de una vista.
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R

Figura 5.7: Error de proyeccion.
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Figura 5.8: Evolucién del error de reproyecciéon medio.

pixeles). Fue necesario utilizar técnicas de RANSAC para realizar la calibracién
de la secuencia, y en este caso el error medio de reproyeccién fue de 0.16 pixeles.

En el proceso de RANSAC, hemos generado 512 conjuntos de 8 puntos, y
como criterio de calidad, hemos fijado que el error de proyeccién fuera menor
que 0.3 pixeles. '

La figura 5.8 es el error cuadratico medio de proyeccién a medida que anadi-
mos cdmaras. Vemos que, entre 2 y 4 vistas, el error toma un valor aproximado
de 0.5 pfxeles, en este intervalo el mimero de puntos en correspondencia son
pocos. En la vista mimero 5, el error es mdximo, esta situacién corresponde
a una perdida de informacién de profundidad al ser vinicamente visibles dos
balones. A partir de la vista ndmero 5, el error de proyeccién disminuye hasta la
vista 24, salvo oscilaciones del orden de 1072 pixeles. A partir de la vista 25, el
error de proyeccién es estable, indicando que una mayor redundancia de cdmaras
no aumenta la robustez de la calibracién.

Las figuras 5.9 y 5.10 ilustra la calidad de los puntos y de los pentdgonos
reconstruidos.
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115

Figura 5.9: Reconstruccién de los objetos de calibracién esféricos.
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Figura 5.10:

Reconstruccién de los objetos de calibracién esféricos.
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Capitulo 6

Conclusiones.

Como ya se ha podido apreciar a lo largo de nuestro trabajo, hemos centrado
nuestra atencion en dos partes bien diferenciadas.

Por un lado hemos dedicado parte de nuestro esfuerzo a la hisqueda de una
forma alternativa de discretizacién de operadores no lineales que aparecen en
algunas ecuaciones en derivadas parciales que son importantes al utilizarse como
parte de diversos andlisis multiescalas morfolégicos. Para ello, hemos perseguido
en todo momento, tanto la minimizacién del error cometido de forma estandar,
como la minimizacién del error cometido en las direcciones del gradiente y or-
togonal al mismo, debido a que en esas direcciones aparece el mayor y menor
valor del error cometido, respectivamente.

Las imdgenes utilizadas para aplicar los andlisis multiescalas correspondientes
han sido disefiadas expresamente debido a que en cada caso elegido, se conocia
"a priori" la evolucién tedrica de los pardmetros analizados (en nuestro caso,
los radios de los circulos y/o elipses diseftadas), lo cual nos ha permitido, no
s6lo hacer un estudio comparativo sobre distintos valores del pardmetro (uno de
ellos el objeto perseguido en nuestro trabajo, Ag), sino también comparar dichos
valores con los datos reales (tedricos) conocidos de antemano sobre las imégenes
con las que hemos experimentado.

Los algoritmos utilizados en la aplicacién de los anélisis multiescala morfologi-
cos (filtros) a las imdgenes pre-elaboradas sintéticamente han sido algoritmos

sencillos e iterativos.
Los resultados obtenidos en este caso han sido muy satisfactorios, bajo nue-
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118 6. Conclusiones.

stro punto de vista. No s6lo se detalla teéricamente que el resultado podria ser
bueno, sino que los resultados numéricos nos demuestran en casi la totalidad de
los casos que dichos estudios tedricos eran acertados. En ese sentido, creemos
que hemos cumplido nuestro objetivo inicial.

Por otro lado, hemos intentado aplicar las propiedades de los andlisis mul-
tiescala morfolégicos para intentar encontrar uno o varios pardmetros que in-
dicaran de alguna manera como van evolucionando distintas formas concretas
(figuras) en el tiempo, segin iban actuando dichos andlisis multiescala. Para
ellos buscdbamos proponer una representacion invariante de formas geométricas
utilizando el analisis multiescala, morfolégico.

Esta invarianza geométrica se basa en la evolucién del drea y del perimetro
de la forma bajo la accién de un andlisis multiescala morfoldgico.

Se ha presentado, en un principio, algunos resultados tedricos sobre la evolu-
cién del perfmetro y del drea de las formas.

Distinguimos dos tipos de invariantes para identificar las formas analizadas,
seguin fueran formas euclideas, o bien formas invariantes afines. En caso de tener
transformaciones de similitud, el invariante geométrico propuesto se basa en la
evolucién normalizada en escala del cociente isoperimétrico de la forma. En
el segundo caso de trasnformaciones geométricas afines generales, el invariante
geométrico lo hemos basado en la evolucién normalizada en escala del 4rea.
Para cada uno de los casos, diseiamos un pequeno conjunto de formas sintéticas
que nos permitian testear la evolucién de cada tipo de invariante propuesto,
que podrfa en cada caso identificar un tipo de forma distinto. Los resultados
numéricos nos permitieron corroborar nuestros resultados teéricos propuestos.
Por supuesto, en los algoritmos presentados para la obtencién de los resultados
numéricos se han utilizado las técnicas desarrolladas en el capitulo 3 de nuestro
trabajo.

Primero presentamos algunas experiencias utilizando la evolucién del cociente
isoperimétrico normalizado en escala. En todos los casos, excepto para el circulo,
todas las formas tenjan un cociente isoperimétrico inicial similar. De hecho, todas
las formas deberfan tener teéricamente el mismo, aunque en la préctica el ruido y
los errores numéricos calculados hacen que dicho cociente no sea el mismo. Para
el conjunto de formas sintéticas utilizadas se han realizado transformaciones
de similitud en donde se han rotado y se ha cambiado el tamaiio original de
la forma. Asi, existen formas equivalentes médulo invariantes en similitud, en
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6. Conclusiones. 119

donde podriamos definir una relacién de equivalencia implicita en la que dos
formas estan relacionadas si son invariantes en similitud.

Pues bien, siguiendo los invariantes propuestos, hemos concluido que pode-
mos discriminar bastante bien una forma de entre todas las demds, o sea, que
podemos obtener un representante de cada clase de equivalencia, y dentro de
la relacion de equivalencia definida, dar el conjunto cociente. Esto es debido a
que cada representante de las distintas clases de equivalencia (conjunto cociente)
tiene una evolucién de su cociente isoperimétrico normalizado en escala similar,
casi "idéntico" (con un margen pequeiio de error).

De la misma forma, se ha disefiado otro conjunto de imégenes sintéticas
(especialmente disefiadas segiin el invariante que nos interesaba identificar). En
este caso hemos aplicado una transformacién afin en donde hemos cambiado las
medidas horizontales y verticales de las mismas de forma distinta. Establecemos,
de igual forma, una relacién de equivalencia entre Jas formas de igual manera
que se explicé en el caso anterior. En este caso, como la evolucion del perimetro
en el tiempo no es adecuada, se analizé la evolucién del area para las distintas
transformaciones de las formas.

Dentro de esta parte del capitulo, hemos realizado una aplicacion a la clasi-
ficacién de formas. Para ello se ha utilizado una base de datos real deserrollada
por la Universidad de Swrrey. Partimos de una seleccién de 200 formas de esta
base de datos. Con el objetivo de introducir ruido real a las formas, se han
impreso, rotado y escaneado algunas de las formas y se han afiadido a la base
de datos (previa normalizacién del tamano de las formas para poder incluirlas
todas en una tnica imagen).

El problema que se ha tratado consiste en, dada una forma, intentar encontrar
las formas més parecidas de la base de datos, siguiendo algtin criterio de distan-
cia. En el caso de las formas euclideas y dado un anilisis multiescala invariante
por similitudes, definimos una distancia basada en los cocientes isoperimétricos
normalizados en escala, y para el caso de representacién de formas invariantes

afines definimos otro distinto basado en los cocientes normalizados en escala de
las dreas. En ambos casos, y para obtener un comportamiento discriminatorio
mds fuerte se han combinado la informacién de diversos anslisis multiescala.

Los resultados obtenidos han sido francamente buenos desde el punto de
vista perceptual. Algunas excepciones {fallos del método propuesto) se explican
detalladamente en el capftulo y se da una explicacién a las mismas.
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120 6. Conclusiones.

Por tanto, y a modo de conclusion final, podemos decir que los an4lisis mul-
tiescalas morfolégicos proporcionan una herramienta muy ttil en el anslisis de
imdgenes; los algoritmos de discretizacion propuestos funcionan bien para aprox-
imar dichos andlisis multiescalas, y la representacién invariante de las formas

propuestas explota toda la potencia de estos andlisis y permite discriminar cor-
rectamente entre las formas.
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Capitulo 7

Trabajos Futuros.

Las posibles ampliaciones que proponemeos al trabajo realizado son las siguientes:

Aceleracién de los algoritmos propuestos.

Por un lado, y en la parte de discretizacién de operadores diferenciales no lineales,
las imdgenes utilizadas para aplicar los an4lisis multiescalas correspondientes han
sido disefiadas expresamente debido a que en cada caso elegido, se conocfa "a
priori" la evolucién tedrica de los pardmetros analizados (en nuestro caso los
radios de los circulos y/o elipses disefiadas), lo cual nos ha permitido no sélo
hacer un estudio comparativo sobre distintos valores del pardmetro (uno de ellos
el objeto perseguido en nuestro trabajo) Ag, sino comparar dichos valores con
los datos reales (tetricos) conocidos de antemano sobre las imdgenes con las que
hemos experimentado.

Los algoritmos utilizados en la aplicacién de los andlisis multiescala morfolégi-
cos (filtros) a las imdgenes pre-elaboradas sintéticamente han sido algoritmos
sencillos e iterativos.

Una de las posibles mejoras podrian incidir en el tipo de algoritmos utilizados,
de forma que se pudieran acelerar la accién de los mismos sobre las imégenes de
entrada. En un principio, nunca se persiguié que los programas generaran salidas
muy répidas, ain cuando el tiempo que se utilizaban para generar los resultados
numéricos eran enormes. Debido a que los ficheros de datos eran grandes, quizd
una de las posibles y futuras implementaciones para utilizar en aplicaciones de la
discretizacion propuesta por nosotros de los operadores analizados podria ser la
optimizacion de los algoritmos de entrada, bien analizando la posible inclusién
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122 7. Trabajos Futuros.

de paralelismo en los mismos o bien refinando los procedimientos y funciones
utilizado.

Asimismo, podria haberse utilizado alguna imagen real en la que se pudiera
ver la aplicacién de los pardmetros seleccionados para la discretizacién de nue-
stros operadores, tal y como se presenté en el capftulo 5, un resumen del trabajo
realizado por el compafiero D). Carmelo Cuenca para la bisqueda de esquinas
de imégenes reales. En nuestro caso, no se utilizé ninguna imagen real debido
a que querfamos realizar un estudio comparativo con un resultado teérico y las
imdgenes sintéticas eran la mejor forma de hacerlo.

Mejora de la robustez frente al ruido.

Por otro lado, y dentro de la biisquedas de invariantes geométricos en nuestro
trabajo, no hemos hecho un énfasis especial en mejorar la robustez frente al
ruido de nuestros analisis, porque de hecho, como podemos ver en los experi-
mentos de la base de datos reales, nuestro analisis es muy robusto frente al ruido
incluso sin una estrategia especifica para mejorar el comportamiento en este sen-
tido. Sin embargo hay espacio para algunas mejoras en el comportamiento frente
al ruido, que,no hemos explorado en este trabajo: Primero, podemos observar
que cuando 3, es igual a 0 el anilisis multiescala no posee un efecto regular-
izante sobre la forma, es decir, no tiende a suavizar los contornos de las formas,
como es el caso, por ejemplo, del andlisis multiescala generado por la ecuacién
de curvatura media que suaviza las formas y elimina el ruido de una forma
muy eficiente. Podemos evitar el caso 3; = 0 tomando como anélisis multiescala
(p,B1,8-1) = {{p,-1,1),(p, —1,¢), (p, —¢,1)} en donde ¢ > 0 serfa un pardmetro
a ajustar en las aplicaciones. Nétese que con esta eleccién, mantenemos la in-
varianza del andlisis bajo la inversion del histograma de la imagen (cambiando f
por — f). En segundo lugar, observamos en los experimentos que la mayoria del
ruido se concentra en las primeras escalas de la evolucién, asi que la forma de
mejorar el comportamiento de la robustez del ruido es la de comparar la evolu-
ci6u del radio isoperimétrico de dos formas no en el intervalo [0,;] sino en el
intervalo [y, £7] en dénde £y > 0 serfa un pardmetro a ajustar en las aplicaciones.
También podrfamos cambiar el peso de la influencia de cada andlisis multiescala
en la comparacién de formas. Por ejemplo, la curvatura media es el andlisis mul-
tiescala mds robusto respecto al ruido, asi que podriamos asignar un peso mayor
a este analisis multiescala en la comparacién de formas. Finalmente, podriamos
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7. Trabajos Futuros. 123

estimar también el 4rea inicial de la forma de una forma mas robusta. Ademss,
en el caso en que tratdramos con formas sin agujeros en donde el contorno viniera
dado por una curva de Jordan simple, sabemos que la evolucién del drea bajo
la accién de la curvatura media viene dada por |S(¢)| = [Se| — 2mt. Asi pues,
podrfamos aplicar la curvatura media para eliminar el ruido hasta una escala
dada ¢; > 0 y luego estimariamos el drea inicial de la forma utilizando la for-
mula |Sp} = [S(t1)}+27¢t;. No hemos utilizado todos estos tipos de mejoras en el
comportamiento del andlisis de la robustez del ruido debido a que no querfamos
afladir pardmetros extras a nuestros experimentos que pudieran perturbar la in-
terpretacién de los resultados (si tenemos muchos pardmetros a manejar serfa
mucho m4s dificil la interpretacién de los resultados). Sin embargo, tal y como
hemos sentalado, los resultados numéricos han sido bastante buenos incluso sin
utilizar una estrategia de mejora del comportamiento de la robustez frente al

ruido.

Aplicacién de los esquemas de discretizacién a otras ecuaciones.

Otro aspecto que queremos abordar en el futuro es la aplicacién de los esque-
mas de discretizacién propuestos para los operadores diferenciales estudiados
a otro tipo de ecuaciones diferenciales distintas de las asociadas a los andlisis
multiescala morfolégicos. Existen muchas ecuaciones y modelos en vision por
computador que utilizan de alguna forma operadores diferenciales direccionales
como los estudiados en este trabajo. Un buen ejemplo de ello es el modelo de
snakes propuesto por Caselles, Kimmel y Sapiro, basado en la ecuacién

du . Vu
a = ga(f)dw (m—”‘) ”V'U,“ -+ /\Vqu,,

donde observamos que aparece el término div ("3—3") ||Vu|| que corresponde al

operador de curvatura media estudiado en este trabajo. Por tanto, podrfamos
aplicar las técnicas aqui propuestas para discretizar la anterior ecuacion,
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