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INTRODUCCION 2

INTRODUCCION.

El desarrollo tecnolégico de los ordenadores en los dltimos afios ha generado
paralelamente la aparicién de nuevas disciplinas cientificas. Este es el caso del
tratamiento de imdgenes digitales por ordenador, tema central de estudio de esta tesis.
Marr en su monografia "Visjén" [Marr 1982] establece algunos principios, bases y
conjeturas que determinarian, en cierto modo, el desarrollo de la investigacion en vision
en estos tltimos afios. Uno de los principios fundamentales de esta teoria es que la
visién puede dividirse en una serie de etapas. La primera de ellas se refiere a una etapa
preatentiva, que puede durar una fracciéon de segundo, donde se detectan cambios de
intensidad locales, sin que se utilice en esta fase ninguna informacion relativa al tipo
de objetos presentes en la imagen. Esta fase consiste en un mecanismo automatico de
deteccién completamente independiente del tipo de imagen recibida en la retina. Este
principio ha permitido el desarrollo de toda una teoria de vision denominada de "bajo
nivel", donde se modelizan procesos sobre imigenes que no utilizan ninguna
informacién "a priori" sobre la imagen. El trabajo presentado en esta memoria se
inscribe dentro de esta teoria de visién "bajo nivel", puesto que los principios utilizados
son operadores diferenciales que determinan localmente como es un punto de la imagen

respecto a sus vecinos y sin utilizar ninguna otra informacion a mas alto nivel.

Un problema bésico en tratamiento de imdgenes es como pasar de una
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informacién de carécter totalmente local como puede ser el nivel de gris de los pixels
de la imagen a una informacion de caracter global como puede ser la descripcion de los
objetos presentes en la imagen. La alta definicidn de las imigenes con las que se puede
trabajar hoy dia, (por ejemplo imdgenes de 512x512 = 262.144 pixels) nos llevan a
pensar que la informacién contenida en un pixel es de caricter infinitesimal en el
sentido de que su valor como unidad independiente es totalmente despreciable frente a
sus relaciones de vecindad con los pixeles préximos que es lo que determina
perceptualmente la informacién contenida en una region de la imagen. Por ello, los
operadores diferenciales tales como gfadientes, curvaturas, laplacianos, etc..., son, de
forma manifiesto o escondida, utilizados en el desarrollo de la mayoria de las técnicas
en tratamiento de imdgenes. El marco natural para formalizar y estudiar las técnicas que
involucran operadores diferenciales son las ecuaciones diferenciales, donde a partir de
un modelo se establecen las reglas de juego que hacen interactuar a los valores locales
de la imagen para generar una informacion mds global y compacta de la imagen.
Histéricamente el primer ejemplo de una tal formalizacion es el filtrado gaussiano.
Efectivamente, Koenderink en 1984 [Koe] constaté que la convolucion de una imagen
dada por una funcién uy(x,y) con una funcién gaussiana de desviacion tipica o es
equivalente a la resolucién para un cierto tiempo t=¢°/2 de la ecuacién diferencial
u,=Au , (conocida como la ecuacién del calor) donde Au representa el operador
diferencial laplaciano. Posteriormente, el uso de ecuaciones diferenciales en tratamiento
de imagenes se ha implantado como una herramienta fundamental. Entre otros muchos,

cabe destacar las aportaciones de Perona y Malik, por la introduccién de operadores no




INTRODUCCION 4

lineales, Matheron y Serra, por la introduccion de la morfologia matematica, Osher y
Rudin, por el uso de ecuaciones de tipo hiperbdlico para generar discontinuidades, y
Alvarez, Guichard, Lions y Morel, por la unificacion axiomatica de los diferentes

modelos.

Siguiendo esta linea general de investigacidon, en esta tesis se desarrollan
diversos aspectos, técnicas y modelos relacionados con el filtrado y la restauracion de
seflales unidimensionales, e imagenes (o sefiales bidimensionales) a través de ecuaciones
diferenciales. Los temas que han sido objeto de estudios son: (1) Aproximacion al
filtrado gaussiano a través de la ecuacion del calor. (2) Restauracién de sefiales
unidimensionales v (3) Restauracion de imdgenes. A continuacién realizaré una
introduccion mas especifica a estos temas, exponiendo el enfoque que se ha dado a
estos problemas, asi como un resumen de los resultados principales obtenidos es esta

tesis.

El filtrado gaussiano. Los ceros y el esbozo primitivo de Marr. Siguiendo la
teoria de Marr [Marr 1982] mencionada anteriormente, la primera de las etapas de la
visién corresponde a la deteccién de los cambios de intensidad. Las dos ideas que
subyacen a esta deteccién son (1) que los cambios de intensidad en una imagen ocurren
a diferentes escalas, y por tanto, para detectarlos de modo Optimo, es preciso emplear
operadores de diferentes tamaiios, y (2) que un cambio brusco de intensidad dara lugar

a una punta o un valle en la primera derivada o, de modo equivalente, a un cero de la
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segunda derivada ("zero-crossing"). Estas ideas indican que para detectar de un modo
eficiente los cambios de intensidad es preciso buscar un filtro que tenga dos
caracteristicas principales. En primer lugar y lo mds importante, debe ser un operador
diferencial que extraiga la primera o segunda derivada espacial de la imagen. En
segundo lugar, debe poderse sintonizar para actuar a cualquier escala de modo que sea
posible emplear los filtros grandes para detectar bordes de sombra difuminados y los
pequeiios para detectar detalles finos claramente enfocados de la imagen. Marr en
colaboracién con Hildreth en .1980 [MaHi], propone como filtro el laplaciano (suma de
las derivadas segundas) de una gaussiana de desviacion tipica variable que corresponde
a la escala. Ademds, Marr conjetura que la representacion de los "zero-crossing” a
todas las escalas posibles, caracteriza la imagen, esto es, la imagen puede reconstruirse

a partir de la consideracion de los "zero-crossings" a todas las escalas posible.

Estas consideraciones, y la amplia acogida que ha tenido la teoria de Marr entre
la comunidad cientifica internacional de vision artificial ha generado que la cénvolucién
con funciones gaussianas sea una de las herramientas mas utilizadas a la hora de
analizar una imagen. Ello nos ha llevado a realizar un estudio en profundidad del
filtrado gaussiano tanto desde un punto de vista teérico como de aproximacion
computacional. En primer lugar, observamos como el filtrado gaussiano es 6ptimo bajo
diferentes puntos de vista. Desde un punto de vista de andlisis de fourier y via el
principio de incertidumbre, vemos como las funciones gaussianas son las mejor

localizadas simultineamente en tiempo y en frecuencia. Por otro lado, a través de la
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equivalencia del filtrado gaussiano y la resolucién de la ecuacién diferencial del calor,
se muestra como el filtrado gaussiano es el Unico filtrado lineal que verifica ciertos
principios basicos como son la causalidad (el filtrado tiene una estructura piramidal),
el principio de comparacion (si los niveles de gris de una imagen son mayores que los
de otra imagen, las imdgenes filtradas siguen manteniendo esta relacién), y los
principios de invarianza geométrica basicos como son la invarianza del filtrado por

traslaciones y rotaciones.

Desde un punto de vista numérico o computacional, y teniendo en cuenta que
el filtrado gaussiano es equivalente a resolver la ecuacion del calor, obtenemos que
cualquier aproximacién numérica a la resolucién de la ecuacion del calor es una
aproximacién numérica al filtrado gaussiano. Ademds puesto que el filtrado para una
sefial de varias dimensiones puede realizarse como la superposicion del filtrado en una
dimensién, hemos centrado el estudio al caso unidimensional. Hemos elegido como
modelo de aproximacién una discretizacién implicita de la ecuacion del calor que
determina un esquema numérico incondicionalmente estable. Dicho esquema numérico

equivale a realizar iteraciones de un filtro que tiene por funcién de transferencia:

1 - 1
1+2 N -Aeh -\ g Wt 1+2A-2Acos (wh)

m (w) =

donde \>0 es una constante arbitraria. Utilizando técnicas de anilisis de fourier e

integracién compleja, realizamos un estudio matemdtico del filtro m,(w), obteniendo el
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siguiente teorema:

Teorema 1. Sean h,k>0, A=k/h* y sea m,(w) definido anteriormente, entonces

tenemos:
a (w) = . v/ .
@ A (1L-pe™) (1-pe ™)
(b) m (w) = (1+aN) 72 Y~ plelehn
Ion _ 2mp" N~ [ nrm=1\( -1\ om 4 -2y nom

© f;m)\(w)dw —_—hx"(l—vz)”,ng( m )( - )v (1-92)

donde v = l+2)‘_ﬁ:4_)\_

2A

Como se muestra en el capitulo 1 de esta memoria, El apartado (a) de este
teorema permite realizar uha rapida implementacién recursiva del filtro m,(w) a través
de la composicién de un filtro causal y un filtro anticausal. El apartado (b) determina
los coeficientes del ndcleo de convolucion asociado al filtro, y por Gltimo el apartado

(c) determina la energia que poseen las sucesivas iteraciones del filtro. En general, la
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forma de aproximar el filtrado con una funcién gaussiana de desviacidn tipica ¢ se
realiza a través de un cierto nimero, n, de iteraciones del filtro m,(w). Obviamente,
es necesario establecer un criterio que relacione la variable ¢ con las variables ny A.
Utilizando el apartado (c) del teorema anterior, hemos introducido un nuevo criterio que
consiste en que la energia (o norma {,) de la funcion gaussiana y la energia de la
enésima iteracién del filtro my(w) coincidan. Como se muestra en las experiencias

numéricas, este criterio de aproximacién mejora a los criterios clésicos.

Las limitaciones del filtrado lineal. Tal y como hemos mencionado
anteriormente, el filtrado gaussiano es el filtrado lineal 6ptimo bajo diferentes puntos
de vista, sin embargo la linealidad impone algunas limitaciones a las posibilidades de
tal filtrado. Concretamente, el filtrado gaussiano, provoca la desaparicién de bordes no
suficientemente contrastados (pero importantes) y se produce un desagradable
movimiento en la posicién de los zero-crossing del laplaciano a través de las escalas,
y ello dificulta la exacta localizacién de los bordes. Para evitar estos inconvenientes,
es necesario introducir alguna no-linealidad en el proceso. Una alternativa al filtrado
lineal es la teorfa de La Morfologia Matemdtica introducidas por Matheron y Serra,
[Ser], donde se concentra la atencidn en las formas presentes en la imagen, mas que en
el relativo contraste que existe entre ellas. Posteriormente Alvarez, Guichard, Lions
y Morel [AGLM] han desarrollado una teoria general sobre Morfologia, desde un punto
de vista axiomético utilizando como base ecuaciones en derivadas parciales. Otras

alternativas posibles de filtrado no-lineal son expuestas en el capitulo 3 de esta memoria.
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El problema de restauracién de sefiales. Planteamientos clasicos. Las sefiales
que son percibidas por los dispositivos de adquicisién acumulan defectos ocasionados
por imperfecciones de los sensores, ruidos, fallos en el transporte de la informacién
etc... Matemdticamente se suelen utilizar dos tipos de perturbaciones para modelizar la
degradacion de una sefial. Por un lado el conocido "blurring” que consiste, en general,
en convolucionar la sefial original con un nicleo que denotaremos h(.) y por otro lado
la adici6n de un ruido r(.), que en general es un ruido blanco que consiste en una sefial
totalmente decorrelada con media cero. La unién de estas dos perturbaciones determina
que para una cierta seiial original g(.), la sefial degradada d(.) viene determinada por

la expresion:

d(x) = h*g(x) +r(x).

Esta presentacion del problema es, por supuesto, independiente de la dimension
de la sefial. En particular, en imigenes bidimensionales el "blurring” puede venir

determinado por un desenfoque de la imagen, etc..

El problema fundamental consiste en, partir de la imagen degradada d(.) para
recuperar la imagen original g(.). El enfoque cldsico para resolver este problema es
utilizar el conocimiento que a priori se pueda tener sobre las funciones h(.) y r(.). La
primera cuestiéon que se plantea es cuando se puede recuperar de manera exacta la

imagen original. Para responder a esta pregunta plantearemos el problema en el espacio
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de frecuencias, sean D(w), G(w), H(w) y R(w) las transformadas de fourier de las
funciones d(x), g(x), h(x) y r(x) respectivamente. Un calculo sencillo nos lleva a que
en el espacio de frecuencias la transformada de fourier de la sefial original g(x) se

puede recuperar mediante la formula:
G(w) = (D(w)-R(w))/H(w).

Desde un punto de vista tedrico la condicién para poder recuperar la imagen original
g(x) es que la funcién G(w) sea de cuadrado integrable (para poder aplicar la
antitransformada). Ahora bien desde un punto vista computacional (transformada de
fourier discreta) pueden aparecer diversas dificultades. En primer lugar si H(w) se
anula en algin punto (es el caso por ejemplo de utilizar como "blurring” la media en
una vecindad del punto) entonces es imposible recuperar de manera exacta la sefial
original g(x). Por otro lado si en valor absoluto H(w) tiende hacia cero cuando w crece
(el caso de convolucionar con una gaussiana), entonces el proceso de reconstruccion es
altamente inestable (debido a la propagacién de errores de célculo), y puede generar la
aparicion de artefactos indeseables debido a que los errores se producen en las altas
frecuencias (valores de w grande) que es donde se encuentra localizada la informacién
relativa a bordes y discontinuidades. Por lo tanto concluimos que, en general, el
proceso de reconstruccién puede estar mal definido o es fuertemente inestable, para
evitar estas dificultades es necesario afiadir nuevos criterios para elegir una version

reconstruida de la sefial. El criterio mas utilizado consiste en incluir una restriccion de
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regularidad a la imagen reconstruida. Ello se consigue a través de la resolucion de un
problema de minimizacién, por ejemplo, se considera que la sefial restaurada go(x) es
aquella que verificando que | h*gy-d |,=1rll, minimiza una cierta funcién Q(g), es
decir g, = min, Q(g), donde Q(.) determina la regularidad de la funcién g. Por

ejemplo, una eleccién sencilla de Q es Q(g) = || Vg3

Este tipo de técnicas son muy efectivas pero s6lo se pueden aplicar en el caso
de un conocimiento a priori de las funciones h(.) y r(.), hecho que sucede muy rara vez
en el tratamiento de sefiales reales. Los modelos propuestos en esta tesis, basados en
ecuaciones diferenciales parabdlicas-hiperbdlicas, tienen como base principios
totalmente distintos. A grosso modo, estas nuevas técnicas consideran que la
degradacion de una seiial se produce, bien por una degradacion de las discontinuidades
de la sefial, que puede ser provocado por una convoluciéon con un nicleo o por
cualquier otra cosa, o bien por aparicién de discontinuidades espurias debido a ruidos.
Bajo estos principios, las técnicas que se desarrollan intentan restaurar las
discontinuidades debidas a bordes y tienden a eliminar discontinuidades espurias sin
tener en cuenta el tipo de degradacion que haya sufrido la imagen. Por supuesto este
enfoque de restaurar o eliminar discontinuidades es valido, en tanto en cuanto la sefial
buscada sea bdsicamente localmente homogénea y con discontinuidades nitidas, que es
el caso, en general, de las imdgenes reales. Sin embargo, si la informacion importante
de la sefial no radica en las discontinuidades, caso, por ejemplo, de los fenémenos

ondulatorios donde la frecuencia de ondulacién es la cualidad importante a estudiar,
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entonces el uso de este tipo de técnicas no parece adecuado.

Dadas las diferencias importantes, que en el desarrollo de nuestras técnicas,
aparecen en los casos de una o dos dimensiones, hemos realizado un estudio separado

de ambos casos.

Restauracion de sefiales unidimensionales. Siguiendo la teoria cldsica de
restauracion que acabamos de presentar, un método de restauracion debe ser capaz de
restaurar discontinuidades que han sido degradadas por la convolucién con un nicleo.
Como se ha mostrado anteriormente, en general, no es posible invertir de forma exacta
el proceso de convolucién o su inversion puede producir inestabilidades desagradables.
Con el fin de evitar estos problemas, hemos optado por una técnica de restauracion de
discontinuidades basada en ecuaciones hiperbdlicas de transporte no-lineal. Con el fin
de mostrar como una ecuacion hiperbolica puede desarrollar discontinuidades o
choques, hemos introducido en el capitulo 2 una introduccidén al modelo clasico dado
por la ecuacién de burger. Una ventaja importante de este tipo de ecuaciones es que
hacen aparecer discontinuidades de una forma estable y sin crear artefactos. El modelo
propuesto en esta tesis para la restauracion de sefiales unidimensionales viene dado por

la ecuacion:

1) u, + F(G,*u,,G,*u, )u, = 0 en RxR*
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donde G,(.) es una familia de nicleos regularizantes (por ejemplo gaussianas de

desviacién tipica o), y F(.,.) es una funcion que satisface:

@) F(p,9)pq=0 para todo p,qER,

Por ejemplo, una eleccién "candnica" para F es

& F(p,q) =sign(p)sign(q)

donde sign(s)=1 si s>0, sign(s)=-1 si s<0 y sign(0)=0.

A "grosso modo", si u(x,0) es la sefial inicial (que corresponde a la sefial
degradada), la ecuacion (1) produce discontinuidades en la posicion de los zero crossing
del operador G,*u,,, y de esta forma restaura las discontinuidades "perdidas”. Por tanto
u(.,t) representa una version reconstruida de la sefial original y segin t crece el efecto
de reconstruccién es mds fuerte. La convolucién con el niicleo G, se ha introducido
para eliminar la influencia de ruidos o discontinuidades espurias.

En la grifica, que aparece en el encabezamiento de la pigina siguiente,

mostramos el modo de operar de la ecuacién segin los valores de F

Desde un punto de vista numérico utilizamos un esquema tipo "upwin" implicito

para discretizar la ecuacién, que da lugar a un algoritmo rdpido, recursivo, e
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F(p,q)=sign(p).sign(q) p=u"" g=u’

incondicionalmente estable. En particular se demuestra que el método iterativo de
resolucion converge, que el método es L™ estable (es decir las sucesivas iteraciones
respetan el minimo y méximo de la sefial inicial) y por dltimo que el esquema conserva
la monotonia de las sefiales, ello implica en particular que no se generan oscilaciones

espurias.

En las experiencias numéricas que hemos desarrollado, hemos utilizado como

nicleo G, la aproximacién a las funciones gaussianas presentada anteriormente.

Restauracién de Imdgenes. Por dltimo se estudia el problema de la restauracion
de imagenes bidimensionales. A través de un estudio de diferentes trabajos referentes

al problema de restauracion, hemos constatado que de manera dispersa aparecen ideas
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y principios que hemos intentado condensar en un Unico modelo a través de principios
basicos y claros. En cada} punto de la imagen existe un sistema de referencia especial
determinado por los vectores gradiente y ortogonal al gradiente. El vector ortogonal al
gradiente determina la direccién donde se encuentra el borde o linea de nivel que pasa
por el punto, en esta direccion pretendemos hacer un lisage de la imagen, esto es
eliminar oscilaciones espurias presentes en el borde para dar una impresion de suavidad
que parece perceptualmente correcto. La otra direccion, la del gradiente, corresponde
a la direccién perpendicular al borde, es esta direccion es donde se pueden producir
degradaciones en el contraste entre diferentes objetos debido a la convolucion con un
nicleo regularizante, etc.., por tanto para restaurar dichos contrastes, debemos restaurar
las discontinuidades existentes en la direccién perpendicular al borde. El establecimiento
de estos principios locales de actuacion determina un operador diferencial y una

ecuacion diferencial asociada.
Concretamente, La ecuacidn propuesta en esta tesis es:

@ u, = C£L() - F(G,*u,,.G,*u)u,. en R%xR*

2
donde n=n(x) corresponde a la direccion del gradiente Vu(x), F(.,.) satisface (2),
G,(.,.) es una familia de nicleos regularizantes, C>0 es cualquier constante positiva
y $£(u) es un operador de difusién en la direccidn perpendicular al gradiente. Por

ejemplo £(u) puede venir dado simplemente por:
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L) = ug,

donde £=£&(x) corresponde a un vector unitario en la direccién ortogonal a la del

gradiente Vu(x).

n=n(x) | Vu(x)

E=EX)

A "grosso modo" estd ecuacion parabdlica-hiperbdlica difunde la imagen inicial
u(x,y,0) (que corresponde a la imagen degradada) en la direccidn de los bordes, lo cual
produce la eliminacién de ruido y la regularizacion del borde y desarrolla
discontinuidades en la direcciéon perpendicular al borde lo cual genera una
deconvolucién y una restauracion de los bordes. Por tanto u(.,.,t) representa una
version reconstruida de la imagen original y segin t crece el efecto de reconstruccién
es mas fuerte. la constante C determina un balance entre el proceso de suavizado de

bordes y el proceso de generacién de discontinuidades

Desde un punto de vista numérico utilizamos un esquema tipo "upwin" implicito
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para discretizar la ecuacién, que da lugar a un algoritmo ripido, recursivo, e
incondicionalmente estable. En particular se demuestra que el método iterativo de
resoluciéon converge, que el método es L estable (es decir las sucesivas iteraciones
respetan el minimo y maximo de la sefial inicial). Como se muestra en las experiencias
numeéricas, este método puede aplicarse, con buenos resultados, a una gran variedad de
imigenes de muy diferentes tipos. En este tipo de esquemas, el método para €l célculo
de la direccion del gradiente puede tener una gran influencia en el resultado de la
restauracion; para evitar que el ruido o las discontinuidades espurias generen falsas
direcciones de difusion se ha diseﬁado‘ un método para el calculo de direcciones dptimas

de difusion.

Debido a la estabilidad incondicional, nuestros esquemas producen buenos
resultados con un pequefio mimero de iteraciones. Por otro lado, la implementacién
recursiva de cada iteracion disminuye drasticamente el nimero de operaciones
necesarias. Por tanto nuestros esquemas producen algoritmos estables, eficientes y

rdpidos.

Por tltimo, hacemos notar que nuestro andlisis se realiza sobre seflales en todo
R*. En los casos pricticos de implementacion en ordenador, se impone de forma
natural, una condicién de frontera Neuman homogénea, es decir, du/dv=0 en la
frontera, donde » representa la direccién de la normal exterior, esto minimiza la accion

de la frontera, sobre el interior de la imagen.




CAPITULO 1

FILTRADO LINEAL. LA ECUACION DEL CALOR
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1.- FILTRADO LINEAL. LA ECUACION DEL CALOR.

1.1.- INTRODUCCION

En este capitulo se realiza un estudio en profundidad del filtrado gaussiano como
herramienta fundamental en el andlisis de imdagenes. Estudiaremos el caso
unidimensional, puesto que el caso n-dimensional se obtiene por la aplicacion sucesiva

del filtrado en las direcciones ortogonales correspondientes.

Desde un punto de vista tedrico se muestra como, dentro del caso lineal, la
eleccion del filtrado gaussiano es 6ptimo bajo diferentes puntos de vista. Por un lado,
en términos de andlisis de frecuencias, se muestra como la funcién gaussiana es la
mejor localizada en tiempo y en frecuencia. Por otro lado, a través de la equivalencia
del filtrado con una funcién gaussiana y la resolucién de la ecuacion diferencial del
calor, se muestra como el filtrado gaussiano es el tnico filtrado lineal que verifica
ciertos principios basicos como son la causalidad (el filtrado tiene una estructura
piramidal), el principio de comparacién (si los niveles de gris de una imagen son més
grandes que los de otra imagen, las imdgenes filtradas siguen manteniendo esta
relacién), y los principios de invarianza geométrica basicos como son invarianza del

filtrado por traslaciones y rotaciones.
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Desde un punto de vista numérico o computacional, se estudia en profundidad
métodos numeéricos para, a través de la ecuacion del calor, aproximar el filtrado
gaussiano. Combinando técnicas tales como andlisis de Fourier, discretizacién numérica
de ecuaciones diferenciales, e integracion compleja, se deducen nuevas formas y
criterios para aproximar numéricamente el filtrado gaussiano de una forma répida y
robusta. Por dltimo, se realizard una discusion sobre las ventajas y limitaciones del

filtrado gaussiano.

1.2.- LA CONVOLUCION CON UNA GAUSSIANA.

El principio de incertidumbre. Vamos a estudiar la relacion que existe
entre la localizacién de una sefial y su espectro.

Sea {:R—C una funcién tal que f, xf y wi sean de L*(R), entonces

tenemos:
0]3 = j x2|f(x)|*dx es la dispersion de la energia de f en tiempo.
R
o; = j w2|f(w)|%dw es la dispersién de la energia en frecuencia, y
R
E = J |[fix)|%dx es la energia de f.
R

Asi, se llama duracién util de la sefial f a la cantidad At definida por

At=0%/E;; y banda util a la cantidad AN=0¥E;.

El Principio de incertidumbre es una relacion entre At y AN que indica
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que no se puede localizar finamente la sefial y su frecuencia. Esta relacion es

At:AN=1/47 y resulta de:

Proposicién: Sea f:R—>C una funcién de C(R) tal que f, f' y xf
pertenecen a L*(R). Entonces se tiene que oy 0; =Ed/4.

Demostracion: Como sabemos que:

@ F'w = 2ingfw) y @) limx[fx)|> =0

[x]>e

Entonces:

Gt = [ wiiondw - 4_17rjn|]"(w)|2alw - 4—17rjnlf’(x)lzdx

Por otra parte se tiene (ff)" =T + T~ y
| [q0w-foyax] < [ 0'@-f@lds + [ 150 -f @l <
< (le]—‘(x)lzdx)%(hlf’(x)lzdx)% . Unle(x)[def”n]f'(x)vdx)i

= 2( | n|xf(x)|2dx)%( [ f’(x)[zdx)% = 4705,

Pero si hacemos por partes la siguiente integral y aplicando al primer

término la propiedad (i), obtenemos:

[0 feoya = b WIS - [ A0 e = -E

Y si sustituimos en la desigualdad anterior, llegamos a la conclusion de
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la proposicion.

En la proposicidn siguiente mostramos que para una banda til dada, la
sefial gaussiana es la que tiene una duracién ttil minima.

Proposicion: Sea AN una banda 1itil fija. Entonces la sefial:

f(t) = qe Ve

minimiza la duracion util.

Demostracion: En la proposicion anterior utilizamos la desigualdad de
Schwarz (|(x.y)| = |[x|.]y]) par obtener 4wo;0:=FE;. Entonces obtendremos la
igualdad en R si la funciones tf y f' son proporcionales. Esto lo da una funcién de la

forma f(t) = ae™ con ¢>0 para que f pertenezca a L*(R).

Si f(t) = ae entonces f\) =  aymjce 1%  Entonces tenemos

que:

. J N FOO |2\ J Ne QTﬂzd)\
AN = - -
R [¢

si integramos por partes en el dividendo, obtenemos:
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de donde, despejando nos queda: ¢ = 47w2AN2.

1.3.- EQUIVALENCIA ENTRE LA CONVOLUCION CON UNA
GAUSSIANA Y LA RESOLUCION DE LA ECUACION DEL

CALOR.

En este apartado veremos que la solucién de la ecuacién del calor con
dato inicial una cierta funcién f(x), equivale a convolucionar, dicha funcién, con un
filtro gaussiano.

Sea la ecuacion del calor en las variables x,t:

u(x,0) = uyx) = fix)

Si le aplicamos la transformada de Fourier (ﬁ(w) = J +mu(x) - e iy

Nos queda la siguiente ecuacion diferencial de variables separadas en el espacio
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de las transformadas:

By g =0
dt

a(w,0) = dyw) = fw)

de la cual podemos, ficilmente, obtener la solucidn:

= widt = Ini = -wt+C = fi=eCe”" =K-e™!

Q’I =

si hacemos t=0, obtenemos al valor de la constante K, y asi, nos queda la solucién en

el espacio de las transformadas:

aw,0) = fw)-e™"

como sabemos que la transformada de una convolucién es el producto de las
transformadas, si tomamos antitransformadas, nos queda que la solucion u(x,t) es la
convolucién de la funcién inicial f(x) con la antitransformada de e**, que como vamos

a ver, es precisamente una gaussiana.

Obtencién de la transformada de la funcidén f(x) =e®:
Si f(x)=e®, entonces f'(x)=-2axf(x). Y si ahora aplicamos la
transformada de Fourier a la igualdad, obtenemos la siguiente ecuacion diferencial en

variables separadas:
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ifow) = By » IO oW
I fow) 2a

de la cual obtenemos la solucién siguiente: f(w) = C-e™" | si hacemos w=0

obtenemos la constante C, es decir,

20N = = [N 0% = [, -axg, _ | T
f) = € = [foye%dx = [T \E

Con lo que tenemos que la transformada de la funcién f(x)=e®* es:
fowy = “I R
a

tw?

Como lo que queremos es obtener la antitransformada de f(w)=e' R

entonces hacemos t=1/4a, y operando tenemos que:
I Le @ o TF - ™%
p _

por lo cual la antitransformada de e*™, es la siguiente gaussiana:

ﬂx) = _l_e _le4t = ___.]._e —121202 Si 2t = 0'2

yant ay2n
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asi, de esta manera queda vista la equivalencia de la convolucion con una gaussiana y

1a resolucién de la ecuacién del calor.

1.4.- UNA APROXIMACION AXIOMATICA AL FILTRADO GAUSSIANO.

En esta seccion vamos a establecer unos principios basicos que un buen filtrado
deberia verificar y vamos a ver como el filtrado gaussiano es el Gnico que verifica estos

principios.

En primer lugar debemos definir que entendemos por un filtrado. En su forma
més general, un filtrado es una familia de operadores {T},, que dependen de un
pardmetro t (normalmente asociado a una escala) tales que a una imagen determinada
por una funcién u,:R>->R le hace corresponder otra imagen T(uy):R*=>R. Por ejemplo
en el caso de la ecuacién de calor Ty(u,) corresponde a la solucién de la ecuacién del

calor en el instante t.
Los principios basicos que vamos a imponer son los siguientes:
Causalidad. Si s>t entonces T, se puede calcular a partir de T,. Esto significa

que existe un operador de transicion T, tal que T, (uy) =T, (T,(u,)). Ademis se afiade

el hecho de a la escala t=0 no se aplica ninguna transformacidn a la imagen, esto es
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Ty(u,) =u,. Este principio también se suele denominar estructura piramidal.

Principio de Comparacién. Dadas dos imagenes u, y v,tales que u,>v, entonces

para cualquier t>0 se tiene T (ug) =T (vy).

Invarianza por traslaciones. Sean a,b,c nimeros reales, definimos tr,; . al
operador tal que a una imagen uy(x,y) le hace corresponder otra imagen dada por

tr,, (U)(X,y) =a+uy(b+x,c+y), entonces el filtrado conmuta con las traslaciones, es

decir Ty(tr,p (Up)) = tr,p (Ti(up)).

Invarianza por rotaciones. Dado un angulo de rotacién 6, definimos rot, al
operador tal que a una imagen uy(x,y) le hace corresponder otra imagen dada por
rot,(Up)(X,y) = Uy(cos(8)x +sen(d)y,-sen(6)x +cos(f)y), entonces el filtrado conmuta con

las rotaciones, es decir T (roty(uy))= rot,(T,(uy)).

Regularidad. Este principio determina que el filtrado evoluciona de manera
regular a través de las escalas, es decir que no hay singularidades al pasar de una escala
a otra posterior. Matematicamente esto se puede expresar de la forma siguiente, si
Uy(X,y) es una funcién de C* en un punto (X,¥,), es decir posee derivadas de
cualquier orden en dicho punto, entonces para cualquier operador de transicion T, se

verifica que existe el siguiente limite:

Limg, (T (1) (X, ¥0)-Uo(X9,Y0))/ (s-1).
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Ademas dicho limite depende de manera continua de las derivadas de u, en el punto

(XO’YO)

Linealidad. Si u, y v, son dos imigenes, y a,b niimeros reales, se tiene que:

Tyau, + bvy) = aT(uy) +bT( vo).

Utilizando estos principios bdsicos se puede demostrar (v€ase por ejemplo
[AGLM])) que el dnico filtrado que verifica los principios arriba mencionados es el
filtrado gaussiano. Un problema ihteresante consiste en estudiar que sucede si
eliminamos alguno de estos principios. Por ejemplo si eliminamos el principio de
linealidad aparece toda una familia de filtrados distintos. Una clasificacién exhaustiva
de esta familia ha sido realizada en [AGLM] a partir de afiadir principios de invarianza
morfolégica (el filtrado s6lo depende de la geometria de las formas presentes en la
imagen y no del contraste entre las diferentes formas) y de invarianzas geométricas mas
complejas como pueden ser invarianza por transformaciones afines del plano. Dichos
autores demuestran que existe un tnico filtrado (no lineal) que verifica todos estos

principios de invarianza.

1.5.- DISCRETIZACION DE LA ECUACION DEL CALOR.

1.5.1.- Nocién de estabilidad de un esquema numérico
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Empezaremos por ver los operadores en diferencias basicos. Asi, consideramos
un conjunto discreto de puntos x;=i.h y una funcién definida en ese conjunto f,=f(i.h)
tal que f;=0 para todo i entero que |i| =I. Entonces, denotamos a f = {..., f, , f, ,
fo,fi, & ,...}={f }. Siconsideramos dos funciones, f={f, } y g={ g }, podemos

definir el producto discreto interior de f y g, como:

(f’g) = Z:f;'gih

donde h es el factor de escala. De esta manera podemos, también, definir la norma

euclidea £, como:

I, = V@D = L fiw*

donde el factor de escala h es importante, puesto que si lo hiciéramos muy pequefio,
el nimero de términos en el sumatorio creceria muy rapido con lo cual podriamos hacer

crecer a la norma /, sin limite.

Ahora, vamos a definir los operadores en diferencias basicos sobre una funcién
f={f;} como sigue:

Operador paso hacia adelante S, tal que (S.f), = f,,,

Operador paso hacia atrads S_ tal que (Sf), = £,

Operador identidad I tal que (If), = £,
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Operador en diferencias hacia adelante D, tal que (D,f), = (f,, - f)/h
Operador en diferencias hacia atras D_ tal que (Df), = (f, - f.,)/h

Operador en diferencias centrado D, tal que (D,f);, = (f,,, - f.,)/2h

Podemos ver que los operadores en diferencias se pueden reducir a una

combinaci6n de los tres primeros, asi, tenemos las siguientes equivalencias:
D, =, -D/h D.=(d-S)h D, = (S, - S)/2h
También, se puede ver que las aproximaciones a derivadas superiores se puede

poner como combinaciones de los operadores anteriores, es decir, en funcién sélo de

los tres primeros, veamos como ejemplo una aproximacién a la derivada segunda:

fin ™S _fi_fi—l
_ f;q ~f; _ (Dﬁi+1_(Dﬁz - h h -
DD, =D( ; ) 7 7
S =%y _ 1
= _‘7_‘ = 723([S+—2I+S_]j‘)l.

Ahora, vamos a precisar la nocién de estabilidad de un esquema numérico. Sea

un problema cualquiera:
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ov = P@yv, t>0

v(x,0) = f(x)

Entonces decimos que el problema estd bien planteado en una norma |- |, si
existe una dnica solucién que depende continuamente de la condicién inicial, es decir,

que existen dos constantes C y « tales que se verifica:
Ivxoll < Ce | f(}) ||
donde P(d,) representa un polinomio en d,, es decir, que:
P@,) = a0"+a, 0"+ +a,0,+a,.
Pasemos a aproximar el problema en un esquema en diferencias finitas.
Entonces, u"={u?}, denota la discretizacién de v, tal que, t=n"k, de tal forma que,

u)=f(i-h), denota la condicién inicial discretizada. Asi, el problema original se

transforma en el siguiente:

ut! = Qu", n=0

donde Q es un polinomio en los tres operadores bésicos S, , S_e I. Ahora, vamos a ver
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que condiciones debe cumplir el esquema numérico para que resolucion nos acerque a

al solucién real del problema original.

Definicién: Un esquema en diferencias finitas se dice que es estable si 3 dos ctes
Ky 8y alguna norma | -|, tales que se verifica:
o] < Kee?|u]
donde t=n'k y K y 3 son independientes de h y k. Pudiendo h y k estar relacionados
entre si.
Obsérvese que esta definicién es equivalente a la de bien planteado del caso
continuo, y ademas, admite crecimiento con el tiempo, pero no lo admite con el nimero

de iteraciones del incremento temporal.

Definicién: Un esquema en diferencias finitas se dice que es incondicionalmente

estable si es estable para todo incremento temporal k y todo factor de escala h.

Definicién: Un esquema en diferencias finitas se dice que es consistente hasta
el tiempo T en una norma | -|| con el problema continuo correspondiente, si la solucién
real v cuasi-satisface el esquema en diferencias, es decir, que verifica:

vitl = Qv + k- 7°
donde |7] < 7(h), n’k < Ty 7(h)-0 cuando k—0. Aqui asumimos que h depende
de k y tiende a cero con él, ademds, v* = v(ih,nk), es decir, la solucién exacta

evaluada en el punto (ih,nk) y 7" es el error de truncamiento en el tiempo n-k.
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Definicién: Un esquema en diferencias finitas se dice que es exacto de orden
(p,q) si se verifica que:
v+t - Qvt|| = k:(o(t?) + o(k)

en este caso o(h?) + o(k?) es lo que llamamos error de truncamiento.

Definicién: Un esquema en diferencias finitas se dice que es convergente en una
norma | -|, si se verifica que:
Ivx,0) - —> 0 cuando h,k - 0
y se dice que es convergente de orden (p,q) si se verifica que:

[ vz, 0 - w3 = o®®) + o(k9)

Por ultimo, vamos a enunciar un teorema que nos relaciona todas las
definiciones anteriores, el cual dice:

TEOREMA DE LAX: Si un esquema en diferencias finitas es lineal, estable, y

exacto de orden (p,q), entonces, es convergente de orden (p,q).

Si, ahora, nos pasamos al campo de la Transformada de Fourier, también el
esquema en diferencias pasa al campo de la Transformada Discreta, y estudiaremos cual

es la condicion equivalente en dicho campo para que un esquema sea estable.

Si consideramos la funci6n discreta u={u;}, entonces, llamaremos Transformada

de Fourier Discreta de u, a:
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aw) = Zu]e"f'w
7

Ahora, vamos a ver como afectan los operadores basicos a la Transformada, asi,

tenemos que S,u={u;,,}, entonces tenemos que:

Suw) =Y u,e? =Y ueV™™ = ™y ue™ = e ™iw)
7 7 7

Del mismo modo tenemos que:

S uyw) = e™i(w)
y asi, a €™ y a ™ se les denomina los simbolos de S, y de S. respectivamente.

Ahora, si partimos de un esquema en diferencias finitas cualquiera,
u1=Q(S,,S)u", entonces, si pasamos al campo de la Transformada, tendremos el

siguiente esquema:

ariw) = Qe™*,e"™iw) = p(wW)i(w)

Una vez obtenido este esquema, hemos de dar una condicién de estabilidad para
el campo de la Transformada de Fourier Discreta. Para lo cual, antes de establecer el

teorema que nos da la equivalencia de dicha condicién de estabilidad, vamos a hacer
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la siguiente definicion:
Se dice que p(w) satisface la Condicion de von Neumann, si existe una constante
C =0 (independiente de k,h,n y w) tal que verifica:
|o(w)| <=1+ Ck
Y asi:
TEOREMA: Un esquema en diferencias finitas es estable en norma ¢, si y s6lo

si satisface la Condicién de von Neumann.

1.5.2.- Discretizacidon incondicionalmente estable de la Ecuacién del

Calor. Funcién de transferencia del filtro lineal asociado m,(w).

Sea la ecuacién del calor u, - u,, = 0, con el dato inicial u(x,0)=1(x).
Vamos, ahora, a discretizar la ecuacién usando el esquema incondicionalmente
estable mis simple. Sean h>0 y k>0 los incrementos espacial y temporal

respectivamente, y por lo tanto u?=u(ih,nk). Usamos la discretizacién siguiente:

n+l n n+l n+l - n+l
W o~ W Wy *t Uy T 2u; 0
k h?

que es un esquema recursivo implicito, que son, como veremos al pasar al campo de

las transformadas, los que mantienen, como queriamos, la estabilidad incondicional.
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Sea A=k/h?. Entonces tenemos:

(142N ™' N u?t! A utt! = u? para todo i entero y n€EN
Si aplicamos la Transformada de Fourier a los dos miembros de la igualdad

anterior, obtenemos:

(142N @87 A% -\ 48] = @9 para todo i entero y n€EN
y como, segin vimos antes en las propiedades de la Transformada de Fourier Discreta,

i i(why=e™q2+! y 08t1(wh) =e ™41}, y sustituyendo en la igualdad, nos queda:

(1+2)) G2 -\ e™ar+t -\ et =

de donde, despejando la sefial en el paso n+1, obtenemos:

Antl 1 P 1 AN

i u;
142N -Ae M —\eg “Wh 1+2A\-2\cos(wh)

con lo que podemos interpretar la sefial u®** como la convolucién de 1a u" con un filtro

definido por la funcién de transferencia:

1
+2N-2\cos(wh)

m,(w) = T

y como 0<1 - cos(wh)<2 y A=0 entonces |m,(w)| <1y WER, el esquema verifica

la Condicién de von Neumann, y por tanto estable para todo k>0 y h>0.
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1.6.- ESTUDIO MATEMATICO DE m,(w)
En este apartado vamos a ver unas propiedades interesantes acerca de la Funcion
de Transferencia antes obtenida. Empezaremos demostrando un Teorema, de cuya

interpretacién obtendremos dichas propiedades.

Teorema 1. Sean h,k>0, A=k/h? y sea m,(w) el definido anteriormente, entonces

tenemos:
v/N
a m,(w) = .
( ) )\( ) (1 —veiw")(l _Ve—zwh)
(b) myw) = (1+4N)12 3 plmlgivim
2 n 27" s n+m-1 n-1 )
" aw = — 2m 1- 2\n-m
(©) j_% my (w)dw v —Vz)z’lg [ " ] [ . ]I) (1-v)

donde v A = 1_+2_AL2:X___ ~1+4A

Demostracion:
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(a).- Si hacemos 1/m,(w) = f(e™"), entonces f(e™) = 1 + 2\ - Ae™ - \e™!
= e™hNE™)? + (1+2N)e™ -A]. Si, ahora, hacemos f(e™) = 0, obtenemos dos

raices:

_ 1424-y1+44 v. = 1+224 +/1+4A
22 >0 24

que verifican que v,» = 1. Luego, podemos factorizar de la forma siguiente:
f(eiwh) = -\e -iwh (eiwh - V)(eiwh _VO) = )\(1 —pe —iwh)(vo _eiwh) =
- —iwh 1 why — )\ ~iwh iwh
= N1 —pve ™) (= -e™) = Z(1 —ve ™)1 -ve™)
v v

y teniendo en cuenta la definicion de f(e™"), obtenemos la relacion definida en (a):

1 _ v/\
f(e z‘wh) (1 -ye iwh)(l —pe —iwh)

m,(w) =

(b).- Hemos de tener en cuenta que:

e = |ve ) = v] = [L2AVIFR]  1e2d-1]
22 22
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y pasamos a descomponer en fracciones simples la expresién definida en (a):

m (W) = I\ _ R TN _
A (1 _veiwh)(l -pe —iwh) (1 - Veiwh)(eiwh _ V)

_r|ua -, (-9 _ v 1 L ve™ _
A 1- Veiwh ez’wh(l -pe —iwh) (1 —VZ))\ 1 _Veiwh 1 -ype -iwh

donde podemos desarrollar en serie geométrica cada uno de los sumandos, por tener

ambos razén con médulo menor que uno, por tanto:

Ey g ivhm El/ne—lwhm - Zymetwhm ¥ E vlm[ezwhm =

e vz)x o (¥, —v))\ poer

E vl’”le’w"’" , \/1+4A

ya que vy-v=

\/ 1+4A m=-= A

que es la expresion de m,(w) que en el apartado (b) del Teorema 1 queriamos alcanzar.

c).- Si hacemos el cambio z=e™, entonces, se verifica que |z|=1 y ademds
y
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z,=€""y z, =€, por lo que recorremos el circulo unidad en sentido positivo, por otra
parte, diferenciando en el cambio de variables obtenemos que dw =dz/(ihz). Entonces,
si vamos a la integral original, y primero la ponemos en funcién de €™, para después

realizar dicho cambio de variables, obtenemos:

+X o n T n{ piwiyn
J m (Wydw = J 7: . (v/N) ___dw= [ T (VD\) (e ) dw =
__;_ '7." (1 —-pe zwh)n(l —ye —twh)n _; (1 ~ype zwh)n(e -iwh __ V)"
_ f 2"/ dz Y 2" ldz dz _
2= (1 -p)"z-v)" thz i\t Tl (1 -vg)( -y ihz

Aplicando el teorema de los residuos, y teniendo en cuenta que el dnico polo

interior a |z| =1 es z=v, obtenemos el valor de la integral:

_ Vi 1 d 2! _ 2 1 d ™! _
lhy” (n—l)!‘dz”'l (l_z,z)n = h )\n(l’l"l)' dzn-l (I_VZ)n =

Si tenemos en cuenta la féormula de Newton para la derivada de orden n de un

producto, llegamos a la igualdad que queremos:

n-1

- 27 v 1 n-1 _ _ ~(n+m) [y _ m -
T—)\—';—(_m[,;[ o ](n+m D...(n+Dav™(1-v2) ™ (n-1)...(m+1)z L

=v
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_ 27 ﬁg n-1)| { n+m-1 e
h A m m (1 _Vz)mm

27" g [ n+m-1 ] [ n,;ll ] V2m(1 _VZ)n-m

INA-ArEg | m

con lo que queda terminada la demostracion del Teorema 1 propuesto.
Ahora, vamos a hacer la interpretacion de los resultados del Teorema:

Como primera consecuencia del Teorema 1, si observamos el apartado (a), y
apoyandonos en el andlisis de Fourier, que demuestra que una convolucion pasa a ser
un producto en el campo de las transformadas. Vemos, que efectivamente el filtro
queda descompuesto en producto de dos, que significa una combinacién de dos
convoluciones asociadas a esos dos filtros, en el que uno de ellos es un filtro causal y

el otro anticausal.
Ademas podemos descomponer el cilculo de u™*! en los siguientes pasos:

(1) Wt = gt 4+ puttlB para todo i entero

(ii) wt?B = g8 4 putds para todo i entero
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iif) utl = (p/Audts ara todo i entero
i p

y asi, tenemos que el cdlculo de u?*! s6lo necesita 3 multiplicaciones y 2 sumas para
cada i entero. Ademds, en muchas aplicaciones podemos obviar el paso (iii), ya que

sOlo es un proceso de normalizacidn.

Segtin el apartado (b), podemos interpretar u*! como la convolucién de u® con

el filtro h,(i), definido por:
h() = (1+4N)V2pli para todo i entero

puesto que »>1 cuando A—>+o0, el dominio efectivo de este filtro se vuelve infinito, sin
embargo, el nimero de operaciones para calcular u™*! permanece fijo e independiente

de A.

Ademis, de los apartados (a) y (b), podemos hacer la interpretacién matricial,

que nos aclara los términos alli resefiados, siguiente:

0 C

0 -N 12N A 0
0 A 182N -A o - ui'”l - ul."

0 A 142N A O

@ X co
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@ - (-
0 -A1£2x -x 0 - - LA AR S
0 -\ 1#2\ ~-x 0 - =SA#HN2 L oyt 1 oy P2
0 N T ) U W ¢ A L A
.Joaxeo L
-1 .ﬂ—l

O -»1 0 - - - .01 -» 0

=% 0 -» 1 0 - - .- 01 -» 0
0 -»r1 0 - - - - 01 -» 0

Si elegimos para el célculo de la energia a la norma ¢,, ya que esta norma
permanece invariante si pasamos al campo de la transformada de Fourier, el apartado
(c) nos da la energia del filtro m,(w), con sélo aplicar la férmula obtenida para indice

2n, es decir:

[l 13 = [mlaw = Fonm

*
&

Asi, podremos hacer una aproximacién poniendo como condicion la igualdad de

energias.
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Antes de pasar a la aproximacién que nosotros vamos a hacer del filtro

Gaussiano, haremos unas consideraciones computacionales:

En términos de frecuencia, podemos interpretar la solucién de la ecuacion de
calor, u(x,t), como la convolucién del dato inicial f(x) con un filtro gaussiano que tiene
la funcién de transferencia m(w)=e™, cuando discretizamos la sefial f(x) y el filtro
gaussiano G,(x) con un incremento espacial h, el filtro m(w) se convierte en una
funcién 27/h periodica definida por:

mw,h) = Y, et para todo t>0

m=-co

(véase Gasquet y Witomski) [GaWi]. Por otra parte, uj es una aproximacién de u(ih,nk)
y puede interpretarse como la convolucién de la sefial inicial u; con el filtro definido por
la funcién de transferencia m(w). Ademds m¥(w) es una aproximaciéon de m(w.h).
Desde un punto de vista teérico, N deberia hacerse pequefio para que uf se acercara a
la solucién continua u. Sin embargo, si hacemos t "grande", necesitariamos muchas
iteraciones para aproximarnos a u(i,t), y entonces el esfuerzo computacional aumentaria
rapidamente. Asi, desde un punto de vista prictico, necesitamos tomar A\ grande para
reducir dicho esfuerzo computacional. Pero, si h es bastante pequefio y t bastante
grande, el soporte efectivo de la funcion m(w)=e™" estaria incluido en el intervalo
[-27/h,27/h], y en él, m(w,h)=m(w). Hay que hacer constar, que m, (w) y my(w) son

no negativas, 2w/h periédicas, decrecientes en el intervalo [0,n/h] y verifican que




FILTRADO LINEAL. LA ECUACION DEL CALOR _ 45

m,(0)=m(0)=1. Como m}(w) decrece mas rdpido que m,(w), de este modo aproxima
mejor la funcién m(w). La relacion tedrica entre A,ny t, viene dada por:

hZAn=t.

1.7.- APROXIMACION DEL FILTRADO GAUSSIANO A TRAVES DE LA

n-ESIMA ITERACION DE m,(w)

Como, mostraremos en las experiencias numéricas, si utilizamos como criterio
para elegir los pardmetros el expresado en el apartado anterior, es decir, que se
verifique que h*An=t, mj(w) converge lentamente a m(w) cuando n tiende a infinito.
Para acelerar la convergencia, usamos un criterio diferente para escoger A y n. Usamos

como criterio que m(w) y mf(w) tengan la misma energia:

+

FO\7n) = [ ”/:‘mf"(w)dw - j ”/'}'l”mZ(w)dw = (/2"

=T =T

Como quiera que, F(A,n) es continuamente decreciente respecto de A, satisface:
F(O,n) = 2x/h y limF(A,n) = 0, si A>+00
Asi, si 27/h> (7/2t)2, tenemos que para todo n€ N, existe un Gnico A>0 tal
que FO\,n)=(x/2t)"2. Y, podemos hacer esta relacion explicita, usando la formula del
apartado (c) del Teorema 1. Por ejemplo, para fijar ideas, si tomamos n=1,tenemos la

relacién siguiente:
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Qa1 +2N) (1 +4N)>2 = (w/2t)"?
Como mostramos en los resultados numéricos (ver figuras 1 y 2), el criterio de

la energia es més eficiente que el cldsico para aproximar m(w).

1.8.- RESULTADOS EXPERIMENTALES.

Experimentos numéricos de aproximacién de funciones gaussianas.

Primeramente, antes de pasar a experimentar el filtro m,(w) en imagenes, vamos
a constatar que es mejor la aproximacion si usamos el criterio de la conservacion de la
energia. Asi, representamos una aproximacion al filtro m(w)=e>*, usando iteraciones
de m,(w) (la linea continua corresponde a m(w) y la discontinua corresponde a las
iteraciones de m,(w)). En la figura 1, mostramos la aproximacion clasica. Y en la

figura 2, usamos el criterio de conservacién de la energia.

Para mostrar la eficacia computacional de nuestra aproximacién de funciones
gaussianas mostraremos un experimento basado en una imagen real de 350x350 pixels
que se muestra en la parte alta de la figura 3. En la parte baja de dicha figura se
muestra (puntos en negro sobre fondo blanco), a titulo ilustrativo, los "zero-crossing”

del laplaciano calculados sobre la imagen real. Como puede apreciarse, una imagen
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real, contiene una cantidad enorme de "zero-crossing", debido a pequefias fluctuaciones
practicamente imperceptibles al ojo humano. En la parte alta de las figuras 4, 5y 6 se
presenta el resultado de la aproximacion del filtrado de la imagen de la figura 3 con
unas gaussianas de desviacién tipica ¢=3,5,9 respectivamente. En la parte baja de
dichas figuras se muestran los "zero-crossing” de dichas imagenes. Para obtener estos
resultados hemos fijado en los tres casos el nimero de iteraciones a 3, y hemos
aproximado las gaussianas utilizando el criterio de energia presentado en este capitulo,
es decir a través de 3 iteraciénes del filtro m,(w) y calculando \ de tal forma que la

energia de la gaussiana y la energia del filtro m3(w) sea la misma.

Puesto que el mimero de iteraciones es el mismo para la obtencién de los
resultados de las figuras 4, 5 y 6, obtenemos que €l computo de operaciones por pixel
es el mismo en los tres casos, (a pesar de que los resultados son bien distintos).
Siguiendo el analisis matematico desarrollado en este capitulo para la descompocision
y célculo del filtro m,(w) obtenemos que el nimero de operaciones por pixel hecesarias
para obtener el resultado de las figuras (parte alta) 4, 56 6 es Unicamente de 12 sumas

y 13 multiplicaciones, lo cual muestra la eficacia de nuestra aproximacion.

Por dltimo, si analizamos la evolucién de los "zero-crossing" a través de las
figuras 3, 4, 5 y 6 podemos constatar, tal como hemos mencionado en este capitulo, el
sucesivo desplazamiento de dichos "zero-crossing” a través de las escalas (véase por

ejemplo el contorno de la boca). Este hecho, debido esencialmente a la linealidad del
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operador, dificulta el cilculo de los bordes de la imagen original utilizando la
informaci6n contenida en los "zero-crossing". Efectivamente, podemos constatar como
a bajas escalas (desviacion tipica de la gaussiana pequefia) hay demasiados "zero-
crossing" espurios y en las altas escalas ( desviacion tipica de la gaussiana grande) los
"zero-crossing" de la imagen original que corresponden a bordes nitidos se han

desplazado.
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FIGURA N° 1
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FIGURA N° 2
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FIGURA N° 3
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FIGURA N° 6
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2.- RESTAURACION DE SENALES UNIDIMENSIONALES

UTILIZANDO FILTROS DE CHOQUE

2.1.- INTRODUCCION

En este capitulo, estudiaremos el problema de la restauracion de sefiales
unidimensionales. En primer lugar veremos como se puede abordar €l problema via
ecuaciones diferenciales hiperbdlicas, para ello introduciremos algunos conceptos
basicos como son las ecuaciones de transporte lineal y la forma de crear
discontinuidades utilizando ecuaciones diferenciales. Estudiaremos el modelo de Osher
y Rudin, y por dltimo propondremos nuestro modelo, asi como, los algoritmos a los
que da lugar. Es de destacar, que nuestro modelo no utiliza ninguna informacion a

priori sobre el tipo de perturbacion realizada sobre la sefial.

2.2.- PRESENTACION DE UN PROBLEMA CLASICO DE TRANSPORTE

LINEAL Y LA ECUACION DE BURGER.

2.2.1.- Analisis de un modelo clasico de transporte lineal.
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Consideremos la ecuacién hiperbdlica lineal:
u, + cu, = 0 en RxR™,
donde c es una constante real. Es bien conocido que esta ecuacion es de transporte
puro, es decir, la solucién u(x,t) para un dato inicial- f(x) es u(x,t)=f(x-ct), donde la

direccién de la onda de desplazamiento depende del signo de c.

Antes de discretizar la ecuacién, vamos a hacer unas consideraciones sobre la
estabilidad del posible esquema en diferencias que implementemos. Dichas
consideraciones viene dadas por el cumplimiento de la Condicion de Courant-

Friedrichs-Lewy.

Ta Condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).

La idea intuitiva que hay en la condiciéon de Courant-Friedrichs-Lewy es que la
ecuacién en diferencias finitas no deberia ser independiente de cualquier dato que
determine la solucién de la ecuacién en derivadas parciales, a menos que pueda

probarse que los datos omitidos tienen un efecto negligible.

Definiciéon. Fl dominio numérico de dependencia de un método en diferencias finitas

en un punto (ih,nk) es el conjunto de puntos (jh,0) sobre la linea inicial que influye en

la solucién en el punto (ih,nk).

Supéngase que el dominio de dependencia en el punto (ih,nk) del método en
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diferencias finitas D, no contiene el dominio de dependencia en el punto (ih,nk) de la
ecuacion en derivadas parciales D. Sea D, el conjunto de puntos en D que no estan en
D,. Supdngase que se perturban los datos iniciales en D, la soluci6én de la ecuacién en
diferencias finitas en el punto (ih,nk) no se vera afectada por dicha perturbacién de los
datos iniciales. Por ello, serd imposible que la solucién uf del método de las diferencias
finitas converja a la solucién de la ecuacién en derivadas parciales con la perturbacion

de datos iniciales cuando h.k tienden a 0.

Definiciéon. Un método de diferencias finitas se dice que satisface la condicién de

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) si el dominio de dependencia de la solucién de la

ecuacion en diferencias finitas incluyen el dominio de dependencia de la solucién de la
ecuacién en derivadas parciales en todos los puntos (ih,nk). La condicion CFL es

necesaria para asegurar la estabilidad. Esto se sigue del argumento anterior.

Tipicamente, un método de diferencias finitas que satisface la condicién de CFL
tendrd un dominio numérico de dependencia que contiene puntos que no estan en el
dominio de dependencia de la ecuacidn en derivadas parciales. Estos puntos adicionales
en el dominio numérico de dependencia resultan datos iniciales adicionales que
determinan la solucién de la ecuacién en diferencias finitas. Esto hace surgir un error,
sin embargo, la contribucién de estos datos adicionales tiende a O cuando h,k tienden

aQ.




RESTAURACION DE SENALES UNIDIMENSIONALES 59

Si consideramos €l prototipo de ecuacion hiperbdlica:
av = cd,v, en RxR*
donde c es una constante, con la condicidn inicial:

v(x,0) = {(x), en R

Aproximamos la ecuacién por el método de diferencias finitas siguiente:

mz
1
u'” = Y A S

j=-m,

donde A, en j=-m, y j=m, son distintos de 0.

La solucién en el punto (ih,(n+1)k) depende de la solucién en ml+m2+1
puntos en el nivel de tiempo anterior ((i-m,)h,nk),...,(ih,nk),...,((i+m,)h,nk). El
dominio numérico de dependencia en el punto (ih,(n+1)k) estd limitado por las dos

lineas con pendientes -k/m,h y k/m;h como se aprecia en la grafica:

(n+1)k

k/m,h Kmh

A e
(- ) e (-1h ih (#1)h...(+m)h

} mih } m;h I

Estas pendientes son negativas y positivas respectivamente. Las ecuaciones de
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estas lineas a través del punto (ih,(n+1)k) estin dadas por:

R, : t-(n+1)k (x-1ih)

-k
mh

]

: t-(n+l)k

Tl

k .
m_lh(X ih)

Estas ecuaciones intersectan la linea inicial (t=0) en los puntos
((i+m,(n+1))h,0) y ((i-m,(n+1))h,0) respectivamente. Por ello, el dominio numérico
de dependencia del punto (ih,(n+1)k) son (m;+m,)(n+1)+1 puntos en el intervalo
[(+my(n+1)h , (i-m(n+1))h]

Las caracteristicas de la ecuacion de partida son de la forma:

x +ct=K
donde K es una constante. Esto representa una familia de lineas con pendiente -1/c. El
dominio de dependencia de la ecuacién en el punto (ih,(n+1)k) es el punto

(ih+c(n+1)k,0) de la linea inicial (t=0). Entonces, la condicién CFL requiere que:
(ih+c(n+1)k) € [(i+m,mn+1)h, (i-m;(n+1))h]
Existen dos casos a considerar segin el signo de c. Si ¢ > 0, entonces se

satisface la condicion C.F.L. si la pendiente de la recta R; es mayor 6 igual que la

pendiente de la caracteristica, es decir, que se verifique:
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kK/mph = -1/c

Esta condicién puede escribirse como:

ck/h € m,

Si c<0, entonces, la condicién se satisface si la pendiente de la recta R, es

menor 6 igual a la pendiente de la caracteristica, es decir, que se verifique:

k/mh < -1/c = 1/|c|

La condicion puede escribirse como:

lc|k/h < my

La condiciéon CFL para el método de diferencias finitas:

queda de la forma siguiente:
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k ,
== >0
chm2 s1 c

k .
-Cc ==X c<0
ch m, si

Supongamos que aproximamos la ecuacién prototipo por el siguiente esquema:

= cD,u/', es decir,

n+l _ n n _
u;, = u +rkchu; =

(1")\(:') ui” +)\CU£1 =

(l—}\C) uin +)\CS+uin

donde A\=k/h. En este caso m;=0 y m,=1. Si suponemos que c €s positiva, entonces,

la condicién CFL es que se verifique:

cAh =1

La solucién en el punto (ih,(n+1)k) depende de dos puntos en el nivel temporal

anterior (ih,nk) y ((i+1)h,nk), que depende de tres puntos en el nivel anterior a ellos
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en el tiempo (ih,(n-1)k), ((+Dh,(n-1)k) y ((i+2)h,(n-1)k), y asi sucesivamente hasta
que se alcance la linea inicial (t=0), en donde la solucién depende de n+2 puntos
(ih,0), ((+1Dh,0), ..., ((i+n+1Dh,0). El dominio numérico de dependencia en los
puntos (ih,(n+1)k) consisten en los n+2 puntos en ei intervalo [ih, (i+n-+1)h] como

se muestra en la siguiente grafica:

A
t (ih,(@+1)k)
(m+1)k /
nk
(n-Dk
(0-2)k
AN
i i Kfh i
i i < |
2k
ik
0 >
A A 2 a 2 *
« £ 8 i §3

Si queremos considerar la estabilidad del método hemos de tomar la trasformada
discreta de Fourier y ver si se verifica la condicién de von Newmann. Lo cual vamos

a determinar a continuacién:
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-~

4" (w) = p(w)d"(w) donde p(w) = 1-cA+che™¥

y si se verifica que cA <1, entonces:

lo(w) | = |1-ch| + |che™| =

=1-ch + ch|e?™| =1

Por ello, para cA < 1, se satisface la condicién de von Newmann y el método en
diferencias finitas es estable.

Para determinar la exactitud (error) del método, desarrollamos v en la serie de
Taylor en el punto (ih,nk). Suponemos que v es continuamente diferenciable hasta el

orden dos, asi, si partimos de que d,v=cd,v y derivamos respecto de t, obtenemos que:

v = cddyv = cddyv = ¢

; 2
L - epw = (- _"zﬁ) (3%)" + o (k2) +o (B?)




RESTAURACION DE SENALES UNIDIMENSIONALES 65

Por ello el método de diferencias finitas es comsistente y con una exactitud
(error) del orden de o(h) + o(k).
De lo anterior vemos que el método de diferencias finitas es también consistente

con la ecuacion:

(C_h_—_c_zi.()aiv

0,v = ci,v + 5

que es una ecuacién de difusion. Es por lo que el método en diferencias finitas que
aproxima a la ecuacidn original debe introducir, al hacer su resolucién numérica, una

difusién en el resultado.

En el caso de que c¢ sea negativa, podemos hacer un razonamiento igual que el
anterior y obtener los mismos resultados, si usamos en el esquema el operador en

diferencias hacia atrds, es decir, que nos queda el esquema siguiente:

Apoyandonos en lo expuesto anteriormente sobre la C.F.L., nosotros vamos a
discretizar la ecuacién usando esquemas implicitos, en lugar de explicitos, con lo que
la condicién se verifica siempre. Asi, introducimos dos esquemas para discretizar la
ecuacién u, + cu, = 0, diferenciando el caso en el que ¢ sea positivo del caso en el que

C sea negativa.
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Sean h>0 y k>0 los incrementos espacial y temporal respectivamente, y

ul=u(ih,nk). Si ¢>0, usamos la siguiente discretizacion:

n+l n n+l1 n+l
u -y u; - U

Sea A=ck/h. Entonces tenemos:
(14X uttt A uttl = uf para todo i entero y n natural
Noétese que ul*! puede calcularse con nimero pequefio de operaciones (s6lo 2

multiplicaciones y 1 suma para cada i). Ademas podemos interpretar la sefial u**! como

la convolucién da la sefial u” con filtro definido por la funcién de transferencia:

1

B e

Como |m,(w)| <1 para todo A>0 y wER, el esquema es estable para todo

k>0y h>0, y tenemos que:

/a1 e
mx(W) l")\/(l"')\) e 1+)\; [1+)\]

Ademis u**! es la convolucion de u” con el filtro h,(i) definido por:

~1 |41 . .
B (1) ={(1+>\) (A/ (1M if 220
0 if i>0




RESTAURACION DE SENALES UNIDIMENSIONALES 67

Este esquema es disipativo, es decir, que la discretizacion introduce una difusion
artificial (mirese [So] para més detalles). De hecho, cuando N—=+oo, ui*! tiende al
promedio de la sefial u} para j& (—,1).

Si ¢ <0, usamos la siguiente discretizacion:

y usando los mismos argumentos, que para el caso c¢>0, tenemos que u™*! puede

interpretarse como la convolucién de u" con el filtro definido por:

Bo(3) = 0 1f 1i<0
AT (LN TV (TN AF 120

donde A= —ck/h.
Por tltimo, vamos a exponer un método de discretizacion para ecuaciones
hiperbélicas escalares, es decir, cuando se introduce un coeficiente variable. Este

método, debido a Courant, Isaacson y Rees, se le conoce por método en diferencias

"upwind". Asi, partimos de la ecuaci6n escalar siguiente:
dv = a(x)d,v

Sabemos que los esquema siguientes:
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1
"=y + keD,u/

o
t

{
"=y + keD uf”

=
|

son una aproximacién de la ecuacién con coeficiente constante, dv = cd,v, para
positiva y negativa respectivamente. Ademés, los dos son estables, ya que verifican la

condicién C.F.L. para cA<1 y -cA<1 respectivamente.

Entonces, estos dos esquemas pueden combinarse para €l caso en el que el
coeficiente de la ecuacion sea variable, asi, introducimos uno u otro segin sea el signo

del coeficiente a(x), queddndonos el esquema siguiente:

ka(ih)D,u, si a(ih)>0

ka(ih)D.u", si a(ih)<0

Puesto que cada uno de los esquemas es exacto con un error del orden de
o(h)+o(k), la combinacién de ambos también lo es.
Sin embargo, si a(x) cambia de signo, el esquema "upwind" no conserva la

monotonia. Una forma de conseguir la monotonia, es plantear el esquema siguiente:
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u' = u'+ka' \Du+ka  ,D.u donde a._1=al(x,_1) y
i i i+ + i- : it I+
v 3 2 2
a', =max(0,a_1) = =(a 1+]a_ 1])=0
il T i 2 i i+ =
v 2
a , =min(0,a 1) = =(a -la, 1])=0
i+_; - f s 2 i+ i+ -

si se verifica que max|a,,.|A<1, entonces el esquema "upwind" conserva la
y 1+%

monotonia.

2.2.2.- Un modelo clasico de ecuacién que genera discontinuidades

(choques).

Aqui, presentamos el resultado de un problema test dado por la ley de la

conservacion escalar, a través de la resolucion de la ecuaciéon de Burger:
v +3,(hv) =0, —-o<x < 4+ 00,t20

con la condicién inicial continua:

1 si x<0
vix,t) = 1-x sgi 0=2xx1
0 si x>1
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La solucién a este problema es una compresion de onda, la cual inicialmente,
consiste en una recta para 0<x<1. En oposicion a una expansion de onda en la que la
recta se expande con el tiempo, entonces, la compresion de onda, cierra (o comprime)
la recta hasta que forma un choque. En este ejemplé, la onda continua consigue un
pronunciamiento de la pendiente hasta t=1, donde se desarrolla el choque. La solucién

exacta para t<1 es:

1 si x<t
vix, £) = 151 51 txxx1
! t-1
0 si x>1

y para t<1, es:

t+1

0 51 X< £+l




RESTAURACION DE SENALES UNIDIMENSIONALES 71

2.3.- EL MODELO DE OSHER Y RUDIN PARA RESTAURACION DE

SENALES.

L. Rudin en [Ru] aplica por primera vez conceptos y técnicas de la resolucion
numérica de ecuaciones hiperbdlicas ho-lineales para la reconstruccién de imigenes. En
una primera experiencia de filtro de choque, usé una modificacion de la ecuacién no-
lineal de Burger. En un articulo reciente [OsRu], S.Osher y L.Rudin, introducen un
avance importante, usando como modelo la siguiente ecuacion hiperbodlica:

w, + Fu)|u,] = 0 en RxR*
donde F(.) es una funcion tal que F(s).s =0. Para discretizar esta ecuacion, usaron un
esquema mondtono explicito que conserva la variacion total y el tamafio y localizacién
de los extremos locales. Sin embargo, este esquema no limpia algunos tipos de ruidos,
como por ejemplo, €l ruido "sal y pimienta". Desarrolla choques en los ceros de u,,.
Entonces, si tenemos una sefial con ruido, dicho esquema produce muchos choques

espurios debido a la influencia del ruido (ver figuras n°® 7 y 8).

2.4.- MODELO PROPUESTO EN ESTE TRABAJO.

Nosotros introducimos (siguiendo la teoria cldsica de [Marr 1982]) en la
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ecuacion un nicleo de difusion G,(.) para eliminar los choques espurios. Proponemos

como modelo la ecuacion:

u, + F(G*u,, G*u)u, =0 en RxR",

puesto que G,*u,=(G,),*u, esta ecuacion estd mejor planteada desde un punto de vista
tedrico por que es de primer orden. Ahora los choques se desarrollan en los ceros de

G *u,,.

Discretizacion de la ecuacion : Sean h>0 y k>0 los incrementos espacial y temporal

respectivamente, y uj=u(ih,nk). Entonces usamos la siguiente discretizacion:

1 - 1 1 1 1
ut-u F (g (dfy ut) +F (Y (uf T -l .
+ =0, 1 entero y neN

k h

donde F~(s) =min{0,F(s)}, F*(s) =max{0,F(s)}, Fu)) =F((G,*u}),,,(G,*u}),), G,*uf se
calcula usando el filtro que dimos en el capitulo 1 para aproximar la convolucién con
una gaussiana, y finalmente:

n n n
Go'* u,~+1 + Go_* u,-_l - 2G¢7* ui

hZ

n n
G, *Upy ~ Gy*uy
2h

(Go*u[n) r =
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Para resolver la discretizacién propuesta, usamos la siguiente ecuacion de punto
fijo:

w, = Ab, + Wi + Wy para todo i entero

donde w;=ul*!, A=(1+&/h) | F@) | ), b;=ul, »=—AF (udk/h, n,=AF*uk/h.
Ahora, vemos que esta ecuacién de punto fijo tiene una solucién tinica, estable

y no oscilatoria.

Teorema 2. Sea b, una sucesién acotada, y A, »,,n; tales que v, =0, A, >e, 0<yp,9,<1

y \;+v+n,=1 para todo i entero y un ¢>0. Entonces tenemos que:

@) La ecuacién de punto fijo tiene una solucién w; Gnica y acotada.

(i)  Si m=inf{b;} y M=sup{b;}. Entonces, m<w; <M para todo i entero.

(iii) La funcién F conserva la monotonia (es de;:ir, si b; es monétona, entonces, w;
también lo es).

Demostracién. (i) Sea E el espacio de las sucesiones acotadas z={z,ER, i-entero} y

Q:E~E definida por Q(z),=Ab;+»,z.,,+7n2z.,. Sean z,vEE, entonces tenemos:

sup{ | Q@)-Q(v); | } = sup{ | »i(Zis1 Vi Dt M(Zir-Vin) | } < (A-e)sup{ | z-v; | }

asi, como Q es contractiva y (i), deducimos, usando el teorema clasico del punto fijo
de Banach, que si z’E€E, entonces la sucesién z* € E, definida por z*=Q(z*"), converge

a la solucidén w de la ecuacién de punto fijo planteada.
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Para demostrar (ii) y (iii), notese que existen dos tipos especiales de puntos i de
los enteros, definidos por:
A = {i entero: n;.,=»,=0}
B = {i entero: 5,=»;.,=0}
Estos conjuntos representan los puntos donde la solucién w de la ecuacion de
punto fijo puede desarrollar choques. De hecho, si i€ A, la solucién w; para j<i es
completamente independiente de w; para j=i+1.

En los i€B, tenemos:

w; = Nb; + (1-N) Wiy

W.,, = A.,,b,

i+l i+1i+1

+ (1-\,

l+l) wi

_ NBitNL (1-N) by,
Wi 1-(1-A,.) (1-A)

i+1

IO WEEDY

W - i+17i+1 l+1) bi

i 1-(1-N,.) (I-X)

Hay que hacer notar que w; y w;,; son un promedio de b; y b,
Sean i;,,, €A, i; <i,; entonces existe j, €B tal que i; <j, <i,. Ademds si j,,j, €B,

entonces existe i, € A tal que j; <1, <j,.

Asi, podemos descomponer los enteros en |J[1,+1, i,,,] donde i,,i,. ;€A
m
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(0ip,=—o00, iy, ,=+o0). Sea j, tal que [i,+1,i,,,]NB={j,}. Entonces podemos hallar

explicitamente la solucién w; en [i,+1,1i,.,]. Como j,EB, w;, , w; ., son calculadas

usando la igualdad resefiada; Sij€[i,+1,j.l, calculaﬁlos w;, en esta region, de forma
recursiva, usando:
w, = Ab; + (1AW,
S1 € [Jmsdm+1], calculamos w;, en esta region, de forma recursiva, usando:
w; = Nby + (1-N)wy,
Finalmente (ii) y (iii), se consiguen, ya que podemos interpretar la solucién de la

ecuacion de punto fijo como:

w, = Y a,b para todo entero i,
j

donde a;>0 y Za;=1, igualmente, para todo i.

Noétese, que si F(p,q)=sign(p)-sign(q), entonces \;=A para todo i, y si tomamos

k—+oo entonces A0, y la solucién w converge hacia la funcién w*, definida por:

‘bj + b] +1 . « .
W, = MT para todo i€ [i,+1,i,.,]

donde j,i,,i,.; son los ya definidos.

Por ultimo, puede ser interesante, poner la varianza o2 del filtro G,(.) en funcién
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de t, o=o0(t). De esta manera, introducimos una interacciéon multiescala en cilculo de
la localizacidn de los pasos por cero de G,*u,,, y asi, el esquema de discretizacién que
hemos propuesto, desarrolla choques en la localizacion de los ceros, y que permanecen

estables en las diferentes escalas de o(t).

2.5.- RESULTADOS EXPERIMENTALES.

En este apartado, vamos a presentar dos tipos de experiencias. La primera se
refiere a la implementacion del modelo de Osher y Rudin, de la cual presentamos dos
casos: En la figura n°® 7 presentamos la reconstruccion de la sefial inicial uy(x)=cosx,
donde se aprecia como las discontinuidades son desarrolladas precisamente en la
localizacién de los "zero crossing” de la segunda derivada de u, es decir, de u,,. Y en
la figura n° 8, vemos que si partimos de una seiial inicial a la que se le ha afadido
ruido, al reconstruirla como solucidn del modelo de Osher y Rudin, se genera mailtiples
choques o discontinuidades espurias, debido a la influencia del ruido en la localizacién

de los ceros de la segunda derivada.

En la segunda experiencia, mostramos la reconstruccion de la misma sefial
inicial anterior, pero aplicindole el modelo presentado por nosotros en este capitulo

para dos conjuntos distintos de parametros. Asi, en la figura n® 9, mostramos varias
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iteraciones de la ecuacién u, + F(G,*u,, G,*u,) u, = 0 en RxR*, con los siguientes

valores: 0=999 y k=5. Y en la figura n°® 10, presentamos la misma resolucién pero
con parametros distintos, que son: 6=9999 y k=50. Como puede verse, en ambas
figuras, la sefial inicial es reconstruida perfectamente, y ademds, el comportamiento es

estable respecto de los parametros.
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FIGURA N° 7
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FIGURA N° 9
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FIGURA N° 10




CAPITULO 3
RESTAURACION DE IMAGENES (SENALES

BIDIMENSIONALES)
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3.- RESTAURACION DE IMAGENES (SENALES

BIDIMENSIONALES).

3.1.- INTRODUCCION.

En este capitulo, y siguiendo la filosofia de trabajo presentada en el capitulo
precedente, pretendemos disefiar modelos, algoritmos y métodos para restaurar
imagenes utilizando ecuaciones en derivadas parciales. Como veremos, el hecho de
trabajar en dos dimensiones, introduce aspectos nuevos y diferentes. Dichos métodos,
aunque parten de principios totalmente distintos, son aplicables para la restauracion de
imagenes deterioradas usando los modelos de "blurring" y adicin de ruidos presentados
anteriormente. En este capitulo, haremos en primer lugar una presentacion del estado
actual del tema, siempre bajo el punto de vista de la aplicaciéon de lés ecuaciones
diferenciales al tratamiento de imdgenes. En segundo lugar presentaremos el modelo
propuesto en este trabajo que resulta de una combinacién de ideas presentés en
ecuaciones de difusién direccional denominada difusiéon anisotrpica y ecuaciones
hiperbdlicas de propagacién de frentes no-lineales denominados filtros de choque. Por
dltimo haremos un estudio detallado de los algoritmos que se derivan de la

discretizacién de este modelo asi como su validacidon a través de diversos test.
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3.2.- LAS ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES COMO

MODELOS EN EL TRATAMIENTO DE IMAGENES.

3.2.1.- El modelo de Perona y Malik.

Los primeros en utilizar ecuaciones diferenciales no-lineales para mejorar el
tratamiento lineal fueron Perona y Malik [PeMa] en 1987. Su idea, que ha tenido una
amplia difusién entre la comunidad internacional de tratamiento de imégenes consiste
en realizar una difusidon selectiva de la imagen introduciendo un coeficiente de
conductividad no-lineal en la ecuacion del calor. La formulacién de la ecuacién es la

siguiente:
u,=div(g(|Vu|)Vu) in RExR’

u{x,0) =uy(x) in BN

donde g(]|Vu(x)|) corresponde al coeficiente de conductividad, g es una funcién regular
y decreciente con g(0)=1, g(s) =0, g(s) tiende a cero en el infinito y uy(.) representa
la imagen original. La idea consiste en que la difusién de la imagen obtenida por la
ecuacion es "condicional", es decir, si Vu(x) es grande, entonces la difusién serd

penalizada y por tanto la exacta localizacién de los bordes es conservada. Si Vu(x) es
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pequefio entonces X pertenece a una regién homogénea de la imagen y la difusion es
grande. Esta formulacion de la ecuacion no permite dar una interpretacién geormétrica
clara en términos de derivadas direccionales, Alvarez, Guichard, Lions y Morel

[AGLM] constataron que el operador div(g(|Vu(x) | )Vu(x)) se puede escribir como:

div(g(| Va) DVu(0) = g(| Va0 Yug + G'(

Vux)|) u,,

donde u,; representa la derivada segunda direccional de u en la direccion perpendicular
al gradiente, u,, la derivada segunda direccional de u en la direccién del gradiente,
G(s)=sg(s) y G'(s) = 0/9s(G(s)). Bajo esta nueva formulacién el operador diferencial
tiene una fécil interpretacion geométrica en base a derivadas direccionales, puesto que
g es siempre no-negativa, el primer término g(| Vu(x)|)u,, representa una difusién
direccional siguiendo la direccién perpendicular al gradiente que corresponde a la
direccién de minima variacion de la funcién u, por tanto, a "groso" modo, podemos
decir que el operador se comporta localmente como la ecuacién del calor
unidimensional en la direccién de los bordes. La interpretacion del segundo término

G(

Vu(x) | )u,, depende fuertemente del signo de G’(s). En los puntos x, donde

G(

Vu(x)|) sea no-negativo, entonces el operador se comporta localmente como la
ecuacion del calor unidimensional en la direccién del gradiente, sin embargo, si

G(

Vu(x) |) es negativo entonces se produce una inversién de la ecuacién del calor en
la direccién del gradiente. Todo ello depende, por supuesto, de la eleccién de la funcién

g(s), uno de los ejemplos propuestos por Perona Y Malik corresponde a la eleccién de
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g(s)=e*

donde k es una constante, en este caso se obtiene que la funcién G (s)=g(s)(1-2ks) es
negativa si s*> 1/2k y no-negativa en caso contrario. Pbr tanto, esto supone una especie
de umbralizacién en torno al Vu(x), es decir, en los puntos donde |Vu(x){*< 1/2k se
produce una difusién en la direccion del gradiente que junto con la difusién en la
direccion perpendicular al gradiente produce una homogeneizacién de esa region de la
imagen. Sin embargo si |Vu(x)|>> 1/2k entonces se produce una inversién de la
ecuacién del calor en la direcciéon del gradiente, lo cual implica un proceso de
deconvolucién o deblurring pero que posee un cardcter fuertemente inestable pudiendo
provocar la aparicién de artefactos. Por tanto podemos concluir que la condicidn que
esta ecuacidn introduce para considerar que un punto pertenece a un borde es que

|Vu(x)|*> 1/2k.

En la pagina siguiente mostramos un resultado experimental obtenido por

Whitaker y Pizer [WhPi], utilizando el modelo de Perona y Malik.

3.2.2.- El Modelo de Catté-Coll-Lions-Morel.

Desde un punto de vista matemadtico, el modelo de Perona y Malik estd mal
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En esta experiencia, Whitaker y Pizer [WhPi], muestran la implementacién del modelo de Perona
y Malik, en (a) presentan la imagen original, que consiste en un disco sobre fondo negro al que se le ha
afiadido un ruido distribuido uniformemente. En (b) y (c) muestran el resultado después de 100 iteraciones

con dos valores distintos de k
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planteado en el caso en que G'(s) sea negativo, ademas, el hecho de penalizar la
difusién en funcién del valor de |Vu(x)| implica que las oscilaciones o ruidos espurios
no son convenientemente eliminados debido a que en dichos puntos el gradiente es alto.
Con objeto de eliminar estas dificultades Catté, Coll, Lions y Morel [CCLM] en 1991

plantearon una version "regularizada” de este modelo a través de la ecuacion:

u,=div(g(|V(G#*u) | )Vu) in R'R’

u(x,0) =y, (x) in BN

donde G, es un mnicleo regularizante (por ejemplo una gaussiana). Este ndcleo
regularizante evita, por un lado, la aparicién de bordes espurias debido a ruidos y, por
otro, esti bien planteado desde un punto de vista matematico en el sentido de que

presenta existencia y unicidad de soluciones.

3.2.3.- La difusion anisotropica de Alvarez-Lions-Morel.

Retomando el modelo precedente de Perona y Malik, hay una eleccion de
funcién g(s) que inhibe totalmente la actuacién del operador en la direccion del
gradiente, esta eleccion corresponde a g(s)=1/s. En 1992, Alvarez, Lions y Morel
[ALM], introdujeron un nuevo modelo basado en esta idea de difusion direccional, la

ecuacién que determina este modelo es la siguiente
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u,=g(|V(Gx*u) | )y, in R%R

u(x,0) =u,(x) in RN

donde £=§(x) representa en cada punto la direccién perpendicular al gradiente Vu(x).
En este modelo, los autores utilizan una difusion a lo largo de los bordes de los objetos
presentes en la imagen para limpiar dichos bordes sin que se degrade el contraste entre
los diferentes objetos. ademds, para mantener controlada la difusion en los lugares

donde el gradiente, en media, es alto, se utiliza la funcién g( | V(G,*u)|).

3.2.4.- El modelo de Osher y Rudin en dos dimensiones.

Ellos consideran la siguiente ecuacion:

u = ~Jui vy F(&(u)) en RR*

u(x,y,0) = u(x,y)

donde F satisface la misma condicion del modelo unidimensional, es decir, F(s).s =0.
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Y £(u) es un operador no-lineal eliptico de segundo orden.

En esta ecuacién, hacen una combinacién no-lineal entre el término de
propagacion, que va en el orden de la magnitud del ]V(u) |, y el término de deteccion
de bordes F(£(u)), el cual detectard el cambio de signo de algin operador diferencial.

Asi, el proceso de formacidn de bordes y contrastes ocurrird en aquellos puntos donde:

L) =0

Osher y Rudin, proponen un esquema en el que los puntos de deteccion de
bordes sean los "zero-crossing” de algdn operador diferencial que contenga una
derivada de segundo orden direccional. Asi, eligen para $(u) la segunda derivada de

u en la direccién del gradiente, que queda de la forma siguiente:
— 2 2
L@ = vl + 2u,uu, + u

Por iltimo, por razones de implementacién numéricas, hacen un proceso de

normalizacién de F, que queda de la forma siguiente:

F(£(u))

F(P(w) =
“ 1+ [F &) ]
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3.3.- MODELO PROPUESTO EN ESTE TRABAJO.

De una manera natural, mezclamos la técnica de captura de choques del
caso unidimensional, expuesta en la capitulo 2, y las ideas de difusién direccional ahora

mencionadas. Proponemos como modelo la ecuacién Parabélica-Hiperbdlica siguiente:

u, = C¥@) - F(G,*u,,,G,*u)u, en RxR*

donde n=n(x) es la direccién de Vu(x), F(.,.) verifica (2), G,(.,.) es una familia de

micleos de difusién bidimensional. C>0 es una constante positiva y £(u) es un

operador de difusién direccional presentado antes. En este trabajo, nosotros usamos,

como forma canénica de £L(u), el siguiente operador:

L)=u,

donde £=£(x) es la direccién perpendicular al gradiente Vu(x).

La interpretacién de cada uno de los términos de la ecuacién, con el término

&(u) ya descrito, es como sigue:
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a) El término u,, representa una difusién degenerada, la cual difunde u en la
direccién ortogonal al gradiente Vu. El propésito de este término, es difundir

u a ambos lados del borde con una minima difusién en el borde mismo.

b) El niicleo lineal suavizante G, se introduce con el propésito de evitar la
influencia del ruido en el proceso de mezcla de las diferentes escalas.
¢) El término -u,F(G,*u,,,G,*u,) produce la reconstruccion de bordes y

deconvolucion por desarrollo de choques en la posicion de los ceros de G,*u,,

en la direccion del gradiente.
d) Finalmente, la constante C >0 representa el "balance” entre la accién de la

difusién anisotrpica y el filtro de choque. Hacemos notar que estos dos

procedimientos son complementarios de una forma natural.

Discretizacion de la ecuacién. Discretizamos la ecuacién usando un esquema recursivo

rapido e incondicionalmente estable. Con respecto al término que representa el filtro de
choque, seguimos las mismas ideas que desarrollamos en el caso unidimensional. Para
el término que representa la difusion anisotrépica, usamos el tipo de esquema mostrado

en Alvarez-Lions-Morel [ALM].
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Sean k y h los incrementos temporal y espacial respectivamente, i=(i;,i,) y
X;=(i;h,i,h). Sea uf una aproximacion de u(x;,nk) y Vu{ una aproximacion de Vu(x;,nk).
Sea BC IxI una vecindad de (0,0). Sea j: IxI—B tal que para cada i, j(i) maximiza
la funcién E;:B—R, siguiente:

(Vy, 7)

E(F) = 2+ J)
I 51

Esto significa que j(i) es la mejor aproximacion a la orientacién de Vu} en el
conjunto B. También definimos la funcién 1:IxI—IxI, donde 1(i)=(,(i),-j,(i)), es

decir, la direccion perpendicular a j(i).

Hay que hacer notar que el conjunto BCIxI representa el niimero de
direcciones que usamos para aproximar al vector Vu} en la malla IxI. Para nuestras
experiencias, que mostramos en la seccién 3.4, nosotros hemos usado el siguiente

B={i€kI: |i]?<5}.

Ahora, discretizamos la ecuacién de la siguiente forma:

i i n “i-1 i+1 i+f i-j

utt-u” ull-2u+ul F(w)) (u - eFt () (ut-uth

K EEE | 5ln




RESTAURACION DE IMAGENES 94

para todo i€IxI, donde gi=g(G,*u}), F (s)=min{0,F(s)}, F*(s)=max{0,F(s)} y

F(u) =F((Go*u)),,,(G,*u?),).

mm?

Para calcular la sucesion u?*! para todo i€ IxI, usamos la siguiente ecuacién

de punto fijo:

W=D+ (Wi +Wiyi) Wiy +1Wie  para todo i€ IxI,

1
1+2kcgl/ | 1]2R2+ (kF* (u)) -kF-(u")) /] F]R

donde b;=u}, A=

.fl - .n kF+ 'Vl
o=\ kCg; I kF~(u;") v om=, (u;)

i N ’ i i i i
|25 | 515 | 5ln

para todo i€ IxI. Por

tanto, podemos interpretar u} como la solucién w; de la ecuacién de punto fijo

propuesta.

Teorema 3. Sea b, una sucesién acotada, y A,oy7,m; tal que »m,=0, \>e,
0<ey,v,m<1l y N+2a;+v,+n,=1 para todo i€IXI y ¢>0 cualquiera. Entonces,
tenemos:

(i) El esquema de punto fijo tiene solucién Gnica w;.

(i) Sean m=inf{b,, iI€EIXI} y M={b,, i€EIxI}. Entonces, m<w,<M para

todo i€ IxI.
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Demostracién. (i) Sea E el espacio de las sucesiones acotadas z={z,€ER, i€IX[} y
QE'—>E deflmda pOI‘ Q(Z),=)\Ib,’*'a,(zl_l(l)-i-zlﬂ(,))+Vlz[+1(1)+17121_1(1) .

Sea z,y€ E, entonces tenemos:

sup {1Q@:- Q)| } =
i€l

= ‘Seu£ {| iz viae F Zirio Vi) TV Ziv i Visio) T e Piae) | =
11

sup (1-e){|z-n|}
iexl

Por tanto Q es una funcién contractiva y se sigue (i) usando el teorema clasico
de Banach del punto fijo. Ademads si z’€E, entonces la sucesiéon z*€E, definida por

z*=Q(z*"), converge a la solucion w;.

(ii) Sea zi=b; para todo i€I, m=inf{b, : iEXI}, M=sup{b; : iI€EIxI} y z*
la definida antes, puesto que A;,o;,7,7;,=20 y N+2¢;+»,+n,=1 para todo i€IXI,
tenemos que m<z{<M para todo i€IXI y KEN, y se sigue (ii) por paso al limite

cuando k—+co,

Aceleracion de la convergencia: Para conseguir la aceleracién de la

convergencia a la solucion wE€E de la ecuacién de punto fijo, usamos un esquema
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recursivo basado en el algoritmo de Gauss-Seidel para resolver sistemas lineales. Sea
72°=b€E, definimos zX€E, para todo KEN, como una aproximacién de w. Si

asumimos que z¥! es conocido, definimos z* como:

k_ 1 K 14 14
z; =ND+ 0 (2t Zigg) + 0V Zigp 1 Zig
para todo i=(i;,i,) € IxI, donde k” es k o k-1 de acuerdo al camino que usemos para
ir a través del indice i€IxI. Por ejemplo, en los resultados que mostramos en la
seccién 3.4, atravesamos IxI de forma decreciente o creciente segin que el valor de

k sea par o impar.

Estimacién de Vuw;: Cuando el ruido presente en la imagen es elevado,
necesitamos una estimaciéon mdis global de Vu; en nuestro esquema para calcular las
funciones j(i) y 1(i). Ahora, mostramos una aproximacion para Vu;, a través del célculo

de la orientacion local dominante. Sean:

7 = G0~ Y0

Ui, ~ Wi-,1)
w 2h

Y ZyT 2h

Para a estimar una orientacion local dominante de (z,,z;,), s€ puede pensar que
es suficiente con filtrar (z;,z;,) con un nicleo lineal suavizante. Sin embargo, esto no
funcionaria bien por una razén importante: en nuestro andlisis la direccion (z;,z;y) y su
opuesta (-z;,,-Z;,) son equivalentes, pero la convoluci6n con un niicleo lineal suavizante

cancelaria una con la otra. Una forma de resolver este problema, es como sigue:
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Sea G,(.,.) un nicleo suavizante bidimensional, definimos 6(i), orientacién de
Vu;, como el dngulo # que maximiza la funcion:
E@0) = G,*(z,cosf+z send)*
Esta estimacion elimina la influencia del ruido, si asumimos, de una forma
natural, que el ruido no tiene una orientacion especial. De otra parte, es facil

comprobar que (i) satisface:

ZGa*(Zixzty)
2 z)

Ga* ( 2~ Ziy

tan (26 (1)) =

Una estimacién similar fue usada en Kass-Witkin [KaWi] y en Ravishankar-

Schuck [RaSc] para analizar la orientacién de estructuras en imigenes.

3.4.- RESULTADOS EXPERIMENTALES.

A continuacién mostraremos algunas experiencias de restauraciéon de imigenes
utilizando el algoritmo resultante de la discretizacién del modelo presentado en este

capitulo. Este esquema tiene cuatro pardmetros a elegir que son:

1.- El incremento de tiempo dado por k en el esquema numérico. Cuanto mayor

sea k, mayor cambio se produce de una iteracién a otra.
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2.- La desviacion tipica ¢ del nicleo G,. cuanto mayor sea ¢ se tiene en cuenta

una mayor regién a la hora de calcular donde se genera una discontinuidad.

3.- La constante C que establece el balance entre la difusién direccional y la
generacion de discontinuidades a través del filtro de choque. Cuanto mayor sea C

mayor es el efecto de suavizado de los bordes.

4 .- El nimero de iteraciones n.

Experimento 1 (figuras 11 y 12): "Deblurring”. En este experimento partimos
de una imagen sintética de 512x256 pixels, compuesta de un grupo encajado de elipses
(parte alta figura 11). A esta imagen la hemos sometido (parte del medio de la figura
11), utilizando las técnicas descritas en el capitulo 1, a la convolucién con una
gaussiana de desviacion tipica ¢=8. Partiendo de esta imagen vamos a intentar
recuperar la imagen original utilizando el esquema numérico presentado en este
capitulo. Puesto que en este caso no se ha introducido ningiin ruido adicional y la
imagen degradada es muy regular podemos suprimir el término en u;, que regulariza
los bordes, ello equivale a tomar ¢=0, por la misma razén podemos tomar ¢=0 como
desviacion tipica de la gaussiana G,. Hemos tomado k=2. En las imagenes de la parte
baja de la figura 11 y en la figura 12 se muestra el resultado de 1,2,3, y 4 iteraciones

respectivamente del procedimiento. Como puede observarse en este caso la recuperacion
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de la imagen original es practicamente perfecta.

Experimento 2 (figuras 13, 14 y 15): " Special Denoising". En este experimento
utilizamos una imagen sintética de 128x128 pixels. compuesta de un tridngulo y
rectangulo negro sobre fondo blanco (parte alta figura 13) a esta figura la sometemos
a un proceso que consiste en convolucionar la imagen con dos gaussianas de desviacién
tipica 6=7 y 14, y posteriormente realizar un promedio aleatorio de ambas imdgenes
convolucionadas, el resultado de esto (parte baja de la figura 13) produce un ruido
especial que deteriora fuertemente los bordes y que no puede ser modelizado por las
técnicas habituales. En las figuras 14 y 15 se encuentran los resultados del proceso de
restauracion utilizando nuestro esquema para 1,2,4 y 15 iteraciones respectivamente.

Se han tomado como, pardmetros k=4, =6, C=2.

Experimento 3 (figuras 16, 17 y 18): "Denoising and Deblurring". En este
experimento tomamos la imagen original del experimento 2 y la sometemos a un
proceso clasico de degradacién consistente en la convolucién con una gaussiana de
desviacion tipica o= 6 (parte alta figura 16) y posteriormente le afiadimos un ruido
blanco gaussiano de desviacion tipica ¢=20. (parte baja figura 16). En las figuras 17
y 18 se encuentran los resultados del proceso de restauracién utilizando nuestro
esquema para 1,2,4 y 10 iteraciones respectivamente. Se han tomado como pariametros

k=4, ¢=6, C=3.
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A continuacién mostraremos dos experimentos realizados sobre imagenes reales
a las cuales no se les ha sometido a ningln proceso artificial de degradacién. Es decir
las imperfecciones de las imdgenes son generadas por los dispositivos de adquisicion,

transmision, etc..

Experimento 4 (figuras 19 y 20): "Imagenes médicas". En este experimento se
utiliza como imagen de partida una fotografia de un scaner 512x512 pixels (parte alta
de la figura 19). En la parte baja de la figura 19 y en la figura 20 se encuentran los
resultados del proceso de restauracién utilizando nuestro esquema para 5,10 y 20
iteraciones respectivamente. Se han tomado como parimetros k=1, ¢=2, C=1.

Obsérvese la estabilidad del proceso a lo largo de las iteraciones.

Experimento 5 (figuras 21 y 22): "Imagenes Satélite". En este experimento se
utiliza como imagen de partida una fotografia aérea de 512x512 pixels (parte alta de la
figura 21). En la parte baja de la figura 21 y en la figura 22 se encuentran los
resultados del proceso de restauracién utilizando nuestro esquema para 1,5 y 20

iteraciones respectivamente. Se han tomado como parametros k=4, =1, C=1.
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FIGURA N° 11
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FIGURA N° 12
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FIGURA N° 13
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FIGURA N° 14




RESTAURACION DE IMAGENES 105

FIGURA N° 15
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FIGURA N° 16




RESTAURACION DE IMAGENES 107

FIGURA N° 17
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FIGURA N° 18
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FIGURA N° 19
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FIGURA N° 20
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FIGURA N° 21
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FIGURA N° 22
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En esta memoria se presenta un estudio sobre el filtrado y la restauracién de
imigenes y sefiales unidimensionales utilizando como modelos ecuaciones diferenciales.
El uso de una teoria consolidada y robusta como las ecuaciones diferenciales posee, a

mi juicio una serie de ventajas como son:

- La formalizacién de los modelos. A través de principios claros y concisos se
puede escribir de manera compacta, en forma de ecuacién diferencial, los modelos que
se derivan de tales principios. Ademas, esta forma de proceder permite, en una primera
fase de modelizacién, abstraerse del trabajo numérico, que siempre requiere

consideraciones especificas, para centrarse en el aspecto conceptual y de principios.

- De lo local a lo global. En una ecuacién diferencial se establecen los principios
locales que hacen interactuar a un punto con ;us vecinos a través de operadores
diferencialés, la evolucidn de la solucién de la ecuacién determina en cada instante una
versién de la imagen original que va perdiendo la informacidn local en favor de una

informacién més global de la imagen o sefial.

- Utilizacion de técnicas de andlisis numérico para el disefio de algoritmos. Una
vez establecidos los principios y las ecuaciones, el uso de una teoria consolidada como
es el analisis numérico de ecuaciones diferenciales permite la construccién y estudio de

algoritmos para llevar a la préctica las ideas desarrolladas en los modelos.
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Siguiendo esta filosofia de trabajo, en esta tesis se han abordado diferentes aspectos del

filtrado y restauracién de sefiales unidimensionales e iméagenes:

En primer lugar, se aportan nuevas formas y cfiterios para aproximar el filtrado
gaussiano a través de su equivalencia con la ecuacién del calor. Para ello se han
utilizado diversas técnicas como son el anélisis de fourier, integracion compleja y
analisis numérico de ecuaciones diferenciales. Del desarrollo teérico y las pruebas
numéricas, podemos concluir que los nuevos criterios introducidos, mejoran tanto en

velocidad como en calidad de aproximacion a los criterios clasicos.

En segundo lugar se aborda el problema de la restauracion de sefiales
unidimensionales. Se presentan los modelos cldsicos de restauracion, que tienen como
limite, el hecho de que requieren un conocimiento a priori del tipo exacto de
degradacién sufrida por la imagen. Partiendo de principios locales, claros y concisos
como son la restauracién de discontinuidades que corresponden a bordes netos y la
eliminacion de discontinuidades debidas a ruidos o bordes espurios, se formula un
nuevo modelo para la restauracion de sefiales unidimensionales a través de una ecuacién
de tipo hiperbdlico no-lineal. Se realiza un estudio de esta ecuacion, haciendo especial
hincapié en su analisis numérico. Las pruebas numéricas presentadas indican que el
modelo restaura bien los saltos importantes presentes en la sefial, y que es muy estable

respecto a la introduccion de ruido, que es eliminado en las sucesivas iteraciones.
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Por dltimo se estudia el problema de la restauracion de imdgenes
bidimensionales. Partiendo de dos principios locales y "naturales" desde un punto de
vista perceptual como son que en cada punto se debe realizar un lisage en la direccion
del borde que pasa por el punto y una restauracion de-discontinuidades en la direccion
perpendicular a dicho borde, se ha introducido un nuevo modelo para la restauracion
de imdgenes que no utiliza ningin cdnocimiento a priori sobre el tipo de degradacion
sufrida por la imagen. El aspecto mds original radica en la combinacion de estos dos
principios y el disefio de un operador diferencial que genera discontinuidades de una
forma controlada y estable. Por ello se ha evitado explicitamente desarrollar un esquema
en base a la inversion de la ecuacion del calor, por la gran inestabilidad de tal proceso.
Por supuesto, los resultados obtenidos no son tan espectaculares como los obtenidos en
el caso de un control absoluto sobre el proceso que ha degradado la imagen. Sin
embargo, como se muestra en las experiencias numéricas, puede utilizarse, con buenos
resultados, sobre un gran abanico de tipos de imagenes distintas y sobre imégenes reales

de las cuales se desconoce totalmente el tipo de degradacion.
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