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CAPITULO 1.- PROLOGO.

1.1.- OBJETO DE LA MEMORIA.

Por Resolucidén de 1 de Junio de 1987 (B.O.E. de 23
de Junio de 1987) de la Universidad Politécnica de
Canarias, se convoca a concurso una plaza perteneciente
al Cuerpo de Profesores Titulares de Escuelas
Universitarias, en el 4rea de conocimiento "Matemdtica
Aplicada", teniendo que desarrollar quien obtenga la
plaza las siguientes actividades: Impartir docencia en
Cdlculo diferencial e integral y métodos numéricos con
aplicaciones a 1la Ingenieria Industrial, en la Escuela

Universitaria Politécnica; (concurso n2 17).

Este concurso se regird por lo dispuesto en la Ley
Orgédnica 11/1983, de 25 de Agosto; el Real Decreto 1888/
1984, de 26 de Septiembre, modificado parcialmente por el
Real Decreto 1427/1986, de 13 de Junio; la Orden de 28 de
Diciembre de 1984; y 1los Estatutos de la Universidad

Politécnica de Canarias.

Segin se establece en el Articulo 92 del Real
Decreto 1888/1984, modificado posteriormente por el Real
Decreto 1427/1986, los concursantes entregarén al
Presidente de 1la Comisidn en el acto de presentacidn la

siguiente documentacidn:
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a) Curriculum vitae, por quintuplicado, seguin
modelo que establezca la convocatoria del concurso y un
ejemplar de las publicaciones y documentos acreditativos

de lo consignado en el mismo.

b) Proyecto Docente, por quintuplicado, que el
candidato se propone desarrollar de serle adjudicada la

plaza a la que concursa.

Como candidato definitivamente admitido a concursar
en la citada plaza, por comunicacidn de 19 de Octubre de
1987 del Excmo. Sr. Rector de la Universidad Politécnica
de Canarias, y con el fin de cumplimentar lo dispuesto en
la legislacidén mencionada, he redactado 1la presente

Memoria.

-5 -
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1.2.- ESTRUCTURA DE LA MEMORIA.

La Memoria se ha estructurado a fin de configurar
un Proyecto Docente para la ensefianza de las materias:
"Cdlculo Diferencial e Integral” y 'Métodos Numéricos",
orientadas a la carrera de Ingenieria Técnica Industrial,

en la E.U.P. de la U.P.C.

Para ello, en el Capitulo 2 se expone una reflexidn
sobre el papel de la Matemdtica en la Ingenieria,
destacando su creciente importancia. Se particulariza
haciendo un andlisis del actual plan de estudics de la
E.U.P. y su alumnado, asi como posibles repercusiones que

conllevaria un plan ciclico.

A continuacidn, en el Capituloc 3, se estudian los
aspectos fundamentales que intervienen en el disefio del
Proyecto Docente: objetivos, contenidos, metodologia vy

evaluacidn; asi como sus interconexiones.

En los Capitulos 4 y 5 se presentan los Programas
de las materias objeto del presente Proyecto Docente:
"Cdlculo Diferencial e Integral" y "Métodos Numéricos",
respectivamente. En éstos se desarrollan con mds detalle
los objetivos y contenidos de ambas materias; y se expone
posibles temas para clases prédcticas, temas de ampliacidn

y ejercicios propuestos, bibliografia comentada y
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complementaria, temporizacidén y comentarios sobre cada

una de las Partes gue componen las materias.

Finalmente, en el Capitulo 6, se muestra 1la lista
bibliogrdfica principal gque se ha consultado en el
Departamento de Matemdatica Aplicada de la U.P.C., para el
desarrollo del presente Proyecto Docente. Esta relacidn
bibliografica se ha agrupado alfabéticamente para cada

una de las materias.
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CAPITULO 2.~ LA MATEMATICA EN LA INGENIERIA.

2.1.- NECESIDAD DE LA MATEMATICA.

En 1la realizacién de este Proyecto Docente se
plantea, en primer lugar, la necesidad de reflexionar
sobre la ensefianza de la Matemdtica en wuna Escuela de
Ingenieria Técnica Industrial, destacando las
particularidades que debe presentar en relacidén con la

impartida en otros centros.

En la actualidad, la Matemdtica impregna cualquier
estudio y técnica de nuestro mundo. En las Gltimas
décadas ha crecido enormemente la cantidad y variedad de
métodos matemdticos usados en diversas disciplinas, y en
particular en Ingenieria; ya que en esta ciencia se
combina la observacién de los fendmenos de la naturaleza
y la necesidad de cuantificacidn de los mismos, para 1lo
cual es imprescindible disponer de un modelo matemdtico
capaz de reflejar el comportamiento natural de las

"cosas".

Por otro lado, la Matemdatica proporciona un
entrenamiento en el pensamiento racional vy ordenado,
capacitando al ingeniero para generalizar a partir de su

experiencia.
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En consecuencia, la ensefianza de la Matemdtica para

un ingeniero debe tener un triple fin:

- Ensefiarle a razonar adecuadamente, ldgicamente

y con economia de pensamiento, y a generalizar.

- Proporcionarle métodos uUtiles para atacar 1los
problemas que aparecen en las diferentes disciplinas de

la Ingenieria.

- Darle facilidad para comprender nuevos
problemas técnicos con un contenido matematico

significativo.

Paralelamente al desarrollo de nuevas teorias, 1los
avances en el uso de ordenadores, en las diversas ramas
de la Ciencia y la Tecnologia, han abierto nuevas
posibilidades a 1la Matematica y sus aplicaciones; el
ordenador nos permite atacar hoy problemas que hasta hace
poco tiempo eran inabordables. La razdn principal de este
aumento de posibilidades reside en la alta velocidad con
gue los ordenadores pueden realizar célculos aritméticos,

y la creciente capacidad de almacenamiento de datos.

Este explosivo y acelerado desarrollo tiene como
consecuencia el aumentar, cada vez mds, las multiples

responsabilidades de aquellos cuya labor es ensefiar

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



Matemdtica. Es necesario hacer su estudio comprensible e
interesante, resaltando sus caracteristicas como
instrumento Gtil y poderoso para resolver problemas

reales que surgen en la vida diaria.

Al aplicar la Matemdtica a cualquier problema real
requiere un buen conocimiento de los sistemas fisicos.
Esto permite dar a la informacidn fisica disponible una
forma mateméatica. Este proceso de formulacidon del
problema conduce a un modelo matematico que representa la
realidad dentro de los margenes de dependencia de las
hipétesis realizadas y de la precisidn con que se conocen
los parametros significativos; entonces el modelo puede
ser procesado por métodos matemdaticos formales que
conducen a la solucidn del problema. El1 paso final es la

interpretacién de la soluciodn en términos fisicos.

Las limitaciones del analisis formal son evidentes;
este es wuno de los hechos que limita la complejidad de
ciertos sistemas fisicos que quisieramos analizar en el
sentido cldsico. Sin embargo, disponiendo de ordenadores
digitales, problemas gue hasta ahora han sido
considerados como inatacables pueden ser formulados con
gran detalle y resueltos numéricamente. Por ello, parece
razonable estimular a los estudiantes a pensar mds acerca
de la formulacion del problema y menos sobre la

manipulacién formal, especialmente con vista a problemas
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reales, vy resaltar el hecho de que los Métodos Numéricos
nos abre un camino para alcanzar gran conocimiento de los
sistemas fisicos. Todo esto hace que el tipo de educacidn
matemdtica gue debe recibir wun ingeniero vaya
evolucionando de acuerdo con los adelantos no solo de la
Matemdtica, sino de 1la Tecnologia. Ya en los primeros
cursos de carrera debe ensefiarse el manejo de lenguajes
de programacién, con objeto de que el alumno pueda usar
estas técnicas numéricas libremente a lo largo de las
diversas asignaturas de Matemdtica e 1Ingenieria. En
particular, es importante que el alumno se ejercite en la
programacidén y contraste diversos métodos numéricos en

problemas de interés real.

Entre los mayores problemas que encuentra el
profesor de Matemdtica para ingenieros técnicos esta la
motivacidn del alumno; hacerle comprender la necesidad de

la Matemdtica en Ingenieria.

Con objeto de conseguir una ensefianza motivada vy
bien dirigida, debe existir wun didlogo continuo entre
profesores de Matemdtica y de asignaturas mas especificas
de Ingenieria. Debe contrastarse el contenido de
curriculum y métodos de ensefianza, con intercambio de
conocimientos y experiencias, determinando los cambios

necesarios en constante revisidn.
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No se debe perder de vista que -estamos intentando
preparar personas que se van a incorporar plenamente a la
Industria en los prdximos afios. Y estas personas, si han
de ser ingenieros técnicos, han de estar preparados para
resolver problemas de dificil planteamiento, adaptarse a
nuevos campos de actividad, tener seguridad en si mismos

y ser capaces de tomar decisiones por cuenta propia.

Deben desarrollar facultades criticas de modo que
puedan seleccionar 1los resultados significativos de un
estudio de 1ingenieria y presentarlos claramente, con
precisién en forma verbal, grdfica y matemdatica. Su
preparacidn debe producir un intelecto lo suficientemente
flexible para adaptarse a los cambios en un mundo en
desarrollo tecnoldgico acelerado. En resumen, tienen que
llegar a darse cuenta que tendrdn que aprender a lo largo

de toda su vida, no sdlo estudiantil, sino profesional.

La Matemdtica juega en toda esta formacidén un papel
fundamental, dado que el alumno se enfrenta en todo
momento "con rigor" a nuevos planteamientos y problemas.
Adquiere la costumbre de trabajar con métodos ordenados
y estructurados, que le ayudardn a enfrentarse con
problemas de otra indole, aborddndolos con esquemas
16gicos. Una de nuestras misiones serd ensefar al futuro
ingeniero técnico a "pensar" y "actuar". La metodologia

seguida en este proceso de ensefianza-aprendizaje de los
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contenidos de la Matematica tendrd gran importancia para
conseguir estos objetivos, pues de dicha metodologia
depende en esencia 1lo que realmente aprende el alumng,
gue puede y debe ser mucho més que el simple contenido de

la ensefianza recibida.
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2.2.- LA ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA. INGENIERIA

TECNICA INDUSTRIAL.

En la Escuela Universitaria Politécnica de la
Universidad Politécnica de Canarias se pueden cursar en
la actualidad cuatro carreras, que dan lugar a 1los

siguientes titulos académicos:

- Ingeniero Técnico Industrial.

- Ingeniero Técnico en Obras Pdblicas.

- Ingeniero Técnico Naval.

- Ingeniero Técnico Topdgrafo.

Hay que indicar que recientemente se ha creado,
como centro independiente de la E.U.P., la Escuela de
Ingenieros Técnicos de Telecomunicacidén, cuyos estudios

eran impartidos en la E.U.P,

El presente Proyecto Docente se centra en los
estudios de Ingenieria Técnica Industrial, de acuerdo con
el perfil docente referenciado en el apartado 1.1 de la
presente Memoria. No obstante, gran parte de lo que aqui

se expone puede ser aplicable al resto de los estudios.
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2.2.1.- Plan de Estudios.

La carrera de Ingenieria Técnica Industrial que se
imparte en la E.U.P. posee un plan de estudios
experimental de cuatro afios, basado en el Plan 1971, si

bien una minoria de alumnos opta por el plan trienal.

Se pueden distinguir cinco Secciones agrupadas en

tres Especialidades:

12) Eléctrica:

- Centrales y Lineas Eléctricas.

- Electrénica Industrial.

22) Mecédnica:

- Estructuras e Instalaciones Industriales.

- Construccidén de Maquinaria.

38) Quimica Industrial:

- Instalaciones y Procesos Quimicos.
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Para acceder al titulo de Ingeniero Técnico
Industrial, los alumnos, ademds de superar todas las
asignaturas que componen la carrera, deberan presentar un
Proyecto Fin de Carrera que juzgara un Tribunal nombrado

al respecto.

El plan de estudios situa las siguientes
asignaturas de Matemdatica en los dos primeros cursos de
la carrera, siendo éstas comunes y obligatorias para las

tres Especialidades:

* PRIMER CURSO:

"Algebra": 5 horas/semana.

- "C4lculo Infinitesimal": 6 horas/semana.

* SEGUNDO CURSO:

- "Ampliacidn de Matemdticas y Programaciodn':

4 horas/semana.

Las materias que se citan en el perfil docente
referenciado en el apartado 1.1: "Cdlculo Diferencial e
Integral" y "Métodos Numéricos" se distribuirardn entre
estas tres asignaturas, como se indicard posteriormente

en el desarrollo de los Programas de las mismas.
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Se observa que el plan de estudios adolece de una
asignatura propia de Métodos Numéricos, que bien podria
impartirse en el tercer curso de 1la carrera. El
Departamento de Matemadtica Aplicada, siendo consciente de
esta anomalia, y dada la importancia de esta materia,
revisard en un futuro prdximo esta situacidn cuando se
plantee 1la Reforma de las Ensefianzas en las Escuelas
Técnicas; proponiendo introducir en el plan de estudios
una asignatura cuatrimestral de Métodos Numéricos con un
minimo de 4 horas/semana en el tercer curso, por
considerar imprescindible esta materia para la formacidn
del ingeniero técnico, en concordancia con la demanda

social y los avances tecnoldgicos.
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2.2.2.- Alumnado.

Los alumnos constituyen uno de los factores bésicos
de la ensefianza, ya que forman el elemento receptor de la

misma.

Los resultados gque se obtengan de 1la enseflanza
dependen en gran medida de la actitud del alumno frente a
ella. En general las posibles actitudes son dos: la
introducida por los deseos de aprender y la introducida

por los deseos de aprobar.

Puede decirse gue en todo alumno se suelen
presentar alternativamente las dos actitudes a lo largo
de su paso por la Universidad, sin embargo en unos domina

sobre todo una de ellas y en otros, la otra.

El alumno dominado por la idea de aprobar no puede
obtener beneficios en el rendimiento que alcanzaria si se
liberase de esa obsesidn, que es a todas luces
perjudicial. Muchas veces esta obsesidn es debida al
propio alumno, por causas vocacionales o personales, pero
en otras existen causas ajenas al mismo. En algunos casos
serd el planteamiento inadecuado de una asignatura o plan
de estudios, la escasa oferta académica de la Universidad

donde reside, etc.
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Por el contrario, el alumno dominado por el ansia
de conocimientos se encuentra en perfectas condiciones de
asimilar las ensefianzas y dispone de un optimismo que le
hace mucho mas llevadera la labor del "estudio". Se suele
tratar de alumnos cuya vocacidén va en la linea de la
carrera que han elegido, y por 1lo tanto 1llegan a
participar de wuna satisfaccién personal por el simple

hecho de aprender materias de su agrado.

El profesor debe ser capaz de lograr que la actitud
de sus alumnos sea la segunda y no la primera, tratando
de superar las limitaciones que le vienen dadas. Debe
motivarlos intentando despertar en ellos el deseo de
aprender, haciéndoles ver que aquello que estudian es
necesario y de gran utilidad para el posterior ejercicio

de su profesiodn.

Resulta evidente que calidad y ndmero no son
fdcilmente compatibles. Es dificil -encontrar muchos y
buenos, y lograr que sigan siendo buenos después de
recibir 1las ensefianzas. E1 alumno necesita la direccidn
del profesor, pero desgraciadamente ello lleva tiempo y
por desgracia no todos los alumnos son iguales. Por tanto
un profesor con muchos alumnos no podrda atenderlos como
es debido y, en consecuencia, ello redundard en perjuicio

de la ensefianza.
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En el primer curso impartido en 1la E.U.P. nos
podemos encontrar con aulas de mds de 150 alumnos, de
procedencia variada. Hay que destacar que del orden de un
30 % son alumnos que han cursado estudioc en Formacidn
Profesional, y los conocimientos gque poseen en Matematica
no son muy abundantes. Esto hace que el profesor tenga
una dificil labor ©para distinguir lo que supone ya por
sabido (conocimientos previos necesarios) y 1lo que debe
repasar, teniendo en cuenta la necesidad de establecer a
priori un "nivel" suficiente para la obtencidn del titulo

y ejecer satisfactoriamente la profesidn.

A un buen profesor no le serda nada féacil obtener
buenos resultados con alumnos poco motivados y con
escasos conocimientos previos, que debe obviar por
considerarse aprendidos en las ensefilanzas de Bachillerato
o Formacidn Profesional; por lo que un minimo de calidad
en el alumnado es mds conveniente, y para ello seria
necesario establecer algdn tipo de seleccidn particular
para entrar en la carrera que pretenden estudiar. Aunque
esto puede ser causa de clertos males, evita males
mayores, puesto que actualmente, esta seleccidn se
realiza en el primer curso de carrera, habiendo alumnos
que repiten un gran nimero de afios, por causas puramente
vocacionales o por 1la falta de base necesaria para

enfrentarse a nuevas materias.
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2.2.3.- Ciclicidad.

Actualmente nos encontramos en una etapa de
transicidén, debido al inminente desarrollo de la futura
Ley de Reforma de las Ensefianzas Universitarias. Las
carreras universitarias se dividirdn, en su mayoria, en

dos ciclos; el primero de tres afios y el segundo de dos.

En la Ingenieria, problamente el primer ciclo
permitird ejercer 1la profesidn y serd equivalente a los

actuales estudios de Ingenieria Técnica, en los que se

busca principalmente la preparacidn de ingenieros

especializados en temas concretos. Los dos afios restantes
daran, al que siga estudiando, una perspectiva mds amplia
y general, que es el actual fin de los estudios de
Ingenieria Superior. Este sistema va a traer serios
problemas académicos y profesionales. Estructurar el paso
del primer ciclo al segundo no es tarea nada facil.
Significa acceder de una ensefianza muy especifica a otra
mucho mds general. Por otro lado, se reducirdn los
estudios de Ingenieria Técnica y Superior en un afic de
carrera, que serd dificil de condensar o incluir en los
planes de estudios. Habrd, por tanto, que analizar qué
materias se eliminan, o al contrario qué asignaturas se
amplian. El gran temor de las Escuelas Superiores es la
posible pérdida de generalidad y rigor de que gozan sus

estudios.
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En los estudios actuales, wuna parte de las
asignaturas de Matemdtica del primer curso se dedica a
cubrir lagunas y rellenar omisiones de 1la ensefianza
media. Si en 1los futuros planes de estudio reducen la
carrera en un afio, se podrd ganar tiempo obviando esos
repasos, siempre que se mejore la calidad de la formacidn

en BUP, FP y COU.

Comparando el presente plan de estudios de 1la
Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de la
u.pP.C., atendiendo a las asignaturas de Matematica,
expuesto a continuacidén, con el de la E.U.P. (véase
apartado 2.2.1 de la presente Memoria):

* PRIMER CURSO:
- "Algebra Lineal": 5 horas/semana.
- "Cdlculo Infinitesimal": 6 horas/semana.
* SEGUNDO CURSO:
- "Ampliacidn de Matemdticas": 7 horas/semana.

* TERCER CURSO:

- "Estadistica Tedrica y Aplicada": 5 h/semana.

- 23 _
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* CUARTO CURSO: (sdlo en Organizacidn Industrial)

- "C4lculo Numérico": 5 h/sem. (cuatrimestral).

Podemos observar que en el primer curso 1los dos
planes de estudio poseen el mismo ndmero de horas
lectivas; en el segundo existe una diferencia de sdlo
3 horas/semana, vy las asignaturas del tercer y cuarto
curso no figuran en la E.U.P.; si bien es de destacar que
la asignatura de "Cdlculo Numérico" no se imparte tampoco
en las restantes especialidades de Ingenieria Superior
(s6lo en 1la de Organizacidn Industrial), pese a su
indiscutible importancia, y gue bien podria figurar en el

Ultimo curso del primer ciclo.

Si, por otro lado, nos fijamos en la discutida Ley
de Atribuciones, por 1la que se concede al ingeniero
técnico mayor responsabilidad profesional, habrd que
pensar en una mayor preparacion del mismo; y no cabe duda
que la Matematica juega en esta preparacidén un papel

fundamental como ya se ha indicado en el apartado 2.1.

De todo ello, podriamos pensar en un plan ciclico,
para las asignaturas de Matematica, en el que se intente
conseguir wun mayor rigor y amplitud en las materias
impartidas en el primer ciclo, con respecto al gue se

desarrolla en el actual plan de estudios. En el disefio
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del presente Proyecto Docente se ha intentado tener en
cuenta esta filosofia en el momento de establecer los
objetivos perseguidos para el desarrollo de las materias

gue son objeto del mismo.

Es obvio que el plan ciclico que finalmente afecte
a las Escuelas Técnicas sera el fruto de diferentes
discusiones entre profesores de las distintas materias
que componen actualmente 1las carreras técnicas vy
superiores, asi como de las directrices establecidas por
el Gobierno. En este apartado, no se ha pretendido més

que hacer una breve reflexidn al respecto.
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Disedo

CAPITULDO 3

e

1

Proyecto
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Docente
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3.1.- INTRODUCCION.

Para plantear correctamente el disefio del Proyecto
Docente con el perfil expuesto en el apartado 1.1 de esta
Memoria, habrd que definir los objetivos generales y
especificos que se pretenden conseguilr con la ensefianza
de estas materias, lo cual nos lleva a la concrecidn de
los contenidos de las mismas, asi como de la metodologia
utilizada para su aprendizaje por parte de los alumnos.
Finalmente tendremos que realizar un control (proceso de
evaluacién) de los objetivos; ver hasta qué punto se han
alcanzado, pues esto nos permite reflexionar y modificar
tanto los objetivos, contenidos y metodologia, o incluso

las técnicas de evaluacidn.

En los préximos apartados de este Capitulo se
analizan estos cuatro ndcleos fundamentales de la
planificacidn de 1la ensefianza, iIntimamente relacionados

entre si.

'

OBJETIVOS

CONTENIDOS

Reflexidn

METODOLOGIA

)
EVALUACION

|
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3.2.- OBJETIVOS.

En el Capitulo 2 de la presente Memoria ya se ha
analizado el papel de la Matemdtica para un ingeniero
técnico industrial. Nos quedaria concretar méds los
objetivos generales que nos proponemos en el desarrollo
de la ensefianza del "Cdlculo Diferencial e Integral" y
"Métodos Numéricos"; materias que son indiscutiblemente

necesarias para la formacidn del futuro profesional.

Por otra parte es necesario, a 1la hora de
establecer 1los objetivos, tener presente los medios de
que se dispone, los conocimientos de partida y las horas
previstas de dedicacién por parte del alumno a estas
materias; si bien el ajuste definitivo se verifica al

fijar los contenidos.

Podemos comenzar enunciando unos objetivos
generales que engloban pridcticamente las materias a gue

se refiere este Proyecto Docente:

a) Que el alumno sea capaz de:
- Analizar el enunciado de un problema.
- Resolverlo wutilizando 1las técnicas mas
eficientes del Cédlculo.

- Interpretar los resultados obtenidos.

- 28 -
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b) Que el alumno adquiera la base tedrica del
Cdlculo necesaria para el estudio de las
asignaturas especificas que componen la

carrera.

Que el alumno desarrolle su capacidad de
abstraccidn, interrelacidn y conexidn de los

ronceptos impartidos.

d) Que el alumno adquiera wuna actitud positiva
frente a las técnicas del Cdlculo, entendiendo

las mdltiples aplicaciones que poseen.

En cuanto a las técnicas del Célculo, se han
englobado tanto 1las técnicas cldsicas del Calculo

Diferencial e Integral, como los Métodos Numéricos.

Estos objetivos generales quedan especificados, més
detalladamente, en los desarrollos de los Programas de
las materias objeto del presente Proyecto Docente. Véase
Capitulos 4 y 5. En éstos se exponen los objetivos
generales y especificos de cada una de las Partes en que
se han dividido las materias de "Cdlculo Diferencial e

Integral" y "Métodos Numéricos".
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3.3.- CONTENIDOS.

Los contenidos de una determinada materia responden
a la pregunta qué debe ensefiarse y qué debe ser aprendido
por el alumno. La seleccién y organizacién de 1los
contenidos para un determinado nivel de ensefianza ha
sufrido diversos cambios a lo largo de la historia de la
educacidn, no sdlo en funcidn del propio desarrollo de la
ciencia y la cultura, sino especialmente por los variados

criterios pedagdgicos imperantes en cada época.

En los Capitulos 4 y 5 del presente Proyecto
Docente se detallan de forma ordenada los contenidos que
corresponden a las materias de "Cdlculo Diferencial e
Integral" y "Métodos Numéricos", atendiendo a las
necesidades de un ingeniero técnico industrial y al plan
de estudios de la carrera. Cada una de estas materias se
ha dividido en Partes que responden a conceptos <con una
determinada afinidad, las cuales a su vez se desglosan
siguiendo en todo momento una estructura de drbol, hasta
llegar a las partes mdas basicas, de forma que los
conceptos necesarios para la comprensidn del siguiente se
exponen en primer lugar. Asimismo, se indica el nivel de
profundizacidn en cada uno de los conceptos estableciendo
los objetivos especificos en cada uno de ellos. De esta
manera, el alumno fdcilmente deduce en qué lugar de la

materia se encuentra y su relacidn con el resto.
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3.4.- METODOLOGIA.

Una vez definidos los objetivos a cubrir en las
materias de "C4lculo Diferencial e Integral" y "Métodos
Numéricos", y como consecuencia establecidos 1los
contenidos de la ensefianza, se va a desarrollar en este
apartado la organizacién de 1la ensefianza, es decir el

método a seguir para cubrir los objetivos establecidos.

Se debe resaltar el hecho de que el alumno ha sido
educado desde las primeras etapas de su vida docente para
ser ensefiado, significando con esto el sentarse a recibir
unos ciertos conocimientos expuestos con claridad unas
veces, con menos en otras; vy, en general, no ha sido
instruido en 1la necesidad de ir formédndose con la ayuda
de 1las personas mas idoneas para ello, que lo estimulen,
le orienten y aconsejen en todo lo que necesite. Con esta
mentalidad se 1llega a la Universidad y desgraciadamente

en la mayor parte de los casos se sigue con ella.

Por otra parte, hay falta de espiritu critico en el
alumnado, pues de todos es sabido que en general la
critica constructiva, poniendo todo el énfasis en esta

dltima palabra, es casi inexistente.

Por extrafio que parezca, el alumno actual, a pesar

de reconocer que puede mejorar, se niega a colaborar en
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el empefio, y no sabemos si serd debido a una malformacidn
proveniente de los niveles inferiores, pero el alumno
medio piensa que cuanto mayor sea la participacidn en
clase, el profesor considerara que el nivel de
preparacién es més elevado y, en consecuencia, serd mas
exigente a la hora de calificar. Por esta razdn, los
pocos alumnos verdaderamente activos gue surgen en
algunas promociones son considerados "perjudiciales" por
sus propiocs caompafieros. Generalmente, son marginados del

grupo y su actitud activa suele decaer.

Creemos que para una ensefianza realmente cientifica
el alumno debe tomar, en la mayor medida posible, parte
activa en su propio aprendizaje, acudiendo al profesor
en el momento que las dudas planteadas sobrepasan su
capacidad. Es 16gico pensar gqgue a través de estas
consultas el profesor puede ir conociendo poco a poco el
nivel del alumno y su profundizacidén en la asignatura.
Esto es siempre (til para cualquier replanteamiento de la

estrategia a seguir por el profesor.

Un aspecto a tener en cuenta es el hecho de que
generalmente desde el primer dia de clase se parte desde
un nivel establecido por el profesor, sin intentar llegar
a ese nivel mediante un examen o prueba que pueda darlo.
La realidad es que el nivel entre los alumnos es muy

distinto, incluso se 1llega a la Universidad sin haber
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estudiado en el curso anterior las asignaturas que
corresponden a los estudios elegidos. Debido a ello, el
primer dia de «clase deberia -evaluarse, mediante wun
cuestionario, los conocimientos previos que poseen los

alumnos.

En cuanto a las relaciones profesor-alumno en el
desarrollo de las clases, es evidente que la separaciodn
fisica que entrafa la realizacidn de la clase tradicional
trae como consecuencia un alejamiento a nivel de relacidn
personal. Los alumnos, al ver al profesor apartado cuando
no elevado sobre ellos, sienten una inferioridad que se

manifiesta en la ausencia de participacidn.

La consecuencia prdctica es que el ensefiante se
encuentra en un lugar superior, en el gque poseyendo unos
conocimientos 1los transmite a otras personas gque los
ignoran: "alguien gue sabe explica al que no sabe", esta
es la idea bédsica de la clase convencional, y no se tiene
en cuenta la posibilidad de variacidon del sistema

pedagdgico.

En cuanto a los dos tipos de clase de Matemdtica
que se dan actualmente, la de teoria y la de problemas.
Creemos que no se deberia de dar esta separacidn tan
dréstica entre teoria y practica, pues de todos es sabido

la estrecha complementacidn que tienen entre si, y por
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tanto la separacidén hecha hasta ahora tiene muchos
inconvenientes, acentuados sin duda por la circunstancia
de que la persona gue imparta teoria y problemas no sea
la misma; incluso en ocasiones la coordinacidn entre
ambos no es la adecuada, siendo un factor que influye
negativamente en el alumnado. Esta afirmacidén es
consecuencia de las encuestas realizadas por los alumnos
sobre profesores, en las que se muestra muy claramente su
deseo de que en caso de no poder ser el mismo profesor,

éstos actien conjuntamente con unidad de criterio.

El profesor debe sacar el maximo provecho del
entusiasmo inicial del alumno ganando su confianza,
conociéndolo mejor y consiguiendo hacer de €l un
colaborador. Mediante la aplicacidn de la metodologia més
adecuada procurard crear y mantener en sus clases un
ambiente propicio a la actividad intelectual intensiva,
desarrollando en 1los alumnos hébitos fundamentales de
orden, disciplina y trabajo, e inculcdndoles sentido de
responsabilidad; vy conduciendo al grupo a la adquisicidn
de los conocimientos y aptitudes programados dentro de

los objetivos académicos y profesionales.

Hay que tener un plan bien meditado, magnificamente
fundado, actuando segldn un programa definido. Aunque una
asignatura se haya explicado durante varios afios, el

profesor no debe apoyarse en 1la memoria y repetir lo
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mismo afio tras afio, sinoc que debe mantener una actitud de
renovacidon y autocritica constante. Resulta costoso
actuar siempre asi, pero hay que considerar la docencia
como una profesidn de un alto grado de responsabilidad,
puesto que de nosotros depende la formacién de un gran

numero de profesionales.

Podriamos sefialar dos aspectos en la preparacidn de

las clases:

12) Hacer un plan de trabajo:
a) Asegurdndose cudles son los conocimientos previos
de los alumnos.
b) Determinando con exactitud qué es lo que hay que
ensefar.
c) Dividiendo el tema en sus partes més simples.

d) Asignando a cada parte la extensidn adecuada.

29) Hacer un analisis de la leccidn:
a) Determinando los puntos importantes del tema a
ensefiar.
b) Determinando los conocimientos requeridos para
comprender el tema.
c) Previendo las dificultades que pueden encontrar
los alumnos y el modo de solucionarlas.

d) Haciendo una estimacidn del tiempo.
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Cualquiera que sea el estilo de 1la <clase, vy 1los
métodos y técnicas que en ella se utilicen, el profesor
debe recordar que es responsabilidad suya el mantener un
alto nivel de atencidén por parte de los alumnos. Los
estudios efectuados sobre clases magistrales muestran que
si el profesor presenta su leccidén verbalmente y con
pocas ilustraciones, el alto nivel de atencidn inicial
decae notablemente hasta poco antes del final, en que
sube un poco, para decaer finalmente durante las
conclusiones. Por consiguiente, el plan de clase debe dar
cabida a varios métodos encaminados a estimular la
atencidn. Un buen profesor hace wuso de ejemplos
ilustrativos, figuras, comparaciones; varia el ritmo, el
tono de voz y da énfasis al hacer afirmaciones de gran
importancia, resaltando en todo momento las interesantes
aplicaciones que pueden desprenderse de la materia que
trata de explicar. De este modo, la atencidn de los

alumnos se mantiene.

Los momentos iniciales de la <clase merecen una
cuidadosa atencidn. Si lo que se propone el profesor es
dirigir 1la atencién hacia wun problema particular, la
introduccidén suele adoptar la forma de preguntas, togue
de atencidn, o0 incluso fallos deliberados que muestren
las consecuencias de un error; de este modo se capta la
atencidén del auditorio. Ahora bien, si se trata de una

serie de ~clases conectadas entre si, un breve resumen
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podrd ser de wutilidad; también puede discutirse wuna
pregunta relativa a la clase anterior o un ejercicio
procedente de ella. Si 1la asignatura constituye una
unidad en si misma, un breve compendio de los temas a
tratar ayudard al auditorio a organizar el contenido y
recibir una muestra adelantada de los temas que serdan de

especial interés.

De manera esquemdtica, podriamos considerar el

siguiente plan de clase:

12) Preparar a los alumnos:
a) Predisponer a los alumnos.
b) Definir claramente qué se va a ensefiar.

c) Interesar a los alumnos por el tema.

29) Presentar el tema:
a) Explicar e ilustrar una sola fase importante cada
vez.
b) Hacer notar los puntos clave en cada fase.
c) Hablar con seguridad y serenidad.

d) Desarrollar completamente el tema.

39) Hacer ejercicios:
a) Hacer que los alumnos realicen ejercicios y vean
la aplicabilidad de los mismos.

b) Corregir los errores en el momento en que se dan.
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c) Hacer preguntas para verificar si han comprendido.

d) Completar sobre la marcha detalles secundarios.

42) Acompafiar a los alumnos en su progreso:
a) Motivar a los alumnos para estudiar temas nuevos.
b) Estimular a los alumnos para que hagan preguntas.
c) Orientarlos sobre bibliografia vy fuentes de
estudio.

d) Calificarlos.

En la ensefianza de la Matematica, habrd que tener
en cuenta la metodologia mds idonea para presentar una
ensefianza constructiva, lo cual no es nada facil. El
método socrdtico de hacer preguntas que lleven al
estudiante a descubrir un resultado debe wusarse con
cautela. Las preguntas deben ser razonables y que puedan
ser respondidas por el mayor ndmeroc de alumnos. De otra
manera éstos se sentirdn derrotados y llegarédn a perder
el interés. Los alumnos deben adquirir confianza en su
propia capacidad. Serd mas fdcil que 1lo consigan si
contribuyen a la construccidén de la matematica, que si se
les pide que aprendan un teorema sofisticado, cuya
demostracidn es el resultado de muchas remodelaciones de

versiones anteriores.

Por otra parte, el profesor debe promover los

métodos activos de aprendizaje, centrando el interés en
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lo que los alumnos hacen. En este sentido, la misidn del
docente es preparar, guiar y evaluar la actuacidn de los
alumnos. Y aun estos dos dltimos aspectos pueden pasar en
parte a depender de los propios alumnos. Para ello es
preciso disponer el aprendizaje de forma que las
intervenciones activas de los alumnos no se superpongan
a las clésicas lecciones magistrales, sino que en parte
las sustituyan. De este modo, el planteamiento de test,
preguntas, problemas, discusiones por grupos, etc., en el
periodo de wuna clase hacen la ensefianza mds activa, vy
aumenta el rendimiento. Evidentemente, la participacidn
del alumno serd mds eficaz cuanto menos "masificada" esté

el aula.

Otro aspecto muy importante en la clase es estar
mas pendiente de los alumnos que ellos del profesor. Es
necesario mantener un contraste constante sobre el estado
de asimilacidén de los alumnos. E1 profesor debe animar
constantemente a sus discipulos a gue planteen sus dudas
o plantearlas por si mismo, insistiendo en ello cada vez
que note que sus explicaciones no son captadas con
normalidad. En lineas generales, cada vez que se presenta
un concepto nuevo es conveniente Jjustificarlo; esto
facilita al alumno la comprensién y hace que lo maneje
con mds familiaridad en el futuro. Cuando se inicia una
teoria, antes de comenzar su formalizacidén y empezar a

establecer resultados, se debe hacer una presentacidn de
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la misma a grandes rasgos, donde se Jjustifique su
interés, se expligue cdmo ha aparecido y se indique sus
aplicaciones y repercusicnes dentro de la disciplina;
tengamos siempre bien presente que la motivacidn es de
importancia capital para orientar el entusiasmo de los

alumnos.

Finalmente, tras resumir lo expuesto de manera
ordenada, breve y sencilla, la clase debe terminar con
preguntas-resumen de lo tratado. De este modo, el alumno
termina la clase con una idea clara de qué es lo que ha

aprendido en ella.

Conviene fijar varios textos bdsicos para las
diferentes asignaturas, y a lo largo del curso, a medida
gue van apareciendo cuestiones nuevas 1r mencionando
otros libros de consulta, que el Departamento debe tener
a disposicién de los alumnos, a los gue debe animarse a
a consultar con frecuencia. Este material al alcance del
alumno evita que su tarea se reduzca a asistir a la clase
limitdndose a —copiar las notas de las explicaciones del
profesor sin wutilizar sus facultades intelectivas para
seqguirlas de cerca y comprenderlas. Por este motivo, es
conveniente que el profesor dedique parte de su tiempo a
la confeccidn de wunos apuntes que llenen las lagunas

bibliogrdficas de los textos bédsicos fijados.
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El profesor que dirige una asignatura debe intentar
formar un buen equipo de profesores ayudantes con los que
constituya un dérgano docente wuniforme. Se establece
frecuentemente wuna separacidn total entre las clases
tedricas y oJréacticas, lo que origina a veces, la
inutilidad de muchas de ellas. Todo el equipo de
profesores de wuna asignatura debe estar perfectamente
coordinado para hacer eficaz cada una de las clases, de
cualguier tipo. Las clases practicas no pueden limitarse
a plantear y resolver una serie de ejercicios sin tener
en cuenta el desarrcllc de las clases tedricas, sino
adaptarse a éstas siguiendo un plan paralelo, exponiendo
cuestiones que aparezcan relacionadas con la teoria,
proponiendo ejercicios para resolver con ayuda de ésta, y
cuando sea necesario, completar o complementar las clases
tedricas. Demostraciones sencillas omitidas en la clase
tedrica, o generalizacidn a situaciones parecidas de los
resultados presentados, son material Gtil de trabajo para
el alumno, que luego en las clases practicas o tutorias

discute con el profesor.
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3.5.- EVALUACION.

Normalmente se confunde la evaluacidn con la que se
hace exclusivamente sobre 1los conocimientos adquiridos
por los alumnos. Si bien, habria que evaluar todos los
aspectos Qque interviemen en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de una determinada materia. Es decir, hay que
evaluar desde 1los objetivos propuestos, contenidos vy
metodologia empleada por el profesor hasta la asimilaciodn
de los contenidos por parte de los alumnos, puesto gue
todo ello nos dard informacidn para replantear cualquiera
de estos aspectos. La evaluacidn de los tres primeros
deberd hacerse mediante encuestas periddicas a 1los
alumnos, y por medio de la reflexidon, sobre estos
resultados, de los profesores que coordinadamente

imparten la materia.

Por otra parte, no cabe duda que la evaluacidn de
los conocimientos adquiridos por el alumno, asi como su
capacidad para enfrentarse a nuevos problemas, nos indica
bastante acerca de la culminacidn, o no, de los objetivos
propuestos. Esta informacidn debe ser wusada por el
profesor no s6lo para calificar al alumno, sino para

enjuiciarse a si mismo o al programa impartido.

Siempre es dificil evaluar al alumno mediante

pruebas gue no dejan de ser en cualquier caso aleatorias
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en cuanto a su contenido. Podriamos pensar en un sistema
de evaluacidn "ideal" que consistiria en el seguimiento
individualizado del alumno a lo largo de todo el curso
académico, con un estrecho contacto profesor-alumno. Esto
podria realizarse teniendo discusiones periddicas con el
alumno sobre los distintos temas y problemas impartidos o
propuestos durante el curso. El problema es que ello
resulta practicamente inviable en las asignaturas
correspondientes a los primeros cursos de carrera, en las
que el profesor se encuentra bajo su responsabilidad con

varios cientos de alumnos.

Si un profesor dedicara wuna hora diaria, por
ejemplo, a este tipo de contactos con el alumno, podria
contrastar los conocimientos de éste exclusivamente del
orden de wuna hora por cada alumno en todo el curso. Con
este ejemplo se puede observar la dificultad y el poco
rendimiento al que nos llevaria esta manera de actuar.
Mdxime, si se tiene en cuenta gque estos contactos
deberian estar concentrados también a final del curso
académico, para evaluar 1los conocimientos globales que

el alumno ha adquirido de toda la asignatura.

Deducida la inviabilidad de los contactos profesor-
alumno, desde wun punto de vista estructurado y global,
debido a la "masificacidn", no por ello deben desecharse

totalmente, pues las ventajas gue poseen son obvias.
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La solucidén que se ha elegido en este sentido es la
de fijar horas de tutoria, en las que los alumnos que
poseen un mayor interés, o que se encuentran con ciertas
dificultades en el estudio de una materia, puedan acudir
voluntariamente al profesor para buscar entre ambos la
solucidén mds adecuada a los problemas que planteen. Habrd
gue motivar al alumno para que tome parte activa en las
horas de tutoria siempre gue sea necesario y sin ningdn

tipo de restricciones.

Por todo lo expuesto anteriormente, y basdndonos en
que cuanto mayor conocimiento tenga el profesor del
alumno, mayor cantidad de datos tendrd para poder
realizar una calificacidn mds exacta, es por lo que se ha
elegido como criterio de <calificacidn el gue expone a
continuacidén para cada una de las materias objeto del

presente Proyecto Docente:

* "Cdlculo Diferencial e Integral":

A lo largo del curso académico se efectuaran, al
menos, cuatro pruebas evaluatorias que constardn de
cuestiones tedricas y préacticas, que podriamos llamar
pruebas parciales. En cada una de ellas se evaluaran los
conocimientos del alumno sobre dos o tres Partes del
programa desarrollado en el Capitulo 4 del presente

Proyecto Docente.
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Cada Parte se evaluarda de forma independiente, es
decir, el alumno recibird una calificacidén por cada Parte

sin obtenerse una calificacidn global de la prueba.

Las preguntas que se realicen por cada Parte
llevardan 1la puntuacidn asignada por el profesor, de tal
forma que la suma de éstas sea de diez puntos.
Normalmente se dard mayor pesoc a las cuestiones précticas
que a las tedricas, dado que en éstas los alumnos deberdn
utilizar los conceptos asimilados en el estudio de 1la
teoria, combindndolos para resolver el problema propuesto
al respecto. Por otro lado, de esta forma se intenta
evitar el estudio Unicamente memoristico por parte del
alumno, pudiéndose evaluar su capacidad de relacidn,

comprensidn y aplicacidén de los conceptos gue posee.

Se seguird el criterio de que las Partes aprobadas
en estas pruebas parciales se guardardan hasta 1la
convocatoria de Septiembre, es decir, tendrdn caracter

liberatorio.

Para los alumnos que no hayan superado todas las
Partes en estas cuatro pruebas parciales, se les dard una
segunda oportunidad en una prueba general 1llamada
"repesca", que se realizard en los primerbs dias del mes
de Junio. En esta prueba se puntuard también cada Parte

independientemente, pero con la salvedad que la maxima
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puntuacidén serd un nueve, con el fin de fomentar que el
alumno intente desde un principio aprobar la asignatura

pOr Curso.

Para los alumnos qgue aun le gueden algunas Partes
pendientes, y no hayan renunciado a la convocatoria de
Junio, se les dard la oportunidad de superarlas en la
prueba llamada de Tribunal, que tendrd una estructura
similar a la ‘'"repesca", si bien en este caso la mdxima
puntuacidén, en dichas Partes pendientes, serd un ocho.
Las pruebas de "repesca" y de Tribunal tendrén también

cardcter liberatorio.

Por Gltimo, los alumnos que todavia 1le queden
Partes por superar, Yy no hayan renunciado a la
convocatoria de Septiembre, tendran derecho a presentarse
a esta prueba cuya estructura y maxima calificacidn serd

similar a la de Tribunal de Junio.

En definitiva, todo alumno dispondrda de cuatro
oportunidades para superar cada Parte a lo largo del
curso académico, ndmero que por otro lado se considera
suficientemente alto. Por tanto, para aprobar la
asignatura podrd exigirse tener aprobadas todas las
Partes. La calificacidn final se realizaré con arreglo al

baremo de puntos obtenidos en cada Parte.
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En cuanto a la convocatoria de Febrero, en el caso
que la otorgue la Universidad, serd una prueba similar a
la de Tribunal, aungue algo mds corta, donde el alumno se
presentard a todas las Partes de la asignatura; las
haya aprobado o no en cursos anteriores. En esta prueba,
también podra exigirse al alumno aprobar todas las Partes

por separado.

Con este sistema de evaluacidn se pretende fomentar
que el alumno apruebe la asignatura a lo largo del curso
y que no deje de estudiar ninguna Parte de la materia.
Este método de evaluacidn es el que se esta llevando a
cabo en la actualidad en las asignaturas de "Célculo
Infinitesimal™ y "Ampliacidn de Matemdticas vy

Programacidn" en la E.U.P. de la U.P.C.

También hay que decir que se considerard falta
grave el incumplimiento de las instrucciones que se dan
en cada prueba, o el wuso de ayudas no autorizadas
explicitamente, pudiendo el profesor sancionar al alumno
no permitiéndole concurrir a nuevas pruebas parciales,
sino exclusivamente a las de Tribunal de Junio vy
Septiembre. E1 alumno podrd ser expulsado de la prueba en

que cometa la infraccidn.

Es importante gue los alumnos examinen todas las

dificultades que hayan encontrado en la realizacidn de
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cada prueba. Por ello, se les daran 1los problemas
propuestos, en las diferentes pruebas, resueltos en su
totalidad, con posterioridad a la prueba. Se considera
igualmente oportuno dedicar al menos una sesidn de clase
para estudiar los aspectos mds interesantes y los fallos
mds comunes que el profesor haya encontrado en la

revisidn de las pruebas.

Asimismo, el andlisis global de 1los resultados
obtenidos por todos los alumnos permitird al profesor
precisar aquellos objetivos previstos en la programacidn,
y qgque no hayan sido superados satisfactoriamente. Esto
marcard la pauta para la elaboracién de las oportunas
modificaciones en 1la programacidén, y la busqueda de
métodos que permitan incidir con mayor eficacia en
aquellos conceptos o técnicas cuya dificultad para el

alumnado haya quedado en relieve.

* "Métodos Numéricos":

Para esta materia se propone un sistema de
evaluacién andlogo al expuesto anteriormente, si bien, al
estimarse que el programa correspondiente se imparte en
un cuatrimestre como ya se ha indicado, se realizarén
exclusivamente dos pruebas parciales en lugar de cuatro,

manteniéndose el resto de las pruebas.
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Debido al altoc nimeroc de aplicaciones que posee
esta materia, conviene que el alumno lleve a la préactica
en el ordenador la resolucién de diversos problemas con
aplicaciones a la fisica y técnica, en cada una de las
Partes del programa desarrollado en Capitulo 5 del
presente Proyecto Docente. De esta forma, el alumno se
familiariza con las técnicas numéricas y descubre su gran
utilidad. Por ello, los alumnos deberén presentar
diversos trabajos con el desarrollo de los algoritmos y
programas en BASIC o FORTRAN 77 de los problemas
propuestos por el profesor en cada una de las Partes.
Estos trabajos se consideraran imprescindibles para
superar la materia, y se baremardn junto con las

calificaciones obtenidas en cada una de las Partes.
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CAPITULO 4.- PROGRAMA DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL.
4.1.- INTRODUCCION.

A continuacidn se expone el desarrollo detallado
del Programa de "Cdlculo Diferencial e Integral", que
forma parte del perfil docente referenciado en el

apartado 1.1 de la presente Memoria.

Esta materia se considera que corresponde a la
asignatura de '"Célculo Infinitesimal'", segun el plan de
estudios analizado en el apartado 2.2.1 de la presente
Memoria, por 1lo que se supone un numero de seis horas
lectivas semanales para su imparticidén a lo largo de todo
el curso académico. Tras wun estudio del ~calendario
académico, se tomard como base un total de veintiocho

semanas lectivas en el curso.

El contenido de la materia se ha dividido en diez
Partes que se desarrollan en el apartado siguiente. En
cada wuna de estas Partes se detallan los siguientes

apartados:

12) Indice de su contenido.
Se presentan 1los titulos de los apartados que
forman la Parte, numerados segin la estructura de 4&rbol

mencionada en el apartado 3.3 de la presente Memoria.
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22) Objetivos generales.
Se resumen los objetivos generales establecidos en

la imparticidn de esta Parte de la materia.

32) Objetivos especificos.
Se detallan los objetivos especificos que se
proponen en cada wuno de los apartados indicados en el

indice de los contenidos de la Parte.

42) Temas para clases practicas.
Se indican diferentes temas para clases préacticas o
aplicaciones a la ingenieria de la materia expuesta en la

Parte.

52) Temas de ampliacidon y ejercicios propuestos.

Se proponen diversos temas relacionados con la
Parte, para gue el alumno con un mayor interés amplie sus
conocimientos. Asimismo, se indican problemas en los gue

el alumno puede medir su dominio de la materia.

62) Temporizacidn.
Se indica el tiempo estimado en la exposicidn de 1la

Parte.

72) Bibliografia.
Se hacen dos relaciones bibliograficas (relacidn

detallada y relacién complementaria) correspondiente a la
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materia de la Parte. La relacién detallada contiene
aquellos capitulos o apartados de diversos libros que
constituyen la base bibliografica, de una manera sumaria
pero suficientemente completa, para una adecuada
preparacidon de la materia de la Parte. En las relaciones
bibliograficas no se ha pretendido acumular una gran
cantidad de titulos, sino que se ha preferido limitar las
referencias, por un lado, de forma desglosada al material
que efectivamente se ha manejado vy, por otro lado, a
aquellos textos que se estima son de interés para que
quienes 1lo deseen, puedan ampliar y profundizar en las

materias que les resulten méds interesantes.

82) Comentarios.

Se realizan una serie de comentarios sobre 1los
aspectos mas destacables de 1la Parte, atendiendo
principalmente a la aplicacidn a la ingenieria industrial

de los conceptos y técnicas estudiados.
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4.2.- DESARROLLO DETALLADO DEL PROGRAMA.

El

Programa de "Cdlculo Diferencial e Integral"

consta de diez Partes fundamentales que se desarrollan a

continuacidn, como se ha indicado anteriormente:

Parte O.

Parte 1.

Parte 2.

Parte 3.

Parte 4.

Parte 5.

Parte 6.

Parte 7.

Parte 8.

Parte 9.

PRELIMINARES.

ESPACIOS METRICOS: DEFINICION Y CONCEPTOS

FUNDAMENTALES.

LIMITES.

CONTINUIDAD.

DIFERENCIACION.

ESTUDIO LOCAL DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.

CURVAS.

SERIES.

INTEGRACION,

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS.

- 54 -
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PARTE 0

PRELIMINARES
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PARTE 0.- PRELIMINARES.

0.1.- NUMEROS COMPLEJOS.

o

-

-
'

El cuerpo de los ndmeros complejos.

Representacidén grafica en el plano complejo.

Formas cartesiana, bindmica, trigonométrica y
polar.

Operaciones fundamentales en forma bindmica y
trigonométrica. Cdlculo grafico.

Potencias de exponente entero. Férmula de
Moivre.

Potencias de exponente racional. Raiz n-sima
de un ndamero complejo.

Formula de Euler. Forma exponencial de un
ndimero complejo. Propiedades.

Funcidn exponencial de exponente complejo.
Logaritmo neperiano de nudmeros complejos.

Potencia de base y exponente complejo.

0.2.- FUNCIONES HIPERBOLICAS.

0.2.1.- Definicidn. Representacién gréfica.

0.2.2.-

Formulas fundamentales.

0.2.3.- Funciones hiperbdlicas inversas. Expresiones

logaritmicas.
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* OBJETIVOS GENERALES.
- Conocer y aplicar el dlgebra elemental de los numeros
complejos.

- Introducir las funciones hiperbdlicas.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.
0.1.- NUMERQOS COMPLEJOGS.

- Introducir el conjunto de los numeros complejos como
el producto cartesiano RxR. Definir las operaciones
de suma y producto. Definir la igualdad de ndmeros
complejos.

- Definir la unidad real e 1imaginaria. Introducir la
forma bindmica de wun ndmero complejo. Definir el
plano complejo. Representar graficamente wun ndmero
complejo.

- Conocer los conceptos de conjugado y opuesto de un
nimero complejo.

- Establecer la forma trigonométrica de wun nimero
complejo. Definir los conceptos de mddulo y
argumento.

- Analizar las operaciones de suma, diferencia,
producto y cociente de complejos, en forma bindmica
y trigonométrica. Obtener los resultados de forma
grafica en el plano complejo.

- Demostrar la fdérmula de Moivre.

- Demostrar la expresidon de la raiz n-sima de un

nimero complejo. Interpretar gréficamente.
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- Introducir la fdrmula de Euler. Deducir las fdrmulas
de seno y coseno trigonométrico en funcidén de las
potencias del nudmero e.

- Establecer la forma exponencial de un complejo. Ver
sus ventajas.

- Desarrollar la exponencial de exponente complejo.

- Deducir la expresion del logaritmo neperiano de un
nimero complejo.

- Generalizar la expresidn de una potencia de base y
exponente complejo.

0.2.- FUNCIONES HIPERBOLICAS.

Fijar las expresiones de las funciones hiperbdlicas

y su relacidén con la hipérbola -equilatera. Conocer
el significado geométrico del argumento hiperbdlico.
- Representar graficamente las funciones hiperbdlicas.
- Demostrar las formulas fundamentales de funciones
hiperbdlicas.
- Introducir 1las funciones hiperbdlicas inversas.

Deducir sus expresiones logaritmicas.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.
- Practicar las operaciones definidas con 1los nuUmeros
complejos.
- Aplicar las propiedades de los complejos en ciertos
problemas geométricos.
- Resolver ecuaciones con soluciones complejas; incluir

aquellas en que figuren funciones trascendentes.
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* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Demostrar que el conjunto de los ndmeros complejos
tiene estructura de cuerpo.

- Deducir la fdrmula de Euler con los conocimientos que
el alumno posee sobre desarrollos en serie adquiridos
en el Bachillerato.

- Analizar el significado geométrico del argumento de
las funciones hiperbélicas.

- Demostrar ciertas fdrmulas de funciones hiperbdlicas.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte O

sera aproximadamente de una semana.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacion detallada.

- T.M. APOSTOL
Andlisis Matemdatico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1981.
Pdginas 19-31 para un desarrollo general del ndmero

complejo.
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R.V. CHURCHILL, J.W, BROWN

Variable Compleja y aplicaciones.

Cuarta edicidn.

Libros McGraw-Hill. Ediciones La Colina, S.A.
Madrid 1986.

Capitulos 1 y 3 para un estudio general de esta parte.

B. DE DIEGO

Ejercicios de Andlisis (Cdlculo Diferencial e Integral)
Tercera Edicidn.

Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.

Capitulo 3 para problemas del apartado 0.1

J.M. ESTEFANIA, F. MICHAVILA
Elementos de Analisis Matemdatico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

Capitulo 4 para un desarrollo general de esta parte.

E. LINES ESCARDO

Andalisis Matemdtico II.

Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.

Capitulo 6 de la Unidad 1 para wuna introduccién al

concepto de numero complejo.
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A. LOPEZ DE LA RICA, J.F. DE RETANA A.

Funciones de Variable Compleja.

Editorial Razdn y Fe, S.A.

Madrid 1968.

Es Gtil para una introduccidn al estudio de los numeros

complejos.

R. LOSADA RODRIGUEZ

Andlisis Matemdtico.

Editorial Pirémide,S.A.

Madrid 1978.

Capitulo 3 para un desarrcllo general del apartado de
nimeros complejos.

Paginas 315-322 para una introduccidén al apartadoc de

funciones hiperbdlicas.

N. PISKUNOV

Cdlculo Diferencial e Integral.

Editorial Montaner y Simén, S.A.

Barcelona 1978.

Padginas 255-267 para el estudio completo del apartado
de numeros complejos.

Pdgina 867 para la demostracidn de la fdérmula de Euler,
propuesto como tema de ampliacidn.

Paginas 107-110 para el estudio de las funciones

hiperbdlicas.
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J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemdticas.

Novena edicidén, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

Capitulo 9 para un desarrollo completo del apartado 0.1

E. TEBAR FLORES

Problemas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Quinta edicidn.

Editorial Tebar Flores.

Madrid.

Capitulo 2 para problemas de esta parte.

G.B. THOMAS, Jr.

Cédlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta ediciodn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

Capitulos 8 y 19 para ampliacidn de esta parte.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA

Calculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Leccidén 5 para el estudio del ndmero complejo.

Paginas 141-144 para funciones hiperbdlicas.
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A.J. WASHINGTON

Fundamentos de Matemdtica con Calculo.
Tercera edicidn.

Fondo Educativo Iberoamericano.

E.U.A. 1983.

Capitulo 11 para el estudio del numero complejo

aplicaciones.

Relacion complementaria.

R. BRONTE ABAURREA

Cédlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).

Editado por el autor.

Madrid 1977.

J. DE BURGGS
Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

F. GRANERD
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.
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J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matematica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Sexta edicidn (Recopilacidén Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemdatico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.

W. RUDIN
Andlisis Real y Complejo.
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1985.
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- M. SPIVAK
Calculus. Célculo Infinitesimal (2 tomos).
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

- L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.
* COMENTARIOQS.

Es de gran importancia introducir el campo complejo
dédas las aplicaciones técnicas en 1las que toma parte
como aparato matemdtico, asi como en el posterior estudio
de funciones de variable compleja, desarrollos en series
de Fourier y otras materias con que el alumno se enfrenta
en cursos posteriores. Entre sus principales aplicaciones
se pueden citar:

- Tratamiento de circuitos eléctricos de corriente
alterna monofédsica y trifésica.

- En el estudio de campos y ondas electromagnéticas
de variacidn senoidal.

- Tratamiento de sefiales, utilizando desarrollos en
series de Fourier.

- Estudio de méquinas eléctricas.
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Conviene destacar la importancia de 1la forma
exponencial del nimero complejo, dado gue las magnitudes
fisicas que admiten tratamiento complejo suelen ser

expresadas de esta manera.

En cuanto a las funciones hiperbdlicas, hay que
mencionar la nececidad de ser introducidas como wuna de
las funciones trascendentes mas importantes. Existen
multitud de problemas en los que la solucidn exacta viene
dada por un tipo de estas funciones. Por <citar wuno de
ellos, se puede aludir a la curva descrita por un cable

eléctrico gue suspende de dos torres de alta tensidn.
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PARTE 1

ESPACTIOS METRICOS:

DEFINTICTION Y CONCEPTOS

FUNDAMENTALES

- 68 -
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PARTE 1.- ESPACIOS METRICOS: DEFINICION Y CONCEPTOS

1.

1

1.

.

1.

1.

.

FUNDAMENTALES.

- DISTANCIA. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO.

1.

Nocidn de distancia y semidistancia.
Definicidn de espacio métrico. Ejemplos.
Espacio métrico producto. Subespacio métrico.
Isometria.

Bolas abiertas. Bolas cerradas. Esferas.
Didmetro de un conjunto. Conjunto acotado.
Distancia entre subconjuntos de wun espacio

métrico.

1.2.- TOPOLOGIA ASOCIADA A UNA DISTANCIA.

1.2.1.- Concepto de topologia. Espacios topoldgicos.

1.2.2.- Distancias topoldgicamente equivalentes.

1.2.3.- Distancias equivalentes.

1.3.- TOPOLOGIA DE UN ESPACIO METRICO.

1

1.

.3.

1.

Entornos de un punto.

Conjuntos abiertos. Conjuntos cerrados.
Interior, exterior y frontera.

Adherencia y conjunto derivado. Subconjuntos
densos.

Recubrimiento. Conjuntos compactos.

Conjuntos conexos. Conjuntos continuocs.

Topologia de R. Teoremas fundamentales.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Mostrar al alumno aguellos conceptos métricos bdsicos
necesarios para la comprensidn y generalizacidén del
estudio de las funciones fundamentales entre espacios
métricos. Asimismo, estos conceptos serdn utilizados

en el andlisis de técnicas numéricas.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

1.1.- DISTANCIA. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO.

- Conocer los conceptos de distancia y semidistancia.
Exponer diferentes ejemplos.

- Definir los conceptos de espacio y subespacio
métrico, y espacio métrico producto.

- Definir el concepto de espacios isométricos.

- Definir los conceptos de bola abierta, cerrada vy
esfera en un espacio métrico.

- Determinar el didmetro de un conjunto incluido en un
espacio métrico.

- Definir el concepto de conjunto acotado.

- Determinar la distancia entre dos subconjuntos de un
espacio métrico.

1.2.- TOPOLOGIA ASOCIADA A UNA DISTANCIA.

- Definir el concepto de topologia sobre un conjunto.
Conocer el concepto de espacio topoldgico.

- Definir la topologia asociada a la distancia en un
espacio métrico.

- Determinar si dos distancias definidas sobre un
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mismo conjunto son topoldgicamente equivalentes.
Determinar si dos distancias definidas sobre wun
mismo conjunto son equivalentes.

Razonar gue dos distancias equivalentes son
topoldgicamente equivalentes.

.3.- TOPOLOGIA DE UN ESPACIO METRICO.

Definir el concepto de entorno de un punto.

Conocer las propiedades de la unidn e interseccion
de entornos.

Definir los conceptos de conjunto abierto y cerrado
en un espacio métrico.

Conocer las propiedades de la unidn e interseccidn
de conjuntos abiertos y cerrados.

Definir los conceptos de punto interior e interior
de un subconjunto de un espacio métrico.

Definir los conceptos de punto exterior y exterior
de un subconjunto de un espacio métrico.

Definir los conceptos de punto frontera y frontera
de un subconjunto de un espacio métrico.

Definir los conceptos de punto adherente vy
adherencia de un subconjunto de un espacio métrico.
Conocer las relaciones entre interior, exterior,
frontera y adherencia de wun subconjunto de un
espacio métrico.

Definir los conceptos de punto de acumulacidén vy
conjunto derivado de un subespacio métrico.

Introducir el conceto de punto aislado de un
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subconjunto de un espacio métrico.

Definir el concepto de densidad de conjuntos.
Conocer el concepto de recubrimiento de un
subconjunto de un espacio métrico.

Definir los conceptos de espacio métrico compacto vy
parte compacta.

Caracterizar las partes compactas de wun espacio
métrico como cerradas y acotadas.

Enunciar las propiedades de 1la unidn e interseccidn
de compactos.

Definir los conceptos de espacio métrico conexo vy
parte conexa.

Enunciar las propiedades de la unidn e interseccion
de partes conexas.

Definir el concepto de espacio métrico continuo.
Definir el concepto de dominio.

Particularizar los conceptos estudiados a la recta
real. Conocer el concepto de intervalo.

Conocer que la condicidn necesaria y suficiente para
que un subconjunto de R sea compacto es que sea
cerrado y acotado (Teorema de Borel-Lebesgue).
Razonar gque todo intervalo cerrado de R es compacto.
Demostrar que todo subconjunto infinito y acotado de
R tiene al menos un punto de acumulacidn (Teorema de
Bolzano-Weierstrass).

Razonar que las Unicas partes conexas de la recta

real son los intervalos.
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* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar diferentes ejercicios y ejemplos para una

mejor comprensidén de los conceptos y propiedades que
se definen en esta parte. Trabajar con las distancias
mds usuales, y en especial con los espacios métricos

euclideos.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

A aguellos alumnos interesados en esta materia se les
propone como tema de ampliacidn la introduccidn a los
espacios topoldgicos sin referencia a espacios
métricos, lo que supone una mayor generalizacidn de
los conceptos estudiados.

Realizar diferentes ejercicios propuestos en la

relacion bibliogréfica adjunta.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 1

serd aproximadamente de dos semanas.
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BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

J.M. AMILLO

Topologia: Espacios Métricos.

Tercera edicion.

Departamento de Publicaciones de la E.T.S.I.T.
Madrid 1982.

Capitulos 1,2,3,6,7 y 8 para un desarrollo general

esta parte.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ, CANALES
Problemas de andlisis (2 tomos).

Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

Capitulo 2 del Tomo I para problemas de esta parte.

T.M. APOSTOL

Andlisis Matemdtico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1981.

Capitulo 3 para un desarrollo general de esta parte.
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B. CALVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET
Cours d'analyse (6 tomos)

Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

Pdginas 5-34 del Tomo IV para un estudio vy ampliacion

general de esta parte.

F. MICHAVILA

Fundamentos de Cédlculo Numérico 1: Topologia Métrica.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

Se recomienda como libro de apoyo y ampliacidn de esta

parte.

C. PISOT, M. ZAMANSKY

Matematicas Generales. Algebra y Andlisis.
Editorial Montaner y Simon, S.A.

Barcelona 1966.

Paginas 225-241 para el estudio del apartado 1.3.7.

E. TEBAR FLORES

Problehas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Quinta edicidn,

Editorial Tebar Flores.

Madrid.

Capitulo 1 para problemas relacionados con esta parte.
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L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA

Cédlculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Leccidén 3 para el estudio del punto 1.3.7.; Topologia

de R y teoremas fundamentales.

Relacion complementaria.

M.N, BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO, J.L. PINILLA
Andlisis Matemdtico. Cdlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1981.

F. BOMBAL, L. RODRIGUEZ, G. VERA

Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Cdlculo Diferencial.
Reimpresidn.

Editorial AC.

Madrid 1985.

J. DE BURGOS

Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.
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J. DIEUDONNE
Fundamentos de Andlisis Moderno.
Editorial Reverté, S.A.

Zaragoza 1966.

F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

A.N., KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de la Teoria de Funciones
Funcional.

Editorial MIR

Moscd 1978.

J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES
Curso de Matemdticas. Tomo 2: Analisis.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.
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S. LIPSCHUTZ

Topologia General.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1970.

F. MICHAVILA

Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados.

Editorial AC,.

Madrid 1981.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemdatico.

Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.

A. SARABIA, C. GUTIERREZ CARNAS

Cdlculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.

Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

M. ZAMANSKY

Introduccidén al Algebra y Andlisis Numérico.

Segunda edicidn.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1967.
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* COMENTARIOS.

Esta materia se ha incluido en la primera parte del
programa, con el fin de que el alumno adquiera unos
conocimientos de partida para el posterior estudio de los
conceptos que se abordardn. De esta forma, se podré dar

una mayor generalidad y rigor en la exposicidn de éstos.

Por otro lado, el estudio en cursos posteriores de
Métodos Numéricos obliga a tener conocimientos bésicos

sobre Espacios Métricos y Analisis Funcional.

En partes sucesivas se introducirdn aquellas
materias referentes al estudio de Espacios Métricos

relacionadas con los objetivos de dichas partes.
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PARTE 2

LIMITES
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PARTE 2.- LIMITES.

2.1.- LIMITES DE SUCESIONES DE UN ESPACIO METRICO.

N

—

Y
I

Concepto de sucesidn. Subsucesiones.

N

=

N
i

Limite de una sucesion. Sucesidn convergente.

N

o

w
1

Puntos de aglomeracion.

2.1.4.- Sucesiones de Cauchy. Propiedades.

N

—N

(V)]
|

Espacios métricos completos.
2.1.6.- Sucesiones de numeros reales.
2.1.6.1.~- Sucesiones convergentes, divergentes vy

oscilantes. Propiedades.

2.1.6.2.- Sucesiones acotadas. Sucesiones mondtonas.
2.1.6.3.- Limite inferior y superior.
2.1.6.4.~ Sucesiones dobles. Matriz de Toeplitz.

Aplicaciones al cdalculo de limites.
2.1.7.- Introduccidn a las sucesiones de nuUmeros

complejos. Convergencia.

2.2.- LIMITES DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS METRICOS.
2.2.1.- Concepto de funcidn. Funciones fundamentales.
2.2.2.- Limites de funciones. Existencia y unicidad.

Propiedades.
2.2.3.- Limite de wuna funcidén real de una variable
real.
2.2.3.1.- Limites laterales. Limite infinito y limite
en el infinito.

2.2.3.2.- Infinitésimos e infinitos.
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2.2.4.- Limite de wuna funcidn real de dos variables

reales.

2.2.4.1.- Limite doble. Limites direccionales.
Limites iterados.
2.2.5.- Generalizacidn a una funcidn real de n

variables reales.

2.2.6.- Limite de una funcidn vectorial de una

variable real.

2.2.7.- Limite de wuna funcidn vectorial de wuna

varlable vectorial.
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* OBJETIVOS GENERALES.

En esta parte se pretende presentar los conceptos de
limites de suceciones de un espacio métrico y limites
de funciones entre espacios métricos.

Se concretarid el estudio de limites de sucesiones de

nimeros reales.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

2.

1.- LIMITES DE SUCESIONES DE UN ESPACIO METRICO.
Introducir los conceptos de sucesidn y subsucesiones
de un espacio métrico.

Definir el concepto de limite de una sucesidn. Fijar
el concepto de sucesidén convergente. Demostrar la
unicidad del 1limite de una sucesidn convergente.
Establecer el —concepto de punto de aglomeracidn.
Fijar sus relaciones con el punto limite de una
sucesidn.

Definir el concepto de sucesidn de Cauchy.

Demostrar que una sucesidn convergente es de Cauchy.
Demostrar que toda sucesién de Cauchy es un conjunto
acotado.

Demostrar que en una sucesidn de Cauchy el concepto
de punto de aglomeracidn coincide con el de punto
limite.

Definir el concepto de espacio métribo completo.
Introducir las sucesiones de nldmeros reales,

haciendo distincidn entre sucesiones convergentes,
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divergentes y oscilantes, e indicando las
principales propiedades de las mismas.

Definir el concepto de sucesidén acotada superior e
inferiormente.

Definir el concepto de sucesidn mondtona creciente y
decreciente.

Establecer 1las propiedades fundamentales de las
sucesiones mondtonas y acotadas.

Introducir los conceptos de 1limite inferior vy
superior de una sucesidn.

Razonar que en una sucesidn de ndmeros reales es
necesario y suficiente que su 1limite superior e
inferior coincidan para gue sea convergente.

Definir el concepto de sucesidn doble.

Definir la matriz de Toeplitz. Establecer las
condiciones en que se cumple el criterio de Toeplitz
y deducir a partir de éste los criterios de la media
aritmética, de la media geométrica, de la raiz y de
Stolz.

Introducir 1las sucesiones de nldmeros complejos.
Establecer el concepto de convergencia. Fijar el

criterio general de convergencia de Cauchy.

2.2.- LIMITES DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS METRICOS.

Definir el <concepto de funcidn entre dos espacios
métricos. Presentar 1las funciones fundamentales
entre espacios euclideos: funcidén real de una

variable real, funcidn real de dos o mds variables
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reales, funcidn vectorial de una variable real vy
funcidén vectorial de una variable vectorial.

Definir el concepto de 1limite de wuna funcidn
definida entre espacios métricos en un punto.
Razonar la wunicidad del 1imite en el caso gue
exista.

Establecer las propiedades del algebra de limites de
funciones.

Aplicar 1la definicidon de limite para una funcidn
real de una variable real. Analizar los conceptos de
limites laterales, limite infinito y limite en el
infinito.

Definir los conceptos de infinitésimos e infinitos.
Definir los conceptos de orden vy equivalencia de
infinitésimos e infinitos.

Introducir los conceptos de parte principal de un
infinitésimo e infinito.

Establecer las propiedades fundamentales del algebra
de infinitésimos e infinitos.

Aplicar la definicidén de 1limite para wuna funcidn
real de dos variables reales; introducir 1los
conceptos de limite doble, limites direccionales y
limites iterados. Exponer las diferentes propiedades
que relacionan estos limites.

Plantear diferentes técnicas para el céalculo de
limites de funciones de dos variables.

Aplicar la definicidn de limite para wuna funcidn
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real de n variables reales, una funcidn vectorial de
una variable real vy wuna funcidn vectorial de una

variable vectorial.

TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

Realizar diferentes ejercicios y ejemplos para una
mejor comprensidn de los conceptos y propiedades que
se definen en esta parte.

Aplicar los criterios estudiados al cédlculo de limite
de sucesiones de numeros reales ( Recordar 1la
definicidn del ndmero "e" y la fdrmula de Stirling ).
Presentar algdin caso del estudio de sucesiones de
nimeros complejos.

Resolver distintos problemas del cdlculo de 1limites
de funciones reales de wuna y dos variables reales,
utilizando especialmente los conceptos de infinitos e
infinitésimos estudiados.

Demostrar las principales equivalencias entre

infinitos, y entre infinitésimos.

TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

Profundizar en la teoria de sucesiones de ndmeros
complejos.

Realizar diferentes ejercicios sobre el célculo de
limites de sucesiones y funciones propuestos en la

bibliografia adjunta.
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* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 2

serda aproximadamente de dos semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

- J.M., AMILLO
Topologia: Espacios Métricos.
Tercera ediciodn.
Departamento de Publicaciones de la E.T.S.I.T.
Madrid 1982.
Capitulos 5 y 9 para el estudio de convergencia y los

espacios métricos completos.

- T.M. APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1980.
Pregunta 8.4 del Tomo II para el estudio del apartado

2.2.7.
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T.M. APOSTOL

Andlisis Mateméatico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1981.

Paginas 85-93 para el estudio general de esta parte.

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO, J.L. PINILLA
Andlisis Matemdatico. Cdlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1981.

Paginas 53-61 para el estudio del apartado 2.2.7.

B. DE DIEGO

Ejercicios de Andlisis (Cdlculo Diferencial e Integral)
Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.

Capitulo 2 para ejercitarse en limites de sucesiones.

R. LOSADA RODRIGUEZ

Andlisis Matemdtico.

Editorial Piréamide,S.A.

Madrid 1978.

Capitulo 4 para el estudio de las sucesiones de nimeros
reales y complejos.

Capitulos 8 y 11 para el estudio del apartado 2.2.
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F. MICHAVILA

Fundamentos de C&lculo Numérico 1: Topologia Métrica.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

Pidginas 67-73 para el concepto de 1limite de wuna
sucesion.

Pdginas 109-119 para el estudio de sucesiones de Cauchy

y espacios métricos completos.

J. PUIG

Andlisis Matemdtico-1.

Editorial Toray-Masson, S.A.

Barcelona 1981.

Pdginas 85-87 para el desarrollo de la matriz de

Toeplitz.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matematicas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

Capitulo 11 para el estudio del apartadoc 2.1.
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W. RUDIN

Principios de Andlisis Mateméatico.

Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.

Padginas 89-91 para el estudio del apartado 2.2.2.
Pdginas 104-105 para el estudio de 1limite infinito

limite en el infinito.

E. TEBAR FLORES

Problemas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Quinta ediciodn.

Editorial Tebar Flores.

Madrid.

Capitulo 3 para problemas de limites de sucesiones.

Capitulo 5 para problemas de limites de funciones.

G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

Capitulo 2 para el estudio del apartado 2.2.3.
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L. THOMAS ARA, M2 E. RIOS GARCIA

Célculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Leccidn 4 para el estudio de sucesiones de

reales.

Relacidén complementaria.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ, CANALES
Problemas de andlisis (2 tomos).
Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

F. AYRES, Jr.
Célculo Diferencial e Integral.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1971.

F. BOMBAL, L. RODRIGUEZ, G. VERA

numeros

Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Cédlculo Diferencial.

Reimpresiodn.
Editorial AC.

Madrid 1985.
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R. BRONTE ABAURREA

Cdlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).

Editado por el autor.

Madrid 1977.

J. DE BURGOS
Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A,.

Madrid 1984.

B. CALVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET
Cours d'analyse (6 tomos).

Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

Volumen 1IV.

J. DIEUDONNE
Fundamentos de Analisis Moderno.
Editorial Reverté, S.A.

Zaragoza 1966.

J.I. ECHARREN, A. PRIMO
Problemas de Cdlculo Infinitesimal.
Editorial Lex-Nova.

Valladolid 1975.
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J.M. ESTEFANIA, F. MICHAVILA
Elementos de Andlisis Matemdtico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

A.N. KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de 1la Teoria de Funciones
Funcional.

Editorial MIR.

Moscld 1978.

J. LELONG FERRAND, J.M., ARNAUDIES
Curso de Matemdticas. Tomo 2: Andlisis.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974,
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- S. LIPSCHUTZ
Topologia General.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1970.

- J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matematica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

- F. MICHAVILA
Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados.
Editorial AC.

Madrid 1981.

- N. PISKUNOV
Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1978.

- M.H. PROTTER, C.B. MORREY
Andlisis Real.
Editorial AC.

Madrid 1986.
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- R.A.E.C.
Problemas de Cédlculo Infinitesimal.
Sexta edicién (Recopilacidén Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

- A. SARABIA, C. GUTIERREZ CARAS
Calculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

- L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.

* COMENTARIOS.

Se puede sefialar la importancia del estudio de
sucesiones, especialmente las de Cauchy, como fundamento
bdsico del Andlisis Funcional més utilizado en el estudio
de técnicas numéricas. En este sentido, los conceptos
aqui estudiados serédn utilizados en la parte siguiente

para la demostracidn del teorema del punto fijo.
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El concepto de limite de funciones entre espacios
métricos servird como base para el estudio general de la

mayoria de las partes incluidas en el presente Programa.
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PARTE 3

CONTINUIDAPD
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PARTE 3.- CONTINUIDAD.

3.17.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS METRICOS.

3.1.1.- Nocidn de continuidad. Discontinuidad.

3.1.2.
espacios métricos.

3.1.3.- Continuidad uniforme. Propiedades.

Propiedades fundamentales de la continuidad en

3.1.4.- Funciones lipschitcianas. Propiedades. Teorema

del punto fijo.

3.1.5.- Continuidad y compacticidad. Teorema

Bolzano-Weierstrass. Teorema de Heine.
3.1.6.- Continuidad y conexibilidad. Conexidn
arcos.
3.1.7.- Continuidad de funciones compuestas.

3.1.8.- Homeomorfismos entre espacios métricos.

3.2.- CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.
3.2.1.- Continuidad de una funcidén real de
variable real.
3.2.1.1.- Continuidad local.
3.2.1.2.~- Tipos de discontinuidades.
3.2.1.3.- Teorema de Bolzano.
3.2.2.- Continuidad de wuna funcidén real de
variables reales.
3.2.3.- Generalizacidn a una funcién real
variables reales.

3.2.3.1.- Teorema de los valores intermedios.
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3.2.4.-

3.2.5.-

Continuidad de wuna
variable resal.
Continuidad de una

variable vectorial.

funcidn vectorial de una

funcidn vectorial de una
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* 08

* 0B

3.

JETIVOS GENERALES.

Introducir el concepto de continuidad simple vy
uniforme de funciones definidas entre espacios
métricos. Particularizar para el caso de las

funciones fundamentales entre espacios euclideos.

JETIVOS ESPECIFICOS.

1.- CONTINUIDAD DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS METRICOS.
Definir las nociones de continuidad y discontinuidad
de una funcidn en un punto.

Demostrar la propiedad de caracterizacién de la
continuidad simple en espacios métricos.

Enunciar y demostrar las principales propiedades de
la continuidad simple en espacios métricos.

Definir el concepto de funcidén wuniformemente
continua sobre un espacio métrico.

Deducir 1la relacién existente entre continuidad
uniforme y continuidad simple.

Definir el concepto de aplicacidn lipschitciana.
Definir el concepto de contraccidn.

Estudiar que toda aplicacidn 1lipschitciana es
uniformemente continua.

Definir el concepto de punto fijo de una funcion.
Enunciar y demostrar el teorema del punto fijo.
Demostrar que la imagen de toda aplicacidén continua
definida sobre un compacto es un compacto ( Teorema

de Bolzano-Weierstrass ).
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- Demostrar gque toda aplicacidén continua definida
sobre un compacto es uniformemente continua (Teorema
de Heine).

- Demostrar que la imagen de toda aplicacidén continua
definida sobre un conexo es un conexo.

- Definir el concepto de camino o arco definido sobre
un espacio métrico.

- Definir el concepto de trayectoria descrita por wun
camino o arco definido sobre un espacio métrico.

- Definir el concepto de espacio métrico conexo por
arcos o caminos.

- Razonar que todo espacio métrico conexo por arcos es
conexo.

- Demostrar la continuidad de la funcidn compuesta de
dos funciones continuas.

- Definir el concepto de homeomorfismo entre espacios
métricos.

- Demostrar que toda aplicacidn biyectiva continua de
un espacio métrico compacto sobre otro espacio
métrico es un homeomorfismo entre dichos espacios.

3.2.- CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.

- Particularizar el concepto de continuidad para
funciones reales de una variable real.

- Definir el conceto de continuidad local.

- Establecer los distintos tipos de discontinuidades
de una funcidon en un punto: 12 especie, 22 especie,

salto finito e infinito, y evitable.
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- Enunciar y demostrar el teorema de Bolzano y su
generalizacidn para funciones reales de una variable
real.

- Particularizacidn del concepto de continuidad para
funciones reales de dos o mas variables reales.

- Enunciar y demostrar el teorema de los valores
intermedios para funciones reales de n variables
reales.

- Particularizar el concepto de continuidad para
funciones vectoriales de una variable real.

- Particularizar el concepto de continuidad para

funciones vectoriales de una variable vectorial.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.
-~ Aplicar el estudio de continuidad simple y uniforme a
diferentes funciones particulares.
- Comprobar la verificacidn de los teoremas estudiados

en esta parte en diferentes funciones particulares.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.
- Aplicacidn del teorema del punto fijo a la resclucidn
numérica de ecuaciones de la forma x=f(x).
- Generalizacidn de los conceptos anteriormente
estudiados a espacios topoldgicos.
- Profundizar en el estudio de 1los espacios métricos

conexos por arcos.
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* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 3

serd aproximadamente de dos semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

- J.M. AMILLO
Topologia: Espacios Métricos.
Tercera edicidn.
Departamento de Publicaciones de la E.T.S.I.T.
Madrid 1982.

Capitulo 4 para el estudio del apartado 3.1.

- T.M. APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1980.
Pregunta 8.4 del Tomo II para el estudio del apartado

3.2.5.
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T.M. APOSTOL

Andlisis Matemdtico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1981.

Pdginas 95-116 para un estudio general de esta parte.

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO, J.L. PINILLA
Andlisis Matemdtico. Cédlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1981.

Paginas 64-78 para el estudio del apartado 3.2.5.

J. DE BURGOS

Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas).
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

Capitulo 3 para una introduccidén a esta parte.

R. LOSADA RODRIGUEZ
Andlisis Matemdtico.
Editorial Piramide,S.A.
Madrid 1978.

Capitulos 9 y 11 para el estudio del apartado 3.2.
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F. MICHAVILA

Fundamentos de C&lculo Numérico 1: Topologia Métrica.

Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1986.
Paginas 73-100, 119-124, 153-160

estudio del apartado 3.1.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemdtico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.

y 177-183

para el

Pdginas 91-100 para un estudio general de continuidad.

E. TEBAR FLORES

Problemas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).

Quinta edicion.
Editorial Tebar Flores.

Madrid.

Capitulo 6 para problemas del apartado 3.2.1.

L. THOMAS ARA, M2 E., RIOS GARCIA
Cdlculo.

Editado por el autor.

Santander 1975. |

Para el estudio de continuidad

fundamentales.
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Relacidn complementaria.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ, CANALES
Problemas de andlisis (2 tomos).
Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

F. BOMBAL, L. RODRIGUEZ, G. VERA

Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Calculo Diferencial.

Editorial AC.

Madrid 1985.

R. BRONTE ABAURREA

Cdlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).

Editado por el autor.

Madrid 1977.

B. CALVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET
Cours d'analyse (6 tomos). Tomo IV.
Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

B. DE DIEGO

Ejercicios de Andlisis (Cédlculo Diferencial e Integral)

Tercera Edicidn.
Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.
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J.I. ECHARREN, A. PRIMO
Problemas de Cdlculo Infinitesimal.
Editorial Lex-Nova.

Valladolid 1975.

J.M. ESTEFANIA, F. MICHAVILA
Elementos de Andlisis Matematico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

A.N. KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de la Teoria de Funciones
Funcional.

Editorial MIR.

MoscU 1978.
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J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES

Curso de Matemdticas. Tomo 2: Andlisis.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.

S. LIPSCHUTZ
Topologia General.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1970.

J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Mateméatica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

F. MICHAVILA

Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados.

Editorial AC.

Madrid 1981.
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N. PISKUNQOV
Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1978.

M.H, PROTTER, C.B. MORREY
Andlisis Real.
Editorial AC.

Madrid 1986.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Sexta edicidn (Recopilacidén Tomos I y II).
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemédticas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

A. SARABIA, C. GUTIERREZ CANAS
Cédlculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.
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- G.B. THOMAS, Jr.
Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.
Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

- L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Céalculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.

* COMENTARIOS.

En esta parte se generaliza el concepto de
continuidad sobre la recta real que ya posee el alumno,
a espacios métricos cualesquiera, prestando especial
interés a aquellas propiedades de la continuidad que
posteriormente deberd manejar el alumno en el andlisis de

diferenciacidn y estudio local de funciones, bédsicamente.

Se ha introducido también el teorema del punto fijo
debido a su gran wutilidad en el estudio de técnicas
numéricas, tales como resolucidn de -ecuaciones vy

sistemas.
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PARTE 4

DIFERENCIACTION
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PARTE 4.- DIFERENCIACION.

4.1.

1.

INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES NORMADOGS.

Norma y seminorma. Concepto de espacio
vectorial normado.

Topologia asociada a la norma. Normas
equivalentes.

Espacios de Banach,

Aplicaciones lineales continuas entre espacios
vectoriales normados. Propiedades.

El espacio de las aplicaciones lineales

continuas.

4.2.- DIFERENCIACION DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS

.2,

2.

VECTORIALES NORMADOS DE DIMENSION FINITA.

1.

4.2.3.

2.

Definicidn de la diferencial de una funcidn en
un punto. Unicidad. Funcidn diferencial.
Condicidén necesaria para la existencia de la
diferencial de una funcidn.

Linealidad de la diferencial.

Diferencial de la funcidn compuesta.

4.3.- DIFERENCIACION DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.

4.3.1.- Diferenciacidén de wuna funcidédn real de una

4.,

3.

1.

1

variable real.
.- Concepto de derivada total en un punto a

partir de la definicidn de diferencial.
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4.3.1.2.
4.3.1.3.

4.3.1.4.

4.3.1.5.

4.3.1.6.-

Derivadas laterales.

Funcidn derivada. Propiedades.
Interpretacién geométrica de la derivada y
la diferencial.

Cdlculo de derivadas elementales.

Derivadas y diferenciales sucesivas.

4.3.2.- Diferenciacidn de una funcidn real de dos

variables reales.

4.3.2.1.- Concepto de derivada parcial en un punto a
partir de 1la definicidén de diferencial.
Derivadas direccionales.

4.3.2.2.- Interpretacidn geométrica de la derivada
parcial y la diferencial. Planoc tangente a
una superficie en un punto.

4.3.2.3.- Funcidn derivada parcial. Propiedades.

4.3.2.4.- Derivadas y diferenciales sucesivas.
Teorema de Schwarz.

4.3.2.5.~- Céalculo de derivadas y diferenciales de
funciones compuestas.

4.3.2.6.- Concepto de funcidén homogénea. Propiedades.
Teorema de Euler generalizado.

4.3.2.7.- Derivadas de funciones implicitas.

4.3.2.8.- Cambios de variables.

4.3.3.- Generalizaciodn a wuna funcidén real de n

variables reales.

4,.3,4,~- Diferenciacidn de una funcidn vectorial de una

variable real.
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4.3.4,1.- Concepto de derivada total en un punto a
partir de la definicidn de diferencial.
Funcidn derivada.

4.3.4.2.- Interpretacidén geométrica en el espacio
euclideo tridimensional. Recta tangente a
una curva alabeada.

4.3.5.- Diferenciacidn de una funcidén vectorial de una

variable vectorial.

4,3.5.1.- Concepto de funciones componentes. Matriz
jacobiana. Propiedades.

4,3.5,2.- Derivacién de funciones implicitas
definidas en un sistema de ecuaciones.

4.3.5.3.- Derivacidén de funciones compuestas. Regla

de la cadena.
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* OBJETIVOS GENERALES.

Introducir 1los conceptos de espacios vectoriales
normados necesarios para estudiar la diferenciacidn.
Establecer el concepto de diferencial de funciones
entre espacios vectoriales normados de dimensidn
finita y particularizar para las funciones
fundamentales entre esacios euclideos.

Que el alumno sepa aplicar el estudio de cdlculo de

derivadas y diferenciales de funciones.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

4.

1.- INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.
Conocer el concepto de norma y seminorma.

Definir los conceptos de espacio vectorial normado y
subespacio vectorial normado.

Definir el concepto de distancia asociada a una
norma.

Definir el concepto de topologia asociada a una
norma.

Demostrar gue toda norma es una aplicacidn
lipschitciana.

Enunciar y demostrar la propiledad de invarianza
respecto a la traslacidén en los espacios vectoriales
normados.

Enunciar y demostrar la propiedad de homotecia en
los espacios vectoriales normados.

Fijar el concepto de norma asociada a la distancia.
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Definir el concepto de normas equivalentes.

Enunciar la condicidn necesaria y suficiente para la
equivalencia de normas.

Enunciar la propiedad de que en un espacio vectorial
de dimensidén finita todas las normas que se definan
sobre él1 son equivalentes.

Definir el concepto de espacio de Banach.

Deducir si un espacio vectorial normadoc dado es un
espacio de Banach o no.

Definir el concepto de aplicacidén 1lineal entre
espacios vectoriales normados.

Demostrar que en un espacio vectorial normado de
dimensidn finita todas las aplicaciones lineales que
sobre é1 se puedan definir son ademas continuas.
Demostrar la condicidn necesaria y suficiente de
continuidad de las aplicaciones 1lineales entre
espacios vectoriales normados.

Definir el conjunto de las aplicaciones lineales vy
continuas Lc(E,F) , entre espacios vectoriales
normados. Demostrar que es un espacioc vectorial.
Definir la norma usual sobre Lc(E,F).

Definir el espacio vectorial normado de las
aplicaciones lineales y continuas.

Enunciar la propiedad de que el espacio vectorial
normado de las aplicaciones lineales y continuas de
un espacio vectorial normado sobre un Banach, es un

Banach.
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4.2.- DIFERENCIACION DE FUNCIONES ENTRE ESPACIOS

VECTORIALES NORMADOS DE DIMENSION FINITA,.
Definir el concepto de diferencial en wun punto de
funcién entre espacios vectoriales normados de
dimensidn finita.
Demostrar que si existe la diferencial, es Unica.
Definir el concepto de funcién diferencial de una
funcidn entre dos espacios vectoriales normados de
dimensidn finita.
Demostrar que si existe 1la diferencial de una
funcidn en un punto, necesariamente 1la funcidn es
continua en dicho punto.
Demostrar que la diferencial cumple las propiedades
de linealidad.
Demostrar la expresidén de la diferencial de wuna

funcidn compuesta (Regla de la cadena).

4.3.- DIFERENCIACION DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.

Particularizacidon del concepto de diferencial a wuna
funcidn real de una variable real.

Definir el concepto de derivada total de una funcidn

en un punto a partir de la definicidn de diferencial.

Introducir el concepto de derivada 1lateral de wuna
funcidn en un punto.

Definir el concepto de funcidn derivada total.
Demostrar que la derivada total cumple la propiedad
de linealidad.

Interpretar gréficamente la derivada y diferencial.
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Recordar la ecuacidn de la recta tangente a una
curva en un punto.

Recordar el cdlculo de las derivadas elementales.
Definir y analizar los conceptos de derivadas vy
diferenciales sucesivas.

Particularizacidén del concepto de diferencial a una
funcidn real de dos variables reales.

Definir el ~concepto de derivada parcial de una
funcidn en un punto a partir de la definicidn de
diferencial.

Introducir el concepto de derivada direccional.
Interpretar geométricamente 1los valores de las
derivadas parciales y de la diferencial.

Demostrar la -ecuacidén del plano tangente a wuna
superficie en un punto.

Definir el concepto de funcidn derivada parcial.
Demostrar que la derivada parcial cumple 1la
propiedad de linealidad.

Definir y analizar los conceptos de derivada parcial
y diferenciales sucesivas. Enunciar el teorema de
Schwarz.

Analizar distintos casos de calculo de derivadas
parciales y diferenciales de funciones compuestas.
Establecer los drboles de dependencia.

Definir el concepto de funcidn homogénea.

Introducir las principales propiedades de las

funciones homogéneas.
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Demostrar el teorema de Euler generalizado.

Recordar el concepto de funcidn implicita.

Analizar diversos casos de derivadas de funciones
implicitas definidas por una ecuacidn.

Analizar los casos mas frecuentes de cambios de
variables independientes y/o funcidn en expresiones
diferenciales.

Generalizar los conceptos relativos a diferenciacidn
estudiados en funciones reales de dos variables
reales a funciones reales de n variables reales.
Particularizar el concepto de diferencial para wuna
funcidn vectorial de variable real.

Definir el concepto de derivada total en un punto a
partir de la definicidn de diferencial.

Definir el concepto de funcidn derivada total de una
funcidn vectorial de una variable real.

Interpretar geométricamente 1los valores de 1la
derivada y diferencial de una funcidn vectorial de
una variable real en un punto ( espacio euclideo
tridimensional ).

Deducir la ecuacidn de la recta tangente a una curva
alabeada en un punto.

Particularizacidn del concepto de diferencial a una
funcidn vectorial de una variable vectorial.
Recordar el concepto de funciones componentes.
Introducir la matriz jacobiana y sus propiedades

fundamentales.
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Analizar el estudio de derivadas de funciones
implicitas definidas por un sistema de ecuaciones.

Analizar la matriz jacobiana de wuna funcidn
compuesta de dos funciones vectoriales de una

variable vectorial (Regla de la cadena).

TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

Determinar si una aplicacidn definida en un espacio
vectorial y sobre el cuerpo de los nimeros reales es
una norma o0 seminorma.

Determinar si una funcidn es o no diferenciable en un
punto.

Calcular derivadas y diferenciales sucesivas de
funciones fundamentales simples y compuestas.
Realizar diversas aplicaciones del teorema de Euler
para funciones homogéneas.

Calcular derivadas y diferenciales sucesivas de
funciones implicitas definidas por wuna o varias
ecuaciones.

Realizar diferentes ejercicios de cambios de variable
atendiendo especialmente a ecuaciones con cardacter
fisico o geométrico. Por ejemplo, transformar la
ecuacion de Laplace en dos dimensiones a coordenadas

polares, simplificar la ecuacién de onda,...
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* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

Ampliar el estudio de espacios vectoriales normados a
espacios prehilbertianos y de Hilbert.

- Demostrar el tecrema de Schwarz.

- Analizar el teorema de las funciones implicitas.

- Realizar ejercicios propuestos en la relacidn
bibliografica adjunta en materias referentes a 1los

temas indicados para clases practicas.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 4

serd aproximadamente de cuatro semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

- T.M, APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1980.
Padginas 308-342 para un desarrolloc general de los

apartados 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 y 4.3.5.
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T.M. APOSTOL

Andlisis Matemdtico.

Segunda edicidn.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1981.

Paginas 125-129 para el estudio del apartado 4.3.1.
Capitulos 12 y 13 para el estudio de 1los apartados

4.3.2, 4.3.3 y 4.3.5,

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO, J.L. PINILLA
Analisis Matemdtico. Cdlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Pirémide, S.A.

Madrid 1981.

Capitulo 3 para el desarrolloc tedrico-prdctico de los

apartados 4.3.2 y 4.3.3.

B. CALvVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET

Cours d'analyse (6 tomos)

Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

Pdginas 34-41 del Tomo IV para el estudio y ampliacidn
del apartado 4.1.

Pdginas 49-67 del Tomo IV para el estudio y ampliacidn

del apartado 4.2.
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J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES

Curso de Matemdticas. Tomo 2: Analisis.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

Pdginas 130-135 para el estudio del apartado 4.1.

Capitulos 4, 5 y 6 para el desarrollo del apartado 4.3.

R. LOSADA RODRIGUEZ
Andlisis Matemdatico.
Editorial Pirdmide,S.A.
Madrid 1978.

Capitulos 10 y 12 para el desarrollo del apartado 4.3.

J.L. MATAIX PLANA

Problemas de Complementos de Cdlculo Algebraico y de
Cdlculo Diferencial (2 tomos).

Séptima edicidn.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1967.

Tomo II para problemas de funciones implicita y cambios

de variables.

F. MICHAVILA

Fundamentos de Cdlculo Numérico 1: Topologia Métrica.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

Capitulo 7 para el estudio y ampliacidn del punto 4.1.
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L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA
Cdlculo.
Editado por el autor.

Santander 1975.

Para el estudio de derivabilidad de

fundamentales.

Relacidn complementaria.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ,

Problemas de andlisis (2 tomos).
Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

F. AYRES, Jr.

Cdlculo Diferencial e Integral.

CANALES

Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1971.

F. BOMBAL, L. RODRIGUEZ, G. VERA

las

funciones

Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Cdlculo Diferencial.

Reimpresiodn.
Editorial AC.

Madrid 1985.
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- R. BRONTE ABAURREA
Cédlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).
Editado por el autor.

Madrid 1977.

- J. DE BURGOS
Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

- B.P. DEMIDOVICH
5.000 Problemas de Andlisis Matematico.
Tercera edicidn.
Editorial Paraninfo.

Madrid 1985.

- J. DIEUDONNE
Fundamentos de Andlisis Moderno.
Editorial Reverté, S.A.

Zaragoza 19é66.

- B. DE DIEGO
Ejercicios de Andlisis (Cédlculo Diferencial e Integral)
Tercera Edicidn.
Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.
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J.M, ESTEFANIA, F. MICHAVILA
Elementos de Andalisis Matematico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

A.N. KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de la Teoria de Funciones y Andlisis
Funcional.

Editorial MIR

Moscd 1978.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.
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S. LIPSCHUTZ
Topologia General.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1970.

J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matemdtica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

F. MICHAVILA
Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados.
Editorial AC.

Madrid 1981.

MURRAY R. SPIEGEL
Calculo Superior.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1969.

N. PISKUNDV
Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simén, S.A.

Barcelona 1978.
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M.H. PROTTER, C.B. MORREY
Andlisis Real.
Editorial AC.

Madrid 1986.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Sexta edicidén (Recopilacidn Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemdticas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemédtico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México.1981.
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- A. SARABIA, C. GUTIERREZ CARNAS

Calculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

M. SPIVAK
Calculus. Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

S.K. STEIN

Cdlculo y Geometria Analitica.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

.México 1984.

E. TEBAR FLORES

Problemas de Calculo Infinitesimal (2 tomos).

Quinta edicidn.
Editorial Tebar Flores.

Madrid.

G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.
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- L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E., RIOS GARCIA
Problemas de Cdlculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.

- T. WONNACOTT
Aplicaciones del Cédlculo Diferencial e Integral.
Primera edicidn.
Editorial Limusa, S.A.

México 1983.

- M. ZAMANSKY
Introduccidn al Algebra y Andlisis Numérico.
Segunda edicidn.
Editorial Montaner y Simén, S.A.

Barcelona 1967.

* COMENTARIOS.

Hasta ahora se han estudiado materias necesarias

para la introduccidén de la diferenciacidn de funciones.

El estudio de la diferenciacidn de funciones forma
parte de wuna de las materias bédsicas para el ingeniero
industrial. En efecto, dado que gran parte de 1los

problemas fisicos admiten formulacidén diferencial, y por

- 130 -

0N realizada por ULPGEC. Riblinteca Universitaria, 2008

108 gutores. Digitali

© Del



tanto ésta aparece en otras asignaturas, es muy
importante que el alumno domine perfectamente el concepto
e interpretacién de la diferencial, asi como las técnicas

mds comunes utilizadas en diferenciacidn.

Entre las aplicaciones mas interesantes de esta
parte podemos sefialar el cdlculo fundamental de derivadas
y diferenciales de funciones y el estudio de cambios de
variables en expresiones diferenciales. Este Ultimo tiene
muchas aplicaciones en lo referente a la simplificacidn
de expresiones que representan diversos problemas de la

ingenieria.

La introduccidn realizada a espacios vectoriales
normados, constituye por otro lado una de las materias
basicas para el desarrollo de diferentes técnicas

numéricas.

Una vez desarrollados y comprendidos los conceptos
relativos a la diferenciacidn de funciones, se estd en
disposicidn de abordar el andlisis de 1las partes
propuestas a continuacidén en el presente programa:
estudio 1local de funciones, estudio de curvas, series,

integracién y ecuaciones diferenciales.
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PARTE 5.- ESTUDIO LOCAL DE LAS FUNCIONES FUNDAMENTALES.

5.1.- FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL.
5.1.1.- Teoremas del valor medio.
5.1.1.1.- Teorema de Rolle.
5.1.1.2.- Teorema de Lagrange o de los incrementos
finitos.
5.1.1.3.~- Teorema del valor medio generalizado o de
Cauchy.
5.1.2.- Indeteterminaciones.
5.1.2.1.- Regla de L'Hopital. Generalizacidn.
5.1.2.2.- Célculo de limites indeterminados.
5.1.3.- Férmula de Taylor.

5.1.3.1.

Obtencidn de la férmula de Taylor.

5.1.3.2.

Término complementario de Lagrange.

5.1.3.3.- F6érmula de Mac-Laurin.

5.1.3.4.- Aplicaciones.

5.1.3.4.1.- Cdlculo de funciones trascendentes.
5.1.3.4.2.~ Aproximacidn lineal. Error cometido.
5.1.3.4.3.- Obtencidn de infinitésimos equivalentes.

5.1.3.4.4.~ Cédlculo de limites indeterminados.
5.1.4.- Estudio de variaciones.
5.1.4.1.- Crecimiento y decrecimiento.

5.1.4.2.~ Méximos y minimos absolutos y relativos.

5.1.4.3.- Concavidad y convexidad. Punto de infexion.
5.1.4.4.- Condiciones necesarias y suficientes de

existencia de extremo y punto de inflexidn.
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5.2.- FUNCION REAL DE DOS VARIABLES REALES.
5.2.1.- Teorema del valor medio.
5.2.2.- Formula de Taylor. Aplicaciones.

5.2.3.- Maximos y minimos libres. Hessiano.

5.3.- FUNCION REAL DE N VARIABLES REALES.
5.3.1.- Generalizacidn del teorema del valor medio.

5.3.2.- Generalizacidn de la formula de Taylor.

5.3.3.- Mdximos y minimos 1libres y condicionados.

Multiplicadores de Lagrange.

5.4.- FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE REAL.

5.4.1.- Fdérmula de Taylor. Aplicaciones.

5.5.- FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE VECTORIAL.

5.5.1.- Férmula de Taylor. Aplicaciones.
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* OBJETIVOS GENERALES.

Introducir el estudio local de las funciones
fundamentales ( entre espacios euclideos ): funcidn
real de una variable real, funcidén real de dos o méas
variables reales, funcidn vectorial de una variable

real y funcidén vectorial de una variable vectorial.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

5.

1.- FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL.

Introducir los teoremas del valor medio.

Enunciar, demostrar e interpretar geométricamente el
teorema de Rolle.

Enunciar, demostrar e interpretar geométricamente el
teorema de Lagrange o de los incrementos finitos.
Comprobar que es una generalizacién del teorema de
Rolle.

Enunciar y demostrar el teorema del valor medio
generalizado o de Cauchy. Comprobar que a partir de
éste se pueden deducir como casos particulares 1los
dos anteriores.

Obtener la regla de L'Hopital a partir del teorema
de Cauchy, para indeterminaciones de la forma cero
partido por cero. Generalizar dicha regla para
indeterminaciones de la forma infinito partido por
infinito.

Analizar y establecer 1la manera de abordar las

indeterminaciones de la forma: cero por infinito,
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infinito menos infinito, infinito elevado a cero,
cero elevado a cero y uno elevado a infinito.
Deducir la expresién de la fdrmula de Taylor para
una funcidén y=f(x) en un entorno del punto x=a.
Obtener el término complementario de Lagrange. Saber
su relacidn con el error cometido al aproximar la
funcidn y=f(x) tomando n términos de su desarrollo.
Conocer la férmula de Mac-Laurin. Particularizacidn
de la férmula de Taylor en un entorno del punto x=0.
Analizar diferentes aplicaciones de la fdrmula de
Taylor: cdlculo de funciones trascendentes,
aproximacidén 1lineal ( interpretacidén geométrica vy
error cometido ), obtencidn de infinitésimos
equivalentes, cdlculo de limites indeterminados.
Definir los conceptos de crecimiento y decrecimiento
determinando su relacidén con 1la derivada primera.
Interpretacidon geométrica.

Definir los conceptos de maximo y minimo absoluto vy
relativo de una funciodn.

Definir los conceptos de concavidad y convexidad.
Determinar su relacién con la derivada segunda.
Interpretar geométricamente.

Definir el concepto de punto de inflexidn.

Deducir las condiciones necesarias y suficientes de
existencia de extremo y punto de inflexidn a partir
de la fdérmula de Taylor. Analizar la posicidn

relativa de la funciodn respecto a la recta tangente.
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5.2.- FUNCION REAL DE DOS VARIABLES REALES.

- Enunciar y demostrar el teorema del valor medio.

- Deducir la expresién de la formula de Taylor a
partir de la férmula de las funciones reales de una
variable real.

- Aplicar la fdérmula de Taylor al calculo de errores
cometidos en la obtencidn de magnitudes fisicas a
partir de medidas realizadas.

- Deducir las condiciones necesarias y suficientes de
existencia de méximo y minimo relativo a partir de
la formula de Taylor.

- Introducir el Hessiano.

- Analizar la posicidén relativa de la funcidn respecto
del plano tangente.

5.3.- FUNCION REAL DE N VARIABLES REALES.

- Enunciar y demostrar el teorema del valor medio.

- Generalizar la fdérmula de Taylor para funciones
reales de n variables reales. Aplicacidn al célculo
de errores.

- Introducir el estudio de maximos y minimos libres.

- Definir el concepto de extremo condicionado.

- Describir y aplicar el método de los multiplicadores
de Lagrange para el calculo de extremo condicionado
con ecuaciones de tipo igualdad.

5.4.- FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE REAL.
- Plantear la férmula de Taylor. Aplicar a diferentes

funciones.
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5.5.- FUNCION VECTORIAL DE UNA VARIABLE VECTORIAL.
- Plantear la fdrmula de Taylor. Aplicar a diferentes

funciones.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

Diferentes aplicaciones de los teoremas del valor
medio.

- Resolver ejercicios de limites indeterminados.

- Realizar las aplicaciones de la fdérmula de Taylor vy

Mac-Laurin mencionadas en los objetivos especificos.

- Resolver ejercicios de mdximos y minimos relativos
libres y condicionados, estudiando especialmente
problemas de la ingenieria: minimizacién de costes,

maximizacidn o minimizacidn de diversas magnitudes.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.
- Generalizar el teorema del valor medio para funciones
vectoriales.
- Proponer ejercicios de toda esta parte, referenciados
en la relacidn bibliogrédfica detallada.
- Plantear el cdlculo de extremos condicionados con

ecuaciones de tipo desigualdad.

* TEMPORIZACION. |

El tiempo invertido en la exposicidén de la Parte 5

serd aproximadamente de dos semanas.
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* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

T.M. APOSTOL

Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

Paginas 369-391 para estudiar los apartados 5.2 y 5.3.

T.M., APOSTOL

Andlisis Matemdtico.

Segunda edicidn.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1981.
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Padginas 437-439 para el estudio del apartado 5.3.2.
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Andlisis Matemdtico. Cédlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1981.

Pdginas 195-198 para desarrollo del apartado 5.3.1.
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Cours d'analyse (6 tomos).
Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

Pédginas 109-120 del Tomo IV para estudio y ampliacidn

de los apartados 5.2, 5.3, 5.4 y 5.5.

E. TEBAR FLORES

Problemas de Cédlculo Infinitesimal (2 tomos).
Quinta edicidn.

Editorial Tebar Flores.

Madrid.

Capitulos 8, 9 y 11 para problemas relacionados

esta parte.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA
Calculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Para un primer estudio de casi toda esta parte.

Relacion complementaria.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ, CANALES
Problemas de andlisis (2 tomos).
Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.
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Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Cédlculo Diferencial.
Reimpresiodn.

Editorial AC.

Madrid 1985.

R. BRONTE ABAURREA
Cdlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).
Editado por el autor.

Madrid 1977.

J. DE BURGOS
Calculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

B.P. DEMIDOVICH

5.000 Problemas de Andlisis Matemdtico.
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Madrid 1985.
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Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983,
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Madrid 1974.

F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cédlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

F. GRANERO
Problemas de Calculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

A.N. KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de la Teoria de Funciones y Andlisis
Funcional.

Editorial MIR.
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Editorial Reverté, S.A.
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Elementos de Matemdtica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

- J.L. MATAIX PLANA
Problemas de Complementos de Cédlculo Algebraico y de
Cdlculo Diferencial (2 tomos).
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Editorial Dossat, S.A.
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~ MURRAY R. SPIEGEL
Célculo Superior.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1969.
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Problemas de Calculo Infinitesimal.

Sexta edicidn (Recopilacidn Tomos I y II).
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemdticas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

W. RUDIN

Principios de Analisis Matematico.
Tercera edicion.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.
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- A. SARABIA, C. GUTIERREZ CANAS

Calculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

S.K. STEIN

Cdlculo y Geometria Analitica.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1984.

G.B. THOMAS, Jr.
Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E, RIOS GARCIA

Problemas de Célculo.

Editado por el autor.

Santander 1984,

COMENTARIOS.

En esta parte hay que destacar especialmente

importancia que posee el desarrollo de Taylor vy
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estudio de méximos y minimos libres y condicionados,
dadas las aplicaciones a la ingenieria que de éstos se

derivan.

En cuanto al desarrollo de Taylor podemos sefialar,
ademds de las aplicaciones ya indicadas, su wutilidad en
el Cdlculo Numérico. En efecto, uno de 1los caminos mas
interesantes para la obtencidn de los esquemas en
diferencias finitas de una ecuacidn diferencial ordinaria
o en derivadas parciales, pasa por la wutilizacidn de

desarrollos de Taylor.

El estudio de méximos y minimos es una pieza basica
para el ingeniero industrial. Este, a lo largo de su vida
profesional, se encontrard en multitud de ocasiones con
la necesidad de optimizar funciones tales como beneficio,
coste, tiempo, distancia, energia, etc. Evidentemente, el
estudio aqui planteado no es mds que wuna primera
introduccidén al problema general de la optimizaciodn, el

cual puede ser ampliado con conocimientos de Programacion

Lineal, Programacidn Dindmica y Control Optimo.
Por Ultimo, esta parte servira de soporte para la

representacidon de curvas, materia a tratar en la Parte 6

que se expone a continuaciodn.
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PARTE

CURVAS
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PARTE 6.- CURVAS.

6.1.- ESTUDIO DE CURVAS ALABEADAS.

6.

A

1.

1.

2.

.9.

Elemento de arco.

Vector unitario segun la tangente.

Plano osculador.

Concepto de curvatura y radio de curvatura de
flexidn.

Plano normal y direcciones normales. Binormal
y plano rectificante. Conceptos.

Primera fdrmula de Frenet.

Oddgrafa de la velocidad. Aceleracidn.

Cdlculo de 1los vectores unitarios, rectas y
planos del triedro intrinseco o de Frenet.

Cdlculo del radio de curvatura de flexidn.

.10.- Concepto de curvatura y radio de curvatura de

torsién. Célculo.

.11.- Segunda y tercera fdérmula de Frenet.

6.2.- ESTUDIO DE CURVAS PLANAS,

6.2.1.- Curvas en forma explicita.

6.

2.

1

.1.- Dominio de variacidn. Simetrias y periodos.

Asintotas y ramas parabdlicas. Puntos de
encuentro con los ejes y asintotas.
Monotonias. Mdximos y minimos. Concavidad vy

convexidad. Puntos de inflexidn.

6.2.1.2.~- Representacion.
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6.2.2.- Curvas en forma paramétrica.

6.2.2.1.~

6.2.2.2.-
6.2.2.3.-

6.2.2.4.-

Dominio de variacién del parametro.
Simetrias y periodos. Asintotas y ramas
parabdlicas. Puntos de encuentro con 1los
ejes y asintotas. Monotonias. Mdximos y
minimos de tangente horizontal y vertical.
Puntos de inflexidén. Puntos de retroceso.
Puntos multiples.

Representacidn.

Ecuaciones paramétricas de las codnicas.
Curvas ciclicas. Ecuaciones paramétricas de
las cicloides, epicicloides, hipocicloides

y evolventes de circunferencia.

6.2.3.- Curvas en coordenadas polares.

6.2.3.1.- Coordenadas polares. Dominio de variacidn

del argumento. Periodos y simetrias.
Posicidn de 1la curva respecto de la
tangente. Ecuacidn de 1la recta. Asintotas.
Puntos de encuentro con los ejes y

asintotas.

6.2.3.2.- Representacidn.

6.2.3.3.~ Ecuaciones de las cOnicas en polares.

6.2.4.~ Curvas en forma implicita.

6.2.4.1.- Métodos de las regiones. Simetrias.

Asintotas. Puntos de encuentro con los
ejes y asintotas. Maximos y minimos de

tangente horizontal y vertical. Puntos de
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inflexidn.

miltiples.

Puntos de retroceso.

Tangentes en el origen.

6.2.4.2.- Representacidn.
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* OBJETIVOS GENERALES.
- Conocer los elementos principales para el estudio de
curvas alabeadas.
- Analizar y representar curvas planas dadas en forma

explicita, paramétrica, polares e implicitas.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.
6.1.- ESTUDIO DE CURVAS ALABEADAS.

- Recordar el concepto de curva alabeada como caso
particular de wuna funcién vectorial de variable
real.

- Deducir la expresidn del elemento de arco.

- Introducir el vector unitario segdn la direccidén de
la tangente, teniendo en cuenta la interpretacidn
geométrica de la primera derivada de wuna funcidn
vectorial de variable real en el espacio euclideo
tridimensional, estudiada en el apartado 4.3.4.2.

- Definir e interpretar el concepto de plano osculador
y deducir su expresidn.

- Determinar los conceptos de curvatura vy radioc de
curvatura de flexidn.

- Definir e interpretar los conceptos de plano normal
y direcciones normales. Introducir el concepto de
direccidn normal principal y vector wunitario seguin
dicha direccidn.

- Definir e interpretar 1los conceptos de direcciodn

binormal y plano rectificante. Conocer la expresidn
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6.

-

del vector unitario segdn la binormal a partir de
los vectores unitarios segun la tangente y la normal
principal.

Introducir la primera fdérmula de Frenet.

Introducir los conceptos de trayectoria y oddgrafa
de la velocidad. Estudiar el concepto de aceleracidn
y su expresidn segun las direcciones de la tangente
y normal principal (aceleracidén tangencial y normal)
Particularizar la expresidn de la aceleracidn en los
casos de movimiento rectilineo, uniforme o circular.
Analizar las expresiones para el cdlculo de 1los
vectores unitarios, rectas y planos del triedro
intrinseco o de Frenet.

Deducir la expresidon del radio de curvatura de
flexidn. Particularizar para una curva plana.
Determinar los conceptos de curvatura y radio de
curvatura de torsién. Fijar la expresién para el
cdlculo de la curvatura de torsidn.

Introducir la segunda y tercera fdrmula de Frenet.
2.- ESTUDIO DE CURVAS PLANAS.

Analizar los elementos necesarios para realizar 1la
representacidn grafica de wuna curva en forma
explicita.

Analizar los elementos necesarios para realizar 1la
representacidn grdfica de una curva en forma
paramétrica.

Plantear las ecuaciones paramétricas de las cdnicas.
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- Deducir las ecuaciones paramétricas de las curvas

ciclicas principales.

- Analizar los elementos necesarios para realizar

la

representacidén grdfica de una curva dada en polares.

- Deducir las ecuaciones de las cdnicas en polares.

- Analizar los elementos necesarios para realizar

la

representacidn grdfica de una curva dada en forma

implicita.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Aplicar el cdlculo de vectores wunitarios, rectas

y

planos del triedro intrinseco a diferentes curvas

alabeadas. Calcular curvaturas y radios de curvatura

de flexiodn y torsidn. Interpretar los resultados.

- Calcular e interpretar los valores de velocidad

aceleracidn para una trayectoria dada.

y

- Estudiar los elementos necesarios para representar

curvas planas en forma explicita, paramétrica, polar

e implicita.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.
- Realizar una mayor profundizacidén en el campo de

Geometria Diferencial.

la

- Representacion de curvas planas en pantalla grafica y

plotter mediante programas de ordenador.
- Proponer diferentes ejercicios de curvas alabeadas

planas que figuran en relacion bibliogréfica.
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* TEMPORIZACION.

El1 tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 6

sera aproximadamente de tres semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

- J. GAYOQ, A. ROMEU
Dibujo de Curvas.
Ediciones I.C.A.I.
Madrid 1973.

Es (Util para el estudio y aplicaciones del apartado 6.2

- A. LOPEZ DE LA RICA
Geometria Diferencial de Curvas y Superficies (2 tomos)
Ediciones I.C.A.I.
Madrid 1972.

Tomo I para estudio y ampliacidn de curvas alabeadas.

- A. LUZARRAGA
Problemas resueltos. Algebra lineal.
Quinta edicidn.
Editado por el autor.
Barcelona 1970.

Capitulos 14, 16, 17 y 18 para problemas de esta parte.
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J. MARTINEZ SALAS

Elementos de Matematica.

Tercera edicién.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

Capitulos 24 y 32 para un desarrollo

parte.

J.L. MATAIX PLANA

Problemas de Geometria Analitica.
Cuarta edicion.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1968.

general

Para un desarrollo practico de esta parte.

N. PISKUNOV
Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1978.

Capitulo 9 para el estudio de curvas alabeadas.

Capitulo 5 para el estudio de curvas planas.

R.A.E.C.
Problemas de Algebra Lineal.
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1986.

de

esta

Capitulos 11, 12, 13 y 14 para problemas de esta parte.
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J. REY PASTGOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemdticas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

Capitulos 17 y 25 para el estudio de esta parte.

G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

Capitulo 11 para el estudio de curvas =n polares.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA
Cédlculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Leccidén 35 para el estudio de curvas alabeadas.

Lecciones 11, 12, 13, 14 y 15 para curvas planas.

A.J. WASHINGTON

Fundamentos de Matematica con Célculo.
Tercera ediciodn.

Fondo Educativo Iberoamericano.

E.U.A. 1983.

Capitulo 2 para repasar la geometria analitica plana.
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Relacidon complementaria.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Inge
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

R.E. LARSON, R.P. HOSTETLER
Cdlculo y Geometria Analitica.
Segunda edicion.

Libros McGraw-Hill. Ediciones

Madrid 1986.

S.K. STEIN

Calculo y Geometria Analitica.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México,

México 1984.

F.S. WOODS, F.H. BAYLEY
Geometria Analitica y Cdlculo
Editorial Hispano-Americana.

México 1960.
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* COMENTARIOS.

El estudio de curvas alabeadas puede ser bastante
interesante para el tratamiento mecénico ( analisis
cinemdtico y dinamico ) del movimiento de wuna masa
puntual en el espacio tridimensional, asi como el estudio
de curvas sobre superficies en el espacio. Es importante
conocer esta materia para el posterior estudio de 1la
circulacidén de campos vectoriales a lo largo de curvas
alabeadas ( cdlculo de trabajos, diferencias de potencial

electrodinamico, etc. ).

El andlisis de curvas planas se hace imprescindible
para una interpretacidn rédpida de 1los resultados de

determinados problemas de la ingenieria.

En la actualidad, dados los avances conseguidos en
el campo de la informdtica, muchos problemas se resuelven
numéricamente manejdndose un gran nimero de datos. Ello
conlleva a la necesidad de una presentacidn grafica de
éstos para realizar wuna interpretacidén sencilla de los
resultados, por lo cual es necesario un conocimiento
de 1los elementos relacionados con la representacidn de

curvas.
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PARTE

SERIES
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PARTE 7.- SERIES.

7.1.- SERIES NUMERICAS.

7.1.1.- Concepto de serie de ndmeros reales. Suma de
la serie. Convergencia.
7.1.2.- Criterio general de convergencia de Cauchy.
Consecuencias.
7.1.3.- Series de términos positivos.
7.1.3.1.- Propiedades.
7.1.3.2.- Criterio de comparacién de Gauss.
7.1.3.3.- Series geométricas.
7.1.3.4.- Serie de Riemann o armdnica generalizada.
7.1.3.5.- Criterio de D'Alambert o del cociente.
7.1.3.6.- Criterio de Cauchy o de la raiz.
7.1.3.7.- Criterio de Pringsheim.
7.1.3.8.- Criterio logaritmico.
7.1.3.9.- Criterio de Raabe.

7.1.4.- Series de términos positivos y negativos.

7.1.4.1.-
7.1.4.2.-
7.1.4.3.-
7.1.4.4.-
7.1.4.5.-
7.1.4.6.-
7.1.5.-

Series a
Converge
Teorema
Teorema
Férmula
Adicidn

Propieda

complejos.

lternadas. Criterio de Leibnitz.
ncia absoluta y condicional.
de Riemann.
de Dirichlet.
de Abel.
y multiplicacidén de series.

des.

Introduccidn a las series de ndmeros
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7.2.- SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES.

7.2.1.- Sucesiones de funciones.

7.2.1.1.-

7.2.1.2.

7.2.1.3.

7.2.1.4.~

7.2.1.5.-

Introduccidn.

Condicidn de Cauchy para la convergencia

uniforme.

Convergencia uniforme y continuidad.

Teorema de Dini.
Convergencia uniforme e integrabilidad.

Convergencia uniforme y derivabilidad.

7.2.2.- Series funcionales.

7.2.2.1.-

7.2.2.2.-

Introduccidn.

Criterios para la convergencia uniforme.

7.2.2.2.1.- Criterio de Cauchy.

7.2.2.2.2.

Criterio de Weierstrass.

7.2.2.2.3.- Criterio de Dirichlet.

7.2.2.2.4,- Criterio de Abel.

7.2.2.3.-
7.2.2.4.-

7.2.2.5.-

Series funcionales y continuidad.
Series funcionales e integracidn.

Series funcionales y derivaciodn.

7.2.3.- Series de potencias.

7.2.3.1.

7.2.3.2.

7.2.3.3.

7.2.3.4,

7.2.3.5.

Introduccidn.

Teorema de Abel. Radioc de convergencia.

Convergencia uniforme y absoluta.
Teoremas de integracidn y derivaciodn.
Cédlculo del radio de convergencia.
Desarrollo de wuna funcidn en serie

potencias.
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* 0OBJETIVOS GENERALES.

- Conocer y aplicar el estudio de convergencia de

las

series numéricas y funcionales, haciendo especial

énfasis en las series de potencia.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

7.1.- SERIES NUMERICAS.
- Definir el concepto de serie de niUmeros reales.

- Definir el concepto de suma de la serie como

el

limite de la sucesidn formada por sus sumas

parciales.

- Establecer 1los conceptos de serie convergente,

divergente u oscilante.
- Demostrar la linealidad de series convergentes.
- Enunciar y demostrar el criterio general
convergencia de Cauchy.

- Deducir que para que una serie sea convergente

de

es

necesario que el término general tienda a cero.

Razonar gue esta condicidn no es suficiente.

- Demostrar que el cardcter de una serie no se altera

cuando se suprime un numero finito de sus primeros

términos.

- Demostrar que el caracter de una serie no se altera

cuando se multiplican todos sus términos por
constante distinta de cero.
- Demostrar que no se modifica el caracter de

serie convergente o divergente, asi como la suma
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la misma en el primer caso, cuando se sustituyen
grupos de términos consecutivos por su suma.

Definir el concepto de serie de nudmeros reales
positivos.

Razonar que una serie de términos positivos converge
o diverge, pero nunca oscila.

Razonar gue una serie de términos positivos converge
si y solo si la sucesidn de sumas parciales estd
acotada superiormente.

Demostrar que reordenando los términos de una serie
de nUmeros reales positivos no se altera su carédcter
ni varia su suma.

Demostrar que una serie de términos positivos es
convergente si existe wuna mayorante convergente.
Analogamente, demostrar que es divergente si existe
una minorante divergente (Criterio de comparacidén de
Gauss).

Demostrar los criterios de comparacidén de segunda
especie.

Definir el concepto de serie geométrica. Estudiar su
cardacter y suma en funcidn de la razdn.

Definir la serie armdénica simple. Demostrar su
cardcter divergente.

Introducir 1la serie armdénica generalizada o de
Riemann. Estudiar su caracter.

Enunciar y demostrar los criterios de D'Alambert,

Cauchy, Pringsheim, Logaritmico y Raabe.
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Definir el concepto de serie de términocs positivos y
negativos.

Definir el concepto de serie alternada. Enunciar vy
demostrar el criterio de Leibnitz.

Definir los conceptos de convergencia absoluta vy
condicional.

Razonar gue toda serie absolutamente convergente es
convergente.

Enunciar el teorema de Riemann.

Introducir que toda serie absolutamente convergente
es incondicionalmente convergente y reciprocamente
(Teorema de Dirichlet).

Introducir la fdmula de Abel.

Plantear las propiedades principales relativas a la
suma y producto de series.

Introducir las series de numeros complejos; estudiar

los criterios bédsicos de convergencia.

7.2.- SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES.

Introducir el concepto de sucesidn de funciones.
Definir los conceptos de convergencia puntual vy
convergencia uniforme.

Enunciar y demostrar la condicidén de Cauchy para la
convergencia uniforme.

Demostrar que el limite de una sucesidén de funciones
continuas uniformemente convergente es una funcidn
continua.

Enunciar el teorema de Dini.
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Plantear la relacidn entre convergencia uniforme e
integrabilidad de suceciones funcionales.

Plantear la relacién entre convergencia wuniforme vy
derivabilidad de suceciones funcionales.

Introducir el concepto de serie funcional.

Definir 1los conceptos de convergencia puntual,
uniforme y absoluta.

Enunciar y demostrar los criterios de convergencia
uniforme para las series funcionales: Criterios de
Cauchy, Welerstrass, Dirichlet y Abel.

Demostrar que una serie uniformemente convergente de
funciones continuas define una funcidn continua.
Plantear la relacidn entre convergencia wuniforme e
integrabilidad de series de funciones.

Plantear la relacidn entre convergencia wuniforme vy
derivabilidad de series de funciones.

Introducir el concepto de serie de potencias.
Enunciar y demostrar el teorema de Abel para series
de potencias.

Definir el concepto de radio de convergencia. Hallar
el campo de convergencia uniforme y absoluta.
Establecer la igualdad de los radios de convergencia
de una serie dada y su derivada o integral.

Utilizar los criterios de convergencia mds usuales
para el cdlculo de radios de convergencia.

Estudiar el desarrollo en serie de potencias de

diferentes funciones.
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TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

Estudiar el cardcter y suma en caso de convergencia
de algunas series numéricas aplicando los criterios
de convergencia estudiados.

Estudiar el error cometido en la suma aproximada de
una serie alternada.

Resolver algin ejemplo de serie de nidmeros complejos.
Analizar la convergencia puntual y 1la convergencia
uniforme de diferentes sucesiones y series de
funciones.

Calcular el radio de convergencia de varias series de
potencias.

Desarrollar funciones dadas en series de potencias.

Estudiar su campo de convergencia.

TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

Demostrar que el conjunto de las series de nulmeros
reales convergentes constituyen un espacio vectorial
sobre R.

Estudiar las series hipergeométricas.

Demostrar el teorema de Dini.

Introducirse en el estudio de series de Fourier.
Realizar ejercicios de las materias propuestas en los
temas indicados para clases practicas, referenciados
en la bibliografia adjunta. |

Realizar programas de ordenador para el cédlculo de

funciones utilizando desarrollos en series.
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* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 7

sera aproximadamente de dos semanas.

* BIBLIOGRAFIA.
Relacion detallada.

- T.M. APOSTOL
Andlisis Matemdtico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1981.
Capitulos 8 y 9 para un estudio general y ampliacidn de

esta parte.

- J. DE BURGOS
Cédlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.
Madrid 1984.

Capitulos 8 y 9 para un estudio general de esta parte.
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B.P. DEMIDOVICH

5.000 Problemas de Andlisis Matemdtico.

Tercera edicidn.

Editorial Paraninfo.

Madrid 1985.

Capitulo 5; gran numero de problemas propuestos con
solucidén para el estudio de series numéricas vy

funcionales.

B. DE DIEGO

Ejercicios de Andlisis (Cdlculo Diferencial e Integral)
Tercera Ediciodn.

Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.

Capitulo 8 para resolucion de problemas de series
numéricas y funcionales.

Paginas 321-322 un resumen de desarrollos en serie de

potencias.

J.W. KITCHEN, Jr.

Cdlculo.

Libros McGraw-Hill. Ediciones La Colina, S.A.

Madrid 1986.

Capitulo 13 para un desarrollo general del estudio de

series.
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J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES

Curso de Matemdticas. Tomo 2: Andlisis.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

Capitulos 7, 8 y 9 para desarrollo total y ampliacidn

de esta parte.

N. PISKUNOV

Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.
Barcelona 1978.

Capitulo 16 para el estudioc de esta parte.

J. PUIG

Andlisis Matematico-1.
Editorial Toray-Masson, S.A.
Barcelona 1981.

Capitulo 5 para un estudio completo de esta parte.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matematicas.

Novena edicidn, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

Capitulo 12 para el estudio del apartado 7.1.
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W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemdtico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.
México 1981.

Capitulos 7 y 8 para el desarrollo del apartado 7.2.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA

Célculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

Pdginas 290-342 para el estudio de series numéricas y

funcionales.

Relacidn complementaria.

M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ, CANALES
Problemas de andlisis (2 tomos).
Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

F. AYRES, Jr.
Cdlculo Diferencial e Integral.

Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1971.
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R. BRONTE ABAURREA

Célculo Infinitesimal e Integral (Topologia).

Editado por el autor.

Madrid 1977.

B. CALVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET
Cours d'analyse (6 tomos)

Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

Tomo V.

J.M. ESTEFANIA, F. MICHAVILA
Elementos de Analisis Matemdtico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

R. LOSADA RODRIGUEZ
Andlisis Matemdtico.
Editorial Piramide,S.A.

Madrid 1978.
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J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matematica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

MURRAY R. SPIEGEL
Cdlculo Superior.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1969.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Sexta edicidén (Recopilacidén Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

A. SARABIA, C. GUTIERREZ CANAS

Cdlculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.

Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.
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- M. SPIVAK
Calculus. Célculo Infinitesimal (2 tomos).
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

- E. TEBAR FLORES
Problemas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Quinta edicion.
Editorial Tebar Flores.

Madrid.

- L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Cdlculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.

* COMENTARIOS.

La aproximacidn de funciones mediante las series
funcionales supone una herramienta matematica fundamental

para el tratamiento numérico de problemas de ingenieria.

En ciertas ocasiones es necesario la obtencidén del
valor de determinadas funciones trascendentes con una
exactitud superior a la que el ordenador disponible en

ese momento nos puede ofrecer. Esto puede superarse en la
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mayoria de los casos por medio de desarrollos en serie de
potencias de dichas funciones. De esta forma, podemos
controlar el error cometido en el calculo del valor que
toma la funcidén en un punto, obteniendo la precisidn

deseada para el problema en estudio.

Otra de las aplicaciones del desarrollo en serie de
potencias es el cdlculo aproximado de integrales, que
serd introducido en la parte siguiente del presente

Programa.

Por dltimo, cabe recordar que en el estudio de
series realizado en esta parte se ha pretendido hacer una
introduccidén de esta materia, dejando para la asignatura
de "Ampliacidn de Matematicas y Programacidn" el
tratamiento de otros tipos de series, tales como las de
Fourier, si bien éstas se han propuesto como tema de

ampliacidn.
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PARTE 8

INTEGRACTION
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PARTE 8.~ INTEGRACION.

8.1.~ INTEGRAL SIMPLE.

8.1.1.- Integral en el sentido de Riemann.
8.1.1.1.- Concepto de integral definida.
8.1.1.2.- Condicidén de integrabilidad. Consecuencias.
8.1.1.3.- Propledades de la integral definida.
8.1.1.4.~ Interpretacidén geométrica de la integral
definida.
8.1.1.5.- Teorema del valor medio. Generalizacidn.
8.1.1.6.- La integral indefinida. Funcidn primitiva.
8.1.1.7.~ Integral funcidén de su 1limite superior.
Interpretacion geométrica de la funcidn
primitiva. Continuidad y derivacidn.
Teorema fundamental del cdlculo.
8.1.1.8.~- Regla de Barrow. Cambio de variable.
8.1.1.9.- Integral en el sentido de Riemann-Stielt jes

y propiedades.

8.1.2.~ Céalculo de primitivas.

8.1.2.1.
8.1.2.
8.1.2.
8.1.2.
8.1.2.
8.1.2.6.

Integrales inmediatas.

Integracion por cambio de variable.
Integracidn por partes.

Integracidon de funciones racionales.
Integracidn de funciones irracionales.

Integracidon de funciones trascendentes.

8.1.3.- Integracidén mediante desarrollo en series de

potencias. Convergencia.
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8.1.4.- Integrales impropias y paramétricas.

8.1.4.1.- Integrales impropias.

8.1.4.1.1.

- Integrales extendidas a wun intervalo

infinito. Convergencia.

8§.1.4.1.2.- Integrales de funciones no acotadas.

8.1.4.2.- Integrales paramétricas.

8.1.4.2.1.- Continuidad. Derivacidn bajo el signo

integral.

8.1.4.2.2.- Caso en gue los limites de la ‘integral

dependan del parametro.

8.1.4.3.- Integrales eulerianas.

8.1.4.3.1.- Integral euleriana de primera especie.

Funcidn Beta.

8.1.4.3.2.- Integral euleriana de segunda especie.

Funcidn Gamma.

8.1.4.3.3.- Relaciones entre las funciones Beta vy

Gamma.

8.1.5.- Aplicaciones de la integral definida.

8

8.

1

1

.5.

.5.

1.

2.

Cdlculo de dreas de superficies planas.
Cdlculo de longitudes de arcos de curvas
planas y alabeadas.

Cédlculo de volumenes por secciones.

Cdlculo de voldmenes de Cuerpos de
revolucidn.

Cédlculo de areas de superficies de
revolucian.

Aplicaciones fisicas.
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8.2.- INTEGRALES MULTIPLES Y DE CAMPO.

8.2.1.- Introduccidn a la teoria de campos.
8.2.1.1.- Concepto de campo escalar.
8.2.1.2.- Concepto de campo vectorial.
8.2.1.3.- Gradiente de un campo escalar. Propiedades.
8.2.1.4.- Divergencia de un campo vectorial.
Propiedades.
8.2.1.5.~ Rotacional de un campo vectorial.
Propiedades.
8.2.1.6.- Laplaciana de un campo escalar y vectorial.

Propiedades.

8.2.2.- Integrales dobles.

8.2.2.1.

8.2.2.2.

8.2.2.3.

8.2.2.4.

8.2.2.5.

Concepto de integral doble. Interpretaciodn
geométrica.

Cdlculo de wuna integral doble mediante
integracidn reiterada.

Teorema del valor medio. Interpretacion
geométrica.

Cambio de variables en integrales dobles.
Elemento de 4rea en coordenadas polares.

Cdlculo analitico y geométrico.

8.2.3.- Integrales triples o de volumen.

8.2.3.1.- Concepto de integral triple o de volumen.

Interpretaciones fisicas y geométricas.

8.2.3.2.- Célculo de wuna integral triple mediante

integracidén reiterada.

8.2.3.3.- Cambio de variables en integrales triples.
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8.2.3.4.- Elemento de volumen en cilindricas y

esféricas. Cdlculo analitico y geométrico.

8.2.4.- Integrales curvilineas.

8.2.4.1.

8.2.4.2.

8.2.4.3.

8.2.4.4.

Concepto de integral curvilinea 0
circulacidn de un campo vectorial.
Interpretaciones fisicas.

Cdlculo de la integral curvilinea.

Fdrmula de Riemann o de Green en el plano.
Consecuencias. Aplicacidén en transformacidn
de variables en integrales dobles.
Integracion de diferenciales totales

exactas. Campo conservativo. Potencial.

8.2.5.- Integrales de superficie.

8.2.5.1.- Concepto de integral de superficie.

Interpretaciones fisicas y geométricas.

8.2.5.2.- Cédlculo de la integral de superficie.

Elemento de drea. Diferentes casos.

8.2.6.- Flujos de campos vectoriales.

8.2.6.1.- Concepto de flujo de un campo vectorial a

través de una superficie. Interpretaciones

fisicas.

8.2.6.2.- Cdlculo del flujo de un campo vectorial a

través de una superficie. Elemento de

flujo. Diferentes casos.

8.2.7.- Teorema de Stokes. Consecuencias.

8.2.8.- Teorema de 1la divergencia 0 de Gauss-

Ostrogradski. Consecuencias.
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8.2.9.- Aplicaciones de las integrales miltiples y de

campo.

8.2.9.1.-

Cdlculo de volumenes.

Cédlculo de areas de superficies.

Cédlculo de centros de gravedad. Teoremas de
Guldin.

Cdlculo de momentos de inercia.

Otras aplicaciones fisicas.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Entender el concepto de integral simple, mlltiple vy

de campo.

- Que el alumno sepa aplicar el estudio de cédlculo de

integrales.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

8.

1.- INTEGRAL SIMPLE.

Introducir el concepto de integral en el sentido de
Riemann. Definir el concepto de integral definida.
Enunciar y demostrar la condicidn necesaria vy
suficiente de integrabilidad.

Demostrar que toda funcidén mondtona en un intervalo
cerrado es integrable.

Demostrar que toda funcidén continua en un intervalo
cerrado es integrable.

Demostrar que toda funcidén acotada y con un nudmero
finito de puntos de discontinuidad es integrable.
Demostrar que si una funcidén es integrable, su valor
absoluto es también integrable.

Plantear las principales propiedades de la integral
definida: relativas al intervalo de integracién,
linealidad y acotacidn.

Interpretar geométricamente el concepto de integral
definida.

Enunciar y demostrar el teorema del valor medio y su

generalizacidn.
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Interpretar el concepto de valor medio de una
funcidn en un intervalo.

Definir 1los <conceptos de integral indefinida vy
funcidén primitiva.

Interpretar geométricamente la funcidén primitiva
introduciendo la integral funcidn de su limite
superior.

Estudiar el teorema fundamental del cdlculo:
continuidad y derivacién de la funcidn primitiva, vy
Regla de Barrow.

Analizar los cambios de variable en 1la integral
definida.

Introducir el concepto de integral en el sentido de
Riemann-Stielt jes y enunciar sus principales
propiedades.

Introducir el cédlculo de primitivas.

Recordar las principales integrales inmediatas.
Recordar diferentes casos de integracidn por cambios
de variable.

Recordar el método de integracidn por partes.
Analizar los diferentes casos cldsicos de aplicacidn
del método de integracidn por partes. Establecer las
férmulas de recurrencia.

Analizar los diferentes casos de integracién de
funciones racionales segin la naturaleza de las
raices del denominador. Presentar el método de

Hermite.
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Analizar los diferentes casos de integracidn de
funciones irracionales.

Analizar los diferentes casos de integracidn de
funciones trigonométricas, hiperbdlicas y otras
funciones trascendentes.

Aplicar los desarrollos en series de potencias para
la resolucidn de integrales de forma aproximada;
casos tipicos de funciones que no poseen primitivas.
Estudiar la convergencia.

Introducir el concepto de integral impropia.
Conocer su clasificacidn.

Analizar las integrales extendidas a un intervalo de
amplitud infinita, estudiando su convergencia.
Analizar las integrales de funciones no acotadas en
el intervalo de integracidn, estudiando su
convergencia.

Introducir el concepto de integral dependiente de
un parametro.

Estudiar la continuidad de 1la integral dependiente
de un parametro.

Calcular 1la derivada de wuna integral definida
dependiente de wun parametro, respecto de dicho
parametro. Generalizar al caso en gque los limites de
la integral dependan del parametro.

Introducir las integrales eulerianas.

Definir las funciones Beta y Gamma, y determinar sus

principales propiedades.
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Aplicar la integral definida al cdlculo de dreas de
superficies planas limitadas por curvas dadas en
forma explicita, paramétrica y polar.

Aplicar la integral definida al céalculo de longitud
de curvas planas (explicita, paramétrica y polar) vy
alabeadas.

Aplicar la integral definida al cdlculo de voldmenes
por secciones.

Aplicar la integral definida al cdlculo de voldmenes
de cuerpos de revolucidén (por discos y por tubos).
Aplicar la integral definida al cdlculo de areas de
superficies de revolucidn.

Extender la integral definida para abordar problemas
fisicos.

.- INTEGRALES MULTIPLES Y DE CAMPO.

Definir el concepto de campo escalar. Indicar algdn
ejemplo fisico.

Definir el concepto de superficie de nivel.

Definir el —concepto de campo vectorial. Indicar
algunos ejemplos fisicos.

Introducir el concepto de lineas de campo.

Definir los conceptos de campo estacionario vy
variable.

Introducir el concepto de gradiente de un campo
escalar. Definir el operador nabla.‘

Deducir que el gradiente de wun campo escalar es

perpendicular a las superficies de nivel.
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v/

e

2

Demostrar las principales propiedades del operador
gradiente.

Introducir el concepto de divergencia de wun campo
vectorial. Demostrar sus principales propiedades.
Introducir el concepto de rotacional de wun campo
vectorial. Demostrar sus principales propiedades.
Introducir el concepto de laplaciana de un campo
escalar y vectorial. Demostrar sus principales

propiedades.

‘,‘_“.‘ .
Introducir el concepto de integral doble.

Interpretarla geométricamente.

Analizar el cédlculo de una integral doble mediante
integraciodon reiterada.

Enunciar y demostrar el teorema del valor medio para
integrales dobles. Interpretarlo geométricamente.
Analizar el cambio de variables en integrales dobles
y estudiar la transformacidn del elemento de drea
del recinto de integracidn.

Analizar el caso particular de la transformacidn del
elemento de 4drea tras un cambio de coordenadas
cartesianas a polares. Calcularlo analitica vy

geométricamente.

Introducir el concepto de integral triple o de
volumen. Dar diferentes interpretaciones fisicas vy

geométricas.

- Analizar el cdlculo de wuna integral triple o de

volumen mediante integracidén reiterada.

- 185 -

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

, los autores. Digitali

©Del



Analizar el cambio de variables en integrales
triples o de volumen. Deducir la transformacidn del
elemento de volumen del recinto de integracidn.
Analizar los casos particulares de la transformacidn
del elemento de volumen con un cambio de coordenadas
cartesianas a cilindricas y esféricas. Calcularlos
analitica y geométricamente.

Introducir el concepto de integral curvilinea o
circulacidn de un campo vectorial. Dar diferentes
interpretaciones fisicas. Analizar su calculo.
Demostrar la fdérmula de Riemann o de Green en el
plang. Deducir Sus principales consecuencias.
Aplicar al cambio de variables en integrales dobles.
Definir el concepto de diferencial total exacta vy
funcidn potencial de wun campo conservativo o]
irrotacional. Deducir la condicidén de existencia de
funcidn potencial.

Particularizar el calculo de integrales curvilineas
a diferenciales totales exactas; propiedades.
Introducir el concepto de integral de superficie.
Darle interpretaciones fisicas y geométricas.
Analizar el cdlculo de la intégral de superficie.
Estudiar el elemento de area cuando la superficie
viene dada en forma explicita y paramétrica.
Introducir el concepto de elemento de flujo, y flujo
de un campo vectorial a través de una superficie.

Darle interpretaciones fisicas.
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- Analizar el cdlculo del flujo de un campo vectorial
a través de una superficie. Estudiar el elemento de
drea en forma vectorial cuando la superficie viene
dada en forma explicita y paramétrica.

- Enunciar y demostrar el teorema de Stokes. Analizar
sus consecuencias.

- Enunciar y Demostrar el teorema de la divergencia o
de Gauss-Ostrogradski. Analizar sus consecuencilas.

- Analizar las principales aplicaciones de las
integrales mdltiples y de campo al céalculo de
volumenes, dreas de superficies, centros de gravedad
( demostrando los teoremas de Guldin ), momentos de

inercia y otras aplicaciones fisicas.

TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Calcular las primitivas de diferentes tipos de
funciones utilizando los métodos de integracidn que
se estudian en esta parte.

- Hacer diferentes problemas de integrales impropias,
paramétricas y eulerianas.

- Resolver diversos ejercicios de aplicaciones fisicas
y geométricas de la integral definida.

- Resolver diversos ejercicios de aplicaciones fisicas
y geométricas de las integrales mdltiples y de campo.

- Plantear diferentes problemas de la teoria de campos.

- Comprooar la verificacidn de los teoremas de Riemann

o de Green, de Stokes y de Gauss-Ostrogradski.
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* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Realizar diferentes ejercicios de los temas indicados
para clases préacticas referenciados en la relacidn
bibliografica adjunta.

- Introducirse en el estudio de las integrales simples
y mdltiples en el sentido de Lebesgue.

- Introducirse en los métodos de integracidn numérica.

- Ampliar el estudio de la teoria de campos.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 8

serda aproximadamente de ocho semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidn detallada.

- T.M. APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1980.
Capitulos 10, 11 y 12 para un estudio general del

apartado 8.2.
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T.M. APOSTOL

Andlisis Matemdtico.

Segunda ediciodn.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1981.

Capitulos 7 y 14 para el estudioc y ampliacidén de

integral simple y méltiple.

J. DE BURGOS

Cédlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas)
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

Capitulo 7 para el estudioc del apartado 8.1.4.

F. COQUILLAT
Cdlculo Integral. Metodologia y Problemas.
Editorial Tebar Flores.

Madrid 1980.

la

Es Util para que el alumno se ejercite en la resolucidn

de problemas de integrales simples y sus aplicaciones,

asi como para una introduccidn a integrales mdltiples.

B.P. DEMIDOVICH

5.000 Problemas de Andlisis Matemdtico.
Tercera edicidn.

Editorial Paraninfo.

Madrid 1985.
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Capitulos 3 y 4 para problemas propuestos de integrales

indefinidas y definidas.

Capitulo 7 para problemas del apartado 8.1.4.

Capitulo 8 para problemas de integrales

campo.

B. DE DIEGO

miltiples y de

Ejercicios de Andlisis (Cdlculo Diferencial e Integral)

Tercera Edicidn.
Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983.

Capitulo 7 para problemas de integrales simples.

J.M, ESTEFANIA, F., MICHAVILA
Elementos de Andlisis Matemédtico.
Editado por los autores.

Madrid 1974.

Capitulo 17 para el estudio del apartado 8.1.4.

- F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

Capitulos 1 y 2 del Tomo II para

apartado 8.2.

- 190 -

el estudio

del

itin realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2008

0, los autores. Digitali

©Del



J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES
Curso de Matemdticas. Tomo 2: Andlisis.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

Capitulos 10 y 11 para estudio ampliado de esta parte.

J.E. MARSDEN, A.J. TROMBA

Célculo Vectorial.

Fondo Educativo Iberoaméricano.

E.U.A. 1981.

Es Util para un desarrollo y ampliacidn del estudio de

integrales midltiples y de campos. Teoria de campos.

J.L. MATAIX PLANA

Mil Problemas de Célculo Integral (4 tomos).

Décima edicidn.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1981.

Los tomos 1 y 2 se recomiendan para practicar en la
resolucion de integrales simples (Tomo I), mdltiples vy

de campos (Tomo II).

N. PISKUNOV

Célculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdén, S.A.
Barcelona 1978.

Capitulos 10, 11, 12, 14 y 15 para estudiar esta parte.
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P. PUIG ADAM

Cdlculo Integral.
Decimo séptima edicidn.
Editado por Gdémez Puig.
Madrid 1979.

Libro clédsico en el estudio de los métodos de

integracidén y aplicaciones de las integrales simples.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Integral.

Ediciones Universidad y Cultura.

Madrid 1986.

Para practicar en problemas de integrales estudiadas en

esta parte.

M. SPIVAK

Calculus. Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

Pdginas 317-381 del Tomo I para el apartado 8.1.1.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA
Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1975.

W
I}

Parte para integrales indefinidas y definidas.

~
1)

Parte para las integrales mdltiples y de campos.
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Relacidn complementaria.

F. AYRES, Jr.
Calculo Diferencial e Integral.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1971.

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO
Andlisis Matemdtico. Cédlculo Integral en
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1982.

R. BRONTE ABAURREA

Cédlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).

Editado por el autor.

Madrid 1977.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.
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- R. LOSADA RODRIGUEZ
Andlisis Matematico.
Editorial Pirémide,S.A.

Madrid 1978.

- J.A. MARIN TEJERIZO
Problemas de Calculo Integral.
Segunda edicién ampliada.
Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1968.

- J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matemdtica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

- MURRAY R. SPIEGEL
Cdlculo Superior.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1969.

- M,H. PROTTER, C.B. MORREY
Andlisis Real.
Editorial AC.

Madrid 1986.
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J. PUIG
Andlisis Matemdtico-1.
Editorial Toray-Masson, S.A.

Barcelona 1981.

R.A.E.C.

Problehas de Cédlculo Infinitesimal.

Sexta edicidén (Recopilacién Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemdticas.

Novena edicidén, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matematico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.
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J.J. SCALA, R. RIAZA, L. ORTIZ
Cdlculo Vectorial Aplicado.
Editado por la E.T.S.I.I. de Madrid.

Madrid 1967.

S.K. STEIN

Cdlculo y Geometria Analitica.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1984.

G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

L. THOMAS ARA, J.L. REMBADO, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.

A.J. WASHINGTON

Fundamentos de Matemdtica con Cédlculo.
Tercera edicidn.

Fondo Educativo Iberoamericano.

E.U.A. 1983.
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- T. WONNACOTT
Aplicaciones del Cdlculo Diferencial e Integral.
Primera edicidn.
Editorial Limusa, S.A.

México 1983.

* COMENTARIOS.

En esta parte se ha concentrado todo el estudio de
integracién simple, mdltiple y de campo con el fin de que
el alumno adquiera una visidén global sobre esta materia,
a la que se dedica por su importancia y amplitud algo

menos de la tercera parte del curso.

La aplicacidén del Céalculo Integral aparece en la
mayoria de las asignaturas que el alumno cursa a lo largo
de su carrera, por lo que es imprescindible que domine la
materia tanto a nivel tedrico como préactico. Entre 1las
aplicaciones fisicas de todo el estudio de campos
escalares y vectoriales, podemos destacar los problemas
de campos electromagnéticos, campos de fuerzas mecédnicas,
campos de velocidades de fluidos, campos de temperaturas,
campos de densidades, etc., donde aparecen conceptos
estudiados en diferenciacidn e integracidn gue se centran
normalmente en las ecuaciones diferenciales, que son

introducidas en la parte que sigue en este Programa.
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PARTE 9

INTRODUCTCTION
A
ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARTIAS

- 198 -

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

, los autores. Digitali

©Del



PARTE 9.- INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS.

9.1.- CONCEPTOS GENERALES. CLASIFICACION.

9.1.1.

9.1.2.

Ecuaciones diferenciales ordinarias y en
derivadas parciales.

Conceptos de orden y grado.

Soluciones generales y particulares. Ecuacidn
diferencial correspondiente a una familia de
curvas.

Planteamiento diferencial de algunos problemas

fisicos. Condiciones iniciales y de contorno.

9.2.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.

9.2.1.

9.2.2.

Ecuaciones de variables separadas.

Ecuaciones homogéneas y reducibles a
homogéneas.

Ecuaciones lineales. Método de Lagrange o de
variacidn de constantes.

Ecuaciones de Bernouilli.

Introduccidén a las ecuaciones de primer orden

y grado n.

9.3.~ ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR.

9.3.1.- Ecuaciones incompletas.

9.3.2.- Ecuaciones 1lineales de segundo orden con

coeficientes constantes.
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9.

9.3.2.1.- Solucidn general de la ecuacidn homogénea.
9.3.2.2.- Solucidn particular de la ecuacidn
completa. Método de los coeficientes
indeterminados. Diferentes casos.
9.3.3.- Generalizacidn a las ecuaciones diferenciales
lineales de orden n con coeficientes

constantes.

4.- INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

9.4.1.- Conceptos.

9.4.2.- Resolucidn mediante el operador D.

9.5.- TRAYECTORIAS ORTOGONALES.

9.5.1.- Trayectorias ortogonales a wuna familia de
curvas dada en coordenadas cartesianas.
9.5.2.- Trayectorias ortogonales a wuna familia de

curvas dada en coordenadas polares.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Motivar e introducir el estudio de ecuaciones

diferenciales.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

9.

1

.- CONCEPTOS GENERALES. CLASIFICACION,

Definir la ecuacidén diferencial ordinaria.

Definir 1la ecuacién diferencial en derivadas
parciales.

Conocer los conceptos de orden y gradoc de una
ecuacidon diferencial.

Conocer las nociones de solucidn general y solucidn
particular de una ecuacidén diferencial. Interpretar
geométricamente como una familia de curvas
dependiente de n parametros, en el caso de una
ecuacidn diferencial ordinaria de orden n.

Conocer la forma de obtener la ecuacidén diferencial
correspondiente a una familia de curvas dada.
Describir algunos problemas fisicos que se modelizan
mediante ecuaciones diferenciales y plantear sus
correspondientes formulaciones.

Analizar la necesidad de introducir condiciones
iniciales y/o de —contorno para determinar la

solucidn particular de un problema fisico concreto.

9.2.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.

- Conocer vy aplicar 1la resolucidon de ecuaciones

diferenciales de variabes separadas.
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Definir la ecuacidn diferencial homogénea y deducir
su reduccidn a una ecuacién de variables separadas.
Conocer los distintos casos de las ecuaciones
diferenciales reducibles a homogéneas, vy su
correspondiente tratamiento.

Introducir la ecuacidn diferencial 1lineal de primer
orden, y deducir su solucién general mediante el
método de variacidén de constantes o de Lagrange.
Conocer la ecuacidn de Bernouilli, y describir su
reduccidn a una ecuacidén diferencial lineal.
Introducir el tratamiento de las ecuaciones

diferenciales de primer orden y grado n.

9.3.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR.

Conocer diversos casos de ecuaciones diferenciales
incompletas y su resolucion mediante reduccidn del
orden.

Definir las ecuaciones diferenciales 1lineales de
segundo orden con coeficientes constantes. Conocer
los conceptos de ecuacidn homogénea y completa.
Deducir la solucidén general de la ecuacidn homogénea
atendiendo a la naturaleza de las raices del
polinomio caracteristico.

Exponer el método de los coeficientes indeterminados
para la obtencidn de la solucidn particular de 1la
ecuacidn completa.

Demostrar que la solucién general de 1la ecuaciédn

diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
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constantes es la suma de la solucidn general de la
ecuacidn homogénea y la particular de la completa.

- Generalizar los cuatro objetivos anteriores a las
ecuaciones diferenciales lineales de orden n con

coeficientes constantes.

9.4.- INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

- Introducir y clasificar los sistemas de ecuaciones
diferenciales.

- Conocer el procedimiento de reduccidn de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes a una ecuacidn diferencial, utilizando el

operador D,
Destacar la importancia de la relacidn entre las

constantes arbitrarias de las distintas soluciones.

9.5.~- TRAYECTORIAS ORTOGONALES.
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- Conocer el concepto de trayectoria ortogonal a una
familia de curvas.

- Describir 1la determinacién de las trayectorias
ortogonales a wuna familia de curvas dada en

coordenadas cartesianas o polares.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.
- Realizacidén de varios ejercicios de verificacidn de
soluciones generales y particulares de distintas

ecuaciones diferenciales.
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- Determinar la solucidn particular de varios problemas
de valor inicial y de contorno, dada la solucidn
general.

- Obtener la ecuacidn diferencial correspondiente a una
familia de curvas dada: circunferencias, paréabolas,..

- Resolucidén de diversos ejercicios de las -ecuaciones
diferenciales y sistemas estudiados. Aplicar ciertas
condiciones iniciales o de contorno.

- En especial se plantearan ejercicios de tipo
geométrico y fisico: obtener las familias de curvas
con subtangente 0 normal constante, obtener la
trayectoria de un mévil puntual de masa m sometido a
una determinada fuerza resultante y conocidas las
condiciones iniciales sobre la posicidén y velocidad,
resolucidn de problemas de circuitos eléctricos de
corriente alterna,...

- Resolucidén de algunos problemas de trayectorias

ortogonales.

TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Proponer la resolucidn de ecuaciones diferenciales vy
sistemas estudiados. Remitir a bibliografia.

- Introducirse en el problema de existencia y unicidad.

- Analizar y determinar la solucidén general del
problema de vibraciones mecédnicas. Vibraciones libres
o forzadas, amortiguadas o no amortiguadas. Estudiar

el régimen transitorio y estacionario.
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- Analizar la aplicacidén del «circuito eléctrico RLC.

Correspondencia entre sistemas mecanicos y elétricos.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 9

sera aproximadamente de dos semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidon detallada.

- T.M. APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1980.

Capitulos 6 y 7 para un desarrollo general y ampliacidn

de esta parte.

- R. BRONSON
Ecuaciones Diferenciales Modernas.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).
México 1976.
Libro para ejercitarse en la resolucidn de problemas de

esta parte,
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F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cdlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

Capitulos 3 y 4 para un desarrollo y ampliacidn de esta

parte.

J.L. MATAIX PLANA

Mil Problemas de Calculo Integral (4 tomos).

Décima edicidn.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1981.

El Tomo III puede wutilizarse para practicar en la

resolucion de problemas de esta parte.

N. PISKUNOV

Cdlculo Diferencial e Integral.

Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1978.

Capitulo 13 para un desarrolloc y ampliacidén de esta

parte.

J. QUINET

Curso de Matemdticas Superiores (6 tomos).
Ecuaciones Diferenciales (tomo 4).
Editorial Paraninfo, S.A.

Madrid 1983.
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Interesante para el estudio de esta parte y en especial
para aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de

primer y segundo orden.

G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.
Sexta edicidn.

Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

Capitulo 20 para un desarrollo de esta parte.

L. THOMAS ARA, M2 E, RIOS GARCIA

Célculo.

Editado por el autor.

Santander 1975.

528 Parte para un desarrollo general de lo que se
pretende conseguir en esta introduccidén a ecuaciones

diferenciales.

Relacidon complementaria.

M. DE GUZMAN, I. PERAL, M. WALIAS

Problemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
Primera edicidn.

Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1978.
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P. PUIG ADAM

Curso Tedrico-Prdactico de Ecuaciones
aplicado a la Fisica y Técnica.

Décimo sexta ediciodn.

Editado por Roberto Puig Alvarez.

Madrid 1980.

R.A.E.C.

Problemas de Ecuaciones Diferenciales.
Quinta edicidn.

Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1968.

C. RAY WYLIE

Matemdticas Superiores para la Ingenieria.

Libros McGraw-Hill.

México 1982.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

Diferenciales

L. THOMAS ARA, J.L. REMBADGC, M2 E. RIOS GARCIA

Problemas de Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1984.
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- A.J. WASHINGTON
Fundamentos de Matemdtica con Cédlculo.
Tercera edicién.
Fondo Educativo Iberoamericano.

E.U.A. 1983.

- T. WONNACOTT
Aplicaciones del Célculo Diferencial e Integral.
Primera edicidn.
Editorial Limusa, S.A.

México 1983.

* COMENTARIOS.

La importancia del estudio de las -ecuaciones
diferenciales es obvia. La gran mayoria de los problemas
fisicos y técnicos, pasado wun cierto nivel, admiten
exclusivamente wun planteamiento diferencial que queda
plasmado en una ecuacidén diferencial o sistema, sometido
a las condiciones de contorno y/0 iniciales necesarias

para su determinacidn.

En la mayoria de las materias que el alumno estudia
relacionadas con la Ingenieria Industrial ( Electricidad,
Mecanica, Fluidos, Regulacién Automdtica, Transmisidn de

Calor, Resistencia de Materiales,... ) se encontrarid con
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planteamientos diferenciales que no s6lo deberd saber
interpretar y plantear, sino llegar a la solucidén de los
mismos. De ahi la importancia que tiene gue el alumno
asimile bien el concepto de ecuacidén diferencial y sus

condiciones de contorno y/o iniciales.

En esta parte simplemente se intenta realizar una
breve introduccidén al amplio estudio de las ecuaciones
diferenciales, con el fin de que el alumno se familiarice
con éstas y aprenda los métodos mds elementales para
resolverlas. En la asignatura de Ampliacidn de Matemdtica
y Programacién (29 Curso) se le dedicard un estudio més

amplio a esta materia.
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CAPITULO 5.- PROGRAMA DE METODOS NUMERICOS.

5.1.- INTRODUCCION.

A continuacidn se expone el desarrollo detallado
del Programa de "Métodos Numéricos", que forma parte del
perfil docente referenciado en el apartado 1.1 de la

presente Memoria.

Como se indicd en el apartadoc 2.2.1 de la presente
Memoria, el plan de estudios actual de la carrera de
Ingenieria Técnica Industrial de la E.U.P. en la U.P.C.
adolece de wuna asignatura propia de Métodos Numéricos,
que bien podria impartirse en el tercer curso de la
carrera. E1 Departamento de Matemdtica Aplicada, siendo
consciente de westa anomalia, vy dada la importancia de
esta materia, revisard en un futuro préximo esta
situacidén cuando se plantee la Reforma de las Ensefianzas
en las Escuelas Técnicas; proponiendo introducir en el
plan de estudios una asignatura cuatrimestral de Métodos
Numéricos con wun minimo de 4 horas/semana en el tercer
curso por considerar imprescindible esta materia para la
formacién del ingeniero técnico, en concordancia con la
demanda social y los avances tecnoldgicos. En base a esta
idea, se ha elaborado un Programa de "Métodos Numéricos"
capaz de cubrir las necesidades bdsicas de un ingeniero

técnico industrial, a impartir en medio curso académico

- 212 -

ion realizada por ULPEC. Biblioteca Universitatia, 2008

las autores. Digitali

©Del



(14 semanas, a razdén de 4 horas/semana). Por el momento,
este programa puede ser desarrollado en las distintas
asignaturas de Matemdtica del plan de estudios, o incluso
en seminarios organizados por el Departamento para
aquellos alumnos gque muestren un determinado interés

por esta Util materia.

En el desarrollo detallado, que a continuacidn se
expone, del Programa de "Métodos Numéricos" y sus
aplicaciones a la ingenieria industrial se ha seguido la
misma estructura que en el de "Cdlculo Diferencial e
Integral", desglosando la materia en este caso en un

total de siete Partes.
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5.2.- DESARROLLO DETALLADO DEL PROGRAMA.

El Programa de "Métodos Numéricos" se ha dividido

en siete

Partes fundamentales que se desarrollan

continuacién, como se ha indicado anteriormente:

Parte 1.

Parte 2.

Parte 3.

Parte 4.

Parte 5.

Parte 6.

Parte 7.

RESOLUCION DE ECUACIONES.

SISTEMAS DE ECUACIONES.

VALORES Y VECTORES PROPIOS.

INTERPOLACION.,

DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA.

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.
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PROGRAMA

METODOS

NUMERTICOS
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PARTE

RESOLUCTION DE
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PARTE 1.- RESOLUCION DE ECUACIONES.

1.

.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Introduccidn.
Separacidn de raices.
Existencia y unicidad de raices en un

intervalo.

1.2.- METODO DE BIPARTICION.

1.2.1.- Algoritmo.

1.2.2.- Interpretacidn gréfica.

1.2.3.- Iteraciones y aproximacion.

1.3.- METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS.

1

1

.3.

.3,

1.

2.

Algoritmo.

Teorema del punto fijo.

Condicidn suficiente de existencia y unicidad
de un punto fijo.

Interpretacidén gréafica.

Iteraciones y aproximacidn.

Técnica de sobreiteracidn.

1.4.- METODO DE NEWTON-RAPHSON.

1.4.1.- Algoritmo.

1.4.2.- Interpretacidén gréfica.

1.4.3.- Condicidén suficiente de existencia y unicidad

de un punto fijo.
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1.5.- METODO DE LA SECANTE.
1.5.1.- Algoritmo.

1.5.2.- Interpretacidn grafica.

1.6.- METODO DE LA REGULA-FALSI.
1.6.1.~- Algoritmo.

1.6.2.- Interpretacidn grafica.

1.7.- ANALISIS DEL ERROR EN METODOS

TECNICAS DE ACELERACION,

ITERATIVOS Y

1.7.1.- Concepto de orden de convergencia.

1.7.2.- Método de Aitken.

1.7.3.- Método de Steffensen.

1.8.- CASO DE RAICES COMPLEJAS EN

ALGEBRAICAS. METODO DE BAIRSTOW.
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* OBJETIVOS GENERALES.
- Conocer y aplicar 1los principales métodos de
resolucidén de ecuaciones del tipo f(x)=0 , estudiando

la convergencia y el error de los mismos.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

1.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA,

- Introducir y definir el problema de la obtencidn de
raices de la ecuacidn f(x)=0.

- Conocer diferentes métodos de separacidn de raices;
métodos gréaficos.

-~ Razonar las condiciones de existencia y unicidad de
raices en un determinado intervalo.

1.2.- METODO DE BIPARTICION,

- Describir el algoritmo del método.

-~ Interpretar graficamente el método.

- Calcular el ndmero de iteraciones necesarias para
obtener una solucidn con una aproximacidén deseada.

1.3.- METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS.

- Describir el algoritmo del método para x=g(x).

- Recordar el teorema del punto fijo. Aplicarlo al
método de aproximaciones sucesivas.

- Demostrar que es suficiente para 1la existencia vy
unicidad de un punto fijo en un intervalo, que g'(x)
en valor absoluto esté mayorada en dicho intervalo

por un numero real K menor que la unidad.
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- Interpretar gréficamente 1los diferentes casos de

convergencia del método.

- Calcular el numero de iteraciones necesarias para

obtener una solucidn con una aproximacidn deseada.

- Estudiar la técnica de sobreiteracidn
la convergencia del método.

1.4.- METODO DE NEWTON-RAPHSON.

para mejorar

- Describir el algoritmo del método y su relacidén con

la técnica de sobreiteracidn.

- Interpretar gréficamente el método.

- Particularizar la condicidén suficiente de existencia

y unicidad de un punto fijo.
1.5.- METODO DE LA SECANTE.
- Describir el algoritmo del método.
- Interpretar gréficamente el método.
1.6.- METODO DE LA REGULA-FALSI.
- Describir el algoritmo del método.
- Interpretar graficamente el método.
1.7.- ANALISIS DEL ERROR EN METODOS

TECNICAS DE ACELERACION.

ITERATIVOS Y

- Recordar el concepto de orden de convergencia de un

método iterativo.

- Describir el procesc de aceleracidn de Aitken.

- Describir el método de Steffensen.
1.8.- CASO DE RAICES COMPLEJAS
ALGEBRAICAS., METODO DE BAIRSTOW.

- Describir el algoritmo del método.
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* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Elaborar y ejecutar programas en BASIC y FORTRAN 77,
para los diferentes métodos de resolucidn de
ecuaciones.

- Comparar los resultados obtenidos al resolver wuna
ecuacidn dada por los métodos estudiados.

- Plantear algunas ecuaciones que respondan a problemas

de la ingenieria.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Introducirse en el estudio de otros métodos de
resolucidn de ecuaciones tales como: el de Whittaker,
el de Newton modificado, el de Halley,...

- Realizar un algoritmo que represente grdficamente 1la
funcidén implicita definida por la ecuacidén f(x,y)=0
en un intervalo determinado.

- Analizar el orden de convergencia de los diferentes
métodos de resolucidn de ecuaciones.

- Realizar diferentes ejercicios propuestos en la

bibliografia adjunta.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 1

serd aproximadamente de una semana.
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* BIBLIOGRAFIA.

Relacion detallada.

R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD

Numerical Analysis.

Editorial Prindle, Weber & Schmidt.

Boston 1981.

Capitulo 2 para el estudio de los algoritmos de 1los
métodos y el andlisis de su convergencia, asi como las

técnicas de aceleracion.

B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES

Cdlculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.

Editorial Rueda.

Madrid 1979.

Capitulo 3 para el desarrocllo ampliado de algunos
métodos, y sus aplicaciones a problemas de ingenieria

propuestos y resueltos.

R.F. CHURCHHOUSE

Handbook of Applicable Mathematics.
Volume III. Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

Capitulo 5 para un estudio general de esta parte.
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A.M. COHEN

Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1977.

Pdginas 32-35 para el estudio del método de Bairstow.

0. LOPEZ

Métodos Iterativos de resolucidn de ecuaciones.
Editorial Alhambra.

Bilbao 1986.

Todo el texto es (til para desarrollar los diagramas de
flujo y programas en BASIC de algunos métodos.

Paginas 39-57 para el estudio del métodoc de Whittaker y

Newton modificado, propuestos como temas de ampliacidn.

R. LUTHE, A. OLIVERA, F. SCHUTZ

Métodos Numéricos.

Editorial Limusa.

México 1978.

Capitulo 3 para realizar diagramas de flujo y programas

en FORTRAN de algunos métodos estudiados.

M.J. MARON
Numerical Analysis. A Practical Approach.
Editorial Macmillan Publishing Co.

U.S.A. 1982.

Capitulo 2 para un desarrollo amplio de esta parte.
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F. MICHAVILA

Fundamentos del Cdlculo Numérico 1: Topologia Métrica.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

Apartado 4.3 para el estudio general del teorema del

punto fijo.

F. MICHAVILA, L. GAVETE

Programacidén y Cédlculo Numérico.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1985.

Capitulo 5 para un desarrollo completo de esta parte,

junto con programas en BASIC y problemas propuestos.

J.P. NOUGIER

Méthodes de Calcul Numérique.
Editorial Masson.

Paris 1983.

Capitulo 5 para un estudio general de esta parte.

M. SIBONY, J.-Cl. MARDON

Analyse Numérique I . Systémes Linéaires et non
Linéaires.

Editorial Hermann.

Paris 1982.

Paginas II.2 y I1.3 para el estudio de separacidn de

raices, su existencia y unicidad en un intervalo.
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Apartado 1 del Capitulo II para un estudio general de
esta parte, especialmente para un tratamiento correcto

de las interpretaciones grédficas de los métodos.

J. STOER, R. BURLIRSCH.
Introduction to Numerical Analysis.
Editorial Springer-Verlag.

New York 1980.

Capitulo 5 para un desarrollo general de esta parte.

Relacidén complementaria.

C.T.H. BAKER, C. PHILLIPS
The Numerical Solution of Nonlinear Problems.
Editorial Oxford University Press.

New York 1981.

W. CHENEY, D. KINCAID

Numerical Mathematics and Computing.
Editorial Brooks/Cole Publishing Company.
California 1980.

Ph. D. FRANCIS SCHEID
Andlisis Numérico.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1972.
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C.F. GERALD

Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.
U.S.A. 1980.

F.B. HILDEBRAND

Introduction to Numerical Analysis.
Segunda ediciodn.

Libros McGraw-Hill.

U.S.A. 1974.

M, PICHAT, C. DI CRESCENZO, J. WOLF

Mathematiques pour L'Informatique.

3-Algorithmmique Numerigque (2). Exercises et Problemes.
Editorial Armand Colin.

Paris 1971.

A. RALSTON
Introduccidn al Andlisis Numérico.
Editorial Limusa, S.A.

México 1978.

A. RECUERO FORNIES
Métodos Numéricos.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.
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* COMENTARIOS.

Parece razonable comenzar este Programa presentando
uno de los problemas elementales del Cédlculo Numérico: la

resolucidn de ecuaciones de la forma f(x)=0.

En esta parte el alumno se familiariza con el
concepto de método iterativo que posteriormente utilizara
en el desarrolle de métodos numéricos mas complicados
incluidos en este Programa. Asimismo, se introduce el
error de aproximacidn debido al propio método, el error
de redondec debido al ordenador utilizado, el orden de
convergencia, el numero de iteraciones, tiempo de cédlculo
en ordenador, conceptos todos ellos comunes en 1los

métodos iterativos.

Multitud de problemas de la ingenieria en los gue
se utilizan técnicas numéricas pasan en algdn momento por
la necesidad de resolver una ecuacidn del tipo estudiado.
De ahi, la importancia de su estudio y dominio por parte

del alumno.
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SISTEMAS

PARTE 2

D E ECUACIONES
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PARTE 2.- SISTEMAS DE ECUACIONES.

2.1.- PRELIMINARES.

2.

2.

1

1

1.

2.

Norma de un vector. Propiedades.

Norma de una matriz. Propiedades.

Construccidn de normas matriciales a partir de
una norma vectorial.

Polinomio caracteristico. Valores y vectores
propios.

Radio espectral. Propiedades.

Vector residual.

2.2.~ SISTEMAS LINEALES.

2.2.1.-

Introduccidn.

2.2.2.- Métodos directos.

2.2.2.1.~- Definicidén y aspectos generales.

2.2.2.2.

Método de Gauss. Pivote parcial y total.

i

2.2.2.3.~ Método de factorizacidn de Crout.

2.2.2.4.

2.2.2.5.

Método de Cholesky.

Cdlculo de la matriz inversa.

2.2.3.- Métodos iterativos.

2.2.3.1.~ Definicidén y aspectos generales.
2.2. - Método de Jacobi.

2.2. - Método de Gauss-Seidel.

2.2. .~ Métodos de relajacidn.

2.2. - Método del gradiente conjugado.
2.2. - Criterios de convergencia.
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2.3.- SISTEMAS NO LINEALES.

2.3.1.

2.3.2.

2.3.4.

Introduccidn.

Método de aproximaciones sucesivas. Estudio de
convergencia.

Método de Newton. Convergencia.

Método de Newton modificado. Convergencia.
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* OBJETIVOS GENERALES.
- Que el alumno sepa resolver un sistema de ecuaciones,
lineal o no, mediante el método numérico mds adecuado

en cada caso.

* OBJETIVOS ESPECIFI 3S.
2.1.- PRELIMINARES.
- Recordar el concepto de norma definida sobre un
espacio vectorial.
- Definir las normas mds wusuales de un vector vy
enunciar sus principales propiedades.
- Definir la norma multiplicativa de una matriz.
- Construir 1las principales normas matriciales a
partir de las normas vectoriales.,
- Definir la norma matricial de Frobenius.
- Definir el polinomio caracteristico de una matriz.
- Definir los conceptos de valor y vector propio.
- Definir el radioc espectral de una matriz. Enunciar
sus principales propiedades.
- Definir el concepto de vector residual de un sistema
de ecuaciones para una aproximacidn dada.
2.2.- SISTEMAS LINEALES.
- Plantear el problema que define wun sistema de
ecuaciones lineal.
- Razonar la inviabilidad del método de Cramer y el de
cdlculo directo de la matriz inversa, para resolver

sistemas de un gran numero de ecuaciones.
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Definir el concepto de método directo para 1la
resolucidn de sistemas de ecuaciones.

Conocer las caracteristicas comunes a 1los métodos
directos de resolucidn de sistemas de ecuaciones.
Describir las etapas principales del método de Gauss
y definir el concepto pivote.

Sefialar las diferencias principales entre el uso de
pivote parcial y pivote total.

Describir el método de factorizacidn de Crout para
la resolucidn de sistemas.

Describir 1las etapas principales del método de
Cholesky para sistemas de ecuaciones simétricos.
Comparar el nuUmero de operaciones y la memoria
utilizada en los algoritmos de los métodos directos
estudiados.

Recordar el concepto de matriz singular.

Utilizar los métodos directos generales para la
obtencidn de la inversa de una matriz dada.

Definir el concepto de método iterativo para la
resolucidon de sistemas de ecuaciones.

Conocer las caracteristicas comunes a 1los métodos
iterativos de resolucidn de sistemas de ecuaciones.
Describir el método de Jacobi.

Describir el método de Gauss-Seidel.

Describir los métodos de relajacidn: subrelajacidn

y sobrerrelajacidn.
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Definir los criterios a seguir para la obtencidn de
un pardmetro de relajacidn éptimo.

Describir el método del gradiente conjugado para
sistemas de ecuaciones simétricos.

Demostrar las condiciones de convergencia de 1los
métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel vy
relajacidn.

Comparar el nuUmero de iteraciones, operaciones vy
la memoria wutilizada en 1los algoritmos de los

métodos iterativos estudiados.

3.- SISTEMAS NO LINEALES.

Plantear el problema que define un sistema de
ecuaciones no lineal.

Describir el método de aproximaciones sucesivas para
la resolucidn de un sistema no lineal.

Definir las condiciones de convergencia del método
de aproximaciones sucesivas.

Describir el método de Newton para la resolucidn de
sistemas no lineales.

Establecer 1las condiciones de convergencia del
método de Newton.

Describir el método de Newton modificado para la
resolucion de sistemas no lineales.

Establecer las condiciones de convergencia del
método de Newton modificado.

Comparar los métodos iterativos estudiados para la

resolucidén de sistemas no lineales.

- 233 -

itn realizada por ULPEC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar programas en BASIC o FORTRAN 77 para 1la
resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales utilizando los diferentes algoritmos de los
métodos estudiados.

- Comparar la efectividad de los métodos programados en
problemas concretos.

- Aplicar los métodos estudiados para la inversidén de
matrices.

- Plantear sistemcs de ecuaciones que respondan a
problemas de ingenieria: resolucidén de circuitos
eléctricos wutilizando las Leyes de Kirchhoff,
problemas de equilibrio quimico, redes de transporte

de fluidos, cdlculo de estructuras,...

TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Analizar el método de Gauss-Jordan.

- Estudiar el condicionamiento de 1la matriz de wun
sistema; técnicas de precondicionamiento.

- Analizar el método de Householder.

- Introducirse en la aplicacién de la teoria de grafos
a la resolucién de sistemas.

- Tratar la resolucidn de grandes sistemas: técnicas de
almacenamiento y resolucidn por bloques.

- Analizar el método del gradiente conjugado con
precondicionamiento.

- Introducirse en sistemas sobredeterminados.
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- Introducirse en los métodos de Cuasi-Newton para 1la

resolucidn de sistemas no lineales.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidon de la Parte 2

sera aproximadamente de tres semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacion detallada.

R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD
Numerical Analysis.

Editorial Prindle, Weber & Schmidt.
Boston 1981.

Capitulos 6,8 y 9 para un estudio completo de la parte.

B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES

Cdlculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.

Editorial Rueda.

Madrid 1979.

Apartado 5.3 para el método de Gauss. Apartado 5.4 para
el método de Gauss-Jordan propuesto como tema de
ampliacién. Apartado 5.6 para el método de Jacobi.
Apartado 5.7 para el método de Gauss-Seidel. Apartado

5.9 para el método de Newton.
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- P.G. CIARLET

Introduction 4 L'Analyse Numérique Matricielle et 4
L'Optimisation.
Editorial Masson.

Paris 1982.

Capitulo t para los conceptos matriciales utilizados en
esta parte. Capitulo 4 para un tratamiento completo vy
riguroso de los métodos directos estudiados. Capitulos
2 y 8 para el estudio de temas de ampliacidn. Capitulo
3 para el estudio de problemas numéricos que conducen a
la resolucidén de sistemas de ecuaciones. Capitulo 5
para un estudio riguroso de los métodos iterativos.

Apartado 7.5 para el estudic del método de Newton.

N. GASTINEL

Andlisis Numérico Lineal.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1975.

Capitulo IV, apartados IV y V para el método de Gauss;
apartado VI para el método de Crout; apartado 7 para el
método de Gauss-Jordan; apartado XI para matrices
simétricas y método de Cholesky; vy apartadoc IX para la
inversidén de matrices.

Capitulo Vv, apartados I y II para los métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel y relajacidn; apartado IV para el

método del gradiente conjugado.
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C.F. GERALD

Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.

U.S.A. 1980.

Apartado

Apartado

2.4 para el método de Gauss y de Gauss-Jordan.

2.7 para la inversidon de matrices.

E. ISAACSON, H.B. KELLER

Analysis

of Numerical Methods.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1966.

Apartado

sistemas

3.3 para el estudio del método de Newton para

no lineales.

F. MICHAVILA, L. GAVETE

Programacidén y Cdlculo Numérico.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1985.

Apartado
Apartado
asi como
Apartado
Apartado

Apartado

6.1 para generalidades sobre métodos directos.
6.2 para el método de Gauss y su algoritmo,
de Gauss-Jordan.

6.3 para el método de Cholesky y su algoritmo.
6.4 para generalidades de métodos iterativos.

6.5 para los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel,

con algoritmo de los mismos.
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M. SIBONY, J.-Cl. MARDON

Analyse Numérique I. Systémes Linéaires et non
Linéaires.

Editorial Hermann.

Paris 1982.

Capitulo 0, I y II para un seguimiento completo de esta

parte.

J. STOER, R. BURLIRSCH

Introduction to Numerical Analysis.

Editorial Springer-Verlag.

New York 1980.

Apartado 4.1 para el método de Gauss. Apartado 4.2 para
el algoritmo de Gauss-Jordan. Apartado 4.3 para el
método de Cholesky. Apartado 4.4 para el estudio de la
influencia de los errores de redondeo.

Capitulo 8, apartados 1-5 para un estudio completo de

los métodos iterativos.

G. WINTER

Resolucidn Numérica de Sistemas de Ecuaciones
Algebraicas.

Publicaciones de la U.P.C. (E.T.S.I.I.).

Las Palmas 1986.

Todo el texto se adapta al estudio realizado en esta

parte. Es Util también para temas de ampliacidn.
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Relacidén complementaria.

C.T.H. BAKER, C. PHILLIPS
The Numerical Solution of Nonlinear Problems.
Editorial Oxford University Press.

New York 1981.

N. BAKHVALQOV
Métodos Numéricos.
Editorial Paraninfo, S.A.

Madrid 1980.

W. CHENEY, D. KINCAID
Numerical Mathematics and Computing.
Editorial Brooks/Cole Publishing Company.

California 1980.

R.F. CHURCHHOUSE
Handbook of Applicable Mathematics(3).Numerical Methods
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

P.G. CIARLET, J.-M. THOMAS

Exercises D'Analyse Numérique Matricielle et
D'Optimisation.

Editorial Masson.

Paris 1982.
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A.M. COHEN
Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1977.

Ph. D. FRANCIS SCHEID
Andlisis Numérico.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1972.

L.A. HAGEMAN, D.M. YOUNG
Applied Iterative Methods.
Editorial Academic Press.

U.S.A. 1981.

F.B. HILDEBRAND

Introduction to Numerical Analysis.
Segunda edicidn.

Libros McGraw-Hill.

U.S.A. 1974.

A.S. HOUSEHOLDER
The Theory of Matrices in Numerical Analysis.
Editorial Dover Publications, Inc.

U.S.A. 1975.

- 240 -

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



- R. LUTHE, A. OLIVERA, F. SCHUTZ
Métodos Numéricos.
Editorial Limusa.

México 1978.

- M.J. MARON
Numerical Analysis. A Practical Approach.
Editorial Macmillan Publishing Co.

U.S.A. 1982.

- J.P. NOUGIER
Méthodes de Calcul Numérique.
Editorial Masson.

Paris 1983.

- M., PICHAT, C. DI CRESCENZO, J. WOLF
Mathematiques pour L'Informatigue.
3-Algorithmmigue Numerique (2). Exercises et Problemes.
Editorial Armand Colin.

Paris 1971.

- A. RALSTON
Introduccidén al Andlisis Numérico.
Reimpresidn.
Editorial Limusa, S.A.

México 1978.
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- A. RECUERO FORNIES
Métodos Numéricos.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

- D.M. YOUNG
Iterative Solution of Large Linear Systems.
Editorial Academic Press.

U.S.A. 1971.

* COMENTARIOS.

La mayoria de los problemas fisicos, al ser
formulados mediante su modelo matemdtico y tratados
numéricamente, conducen a la resolucidén de un sistema de
ecuaciones de orden elevado. Este sistema de ecuaciones
serd lineal o no lineal de acuerdo con el caracter fisico

del problema.

En general, al resolver problemas que responden a
ecuaciones diferenciales, sometidas a ciertas condiciones
iniciales o de contorno, utilizando métodos numéricos nos
enfrentamos finalmente a la resolucidn de'un gran sistema

de ecuaciones.
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Asi, por ejemplo, en la aplicacidn del método de
los elementos finitos, el ensamblaje de las matrices de
rigidez de los elementos conduce a un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales, en el caso de problemas
lineales. En caso de problemas no lineales, el gran
sistema de ecuaciones a resolver es consecuencia de una
linealizacidn en cada iteracidn. Andlogamente, esto

sucede cuando se aplican esquemas en diferencias finitas.

En el estudio de los métodos de resolucién de
sistemas de ecuaciones, desde 1la aparicién de los
ordenadores, la optimizacidn de la memoria utilizada asi
como la minimizacidn del tiempo de cédlculo han adquirido

gran importancia.

El andlisis de métodos diferentes conlleva de forma
inevitable a una comparacidén de sus ventajas e
inconvenientes que se estudian atendiendo a los criterios

mencionados en el parrafo anterior.
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VALORES

Y

PARTE 3

VECTORES
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PARTE 3.- VALORES Y VECTORES PROPIOS.

3.1.- INTRODUCCION.
3.1.1.- Planteamiento del problema.
3.1.2.- Clasificacidén de los métodos para el calculo

de valores y vectores propios de una matriz.

3.2.- METODOS DIRECTOS DE DETERMINACION DEL POLINOMIO

CARACTERISTICO.

3.2.1.- Método de Leverrier modificado.

3.3.- METODOS DE TRANSFORMACION DE LA MATRIZ.
3.3.1.- Método de Jacobi.
3.3.2.- Método de Givens.

3.3.3.- Método de Householder.

3.4.- METODOS ITERATIVOS.
3.4.1.- Método de aproximaciones sucesivas.
3.4.2.- Método QR.

3.4.3.- Métodos de la potencia y la potencia inversa.
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* OBJETIVOS GENERALES.
- Calcular los valores y vectores propios de una matriz

dada mediante el método numérico mds adecuado a cada

caso.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.
3.1.- INTRODUCCION.

- Plantear el problema del «céalculo de valores vy
vectores propios.

- Clasificar los métodos de determinacidn de valores y
vectores propios.

3.2.- METODOS DIRECTOS ©DE DETERMINACION DEL POLINOMIO
CARACTERISTICO.

- Introducir los aspectos generales de 1los métodos
directos para la determinacion del polinomio
caracteristico de una matriz.

- Describir el método de Leverrier modificado.

3.3.- METODOS DE TRANSFORMACION DE LA MATRIZ.

- Introducir los métodos de transmutacidn o de
transformacidon de 1la matriz para el cdlculo de
valores y vectores propios.

- Describir el método de Jacobi para el cdlculo de los
valores y vectores propios de una matriz simétrica.

- Describir el método de Givens para el cdlculo de los
valores y vectores propios de una matriz simétrica.

- Describir el método de Householder para el cdalculo

de valores y vectores propios de una matriz.
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3.4.- METODOS ITERATIVOS.

Introducir los métodos iterativos para el cdlculo de
valores y vectores propios de una matriz.

Describir el método de aproximaciones sucesivas para
el cdlculo de valores y vectores propios de una
matriz simétrica.

Describir el método QR (o de Francis-Kublanovskaya)
para el cdlculc de valores y vectores propios de una
matriz cualquiera.

Describir los métodos de la potencia y 1la potencia
inversa para el calculo de un valor propio de wuna
matriz. Particularizar para el cdlculo de mayor

valor propioc de una matriz.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

Elaborar y ejecutar programas en BASIC y FORTRAN 77
para el cdlculo de valores y vectores propios de una
matriz wutilizando 1los algoritmos de 1los métodos
estudiados.

Comparar la efectividad de los métodos programados en
problemas con matrices concretas.

Plantear problemas de la ingenieria en que surga la
necesidad del cédlculo de valores y vectores propios,
tales como elasticidad y resistencia de materiales,

vibraciones mecdnicas, membrana elédstica,...
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* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.
- Analizar otros métodos numéricos para el cdlculo

valores y vectores propios de una matriz: método

de
de

Krylaov, método de Hessenberg, método de Lanczos,

método LR,...

- Estudiar técnicas de deflacidén para la determinacidn

sucesiva de valores y vectores propios.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidén de la Parte 3

serd aproximadamente de una semana.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidon detallada.

- R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD
Numerical Analysis.
Editorial Prindle, Weber & Schmidt.
Boston 1981.
Apartado 8.4 para el estudio de 1los métodos de
potencia y de la potencia inversa, y método

deflacidén de Wielandt.

la
de

Apartado 8.5 para desarrollar el método de Householder.
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B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES

Cdlculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.

Editorial Rueda.

Madrid 1979.

Apartados 4.6, 4.7 y 4.9 para el estudio de métodos
de determinacidn de valores y vectores propios de una

matriz. Incluye programas en FORTRAN de los mismos.

P.G. CIARLET

Introduction 4 L'Analyse Numérique Matricielle et 4
L'Optimisation.

Editorial Masson.

Paris 1982.

Capitulo 6 para un tratamiento riguroso de esta parte.

P.G. CIARLET, J.-M. THOMAS

Exercises D'Analyse Numérique Matricielle et
D'Optimisation.

Editorial Masson.

Paris 1982.

Capitulo 6 para problemas de esta parte.

A.M. COHEN

Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1977.

Capitulo 9 para un estudio general de esta parte.
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N. GASTINEL

Andlisis Numérico Lineal.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1975.

Capitulo 8 para un tratamiento general del tema.

A.S. HOUSEHOLDER

The Theory of Matrices in Numerical Analysis.

Editorial Dover Publications, Inc.

U.S.A. 1975.

Capitulos 6 y 7 para un desarrollo y ampliacidn de esta

parte.

R. LUTHE, A. OLIVERA, F. SCHUTZ
Métodos Numéricos.

Editorial Limusa.

México 1978.

Capitulo 5 para realizar diagramas de flujo y programas
en FORTRAN de algunos de 1los métodos numéricos

estudiados.

F. MICHAVILA, L. GAVETE
Programacidén y Cdlculo Numérico.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1985.

Capitulo 7 para un estudio ajustado de esta parte.
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A. RALSTON

Introduccidn al Andlisis Numérico.
Reimpresidn.

Editorial Limusa, S.A.

México 1978.

Capitulo 10 para un estudio completo de esta parte.

M. SIBONY, J.-Cl. MARDON
Analyse Numérique I . Systémes Linéaires et non
Linéaires.

Editorial Hermann.

Paris 1982.

Capitulo 3 para un estudio y ampliacidén de esta parte.

J. STOER, R. BURLIRSCH

Introduction to Numerical Analysis.
Editorial Springer-Verlag.

New York 1980.

Capitulo 6 para un tratamiento general de esta parte.

Relacion complementaria.

R.F. CHURCHHOUSE

Handbook of Applicable Mathematics.
Volume III. Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.
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Ph. D. FRANCIS SCHEID
Andlisis Numérico.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1972.

C.F. GERALD

Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.

U.S.A. 1980.

E. ISAACSON, H.B. KELLER
Analysis of Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1966.

H. LEIPHOLZ

Direct Variational Methods and Eingevalue
in Engineering.

Editorial Noordhoff.

Netherlands 1977.

M.J. MARON
Numerical Analysis. A Practical Approach.
Editorial Macmillan Publishing Co.

U.S.A. 1982.
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- J.P. NOUGIER
Méthodes de Calcul Numérique.
Editorial Masson.

Paris 1983.

* COMENTARIOS.

En esta parte se han incluido los métodos numéricos
mds wutilizados en el cdlculo de valores vy vectores
propios de wuna matriz, intentando que el alumno posea
herramientas suficientes cuando se le presente un

problema de este tipo.

La solucidén de muchos problemas fisicos requiere el
cdlculo, o al menos una estimacidn, de 1los valores
propios y los correspondientes vectores propios de una

matriz asociada a un sistema lineal de ecuaciones.

El problema de determinar los valores propios de
una matriz se presenta al estudiar problemas discretos de
equilibrio dindmico. E1 problema de valores propios
incluye 1la determinacidn de la configuracidn del sistema
(vectores propios), pero mds importante que esto es la
necesidad de encontrar las condiciones cfiticas de carga
bajo las cuales son posibles esas configuraciones.

El pardmetro que describe tales condiciones criticas es
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un valor propio. Como ejemplo se tienen las frecuencias
naturales de sistemas oscilatorios y las cargas de pandeo

en problemas de estabilidad elédstica.

- 254 -

i0n realizada por ULPGC. Biblinteca Universitaria, 2008

o8 autores. Digitali

©Del



PARTE 4

INTERPOLACTION
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PARTE 4.- INTERPOLACION.

4.1.- INTRODUCCION.
4,1.1.- Planteamiento del problema.

4.1.2.- Clasificacidén de los métodos de interpolaciodn.

4.2.- INTERPOLACION POLINOMIAL.

4.2.1.- Interpolacidn de Lagrange.

4.2.2.- Error en interpolacidn polinomial.
4.2.3.- Interpolacidn de Taylor.
4.2.4.- Interpolacidn de Hermite.

4,3.- OTROS METODOS DE INTERPOLACION POLINOMIAL.
4.3,1.- Interpolacidn con soporte cualguiera.
4.3.1.1.- Diferencias divididas. Propiedades.
4.3.1.2.- Férmula de Newton.
4.3.2.- Interpolacidn con soporte equidistante.
4.3.2.1.- Diferencias finitas progresivas y
regresivas.
4.3.2.2.- Foérmulas de Newton-Gregory.
4.3.2.3.- Diferencias finitas centradas.

4.3.2.4.- Formulas de Gauss.

4.,4,.~- INTERPOLACION POLINOMIAL A TROZOS.
4.4,1.- Interpolacidén a trozos de Lagrange y Hermite.
4.4.2.- Interpolacidn polinomial a trozos tipo Spline.

Spline Cdbica.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Escoger y aplicar la técnica de interpolacidén mas
adecuada para obtener el polinomio interpolador de
una funcidn de la que se conoce su valor y el de

ciertas derivadas en un soporte de interpolacidn.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

.1.- INTRODUCCION.

- Plantear el problema de interpolacidn generalizado.

- Determinar la condicidn necesaria y suficiente para
que el problema de interpolacidén generalizado tenga
solucidn uUnica.

- Definir los diferentes tipos de interpolacidn mas
usuales.

.2.- INTERPOLACION POLINOMIAL.

Calcular el polinomio de Lagrange para un soporte de

n puntos.

Calcular el error de interpolacidn polinomial.

Aplicar la interpoclacidn de Taylor (o diferencial).

- Analizar la técnica de interpolacidn de Hermite.

4,3.~ OTROS METODOS DE INTERPOLACION POLINOMIAL.

- Definir las diferencias divididas de una funcidn en
un soporte de interpolacidn.

- Utilizar la fdérmula de Newton para calcular el
polinomio interpolador de una funciéh.

- Construir la tabla de Frasser y Logenze, U(til para

el cdlculo de diferencias divididas.
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Definir 1las diferencias finitas progresiva vy
regresiva de orden m de una funcidn en un punto de
un soporte de interpolacidn equidistante.

Deducir la relacidén entre las diferencias finitas
regresivas y progresivas.

Construir las férmulas de Newton-Gregory ( fdrmulas
del polinomio de interpolacidn con diferencias
finitas progresivas y regresivas ).

Construir la tabla de obtencién de diferencias
finitas progresivas y regresivas.

Definir la diferencia central de orden m de una
funcidn sobre un soporte de interpolacidn
equidistante.

Deducir la relacién de las diferencias finitas
centrales con las diferencias finitas regresivas vy
progresivas.

Deducir la relacién entre diferencias finitas
centrales y diferencias divididas.

Construir las fdérmulas del polinomio interpolador en
diferencias centrales ( Fdérmulas de Gauss progresiva
y de Stirling o de Gauss regresiva ).

.- INTERPOLACION POLINOMIAL A TROZOS.

Plantear la interpolacidn polinomial a trozos.
Comparar la interpolacidén polinomial a trozos con la
interpolacidn polinomial sobre todo el soporte.
Calcular la base del espacio de polinomios a trozos

de primer grado en una dimensidn, de Lagrange.
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Construir el polinomio interpoclador de Lagrange a
trozos de primer grado de una funcidén dada por sus
valores en los puntos de un soporte cualquiera.
Calcular la base del espacio de polinomios a trozos
de grado n, de Lagrange.

Construir el polinomio interpolador de Lagrange a
trozos a& grado n de wuna funcidén dada por sus
valores en los puntos de un soporte convenientemente
elegido.

Estudiar la interpolacidén polinomial de Hermite.

Analizar la interpolacidn spline cdbica.
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TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar programas en BASIC o FORTRAN 77 para la
interpolacidén polinomial, wutilizando los algoritmos
de los métodos estudiados.

- Comparar la efectividad de los métodos programados en
problemas de interpolacidn de funciones concretas.

- Plantear problemas de la ingenieria en que surga la
necesidad de interpolar funciones, a partir de datos
experimentales, tales como procesos quimicos vy

termodindmicos, problemas eléctricos, mecanicos,...

TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Introducirse en el estudio de interpolacidn mediante
funciones racionales.

- Ampliar el estudio de interpolacién de Lagrange vy
Hermite a dos y tres dimensiones. Generalizar a n
dimensiones.

- Introducirse en otras técnicas de interpolacidn:
polinomio interpolador por recurrencia, lema de
Aitken y algoritmo de Neville.

- Introducirse en la interpolacién inversa, iterada, de
Tchebycheff, y trigonométrica.

- Introducirse en la interpolacidn polinomial a trozos
bidimensional y tridimensional.

- Estudiar las funciones B-spline.

- Introducirse en la interpolacidn polinomial a trozos

tipo spline bidimensional.

- 260 -

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

los autores. Digitali

©Del



* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidén de la Parte 4

serd aproximadamente de dos semanas.

* BIBLIOGRAFIA.

Relacidon detallada.

- N, BAKHVALOV
Métodos Numéricos.
Editorial Paraninfo, S.A.
Madrid 1980.
Apartado II.1 para el planteamiento del problema.
Apartados IT.2 y 1II.3 para el estudio de 1la
interpolacidén polinomial de Lagrange y el error en

dicha interpolacidn.

- A.M. COHEN
Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1977.
Apartados 3.4 y 3.5 para el estudio de las diferencias
finitas y de diversas fdrmulas de interpolacidn en

diferencias finitas.
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M. CROUZEIX, A.L. MIGNOT

Analyse Numérique des équations différentielles.
Editorial Masson.

Paris 1984.

Capitulo 1, apartado 1 para el analisis de la
interpolacidn de Lagrange y de Hermite; apartado 2 para
el estudio del error; apartado 3 para una sintesis de

las ideas fundamentales de esta parte.

C.F. GERALD

Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.

U.S.A. 1980.

Apartados 3.1 - 3.6 para un estudio de la interpolaciédn
en diferencias finitas.

Capitulo 10 para el estudio de la interpolacidn spline

cubica y sus aplicaciones.

F.B. HILDEBRAND

Introduction to Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Libros McGraw-Hill.

U.S.A. 1974.

Capitulo 4 para un estudio de la interpolacidn wusando
diferencias finitas.

Capitulo 5 para un estudio detallado de las operaciones

- 262 -

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

ios autores. Digitali

©Del



con dichas diferencias.

Apartados 9.10-9.13 para el estudio de la interpolacidn

spline.

E. ISAACSON, H.B. KELLER

Analysis of Numerical Methods.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1966.

Apartados 6.0, 6.1 y 6.3 para un estudio de 1la

interpolacién usando diferencias divididas y centrales.

P.-J. LAURENT

Approximation et optimisation.

Editorial Hermann

Paris 1972,

Capitulo 4 para un estudio en profundidad de la funcidn
spline.

Capitulo 9 para un estudio de las funciones spline en

un convexo.

F. MICHAVILA, C. CONDE

Métodos de Aproximacidn.

Publicaciones de la E.T.S. de Ingenieros de Minas de la
Universidad Politécnica de Madrid.

Madrid 1985.

Capitulos 5, 6 y 7 para un estudio completo y ajustado

del tema.
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F. MICHAVILA, L. GAVETE

Programacidn y Cdlculo Numérico.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1985.

Apartado 3.1 para un planteamiento general.

Apartado 3.2 para la interpolacidén de Lagrange vy
algoritmos.

Apartado 3.3 para la interpolacidén de Hermite.

Apartado 3.4 y 3.5 para el estudio de otros métodos de
interpolacidn.

Apartado 3.7 para una introduccidén a la interpolacidn

poclinomial a trozos.

A. RALSTON

Introduccidén al Andlisis Numérico.

Reimpresidn.

Editorial Limusa, S.A.

México 1978.

Apartado 3.2 para interpolacidn de Lagrange.

Apartado 3.8 para interpolacidn de Hermite.

Apartado 3.9 para el problema de interpolacidn
polinomial en general.

Pdginas 71-83 para un estudio de 1las diferencias
finitas y férmulas de interpolacidén en dichas

diferencias.
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- L. SCHUMAKER

Spline Functions: Basic Theory.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A., 1981.

El libro, por entero, trata el tema de 1las funciones
spline y sus aplicaciones. El apartado 1.3 se refiere
a la interpolacidn polinomial a trozos. A partir del
capitulo 4 y hasta el capitulo 8, se presentan de forma
muy ampliada las funciones spline que se estudian en

esta parte.

J. STOER, R. BURLIRSCH

Introduction to Numerical Analysis.
Editorial Springer-Verlag.

New York 1980.

Apartado 2.4 para el estudio de interpolacidn spline.

G.A. WATSON

Approximation Theory and Numerical Methods.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1980.

Capitulo 8 para el estudio de interpolacidn polinomial
de Hermite e interpolacidn spline, asi como el error

cometido.
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Relacidon complementaria.

R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD
Numerical Analysis.
Editorial Prindle, Weber & Schmidt.

Boston 1981.

B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES
Cdlculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.
Editorial Rueda.

Madrid 1979.

W. CHENEY, D. KINCAID
Numerical Mathematics and Computing.
Editorial Brooks/Cole Publishing Company.

California 1980.

R.F. CHURCHHOUSE

Handbook of Applicable Mathematics.
Volume III. Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

P.J. DAVIS
Interpolation and Approximation.
Editorial Dover.

New York 1975.
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J.H. FERZIGER

Numerical Methods for Engineering Application.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

Ph. D. FRANCIS SCHEID
Andlisis Numérico.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1972.

R. LUTHE, A. OLIVERA, F. SCHUTZ
Métodos Numéricos.
Editorial Limusa.

México 1978.

M.J. MARON
Numerical Analysis. A Practical Approach.
Editorial Macmillan Publishing Co.

U.S.A. 1982.

J.P. NOUGIER
Méthodes de Calcul Numérique.
Editorial Masson.

Paris 1983.
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- M., PICHAT, C. DI CRESCENZO, J. WOLF
Mathematiques pour L'Informatique.
3-Algorithmmique Numerique (2). Exercises et Problemes.
Editorial Armand Colin.

Paris 1971.

- A. RECUERO FORNIES
Métodos Numéricos.
Fdiciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

* COMENTARIOS.

La interpolacidn constituye 1la base del andlisis
numérico cldsico. Existen dos razones importantes para
esto; la primera estd constituida por el hecho de que en
la computacidén manual es necesario observar continuamente
el valor de una funcidn en una tabla, realizada mediante
la medicidén de datos experimentales. Para determinar el
valor de 1la funcidén a partir de argumentos no tabulados
es necesario interpolar. La segunda razdn es que las
férmulas de interpolacién constituyen 1los puntos de
partida en las derivaciones de muchos métodos de otras
dreas del andlisis numérico. Casi todos los métodos
cldsicos de diferenciacidn numérica, cuadratura numérica

e integracidn numérica son derivables directamente de las
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formulas de interpolacidn.
la que esta parte haya
anterior a las materias

Programa.

Esta es una de las razones por
sido propuesta en un lugar

mencionadas en el presente
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PARTE 5

DERIVACTION E INTEGRACTON

NUMERTICA

- 270 -

© Del docurnento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008



PARTE S5.- DERIVACION E INTEGRACION NUMERICA.

5.1.- DERIVACION NUMERICA.

5.1.1.- Planteamiento del problema.

5.1.2.- Férmulas de derivacidén numérica de

interpolatorio.

5.1.2.1.- Expresidn general de las fdrmulas.
5.1.2.2.- Estudio del error cometido.

5.1.3.- Férmulas usuales de derivacidn numérica.
5.1.3.1.- Derivadas de primer orden.

5.1.3.2.- Derivadas de orden superior.

5.2.- INTEGRACION NUMERICA,
5.2.1.- Planteamiento del problema.
5.2.2.- Férmulas de integracidn numérica de
interpolatorio.
5.2.2.1.~ Expresidn general de las fdrmulas.

5.2.2.2.- Estudio del error cometido.

5.2.3.- Férmulas usuales de integracidn numérica.

5.2.3.1.- Féormula del rectédngulo.
5.2.3.2.- Férmula del punto medio.
5.2.3.3.- Férmula del trapecio.
5.2.4.- Férmulas de Newton-Cotes.
5.2.4.1.- Férmulas cerradas.
5.2.4.2.- Férmulas abiertas.

5.2.5.- Formulas de cuadratura de Gauss.
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5.2.6.- Formulas de Gauss ponderadas.

5.2.6.1.~ Cuadratura de Gauss-Legendre.
5.2.6.2.- Cuadratura de Gauss-Laguerre.
5.2.6.3.- Cuadratura de Gauss-Hermite.
5.2.6.4.~ Cuadratura de Gauss-Tchebycheff.

5.2.7.- Fdrmulas de cuadratura compuestas.
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* OBJETIVOS GENERALES.

* 0B

5.

Conocidos los valores que toma una funcidén de wuna
variable en un soporte de puntos, calcular el valor
de su derivada de orden k en un punto comprendido
entre los extremos del soporte.

Conocidos los valores que toma wuna funcién de una
variable en wun soporte de puntos, calcular 1la
integral definida de dicha funcién extendida a wun

determinado intervalo.

JETIVOS ESPECIFICOS.

1.- DERIVACION NUMERICA.

Plantear el problema de la derivacidn numérica.
Definir el concepto de FSrmula de derivacidn exacta
de orden k.

Determinar la expresidn general de las fdrmulas de
derivacidn numérica de tipo interpolatoric para la
obtencidén de primeras derivadas.

Demostrar que las Unicas fdrmulas de derivacidn
numérica exactas para todo polinomio de grado menor
o igual que n, construidas sobre un soporte de n+1
puntos, son las de tipo interpolatorio.

Escribir la expresidn de la fdrmula de derivacidn
numérica de tipo interpolatorio para la obtencidn de
la derivada k-ésima.

Obtener la expresidén general del error cometido al

aproximar la primera derivada de una funcidn en un
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punto mediante una fdrmula de tipo interpolatorio.
Deducir las fdrmulas de derivacidn numérica para el
cdlculo de la primera derivada usando soportes de
uno, dos y tres puntos, y hallar las expresiones del
error que se comete con dichas fdrmulas.

Deducir las fdrmulas més usuales de derivacidn
numérica para la obtencidn de derivadas de orden k.
Hallar la expresién de 1los errores cometidos al
aproximar una derivada de orden k, mediante las

férmulas mds usuales de derivacidn numérica.

5.2.- INTEGRACION NUMERICA.

Plantear el problema de la integracidn numérica.
Escribir la expresidén general de las fdérmulas de
integracidén (o cuadratura) numérica.

Definir el concepto de fdrmula de cuadratura
numérica exacta de orden k.

Definir la expresién general de las fdrmulas de
integracidén numérica de tipo interpolatorio.
Demostrar que las Unicas fdrmulas de integracidn
numérica, construidas sobre un soporte de n+1
puntos, exactas para todo polinomio de grado menor o
igual gue n son las fdérmulas de tipo interpolatorio.
Deducir la expresidn general del error cometido en
las fdérmulas de integracién numérica de tipo
interpolatorio.

Deducir las férmulas del rectdngulo y del punto

medio, asi como el error cometido en cada una.
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Deducir la férmula de integracidén del trapecio vy el
error cometido con ella.

Definir el concepto de fdérmula de integracidn de
Newton-Cotes cerrada.

Deducir la férmula de Simpson <con tres puntos de
soporte y hallar el error que se comete con ella.
Deducir las fdrmulas de Newton-Cotes cerradas vy del
error con cuatro y cinco puntos de soporte.

Definir el concepto de fdrmula de 1integracidén de
Newton-Cotes abierta.

Introducir las fdérmulas de Newton-Cotes abiertas con
uno, dos, tres y cuatro puntos de soporte y 1la
expresidén del error cometido con ella.

Construir las fdérmulas de integracidn gaussiana con
n puntos de soporte y calcular dichos puntos.
Determinar el grado de los polinomios para los que
una férmula de cuadratura gaussiana es exacta.
Determinar el error cometido en las fdrmulas de
integracidén gaussiana.

Conocer las fdrmulas de integracidén ponderada de
Gauss-Legendre, Gauss-Laguerre, Gauss-Hermite vy
Gauss-Tchebycheff.

Enunciar los criterios que hacen necesarias 1las
férmulas de integracidn comﬁuestas.

Construir las fdrmulas de integraciéh compuestas a
partir de las simples dando las nuevas expresiones

del error.
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* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar programas en BASIC o FORTRAN 77 para la
derivacidn e 1integracidn numérica, utilizando los
algoritmos de las técnicas estudiadas.

- Comparar los errores cometidos en los distintos
métodos de derivacidn e integracién numérica
programados, al aplicarlos a problemas concretos.

- Plantear diferentes problemas de ingenieria en los
que sea necesario realizar derivacién e integracidn
numérica de determinadas magnitudes fisicas, ya sea
por la complejidad de su expresidn o por ser éstas

conocidas mediante datos experimentales.

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Calcular numéricamente derivadas parciales de orden k
de funciones de varias variables.

- Analizar otros casos de métodos de integracidn
numérica de tipo interpolatorio.

- Introducirse en el estudio de fdrmulas numéricas para
el cdlculo de integrales dobles y triples.

- Estudiar la integracidn gaussiana extendida a ciertos

dominios bidimensionales y tridimensionales.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicién de la Parte 5

serd aproximadamente de dos semanas.
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* COMENTARIOS.

Como extensidn de 1los métodos de interpolacidn
estudiados en la parte anterior del programa, se presenta

aqui el problema de la derivacidn e integracidén numérica.

Ya en el programa de Cédlculo Diferencial e Integral
del presente Proyecto Docente, se resaltd la importancia
de la derivacidn e integracién de funciones, dadas las
miltiples aplicaciones que se derivan en la ingenieria.
En aquel momento se estudiaron estas materias desde un
punto de vista analitico. Ahora bien, no siempre es facil
el cdlculo analitico de derivadas o integrales de una
funcidn. Esto puede ser debido a que ésta posea una
expresidn complicada o que simplemente se conozcan
valores tabulados de 1la misma, muchas veces obtenidos
experimentalmente. La derivacidn e integracidén numérica

resuelven precisamente estos dos problemas.

Asimismo, la derivacidén e integracidn numérica son
herramientas fundamentales de otros métodos numéricos mdas
complejos, tales como ciertos métodos de resolucidn de
ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno vy/o

iniciales.
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PARTE 6

ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARTIAS
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PARTE 6.- ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

6.1.- INTRODUCCION.
6.1.1.- Planteamiento de 1los problemas de valor
inicial y de contorno.
6.1.2.- Clasificacidén de los métodos numéricos de
resolucidn.

6.1.3.- Convergencia, estabilidad y consistencia.

6.2.- PROBLEMAS DE VALOR INICIAL.
6.2.1.- Métodos de pasos libres.
6.2.1.1.- Método de Euler.

6.2.1.2.- Método de Euler modificado o de Heun.

6.2.1.3.- Método de Euler mejorado.
6.2.1.4.- Método de Runge-Kutta de cuarto orden.
6.2.2.- Métodos de pasos ligados.
6.2.2.1.- Métodos explicitos.
6.2.2.1.1.- Métodos de Adams-Bashforth.
6.2.2.1.2.- Métodos de Nystrom.
6.2.2.1.3.- Método de Milne.
6.2.2.2.- Métodos implicitos.
6.2.2.2.1.- Métodos de Adams-Moulton.
6.2.2.2.2.- Método de Milne-Simpson.
6.2.3.- Métodos de prediccidn-correccidn.
6.2.4.- Ecuaciones diferenciales de orden superior vy

sistemas.
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6.3.- PROBLEMAS DE CONTORNDO.
6.3.1.- Método de tiro.
6.3.1.1.- Problema lineal.

6.3.1.2.- Problema no lineal.

6.3.2.- Método de diferencias finitas.

6.3.2.1.- Problema lineal.

6.3.2.2.- Problema no lineal.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Analizar y aplicar diferentes métodos de resolucidn

numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias con

condiciones iniciales o de contorno.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.
6.1.-INTRODUCCION,
- Plantear los problemas de valor inicial vy
contorno.

- Clasificar los métodos numéricos de resolucidn

de

de

los problemas planteados. Describir sus aspectos

generales.

- Definir el concepto de error de truncamiento.

- Definir el concepto de error de redondea.

- Definir el concepto de error global.

- Estudiar la relacidn entre los diferentes errares.

- Definir la nocidn de convergencia de un método.

- Definir el concepto de orden de convergencia de
método.

- Definir la nocidn de estabilidad de un método.

- Definir el concepto de radio de estabilidad de
método.

- Definir la nocidn de consistencia de un método.

- Definir el concepto de error de consistencia de
método.

- Plantear la relacidén entre 1los conceptos

converdgencia, estabilidad y consistencia.
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6.2.- PROBLEMAS DE VALOR INICIAL.

Introducir los métodos de pasos libres ( o de un
paso ).

Deducir el método de Euler e interpretarlo
graficamente.

Introducir el orden de convergencia del método de
Euler.

Describir el método de Euler modificado (o de Heun)
e introducir su orden de convergencia.

Describir el método de Euler mejorado e introducir
su orden de convergencia.

Describir la formulacidn general de los métodos de
Runge-Kutta.

Conocer el método de Runge-Kutta de cuarto orden vy
analizar su convergencia.

Introducir los métodos de pasos ligados ( o de
multipasos ).

Describir la forma general de obtencidn de 1los
métodos de pasos ligados explicitos e implicitos.
Describir la formulacidn de los métodos explicitos
mds utilizados de Adams-Bashforth, Nystrom y Milne,
indicando sus drdenes de convergencia.

Describir la formulacidn de los métodos implicitos
mas utilizados de Adams-Moulton y Milne-Simpson,
indicando sus drdenes de convergencié.

Describir los métodos de prediccidn-correccidn.
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- Plantear el problema de resolucidn de ecuaciones
diferenciales de orden superior y sistemas de
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Recordar la equivalencia entre una ecuacidn
diferencial ordinaria de orden n y un sistema de n
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Describir los métodos de Euler y Runge-Kutta para la

resolucidn de sistemas de ecuaciones diferenciales

de primer orden.

6.3.- PROBLEMAS DE CONTORNO.

Describir el método de tiro aplicado a un problema
de contorno lineal de segundo orden.

Describir el método de tiro aplicado a un problema
de contorno de segundo orden no lineal.

Deducir el método de diferencias finitas para
resolver un problema de contorno de segundo orden

lineal.

Deducir el método de diferencias finitas para
resolver un problema de contorno de segundo orden no

lineal.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar programas en BASIC o FORTRAN 77 , utilizando

los algoritmos de 1los métodos de resolucidon de
ecuaciones diferenciales ordinarias estudiados en

esta parte.
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- Comparar la efectividad de 1los distintos métodos
programados al aplicarlos en la resolucidn de
problemas concretos.

- Plantear diferentes problemas de ingenieria cuya
formulacidn responda a un problema de valor inicial o
de contorno: problemas de transmisién de calor,
calculo de potencial eléctrico, resolucidn de

circuitos,...

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTOS.

- Realizar un estudio riguroso del andlisis de
convergencia, estabilidad y consistencia de cada uno
de los métodos propuestos.

- Utilizar las técnicas de prediccidn-correccidn
combinando diversos métodos.

- Introducirse en el control automdtico del orden y del
paso.

- Introducirse en los problemas Stiff.

- Introducirse en el método de 1los elementos finitos
para la resolucidn de problemas de contorno en wuna

dimensidn.

* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidn de la Parte 6

serd aproximadamente de tres semanas.
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* COMENTARIOS.

El comportamiento de muchos procesos fisicos,
particularmente los dependientes del tiempo ( régimen
transitorio ) puede representarse por medio‘de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Los métodos de resolucidén de
estas ecuaciones son por tanto de gran importancia para
cientificos e ingenieros. Aungque se conoce la solucidn
analitica de muchas ecuaciones diferenciales importantes,
un nudmero todavia mayor de ellas no pueden ser resueltas
analiticamente. Afortunadamente, puede, en general,

encontrarse la solucidn numérica de estas Ultimas.

El campo de la resolucidén numérica de -ecuaciones
diferenciales centra gran parte de 1la investigacidn
realizada en el presente, intentando encontrar algoritmos
mds generales y eficaces, en cuanto al tiempo de céalculo

y memoria requerida de ordenador.

En esta parte se describen algunos de los métodos
numéricos méds utilizados para la resolucidn de ecuaciones
diferenciales ordinarias sometidas a condiciones de valor

inicial o de contorno.

En la parte siguiente, se extenderd este estudio a

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
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PARTE 7

ECUACIONES EN DERIVADAS

PARCIALES
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PARTE 7.- ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES.

7.1.- INTRODUCCION.

7.1.1.- Generalidades. Fendmenos fisicos representados
mediante ecuaciones en derivadas parciales.

7.1.2.- Clasificacidn de los métodss de resolucidn.

7.1.3.- Diferencias finitas. Convergencia, estabilidad

y consistencia de un esquema.

7.2.- ECUACIONES ELIPTICAS.
7.2.1.~- M8todo de diferencias finitas para la ecuacidn
de Poisson con condiciones de tipo Dirichlet.
Convergencia, consistencia y estabilidad.

Problema en R2.

7.2.2.- Extensidn al problema de Neuman en R2.

7.2.3.- Método de colocacidn.

7.3.- ECUACIONES PARABOLICAS.
7.3.1.- Diferencias finitas para la ecuacidn de calor
en wuna dimensidén. Convergencia, consistencia
y estabilidad.

7.3.2.- Extensidn del método a RZ2.

7.4.~ ECUACIONES HIPERBOLICAS.
7.4.1.~ Diferencias finitas para la ecuacion de
transporte en wuna dimensidn. Convergencia,

consistencia y estabilidad.
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7.4.2.~ Método de diferencias finitas para la ecuacidn
de ondas en wuna dimensidn. Convergencia,

consistencia y estabilidad.
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* OBJETIVOS GENERALES.

- Analizar y aplicar el método de diferencias finitas

a la resolucidn de ecuaciones en derivadas parcilales.

* OBJETIVOS ESPECIFICOS.

7.

1.- INTRODUCCION,

Definir las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.
Conocer algunos problemas fisicos que se modelizan
mediante ecuaciones en derivadas parciales.
Clasificar los principales métodos numéricos de
resolucidn de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales.

Obtener las expresiones en diferencias finitas
centradas, regresivas y progresivas de las derivadas
parciales de primer y segundo orden en R2.
Estudiar la convergencia, consistencia y estabilidad
de un esquema en diferencias finitas centradas
correspondiente a una ecuacidn diferencial en
derivadas parciales general de segundo orden.

Definir los distintos errores del método.

7.2.- ECUACIONES ELIPTICAS.

Definir un problema de Dirichlet para la ecuacidn de
Poisson en un recténgulo.
Deducir el esquema en diferencias finitas centrales
para el problema anterior.

Deducir el valor del error de consistencia.
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- Deducir 1la expresidon matricial del método de
diferencias finitas centrales.

- Modificar el esquema en diferencias anterior para
tratar condiciones de contorno de Neuman.

- Introducir el método de colocacidn simple y
generalizado.

7.3.~- ECUACIONES PARABOLICAS.

- Plantear el problema de conduccién de calor en 1-D,
en el caso transitorio.

- Deducir el esquema de diferencias progresivas para
la resolucién del problema anterior.

- Deducir el error de consistencia para el esquema de
diferencias progresivas.

- Analizar la estabilidad del esquema de diferencias
progresivas.

- Analizar la convergencia del método de diferencias
progresivas.

- Deducir el esquema de diferencias regresivas para la
resolucidén del problema anterior.

- Deducir el error de consistencia para el esquema en
diferencias regresivas.

- Analizar la estabilidad del esquema en diferencias
regresivas.

- Analizar la convergencia del esquema en diferencias
regresivas.

- Deducir el esquema de Crank-Nicolson para 1la

resolucidn del problema planteado.
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Deducir el error de consistencia del método de
Crank-Nicolson.

Analizar la estabilidad del método de Crank-Nicolson
Analizar la convergencia del método de Crank-
Nicolson.

Introducir el método de diferencias finitas a 1la

ecuacidn de calor en R2.

7.4.- ECUACIONES HIPERBOLICAS.

Plantear el problema del transporte en 1-D.

Deducir el esquema en diferencias explicito para el
problema anterior.

Deducir el error de consistencia para dicho esqguema.
Analizar la estabilidad para dicho esquema.

Analizar la convergencia para dicho esquema.

Deducir un esquema en diferencias implicito para el
problema planteado.

Deducir el error de consistencia para dicho esquema.
Analizar la estabilidad para dicho esquema.

Analizar la convergencia para dicho esquema.
Plantear el problema de la propagacidon de ondas en
1-D.

Deducir el esquema en diferencias centrales para el
problema anterior.

Deducir el error de consistencia para el esquema en
diferencias centrales anterior.

Analizar la estabilidad del esquema en diferencias

centrales anterior.
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- Analizar la convergencia del esquema en diferencias

centrales anterior.

* TEMAS PARA CLASES PRACTICAS.

- Realizar programas en BASIC o FORTRAN 77, wutilizando
los algoritmos de los esquemas en diferencias para
resolver ecuaciones en derivadas parciales, expuestos
en esta parte.

- Comparar la efectividad de 1los diferentes esquemas
propuestos para la resolucidn de problemas concretos
elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos.

- Plantear problemas de la ingenieria cuya formulacidn
respondan a una ecuacidn en derivadas parciales:
cdlculo de potencial electrostético, transmisién de
calor por conduccidn en régimen transitorio,

propagacién de ondas,...

* TEMAS DE AMPLIACION Y EJERCICIOS PROPUESTGOS.
- Introducirse en el estudio de 1los -esquemas en
~direcciones alternadas.
- Introducirse en el método de 1los elementos finitos

para la resolucidén de problemas de contorno en 2-D.
* TEMPORIZACION.

El tiempo invertido en la exposicidén de la Parte 7

serd aproximadamente de dos semanas.
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* BIBLIOGRAFIA.

Relacion detallada.

- R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD
Numerical Analysis.
Editorial Prindle, Weber & Schmidt.
Boston 1981.
Apartado 11.1 para ejemplos fisicos, apartado 11.2 para
el tratamiento por diferencias finitas de 1la ecuacidn
de Poisson, apartado 11.3 para un desarrollo ajustado
de las ecuaciones parabdlicas y apartado 11.4 para
ecuaciones hiperbdlicas de segundo orden. En todos 1los

casos se incluye la programacidn.

- B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES
Cdlculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.
Editorial Rueda.
Madrid 1979.
Capitulo 7 para un desarrollo general de esta parte

excepto problemas hiperbdlicos.

- W. CHENEY, D. KINCAID
Numerical Mathematics and Computing.
Editorial Brooks/Cole Publishing Company.
California 1980.

Capitulo 15 para ejemplos fisicos y programas.
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J.H. FERZIGEN

Numerical Methods for Engineering Application.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

Apartados 4.7, 4.8, 4.9 y 4.11 para un estudioc de
diversos métodos para la resolucidén de los sistemas de
ecuaciones lineales asociados y programacidn.

Apartado 4.1 y 4.2 para ecuaciones parabdlicas y su
programacién. Apartado 4.18, 4.20 y 4.21 para

ecuaciones hiperbdlicas y su programacion.

L. LAPIDUS, G.F. PINDER

Numerical Solution of Partial Differential Equations
in Science and Engineering.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1982.

Apartados 5.1 a 5.4 para un tratamiento general de 1las
ecuaciones elipticas. Capitulo 4 para un estudio de los
métodos aplicados a problemas parabdlicos. Capitulo 6
para un estudio general de 1los métodos aplicados a

problemas hiperbdlicos.

F. MICHAVILA, L. GAVETE
Programacidén y Célculo Numérico.
Editorial Reverté, S.A.
Barcelona 1985.

Apartados 9.1, 9.2, 9.4 y 9.5 para la programacidn.
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J.P. NOUGIER

Méthodes de Calcul Numérique.

Editorial Masson.

Paris 1983.

Apartados 10.6 a 10.8 para un desarrollo completo de

esta parte.

J. NOYE (Editor)
Numerical Solutions of Partial Differential Equations.
Editorial North-Holland Publishing Company.

Amsterdam 1982.

Todo el libro realiza un estudio ampliado de esta parte.

J.M. ORTEGA, W.G. POOLE Jr.

An Introduction to Numerical Methods for Differential
Equations.

Editorial Pitman Publishing Inc.

U.S.A. 1981.

Secciones 7.2 y 7.3 para un estudio del problema de la

estabilidad.

P.A. RAVIART, J.M. THOMAS

Introduction & L'Analyse Numérique des Equations aux
Dérivées Partielles.

Editorial Masson.

Paris 1983.

Capitulo 2, 7 y 8 para una ampliacidn de esta parte.
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- A.A. SAMARSKI, V.B. ANDREIEV

Métodos en Diferencias para las Ecuaciones Elipticas.
Editorial MIR.

Moscu 1979.

Todo el texto es Util para un desarrollo ampliado de

las ecuaciones elipticas.

Relacidn complementaria.

C.T.H. BAKER, C. PHILLIPS
The Numerical Solution of Nonlinear Problems.
Editorial Oxford University Press.

New York 1981.

R.F. CHURCHHOUSE

Handbook of Applicable Mathematics.
Volume III. Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

A.M, COHEN
Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1977.
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R. DAUTRAY, J.-~L. LIONS

Analyse Mathématique et Calcul Numérique pour
Sciences et les Techniques (2 Tomos).

Editorial Masson.

Paris 1984.

C.F. GERALD

Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.
U.S.A. 1980.

E. ISAACSON, H.B. KELLER
Analysis of Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1966.

R. LUTHE, A. OLIVERA, F. SCHUTZ
Métodos Numéricos.
Editorial Limusa.

México 1978.

A. RECUERO FORNIES
Métodos Numéricos.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.
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* COMENTARIOS.

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
se presentan frecuentemente al analizar problemas
cientificos y de ingenieria, como torsidn de barras,
andlisis de membranas vy placas, vibracidn de cables y
barras, problemas de la mecédnica de fluidos, elasticidad,
plasticidad, transferencia de calor, campos eléctricos vy

magnéticos, etc.

En esta parte, se presenta una breve introduccidn a
algunas técnicas numéricas que permiten aproximar la
solucién de ciertos problemas tipo, modelizados por
medioc de una ecuacidn en derivadas parciales sometida a
ciertas condiciones de contorno y/o iniciales. Se limita
el estudio a estos tipos de ecuaciones, ya que seria
necesario recurrir a técnicas numéricas méds complejas,
con wuna base de andlisis mas riguroso, para poder

resolver problemas inestables en la propia naturaleza.

Este es un campo de investigacidn abierto en 1la
actualidad. Incluso métodos numéricos mds potentes, como
el de los elementos finitos, puede necesitar resolver
sistemas de grandes dimensiones para conseguir una
solucién aproximada aceptable. En ciertos <casos ésto

llega a ser inviable.
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CAPITULO 6

ibliografia
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CAPITULO 6.- BIBLIOGRAFIA.

A continuacidn se expone una relacidn bibliografica
global ordenada alfabéticamente por autores, en la que se
incluyen aquellos libros que han ayudado al desarrollo de
los programas de las materias objeto del presente

Proyecto Docente.

Las fuentes bibliogrdficas se han agrupado en dos

grupos correspondientes a los contenidos de:
* Cdlculo Diferencial e Integral.
* Métodos Numéricos.

La mayor parte de la bibliografia ha sido comentada
e incluida en los desarrollos detallados de los distintos
programas, por parecer mas coherente con la estructura
segquida en este Proyecto Docente. Es por esto, que en
este Capitulo sdlo se ha pretendido agrupar, segun las
materias antes mencionadas, las fuentes consultadas con

el fin de facilitar una visidn més general.

Por Ultimo, indicar que todos los libros, que aqui
se citan, se encuentran en el Departamento de Matematica
Aplicada a disposicidén de 1los alumnos y profesores que

deseen consultarlos.
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* Calculo Diferencial e Integral.

- J.M. AMILLO
Topologia: Espacios Métricos.

Tercera edicidn.

Departamento de Publicaciones de la E.T.S.I.T.

Madrid 1982.

- M. ANZOLA, J. CARUNCHO, G. PEREZ,

Problemas de andlisis (2 tomos).

Imprenta Fareso, S.A.

Madrid 1984.

- T.M. APOSTOL
Calculus (2 tomos).
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

- T.M. APOSTOL
Andlisis Matematico.
Segunda edicidn.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1981.
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F. AYRES, Jr.
Calculo Diferencial e Integral.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1971.

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO, J.L. PINILLA
Andlisis Matemdtico. Cdlculo Diferencial en Espacios
Euclideos.

Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 19817.

M.N. BENTABOL, J. MARGALEF, E. OUTERELO

Andlisis Matemdtico. Cdlculo Integral en Espacios
Euclideos.

Ediciones Pirdmide, S.A.

Madrid 1982.

F. BOMBAL, L. RODRIGUEZ, G. VERA

Problemas de Andlisis Matemdtico.1 Cdlculo Diferencial.
Reimpresiodn.

Editorial AC.

Madrid 1985.

R. BRONSON
Ecuaciones Diferenciales Modernas.
Libros McGraw-Hill (Coleccidén Schaum).

México 1976.
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- R. BRONTE ABAURREA

Cdlculo Infinitesimal e Integral (Topologia).
Editado por el autor.

Madrid 1977.

- J. DE BURGOGS

Cdlculo Infinitesimal (Teoria y Problemas).
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1984.

- B. CALVO, J. DOYEN, A. CALVO, BOSCHET
Cours d'analyse (6 tomos).
Librairie Armand Colin.

Paris 1977.

F. COQUILLAT

Calculo Integral. Metodologia y Problemas.

Editorial Tebar Flores.

Madrid 1980.

R.V. CHURCHILL, J.W. BROWN
Variable Compleja y aplicaciones.

Cuarta edicidn.

Libros McGraw-Hill. Ediciones La Colina, S.A.

Madrid 1986.
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B.P. DEMIDOVICH

5.000 Problemas de Andlisis Matemdatico.

Tercera ediciédn.
Editorial Paraninfo.

Madrid 1985.

J. DIEUDONNE
Fundamentos de Analisis Moderno.
Editorial Reverté, S.A.

Zaragoza 1966.

B. DE DIEGO

Ejercicios de Andlisis

(Cdlculo Diferencial e Integral).

Tercera Edicidn.
Editorial Deimos, S.A.

Sevilla 1983,

J.I. ECHARREN, A. PRIMO

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Editorial Lex-Nova.

Valladolid 1975.

J.M., ESTEFANIA, F. MICHAVILA

Elementos de Andlisis Matemdtico.

Editado por los autores.

Madrid 1974.
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F. GARCIA CASTRO, A. GUTIERREZ GOMEZ
Cédlculo Infinitesimal-II (2 tomos).
Ediciones Piramide, S.A.

Madrid 1980-81.

J. GAYO, A. ROMEU
Dibujo de Curvas.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1973.

F. GRANERO
Problemas de Cdlculo para Ingenieros.
Editorial URMO, S.A.

Bilbao 1982.

M. DE GUZMAN, I. PERAL, M. WALIAS

Problemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Primera edicidn.
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1978.

J.W. KITCHEN, Jr.
Cdlculo.
Libros McGraw-Hill. Ediciones La Colina, S.A.

Madrid 1986.
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A.N, KOLMOGOROV, S.V. FOMIN

Elementos de la Teoria de Funciones
Funcional.

Editorial MIR

Moscud 1978.

R.E. LARSON, R.P. HOSTETLER

Calculo y Geometria Analitica.

Segunda edicidn.

Libros McGraw-Hill. Ediciones La Colina,

Madrid 1986.

J. LELONG FERRAND, J.M. ARNAUDIES
Curso de Matemdticas. Tomo 2: Andlisis.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

E. LINES ESCARDO
Andlisis Matemdtico II.
Editado por la U.N.E.D.

Madrid 1974.

S. LIPSCHUTZ
Topologia General.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1970.
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A. LOPEZ DE LA RICA, J.F. DE RETANA A.

Funciones de Variable Compleja.
Editorial Razdn y Fe, S.A.

Madrid 19é8.

A. LOPEZ DE LA RICA

Geometria Diferencial de Curvas y Superficies (2 tomos)

Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1972.

R. LOSADA RODRIGUEZ
Andlisis Matematico.
Editorial Piramide,S.A.

Madrid 1978.

A. LUZARRAGA

Problemas resueltos. Algebra lineal.

Quinta edicidn.
Editado por el autor.

Barcelona 1970.

J.A. MARIN TEJERIZO

Problemas de Calculo Integral.
Segunda edicidén ampliada.
Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1968.
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J.E. MARSDEN, A.J. TROMBA
Cdlculo Vectorial.
Fondo Educativo Iberoamericano.

E.U.A. 1981.

J. MARTINEZ SALAS
Elementos de Matematica.
Tercera edicidn.

Editado por el autor.

Valladolid 1969.

J.L. MATAIX PLANA

Mil Problemas de Cdlculo Integral (4 tomos).

Décima edicidn.
Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1981.

J.L. MATAIX PLANA

Problemas de Complementos de Calculo
Cdlculo Diferencial (2 tomos).

Séptima edicidn.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1967.
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J.L. MATAIX PLANA

Problemas de Geometria Analitica.
Cuarta edicidn.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1968.

F. MICHAVILA
Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados.
Editorial AC.

Madrid 1981.

F. MICHAVILA
Fundamentos de Cdlculo Numérico 1: Topologia Métrica.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

MURRAY R. SPIEGEL
Céalculo Superior.
Libros McGraw-Hill (Coleccidn Schaum).

México 1969.

N. PISKUNOV
Cdlculo Diferencial e Integral.
Editorial Montaner y Simdn, S.A.

Barcelona 1978.
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C. PISOT, M. ZAMANSKY

Matemdticas Generales. Algebra y Andlisis.

Editorial Montaner y Simon, S.A.

Barcelona 1966.

M.H. PROTTER, C.B. MORREY
Andlisis Real.
Editorial AC.

Madrid 1986.

P. PUIG ADAM

Cédlculo Integral.
Decimo séptima edicidn.
Editado por Gdmez Puig.

Madrid 1979.

P. PUIG ADAM

Curso Tedrico-Prédctico de Ecuaciones
aplicado a la Fisica y Técnica.

Décimo sexta edicidn.

Editado por Roberto Puig Alvarez.

Madrid 1980.

J. PUIG
Andlisis Matemdtico-1.
Editorial Toray-Masson, S.A.

Barcelona 1981.
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J. QUINET

Curso de Matemdticas Superiores (6 tomos).

Ecuaciones Diferenciales (tomo 4).
Editorial Paraninfo, S.A.

Madrid 1983.

R.A.E.C.
Problemas de Algebra Lineal.
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1986.

R.A.E.C.

Problemas de Cdlculo Infinitesimal.

Sexta edicidn (Recopilacidn Tomos I y II)
Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1985.

R.A.E.C.
Problemas de Cdlculo Integral.
Ediciones Universidad y Cultura.

Madrid 1986.

R.A.E.C.

Problemas de Ecuaciones Diferenciales.
Quinta edicidn.

Publicaciones R.A.E.C.

Madrid 1968.
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C. RAY WYLIE

Matematicas Superiores para la Ingenieria.

Segunda edicidn en espafiol.
Libros McGraw-Hill.

México 1982.

J. REY PASTOR, A. DE CASTRO BRZEZICKI
Elementos de Matemédticas.

Novena edicidén, corregida.

Editorial S.A.E.T.A.

Madrid 1981.

J. RIVAUD
Ejercicios de Andlisis (2 tomos).
Editorial Aguilar.

Madrid 1975 y 1979.

W. RUDIN

Principios de Andlisis Matemdtico.
Tercera edicidn.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1981.

W. RUDIN
Andlisis Real y Complejo.
Editorial Alhambra, S.A.

Madrid 1985.
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- A. SARABIA, C. GUTIERREZ CANAS

Cdlculo Infinitesimal. Teoria y Problemas.

Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

J.J. SCALA, R. RIAZA, L. ORTIZ
Calculo Vectorial Aplicado.

Primera ediciodn.

Editado por la E.T7.5.1.I. de Madrid.

Madrid 1967.

M. SPIVAK

Calculus. Calculo Infinitesimal (2 tomos).

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1980.

S.K. STEIN

Cdlculo y Geometria Analitica.
Tercera edicion.

Libros McGraw-Hill de México, S.A.

México 1984.

E. TEBAR FLORES

Problemas de Cdlculo Infinitesimal (2 tomos).

Quinta edicién.
Editorial Tebar Flores.

Madrid.
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G.B. THOMAS, Jr.

Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica.

Sexta edicidn.
Editorial Aguilar.

Madrid 1980.

L. THOMAS ARA, M2 E. RIOS GARCIA
Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1975.

L. THOMAS ARA, M2 E. RIOS GARCIA
Problemas de Calculo.
Editado por el autor.

Santander 1975.

A.J. WASHINGTON

Fundamentos de Matemdtica con Céalculo.

Tercera edicion.
Fondo Educativo Ibercamericano.

E.U.A. 1983.

T. WONNACOTT

Aplicaciones del Calculo Diferencial e Integral.

Primera edicidn.
Editorial Limusa, S.A.

México 1983.
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F.S. WOODS, F.H. BAYLEY
Geometria Analitica y Cdlculo Infinitesimal.
Editorial Hispano-Americana.

México 1960.

M. ZAMANSKY

Introduccidn al Algebra y Analisis Numérico.
Segunda edicidn.

Editorial Montaner y Simén, S.A.

Barcelona 1967.
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* Métodos Numéricos.

- C.T.H. BAKER, C. PHILLIPS
The Numerical Solution of Nonlinear Problems.
Editorial Oxford University Press.

New York 1981.

~ N. BAKHVALOV
Métodos Numéricos.
Editorial Paraninfo, S.A.

Madrid 1980.

- R.L.BURDEN, J.D. FAIRES, A.C. REYNOLD
Numerical Analysis.
Editorial Prindle, Weber & Schmidt.

Boston 1981.

- B. CARNAHAN, H.A. LUTHER, J.0. WILKES
Calculo Numérico. Métodos, Aplicaciones.
Editorial Rueda.

Madrid 19789.

- W. CHENEY, D. KINCAID
Numerical Mathematics and Computing.
Editorial Brooks/Cole Publishing Company.

California 1980.
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R.F. CHURCHHOUSE

Handbook of Applicable Mathematics.
Volume III. Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

P.G. CIARLET

Introduction & L'Analyse Numérique
L'Optimisation.

Editorial Masson.

Paris 1982.

P.G. CIARLET, J.-M. THOMAS
Exercises D'Analyse Numérique
D'Optimisation.

Editorial Masson.

Paris 1982.

A.M, COHEN
Andlisis Numérico.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1977.

M. CROUZEIX, A.L. MIGNOT

Matricielle et 4

Matricielle

Analyse Numérique des équations différentielles.

Editorial Masson.

Paris 1984.
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- R. DAUTRAY, J.-L. LIONS
Analyse Mathématique et Calcul Numérique pour les
Sciences et les Techniques (2 Tomos).
Editorial Massan.

Paris 1984.

- P.J. DAVIS
Interpolation and Approximation.
Editorial Dover.

New York 1975.

- 0.J. FARRELL, B. ROSS
Solved Problems: Gamma and Beta Functions, Legendre
Polynomials, Bessel Functions.
Editorial Macmillan Company.

New York 1963.

- J.H. FERZIGER
Numerical Methods for Engineering Application.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981.

- Ph. D. FRANCIS SCHEID
Andlisis Numérico.
Libros McGraw-Hill de México, S.A.

Colombia 1972.
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N. GASTINEL
Andlisis Numérico Lineal.
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1975.

C.F. GERALD
Applied Numerical Analysis.

Segunda edicidn.

Editorial Addison-Wesley Publishing Company.

U.S.A. 1980.

L.A. HAGEMAN, D.M., YOUNG
Applied Iterative Methods.
Editorial Academic Press.

U.S.A. 1981.

F.B. HILDEBRAND

Introduction to Numerical Analysis.
Segunda edicidn.

Libros McGraw-Hill.

U.S.A. 1974.

A.S. HOUSEHOLDER

The Theory of Matrices in Numerical Analysis.

Editorial Dover Publications, Inc.

U.S.A. 1975.

- 332 -

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

ios autores. Digitali

©Del



E. ISAACSON, H.B. KELLER
Analysis of Numerical Methods.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1966.

L. LAPIDUS, G.F. PINDER

Numerical Solution of Partial Differential Equations
in Science and Engineering.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1982.

P.-J. LAURENT
Approximation et optimisation.
Editorial Hermann.

Paris 1972.

H. LEIPHOLZ

Direct Variational Methods and Eingevalue Problems in
Engineering.

Editorial Noordhoff.

Netherlands 1977.

0. LOPEZ
Métodos Iterativos de resolucidn de ecuaciones.
Editorial Alhambra.

Bilbao 1986.
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R. LUTHE, A. OLIVERA, F.

Métodos Numéricos.
Editorial Limusa.

México 1978.

M.J. MARON

Numerical Analysis. A Practical Approach.

SCHUTZ

Editorial Macmillan Publishing Co.

U.S.A. 1982.

F. MICHAVILA

Fundamentos del Cdlculo Numérico 1: Topologia Métrica.

Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1986.

F. MICHAVILA, C. CONDE

Métodos de Aproximacidn.

Publicaciones de 1la E.T
la Universidad Politécn

Madrid 1985.

F. MICHAVILA, L. GAVETE
Programacidén y Célculo
Editorial Reverté, S.A.

Barcelona 1985.

.S. de Ingenieros

ica de Madrid.

Numérico.
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- J.P. NOUGIER

Méthodes de Calcul Numérique.
Editorial Masson.

Paris 1983.

J. NOYE (Editor)
Numerical Solutions of Partial Differential Equations.
Editorial North-Holland Publishing Company.

Amsterdam 1982.

J.M. ORTEGA, W.G. POOLE Jr.

An Introduction to Numerical Methods for Differential
Equations.

Editorial Pitman Publishing Inc.

U.S.A. 1981.

M. PICHAT, C. DI CRESCENZO, J. WOLF
Mathematiques pour L'Informatique.

3-Algorithmmique Numerique (2). Exercises et Problemes.
Editorial Armand Colin.

Paris 1971.

A. RALSTON

Introduccidn al Andlisis Numérico.
Reimpresidn.

Editorial Limusa, S.A.

México 1978.
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P.A, RAVIART, J.M. THOMAS

Introduction & L'Analyse Numérique des Equations aux
Dérivées Partielles.

Editorial Masson.

Paris 1983.

A. RECUERO FORNIES
Métodos Numéricos.
Ediciones I.C.A.I.

Madrid 1974.

C.E. ROBERTS, Jr.

Ecuaciones Diferenciales Ordin:rias. Un enfoque al
Célculo Numérico.

Editorial Dossat, S.A.

Madrid 1980.

A.A. SAMARSKI, V.B. ANDREIEV
Métodos en Diferencias para las Ecuaciones Elipticas.
Editorial MIR.

Moscd 1979.

L. SCHUMAKER
Spline Functions: Basic Theory.
Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1981,
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M. SIBONY, J.-Cl. MARDON

Analyse Numérique I . Systémes Linéaires et non

Lindaires.
Fditorial Hermann.

Paris 1982.

J. STOER, R. BURLIRSCH
Introduction to Numerical Analysis.
Editorial Springer-Verlag.

New York 1980.

G.A. WATSON

Approximation Theory and Numerical Methods.

Editorial John Wiley & Sons.

U.S.A. 1980.

G. WINTER

Resolucidn Numérica de Sistemas de
Algebraicas.

Publicaciones de la U.P.C. (E.T.S.I.I.).

Las Palmas 1986.

D.M. YOUNG

Iterative Solution of Large Linear Systems.

Editorial Academic Press.

U.S.A. 1971.
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