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Introduccion 1

Capitulo 1

Introduccidén

1.1 Antecedentes

La historia ha atribuido a Von Neumann la invencién, en la década de los 40, de
la méaquina de computacién universal denominada tradicionalmente arquitectura Von
Neumann. Con este nombre se designa a cualquier arquitectura (nivel RT e ISA)
de propésito general que puede ejecutar un programa sin necesidad de modificar el
hardware (figura 1.1(a)). Las ideas de Von Neumann fueron adoptadas rapidamente,
llegando a ser fundamentales en las futuras generaciones de computadores, de tal forma,
que ya por esas mismas fechas algunos visionarios pensaban en modelos teéricos de

maquinas paralelas capaces de emular el funcionamiento del cerebro humano.

En los afios 60 se desarrollé una actividad frenética en el disefio de arquitecturas ca-
paces de realizar varios célculos concurrentemente, apareciendo las denominadas arqui-
tecturas vectoriales [103]. La computacién vectorial fue propuesta por los diseriadores
del supercomputador CDC Star en 1967, con la idea de reducir la latencia de memoria.
Asi, se propuso el célculo sobre grandes conjuntos de datos (vectores) que eran trata-
dos por una CPU con varias unidades funcionales trabajando en pipeline. Con estas
arquitecturas, los resultados de las primeras operaciones tardaban en producirse, sin
embargo, los siguientes aparecian en cada ciclo de reloj. Obviamente estas méquinas se
aplicaban a aquellos problemas numéricos en los que la arquitectura Von Neumann era

inviable debido a los tiempos de ejecucién elevados. De esta forma, nacié el concepto
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de Supercomputador para designar al computador méas répido del momento.

El modelo de programacién que se adapta a estas arquitecturas es el modelo de
paralelismo en los datos [89]. Este modelo se caracteriza por la aplicacién de la misma
operacién sobre multiples elementos de una misma estructura de datos. La programa-
cién de estos computadores se abordé construyendo compiladores capaces de obtener
instrucciones vectoriales a partir de cédigo escrito en lenguajes escalares secuenciales,
apareciendo asi las primeras bibliotecas software. En [103] se presenta un resumen
histérico detallado de estas arquitecturas, as{ como una descripcién de computadores

vectoriales tipicos como el CDC Star 100, Cyber 205, Cray-1, etc.

A principios de los 80, los avances de los supercomputadores vectoriales habian
llegado a su limite, ya que por problemas tecnoldgicos no se podia seguir aumentando
la frecuencia de reloj. Debido a esto, las tendencias en supercomputacién se dirigieron
a aumentar el numero de CPUs que ejecutaban un tnico programa [108] (figura 1.1(b)).
De esta forma surgié el concepto de multicomputador como aquella arquitectura forma-
da por mds de un computador (que por lo general sigue el modelo Von Neumann). Cada
computador de esta arquitectura se denomina nodo, y todos ellos aparecen enlazados
mediante una red de interconezion. Cada nodo presenta una memoria independiente
y puede ejecutar su propio programa. Estos programas no sélo leen y escriben en la
memoria local del computador sobre el que se ejecutan, sino que pueden enviar y re-
cibir mensajes a través de la red. Estos mensajes estdn formados por informacién o
datos provenientes de una memoria externa (memoria local de otro nodo del multicom-
putador). El acceso a la memoria local siempre serd mas rapido que el acceso a una
memoria externa, por lo que es deseable que la gran mayoria de referencias a memo-
ria se hagan sobre la memoria local. A esto se le denomina localidad y es una de las
caracteristicas a tener en cuenta en la programacién de multicomputadores. De entre
todas estas arquitecturas destacaron las basadas en Transputer [101], implementadas

utilizando un procesador con enlaces de comunicacién con cuatro vecinos, el IBM-SP2

[49], CRAY T3E [19], etc.

Los multicomputadores pueden utilizar basicamente dos modelos de programacién:
paralelismo en los datos y paso de mensajes. Con el primer modelo, los compiladores
necesitan algin tipo de ayuda sobre la distribucién de datos por parte del programador

(mediante directivas propias del lenguaje de programacién [46]). El segundo modelo
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asocia los datos a tareas, de forma que cada una de ellas trabaja con sus datos hasta,
que necesita un dato externo. En este caso, la tarea debe comunicarse mediante un
mensaje con el computador propietario del dato solicitado. Ejemplos de bibliotecas de

paso de mensajes se pueden encontrar en [79] y [34].

Ademés de los multicomputadores, existe otro tipo de maquinas paralelas denomi-
nadas multiprocesadores. En estas arquitecturas todos los procesadores comparten una
memoria comun a través de un bus o de una red en bus Jerdrquica. Un modelo idealizado
de mﬁltiprocesador es el PRAM [89], en el que cualquier procesador accede a un dato
situado en cualquier médulo de memoria en el mismo tiempo. En la préictica, estas
arquitecturas suelen tener algin tipo de memoria jerdrquica. Para asegurar el prin-
cipio de localidad, los procesadores tienen asociada una memoria cache que almacena
los datos mas frecuentemente utilizados (figura 1.1(c)). De entre estas arquitecturas
destacan la Silicon Graphics [93], CRAY T90 [20], etc.

El modelo de programacién propio de los multiprocesadores se denomlna modelo
de memoria compartide. En este modelo, las tareas comparten un mismo espacio de
memoria. En este caso existen mecanismos para el acceso a memoria, en exclusién

mutua, como los semdforos y monitores.

a) b)

__________________ RED DE INTERCONEXION —|

Ho— :

; ey

.!’: ’ -CAGIE m ! ------------------ ’
BUS

MEMORIA COMPARTIDA

Figura 1.1: a) Arquitectura Von Neumann. b) Multicomputador. ¢) Multiprocesador

En los afios 90, se han popularizado las arquitecturas denominadas redes de work-
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stations constituidas por agrupaciones de computadores interconectados por una red
Ethernet [41] o mediante conmutadores de alta velocidad [3]. Lo més destacable en este
tipo de méaquinas es su uso generalizado, aplicdndose a problemas tanto numéricos como
de indole empresarial. El handicap de estas arquitecturas es la programacién eficiente
de las mismas, ya que sélo los programadores expertos pueden abordar este problema
con indicios de éxito (generando programas eficientes que aprovechen al maximo las

prestaciones de la arquitectura). Ejemplos de estas méquinas se pueden encontrar en

(23], [99] (Convex Exemplar SPP-2000X), [78] (NEC SX-4), etc.

El modelo de programacién utilizado por estas nuevas arquitecturas es el de pa-
so de mensajes apoyandose en bibliotecas especificas como pueden ser MPI y PVM.
Aparentemente, las tendencias futuras caminan en esta direccién, ya que al igual que
ocurrié en el pasado, el limite fisico de la tecnologia en cuanto a disefio de CPUs, hace
que los esfuerzos se orienten al desarrollo de redes mds rapidas, mds que a la mejora

del tiempo de reloj o aumentar el numero de CPU’s.

1.2 Trabajos relacionados

En la actualidad existen problemas cuya solucién computacional puede ser resuelta
eficientemente en LANs o multicomputadores de bajo coste. La programacién de es-
tas arquitecturas se realiza usando estrategias a diferentes niveles. A nivel de sistema
operativo se utilizan microkernels que facilitan su programacién [1]. A nivel de len-
guaje de alto nivel se han utilizado lenguajes paralelos como el HPF [21] o el OpenMP
[85]. Los programas escritos en estos lenguajes pueden ser compilados eficientemente
considerando distribuciones de datos y particionado de célculos. A estos compiladores
se les denomina paralelizantes puesto que el usuario programador escribe un cédigo
secuencial y el compilador se encarga de generar un cédigo paralelo semanticamente
equivalente. A nivel de aplicacion se utilizan herramientas de ayuda a la programacién
paralela [36] que no sdlo facilitan la programacioén a programadores no expertos sino

que asisten a los programadores expertos en la optimizacién de codigo.

Detras de cualquiera de estas estrategias estd el problema de la distribucién de

datos y el particionado de los cédlculos. Para ello los autores han utilizado diferentes
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técnicas (implementadas en cualquiera de los niveles anteriores). Estas aproximaciones
tienen en comin la utilizacién de la teoria de grafos [70]. Asi, unos autores estudian la
distribucién y particionado usando la teorfa del empotrado de grafos. En [18], [45], [65]
se plantean estos problemas y mejoras a las métricas de rendimientos que se usan en
ese ambito. Con este empotrado se pretende particionar los célculos de un programa

entre los procesadores de la arquitectura.

Por otro lado, otros autores se centran en técnicas de alineamiento de datos en
tiempo de compilacién. En [62] se introduce un grafo de alineamiento de vectores de
varias dimensiones. Los arcos de este grafo indican un posible alineamiento entre los
vectores, pesandose éstos en funcién de la preferencia de alineamiento. En [13] se utiliza
un grafo con dos tipos de nodos: de vectores y de lazos. Estos tiltimos tienen un peso
funcién del tiempo de ejecucién del bucle correspondiente. Asi, si en un determinado
lazo se referencia un determinado vector, existe un arco entre el nodo del lazo y el nodo
del vector. El peso de este arco depende del tiempo de comunicacién que se produce
por la distribucién del vector y del bucle en los procesadores correspondientes. En [6]

se utiliza un grafo creado a partir del analisis de las sentencias de asignacion existentes

en el algoritmo. En este grafo existen dos tipos de arcos: de movimiento de datos

(que indican un posible alineamiento de los vectores y el coste del movimiento de estos
elementos) e hiperarcos de paralelismo (que indican cémo pueden ser paralelizados los

bucles y el tiempo que se reduce con tal paralelizacién).

En cualquier caso, el cdlculo de la distribucién éptima es un problema NP-completo
porque entre los datos, por lo general, existen dependencias [57]. Después de calculada
la distribucién y posibles redistribuciones de datos se ha de abordar €l problema de la
comunicacién de datos entre los procesadores. El ob jetivo es eliminarla (aprovechando
la localidad de los datos) o reducirla (aprovechando el solapamiento con los célculos).
Sin embargo, este problema se complica debido a la influencia de las dependencias sobre
las comunicaciones. El problema del solapamiento de cilculos y comunicaciones ha sido
estudiado por varios autores. En [16] se presenta una técnica para solapar célculos
y comunicaciones en algoritmos numéricos, que se basa en reconocer las relaciones
existentes entre las comunicaciones y los célculos a realizar para un problema dado. En
este trabajo se describe el esquema de redistribucion intermedia como aquel en el que

se necesita intercambiar resultados, después de calcular una fase y antes de comenzar
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la siguiente; el esquema de repeticion de fases en el que se repiten una serie de célculos
con intercambios de resultados parciales y el esquema fuertemente dependiente en el
que existen pequenas tareas de cdlculos que necesitan resultados parciales antes de
comenzar (el solapamiento de la comunicacién se consigue anticipindose a la necesidad
de los datos). En [106] se divide la comunicacién a realizar en B bloques a comunicar
mediante strip-mining, donde cada bloque contiene N/B comunicaciones individuales.
De igual forma, el bucle de calculo se divide en B bloques de iteraciones, donde cada
bloque de iteracién necesita datos que son recibidos en su correspondiente bloque de
comunicacion. De esta forma, la comunicacién del i-ésimo bloque de comunicacién se
puede solapar con el cdlculo del (z — 1)-ésimo bloque de iteracién. En [29] se realiza
un solapamiento de comunicaciones en pipeline, sobre aquellos algoritmos en los que
el calculo de un elemento dado x} efectuado en la iteracién ¢, depende tinicamente del

elemento 7, calculado en una iteracién anterior por uno de sus vecinos.

Por otro lado, otro de los objetivos importante en la programacién paralela es el
desarrollo de herramientas de visualizacién, que representen el movimiento de datos,
la utilizacién de los procesadores, las comunicaciones realizadas en el sistema, etc. El
primer problema que aparece al disefiar una herramienta de este tipo, es la forma en
la que el programador se imagina las relaciones existentes entre los datos y en cémo
representar estas relaciones graficamente. En [44] se referencia una importante biblio-
grafia sobre el problema de la visualizacién. Asimismo, se indica la necesidad de estas
herramientas como ayuda a la pogramacién de maquinas paralelas. En [26] se presenta
una nueva representacion (representacién geométrica) de programas paralelos. El punto
principal de este trabajo es la forma en la que se expresan los calculos (encapsulados en
objetos geométricos llamados polytopes) y las relaciones entre estos célculos (relaciones
espaciales representadas mediante la dimension del objeto geométrico y la orientacién
de los célculos contenidos en él; y relaciones temporales representadas mediante el grafo

el dependencias).

Merece especial mencidn el hecho de que muchos investigadores han desarrollado y
analizado compiladores que generan c6digo paralelo. Ejemplos de compiladores parale-
lizantes o de herramientas basadas en éstos son: parafrase-2 [86] que utiliza un grafo de
tareas jerdrquico para representar el control de flujo a varios niveles y las dependencias

de datos. Asimismo, posee una interfaz grafica a través de la cual el usuario puede se-
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leccionar transformaciones, optimizaciones, etc.; SUIF [97] es un compilador que utiliza
un arbol sintéctico abstracto (ASA) para el anslisis de las dependencias y representar
transformaciones de lazos. Cada procedimiento se representa mediante un 4rbol de
este tipo. A su vez, cada nodo no terminal corresponde con estructuras internas como
pueden ser los bucles y cada nodo hoja (nodo terminal) representa instrucciones SUIF.
Asimismo este compilador aplica test de dependencias para hacer un analisis de las mis-
mas (andlisis escalar, vectorial e interprocedural); ParaScope [17] es una herramienta,
interactiva para la paralelizacién de programas que esta formado por: a) un sistema de
compilacién, que informa sobre las dependencias existentes; b) un editor que ayuda al
programador en la toma de decisiones; y c) un sistema de depuracién que controla los

posibles errores en tiempo de ejecucién (acceso paralelo para lectura y escritura de la,

misma variable).

Si bien existen éstos y mas compiladores de este tipo, lo cierto es que en la préctica
los programadores expertos se muestran reticentes a su uso debido a la, poca eficiencia
de los cédigos generados (en [76] se pueden comparar los resultados obtenidos al generar

cddigo paralelo por parte de varios compiladores existentes en el mercado, en relacién a

los resultados obtenidos en la paralelizacién manual). Asf, varios autores [67] [76], [80], .

[90], apoyan una solucién manual a la paralelizacién utilizando entornos especificos.
Nosotros nos inclinamos por trabajar en esta linea, por lo que hemos desarrollado una
herramienta grafica de ayuda al programador en la paralelizacién de cédigo secuencial.
La herramienta ayuda a distribuir datos y comunicaciones en funcién de las dependen-
cias existentes entre los datos del programa. A partir de aqui, el programador modifica
el codigo secuencial para realizar la distribucién y las comunicaciones propuesta por la

herramienta.

1.3 Motivaciones

Hoy dfa es comin el uso de distintas arquitecturas para resolver problemas que de-
mandan gran cantidad de célculo. Ejemplos de arquitecturas que incluyen més de un
procesador son las basadas en procesadores pentium [50]. Es normal que en muchos
centros de cdlculo encontremos LAN de alta velocidad [41],[52] o clusters (en [98] se

presenta informacion detallada de cluster en linux) o bien miquinas DSM [22].
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En este entorno de trabajo es bastante légico pensar que el usuario programador de-
be tener conocimientos sobre paralelismo para resolver ciertos problemas, aprovechando
el maximo este tipo de arquitecturas. Un ejemplo lo tenemos en los departamentos de
Senales y Comunicaciones y Telemdtica de la U.L.P.G.C. Los miembros de estos de-
partamentos tienen la necesidad de simular la solucién a problemas de comunicaciones
o tienen que resolver problemas numéricos que demandan gran cantidad de célculo.
Sin embargo, estos problemas se resuelven en maquinas monoprocesadoras, porque no
se tienen los conocimientos adecuados para aprovechar eficientemente la potencia de
cdlculo de una LAN o una maquina de més de dos procesadores. Por supuesto, este no
es un ejemplo aislado ya que ocurre lo mismo en otros departamentos de la Universidad
Espafiola y en general de otras Universidades. De igual forma, en algunas empresas del
sector informético se pueden encontrar maquinas de este tipo, y aunque no todas re-
suelven problemas de tipo numérico, si pueden beneficiarse del uso de la programacién

paralela y de herramientas de ayuda a la programacién paralela.

Estos motivos han llevado a considerar el disefio de una metodologia de programa-
cién de la que el usuario programador no experto se pueda beneficiar, usando herra-
mientas sencillas que le ayuden a aprovechar eficientemente los recursos de la méquina.
Es de nuestro interés que sea independiente de la arquitectura y que se pueda aplicar a
cualquier tipo de problemas (especialmente a los de Telecomunicacién). Asimismo, no
deseamos perder de vista las tendencias actuales en Internet [51] por lo que conside-
ramos muy interesante disefiar el nicleo de la herramienta de distribucién de datos y
comunicaciones, de forma que pueda ser utilizada a través de una interfaz WEB [105].
Ademas de estos motivos, al diseflar nuestros algoritmos pretendemos realizar el menor
numero de comunicaciones posibles (eliminéndolas o solapandolas con los célculos). A
partir de aqui, generamos algoritmos eficientes que mejoran en gran medida el tiempo
de ejecucién secuencial y que, comparativamente con los algoritmos desarrollados por

otros autores [39], [100], [48] presentan, en algunos casos, mejores eficiencias.

1.4 Objetivos y aportaciones

El objetivo principal de este trabajo es el desarrollo de una metodologia de programa-

cién que ayude al usuario programador a usar arquitecturas con més de un procesador.
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La metodologia presentada consta de los siguientes pasos que se aplican de forma su-

cesiva;

o Andlisis del algoritmo secuencial Partiendo del algoritmo secuencial a para-
lelizar, se analizan las dependencias existentes entre los datos referenciados en

ese algoritmo. Este anilisis se realiza de forma grafica mediante la herramienta

desarrollada (GDM).

e Distribucion de datos en los procesadores de la arquitectura paralela. En base a
la informacién generada por el GDM, se realiza la distribucién de datos corres-
pondiente con aquella en la que se consigue méximo paralelismo. Esto puede

implicar que exista tanto replicacién de datos como desbalanceo de la carga.

o FEstablecimiento de las comunicaciones. Para evitar la replicacién de datos y
asegurar un balaceo éptimo puede ser necesario las comunicaciones entre proce-
sadores. En este caso, se establece qué procesador se comunica con cudl otro
y en qué orden. Asimismo, en la ejecucién del algoritmo puede ser necesaria

la comunicacién de datos entre procesadores. En este caso, esta informacién la
suministra el GDM.

La metodologia anterior es una metodologia sistemética, con lo que se ayuda al
programador a distribuir los datos y conocer las comunicaciones que se deben realizar.

Debido a esto, puede ser considerada como una estrategida a nivel de aplicacion.

Un segundo objetivo ha sido el disefio de una herramienta grifica que siga los
pasos de la metodologia. Consideramos que si un programador puede “ver” cémo se
utilizan los datos y cémo se comunican estos, le resultard de més ayuda que si esta
informacién se presenta de forma escrita. Asimismo, esta herramienta se ejecuta en
cualquier plataforma de computacién puesto que ha sido desarrollada usando el lenguaje
Java. Nuestra idea es que pueda estar disponible en un servidor WEB e incluso que
pueda servir como base para desarrollar una herramienta mas completa basada en la
tecnologia WEB.

Por 1ltimo hemos creido conveniente demostrar que nuestra metodologia es util

para generar la descripcién de circuitos electrénicos paralelos que puedan llevar a cabo

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



10 ' Introduccion

las acciones (algoritmos regulares) usando méximo paralelismo, dependiente de las

restricciones del hardware a utilizar.

Con todo lo anterior el objetivo final es el disefio de una metodologia novedosa
de programacién de multicomputadores, basada en una representacién nueva de las
dependencias de datos, que se utiliza para distribuir datos de tal manera, que se pueda
eliminar las comunicaciones o bien solapar con los cdlculos. Ademds pretendemos que

se pueda disefiar hardware paralelo ad-hoc utilizando nuestra metodologia.

Las aportaciones més importantes de la tesis son las siguientes:

¢ Aplicamos la metodologia a algoritmos del 4lgebra lineal densos y dispersos de for-
ma sistematica. Las metodologfas tradicionales de disefio de algoritmos sistélicos

sblo son aplicables a algoritmos densos.
e Obtenemos una representacién grafica de dependencias uniformes y no uniformes.

¢ Consideramos una amplia gama de algoritmos regulares en los que no se tienen
que ejecutar todos los bucles (en algunos casos no se tiene que ejecutar ningun
bucle) para conocer la distribucién de datos. Ademds clasificamos los algoritmos

a los que podemos aplicar nuestra metodologia.

e Formalizamos el célculo de las dependencias para representarlas en un plano
independientemente del nimero de bucles del algoritmo secuencial. Esto supone
una mejora considerable frente a las representaciones tradicionales del Espacio de

Iteraciones [57] y el Grafo de Sentencias [109].

e Se ha estudiado la aplicacién a problemas de interés para la Ingenieria de Tele-

comunicacion.

1.5 Estructura de la memoria

El trabajo que hemos llevado a cabo se presenta en los 8 capitulos de la presente
memoria. En el capitulo 1 se introducen los antecedentes, estado del arte y los objetivos

del trabajo.
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En el capitulo 2 se hace una breve descripcién de los multicomputadores y su pro-
gramacion, presentando el problema del anslisis de las dependencias y el solapamiento

de célculos y comunicaciones. En este capitulo se hace una breve descripcién del grafo
de dependencias modificado (GDM).

En el capitulo 3 se analiza el GDM en comparacién con el espacio de iteraciones
y el grafo de dependencias tradicional. En este capitulo se exponen las definiciones y

lemas que especifican el grafo objeto de este trabajo.

En el capitulo 4 se estudia el GDM desde el punto de vista de un algoritmo a
paralelizar y las relaciones existentes entre los bucles y las dependencias de datos con el
grafo generado. Asimismo, en este capitulo se acota el problema presentando distintos

tipos de algoritmos sobre el que se aplica la metodologfa.

En el capitulo 5 se presentan distintos ejemplos del dlgebra lineal. Cada uno de
estos ejemplos es estudiado respecto a su GDM, estableciendo cémo se distribuyen los

datos y qué comunicaciones son necesarias.

En el capitulo 6 se muestran los resultados experimentales de los problemas del

capitulo anterior, asi como se explican algunos problemas resueltos en el ambito de la

Ingenierfa de Telecomunicacién.

En el capitulo 7 se explica el desarrollo hardware en FPGAs de problemas regulares,

alguno de los cuales han sido analizados previamente.

Por iltimo, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones y se comentan algunas

lineas de trabajo que consideramos interesantes.

Los capitulos anteriores se complementan con la bibliografia y el glosario de térmi-

nos.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



“elleUBD UBIS 9p SeWwed SeT 9p PEpISISAIUN ©




Programacion de multicomputadores 13

Capitulo 2

Programacién de multicomputadores

2.1 Introduccién

En la actualidad las arquitecturas paralelas (redes de estaciones de trabajo, multicom-
putadores de memoria compartida -multiprocesadores- o de memoria distribuida) [89]
se muestran como una alternativa barata y adecuada para la resolucién de problemas
complejos, que necesitan realizar una gran cantidad de célculos en un tiempo minimo.
Sin embargo, para obtener un rendimiento 6ptimo de este tipo de arquitecturas hay una
serie de t6picos a tener en cuenta, como pueden ser: la paralelizacidn de los bucles que
constituyen el algoritmo que modela el problema a resolver (particionado o alineamien-
to de los bucles y distribucidn de datos y célculos) y los requisitos de comunicacion,

topicos muy relacionados entre sf [38].

El disefio de un algoritmo paralelo (aquel que se ejecuta sobre una arquitectura pa-
ralela) se puede afrontar siguiendo dos posibles estrategias: la adaptacién del algoritmo
secuencial 6ptimo o la creacién de un nuevo algoritmo que explote mejor el paralelismo
de la arquitectura final. Sea cual sea la estrategia escogida, el objetivo final consiste en
reducir el tiempo de ejecucién del algoritmo mediante la descomposicién del problema,
(algoritmo) de forma que mds de un procesador intervenga, en el proceso. Esta des-
composicion proporciona la distribucién de datos y calculos y establece las necesidades
de comunicacién. Por lo general, para realizar esta tarea los programadores utilizan su

experiencia e intuicién y en base a ella, construyen el algoritmo paralelo final. Ante este
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panorama, la generacién de herramientas de distribucién automdtica de datos, o bien
de herramientas que orienten en la distribucién de datos, se convierte en una necesidad

prioritaria, de manera que se libere al programador de realizar este trabajo.

En cualquier caso, el paralelismo éptimo es aquel que asegura una descomposicién
del problema tal que los procesadores almacenan los datos necesarios, para que no
existan comunicaciones. Sin embargo, esta situacién ideal no es la solucién real, ya que

.entre los datos de un algoritmo suelen existir dependencias [9] que impiden una solucién
sin gomunicaciones. Segun esto, para establecer las necesidades de comunicacién de
un algoritmo, es importante el analisis de las dependencias existentes entre los datos
implicados en el calculo. Este analisis se puede realizar: a) de forma tedrica mediante
las distintas formas de representar el vector distancia de dependencia [57]: nivel de
dependencia [2], vector direccion de dependencia [109], dependencias afines [37]; o b)
de forma grifica mediante el Espacio de Iteraciones (EI) [57], el Grafo de Sentencias
GS [109] o el Grafo de Dependencias Modificado (GDM).

Después del analisis de las dependencias existentes, se realiza la distribucién de
datos (y consecuentemente de cdlculos) en los procesadores de la arquitectura parale-
la. Tradicionalmente existen dos técnicas de distribucién de datos: a) el programador
establece dicha distribucion utilizando directivas propias de ciertos lenguajes y com-
piladores paralelizantes [46], o b) el compilador se encarga de resolver este problema
(usando las técnicas de alineamiento y distribucién) [43]. La primera opcién es més

utilizada que la segunda, ya que la realizacién de un compilador de propdsito general,
| que distribuya los datos de forma 6ptima, es atin un tema a resolver. Sin embargo, sea
cual sea la técnica empleada, el problema fundamental que se plantea en la distribucion
de datos estd en encontrar aquella distribucién que optimice las comunicaciones, bien
elimindndolas o bien solapandolas con los calculos. Estos calculos se suelen concentrar

mayoritariamente, en los bucles de los programas secuenciales.

2.2 Paralelizacion de bucles

El c6digo de la mayoria de los problemas cientificos esta constituido por bucles anidados

que presentan un alto grado de paralelismo y, a la vez, consumen la mayor parte del
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tiempo de ejecucién [30]. De estos bucles, los lazos afines (aquellos cuyos limites son
funciones afines de las variables de iteracién de otros bucles) son ampliamente utilizados

tanto en problemas del dlgebra lineal [42] como en problemas tipicos de ingenierfa [66],

[83], [84].

El primer paso en la generacién de un algoritmo paralelo consiste en detectar aque-
llos bucles que puedan ser realizados en paralelo. Asi, un bucle se puede ejecutar en
paralelo (por més de un procesador) si no existen dependencias entre sus iteraciones
o pafte de sus iteraciones. La deteccién de estos bucles se lleva a cabo mediante los
algoritmos de paralelizacién de lazos, cuyo propdsito estd en transformar los bucles
de alguna forma. Asi, una transformacién lineal, aplicada a un conjunto de bucles,
cambia la estructura de un lazo con el objetivo de cambiar el orden de ejecucién de
las iteraciones. Sin embargo, la estructura de las iteraciones no son alteradas de forma
que en una iteracién dada, en un nuevo espacio de iteraciones, se realizan las mismas

operaciones de cdlculo que las que se realizaban en el espacio original.

Existen distintas técnicas de transformacién de lazos, también llamadas transfor-
maciones primarias, entre las que se puede destacar [109]: loop interchange, wavefront,
skewing y tiling. Sin embargo, para conseguir explotar al méximo las caracterfsticas de
la arquitectura, es necesario utilizar combinaciones de una o mas tranformaciones pri-
marias, dando lugar a una transformacién unimodular [8], [59]. Las transformaciones
unimodulares son representadas mediante matrices elementales ¥ por tanto, unimodu-
lares [9]. La limitacién de las transformaciones unimodulares radica por un lado, en
que solo se pueden aplicar a lazos perfectamente anidados y por otro, a que se deben
aplicar las mismas transformaciones a todos los lazos del programa. Con el objeto
de eliminar estas restricciones numerosos autores han desarrollado nuevas técnicas que
permiten la unificacién de diversas transformaciones [55], [58]; o €l uso de otro tipo de

transformaciones como pueden ser las afines [13].

2.2.1 Anadlisis de las dependencias de datos

Cualquier transformacién aplicada sobre un conjunto de bucles parte del andlisis de las
dependencias. Asi, una sentencia que utiliza para lectura o escritura, un valor calculado

por una sentencia de ejecucién anterior en el tiempo, se dice que tiene una dependencia,
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de datos sobre ella.

Existen tres tipos de dependencias: de flujo, antidependencia y de salida [9]. De
todas ellas, la mds importante es la dependencia de flujo que se produce cuando una

variable es asignada en una sentencia S; y mas adelante es utilizada en otra sentencia

S (518S5).

Consideremos los siguientes bucles:

do Il = Ll, Ul, Step1

do I, = L, Uy, Stepy,
Sy: A1), oy ful(D)) = ...

S: o= A(g1(1), .., gu(I))
enddo

enddo

(2.1)

donde A es un vector de n dimensiones y f; y ¢; son funciones de Z* a Z donde Z
es el conjunto de todos los enteros [87]. En este algoritmo existe una dependencia de
flujo 5165, en el bucle més interno, ya que el valor asignado en S; es posteriormente
utilizado en S;. Para caracterizar cualquier dependencia de datos se utiliza la distancia

de dependencia, que corresponde con el nimero de iteraciones que hay entre la fuente

y el sumidero de la dependencia.

En la figura 2.1 se presentan dos bucles anidados y una sentencia interior que tiene
una dependencia de flujo sobre si misma (entre las distintas iteraciones de los bucles).
51 desenrollamos los lazos se observa que el valor situado en la posicién (4, 7) es usado
en la iteracién (z,y) sit =2 y j = y — 1, por tanto, el vector distancia de dependencia

es (0,l) yaquez—i=0ey—j=1.

El andlisis de las dependencias de flujo se puede realizar visualmente mediante: a)
el grafo de dependencias en el espacio de iteraciones (EI) y b) el grafo de sentencias
(GS). En el EI, cada vértice representa las operaciones a realizar entre datos, y cada
arco, las dependencias existentes entre ellos. La dimensién del EI depende del nimero

de bucles del algoritmo. Cuando el ndmero de bucles es superior a tres, no es posible
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la representacién grafica del mismo. Asimismo, cuando existe mas de una dependencia
de datos en un algoritmo, el nimero de arcos del grafo afiade complejldad extra. En
el GS, cada vértice representa una sentencia del algoritmo, utilizdndose el peso del
arco que las une, para establecer la distancia de dependencia. Esta representacién
es menos intuitiva (“visual”) que la representacion en el £ y no ofrece ayuda a los
programadores no expertos, ya que con ella se pierde la visién natural del paralelismo
existente en el algoritmo. En la figura 2.2 se presenta el algoritmo secuencial de la

multiplicacién matriz-vector y las dependencias en el EI y en el GS , siendo n = 5.

Ay Ajja
(1,1) 1,0)
1
do i=1,6,1 (1,2)\ (1,1)
d0j=1,3,] @0
L= ARy @3 N(2)
enddo

nddo (3,2) (3, D
¢ (3.3) ™~

B

(i,j) precede a (x,y) si: 4,3) N 4,2
i<x 0 i=x yj<y g ;3 g (1?

g 53) N(52)
N
(6,3) (6,2)

Figura 2.1: Ejemplo de bucles anidados

Algoritmo secuencial

do i=0n-1,1
do j=0,n-1,1
(0,0) S C;=¢+A,; b,
j <o+ o——»o enddo
1 enddo

*—+0—+o—oo oo
o0 —oo—+0—»o
*—+0—oo—o0—+o

@ 01>
*¢—o0—oo0—o0—»@

4,4)

Espacio de iteraciones Grafo de sentencias

Figura 2.2: Ejemplo de algoritmo y representacién de las dependencias
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2.2.2 Particionado de algoritmos

Una vez analizadas las dependencias existentes entre los datos del algoritmo a para-
lelizar, se puede realizar el particionado del algoritmo. Este particionado comsiste en
distribuir los célculos a realizar, entre los procesadores de la arquitectura selecciona-
da, de forma que éstos se ejecuten eficientemente (alineando los bucles en los distintos

procesadores).

Un determinado algoritmo puede ser particionado de multiples formas sobre una
determinada arquitectura, teniendo cada una de ellas unos requisitos de comunicacién
particulares. Asimismo, debe ser posible cambiar de una méquina a otra (de igual o
distintas caracteristicas) de forma eficiente. Algunos autores estudian este problema
desde el punto de vista del isomorfismo de grafos y realizan un proceso de empotrado
(embedding). Una idea que subyace detrds de este proceso es que una red de intercone-
xién de procesadores (arquitectura paralela) se puede ver como un grafo en el cual los
nodos son los procesadores y los arcos los enlaces fisicos entre ellos. Las principales
medidas de calidad de un empotrado son: la dilatacién, congestién, expansion y car-
ga maxima [18]. En [65], [45] se presentan empotrados entre diferentes topologias de

interconexion de procesadores que intentan mejorar las métricas anteriores.

Por otro lado, se han realizado grandes esfuerzos en el estudio de distintas técnicas
de alineamiento en tiempo de compilacién. Asi, en [62] los autores introducen el Grafo
de Componentes Afines (CAG). En este grafo, los nodos se organizan en columnas
donde cada una de ellas representa un vector. Entre dos nodos cualesquiera (7, e
ip) existe un arco, si aparece el mismo subindice en la dimensién i, del vector a y
en la dimensién 7, del vector b. En este caso se dice que existe una afinidad entre
ambas dimensiones. Los arcos de este grafo indican un posible alineamiento entre los
vectores, pesdndose éstos en funcién de la preferencia de alineamiento. La idea de
los autores se basa en agrupar las columnas en subconjuntos de forma que no existan
nodos de una misma columna en el mismo subconjunto. Esta divisién puede provocar
la. eliminacién del paralelismo (ejecucién secuencial de bucles). En [13] se utiliza el
Grafo de Alineamiento-Distribucién (ADG). En este grafo existen dos tipos de nodos:
nodos de vectores (igual que en el CAG) con peso cero y nodos de lazos con un peso

que es funcién del tiempo de ejecucién de ese bucle. Asi, si en un determinado lazo
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se referencia un determinado vector, existe un arco entre el nodo del lazo y el nodo
del vector. El peso de este arco depende del tiempo de comunicacién que se produce
por la distribucién del vector y del bucle en los procesadores correspondientes. En [6]
se utiliza el Grafo de Paralelismo-Comunicacién (CPG) creado a partir del anglisis de
las sentencias de asignacién que existen dentro de los bucles ¥ que actualizan vectores.
Los autores suponen vectores de d dimensiones y lazos perfectamente anidados. Los
nodos del CPG se organizan de igual forma que los del CAG. Sin embargo, existen dos
tipos de arcos: arcos de movimiento de datos (que indican un posible alineamiento de
los vectores y el coste del movimiento de estos elementos) e hiperarcos de paralelismo

(que indican cémo pueden ser paralelizados los bucles y el tiempo que se reduce con

tal paralelizacién).

2.2.3 Distribucién de datos

Estrechamente relacionado con la particién de bucles est4 la distribucién de datos entre
los procesadores de la arquitectura. Determinar la distribucidn optima de datos para
una aplicacién especifica es una tarea dificil de resolver para la que hay que tener en
cuenta numerosos condicionantes. Por un lado estd el excesivo coste de las comunica-
clones en comparacién con los célculos a realizar internamente en un procesador. Asi,
los datos se deben distribuir en los procesadores de forma que se elimine (localidad de

los datos) o reduzca (solapamiento con los calculos) el nimero de comunicaciones.

Como idea bidsica se puede establecer que la distribucién de un espacio D =
(D', D?,...,D™) de datos sobre un espacio P = (P!, P2, ..., P*) de procesadores se
puede modelar mediante una funcién f; : D — P. Si la dimensién y tamafio del es-
pacio P de procesadores es mayor o igual al espacio de datos D (n > m), la funcién
de distribucién puede ser lineal (se entiende por tamafio de un espacio el niumero de
elementos de ese espacio). Sin embargo, éste no es el caso tipico. Por lo general, la
funcién de distribucién es una funcién no lineal que incluye operadores de médulo, el
entero inmediatamente superior, etc. Por tanto, el problema que se presenta consiste en
encontrar una distribucién éptima de datos para todas las estructuras de datos vecto-
riales que forman parte de un programa. Este problema es un problema NP-completo,

ya que lo més comtn es que entre los datos existan dependencias de flujo [57]. Debido
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a esto, existen dos tendencias ante la distribucién de datos: distribucién realizada por
el usuario (segin la informacién aportada en el andlisis visual de las dependencias)
vs distribucién automatica. Siguiendo la segunda alternativa, algunos compiladores
paralelizantes (Fortran D, Fortran 90D, Vienna-Fortran [11], Paradigm [7], etc.) han

incluido herramientas de distribucién automatica de datos.

.2.2.3.1 Estrategias de particionado: regulares e irregulares

Exiéten distintas estrategias de distribucién de datos que tienden a aprovechar el uso
de la memoria y a mejorar la localidad de las referencias en programas paralelos. Estas
técnicas se pueden dividir en dos grandes grupos: orientadas a problemas regulares y
orientadas a problemas irregulares. Para la distribucién de datos en problemas regulares

podemos hacer la siguiente clasificacién (figura 2.3):

e Distribucién por bloques. Consiste en dividir el vector en subvectores contiguos
y de igual tamafio asignandolos a diferentes procesadores. Un vector con m
elementos se distribuye en n procesadores asignando subvectores de longitud [ 2]

a cada procesador.

e Distribucion ciclica. Se basa en dividir el vector bidimensional en subvectores uni-
dimensionales que se distribuyen siguiendo la filosofia round-robin. A diferencia
de la distribucién por bloques, esta estrategia maximiza el coste de comunica-
cién ya que, por lo general, elementos vecinos en el vector estdn en procesadores

diferentes.

e Distribucién bloque-ciclica que se caracteriza por ser una combinacién de las
anteriores. A esta distribucién también se la conoce como ciclica(g) donde g es

el tamarfio del bloque, miiltiplo de Z.

Sin embargo, para el caso de problemas irregulares los métodos de distribucién estu-
diados anteriormente, generalmente, no son éptimos [88]. El andlisis de un programa en
tiempo de compilacién es insuficiente cuando no se conocen previamente las dependen-
cias de datos y las comunicaciones que se tienen que establecer entre los procesadores.

Debido a esto, es necesario realizar un cierto preproceso en tiempo de ejecucién antes
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de realizar los calculos de cada iteracién. En este preproceso se define la ubicacién de
los datos y los patrones de comunicacién. En la practica, cada paso de un problema
irregular se resuelve siguiendo dos fases: fase del inspector y fase del ejecutor. El ins-
pector se encarga de realizar la etapa de preproceso y traducir los indices globales a
locales y el ejecutor realiza los célculos de esa etapa y comunica los elementos utilizan-
do la informacién suministrada por el inspector. Para simplificar las fases anteriores
existen herramientas de distribucién automética para problemas irregulares, que poseen
primitivas para la realizacién de estas operaciones. Entre estas herramientas se puede
destacar Chaos/Parti (Parallel Automated Runtime Toolkit) [91].

e i B SRS (e -
__________ Jooooo o] IR P

P "

""""" pliTooiiiool bIITTIIImIIIIII A

al [~ooooo--- it I . RIIIIIIIN £
""""" s B S SRR A
__________ pl----=----1 L CIIIPIIIIIIIIII :j
"""""" et N S TRt =
__________ P - IS e :3

a) b) c)

Figura 2.3: Ejemplos de distribucién regular de datos donde n = 4 ym = 16. a)

Bloque-ciclica (g = 2). b) Distribucién por bloques. ¢) Distribucién ciclica

2.3 El problema de la comunicacién

En los multiprocesadores, dado que existe una memoria comin, el problema de la comu-
nicacién se convierte en un acceso eficiente a los datos almacenados en dicha memoria
(més de dos procesadores no pueden acceder a la vez, con una orden de escritura o
una de escritura y otra de lectura, a una localizacién de memoria determinada). Por
el contrario, en los multicomputadores y en las redes de 4rea local, el problema de la
comunicacion radica en la topologia de interconexién de los procesadores, topologia que
generalmente es estdtica. En la figura 2.4 se presentan algunos ejemplos de topologias

de interconexién de procesadores.
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a) ’

b)
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Figura 2.4: a) Linea. b) Anillo. ¢) Toro 2D. d) Arbol. e) Hipercubo 3D. f) Bruijn

2.3.1 Modelos de comunicacién

Un modelo de comunicacién establece la forma en que dos procesadores, de una deter-
minada topologia de interconexién, se comunican; definiendo el modo en que se utilizan
tanto los enlaces como los buffers de datos. Los mensajes se pueden transmitir de
un procesador a otro siguiendo, basicamente, dos modelos de comunicacién: store-
and-forward message passing (figura 2.5(a)) y circuit-switched message routing (figura
2.5(b)) [89]. El primer modelo se basa en que cada procesador que se encuentra en
el camino de una comunicacién entre dos procesadores, debe almacenar por completo
el mensaje y luego comunicarlo (tipico de multicomputadores de la primera generacién
como por ejemplo los multicomputadores basados en transputer T800). El segundo
método se basa en la utilizacién de un médulo de comunicacién por computador de
forma que éste se encarga de realizar las comunicaciones, independizando de esto al
procesador de cdlculo. En este caso, se establece un camino de enlace entre los proce-

sadores y se envia el mensaje completo.

Una variante del segundo modelo, conocido como dynamic circuit switching [18],
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se produce cuando el mensaje comienza a transmitirse aunque el camino no se haya
establecido. En este caso, los paquetes transmitidos se van almacehando en los pro-
cesadores intermedios hasta que finalmente llegan al procesador receptor, liberandose
el enlace completo (figura 2.5(c)). Dentro de este dltimo modelo se puede considerar
dos variantes: wormhole [73], en el que los procesadores intermedios almacenan los
mensajes enviados y los enlaces se van liberando a medida que dejan de utilizarse; y el
virtual cut through, en el que si se detecta conflicto, los mensajes almacenados en los

nodos intermedios se envian al procesador que detect el problema.

REITERARIELD
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=
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Figura 2.5: a) Store-and-forward message passing. b) Circuit-switched message routing.
¢) Dynamic circuit switching
2.3.2 Tipos de comunicacién

La mayoria de los multicomputadores soportan modelos de paso de mensajes en el

cual los procesadores trabajan asincronamente comunicdndose mediante primitivas de
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comunicacion. Por lo general, los multicomputadores que soportan paso de mensajes
utilizan dos tipos de comunicacién: punto a punto -send y receive- (dos procesadores
involucrados) y comunicaciones colectivas -broadcast, scatter, gather, total exchange,
shift, reduction y scan- (un grupo de procesadores involucrados). Los modelos de pasos
de mensajes difieren en base a términos de selectividad, ordenacién de los mensajes,

sincronizacién y bloqueo [25].

En cuanto a la selectividad y ordenacién de los mensajes, los modelos de paso
de mensajes permiten establecer qué procesador es el emisor y cudl es el receptor de
las comunicaciones (desde un procesador hasta todos los procesadores, pasando por
un grupo de estos). Asimismo, los mensajes pueden levar una etiqueta (tag) que
los identifica del resto de mensajes. Esta etiqueta se puede utilizar para recuperar
el mensaje en el orden adecuado, ya que al receptor le pueden llegar los mensajes
de forma aleatoria, en funcién de las caracteristicas y comportamiento del sistema de
comunicacion empleado. Bésicamente los pardmetros que caracterizan a un sistema
de comunicacién son la latencia y el throughput. La latencia de un mensaje determina
de forma restrictiva la granularidad del problema y el throughput establece la cantidad
maxima de datos que se pueden intercambiar en una unidad de tiempo. En general, el
tiempo de comunicacién t.m de un mensaje de longitud L se puede descomponer en
el tiempo de start-up B (tiempo necesario para que la cabecera del mensaje llegue al
destino) y el 7, que es el tiempo que tarda el resto del mensaje en ser transmitido, una
vez que se ha conseguido establecer el camino entre el emisor y el receptor. De esta
forma, teom = B+ L X Toom (donde 7om es el tiempo requerido para transmitir un byte
Y Tt =L X Teom).

Las propiedades de blogqueo y sincronizacién se refieren al momento en el que se
retorna después de la llamada a la primitiva de envio o recepcion, existiendo cuatro
opciones diferentes: bloqueante asincrona (no se retorna hasta que el mensaje no ha-
ya sido extraido del buffer de envio), bloqueante sincrona (no se retorna hasta que el
mensaje no haya llegado al receptor), no-bloqueante asincrona (puede retornar antes de
que el mensaje haya sido extraido del buffer. Esta opcién lleva asociada una primitiva,
de espera -wait- que no retorna hasta que el mensaje haya sido extraido del buffer) y
no-bloquante sincrona (puede retornar antes de que el mensaje haya sido extraido del

buffer. Esta opcién lleva asociada una primitiva de espera -wait- que no retorna hasta
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que el mensaje haya llegado al receptor) [25]. Las primitivas no bloquantes presentan
dos ventajas con respecto a las bloqueantes: por un lado, eliminan la necesidad de
buffers en el subsistema de comunicacién; y por otro, permiten el solapamiento de los
calculos y las comunicaciones. En la figura 2.6(a) se muestra un ejemplo de envio blo-
queante, entre los procesadores de un anillo, cuando no existen buffers en el subsistema
de comunicacién. En este ejemplo, todos los procesadores del anillo intentan enviar el
dato pero ningin vecino lo puede recibir porque estén bloqueados en su propia opera-
cién de envio. Teniendo en cuenta las caracteristicas de la primitiva blocking send que
no se considera finalizada hasta que el dato no salga del buffer de envio o no llegue
al receptor, los procesadores del anillo permanecerdn en deadlock. Si existen buffers
en el subsistema de comunicacién, este problema no ocurre porque los datos se envian
a estos buffers (figura 2.6(b)), y todos los procesadores pueden pasar a recibir desde

éstos utilizando la primitiva blocking receive (figura 2.6(c)).

(Y ()

- Biocking send - Eiocking send - i;iocking send - 't;iocking send
blocking receive  blocking receive  blocking receive  blocking receive

a)

(V)

buffer buffer Mex

- i;iocking send - i:;iocking send - i;iockingsend - i:oiocking send
blocking receive  blocking receive  blocking receive  blocking receive

b "

()

i;iocking send i;iocking send blocking send blocking send
“* blocking receive “* blocking receive “* blocking receive “® blocking receive

9

buffer

Figura 2.6: a) Deadlock. b) Envio con buffer. c¢) Recepcién con buffer
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Por el contrario, la necesidad de buffers en el subsistema de comunicacién se evita
con el uso de primitivas no bloqueantes ya que los procesadores comienzan el envio
(almacenando los datos en el buffer de envio, interno al procesador) y sin que esta
primitiva haya finalizado su ejecucién, comienzan la recepcién de los datos procedentes

de su vecino (almacenindolos en el buffer de recepcién, interno al procesador).

2.4 Efecto de las dependencias sobre las comunicacio-

nes

Supongamos que las { iteraciones del algoritmo que describe el problema a resolver, se

pueden particionar entre los nProc procesadores de una arquitectura paralela, de forma,

que a cada uno de ellos le corresponden it = nplroc iteraciones. Asimismo, consideramos

que %o es el tiempo en el que los procesadores P’ y P7 realizan la primera iteracién
de su particién, y que ty(w) corresponde con el tiempo en el que cualquiera de ellos

realiza la iteracién v(w), donde 0 < v,w < 1 — 1. Segin esto, se pueden dar los casos
siguientes:

o i, <1,

siendo ¢, el tiempo en el que el procesador P* realiza la iteracién v y t,, el tiempo en

el que el procesador P’ realiza la iteracién w.

Asimismo, supongamos que los célculos realizados en la iteracién v(w) por el pro-
cesador P*¥) involucran a un conjunto de L datos (conjunto D*®)) donde L < [, (L

es la cantidad de datos que se envian en un mensaje). Segin esto, puede ocurrir que:

® ¥ diéd,, Vdy,d, tal que d; € D y d, € D¥. Es decir, no existe dependencia entre
datos del conjunto D y D¥. En este caso, todos los elementos dependientes se
encuentran en el mismo procesador. Si esto ocurre, no se necesitan comunica-

ciones de datos y los célculos sobre los datos anteriores se pueden realizar en

paralelo.
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® diddy, Vdy,dy tal que d; € D* y dy € D¥. Es decir, existe dependencia entre
algin dato del conjunto D y algin dato del conjunto D¥. En este caso, todos
los elementos dependientes no se encuentran en el mismo procesador. Si esto
ocurre, se necesitan comunicaciones que pueden ser solapadas con los cilculos (en
funcién de t, y ¢,,). Asi, el solapamiento de cilculos y comunicaciones se consigue
alterando la granularidad del problema y utilizando primitivas no bloqueantes de
comunicacion, de forma que un procesador pueda calcular a la vez que comunicar,
“ya que no tiene que esperar por el receptor del mensaje. La eleccidn del tamafio
del grano (cantidad de trabajo realizada por procesador entre comunicaciones) es
una tarea compleja y depende del problema en si, de la velocidad del procesador
y de la eficiencia de las comunicaciones (cuanto mayor sea el tamafio del grano,
menor sera el nimero de mensajes a enviar). Segin sea el solapamiento realizado

se tienen las siguientes posibilidades (figura 2.7):

— Las comunicaciones y los célculos no pueden ser solapadas: teze = teom -+ teal.

— Las comunicaciones y los célculos se pueden solapar completamente: ¢

exe —

tcal-

— Las comunicaciones y los célculos se solapan parcialmente: te,. = t., + £ -

a)

b)

tiempo de célculo

tiempo de comunicacién

Figura 2.7: a) No existe solapamiento. b) Solapamiento total de comunicaciones y

célculos. ¢) Solapamiento parcial de comunicaciones y clculos
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En [16], [14] y [106] se presentan distintas técnicas de solapamiento de cilculos y
comunicaciones basadas en las relaciones entre las-comunicaciones y célculos a realizar,

en la utilizacién de dos procesadores (uno para comunicar y otro para calcular) y en

el strip-mining respectivamente. En [56] se presenta un analisis de diferentes trans-.

formaciones para detectar cudl de ellas produce paralelismo maximo, minimizando las
comunicaciones (mediante solapamiento total o parcial). En cualquier caso, los auto-

res necesitan un analisis muy detallado de las dependencias para que el resultado sea

optimo.

2.5 Metodologia de distribucién de datos

En este apartado presentamos nuestra metodologia de distribucién de datos. Se deno-
mina método al modo ordenado de proceder para llegar a un resultado o fin determinado
y a metodologia se la define como el conjﬁnto de métodos utilizados para alcanzar el fin
propuesto. El modo ordenado de proceder se puede traducir también por sistemético,
dando a entender la existencia de una relacién entre los distintos métodos que forman
la metodologia. Segun esto, podemos definir metodologfa de distribucién de datos co-
mo aquellas técnicas realizadas en un orden dado, que consiguen distribuir, de alguna

forma, los elementos que se utilizan en un determinado algoritmo.

La generacién de un algoritmo paralelo debe venir precedida por la aplicacién de
una metodologia sistematica que pueda llegar a ser automatizada. Si esto es asi, se
descarga al programador de la tarea tediosa de analizar las dependencias existentes
en el algoritmo que modela el problema a resolver, para establecer la distribucién de
datos y posteriores comunicaciones. La metodologia propuesta se puede desglosar en

los siguiente puntos:

1. Andlisis del algoritmo secuencial. De las dos estrategias a seguir para generar
un algoritmo paralelo se elige aquella que parte del algoritmo secuencial corres-
pondiente, si es posible, debido a que es mejor utilizar un algoritmo correcto.
Asi, la deteccién de paralelismo (conocer qué parte del cédigo se debe ejecutar
en paralelo) y comprender el por qué (en funcién de las dependencias existentes

entre los datos) es independiente de la arquitectura paralela que finalmente eje-
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cutara el cédigo. Estos conceptos sélo dependen del algoritmo secuencial a ser
paralelizado.

El analisis del algoritmo secuencial lleva consigo el estudio de las dependencias
existentes entre los datos, para establecer cémo y cuando deben ser utilizados.
Este analisis puede ser realizado de forma grafica mediante el EJ o el GS. Sin
embargo, estas herramientas presentan problemas. Una solucién al problema
de la representacién de las dependencias de datos ests en la utilizacién de una
alternativa, que aporte la misma informacién, pero que no esté limitada al nimero
de bucles y que sea apropiada para programadores no expertos. La representacién
propuesta es el GDM o Grafo de Dependencias Modificado (figura 2.8).

Algoritmo secuencial

doi=1,3,1
doj=1,3,1
dok=1,3.1
Alij)=_.
enddo
enddo
enddo

Figura 2.8: Andlisis del algoritmo secuencial

2. Distribucion de datos en los procesadores de la arquitectura paralela. Una vez
analizadas las dependencias se realiza la distribucién inicial de datos que se des-
prende del grafo del algoritmo secuencial (GDM). Esta distribucién de datos
corresponde con una distribucién para obtener maximo paralelismo (figura 2.9).
Sin embargo, la distribucién inicial no suele ser la misma en las dististas fases
de ejecucion del algoritmo paralelo final. Asi, si existen dependencias de datos,
en la iteracion w del procesador P’ se pueden necesitar datos calculados en la
iteracion v del procesador P?. Esto implica una nueva distribucién de datos o
redistribucion (comunicacién de elementos). Esta informacién también ests re-
presentada en el grafo del algoritmo secuencial, de forma que este grafo no sélo
almacena informacién sobre la distribucién inicial de datos sino también sobre las

comunicaciones necesarias.
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ARQUITECTURA PARALELA

GDM

Q @ 6 (2

12 el T Y
CEENCEENC o

Figura 2.9: Distribucién de datos en funcién del GDM

3. Establecimiento de las comunicaciones. La existencia de dependencias entre los
datos de un algoritmo secuencial, que ha sido particionado entre varios procesa-
dores, implica el establecimiento de comunicaciones si los datos dependientes se
encuentran en procesadores diferentes. En una primera aproximacion, las comu-
nicaciones deben ser eliminadas, almacenando los datos en los procesadores que
los necesitan para los célculos (regla del calculo del propietario). Sin embargo, si
esto no es posible las comunicaciones deben ser solapadas con los calculos. Un
mayor o menor grado de solapamiento depende del problema en si. Segun esto,

se pueden generar dos tipos de algoritmos paralelos (tabla 2.1).

calcular datos®
do i=1,v_f,Step comunicar datos®
par do i=1,v_f,Step
calcular datos'™ par
comunicar datos' calcular datos'—*
endpar comunicar datos'
enddo endpar
calcular datos®~/ enddo
calcular datos’~!

Tabla 2.1: Tipos de algoritmos paralelos

En el primer algoritmo de la tabla 2.1, la distribucion inicial de datos asegura
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la ejecucién de la primera iteracién sin necesidad de comunicaciones. De esta
forma, el primer bloque de célculo se puede realizar de forma solapada con las
comunicaciones (parcial o totalmente, segiin el valor del tiempo de célculo ¢,y y
del tiempo de comunicacién teom). En el segundo algoritmo de la tabla anterior,
es necesario comunicar un bloque de datos, que deben ser previamente calculados,
antes de realizar la primera iteracién. A partir de esta iteracién el solapamiento

total o parcial es funcién de los valores comentados.

2.5.1 Introduccién al GDM

El GDM esté formado por vértices unidos mediante arcos (con dos pesos: “color” y

“orden”) y tiene una estructura planar. En cada fila del plano se presentan los distintos

bucles que rodean a la dependencia analizada; y en cada columna, los posibles valores

de los indices de estos bucles.

En el GDM se representan las dependencias entre los datos mediante el coloreado
de los arcos. De esta forma, arcos de igual “color” representan datos que tienen depen-
dencias y que por tanto, deben estar en el mismo procesador antes de que se realice
el calculo. De esta caracteristica se deduce que existen tantos procesadores como colo-
res diferentes. Asimismo, la ordenacién de los cdlculos en un procesador se realiza en

funcién de otro peso del arco: el “orden”. Supongamos el algoritmo sicuiente:
p pong g g

do i=0,2,1
do j=0,2,1
C,',jZO
do k=0,2,1
C;;=Csj+Aix X B
enddo
enddo

enddo (2.2)

El GDM de este algoritmo se muestra en la figura 2.10. En este grafo se observa

que existen tres filas de nodos, ya que existen tres bucles (n = 3) que rodean a la
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dependencia C; ; = C;;j + ... (2, , y k) y tres columnas. Asi, analizando el algoritmo se
observa que el elemento Cp depende de su valor previo y de los elementos Ag . y By o,
siendo 0 < k < 2. Estos datos deben estar en el mismo procesador para que los calculos
se realicen sin necesidad de comunicaciones. En el GDM de la figura 2.10 se observa
que parai=0,7 =0y 0 <k <2, los vértices (7,0), (7,0) y (k, ko), siendo 0 < ko < 2
se encuentran unidos mediante arcos de “color” negro. La igualdad del “color” de estos
arcos indica que entre los datos proyectados sobre ellos existe dependencia (cuando
dos vértices del GDM estan unidos mediante mas de un arco de distinto “color”, por
motivos de claridad se agrupan todos estos arcos en uno con tantos “colores” como los
originales). Asimismo, se observa el “orden” de utilizacién de los datos, de forma que

primero se realiza el calculo para k = 0 (k,0) y por ultimo para k = 2 (k, 2).

Figura 2.10: GDM de la multiplicacién matriz-matriz ejemplo

2.5.2 Distribucién de datos segin el GDM

A partir del GDM del algoritmo secuencial se establece la distribucion inicial de datos
y posteriores redistribuciones, de forma que un dato determinado se almacena en la
memoria del procesador P¢, si los n — 1 arcos que unen los n vértices del GDM donde
se proyecta este dato, tienen “color” c. Por ejemplo, para la figura 2.10, el punto
(z =0,5 = 0,k = 0) se proyecta sobre los vértices: (¢,0), (5,0) y (k,0), que juntos
forman un hipervértice; y los dos arcos que unen estas parejas de vértices, que forman

un hiperarco. El peso “color” del hiperarco es el negro y el peso “orden” es el cero.
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Por otro lado, cada punto (4,7, k) que se proyecta sobre tres vértices y dos arcos del
GDM, puede tener asociados mas de un dato diferente. Ast, los datos Ci=o j=0, Ai=0 =0
Y Bi=o,j=0 estdn asociados a los vértices y arcos comentados anteriormente.

Asimismo, los n vértices del GDM sobre los que se proyecta un dato determinado
pueden estar enlazados por hiperarcos de distinto “color”. En este caso, el dato aso-
ciado debe almacenarse en los procesadores emparejados con el “color” del hiperarco

(replicacién de datos en las memorias de los procesadores).

MATRIZ A MATRIZ B
©g0q0, ®e of®
o o o @ | ®
e o |o @ @

T T r
® , e ., 0 LY o ®

E i @

|

MATRIZC
Figura 2.11: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-matriz ejemplo

Del GDM del ejemplo (figura 2.10) se puede extraer la distribucién inicial de datos
(figura 2.11). En este caso, cada elemento de las matrices A y B se encuentran repli-

cados en tres procesadores, mientras que cada elemento de la matriz C estd localizado

en un unico procesador.

2.5.3 Comunicaciones segin el GDM

Segtin la distribucién inicial de datos, éstos pueden estar replicados en las memorias de
los distintos procesadores, sin embargo, esta replicacién puede eliminarse si utilizamos

comunicaciones. Supongamos que un dato se proyecta sobre mas de un hiperarco de

distinto “color”. Segin esto:
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e Si los arcos de distinto “color” tienen distinto “orden”, el dato se almacena en
la memoria del procesador correspondiente al “color” del arco que tiene menor
“orden”, y luego se comunica al resto siguiendo el orden establecido por el peso.
El solapamiento total o parcial es funcién del t.; ¥ teom y particular para cada

problema y arquitectura.

e Si los arcos de distinto “color” tienen el mismo “orden” puede ser posible la
solucién anterior (si el “orden” no es restrictivo). Asi, el dato se almacena en la
memoria de uno de los procesadores y se comunica al resto en un orden establecido
por el programador. El solapamiento total o parcial es funcién del tco; ¥ teom ¥

particular para cada problema y arquitectura.

MATRIZ A MATRIZ B
®¢lc0® o ®o.0 0.
| |
® e | .
® | ‘. o gle |o ;‘
e (o | @ ° |
& e ®|® 5 ° ® .‘

K o o |

Figura 2.12: Redistribucion de datos de la multiplicacién matriz-matriz ejemplo

Partiendo del GDM de la figura 2.10 se puede estudiar una posible redistribucién
de datos (figura 2.12). En este caso, el “orden” de los arcos de distinto “color” sobre
los que se proyecta un dato, es el mismo. Asi, si tomamos el elemento By ; siendo
k =0y j = 0 existen arcos de tres colores (negro, magenta, rojo) e igual "orden” (0),
que unen los vértices (k,0) y (j,0). Segin esto, este dato debe estar almacenado en la
memoria de tres procesadores. Si se quiere evitar la replicacién de datos, el elemento
puede almacenarse en un unico procesador y a la vez que es utilizado, se comunica al
siguiente procesador (y asi hasta que los tres lo hayan empleado en su célculo). Esto se

puede realizar ya que los calculos en este caso presentan un orden relajado (la suma es
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una operacién conmutativa). Esto mismo se puede realizar para el resto de elementos
de las matrices A y B, tal y como se indica en la figura 2.12. En esta figura se ha

utilizado el tamafio de los puntos (de mayor a menor) para indicar qué dato se utiliza

primero en un procesador dado.

2.5.4 Caracteristicas de la metodologia
Las caracteristicas fundamentales del GDM son las siguientes:

e El GDM es una herramienta de ayuda al programador que permite descubrir
visualmente el paralelismo existente en un determinado codigo. Asi, para ejecu-
tar de forma eficiente (con el menor nimero de comunicaciones) la dependencia

analizada se necesitan tantos procesadores como colores existan en el grafo.

e En funcién de los colores de los arcos del grafo se realiza una primera distribucién
de datos, de forma que los datos proyectados sobre los arcos de un “color” (c) se

almacenan en el procesador correspondiente a ese “color” (P°).

e Si en alguna iteracién posterior, los vértices sobre los que se proyecta un dato se
unen mediante arcos de distinto “color” (f, tal que ¢ # f), significa que se necesita
una redistribucién de datos (comunicaciones punto a punto). Asi, el GDM indica
cémo deben comunicarse los datos, y que tipo de comunicacién hay que realizar.
En cualquier caso, un dato a calcular siempre se comunica al procesador que tiene

los datos que necesita (no sigue la regla del propietario).

® Si en alguna iteracién existen arcos en el GDM con el mismo “color” y “or-

den”, los datos proyectados sobre ellos se pueden calcular en paralelo existiendo

comunicaciones de tipo broadcast de datos dependientes.

o La generacién del GDM no implica la ejecucién de todos los bucles que encie-
rran a la dependencia analizada. El nimero de bucles a ejecutar depende de las

caracteristicas de la dependencia (uniforme o no uniforme).

o A partir del GDM el programador puede distribuir los bucles en los procesadores.
Asi, los valores de los indices de los bucles asociados a un “color” dado (c) son

ejecutados por el procesador correspondiente (P°).
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e Si en el cédigo existe més de una dependencia, debe realizarse un andlisis de
sus GDMs, existiendo un grafo por dependencia. El programador debe estu-
diar las posibles distribuciones de datos que indica cada GDM (d;) (siendo d; la

dependencia analizada), eligiendo la distribucién més restrictiva.
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Capitulo 3

Andlisis de las dependencias

3.1 Introduccién

Un algoritmo se puede definir como la secuencia de pasos a seguir en la resolucién de un
problema. Cada uno de estos pasos debe estar perfectamente definido y debe poder ser
expresado en un lenguaje de programacién y ejecutado sobre uno o mas computadores.
Los algoritmos se pueden clasificar de distinta forma dependiendo de sus caracteristi-

cas, sin embargo, en este estudio nos centramos en los algoritmos transformacionales

secuenciales imperativos [107].

A nuestros efectos, los algoritmos se clasifican en secuenciales y paralelos. Los algo-
ritmos secuenciales son aquellos que se disefian para ser ejecutados sobre una maquina
secuencial (computador que posee un juego de instrucciones que sélo incluye operacio-
nes sobre variables escalares). Por el contrario, los algoritmos paralelos son aquellos

que se ejecutan de forma concurrente o paralela en uno o varios computadores [89)].

Al disefiar un algoritmo paralelo, partiendo del algoritmo secuencial, es importante
analizar el comportamiento de este dltimo mediante herramientas que permitan repre-
sentar las dependencias de datos. Algunos autores realizan este analisis visualmente
utilizando el ET [57] del algoritmo secuencial y la representacién de las dependencias
sobre este espacio (grafo de dependencias). Sin embargo, esta representacién tiene una

serie de problemas (seccidn 2.2.1) que justifican su modificacién. En este capitulo se
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presenta nuestra solucién novedosa: el grafo de dependencias modificado o GDM. En

una primera aproximacion, este grafo se explica comparativamente con la representa-

cion del E1.

3.2 Espacio de iteraciones

La estructura de ciertos algoritmos secuenciales (algoritmo 2.1) consiste de un conjunto
de bucles que encierran un grupo de una o mds sentencias. El conjunto de todos los
posibles valores que puede tener el vector formado por las variables indices de los bucles,
se denomina espacio de iteraciones. Los limites del EI se pueden caracterizar mediante
un conjunto de inecuaciones correspondientes a los limites de los bucles, de forma que
[57]:

SpxI>1 (3.1)

SU x I S U (32)

donde, las ecuaciones 3.1 y 3.2 representan el conjunto de los limites inferiores y su-
periores de los bucles respectivamente. Si suponemos que existen n bucles, Sy, es una
matriz triangular inferior de dimensién n X n, Sy es una matriz triangular superior
de dimensién n X n, | y u son vectores de dimensién n x 1 e I = (I, I, ..., I,)? es el
vector de iteracion o vector de indices, de dimensién n x 1. En la figura 3.1 se pre-
senta un ejemplo del E1 de la factorizacién LU sin pivoteo (espacio piramidal), cuyas

coordenadas corresponden con el vector de indices, I = (k, ¢, 7).

do k=0,n-1,1
do i=k+1,n-1,1
Si: Ai’k =Ai’k / Ak,k ,_ ________ .. _______ '1_ _______ :
do j=k+1,n-1,1 ! i .‘ """ »’ """ B

enddo ¢. ........ [ — 18 _::i“;‘,‘

enddo , el

enddo ‘ -------- ‘- ....... ‘ ....... _‘

Figura 3.1: Algoritmo secuencial de la factorizaciéon LU y su EI (n = 4)

________ 1o o - @
S35 A =ALALRAL ? :‘¢ 1“. .‘ @
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Para este ejemplo, las matrices y vectores anteriores son:

1 100
Sp=1| -1 Su=]1010
-1 0 0 01
k 0 n—1
I=1 4 =11 U= n
7 1 n

3.3 Grafo de dependencias

La ejecucién de cualquier algoritmo transformacional lleva consigo la modificacién de
unos datos para obtener unos resultados. La manipulacién de estos datos se puede
caracterizar mediante un grafo, denominado grafo de dependencias del algoritmo se-
cuencial, donde cada vértice representa operaciones a realizar entre datos y cada arco

representa las dependencias existentes entre ellos. Basicamente, existen tres tipos de

dependencias [9):

¢ Dependencia de flujo. Se dice que una instruccién Sy tiene una dependencia de
flujo de la instruccién Sy (S16S2) si una variable asignada en S, es referenciada

posteriormente en S, y no hay ninguna instruccién S3, entre la S; y la S, que

asigne un nuevo valor a esa variable.

o Antidependencia. Existe una antidependencia entre las instrucciones S2 y Sy si
una variable referenciada en S (5165;) es posteriormente referenciada en Sy y

no hay ninguna instruccién Ss, entre la S; y la Sp que asigne un nuevo valor a

esa variable.

e Dependencia de salida. Se dice que una instruccién S, tiene una dependencia de
' salida de la instruccién S1 (516°5,) si una variable asignada en S es posterior-

mente reasignada en S y no hay ninguna instruccién S, entre la S; y la Sy que

asigne un nuevo valor a esa variable.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



40 Andlisis de las dependencias

El analisis que se desarrolla a continuacién se centra en las dependencias de flujo ya
que el resto de dependencias son producidas por la reutilizacién de la misma posicién
de memoria y pueden ser eliminadas mediante el renombrado de las variables [9], [57].
Por ejemplo, en el algoritmo 3.3 existen dependencias de flujo entre sentencias de una
misma iteracién del bucle ¢ (S, tiene una dependencia de 51, ya que a; necesita el dato
¢;) y del bucle 5 (S; tiene una dependencia de s{ misma, ya que a;, necesita a a;, si
J1 < J2, siendo j; y jo valores diferentes de la variable j) y entre sentencias de distintas
iteraciones- del bucle ¢ (S; tiene una dependencia de si misma, ya que ¢; necesita el
dato ¢;_2). Estos dos tipos de dependencias de flujo se denominan dependencias loop

independent y dependencias loop carried, respectivamente [57].

do j=0,n-1,1
a; =10
do i=0,n-1,1
S1: ¢ =¢ig

Sy a;=a;+¢

enddo
enddo (3.3)

Arp= A1p0/Aop Agn = Az1/A1

A1 =A11— Ao X Ao Agg=Ago— Azy X Ar2
A1,2 = A1,2 - A1,o X Ao,z A2,3 = A2,3 - A2,1 X A1,3
Ayz= A1z — Ao X Ao Azy = As;1/A1q

Azp = Azp/Aop Azg = Azz — Az1 X Ay
A2,1 = A2,1 - Az,o X A0,1 A3,3 = A3,3 - A3,1 X A1,3
A2,2 = A2,2 - Az,o X Ao,z

A2,3 = A2,3 - A2,0 X Ao,3 A3,2 = A3,2/A2,2

Az = AspofAog Az3z = Azz— Azz X A

A3,1 = A3,1 - As,o X Ao,1
Azo = A3,2 - As,o X Ao,z
A3,3 = A3,3 - As,o X Ao,a

Tabla 3.1: Bucles desenrollados de la factorizacion LU (n = 4)
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Por ejemplo, en la factorizacién LU (figura 3.1), si desenrollamos los bucles supo-
niendo n=4 (tabla 3.1), se puede observar que existen tres dependencias de flujo de
tipo loop carried entre distintas iteraciones del bucle k& (Aij < Apj, Aij + A;j-enla

sentencia interior-, A;; + A; 1 -en la sentencia exterior-) y una dependencia de tipo

- loop independent en cada iteracién del bucle 7 (Aij ¢+ A;; -en la sentencia interior-).

o
-.‘

arco que une los vértices
correspondientes a la iteracién
O2hya2n)

Figura 3.2: Grafo de dependencias de la factorizacién LU (n=4)

3.3.1 Representacién del grafo de dependencias

Partiendo del ET del algoritmo secuencial podemos extrapolar su representacién a un
grafo, de forma que cada punto del ET es un vértice del mismo. Los arcos del grafo se
obtienen al unir los vértices (§ = p;, ps, s Pn) Y (§= a1, 425 -, ¢,)! del ET cuyo vector
de indices es I = (I, I, ..., I,,)*, siempre y cuando existan dos sentencias Sy ¥y Sw (no

necesariamente diferentes) en el interior de los bucles tal que S.[p05,[4), para cada
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par de iteraciones p'y ¢ si § # ¢ [109]. El arco que une dos nodos del grafo tiene como
vértice inicial, el punto correspondiente a la iteracién 'y como vértice final, el punto
correspondiente a la iteracién ¢. En la figura 3.2 se presenta un ejemplo del grafo de

dependencias para la factorizacion LU.

En el algoritmo de la factorizacién LU (figura 3.1), para k = k; y j = j1, el dato
A;; necesita el elemento Ay, ;. De igual forma, para k = k; e ¢ = iy, el dato A, ;
- necesita el valor A;, x,. Para una iteracién (k ¢ j)* = (k1 41 j71)%, el dato A;, j, tiene una
dependencia de A;, j,, calculado en la iteracién k = k; —1, y de los valores A;, x, ¥ Ak, 4,
comentados anteriormente. De estas relaciones, se establece el grafo de dependencias

presentado en la figura 3.2.

3.4 Grafo de dependencias modificado o GDM

La dimensién del grafo de dependencias es funcién del niimero de bucles que encierran
a la dependencia (en el ejemplo anterior existen tres bucles, luego el grafo es tridimen-
sional). Debido a esto, cuando el nimero de bucles es superior a tres, no es posible la
representacién grafica del mismo siguiendo el método presentado anteriormente. Asi-
mismo, cuando existe mas de una dependencia de datos en €l algoritmo, el ntimero de
arcos del grafo hace que el andlisis visual del mismo sea dificultoso, lo que presenta

problemas para programadores no expertos.

Una solucién al problema anterior consiste en modificar la estructura del grafo de
dependencias, consiguiendo una informacién grafica mas clara de la transformacién de

los datos en el algoritmo analizado. De esta forma:

e Para cada dependencia (d;) existente en el algoritmo se obtiene un grafo de de-

pendencias o GDM(d;).

e Cada GDM(d;) se representa en un plano, por tanto, es independiente del niumero

de bucles que encierran a la dependencia.

El GDM se puede considerar como la unién de todos los GDM(d;) para 1 < i <

nud, donde nud es el nimero total de dependencias del algoritmo. La informacién
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representada en este grafo debe ser la misma que la representada en el espacio de
iteraciones del algoritmo analizado. El grafo de dependencias modificado para una
dependencia d; queda caracterizado mediante un conjunto de vértices y un conjunto
de arcos, GDM(d;) = (V(d;), A(d;)). Para caracterizar el GDM(d;), se parte del EI,
estableciendo una serie de definiciones. En principio caracterizamos el GDM para
cualquier dependencia y explicamos cémo se calculan los conjuntos V y A para esas

dependencias.

3.4.1 Vértices del GDM

Dado un EI de dimensién n, que nombramos como EI(1,n), se considera un EI(I,n—
1) a aquel espacio que integra a todos los puntos del EI(I,n) y que tiene una de
las coordenadas a un valor constante. Sea [; esta variable de iteracién y c; el valor
constante, entonces el vector I' = ([, [, ..., Iy = ¢f,...; In_1,1,) denota a todos los

puntos integrados en el EI(I,n — 1) para el valor constante de ;.

Definicién 1 Un superpunto SPy., es la agrupacion de puntos del EI(I,n), definido
por la proyeccion:

—
”

XEZCf

donde c; es un valor constante, I= (I, Iz, ... Is = cj,...., I,) es un vector fila y € =

(e1 €2 ... en) es un vector columna, tal que ey =1 ye; =0 (Vf,7=1..n, f# 7).

Nétese que 1 < f < n, es decir existe al menos un superpunto por cada una de
las variables de iteracién del EI(I,n). A su vez, cada variable I; puede tomar valores
dentro del rango definido por las inecuaciones 3.1 y 3.2. Esto significa que por cada
variable de iteracién pueden existir mds de un superpunto (para un valor dado de f,
¢y puede tomar valores diferentes definidos por los limites de los bucles y el paso de

iteracién).

Por ejemplo, en la figura 3.3 se muestran los superpuntos de la dimensién k& (f = 1)

del algoritmo de la figura 3.1 que se obtienen haciendo la proyeccién de los vectores
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T (k=Fky 1 j) sobre la dimensién k (€ = (1 0 0)') para los valores 0 < k; < n —1

(n = 4).

1
(ke i j)x =k
Nk
i 3
P
( ) k=2 (3‘3'3)
k=3
®* @ & dimensién k
k=2 k=3

superpunto

Figura 3.3: Ejemplo de proyeccion sobre la dimension k

Asimismo, las proyecciones de los vectores I sobre las dimensiones i (F=2) ¥

J (f = 3) de este mismo espacio, se consiguen aplicando los siguientes productos
escalares:
0
(ki j)x|1[=i (ki n)x|o|=u
0

Obteniéndose los resultados gréaficos que se muestran en las figuras 3.4 y 3.5 si
Ogihj] Sﬂ,""] (n=4)
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ir

dimension i

AN DN
*%
=3 (\\? "

Figura 3.4: Ejemplo de proyeccién sobre la dimensién ¢

dimensién j

LY

@ o #

Figura 3.5: Ejemplo de proyeccién sobre la dimensién j

Cada una de las proyecciones produce la asignacién de todos los puntos de un E[
n — l-dimensional sobre un tnico punto, ya que para una dimensién I;, todos los
puntos situados en el espacio definido por (I; I ... Iy =¢; ... I,) se proyectan sobre
el punto ¢y de la dimension I; (1 < f < n). Asi, en la figura 3.3 se observa un

espacio de iteraciones 3-D y la proyeccion de los vectores, que definen a los distintos
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puntos de ese espacio, sobre la dimensién k. Para un valor constante k = ky, todos los
puntos situados en el espacio 2-D o plano (k; i j) se proyectan sobre el punto &y de la
dimensién k. Esta observacién se puede extender para los ejemplos de las figuras 3.4 y

3.5 cuando se hace la proyeccién sobre las dimensiones 7 y j respectivamente.

Segun lo explicado, los puntos del EI(I,n) siempre se pueden representar en un
plano, en el que las dimensiones (I, I, ..., I,,) se dibujan en el eje vertical y los valores

de los superpuntos del EI(I,n — 1) se representan en el eje horizontal.

Definicién 2 Se denomina Plano de Superpuntos (PS) a la representacién grdfica

de los superpuntos SPy.., donde 1 < f < n yc; es un valor constante. A estos

superpuntos los denotamos como vértices Vi, ., = (I¢,cy).
p fiCf f’ f

Teniendo en cuenta la definicién 1, un EI{I,n — 1) con I'= (i = ¢, D5, I3, ..., 1),
genera una linea de superpuntos correspondiente a la dimensién Iy, donde ¢; toma
todos los valores posibles de /;. Haciendo esto mismo para las restantes dimensiones
I; del EI(I,n) se obtienen n — 1 lineas de puntos. Estas n lineas de puntos se pueden
disponer verticalmente constituyendo, con sus superpuntos, un espacio bidimensional.

En la figura 3.6 se muestra el PS que se obtiene a partir del EI{(k i j),3) de la
factorizacién LU (figura 3.1).

0 1 2 3
/k': UM R T
superpunto E : i '
S T ¥ B 1 M. T
R R AR R P

Figura 3.6: Plano de superpuntos de la factorizacién LU (n = 4)

Lema 1 Sea I"=(I) = p;,I; = ps,..., I, = p,) las coordenadas del punto § = (p1, e,
-»pn) en el EI(I,n). Cada punto p del EI(I,n) se proyecta en n vértices diferentes

del PS. Estos n vértices constituyen un hipervértice (V).

Demostracién. Segin las definiciones 1 y 2, cualquier punto p = (py, po, coey D) del

EI(I,n) estd representado en la coordenada [; del PS (que corresponde con la dimen-
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sion I; del EI(I,n) tal que I; = P1), pero también lo est4 en el resto de coordenadas I
siendo 2 < ! < n (que corresponden con las dimensiones I, del EJ (I,n) tal que I; = p;),
apareciendo repetido, por tanto, n veces. Asi, el punto 7 del EJ (I,n) corresponde con

el hipervértice Vi = V(p, ,....p,) del PS.

En la figura 3.7 se muestra el EI y el PS del algoritmo 3.4 (multiplicacién matriz-
vector). En esta figura se observa que todos los puntos del espacio original se encuen-
tran proyectados en més de un punto del plano (en concreto en n = 2 vértices del PS ).
~ Por éjemplo, el punto p'= (p1 = 0,p, = 1) del EI (figura 3.7(a)) corresponde con el
hipervértice Vio,1), es decir, con los vértices Vi y V;; del PS (en la figura 3.7(b) se
denotan como 7,0 y 3,1 respectivamente).

do i=0,2,1
do j=0,3,1
C; =¢C; ‘/‘Ai,k X bj
enddo
enddo (3-4)
j
I_‘ (0,0) (1,0) 2,0
0,1) (L,1) 2.0
0,0) 0.1) 0,2) 0,3
i ©3) 02 (12 @2

0,3) (1,3) 2.3

(0,0) (0,1) 0.2) (0,3)
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,0) (2,1) (2,2) (2.3)

a) b)

Figura 3.7: Relacién entre los puntos del ET y los vértices del PS del algoritmo ejemplo.
a) EI. b) PS

Si suponemos que nvy; es el nimero de puntos de la dimensién I; del EI(I,n), en

la representacién del EI existen nvy X nvj, X ... X nvr, puntos y en el PS existen
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nvy +nvg, + ... + nvy, superpuntos. Estos superpuntos del PS constituyen los vértices
del grafo de dependencias modificado o GDM. Sin embargo, para caracterizar de forma

completa este grafo se necesita establecer arcos de unién entre estos vértices.

3.4.2 Arcos del GDM

.Supongamos el algoritmo 3.4 y dos iteraciones ¥ = (11,71) y @ = (43, 2) donde ¥ < .
La iteraciéh U < W siy sélo si, (41 < ¢3) o bien (41 = 1) y (j1 < j2). Para cualquier
pareja de iteraciones ¥ y @ que cumpla lo indicado, el vector & — & = (i3 — i1, 50 — 51)

se denomina vector de distancia de dependencia [57].

j

Co Co Co Co
8888

Figura3.8: Dependencias en el EJ de la multiplicacién matriz-vector ejemplo

Para que exista una dependencia de datos con respecto a c;, debe ocurrir que i; = i,
(v, por tanto, j; < j2) [9]. Analizando el algoritmo se observa que el fndice j tiene
un incremento de valor uno, luego se puede decir que j; = j, ~ 1 y por tanto, el
vector distancia de dependencia es (0,1). Si cada punto del EI (I,n) representa a una
iteracion del algoritmo y a los datos que se utilizan en ella (para lectura o escritura),
se pueden reflejar las dependencias de datos en este espacio (grafo de dependencias).
Estas dependencias se representan mediante arcos en el EI(I,n). Asi, en el espacio de
iteraciones del algoritmo 3.4 (figura 3.8) se observa que para un valor constante i = 0,
el dato cy se necesita en todos los vértices (0, 5) siendo 0 < 7 < 3, ya que existe un arco
que une los puntos (2, jo) ¥ (%0,Jo + 1) para 0 < 79, 5o < 2. La direccién de los arcos
establece el orden de ejecucién de los célculos asociados a cada vértice del espacio de

iteraciones.
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3.4.2.1 Unién entre los vértices del grafo

El GDM queda caracterizado mediante los vértices del plano de superpuntos y los arcos
que unen a estos vértices. Para representar los arcos en el GDM debemos tener en
cuenta que no puede existir pérdida de informacién con respecto al E7. Sin embargo, si
‘observamos la figura 3.7 (EI'y PS del algoritmo 3.4), se puede apreciar que el niimero
de vértices del GDM es menor que el nimero de vértices del espacio de iteraciones
(siete y doce respectivamente), al proyectar mas de un punto de este espacio en un Unico
vértice del GDM (lema 1). Para relacionar los vértices del GDM que representan a

un punto concreto del EI se enuncia la siguiente definicién:

Deﬁnicién 3 Cada punto p del EI(I,n) se proyecta sobre n — 1 arcos del GDM. Los

n — 1 arcos constituyen un hiperarco (Az).

Segin el lema 1, el punto F corresponde con los n vértices Vipp;» 1 < f < n. Para
establecer una relacién entre estos vértices, se unen mediante n — 1 arcos etiquetados

como Ay, (p,p,,,), CUyO origen siempre es el vértice V1, .p; ¥ cuyo destino siempre es el
vértice Vi, p,., (figura 3.9(a)).

Teniendo como ejemplo el algoritmo 3.4, el punto (i, jo) del EI((i,5),2) corres-
ponde con los vértices Vi; y Vjj, del GDM y con el arco que los une A (i6.50)- siendo
0 <14 <2y0< jo <3 (definicidn 3). Por ejemplo, para un cierto valor i tencmos

las correspondencias siguientes para todos los valores jo:

ﬁ (iOaO) Hoa V;O Yy A; ,{40,0) / V Wzo,o)a A A (16,0)
P=(io,1) = Vi, Vin ¥ Aition) / Vo = Viio1)s Ap = Apio )
P =(t0,2) = Vi, Viz ¥ Aiio2) / Vo = Viio2)» As = Aig 2)
P =(10,3) =

Vi Vo VJ,3 y Az‘,(z'o,B) / V}s‘ = V(io,s), A;a‘ = A(io,B)

io,3) =>

Segin la relacién anterior, cada punto del EI del algoritmo 3.4 est3 representado
mediante dos vértices del GDM y el arco que los une (figura 3.9(b)). Los cuatro arcos
de la figura 3.9(b) también se pueden representar tal y como muestra la figura 3.9(c),

ya que el vértice inicial de cada uno de ellos es el mismo.

En la figura 3.10 se presenta el GDM para el algoritmo 3.4 uniendo aquellos vértices

que estan relacionados entre si, al corresponder al mismo punto del E1.
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io,q
D : ii E 1,1 1,i 1,1
p=(pl,p2,.-.,pn) 1 0 : 0 0 0
@,.p,) ]
Huo RN LN I &
@Lop) e N v b)
l . Alz’(pz’pa) .l N
' 007 P y
_—"-—— slo
'AIS’(ps’p.z)
a ;p ) .
nFn 3,0 i1 j2 i3
a) o

Figura 3.9: a) Unidn de n vértices (hipervértice) mediante n — 1 arcos (hiperarco). b)

Arcos entre vértices. c¢) Arcos con un mismo vértice inicial

0,0) (1,0) 2,0)
©,1) (1,hH (PRY
©,2) (1,2) 22)
0,3) (1.3) 23)

A

0,0 0,1) 0,2) 0.3)
(1,0) 0 1,2 (1,3)
2,0 2.0 2.2) 2,3)

Figura 3.10: Unién de los vértices del GMD mediante arcos

Lema 2 Sean Vi, y Vi, piy. dos vértices del GDM. Entre ellos existe mds de un

arco si sobre ambos vértices se proyecta mds de un punto del EI.

Demostracién. Supongamos dos puntos 7'y §del EI(I,n). El punto () corresponde

con el hipervértice Vjz y con el hiperarco App- SIpi = ¢ Y Piy1 = g1, entre
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los vértices V[iypi(fﬁ) y V1i+1,pi+1(qi+1) existen dos arcos: AIi,(pi,PiH) y AIi,(Qi,Qz'+1) (figura
3.11(b)). Esta demostracién se puede generalizar al caso en el que mas de un punto del

ET tengan coordenadas coincidentes. Asi, si existen n puntos del espacio n-dimensional,

tal que p; = ¢; = ry = ...,y Pit1 = Gip1 = Tiy1 = ..., existen n arcos que unen los vértices

VIe,Pi y Vi,

+1sPi41

La unién de los vértices del GDM que corresponden con el mismo punto del £ no
representa las dependencias existentes entre los puntos de este espacio. Analizando el
EI del algoritmo 3.4 observamos que los puntos (3g, jo) € (io, jo+ 1), para 0 < 4,70 < 2,
estdn unidos mediante un arco (figura 3.8). Esta unién indica que entre ambos puntos
existe una dependencia, ya que para calcular el valor czg“ se necesita el valor cfg Sin

embargo, esta relacién de dependencias no aparece reflejada explicitamente como tal
(con el mismo significado) en el GDM.

A A
I],(pl,pz) Il,(ql,qz)
bt I .p(@ !
Lopy I9, L l L
I,
Lp, 1.9, I.p, 1,4,
I ’pn In’qn I ’pn I ’qn
a) b)

Figura 3.11: a) Ejemplo de vértices y arcos del GDM. b) Arcos dobles entre dos
vértices del GDM

3.4.2.2 Coloreado de los arcos

Si existe dependencia entre los datos representados en los puntos p'y 7, entonces existe
un arco en el E entre ellos, etiquetado como (7, ). Segtn el lema 1 y la definicién 3,

los puntos p'y ¢ del EI corresponden con los hipervértices e hiperarcos Vj, Ay y Vi, Ag
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respectivamente.

Definicién 4 Sea C®!" un conjunto de hiperarcos cuyo peso es color (C°r : { Aplr
/7 € EI ycolor € N}). Si pyq son dos puntos del EI(I,n) y eziste un arco (p,q)

en este espacio entonces Az, Ay € C°°" y se renombran Af-,-""‘"’ Y Ag?“”",

i (0,0) (1,0 2.0
- (0.1) (1,1) 2,1
0,2) (1,2) (2.2)
0.3) (1,3) (2,3

T E P
1,0‘*—[-: OO
il = | S | SRV
2 g S Nk % i
% ; — -
LI — N
F P N
i,2=—|C 1 10 O
\ A \-\__ __/' -

a) b)

Figura 3.12: Multiplicacién matriz-vector. a) Relacién entre los vértices del EI y el
GDM. b) Hiperarcos del GMD

Supongamos los datos representados en los puntos (0,0) y (0,1) del EI de la figura
3.8. Entre estos datos existe una dependencia por tanto, los hiperarcos relacionados
con ellos, A(o,0) para el primer punto y Ao, para el segundo punto, deben agruparse
en un conjunto con el mismo peso. En la figura 3.12 se observa, para el algoritmo
3.4, la relacién existente entre los vértices del EI y del GDM (figura 3.12(a)) y los
hiperarcos con su peso correspondiente (figura 3.12(b)). Se puede apreciar que existen
hiperarcos de tres colores diferentes. Los hiperarcos de color negro estan relacionados
con los puntos (0, jo) siendo 0 < jo < 3, que tienen una dependencia entre ellos, y por
tanto unen los vértices: (Vig, Vjo), (Vio,Vi1), (Vio,Vj2) ¥ (Vip,Via). De igual forma,

los hiperarcos azules unen los puntos (1, jo) y los hiperarcos rojos, los puntos (2, jo).

En general, la existencia de una dependencia entre los datos representados en dos

puntos p'y ¢ del EI implica que los hiperarcos que unen los hipervértices del GDM
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correspondientes a p'y ¢ (Vz y V;) estdn agrupados en el mismo conjunto, y por tanto,
tienen el mismo “color”. En la figura 3.13(a), el punto p tiene coordenadas (0,0,0) y el
punto ¢, (0,1,1). Ambos puntos estidn unidos mediante un arco en el EJ , por lo que
existe una dependencia entre ellos. Para representar esta dependencia dentro del GDM,
se utilizan hiperarcos del mismo “color” que unen los hipervértices asociados a cada
punto (figura 3.13(b)), es decir, el hipervértice Vioo,0) (V,0, Vo) ¥y (Vi0, Vis0) que
corresponde con el punto (0,0,0) y el hipervértice Vo) (Vo V1) y (Vi1 Vi)
que corresponde con (0,1,1) (hiperarcos de color negro, figura 3.13(b)). La definicién

anterior puede extenderse al caso de una cadena de puntos entrelazados dentro del E1.

I

3 s

b)

Figura 3.13: a) Arco entre los vértices 'y ¢en el EI. b) Hiperarcos correspondientes
dentro del GDM

De igual forma, la no existencia de una dependencia entre dos puntos 7'y Z del
E1, implica que los hiperarcos que unen a los hipervértices del GDM correspondientes
a estos puntos no estan agrupados en el mismo conjunto y por tanto tienen diferente
“color”. Por ejemplo, en la figura 3.13(a) se observa que el punto 7 (0,0,0) no est4 unido
al punto Z (0,1,0), por tanto, el hiperarco del GDM asociado al punto P, que une los

vértices: V0, Vi,,0 ¥ Vi 0, tiene un “color” diferente (color negro) al hiperarco que une
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los vértices del GDM que corresponden con el punto Z: Vi, 0, V3,1 ¥ Vi, 0 (color rojo).

3.4.2.3 Orden de los arcos

Supongamos una variacion en el algoritmo 3.4 tal que la sentencia interior se modifica

de la siguiente forma:

ci = ci—1 + Aij X b;

Esta variacién implica dependencias diferentes y por tanto, una nueva representacién
de los hiperarcos en el GDM. En este nuevo algoritmo, cada valor ¢; depende del valor
¢i-1, por lo que deben existir arcos que unen vértices correspondientes a filas diferentes
dentro del EJ. Asimismo, para ¢ = ig, el elemento ¢;, se calcula para los distintos
valores de ;7 independientemente, ya que en cada vértice (iq, 7) se “realiza” la operacién
Ciy = Cip—1 + Aip; X b; que, con respecto al vector ¢, sélo depende del valor de ¢;,_;
“calculado” en el vértice (1o — 1, 3). Estas relaciones indican que el vector distancia de
dependencia es (1,%), ya que existen dependencias entre un vértice de una fila del Ef
y todos los vértices de la fila siguiente. Por ejemplo, en los vértices de la fila 1 del EJ
(figura 3.14) se necesita el valor ¢o “calculado” en el vértice (0,3) ya que en cada vértice

se procesa, de forma independiente, la operacién ¢; = ¢g + Ag; X b; siendo 0 < 7 < 3.

j Q 1 2
Co Co Co

[ O O O
G __e—=

Figura 3.14: Dependencias en el EI del ejemplo modificado

El GDM para este ejemplo (figura 3.15) debe asegurar la misma informacién ob-
tenida a través del estudio de las dependencias. Asi, para un valor 7 = ¢, €l hiperarco
asociado al punto (ip — 1, 3) debe ser del mismo “color” al de los hiperarcos relaciona-
dos con los puntos (g, jo), siendo 0 < 7o < 3. En la figura 3.15 se puede observar que
todos los hiperarcos del GDM son del mismo “color”, ya que la explicacién anterior se

extiende al resto de puntos del £/, independientemente de la fila en la que se encuentre.
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Este hecho supone que existe una dependencia entre puntos de la fila 75 y puntos de la
fila %0 4+ 1 del EI. Sin embargo, en la figura 3.14 se observa que entre los puntos de
una misma fila no existen dependencias. Segiin esto, los hiperarcos del GDM que unen
los hipervértices relacionados con ellos deben tener “color” diferente. Realmente, cada.
punto de la fila 7o + 1 sélo depende del punto situado en la posicién (%0,3). Debido a
esto, el “color” del hiperarco asociado a este punto es el que impone el “color” de los

hiperarcos relacionados con los puntos de la fila siguiente (49 + 1).

0,0) (1,0) 2,0
©,1) (1 2,0
0,2) (1,2) 2,2)
0,3) (1,3) (2.3)

(0,0) 0,1) 0,2) 0,3)
(1,0) a,n (1,2) (1,3)
2,0 @.,1) 2,2) (2.3)

Figura 3.15: Hiperarcos del GM D para el ejemplo modificado

Definicién 5 Sean dos puntos p y ¢ del EI(I,n) y los hiperarcos APy A%t Sino
existe un arco (p,g) en el EI(I,n) entonces A" y AZlr € O°rden | tal que (orden €
N) y (O°réen C Ceoler) | etiquetdndose los hiperarcos de la forma A;}ozor’orden y A;f)lor’orde”.

Definicién 6 Sean dos puntos §y ¢ del EI(I,n) y los hiperarcos At y AZrr. Si
existe un arco (p,q) en el EI(I,n) entonces A%"l"’ € Oordem AZlr € 0°rdemz gl que
orden; < orden; (orden;,ordeny € N} y (0% (Qe°rdenz  Cooler ) - etiguetdndose los

. color,orden, color,ordeny
hiperarcos de la forma Ay y Az .

El peso “orden” establece para un peso “color” dado, el orden de ejecucién de las
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iteraciones del algoritmo (puntos del ET). Asi, si existe el arco (P,q) enel EIy p< g,

el “orden” del hiperarco Az es menor al “orden” de A;.

[N
. . .
2, 2 ) 2 *
i' f/ f i‘

Figura 3.16: Ejemplo.del orden de los hiperarcos del GMD para el ejemplo modificado

Supongamos los puntos 7, 5y § del EI(I, n) tal que existan los arcos (7,7) y (7, q)
y no exista el arco (5, §). Segin la definicién 4, los hiperarcos A¥"" y A;»‘(’fs” € (ooler,
es decir, los hiperarcos del GDM que corresponden con los puntos 7 y p(g) tienen
el mismo “color”, por la dependencia existente entre los datos representados en ellos.
Segin la definicién 6, el hiperarco que corresponde con 7 tiene un “orden” inferior al
hiperarco que corresponde con p(q). Sin embargo, segin la definicién 5, los hiperarcos
que corresponden con §'y § tienen el mismo “orden” ya que no existe arco (7,q) en
el EI(I,n). Asi, para el ejemplo modificado, el “orden” de los arcos correspondientes
a puntos de una misma fila del EI, es el mismo. Este hecho indica que ningtin dato
referenciado en los puntos (4o, jo) del E1, siendo 1 < ip < 2y 0 < jo < 3, es dependiente
entre si. En la figura 3.16 se muestran, en linea continua, los hiperarcos que unen los
vértices correspondientes a los puntos de la segunda fila del EI. Estos hiperarcos son
del mismo “color” porque dependen del punto (0,3), y tienen el mismo “orden” porque

entre ellos no existen dependencias.

En la figura 3.17 se presenta el “orden” de todos los hiperarcos para el ejemplo
modificado. El “orden” de los hiperarcos correspondientes a los puntos de la primera
y tercera fila del EI siguen el mismo criterio utilizado con los hiperarcos asociados
a la fila segunda. En este caso, los hiperarcos correspondientes con los puntos de la
primera fila del £, tienen un “orden” igual a 1, ya que estos puntos no dependen
entre si. Sin embargo, los hiperarcos asociados a los puntos de la segunda fila, tienen

un “orden” superior a los anteriores (“orden” 2), ya que dependen del punto (0,3),
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situado en la fila anterior (definicién 6). El “orden” 2, es el mismo para todos los
hiperarcos relacionados con la segunda fila, ya que entre los puntos correspondientes

no hay dependencias (definicién 5). Lo mismo ocurre para los hiperarcos relacionados

con la tercera fila.
P\'4
2,3 2 3 23 Ix 2. 3
Figura 3.17: GMD del ejemplo modificado

Asimismo, en la figura 3.18 se muestra el “orden” de los hiperarcos para el algoritmo
3.4. En esta figura se observa que los hiperarcos de un mismo “color” tienen un “orden”
diferente (definicién 6). Esto significa que entre los datos representados en los puntos

del EI(I,n) relacionados con ellos existe dependencia, siendo el “orden” de la misma,

la etiquetada sobre el hiperarco.

(i0) (i1) (i2)

Figura 3.18: GMD de la multiplicacién matriz-vector ejemplo
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Capitulo 4

Metodologia de distribucién de datos

y comunicaciones

4.1 Introduccién

La paralelizacién de algoritmos se puede realizar: a) manualmente (el lenguaje de
programacién presenta primitivas especificas que el programador utiliza cuando sea
necesario); o b) autométicamente (un compilador se encarga de transformar el cédigo
fuente en otro cédigo que puede ser ejecutado sobre mas de un procesador). La pa-
ralelizacién manual es complicada, por lo que suele ser utilizada por programadores
expertos. Asi, el programador debe analizar los datos y su utilizacién, estudiando los
posibles problemas que se puedan presentar (redistribucién de datos, comunicaciones,
etc.). La paralelizacién automadtica la realiza un compilador que transforma un cédigo
secuencial en otro que es semdnticamente equivalente y que puede ser ejecutado en
paralelo. De las dos aproximaciones, la paralelizacién manual es més optima que la
automatica, ya que un programador experto paraleliza el cédigo alcanzando mejores
prestaciones que un compilador. Sin embargo, el tiempo que emplea en realizar este

proceso, también es mayor.

Asimismo, si el programador dispone de informacién obtenida en tiempo de eje-
cucién puede realizar la distribucién de datos y redistribuciones posteriores en base

a ella. Esta informacién se puede obtener utilizando medidas de ciertos pardmetros
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([15], [75], [90]) o bien ejecutando parte del cédigo secuencial. Segtin esto, el anlisis de
las dependencias de datos y del posterior comportamiento de éstos, son los principales

objetivos de cualquier herramienta de paralelizacién centrada en el programador [80].

El estudio de las dependencias de datos se puede realizar mediante técnicas de
deteccién de dependencias ([2], [10], [37], [109]) o mediante alguna herramienta grafica,
como puede ser el grafo de dependencias modificado (GDM ). En cualquier caso, el
objetivo que se persigue en la paralelizacién es la reduccién del tiempo de ejecucion
del algoritmo, respecto al tiempo de ejecucién sobre una méquina secuencial [89]. Sin
embargo, la paralelizacién puede presentar problemas que producen el efecto contrario
al deseado (incremento del tiempo de ejecucién). Estos problemas aparecen cuando se
necesita establecer comunicaciones entre los distintos procesadores de la arquitectura

paralela [14].

Por otro lado, tradicionalmente los multicomputadores se han disefiado siguiendo
dos aproximaciones: multicomputadores de topologfa fija [19] y multicomputadores con
conmutador de interconexién, en el que todos los procesadores estin conectados con
todos [49], [23]. Sin embargo, la tendencia de los iiltimos afios hacia el procesamiento
distribuido ha llevado al desarrollo de un nuevo concepto de méquina paralela: las redes
heterogéneas de computadores [94]. En estos sistemas los computadores se conectan
unos a otros mediante redes y protocolos estandar: Ethernet, FDDI [52]; e incluso me-
diante redes inaldmbricas [92]. Para estos sistemas existen entornos de programacién
especiales como [34], [79], que también se utilizan en algunos de los multicomputadores
que no siguen esta filosoffa. Esta configuracién de las redes actuales hace que, o bien
se pueda establecer una topologia a comodidad del programador (multicomputadores
o estaciones de trabajo con red de interconexién configurable mediante un conmuta-
dor) o bien la topologia estd fijada de antemano (donde todos los procesadores estan

conectados a un bus 1nico, cableado o no).

Sea cual sea la configuracién de la red que interconecta los procesadores de la
arquitectura paralela, el programador de un algoritmo paralelo debe intentar eliminar
las comunicaciones. Para ello, los datos deben ser distribuidos en los procesadores
de forma que cada uno almacene en su memoria local, aquellos elementos que va a
utilizar en sus célculos (localidad de los datos) [89]. La localidad de los datos puede

suponer dos problemas: una mala distribucién de la carga y la replicacién de datos. Si
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la eliminacién de comunicaciones no es posible, el programador debe tender a disefiar
programas en los que se pueda solapar las comunicaciones. Para ello es necesario;
a) obtener cierta informacién por parte de la herramienta de paralelizacién empleada
(GDM) y b) analizar la arquitectura de la méquina paralela en cuanto a velocidad del
procesador y topologia de interconexién [18]. En cualquier caso, es necesario establecer
cuantos datos pueden ser procesados sin necesidad de comunicacién (granularidad del

problema), de forma que pueda realizarse un solapamiento de cdlculos y comunicaciones.

4.2 Metodologia de distribucién de datos y comuni-

caciones

Se denomina método al modo ordenado de proceder para llegar a un resultado o fin
determinado y a metodologia se la define como el conjunto de métodos utilizados para
alcanzar el fin propuesto. El modo ordenado de proceder se puede traducir también
por sistematico, dando a entender la existencia de una relacién entre los distintos méto-
dos que forman la metodologfa. Segiin las definiciones anteriores, consideramos que
una metodologia de distribucidn de datos y comunicaciones es el conjunto de técnicas
realizadas en un orden dado, con las que se consigue: a) distribuir los datos que se

utilizan en un determinado algoritmo y b) establecer posteriores comunicaciones entre

los procesadores de la arquitectura.

La generacién de un algoritmo paralelo puede seguir una metodologia sistemdtica. Si
esto es asi, la generacién del algoritmo puede ser automatizada, con lo que se descarga
al programador de la tarea tediosa de analizar las dependencias existentes. En este
sentido, nosotros hemos disefiado una metodologia que consta de tres pasos: analisis

del algoritmo secuencial, distribucién inicial de datos y analisis de las comunicaciones.

4.2.1 Analisis del algoritmo secuencial

El anélisis del algoritmo secuencial consiste en el estudio de los bucles y dependencias
de datos inherentes al cédigo. Este estudio se realiza de forma grafica, mediante el
grafo de dependencias modificado (GDM).
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Supongamos un algoritmo secuencial en el que existe un conjunto de bucles y sen-
tencias interiores a ellos, donde M es un vector de n dimensiones y fi ¥ g; son funciones
de Z* a Z donde Z es el conjunto de todos los enteros, tal y como se expresa en el

algoritmo 4.1.

do Il = Ll,Ul,Stepl
do I, = Ln, Uy, Step,,
M(f]([l, ...,In),...,fn(ll,..., In)) = M(gl(Il,..., In), ...,gn(Il, ,In))
enddo

enddo

(4.1)

4.2.1.1 Bucles y vértices

Supongamos el plano cartesiando de la figura 4.1 en el que las filas corresponden
con el vector I = (I; I, ... I,) y las columnas son valores comprendidos en el ran-
go min(L;)..maz(U;) (siendo L; y U; el valor inicial y final respectivamente, del indice
del bucle ¢, donde 1 <7 < n).

min(L, ) min(L H2 max(U; )-2 max(U,)
1 T Ll )
] 1 1 ]
PominL)+l ¢ o o P max(U;)-1
1 ! 1 1 1 i
I -4 Ammmees PromTmemmmmeoeeeooeoees bommeees - 1
- ! : - ! -
: 1 : : 1 :
' ! ' ! ¢ H
) ; ‘ : | : L. <=1 <=U
O domemoen = m e Posees dmmmmmee ! i i i
1 ' N
°« ; i ) : !
' ) ! : ' : I<= i <=n
) ' | t ! '
L] ) ' f i i
I ] : ! ! : :
U g U U Y Lemmmm e e e 2 N
-1 ' ! . 1 !
w1 H(I 1, min(L, }+2) ; .
: : ) : ! !
Il I e e R S :

Figura 4.1: Plano cartesiano

Cada punto de este plano estéd referenciado por el par ([;,c;) de forma que I; € I y

¢ € (min(L;),maz(U;)). Para especificar los puntos del plano cartesiando, supongamos
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el bucle I; del algorltmo 4.1. Este bucle presenta Ts*'?“‘ + 1 valores diferentes lo que
UL

corresponde con YU=Li 1 1 vértices en la fila I; del plano. El primer vértice est4 situado
en la columna L, y el resto de vértices estdn separados una distancia Step; (en las

columnas L; + m x Step;, tal que L; +m x Step; < U;).

Por ejemplo, el algoritmo de la tabla 4.1 presenta cuatro bucles anidados con los
valores limites siguientes: 1 < I; <5 (Step; = 1), 1< [, <7 (Stepa =1),3< ;<9
(Step3 =2)y1 < I <10 (Steps = 3). Las filas v columnas del plano cartesiano
se establecen por el nimero de bucles y los limites de éstos respectivamente. Por otro
lado, los bucles I5 e I, tienen un salto mayor a uno, por lo que estos bucles toman los
siguientes valores: 3,5, 7y 9 para I3y 1,4, 7y 10 para Iy. En cada uno de los posibles

valores de los indices de estos bucles existe un vértice (figura 4.2).

do I,=1,51
do I=I,,1,+2,1
do 1,=3,9,2
do I,=1,10,3

enddo
enddo
enddo
enddo

Tabla 4.1: Ejemplo de algoritmo

©
®
©
©-©
©
©
©

intataiatials Eulbelde il |

Figura 4.2: Vértices del plano cartesiano para el algoritmo ejemplo

En la figura 4.3 se muestran los vértices del plano para la factorizacién LU (n = 4).
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En este ejemplo, las filas del plano para los indices i y 7 no tienen vértices en la columna

0 ya que el valor inicial de dichos indices es k + 1.

@ & & ©
W G &
W @

Figura 4.3: Vértices del plano cartesiano de la factorizacién LU (n = 4)

Analizando la representacién sobre el plano cartesiano, se puede extrapolar al
GDM(d;) ya que éste es un un grafo plano formado por tantas “filas” como bucles

encierran a la dependencia y tantas “columnas” como valores diferentes tengan los

indices de estos bucles.

4.2.1.2 Dependencias e hiperarcos

Cada iteracién I? = (Iy = p1,Iy = ps,...., I, = p,) de un algoritmo lleva asociados
una serie de calculos (célculos realizados en el punto 7 del EJ del algoritmo -célcu-
lo /). A su vez, estos calculos utilizan datos (M(11,12, ..., 1) tal que m < n) de
forma que: el dato M(iy,1s,...,i,n) puede ser utilizado en el calculo P si los indi-
ces del conjunto M corresponden con indices del punto § (1z = f(Iz), con lo que
M(i1,2,...,%m) = M(i?)). Esta afirmacién se puede generalizar si existe méas de una
iteracién del algoritmo (I?, 19,17, ...) que tengan indices coincidentes. Por ejemplo, si
P=(L=0L=0,=0),'=0=0L=1,L=0el" =(I,=0,I, =21, = 0)
entonces, el dato del conjunto M (I, I5) tal que I; = 0 e I5 = 0 se utiliza en los cdlculos

realizados en los puntos p'= (0,0,0), §= (0,1,0) y 7= (0,2,0).

Segln esto, para un algoritmo dado hay que analizar los datos utilizados en cual-
quiera de sus sentencias. Para ello, hay que definir los conceptos datos de entrada (IN)
y datos de salida (OUT) de una sentencia S. Asf, IN(S) esta constituido por todos
aquellos elementos del vector I, indices de los conjuntos, que van a ser referenciados
por la sentencia S y OUT(S) estd formado por los elementos del vector 7, {ndices de

los conjuntos, que van a ser asignados por dicha sentencia, es decir:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



‘Metodologia de distribucidn de datos y comunicaciones 65

IN(S) = {(IF', .., I2"), (I, .., "), ..}

n

OUT(S) = {(JE ..., JE), (JT 0 TT), .}

donde [ ,fl(J ,Zl) es el valor del indice del bucle k en la iteracién del algoritmo correspon-
diente al punto p'(¢') del EI, y por tanto estd comprendido entre min(Lg) y maz(Uy).

Por motivos de claridad se ha utilizado [ ,’:l para el conjunto IN y J,’jl para €l conjunto

OUT.

Supongamos dos iteraciones del algoritmo I? = (I} = p, I, = p,,..., I, = Pn) €
"= =q,l=q,..,I, = g,) tal que I? < J4. Si entre los datos utilizados en estas
iteraciones existe dependencia entonces existe un arco (7, 7) en el EI del algoritmo. La
existencia de esta dependencia y, por tanto de este arco, significa que en la iteracién
I se necesitan datos calculados en la iteracién IP. Estos tltimos datos son datos de
salida de la sentencia Sy y de entrada en la sentencia Sy, y por tanto, I? € QU T(Sp) e
I? € IN(Sz). Segin [109], entre dos iteraciones I? e I¢ del algoritmo tal que I? < I,
existe dependencia de flujo Syd.S, si y sélo si OUT(S5) N IN(S;) # 0.

M(p,, Py P3sees Py)

Figura 4.4: Relacion entre los elementos del vector y el GDM

Segin la definicién 4, los hiperarcos del GDM relacionados con los puntos 7'y 7 del
EI tienen un mismo “color” ya que existe el arco (7,§) en este espacio. En la figura,

4.4 se puede observar que los hiperarcos asociados al punto §' y al punto ¢ tienen el
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mismo “color”, luego se puede establecer que para actualizar M (29) se necesita leer el
dato M(s?), ya que I? < I (en este ejemplo, el conjunto dimensionado tiene el mismo
numero de indices que los puntos del ET). En la figura 4.5 se observa la utilizacién del
dato Moo en los calculos realizados en 7, §y 7 (en este caso, el conjunto dimensionado
no tiene el mismo nimero de indices que los puntos del EJ).

p=(0,00)

4=(0,1.0)
=(0.2,0)

dol,=0.,..
dol,=021
dol,=0.,.
M1, 1, )=
0 3
Mop enddo
enddo
enddo

Figura 4.5: Ejemplo de relacién entre los elementos del vector M yel GDM

Sin embargo, el peso “color” establece la relacién existente entre dos datos pero no
define correctamente algunos casos. Supongamos los datos no dependientes M(:?) y
M(2?) que a su vez dependen del dato M (¢7) (en la figura 4.6 se muestra un ejemplo
para tres dimensiones). Aplicando la definicién 4, los hiperarcos que unen los vértices
del GDM relacionados con estos datos deben tener el mismo “color”, ya que los dos
primeros dependen del dato M(:"), sin embargo, M(i?) y M(:9) no son dependientes (y
por tanto, sus hiperarcos asociados no deben tener el mismo “color”). Para representar
este hecho importante, a la hora de saber qué datos pueden ser actualizados a la vez
sin depender de otros (en este ejemplo M(i?) y M(i?)), se estable el peso “orden”. De
esta forma, segin la definicién 6, si dos hiperarcos del mismo “color” tienen el mismo
“orden” significa que la utilizacién de los datos asociados es indistinta ya que, aunque
ambos dependen del mismo dato, entre ellos no existe dependencia. En la figura 4.6 se
observa que los hiperarcos relacionados con los puntos 5’y § tienen el mismo “orden”.
Este peso es mayor al “orden” del hiperarco asociado al punto 7. Con esto se indica
que el cdlculo sobre 7 se debe realizar antes que el cdlculo sobre 'y § (estos 1iltimos se
pueden realizar a la vez). Por el contrario, si dos hiperarcos del mismo “color” tienen

un “orden” diferente significa que los datos se utilizan en funcién de este peso, desde
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el de menor “orden” hasta el de mayor.

® ® ® @ e ® @ @ @ @ ) )
' &) & & -
0" 1 1
S o o
b)
Figura 4.6: a) Dependencia en el EI. b) Dependencias en el GDM

4.2.2 Distribucién inicial de datos

El analisis visual del GDM indica una posible distribucién inicial de datos, de forma
que todos aquellos elementos de un conjunto, cuyos fndices I; estdn asociados a los
vértices extremos de un hiperarco de “color” ly, deben agruparse ya que dependen entre
ellos. Asi, si los hiperarcos Azy tienen “color” ly, los elementos del vector referidos
a los puntos p'y ¢ deben almacenarse en la memoria del procesador P%. A su vez,
los datos asociados a hiperarcos del mismo “color” y “orden” pueden almacenarse en
las memorias de procesadores‘diferentes, siempre y cuando el dato del que dependen
esté también en esa memoria. El GDM indica cudntos procesadores se necesitan para
ejecutar el programa, independientemente de la arquitectura paralela. Debido a esto, la

distribucién propuesta puede tener problemas de balanceo de la carga y de replicacién
de datos.

En [64] y [56] se presentan métodos de distribucién de datos que utilizan técnicas
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de transformacién de bucles y que maximiza el paralelismo minimizando las comunica-
ciones. En el primero se tratan cédigos con cualquier nimero de bucles y referencias
afines; y en el segundo se necesita un anslisis muy detallado de las dependencias pa-
ra que el resultado sea éptimo. En [40] se presenta una herramienta de distribucién

automatica de datos basada en el grafo de paralelismo-comunicacién (CPG).

4.2.2.1 Balanceo de la carga

Supongamos que nP, es el nimero de procesadores segin la herramienta y que nP, es
el nimero real de procesadores de la arquitectura paralela. La distribucién de datos

establecida por el GDM puede producir un mal balanceo de la, carga si:

® nP, <nP,. Existen procesadores en la miquina paralela que no realizan trabajo.

® nP, > nP,. Se necesita redistribuir los datos que pertenecen a aquellos procesa-

dores que no existen en la méquina paralela (hay que distribuir la carga de forma
balanceada).

® nP, = nF,. Todos los procesadores de la maquina paralela tienen carga, pero

unos pueden trabajar mds que otros.

SinPy, < nP,, una redistribucién de datos para que existan un balanceo de la carga
da lugar o bien a la replicacién de datos o al establecimiento de comunicaciones. Si
los datos a replicar no son actualizados en ningdn procesador, se pueden redistribuir
para balancear la carga (considerando que los procesadores tienen memoria suficiente
para ello). Sin embargo, si es necesario comunicar datos, hay que estudiar la red

de interconexién y los posibles tipos de comunicaciones a realizar (punto a punto,
broadcast, etc.).

Asimismo, si nP, = nP, pueden existir procesadores que estén ociosos. En este

caso se redistribuyen los datos (para equilibrar la carga) teniendo en cuenta las mismas

consideraciones que en el caso anterior.

Por otro lado, si nP, > nP,, la redistribucién de datos se hace para conseguir: a)

que todos los procesadores almacenen el mismo nimero de elementos; b) que ningin
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procesador realice comunicaciones o que el nimero de comunicaciones sea, proporcional
en todos ellos. La distribucién equitativa de elementos es ficil de conseguir analizando
cudntos datos tiene cada procesador (estos valores se obtienen mediante el GDM )- Sin
embargo, si existen comunicaciones, la distribucién tiene que seguir la segunda opcién.
En este caso, hay que hacer un estudio de las comunicaciones inherentes al algoritmo
para saber cudntas veces se comunica un procesador con el resto. A partir de estos

datos, se elige la redistribucién que asegura un menor niimero de comunicaciones entre

procesadores.

4.2.2.2 Replicacién de datos

La distribucién de datos realizada por el GDM también puede establecer la necesidad de
replicar datos. Los datos se pueden replicar (y no comunicar) si no van a ser modificados

por ninglin procesador y la memoria de éste es suficiente para almacenarlos. Si esto no
es posible, la solucién esté en el almacenamiento en una tinica memoria y en posteriores
comunicaciones. En el algoritmo de la multiplicacién matriz-matriz (algoritmo ejemplo

2.2) se observa como los datos se deben replicar entre los procesadores para que no

‘exista comunicacién.

4.2.3 Establecimiento de las comunicaciones

La distribucién inicial no suele ser la misma en las dististas fases de ejecucién del algo-
ritmo paralelo. Asi, si existen dependencias de datos, en la iteracién 0 del procesador
Pi se pueden necesitar datos calculados en la iteracién 7 del procesador P’. Esto
implica una nueva distribucién de datos o redistribucidn (comunicacién de elementos).
Esta informacién también estéd representada en el GDM, de forma que este grafo no
sélo almacena informacién sobre la distribucién inicial de datos sino también sobre las

comunicaciones necesarias.

Supongamos el algoritmo 4.2 que corresponde con la FFT [89]. En este algoritmo
existen cuatro dependencias de datos: Ay + Ai (di), A + Arqs (d2), Apys A; (d3)
Y Akt ¢ Agyr (ds) (Af corresponde con el valor previo antes de la modificacién), en

las que [ es un valor variable del algoritmo. Los GDMs generados por la herramienta
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para estas cuatro dependencias se presentan en las figuras 4.7, 4.8 y 4.9.

do s=1,log(n)
m=2*
W = e2Xmxifm
w=1]
l=m/2
do j=0,l-1
do k=j,n-1,m
t=wXx Agq
u= A
Ap=u+t
Apy=u-t
enddo
W=w X W
enddo

dd
enddo (4.2)

1 1 0

2
j2

@

@@m@

Figura 4.7: GDM(d,) de la FFT (n = 8)
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-

Figura 4.8: GDM(d,) y GDM(d3) de la FFT (n=28)

O;DO 1
P

Figura 4.9: GDM(d,) de la FFT (n = 8)

Al generar el GDM(d,), la herramienta no detecta ningin movimiento de datos,

pudiéndose realizar el calculo vinculado a la dependencia d; de forma independiente.
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Lo mismo ocurre con la dependencia dy. Sin embargo, al generar el GDM(d,), la
herramienta detecta movimiento de datos entre las iteraciones s = 1, s =2y s=2,

s = 3. Lo mismo ocurre con la dependencia dj.

Segin los GDMs generados, la distribucién de datos para la FFT es la que se
muestra en la tabla 4.2. Esta tabla muestra que en algunos casos, los mismos elementos
se utilizan en distintos procesadores. Por ejemplo, el elemento A; se utiliza en el
-procesador 0 (s = 1) y se actualiza en el procesador 1 (s =2y s = 3). Para realizar
el calculo éobre este elemento debe existir una comunicacién entre el procesador 0 y
el 1 antes de la iteracién s = 2. Este movimiento de datos queda reflejado en la
figura 4.10. En esta figura, se puede apreciar la distribucién de datos més restrictiva
(segin el GDM (dy) y el GDM(dy), el calculo lo pueden realizar hasta seis procesadores
diferentes, sin embargo, segiin el GDM(d;) y el GDM(ds) para realizar un nimero de

comunicaciones éptimas, se necesitan cuatro procesadores).

Color/Procesador | s j k1 | Elementos
negro (0) 1001 Ao, A4
2002 Ao, Ay
3004 | Ag Ay
azul (1) 1021 As, Aj
2112 | Ay As
3114 Ai, As
verde (2) 1041 As, As
2042 | Ay Ag
3224 Az, As
celeste (3) 1061 Ag, A7
2152 As, Ay
3334 As, A7

Tabla 4.2: Distribucién de datos segiin las dependencias d, y d3 de la FFT (n = 8)

Sea cual sea la arquitectura paralela, la reduccién del tiempo de ejecucién se consi-
gue reduciendo el tiempo de comunicacién. Para ello se tienden a solapar los célculos
y las comunicaciones siempre que sea posible, de forma que el tiempo de comunicacién

es ocultado por el tiempo de cédlculo, total o parcialmente.
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0 1 P2 P3

P P
G T
s=2 A4
A6
s=3 Ao
A4

Figura 4.10: Distribucién y movimiento de datos en la FFT (n = 8)

4.2.3.1 Representacién de las comunicaciones en el GDM

La existencia de comunicaciones impone un estudio de las caracteristicas de la arqui-
tectura paralela sobre la que se implementa el programa. Segiin [94], las arquitecturas
formadas por computadores heterogéneos basadas en conmutador o en bus constituyen
las futuras tendencias. En las arquitecturas basadas en conmutador se puede simular
cualquier topologia mediante primitivas especificas de los entornos de programacion,
pudiéndose realizar diferentes tipos de comunicacién (punto a punto, broadcast, etc.).
Si los procesadores estan conectados mediante un bus, todos comparten el sistemna de
comunicacién por lo que deben primarse las comunicaciones uno a todos (broadcast).
A continuacién se analiza la forma de representar en el GDM, las comunicaciones de

tipo broadcast y punto a punto.

® Broadcast. Supongamos el algoritmo 4.3 y las iteraciones (j = L;,i = L;..U;),

cuyo E[ reducido se presenta, junto con las dependencias, en la figura 4.11.

do j=L;,U;, Step;
Aj=...
do i=L;,U;, Step;
A=A+ ..
enddo
enddo

(4.3)
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Analizando el algoritmo 4.3 se observa que, si L; = L; =0, los datos relacionados
con la iteracién I? = (§ = 0,7 = 0) se utilizan en las iteraciones del EJ tal que

(7 = 0,i = 0.U;). De esta forma, una vez actualizado el dato en el punto

p = (0,0), éste se puede comunicar a aquellos procesadores que realicen los-

cdlculos para el resto de puntos mencionados. Lo mismo ocurre si analizamos los

~datos asociados a las iteraciones del algoritmo tal que (3 = Uj,i = 0.U;). En

cualquier caso, el orden de ejecucién de estas iteraciones se conoce examinando

. el algoritmo secuencial 4.3.

i
l 3:(0,0)@\
i
® o o o o o e o o

. Figura 4.11: ET del algoritmo ejemplo

Figura 4.12: GDM del algoritmo ejemplo

El GDM para este ejemplo (figura 4.12 suponiendo Step; = Step; = 1) aporta
la misma informacién que la indicada en el EI, especificando ademas, el orden
de utilizacién de los datos (orden de ejecucidn de las iteraciones). Los hiperarcos
sobre los que se proyectan los puntos del ET que estén unidos mediante un arco,

presentan el mismo “color” (definicién 4). Sin embargo, el “orden” de estos
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hiperarcos no es el mismo, ya que el “orden” del hiperarco que corresponde con
el punto p’ es menor al del resto (cuyos pesos “orden” son iguales), debido a
que existe dependencia entre los datos representados en  con respecto a los
- datos representados en el resto de puntos de una misma fila del ET (entre los
datos de estos dltimos puntos no existe dependencia). Analizando el GDM de
la figura 4.12 se puede observar que si bien todos los hiperarcos son del mismo
“color”, tal y como se explicé en la seccién 3.4.2.3, las iteraciones relacionadas con
“hiperarcos del mismo “color” que tienen un mismo “orden” se pueden ejecutar
en procesadores diferentes o en distintos threads (el valor del peso “orden” es
irrelevante en la figura 4.12, lo tinico que importa es la relacién entre los valores
del “orden” de los distintos hiperarcos). En este caso, si existen n hiperarcos con
el mismo “color” y “orden”, los célculos asociados con ellos se pueden realizar
en n procesadores independientes. Por otro lado, el cdlculo asociado al hiperarco
de “orden” 0 e igual “color” se debe realizar: a) en todos los procesadores o b)
en un procesador diferente al resto. Supongamos este ltimo caso en el que el
procesador PP ejecuta la iteracién I? = (7 = 0,7 =0) y por tanto, calcula el dato
Agp. A continuacién este dato debe ser comunicado, mediante un broadcast. a los
procesadores que ejecutan el resto de iteraciones correspondientes a la fila j = 0
del E1, de forma que éstos puedan actualizar en paralelo el resto de valores 4, U
En el caso de que el procesador P° ejecute la iteracién [¢ = (j = U =10y
por tanto, sea el propietario del dato Ay,, antes de actualizarlo debe enviarlo
mediante un broadcast al resto de procesadores de la fila j = U; del EI para que
éstos actualicen sus valores (A y;—1). Esto tltimo se realiza en este orden va que
el peso “orden” de los hiperarcos donde se proyectan los puntos (U;,1..U; — 1) es

menor al “orden” del hiperarco asociado con el punto §.

De la explicacién anterior, se puede generalizar que si existen hiperarcos en el
GDM con el mismo “orden” y el mismo “color” entonces en los puntos del EI
proyectados sobre ellos se utilizan datos que pueden ser comunicados mediante

broadcast. Asi;

Definicién 7 Si existen n hiperarcos A;_.,o-lor’”de”, tal que 1 < j < n, el elemento

M(i7") se almacena en el procesador P7.
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Definicién 8 Sean n hiperarcos A2 ™" tal que 1 < j < n. Si existe un
7 o , tal g j

. lor,ord .
hiperarco Ag.o TRy no existe un ordeny tal que orden; < orden, < orden

entonces el elemento M(iP) se comunica mediante un broadcast, después de ser
actualizado, si 1* € IN(S). La fuente del broadcast es el procesador propietario

del elemento M(i?) y el destino, los procesadores P7 .

Definicién 9 Sean n hiperarcos A;lor"”de", tal que 1 < j < n. Si eziste un
hiperarco A;Olor’orden‘ y no existe un orden, tal que orden < orden, < orden,
entonces el elemento M(i?) se comunica mediante un broadcast, antes de ser
actualizado, si i* € IN(S). La fuente del broadcast es el procesador propietario

del elemento M (iP) y el destino, los procesadores P? .

Punto a punto. Supongamos el algoritmo 4.4 y la figura 4.13, en la que se
presenta su £, junto con las dependencias, para Ly = Li=0,Up=U;=U; =2
y Stepy = Step; = Step; = 1.

m=1
=0
do k=L, Uy, Step,
do i=k,U;, Step;
do j=L;,U;, Step;
Aij=Ailjm + ...
enddo
enddo
[=l+1
m=m-1

enddo

(4.4)

Analizando el algoritmo 4.4 se observa que en las iteraciones (k=0,i=k.U,j=
L;..U;), para actualizar el dato A;; se necesita el elemento A; ;1. Segln esto,
los elementos correspondientes a la fila 7 = 7 del EJ se deben almacenar en el
mismo procesador P*. Este hecho queda reflejado en el GDM de la figura 4.14
en el que, si k = 0 para calcular los elementos asociados a la fila 7 se debe seguir

un orden (especificado por el peso de los hiperarcos).
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q=(1,1,0) \o

p=(k=0,i=0,j=0)
® -8—e

*—0—o

Figura 4.13: ET del algoritmo ejemplo

k0) (kD) (k2

Figura 4.14: GDM del algoritmo ejemplo

En las iteraciones (k = 1,¢ = k..U;,j = L;..U;), para calcular los valores A;j se
necesitan los elementos A;_; ; calculados previamente Y que no se encuentran en
el mismo procesador. Por ejemplo, para calcular el elemento Ay (siendo k = 1)
se necesita el elemento Ago. El dato a calcular est4 almacenado en el procesador
P (hiperarco de “color” azul) y el dato necesario para este calculo se encuentra
en el procesador P° (hiperarco de “color” negro). Teniendo en cuenta esto, el

dato a calcular se comunica al procesador P°, para realizar dicho cilculo con el
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elemento Ag (los datos se comunican al procesador que tiene los datos necesarios
para realizar el cilculo). Lo mismo ocurre con el resto de elementos de la fila.
Esto se observa en el GDM de forma que, cuando k = 1 el punto ¢ = (1,1,0)
se proyecta sobre un hiperarco de “color” negro (el “color” del hiperarco A; es el

mismo que el del hiperarco Ay donde se proyecta el punto 5 = (0,0,0)).

De la explicacién anterior, se puede generalizar que si existen hiperarcos en el
GDM con distinto “color”, sobre los que se proyectan los mismos datos, existe

comunicacién punto a punto entre los procesadores correspondientes a los colores

de los hiperarcos.

s s . lory,ord lors, .. .
Definicién 10 Supongamos los hiperarcos AS'T1omdem  goolorzordeny g op __ g
g 7 Y 24

entonces el elemento M(i?) que se proyecta sobre ambos hiperarcos se comunica

punto a punto:

— desde Plor1 ¢ peolora gi Ip ~ T4

— desde Plorz g peolory g p 5 3

En cualquier caso, siempre se comunica el elemento 2 calcular, desde el procesador
origen hasta el que tiene los datos necesarios para realizar dicho cilculo. Esto
es asf, porque debe cumplirse la condicién inicial utilizada en la generacién del

GDM, es decir, todos los datos relacionados deben tener el mismo “color”.

4.2.3.2 Solapamiento de cdlculos y comunicaciones

Supongamos que el algoritmo que describe el problema a resolver tiene ! iteraciones

¥ que existen nProc procesadores en la arquitectura paralela, de forma que cada pro-

cesador debe ejecutar it = nPlroc iteraciones. Supongamos, ademas, que el procesador

P9 esté ejecutando la iteracién v(w) siendo 0 < v, w < it — 1, y que el conjunto de
elementos que utiliza este procesador en esa iteracién, conjunto D*™®) de tamafio L
(L* < L, siendo L la cantidad de datos que se envian en un mensaje), se puede dividir

en s subconjuntos D2*) de tamadio Li (Li = %—t y D2} € D¥))siendo 0 < z < s—1.

Segin esto, el solapamiento de célculos y comunicaciones, total o parcial, depende

del valor de ¢, y t,, de forma que:
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e Si t, = t, entonces puede o no existir solapamiento. Supongamos el elemento
dv® ¢ D) utilizado en la iteracién v(w) por el procesador PiY), tal que d?§d¥
y # dyody (dy € Dy y0<z,y,2 < s—1tal que y # ). Si suponemos que:
Teal €8 €l tiempo necesario para que se realice una operacién en punto flotante,
8 > 1, I; es el nimero de elementos a calcular y L es el nimero de elementos a

comunicar, puede ocurrir que:

'_/B‘*‘LitXTcomSlxXTcal

_ﬂ+L?XTcom>lscXTcal

En el primer caso, existe solapamiento total de clculos ¥ comunicaciones, ya que
el tiempo de comunicacién del bloque D7 es menor o igual al tiempo de cdlculo en
el bloque DY, (teze = tca). Sin embargo, en el segundo caso, de la expresién se
puede extraer que: teze = toqr + 17, donde t*, _ es el tiempo en el que no existe

solapamiento, por lo que en este caso éste es parcial.

Asimismo, si s = 1, no se pueden aplicar las expresiones anteriores, ya que d*dd¥
(d" € D¥ y d¥ € D¥). En este caso, la ejecucién de la iteracién v en el procesador
P debe realizarse previamente a la ejecucién de la iteracién w en el procesador

PJ | por tanto no existe solapamiento (tepe = teqr + toom )

e Sit, < t, existe solapamiento. En este caso, si v < w — 1 y diédy y & dyod;
(&2 ¢ Dy) dy € Dyy 0 < z,y,z2<s—1tal quey # z), el solapamiento

ocurre cuando:
— B4 L% X oo < (w—v—=1) Xl X Tews
- B4+ L% X T > (w—'v——l) X Lt X Togi

suponiendo /;; elementos a calcular en cada bloque D). Asimismo, siv = w—1,
existe solapamiento si:
-1
- ﬂ + LZt X Toom < Zr—x+1 l X Teal + Zi:l lr X Teal
- 18 + th X Teom > —-z+1l X Teal + Z lr X Teal
En cualquiera de los casos, las conclusiones son las mismas que las del punto

anterior, es decir, si se cumple la primera expresién existe solapamiento total y

si se cumple la segunda, el solapamiento es parcial.
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El problema de las expresiones anteriores consiste en encontrar el valor de s y por tanto

de L¥. Asi, para que exista solapamiento de calculos y comunicaciones, el valor de L#

debe ser el siguiente: .
. lz X Teal — ,8

Tcom

it
L; <

El valor de 7,; depende del procesador utilizado y los valores de B'Y Teom dependen
del sistema de comunicacién. En [72], [110] se presentan estos iltimos valores para
el sistema de comunicacién utilizado en el IBM-SP2 y distintos tamafios de mensajes
(L¥). En [69] se estudia una red de estaciones de trabajo (Berkeley NOW) utilizando

como pardmetros los indicados por el modelo LogP [24].

4.3 Acotando el problema

Hasta ahora hemos indicado las condiciones generales utilizadas en la metodologia de
distribucién de datos y comunicaciones, sin embargo, la generacién del grafo de depen-

‘dencias modificado siempre depende del problema a resolver.

Las dependencias de datos existentes en un determinado algoritmo condicionan la
.construccién del GDM, ya que la ejecucién de los bucles que encierran a la dependen-
cia analizada puede hacerse innecesaria. Las dependencias de flujo existentes en un
algoritmo pueden ser de dos tipos: uniformes o no uniformes. En cualquier caso. la

representacién de las mismas se realiza mediante su vector distancia de dependencia:

Definicién 11 Sea la pareja de iteraciones v = (I7, L. ) =1y w = (I I¥,
ey 1Y) = I" tal que v < w, y la sentencia M(i¥,i¥,...,i%) = M(5%, 35, ...,32) (S¥6S¥).

El vector distancia de dependencia I — I* = (1% — j¥,1% — 53, ...,3% — j¥) se denota

como vector desp.

La distincién entre dependencias uniformes y no uniformes viene reflejada en el
vector desp ya que si una pareja (¢}’ — j;') puede tomar mas de un valor, las dependencias
son no uniformes. En este caso se tiene mds de un vector desp referenciados mediante
un subindice. Al generar el GDM, si las dependencias son uniformes, no se ejecutan

los bucles exteriores a la sentencia donde se produce la dependencia, sin embargo, si
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las dependencias no son uniformes, existen bucles que deben ser ejecutados. Debido a
esto, se requiere un estudio diferenciado de ambos casos.

4.3.1 Distribucién de datos con dependencias uniformes

Supongamos el algoritmo secuencial 4.3, formado por n bucles que encierran a una o
mas sentencias.

do Il = LI,UI,Stepl

do I, = L,, U, Step,,
M(ilji27 -"77:771) = M(j17j2’ ---,jm)

enddo

enddo

(4.5)

En este algoritmo se accede en [ iteraciones a todos los elementos del conjunto
dimensionado M, siendo i¥(j¥) = f(I,)* para 1 < y<n,1<z<m(vy wson dos
iteraciones del algoritmo, tal que v < w ¥y 1 < v,w <I). La sentencia interior a los n
bucles del cédigo queda caracterizada por una serie de vectores:

Definicién 12 Sea la sentencia M(iy, i, e im) = ..., tal que 1% = f(1,)Y, siendo
1<y<nyl<z<m. Elincremento producido entre los distintos valores de los
indices del conjunto dimensionado se denota como inc, y corresponde con los saltos de

los bucles del algoritmo, de forma que inc, = Step,.

En el anélisis realizado a continuacién suponemos un vector ¢nc constante en todos
los casos. Asimismo, en el algoritmo 4.5, el valor inicial de los fndices de los bucles
(I, I3, ..., I,,) se denota como (L1, Ly, ..., Ly,). El valor L; puede ser un valor constante
(1 £4 < n) o una funcién de los indices de un bucle anterior (I1<i<n) SiLes
un valor constante, existe una primera iteracién en la que L; corresponde con el valor

minimo de I;, considerando el valor minimo como el primer valor que toma /; cada

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



82 Metodologia de distribucion de datos y comunicaciones

vez que se ejecuta el bucle . Asimismo, si L; no es constante, existe un nimero no
determinado de iteraciones (z), en la que L; corresponde con el valor minimo de ;. Por

ejemplo:

dol, =0,2,1
dol,=1+1,3,1
M(L,L)=..
enddo
enddo

El valor minimo del bucle I; es el valor 0, ya que este bucle sélo se ejecuta una vez
(Ly = 0). Sin embargo, el bucle I; presenta tres valores minimo, ya que se ejecuta tres

veces y Ly es funcién del indice del bucle I; (Lo =1, Ly =2y L,=3).

Definicién 13 El valor de los indices del conjunto dimensionado (i,%3,...,4m) €n
aquellas iteraciones en las que L; corresponde con el valor minimo de I; (1 < i < n)

se denomina vector inicial.

Si L; no es constante existe mas de un vector inicial, que se denota utilizando un
subindice. La misma explicacién se puede hacer con respecto al valor final de cada

bucle, de forma que:

Definicién 14 El valor de los indices del conjunto dimensionado (i1,12, ...,im) en
aquellas iteraciones en las que U; corresponde con el valor mdzimo de I; (1 <i<n)

se denomina vector final.

Igualmente, si U; no es constante existe mas de un vector final, que se denota utilizando
un subindice. En cualquiera de las definiciones anteriores se supone que L; < U,

Step; > 0 (aunque puede extenderse al caso L; > U;, Step; < 0).

Segin sean las componentes de los vectores inicial y final se tienen los casos que

se presentan a continuacién.

4.3.1.1 Caso 1: vectores inicial y final constantes (caso elemental)

En el algoritmo 4.5, puede ocurrir que:
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=1y L= It

quedando la sentencia del algoritmo de la forma:
M(..,Dy,..)=M(.., I, — Kk, ...)

o it = Ipthiy gy =1 (o gy = IyR)

quedando la sentencia del algoritmo tal que:
MLy +ky, ) =M Ly (o My Iy + kyy ) = M( Iy — kg, L)

En cualquier caso, 1 <y <n,1 <z <myk,ki, ks >0. Dadas dos iteraciones v y
w del algoritmo 4.5, la distribucién de los elementos del conjunto dimensionado sigue
el siguiente criterio:

Yelemento € Conjunto
S5v85"Y = color(elemento,) = color(elemento,)

Yo,w | 1 <ov,w< |

Siv=wvgy w= v+ k entonces S®§Sv0tk Gutk§Grotixk - Guot(r—1)xkgGuotrxk
siendo vg y vo+ 1 X k = vy, la primera y dltima iteracién del algoritmo respectivamente.

En general:

Suot(a—1)xkgGuotaxk giendo 1 < ¢ <y k>0 (4.6)

El “color” se asigna a todos los elementos del conjunto dimensionado, a los que
se accede en las [ iteraciones del algoritmo (el rango 1../ se denomina a partir de este
punto, rango total). La agrupacién de elementos bajo un determinado “color” implica

la pertenencia a un mismo procesador.

Supongamos el algoritmo ejemplo siguiente:

doi=0,21
do j=0,2,1
Miyj = Migj + 6 X b;
enddo

enddo
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En este ejemplo, existe una dependencia producida por el célculo y reutilizacién
de elementos del conjunto m (m;, = m;,, donde ¢y = (1 + j) y 51 = (¢ + 7)). Los
vectores definidos anteriormente, considerando al indice de iteracién ¢ como el indice
del conjunto m, tienen dimensién 1 y son: desp = (0), inc = (1), inicial = (0) y
final = (2). En la figura 4.15 se muestran, con el mismo color, aquellos datos que
son dependientes. Asi por ejemplo, el elemento m, depende de los elementos a; y b;,
siendo 0 < ¢ < 2. Segun la figura 4.15, el paralelismo maximo se consigue con cinco
procesadores, ya que existen cinco colores diferentes. Asimismo, a partir del GDM del

algoritmo se puede observar esta distribucion de datos (figura 4.16).

VEC.TORm
LA
VECTOR a VECT_(E.b [ |
Y D .‘
® | * ‘._
i — — |
o | !0 | | |
@ | @ | ® ‘
® o ® @
|

Figura 4.15: Distribucion de datos del ejemplo del caso elemental

/z)
1 ]
J:2

2

il

Figura 4.16: GDM del ejemplo del caso elemental
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Sin embargo, en la distribucién de datos del ejemplo anterior existe replicacién
de datos, ya que los elementos de los vectores a y b estdn en més de un procesador.
Si en la figura 4.16 se observa el orden de ejecucién de los cdlculos se puede hacer
una nueva distribucién que evite esta replicacién (figura 4.17).

De esta forma, los
elementos proyectados sobre los hiperarcos de “orden”

0 se distribuyen en los dintintos

procesadores.
VECTOR m
Xy
VECTOR a VECTOR b |
% @ {l
o] [0 [

Figura 4.17: Nueva distribucién de datos del ejemplo del caso elemental

Figura 4.18: Comunicacién de datos del ejemplo del caso elemental

Esta nueva distribucién implica que cada procesador puede realizar su primer célcu-
lo; y que antes de hacer el segundo debe comunicarse con los procesadores propietarios
de los datos que necesita. Asi, antes de realizar el segundo célculo, los procesadores
azul (P'), verde (P?) y amarillo (P3) deben tener los datos: a; para los dos primeros
y az para el dltimo. El valor de a; y a3 lo comunican los procesadores P2 y P* res-

pectivamente. Lo mismo ocurre en el siguiente clculo en el que hay que comunicar
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a (desde el procesador P3® al procesador P?). En la figura 4.18 se presentan estas

comunicaciones.

La tactica que se sigue en este caso por parte de la herramienta que implementa la
metodologia, es de no desenrollar los bucles esto es, la distribucién se hace directamente

ahorrando tiempo de ejecucién.

4.3.1.2 Caso 2: vectores inicial y/o final funcién lineal de los indices de

los bucles

En este caso existe mas de un vector inicial y/o més de un vector final. En el algoritmo

4.5, este caso se produce si:

® ix(yz) = (1) y Ly = f(L.) tal que 2 < y (1 <y < n)

* 1o(yz) = f(L,) y Uy = f(I) tal que 2 < y (1 <y < m)

Para cada iteracién del algoritmo, una variacién sobre I, implica una variacién sobre
Ly (Uy) y consecuentemente un nuevo vector inicial (final). En cualquier caso, los
valores de los vectores inicial (final) deben estar dentro del rango total, para que
correspondan con elementos vélidos del conjunto dimensionado. Por ejemplo, si el
vector ¢nicial menor corresponde con la iteracién p del rango total, tal que 1 < p <,
la primera dependencia se establece entre las iteraciones p y p + k (S7§57%%), siendo
k > 0. Al estar comprendido el valor de p en el rango 2..1, este caso es un subconjunto
del caso elemental. Lo mismo ocurre si el vector final mayor corresponde con la
iteracién r del rango total, tal que 1 < r < [. En cualquiera de estos supuestos,
la téctica de distribucién es igual que para el caso elemental. Si este caso se trata
como caso elemental, se accede a elementos del conjunto dimensionado que realmente
no forman parte del cédlculo realizado en el algoritmo. Asf, si el primer vector inicial
menor corresponde con la iteracién p y el segundo vector inicial menor corresponde
con la iteracién ¢, entre ambas iteraciones existen elementos del conjunto dimensionado
que van a ser distribuidos (por parte de la herramienta) aunque no se utilizan. La
ventaja que presenta el tratar este caso como caso elemental estd en que la distribucién
de datos sigue las mismas pautas, es decir, no se necesita la ejecucién de los bucles que

encierran a la dependencia.
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Supongamos el ejemplo:

dos=0,81
doj=1+4+1,3,1
M;;=M;_,
enddo
enddo

iJ

En este ejemplo M;, ;, = M;, j,, tal que (¢1522) = (5,5) y (1, 72) = (6 — 1,7). Los
vectores definidos anteriormente tienen dimensién 2 y son: desp = (1 0), inc = (1 1),
inicial = (0 1 + 1) y final = (3 3). El vector inicial corresponde con tres vectores:
inicialo=(0,1), inicial;=(1,2) e inicial,=(2,3). La distribucién de datos se presenta en
la figura 4.19 y su GDM en la figura 4.20.

Figura 4.19: Distribucién de datos del ejemplo del caso 2

O (2)

Figura 4.20: GDM del ejemplo del caso 2
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Si comparamos las figuras 4.19 y 4.20 se observa que en la primera existen cuatro
colores, mientras que en la segunda hay tres. Esto se explica porque en el GDM sélo
aparecen los elementos de la matriz vinculados a los indices de los bucles, y sin embargo,

se han distribuidos elementos de la matriz que no van a ser utilizados, al hacerse una

aproximacion al caso elemental.

4.3.1.3 Caso 3: vectores inicial y/o final variables no dependientes de los

indices de los bucles

Este caso es parecido al anterior, sin embargo, los valores de los vectores inicial (final)
pueden corresponder a valores que se encuentran fuera del rango total. Suponiendo que

el vector nc almacena valores positivos y que inicial < final, puede ocurrir:

® Ambos vectores corresponden con iteraciones fuera del rango total (inicial < I'
y final < I' o inicial > I' y final > I'). En este caso, no se necesita distribuir

los datos del conjunto ya que no van a ser referenciado en la ejecucion del cédigo.

e Ambos vectores corresponden con iteraciones fuera del rango total pero inicial <

I''y final > I'. El rango vélido es el rango total.

e El vector inicial almacena valores fuera del rango total (snicial < I'). Los valores
de los indices comprendidos entre inicial y la primera iteracién del algoritmo I,

no corresponden con elementos vélidos del conjunto dimensionado.

o El vector final almacena valores fuera del rango total (final > I'). Los valores
de los indices comprendidos entre la tltima iteracién del algoritmo I' y los va-

lores almacenados en final, no corresponden con elementos validos del conjunto

dimensionado.

Cualquiera de estos casos se puede aproximar al caso elemental, con las mismas
consideraciones que se hicieron anteriormente, es decir, aunque existe el problema de
la distribucién de elementos del conjunto dimensionado que no se utilizan en el cédigo,
se tiene la ventaja de que la asignacién de “color” (distribucién de datos) se realiza sin

ejecutar los bucles que encierran a la dependencia analizada.
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Supongamos el ejemplo:

k=0
doi=0,3,1
k=k+1
doj=k+(2xk) mod 3,5,1
M;;=M;;_,
enddo
enddo

En este ejemplo M;, ;, = M;, ;,, tal que (i1,%2) = (4,7) y (J1,52) = (1,7 — 2). Los
vectores definidos anteriormente tienen dimensién 2 y son: inc = (1 1), inicial =

(0 k+(2x k) mod 3), final = (3 5) y desp = (0 2). El vector inicial se descompone
en: inicialy = (0,3), inicial, = (1,3) e inicial, = (2,3).

Figura 4.21: Distribucién de datos del ejemplo del caso 3

Figura 4.22: GDM del ejemplo del caso 3
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Aligual que en los casos anteriores, la distribucién de los datos utilizados no requiere
la ejecucién de los bucles y se presenta en 4.21. El GDM del ejemplo anterior se
muestra en la figura 4.22. Asimismo, al no ser constantes los valores del vector inicial ,

se distribuyen todos los datos de la matriz, incluidos los no utilizados (elementos de las

tres primeras columnas).

4.3.2 Distribucién de datos con dependencias no uniformes

En este caso, la distribucién de los datos no sigue un patrén fijo como ocurre con las
dependencias uniformes, y estd influenciada por los indices afectados por los desplaza-
mientos no uniformes y por los bucles en los que se asigna valor inicial y se alteran estos
desplazamientos. Suponiendo que el vector desp es variable en distintas iteraciones del

algoritmo 4.5, se pueden dar diferentes casos que se presentan a continuacidn.

4.3.2.1 Caso 4: vector desp no dependiente de los indices de los bucles

Supongamos el siguiente algoritmo de [ iteraciones:

do .[1 = L]_,UI,Stepl

8« ...
do I, = L,,U,,Step,
M(ila ig, ceoy zm) = M(j17j27 "'ajm)

0« ...
enddo
En este algoritmo existen dependencias entre los datos tal que i, = v YV Jz =

I, —0,siendo1 <z <m,1<y<nyb e Z Lavariable  corresponde con un
desplazamiento no uniforme sobre el indice z del conjunto dimensionado (siempre que
se ejecuta el programa el valor # es igual en una iteracién dada). El valor inicial de este

desplazamiento se asigna en el bucle I,_; y se altera en el bucle I,,. En cualquier caso,
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al ser el desplazamiento variable existen { vectores desp que se denotan utilizando un
subindice (donde el vector desp, # desp, siv#wyl <vw< [). Asimismo, los n
bucles que forman el cédigo del algoritmo se pueden dividir en dos grupos: los bucles

que indexan al conjunto dimensionado (bucle r tal que i, = 1) y los que no lo indexan
(bucle r tal que i, # I,).

Supongamos la existencia de g (1 < ¢ < m) indices del conjunto dimensionado
sobre los que se aplica un desplazamiento variable, de forma que al desplazamiento 6°
(1 <4 < g) se le asigna valor inicial en el bucle s (en la iteracién v, tal que 1<v <)
y se le modifica en el bucle z¢ (en iteraciones posteriores a la v), tal que s* < 2%. Los ¢
bucles s* y 2' constituyen los conjuntos S'y Z respectivamente. Respecto a los bucles

que encierran a la dependencia analizada se hacen las siguientes definiciones:

Definicién 15 Sean los bucles s.maz ytlalquel <smaz<nyl <t<smaz. Si
s-maz € S entoncest ¢ S.

Definicién 16 Sean los bucles z_min y t tal quel <zmin<nyzmin<t<n. S
z.mun € Z entonces t & Z.

Definicién 17 Sea una iteracidn v tal que (23,73, ..., 1%) = (L 12, . o1y ) siendo

1 <yr<n (1 <k < m) Elbucle min corresponde con Yk (min = yi) si min > y;
1<j<meks#j).

Definicién 18 Sea una iteracién v tal que (13,13,..., 1%) = (I;’I,I;’z, oI, ) siendo

1<y <n (1<k<m) Elbucle maz corresponde con yi. (max = yi) si maz < Yj
(1<j<mek#j).

Asimismo, en la iteracién v tal que 1 < v < I, el vector desp, (de dimensién g)
estd formado por los valores de los desplazamientos §° (1 < § < g) en esa iteracidn.

Respecto al vector de desplazamiento desp se hacen las siguientes definiciones:

Definicién 19 El nimero de vectores de desplazamiento desp diferentes viene dado

por la expresidn:

r=s_mar-+1
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donde v, es el nimero de valores diferentes que puede tomar el indice del bucle r (1,)
yl<nb<l|.

Definicién 20 El ndmero de iteraciones en las que cualquier vector de desplazamiento

(desp;, 1 <i < n_f) se mantiene constante viene dado por la expresidn:

min

n_0,- — ( H vr)z'm=Ir

r=z_min+1

Definicion 21 EI nimero de iteraciones en las que una misma secuencia de n_6 vec-
tores de desplazamiento (secuencia 0) se repite corresponde con:

s_max

n-.sec:( H vf)z:::[r
r=mar
Definicién 22 La distancia (nimero de elementos del conjunto dimensionado) enire
dos secuencias iguales de n_f vectores de desplazamiento viene dada por la expresion:
min

d=( TI w)==*

r=s_mazr+1

Segin las definiciones anteriores, los m bucles que indexan al conjunto dimensio-
nado se encuentran en el intervalo maz..min y los n — m bucles que no lo indexan se
encuentran entre 1 y n (incluido el intervalo maz..min). De esta forma, las [ iteraciones
del algoritmo 4.7 se pueden agrupar de la forma:

min

(livr)ixﬂr x (f[ vr)ix#r = H ,Ur)iz'—'lr X (ﬁ vr)z’x;élr (4.8)

r=1 r=maz r=1

El término (T]7%7, ., v-)==F de la expresién 4.8, corresponde con los elementos del con-

1 vr)=% con las distintas referencias a un mismo

junto dimensionado y el término (
elemento de dicho conjunto durante la ejecucién del algoritmo 4.7. A su vez, los inter-
valos (maz..min)*=F y (1..n)"*#¥ se pueden descomponer en varios subintervalos de
acuerdo con la posicién de los bucles s_maz y z_min. De igual forma, sea cual sea la
posicién de estos bucles, el intervalo 1..s.maz se puede separar en los subintervalos:
(1..s-maz)*=! (que pertenece al intervalo (maz..min)==I") y (1..s_maz)=#I (que per-
tenece al intervalo (1..n)**#’). Esto mismo se puede aplicar al intervalo z_min + 1..n.

Atendiendo a los bucles s_maz y z-min se puede establecer los siguientes lemas:
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Lema 3 Sea el bucle t tal que z_min + 1 St<n. Sii, # I entonces el bucle t no es

considerado en la distribucion de los elementos del conjunto dimensionado.

Demostracién. Cualquier iteracién de los bucles interiores al bucle z_min presenta un
vector de desplazamientos desp; constante, ya que z_min es el mayor bucle del conjunto
Z en el que se modifica este vector. El intervalo z_min + 1..n se puede descomponer
en dos subintervalos: (z.min + 1..n)==l y (z-min+1..n)=#Ir . Asi, cualquier elemento
del conjunto dimensionado que tenga fijos los indices del intervalo z.min + 1..n se
referencia ([T}, in1 vr)% X veces. Las referencias a un mismo elemento del conjunto,
se caracterizan porque tienen el mismo vector de desplazamiento desp;. Esto implica
que cualquier sentencia que actualice este elemento (con este vector de desplazamiento)
utiliza siempre los mismos datos (para lectura y escritura), por lo que sélo es necesaria
una unica iteracién de los bucles (z_min + 1..n)=#* para estudiar la utilizacién de los
elementos (respecto a la distribucién de datos y posteriores comunicaciones). Segin

n teFl
eStO? ( r=z_min-+1 vf‘) =1L

Lema 4 Sea el bucle t tal que 1 <t < smazx. Sii, # I, yt < s_maz < maz o
t < maz < s.mazx, entonces el bucle t no es considerado en la distribucidn de los

elementos del conjunto dimensionado.

Demostracién. Dividamos el intervalo 1..s_maz en: (L..somaz)==ly (1..s.maz)'=#r.
Un elemento del conjunto dimensionado, que tenga fijos los indices comprendidos en el
intervalo 1..s.maz, es referenciado ([J°=7% v, )=#I veces con la misma secuencia 0, ya
que s.maz es el menor bucle del conjunto S en el que se asigna valor inicial al vector
de desplazamiento desp;. Si s_maz < maz, en el intervalo 1..s_maz sélo existen bucles
que 1o indexan al conjunto dimensionado, luego cualquier elemento del conjunto (cuyos
indices estdn en el intervalo maz..min) es referenciado [1;27°F v, veces con la misma
secuencia . Segin esto, cualquier sentencia que actualiza un elemento del conjunto
dimensionado, utiliza siempre los mismos datos (para lectura y escritura) en cualquiera
de las [];27° v, referencias al elemento. Esto supone que no es necesario realizar méas
de una iteracién de los bucles 1..s_maz, ya que a efectos de la distribucién de datos
y posteriores comunicaciones, se obtiene la misma informacién. Si s.maz > maz, la

explicacién anterior se puede extender a cualquier bucle en el intervalo 1..maz.
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Si aplicamos los lemas 3 y 4, las [ iteraciones del algoritmo 4.7 pueden quedar

agrupadas, considerando los bucles s_maz, z_min, maz y min, de la forma siguiente:

z_min ) min .
( II o)™ x (I w)==" (4.9)
r=lim_in+1 r=max

donde:

e limmin = max si s.maz > maxz.

o limian = s_maz sl s_maz < maz.

Asimismo, los bucles comprendidos en el intervalo (lsmin + 1..z-min)=#¥ pueden
agruparse en n.r bloques tal que maz; y min; corresponden con el bucle més exterior
e interior del bloque; respectivamente (1 < ¢ < n_r) y no existe un bucle ¢ (maz; < t <

min;) que cumpla que i, = I; (figura 4.23).

I oo 0 @ @XX** X" X@ @@ ++- 1

max . in . max ., ]
i+l min i+l i min i

@ bucles que no indexan al conjunto dimensionado

X bucles que indexan al conjunto dimensionado

Figura 4.23: Formato de aparicion de bucles

Para estudiar como se aplican los desplazamientos sobre los elementos del conjunto
dimensionado es preciso analizar los bucles que no lo indexan, ya que su existencia
implica distintas referencias a un mismo elemento a distancias no constantes (referencias

no consecutivas). Asi, tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 23 El nimero de iteraciones en las que un mismo elemento e del conjunto

dimensionado es referenciado de forma consecutiva se obtiene por la expresién:

zomin

n.d= H Uy

r=min+1
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Definicidn 24 El nimero de veces en las que un bloque de elementos es referenciado

de forma no consecutiva viene dado por la expresion:

zomin

n.s = ( H v, )i=#

r=lim_in+1

Definicién 25 Sin 0, > n.d (z-min < min < n) entonces el nimero de iteraciones

en las que a un blogue de elementos diferentes y consecutivos se les aplica el mismo

vector de desplazamiento desp; viene dado por:

n_gi min i1,
nbp=——=( I )

r=z_min+1

Definicién 26 Sin. 8, < n_d (min < z_min < n) entonces el nimero de vectores de

desplazamiento diferentes desp;, que se pueden aplicar sobre un elemento e corresponde

con:’
zZ.min .
ol Ur : nd<nf

n.big =
#0 n_6 : nd>n_

Utilizando estas definiciones se puede sistematizar el procedimiento de asignar “co-
lor” a los distintos elementos del conjunto dimensionado, segiin los valores de los vec-
tores desp variables. Este procedimiento se basa en la posicién de los bucles s_maz

y z-mun respecto a los bucles maz, min y a los bucles que no indexan al conjun-

to dimensionado, dentro del algoritmo secuencial. Asi, se pueden dar las siguientes

variantes:

¢ nr = 0. Se consideran los bucles pertenecientes al intervalo maz..min (ecuacién
4.9). Todos los bucles de este intervalo indexan a) conjunto dimensionado (¢, = I,.)
ya que n.r = 0. Partiendo de estas condiciones iniciales se tiene que n.d < n_6,
por lo que n.byy = 1. Si consideramos que existen /, iteraciones (lo < 1) en los

bucles del intervalo maz..min, se pueden dar los siguientes casos:

— n.bg = 1. Es un caso elemental para cada n_8 vectores de desplazamiento.
En un instante dado, se aplica un vector de desplazamiento determinado
desp; a n_sec elementos diferentes del conjunto dimensionado separados una
distancia d. Por tanto, si [y corresponde con el niimero de iteraciones a, ejecu-

tar, se necesitan ;L—l-ge_c iteraciones para asignar “color” a todos los elementos.
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— n_bg # 1. Es un caso elemental para cada n.f vectores de desplazamiento.
En cada instante se aplica un vector de desplazamiento diferente desp; a n_by
elementos consecutivos del conjunto dimensionado. De las [y iteraciones se

deben ejecutar —%— para asignar “color” a los elementos.
J n.-bg

e n.r > 0. En este caso existen bucles que no indexan al conjunto dimensionado
en el intervalo ltm_n + 1..z_min (ecuacién 4.9). Si consideramos que existen Iy
iteraciones (/o < I} en los bucles representados en la ecuacién 4.9, se pueden dar

las siguientes variantes en funcién de la posicién del bucle z_min:

— nbys#£1ynby =1. Para este caso z.min < min. De las [; iteraciones se
necesitan ejecutar ;’—05 Esto es asi porque cada vector de desplazamiento

desp) se puede asignar en bloques de n_by elementos consecutivos.
g

—nby =1y nby # 1. Para este caso z.min > min. De las [y iteraciones
se necesitan ejecutar ;—_%0;; ya que, sobre un mismo elemento del conjunto
dimensionado se aplican, de forma sucesiva, distintos vectores de desplaza-
miento (n_bzg vectores). De estos vectores de desplazamiento, inicamente

el ultimo produce un efecto en la asignacién de “color”.

—nby =1y nby = 1. Para este caso z.min = min. Debido a las ca-
racteristicas del problemas se deben ejecutar las [y iteraciones de los bucles
comprendidos en el intervalo maz..min, si maz < s_maz; o en el intervalo

s-maz + 1..min, si somax < maz.

Supongamos el ejemplo:

do i=0,2,1
dsp=0
do j=0,1,1
do k=0,2,1
do p=0,3,1
My =M, p_dsp+...
enddo
enddo
dsp=dsp+1
enddo
enddo
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'En este ejemplo M;, ;, = M;, ;,, tal que (i1,13) = (7, k)y (1,72) = (4, k — dsp). De
las [ = 72 iteraciones iniciales del algoritmo, segiin la ecuacién 4.9 se ejecutan los bucles
comprendidos en el intervalo maz..min, siendo Iy = 6 el ndmero final de iteraciones.
El nimero de vectores desp diferentes corresponde con n.0 = 2: desp, = (0, z)

, siendo
0<z<1(scmaz =1y z_min= 2):

Asimismo, en el intervalo s_maz + 1..min no existen bucles que no indexan al

conjunto dimensionado. Segtin esto, n_r = () y n-bg = vs = 3 (al ser z_min < min), por

. lo que se aplica cada vector de desplazamiento desp a tres elementos consecutivos del
conjunto dimensionado. Segiin lo explicado para este tipo de problemas, la asignacién

de “color” a los elementos se puede hacer en -;l_ﬂg = 2 iteraciones.

10,2 0, 0,1, 024 13

@m .......................
' 7
0 p.l p.2 @

Figura 4.24: GDM ejemplo
® 0 0

i
® 00

Figura 4.25: Distribucién de los elementos de la matriz
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En la figura 4.24 se presenta el GDM generado para este ejemplo. En este grafo
existe un arco de “color” negro, azul y verde que unen los vértices Vio ¥ Vio, Vio y
Vi1 y los vértices Vo y Vi respectivamente, por lo que los elementos Moo, Moy y
Mo,z se deben almacenar inicialmente en los procesadores negro (P?), azul (P1) y verde
(P?). Lo mismo se puede decir del resto de elementos. Asimismo, en cada hiperarco
del GDM se observa el “orden” de ejecucién de los cilculos. Si bien en la herramienta
disefiada cuando se quiere ver el “orden” de un determinado hiperarco se tiene la opcién
de marcarlo, apareciendo resaltado junto con su peso; en la grifica mostrada (figura
4.24) se presentan los pesos de los hiperarcos que comparten vértices, separados por
coma. Asi, los hiperarcos A0,0,2,0) A,020) Y A(2,0,2,0) tienen peso “orden” 0, 1 y 2
respectivamente, por lo que en el GDM aparece una marca 0,1,2 sobre el arco A; g2
de “color” verde. En la figura 4.25 se presenta la distribucién de los elementos de
la matriz. En este GDM se observa que no existen comunicaciones de datos entre

procesadores al no haber arcos de distintos colores entre cualquier pareja de vértices
Viw:Viy (siendo 0 <2 <1y 0<y <2).

Supongamos el ejemplo:

dsp=0
do i=0,1,1
do j=0,1,1
do k=0,2,1
do p=0,8,1
M;r = Mi_gop i+
dsp=dsp+1
enddo
enddo
enddo
enddo

En este ejemplo M;, i, = M, ;,, tal que (i1,42) = (5,k) y (J1,42) = (¢ — dsp, k). Al
haber [ = 48 iteraciones, existen [ vectores desp de dimensién 2, de los cuales n_f = 48

son diferentes: desp, = (0, z), siendo 0 < z < 47 (s.maz =0y z.min = 4).

Los bucles se encuentran repartidos de forma que n_r = 2, estando el bloque,

formado por el bucle 4 y el blogue; por el bucle 2. Teniendo en cuenta la posicién de
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los bucles min y z_min, n by =1y n-bzg = vy = 4 (al ser z_min > min), por lo que a

un mismo elemento del conjunto dimensionado se le aplican cuatro (n_b.y) vectores de

desplazamiento desp diferentes, consecutivamente. De estos vectores, sélo se tiene en

cuenta el dltimo, a efectos de asignacién de “color”. En este ejemplo se deben ejecutar

- ;ﬁ = 12 iteraciones de las [ iniciales.

A\
'i/p, p¢;‘ I\\R’;}:

Figura 4.26: GDM ejemplo

En la figura 4.26 se presenta el GDM del ejemplo anterior en el que se observa
que existen seis colores diferentes, de forma que cada elemento de la matriz se calcula
en un procesador independiente. Esto es asi, porque los valores de los vectores de
desplazamiento hacen que los datos referenciados en el algoritmo dependan de elementos

no validos (no existiendo comunicaciones -figura 4.27-).

Figura 4.27: Distribucién de los elementos de la matriz
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Supongamos el ejemplo:

do i=0,2,1
dspl=0
dsp2=0
do j=0,2,1
do k=0,2,1
do p=0,8,1
Mip = M;_qsp1 p—dsp2 +---
enddo
dsp2=dsp2+1
enddo
dspl=dspi+1
enddo
enddo

En este ejemplo M;, ;, = Mj, ;,, tal que (i;,13) = (&,p) y (J1,72) = (i — dspl,p —
dsp2). En este problema se consideran los bucles del intervalo (maz..min), por lo que
hay [ = 108 iteraciones. Asimismo, existen n_ = 9 vectores desp de dimensién 2:
desp, = (0,z), siendo 0 < z < 2, desp, = (1,z), siendo 3 < 2 < 5y desp, = (2,z),
siendo 6 < z < 8 (somaz = 1y z-min = 3). Asimismo, en el intervalo maz..min
existen bucles que no indexan al conjunto dimensionado (bucles 2 y 3). Segtn esto, y
la posicién de z_min respecto de min, se tiene que: n_r = Lnby=vs=4ynby =1.
De esta forma, sobre los elementos del conjunto dimensionado se aplican los vectores

de desplazamiento en bloques de n_b; elementos consecutivos.

En la figura 4.28 se presenta el GDM de este ejemplo, en el que existe comunicacién
de datos. La comunicacién puede ser detectada en el GDM si observamos los arcos
que salen de los vértices V; , (siendo 0 < z < 2) y los arcos que llegan a los vértices Vo
(siendo 0 < y < 3). Supongamos los vértices Vig y V1. Del primer vértice salen arcos
de “color” negro (0), rojo (1) y marrén (2). Al segundo vértice llegan arcos de “color”
negro (0), rojo (1), marrén (2), azul (3), magenta (4) y rosa (5). Si comparamos los
arcos anteriores, vemos que inicamente los arcos negro y azul tienen como vértice inicial
y final los vértices Vo y Vj.1, luego el dato Moy,1 debe estar en la memoria del P° y del

P? en algin momento de la ejecucién del algoritmo. Al ser la iteracién (0,0,0,1), que
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corresponde con el hiperarco A?e’){,)o,o,n: anterior en el tiempo a la iteracién (0,0,1,1), que

: 0,1 e
corresponde con el hiperarco A(0,0,1,1) €l elemento My se debe almacenar inicialmente

en la memoria del P? y después de ser actualizado debe ser comunicado al procesador
P? (definicién 10). En la figura 4.29 se presenta la distribucién inicial de datos y las
comunicaciones realizadas entre los procesadores.

234

01

Figura 4.28: GDM ejemplo

distribucién inicial distribucién de datos después de la comunicacién
Figura 4.29: Distribucién de los elementos de la matriz

4.3.2.2 Caso 5: vector desp dependiente de un indice de los bucles

Supongamos el algoritmo 4.7 en el que el desplazamiento 6 = I, (1i<qyl<r<

n, siendo g el nimero de indices del conjunto dimensionado cuyo desplazamiento es
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variable). Este problema es un caso particular del caso 4, siendo st = 2 (la asignacién
inicial y posterior modificacién de un desplazamiento #* se realiza en el mismo bucle y

por lo tanto, s' = r y z* = r). Debido a esto se realizan las siguientes modificaciones a

definiciones previas:

Definicién 27 Si existen q indices en el conjunto dimensionado con desplazamiento

variable (1 < g<m) y ¢ =1I, (1<i<qyl<r<n)entoncesreSyrecl.

Definicién 28 EI nimero de vectores de desplazamiento desp diferentes viene dado

por la expresion:

r=somaz

Definicién 29 El nimero de iteraciones en las que una misma secuencia de n_6 vec-

tores de desplazamiento (secuencia 0) se repite corresponde con:

s_maz—1

n_sec =( H vr)iz;:Ir

r=mar

Definicién 30 La distancia entre dos secuencias iguales de n_0 vectores de desplaza-
miento viene dada por la expresion:

min

d=( JI vy

r=s_max

Supongamos el ejemplo:

do i=0,2,1
do j=0,2,1
do k=0,2,1
do p=0,3,1
Mj’k = Mj,k_p-ln..
enddo
enddo
enddo
enddo
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Al igual que en los casos anteriores se tiene que (21,72) = (5,k) y (1, 72) = (4, k—p).

Para este ejemplo, s_.maz = z_min = 4 ya que el inico desplazamiento se produce sobre

el indice k£ del conjunto y corresponde con la variacién del bucle p (por tanto el valor

del desplazamiento se asigna inicialmente en el bucle P y se modifica en ese mismo
bucle). Al haber [ = 108 iteraciones, existen ! vectores desp de dimensién 2, de los
" cuales n_0 = 4 son diferentes: desp, = (0,z), siendo 0 < z < 3.

Los bucles a considerar estén en el intervalo maz..z.min (2..4), existiendo [, = 36

iteraciones correspondientes a esos bucles. En este intervalo existen dos bucles que

indexan al COIIJUIltO dimensionado (j y k) y un bucle que no lo indexa (p), por lo que

nor = 1. Al ser z_min > min se tiene que nby =1y nby =v, = 4. Segtin esto,

a un mismo elemento del conjunto se le aplican consecutivamente, cuatro vectores de

desplazamiento, de forma que para asignar “color” a los elementos hay que ejecutar
_do

s = 9 iteraciones de las [ = 108 iniciales. Como se puede observar, es un caso

similar al anterior salvo las modificaciones realizadas sobre los valores n_8, n_sec y d.

@ @ (2

0,1,2,3

®

Figura 4.30: GDM ejemplo

En la figura 4.30 se presenta el GDM para este ejemplo en el que se muestra el

“orden” de los hiperarcos negro, azul y verde. Las dependencias producidas por la
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variacién de p da lugar a los hiperarcos que unen los vértices del grafo. Asi, se puede
apreciar que existen arcos de “color” negro y azul entre los vértices Vo y V4. El
hiperarco de “color” azul (1) corresponde con una iteracién anterior en el tiempo a la
del hiperarco de “color” negro (0), luego el dato My; debe almacenarse inicialmente
en el P! y posteriormente comunicarse (después de ser actualizado) al P°. Lo mismo
ocurre con el dato My ; (se almacena inicialmente en el procesador verde (P?) y después
del célculo se comunica al P%) y con el resto de elementos proyectados sobre vértices
unidos por arcos de mas de un “color”. En la figura 4.31 se muestra la distribucién

inicial de datos y posteriores comunicaciones.
® 00 LN )
eoeo eeoeo

distribucién inicial distribucién de datos después de la comunicacion

Figura 4.31: Distribucién de los elementos de la matriz

4.3.2.3 Caso 6: vector desp dependiente de mas de un indice de los bucles

Supongamos el algoritmo 4.7 en el que 7, = I, y j, = I,. Segiin esto, se puede
decir que el desplazamiento para este indice es variable y coincide con 6" = I, — I,
(1<i<qyl<ry<n, siendo ¢ el nimero de indices del conjunto dimensionado

cuyo desplazamiento es variable). En este caso, s' =y y 2* = r.

El nimero de vectores de desplazamiento (desp) diferentes es funcién de los valores
que toman los indices I, e I, en cada iteracién de los bucles. Si consideramos una
iteracion to donde los valores de los indices I, e I, corresponden con v/ y v y una
iteracién ¢, con valores v}! y vl! respectivamente (siendo ¢, > t5) para que existan n_6
vectores de desplazamiento diferentes (desp) debe ocurrir que vf® — ! # v!* — !t para
1 < to,t1 < v, X vy (siendo v, y v, los valores diferentes que pueden tomar los fndices
I. e I,). Si no es asi, existen n_fg vectores de desplazamiento diferentes que siempre
estard en el rango 1 < n_fs < n_f. Segin esto no se puede establecer el valor de n_6g
para este caso, por lo que las definiciones 19, 21 y 22 realizadas para los casos 4 y 5

no pueden ser aplicadas. Debido a esto, la clasificacion realizada segin el valor n_r se
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debe modificar si nr = 0 (ya que tinicamente en algin caso cuando n_r — 0 se utilizan

los valores de n_6, n_sec y d para asignar “color”) de forma que:

e nr=0ynby=1. Al ser n-bzy = 1, se deben ejecutar I, iteraciones del algorit-
mo. En este caso se deben realizar ; iteraciones de las [ iniciales, ejecutandose los
bucles comprendidos en el intervalo maz..min, si maz < s_maz; o en el intervalo

s-mazx + 1..min, si somazr < maz. '

Si suponemos que A(f1,02, ey i) = A(J1, 92 Jm) v algén z tal que l <z <m
corresponde con un indice del caso 6, el resto de definiciones realizadas para el caso 4 se
pueden utilizar en cualquier ejémplo de este tipo. El dnico problema, que puede existir
al aplicar las mismas definiciones se produce en la definicién 26, si n_d < n_6, ya que
en este caso n.byg = n_fd (y este valor no puede ser calculado a priori), sin embargo:

® Sii, < j,(y< r) entonces s_maz < min. Al ser iz < Jo se tiene que % = yy

ademds siempre ocurre que y < min, por lo que s° < min. Por la definicién 15,

s* > s_max asi que s_maz < min.

® Sii; > j, (y > r) entonces s_maz < min. Al ser 1, > j, se tiene que s° = r
y ademads siempre ocurre que y < min, por lo que r < min (s* < min). Por la

definicién 15, s* > s_maz asi que s_maz < min.

Segin lo anterior y teniendo en cuenta las definiciones 19 y 23, siempre se cumple que

n.6 > n_d por lo que n_by nunca toma el valor n_6.

Supongamos el ejemplo:

do i=0,2,1
do j=0,2,1
do k=0,2,1
do p=0,3,1
My = My j+...
enddo
enddo
enddo
enddo
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En este ejemplo se tiene que (i1,22) = (3,k) y (j1,72) = (k,k). En este caso,
' = i — k por lo que se puede decir que el tinico desplazamiento se asigna inicialmente
en el bucle : y se modifica en el bucle k. De esta forma, s.maz =1y z_min = 3. Al

haber [ = 108 iteraciones, existen [ vectores desp de dimensién 2.

Figura 4.33: Distribucion de los elementos de la matriz

De los n bucles del c6digo, los bucles a considerar estan en el intervalo maz..z_min
(1..3), existiendo [y = 27 iteraciones correspondientes a esos bucles. En este intervalo,
los bucles que indexan al conjunto dimensionado son : y k. Asimismo, existe un bucle
que no indexa al conjunto (j), por lo que n_r = 1. Al ser z_min = min se tiene que
nby =1y nbyg = 1, por lo que hay que ejecutar las /y iteraciones comentadas para
asignar “color” a los elementos. En cualquier caso, al ser [y < [ se ejecutan menos

iteraciones que las establecidas por los bucles iniciales.
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En la figura 4.32 se presenta el GDM del algoritmo anterior en el que existen tres
procesadores (tres colores) que unen los vértices correspondientes a la fila i y a la k.
Asimismo se puede observar que no existen comunicaciones entre procesadores ya que

un dato M, se almacena en un mismo procesador para las distintas iteraciones de los

bucles j y p (figura 4.33).
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Capitulo 5

Anailisis de algoritmos numéricos

tipicos

5.1 Introduccidén

En las aplicaciones cientificas actuales se emplea una gran variedad de algoritmos
numéricos. La disminucién del tiempo de ejecucién de estos algoritmos es el verda-
dero caballo de batalla de los desarrolladores de software. Aunque los sistemas son
cada vez maés rapidos y eficientes, es responsabilidad del programador aprovechar la

potencia de célculo de los modernos procesadores al igual que las ventajas de las nuevas
arquitecturas.

Gran cantidad de los esfuerzos del programador se invierte en disefiar un algoritmo,
del que se conoce su estructura secuencial, para poderlo ejecutar en paralelo sobre una
arquitectura multiprocesadora. En este capitulo se utiliza la metodologia de paraleliza-
cidn de estos algoritmos basada en el grafo de dependencias modificado (GDM). Esta
metodologia analiza las caracteristicas fundamentales de los programas paralelos como
pueden ser: la distribucién inicial de datos, los calculos a realizar en cada procesador
del sistema y las comunicaciones necesarias entre ellos. A partir de estas caracteristicas
y teniendo en cuenta que las comunicaciones entre procesadores es el verdadero cuello
de botella en la ejecucién del algoritmo, se paraleliza el algoritmo secuencial, no sélo

descomponiendo el problema en trozos que se puedan ejecutar en paralelo, sino inten-
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tando que el tiempo necesario para comunicar los datos entre los procesadores tenga la
menor influencia posible sobre el tiempo total. La disminucién del efecto de las comu-
nicaciones en el tiempo de ejecucién se puede conseguir, basicamente de dos formas:
disminuyendo el nimero de éstas o solapando las comunicaciones con los calculos. Con
esta dltima técnica y un buen disefio del algoritmo paralelo se puede disminuir la la-

tencia (tiempo perdido en ejecucién cuando un procesador espera la conclusién de una

comunicacién), y en algunos casos anularla.

5.2 Multiplicacién matriz-vector

En la resolucién de sistemas lineales de ecuaciones una de las operaciones més comunes
es la multiplicacién de una matriz por un vector. En esta seccién se utiliza esta opera-
cién para introducir, de forma préctica, la metodologia seguida en la paralelizacién de
algoritmos. Dada una matriz A = (A;;) de dimensién n x n y un vector b = (b;) de

dimensidn n siendo 7 > 1, se obtiene la multiplicacién A x b como [42]:
C; = ?;1Az"j ij V 1=0.n-1

siendo ¢ = (¢;) un vector de n elementos.

5.2.1 Analisis del algoritmo secuencial. Generacién del GDM

El algoritmo secuencial de complejidad O(n?) que resuelve este problema numérico es

el siguiente:

dot=0,n—1,1
doj=0mn—1,1
¢ =c¢;+ Aij; X b;
enddo '
enddo

El algoritmo secuencial anterior esta compuesto por dos bucles imbricados con una

sentencia interior. Cada fila A;;, siendo j = 0..n — 1, y el vector b; estén relacionados
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mediante un producto escalar. El GDM generado para este algoritmo se muestra en
la figura 5.1.

go) G1) (2) (i3)

Figura 5.1: Algoritmo ejemplo de la multiplicacién matriz-vector (n = 4)

5.2.2 Distribucidn inicial de datos

El GDM de la multiplicacién matriz-vector presenta hiperarcos de cuatro “colores”.
Supongamos el hipervértice V(o) y el hiperarco Ag0) de “color” negro. Este hiperarco
significa que todos los elementos de los conjuntos dimensionados referenciados en el
algoritmo, cuyos indices i y 7 sea 0, se deben almacenar en la memoria de un mismo
procesador. Asi, los elementos Ag, by y co se almacenan en el P°. De igual forma, los
elementos cuyo indice ¢ es igual a 0 y cuyo indice j es igual a jo, siendo 1 < jo < 3,
se almacenan en el mismo procesador anterior (debido al “color” de los hiperarcos

correspondientes).

Esto implica que los elementos A;, ;, los elementos b; y el elemento Ciy; siendo
0 <7 <n-—1cei un valor constante comprendido en (0..n — 1), se almacenan en
la memoria del P®. La distribucién de datos de la matriz A se realiza por filas o
bloques de filas (figura 5.2). En esta figura se puede apreciar que si existen n filas en
la matriz y n procesadores, cada uno de ellos puede computar una fila de la matriz por
el vector y obtener un elemento del resultado (vector ¢). Sin embargo, si no existen
procesadores suficientes (np procesadores), se deben redistribuir los datos (en este
caso, para que la carga en ellos sea la misma). El efecto de esta redistribucién en el
GDM, es la existencia de un menor nimero de “colores” diferentes. El objetivo final
debe ser la existencia de tantos “colores” diferentes, en los hiperarcos del GDM, como

procesadores existan en la arquitectura seleccionada. En la figura 5.3 se presenta el
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G DM para la multiplicaciéon matriz-vector si n =4 y np = 2.

/
[Ao,o Aot Mo Au.a]__"Po

1
[A w B A A3 TP
2
[A 20 M A Az,}* b

A A A A _._.P3

a)

0
Ch )
_..gj) PI‘

—

b)

—-—P"p'3 ) Pnp-r
P ) P

Figura 5.2: a) Distribucién de datos de la multiplicaciéon matriz-vector (n = 4). b)
Distribucién de datos, caso general (np procesadores). Redistribucion de datos en

funcién del niimero de procesadores

= A .\\ 0
Bas Aai Aoa Aoj——P
& R Ky AngelswP
| L 1.0 S 13 P
= e 1
(20 Aw Ay Ay P
Ay, A, Ay, Ay :
[ 3,0 3.1 32 33 ,'_'P

Figura 5.3: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-vector (n = 4, np = 2)

5.2.3 Comunicaciones necesarias

Partiendo de la distribucién inicial de datos, cada procesador debe almacenar un bloque
de elementos de la matriz A, de dimensién p X n, un bloque de elementos de ¢, de
dimensién p x 1, siendo p = e todos los elementos del vector b. De esta forma, cada

procesador puede realizar el célculo del producto escalar entre su submatriz y el vector
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b. Segun esta distribucidn, las comunicaciones entre los procesadores no son necesarias,
ya que éstos tienen todos los datos que precisan.

Supongamos que el vector b se vuelve a distribuir siguiendo un nuevo patrén, que
evite la replicacién de datos en la memoria de los distintos procesadores. En este caso,
cada procesador almacena un bloque de p elementos del vector b (figura 5.4). De esta
forma, cada procesador dnicamente puede realizar el célculo del producto escalar entre
su submatriz y su subvector. Sin embargo, los procesadores necesitan utilizar el resto

de subvectores b para el célculo completo de los elementos del vector resultado ¢, que
le corresponde.

En este punto, se necesita la comunicacién de datos entre los procesadores. Esta
comunicacién se hace mediante primitivas de paso de mensajes, send/receive no blo-
queantes, de forma que los procesadores puedan realizar el calculo submatriz-subvector
¥, a la misma vez, comunicar los elementos de los subvectores. Asi, en un instante k,
el procesador P? realiza el cdlculo de su submatriz (Az) por el subvector actual (br) y

recibe del procesador PY, el subvector siguiente byt (0 < z,y < np — 1).

n

p I *-PO p : PO

L ) Pnp-l

MATRIZ A VECTOR b(c)

np-1

——sP

Figura 5.4: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-vector en bloques de filas
consecutivas

5.3 Multiplicacién matriz-matriz

Dadas dos matrices A(A;x) y B(B,;) de dimensién n x n, se define la multiplicacién
matricial A x B como [42):
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Cij = S325Aix X Brj (Vi,j=0.n—1)

donde C' = (C; ;) es una matriz de dimensién n X n.

5.3.1 Analisis del algoritmo secuencial. Generacién del GDM
El algoritmo secuencial de complejidad O(r?®) que resuelve este problema es:

do i=0,n-1,1
do j=0,n-1,1
Cz',j =0
do k=0,n-1,1
Ci;=Cj;+Aik % By
enddo
enddo
enddo

Este algoritmo estd compuesto por tres bucles anidados con una sentencia interior.

, —
El calculo de un elemento C;; es el producto escalar del vector fila A;; y el vector
columna _l—?)k,j, (0 £k <n-—1). El GDM generado a partir de este algoritmo se

muestra en la figura 5.5.

5.3.2 Distribucién inicial de datos

El GDM ejemplo de la figura 5.5 muestra hiperarcos de nueve “colores” enlazando los
distintos hipervértices del grafo. Supongamos el hipervértice V{g,0). Los elementos de
los conjuntos dimensionados referenciados en el algoritmo, cuyos indices ¢, j y & son 0,
se deben almacenar en la memoria de un mismo procesador. Asi, los elementos Ag g,
Boo v Cop se almacenan en el P°. Generalizando, los elementos cuyo indice i y j sean
igual a 0 y cuyo indice k sea igual a ko, siendo 0 < ky < n — 1, se almacenan también
en el mismo procesador (debido al “color” de los hiperarcos correspondientes). Segiin

esto, los datos se distribuyen en los procesadores siguiendo el patrén mostrado en la

figura 5.6.
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A B

p® p’ p

Figura 5.6: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-matriz (n=23)

Teniendo en cuenta que en el GDM existen nueves “colores”, existiran nueve pro-
cesadores (etiquetados del 0 al 8). Si analizamos el GDM , se observa que la fila 0

de A (i = 0), pertenece a tres procesadores: negro -P%-, azul -Pl- y verde -P2-. De
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la misma forma, la columna 0 de B (j = 0) pertenece también a tres procesadores:
negro - P%-, magenta - P3- y rojo -P%-, y asi sucesivamente. Sin embargo, si suponemos
que en la arquitectura seleccionada sdlo existen tres procesadores, se debe hacer una
redistribucién de datos, o lo que es lo mismo, hay que combinar “colores” en el GDM
(distribucién equitativa de la carga). De esta forma, se presenta un GDM como el de

la figura 5.7, en la que también se muestra la distribucién inicial de datos bajo estas
condiciones.

| Sl

Figura 5.7 GDM Yy distribucién de datos de la multiplicacion matriz-matriz (n = 3,

np = 3)

5.3.3 Comunicaciones necesarias

En base a la distribucion inicial de datos realizada en la seccién anterior, cada pro-
cesador almacena la matriz A completa y una columna de la matriz B para hacer el
célculo de la primera fila de la matriz C. Si generalizamos el problema de forma que
a cada procesador le corresponda un bloque de p = % columnas(filas) consecutivas de
la matriz B(C), cada procesador puede realizar el célculo de una submatriz resultado

final, de dimensién n X p.
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5.3.3.1 Primera redistribucién de datos

Supongamos que la matriz A se vuelve a distribuir siguiendo un nuevo patrén, que
evite la replicacién de datos en la memoria de los distintos procesadores. En este caso,

cada procesador almacena un bloque de p elementos de las matrices A y C (figura 5.8)

.

De esta forma, cada procesador dnicamente puede realizar el célculo de la submatriz
resultado de dimensién p x p.

n P
» ] L . p?
n [ BN BN )
® o6
np-1
0 np-1
P p™
MATRIZ A(C) MATRIZ B

Figura 5.8: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-matriz en bloques de
filas/columnas consecutivas

Sin embargo, los procesadores necesitan utilizar el resto de submatrices B, de di-
mensién n X p para el cdlculo completo de los elementos de C'. Debido a esto, se necesita
comunicar los elementos de la matriz B entre los procesadores del sistema. Asi, en un
instante k, el procesador P? realiza el cdlculo de su submatriz (Az) por la submatriz
actual (By) y recibe del procesador P¥ la submatriz siguiente Byy; (1 < z,y <np—1).

Estas comunicaciones se realizan con primitivas no bloqueantes para asegurar el sola-

pamiento de cdlculos y comunicaciones.

5.3.3.2 Segunda redistribucién de datos

Supongamos que las matrices A y B se redistribuyen de la forma indicada en la figura

5.9. En este caso, cada procesador (para el GDM de la figura 5.5) almacena una

submatriz A y B de dimensién p x p.
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Figura 5.9: Distribucién de datos de la multiplicacién matriz-matriz en bloques de

submatrices de dimensién p X p

Utilizando esta distribucién de datos, los procesadores necesitan comunicar sub-
matrices A y B de dimensién p x p. Si cada procesador de la arquitectura elegida
tienen cuatro vecinos, los procesadores deben comunicarse la matriz A con los vecinos
horizontales y la matriz B con los vecinos verticales, de esta forma, un procesador z,y
envia su submatriz A(B) al vecino z,y — 1(z — 1,y) y recibe la submatriz A(B) del

vecino z,y + 1{z + 1, y).

5.4 Resoluciéon de sistemas de ecuaciones

Sean z(z;) y b(b;) dos vectores de n elementos vy A(A;;) una matriz densa, de n x n
elementos, donde A(A;;) y b(b;) son conocidos y z(z;) es un vector a calcular de
forma que se cumpla que A x z = b. La solucién de sistemas de ecuaciones se puede
realizar utilizando dos métodos diferentes: directos e iterativos. Los métodos directos
se basan en transformar la matriz A en un producto de matrices que cumple unas

ciertas condiciones (factorizaciéon LU, QR, etc.), mientras que los métodos iterativos
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tienden a aproximarse a la solucién final, después de aplicar una serie de pasos, que no
son conocidos a priori [42]. En este apartado se analiza la resolucién de sistemas de
ecuaciones basados en el método de la factorizacién LU. Esta factorizacién genera dos
matrices triangulares (L triangular inferior y U triangular superior tal que A = L x U),
que facilitan el cdlculo del vector z. De esta forma, encontrar una solucién al problema,

A X z = b queda reducido a la resolucién de dos sistemas triangulares (ecuaciones 5.1
y 5.2). Es decir, si:

AXz=b y A=LxU = LxUxz=5b
Lxy=5b (5.1)
Uxz=y (5.2)

El vector solucién del sistema 5.1 es el vector de términos independientes del sistema

5.2. Una vez resuelto el sistema 5.2 se tiene el vector solucién final z del problema
original A X z = b.

5.4.1 Factorizacién LU

En esta seccién se analiza la solucién para la factorizacién LU.

5.4.1.1 Anadlisis del algoritmo secuencial. Generacién del GDM

Un algoritmo secuencial que calcula la factorizacién de Doolittle A = L x I/ donde L es

una triangular inferior unitaria (Li; =1, i =0.n —1) y U es una triangular superior,

es el siguiente:

dok=0,n-2,1
doi=k+1,n-1,1
Aigp = Ak [Ark
doj=k+1,n-1,1
A =Aij — A X Ay
enddo
enddo
enddo
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Si ¢ > j entonces A;; almacena los valores de la matriz L(L;;) y si ¢ < j entonces
A; ; almacena los valores de la matriz U(U; ;). En este algoritmo se especifica el orden
de ejecucién de los calculos de los elementos de las matrices L y U. Asi, los elementos
de estas matrices deben ser obtenidos previamente al cdlculo de los elementos internos

de la matriz A (bucle mas interno del algoritmo secuencial).

Figura 5.10: GDM/(d,) de la factorizacién LU (n = 4)

oy

| I
|
H :

Figura 5.11: GDM(d;) de la factorizacién LU (n = 4)
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Figura 5.13: GDM/(d,) de la factorizacién LU (n=4)
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Figura 5.14: GDM(ds) de la factorizacion LU (n = 4)
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Para generar el GDM de la factorizacién LU se debe analizar el algoritmo anterior.
En este algoritmo existen cinco dependencias de flujo: A;; + A;; (di), Aij « Aik
(d2), Aijj < Ak (ds), Ask < Aix (ds) y Aig < Arx (ds) que dan lugar a los GDM(d;)
mostrados en las figuras 5.10 a 5.14. En algunos GDM(d;) no aparece el “orden” de

los hiperarcos porque este peso sélo es relevante cuando existen hiperarcos del mismo

“color”.

color | ki j | Elementos de A
0 |o011 (1,1)
1 012 (1,2)
2 013 (1,3)
3 021 (2,1)
4 022

122 (2,2)
5 023

123 (2,3)
6 031 ,
7 032

132 (3,2)
8 033

133

233 (3,3)

Tabla 5.1: Distribucién de datos segin la dependencia d;

5.4.1.2 Distribucién inicial de datos

En los grafos de las figuras 5.10 y 5.12 se puede observar que existen hiperarcos con
mas de un “color”. Esto significa que entre sus vértices inicial y final, deben haber
tantos hiperarcos como colores tenga el hiperarco representado (por ejemplo, entre
los vértices Vio y Vi1 del GDM(d;) deben haber tres arcos porque existe un arco
de tres colores que los une). Por motivos de claridad, y para evitar la acumulacién
de hiperarcos que compliquen el estudio del grafo, se ha optado por representar un
tinico arco con diferentes colores. Analizando el GDM(d; ), podemos ver que existen

nueve colores (numerados del 0 al 8) que estdn relacionados con los elementos de la
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mafriz A tal y como indica la tabla 5.1. Como cada “color” representa elementos no
dependientes, las sentencias que actualizan los elementos del vector referenciados por
distintos colores, pueden ser computadas por procesadores diferentes (etiquetados como

P°..P®), de forma que los datos asociados al “color” ; se almacenan en la memoria local
del P

color | k ij | Elementos de A

0 011 (1,1)
012 (1,2)

013 (1,3)

(1,0)

1 021 (2,1)
022 (2,2)

023 (2,3)

122 (2,2)

123 (2,3)

(2,0)

(2,1)

2 031 (3,1)
032 (3,2)
033 (3,3)

132 (3,2)

133 (3,3)
233 (3,3)

(3,0)

(3,1)

(3,2)

Tabla 5.2: Distribucién de datos segin la dependencia d,

Si observamos el GDM(d,), podemos ver que existen tres colores (numerados del
0 al 2) que estdn relacionados con los elementos de la matriz A tal y como indica la
tabla 5.2. De los elementos de esta tabla, los tltimos de cada “color” corresponden con
los elementos A;x, y el resto con los elementos A; ;. Si analizamos el algoritmo de la
factorizacién LU secuencial vemos que para calcular los elementos de la fila ¢ en una

iteracién dada k, se necesita el elemento situado en la columna k-ésima. Fijandonos
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en el “color” 0 (k = 0), los elementos de la fila 1, necesitan para su actualizacién el
elemento (1,0), ya que ese es el situado en la columna 0. Al igual que en el grafo

anterior, los datos asociados al “color” i se almacenan en la memoria local del P:.

color | ki j | Elementos de A

0 (011 (1,1)
021 (2,1)

031 (3,1)

(0,1)

1 012 (1,2)
022 (2,2)

032 (3,2)

122 (2,2)

132 (3,2)

(0,2)

(1,2)

2 013 (1,3)
023 (2,3)

033 (3,3)

123 (2,3)

133 (3,3)

233 (3,3)

(0,3)

(1,3)

23)

Tabla 5.3: Distribucion de datos segiin la dependencia ds

Asimismo, en la figura 5.12, también existen tres colores formados por los elementos
de la tabla 5.3. Al igual que en el caso anterior, de los elementos de la tabla, los dltimos
de cada “color” corresponden con los elementos A, y €l resto con los elementos A, ;.
Analizando el algoritmo de la factorizacién LU vemos que para calcular los elementos
de la columna j en una iteracién dada k, se necesita el elemento situado en la fila
k-ésima. Fijandonos en el “color” 0 (k = 0), los elementos de la columna 1, necesitan

para su actualizacién el elemento (0,1), ya que ese es el situado en la fila 0.

En la figura 5.13 se observa el GDM(d,), en el que existen seis colores asociados
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a los ‘elementos indicados en la tabla 5.4. Al igual que en los casos anteriores, los
datos asociados al “color” i se almacenan en la memoria local del P Asimismo, en
la figura 5.14 se representa el GDM(ds) en el que existen tres colores asociados a los
elementos indicados en la tabla 5.5. El dltimo elemento de cada “color” corresponde
con el elemento Ag;, y el resto con los elementos Ai . Analizando el algoritmo de
la factorizacién LU vemos que para calcular los elementos de la columna k en una
iteracién dada k, se necesita el elemento situado en la fila &-ésima. Fijandonos en el

“color” .0 (k = 0), los elementos de la columna 0, necesitan para su actualizacién el
elemento (0,0).

color | ki | Elementos de A
0 01 (1,0)
1 02 (2,0)
2 03 (3,0)
3 12 (2,1)
4 13 (3,1)
5 23 (3,2)

Tabla 5.4: Distribucién de datos segiin la dependencia d,

color | ki | Elementos de A

0 01 (1,0)
02 (2,0)

03 (3,0)

(0,0)

1 12 (2,1)
13 (3,1)

(1v1)

2 23 (3,2)
(2,2)

Tabla 5.5: Distribucién de datos segiin la dependencia d

A partir de estos cinco GDMs se deduce la distribucién inicial de datos en fun-
cién de los colores asociados a cada elemento de la matriz A. En la figura 5.15(a) se
muestra la matriz A4x4 y cémo se distribuye segin los grafos: GDM(d; ), GDM(d, )y

GDM(d3). Asi, los elementos rodeados por un circulo negro representan los datos que
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son distribuidos a procesadores diferentes segtn lo indicado en el GDM(d, ) (tabla 5.1);
los elementos rodeados por un borde rojo representan los datos que son distribuidos a
procesadores diferentes segin lo indicado por el GDM(d,) (tabla 5.2); y los elementos
rodeados por un borde azul representan los datos que son distribuidos a procesadores
diferentes segin lo indicado por el GDM(d3) (tabla 5.3). En la figura 5.15(b) se mues-
tra la matriz A4x4 y como se distribuye segin los grafos: GDM(d,) y GDM(ds). Asi,
los elementos rodeados por un circulo amarillo representan los datos que son distri-
buidos a procesadores diferentes segun lo indicado por el GDM(d4) (tabla 5.4); y los
elementos rodeados por un borde marrén representan los datos que son distribuidos a

procesadores diferentes segun lo indicado por el GDM(ds) (tabla 5.5).

~ ~ - r———

AO.G A(},l } AU.Z A[].?sl AO,G A(}‘l AO,Z A0.3

A1‘0 ] Al,o A1,1 A1,2 A1,3

a) b)

Figura 5.15: Distribucién de datos de la factorizacién LU (n = 4): a) Segun la sentencia

interior. b) Segun la sentencia exterior

5.4.1.3 Comunicaciones necesarias

Analizando la figura 5.15 se puede ver que los elementos de cada fila de la matriz
deben almacenarse en el mismo procesador segin la dependencia dg,. por tanto, al
ser mas restrictiva esta distribucién que la marcada por las dependencias d; y d4, se
van a agrupar los datos de cada fila de la matriz en un procesador dado. Asimismo,
los elementos de cada columna deben almacenarse en un mismo procesador segun las
dependencias d3 y ds. La distribucién de datos queda finalmente segiin indica la figura
5.16(a). Con esta primera redistribucién, se necesitan siete procesadores (2 x n — 1
procesadores para el caso general), en los que existe replicacién de datos. Asi, cuando

un procesador quiera actualizar el elemento A;;, necesita los elementos Ay, Aix y
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Ay,j- De los datos mencionados, el procesador que almacena una columna de la matriz

es el propietario de los elementos Aij ¥ Akj; y el procesador que almacena una fila de
la matriz tiene en su memoria los datos Ay

7Y Aik. En ambos casos, existe necesidad
de comunicar elementos para realizar el cilculo

(Akk y el correspondiente Aix 0 Ay ;
dependiendo del caso).

Para reducir el nimero de comunicaciones, se puede modificar la distribucién an-
terior de forma que no exista replicacién de datos. Esto se consigue distribuyendo los

elementos por filas (columnas) o bloques de ellas (figura 5.16(b)).
distribucién por filas (columnas)

Si se realiza una
, en la iteracién k, el procesador propietario de la fila
(columna) k debe comunicarla al resto de procesadores, una vez actualizada. De esta

forma, el resto de procesadores dipondra de los elementos A,y Akk (Aik, Ag 1) necesa-

rios segin la distribucién realizada. Aplicando esta nueva distribucién, el nimero de

procesadores no es dependiente de la dimensién de la matriz.

0o 01 1§ n3
A1,n Al.r AI 2 AIJ
r ~ " h i A, A A AZ.J
A 0.0 A 0,1 A 0.2 An,3 20 a) 22
- Agg || As || As2 L Agz
A] 0 Al 1 A 1,2 A1 3
~ Agp Ay Aoz Aga
A A A Ay ,
| = s = A Ay Az Ay
- = =
A Ay AL Ay,
Aso || Asa || Asa || Ass & &
: Aln 'AS.I A:!.! ASJ
a) b)

Figura 5.16: Distribucién de datos de la factorizacién LU (n = 4): a) Primera redis-
tribucién. b) Segunda redistribucién

9.4.2 Sistemas triangulares

En esta seccién se presenta la solucién para los sistemas de ecuaciones triangulares.
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5.4.2.1 Anadlisis del algoritmo secuencial. Generacién del GDM

Los algoritmos de sustitucién progresiva y regresiva, suponiendo que en la matriz A se

encuentran almacenadas las matrices L y U, resultado de la factorizacién, son:

doi1=0,n—1,1 doi=n—-—1,0,-1
g = b; z; = yif A
doj=1:-1,0,-1 doj=1+4+1,n—-1,1
Vi =¥ — Aij X ¥; z; = z; — (Aij/Aii) % z;
enddo enddo
enddo enddo

Figura 5.18: GDM(d,) sustitucién regresiva (n = 5)
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177

F&ds

Figura 5.19: GDM(d,) sustitucién progresiva (n = 5)

W

Figura 5.20: GDM(d;) sustitucién regresiva (n = 5)

Analizando los algoritmos anteriores, se ve que existen dependencias del tipo y;
Yi(d1) ¥ yi + y;(dz). Los GDMs de la dependencia d; generados para ambos algoritmos
se presentan en las figuras 5.17 (sustitucién progresiva) y 5.18 (sustitucién regresiva) y

los de la dependencia d, en las figuras 5.19 (sustitucién progresiva) y 5.20 (sustitucién

regresiva).

5.4.2.2 Distribucién inicial de datos

Analizando la sustitucién progresiva, el GDM(d;) presenta cuatro colores diferentes,
ya que cada valor y; (1 < i < n —1) se puede actualizar independientemente en un
procesador distinto (en el procesador P*), sin embargo, si observamos el GDM(d,) sélo

existe un color. Por tanto, la restriccién viene impuesta por la dependencia d;, que

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



130 Andlisis de algoritmos numéricos tipicos

indica que un tnico procesador, en principio, debe realizar todo el calculo. Asi, cada

valor y; depende de los valores anteriores y; (0 < j <t — 1) y del valor previo de y;.

Debido al hecho de que todos los elementos del vector y dependen del yo, todos
los hiperarcos, sobre los que estos datos se proyectan, son del mismo “color” al del
hiperarco asociado al elemento yo. Sin embargo, analizando el algoritmo se puede
ver que la actualizacién de y; no tiene porque hacerse secuencialmente. Asi, se puede
actualizar y; (1 <7 < n — 1) respecto a yo en paralelo. A continuacién, se pueden
actualizar y; (2 < i <n — 1) respecto a y; también en paralelo, e igual con el resto de
elementos del vector y. Esto indica que entre los distintos elementos del vector y las
dependencias no son muy restrictivas, ya que cierto célculo puede realizarse, o bien en
procesadores diferentes (en un multicomputador), siempre que existan comunicaciones
de los datos necesarios; o bien en distintos threads de un monoprocesador. Este hecho
viene indicado por el “orden” de los hiperarcos de los grafos. Segun se indica en la
seccién 3.4.2.3, si dos hiperarcos tienen el mismo “color” y “orden”, los calculos que
se realizan sobre los datos asociados con ellos se pueden hacer a la vez. En el GDM
de la figura 5.19 vemos que existen hiperarcos con el mismo “orden” sobre los que se
proyectan los elementos del vector y. La explicacién anterior puede extenderse al caso

de la sustitucién regresiva.

La distribucién de datos se va a realizar suponiendo la existencia de un multicom-
putador con np procesadores, de forma que cada uno de ellos almacena :—p filas de la

matriz A y de los vectores b(y) e y(z).

5.4,2.3 Comunicaciones necesarias

Partiendo de la distribucién comentada, el procesador P° necesita recibir datos pre-
viamente calculados del procesador P? (0 < j < i — 1), para actualizar sus valores.
Supongamos cinco procesadores diferentes, tal y como indica el GDM(d;) maés uno que
almacena al elemento yo. En este caso se necesitan comunicaciones de datos del tipo
broadcast para que todos los procesadores tengan el dato necesario, antes de su utili-
zacién. En la figura 5.21 se presenta la comunicacién del elemento yo. En general, los
elementos y; v A;; se deben almacenar en el procesador P* (distribucién por filas). En

las distintas iteraciones de 7, el procesador propietario de y; debe comunicarlo median-
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te un broadcast al resto de procesadores, antes de que éstos actualicen sus datos. La

explicacién anterior puede extenderse al caso de la sustitucién regresiva.

0<=j<=n-1
(broadcast) yo

Figura 5.21: Ejemplo de movimiento de datos en la sustitucién progresiva (n = 5)

5.5 Factorizaciéon LU dispersa

La resolucién de sistemas de ecuaciones A x z = b, donde A es una matriz dispersa
y no simétrica de n X n elementos y b y = son vectores densos de n elementos, es un

problema, ampliamente utilizado en aplicaciones cientificas. Entre estas aplicaciones se

pueden destacar:

¢ El modelado fisico de estructuras civiles y militares, semiconductores, recursos
geoldgicos etc., en los que los resultados de los modelos mateméticos estdn forma-

dos por sistemas lineales dispersos con un gran nimero de ecuaciones y variables.

® Programacién lineal y optimizacién en la que el cdlculo de sistemas lineales dis-

persos es una parte importante.

e Indexacién y recopilacién de documentos en los que se utilizan matrices dispersas

para encontrar la relacién existente entre términos, similitud entre palabras, etc.

Cuando A es una matriz dispersa y no simétrica, la estructura de las matrices [
y U dependen tanto de la forma dispersa de la matriz como de los valores numéricos
de A. Asi, la solucién de un sistema disperso, basada en la factorizacién de la matriz
A, se divide en cuatro pasos [32]: a) andlisis de la estructura dispersa; b) factorizacién
simbélica; c) factorizacién numérica y d) solucién del sistema de ecuaciones. El primer
paso consiste en encontrar el orden de permutacién correcto para que se produzca

o aparezcan el menor nimero de nuevos elementos distintos de 0, es decir, que el
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rellenado de ceros (fill-in) sea el menor posible. Este, al ser un problema NP-completo,
necesita ser resuelto mediante heuristicas con las cuales se logran buenos resultados [63]
(ordenaciones de minimo grado, en la que se elige el pivote de la diagonal principal en
aquella fila que tiene menor nimero de elementos distintos de cero, heuristicas basadas
en particionado de grafos o aproximaciones hibridas, etc.). En el segundo paso se
realiza una factorizacién simbélica para determinar los elementos distintos de cero que
aparecen en la factorizacién numérica. La aparicién de nuevos elementos lleva consigo
un mayor nimero de cdlculos en punto flotante y necesita mayor cantidad de memoria
para su almacenamiento. En el tercer paso se realiza el célculo de la factorizacién
numérica (célculo de las matrices L y U) y en el tltimo se calculan los sistemas de
ecuaciones generados con el objetivo de encontrar el vector resultado z. En los casos
en los que se deben considerar los valores numéricos para la eleccion del pivote, los tres

primeros pasos se combinan dentro de una fase de analisis-factorizacion.

La factorizacién LU de una matriz dispersa se puede desarrollar siguiendo diferen-
tes estrategias. Algunas de ellas se basan en la utilizacién de supernodos [28] o en
aproximaciones frontales [27] que se caracterizan porque en ambas se realizan calculos
sobre porciones densas de matrices dispersas. Otras se basan en realizar modificaciones,
para la iteracién k-ésima, sobre la columna (fila) k-ésima utilizando las columnas (filas)
previamente calculadas (left-looking LU o fan-in) o utilizando la columna (fila) -ésima,

una vez calculada, para actualizar las columnas (filas) posteriores (right-looking LU o

fan-out) [5].

Los métodos de submatrices usan, por lo general, un pivote elegido siguiendo los
criterios de Markowitz [68], en los cuales €l pivote se elige en aquella porcién de matriz
alin no resuelta, para preservar la estabilidad numérica y la estructura dispersa. Los
métodos basados en columnas (filas) utilizan el pivoteo parcial ordinario. El pivote se
elige de la columna (fila) k-ésima de acuerdo sblo a consideraciones numéricas, aunque

las columnas (filas) pueden ordenarse para preservar la estructura dispersa.

5.5.1 Andlisis del algoritmo secuencial

De las aproximaciones anteriores, se ha paralelizado el método right-looking LU. Un

algoritmo secuencial que utiliza esta aproximacion es el siguiente:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Andlisis de algoritmos numéricos tipicos 133

do k=0,n-2,1
pivot=k
Biisqueda del pivote (k,piv)
Intercambiar las filas (k,piv)
do j=k,n-1,1 /*ealcular la factorizacion*/
Ukj = Ak,
enddo -
do i=k+1,n-1,1
Lig = Li g/ Ag
do j=k+1,n-1,1
Aij=Aij— Ligp x Uy
enddo
enddo -
enddo

En este algoritmo vemos como se elige el pivote de la columna &-ésima (valor ab-
soluto maximo de los elementos de esa columna) y a continuacidn, se intercambian las
filas pivote y k-ésima. Una vez realizados estos pasos, se obtiene una nueva fila de la
‘ matriz U y una columna de la matriz L. Con estos datos se actualizan los valores de
la submatriz interior (Axt1.n-1x k+1.n—1). Estas operaciones se vuelven a realizar hasta
que la submatriz interior sea de dimensién 1 x 1. En la figura 5.22 se observa un ej emplo
de matriz dispersa y las dependencias en el FI, donde los arcos en las direcciones i
y J representan los datos de las matrices U y L respectivamente, que se necesitan en
una iteracion dada, y los arcos en la direccién k representan los datos que se necesitan

entre iteraciones.

En el algoritmo secuencial, para cada iteracién de la variable k, se calcula el pivote
de la columna k-€sima. A continuacién se intercambia la fila k£ con la fila que contiene
al pivote (fila pivote) y una vez terminado el intercambio se realiza el cdlculo de los
elementos de L y U en esa iteracién y se recalculan los elementos de A, a ser utilizados

en las siguientes iteraciones.

Si suponemos distintas matrices A, cada una de ellas presenta una representacién de
las dependencias en el £ diferente, debido a la dispersidad de la matriz y a que, por lo

general, la fila k y pivote no coinciden para los distintos valores de k. Sin embargo, las
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dependencias de datos existentes en la factorizacién LU siguen una misma estructura,
es decir, en las direcciones i y j existen dependencias de flujo en una misma iteracién
y en la direccién k£ hay dependencias de flujo entre iteraciones [9]. Segiin esto, se
puede analizar el GDM de la factorizacién LU densa y extender sus resultados a la

factorizacién LU dispersa.

2 -5 8 0 16-24 0 O _—
0 4 1 0 0 4 1 0 _( 40
A= = 4 ’
16-24 0 0 18-12 172 0
0 0 o -2 0 0 o0 -2
o %
" - g
® % 0O
4l ;l .
S o p e
2 5 - g
8. ) @ datos de Ia matriz en k=1
0O 4. 1. o @  datos de la matriz en k=2
. @  datos de la matriz en k=3
1 24 Xy
...... o o O  datos de la matriz en k=4
o 0 ' o 2‘ ' O  ausencia de dato

Figura 5.22: Ejemplo de matriz dispersa. Representacién de las dependencias en el EJ

5.5.2 Distribucién inicial de datos

La distribucién inicial de datos se hace en base al GDM siguiendo los mismos criterios
que en la factorizacién LU densa. Sin embargo, en el caso de la LU dispersa, hay
que analizar cémo se deben almacenar los datos, ya que el almacenamiento de este
tipo de matrices necesita de estructuras complejas [5], [88]. La estructura mas éptima

debe ser aquella que permita un acceso répido a los datos que almacena y que consiga
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que el algoritmo paralelo disefiado para manejarla sea el mds simple y eficiente. Sin
embargo, estos dos objetivos son, por lo general, contrapuestos, ya que tenemos un
acceso rapido a los datos cuando estos estdn almacenados en posiciones conocidas
(estructuras estaticas), hecho no corriente si estamos tratando con un algoritmo paralelo
que actualiza, no sélo el valor de los datos, sino también el nimero de estos. Ante este
ltimo caso, estos algoritmos paralelos tienen que utilizar estructuras dindmicas (no
estéticas) para almacenar los datos, con lo que la velocidad del algoritmo decrece y
por tanto, su eficiencia. La estructura elegida en nuestro caso, almacena la matriz en
posiciones consecutivas de memoria, (ver ejemplo en figura 5.23), evitando asf almacenar
la posicién del siguiente elemento. Hay que tener en cuenta, que en la factorizacion
LU pueden aparecer elementos en posiciones de la matriz que antes estaban vacias o

pueden desaparecer elementos. Debido a esto, en cada iteracién del algoritmo hay que

recolocar la matriz en memoria.

Ls 32172 2J

// /7\\ “a 161 401 0
1 1 L] e ] [ 3 82003 0
-16 1 4 |]J 1 -5 30000 -5
2 2 6 2 3 000100
: z 8 2 L2 8300009
; ] 150 8 0 0 0
5
-8

fila 6

valor | -15

Figura 5.23: Ejemplo de estructura de almacenamiento

5.5.3 Comunicaciones necesarias

Para reducir el nimero de comunicaciones, se distribuyen los datos en bloques de
columnas (segin la matriz marcada en azul en la figura 5.16(b)), de forma que el
procesador propietario de la columna %k debe comunicarla al resto de procesadores,
una vez actualizada. Asi, el resto de procesadores dispone de los elementos A, Ag i
necesarios segtn la distribucién realizada. Aplicando esta distribucién, el nimero de

procesadores no es dependiente de la dimensidén de la matriz.
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Capitulo 6

Resultados experimentales y

aplicaciones a problemas de ingenieria

6.1 Introduccién

Este capitulo presenta los desarrollos de los problemas propuestos en capitulos anterio-
res, después de analizar los algoritmos secuenciales y generar los grafos de dependencias
modificados, que establecen las distribuciones de datos. La mayoria de estos problemas
se han resuelto sobre el multicomputador IBM-SP2, utilizando lenguaje de programa-
cién C y la biblioteca de paso de mensajes MPL. Cada, aplicacién consta de la generacién
de los archivos iniciales, la ejecucién del programa paralelo y la ejecucién del programa,

secuencial sobre uno de los procesadores del sistema y en las mismas condiciones.

Asimismo, se presentan dos desarrollos practicos de Ingenieria de Telecomunicacién:
el cdlculo del método de los momentos para analizar estructuras microtiras y el célculo

de la respuesta impulsional en un canal de infrarrojos.

6.2 Multiplicacién matriz-vector

La distribucién de datos de la matriz A se realiza por filas o bloques de filas. Si existen

n filas en la matriz y n procesadores, cada uno de ellos actualiza una fila de esta, reali-

anaria. Biblioteca Digital, 2004
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zando el producto de la matriz por €l vector. Sin embargo, si el ndmero de procesadores
(np) es menor a n, la matriz se reparte en bloques de p = -5 filas consecutivas. La
misma distribucién se realiza con respecto al vector b (bloques de p filas consecutivas).
Partiendo de esta distribucién de datos, en cada iteracién, cada procesador del sistema
computador debe calcular el producto de una submatriz A de dimensién p x n por
un subvector 6° de dimensién p X 1 y a la vez comunicar los datos para la siguiente
iteracion. El algoritmo paralelo para un procesador genérico, considerando np procesa-
dores, se muestra en la tabla 6.1. En la figura 6.1 se muestran los resultados obtenidos
en las simulaciones sobre un IBM-SP2 (para cinco -un procesador repartidor de datos y
cuatro procesadores calculando el resultado- y diez procesadores -un repartidor y nueve

calculando-), donde las comunicaciones son de tipo broadcast.

comunicar b°
do z=1,np-1,1
par
calcular ¢; = ¢; + A; j X b*~1
comunicar b*
endpar
enddo

¢ =c¢ + Aij X pp—1

Tabla 6.1: Algoritmo paralelo de la multiplicacién matriz-vector

Para que exista solapamiento de cdlculos y comunicaciones, debe cumplirse la ecua-
cién B+ L X Teom < I X Teqr (siendo L el nimero de elementos a comunicar y { el nimero
de elementos a calcular). Asi, el tiempo de calculo medido en el IBM-SP2 (Tear) al
realizar una operacién de multiplicacién més una de adicién, es de aproximadamente 3

psg., y los valores de 8y 7.om en funcién de L son [72]:

Tamanio del mensaje L I} Teom
0 < L < 4Kbytes 47 0.0254
4Kbytes < L < 32Kbytes 131 0.0195
L > 32Kbytes 390 0.0115

Si se realizan los célculos del p x p elementos y las comunicaciones de p elementos

en cada caso (tamafio méximo de elementos calcular/comunicar), se cumple la ecuacién
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anterior, y por tanto, el solapamiento es total.

Eficiencia(%) < 4 procesadores

O 9 procesadores

100 _
g €@ ©0 ey o _g o
90 _ @ -3
a

80 _ «

[m]
70 .
60 .
50 _
40 _
30 _
20 _
10 _

n

a ] L] ] L] o ] L]
16 32 64 128 256 §12 640 1024 2048

Figura 6.1: Multiplicacién matriz-vector: resultados de la eficiencia,

6.3 Multiplicacién matriz-matriz

La multiplicacién matriz-matriz se ha implementado realizando dos distribuciones ini-
ciales de datos. En la primera distribucién, la matriz A(C) se distribuye en bloques de
p X n filas consecutivas (p = ;”;) y la matriz B en bloques de n x p columnas consecu-
tivas (figura 5.8). En la segunda distribucién, las matrices se dividen en submatrices
de dimensién p x p. Si suponemos una malla de procesadores de dimensién npl x np2,

tal que np = npl x np2, al procesador {z,y) le corresponde las submatrices z,y (figura
5.9). '

Distribuyendo los datos como se indica, se generan los algoritmos paralelos, para un
procesador genérico, mostrados en las tablas 6.2 y 6.3. Estos algoritmos han sido im-
plementados sobre un IBM-SP2, utilizando comunicaciones de tipo broadcast (primera
distribucién) y punto a punto (segunda distribucién). En la figura 6.2 se muestran los
resultados obtenidos en la simulacién para la primera distribucién de datos. En todos
los casos existe un procesador repartidor de datos y np— 1 procesadores de célculo. En
las figuras 6.3 y 6.4 se presentan los resultados para la segunda distribucién de datos,

utilizando una topologfa toroidal creada por la biblioteca MPI y suponiendo un toro
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virtual, respectivamente. En [96] se presentan medidas similares sobre un multicompu-
tador basado en transputer T800 [101].

comunicar B°
do z=1,np-1,1
par
caleular C;j = C; j + A; ; x B*1
comunicar B*
endpar
enddo
calcular C;; = Cj; + A; j x B™P~1

Tabla 6.2: Algoritmo paralelo de la multiplicacién matriz-matriz: primera distribucién

do z=0,np-2,1

par

endpar
enddo

enviar(A®,+ ), enviar(B* 1), recibir(A7t!,—), recibir(B**1 ] )
calcular C% = C% + A® x B*?

caleular C7P~1 = =1 4 pAnp—1 y Brp-1

Tabla 6.3: Algoritmo paralelo de la multiplicacién matriz-matriz: segunda distribucién

Eﬁciencia(%}\
100 ..
90 _ < 4 procesadores .
o 8 procesadores
80 _ a 16 procesadores o
70 _
x|
60 _ =]
50 . o
L]
40
a]

30 - -1

=4 @
20

P-9 .
10 _ o
o0 < hza) g = =5
-] -] a -] -] o -] -] n
16 32 64 128 256 512 640 1024

Figura 6.2: Multiplicacién matriz-matriz: primera distribucién
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Eﬁciencia(qx
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Figura 6.3: Multiplicacién matriz-matriz: segunda distribucién (topologia MPI)
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Figura 6.4: Multiplicacién matriz-matriz: sgunda distribucién (toro virtual)

La primera distribucién (figura 6.2) presenta una eficiencia menor que la segunda
distribucién (figura 6.3) ya que los célculos y las comunicaciones estdn mejor solapadas
en esta dltima y los procesadores no tienen que permanecer inactivos esperando por
los datos. Asimismo, utilizando las topologias de MPI para construir el toroide en
vez de comunicar los datos con los cuatro vecinos sin topologfa existente, hace que la
eficiencia mejore, ya que las topologias de MPI proveen un subespacio més seguro para
las comunicaciones y permiten mayores generalidades. Si se realizan los célculos de

p* x n elementos en la primera distribucién (p® elementos en la segunda distribucién)
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y las comunicaciones de p x n elementos (p X p en la segunda distribucién) existe un
solapamiento total. El nimero de elementos a comunicar para las dos distribuciones

de datos es menor en el segundo caso, ya que se realizan cuatro comunicaciones en

paralelo.

6.4 Factorizacién LU

En la factorizacién LU, la matriz A se distribuye en bloques de - filas (columnas),
‘que a su vez se dividen en grupos de tamafio g, siendo g divisor entero de s (en caso
‘contrario se afladen a la matriz original las filas y columnas necesarias para que lo
sea). Los grupos de g filas (columnas) consecutivas son repartidas de forma ciclica y
ordenada entre los procesadores del multicomputador. De esta manera el procesador

genérico p (siendo p = 0,..np — 1) recibe la fila (columna) 7 que cumple la condicién:
(tdivg)modnp=p Vi=0.n-1

Partiendo de estas distrituciones se generan dos algoritmos paralelos. En la tabla
6.4 se muestra el algoritmo cuando la distribucién de datos es por filas (el algoritmo

paralelo con distribucién por columnas es similar, pero comunicindose los subbloques

L).

En la iteracién ki, el procesador propietario de la fila Ay, ; (o columna Aik, ) ha
de comunicarla al resto de procesadores para que éstos puedan realizar sus calculos.
Debido a la distribucién de datos realizada, se pueden agrupar los célculos con lo que
se evita el cémputo fila a fila (columna a columna) que provoca 7 comunicaciones de
tipo broadcast, en lugar de las n que hacen falta. Asimismo, con esta distribucién de
datos se consigue aumentar el paralelismo ya que €l procesador propietario de un grupo
de filas (columnas) puede comunicar este grupo precalculado y en paralelo actualizar

el resto de los valores de A.

En las figuras 6.5 y 6.6 se pueden observar las eficiencias obtenidas en la factoriza-
cién LU para las configuraciones probadas sobre un IBM-SP2 (un procesador repartidos

y np — 1 procesadores calculando), y distintos tamafios de matrices. En el peor caso
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se realizan (n — g) x n cdlculos y se comunican g x n elementos. Si existe un mayor
nimero de procesadores, el nimero de comunicaciones aumenta con respecto al caso
de un menor nimero de procesadores (al ser el broadeast una primitiva bloqueante, se
sustituye por comunicaciones punto a punto no bloqueantes, con todos los procesado-
res). En las figuras 6.5 y 6.6 se observa que la eficiencia no alcanza la saturacién para

las dimensiones de matrices probadas. En [81] se presentan medidas similares sobre un
multicomputador basado en transputer T800.

z=0
if z=0 then
calcular blogue U®
endif
comunicar bloque U*
do k=0,n-1,g
if ((g-k—:;—gl mod np) = z then
calcular L®; calcular A®; calcular U*+1
par
comunicar blogue U*+1
calcular L; calcular A
endpar
else
par
comunicar blogue U*+!
calcular L; calcular A
endpar
endif
rz=z+1
enddo

Tabla 6.4: Algoritmo de la factorizacién LU con distribucién por filas

6.4.1 Modificacién: factorizacién con pivoteo parcial

El principal defecto de la factorizacién sin pivoteo es que sélamente puede ser aplicada

a matrices estrictamente de diagonal dominante. En las aplicaciones cientificas es muy
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usual encontrar matrices con algin elemento de la diagonal principal igual a “cero”, con
o que el algoritmo secuencial explicado en la seccién anterior no puede ser aplicado.
Asi mismo, el calculo de los factores L y U produce errores de redondeo que perjudican
el célculo de la resolucién de los sistemas triangulares siguientes. Estos errores se
agravan si los elementos Aj; son relativamente pequefios en comparacién con el resto
[42]. El proceso de factorizacién es equivalente al de la factorizacién sin pivoteo salvo
que en cada iteracién se localiza la fila (fila pivote) donde se encuentra el méximo valor
absoluto de la columna (pivote) y se intercambia de posicién con la fila que corresponde

en una ejecucién sin pivoteo (fila k-ésima).

Eficiencia(% < Factorizando columnas, repartidas de 4 en 4
A 0O Factorizando filas, repartidas de 4 en 4
100 _ 4 Factorizando columnas, repartidas de 16 en 16
O Factorizando filas, repartidas de 16 en 16
90 _ OA
- O
80 _ =<0
o
7 _ . o
L]
@]
60 _ In)
50 2
- oa go
40 - a 0O
L=2
30 . cQ
20 _
=S o
10 _ e
—
o o o o -] o a - n
128 256 384 512 640 1024 2048

Figura 6.5: Factorizacién sin pivoteo (4 procesadores)

Eficiencia(%) | < Factorizando columnas, repartidas de 4 en 4

O Factorizando filas, repartidas de 4 en 4

100 _ 4 Factorizando columnas, repartidas de 16 en 16
O Factorizando filas, repartidas de 16 en 16
70 -
60 _ <
PN
50 ao
40 _ [ 2N
Bo
- =)
L= o
20 _ < 0o
o
=4
10 . o o
0 20 -
Q o a a o . a o n
128 256 384 512 640 1024 2048

Figura 6.6: Factorizacién sin pivoteo (16 procesadores)
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pivote local del P ¥y pivote de la siguiente iteracién

ivotes locales
de los procesadores

antigua fila pivote

nueva fila pivote

\\RED/

/

DE DE
INTERCONEXION INTERCONEXION
COMUNICACION DEL PIVOTE COMUNICACION DE LA NUEVA FILA PIVOTE
CALCULO DEL RESTO DE FILAS
a) b)

145

Figura 6.7: a) Comunicacién del pivote. b) Solapamiento de célculos y comunicaciones

columna k columna ]{:.1

pC pl p2 p3 pO I p2 p3

pO pl p2 p3 0 pI

b)

f fila pivote

p2 p3 p0 pl p2 p3

/p" pl

Lx columna k1. ----.__

< . | .
m_*@ comunicacién

)

cél;:ulo

Ik célculo

Figura 6.8: a) Célculo del pivote y comunicacién de la columna pivote. b) Célculo de

L. c) Comunicacién solapada con el cdlculo del resto A

El proceso de bisqueda del pivote, afiadido al algoritmo secuencial, no puede ser

paralelizado ya que sélamente hay un procesador propietario del pivote. Si existe una
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distribucién de datos por filas, los procesadores deben comunicarse hasta encontrar el
procesador pivote (comunicaciones punto a punto). Este, una vez actualizada la fila
pivote, debe comunicarla al resto de procesadores (figura 6.7) mediante comunicaciones
de tipo broadcast. Con esta distribucién se tiene el problema de que los célculos no
se pueden realizar en bloques de filas consecutivas, ya que la siguiente fila pivote no
tiene porque ser la siguiente fila fisica. En caso de una distribucién por columnas,
el paso de bisqueda del pivote con comunicaciones se elimina, ya que el procesador
propietario del pivote, posee también todos los elementos de la columna pivote y por
tanto, no necesita comunicarse con el resto de procesadores para encontrarlo. Una vez
establecido el pivote, el célculo y las comunicaciones (de tipo broadcast) se realizan

igual que en la factorizacién sin pivoteo (figura 6.8).

bisqueda (pivote,propietario) /*comunicaciones entre todos*/
if z=propietario then
calcular fila U°
endif
comunicar fila U°
do k=0,n-1,g
busqueda (pivote,propietario) /*comunicaciones entre todos*/
if z = propietario then
calcular L®; calcular A®; calcular U1
par
comunicar fila U+
calcular L; calcular A
endpar
else
par
comunicar fila U=+!
calcular L; calcular A
endpar
endif
r=z+1
enddo

Tabla 6.5: Algoritmo de la factorizacién LU con pivoteo y distribucién por filas
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En la tabla 6.5 se presenta el algoritmo de la factorizacién LU con pivoteo y distri-

bucién por filas (para un procesador z) y en la tabla 6.6 se presenta el algoritmo de la

factorizacién LU con pivoteo y distribucién por columnas.

if 2=0 then
calcular blogue L0
endif
comunicar blogue L° y el orden de ptvoteo
do k=0,n-1,9
if ((ikTﬂl mod np) = z then
se pivotan las filas seqin el orden recibido
calcular U*; calcular A®; calcular [=+1
par‘
comunicar blogue L®! y el orden de pivoteo
caleular U; calcular A
endpar
else
par
comunicar bloque Lt y el orden de pivoteo
caleular U; calcular A
endpar
endif
r=z+1
enddo

Tabla 6.6: Algoritmo de la factorizacién LU con pivoteo y distribucién por columnas

Obviamente la factorizacién sin pivoteo tiene mayores cotas de eficiencia en com-
paracién con la factorizacién con pivoteo, pues en esta tltima se hacen necesarias mas
comunicaciones en cada iteracién (caso especial con distribucién por filas), sin embargo,

no es tan aplicable a problemas reales como la segunda factorizacién.

Las figuras 6.9 y 6.10 representan los resultados de eficiencia para las mismas con-
figuraciones de nodos y los mismos tamafios de matrices que en el caso sin pivoteo. Al

igual que anteriormente, la eficiencia no alcanza la saturacién para las dimensiones de
matrices probadas.
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Eficiencia(% < Pivotando columnas, repartidas de 4 en 4
03 Pivotando filas, repartidas de 4 en 4
100 _ 4 Pivotando columnas, repartidas de 16 en 16
QO Pivotando filas, repartidas de 16 en 16
8o _ X
70 .
<
@ _ a
(-]
50 . o A
“ - = A o %
a
30 _ 2 o @]
20 .
20 oQ ©
10 - N oo
=15 O -
[ [ o o ] o o n
128 256 384 512 640 1024 2048

Figura 6.9: Factorizacién con pivoteo (4 procesadores)

Eficiencia(% < Pivotando columnas, repartidas de 4 en 4
0O  Pivotando filas, repartidas de 4 en 4
100 4 Pivotando columnas, repartidas de 16 en 16
(O Pivotando filas, repartidas de 16 en 16
90 _
80 _
70 _
60 _
50 _
40 _
L=—3
30 - alb
9]
20 _ SO
10 _ “0 o
=g “n
o0 oha0 0 -
a o o n o ] [ n
128 256 384 512 640 1024 2048

Figura 6.10: Factorizacién con pivoteo (16 procesadores)

6.5 Sistemas triangulares

La distribucién propuesta para este ejemplo es una distribucién por bloques de fi-
las consecutivas. En la tabla 6.7 se presenta el algoritmo paralelo de la sustitucién
progresiva (el de la sustitucién regresiva es similar). Los procesadores deben indexar
submatrices A de dimensién ;:Lp x n y subvectores b de dimensién :—p en sus memorias

locales, calculandose subvectores y(z) de dimensién 7%.
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if z=0 then
caleular y; = b fA;; (i=0.g—1)
calcular y.(y;) (r=1.g—1)e (i=0.r—-1)
par
comunicar Yy _
caleular y; = b;[/A;; (V¥ sus i>0)
endpar
else
par
comunicar y,
calcular y; = b;/A;; (V¥ sus i >0)
endpar
endif
doi=0,n—1,¢g
if (i +9)/g) mod np)=z then
caleular y,(y;) (r=i+g.i+2xg-1y(G=4.r—1)
par

comunicar y,

endpar
else
par
comunicar iy,
calcular yi(y;) (V sus I>(i+g))y(j=idi+g—-1)
endpar
endif
enddo

calcular yi{y;) (V sus I>(i+g+mg)) y (j=i+g.i+2xg—-1)

Tabla 6.7: Algoritmo paralelo de la sustitucién progresiva

Estos algoritmos se han probado sobre el multicomputador SN-1000 basado en trans-

puter T800 y lenguaje OCCAM [47]. En esta configuracién los transputers tienen

4Mbytes de memoria local y una frecuencia de reloj de 20MHz, y se han dispuesto

siguiendo una topologia en anillo. En las figuras 6.11 y 6.12 podemos ver los resultados

experimentales (eficiencia vs n) para distintos valores de la variable g. Los datos de la
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maftriz A se encuentran inicialmente almacenados en la memoria del host, por lo que se
deben comunicar a los transputers para que éstos realicen el cdlculo de la factorizacion.
En la medida de la eficiencia se ha tenido en cuenta el tiempo invertido en enviar estos
datos (host-transputers) y el invertido en recibir los datos finales (transputers-host). Se

puede observar el sentido ascendente de la curva de eficiencia, alcanzando la saturacién

alrededor del 70-75%.

Eficiencia(%)

100 -

90 4
80
70 - . a s 8 8 g=4
3 : 3 s
60 1 o X . 9 x * A np=4 (P)
Q
5 41 o e O np=8 (P)
40 A O np=i6 (P}
Q ¥ np=4 (R
30 4 p=4 (R)
+ np=8 (R)
20 4
X np=16 (R)
10 A1
0 ; ; . . . , a
128 256 384 512 640 768

Figura 6.11: Eficiencia vs n del sistema triangular (P -progresiva-, R -regresiva-)

6.6 Factorizaciéon LU dispersa

La distribucién propuesta es una distribucién por columnas, para evitar las comunica-
ciones en la bisqueda del pivote. Asf, en una iteracién k se realiza la bisqueda de P
pivotes, pertenecientes a las columnas ..k + P, por parte del procesador propietario de
esas columnas. Una vez calculadas, este procesador las envia al resto de procesadores.
Cuando los datos se reciben, todos los procesadores calculan las columnas Li.Lyyp de
la matriz L y el propietario de las columnas k+ P + 1.k +2 x P (préximas colum-

nas pivote) actualiza dichas columnas. A continuacién, y de forma solapada, todos los
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procesadores comunican las P columnas k+ P+ 1.k +2 x P (desde el propietario al
resto), y calculan el resto de elementos de A que poseen. Partiendo de esta explicacién

se genera el algoritmo paralelo de la tabla 6.8 (para un procesador genérico z), donde

las comunicaciones son de tipo broadcast.

Eficiencia(%)

100 A
90 -
80 o

70 4 a * & g=12

+ £

D
x 0

60 - np=4 (P)

np=8 (P)
np=16 (P)

x QO

50 1
40 4
np=4 (R)
np=8 (R)
np=16 (R)

30 4

20

X + ¥ O O b

10 +

0l

192 288 384 480 576 672 768

Figura 6.12: Eficiencia vs n del sistema triangular (P -progresiva-, R -regresiva-)

El algoritmo paralelo se implementé sobre un IBM-SP2, utilizando la opcién del
compilador mpcc -03 -garch=pwr2 name.c (genera un eficiente cédigo Power2). Las
matrices sobre las que se realizé la factorizacién pertenecen a la coleccién Harwell-
Boeing [71]. En la tabla 6.9 se presentan los resultados obtenidos [82]. Otros trabajos
importantes sobre la factorizacién LU se pueden encontrar en [39] donde se desarrolla
un nuevo cédigo llamada S* para maquinas distribuidas. Este cédigo utiliza una facto-
rizacién simbdlica estética para predecir los nuevos ceros aparecidos en la factorizacién
numerica y la técnica de supernodos (identifica los bloques densos dentro las matri-
ces empleando asf las rutinas BLAS-3). El cédigo fue probado sobre un CRAY-T3D
utilizando matrices no simétricas de la coleccién Harwell-Boeing [33]. En la misma
linea de trabajo estd la SuperLU que es analizada ampliamente en [63]. La SuperLU es
un c6digo paralelo para el cdlculo de la LU de matrices dispersas no simétricas sobre

multiprocesadores de memoria compartida. Basdndose en la técnica de supernodos
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evalian el algoritmo paralelo generado sobre diferentes arquitecturas como pueden ser:
MIPS R8000, DEC Alpha 21164, etc. Las mejoras obtenidas dependen en gran me-
dida de las caracteristicas de las matrices en cada caso (todas las matrices de prueba
forma parte de la coleccién Harwell-Boeing). En [5] se presenta la factorizacién LU
utilizando la técnica rigth-looking LU y estudiando dos posibles representaciones de
datos: doble lista enlazada y vectores empaquetados. Se realiza un anilisis para cada
caso desarrollando los algoritmos en C sobre PVM para el CRAY T3D. Este algoritmo
emplea las rutinas de la biblioteca MA48 [31] en la etapa de anilisis, la cual se realiza
separadamente de la de factorizacién. En las medidas se llega a la conclusién de que
los vectores empaquetados presentan mejoras con respecto a las listas enlazadas ya que

el uso de la jerarquia de memoria es maés eficiente.

k=0
if z=0 then
calcular bloque Ly
comunicer blogque Ly,
else
comunicar bloque Ly
endif
do k=1,%,1
if blogue k € z then
calcular bloque Ly
par
calcular blogue Ay,
comunicar blogue Ljyy
endpar
else
par
calcular blogue Ag
comunicar blogue Ly
endpar
endif
enddo

Tabla 6.8: Algoritmo paralelo de la factorizacién LU dispersa
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Proc. G P Tiempo(sg.)
3 100 50 0.3088
steam2eo0x600
\\\\ 6 50 25 0.2266
AN 12 50 25 0.1978
3 180 90 4.35
sherman2iosox1080
\ 6 180 30 4.099
\ 12 45 45 2.6050
156 39 0.0885
N08D468x 468 ~
; 78 78 0.08607
12 39 13 0.10670
250 50 0.4229
shermanliooox1o000
8 125 25 0.3808
10 100 25 0.3649
. 124 31 1.3265
Jpw991g91 001
124 31 1.1534
12 84 21 1.0099
60 30 0.054
meeca
180x 180 30 30 0.0537
10 18 9 0.0580

Tabla 6.9: Resultados de la factorizacién LU dispersa

6.7 Aplicaciones a problemas de Ingenieria de Tele-

comunicacion

En esta seccion se estudia la paralelizacién del método de los momentos (MoM), que

permite calcular numéricamente la distribucién de corriente en cualquier estructura
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microtira y la respuesta impulsional de un canal de infrarrojos.

6.7.1 Meétodo de los momentos

La aplicacién del MoM, a la resolucién de la Ecuacidn Integral del Campo FEléctrico
(EFIE) sobre cualquier estructura microtira, genera una matriz Z de niimeros complejos
que forma parte de un sistema de ecuaciones lineales, donde el dato a calcular es la
distribucién de corrientes. En la ecuacién 6.1 se muestra la ecuacién funcional de la
EFIE.

B + jupoL(J,) = 0 (6.1)

siendo L un operador integro-diferencial diddico, £ el campo incidente en la superficie

y Js la densidad de corriente superficial a calcular.

Para resolver esta ecuacién se discretiza la estructura en M segmentos diferentes a
los que se les denomina parches y se definen una serie de funciones base para cada uno
de estos parches. Asimismo, se hace la suposicién de que la distribucién de la densidad
de corriente superficial es una combinacién lineal de funciones base bidimensionales,
definidas en cada parche [4]. Una vez resuelta esta ecuacién, la EFIE se transforma en

un sistema de ecuaciones cuya notacién matricial es:
ij i i i
( Zea Loy X L [ ¥ ,7=1.M
.. .. . - . k] -_— X3
VAV AL I Vv
vz Y.¥ / oMx2M Y/ eMx1 Y / 2Mx1

El significado fisico de Z;{x y Z;fy son las autoimpedancias debido a los acoplos de las
componentes de las densidades de corriente iguales. Zi.fy y Z;’z corresponde con los
acoplos debido a componentes de corriente distintas y se les denomina acoplos mutuos.
Cada uno de estos elementos estd compuesto por integrales cuadruples tal y como
indica la ecuacién 6.2.

i+l z3+l2; yitws; yj+ws; }
Lo [ e [Ty [T R ) e )Gl — sy —widy (62
z Y Y

zi—li =15 i —wi =W

Para minimizar el tiempo de cédmputo de estas integrales, se hace un cambio de dominio
de forma que se convierten en una doble sumatoria de integrales dobles, con lo que se

disminuye el tiempo de célculo considerablemente [53].
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6.7.1.1 Paralelizacién del método de los momentos

El MoM puede ser paralelizado en dos puntos: el cdlculo de la matriz Z y la resolucién
del sistema de ecuaciones. En esta seccién se va a analizar el cdlculo de Z y la facto-
rizacién LU implicada en la resolucién de ecuaciones (ZxI=V,donde Z y V son

matrices complejas e I es un vector complejo).

subdominio
v Vv,
4 3 1 1,
v A%
1 2 S, S,
W2
(x i’ yi )
vértice
5, S,
¥y
parche

Figura 6.13: Parches, subdominios y vértices de una estructura

e Célculo de la matriz Z. El célculo de Z requiere €l anilisis de la estructura
microtira. Esta estructura se divide en parches formados por cuatro subdominios,
cada uno de los cuales tiene cuatro vértices (figura 6.13). En esta figura se observa

una estructura microtira con seis parches de dimensidn ({1 + I3) x (w; 4 ws).

La forma de esta estructura estd almacenada en un archivo de geometria, que
hay que recorrer para establecer los valores de las dimensiones y construir un
vector, de dimensién igual al ndimero de parches. Este vector se utiliza en la
generacién de los acoplos entre los distintos parches de la estructura. El calculo
de los acoplos incluye el cémputo del doble sumatorio y las integrales dobles
comentadas previamente. Con esta informacién, se actualizan los valores de la

matriz compleja Z, de forma que:
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[ Ziy Zip Zis .. Zin )
Z21 Z22 Zaa ... Z2,N

?

ZS 1 Z3,2 ZS 3 e Z3,N

\ Zny Zng Zns - Znn )

N

donde el nimero de parches M = Z. El cdlculo de cada elemento de Z es

2

' independiente, siendo sélo funcién del vector de dimensiones (algoritmo 6.3).

do j=1,N/2,1

do i=1,N/2,1
call acoplo(acop,j,i,dimp(1,5),dimp(1,i),10)
Z(5,%)=(acop(1)+acop(2))/c4
Z(5,i+N/2)=acop(3)/c4
Z(+N/2,i) =acop(4) o}
Z(j+N/2,i+N/2)=(acop(5)+acop(6))/ci

enddo

enddo
(6.3)

En este algoritmo se puede observar que no existen dependencias en el célculo de

los elementos de Z (c4 es una constante), por tanto, éstos pueden ser calculados

en diferentes procesadores. La distribucién de datos para la matriz Z se realiza

en funcién del célculo posterior.

e Calculo de la factorizacién LU. Segin los GDMs de la factorizacién LU (figura

5.10 a figura 5.14), la distribucién de datos éptima para realizar la factorizacién

de una matriz es la distribucién por columnas. En este desarrollo se ha optado

-por una distribucién ciclica, de forma que a cada procesador le corresponde 11:7_17

columnas, siendo np el nimero de procesadores de la arquitectura elegida (figura

6.14).

El célculo de la factorizacion se hace, a su vez, dividiendo la matriz en bloques

de = columnas, de esta forma, se consigue que los procesadores estén ociosos

menos tiempo.
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MATRIZZ
: , 1 ' Zu Z12 21,3 Z1,4 sz 216
oo el ; o oo Z,, Zz,z Zz3 Z,4 25 Z,s
i i L Zaa| Zaa| Zas| Zaa| Zas| Zsg
I 1 : H H Z41 Z4.2 Z4.3 Z44 Z4s Z46
e e e ' TR X
l IR ' Zoyl Zs, Zss Zsal Zss Zss
: , ) 1 EI
/ / Z6.1 Zga| Z 63 ZG,4 Zes| Zeg
¢ o /){X\
p! p? p?
a) b)

Figura 6.14: a) Distribucién de la matriz Z. b) Ejemplo para N =6
6.7.1.2 Desarrollo de la aplicacién y resultados experimentales

El desarrollo practico de este ejemplo se realizé utilizando los lenguajes de programacién
C y Fortran77. El nicleo de cdlculo estd implementado en F ortran7, ya que se
han empleado rutinas complejas de célculo de interpolacién e integracion desarrolladas
previamente [54]. Estas rutinas acceden a los archivos de geometria que generan los

vectores necesarios para el cémputo de las integrales.

Mediante el lenguaje de programacién C se ha desarrollado el programa principal
y el de calculo de la factorizacién. Este programa llama a las rutinas Foriran, in-
tercambiandose datos entre ellas. Asimismo, se ha utilizado la biblioteca de paso de
mensajes M PI para establecer las comunicaciones necesarias en la paralelizacién de la

aplicacién.

Las medidas de tiempo se han realizado sobre tres arquitectura diferentes: SUN
Ultra 5 (UltraSparc II 270MHz/64Mb), DualPentium (300MHz/128Mb) e IBM-SP2.
Sobre estas tres méaquinas se han computado los tiempos secuenciales y sobre la dltima
se ha realizado la ejecucién paralela. En la medida de los tiempos se ha tenido en
cuenta el acceso a disco, para lectura de los archivos de geometrias y la generacién de

los archivos finales con los resultados de las corrientes y admitancias. Asimismo, se ha
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utilizado doble precisién (tanto para nimeros complejos como reales) en el calculo de los

elementos de la matriz Z, ya que los érdenes de magnitud de estos elementos oscilan

entre los 10¢7'° y los 10e?. En la tabla 6.10 se muestran las estructuras microtiras

analizadas, en la que se indican sus caracteristicas. Las formas de estas estructuras

se pueden observar en las figuras 6.15, 6.16, 6.17 y 6.18. En la tabla 6.11 se pueden

observar los resultados obtenidos en minutos [84].

Estructuras | Parches | Subdominios | Vértices | Excitaciones | Puertos | No Frecuencias
Dstub2 66 92 134 4 2 20
Hibrido 44 68 96 4 4 10
Stub2 25 40 64 2 2 81

Meandro 32 62 96 2 2 10

Tabla 6.10: Estructuras y caracteristicas

= W e

Figura 6.16: Estructura Hibrido y mallado realizado
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w1

Figura 6.17: Estructura Stub2 y mallado realizado

L; = 18.58 mm
Ly = 2044 mm

W = 1.86 mm
d = 0833 mm
€ =3.26

Figura 6.18: Estructura Meandro y mallado realizado

Dstub2 Hibrido Stub2 Meandro

~ 27 ~ 8 o~ 30 ~ 8
(6 proc) | (4 proc) | (5 proc) | (4 proc)

SP-2 o~ 25 ~ 6 ~9 ~5

Paralelo (11 proc) | (11 proc) | (25 proc) | (8 proc)
~ 14 ~4 ~3

(22 proc) | (22 proc) (16 proc)
SP-2 (Secuencial)] =~ 131 ~ 30 ~ 75 ~ 15
DualPentium ~ 170 ~ 39 ~ 82 ~ 19
Sun ~ 200 ~ 43 ~ 97 ~ 21
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Tabla 6.11: Tiempos de ejecucién del MoM
6.7.2 Respuesta impulsional de un canal de infrarrojos

Supongamos un sistema real que consiste en una habitacién vacia, en cuyo interior se
~ encuentran uno o varios emisores de luz (LEDs) y uno o varios receptores. El problema
que se presenta a continuacion pretende obtener la respuesta al impulso de luz o a una
sefial generada por la(s) fuente(s) de luz. Esta respuesta es la distribucién de potencia

que llega a cada uno de los receptores en cada instante de tiempo.
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Para caracterizar el problema, el emisor transmite potencia éptica en el instante de
tiempo %o con un cierto diagrama de radiacién, es decir, la potencia no se transmite
por igual en todas las direcciones. Parte de esa potencia llega al receptor y otra parte
alcanza las superficies reflectoras de la habitacién. La potencia que llega a las superficies
reflectoras rebota hacia otros lugares de la habitacién, incluso hacia el receptor. Segun

esto, al receptor le llega potencia por dos caminos diferentes:

e A través de una linea directa hipotética trazada entre emisores y receptores.

® A través de un camino hipotético (emisor — paredl — pared2 — ... — receptor),

generado por rebotes en las superficies reflectoras (paredes de la habitacién).

La distribucién temporal de la potencia que llega al receptor estd formada por un
pico de potencia correspondiente al enlace directo entre emisor y receptor, seguido de
una cola de potencia debida a los rebotes en las paredes de la habitacién. La potencia

en el receptor disminuye a medida que avanza el tiempo debido a los multiples rebotes

que van atenuando la sefial.

Para considerar las reflexiones en las paredes de la habitacién, éstas se dividen
en pequefios elementos discretos a los que denominamos celdas. En la figura 6.19 se
muestran las paredes de una habitacién divida en celdas mediante el trazado de lineas

rectas perpendiculares y paralelas a alguna de las aristas que las conforman.

pared techo

.- =

pared derecha

1 N

pared frente
pared fondo

] pared izquierda

pared suelo

Figura 6.19: Divisién en celdas de las paredes de una habitacién
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Una celda, con potencia distinta de cero, ilumina al resto de celdas que estdn en

paredes diferentes a la suya. El tiempo que tarda en iluminar una celda emisora a una,
celda receptora, se calcula como:

t=2 (6.4)

c
donde c es la velocidad de la luz y d es la distancia que existe entre ambas celdas.

Dado que es necesario calcular todos los posibles casos de radiacién desde una celda,
situada en una pared al resto de celdas que no estin en su pared, entonces hay que
obtener el tiempo méximo y minimo en el que puede producir una radiacién. Teniendo

en cuenta la relacién 6.4 y aplicdndola para los valores extremos de la variable tiempo,
se obtiene:

d’maz dmz"n.
tmz’n =
[& [

tmazr =

donde tmaz ¥ tmin son los tiempos méximo y minimo en los que cualquier dos celdas
de la habitacién se iluminan; y dpqy Y dmin corresponde con las distancias maxima y

minima respectivamente entre cualquier pareja de celdas de la habitacién.

Estas distancias se muestran en la figura 6.20, donde d,,,, es la diagonal mayor de la

habitacién y d,.;», es la distancia entre dos celdas pertenecientes a esquinas enfrentadas

diagonalmente.

Figura 6.20: Distancia maxima y minima entre dos celdas de una habitacién

La potencia existente en una celda en el instante de tiempo t; depende de las po-
tencias emitidas por otras celdas y emisores en instantes de tiempo anteriores a t;. De
igual manera, la potencia que llega al receptor en ¢, depende de la potencia emitida
por las celdas y emisores en tiempos inferiores a #5. Por tanto, debido a la dependencia
temporal que existe en el cdlculo de la potencia que llega a una celda o a un receptor,

se emplea una simulacién por tiempo en la solucién del problema.
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6.7.2.1 Paralelizacién del cédlculo de la respuesta impulsional de un canal

de infrarrojos

Partiendo de la explicacién anterior, el nicleo del algoritmo secuencial que calcula la
respuesta impulsional de un canal infrarrojos se presenta en 6.5.

do z=0,long_canal-1,1
do pared_o=0,maz_num_paredes,1
do celdao=0,TAM _PARED 4red_0,1
if m_potygred > 0.0 then
y=STARTpyred_o+celda o
do pared_d=0,pared_o-1,1
do celda.d=0,TAM_PARFEDpsrcq_i,1
J=START p4req_q+celda_d
i=...
m_pot; ; = m_pot; ; + f(m_pots )
enddo
enddo
do pared_d=pared_o+1,maz_num_paredes, 1
do celda_d=0,TAM _PARED,;req.4,1
J=STARTp4req_q+celdad
i=...
m_pot; ; = m_pot; ; + f(m_pot,,)
enddo
enddo
endif
enddo
enddo
enddo (6.5)
donde ST ART, almacena la celda de comienzo de la pared [ respecto de todas las celdas
de una fila; y TAM _PARFE D, almacena el nimero de celdas de la pared 1.

Como se explicé anteriormente, una celda (z = zo,y = yo) con potencia mayor que
0.0 perteneciente a la pared z, ilumina a cualquier otra celda (z, j) siempre que 0 < ¢ < z

oz <i<longcanal y 0 < j < START, o START,;;, < j < maz.num_paredes, es

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Resultados ezperimentales y aplicaciones a problemas de ingenieria 163

decir una celda iluminada en un tiempo z = 0 ilumina a cualquier otra que no esté en
su pared, en algin tiempo z; posterior a zo. Supongamos que todas las celdas que
ilumina la celda (z = 0,y = 0) son iluminadas en un tiempo 1 = z; = 1. En este
caso, el GDM para la dependencia m_pot; ; = f(m_pot, ) se presenta en la figura 6.21,
donde todos los hiperarcos A(;,j) presentan el mismo “color” que el hiperarco A(,).

Esto es asi, porque los elementos m._pot; ; dependen del elemento m_potg.o.

® @

1 1 1. 1.1
weee P00 eesee
Figura 6.21: Ejemplo de GDM para el problema planteado

En la figura 6.21, se observa que todos los hiperarcos sobre los que se proyectan
los elementos m_pot; ; tienen el mismo “orden”, por lo que estos datos pueden ser
actualizados simultaneamente porque no dependen entre ellos (cada uno en un proce-
sador diferente). A su vez, el “orden” de estos hiperarcos es inferior al del hiperarco
sobre el que se proyecta el dato m_potgg. Segin la definicién 8, el dato m_potg o debe
ser comunicado mediante broadcast después de ser actualizado, a los procesadores que

actualizan los elementos m_pot, ; (si éstos se actualizan sobre més de un procesador).

Teniendo en cuenta el GDM generado y la explicacién anterior, las n distintas celdas
del problema se pueden distribuir en n procesadores, de forma que cada procesador debe
enviar su celda actualizada al resto de procesadores para que estos actualicen la suya.
En la practica, se ha distribuido cada pared entre los nproc procesadores (nproc < ny
nproc < mazr_num_paredes), de forma que cada procesador tiene ZeE=num-paredes o] J,q

nproc
Segiin esto, el algoritmo paralelo sigue el esquema de la tabla 2.1. De esta forma, se

realiza un primer broadcast con los elementos de la primera fila de la matriz desde el P°
al resto. A continuacién todos los procesadores calculan con los elementos recibidos a
la vez que el P! envfa sus elementos de la primera fila al resto y asi sucesivamente. Es
decir, en la iteracién k se calcula con los elementos de la fila (k — 1)® del P* a la vez
que el PY envia sus elementos (fila (k — 1)¥). Al final debe hacerse un célculo con los

ultimos datos recibidos.
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Capitulo 7

Proyeccién hardware de algoritmos

regulares

7.1 Introduccidn

En 1974 Leslie Lamport [60] presenta dos métodos para ejecutar en paralelo célculos
independientes (pertenecientes a un conjunto de bucles imbricados): el método del hi-
perplano de tiempo y el método de las coordenadas. El primer método pretende obtener
un conjunto de bucles equivalentes a los de partida, utilizando transformaciones tal que
los bucles transformados expresen qué iteraciones se pueden ejecutar en paralelo. En
este trabajo se dan las primeras ideas intuitivas sobre la transformacién de bucles, pero
no se pretende hacer un célculo profundo de las mismas. Estas ideas son aprovechadas
por Bokari, quien en 1981 estudia la proyeccién de un conjunto de bucles imbricados
en un conjunto de procesadores [12]. Esta proyeccién consiste en la asignacién de di-
ferentes cdlculos a procesadores distintos, de forma que los cilculos independientes se
llevan a cabo al mismo tiempo en procesadores separados. En [74] se presentan por
primera vez las ideas formales para el disefio de algoritmos paralelos sistélicos, direc-
tamente en hardware. Este trabajo senté las bases del disefio automatico de hardware
paralelo de propésito especifico, realizado durante los afios 80 y principios de los 90.
En [77] se mejora esta teorfa, para disefiar hardware paralelo, considerando un espacio

de disefio con un nimero menor de restricciones. En [95] se estudia una metodologia de
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disefio de algoritmos paralelos que se implementan tanto en multiprocesadores Trans-
puter [101] como en hardware, generalizando las técnicas de slow-down y retiming [61]

y considerando la minimizacién de los ciclos de E/S.

En este capitulo nosotros pretendemos demostrar que los algoritmos paralelos obte-
nidos con nuestra metodologia, a partir de algoritmos numéricos regulares o irregulares,
pueden ser implementados en hardware. Este trabajo se planted en colaboraciéon con
miembros del departamento de Ingenieria Electrénica y Automatica de la U.L.P.G.C.
En primer lugar, se debe aclarar que no es posible emplear las técnicas de disefio de
algoritmos sistdlicos porque nosotros solapamos los célculos con las comunicaciones (en
los algoritmos sistdlicos no se tiene en cuenta el tiempo de comunicacién). Ademads no
pretendemos obtener algoritmos 6ptimos empleando esta técnica tal como se hizo en
[104]. Por el contrario, s6lo estamos interesados en comprobar que es posible disefiar
hardware considerando el algoritmo obtenido a partir de nuestra metodologia de distri-
bucién de datos, solapando célculos y comunicaciones. Esto es, queremos comprobar
que podemos considerar los pardmetros de solapamiento teniendo en cuenta los tiempos

de respuesta del hardware directamente.

calcular datos®
do i=1,v_f,5tep comunicar datos®
par hspace*.2cm do i=1,v_f,Step
calcular datos'™? par
comunicar datos’ calcular datos'™!
endpar comunicar datos'
enddo endpar
calcular datos’~f enddo
calcular datos®~f

Tabla 7.1: Esquema de algoritmos paralelos

Para entender cémo se obtiene la descripcion del hardware se ha de tener en cuenta el
estudio del GDM y la distribucién de datos y comunicaciones propuesta por éste. Cada

“color” presente en el GDM corresponde con un proceso a realizar. El conjunto de
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todos los procesos constituye el programa paralelo, que se puede ejecutar directamente
en hardware (una parte del hardware realiza el proceso de célculo y comunicacién y
otra parte, implementa la unidad de control). En base a este andlisis se obtiene la
descripcién de las unidades de proceso y comunicacién del sistema, hardware final. En
concreto, el esquema bésico de cualquier algoritmo paralelo disefiado segiin nuestra
metodologia se encuentra en la tabla 7.1. En estos algoritmos, existe un primer paso de
comunicacién entre los EPs (que no siempre es necesario si los EPs pueden hacer un
calculo inicial), uno o més pasos de cilculo y comunicaciones solapadas y un tltimo paso
de célculo. El hardware final debe pasar por estos distintos estados para implementar,
de forma seménticamente correcta, las operaciones realizadas por el programa paralelo.

Por dltimo, hay que establecer la unidad de control que gestiona las senales de sistema
desarrollado.

generacion distribucidn - B
del de / /
GDM datos | |
1 1
\ [3 | \‘\ I|I - III
| Algoritmo | — R | Algoritmo)
Secuencial| !

| Paralelo |

Canales de Comunicacién 3 proyeccién =
A hardware AIDAB
i i i \ y i

- DE
' \ \ =
'

=] — ] FROCESO |
1 =t — UNIDAD ] |
1 | .

'

i

]
' . |
FZ N | \CoMUNIEACHN / |
[ A / . -
" .." En™
- ' g : |

) EP' f EP :
/,/ O<=i<=n-1 |
& bl
- T |_conTRoL
Conjunto de EPs

Figura 7.1: Esquema de la proyeccién de algoritmos paralelos

En la figura 7.1 se muestra graficamente la idea utilizada para sintetizar hardware
usando nuestra metodologia. Para demostrar la generacién de hardware se presentan
tres ejemplos de complejidad creciente. En [35] se puede encontrar una descripcién

completa de la implementacién del algoritmo de la multiplicacién matriz-vector usando
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el lenguaje Verilog y FPGAs [102]. El rendimiento de estos algoritmos es aceptable

(figura 7.2), asi como la ocupacién del hardware [83].

1
09
0.8
0.7t
06
05
04
03

02 ]
01 0.965

Eficlencla
o
2

Eficiencia

e —— 0o
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 800 820 840 860 880 900 920 940 960 980 1000
n n

Figura 7.2: Medida de la eficiencia dependiente de la dimensién de la matriz (n)

7.2 Analisis hardware de un ejemplo sencillo

Supongamos el siguiente algoritmo, cuyo GDM se encuentra en la figura 7.3.

do 1=0,3,1
do j=0,3,1
¢=Bijtaj+c

Figura 7.3: GDM del algoritmo anterior
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Analizando el GDM del algoritmo observamos que existen cuatro procesos (en el
GDM existen cuatro colores -pesos-), cada uno de los cuales se realiza en un elemento
de proceso (EP) diferente. Segiin la distribucién de datos indicada por el GDM , el
EP? (0 < z < 3) almacena los datos: ¢, Bty a: (0 <t <3). Segiin esta distribucidn,
los EPs almacenan datos diferentes del vector ¢ y de la matriz B , pero los datos del
vector a se replican. Para evitar esta replicacién se distribuye este vector entre los
distintos EPs, tal que el EP* almacena exclusivamente el elemento @z, necesitandose
comunicaciones entre ellos para realizar todos los cilculos. Con esta distribucién inicial

de datos y los requisitos de comunicaciones explicados, un proceso z tiene la siguiente

estructura:

do t=0,2,1
par
calcular ¢* = B®' + a' 4+ ¢®
comunicar at
endpar
enddo
calcular & = B*3 + ¢ + ¢*

En este algoritmo se han empleado superindices para referirnos a los bloques uti-
lizados en cada caso. Asi, en el caso del vector a, el bloque a® corresponde con aqg
en el EP° con a; en el EP!, con a, en el EP? y con as en el EP3, La instruc-

cién comunicar a significa que el EP® comunica su elemento a® al EPY siy = z — 1

(1 <2 <mproc~1)osiy=nproc—1 (z =0); y el EP® recibe el siguiente elemento

a"*' del EP*siz=2+1(0 <z <nproc—1) osi z=0 (¢ = nproc—1). En cualquier

caso, nproc es el numero de E Ps.

t=0 t=1 =2 t=3

Figura 7.4: Datos utilizados en cada iteracién t del algoritmo paralelo para la matriz y

los vectores
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En la figura 7.4 se muestra qué elementos de la matriz B y del vector a se utilizan en
cada iteracién de ¢ (los datos del vector a tienen que ser comunicados entre iteraciones
para que los cdlculos se puedan realizar correctamente). Asimismo, se observa que no
es necesario un primer paso de comunicacién, ya que los EPs pueden hacer un cilculo

inicial con los datos que tienen almacenados en sus memorias locales.

7.2.1 Unidad de control

Teniendo en cuenta el esquema de la tabla 7.1, el sistema hardware debe tener tres
estados de funcionamiento (figura 7.5): E_Cm (estado de comunicacién), E_Sp (estado

de solapamiento de calculos y comunicaciones) y E_Cl (estado de calculo).

E_Inicial

E_Cm

E_Sp

E_Cl

Figura 7.5: Posibles estados del sistema hardware

En el tiempo o, se realiza el estado E_.Cm, que puede no ser necesario segun lo
explicado anteriormente; en el tiempo ¢; (0 < ¢ < n) se procesa el estado E_Sp y en el
tiempo t,, el sistema se encuentra en el estado E_Cl. Estos tres estados estan generados
por una unidad de control que gobierna la ejecucién del algoritmo paralelo en hardware.
Asimismo, es necesario un nuevo estado, que llamaremos E Inicial, en el cual se cargan

los datos iniciales segin el andlisis realizado utilizando la metodologia.

7.2.2 Unidad de proceso

El sistema hardware esta formado por una unidad de proceso que se encarga de re-
alizar las operaciones de calculo del algoritmo paralelo y por tanto, depende de las

caracteristicas de este.
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Inicialmente se puede suponer que existen tantas unidades como procesos paralelos
(colores diferentes en el GDM ). Asi, para el ejemplo anterior se necesitan cuatro
unidades de proceso que realizan la suma de los elementos de los vectores cy a y de la
matriz B. En la figura 7.6 se muestra un esquema previo de las unidades de proceso

para el ejemplo comentado, donde el multiplexor MUX S premite la carga inicial de ¢.

c a B T Thesa tesbl T3

|

UNIDAD
DE
PROCESO

SUMADOR

Figura 7.6: Unidad de proceso del ejemplo estudiado

7.2.3 Unidad de comunicacién

Esta unidad es la encargada de recibir y enviar los datos para realizar el cilculo por
lo que estd fuertemente relacionada con la unidad de proceso, ya que suministra a
esta ultima los datos necesarios en cada fase. Estos datos deben ser almacenados para
su posterior tratamiento, por tanto, se deduce la necesidad de memorias utilizadas en

ambas unidades.

La unidad de proceso junto con la unidad de comunicacién forman el EP. El
elemento de proceso dispone de memorias para almacenar los datos que se van a utilizar
en los célculos y los resultados parciales o finales obtenidos de este proceso. En la
figura 7.7 se representa un EP que se comunica con el exterior a través de su unidad
de comunicacién. Los datos que se reciben se van almacenando en una memoria de
entrada para su posterior utilizacién. A su vez, el EP puede enviar los datos que
se encuentran en su memoria de salida, al exterior. En los algoritmos desarrollados
siguiendo nuestra metodologia, los datos de entrada a un E P son los datos de salida de

otro EP, ya que corresponden con las comunicaciones solapadas que circulan a través
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de los distintos EPs. Es sencillo deducir de forma automatica, el tamafio de estas

memorias, ya que corresponde con el tamaifio del bloque de datos a transmitir.

~ -
~~ . COMUNICACION_ -~

Figura 7.7: Elemento de proceso

Si analizamos el caso en estudio, vemos que en el estado E_Cm y en cada fase del
estado E_Sp se comunica un bloque del vector a que corresponde con un tnico elemento,
por tanto, podemos utilizar un registro (memoria de entrada/salida) para almacenar
el dato de entrada que seréd utilizado en la siguiente iteracién y que posteriormente
* sera comunicado al EP vecino. Por otro lado, hay que almacenar los datos del vector
c (un elemento por EP) y de la matriz B (cuatro elementos por EP) en memorias

internas que corresponden con la memoria de proceso.

7.2.4 Esquema final

En la figura 7.8 se presenta un esquema de los EPs que realizan el cdlculo del vector ¢
mediante acumulaciones sucesivas. Los datos iniciales de cada EP son cargados en los
registros Ra y Rc y en la memoria MB. El registro Rc y la memoria MB almacenan los
datos a utilizar en todo el célculo del algoritmo descrito, siguiendo el orden indicado en
la figura 7.4, sin embargo, el registro Ra almacena datos diferentes para cada iteracién
en t del algoritmo. Asimismo, se observa la inclusién de multiplexores para seleccionar
las seflales oportunas en cada momento: el dato ¢ de entrada al segundo sumador puede
proceder del registro Rc o de la salida del sumador (¢ parcial). De igual forma, el dato

a almacenar en Ra, puede proceder del exterior o bien del registro Ra vecino.
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(*Estado E_Sp*)
(*Estado E_Inicial*)
B 0 Emuxa<+1
Muxa doall ep=0,3,1
do ep=0,3,1 . 0
(_
Ra < MUXA Muxs (*Estado E_CI¥)
resc + Rc
Rc ¢ B ) doall ep=0,3,1
(—.
enddo d MUXs 02.1 resb=MB3]
o pos=0,2,
W-RuypB +— SET P resa=Ra
resb=MB[pos]
do ep=0,3,1 R res1=SUM1(resa,resb)
resa=Ra
do dir=0,3,1 resc=SUM2(res1,resc)
. res1=SUM1(resa,resb)
MB[dir] + B enddoall
4 resc=SUM2(res1,resc)
enddo
dd Ra + MUXA
enddo
dd
WRyp ¢ RESET || 00
enddoall

Tabla 7.2: Descripcién RTL del primer ejemplo

Una vez establecidas las distintas unidades hardware, que ejecutan el proceso pa-
ralelo, hay que desarrollar la unidad de control que las gobierna. Asi, la unidad de
control, en el estado E_Inicial debe generar las sefiales necesarias para almacenar los
datos de los vectores ¢ y a y de la matriz B. Para ello, esta unidad tiene que direccionar
los registros y memoria asociados a estos elementos en un orden determinado; y debe
generar las sefales de escritura necesarias. En el estado E_Sp, y para cada iteracién
t (que puede ser establecida por el reloj del sistema o por una sefial obtenida a partir
de este), se debe producir el desplazamiento de los datos almacenados en los registros
Ra (que supone la fase de comunicacién solapada) y el célculo de la suma (fase de
calculo solapado). Antes de que comience la siguiente iteracién, el resultado parcial ¢
y el nuevo dato de a deben ser estables en los registros correspondientes (para el caso
del vector ¢, en el registro de salida del sumador). En este estado, la unidad de control
debe proveer las sefiales de lectura y el direccionamiento de la memoria. Por iltimo,
en el estado E_CI, se realiza el mismo proceso que en el estado anterior, ya que aunque

se desplaza el dato de a, no se consume tiempo adicional.

En la tabla 7.2 se presenta la descripcion a nivel de transferencia de registros (RTL)

de los tres estados de un posible autémata de control para este ejemplo. Las senales
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Euvuxs, Evuxa, WRMB y el direccionamiento de la memoria MB es comun para

todos los EP. En la tabla 7.3 se muestran los estados de estas sefiales para el sistema
hardware de la figura 7.8. '

ciclo | Emuxs | Emuxa WRRrp | direccién MB
1 0 0 1 0
2 0 0 1 1
3 0 0 1 2
4 0 0 1 3
5 0 1 0 0
6 1 1 0 1
7 1 1 0 2
8 1 X 0 3

‘Tabla 7.3: Estados de las sefiales del sistema hardware del primer ejemplo

7.2.4.1 Estudio de la eficiencia

En el periodo de operacién solapada, la ruta critica del sistema, viene determinada por el
camino a través de los sumadores, el registro de salida y €l registro Ra, de tal forma que
se puede decir que el tiempo de opemciéﬁ (top) corresponde con: top = 2 X tgum + L4y,
donde tsum es el tiempo empleado en los sumadores y t;s es el tiempo invertido en
un flip-flop. En cualquier caso, top siempre serd netamente superior al retardo de
comunicacion ya que el tiempo de comunicacién (tcom ) corresponde con ¢ 17 (top > teom).
Asimismo, en el sistema hardware para realizar tanto una comunicacién como un cilculo
se necesita un ciclo de reloj, por tanto, el solapamiento es total. Por otro lado, si no
tenemos en cuenta el tiempo que se necesita para realizar la carga inicial de datos,
se puede constatar que la eficiencia del sistema es del 100%, puesto que es capaz de
realizar la operacién completa en 4 ciclos, con 4 EPs. Sin embargo, si contamos el
tiempo de carga inicial, se necesitan 4 ciclos para almacenar a, ¢ y B, con lo que la
eficiencia decrece al 50%. En cualquier caso, y teniendo en cuenta que en cada ciclo
de operacién cada EP tan sélo necesita un elemento de la matriz B, este puede ser
cargado en paralelo con la operacién siguiente. Asi, se reduce el tiempo de carga inicial

a un ciclo, y por tanto la eficiencia aumenta al 80%. De forma genérica, para realizar
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el calculo con matrices de dimensién n X n, y n EPs se tiene una eficiencia total de:

2
17 _ noptotal % 100 — _7_?‘____ X 100 —

NProc X Neiclos n X (n+1) n+1

x 100

7.2.5 Generalizaciéon del tamano del problema

Si suponemos que la dimensién de la matriz y de los vectores es n, el GDM generado
indica que se necesitan n procesos para resolver el problema, por tanto, el sistema
hardware final debe disponer de n EPs. Sin embargo, existen problemas fisicos que
impiden que el numero de E Ps aumente indefinidamente. Debido a esto, en esta seccién
se plantea la solucién del problema planteado utilizando el mismo nimero de EPs que
anteriormente, aunque la dimensién de la matriz y de los vectores sea n > 4. Asi,
cada EP almacena g = n/nproc filas, donde nproc es el niimero de E Ps utilizados. El

proceso paralelo que realiza un EP? es el siguiente:

do t=0,n-2,1
par
do fila=0,9-1,1
calcular cfite = Bfilat 4 gt 4 cfila
enddo
comunicar a*

endpar

enddo

do fila=0,9-1,1
calcular ¢file = Bfilam—1 4 gn-1 4 ,fila

enddo

donde @’ corresponde con el bloque que se utiliza en el proceso de la iteracién ¢ del
algoritmo; y la instruccién comunicar a* sigue las mismas pautas comentadas anterior-

mente.

Partiendo de esta nueva distribucién de datos y del esquema paralelo, cada EP

posee una unidad de proceso que consta de dos sumadores tal y como se presenta en la
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3 M i n
figura 7.6. Asimismo, cada EP posee —"— elementos de los vectores a y ¢ Y mies X1
elementos de la matriz B. Debido a esto, los datos de las tres estructuras deben
almacenarse en memorias del tamafio indicado (memoria de entrada/salida y memoria,

de proceso). En la figura 7.9 se presenta un esquema del EP para la generalizacién del

tamafo del problema.

Para este ejemplo, la unidad de control en el estado E_Inicial, debe generar las
sefiales necesarias para almacenar los datos de los vectores ¢ y a y de la matriz B
(seleccionando los multiplexores asociados a Ma y Mc para que la entrada de datos
sea desde el exterior). En el estado E_Sp, y para cada iteracién ¢, se debe producir
el desplazamiento de los datos almacenados en las memorias Ma (que supone la fase
de comunicacién solapada) y el célculo de la suma de los subvectores y la submatriz
(fase de célculo solapado). Las memorias Ma se leen y escriben a la vez durante la
fase de solapamiento. En la implementacién fisica esta memoria puede ser llevada a
cabo, bien por una memoria de doble puerto o bien por un registro de desplazamiento,
de tal forma que los diferentes registros Ma de los EPs forman un dnico registro de
desplazamiento distribuido entre ellos. Antes de que comience la siguiente iteracién,
el resultado parcial ¢ y el nuevo dato de @ deben ser estables en la memoria y registro
correspondientes (para el caso del vector ¢, en el registro de salida del sumador). En este
estado, la unidad de control debe proveer las sefiales de lectura y el direccionamiento
de las memorias. Hay que tener en cuenta que en este caso, la memoria Mc debe ser
escrita al final de cada proceso de célculo parcial sobre una fila de Ia matriz B, es decir,
después de utilizar un bloque del vector a y una fila de la matriz B (inicialmente la
memoria es cargada del exterior y en cada subproceso es cargada con el dato de salida
del dltimo sumador). Finalmente, en el estado E_Cl, se realiza el mismo proceso que

en el estado anterior, ya que aunque se desplazan los datos de @, no se consume tiempo

adicional.

En la tabla 7.4 se presenta una descripcién RTL de las tres fases de la unidad que
genera las sefiales para el control del sistema que se especifica en esta seccidn. Los
calculos se realizan segin indica la figura 7.4, aunque en este caso cada cuadrado de
la figura representa una submatriz B y un subvector de a y ¢. Asimismo, los datos
se almacenan en las memorias del sistema hardware siguiendo el orden de célculos

establecido (es decir, el mismo indicado por la figura 7.4).
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(*Estado E_Inicial*)
Emuxa + 0;Epuxc + 0
WRp, — SET;W Ry, +— SET
do ep=0,3,1
do dir=0,g-1,1
Maldir] - MUXA;Mc[dir] « MUXC
enddo
enddo
WERpyo ¢+ RESET;W Ry < RESET
WRup < SET
do ep=0,3,1
do dir=0,(gx n)-1,1
MB(dir]=B
enddo
enddo

(*Estado E_CI¥)
doall ep=0,3,1
do dir=0,g-1,1

Emuxs < 0;resc=Mc[dir]

Enuxs ¢ Liele=dirxg

do pos=ele,ele+g-1,1
resb=MB|[pos};resa=Ma[pos-ele]
res1=SUM1(resa,resb)
resc=SUM2(res1,resc)

enddo

W R <+ SET;Mc[dir] + resc

WRy. +— RESET

enddo

(*Estado E_Sp*)

Emuxa ¢ LEmuxe 1
doall ep=0,3,1

do t=0,nproc-2,1
do dir=0,g-2,1
Emuxs < 0iresc=Mc[dir]
Epmuxs + liele=dirxg
do pos=ele,ele+g-1,1
resb=MB|pos];resa=Ma[pos-ele]
resl=SUM1(resa,resb)
resc=SUM2(res1,resc)
enddo
W Rppe <~ SET;Mc[dir] « resc
WRuy. «— RESET
enddo
dir=g-1
Emuxs ¢ Osresc=Mc[dir]
Eyuxs Liele=dirxg
do pos=ele,ele+g-1,1
resb=MB|pos];resa=Ma[pos-ele]
res1=SUM1(resa,resb)
resc=SUM2(res1,resc)
W Epp, <~ SET;Ma[dir] «— MUXA
WRp, «— RESET
enddo
W Rpe < SET;Mc[dir] + resc
WRuy. < RESET
enddo

enddoall enddoall

Tabla 7.4: Descripcién RTL del segundo ejemplo (estados E_Inicial, ESp y ECI)

7.2.5.1 Estudio de la eficiencia

En la generalizacién del problema se sigue cumpliendo que:

top =2 X tsum"l’tff

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



180 Proyeccion hardware de algoritmos regulares

donde Zsm es el tiempo empleado en los sumadores y ¢ 7/ €s el tiempo invertido en el
flip-flop asociado a la salida del sumador. En este ejemplo, el tiempo de comunicacién
(tcom) corresponde con la comunicacién de los elementos del vector a. En cualquier caso,

top siempre sera netamente superior al retardo de cada comunicacion, ya que teom = tazq.

. 2 . o s

En este ejemplo, cada bloque de datos es procesado en —— ciclos, necesitdndose —=%
nproc nproc

ciclos para comunicar los elementos (solapamiento total). Partiendo de una solucién en

la que los datos iniciales estan cargados en las memorias correspondientes, la eficiencia

es del 100%. Si se tiene en cuenta el tiempo de carga inicial, hay que considerar que

se pueden realizar los célculos desde que el primer dato estd cargado. Asi, si se tiene

. 2 . .
en cuenta que cada EP debe realizar m’:roc célculos, el nimero de ciclos necesarios

2 . .
~—, ¥ la eficiencia se establece de la forma:

corresponde con 1 + v

2 2
n= —lertotal 400 = n x 100 = — > % 100

2
nProc X Neiclos nproc x (1 + -2-) nproc + n?

Todos estos casos estdn basados en situaciones donde n es miiltiplo entero de nproc.
Si esta situacién no fuera posible, es necesario completar con ceros las matrices y

vectores, con lo que la eficiencia se reduce (el nimero de ciclos corresponde con: 1 +
2 2 ,
{[n/nproc]xnproc)® _ 14+ - ) Asi:

nproc nproc

n=—ptotal 10— — 4100

nproc X Ngiclos nproc + m?

08+ 02899

08 0.998

o7+ 0997

Eficlencia

Eficlencia

05+ 0.996

o5t 1 0985
o4} 1 0954
03 y . . 055 .
0 50 100 150 20 00 w0 w0 %0 %0 1000

Figura 7.10: Medida de la eficiencia dependiente de la dimensién de la matriz (n)

Si n > nproc, el peor caso coincide con n = nproc + 1, de forma que si hay 16

procesadores, la eficiencia corresponde con: n = E% % 100 = 27.78%. A medida que
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crece n, la eficiencia aumenta puesto que se hace despreciable el relleno de ceros frente
a la matriz total (figura 7.10).

7.3 Andlisis hardware de un problema complejo

Supongamos el algoritmo secuencial de la factorizacién LU

do k=0,n-2,1
do i=k+1,n-1,1
Ak = Aii/ Ak
do j=k+1,n-1,1
Aij=Aij— Ak X Agj
enddo
enddo
enddo

Los GDMs de este algoritmo se encuentran en las figuras 5.10 a 5.14. Segun la

distribucién inicial de datos, el proceso paralelo que realiza un EP genérico r. es el

siguiente:

comunicar columna 0
do k=1,n-2,1
if k=z then
calcular columna k-1; calcular columna k
par
comunicar columna k
calcular A® (utilizando la columna k — 1)
endpar
else
par
comunicar columna k
calcular A® (utilizando la columna k — 1)
endpar
endif
enddo

anaria. Biblioteca Digital, 2004
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if z=n-1
calcular columna n-2; calcular A®

endif

En este algoritmo, calcular columna k y calcular A® corresponden a las senten-
cias exterior e interior del algoritmo secuencial respectivamente. Asimismo, comunicar

columna k significa que el EP® comunica la columna z al resto de EPs.

7.3.1 Unidad de control

Teniendo en cuenta el esquema de la tabla 7.1 y el algoritmo paralelo, el sistemna hard-
ware debe tener tres estados de funcionamiento: E_.Cm, E_Sp y E_Cl (este dltimo sélo
lo realiza el EP propietario de la dltima columna). Asimismo, es necesario un estado

E_Inicial en el cual se cargan los datos iniciales.

En el estado E_.Cm, el EP° comunica al resto de £Ps los datos de la columna 0.
En el estado E_Sp, el EP propietario de la columna & calcula la columna & — 1 (que le
fue comunicada anteriormente), actualiza los elementos de la columna k en funcién de
la columna anterior y comunica al resto de EPs la columna k; los EPs no propietarios
de la columna k reciben esta columna en paralelo con el cilculo de la columna k — 1 y el
célculo de sus propios elementos. Finalmente, en el estado E_CI, el EP propietario de

la columna n — 1, actualiza la columna anterior y los elementos de su propia columna.

7.3.2 Elemento de proceso

El sistema hardware a desarrollar consta de cuatro EPs ya que el estudio final de la
factorizacién LU (seccién 5.4.1.3) indica que deben existir cuatro procesos a realizar en
paralelo. Cada EP consta de una unidad de proceso y de una unidad de comunicacién.
La unidad de proceso estd formada por: un divisor, un multiplicador y un restador
(figura 7.11). El primero es utilizado para actualizar los elementos de la columna k — 1
cuando se est4 en la iteracién k del proceso paralelo. El multiplicador y el restador se

utilizan para calcular los valores de la columna propiedad de cada EP.

Asimismo, cada EP posee inicialmente una columna formada por cuatro elementos
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(el EP? almacena los datos de la columna J -A;; siendo 0 < i < n-) que se deben
almacenar en la memoria de proceso (M). Los calculos a realizar sobre estos elementos
utilizan los datos Ay y Ag,; como valores fijos (segitin el algoritmo secuencial), por lo
que estos deben almacenarse en registros independientes (RAKkk, RAKkj). Por otro lado,
en cada iteracién del proceso paralelo se debe comunicar la columna k-ésima, desde el
propietario al resto de FPs. La unidad de comunicacién de cada EP debe almacenar
estos valores de forma independiente, por lo que hay que utilizar una memoria de

entrada/salida de datos (ML) con capacidad para una columna completa.

Aij Akk Aik Akj

1

UNIDAD
DE
PROCESO

Aij

Ajj

Figura 7.11: Unidad de proceso

7.3.3 Esquema final

El sistema completo se puede observar en la figura 7.12, en el que se han afiadido los
multiplexores y registros intermedios para seleccionar las sefiales de salida oportunas.
Una vez establecidas las distintas unidades hardware que ejecutan el proceso paralelo,

hay que desarrollar la unidad de control que las gobierna.

La unidad de control, en el estado E_Inicial debe generar las sefiales necesarias para
almacenar los datos de la matriz A en las memorias de proceso de cada EP. Para
ello, esta unidad tiene que direccionar las memorias asociadas a estos elementos, en un

-orden determinado; y debe generar las sefiales de escritura necesarias.
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Glosario

Stmbolo | Explicacidn

min Bucle més interno que indexa al conjunto dimensionado.

n_bg Nimero de iteraciones en las que a un bloque de elementos diferentes y consecutivos
del conjunto dimensionado se les aplica el mismo vector de desplazamiento.

n_byg Nimero de vectores de desplazamiento diferentes que se pueden aplicar sobre un
elemento del conjunto dimensionado.

nd Nimero de iteraciones en las que un mismo elemento del conjunto dimensionado
es referenciado de forma consecutiva.

n.r Nimero de bloques de bucles representativos que no indexan al conjunto
dimensionado.

n.s Nidmero de iteraciones en las que un bloque de elementos del conjunto dimensio-
nado es referenciado de forma no consecutiva.

n.sec Nimero de iteraciones en las que una misma secuencia de n_8 vectores de despla-
zamiento se repite.

n.g Nimero de vectores de desplazamiento diferentes.

n_b; Nimero de iteraciones en la que desp; se mantiene constante.

orden Peso del hiperarco del GDM.

P Punto del EI(I,n).

PS Plano de superpuntos.

5165, Dependencia de flujo de S respecto de S;.

s.mazx Bucle més externo que asigna valor inicial a un desplazamiento.

SP;., Agrupacién de puntos del EI(I,n — 1).

Vi Vértice del GDM correspondiente al valor ¢ ¢ del bucle f.

Vi Hipervértice del GDM sobre el que se proyecta el punto 7 del EJ (I, n).

WRx Sefial de escritura de la memoria X.

z_min Bucle més interno que modifica el valor de un desplazamiento.
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(*Estado E Inicial*)
Epmuxm 0
W Ry < SET
do ep=0,3,1
do dir=0,3,1
M[dir] « MUXM
enddo
enddo

Epyuxm 1
W Ry < RESET

(*Estado E_Cm*)
WRpr < SET
Emuxr + 0
Emux e <0
doall ep=0,3,1
do dir=0,3,1
ML[dir] + M[dir]
enddo
enddoall
WRpr + RESET

(*Estado E_Sp*)
doall ep=0,3,1
do k=1,2,1
Akk ¢ ML[k-1};Akj + M[k-1]
do dir=k,3,1
RD « DIVI(ML(dir],Akk)
Enmuxr <+ L;WRap « SET
ML[dir] + RD;W Ras1, «— RESET
resl=MULTI(RD,Akj)
RR + REST(M(dir],res1)
W Ry + SET;M[dir] < RR;WRjs + RESET
enddo
WERyL + SET;Emuxr <+ 0;Emux mc < k
do dir=0,3,1
ML[dir] « M[dir]
enddo
W Rpr, < RESET
enddo
enddoall

(*Estado E_CI*)

Akk < ML[2];Ak] « M[2]

RD ¢« DIVI(ML[3],Akk)

Emuxr «+ 1;WRpyp < SET

ML(3] <~ RD;W Ry +— RESET
resl=MULTI(RD,Akj)

RR + REST(M[3],res1)

W Ry + SET;M[3] « RR;W Ry + RESET

Tabla 7.5: Descripcién RTL de la factorizacién LU

En el estado E_Cm, la unidad de control debe generar las instrucciones de escritura,

y direccionamiento para que el EP propietario de la columna 0 comunique estos datos

al resto de EPs, (almacendndose esta columna en cada memoria ML). En el estado

E_Sp, y para cada iteracién k (establecida a partir del reloj del sistema), se debe
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producir la comunicacién de los datos desde el EP propietario de la columna k a] resto
(paso de comunicacién solapada) y el célculo de la columna propia de cada EP (fase
de célculo solapado). El solapamiento en este estado no es total, como ocurre en el
ejemplo anterior, debido a las caracteristicas de este problema. Antes de que comience la
siguiente iteracidn, el resultado parcial A;; y el nuevo dato A;; deben estar estables en
los registros correspondientes (RR y RD respectivamente). En este estado, la unidad
de control debe proveer las seniales de lectura, escritura y el direccionamiento de la
memoria. Por 1dltimo, en el estado E_Cl, se realiza el mismo proceso que en el estado
anterior, ya que aunque tnicamente sea el EP propietario de la tltima columna el que

debe realizar el calculo, no se consume tiempo adicional si €l resto de EPs también

calculan.

En la tabla 7.5 se presenta la descripcién RTL de un posible autémata de control
para este ejemplo. En la iteracién k de este algoritmo, los datos de la factorizacién LU
se almacenan en la matriz ML, por tanto, antes de introducir los datos de la iteracién

k + 1 hay que comunicar los valores de la iteracién k al exterior.

Las senales Eyjuxny, WRyM, WRML, Evuxr, Emux_mc y el direccionamiento de
las memorias son comunes a todos los EPs (en la tabla 7.6 se presentan los diez

primeros estados que pueden tomar estas sehales).

ciclo | Eyuxm | WRym | WRpL | EMuxe | EmMuxuc | direccidn
1 0 1 0 X X 0
2 0 1 0 X X 1
3 0 1 0 X X 2
4 0 1 0 X X 3
5 1 0 1 0 0 0
6 1 0 1 0 0 1
7 1 0 1 0 0 2
8 1 0 1 0 0 3
9 1 0 0 0 0 X
10 1 0 1 1 0 1

Tabla 7.6: Estado de los diez primeros ciclos de las sefiales del sistema hardware de la

factorizacién LU
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7.3.4 Generalizacién del tamafio del problema planteado

El estudio de la generalizacién del problema se hace para dos aproximaciones.

7.3.4.1 Primera aproximacién

La primera solucién al problema, surge de la distribucién de datos explicada en la seccién
9.4.1.3. Al implementar en hardware este algoritmo, siendo n > 4, existen problema
fisicos que impiden que el nimero de EPs aumente indefinidamente. Debido a esto, se

plantea una solucién al problema utilizando 4 EPs (nproc = 4), aunque la dimensién

de la matriz sea superior.

La distribucién de datos en los E Ps se realiza en bloques de dimensién g = n /nproc
de columnas no consecutivas. Cada EP posee una unidad de proceso que consta de
un divisor, un multiplicador y un restador tal y como se presenta en la figura 7.11.
Asimismo, cada E P posee una memoria de proceso (M) con capacidad para almacenar
los elementos de su submatriz (725; X n) y una memoria de entrada/salida (ML) para
almacenar los elementos a comunicar entre EPs (de dimensién n). En la tabla 7.7 se

muestra un posible autémata de control para esta aproximacion.

7.3.4.2 Segunda aproximacién y estudio de la eficiencia

Analizando el proceso paralelo a realizar y el sistema hardware final (figura 7.12), se
puede observar que los EPs almacenan los mismos datos en su memoria ML. Segiin
esto, se puede mejorar el esquema inicial si se reduce el nimero de memorias de entra-
da/salida. Asi, los elementos de la columna utilizada en una iteracién dada, (columna
k) deben almacenarse en una variable que tiene que ser diferente a la que almacena la
columna a comunicar (columna k + 1), por lo que deben existir dos variables de tipo
vector (variable de proceso y variable de comunicacién) dentro del proceso paralelo.
Estas dos variables, que almacenan la misma informacién en todos los EPs, se corres-
ponden con dos memorias de dimensién n (ML y ML1) dentro del sistema hardware.

Asimismo, los datos de la matriz A se distribuyen de forma ciclica en las memorias M ,

de forma que a cada EP le corresponden mres Columnas de A.
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(*Estado E_Inicial*)
Emuxm < 0
W Ry + SET
do ep=0,3,1
do dir=0,(gxn)-1,1
M[dir] «+ MUXM
enddo
enddo

Evuxm 1
W Ry < RESET

(*Estado E_Cm*)

W Ry < SET

Emuxp < 0

Evvux mc « 0

doall ep=0,3,1
do dir=0,n-1,1

ML[dir] + M[dir]

enddo

enddoall

W Ry, +— RESET

(*Estado E_Sp*)
doall ep=0,3,1
do k=1,n-2,1
Akk + ML[k-1]
do dir=k,n-1,1
RD « DIVI(ML[dir],Akk)
FEyuxr + LWRBpyL « SET
ML[dir] + RD;W Rpz + RESET
do col=0,g-1,1
Akj « M[colxn+k-1];res1=MULTI(RD,Akj)
RR + REST(M[col xn+dir],res1)
W R < SET;M[colxn+dir] « RR
W Ry + RESET
enddo
enddo
WERumL < SET;Epmuxt < 0;EMux mc < &
do dir=0,n-1,1
ML[dir] + M[dir+(k div nproc)xn]
enddo
WRpr + RESET
enddo
enddoall

(*Estado E_CI*)
Akk + ML[n-2];RD « DIVI(ML[n-1],Akk)
Eyuxr + LWRpy + SET;ML[n-1] «+ RD
W Rapr + RESET
do col=0,g-1,1
Akj + M[colxn+n-2);resi=MULTI(RD,Akj)
RR + REST(M[colxn+n-1],resl)
W Rar < SET;MJcolxn+n-1] « RR;W Ras < RESET
enddo |

Tabla 7.7: Descripcién RTL de la factorizacién LU (1% aprox.)
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En la figura 7.13 se presenta esta modificacién en la que se puede observar la inclu-
sién de las memorias de entrada/salida. En una iteracién k, los EPs estédn utilizando
para el proceso la memoria M y una de las memorias de entrada/salida (MLO o ML1).
Esta memoria se carga con el resultado de la divisién a través de los multiplexores
MUX_RDOy MUX_RD1. La otra memoria de entrada/salida (ML1 o MLO) se uti-
liza para la comunicacién, de forma que el EP que tiene que comunicar la columna k,
modifica esta columna (en funcién de la k — 1) antes de actualizar el resto de columnas
" que posee. Una vez que esta columna queda actualizada, el EP propietario la almacena
en la memoria de entrada/salida correspondiente de forma que puede ser utilizada en

la siguiente iteracién (a través de los multiplexores MUX_LO y MUX _L1).

El autémata de control que gobierna este sistema tiene tres fases diferentes dentro
del estado E_Sp: cdlculo de la columna k—1 y actualizacién de la columna % en funcién
de la columna k — 1 (fase 0); comunicacién de la columna k que se hace en paralelo

con el anterior (fase 1) y actualizacién del resto de columnas en funcién de la columna

k —1 (fase 2).

En las tablas 7.8 y 7.9 se presenta un posible autémata de control que gobierna
esta nueva aproximacién (el estado E_CI final se incluye en el estado E_Sp). En la
tabla 7.10 se muestra el estado de algunas sefiales de escritura y de habilitacién de los
multiplexores en cada una de las fases mencionadas, para las cuatro primeras iteraciones

del algoritmo paralelo.

(*Estado E Inicial*) (*Estado E_.Cm*)
Evuxm <0 Eymuxpo 1
W Ry — SET FEyvux 1o+ 0
do ep=0,3,1 W Rprro < SET

do dir=0,(gxn)-1,1 doall ep=0,3,1

M[dir] + MUXM do dir=0,n-1,1

enddo MLO[dir] + M[dir]
enddo enddo
Evuxm+ 1 enddoall
W Rpr + RESET W Rarro <+ RESET

Tabla 7.8: Descripcién RTL de la factorizacion LU -2* aprox.- (Parte I)
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(*Estado E_Sp*)
doall ep=0,3,1
do k=0,n-2,1
Enmux o < (k+1) mod nproc;Eayyx 11 + (k+1) mod nproc
Eyvuxpo — kmod 2;Eypxry +— k mod 2
Epmux _rpo + k mod nproc;Earx_rp1 < k mod nproc
Eyuxr < k mod 2;RAkk «+ MUXL
col=(k+1) div nproc;RAkj + M[colxn+k];Eyuxap < 0
do dir=k+1,n-1,1
WERpmrLo ¢ (k+1) mod 2;W Rarz1 + —((k+1) mod 2)
RD « DIVI(Aik,Akk);MUX_RDO + RD
MUX RD1 « RD;res1=MULTI(RD,Akj)
RR < REST(M[colxn+dir],resl)
W R < SET;M[colxn+dir] < RR;WRps « RESET
WRMLo +— —l((k-l-l) mod 2);W Rpry (k+1) mod 2
enddo
Emuxpp <1
do dir=k+1,n-1,1
RD « Aik
do col=0,(k+1) div nproc-1,1
RAkj « M[colxn+k];res1l=MULTI(RD,Akj)
RR «+ REST{M][col xn+dir],res1)
W Rar + SET;M[colxn+dir] < RR;WRys «— RESET
enddo
do col=(k+1) div nproc+1,1
RAKj « M]colxn-+k];resl=MULTI(RD,Akj)
RR ¢ REST(M[colxn+dir],res1)
W R < SET;M[colxn+dir] + RR;W Rps — RESET
enddo
enddo
enddo
enddoall

Tabla 7.9: Descripcién RTL de la factorizacién LU -2° aprox.- (Parte II)
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kW Rnmro|Evux 16| Esux 1ol Evux _rpo WERyM|Emux 11| EmMuxi|EvMux ro1|Evuxr

L asen] 1 X 0 0 0 X X X 0
lfaser] 0 X X X 1 0 X 0
lfase2| O X X X 0 X X X 0
2fase0| O X X X 1 X 1 1 1
2aset| 1 2 1 X 0 X X X 1
2fase2| O X X X 0 X X X 1
3fasco| 1 X 0 2 0 X X X 0
13faser] O X X X 1 3 0 X 0
3fase2| O X X X 0 X X X 0
dfasc0| O X X X 1 X 1 3 1
Ndfaser| 1 4 1 X 0 X X X 1
4fase2| O X X X 0 X X X 1

Tabla 7.10: Estados de algunas sefiales del sistema hardware (2* aprox.)

La eficiencia en este problema, podemos considerarla como la relacién:

N, ops

nN= —m—
Nopp X mproc

donde N, es el nimero de operaciones realizadas en la implementacion secuencial.

Nopp €s el nimero de operaciones realizadas por cada EP, y nproc es el nimero de

EPs.

El mimero de operaciones puede ser considerado como el niimero de iteraciones
totales de los bucles del algoritmo. No obstante, en este caso particular, fuera del bucle
central se realiza una divisién, que puede ser costosa en tiempo y recursos. Por esta
razén se ha considerado como una operacién atémica. Asimismo, suponemos que puede
ser realizada en una unidad de tiempo, equivalente al conjunto de resta y multiplicacién.

Con esta consideracién, el nimero de ciclos para el algoritmo secuencial es:

n—2 3

Naps=2(n—k)x(n—k+l)=n —n
k=0 3

De igual forma, en el desarrollo paralelo hay que contar el niimero de operaciones por

ciclo, que corresponden con:
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E Inicial = 2
ECm = n
E_Sp = (n + 1) + (2 + nptoc) + (.7‘2_2'.2)

En base a estos datos, se obtiene las curvas de eficiencia mostradas en la figura 7.14
(siendo nproc = 4). Se observa que el resultado tiende hacia un 66% de eficiencia, con un
punto de inflexién sobre n = 30. Para valores altos de n, tiene un crecimiento asintético
hacia 7 = 2/3. En cualquier caso, el tiempo de comunicacién de una columna de la
matriz A, se puede solapar totalmente con los célculos realizados, ya que se comunica
un elemento en paralelo con el cdlculo de una resta y una multiplicacién (mds una

divisién en algunos casos).

o7 T Y T T T T T T T 0.6625

08+
08615

05

04

Eficloncia
Eficlencia

HENSE

03

02

5

0.1

%

0

n . 3 L : 2 . i L 0857 5 L n :
20 4 80 8 100 120 140 160 180 200 500 600 700 8 900 1000
n a

Figura 7.14: Medida de la eficiencia dependiente de la dimensién de la matriz ()

7.4 Analisis hardware de un problema del algebra

dispersa

Los problemas resueltos en las secciones anteriores utilizan matrices densas, sin em-
bargo, nuestra metodologia se puede aplicar a problemas del 4lgebra dispersa. En este
apartado se presenta el algoritmo secuencial de la multiplicacién matriz-vector dispersa
y su posterior anélisis utilizando dicha metodologia. Una vez generado el algoritmo pa-
ralelo se propone un sistema hardware que resuelve el problema planteado. Un posible
algoritmo secuencial para el calculo de la multiplicacién matriz-vector (siendo la matriz

dispersa y el vector denso) se presenta a continuacién:
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do j=0,n-1,1
n_ele=Columna;.n_ele
A=Columna; —punt
do i=0,n_ele-1,1
Ca;.fila = Ca;.fila + Aj.valor x b;
enddo
enddo

Cada columna de la matriz A est4 almacenada en un vector de dimensién igual al
nimero de elementos de esa columna. Los datos que se guardan en cada entrada del
vector son: el valor y la fila donde se encuentra el dato (en la figura 7.15 se muestra

un ejemplo de matriz A y su almacenamiento). Asimismo, se supone que el vector

resultado ¢ almacena inicialmente el valor cero.

nimero de Columna
. elementos —e- 5 3 2 1 2 2
16 1 4 01 0 en la columna -l _NE__EE__NE__EN _
§ 2 0 0 3 0 A \i 4 ! y y
3000 0-5 fila —e | o 0 0 3 0 2
00 1 0 valor —e | .16 1 4 L1 1 -5
830 0 0 1 1 5 1 4
5 0 8 0 0 N NN
3 3
4

-15

Figura 7.15: Ejemplo de matriz dispersa y su almacenamiento (n = 6)

Analizando el GDM del algoritmo anterior suponiendo que n_ele = n = 4 para
todas las columnas (figura 7.16) observamos que existe cuatro procesos que se pueden
realizar en paralelo (en el GDM existen cuatro colores -pesos-) con una distribucién
inicial de datos tal que, el EP® (0 < z < 3) almacena los siguientes datos: Coy Azt
y b (0 < ¢ < 3). Segin la distribucién de datos anterior, los £Ps almacenan datos
diferentes del vector ¢ y de la matriz A, pero los datos del vector b se replican. Para
evitar esta replicacién se distribuye este vector entre los distintos EPs tal que el EP*

almacena exclusivamente el elemento b,, necesitdndose comunicaciones entre ellos para
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realizar todos los calculos.

Figura 7.16: GDM del algoritmo de la multiplicacién matriz-vector (n=4)

Si generalizamos este problema para cualquier valor de n, |

os datos de los vectores y
la matriz se deben distribuir en bloques de filas de tamagio g

= n/nproc (siendo nproc
el nimero de EPs). Por tanto, cada EP almacena g datos de los vectores ¢ y b, y

n

mproc X T elementos de la matriz A (si ésta fuera una matriz densa).

Teniendo en cuenta
que la matriz A es dispersa, en las memorias sélo almacenan los datos distintos de cero,

utilizando una estructura de almacenamiento similar a la presentada en la figura 7.15.

Con esta distribucién inicial de datos y los requisitos de comunicaciones explicados,

el proceso paralelo a realizar por un EP genérico z es el siguiente:

do t=0,n-2,1
par
comunicar bt
do j=0,9-1,1
n_ele=Columna ;x4 .n_ele
A=Columnaj4sxs) — punt
do 1=0,n_ele-1,1
CAi.fila = €4, fila + Aivalor x b
enddo
enddo
endpar
enddo
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do 3=0,9-1,1
n_ele=Columna;gx(n-1))-n-ele
A=Columna(j+'gx(n_1)) — punt
do i=0,n_ele-1,1
Cay.fila = Ca; fila + Aivalor x b7
enddo
enddo

En este algoritmo, b’ representa el subvector b comunicado en el instante ¢ (para el
EP° es el bloque 0, para el EP! es el 1 y asi sucesivamente). En la siguiente iteracién
en t, el EP® comunicard el subvector 1, el EP! el subvector 2, etc., es decir, es una

comunicacién como la explicada en la seccién 7.2.

7.4.1 Unidad de Control

Teniendo en cuenta el esquema del algoritmo paralelo del que se parte (tabla 7.1), el
desarrollo hardware debe tener dos estados de funcionamiento: E_Sp y E_Cl. Asimismo,
es necesario un estado E_Inicial en el cual se cargan los datos iniciales segiin el analisis

realizado utilizando la metodologia. '

En el estado E_Sp, y en una iteracién £, todos los FPs deben comunicar su subvector
b a uno de sus vecinos y realizar un calculo submatriz-subvector. Antes de que comience
la iteracion t + 1, los nuevos elementos del vector b estdn almacenados en memoria
dispuestos para su utilizacién en un nuevo producto submatriz-subvector. En el estado
E_Cl, todos los E Ps realizan el cilculo final utilizando los datos del subvector recibidos

en la iteracién t = n — 2.

7.4.2 Elemento de proceso

El sistema hardware a desarrollar estd formado por cuatro EPs, ya que por problemas
fisicos, si la matriz A es muy grande no se puede disponer de n elementos. Cada EP
consta de la unidad de proceso y de la unidad de comunicacién. La unidad de proceso

estd formada por: un multiplicador y un sumador (figura 7.17). El multiplicador se
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utiliza para realizar los cdlculos parciales que a continuacién se afaden, mediante el

sumador, al vector c.

c b A

iy

UNIDAD
DE
PROCESO

Figura 7.17: Unidad de proceso

La unidad de comunicacién se encarga de realizar las comunicaciones de los ele-
mentos del subvector b entre EPs vecinos (almacendndolos en las memorias de entra-
da/salida). Por otro lado, hay que almacenar los datos del subvector ¢ (g elementos por
EP) y de la submatriz A en memorias internas que corresponden con la memoria de
proceso. El almacenamiento de la submatriz A se debe realizar teniendo en cuenta que
no s6lo hay que guardar el dato, sino que ademas hay que guardar su fila y columna.
Debido a esto, el almacenamiento de la submatriz va a consistir de tres memorias: una
memoria (Mcol) de tamafio » para almacenar el nimero de elementos que posee el EP
en cada columna y dos memorias (MA y Mfila) de tamafio np’zoc X n para almacenar los
datos y las filas respectivamente (en la figura 7.18 se muestran las memorias comentadas

para el EP°, si la matriz es la de la figura 7.15).

W O]t it

W= A Nf= oo
e le]o|=|oi-lo

Mcol .

MA Mfila

Figura 7.18: Ejemplo de datos almacenados en las memorias del EP°
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(*Estado E_Inicial*)
Epmuxc + 0;Emuxp « 0
W Ry <+ SET
WRy. + SET
WRpa — SET
W Rpfeot — SET
WRMfz‘la «— SET
do ep=0,3,1
do dir=0,n-1,1
Mc[dir] « MUXC
Mb(dir] + MUXB
Mcol[dir] « ...
enddo
do dir=0,gxn-1,1
MA[dir] « ...
Mfila[dir] « ...
enddo
enddo
Epyuxc + 1
Eyuxp 1
WRBp +— RESET
WRp. + RESET
WRaxa <+ RESET
W Rt < RESET
W Rpsgita +— RESET

(*Estado E_Sp*)
doall ep=0,3,1
inicial=0
do t=0,n-2,1
do j=0,g-1,1
n_ele=Mcol[j+gxt]
do dir=inicial,inicial4+n_ele-1,1
fila=Mfila[dir]
res=MULTI(MA[dir],Mb{j])
WRM: + SET
Mcffila] +— SUM (Mc][fila],res)
WRp. +— RESET
enddo
inicial=inicial4+n_ele
WRuy < SET
Mb[j] « MUXB;W R, < RESET
enddo
enddo
enddoall

Tabla 7.11: Descripcién RTL de la multiplicacién matriz-vector dispersa

(*Estado E_CI¥)
doall ep=0,3,1
do j=0,g-1,1
n_ele=Mcol[j+gX (n-1)]
do dir=inicial,inicial4+n _ele-1,1
fila=Mfila[dir]
res=MULTI(MA[dir],Mb][j])
WRp. + SET
Mclfila] <- SUM(Mc][fila],res)
WRp. +— RESET
enddo
enddo
enddoall
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7.4.3 Esquema final

El sistema completo se puede observar én la figura 7.19, en el que se han afiadido

los multiplexores y registros intermedios para seleccionar los datos adecuados en cada

estado.

Una vez establecidas las distintas unidades hardware que ejecutan el algoritmo pa-
ralelo, hay que desarrollar la unidad de control. En el estado E_Inicial se deben generar
las sefiales necesarias para almacenar los datos de la matriz A (asf como su fila y co-
lumnas) y de los vectores b y ¢ en las memorias de proceso de cada EP. Para ello, esta
unidad tiene que direccionar las memorias asociadas a estos elementos, en un orden
determinado; y debe generar las sefiales de escritura necesarias. En el estado E_Sp, y
para cada iteracién ¢ (que puede ser establecida por €l reloj del sistema o por una sefal
obtenida a partir de este), se debe producir la comunicacién de los datos de cada EP a
uno de sus vecinos, lo que constituye el paso de comunicacién solapada y el calculo de
la submatriz por el subvector en cada EP (fase de célculo solapado). En este estado se
produce un solapamiento total, ya que una vez ha finalizado el cidlculo con un elemento
del subvector b (almacenado en Mb), se sobreescribe el nuevo dato desde un vecino.
En este estado, la unidad de control debe proveer las sefiales de lectura, escritura y el
direccionamiento de las memorias. Por 1iltimo, en el estado E_CI se realiza el mismo
proceso que en el estado anterior, exceptuando el paso de comunicacién que ya no es
necesario. En la tabla 7.11 se presenta la descripcién RTL de los tres estados, de un

posible autémata de control para este ejemplo.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

8.1 Conclusiones

Un objetivo fundamental de la paralelizacién de algoritmos secuenciales es la distribu-
cién eficiente de datos en los procesadores de la arquitectura paralela. Esta distribucién
define las operaciones a realizar por parte de los procesadores de la miquina paralela.
Asimismo, la distribucién de datos es fuertemente dependiente de las relaciones exis-
tentes entre los elementos del conjunto dimensionado a distribuir. Fstas relaciones,
también llamadas dependencias de datos, indican no sélo dénde almacenar los datos

sino la necesidad de comunicaciones entre procesadores.

Ante este panorama, la existencia de herramientas de ayuda a la programacién pa-
ralela, desde el punto de vista de la distribucién de datos, no sélo es 1til sino que
es necesaria. Estas herramientas, mis que hacer el trabajo de forma automatica (in-
dependiente del programador), deben ofrecer alternativas o ideas de cémo hacer la
distribucién. Por otro lado, la ditribucién automética es una tarea bastante compleja
ya que ésta siempre depende del tipo de problema al que nos enfrentemos. Segiin esto,
la experiencia adquirida por los programadores en el desarrollo de su trabajo es basica
a la hora de distribuir los datos, si se quieren conseguir unos resultados que hagan que

la utilizacién de arquitecturas paralelas merezca la pena.

El primer requisito que debe cumplir una herramienta de ayuda a la programacion
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es que sea grafica. El programador necesita “ver” dénde deben ser utilizados los datos
a lo largo del cédigo. Desde nuestro punto de vista, el uso del “color” para indicar
las relaciones entre los datos es fundamental. Si observamos un grafico en el que
ciertos datos estdn marcados con un mismo “color”, intuitivamente podemos suponer
que tienen algin tipo de relacién. Otro requisito importante de estas herramientas es
que sea aplicable a cualquier tipo de algoritmos. En este caso, cualquiera que sean las

dependencias entre los datos deben ser representables de forma sencilla.

Con el objetivo de resolver el problema de la distribucién de datos, de forma, que
el usuario programador pueda analizar visualmente dénde se deben almacenar inicial-
mente los datos y cémo deben ser comunicados posteriormente, se ha desarrollado una
herramienta de distribucién de datos y comunicaciones. Esta herramienta constituye el
nicleo de la metodologia que aplicamos a los algoritmos numéricos. La paralelizacién
de estos algoritmos incluye, no sélo la distribucién inicial de datos, sino que gracias a
esta distribucién nos ayuda a solapar las comunicaciones con los célculos, ocultando

asi la latencia producida al comunicar.

La metodologia desarrollada consta de tres pasos:

o Andlisis del algoritmo secuencial construyendo el grafo de dependencias modifi-
cado (GDM).

o Distribucidon inicial de datos en base al GDM.

e Establecimiento de las comunicaciones (redistribucién de datos) en base al GDM.
Las ventajas de nuestra metodologia son:

1. Presenta una forma sencilla de descubrir el paralelismo de las aplicaciones numéri-
cas tanto si existen dependencias uniformes como no uniformes. Para ello se cons-
truye un grafo de dependencias (GDM) que tiene las siguientes caracteristicas:

e Existe un grafo por cada dependencia existente en el cédigo.
o Es independiente del niimero de bucles que encierran a la dependencia.

o Tiene forma planar, con tantas filas como bucles encierran a la dependencia

y tantas columnas como posibles valores tengan los indices de estos bucles.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2004



Conclusiones y trabajo futuro 203

¢ Permite descubrir el méximo paralelismo de forma visual, asignando pesos

a los arcos.

¢ Cada hiperarco (conjunto de arcos) del grafo presenta dos pesos: “color” y
“orden”. El “color” asocia a todos los datos que deben almacenarse en la
misma memoria por ser dependientes entre ellos. El “orden” indica qué dato

de un mismo “color” debe actualizarse antes que otro.

e Cada “color” corresponde con un procesador. Si en la arquitectura paralela
existen menos procesadores que colores en el grafo, se debe redistribuir la
informacién tratando de evitar las comunicaciones y asegurando el mejor

balanceo posible.

e Los datos relacionados con arcos de distinto “color” se pueden actualizar en
paralelo. Datos relacionados con arcos del mismo “color” se deben realizar
secuencialmente segin el “orden” del arco. En cualquier caso, si existen
arcos con el mismo “color” y “orden”, los datos asociados no dependen

entre ellos (dependen de un tercer dato), por lo que pueden actualizarse a la

Vez.

® Representa cualquier tipo de relacién entre los datos (dependencias unifor-

~mes y no uniformes).

o Representa las posibles comunicaciones de datos existentes en el codigo.
La comunicacién siempre se realiza desde el procesador que tiene el dato a

modificar hacia el procesador que tiene los datos necesarios.

e No es una herramienta automatica de distribucién de datos, sino que es un
herramienta de ayuda a la distribucién de datos. Informa al programador
cémo debe distribuir los datos para asegurar un nimero minimo de comu-
nicaciones. De esta forma, la distribucién inicial se hace colocando aquellos
elementos dependientes en la misma memoria. Si, posteriormente existe de-
pendencia entre elementos que no estdn en la misma memoria, debe haber
comunicacién de datos. La herramienta indica de qué procesador debe partir

el dato y a qué procesador debe llegar.

2. Permite ahorrar tiempo de disefio de los algoritmos paralelos. Por un lado, el

programador no necesita utilizar herramientas como el espacio de iteraciones y
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la representacién de las dependencias sobre este espacio (representacién limitada
2 un cierto nimero de bucles). El GDM informa directamente al programador
de la distribucién de datos que asegura paralelismo méximo. Por otro lado, los
algoritmos paralelos disefiados tienen la forma indicada en la tabla 2.1. La etapa
de calculo en estos algoritmos es la que se realiza en el algoritmo secuencial pero
sobre un subconjunto de datos (cada procesador trabaja con su subconjunto). La
etapa de comunicacién depende de las dependencias existentes en el algoritmo o
bien de la redistribucién hecha para evitar replicaciones de datos. En este dltimo

caso, el programador decide no utilizar la distribucién de datos indicada por el

GDM.

Permite el solapamiento de comunicaciones y cilculos. El programador puede
ver dénde distribuir inicialmente los datos y cémo se van a comunicar entre los
distintos procesadores. El programador sabe que la primera actualizacién de
los datos no necesita comunicaciones. Segiin esto, antes de hacer las siguientes
actualizaciones (que pueden significar comunicaciones segin indique el GDM)
se pueden comunicar los datos necesarios a la misma vez que se hace el primer

célculo. Estas comunicaciones pueden ser punto a punto o broadcast.

Permite emplear la metodologia para disefiar algoritmos paralelos en hardware
o bien implementarlos en una méquina paralela. Esto es, la metodologia de

especificacién es independiente de la metodologia de implementacion.

Nosotros hemos aplicado nuestra metodologfa a los problemas tipicos del algebra
lineal tanto densa como dispersa con el objetivo de demostrar que es aplicable a
los benchmarks tipicos y comparable a los resultados obtenidos por otros autores.
Asimismo, hemos obtenido la descripcién del hardware ad-hoc para FPGAs, mos-

trando unos resultados de velocidad y de ocupacién del silicio bastante buenos.

Por otro lado hemos aplicado la metodologfa a problemas de la Ingenierfa de

Telecomunicacién como son:

o Disefio de estructuras microtiras, mostrando una mejora significativa del
rendimiento del algoritmo paralelo frente a la ejecucién secuencial, lo cual

ha sido de especial utilidad para el grupo de Ingenierfa de Comunicaciones
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de nuestra Universidad, ya que les ha permitido evaluar sus estudios sobre
disefio de antenas, filtros, etc.

¢ Estudio y mejora del algoritmo de simulacién de Ia respuesta impulsional
de un sistema de transmisién infrarrojo difuso que ha sido de utilidad para
nuestro propio grupo de investigacién (proyecto de investigacién TIC98-
C02-02-1115) asi como para el Grupo de Tecnologia Foténica de nuestra
Universidad y el de la Universidad Politécnica de Madrid.

8.2 Trabajo futuro

Utilizando como niicleo la herramienta de distribucién de datos y comunicaciones que-

remos dirigir nuestros futuros esfuerzos en los siguientes puntos:

¢ Agrupar la informacién obtenida para cada dependencia de forma que la herra-
mienta pueda proveer al programador de una informacion completa de cémo se
relacionan las distintas dependencias entre si. Hasta ahora, el programador utiliza
la distribucién de datos indicada por el GDM , de la dependencia més restricti-
va. Una mejora futura estd en que la herramienta estudie los GDMs generados

descargando al programador de esta tarea.

* Andlisis de la replicacién de datos en memoria de forma automitica, La herra-
mienta debe redistribuir los datos para evitar esta replicacién, pero debe decidir

qué parémetro desea optimizar (comunicaciones o balanceo de la carga).

¢ Presentacién del movimiento de los datos sobre el conjunto dimensionado respecto

a todas las dependencias (no particular para cada dependencia como hasta ahora).

® Desarrollar una herramienta completa y simple utilizable a través de una interfaz
WEB que permita desarrollar programas paralelos de forma cooperativa y que

tenga todas las caracteristicas anteriores.

‘® Aplicar nuestra metodologfa a LANs inaldmbricas estudiando un modelo de comu-
nicacién més completo desarrollando el estudio de pardmetros que puedan influir
en el solapamiento de los célculos y las comunicaciones. Ademds es interesante

estudiar nuevos tipos de algoritmos paralelos.
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Arco del GDM que une los vértices Vz . v Vii1mser
Hiperarco del GDM sobre el que se proyecta el punto
pdel EI(I,n).

Hiperarco del GDM, con pesos color y orden, sobre el
que se proyecta el punto p'del EI(],n).

Peso del hiperarco del GDM.

Nimero de elementos del conjunto dimensionado entre
dos secuencias iguales de vectores de desplazamiento.

Vector de desplazamientos.

Enable del multiplexor indicado.

Espacio de iteraciones n-dimensional.

Vector de valores finales.

Grafo de dependencias modificado.

Coordenadas del conjunto dimensionado M correspon-
diente a la iteracién I°.

Vector de indices del EI(I,n).

Vector de indices del EI(I,n - 1).

Iteracién del algoritmo correspondiente al punto 7 del
EI(I,n).

Vector de incrementos.

Vector de valores iniciales.

Elemento del conjunto dimensionado M correspondien-
te a las coordenadas 7?.

Bucle mdas externo que indexa al conjunto

dimensionado.
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