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INTRODUCCION

Desde un punto de vista histérico, el concepto de convexidad surge ha-
cia la mitad de los afios treinta cuando Clarkson [24] definié los espacios

uniformemente convexos (UC) como aquellos espacios que verifican:
Ve>0,30>0,sillz|| <1lyllyll<lcon|lz—y||>e=|lz+yl <201 -90)

Esta definicion se corresponde con la idea de que la bola unidad sea suficien-
temente “redonda”, hecho que no es estable al pasar a una norma equivalente.

El hecho de que la convexidad uniforme implique la reflexividad, hace
que los espacios uniformemente convexos tomen una mayor relevancia en
la literatura matemdtica (una propiedad geométrica, como es que la bola
unidad sea suficientemente redonda implica una propiedad topoldgica como
es la reflexividad). La demostracién de este hecho se debe a J.Pettis [66] y a
D.P.Milman [62], independientemente.

En 1941, Smulyan [72] introdujo la nocién de espacio uniformemente liso
(US) y prueba que son, precisamente, los duales de los espacios uniforme-

mente convexos. Mas concretamente, se tiene el siguiente resultado
EesUC & E esUS

FesUS & E*esUC

Por las mismas fechas, M.M.Day [28] define el médulo de convexidad

como la funcién p, : [0,2] — [0,1] dada por

) T+
pp(e) = inf{l — w 12,y € Sg,|jz —y|| > ¢}

Este modulo permite caracterizar a los espacios UC como aquéllos que

satisfacen que dg(e) > 0 si e > 0.
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Lindenstrauss [59] por su parte, define el médulo de lisura como la funcién
fe :{0,1] — [0,1] definida por

1
fe(e) = §sup{||3: +eyll+ |z —eyl| = 2: 2,y € Sg}

y este modulo permite caracterizar a los espacios US a través de la equiva-

lencia
EesUS o limP2E _ g

e—0 €
En el mismo trabajo, Lindenstrauss obtiene unas férmulas sorprendentes

que relacionan los médulos de convexidad y lisura a través de las siguientes

igualdades:

te
pe(t) = sup {‘2—515*(6)}
0<e<L2

pr-(t) = sup {=d5(c))
0<e<2 2

A comienzos de los anos ochenta habian surgido otras formas de medir
conjuntos acotados en espacios de Banach ademds de la clasica de didmetro,
como eran las medidas de no compacidad. Basados en la observacién de que
el médulo de convexidad uniforme g se traduce en términos de diametro de

la forma siguiente
dp(€) = inf{l — dist(6, X) : X C Bg, X = Conv X, diam(X) > €}

donde C'onv X denota la clausura convexa cerrada de X, Goebel y Sekowski

[41] proponen la natural generalizacién del médulo de convexidad uniforme

de la siguiente manera:
Ap(e) = inf{l — dist(6,X): X C Bg, X = Conv X, a(X) > €}

donde « denota la medida de no compacidad de Kuratowski, apareciendo el

modulo de convexidad no compacto y, por medio de este médulo, los espacios

A-uniformemente convexos.
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Anteriormente, Huff [46] habia introducido los espacios casi uniforme-
mente convexos (NUC) y prueba que E es NUC si v sélo si E es reflexivo
y verifica que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que si (z,) C Bg converge
débilmente a z y si inf{||z, — zn|| : n # m} > ¢ entonces ||z|| < 1 — 6.
Esta condicién es conocida con el nombre de que la norma sea uniformemente
Kadec-Klee (UKK).

En 1987, Rolewicz [68] prueba que los espacios NUC y los A-uniformemente
convexos son los mismos espacios. Por la misma época, Montesinos [64] intro-
duce los espacios localmente casi uniformemente convexos (LNUC), aunque
sin utilizar esta denominacién, haciendo uso de la medida de Kuratowski de
slices.

A comienzos de los noventa, Banas [7] da una caracterizacién de los es-
pacios NUC en términos de slices medidos por medio de la medida de no
compacidad de Hausdorff, que por ser la distancia de Hausdorff a la familia
de los conjuntos relativamente compactos es la medida de no convexidad por
excelencia. Ademads unifica y sistematiza los conceptos relacionados con la
convexidad no compacta. Asimismo, con el uso de slices duales, introduce
los llamados espacios casi uniformemente lisos (NUS) y obtiene una caracte-

rizacion, homéloga al caso clésico, de la forma siguiente:
Ees NUC & E* es NUS

En el mismo trabajo se prueba que el cldsico espacio ¢y es NUS y este
hecho rompe con la lisura cldsica ya que los espacios uniformemente lisos son
reflexivos. |

Recientemente, en [23], se hace un estudio andlogo al realizado por Ba-
nas, pero utilizando la medida de débil no compacidd de De Blasi. En este
caso, se prueba que los espacios uniformemente convexos y los localmente
uniformemente convexos introducidos por esta medida de débil no compaci-

dad coinciden con los espacios reflexivos.
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En la presente memoria se utilizan las cantidades conjuntistas que son
una generalizacion natural de las medidas de no compacidad y que tienen co-
mo mejores representantes a la distancia de Hausdorff a una familia relevante
de conjuntos acotados en un espacio de Banach y se analizan la convexidad

y lisura que inducen y su relacién con la teoria de operadores.

En primer lugar, y antes de empezar la tesis propiamente dicha, se expo-
nen los preliminares del objeto estudio de esta tesis por medio de la distancia

de Hausdorff y de las cantidades conjuntistas en sentido general.

En el primer capitulo se dan en primer lugar las definiciones de espacios ji-
UG, u-LUCy p-SC, siendo p una cantidad conjuntista general. Se prueba que
en caso de que la cantidad conjuntista contenga en su nicleo a los conjuntos
con un unico elemento, estas clases contienen a sus homélogas inducidas por
las medidas de no compacidad de Hausdorff, digase NUC, LNUC y NSC.

En la segunda seccién se plantea las condiciones que ha de verificar la
cantidad conjuntista ; para que la familia de los u-LUC esté contenida en
la clase de los reflexivos. Esta condicién se traduce en el hecho de que la
cantidad conjuntista sea cantoriana. Esta seccién finaliza con una aplicacién

‘a la teoria de puntos expuestos y fuertemente expuestos, obteniéndose una
generalizacion de un resultado debido a Kutzarova [56].

En la siguiente seccién se prueba un resultado relacionado con la teoria de
la renormacién y que afirma que todo espacio §-LUC, donde £ es la medida
de no compacidad débil de De Blasi admite una norma equivalente que lo
hace LNUC. Este resultado es la versién no compacta de un reciente resultado
de Moltd, Orihuela, Troyanski y Valdivia [63] que afirma que todo espacio
débilmente localmente uniformemente convexo (WLUR) admite una norma

equivalente localmente uniformemente convexa (LUR).
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En la seccién cuarta se hace un estudio sobre las implicaciones contrarias a
la cadena u—UC = p—LUC = pu—SC'y, entre otras cosas, se prueba que si
la cantidad conjuntista es cantoriana y se anula en los conjuntos unipuntuales
no tiene por qué verificarse la implicacién contraria a p — LUC = p — SC.

En la seccién quinta se introduce el médulo de p-convexidad como
W, 0 [0, u(Bg)] = R* y se prueba que un espacio es u-UC si y sélo si este
médulo verifica que W,(e¢) > 0 si € > 0, generalizdndose asi un resultado
obtenido por Rolewicz [69]. Asimismo se prueba que el médulo de conve-
xidad de De Blasi se anula en espacios cldsicos como son ¢y, 1!, L'(0,1) v
el espacio J de James. Finalmente se da una estimacién para el coeficiente
de convexidad de Kuratowski, & (J) (cuyo valor, hasta lo que podemos sa-
ber, es desconocido), de la forma & (.7) > /2 asi como para la constante de
Kottman K(J) 1.

En la seccion sexta, hacemos uso de la uS-propiedad como generalizacién
de la B-propiedad de Rolewicz [69] y demostramos un teorema que relaciona
los espacios p-UC con la puB-propiedad.

En la seccién séptima se introduce el concepto de u-lisura y se obtiene
una relacién entre p-lisura del dual y u-convexidad del espacio.

En la octava y dltima seccién del primer capitulo se introduce la p-lisura
y se relaciona con algunos aspectos que aparecen en la geometria de espacios
de Banach como son la diferencial de Gateaux y la norma fuertemente sub-

diferenciable.

En el segundo capitulo se comienza con la definicién de la u-variacién
asociada a un operador y se prueban un conjunto de propiedades que verifica
la p-variacién de un operador.

En la segunda seccién se generaliza la propiedad de aproximacién que es

Decir que el valor de esta constante ha sido obtenido recientemente en un articulo de
Prus [54]
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un concepto fundamental en el Analisis Funcional, utilizando las cantidades
conjuntistas y obteniendo una generalizacion de un resultado obtenido por
Astala y Tilly para los operadores compactos y débilmente compactos [4].

En la tercera seccién se introduce los operadores p-tauberianos como una.
generalizacién de los operadores tauberianos clésicos. Se prueba que estos
operadores son invariantes por perturbaciones débilmente compactas y se
prueba que si T : E — F es un operador u-tauberiano su niicleo Ker T es
u-UC, resultado que generaliza el ya conocido en el caso de los clisicos ope-
radores tauberianos de que su niticleo es reflexivo. Asimismo se prueba que
s1 4 es una cantidad conjuntista cantoriana, entonces no existe ningun ope-
rador p-tauberiano de [* en ¢, como ocurre con los operadores tauberianos
cldsicos.

En la seccidén cuarta se estudia fundamentalmente las condiciones minimas

necesarias para que se pueda obtener un teorema de Tacon relacionado con

potencias de operadores.

En el tercer y wltimo capitulo y en una tnica seccién, se empieza probando
que los conjuntos condicionalmente débilmente compactos constituyen una
familia de subconjuntos acotados que es cerrada para la topologia inducida
por la distancia de Hausdorff y, consecuentemente, podemos considerar la
cantidad conjuntista dada por la distancia de Hausdorff a esta familia de
conjuntos. Se prueba que los u-LUC generados por esta cantidad conjuntista
no tienen por qué ser reflexivos, rompiendo con las teorias estudiadas hasta
la fecha y que estdn relacionadas con la medida de no compacidad de Haus-
dorff y la medida de no compacidad débil de De Blasi . El resultado més
relevante en este capitulo es que los 4-UC y u-LUC espacios generados, sien-
do u la distancia de Hausdorff a los conjuntos condicionalmente débilmente

compactos , coinciden con la clase de los espacios que no contienen copias de
It '
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PRELIMINARES

En este capitulo daremos las notaciones, definiciones y resultados basicos que

usaremos a lo largo de esta memoria.

0.1 DISTANCIA DE HAUSDORFF

Sea E un espacio de Banach real con norma ||.||. Indicaremos por Bj
y Sk la bola unidad cerrada y la esfera unidad de E, respectivamente. Por
Py(E) denotamos la familia de los subconjuntos acotados y no vacios de E.

Paraz € E, C C E 'y e > 0, escribimos:
d(z,C) =inf{|lz — y||,y € C}, B(C,e) ={z € E,d(z,C) < ¢}

Notar que B(C,¢) = C + eBj.
Denotaremos por Conwv C la clausura (o envolvente) convexa cerrada del
conjunto C' v por C la clausura topoldgica de C.

Para C, D € P,(E), se define la distancia no simétrica de Hausdorff como
H'(C,D)=inf{e>0:C C B(D,e)} =inf{e>0:C C D + eBg}

Por H(C, D) se denota la distancia de Hausdorff entre C' y D definida
como H(C, D) = maz{H'(C, D), H'(D,C)}.
Si denotamos por Py (E) la subfamilia de P,(F) formada por los subcon-

juntos no vacios, acotados y cerrados de E, se puede probar que la funcién

7
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H es una métrica en P.(E) [12].

Sea N una subfamilia no vacia de P,(E) y consideremos las dos funciones

siguientes:
H) : Py(E) — R definida por Hy/(C) = inf{H'(C,P): P € N'}
Hy : Py(E) — R definida por Hy(C) = inf{H(C,P): P € N'}
La funciéon Hy fue considerada en [12] en un espacio métrico comple-

to S. El principal resultado obtenido en dicho articulo viene dado por la

proposicion siguiente.

0.1.1 Proposicion

Sea A una subfamilia no vacia de P,(S) que satisface la condicién de que
(0.1) MeNybd£PCM=PecN

Entonces, para cualquier C' € P,(S) se tiene que Hy(C) = Hu (C).
Ademds, si NV satisface la condicién de que P,M € N = PUM € N,

entonces se tiene que
Hy(CU D) =maz{Hy(C), Hv(D)}

para C, D € Py(S)
En caso de que se trate de un espacio de Banach E, en [48, Teorema 1.1.2]
se prueban, ademds, algunas propiedades adicionales de la funcién H, . Estas

propiedades quedan resumidas en el siguiente teorema.

0.1.2 Teorema

Sea A una subfamilia no vacia de P,(E) que satisface la condicién (0.1)

anterior.
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1. Si NV satisface la condicién A € R, P € N = AP € N entonces
Hy(\P) = |\ Hy(P) ‘

2. Si NV satisface la condicién de que P, M € N' = P + M € N entonces
Hy (P + M) < Hy(P) + Hy (M)

3. Si V es cerrado por clausuras convexas cerradas, mas concretamente,
si M verifica la condicién de que si P € N entonces Conv P € N , se
tiene que Hy(Conv P) = Hy (P)

A continuacién damos algunos ejemplos.

1. Sea A la familia de los subconjuntos no vacios y relativamente com-
pactos de E. Entonces Hy coincide con la medida de no compacidad
de Hausdorff [9)

2. Sea N la familia de los subconjuntos no vacios y relativamente débilmente
compactos de E. Entonces Hy coincide con la medida de no compaci-
dad débil de De Blasi [30]

3. Si M = {{0}} entonces Hy coincide con la norma, es decir,

Hy(C) = [|Cll = sup{|lz]| : = € C}

0.2 CANTIDADES CONJUNTISTAS

Comenzamos introduciendo la nocién de cantidad conjuntista que gene-

raliza el concepto de medida de no compacidad y que ya aparece en [13, 70].

0.2.1 Definiciéon

Una cantidad conjuntista 4 en un espacio de Banach E es una aplicacién
p: Py(E) — [0, 00) que satisface las siguientes condiciones, cualesquiera que

sean los conjuntos C, D € P,(E) y cualquiera que sea el escalar A € R :

9
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L. p(CU D) =maz{u(C), u(D)}
H(AC) = |Au(C)

3. w(C + D) < u(C) + pu(D)

4. w(Conv C) = p(C)

En la proposicién siguiente, se dan algunas de las propiedades que verifica

cualquier cantidad conjuntista [70, Proposicién 1.1.5].

0.2.2 Proposicién

Sea 4 una cantidad conjuntista en un espacio de Banach E.

Si C,D € Py(E) y r > 0, entonces se verifican las siguientes propiedades:

#({0}) =0
u(B(C,r)) < u(C) +ru(Bg)
C C D= p(C) < pu(D)

n(C) = u(C)
w( J AC) =ru(C)

14(C) — w(D)| < u(Bg)H(C, D)

7. p es uniformemente continua en P,(E) con respecto a la distancia de Hausdorff

A e

0.2.3 Definicién

Sea p una cantidad conjuntista en un espacio de Banach E. Definimos el

nicleo de la cantidad x4 y lo indicamos como Ker p, como el conjunto
Ker p={C € P,(F) : u(C) = 0}.

10
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0.2.4 Proposicién [70, Proposicién 1.1.7]

Sea p una cantidad conjuntista en un espacio de Banach E. Entonces, su

nicleo Ker p cumple las siguientes propiedades:

1.

2.

6.

7.

Ker u+#0

PMeKerps PEOM#ADy PUM € Ker u
AeER, PeKer u= AP € Ker p
PMcKeryu=P+MEe Ker

Pe Ker u= Conv P € Ker u

Ker p es cerrado en la topologfa generada por la distancia H en P,(F)

Ker p# Py(E) < w(Bg) > 0

Si Ker p es la clase de los subconjuntos no vacios y relativamente com-

pactos de E, entonces se dice que y es una medida de no compacidad.

Si Ker p es la familia de los subconjuntos no vacios y relativamente

débilmente compactos de E, entonces decimos que p es una medida de no

compacidad débil.

El siguiente teorema que aparece en [70], y que serd muy importante para

el desarrollo posterior de este trabajo, nos da una técnica para construir

cantidades conjuntistas en un espacio de Banach .

0.2.5 Teorema [70, Teorema 1.1.8]

Sea N una subfamilia no vacia de P,(F) que satisface las condiciones 1 a 6

de la proposicién 0.2.4.

Entonces Hy verifica las siguientes propiedades:

11
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. Hjys es una cantidad conjuntista,
. Ker Hy =N

. N =P(E)& Hy(Bg) =0

. N # P(E) & Hy(Bg) =1

. Si p es otra cantidad conjuntista en E tal que Ker u = N, entonces
w(D) < p(Bg)Hy (D) para cada D € Py(E)

12
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Capitulo 1

CONVEXIDAD Y LISURA
INDUCIDAS POR UNA
CANTIDAD CONJUNTISTA

1.1 4~-CONVEXIDAD

En esta secci6n, estudiaremos la p-convexidad que sera una generaliza-
cion de la convexidad no compacta y de la convexidad no compacta débil
[7, 8, 9, 23]. Mds concretamente, con ayuda de una cantidad conjuntista p
definiremos los espacios p-uniformemente convexos (los cuales indicaremos
con la notacién u-UC) que generalizan a los ya conocidos en la literatura por
casi uniformemente convexos (NUC), los espacios p-localmente uniformemen-
te convexos (u-LUC) que generalizan a los localmente casi uniformemente
convexos (LNUC) y los p-estrictamente convexos (u-SC) que generalizan a
los casi estrictamente convexos (NSC) [7, 8, 9]. Asimismo, generalizan a
los espacios recientemente estudiados en [23] bajo el nombre de débilmente
casi uniformemente convexos (WNUC), débilmente localmente casi unifor-

memente convexos (WLNUC) y a los débilmente casi estrictamente convexos

13
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(WNSC).

A partir de este momento, supondremos que 4 es una cantidad conjuntista
definida en un espacio de Banach E.

1.1.1 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es p-uniformemente convexo y lo indi-

camos en la forma E es p-UC, si verifica que

li_ﬁ%sup{u(F(f, €): fE€SE}=0
donde F'(f,¢) ={z € Bg: f(z) > 1 —¢€}.

Observacién

a) Téngase en cuenta que si la cantidad  es la medida de no compacidad
de Hausdorff x, entonces la definicién anterior se corresponde con la definicién
de espacio casi uniformemente convexo NUC [8].

b) Si la cantidad p es la medida de no compacidad débil de De Blasi g,
la nocidén anterior se corresponde con la de espacio débilmente casi unifor-
memente convexo WNUC [23].

A continuacién, localizando la definicién 1.1.1, obtendremos los espacios
p-localmente uniformemente convexos u-LUC.

Concretamente, tenemos la siguiente definicién.

1.1.2 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es p-localmente uniformemente convexo

y lo indicamos en la forma p-LUC, si para cada f € Sg- se verifica que

lim pu(F(f,€)) = 0

A continuacién definimos los espacios p-estrictamente convexos.
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1.1.3 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es p-estrictamente convexo y lo indicamos
en la forma u-SC, si F(f,0) es un elemento de Ker u para cada f € Sg-
, siendo F'(f,0) # 0. Equivalentemente, E es u-SC si u(F(f,0)) = 0; para
f € Sg- con F(f,0) # 0.

Notar que F(f,0) = () para algin f € Sg- si el espacio es no reflexivo, en

virtud del teorema de caracterizacién de la reflexividad de James [48].

Observacidn

Evidentemente, se tiene la cadena de implicaciones
p-UC = p-LUC = pu-SC

Una cuestién natural que se plantea es saber si las inversas de las impli-
caciones anteriores se verifican o no y en qué circunstancias lo hacen.

Como se sabe, en caso de que p sea la medida de no compacidad de Haus-
dorff , existen ejemplos de espacios que demuestran que dichas implicaciones
inversas no se verifican [7, 8, 9.

Y en caso de que p sea la medida de no compacidad débil de De Blasi
se prueba en [23] que las clases de los espacios p-UC y u-LUC coinciden con
la clase de los espacios reflexivos. Asimismo, en [23] se da un ejemplo de
espacio u-SC que no es reflexivo. Con estos dos ejemplos, podemos deducir
que la verificacién o no de las implicaciones inversas de la cadena anterior

depende de la cantidad conjuntista f.

Otro ejemplo a tener en cuenta es que si u es la cantidad conjuntista que
aparece en el ejemplo 3 posterior al teorema 0.1.2, es decir ||C|| = sup{]|z|| :
x € C} para cualquier C € P,(E), entonces no existe ningun espacio de
Banach (salvo el caso trivial en que E = {0}) que sea u-SC. Y esto es asi

porque, por un resultado debido a Bishop-Phelps [16], el conjunto de funcio-
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nales f € Sg- tales que F'(f,0) # 0 es denso en la esfera unidad de E* v, en
consecuencia, p(F(f,0)) > 0 para todos estos f € Sg. . Por lo tanto, para
esta cantidad conjuntista , las clases de los espacios u-UC, p-LUC y u-SC

son vacias, salvo para el caso trivial en que E = {0}.

Pasemos ahora a estudiar cudndo estas clases contienen alguna clase re-
levante de espacios de Banach.

Si p es una cantidad conjuntista que se anula en una clase de espacios de
Banach, entonces dicha clase estd contenida en la de los u-UC y por lo tanto,
en la de los u-LUC y en la de los p-SC.

Existen cantidades conjuntistas que se anulan en clases relevantes de es-
pacios de Banach, como por ejemplo la medida de no compacidad débil de

De Blasi que se anula en la clase de los espacios reflexivos [23, 30].

Por otra parte, existen cantidades conjuntistas que no se anulan en espa-
cios de Banach infinito-dimensionales como es la medida de no compacidad
de Hausdorff , ya que en caso contrario la bola unidad cerrada seria compacta

Yy, por tanto, el espacio E finito dimensional.

1.1.4 Definicidon

Sean p y v dos cantidades conjuntistas en la clase de los espacios de Banach

Diremos que la cantidad v es menos fina que la p, si para cada espacio de
Banach E existe un nimero & > 0 para el cual se verifica que u(C) < k v(C)
para cualquier C € F,(F) (notar. que k£ depende de E).

Hay que tener en cuenta que si ;2 es una cantidad conjuntista , entonces,
por el teorema 0.2.5, la cantidad H Kerp €5 también una cantidad conjuntista
que verifica que u(C) < p(Bg)Hger ,(C) para cualquier C € Py(E). Por lo
tanto, H,r, es menos fina que p. '
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Seguidamente estudiaremos la relacién existente entre la v-convexidad v

la p-convexidad, siendo i y v dos cantidades conjuntistas con la condicién

de que v sea menos fina que p.

El siguiente resultado es evidente a partir de las definiciones precedentes.

1.1.5 Proposicién

Sean 4 y v dos cantidades conjuntistas tales que v es menos fina que u.

Entonces:

Ees v-UC = E es u-UC
E es v-LUC = E es pu-LUC
E es v-SC = E es u-SC

Por la relacién existente entre la cantidad conjuntista 1 v la cantidad

conjuntista asociada Hge,, ya mencionada con anterioridad, se obtienen los
siguientes corolarios.
1.1.6 Corolario

Sea p una cantidad conjuntista no trivial. Entonces:

Ees Hier, -UC = E es u-UC
E es Hger, -LUC = E es p-LUC

Para el caso de los espacios ;-SC se obtiene un resultado més fuerte que
el de la proposicién 1.1.5 para las cantidades conjuntistas u y H Kerp - Mas

concretamente, se tiene el siguiente resultado.

1.1.7 Corolario

Ees y-SC & E es Hyer, -SC
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Demostracion.

Es evidente que si E es Hgery -SC entonces E es u-SC, sin més que tener en
cuenta que Hg,,, es menos fina que p v la proposicién 1.1.5.

Por lo tanto, sélo hay que demostrar que si el espacio E es u-SC, entonces
también es Hper, -SC. En efecto; sea f € Sg- siendo F(f,0) # . Como E
es p-SC, resulta que u(F(f,0)) = 0y por tanto, F(f,0) € Ker u. Luego
Hyer (F(f,0)) =0y, en consecuencia, E es Hg,, -SC.

Una cuestién natural es preguntarse si las implicaciones inversas en la
proposicion 1.1.5 se verifican o no. |
Esta cuestién se contesta negativamente en base al trabajo [23]. En este
trabajo se prueba que existen espacios WNUC, WLNUC y WNSC, o de
forma equivalente, espacios 5-UC, 8-LUC y §-SC, donde 3 es la medida de
no compacidad débil de De Blasi , que no son NUC, LNUC ni NSC o, de
forma equivalente, que no son x-UC, x-LUC ni x-SC, respectivamente. Tener

en cuenta que S < x. Por lo tanto, concluimos con el siguiente teorema.

1.1.8 Teorema

Existen cantidades conjuntistas yu y v, con v menos fina que u y espacios de
Banach E, tales que estos espacios E son p-UC (respectivamente, u-LUC y
#-SC) que no son v-UC (respectivamente, »-LUC ni v-SC).

Otra cuestién, un poco mas delicada que la anterior, es saber si las impli-
caclones inversas en el corolario 1.1.6 se verifican o no. M4s concretamente,
saber si existe una cantidad conjuntista 1 y un espacio de Banach E tal que
E sea p-UC (respectivamente, y-LUC) y que no sea Hge,, -UC (respectiva-
mente, Hy,,, -LUC).
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Por otra parte, un gran nimero de las cantidades conjuntistas [ que se
utilizan tienen como propiedad que los conjuntos unipuntuales pertenecen al
nucleo de la misma. En consecuencia, por la proposicién 0.2.4, como dicho
nucleo es cerrado en la topologia generada por la distancia de Hausdorff, v
como para cualquier conjunto relativamente compacto K y para € > 0,

K c |J B(zi,¢)
zeK
y por la propiedad de compacidad
KcC O B(xz;,€) = {z1,29,...,2,} +€Bg
i=1
resulta en consecuencia que, aplicando las propiedades de una cantidad con-
juntista , u(K) < € u(Bg). Y como esto es cierto para todo € > 0, re-
sultard que el nicleo de la cantidad p contendrd a los relativamente com-
pactos. Por lo tanto, si C € P(E) y x(C) = r siendo x la medida de
no compacidad de Hausdorff se tendrd que para € > 0 existe un conjun-
to F relativamente compacto tal que C C F + (r + ¢)Bg. Aplicando la
cantidad conjuntista x y teniendo en cuenta sus propiedades, resultard que
(C) < (r+€)u(Bg). Y como esto es valido para cualquier e > 0, resultars
finalmente que u(C) < x(C)u(Bg).

En consecuencia, tenemos la siguiente proposicién.

1.1.9 Proposicién

Si p es una cantidad conjuntista cuyo nicleo contiene a los conjuntos uni-
puntuales, entonces la medida de no compacidad de Hausdorff x es menos
fina que . En forma mads precisa, se verifica que u(C) < x(C)u(Bg) para
cualquier C € Py(FE).

Si p = x, entonces el espacio x-UC se expresa como NUC y se dice que

es casi uniformemente convexo.
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Si p = f, entonces el espacio §-UC se expresa como WNUC y se dice que
es débilmente casi uniformemente convexo.

Y de igual forma se define los restantes espacios “localmente” y “estric-
tamente”.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la proposicién 1.1.5, se tiene el siguiente
corolario.

1.1.10 Corolario

Sea u una cantidad conjuntista cuyo nicleo contiene a los conjuntos unipun-
tuales . Entonces:

E es NUC = E es p-UC
E es LNUC = E es p-LUC
E es NSC = E es u4-SC

Este corolario lo que nos viene a decir es que si la cantidad conjuntista se
anula en los conjuntos unipuntuales , entonces las clases de los espacios de

Banach p-UC, p-LUC y u-SC, contienen a las clases de los espacios NUC,
LNUC y NSC respectivamente.

1.2 p-CONVEXIDAD Y REFLEXIVIDAD

En los casos conocidos de x y 3, medidas de no compacidad de Hausdorff

y de no compacidad débil de De Blasi, respectivamente, se tiene los siguientes
resultados [9, 23, 63]:

Eesx —UC = Ees y — LUC = E es reflexivo
Eesf—UC & Ees §— LUC < E es reflexivo
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Nos planteamos a continuacién qué condicién ha de verificar la cantidad

conjuntista p para que la clase de los espacios u-LUC esté contenida en la

clase de los espacios reflexivos 1.

Veremos que una condicion suficiente para que esto ocurra es que la canti-

dad conjuntista 4 sea cantoriana. A continuacién definiremos este concepto.

1.2.1 Definicién

Una cantidad conjuntista u definida en un espacio de Banach E se dice que

es cantoriana si para cualquier sucesién decreciente (A,) de subconjuntos

no vacios de E, acotados y cerrados, tal que nlg& 1(A,) = 0 se verifica que

ﬂ An 7£ @
n=1

Notar que las cantidades x y 3 son cantorianas [11, 23].

El siguiente resultado prueba que si un espacio E es p-LUC y la cantidad

4 es cantoriana, entonces E es reflexivo.
Pero antes recordemos un resultado debido a James [48] que caracteriza

a los espacios reflexivos y que se usard para probar el resultado mencionado

anteriormente.

1.2.2 Teorema

Un espacio de Banach E es reflexivo si y sélo si para cada f € F* — {0} existe
un z € E — {0} tal que f(z) = || f|| - ||]].

Pasemos entonces a probar el teorema mencionado.

!Notar que esta seccién es parte del articulo [33]
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1.2.3 Teorema

Si p es una cantidad conjuntista cantoriana definida en un espacio de Banach
E y este espacio E es u-LUC, entonces E es reflexivo.

Demostracién.

Como E es p-LUC, dado un f € Sg- , se tiene que

lim w(F(£,) = 0

o de forma equivalente,

lim 4(F(f, ) = 0

n—00

Veamos que (F(f, 7—11)) es una sucesion decreciente de conjuntos no vacios,
acotados y cerrados.

Es evidente que F(f, +) # 0 para cadan € N ya que f € Sg- y F(F, 1) =
{z € Bp: f(z) 21~ ;}. Obviamente, F(1,1) > F(f, -+7) v ademas, los
conjuntos F(f, %) son, trivialmente, cerrados. Por tanto, como

limy w(F(, -)) =0

n-—00

y al ser p cantoriana, resultard que
= 1
n=1 n
Por otra parte, como

N F(f,;): {z e Bg: f(z) > 1~;, para todo n € N}

n=1

={z€Bg: f(z)=1}={z € Sg: f(z) =1} = F(f,0)

resultard que F(f,0) # ) y esto se ha probado para f € Sg. arbitrario.
En consecuencia, por el mencionado teorema de James, E es reflexivo, ya que
si f € E* — {0} entonces Wff_ll € Sg-, y, en consecuencia, F' (—L 0) # (). Esto

1f1
significa que existe z € Sy tal que HfL”(T) = 1= ||z| o, lo que es lo mismo,
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f(@) = 1If11- ).

Este resultado generaliza el obtenido por Montesinos [64, Theorem 3] que
afirma que todo espacio Yy — LUC es reflexivo. Asimismo, generaliza el re-

sultado obtenido en [23, Teorema 4.1.3] en el que se prueba que todo espacio
B — LUC es reflexivo.

Este teorema tiene como consecuencia la siguiente caracterizacién de re-
flexividad.

1.2.4 Corolario

E es un espacio de Banach reflexivo si y sélo si existe una cantidad conjun-
tista cantoriana definida sobre él que lo haga p-LUC.

Demostracion.
<) Es el teorema 1.2.3

=) Si E es un espacio reflexivo, entonces existe una cantidad conjuntista
cantoriana que es la medida de no compacidad débil de De Blasi que es nula

en P,(E) por ser E reflexivo y, en consecuencia, E es § — LUC.

Para finalizar esta seccion, planteamos las dos cuestiones siguientes:

1. jExiste una cantidad conjuntista que no sea cantoriana?

2. jExiste una cantidad conjuntista 4 y un espacio de Banach E de forma

que E sea p-LUC y sin embargo no sea reflexivo?

Notese que la segunda cuestién contiene a la primera.

Las respuestas a estas preguntas las dejaremos para un tratamiento posterior.

Finalizamos esta seccién con una aplicacién a la teoria de los puntos

expuestos y fuertemente expuestos.
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1.2.5 Puntos expuestos y fuertemente expuestos

Sea E un espacio de Banach , f € Sg. y ||f|| = 1. Decimos que z € Bg es un
punto expuesto de Bg por f si f(x) =1y las condiciones f(y) =1, y € By
implican que y = z. Decimos que z € By es un punto fuertemente expuesto
de Bg por F si z si es un punto expuesto y los didmetros de F(f,6) tienden
a cero cuando 6 — 0.

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que un punto

expuesto sea fuertemente expuesto.

Teorema 1 Sea E un u-LUC espacio siendo 1 una cantidad conjuntista que
satisface la condicion de Cantor. Entonces, todo punto expuesto de Bg es

fuertemente ezpuesto.

Demostracién. Sea f € Sg. y z un punto expuesto de Bg por f. Supongamos
que T no es un punto fuertemente expuesto de By por f. Esto significa
que exsite € > 0 tal que para todo n € N existe 6, > 0 con Op < % y
diam(F(f,6,)) > e. Consideremos los conjuntos Fy, = F(f,6,) — B(z,£).
Vamos a demostrar que F{ # @ parane N.

En efecto, puesto que diam(F(f,6,)) > € podemos encontrar u,v € F(f,4,)
con |lu — v|| > e. Supongamos que F; =0 para algin n € N. esto significa
que u,v € B(z,5) o, equivalentemente, |ju — z|| < sy llv—=zl <5y en
consecuencia, ||u —v|| < € lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Fi #0

para todon € N.

Puesto que F§ C Fj para 0 < 6, < d,, F} es cerrado y convexo y como

E es un p-LUC espacio, obtenemos que

lim pu(F5,) < lim p(F(f,6,)) =0

n—o0

Como p satisface la condicién de Cantor, es

N F; #9

n=1
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o0
Sea, y € ﬂ Faln es decir f(y) =1y como y ¢ B(z, %), Y 75 T.
n=1

Por lo tanto, 2 no es un punto expuesto de Bg por f lo cual es una contra-

diccién. Esto completa la demostracién.

Este teorema generaliza un resultado que aparece en [?]

1.3 SOBRE LA TEORIA DE LA
RENORMACION

Antes de plantear la cuestién que vamos a tratar en esta seccién, haremos
un breve repaso en el contexto clasico que nos dar4 la motivacién del problema,
a tratar.

En la teoria clésica, se puede probar que la definicién de espacios uni-
formemente convexos (UC) dada en la introduccién, se puede expresar en

términos de sucesiones de la siguiente manera, :
Ees UC < (V(z4), (yn) C Sk nlgglo Zn + ¥l =2 = nl_ljgo 1Zn — yull = 0).

Hacer notar que en la literatura, la definicién anterior aparece con el
nombre de uniformemente rotundo (UR).
La definicién anterior se puede localizar de la siguiente manera, dando

lugar a lo que se conoce como espacios localmente uniformemente rotundos
(LUR) :

Ees LUR & (V(z,) C Sgy Vz € Sg : Jim zn+z|| =2 = Jim ||z, —z|| = 0).

Obviamente, se tiene la implicacion UR = LUR. Ademis, la impli-
cacién inversa no tiene por qué verificarse. De hecho, en [Lovaglia, 1955]
se prueba que el cldsico espacio /! se puede renormar equivalentemente con
una norma [||.||| de tal manera que (I*,]||.]||) es LUR vy, consecuentemen-

te, este espacio no puede ser UR ya que éstos son reflexivos. Este ejemplo
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nos permite afirmar que existen espacios LUR que no se pueden renormar

equivalentemente de tal manera que sean UR.
La versién débil de las definiciones anteriores permite introducir lo que
en la literatura se conoce como espacios débilmente uniformemente rotundos

(WUR) y débilmente localmente uniformemente rotundos (LWUR) y que
vienen definidos por

Ees WUR < (V(z,), (y,) C Sg : A [z, +yall =2 = 2, — y, =5 0)

E es LIWUR < (V(z,) C SpyVz e Sg: Aim ||z, +z)| =2 = 2, -z =5 0)

Evidentemente se tiene el siguiente diagrama:

UR = WUR

4 4
LUR = WLUR

Hacer notar que existen ejemplos de espacios de Banach WUR, que 1o se
pueden renormar equivalentemente de tal manera que con esta nueva nor-
ma sean UR. En los tltimos, anios han aparecido numerosos articulos con
la intencién de probar si el resultado arriba mencionado es cierto para la
version local. Mds concretamente, si existen espacios de Banach WLUR que
no se pueden renormar equivalentemente de tal manera que sean LUR. En
un articulo reciente de Molté, Orihuela, Troyanski y Valdivia se da una res-
puesta negativa a esta cuestién. M4s precisamente, se prueba que si E es
un espacio WLUR, entonces existe una norma equivalente en E que lo ha-
ce LUR. La demostracién de este resultado se hace utilizando técnicas de
o-fragmentabilidad introducidas en [75].

En el caso de la convexidad no compacta, que es la convexidad introducida

por la medida de no compacidad de Hausdorff , nosotros tenemos que

Eesx—-UC = Eesyxy—LUC
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La versién débil de esta definicién seria de forma natural la convexidad
inducida por la medida de no compacidad débil de De Blasi f que ha sido

estudiada en [23] y, ademds, como 8 < x se tendria el siguiente esquema:

x-UC = B-UC
X3 U
x-LUC = fB-LUC

Pues bien, nosotros nos planteamos si en este contexto de convexidad
no compacta se siguen verificando los resultados anteriores relativos al caso
cldsico. Mds concretamente, podemos plantearnos las dos cuestiones siguien-

tes relacionadas con la teoria de la renormacién:

1. ;Se puede renormar equivalentemente cualquier espacio 3-UC para que
sea y-UC?

2. ;Se puede renormar equivalentemente todo espacio S-LUC para que
sea x-LUC?

Antes de contestar a estas cuestiones, haremos un breve estudio de la conve-
xidad inducida por la medida de no compacidad débil de De Blasi .
Evidentemente, como la medida de no compacidad débil de De Blasi se

anula en los espacios reflexivos, tenemos la, siguiente cadena de implicaciones:
Reflexividad = §-UC = (- LUC

Por otra parte, como la medida de no compacidad débil de De Blasi
es cantoriana, resultard por el teorema 1.2.3 que todo espacio B-LUC es

reflexivo. Resumiendo, tenemos la siguiente caracterizacién:
B—-UC & - LUC & Reflezivo

En virtud de esta equivalencia, la cuestién 1 anterior se podria expresar

de la siguiente manera:
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i:Se puede renormar equivalentemente cualquier espacio reflexivo para que
sea x-UC?.

Tener en cuenta que un espacio E es x-UC si y s6lo si E es reflexivo y
uniformemente Kadec-Klee (UKK), ver [46], donde la condicién UKK esté
definida de la siguiente manera:

Ees UKK & Ve > 0,36 <1 tal quesi||z,]| <1y z, % 7 con
inf{||z, —zm||:m#n} >e=|z|| <4

Por tanto, la cuestién anterior. se puede expresar asf:

iSe puede renormar equivalentemente cualquier espacio reflexivo para que
sea UKK?.

En [46, Theorem 4] se prueba que el espacio reflexivo (2(i2, 3, 14, .. .), no se
puede renormar equivalentemente para que sea UKK. Por tanto, este ejemplo
prueba que existen espacios de Banach 8-UC que no se pueden renormar
equivalentemente para que sean x-UC, como en el caso clésico.

Respecto a la segunda cuestién, ésta se podria reformular de esta otra
manera:

iS¢ puede renormar equivalentemente cualquier espacio reflexivo para que
sea x-LUC?.

Esta cuestién quedard contestada afirmativamente en el siguiente teore-

ma.

1.3.1 Teorema

Cualquier espacio reflexivo se puede renormar equivalentemente para que sea
x-LUC.

Demostracion.

Sea E un espacio de Banach reflexivo. Entonces B es débilmente compacto y
como E =< Bg >, E serd un espacio débilmente compactamente generado.
Por un teorema de Troyanski sobre renormacién [75), E tiene una norma

’
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Il equivalente LUR. Como E es reflexivo, E con esta nueva norma |||.|||
serd reflexivo y LUR. Por un resultado que aparece en [74], la condicién
LUR juntamente con la reflexividad implica que E sea a-LUC, donde « es la
medida de no compacidad de Kuratowski. Como la medida de Kuratowski
es una cantidad conjuntista menos fina que la medida de no compacidad
de Hausdorff (en realidad son equivalentes) [11] resultard por la proposicién
1.1.5 que E es x-LUC 2.

1.4 RELACION ENTRE LAS DISTINTAS
PROPIEDADES ASOCIADAS A LA
1-CONVEXIDAD

En la observacién inmediatamente posterior a la definicién 1.1.3, se daba la

cadena de implicaciones

u-UC = p-LUC = u-SC

y se planteaba la cuestién de saber si las implicaciones inversas se verifica-
ban o no, ddndose un ejemplo de cantidad conjuntista para las que no se
verificaban (x, medida de no compacidad de Hausdorff ) vy otro ejemplo de
una cantidad conjuntista (3, medida de no compacidad débil de De Blasi )
en la que las clases y-UC y p-LUC coincidian, verificindose que la clase de

los u-SC contiene estrictamente a la clase de los u-LUC.

En esta seccién nos planteamos averiguar bajo qué condiciones respecto a
la cantidad conjuntista  se puede encontrar siempre un espacio que sea p-SC

y que no sea u-LUC generalizando de esta manera el resultado mencionado

2Notar que parte de esta seccién ha sido presentada como ponencia en el Congreso
Internacional de Analisis Funcional celebrado en Valencia en julio de 2000 en honor del
profesor D. Manuel Valdivia [23]
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anteriormente. En orden a buscar estas condiciones, recordemos algunos

conceptos y resultados obtenidos con anterioridad.

1.4.1 Definicion

Un espacio de Banach E se dice que es estrictamente convexo (SC) si, dados
dos elementos distintos cualesquiera z,y € Sg se verifica que ||z + y|| < 2.
Desde un punto de vista geométrico, un espacio de Banach estrictamente

convexo es aquél cuya esfera unidad no contiene segmentos rectilineos.

A continuacién recordemos un resultado que aparece en [22, Proposicién

1.4.2] y que utilizaremos més adelante.

1.4.2 Proposicion

Sea E un espacio de Banach estrictamente convexo y sea f € Sp. . Si F(£,0)

no es vacio, entonces F(f,0) posee un tnico elemento.

En virtud de esta proposicién, si p es una cantidad conjuntista que se
anula en los conjuntos unipuntuales , se tiene el siguiente resultado de prueba

inmediata.

1.4.3 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista que contiene en su nucleo a los conjuntos

formados por un tnico elemento y sea E un espacio de Banach estrictamente

convexo. Entonces E es u-SC.

El resultado siguiente se debe a Clarkson [25] y serd utilizado posterior-

mente en esta memoria.
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1.4.4 Teorema

Todo espacio de Banach separable puede ser renormado equivalentemente

con una norma estrictamente convexa.

Por tanto, ya tenemos las herramientas necesarias para contestar a la

pregunta planteada al comienzo de esta seccidn.

1.4.5 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista cantoriana que se anula en los conjuntos uni-
puntuales . Entonces, existe al menos un espacio de Banach que es p-SC y
no es u-LUC.

Demostracion.

Sea E un espacio de Banach separable y no reflexivo, por ejemplo, ¢, !, 7.
Por el teorema de Clarkson, existe una norma equivalente en dicho espacio
tal que E con esta norma es estrictamente convexo. Por otra parte, como
por hipétesis, la cantidad conjuntista p es cantoriana, por el teorema 1.2.3
si E fuera u-LUC tendria que ser reflexivo, lo cual contradice la eleccién del

espacio E de partida. Queda asi demostrado el teorema.

Como comentdbamos al comienzo de esta seccién, existen cantidades con-
juntistas p para las que hay espacios que son p-LUC y no p-UC y existen
cantidades conjuntistas para las que no existen espacios que sean u-LUC v
no u-UC. El ejemplo en este tltimo caso es el de la medida de no compacidad
débil de De Blasi que es cantoriana [22]. M4as adelante veremos que el hecho
de ser cantoriana no es esencial. Mds concretamente, daremos un ejemplo de
cantidad conjuntista no cantoriana para la que las clases u-LUC y p-UC son

coincidentes.
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Otro hecho a tener en cuenta es que si u es una cantidad conjuntista
cantoriana que se anula en una clase de espacios de Banach M, por el teorema
1.2.3 esta clase M estaria contenida en la clase de los reflexivos y se tendria

entonces el siguiente corolario.

1.4.6 Corolario

Sea p una cantidad conjuntista cantoriana que se anula en una clase de

espacios de Banach M. Entonces

M=p-UC =p—-LUC = u-SC
Y

Reflexivo

1.5 MODULO DE p-CONVEXIDAD

En esta seccion definiremos un médulo que nos permitird caracterizar a
los espacios pu-UC. Este médulo estard definido de modo andlogo al médulo

de convexidad no compacto [8].

1.5.1 Definicion

Se define el mddulo de p-convexidad de un espacio E como la funcién
W, [0, u(Bg)] — R* definida por W,(¢) = inf{l — dist(6,X) : X C
Bg, X = Conv X, u(X) > €}

Téngase en cuenta que: _

a) El médulo de p-convexidad no tiene por qué estar definido en cualquier
espacio de Banach E. Por ejemplo, si la cantidad conjuntista u es nula en un

cierto espacio de Banach E, entonces la definicién anterior carece de sentido.

b) La funcién W, es creciente.
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1.5.2 Definicién

La caracteristica de p-convexidad de un espacio E se indica por e.(E) y se
define como ¢€,(E) = sup{e > 0: W,(e) = 0}.
Si definimos un espacio de Banach E como w-uniformemente convexo si

W,(€) > 0 para € > 0, entonces tenemos el siguiente resultado inmediato.

1.5.3 Corolario

Un espacio de Banach E es W,,-uniformemente convexo si y sélo si ¢,(E) = 0.

El resultado principal de esta seccién es probar que las condiciones de
pu-UC y W,-uniformemente convexo son equivalentes. Se generalizaria asi
el resultado dado por Rolewicz [68] de que la clase de los espacios NUC y
la clase de los espacios A-uniformemente convexos son la misma. Para ello
definimos a continuacién una funcién auxiliar que nos serd muy til para
obtener el resultado anteriormente mencionado.

Consideremos la funcién g% : [0, 1] — [0, u(Bg)] dada por
Be(t) = sup{p(X) : X C Bg, X = Conv X, dist(6,X) > 1—1t}
Lema 1 (% es creciente

Demostracion.
Sean t; < t, X C Bg, X = Conv X, dist(6,X) >1—t,.
Evidentemente, dist(6,X) > 1 —¢ > 1 —t, y por tanto, por definicién de
Bi(ts), resultard que p(X) < Bi(ty). Como esto se ha hecho para cualquier
X que verifique las condiciones iniciales, resultard que Ba(t;) < Ah(t,), lo

que demuestra el lema.
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Este lema nos permite afirmar que existe lim,_,o #%() y lo indicaremos
por
lim B4%(t) = B*(F
lim B4(t) = A4 (E)
A continuacién demostraremos un lema consecuencia del teorema de Hahn-

Banach, que nos permitird caracterizar a los espacios p-SC en términos de la

funcién 3 definida anteriormente.

1.5.4 Lema

Si A .es un conjunto convexo no vacio contenido en la esfera unidad Sg-,
entonces A estd contenido en algin F(f,0) para cierto f € Sg. .
Demostracion.

Sea By = {x € E: ||z|| < 1}. Como B, es abierto y A convexo y no vacio y
verifica que AN By = (), se tendr4, por el teorema de separacion consecuencia
del teorema de Hahn-Banach, que existe un [ € Sg+ que verifica que

(1.1) sup{f(z): z € Bo} <inf{f(z):z € A}

Evidentemente, sup{f(z): z € By} = ||f]|, ya que si z € By, f(z) <0, en-
tonces, como —x € By, es f(—z) > 0y f(z) < f(—z) < sup{f(z):z € By}
Por otra parte, y en virtud de (1.1), para y € A C Sg se tiene que

IfIl = sup{f(z) : z € By} < inf{f(z):z € A} < f(y) < |If]l, de donde se
deduce que f(y) = ||f|| = 1 para y € A arbitrario.

En consecuencia, 4 C F(f,0) como se queria demostrar.
A continuacién demostraremos el teorema anteriormente mencionado.

1.5.5 Teorema

Un espacio de Banach E es u-SC si y sélo si B5(0) = 0.

Demostracidn.
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=) Sea f5(0) > 0y tomemos 0 < § < B5(0).

Entonces, por la definicién de B% esto significard que existe un

X=Conv X, XCBg, 1< dist(6, X) que verifica que § < w(X).

Como X C Bg, 1 < dist(8, X), es obvio que X C Sg. Como X es convexo
¥y no vacio, por el lema anterior existira un f € Sg- tal que X C F(f,0).
Finalmente, como 1(X) > 0, se tendra que u(F(f,0)) > 0y, en consecuen-
cia, E no es pu-SC.

<) Sea f € Sg- y consideremos el slice F(f,0) = {z € Sg : f(z) = 1}.
Como F(f,0) es un conjunto convexo no vacio y F(f,0) C Sg, resultara que
dist(6, F'(f,0)) = 1y, por definicién de 8%, p(F(f,0)) < f&(0) = 0.

Por tanto, u(F(f,0)) =0y E es u-SC.

En el siguiente teorema, probamos que la caracteristica de p-convexidad
de un espacio de Banach E coincide con la cantidad G5 (E) anteriormente

mencionada.

1.5.6 Teorema

B0 (E) = eu(E)

Demostracion.

Veamos que ¢,(E) < G5(E).

Supongamos que 0 < ¢,(E) y tomemos 0 < ¢ < €u(E). Por definicién de la
caracteristica de p-convexidad, esto significara que W,(e) = 0.

Por lo tanto, para cada § > 0, existe X C By, X = Conv X, u(X) > € que
verifica que 1 — dist(6, X) < §, o lo que es lo mismo, dist(6, X) > 1 - 4.

En consecuencia, sup{u(Y): Y C Bg, Y = Conv Y, dist(0,Y) > 1-4} > e,
y por lo tanto, Sz(6) > e. Como 6 € [0,1) es arbitrario, resultard que

5(E) > ¢ para todo 6 € [0,1) y de aqui se deduce que
BE(E) = lim B4(8) > e
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Finalmente, como ¢ es arbitrario y 0 <e<e,(F), resulta que

BL(E) > ,(E).

Para probar la otra desigualdad, supongamos que By (E) > €,(E). Tomamos
0 > 0 tal que B§(E) > § > ¢,(F). Por definicién de G5 (E), y teniendo en
cuenta que J5(t) es creciente, se tiene que B%(t) > ¢ para todo ¢ € (0, 1].
Esto significard, por definicién de B, que para cada t € (0, 1], existe un
convexo cerrado X; C Bg que verifica que dist(0, X,) > 1 —t, u(X,) > 9.
En consecuencia, por definicién de Wy, resultard que W,(6) < t y esto se
verifica para todo ¢ € (0, 1], por lo que W,(6) = 0. Luego, ¢,(E) > §, lo que
es absurdo puesto que 0 < § < ¢,(E).

En virtud del corolario 1.5.3 y del teorema anterior, tenemos la siguiente

caracterizacion de los espacios W,-uniformemente convexos en términos de
la cantidad G (FE)

1.5.7 Corolario

E es W,-uniformemente convexo si y sélo si g5(E) = 0

Con el siguiente resultado daremos una caracterizacién de los espacios
p-UC andloga al corolario anterior v que nos permitird deducir que la clase

de las espacios u-UC y la clase de los espacios W,,-uniformemente convexos,
coinciden.
1.5.8 Teorema

E es un espacio u-UC si y sélo si B5(E) =0
Demostracion.

=) Supongamos que E es un espacio u-UC. Esto significara que
lg%sup{p(F(f, €):feSg}=0
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0 lo que es lo mismo, para € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < ¢’ < & verifica
que sup{u(F(f,8)): f € Sp-} < e.

Sea X C Bg, X =Conv X, dist(6,X)>1~6 con 0 < § < 6.

Entonces X NInt B(§,1-6") = () siendo Int B(6,1—4') el interior de la bola
de centro ¢ y radio 1 — §'. Como X es convexo y no vacio , por el teorema
de separacion, existird g € Sg- tal que

sup{g(z) : z € Int B(6,1— &)} <inflg(z):z € X}.

Por otra parte,

sup{g(z) : z € Int B(6,1 — &) = sup{y(z) : z € (1 — &) Int Bg}
= sup{y(z) : 25 € Int Bp} = sup{(1 —d')g (1—%) . 755 € Int B}
=(1-8sup{g(y):yeInt B} =1 -)|g||=1- ¢

con lo que resultard que 1 — &' < inf{g(z): z € X}. Luego X C F(g,6") y

.

en consecuencia se tiene que

WX < ul(F(9,6") < sup{u(F(f,8) : f € Sp-} <¢

Por lo tanto, por definicién de Bi(t) resultars que
BE(0") < sup{u(F(f,6")) : f € Sg-} < ¢, de donde se deduce que

lim f%(t) = 0

e=0
En consecuencia, 8§(F) =0
<) Supongamos que E no es z-UC. Esto implica la existencia de ¢y > 0y una
sucesion de funcionales continuos de norma uno (fn) C Sg- y una sucesién de
numeros positivos d,, con 6, — 0 cuando n — oo tales que u(F(fn6,)) > €.
Teniendo en cuenta que si z € F(f,§) entonces f(z) > 1—6 y como feSg
y 1= 6 < f(2) < || fllllell = ll2ll, resultard que dist(8, F(fy,6,)) > 1~ ..
Como los slices F(f,,d,) son convexos, cerrados y contenidos en Bpg, se
tendrd por definicién de g% que B4(6,) > € para todo n € N.
Como 6,, — 0 cuando n — oo, resultard que

H(E) = lim B5(5.) >
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lo que contradice la hipétesis.

El siguiente teorema establece que la clase de los espacios W,-uniformemente

convexos y la clase de los espacios u-UC son la misma clase y es consecuencia

inmediata del corolario 1.5.7 y del teorema 1.5.8.

1.5.9 Teorema

Un espacio de Banach E es W,-uniformemente convexo si ysélosi Ees u-UC.

A continuacién, estudiamos el médulo de p-convexidad para el caso par-
ticular de que 4 sea la medida de no compacidad débil de De Blasi . Tener en
cuenta que este modulo estard definido tnicamente para los espaclios no refle-

xivos. Veamos cudl es la expresién de este médulo para los clasicos espacios
de Banach no reflexivos.

1.5.10 Teorema

W3 = 0 en el espacio ¢,

Demostracién.
Consideremos la sucesién (z,) C ¢, definida por h=1sik<nyzrt=0si
k > mn. Obviamente, (z,) C Seo-

Veamos a continuacién que conv({z, : n € N}) c §

co*
En efecto: Sea

P P
:E=Z)\ixn7. con A; > 0, Zz\izlynl <ng < -o- <y,
i=1 1
Entonces,

T =
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¥, evidentemente, z € S,,
Por otra parte, en [5, Proposition 5.10] se prueba que B({z,}) = 1. En

consecuencia, Wg(1) = 0y, en virtud de que el médulo Wpg es creciente, se

deduce que Wy = 0 en ¢, como se queria probar.

A continuacién pasamos a estudiar este médulo en el espacio I'. Tener
en cuenta que en [', al ser un espacio de Schur, los conjuntos relativamente
compactos y los conjuntes relativamente débilmente compactos coinciden v,
en consecuencia, x = 3, y, por tanto, Wg(e) = W, (¢).

En [41] se prueba que el médulo de convexidad no compacto en !! es

idénticamente igual a cero y, por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

1.5.11 Teorema

W3 = 0 en el espacio I

En el siguiente teorema estudiamos Wy en el espacio L*(0,1) de las fun-

clones reales integrables Lebesgue en el intervalo (0, 1) con la norma estandar
1
lall = [ lot)lat

1.5.12 Teorema

W5 =0 en el espacio L'(0, 1)
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Demostracidn.

Consideremos el conjunto X C Stio,1) formado por las funciones zs5 con
0 < 6 <1y definidas por

si t € (0,0)

en otro caso

=

@

PN

e

S

I
’—/H
O ol

Se prueba en [13, Teorema 3] que B(X) = 1.
Por otra parte, veamos que Conv X C Sri(0,1)- En efecto: Sean
A>0y Z Ai = 1 y consideremos la funcién z = Z AiTs,
1<i<n 1<i<n

Como z > 0 se tiene que

1 1 1 6 ]
/O |:z:|dt:/0 By Aix(;,.mt:/o S s |dt= 3 A st =1

1<i<n 1<i<n 1<i<n 70

Yy, por tanto, x € Spi01). En consecuencia, Conv X C Sti,y- De aqui se
deduce que Wy = 0 en L*(0, 1), como queriamos probar.

A continuacién estudiamos el médulo Wj en el espacio de 7 James. Re-

cordemos que este espacio estd formado por las sucesiones
z = (ay,as,...,0a,,...) tal que le an, = 0y que ademds verifican que
n—00 .

1/2 ,
l|z|| = sup (Z Iapi+1~apii2> M EN, p<pr<- < Pmo <00

1<i<m
Entre las propiedades méds interesantes de este espacio podemos destacar
que es isometrico a su bidual (no por la isometria canénica), que no es refle-
Xivo, no contiene copias de ¢y ni de I' y que ademas, dim J**/J =1 [60,
Example 1.d.2]. En consecuencia, este espacio es un espacio no reflexivo més

cercano a los reflexivos.
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1.5.13 Teorema

Wgs =0 en el espacio J

Demostracién.

Consideremos los elementos de la forma
.fTL = (1’1)---11/707...)

Los vectores f, tienen todos norma unidad y no tienen w—limite en J [60,
Example 1.d.2]. Veamos que #(D) = 1 en 7, donde D = {f, : n € N}.
De hecho, como D es un subconjunto de la bola unidad cerrada de 7, basta
probar que (D) > 1.

Supongamos que D C H + 7By, donde H C J es relativamente débilmente
compacto y que 0 <7 < 1. Entonces, para todon € N hay un vector g, € H
tal que [lgn — ful < 7.

Puesto que {g, : n € N} C H C J y H es relativamente débilmente compac-
to, el conjunto {g, : n € N} tiene un punto de acumulacién ¢ € 7. Ahora
bien, para cada z € J* con ||z|]| = 1,e > 0y p € N existe un entero n > p
talque | < fo—9,2> [ < | < fa—gn,2>|+|<ga—g,2>|<r+e En
particular, si escogemos que z sea la funcién z, definida como z,(y,) = 3?

para y, € J, obtenemos la desigualdad

| <g,m,> ] =

| <g=fuTp >+ < fr,Zp > | 2| < fo,2p > || < g=fuyTp > | = 1= (r+¢)
En otras palabras, ¢ ¢ J ya que g, — 0. Esta contradiccién origina que
B(D) = 1.

Vamos a probar ahora que Conv D C S.

Sea z tal que z € Conv D. Esto quiere decir que

. .
Z:Z/\ifniCOI'lAizoy Z )\1=1
=1

1<i<p
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Sin que por ello se pierda generalidad, podemos suponer que n; < 1y < ... <

np. Entonces

ny ng ny

2= My A0, )+ (g A 0, ) oo (A

Tp-1 n

2 e
=Ll 2 Ao D A S A A0,

2<i<p 2<i<p p=1<i<p

Tomando p, =1y py = np + 1 se obtiene
121l = (l21 = zn,41)% = (11 = 0) > =1

Obviamente, como por otra parte f, € Sy es ||2| < 1. En consecuencia,
z € Sz y hemos probado que Conv D C S.
Luego, W4 = 0 en el espacio J. |

Notar que W,, < Wy por lo que tenemos el siguiente corolario.

1.5.14 Corolario

1.5.15 Definicién

Por I(A) se indica la medida de no compacidad de Istratescu que se define

en la forma siguiente:

I(A) = sup {inf{l|lz, — zm| :n#m, n,m=1,2,...}}

(zn)CA

La cantidad I(Bg) se llama constante de Kottman del espacio E vy tam-
bién se indica como K (FE).
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El médulo de convexidad no compacta fue introducido por Goebel v Se-

kowski [41] y se define como la funcién Ag : [0,2] — [0, 1] dada por
Ag(e) = inf{l — dist(§,X) : X C Bg, X = Conwv X, a(X) > €}

donde Conv X indica la clausura convexa cerrada del conjunto X
Obviamente Ag es una funcién no decreciente. El niimero é1(E) definido
como

61(E)‘= sup{e > 0, Ag(e) = 0}

es el coeficiente de convexidad no compacta y los espacios en los que se ve-

rifica que & (F) = 0 se llaman espacios A-uniformemente convexos.

Sea Ay una funcién cuya definicion se obtiene a partir de la definicién de
Ap reeemplazando la medida de Kuratowski o por la medida de Hausdorff
de no compacidad, x. Notar que la funcién Ag se define en el intervalo [0,1].
Analogamente, indicamos por €; (E) el coeficiente de convexidad no compacta
asociado a Ag. Notemos que las desigualdades x(A) < a(A) < 2x(A) para

todo conjunto acotado A antes mencionada, dan ahora

Ag(e) < Ag(e) < Ap(2¢), para e € [0,1]

y, en consecuencia, €;(E) < &(FE) < 2¢,(E).

A continuacién probaremos unlema que sera herramienta principal para

los resultados posteriores.

1.5.16 Lema

Existe un sucesién (f,) en el espacio J tal que

[full =1, Conv ({fu:n € N}) C Sz y |Ifu — finll = V2 para n # m
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Demostracion. .
Consideremos la sucesién de elementos de la forma f, = (1,1, ..., T, 0,0,...).
Entonces, como vimos en el teorema 1.5.13, || fu]| = 1y Conv ({f, : n € N} C
S7.

A continuacién probaremos que ||f, — fi|l = V2 para n # m.

Supongamos que n < m. Entonces

(1.2) fo—fa=1(0,0,...,1,...,1,0,0,...)

Tomando py = n, pp = n+1y p3 = m+ 1 en la definicién de la norma

| fm = ful| tenemos

3 1/2 o
. . 1/2
“jm - .f'n“ > <Z |a'Pi—J = Qp, 2) = (lapl - ap2|2 + ‘a'm - amlg) =

1=2
= (0-1F+[1-07)2 = V2
Para probar la desigualdad opuesta, empezaremos indicando por 4; = {1,2,... , 1},
g

Ay={n+1,....m}yAs={m+1m+2,...}.

Teniendo en cuenta la ecuacién (1.2), obviamente

1/2
(1.3 ( S o, )
2<i<m

serd mayor cuando tomemos p; € A;. Si py € A1 0 ps € As, su contribucién

en || fu— fm|| es nuloy por lo tanto p, € A, es la mejor eleccién. Anélogamente
es la mejor eleccién p; € A;. Otra eleccién de p, hace que (1.3) sea maés
pequena. _ |

Por lo tanto, la mejor eleccién se hace cuando p; € Ay, py € Ay y p3 € A, y

esto hace que
1/2 172
(Iam - aszQ + ap, — G’p3|2) = <|U - 1]2 + |1 - 0|2) =2

En consecuencia, || f — full = v/2 para n # m y la demostracién se ha com-

pletado.
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Respecto al coeficiente de convexidad no compacta asociado a la medida
de no compacidad de Kuratowski en el espacio de James, como a(J)=1y

& (J) > e1(J) podemos obtener la siguiente estimacién, & (.7) > 1.
En el teorema siguiente, mejoraremos la estimacién anterior.

1.5.17 Teorema

a(J)>Vv2

Demostracién.

Tomamos la misma sucesién anterior (f,). Es evidente que a(D) > /2
donde D = {f, : n € N} en virtud de la definicién de medida de no com-
pacidad de Kuratowski y el hecho de que ||f, — fn| = V2 para n # m.

Como (D) = a(Conv D) = /2 y también es Conv D C Sy tenemos que
A7(v/2) =0y, en consecuencia, a(J) > V2.

Existe un problema abierto que es conocer el valor exacto de €(J).

Finalmente, teniendo en cuenta la definicién de medida de no compacidad
de Istratescu y el lema 1.5.16, es K(J) > /2.

Otra interesante cuestion es calcular el valor exacto de K (J) ®.

En vista de estos ultimos teoremas podemos plantearnos la siguiente cues-

ti0n:

3Esta cuestién ha quedado resuelta recientemente en un articulo de Prus en Proceedings
of the AMS [54]
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;Existe algun espacio de Banach no reflexivo tal que su médulo Wy no

sea idénticamente nulo en é17

1.6 LA pB-PROPIEDAD

En esta seccin generalizamos la llamada propiedad 3 de Rolewicz [69] que
es una propiedad que se encuentra entre la convexidad uniforme clésica (UC)
y la x-UC propiedad, siendo x la medida de no compacidad de Hausdorff .
A continuacién, comentaremos los resultados de Rolewicz antes citados.

En el mismo se prueba que la norma es uniformemente convexa si y sélo
s1 para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si 1 < ||z|]| < 1 + 4, entonces
diam(R(z)) < ¢, donde el conjunto R(z) viene dado por R(z) = D(z, Bg)\Bg
siendo D(z, Bg) = Conv ({z} U Bg).

La caracterizacién anterior sugiri6 a Rolewicz que en lugar de utilizar el
didmetro para medir un conjunto acotado, podria utilizar la medida de no
compacidad de Kuratowski y de esta manera surge la propiedad [3, general-
mente llamada S-propiedad.

Decimos que un espacio de Banach E posee la S-propiedad si para cada
€ > 0 existe un 6 > 0 tal que si 1 < ||z|] < 1+ 6, entonces a(R(z)) < e,

siendo « la medida de no compacidad de Kuratowski.

Asimismo, Rolewicz prueba que
UC = f-propiedad = NUC

En [22] se hace un estudio de lo que alli se llama la wf-propiedad, que
esta definida de forma idéntica a la 3-propiedad, con la salvedad de que en
lugar de la medida de no compacidad de Kuratowski, se usa la medida de no

compacidad débil de De Blasi .
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Nosotros generalizaremos esta definicién utilizando una cantidad conjun-

tista general y asi tendremos la siguiente definicién.

1.6.1 Definicion

Un espacio de Banach E verifica la pf-propiedad, donde p es una canti-
dad conjuntista cualquiera, si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si
1 < ||z|| <1+ 6 entonces u(R(z)) < e.

Observacién.

Notar que si v es una cantidad conjuntista menos fina que p (definicién
1.1.4), entonces la condicién de vS-propiedad implica la puG-propiedad. En
particular, en virtud de la proposicién 1.1.9, si  es una cantidad conjuntista
cuyo nucleo contiene a los conjuntos unipuntuales , entonces se verifica que
la xB-propiedad implica la pS-propiedad, donde, como es habitual, x es la
medida de no compacidad de Hausdorff .

Sin embargo, en las mismas condiciones acerca de la cantidad conjuntista
t, la pB-propiedad no tiene por qué implicar la x3-propiedad como se prueba
en [22, Proposicién 3.1.2].

El resultado principal de esta seccién es demostrar que una condicién
suficiente para que un espacio de Banach sea p-UC es que verifique la pf3-
propiedad, generalizandose asf el resultado dado por Rolewicz [69)].

Antes de probar este resultado daremos un lema auxiliar que se usars en

la demostracién del resultado anteriormente. citado.

1.6.2 Lema

Sea f € Sg«y d > 0.
Entonces, existe un z € E tal que f(z) =1+20y 1+26 < ||z| < 1+ 36.
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Demostracion.

Como f € Sg. , existird un zy € Sg que verifique que 1 — ¢ < flzo) < 1,
donde ¢ se determinara mas adelante.

Consideremos la aplicacion ¢ : [1 + 26,1 + 36] — R tal que ¢(r) = rf(z).
Obviamente, ¢ es continua y, ademas, se tiene que

(1 +20) = (1 +26) f(zo) <1+ 26, puesto que f(zy) < 1.

Por otra parte, pretendemos encontrar un z € E tal que f(z) = 1+2§ y una
forma de encontrarlo seria aplicar el teorema de los valores intermedios para
funciones continuas a la aplicacién ¢ y, por lo tanto, deber verificarse que

1426 < ¢(1436) = (1+36)f(z) y, en consecuencia,

1426
<
1+36—f($°)

Como 1 — € < f(xp), el € buscado debera verificar que

1+26
© =1—¢, de donde ¢ =
1+ 30 & fecondee =135

Por lo tanto, para este valor de € se tiene que ¢(1 4+ 26) < 1+ 2§ < 1 + 36).
En consecuencia, por el teorema de los valores intermedios para funciones
continuas, existe r € [1+ 24,1+ 36] que verifica que ¢(r) = rf(zo) = 1 + 26.
Y con esto se obtiene el 2 buscado que seria z = rz,, ya que como z, € Sg-

se tiene que ||7zo]| =7y 14+ 28 < ||rzo]| =7 < 1+ 36.

A continuacién pasamos a enunciar y demostrar el teorema citado ante-

riormente.

1.6.3 Teorema

Si el espacio E verifica la pf-propiedad, entonces E es un espacio p-UC,

siendo x una cantidad conjuntista que contiene en su nicleo a los conjuntos
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unipuntuales .

Demostracion.

Supongamos que el espacio E no es u-UC. Esto significara que existe un e¢; > 0
y una sucesién de funcionales lineales y continuos de norma uno (f,) C S E
y una sucesion de nimeros positivos 6, — 0 tales que p(F(fn,dn)) > €.
Tomemos los z, € E que verifiquen 1+ 26, < ||z,|| <1+ 36,

fn(zn) = 1426, cuya existencia queda garantizada por el lema anterior 1.6.2,
y consideremos los elementos de la forma (z, + v)/2, y € F(fn, 6,).
Entonces se tiene que

) =

Tn+Y
2

ful Falon) + 30(0) = S0 +26) + 2 uly)

1
2

1
> (1+25,)+ 5L~ =1+ 25, > 1

1
2
Por lo tanto, como f, € Sg-, (z, +y) ¢ Bg.

Por otra parte, teniendo en cuenta que y € Bg ya que y € F(f,,8,) y que
Tn € D(2n, Bg) = Conv ({2,} U Bg}), resultard que 1(z, +y) € D(z,, Bg).
Luego, 3(z, +y) € R(z,) y, en consecuencia, A, = {Hzn+y) 1 y €
F(fn,6)} C R(zn).

Por otra parte, u(An) = p(3({za} + F(fn,82))) = 3u({zn} + F(f,6n))-
Como p es una cantidad conjuntista cuyo niicleo contiene a los conjuntos
unipuntuales , resultara que p(A,) = Su(F(fa,6,)) (ver nota posterior).
Como p(F'(fndn)) > €0, An C R(z,), resultard que

€03 < 1(An) = 3p(F(fabn)) < p(R(z,)).

A su vez, como 1 + 26, < |lz,]| < 1+ 34, y limye00, = 0 y, ademds
u(R(z,)) > €o/2, esto implicard que el espacio E no posee la puG-propiedad,

con lo que acaba la demostracidn.

Observacion
En el ltimo teorema se ha probado que uS-propiedad = p-UC siempre

que u sea una cantidad conjuntista que se anula en los conjuntos unipuntua-
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les La verificacién o no de la implicacién contraria depende de la cantidad
conjuntista en cuestion.
Asi si i es la medida de no compacidad de Hausdorff , Kutzarova prue-
ba que existen espacios x-UC que no verifican la yfS-propiedad. Sea I' =
2911,2,...,1}, es decir, I es la familia de todas las sucesiones v = {7},
de enteros positivos tales que 1 < v* < i+ 1. Sea ¢r la familia de todos los
subconjuntos finitos de I" con la propiedad de que si A € ¢r existe un entero
positivo m tal que si v = {71}2, ¥ % = {¥/}2, son elementos diferentes de
A, entonces y* Ay y [t = yaparal <i < m— 1.

Sea X el espacio de las funciones reales sobre I' tal que
1/2
7| = sup{ ) (Z I$(7)|2> } <oo
neN "/EAH.

donde el supremo es tomado sobre todos los sistemas finitos {4, }.en con
AneqsryAZUAJ:@Sl’L#j

A su vez, en [22] se prueba que si p es la medida de no compacidad débil
de De Blasi , la clase de los espacios que verifican la ug-propiedad coincide
con la clase de los espacios §-UC.

Por otra parte, si ademds la cantidad conjuntista p es cantoriana, enton-

ces, en virtud del teorema 1.2.3 la ufS-propiedad implica la reflexividad. Mds

concretamente, se tiene el siguiente corolario.

1.6.4 Corolario

Si la cantidad conjuntista g contiene a los conjuntos unipuntuales en su

nucleo y ademas es cantoriana, entonces se tiene que

pB-propiedad = reflexividad
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1.7 u-LISURA

En esta seccién estudiaremos el concepto de p-lisura que generaliza la
lisura no compacta y la lisura no débilmente compacta.

Mas concretamente, con ayuda de una cantidad conjuntista u definiremos
los espacios p-uniformemente lisos (que serdn indicados por u-US) que gene-
ralizan a los casi uniformemente lisos (NUS) ya conocidos en la literatura y a
los débilmente casi uniformemente lisos (WNUS) recientemente introducidos
en [22], localizaremos la definicién anterior y apareceran los espacios p-LUS
y, finalmente, introduciremos la definicién de espacio u-S. Estos espacios ge-
neralizan a sus homdlogos obtenidos usando la medida de no compacidad de
Hausdorff y la medida de no compacidad débil de De Blasi .

En lo que sigue supondremos que yu es una cantidad conjuntista definida en

un espacio de Banach E.

1.7.1 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es p-uniformemente liso y lo indicaremos

por u-US, si verifica que
li_r)ré sup{pu(F*(z,€)):z € Sg} =0

siendo F*(z,e) = {f € Bp-: f(z) > 1~ ¢}

Observacion.
Téngase en cuenta que si la cantidad p es la medida de no compacidad de
Hausdorff , entonces la definicién anterior se corresponde con la de los es-
pacios NUS [7], v si p es la medida de no compacidad débil de De Blasi
, entonces la nocién de u-US se corresponde con la de los espacios WNUS

introducidos en [22].
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Si localizamos la definicién anterior, obtenemos la de espacio u-localmente

uniformemente liso (u-LUS). Més concretamente, tenemos la siguiente defi-

nicion.

1.7.2 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es p-localmente uniformemente liso y lo

indicamos por p-LUS, si para cada z € Sk se verifica que
11_% u(F*(z,€)) =0

Siguiendo las mismas pautas que en el caso de la p-convexidad analizada

en la seccién 1.1, tenemos la siguiente definicién.

1.7.3 Definicion

Un espacio de Banach E se dice que es p-liso y lo indicamos por u-S, si

F*(z,0) es un elemento de Ker u, para cada z € S, es decir, si p(F*(z,¢)) =
0.

Observacion.

Evidentemente se tiene la cadena de implicaciones
u-US = pu-LUS = 4-S

Una cuestién natural que se plantea es saber si las inversas de las impli-
caclones anteriores se verifican o no. ,

Sabemos que en el caso en que y es la medida de no compacidad de
Hausdorff , existen ejemplos que demuestran que las implicaciones inversas
de la cadena anterior no se verifican [7, 8, 9].

En el caso de que y sea la medida de no compacidad débil de De Blasi no

sabemos nada acerca de estas implicaciones inversas. No obstante, en [22] se
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dan algunas pautas para estudiar esta cuestion.

A continuacién, veremos cémo estd relacionada la propiedad u-S con la
llamada aplicacién de dualidad que se utiliza con frecuencia en la teoria de las
ecuaciones integrales y diferenciales en espacios de Banach porque permite
formular las llamadas condiciones disipativas [32, 57].

Comenzaremos con la definicién de la aplicacién de dualidad en un espacio
de Banach .

1.7.4 Definicion

Se llama aplicacién de dualidad en un espacio de Banach E, a la aplicacién
F: E — 2% definida por F(z) = {f € E*: f(z) = ||z]|* = || f||?}.

Para las propiedades de la misma, ver {32, 57).

En el siguiente teorema se da una caracterizacion de la propiedad p-S en

términos de la aplicacién de dualidad.

1.7.5 Teorema

Un espacio de Banach E es u-S si y sélo si la aplicacién de dualidad en E
toma valores en subconjuntos que pertenecen al niicleo de y, suponiendo que
{4 contiene a los conjuntos unipuntuales

Demostracién.

Obviamente, por definicién de la aplicacién de dualidad, se tiene que si f €
F(z),  # 0, entonces W= |lz]|-

Por lo tanto, para z # 0 se tiene las siguientes igualdades:

Flz)={f € E*: fz) = ll=I* = I’} = {f € B": () (=) = ||z]| =
= £} = {llzllg : g € Se- : g(z) = [l=l1} = l|zll{g € Sp- : g(2) = ||z||} =

= l|lz[{g € Se. : 9(5gp) = 1} = =l|F* (55, 0)
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Por otra parte, como F'(0) = {0}, y dado que la cantidad p contiene a los

conjuntos unipuntuales , el teorema resulta obvio.

La propiedad de que la aplicacién de dualidad tome valores en conjun-
tos pertenecientes a una clase relevante de subconjuntos acotados de E*, ha,
sido utilizada en la literatura con frecuencia. Asi, podemos mencionar que
Giles-Gregory-Sims [40], probaron que si un espacio de Banach E es “bas-
tante suave” (ver [40] para la definicién y mds detalles) y si la aplicacién de
dualidad toma valores débilmente compactos, entonces E es un espacio de As-

plund, es decir, que subespacios cerrados separables tienen duales separables.

Por otra parte, W. Y. Zhan [76] probé que si un espacio de Banach E
es “bastante suave”, tiene predual, y la aplicacién de dualidad toma valores

débilmente compactos, entonces E es reflexivo.

Veamos ahora algunos resultados que relacionan nuestros conceptos con
otros que aparecen en la geometria de los espacios de Banach , como son
la diferencial de Gateaux y la subdiferencial fuerte. Estos resultados tienen
como objetivo fundamental dar algunas pautas para resolver la cuestion ante-

riormente planteada acerca de la veracidad o no de las implicaciones inversas

en la cadena
p-US = p-LUS = u-S

Comenzamos definiendo la diferencial de Gateaux.

1.7.6 Definicidon

Decimos que la norma del espacio de Banach E es Gateaux diferenciable si
para cada x € Sg, el conjunto F*(z,0) es unipuntual.

Por tanto, obviamente, se tiene la siguiente proposicién.
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1.7.7 Proposicion

Si la cantidad conjuntista p contiene a los conjuntos unipuntuales en su

nucleo y la norma de E es Gateaux diferenciable, entonces E es u-S.

En general, el reciproco no es cierto.
Para demostrarlo, tomemos el siguiente ejemplo que aparece en [26].
En ddicho articulo se prueba que la aplicacién de dualidad en el espacio ¢

viene dada para z = (z,) € S, por

F*(x,O):{ > Ty iy >0, > :1,}

neA(z) neA(z)

donde A(z) = {n € N : |z,| =1} y {e,} la base canénica de I*.

Por lo tanto, si A(z) tiene mds de un elemento, como por ejemplo si

z = (1,1,0,0,...), entonces card F*(z,0) > 1y, en consecuencia, la norma
de ¢y no es Gateaux diferenciable.

Por otra parte, en [8] se prueba que ¢, es NUS, o, en nuestra nomenclatura,

x—US, donde x es la medida de no compacidad de Hausdorff y, por lo tanto,
coesxy—S.

A continuacién, daremos la definicién de subdiferenciabilidad fuerte que
nos permitira dar una condicién suficiente para que un espacio E que sea ;-S

sea también u-LUS.
Existen distintas definiciones equivalentes de la subdiferenciabilidad fuer-

te, pero nosotros daremos la que sera mas 1til para nuestros propésitos y que

aparece en [22, Proposicién 1.12]

1.7.8 Definicion

Diremos que la norma del espacio E es fuertemente subdiferenciable en

x € Sg sl para cada € > 0 existe un ¢ > 0 tal que F*(z,6) C F*(z,0) + eBg-
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En el resultado siguiente se da la condicién suficiente anteriormente men-
cionada.

1.7.9 Teorema

Sea E un espacio -S. Si la norma de E es fuertemente subdiferenciable en
cada z € Sg, entonces E es un espacio p-LUS.

Demostracion.

Sea z € Sg. Como la norma de E es fuertemente subdiferenciable en X, se
tiene que para € > 0, existe 0 > 0 tal que F*(z,d) < F*(z,0) + eBg-.

Como por hipétesis E es u-S, aplicando a la relacién anterior la cantidad con-

juntista y y, teniendo en cuenta las propiedades de una cantidad conjuntista,

se tiene que

u(F*(z,6)) < u(F*(z,0) + eBg+) < u(F*(z,0) + eu(Bg.) = eu(Bg-)
y como € es arbitrario, se deduce que

lim p(F*(z,€)) = 0 y, en consecuencia, E es un espacio u-LUS

e—0

Observacion.

Tener en cuenta que en este teorema no hay ninguna restriccién acerca
de la cantidad conjuntista u. Es decir, 4 no tiene por qué contener en su

nicleo a los conjuntos unipuntuales .

Teniendo en cuenta que todo espacio de Banach separable de dimensién
infinita admite una norma equivalente que es Gateaux diferenciable [26],

podemos dar el siguiente resultado.
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1.7.10 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista que contiene en su nicleo a los conjuntos
unipuntuales y sea E un espacio de Banach separable. Entonces, existe en E

una norma equivalente que lo hace u-S.

Por otra parte, apoyandonos en un resultado que aparece en [26, Co-
rolario 1.2.2] y que establece que en todo espacio de Banach de dimensién
infinita existe una norma equivalente que no es fuertemente subdiferencia-

ble, podemos probar que el reciproco de este wltimo teorema no tiene por

qué verificarse.

1.7.11 Teorema

Existe un espacio de Banach que es 4-LUS y que su norma no es fuertemente
subdiferenciable en cada z € Sg.

Demostracic')n.

Tomamos como p la medida de no compacidad débil de De Blasi Vv como
E un espacio de Banach reflexivo de dimensién infinita. Por el resultado
anteriormente mencionado, existe una norma equivalente |||.||| en E que no
es fuertemente subdiferenciable.

Consideremos (E, [||.]||) con esta nueva norma. Como la reflexividad es una
propiedad topoldgica, (E, [||.]||) sigue siendo reflexivo y, en consecuencia, E
es -LUS y, en cambio, por la forma en que hemos elegido llI-1l|, esta norma

no es fuertemente subdiferenciable en cada z € Sg.

1.8 MODULO DE y-LISURA

En esta seccion definiremos un médulo que nos permite caracterizar a los

espacios u-US. Comenzaremos con la siguiente definicién.
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1.8.1 Definicién
Se define el mddulo de p-lisura de un espacio de Banach E como la funcién
Z [0, u(Be)] = R* tal que T (e) = sup{p(F*(z,¢)) : z € S}
Evidentemente se tiene el siguiente resultado que caracteriza a los espacios
JT
1.8.2 Teorema

Y5(0)=0siysélosiEes p~ S
Por otra parte, teniendo en cuenta la definicién de espacio p-US, obvia-
mente se tiene la siguiente caracterizacién de los espacios p-US en términos
de dicho médulo.
1.8.3 Teorema
E es p— US si y sélo si ling Ye(e) =0
e—

A continuacién trataremos de relacionar los médulos de p-convexidad y
p-lisura, pero previamente daremos un lema que nos sers 1til para nuestros

propésitos y que nos da una expresién de la funcién % que aparece en la

seccién 1.5 en términos de slices.

1.8.4 Lema

Pi(e) = sup{u(F(f,€)) : f € Sg-}

Demostracién.
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Recordemos que la definicién de la funcién B%(e) es
Be(e) = sup{pu(X): X C Bg, X = Conv X, dist(8,X) > 1 — ¢}

Por tanto, como para f € Sg- es F(f, ) un subconjunto de Bpg, obviamente
convexo, y ademds dist(0, F'(f,€)) > 1 — e ya que si z € F(, €) entonces
f(z) > 1—eycomo f € Sg. , entonces es ||z]| > 1 —¢

Por lo tanto, sup{u(F(f,€)): f € Sg-} < Bh(e).

Para la otra desigualdad, sea X C Bg, X = Conw X, dist(0,X) > 1 —e.
Como dist(f, X) > 1 — € esto significa que X N Int B(0,1—-¢€)=0.

Como Int B(0,1 — €) es abierto y convexo y X es convexo y no vacio con
X NInt B(0,1—¢) = 0, se tendrd, por el teorema de separacién, consecuencia
del teorema de Hahn-Banach, que existe un f € Sp- que verifica que
sup{f(z) : x € Int B(0,1—¢€)} <inf{f(z):z € X}. Evidentemente

sup{f(x) : z € Int B(0,1 - ¢)} = sup{f(z):z € (1-€)Int B(0,1)} =
= sup{f(l—€)z): z € Int B(0,1)} =
=1 —¢€)sup{f(2):z€Int BO,1)} = (1 —€)||f =1—¢

por un razonamiento andlogo al del lema 1.1.

Por lo tanto, 1 — ¢ <'inf{f(z) :z € X}.

Luego, para todo z € X es 1 — ¢ < f(z) y por lo tanto, X C F(f,e), de
donde se deduce que u(X) < u(F(f,€)) < sup{u(F(f,€)): f € Sp-}, y en
consecuencia, f(e) < sup{u(F(f,€)): f € Sg-}.

A continuacién, impondremos alguna condicién suplementaria a la canti-
dad conjuntista . Por una parte, se sabe que existen cantidades conjuntistas
como la medida de no compacidad de Hausdorff que verifican que su valor en
un subconjunto C y en el transformado de C por una isometria son cantidades
equivalentes. Mds concretamente, si [ : £ — F es una Isometria, entonces

existen constantes k y k’ tales que para cualquier subconjunto acotado C de
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E se verifica que kx(C) < x(I(C)) < K'x(C).
Y por otra parte, se sabe que existen cantidades conjuntistas que no verifi-
can la condicién anterior, como probaron Astala y Tylli con la medida de no
compacidad débil de De Blasi [4].

A las cantidades conjuntistas que verifican la condicién anterior las lla-
maremos cantidades conjuntistas equivalentes por isometrias.

M4ds precisamente se tiene la siguiente definicién.

1.8.5 Definiciéon

Una cantidad conjuntista u se dice que es equivalente por 1sometrias si pa-
ra cualquier isometria I : E — F existen constantes k y k’ dependien-

tes de la isometria tales que para cualquier C € Py(E) se verifica que
ku(C) < w(I(C)) < k'u(0)

A continuacién daremos un teorema que relaciona los médulos de -

convexidad y p-lisura y que generaliza el resultado que aparece en [9, Teorema
4]

1.8.6 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista equivalente por isometrias tal que para la
isometria candnica / : £ — E** existan las constantes k y k’ que verifican
que para cualquier C € Fy(E) es ku(C) < p(I(C)) < ¥ u(C).
Entonces se verifica que

kBls(€) < Thp. ()
Demostracion.

En virtud del lema 1.8.4 se verifica que
Og(€) = sup{u(F(f,¢)) : f € Sg-}
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Tomemos f € Sg. . Entonces I(F(f,€)) C F™(f,¢), donde F**(f €) es el
slice medido en E**. '

En consecuencia, Ku(F(f,e)) < u(I(F(f,e))) < u(F™(f,€)) < Tp(c) v
por tanto k sup{u(F(f,€)) : f € Sg.} < Y g-(€) o, de forma equivalente,
kBg(e) < Xp-(e)

Observacién

Tener en cuenta que en este teorema es suficiente con la condicién de que
ku(C) < ;@(I(C’)) para cualquier C € P,(E) para su verificacién.

Teniendo en cuenta los teoremas 1.5.5 y 1.8.2 se obtiene como corolario
de este teorema el siguiente resultado.

1.8.7 Corolario

Si E* es u-S entonces E es y-SC.

Por otra parte, teniendo en cuenta que lirré BE(€) = B4 (E), el corolario 1.5.7
€— .

y los teoremas 1.5.9 y 1.8.3, obtenemos este nuevo resultado como corolario
de este tultimo teorema.

1.8.8 Corolario

Si £ es ;-US entonces E es u-UC.

- Veremos a continuacién que el teorema 1.8.6 se mejora bajo la condicién
de que E sea reflexivo.
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1.8.9 Teorema

Supongamos que 4 es una cantidad conjuntista que verifica la condicidn del

teorema 1.8.6 y supongamos ademds que E es reflexivo. Entonces

Y (€) < K'B%(e)

Demostracién.

Tomemos f € Sg- . Entonces, en virtud de la reflexividad de E, obviamente
se verifica que I(F'(f,€)) = F**(f,¢). Por lo tanto,

WI(F(f,€)) = u(F(£,6)) < Ku(F(f.€) < KBA(e) y, en consecuen-

cia, sup{u(F**(f,€)) : f € Sp-} < k'Bi(e) de donde resulta, finalmente,
Zp-(e) < K'Bp(e)

Por lo tanto, bajo la condicién de que E sea reflexivo, teniendo en cuenta el

teorema anterior y los corolarios 1.8.7 y 1.8.8 se deduce el siguiente resultado.

1.8.10 Corolario

Si E es reflexivo, entonces

Ees p-UC & E* es p-US
Ees u-SC & E* es u-S

Este corolario generaliza el corolario 3 de [9].

Como observamos respecto a la relaciéon de dualidad entre la propiedad
p-LUS y la propiedad u-LUC, no hemos obtenido con esta técnica ningun
resultado. Esto es debido a que los médulos anteriormente citados de s
convexidad y de p-lisura unicamente permiten caracterizar a los espacios

p-UC, u-SC y a los espacios u-US y 1ui-S respectivamente.
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Veremos utilizando otra técnica, que tenemos un resultado homélogo a

los corolarios 1.8.7 y 1.8.8 para las propiedades p-LUS y u-LUC.

Para ello daremos previamente el siguiente lema.

1.8.11 Lema

Sea J : E — E** la inyecci6n candnica de un espacio de Banach en su bidual,
ysean 0 < e <1y f € Sg- . Consideremos los slices F(f,e) = {z € B :
f2)>1- e}

y F*(f,e) ={z™ € Bg- : z™(f) > 1 — ¢}

Entonces se tiene que J(F(f,€)) C F*(f,¢).

Demostracion.

Siz € F(f,¢), entonces J(z) = z** € Bg-- por ser J isometria y, ademas,

J(2)(f) = z*(f) = f(z) > 1 — € con lo que queda demostrado el lema.
A continuacién probaremos el resultado anteriormente mencionado.

1.8.12 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista equivalente por isometrias. Si E* es p-LUS,
entonces E es pu-LUC.

Demostracién.

Sea f € E*. Por el lema anterior, se tiene que J(F(f,€)) C F*(f,¢).
Aplicando la cantidad conjuntista u a esta inclusion, se tiene que u(J(F(f,€))) <
u(F(f,€)). |

Como p es una cantidad conjuntista equivalente por isometrias (ver defini-
cién 1.8.5), existird un k > 0 tal que ku(F(f,€)) < u(J(F(f,€))).

En consecuencia, ku(F(f,€)) < u(Fg-(f,¢)).

Como E* es p-LUS, es decir, lim_,g u(Fg-(f, €)) = 0, resultard que
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lim u(F(f,€)) = 0y por lo tanto, E es u-LUC.
Notese que la técnica usada en este teorema también nos habria permitido

obtener los corolarios 1.8.7 y 1.8.8.

Tener en cuenta que si E es reflexivo, entonces, dado un f € Sg. y
0 < e <1 esevidente que J(F(g(f,€))) = F*(f,¢) y ademds, si la cantidad
conjuntista es equivalente por isometrias, obtendriamos que si E es u-LUC,

entonces E* es u-LUS.

Mas concretamente, se tendria el siguiente resultado.

1.8.13 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista equivalente por isometrias y supongamos que
E es reflexivo. Entonces E es u-LUC & FE* es u-LUS

1.9 HERENCIA DE LAS PROPIEDADES
A SUBESPACIOS

En esta seccién analizaremos la herencia de las propiedades definidas con
anterioridad a subespacios cerrados. Comenzaremos con la herencia de las
propiedades relacionadas con la p-convexidad. Empezaremos probando que
la propiedad de p-SC se hereda a subespacios cerrados. Esto se probara con la
restriccion de que  sea una cantidad conjuntista equivalente por isometrias
(ver definicién 1.8.5). Entonces, en todo lo que sigue se verificara la condicién

anteriormente reseiiada, salvo que se especifique lo contrario.

1.9.1 Teorema

Si E es un espacio 4-SC y M un subespacio cerrado de E, entonces M es

u-SC.
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Demostracion.

Sea f € Sy- y consideremos el slice Fis(f,0) = {z € Sy : f(z) = 1} que
suponemos no vacio . Por el teorema de Hahn-Banach, existe un f € E*,
extension de f, que conserva la norma, es decir: f|M = f, siendo ademas
1Al =1f1l=1.

Por otra parte, la aplicacién ¢ : M — E es la inclusién canénica que, por
supuesto, es una isometria y se tiene que i(Fyr(f,0)) C F(f,0). Como p es
una cantidad conjuntista equivalente por isometrias, para : : M — F exis-
tiran las constantes k y k’ tales que para todo C' € P,(M) se tiene que
ku(C) < p(i(C)) < Ku(C) y, particularmente, para Fy(f,0) se tendra
que ku(Far(f,0)) < p(i(Fp(f,0))) < w(F(f,0)). En consecuencia, como
E es u-SC, resultard que u(F(f, 0)) = 0 y por tanto u(Fa(f,0)) = 0, como
queriamos probar.

Con una linea de argumentacién semejante a la anterior se puede probar

que las propiedades pu-LUC y p-UC se heredan a subespacios cerrados.

1.9.2 Teorema

Si E es un espacio u-LUC y M es un subespacio cerrado de E, entonces M es
u-LUC.

1.9.3 Teorema
Si E es un espacio u-UC y M es un subespacio cerrado de E, entonces M es

u-UC.

Observacidn.

En el supuesto de que la cantidad conjuntista no sea equivalente por

isometrias, no hemos sido capaces de encontrar unas hipStesis generales para
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que estos tres ultimos teoremas sigan siendo validos.

No obstante, en [22] se prueba el primero de ellos para una cantidad
conjuntista que no es equivalente por isometrias, como es la medida de no
compacidad débil de De Blasi . El razonamiento utilizado en esta demostra-
cion estd intimamente ligado al nicleo de la cantidad conjuntista resefiada y

al llamado criterio de compacidad débil del limite doble de Eberlein [22].
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Capitulo 2

CANTIDADES
CONJUNTISTAS Y TEORIA
DE OPERADORES

2.1 u-VARIACION DE UN OPERADOR

En esta seccién, partiendo de una cantidad conjuntista x definida en la
familia de los espacios de Banach , asociamos a cada operador T € L(E,F)
un numero relacionado con la cantidad conjuntista p, de manera andloga a
como se define la medida de no compacidad de Hausdorff o de Kuratowski
de un operador [4].

Analizaremos ademds algunas propiedades de esta variacién.

Comenzamos definiendo la y-variacién de un operador, siendo 1 una can-

tidad conjuntista cualquiera.

2.1.1 Definicion

Sea T un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach E y F, es

decir, T' € L(E, F). Definimos la p-variacién de T, y la denotamos por u(T),
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como el nimero que viene dado por u(T) = u(T(Bg)).

Hay que tener en cuenta que en el caso particular de que i sea la medida
de no compacidad de Hausdorff o la medida de no compacidad débil de
De Blasi , la definicién anterior coincide con la medida de no compacidad
de Hausdorff o con la medida de no compacidad débil de De Blasi de un

operador, respectivamente.

2.1.2 Proposicion

Sean T, R € L(E, F). Entonces:

a) T+ R) < u(T)+ pu(R)
b)  p(AT) = [Mu(T)
¢) w(T) <|T)|w(Br)

Demostracion.
a) y b) son evidentes a partir de las propiedades de una cantidad conjuntista
Para demostrar la propiedad c), hay que tener en cuenta que T(Bg) C ||T||Bg

y la monotonia de una cantidad conjuntista .

Vamos a estudiar el subconjunto de £(F, F) (donde E y F son espacios de
Banach ), definido por u(E, F) = {T € L(E, F) : u(T) = 0} y lo llamaremos

conjunto de operadores de u-variacién nula.

2.1.3 Proposicion

p(E, F) es un subespacio cerrado de L(E, F).
Demostracion.

Es obvio que u(E, F) es subespacio de L(E, F).
Veamos que p(E, F') es cerrado en L(E, F).
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En efecto: consideremos T,, € u(E,F) y T, = T en norma |.|| y veamos
que T € u(E,F). Teniendo en cuenta las propiedades de una cantidad
conjuntista y el apartado a) de la proposicién 2.1.2, se tiene que u(T) =
T -Ta+To) < w(T = T,) + 1(Ty). Como Ty, € u(E, F) es p(Ty,) = 0y, por
el apartado c) de la proposicién 2.1.2, u(T) < u(T — T,,) < ||IT — T || (Br).
Como T;, — T en norma ||.||, es |7 —T,|| — 0 cuando n — oo y por lo tanto,
w(T) =0, es decir que T € u(E, F).

A continuacién relacionaremos los conjuntos u(E, F) con la teoria de
ideales de operadores. Empezaremos dando la siguiente notacién. Dados
f € E' ey € F, denotamos por f ® y al operador de L(E, F) definido por
f®y:E—= F/(fQy)(z) = f(z)y. Es evidente que f ® y € L(E, F).

2.1.4 Definicién [3]

Una clase A de operadores es un ideal si para cada par de espacios de Banach
EyF, el conjunto A(E, F) = ANL(E, F) satisface las siguientes condiciones:
(a) Paratodo fe E', ye Fes f®y € A(E,F)
(b) A(E, F) es un subespacio de L(E, F)
(c) SiT € A(E,F)y S € L(F,G) entonces ST € A(E,G)
(d) SiT € L(E,F)y S € A(F,G) entonces ST € A(E,G)

Como ejemplos de ideales de operadores podemos mencionar la clase de
los operadores compactos y la clase de los operadores débilmente compactos.
Si A(E, F) es cerrado en L(E, F) diremos que el ideal de operadores es

cerrado.

Seguidamente veremos que, bajo ciertas condiciones sobre la cantidad

conjuntista u, el conjunto de los operadores entre espacios de Banach con
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p-variacién nula, constituye un ideal de operadores. Mds concretamente,

tenemos el siguiente resultado.

2.1.5 Proposiciéon

Si 4 es una cantidad conjuntista que contiene a los conjuntos unipuntuales
y ademas, los elementos de Ker u se preservan por operadores lineales y
continuos, entonces el conjunto de los operadores entre espacios de Banach
con u-variacién nula constituyen un ideal cerrado de operadores.

Demostracién.

a) Veamos que se cumple la condicién a) de la definicién 2.1.4.
Sean f € F', y € F. Vamos a demostrar que el operador f ® y: E — F tal
que (f ® y)(z) = f(x)y tiene u-variacién nula.
En efecto: (f ®y)(Bs) = {f(z)y : = € By} < Conv {~[Ifllv. I llv}.
Luego p((f ®y)(Be) < u(Conv {—||fllv, || flly}. Como Ker i contiene a los
conjuntos unipuntuales , Conv {—||f||y, ||f|ly} € Ker u y, en consecuencia
u((f ® y)(Bg)) = 0 por lo que f @y € u(E, F).

b) Para la condicién b), basta tener en cuenta la proposicién 2.1.2.

¢) Veamos que si T € u(E,F)y S € L(E, F) entonces ST € u(F,G).
En efecto: (ST)(Bg) = S(T(Bg)). Como T € u(E, F), entonces T(Bg) €
Ker p 'y, como por hipétesis los elementos de Ker u se preservan por ope-

radores continuos, resultard que S(T(Bg)) € Ker u o lo que es lo mismo,
ST € u(F,G).

d) Para probar d), consideremos T € L(E,F)y S € u(E, F).
Entonces, como T'(Bg) C ||T||Br, resultard que ST(Bg) C ||T||S(BFr).
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Y como S € u(F,G) es u(S(Br)) = 0y por lo tanto, u(ST(Bg)) = 0o, lo
que es lo mismo, ST € u(F,G). '

Notar que la condicién d) se verifica para una cantidad conjuntista en gene-
ral, sin las hipotesis consideradas en esta proposicién.

Ademas, por la proposicién 2.1.2, como u(E, F') es cerrado, el conjunto de

operadores con p-variacién nula constituye un ideal cerrado de operadores.

A continuacién relacionaremos la llamada variacién de Astala asociada
a un ideal de operadores con la distancia de Hausdorff al nuicleo de una
cantidad conjuntista .

Comenzaremos dando la definicién de la variacién de Astala asociada a

un ideal de operadores.

2.1.6 Definicién

Sea A un ideal de operadores, E un espacio de Banach y C € P(E).
Definimos la .A-variacién de C y lo denotamos por 7,4(C) al nimero que viene

definido como

n4(C) =inf{e > 0: existe un espacio de Banach F y un T € A(E, F) con
C C TBF' + EBE}

En [3], Astala probd que si A es el ideal de los operadores compactos o el
ideal de los operadores débilmente compactos, entonces 74 coincide con la
medida de no compacidad de Hausdorff o con la medida de no compacidad

débil de De Blasi , respectivamente.
Supondremos en lo que sigue que i es una cantidad conjuntista que con-
tiene a los conjuntos unipuntuales y que ademas, los elementos de Ker p son

preservados por operadores lineales y continuos. Entonces, como vimos en la
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proposicion 2.1.5, los operadores con .A-variacién nula constituyen un ideal
cerrado de operadores que denotaremos por A. Por lo tanto, dado el espacio
de Banach E y C € P,(FE), podremos hablar de la A-variacién de C indicada
por n4(C), y de la distancia de Hausdorff de C a los elementos de Ker L,

indicada como Hg,, ,,(C).

Vamos a probar que ambas cantidades coinciden, pero antes daremos el

siguiente lema.

2.1.7 Lema

Sea E un espacio de Banach y C € P,(E). Entonces 74(C) = 0 si y sélo si
C € Ker p.

Demostracion.

Supongamos que 74(C) = 0; esto significard que para cada € > 0 existira un
espacio de Banach F y un operador T € y(F, E) tal que C C T(Br) + €Bg.
Aplicando la cantidad conjuntista x4 y teniendo en cuenta que se verifica
que 4(T(Br)) = 0y las propiedades de y, obtenemos entonces que u(C) <
u(T'(Br)) + €14(Bg) = eu(Bg).

Y como esto es vélido para cualquier ¢ > 0, resultard que u(C)=0,0lo que
es lo mismo, C € Ker u.

Supondremos en lo que sigue que C € Ker pu.

Consideremos el conjunto

HC) ={f:C> R/ Y |f(x)] < o0}

reC

que, por supuesto, es un espacio vectorial sobre R, y consideremos en !(C)

la norma

1£1=2_ 1£ ()]

zeC
Se puede probar que !*(C), dotado de esta norma, es un espacio de Ba-

nach real. Hagamos F' = (I}(C), ||.||) ¥ consideremos ahora los elementos de
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IM(C), f. para z € C, definidos por f, : C — R de forma que f(z) =1y
fo(y) =0siy #z. |

Entonces, es trivial que f, € By para cada z € C. Ademas, notar que dado
un f € Fes F =3 cc f(z).f;. Luego, para definir un operador en F basta
definirlo sobre los f, y extenderlo por linealidad a todos los elementos de
ferF.

Consideremos, pues, el operador K : F — E/K(f,)=z.

Por lo tanto C' C K(Br) ¢ AConw(C) donde, AConv(C) indica la envol-
vente absolutamente convexa y cerrada de C. Como C € Ker i, por las
propiedades del nicleo de v es pu(Conv (C)) = u(C) = 0 y por lo tanto,
p(K(Br)) =0, es decir, K € u(F,E).

Luego, como C' C K(Bp), dado un € > 0 existe un espacio de Banach
F =1YC)y K € u(F,E) tales que C C K(Bp) C K(BF) + €Bg y por lo
tanto, n4(C) = 0.

Veamos a continuacién el resultado anteriormente mencionado que afirma

que la A-variacién de C coincide con la distancia de Hausdorff de C a Ker L.

2.1.8 Teorema

Sea E un espacio de Banach y C € P,(E). Entonces Hg., L(C) =14(C).
Demostracion.

Si C € Ker yp, el resultado es obvio, debido al lema anterior.

Supongamos que C ¢ Ker u. Entonces, por el lema anterior, sea n4(C) =r
y € > 0. Por definicién de la A-variacién de C, existird un espacio de Ba-
nach F y un operador T' € u(F,E) tales que C C T(Br) + (r + €)Bp.
Aplicando Her , y teniendo en cuenta que T(Bp) € Ker u, resultaré que
Hier u(C) < Hyer w(T(B)) + (r + ) Hicer w(Bi) = (r + O Hier (Bp). Co-
mo C ¢ Ker p,Hyer ,(Bg) = 1 y resultard que Hg,, «(C) <r+e Y como
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€ es arbitrario, se obtiene finalmente que He,, 2(C) < na(C).

Veamos a continuacién la otra desigualdad.

Supongamos que Hge, ,(C) = 7 y sea € > 0. Por definicién de la distancia
de Hausdorff, esto significa que existe P € Ker u tal que C C P+ (r+¢€)Bg.
Siguiendo la misma argumentacién que en el lema anterior, existira para
P e Ker pun espacio de Banach F' = (I'(P),]].||) y un operador F' € u(F, E)
tal que P C K(Br). En consecuencia, se verifica que C C P + (r + ¢)Bg C
K(BF)+(r+¢€)Bg de donde, por definicion de la A-variacién de C, resultaré

que 74 < 7+ €y, como € es arbitrario, es 74(C) < r = Hg,r +(C), como se

queria demostrar.

Finalmente, observar que este teorema generaliza el resultado obtenido

por Astala en [3] para el ideal de los operadores compactos y para el ideal de

los operadores débilmente compactos.

2.2 LA PROPIEDAD DE
APROXIMACION

Un cldsico resultado en Andlisis Funcional afirma que si un espacio de
Banach Y posee base de Schauder, entonces cada operador compacto T de
L(X,Y) es el limite en la norma de £(X,Y) de operadores de rango finito.
Pues bien, los espacios de Banach que verifican esta propiedad se dice que
tienen la propiedad de aproximacién (AP). Algunas variantes de la propie-
dad de aproximacién aparecieron en la literatura, fundamentalmente para
resolver algunas cuestiones relacionadas con la separabilidad de un espacio

de Banach y el hecho de poseer o no base de Schauder.

Por otra parte, Astala y Tylli caracterizaron en [5] algunas variantes de

esta propiedad de aproximacién en términos de medida de no compacidad
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de Hausdorff y de medida de no compacidad débil de De Blasi de operado-
res. En esta seccién pretendemos generalizar los resultados obtenidos en 5]
-a operadores de p-variacién nula, donde 4 es una cantidad conjuntista .
Comenzaremos relacionando la p-variacién de un operador T € L(E, F )
con su distancia en L(E, F) al subespacio cerrado de los operadores de u-
variacion nula. Mds concretamente, supongamos que T € L(E,F) y con-
sideremos la distancia de T al subespacio u(E,F) o, lo que es lo mismo, la
norma de T' en el espacio de Banach cociente L(E, F)/u(E, F) definido como
1Tl = dist(T, u(E, F)) = inf{||T - P|| : P € w(E, F)}.

En este apartado, salvo que se diga lo contrario, x es una cantidad conjun-

tista general.

La siguiente proposicién nos relaciona la p-variacién del operador w(T)

con ||T||,. Mas concretamente, se tiene el siguiente resultado.

2.2.1 Proposicién

Sea T' € L(E, F). Entonces u(T) < ||T||,14(Br).

Demostracién.

SiT € u(E, F), el resultado es trivial.

Supongamos que T' € L(E, F) — u(E, F) y tomemos un P € u(E, F).
Entonces, teniendo en cuenta las propiedades de una cantidad conjuntista ,
el hecho de que P € u(E, F') y el apartado c) de la proposicién 2.1.2, se tiene
que u(T) = (T = P+ P) < u(T = P) + u(P) = (T — P) < ||T — P||u(Bp).
Como T(Bg) ¢ Ker u, u(T) > 0, y por tanto, u(Br) > 0. En consecuencia

—(—Lﬁ;) < |[|T = P||, y como esto se verifica para cualquier P € p(E, F), resul-

tard que IL‘E(;;)) < |IT]|,. de donde se obtiene el resultado que queriamos probar.

Particularizando el resultado de esta proposicién a la cantidad conjun-

tista Hper , suponiendo que ésta no es idénticamente nula, es decir, que
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Hger ,(Br) = 1, nos da el siguiente corolario.

2.2.2 Corolario

Sea T € L(E,F) y supongamos que H,, , no es idénticamente nula en
Py(F). Entonces Hg.r ,(T) < ||},

Notar que si tomamos como cantidad conjuntista la medida de no com-
pacidad de Hausdorff x, entonces el corolario anterior se traduce en la forma
x(T) < ||T||, = dist(T, K(E, F)) donde K(E, F) es el conjunto de los ope-
radores compactos.

De la misma forma, si tomamos como cantidad conjuntista la medida de
no compacidad débil de De Blasi 3, entonces 3(T') = ||T||, = dist(T, W (E, F))

donde W (E, F) es el conjunto de los operadores débilmente compactos.

A continuacion recordaremos unas variantes de la llamada propiedad de
aproximacion que aparecen en [5]. Asi, diremos que un espacio de Banach
E tiene la propiedad de aproximacién A-compacta, y lo indicaremos por A-
CAP, si para cada subconjunto D C E compacto y para cada € > 0, existe

un operador compacto K € L(E) que verifica que
sup |[Kz —z|| <ey ||K—1I|| <X
x€D

donde I es el operador identidad en E. Si un espacio de Banach E tiene la
A-CAP propiedad para algin A > 1, entonces diremos que E tiene la propie-

dad de aproximacién acotada compacta (BCAP).

A continuacién generalizaremos la definicién anterior.
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2.2.3 Definicién

Se dice que un espacio de Banach E tiene la pu-propiedad de aproximacién A
y lo indicaremos en la forma A — 4AP, donde 4 es una cantidad conjuntista
cualquiera, si para cada D C F, D € Ker u y para cada ¢ > 0, existe un
operador K € p(E, E) que verifica que

sup [Kz —z|| < ey [|[K —1T|| < A
€D

En particular, si E tiene la A — yAP para algin A > 1, diremos que E tiene
la p-propiedad de aproximacién acotada (u-BAP).

En [58], Lebow y Schechter probaron que si y es la medida de no com-
pacidad de Hausdorff y T' € L(E, F), donde F tiene la A — xAP, entonces
ITlly = dist(T, K (E, F)) < \(T).

A continuacién probaremos que este resultado se verifica en un contexto

mas general. Mds concretamente, se tiene el siguiente teorema.

2.2.4 Teorema

Sea F un espacio de Banach con la A — yAP. Entonces

7], = dist(T, u(E, F)) < AHkery (T) para cualquier T € L(E, F).
Demostracion.

Sea T' € L(E,F). Si T es tal que Hyer, (T)=0, entonces se verifica que
T(Bg) € Kerpy,, , = Ker py por lo tanto T € u(E, F) y el resultado es
trivial.

Supongamos entonces que Hp,, «(T) > 0y consideremos § > Hy., u(T).

Por definicién de Hgepy, (T), existitda W C F y W € Ker p tal que
(2.1) TBg C W +6Bfp

Por otra parte, como F tiene la A — pAP, existird ) tal que para W C F v
W € Ker py para cada ¢ > 0, existird un operador R € u(F, F) que verifica
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que

sup |lz — Rz|| <ey |[I - R|| <X
zeEW

Por (2.1) se tiene que si z € Bg, entonces existe z € W que cumple que
|Tz — z|| < 4. Por tanto, para = € Bg se tiene que

Tz — RTz|| < ||[Tz — 2 — RTz + Rz|| + ||z — Rz|| =

I = B)(Tz = 2)| + llz = Rzll < I = R||.|Tz — z|| + ||z = Rzl| < A6+ e de
donde resultard que ||[I — RT|| < A\d +e.

Como probamos en la proposicién 2.1.5, al ser R € u(F,F)y T € L(E, F),

RT € u(E, F) para una cantidad conjuntista general, resultard que
1T\, = dist(T, u(E, F)) = inf{||T—P|| : P € p(E,F)} <|[IT=RT|| < Ao+e

Y como € es arbitrario, se tiene que ||T]|, < Ad. Y dado que esto se verifica
para cualquier 6 > Hp,, ,(T) se tendrd finalmente que ||T||, < AHge, L(1),

como queriamos demostrar.

Probemos ahora la implicacién inversa de este teorema.

2.2.5 Teorema

Sea F un espacio de Banach tal que p no se anula en Py(F).

Si [T, £ AHger 4(T) se verifica para cualquier operador T € L(E,F) y
para cada espacio de Banach E, entonces F tiene la A — uAP.
Demostracion.

Supongamos que F no tiene la A — yAP. Esto quiere decir que para n € N
existe D,, C F con D, € Ker 1y ¢, > 0 tal que si R € L(F,F) y verifica
que

sup ||z — Rz|| < €, y ||[I — R|| < n, entonces R ¢ u(F, F)
zE€ED, :

Téngase en cuenta que podemos tomar D,, cerrado y absolutamente convexo

puesto que la clausura cerrada y absolutamente convexa de un conjunto de
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Ker u pertenece a Ker p por las propiedades que verifica una cantidad
conjuntista . '
Consideremos a continuacién el funcional de Minkowski, definido en la forma
|zln = inf{t > 0:z € tA,} donde A, es el conjunto A, = £ Br + D, que,
por supuesto, es acotado, cerrado, absolutamente convexo y absorbente.
Veamos que |z, define una norma equivalente en F.

En efecto, si x € F, entonces ﬁ € Bp. Luego, como D, es absolutamente
convexo y, por lo tanto, contiene al origen, resultars que

5Ty € wBr+ Dn=A,, de donde z € 2||z]|A, y en consecuencia [z|, <
Por otra parte, para § > 0 y por definicién de funcional de Minkowski, se

tiene para z € F que x € (|z], + 6)(Bp + D,,).

n

Luego, como D, es acotado, si hacemos M,, = sup{||dy|| : d € D, }, entonces
lzll < (Jz]n + 0) (2 + M,) = (|z|n + 6)7a, representando por ,, = 4 M,.
Como esto se verifica para § > 0 arbitrario, resultard que lz]l < valzln-

Por tanto, y en resumen, se tiene que para cualquier z € F se verifica que

tn
n

zln < ||zl < Ynl2|n, siendo v, > 0.
Luego |z|, define una norma equivalente en F.

Sea, a continuacién, E, = (F,|.|,) y sea T,, la identidad de E,, en F que,
evidentemente, es un operador continuo en virtud de las equivalencias de las
normas ||.{| y |-|a-

Veamos, entonces, que ||7,||, > €, para cada n € N.
En efecto, sea R € L(E,, F) tal que ||T,, — R|| < ¢,. Teniendo en cuenta que
A, es la bola unidad cerrada de la norma ||, resultard que

sup [lz—(ReT")(z)|| = sup |lz—Rz| < sup |lz—Ra|| = sup | T,z—Ral| =
x€Dn 2€Dn, T€AL T€A,

=5=|T, - R < e.S.
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Por otra parte, como

1 = RoT ler = sup{l|( = Ro T,7")(z)|| : « € Bp} =

= Z2sup{(I - RoT')(z)||: z € 2Bp} <

< Esup{l|(I = Ro T, )(z)|| : 2z €} = Zsup{llz — Rz|| : z € Ap} =
= Zsup{[|Thz — Rz|| 12 € A,} < 2T, — R| < n

Por lo tanto, por nuestra suposicién de partida, Ro T;! ¢ u(F, F).

Veamos que, bajo nuestras condiciones, R ¢ u(E,, F).
En efecto: si R € pu(Ey, F), esto significard que u(R(Bg,)) = u(R(A,)) = 0
y por lo tanto
H(ROT; ) = p(RoT ) (Br) = (R(T;(Br)) = w(R(Br)) = 2u(R(2By))
< 2u(R(A,)) = 0 puesto que “2Br C A,.
Entonces R o T;' € u(F,F) lo cual es absurdo ya que hemos visto que
RoT 1 ¢ u(F F).
En resumen, si R € L(E,,F) y verifica que ||T;, — R||
R ¢ u(E,, F). En consecuencia, ||T,,||, = dist(Ty, u(E,, F)
Ademas, Hyer u(Th) = Hicer u(Tn(Bg,)) = Hier u( n(An)) = Hyer u(4s) =
= Hger y(2Br + Dy) < 2 + Hger 4(Dy) = < puesto que D, € Ker p.
Luego Hyer u(Tn) < 2 < %HTn“u

< €,, entonces
) > €

Veamos ahora que Hg,, ,(T5,) > 0.
En efecto: si fuera Hye, ,(T;,) = 0, esto querria decir que
0= Hger IL(TTL) = Hger u(Tn(BEn)) = Hger u(Tn(An)) = Hger u(An)-
Y como 2 Bp C A,, resultard que H,, N(Bp) = 0 y, por consiguiente, la
cantidad conjuntista es idénticamente nula en P,(Br) en contra de nuestra
hipétesis.

En consecuencia, hemos obtenido que 0 < Hger 4(T) < || Tl
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Por otra parte, consideremos el espacio de Banach E = co(E,) con las
proyecciones candnicas m, : E — E,, es decir m,((z)) = 2z, y las inclusiones
in : B — F definidas por i,(z,) = (0,0,...,0,2,,0,...,0)

Consideremos los operadores S, = || T, || Tm, € L(E, F).

Entonces se tiene que para z, € E,, es

(Sy o in)(Zn) = 5.(0,0,...,0,2,,0,..., 0) =
= |1 Tl Tua 0,0, ..., 0,20, 0, ..., 0) = [| Ty |7 T (z)

Luego || T, |, in = Sy 0 in

Veamos a continuacién que ||S,||, > 1.

En efecto, como ||Syl|, = dist(Sp, w(E, F)) = inf{||S, — P|| : P € u(E, F)}
tomamos P € p(E, F) y entonces, por la proposicién 2.1.5, se verifica que
Poiy € u(Ey, F) y, por lo tanto nos encontramos que ||Sy, 0 iy, ||, < ||y 0n —
Poty|| < [[Sn—P||-|[in]l. Como [liz|| = 1, resultard que ||S, 044]| < ||S, - P||
y como esto es cierto para cada P € u(E, F'), resulta que ||S, 0 i,|| < [|S,|l,.-
Por oﬁra parte, y como ya hemos visto, HTnH;lTn = S5, 014, v por lo tanto
1S 0tnlly = | Tall; |1 Tnllx = 1. Por tanto, como ||S, 04, ||, < ||S,ll,., podemos
obtener que ||S,||, > 1, como queriamos demostrar.

A su vez, la distancia de Hausdorff de los operadores S, al niicleo de [ €s
Hrcer #(Sn) = ”Tn”;lHKer M(Tnoﬂ'n) = “Tn”;lHKer u((TnOWn)(BE)) y dado
que m,(Bg) C Bg, resultard que T, o m,(Bg) C T,,(Bg,) v, en consecuencia,
Hyer w((Tn 0 m0)(BE)) < Hier u(Tn(Bg,)) = Hier o(Th).

Por lo tanto, teniendo en cuenta que Hg,, ,(T;) < || To ||, es

Hyer u(Sn) = ”Tn”;lHKer u((Tn © 7rn)(BE)) < “Tn”;lHKer M(Tn) <
< ATl Tl = 2

Resumiendo, hemos encontrado un espacio de Banach E y una sucesién
de operadores S, € L(E,F) que verifican que ||S,|| > 1 y Hger u(Sn) < %
y, en virtud de la hipétesis, tendria que verificarse que 1 < ||S,]|, < % para

cada n € N, o lo que es lo mismo, A > n para todo n € N, lo cual no puede
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ser.

Por lo tanto F tiene la A — uAP.

Tener en cuenta que en el espacio de Banach £(E, F)/u(E, F), la cantidad
|T||,. es, precisamente, la norma en este espacio.

A continuacién definimos en este espacio la cantidad

ﬂ(T + M(E,F)) = HKer u(T)

2.2.6 Proposicién

fi es una norma en el espacio cociente L(F, F)/u(E, F).

Demostracion.

Veamos que [i estd bien definida. Para ello tenemos que demostrar que si
I, € L(E,F)yT) — Ty € u(E, F), entonces Hy,, o(Th) = Hyer o(T2).

En efecto, como 77 = Ty — Ty + T, resultars que
HKer ,u(Tl) < HKer u(Tl - TZ) + HKer p.(TQ) = HKer [L(TQ)

puesto que u(Ty — T3) = 0 y por consiguiente Hy., (T —T,) =0.
Por lo tanto, HKer #(Tl) < HKer ﬂ(T2).
Un razonamiento anédlogo nos darfa la otra desigualdad.

El resto de las propiedades de una norma son inmediatas.

-

Teniendo en cuenta el corolario 2.2.2 y el teorema 2.2.4, se obtiene el

siguiente resultado.

2.2.7 Teorema

Sea F un espacio de Banach con la A — uAP. Entonces, para cualquier espacio

de Banach E, las normas ||.|| y i en L(E, F)/u(E, F) son equivalentes, siendo
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la relacién de equivalencia Hyep (T) < (|T|, < M ger o(T).

Por otra parte, en base al corolario 2.2.2 y al teorema 2.2.5, se tiene el

siguiente teorema.

2.2.8 Teorema

Sea F un espacio de Banach tal que y no se anule en P,(F). Si T, <
AHyer 4(T) para cualquier T € L(E, F) y para cada espacio de Banach E, es
decir que |||, y /i son normas equivalentes en T € L(E, F)/u(E, F) siendo
la relacion de equivalencia [|T||, < AHgr ,(T), entonces F tiene la A — uAP.

El siguiente resultado nos dara una condicién suficiente para que un es-
pacio de Banach no tenga la A— uAP. En este caso, habra que exigirle alguna
condicion extra a la cantidad conjuntista u. Esta condicién serd que el Ker n
contenga a las sucesiones débilmente convergentes. Nos planteamos la pre-
gunta de si existen cantidades conjuntistas que verifiquen esta condicién. En
el préximo capitulo daremos ejemplos de cantidades conjuntistas no triviales

que si la verifican.

Por otra parte, necesitaremos la definicién de operadores completamente con-

tinuos.

2.2.9 Definicién

Un operador T € L(E, F) se dice que es completamente continuo si para
cada sucesion (z,) débilmente convergente en E, la sucesién (T'z,) es con-

vergente en norma.
Con V(E,F) denotaremos la clase de los operadores completamente continuos.

Estamos, pues, en disposiciéon de dar el siguiente resultado.
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2.2.10 Teorema

Sea E un espacio de Banach sin la propiedad de Schur y supongamos que p
es una cantidad conjuntista cuyo nicleo contiene a las sucesiones débilmente
convergentes y supongamos ademds que y(E, E) C V(E, E).

Entonces E no tiene la A — pAP.

Demostracion.

Como E no tiene la propiedad de Schur, podemos encontrar una sucesién
(zn) C Bg que es débilmente convergente y que no converge en norma, por
lo que no es de Cauchy. Es decir, que existe un ¢ > 0 y una subsucesién de

(z,) que denotaremos igual, tal que
(2.2) |Zn — Zm|| > csin#m

Pasando a z, — z, si x es el limite débil de (z,,), podemos considerar que la
sucesion (z,) es débilmente convergente a 0.
Supongamos que E tiene la A — pAP y tomemos 0 < ¢ < ¢/3 y, como
K ={z, :n € N} U{0} € Ker p, por hipétesis, existird R € u(E, E) tal
que

sup |[Rz —z|| <€, ||[R=1I]| <A

zeK

Como R € pu(E,E) C V(E,E), y z, — 0, entonces (Rz,) es convergente
en norma. Por tanto, serd de Cauchy, y por consiguiente, para el ¢ dado, se
tendra que ||Rz, — Rz,,|| < € para n y m suficientemente grandes. Ademsis,
se tiene que

|2n = Zm|| < ||#n — Rz || + |RTn — Rapm|| + || BT — Tm|| < €+e+e=3e < ¢

lo cual es una contradicién con (2.2). Por lo tanto E no tiene la A — pAP.

2.3 OPERADORES ;~-TAUBERIANOS

Los operadores tauberianos fueron introducidos por Kalton y Wilansky

en [50] y aparecen en la literatura con el objetivo de responder a un conjun-
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to de cuestiones relacionadas con la sumabilidad [65] y la factorizacién de
operadores [27]; en la preservacion de propiedades por isomorfismos en es-
pacios de Banach , etc. En [50, Theorem 2.2] se caracterizan los operadores
tauberianos de la siguiente forma, y éste serd nuestro punto de partida.

Un operador T' € L(E, F) se dice que es tauberiano, y lo denotaremos por
T € 7(E, F), si para cualquier C € P,(E) con T(C) relativamente débilmente
compacto , se tiene que C es relativamente débilmente compacto .

Esta definicién se puede generalizar al contexto de las cantidades conjun-
tistas apareciendo lo que llamaremos operadores p-tauberianos. Mas concre-

tamente, se tiene la siguiente definicidn.

2.3.1 Definiciéon

Un operador T € L(E,F) se dice que es p-tauberiano, donde p es una
cantidad conjuntista y lo denotaremos en la forma T € 7,(E, F), si para
cualquier C' € Fy(E) con T(C) relativamente débilmente compacto se tiene
que C € Ker u.

En la siguiente proposicién veremos ¢émo los operadores p-tauberianos se
preservan por perturbaciones débilmente compactas, como en el caso clasico

de los operadores tauberianos.

2.3.2 Proposicién

Sea T € 7,(E, F) y K un operador débilmente compacto. Entonces T + K €
7.(E, F).

Demostracién.

Sea C' € P,(F) y consideremos que (T + K)(C) es relativamente débilmente
compacto . Como K es un operador débilmente compacto, K(C) sera relati-
vamente débilmente compacto y como T(C) C (T + K)(C) -~ K (C), teniendo

en cuenta las propiedades de la medida de no compacidad débil de De Blasi
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se tendrd que 3(T(C)) < B((T+ K)(C)) + B(K(C)) = 0 y, en consecuencia,
T(C) es relativamente débilmente compacto . Dado que T € 7,(E, F), resul-

tard que C' € Ker p, como queriamos probar.

Una de las propiedades m4s interesantes de los operadores tauberianos
es que sus nicleos son reflexivos. Pongamos de manifiesto algunas relaciones
con este hecho.

En [23] se prueba que para la cantidad conjuntista 3, medida de no com-
pacidad débil de De Blasi , la clase de los espacios 8-UC y la clase de los
espacios #-LUC coinciden con la clase de los reflexivos. Téngase en cuenta
que la clase de los espacios reflexivos coincide precisamente con la clase de
los espacios de Banach para los que la medida de no compacidad débil de De
Blasi se anula.

Por otra parte, tener en cuenta que existen cantidades conjuntistas para
las cuales no existen espacios de Banach infinito dimensionales en los que
dicha cantidad se anule. Tomemos por ejemplo la cantidad conjuntista x
medida de no compacidad de Hausdorff , que se anula tnicamente en los
espacios finito dimensionales. Veremos mds adelante que existen cantidades
conjuntistas distintas a la medida de no compacidad de Hausdorff v a la
medida de no compacidad débil de De Blasi que verifican uno u otro hecho,

primordial en el desarrollo que queremos hacer.

Retomando de nuevo la cuestién que nos concierne y teniendo en cuenta
lo dicho anteriormente, la propiedad de que los nicleos de operadores tau-
berianos sean reflexivos se puede traducir diciendo que si T es un operador
tauberiano de E en F, entonces su nicleo Ker T es un espacio para e} cual
se anula la cantidad 3, medida de no compacidad débil de De Blasi .

Esto significa en particular que Ker T es un espacio S-UC. El siguiente

teorema generaliza precisamente este hecho.
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2.3.3 Teorema

Si T es un operador u-tauberiano de E en F, entonces Ker T es un espacio
de Banach para el cual se anula la cantidad u y, por lo tanto, es un espacio
u-UcC.

Demostracion.

Supongamos que T € 7,(E, F) y sea A € P,(Ker T).

Como A C Ker T, resulta que T(A) = 0, es decir, que T(A) es relativamente
débilmente compacto . Como T es u-tauberiano, resulta que A € Ker I, 0
lo que es lo mismo, p(A) = 0. Por lo tanto, la cantidad y se anula en Ker T,

como queriamos probar.

Este teorema tiene como corolario el resultado ya conocido para los ope-

radores tauberianos y mencionado con anterioridad.

2.3.4 Corolario

SiT es un operador 3-tauberiano (es decir, si T € 74(F, F) donde § indica la
medida de no compacidad débil de De Blasi ), entonces Ker T es reflexivo.
La prueba es inmediata, pues basta con tener en cuenta que los espacios

para los que se anula la medida de no compacidad débil de De Blasi son los

reflexivos.

Notar que si y es una cantidad conjuntista para la cual no existen espacios
de Banach infinito dimensionales en los que se anule, tenemos el siguiente

corolario al teorema 2.3.3.

2.3.5 Corolario

Sea i una cantidad conjuntista para la que no existen espacios de Banach

infinito dimensionales en los que se anule y sea T un operador u-tauberiano
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de E en F. Entonces Ker T es de dimensién finita.

En particular, como la medida de no compacidad de Hausdorff y, verifica

la hipétesis de este corolario, tenemos también el siguiente.

2.3.6 Corolario

Sea T un operador x-tauberiano de E en F. Entonces Ker T es finito dimen-

sional.

Para el siguiente resultado exigiremos alguna condicién adicional a la
cantidad conjuntista p. Por esta razén, empezamos con la siguiente definicién

necesaria para continuar nuestro desarrollo.

2.3.7 Definicién

Sea E un conjunto y A una familia de subconjuntos de E. Diremos que A
esta sucesionalmente determinada si para cada A C E, se verifica que A € A

si y solo si para cualquier sucesién (z,) C A, el conjunto {z, : n € N} € A.
Ejemplos de familias sucesionalmente determinadas son la de los conjun-
tos relativamente compactos y la de los relativamente débilmente compactos

de un espacio de Banach E.

Con el siguiente resultado obtendremos una caracterizacién algebraica de
los operadores p-tauberianos.
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2.3.8 Teorema

Sea £ una cantidad conjuntista tal que Ker i esta sucesionalmente determi-
nado. Entonces, un operador 7' : E — F es p-tauberiano si y sélo si dado un
espacio de Banach G y un operador L : G — E tal que T o L es débilmente
compacto, entonces L tiene p-variacién nula.

Demostracion.

Supongamos que T : E — F es p-tauberiano y sea L : G — E un operador
tal que T o L es débilmente compacto. En virtud de la débil compacidad de
T o L se tiene que (T o L)(Bg) es relativamente débilmente compacto , o lo
que es lo mismo, T'(L(Bg)) es relativamente débilmente compacto . Como
T es p-tauberiano, L(Bg) € Ker iy en consecuencia, L tiene p-variacién

nula, como queriamos probar.

Veamos la otra implicacién. Supongamos que T no es p-tauberiano. Esto
significa que existe A € P,(E) con T(A) relativamente débilmente compacto
y A¢ Ker p.

Como la cantidad conjuntista z verifica que su nicleo Ker p estd sucesio-
‘nalmente determinado, resultard que existe (x,) C A por lo que también
{2, :n € N} ¢ Ker p.

Consideremos a continuacion el operador L : [ — E definido por L(e,) = z,,.
Como (T o L)(e,) C T(A), resultard que (T o L)(B) C AConv(T(A)), don-
de AConv(T'(A)) indica la clausura absolutamente convexa de T(A) que es
relativamente débilmente compacto por serlo T(A). Por lo tanto, T o L es
débilmente compacto y, por nuestra hipdtesis, u(L(B)) = 0.

Por otra parte, como {z, : n € N} C L(Bl) y {z, : n € N} ¢ Ker pu
resultard que u(L(B1)) > 0, lo cual es absurdo.

En particular, como los operadores tauberianos son precisamente los -

tauberianos, donde 8 es la medida de no compacidad débil de De Blasi , v
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como la familia de los relativamente débilmente compactos estd sucesional-
mente determinada, se puede obtener el siguiente resultado como corolario

del teorema anterior.

2.3.9 Corolario

Un operador T : E — F es tauberiano si y sélo si dado un espacio de Banach
G y un operador L : G — E que verifica que T o L es débilmente compacto,

entonces L es débilmente compacto.

Quizds una de las principales razones para el estudio de los operadores
tauberianos fue la herencia de propiedades isomorficas de los espacios de
Banach . Asi, tenemos que si T : E — F es un operador tauberiano y F
tiene la propiedad de reflexividad (cuasi-reflexividad, débil secuencialmente
completo, etc.), entonces E también la posee.

En nuestro contexto de operadores u-tauberianos tenemos, en cierta me-
dida, algunas propiedades homdlogas y, para ello, hay que tener en cuenta

que los espacios reflexivos son aquéllos en los que se anula la medida de no
compacidad débil de De Blasi .

2.3.10 Teorema

Siexiste T' : E — F u-tauberiano y F es reflexivo, entonces la cantidad
conjuntista x se anula en E.

Demostracion.

Sea A € P,(E). Entonces, como F es reflexivo, resultarda que T(A), al ser
acotado, serd relativamente débilmente compacto . Teniendo en cuenta que
T es tauberiano, resulta entonces que A € Ker u. En consecuencia, p se

anula en E, como queriamos probar.
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En particular, si aplicamos este teorema a la cantidad conjuntista la me-
dida de no compacidad débil de De Blasi , obtenemos el resultado ya conocido
de los operadores tauberianos clasicos.

Mads concretamente, se tiene el siguiente resultado.

2.3.11 Corolario

Si existe T : F — F tauberiano y F es reflexivo, entonces E es reflexivo.

Téngase en cuenta que si para la cantidad conjuntista p no existen es-
pacios infinito dimensionales para los cuales se anula, el teorema 2.3.10 nos

permite obtener el siguiente corolario.

2.3.12 Corolario

Sean E y F espacios de Banach reales de dimensién infinita. Supongamos
que 4 no se anula en espacios infinito dimensionales y que F es reflexivo. En-

tonces, no existen operadores y-tauberianos de E en F. Es decir 7,(E, F) = 0.

En particular, tomando la medida de no compacidad de Hausdorff , se

tiene el corolario siguiente.

2.3.13 Corolario

Si F es reflexivo, entonces 7,(E, F) = 0.

Bajo la hipétesis de que los conjuntos relativamente débilmente compac-

tos estan contenidos en Ker u, se tiene el siguiente corolario.
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2.3.14 Corolario

Si Prye(E) C Ker p, entonces Ig € 7,(E, E).
Asimismo, por el teorema 2.3.10, se tiene la consecuencia siguiente.

2.3.15 Corolario

Si E es un espacio de Banach para el cual no se anula la cantidad conjuntista

4, entonces ninguin f € E* es tauberiano.

Como ejemplo, vamos a estudiar el conjunto 7.(1%, ¢p).
En [59, 2-f-43], se prueba que todo operador T : [® — ¢y es débilmente

compacto. Basdndonos en este hecho, probaremos el siguiente resultado.

2.3.16 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista cantoriana. Entonces 7,(I%, ¢y) = 0.
Demostracion.

Supongamos que T' € 7,(I*, ¢y). Por lo dicho anteriormente, T es débilmente
compacto, o lo que es lo mismo, para cualquier A € P,(I°) es T(A) relati-
vamente débilmente compacto . Como T es u-tauberiano, A € Ker p y
en consecuencia, la cantidad conjuntista u se anula en (. Por lo tanto, en
particular, [*® es u-LUC. Por el teorema 1.2.2, como pu es una cantidad can-
toriana, resultaria que [*° es reflexivo, lo que es absurdo.

Por lo tanto 7,(I°°, ¢o) = 0.

Este teorema generaliza el resultado ya conocido de que no existe un
operador tauberiano de [*® en ¢, ya que la medida de no compacidad débil

de De Blasi es cantoriana.

Mas concretamente, se tiene el siguiente corolario.
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2.3.17 Corolario

No existe un operador tauberiano de I® en ¢,.

Un hecho también fundamental en la teoria de los operadores tauberianos
es que si T** es tauberiano, entonces T es tauberiano, no verificindose la
implicacién inversa [2].

Veremos que este resultado se cumple en el contexto de los operadores
p-tauberianos, aunque con ciertas restricciones para la cantidad conjuntista

L.

2.3.18 Teorema

Supongamos que la cantidad conjuntista i es equivalente por isometrias (ver
definicién 1.8.5). Si T** es p-tauberiano, entonces T es u-tauberiano.
Demostracion.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

E L F
14 1 d

E'** T *; F**

donde 7 es la inyeccién canénica de un espacio en su bidual y supongamos
que 7™* es tauberiano.

Sea A € P,(E) y T(A) relativamente débilmente compacto . Como todo
operador lineal y continuo transforma conjuntos relativamente débilmente
compactos en conjuntos relativamente débilmente compactos , resultard que
i(T(A)) es relativamente débilmente compacto . En virtud de la conmutativi-
dad del diagrama anterior, 7**(i(A)) es relativamente débilmente compacto.
Como T™* es p-tauberiano, entonces i(4) € Ker u. Teniendo en cuenta la

hipétesis de que la cantidad u es equivalente por isometrias, resultard que
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A € Ker uy, en consecuencia, T es p-tauberiano.

Hay que hacer notar que el resultado anterior para los cldsicos operado-
res tauberianos no se puede deducir como corolario de este teorema, ya que,
como probaron Astala y Tylli [5], la medida de no compacidad débil de De
Blasi no es equivalente por isometrias. No obstante, notar que en este ultimo
teorema, lo esencial es que el Ker u se preserva por isometrias, o en forma
equivalente, A € Ker u < I(A) € Ker yu para cualquier isometria I. Por
tanto, ésta seria la hipdtesis suficiente para este teorema. Esta hipdtesis si
es verificada por la medida de no compacidad débil de De Blasi , en virtud
del llamado criterio de Eberlein [57, pag. 159).

En la literatura, algunas subclases de la clase de los operadores tauberia-
nos cldsicos, son también interesantes [65].
A continuacién, estudiaremos algunas subclases de los operadores p-tauberianos.

Empezaremos dando las definiciones de las subclases objeto de estudio.

TH(E,F)={T € L(E,F)/c Hger ,(B) < B(T(B)) para algtin ¢ > 0
y para todo B € P,(F)}
THE,F)={T € L(E,F)/c Hxer ,(B) < x(T(B)) para algiin ¢ > 0
y para todo B € Fy(E)}
(E,F)={T € L(E,F)/3R€ L(F,E)y W € u(E,E)
con RT = Idg + W}
Notar que 7/'(E,F) es la clase de los operadores invertibles a izquierda,

modulo los operadores de p-variacién nula.

El siguiente resultado, nos da algunas relaciones de inclusién entre estas

clases.
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2.3.19 Teorema

Sean E y F dos espacios de Banach . Entonces tenemos:

TH(E,F) C T#(E, F)

TH(E,F) C 7,(E,F)

Ademas, la inclusidn, en general, es estricta.

Demostracion.

La primera inclusién es evidente en virtud de que la medida de no compa-
cidad débil de De Blasi estd mayorada por la medida de no compacidad de
Hausdorff .

La segunda es obvia a partir de la definicion de 74/ (E, F).

El que la inclusién es estricta, estd probado en [4] para los operadores tau-

berianos clasicos, y por tanto, en general, las inclusiones son estrictas.

Bajo la hipdtesis de que Hg,r, se anula en los conjuntos relativamente

débilmente compactos , tenemos el siguiente resultado.

2.3.20 Teorema

Si Prye(F) C Ker p, entonces 7/'(E, F) C 74(E, F)

Demostracioén.

Sea T € 7/(E,F). Entonces, por definiciéon de la clase 7/(E, F) existen
Re L(F,E)y W € u(E,E) tales que RT = Idg + W.

Sea ahora B € P,(FE). Como H Kery ©S Invariante por perturbaciones de ele-

mentos del nicleo, tenemos que Hye, ,(B) = Hger ,(Idp(B)) = Hyer o((Idg+

W)(B)) = Hier u(RT)(B)-

Teniendo en cuenta el apartado (c) de la proposicién 2.1.2,

Hier u(B) = Hger w((RT)(B)) < ||Rl|Hger o(T(B)). Como Pry(F)
Ker p, resultard que Hger ((T(B)) < B(T(B)) y por tanto Hye, ,(B)
|RI|Hker o(T(B)) < ||R||B(T(B)). Y, en consecuenia, T € 74(E, F), como

C
<
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queriamos demostrar.

En [4] se prueba que 7(co,I®) = 0. En el contexto de los operadores

p-tauberianos, tenemos el siguiente resultado.

2.3.21 Teorema

Sea p una cantidad conjuntista que no se anula en ¢y y supongamos que
Pruwe(co) C Ker p. Entonces 7/'(cg, 1) = 0.

Demostracién.

Sea T € 7/(co,l™). Entonces, existe R : [® — ¢g y W € pulco, co) que
verifican que RT = Id.,, + W. Como ya comentamos, cualquier opera-
dor de [ en ¢ es débilmente compacto y, en virtud de nuestra hipétesis
Prye(co) C Ker p, resultard que R es de p-variacién nula. Por la proposicién
2.1.5, RT € p(co, ), por lo que, de RT = Id,, + W y W € p(cy, cp), resul-
tard que Id., € p(co,co) v, en consecuencia, p se anula en cg, en contra de

nuestra hipétesis. Por lo tanto, 7/(cy, [*°) = 0.

Para finalizar esta seccién daremos una representacién para operadores
con u-variacién no nula, andlogo al que aparece en [19].

Para un espacio de Banach E, denotaremos por [¥ el espacio de las su-
cesiones en E acotadas con la norma del supremo y por G,,(E) al subespacio
Gu(E) = {(zn) € I¥ : {zn, n € N} € Ker u}

2.3.22 Proposicion

Sea p una cantidad conjuntista tal que p(Bg) = 1.
Entonces G,(E) es un subespacio cerrado de [$.
Demostracion.

Es obvio que G,(E) es un subespacio por las propiedades de Ker p.
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Veamos que es cerrado. Sea (z*) C G,(E) y supongamos que z*¥ — y en
la norma del supremo. Como z* € G,(E), serd de la forma z* = (z*) y
si zF — y, esto significard que, dado € > 0, existe kg € N tal que para
todo & > kg es ||zF — y|| < € o, en forma equivalente, si y = (y,) entonces
supl|zy — yn|| < € para k > k.

Veamos que {y,,n € N} € Ker p.

En efecto, como {yn,n € N} C {yn — 2k, n € N} + {z¥ n € N}, aplicando
la cantidad conjuntista u, se tiene que

p{yn,n € N}) < ul{yn — 25, m € N}) + p({zh,n € N}) =

= p({yn — 2%, n € N}) porque es un punto.

Como p(A) < ||A||p(Bg) = | Al ya que p(Bg) = 1, resultard que

1({yn,n € N}) < p({yn — z2,n € N}) < |{yn — afo,n € N}|| =
= sup{|lyn — zk|l,n € N} <e

Por lo tanto, como esto se verifica para cada € > 0 es {y,,n € N} € Ker g,

como queriamos probar.

A continuacién, consideremos el espacio cociente Q,(E) = I¥/G,(E).
Para T € L(E,F) definimos la aplicacién Qu(T) : Qu(E) — Qu(F) :
Qu(T)((zn) + Gu(E)) = (Tzn) + Gu(F)

2.3.23 Proposicion

El operador Q,(T') estd bien definido siempre que Ker p se preserve por
operadores.

Demostracion.

Sean (z,) e (yn) dos elementos de I§ tales que (z,) — (yn) = (20 — yn) €
G.(E). Esto significa que (z, — y,) € Ker p. Como Ker pu se preser-
va por operadores, esto significa que T'({z, — yn,n € N}) € Ker p o, lo

que es lo mismo, que {Tz, — Ty,,n € N} € Ker p y, en consecuencia,
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(T5) = (Tyn) € Go(F).

Veamos ahora que @, (T') es un operador continuo.

La linealidad es obvia.

Veamos la continuidad: ||(T'z,) + GL(F)|| = inf{||(Tz,) + ()|, (vn) €
Gu(F)}. Sea (zn)+ (yn) € (z) + G4(E). Entonces, como

(Tzn) + (Tyn) € (Tz0) + Gu(F) < [(Tz) + Gu(F)|| < [(Tzy) + (Ty)|| =
1T (zn + yn) |l = sup{||T (2 + ya)ll,n € N} < ||T||sup{||zn + yul,n € N} =
17111 (zn) + (ya)ll-

Luego, [[(Tzn) + Gu(F)I|.IIT|™* < |I{z4) + (ya)|] ¥ esto es para todo (z,) +
(yn) € (zn) + Gu(F).

Por lo tanto [[(Tzn)+Gu(F)IITII7" < [[(2.)+Gu(F)lly por tanto [|Q,(T)|| <

IIT|| como querfamos probar.

Finalmente, consideremos la siguiente representacién de los operadores de
E con p-variacién no nula. Sea T + u(E,€) € L(E,E)/u(E, E) y definamos
Qu(T + u(E,€)) = Qu(T) € L(Qu(E), Qu(F))

2.3.24 Teorema

El operador Q,, : L(E, E)/u(E, E) — L(Qu(E),Qu(E)) es inyectivo si Ker p
estd sucesionalmente determinado.
Demostracion.

Veamos que Q“ estd bien definido. Sean 71,7, € L(E,E) tales que
Ty — T € p(E,F). Veamos que Q,(T1) = Q,(T3). En efecto: sea (z,) +
G.(E). Entonces Qu(T1)((z) + GL(E)) = (T1zn + GL(E)). Como T} — T €
p(E, E), resultard que {(T} — T)(z,),n € N} € Ker p 0 lo que es lo mismo
{T\(zn) — To(zs),n € N} € Ker p. Luego (Thz,) — (Tozy,) € G.(E), por lo
que Q# esta bien definido.

La linealidad es obvia.
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Veamos la continuidad. Sea T + p(E,E) € L(E,E)/u(E, E). Como
NI T+w(E, E)|| = inf{T+K|,K € u(E,E)} = dist(T, u(E, F)), supongamos
que K € pu(E, E). Por la proposicién anterior y como Q,(T + K) = Q.(T)
va que K € pu(E, E), se tiene que Q.(T) = Q. (T + K) < T+ K|l y, en
consecuencia, como esto es valido para todo K € pu(FE, E), resultard que
Qu(T) <inf{lT+K||,K € u(E,E)} = ||T + u(E, E)||. Por tanto Q,(T) <
1T+ p(E, E)|.

Finalmente, veamos la inyectividad. Si Q,(T + u(E, E)) = 0, es decir,
si QM(T) = 0, esto quiere decir que para (z,) € I, {Tz,,n € N} € Ker p.
Por tanto, como Ker p estd sucesionalmente determinado, entonces TBg €

Ker ppor lo que T € u(E, E), como querfamos demostrar.

2.4 POTENCIA DE OPERADORES DE
#-VARIACION NULA

Tacon, en su articulo [73], usando técnicas de analisis no estandar, probé
que si T': F — E es un operador en un espacio de Banach E, entonces T
es una potencia compacta (es decir, que 7™ es un operador compacto para
algin n € N) si y s6lo si para cada sucesién acotada (z,) C E existe un
p € N tal que el conjunto {T?z,} es relativamente compacto.

Barria por su parte, usando técnicas estdndar, prueba en su trabajo [15],
el resultado anterior en el caso de que E sea un espacio de Hilbert.

A su vez, Buoni, Klein, Scott y Wadhwa [20], probaron los resultados de
Tacon y andlogos resultados para la clase de los operadores completamente
continuos, débilmente completamente continuos y de Rosenthal.

Gonzélez y Martindn, en su trabajo [42], prueban los resultados anteriores
y, ademads, para algunas otras clases de operadores como los operadores V, los
Dunford-Pettis, los de Grothendieck, etc. usando la A-variacién de Astala

asociada a un ideal de operadores.
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En esta seccién intentaremos generalizar estos resultados a operadores
con p-variacion nula, siendo g una cantidad conjuntista . Empezaremos
traduciendo a nuestro lenguaje el teorema de Tacon.

Si tomamos como cantidad conjuntista la medida de no compacidad de
Hausdorff x, entonces, el teorema de Tacon se puede traducir diciendo que si
T : E — E es un operador, entonces existe un m € N tal que 7™ es un ope-
rador de x-variacion nula si y sélo si para cada sucesién acotada (z,,) C E,
existe p € N tal que {T?z, : n € N} € Ker ¥.

Para nuestro resultado supondremos que el Ker p estd sucesionalmente de-
terminado (ver definicién 2.3..7).

Asi tenemos el siguiente resultado.

2.4.1 Teorema

Supongamos que Ker y estd sucesionalmente determinado y sea 7, : E — F
una sucesion de operadores entre los espacios de Banach E y F. Entonces
existe un m € N tal que T,, es de p-variacién nula, si y sélo si para cada
sucesion acotada (z,) C E existe p € N tal que {T,z, : n € N} € Ker p.
Demostracion.

Supongamos que existe m € N tal que T,, es de p-variacién nula. Esto
significa que T;,(Bg) € Ker u. Sea (z,,) C E una sucesién acotada, es decir,
que ||z, || < K. Entonces, la sucesién (z,/K) estd contenida en Bg, y por
las propiedades del nicleo Ker u, se deduce que u(T,,{z,/K : n € N}) <

Ton(zn

w(Tm(Bg)) = 0y, en consecuencia, { N € N} € Ker u. Por lo tanto,
{T(zn) :n € N} € Ker p por lo que p = m nos serviria.

Supongamos a continuacién que se verifica que para cualquier (z,) C E
acotada, existe p € N que verifica que {T,z, : n € N} € Ker u. Suponga-
mos, por reduccion al absurdo, que para cada m € N, T,, no tiene y-variacién
nula. Esto significarfa que para cadam € N, T,,(Bg) ¢ Ker u. Como Ker p

estd sucesionalmente determinado, esto significard que para cada m € N,
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existird una sucesién (z)pen C B tal que T,,{z" : n € N} ¢ Ker pu-

Consideremos el conjunto

U {z* : n e N}
meN

que, evidentemente, es numerable por ser unién numerable de numerables.
Tras previa reordenacién, este conjunto determina una sucesién (y,) C Bp.
Como (y.) es acotada, existird, por hipétesis, p € N tal que {Tz, : n €
N} € Ker p. En particular, como {zf} C {y, : n € N}, entonces
{Tp,2% :n € N} € Ker p, lo cual es absurdo debido a la eleccién de (z?).

Como corolario de este teorema se deduce la ya mencionada generalizacién

del teorema de Tacon para operadores con p-variacién nula.

2.4.2 Corolario

Sea 4 una cantidad conjuntista tal que su nicleo Ker p, estd sucesionalmen-
te determinado y sea T : E — F un operador. Entonces, existe m € N tal
que T™ es un operador con p-variacion nula si y sélo si para cada sucesién
acotada (z,) C E, existe p € N tal que {T?z, :n € N} € Ker pu.
Demostracion.

Basta aplicar el teorema anterior a la sucesién de operadores 7™ : £ — E

cuando m € N.

Tener en cuenta que si tomamos la medida de no compacidad de Hausdorff
X, entonces su nicleo (los conjuntos relativamente compactos ) estd sucesio-
nalmente determinado, ya que un conjunto A es relativamente compacto en
un espacio E si y sélo si cada sucesién contenida en A es relativamente com-
pacta. Andlogamente, si tomamos la medida de no compacidad débil de

De Blasi 3, como un conjunto acotado A es relativamente débilmente com-
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pacto si y s6lo si cada sucesién contenida en A es relativamente débilmente
compacta, resultard que su nucleo estd sucesionalmente determinado.
Por tanto, teneindo en cuenta lo anteriormente dicho, tenemos los coro-

larios siguientes.

2.4.3 Corolario

Sea T, : E — F una sucesién de operadores entre dos espacios de Banach E y
Fparan =1,2,.... Entonces, existe m € N tal que T}, es compacto si y sélo
si para cada sucesion acotada (z,) C E, existe p € N tal que {T,z, : n € N}

es relativamente compacto.

2.4.4 Corolario

Sea T : £ — FE un operador. Entonces T es una potencia compacta si
y solo si para cada sucesién (z,) C E, existe p € N tal que el conjunto

{T?z, : n € N} es relativamente compacto.

2.4.5 Corolario

Sea T, : E — F una sucesion de operadores entre dos espacios de Banach
Ey F paran =1,2,.... Entonces, existe m € N tal que T}, es débilmente
compacto si y sé6lo si para cada sucesion acotada (z,) C E, existe p € N tal

que {T,z, : n € N} es relativamente débilmente compacto .

2.4.6 Corolario

Sea T': E — E un operador. Entonces T es una potencia débilmente com-
pacta si y solo si para cada sucesién (z,) C E, existe p € N tal que el

conjunto {T%z, : n € N} es relativamente débilmente compacto .

102

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



En el préximo capitulo veremos algunas cantidades conjuntistas distintas
a las anteriores y que también tienen nicleos sucesionalmente determinados.

Finalizaremos este capitulo indicando que parte de esta seccién forma el
articulo [37]
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Capitulo 3

EJEMPLOS DE
CANTIDADES
CONJUNTISTAS

En este capitulo daremos algunos ejemplos de cantidades conjuntistas y ana-

lizaremos, ademads, la convexidad deducida a partir de ellas.

3.1 CONJUNTOS CONDICIONALMENTE
DEBILMENTE COMPACTOS

En esta seccién, probaremos que los conjuntos condicionalmente débilmente
compactos constituyen el nucleo de una cantidad conjuntista y estudiaremos
la convexidad deducida por la cantidad conjuntista dada por la distancia de
Hausdorff a esta clase de conjuntos acotados.

El resultado principal de esta seccién es dar una caracterizacién de los

espacios de Banach que no contienen copias de {!.
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3.1.1 Definicién

Una sucesién (z,) en un espacio de Banach E se dice que es débilmente de

Cauchy en E si la sucesién (f(z,)) es convergente para cualquier f € E*.

3.1.2 Definicion

Decimos que un subconjunto C' de un espacio de Banach E es condicional-
mente débilmente compacto , (abreviadamente cwc), si cada sucesién de C
contiene una subsucesién débilmente de Cauchy.

En [17] se prueba que todo conjunto cwec de un espacio de Banach es
acotado. En lo que sigue, recordaremos un conjunto de resultados sobre
conjuntos cwc que aparecen en [70].

Indicaremos por P,,.(E) la familia de los conjuntos cwe no vacios de un

espacio de Banach E.
3.1.3 Proposicién [70]
P.w.(E) satisface las siguientes propiedades:
1. Powe(E) # 0
2. C,D € Poye(E) & C#0,D#0, y CUD € Poyo(E)
3. A€ R,C € Py E) = AC € Py (E)
4. C,D € Ppy(E) = C+ D € Py (F)
5. C € Poye(E) = Conv C € P, (F)

6. P.yc(E) es cerrado en la topologia definida por la distancia de Hausdorff
en Pb (E)
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Demostracion.

Las propiedades 1 a 4 son inmediatas. La propiedad 5 se demuestra en [17).
Para demostrar la propiedad 6, tomamos A € P,(E) con A ¢ Py (E). Por
el teorema de Rosenthal, esto significa que ['[A] # @ y en consecuencia,
6(A) > 0. Consideremos ahora la bola B(A, 2A)), en la métrica de Haus-
dorff. Llamamos la atencién en el hecho de que B(A, ﬂ;l) N Pyee(E) = 0.
Supongamos que C' € B(A, ‘—5%2) N Pyec(E). Teniendo en cuenta la definicién

de la métrica de Hausdorff, esto significa que

(A
(3.1) AcCcC+ %BE
Tomamos (z,) € I'[A] con 6 ((z,)) > %%2. Entonces, en virtud de (3.1),
existen las sucesiones (y,) C C'y (b,) C Bg tales que
Tpn = Yn + M‘bn

2

Ahora probaremos que (y,) es una {*-base de C.
Para ello, tomamos una familia finita de escalares a;, a, . . ., a, y entonces

podemos obtener

I3 el = 13- anto ~ 2|

=ni%u—%ﬂi%muni%uwfﬂhi%mv

0(A
LEDNERL L Sl =(&) )zn|
Como la familia de escalares ay, as, . . ., a,, es arbitraria, deducimos que (y,) C

C es una ['-base, pero esto contradice el hecho de que C' € P,..(F) segin el
teorema de Rosenthal.

En consecuencia, B(A, %’ﬂ) N Pyee(E) =0y Py (F) satisface la propie-
dad 6 del teorema 3.1.3 '

106

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran C:

© Unive



En virtud de la proposicién 0.2.4 y del teorema 0.2.5, podemos conside-
rar la distancia de Hausdorff a la familia de los conjuntos condicionalmente
débilmente compactos que denotaremos por H,,. ¥ que serd una cantidad
conjuntista . A continuacién, trataremos de relacionar la presencia de copias
de {* en un espacio de Banach E y los conjuntos condicionalmente débilmente
compactos .

Previamente daremos unas definiciones y una serie de resultados concer-

nientes a este hecho y que aparecen en [70].

3.1.4 Definicién

Sea (z,) una sucesién acotada en un espacio de Banach E.

Diremos que (z,,) es una ['-base de E, si existe un § > 0 tal que
[ n '
I arzell 2 6> |l
k=1 k=1

para cualquier familia finita de escalares a1, as, .. ., a,.
Notar que si (z,) es una [!-base de E, entonces el subespacio cerrado
generado por {z, : n € N} es isomorfo a ! [17]. Inversamente, si un espacio

de Banach E posee una copia de I, entonces existe una /!-base en E.

El resultado fundamental que relaciona la presencia de copias de ! y los
conjuntos condicionalmente débilmente compactos es debido a Rosenthal [45]

y cuyo enunciado exponemos a continuacion.

3.1.5 Teorema de Rosenthal

Sea (7,) una sucesién acotada en un espacio de Banach E. Entonces (z,) po-
see una subsucesién (z,, ) que satisface una y sélo una de las dos condiciones

siguientes:
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(a) (zn,) es una l'-base de E

(b) (zn,) es una sucesién débil de Cauchy

En virtud de este teorema, podemos obtener la siguiente caracterizacién
de espacios de Banach que no contienen copias de {' en términos de la dis-

tancia de Hausdorff a los conjuntos condicionalmente débilmente compactos

3.1.6 Teorema

E no contiene copias de [* si y sélo si H,,. = 0.

Demostracion.

Supongamos que E no contiene copias de /!. Entonces, si probamos que Bg
es condicionalmente débilmente compacto se verificard por (3) del teorema
0.2.5, que Heype = 0.

En efecto: sea (z,) C Bg. Entonces, por el anterior teorema 3.1.5, (z,)
contiene una subsucesién que es, o una /'-base de E o es débil de Cauchy.
Como E no contiene copias de I!, esta subsucesién tendra que ser débil de
Cauchy y, como esto se ha hecho para cualquier sucesién (z,,) C B, resultara
que Bg es cwec.

Reciprocamente, supongamos que H.,, = 0 y ademés, que E contiene
copias de {'. Entonces existe (z,) C E acotada que es una ['-base de E. A
su vez, como (z,) es acotada, resultard que He,.({z, : n € N}) =0 0, en
forma equivalente, {z, : n € N} € P,,.(FE) que es el nicleo de H,,.. Por
definicién de conjunto condicionalmente débilmente compacto , existira una
subsucesion (z,,) que es débil de Cauchy. A su vez, como las subsucesiones
de las I'-bases son *-bases [48], resultard que (z,,) es también una I'-base.
Por lo tanto, (z,,) es débil de Cauchy y /'-base, simultdneamente, lo que

contradice el teorema de Rosenthal. Po tanto, E no contiene compias de {!.
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A continuacién, estudiaremos la convexidad inducida por la cantidad con-

juntista Heye.

En primer lugar, y como consecuencia de este teorema 3.1.6, tenemos las

siguientes consecuencias que presentamos como corolarios.

3.1.7 Corolario

Si E no contiene copias de !, entonces E es H,y-UC

3.1.8 Corolario

Si E no contiene copias de [, entonces E es H,,,-LUC

3.1.9 Corolario

Si E no contiene copias de !, entonces E es H,,,.-SC

A continuacién, pasaremos a estudiar las dos cuestiones que se plantearon
en el capitulo 1 y que aparecen inmediatamente después del teorema 1.2.4 y

que, recordemos, eran las siguientes:
1. ;Existe una cantidad conjuntista que no sea cantoriana?

2. (Existe una cantidad conjuntista 4 v un espacio de Banach E tales que

E sea p-LUC y no sea reflexivo?

Respondamos en primer lugar a la segunda cuestion.

| 3.1.10 Teorema

Existe una cantidad conjuntista g y un espacio de Banach E tales que E es

u-LUC y no es reflexivo.
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Demostracion.

Consideremos la cantidad conjuntista H.,. y un espacio de Banach E no
reflexivo y que no contenga copias de I! (por ejemplo, ¢y o el espacio J de
James). Por no contener copias de [!, el corolario 3.1.8 nos da que E es

H.,-LUC y no reflexivo. En consecuencia, se prueba lo deseado.

En el siguiente resultado, contestaremos afirmativamente a la primera

cuestién planteada.

3.1.11 Teorema

H_,,. es una cantidad conjuntista no cantoriana.

Demostracion.

Hemos visto en el teorema anterior 3.1.10 que existen espacios He,LUC y
no reflexivos. Por el teorema 1.2.3, se deduce que H,,, no puede ser canto-

riana.
A continuacién, recordamos el siguiente resultado que aparece en [70].

3.1.12 Proposicién

Todo conjunto relativamente débilmente compacto es condicionalmente débilmente

compacto .

En consecuencia, en virtud de la proposicién 3.1.3, tenemos el siguiente

corolario.
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3.1.13 Corolario

H.,. contiene en su nicleo a los conjuntos unipuntuales .

Por otra parte, el corolario 3.1.7 nos da la implicacién de que si E no
contiene copias de !, entonces E es E,,,.-UC.
Pero estamos interesados en ver si la implicacion inversa es cierta o no.

Empezaremos probando que el clésico espacio {! no es H,,-UC.

3.1.14 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que tiene la propiedad de Schur si las suce-
siones débilmente convergentes, convergen en norma.

Un ejemplo tipico de espacio de Schur es [

El siguiente resultado nos indica que un espacio de Schur no es H,,-UC.

3.1.15 Teorema

Si E es un espacio de Schur, entonces E no es H,-UC.

Demostracion.

Si E es un espacio de Schur, entonces los conjuntos condicionalmente débilmente
compactos coinciden con los relativamente compactos [17], y, en consecuen-
cia, H.,. = x en E, siendo x la medida de no compacidad de Hausdorff .
Como se sabe, los espacios de Schur no son x-UC porque no son reflexivos y

por tanto no pueden ser H,,.-UC.

Como corolario, tenemos el siguiente resultado.
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3.1.16 Corolario

El espacio {* no es H,,.-UC

A continuacién, veremos algunos resultados sobre el comportamiento de

las I'-bases y de la cantidad conjuntista H,,. frente a isometrias.

3.1.17 Lema

Sea I : E — F una isometria y sea (z,) una {!-base.
Entonces I(z,) es una [!-base.
Demostracién.

La prueba es inmediata en base a las definiciones de {*-base y de isometria.
Veamos a continuacién que la cantidad H,,, es equivalente por isometrias.

3.1.18 Proposicién

Sea I : E'— F una isometria y sea A € P,(E).
Entonces H,y(A) = Hewe(I(A)).
Demostracion.

La desigualdad Heye(I(A)) < Heye(A) se deduce ficilmente a partir de la
definicién y teniendo en cuenta el lema anterior.

Veamos a continuacién la otra desigualdad.

Sea H.,.(I(A)) = r. Entonces, para e > 0, existird un C € P,,.(F) tal
que I(A) C C + (r + ¢)Br. Aplicando la isometria inversa, se tendra que
I7Y(I(A)) ¢ I"YC) + (r + €) " (Bp). Como A C I7}(I(A)) e I"H(C) es
cwe en E ya que de lo contrario existiria una {'-base (z,) en I71(C) y por
tanto, por el lema 3.1.17, I(xz,) serfa una {'-base en Cy C es cwc en F, lo
cual es absurdo. Ademds, como I es una isometria, es I"*(Br) C Bg y por

tanto A C I7'(C) + (r + €)Bg y como I7}(C) es cwc en E, se tendra que
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Heye(A) < 7+ € de donde, como esto es cierto para todo € > 0, se tiene que
Hewe(A) < Hewe(I(A)).

Y como consecuencia se obtiene el resultado deseado.

Teniendo en cuenta esta proposicién, la cantidad H.,. es una cantidad in-
variante por isometrias (ver la definicién 1.8.5) y, teniendo en cuenta ademés
el teorema 1.8.3, se tiene el siguiente resultado.

3.1.19 Proposiciéon
Si E es una espacio H,,,-UC y M es un subespacio cerrado de E, entonces
M es H,-UC.

A continuacién indicamos sin demostracién un resultado bien conocido.

3.1.20 Proposicién

Sean E y F dos espacios de Banach . Si E contiene una copia de F, enton-
ces se puede definir en F una norma equivalente de tal manera que F sea

isométrico con esta nueva norma a un subespacio cerrado de E.

Estamos en condiciones de probar el resultado mas importante de esta

seccidn.

3.1.21 Teorema

Si E es un espacio de Banach que contiene copias de un espacio de Schur y
F es H,-UC, entonces E no es H,,,-UC.

Demostracién.

Sea I un espacio de Schur y supongamos que E contiene una copia de F. Por
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la proposicién 3.1.20, se puede definir en F una norma equivalente tal que F,
Con esa norma, sea isométrico a un subespacio cerrado de E que indicaremos
por Ey. Por la proposicién 3.1.19, E; es H,,-UC y como F con esa norma es
isométrico a E, resultard que F con esa norma es H,,.-UC. Como la propie-
dad de ser Schur es topolégica, F, con esa nueva norma, sigue siendo Schur

y, ademds es H,,~-UC, lo que contradice el teorema 3.1.15. Por lo tanto E
no es H,,.-UC.

Como ! es un espacio de Schur, se tiene el siguiente corolario.

3.1.22 Corolario

Si E es un espacio que contiene copia de !, entonces E no es H,,-UC.

Resumiendo, los corolarios 3.1.7 y 3.1.22 nos permiten dar la siguiente

caracterizacion de los espacios de Banach que no contienen copias de [!.

3.1.23 Teorema

E no contiene copia de {* si y sélo si E es H.,.-UC.

Siguiendo las mismas pautas anteriores, se puede probar de forma andloga

el siguiente teorema.

3.1.24 Teorema

E no contiene copia de {! si y sélo si E es H,,,-LUC.

Teniendo en cuenta las definiciones de H.,-LUC, tenemos la siguiente

caracterizacion.
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3.1.25 Teorema

E no contiene copia de I! si y sélo si para cada f € Sg-. se verifica que

E—I)% chc(F(.fa 6)) =0

Resumiendo todos estos resultados, tenemos la siguiente cadena de equi-

valencias e implicaciones:
Ees Hoye—UC & Ees Hye— LUC = Ees Hp — SC

Veamos que la ultima implicacién es simple y no doble, es decir, que la

reciproca de la tltima implicacién no tiene por qué verificarse.

3.1.26 Teorema

Existen espacios H.,.-SC que no son H,,-LUC.

Demostracién.

Por el teorema 1.4.4, al ser I! separable, admite una norma equivalente que
lo hace estrictamente convexo. Esto quiere decir, en virtud de la proposicion
1.4.2, que sus slices F'(f,0) son no vacios donde f € (I')*, siendo (I')* el
dual de /' con la nueva norma, son unipuntuales y, en consecuencia, condi-
clonalmente débilmente compactos. Luego [}, con esta nueva norma, es un
espacio Hg,-SC. Pero I! con esta norma no es H,,. — LUC ya que contiene

una copia de [*.

Finalmente, teniendo en cuenta la definicion de la propiedad (H.,. — £)

(ver definicién 1.6.1) y el teorema 3.1.16, se tiene el siguiente resultado.
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3.1.27 Proposicién

Si un espacio de Banach E no contiene copias de !, entonces E tiene la
(Hewe — B)-propiedad.

Por otra parte, como H,,. es una cantidad conjuntista que contiene en
su nucleo a los conjuntos unipuntuales (ver corolario 3.1.13), resultara por el

teorema 1.6.3 que se tiene el siguiente resultado.

3.1.28 Teorema

Siun espacio de Banach E verifica la (H.,. — 3)-propiedad, entonces E es un
espacio H,,UC.

Por lo tanto, por el teorema 3.1.23 vy la proposicién 3.1.27, se tiene la

sigulente caracterizacién de los espacios de Banach que no contienen copia
de 1.

3.1.29 Teorema

E no contiene copia de /' (E no tiene la (Hg, — f)-propiedad) si y sélo
st para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que si 1 < |jz|| < 1+ 4, en-
tonces se verifica que es Heyo(R(z)) < ¢, siendo R(z) = D(z,Bg) — B, y
D(z, Bg) = Conv({z} U Bg).

De todo lo que hemos visto hasta ahora se deduce que la convexidad
inducida por Hy,, es similar a la inducida por la medida de no compacidad

débil de De Blasi como se prueba en [23], donde se demuestra que

Eesf-UC<« Eesff—LUC = Ees - SC
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Por otra parte, y en virtud de la proposicién 3.1.12, se tiene evidentemente
que para cualquier espacio de Banach E y C € P)(E) es Hewo(C) < B(C).
Es decir, que la medida de no compacidad débil de De Blasi es menos fina
que H,,..

Ademds, como los espacios 8-UC y 8-LUC son los mismos que los refle-
xivos [23], v los H,,-UC y H,,.-LUC son los espacios de Banach que no
contienen copia de I', basta con tomar un espacio de Banach E no reflexivo y
que no contenga copia de I' (por ejemplo, ¢; o el espacio J de James) y este
espacio serfa un ejemplo de espacio H.,.-UC (respectivamente, H,,.-LUC)
y que no serf §-UC (respectivamente H,,-LUC).

Abundando en el tema, en [23, Teorema 1.4.8], se prueba que ¢y no es 5-SC,
y como ¢ no contiene copia de {', serfa H,,.-SC y por lo tanto, tenemos
también un ejemplo de espacio H,-SC que no es 4-SC.

Estos ejemplos nos prueban que las implicaciones inversas en'la proposicion

1.1.5 no tienen por qué verificarse.

Veamos a continuacién algunos otros ejemplos.

3.1.30 Definicién

Un espacio de Banach E se dice que es un espacio sucesionalmente débilmente

completo (WSC), si cada sucesién débil de Cauchy es débilmente convergente.

En [17] se prueba que la clase de los conjuntos condicionalmente débilmente
compactos coincide con la clase de los relativamente débilmente compactos
en los espacios sucesionalmente débilmente completos.

Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario inmediato.
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3.1.31 Corolario

Si E es un espacio WSC, entonces H.,, = B, donde 8 es la medida de no
compacidad débil de De Blasi .

En el teorema siguiente probaremos que el clasico espacio L'(0,1) no es
Hy-SC. Recordemos que L*(0, 1) est4 definido como LY0,1) ={f:(0,1) —
C, medibles con f; |f(t)|dt < oo} donde en (0,1) se considera la o-algebra
de los borelianos y la medida tomada es la de Lebesgue.

Este espacio, dotado de la norma || f|| = [}|fldt < oo es un espacio de
Banach [45]

3.1.32 Teorema

El espacio L'(0,1) no es H,,.-SC.

Demostracion.

En [45, Corollary IV.2.6] se prueba que L}(0, 1) es un espacio WSC vy, en
consecuencia, Hg,. = [ por el corolario 3.1.30.

Por otra parte, en [23, Teorema 1.4.10] se prueba que L'(0,1) no es 5-SC ,

en consecuencia, como = Hey,, se deuce que L'(0,1) no es H,,.-SC.

Al mismo tiempo, como un espacio reflexivo no contiene copias de !,

tenemos, en virtud del teorema 3.1.23, la siguiente consecuencia.

3.1.33 Corolario

Si E es reflexivo, entonces E es H,,,-UC.
En particular, como los espacios 1P para 1 < p < oo, los espacios de Hilbert,

los L7(0,1) para 1 < p < oo son reflexivos, se tiene que todos estos espacios
son H,,.-UC.
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Pasemos a continuacién a estudiar la lisura inducida por la cantidad H,,,,.
En virtud de la proposicién 3.1.18, la cantidad conjuntista H,,. es equivalente
por isometrias y podemos aplicarle los corolarios 1.8.7 y 1.8.8 y el teorema

1.8.11, con lo que obtenemos el siguiente resultado.

3.1.34 Teorema

Si E*es Hyye — S = E es H,,,-SC
Si E* es Hyye — LUS = E es H,,,,-LUC
Si E* es Heye — US = E es H,,,-UC

Una cuestién natural a la vista de este teorema es preguntarse si se verifi-
can las implicaciones contrarias. Sabemos que una condicién suficiente para
que se verifiquen estas implicaciones contrarias somn, por el corolario 1.8.10 y
el teorema 1.8.13, que el espacio sea reflexivo.

Veamos que, en general, las implicaciones contrarias del teorema 3.1.34

no tienen por qué darse.

3.1.35 Teorema

Existen espacios de Banach que son H,,.-SC vy tales que sus respectivos dua-
les E* no son H,,.-S.

Demostracion.

Tomamos E = ¢y, que, como no contiene copia de {!, por el teorema 3.1.28
es H.,.-UC y, por lo tanto, H,,.-SC.

Su dual, £* = [, verifica que los conjuntos condicionalmente débilmente
compactos coinciden con los relativamente compactos [17] y por lo tanto en
I! se verifica que la cantidad H e coincide con la medida de no compacidad
de Hausdorff . Pero si ! fuese H,,,-S, en virtud de lo anterior, ' seria x-Sy,
en consecuencia, como la medida de no compacidad de Hausdorff es equiva-

lente por isometrias [17], por el corolario 1.8.7, ¢y serfa x-SC y esto es falso,
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como se prueba en [70, Teorema 3.2.5].

El mismo ejemplo y la misma argumentacién nos serviria para los otros
dos casos ya que si I! no es x-S no seria x-LUS ni x-US.
Por tanto concluimos dando los siguientes teoremas que contestan negativa-

mente a las preguntas planteadas con anterioridad.

3.1.36 Teorema

Existen espacios de Banach E que son H,,,-LUC y tales que sus respectivos
duales £* no son H,,,.-LUS

3.1.37 Teorema

Existen espacios de Banach E que son Heye-UC y tales que sus respectivos
duales E* no son H,,,.-US

Por otra parte, por el corolario 3.1.13 y por la proposicién 1.1.9, se deduce
que la medida de no compacidad de Hausdorff es menos fina que H,,,, veri-
ficdndose ademds que H,,, < Hwe(Bg)x para cualquier espacio de Banach
E.

En consecuencia, si E es un espacio x-US (respectivamente x-LUS o x-S),
entonces E es H,-US (respectivamente H,,,.-LUS o Hee-S).

En particular, como ¢ es x-US (respectivamente Xx-LUS o x-S), entonces

o es un ejemplo de espacio no reflexivo que es H.,.-US (respectivamente
Heye- LUS 0 Hye-S).

Por otra parte, ¢, carece de predual. Entonces una cuestién natural
es saber si existen espacios no reflexivos y con predual que sean H,,.-US

(respectivamente H,,,~LUS o Heye-S).
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El ejemplo que nos resolver4 la cuestién planteada sers el espacio de Ja-
mes [59].
A continuacién daremos su definicién y algunas de sus propiedades mas re-
levantes.
El espacio J es el conjunto de todas las sucesiones de escalares 7 = (ay)
tales que siendo

Jim o0 =0

se verifica que

1/2
— oy 2
||x|]~5up Z Ia’Pi*l_aPi] 3 TLEN, p1<p2<"'<p71 < oo
1<i<n
Este espacio, dotado de la norma anterior, verifica que es isométrico a su

bidual J** y no es reflexivo. Ademas no contiene copias de ¢ ni de 1.

3.1.38 Teorema

Existen espacios no reflexivos y con predual tales que son H,,.-US (respec-
tivamente H,-LUS v Hgp(-S).

Demostracion.

Consideremos el espacio J* que no es reflexivo por no serlo 7 y tlene pre-
dual 7. Su dual, J**, al ser isométrico a J no contiene copias de ¢y ni de
['. Entonces, por el teorema 3.1.6, Heye = 0 en J** y, en consecuencia, J*

es H.,~US, como queriamos probar.

Una cuestién que dejamos abierta era saber si las implicaciones inversas
de la cadena Heye — US = Hg,— LUS = H,.,.— S eran ciertas o no .
Veamos qué ocurre con el espacio [*,
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3.1.39 Teorema

I°° no es Hye-S (y por lo tanto tampoco es H,y,-LUS ni H.,,-US).
Demostracion.

En efecto. Si [ fuera H,,.-S, por el teorema 3.1.33, ! seria H,,.-SC. Pero

como en ', He,, = x [17], resultaria que ! seria también x-SC, lo cual es
falso como se prueba en [41].
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