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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Uno de los aspectos mas importantes de las Matematicas Aplicadas es la

modelizacion. Esta consiste en formular mediante ecuaciones de diversos tipos las leyes
que rigen la descripcion y evolucion de diferentes clases de fenomenos provenientes de
muchos campos del conocimiento. Ademas de la formulacion, se dispone de toda la
maquinaria de las Matematicas para obtener resultados teoricos, que pueden después

contrastarse con la experimentacion. De esta manera se obtiene el siguiente ciclo basico

de la modelizacién:

observacion leyes
Realidad &3 | fundamentales
validacién matematizacion
Modelos
Matemaiticos

Las dobles flechas indican que entre los diferentes bloques existe una realimenta-
cion que actia de manera constante, permitiendo asi el perfeccionamiento de la técnica
de modelizacion.

En resumen, un modelo no es sino una descripcion - en algin lenguaje
formalizado- de la realidad observada. Tal descripcion siempre implica pérdida de alguna
informacién (recordamos que modelo proviene del latin modulus o "medida pequefia" :

de ahi el uso habitual de "modelos " a escala en ingenieria y arquitectura, etc.), por lo
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que el ajuste del modelo con la realidad puede no ser automatico y exige, como se dijo
en el parrafo anterior , unas etapas de mejora y adaptacion.

La formulacién de modelos puede hacerse con multitud de lenguajes mas o
menos sofisticados, la mayor parte de los cuales pertenecen al ambito de las
Matematicas. Para cuestiones de tipo dindmico, donde se intenta seguir la evolucion de
alguna variable, las Matematicas méas adecuadas proceden del siglo XVII del Calculo
Infinitesimal. En Particular, las ecuaciones diferenciales - tanto ordinarias como en
derivadas parciales- constituyen el marco mas habitual en el que se ha formulado la
inmensa mayoria de la Fisica como una sucesién de modelos para explicar y predecir los
distintos fenomenos que interesan a los cientificos. Existe una tradicién que divide los
modelos en "prondsticos” , si se utilizan para predecir, y "diagndsticos”, si su intencién
es describir el estado de un sistema en un instante dado. De todas maneras, esta
distincion no es rigida y caben muchas situaciones intermedias, cuyo caracter depende
esencialmente de la interpretacion que se dé a las variables.

El uso de las ecuaciones diferenciales presenta unas caracteristicas especiales,
que podemos resumir muy brevemente sefialando que una ecuacién diferencial modeliza
la evoluciéon de una magnitud macroscépica que resume en si los efectos de otras
magnitudes de menor escala. Un ejemplo simple es la temperatura de un cuerpo
(propiedad macroscopica observada ) que es el aspecto sensible de millones de
impactos ( propiedad microscpica) entre las particulas constituyentes del mismo: La
ecuacion del calor es el correlato macroscopico y determinista de un conjunto de efectos
de caracter aleatorio, las colisiones debidas a movimientos brownianos. Podemos
asegurar, por tanto, que a ciertas escalas observables la modelizaciéon dinamica mas
adecuada esta dada por las Ecuaciones Diferenciales.

La idea de escala debe considerarse con algin detalle al intentar la construccién
de modelos: En otras palabras, los modelos deben de plantearse como interrelaciones
entre magnitudes cuyas escalas propias sean de 6rdenes similares. Como ejemplo

podemos tomar la dindmica marina en Oceanografia: En relacion a movimientos de gran
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longitud de onda ( p. €j. Km. ), otras oscilaciones pequefias, del orden de milimetros
(por €j. viscosidades, tension superficial,..) no se consideran como magnitudes con vida
propia y se incorporan globalmente como perturbaciones o paradmetros en las ecuaciones
para las magnitudes seleccionadas. También es conocido este fendmeno en el 4mbito del
calculo numérico: cuando en una ecuacién coexisten escalas muy dispares, la ecuacién
es rigida (o "stiff") y plantea problemas a la hora de su resolucién y analisis.

Con frecuencia, efectos de pequefia escala, considerados de forma conjunta,
pueden originar términos en las ecuaciones cuya naturaleza exacta no se explica con
facilidad, pero que alcanzan una escala suficiente para competir con las magnitudes
macroscopicas. En estos casos, las ecuaciones diferenciales deterministas dejan paso a
ecuaciones con términos aleatorios, donde estos tltimos representan aquellas causas o
efectos que aunque no admitan una interpretacion clara desde el punto de vista fisico, si
pueden ser tratados rigurosamente desde el punto de vista matematico. De hecho, existe
toda una teoria- en constante desarrollo- para el analisis de ecuaciones diferenciales con
términos estocasticos, que contempla desde los analogos a los teoremas clasicos hasta
los esquemas asociados a métodos numéricos de resolucién aproximada.

De los parrafos anteriores se deduce que la eleccién de uno u otros modelos
depende mucho del origen del problema tratado. Las Ciencias de la Naturaleza -
Biologia, Geologia y sus multiples combinaciones - indican claramente que, segun el
grado de finura de los métodos de observacion, la seleccién de las variables
significativas es una tarea no siempre facil.

En este trabajo se ha considerado la modelizacion de ciertos fendémenos
geologicos efimeros que aparecen en la arena de las playas: Se tiene una situacién en la
que la influencia de la granulometria es decisiva, siendo éste un campo donde la
irregularidad geométrica es mas la norma que la excepcion. Por tanto, aparecen
movimientos que, en cierto sentido, tienen una componente elevada de aleatoriedad,
desembocando asi en ecuaciones diferenciales estocasticas. Hay que sefialar aqui el

hecho de que se intenta una modelizacion puramente matematica, dejando al margen
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muchas consideraciones de indole fisica que por su complejidad escapan a un estudio de
caracter general. Para las estructuras sedimentarias cuyo estudio se realiza, la naturaleza
fisica de la fase agua- arena, asi como los mecanismos de transporte de los granos de
arena, no son analizados fisicamente, sino que se suponen sélo como condiciones a
priori que facilitan las formulacién de las ecuaciones. Por tanto, se insiste en los
aspectos de existencia y unicidad de las soluciones a las ecuaciones del modelo, asi
como en los problemas de la simulacién numérica de trayectorias de procesos
estocasticos. Ademas de ello, se ponen de relieve las etapas basicas de la modelizacion-
tal como se exponian al principio de esta Introduccién - para establecer la validacion del
modelo.

El problema geomorfolégico analizado, los Rill-Marks, no ha sido estudiado
matematicamente de manera sistematica, que sepamos, aunque si se conocen intentos de
analizar fendmenos mas complejos, tales como los meandros, deltas de los rios y otras
estructuras trenzadas. Las referencias basicas se hallan en los textos de Allen (1986 )
y Anderson (1988 ) citados en la bibliografia, asi como en el trabajo de Pacheco
(1992). En esencia se obtiene una descripcion en la linea del texto de Lord y Wilson
(1986), de caracter mas estético que explicativo.

Finalizamos esta introduccion comentando sucintamente los objetivos planteados
en este trabajo destacando los aspectos mas importantes de cada capitulo.

En el primer capitulo analizamos, basicamente, las integrales y ecuaciones
diferenciales de It6, que nos determinan un enfoque nuevo de célculo diferencial,
necesario para el desarrollo del modelo planteado. Comenzamos por formular los
distintos tipos de convergencia en el campo aleatorio, analizamos y demostramos un
teorema de existencia y unicidad que posteriormente se aplicara al sistema del modelo.
Terminaremos el capitulo dando ciertas técnicas de resolucion analitica de varios tipos
de ecuaciones diferenciales estocasticas.

El capitulo segundo tiene como objetivo la deducciéon de esquemas numéricos

basados en las series de It6-Taylor tomando como referencia la convergencia fuerte.
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Por supuesto, existen otras alternativas para la formulacion de esquemas numéricos (ver
Sancho 1982), sin embargo, consideramos que el método de obtencién de los esquemas
que presentamos sigue un procedimiento légico- deductivo parecido al que se sigue en
las EDO. La novedad de estos esquemas radica en que los ordenes de algunos
truncamientos son de tipo fraccionario n/2,n eN.

Las estructuras geomorfolégicas las analizamos en el capitulo tercero, en donde
se expone una clasificacion de los tipos de estructuras sedimentarias que aparecen en
nuestras playas.

El cuarto capitulo tiene como objetivo la elaboracion de un modelo matematico
necesario para reproducir, mediante simulaciones por ordenador, las figuras de los Rill-
marks. Acomodamos el teorema de existencia a nuestro modelo garantizando su
aplicabilidad. Establecemos los esquemas necesarios para resolver numéricamente el
sistema no lineal, obteniéndose las representaciones como superposicion de un niimero
finito de trayectorias. Se observa, por los graficos obtenidos, el alto grado de
aproximacién de las figuras simuladas y las reales, confirmando asi la eficacia del

modelo en el disefio de las estructuras sedimentarias primarias estudiadas.
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CAPITULO I

1. GENERALIDADES SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS

1.1 BREVE ANALISIS DE LOS DISTINTOS TIPOS DE

CONVERGENCIA.

Como se sabe, para desarrollar una teoria en el campo del Anilisis, tenemos que
definir una topologia, que nos determinari la convergencia y permitira formular
adecuadamente las generalizaciones de los conceptos clasicos de limites, continuidad,
derivabilidad e integrabilidad. En los casos practicos, de mas interés, esta topologia viene
definida por algun tipo de norma, que induce una nocion de distancia.

Introduciremos, en primer lugar, los tipos de convergencia en el campo
determinista y, posteriormente, ver si existen analogias en el campo estocastico.

CONVERGENCIA EN EL CAMPO DETERMINISTA

Convergencia en casi todos los puntos.- Una sucesién (fn)n o 0 oon £:E— R, se dice

que converge en casi todos los puntos hacia f| si se verifica:

Lim f;,(x) = f(x) en casi todos los puntos x €E
n—ow

Ello significa que el conjunto de puntos donde no converge tiene medida nula.
Convergencia en medida.- Sea (E, 1) un espacio dotado de una medida. Se dice que una

sucesion de funciones reales medibles (fn)n o converge en medida hacia la funcién f'si
se verifica:
Ve>0, Limp{x|f,(x)-f(x)|2e}=0
n—»w

Esto es, la medida del conjunto de valores x que verifican la desigualdad es nula.

Convergencia cuadratica.- Sean f,:E—>R/ HWE) <o, f, medibles vy definidas

en E. Definimos la convergencia cuadrética en la forma:

2
Lim f,(x) = f(x) en c.c.<> Lim f [£a00—£(x)] du =0
n—>o n—>wvE
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Convergencia en media.- Definimos la convergencia media en L,(E) (funciones

integrables) de la forma:
Lim £,(x) = £(x) c.m.oj [0 ()~ £(x)|dp = 0
n—>o E

Convergencia uniforme.- Es ¢l criterio més fuerte en el campo determinista y se define de

la forma:
Limf; (x) =f(x) c.u.< Ve>0,3ny(e)/ Vx,Vn> ng = lfn(x) — f(x)l <€
n—w®
0 también:
[fa () - £x)] = glelEplfn(X) ~f(x)[—>0

Se pueden demostrar las implicaciones que se observan en el siguiente diagrama

(cuadro 1):

Convergencia

Uniforme
Convergencia Convergencia en
Cuadratica (L,) casi todo punto

y

Convergencia en »| Convergencia en
media (L) medida

cuadro 1

Desde un punto de vista general, si tenemos los espacios normados (E,” ”1) y

su dual (E*, "2) podemos definir las convergencias siguientes:
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a) Si ((xn),x) cEN xE, decimos que (xn) converge & x en sentido fuerte si

Ve>0,3ny(e) eN/Vn>ny = |x, - x|, <e.

b) Si ((xn),x) cEN xE, decimos que (x,) converge 4 x en sentido débil si
Vf eE" secumple:

Ve > 0,3ng(e)/ Vn > ng = |f(x,) - f(x)"2 <g

Se observa que, por lo general, se denomina convergencia débil a aquella que
utiliza elementos exteriores al espacio para su definicion. Esto es, en lugar de trabajar
con x €k, trabajamos con los valores f(x) - que prodrian considerarse como
observaciones efectuadas sobre x- donde interviene la funcion £, ajena a x.

Como veremos mas adelante, la convergencia débil tiene su analoga en el campo
aleatorio y se puede tomar como base para obtener métodos numéricos para la

resolucion de ecuaciones diferenciales estocasticas.

CONVERGENCIA EN EL CAMPO ALEATORIO
Dada una sucesién de variables aleatorias X (1), X3(t),..., X, (t),... nos interesa
conocer su comportamiento en el limite, es decir, si existe, bajo qué condiciones y qué

significa una variable aleatoria X(t) tal que:

Lim X, (t) = X(t)
n—>ow

En las aplicaciones nos encontramos con la necesidad de manejar realizaciones de
procesos aleatorios ( un proceso estocéstico o aleatorio es una funcién de dos variables

XTxQ—>R donde T esun conjunto de parametros que designa el tiempoy Q es el

espacio muestral correspondiente a un espacio de probabilidad (Q,A,P). En un

proceso X(t,@) cuando fijamos 7, obtenemos una variable aleatoria y, cuando fijamos

@ tenemos una realizacion o trayectoria). Por tanto, los dos conceptos de convergencia
que utilizaremos son los siguientes: una, cuando son las trayectorias individuales los
elementos utilizados en la aproximacion y la denominaremos convergencia fuerte, otra,

que llamaremos convergencia débil, se define a través de grupos de trayectorias
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analizando las propiedades estadisticas del grupo mediante estadisticos como la media,
varianza, momentos de segundo orden etc..

También se puede definir mediante la distribucién de probabilidad o la funcion de
distribucion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las variables aleatorias
estan todas definidas en el mismo espacio de probabilidad.

CRITERIOS DE CONVERGENCIA FUERTE

Convergencia con probabilidad 1.- Si @ es un punto del espacio muestral Q definimos

esta convergencia de la forma:

X, converge a X con probabilidad 1, cuando

P[{m €Q/ Lim|Xp(0)-X(0)|= o}) =1
n—ow

que se conoce, también, como convergencia segura.

Convergencia en media cuadratica.- Suponemos que Vn, E(Xﬁ) <

y E( X2 ) <o, entonces, se dice que X, —=% 3X cuando:

9 1/2
Lim | E[X, - X |0

n—o

Convergencia fuerte- Si  Vn, E(X,[)<w y E(|X]) <, entonces, se dice que

X, = X fuertemente si

Lim E(|X, - X|) =0

n—>0o
Esta definicion es una generalizacion directa de su analoga determinista y es la que

utilizaremos para el analisis de la convergencia en los métodos numéricos.

Convergencia en probabilidad.- Si ® € Q) (espacio muestral), diremos que X, — X en

probabilidad si:

Lim P({0 €Q/[X,(0)- X(0)[2¢}) =0

n-—>ow
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Se la llama también convergencia estocastica. Se puede demostrar que esta convergencia
es equivalente a:

Lim E M -0
n—>w 1+IXn—XI

. Y-X " . . .
y la expresion d(X,Y) = E( | | J define una métrica o distancia entre variables

1+]Y-X
aleatorias. Esta convergencia es la mas débil de las cuatro expuestas anteriormente.

Son validos los siguientes teoremas:
Teorema 1:

La convergencia con probabilidad 1 o casi segura implica la convergencia en
probabilidad o estocastica.

En efecto, de forma intuitiva podemos indicar que si X, - X—%250 | la

probabilidad de que, al menos, una de las variables aleatorias |X, - X

, para k
suficientemente grande ,es muy pequefia, por tanto X, — X —£—0.
Teorema 2:

La convergencia en media cuadratica implica la convergencia en probabilidad o

estadistica.

En efecto, de la desigualdad de Chebichev:
P( {o /@) > a}) < %E(XZ ),¥a >0
se tiene que:
P(Xy - X2 )= P(X, - X 2¢2) < S%E(’Xn -x/?)

Teorema 3:
La convergencia en media cuadratica implica la convergencia fuerte.

La demostracion se sigue de la aplicacion directa de la desigualdad de Liapunov:

B(|X, - X)) < B(%, - x1?)
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Generalmente, se puede demostrar con contragjemplos y con el ordenador que
otros tipos de implicaciones no se verifican.

Se observa cierta similitud entre la convergencia L, en el campo determinista
con el cuadrado de la convergencia media cuadritica en el campo aleatorio. También,
existe cierto parecido entre la convergencia L, con la convergencia fuerte en el campo
estocastico. La diferencia estriba en que en el campo aleatorio se toma como norma la
esperanza, que también es una integral en donde se toma, como funcion, la densidad de
probabilidad.

2.2 CRITERIOS DE CONVERGENCIA DEBIL

Para este tipo de convergencia necesitamos la funcion de distribucion o bien la

funcién de densidad.

Convergencia en distribucion.- Se dice que X, — X en distribucion si es cierto que:
Lim FXn (x) =Fx(x)
n—>o

para todo punto de continuidad de la funcién F. Se conoce, también, como convergencia
en ley y requiere, como hemos dicho antes, conocer las distribuciones de las variables
aleatorias X (t) y X(t)

Convergencia débil.- De forma general podemos definirla de la siguiente forma.

Decimos que Lim X, (t) = X(t) débilmente si se verifica:
n—o

+00 +00
Lim | f(x)dFx_(x) = J'_ £(x)dF(x)

n-»co v —w©
donde f(x) son funciones test continuas, decrecientes y acotadas en el intervalo temporal.
Si utilizamos la funcién de densidad , tenemos:

+00 +0

Lim | f(x)py(x)dx = J' £(x)p(x)dx

n—oov¥ - —a0
cuando f(x)=x se obtiene el momento de primer orden, que denominaremos
convergencia débil (debe entenderse asi en el cuadro 2) y que se puede utilizar para ver

la eficacia de los métodos numéricos (aproximacién de momentos).
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TEOREMA 4
Este teorema relaciona las dos clases de convergencia y se formula de la siguiente
forma:

Si una sucesion (X, ) uniformemente integrable converge en probabilidad hacia

X, entonces converge débilmente, es decir, Lim Ex, = Ex
n—»w

La demostracion se basa en la desigualdad ,Exn - Exl <E ]xn - xl‘

A continuacién se presenta un diagrama (cuadro 2) que relaciona los distintos

tipos de convergencia en el campo aleatorio donde se observa las implicaciones entre

ellas.
Convergencia Convergencia
con en », | Convergencia
probabilidad media fuerte
uno cuadratica
Convergencia en

probabilidad o

convergencia

estocastica

l

Convergencia

en
distribucion

\' 4

Convergencia débil

cuadro 2

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



El teorema anterior asegura que la convergencia en probabilidad garantiza la
convergencia débil siempre que se verifique las siguientes condiciones: que la sucesion

sea uniformemente integrable, es decir, que la sucesion de esperanzas (E]x,, I)neN esté
acotada y que Lim_[ [Xa[dP=0 para toda sucesion (4,) de sucesos que
n—o A, neN
satisfaga Lim P(An) =0.
n—»o0

1.2 FORMULACION DE UN PROBLEMA DE VALORES INICIALES PARA
ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Consideramos la ecuacidn vectorial:

X'(t) = h[X(t), Y(t), t] (1)
X(to) =Xp

donde  X(t)=(X,(6), X, (8),... X, ()" ,  Y(0)=(%(6), Y5 (1),.. Y (1))' y las
condiciones iniciales X(t,) = Xo= (Xlo(t),...,XnO)t. Analizaremos este sistema cuando
los elementos que la forman son procesos estocasticos dando, para cada caso, el tipo de
solucién adecuado.
CONCEPTO DE SOLUCION

Logicamente, tendremos que matizar el tipo de convergencia para poder definir la
solucién de un sistema de EDE. Todos los resultados en este apartado se referiran a la
convergencia en media cuadrética , por ser la que mas se parece a la convergencia en el
campo determinista y la mas tratada en la literatura sobre EDE. Nos interesa,
inicialmente, conocer las soluciones sin, de momento, formalizar los teoremas de
existencia para cada caso particular. En el siguiente capitulo demostraremos un teorema
de existencia de soluciones de la EDE que nos interesa en este trabajo.

Decimos que el proceso estocastico X(t) es solucién de (1) si se verifican las
siguientes condiciones:
a) X(t) es continua en media cuadratica.
b) X(to) =X

c) h(X(t),Y(t),t) es la derivada, segiin el criterio de convergencia elegido (m.c.) en tg.
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Como la solucion X(t) es un proceso estocastico, sélo estara bien definida
cuando se conozca la funcion de distribucion conjunta:
By ta (X1X2505%0) = Fx (1), X(ty) (K15 Xn) = P[X(tD) <x1,.., X(tg) € Xq ]
expresion dificil de obtener en la mayoria de los casos, ya que, en la practica, no tenemos
informacion de las condiciones iniciales ni de los procesos Y(t).

Veamos algunos tipos de sistemas de ecuaciones diferenciales estocasticas, cuya

estructura representamos en el siguiente diagrama (cuadro 3).

Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas y Sistemas

4
En la EDE o sistema Sélo Xo y la parte no EDEs y Sistemas con
solo Xo es aleatorio(1) homog. son aleat. (2) coeficientes aleat. (3)

/\

EDEsy EDEsy EDEsy EDEsy | Sistema con | Sistema con
sistemas | sistemasno | Sistemas | Sistemas no coeficientes | coeficientes
Lineales Lineales Lineales Lineales Constantes | no Const.

cuadro 3

1. Sistemas donde so6lo las condiciones iniciales son aleatorias

Son los del tipo:

X'(t) = h(t, X(t))
X(to) = X @

donde, inicamente, X, es una variable aleatoria.
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El problema consiste en hallar las propiedades estadisticas de X(t) en t e[tO,T]
como funcion de las propiedades estadisticas de X, La solucion de este caso es facil de
obtener, ya que, para cada valor de la variable aleatoria de entrada Xo el problema se
reduce a uno determinista. Veamos los dos casos que se pueden presentar:

Caso lineal.

X'(t) = G(t)X(t)
X(to) =Xy ®)

donde t e[tO,T], X(t) esun vector n-dimensional y G(t) es una matriz cuadrada de
orden n con coeficientes continuos. Si se considera el sistema (3) determinista,
sabemos que para obtener una solucidén basta con conseguir una matriz fundamental

asociada a G(t), y que llamaremos ¢(t), siendo la solucién:
X() =07 (te)Xo (@)

En nuestro caso, si G(t) cumple ciertas condiciones, la solucion en el campo
aleatorio resulta la misma que en el campo determinista con la tnica diferencia que X,
es una variable aleatoria lo que conduce a que X(t) sea también estocastica.

Ejemplo:
En el caso bidimensional el sistema quedaria de la forma:

[ X (t))' _ (gu(t) 812 (t))[ X1(t))
X2(1)) (&) gnMAX(t)

y la solucién apoyandonos en el campo determinista resultaria:

X)) -1 X(l)
(Xz(t))_d)(t)d) (to)[Xg)

siendo ¢(t) una matriz fundamental de orden 2.
Teorema:

Existe una solucién tinica en media cuadratica del sistema en el caso lineal, siendo

la solucién la establecida en (4).
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Se observa, que el concepto lineal es el mismo que en las ecuaciones diferenciales

ordinarias, es decir, las funciones que multiplican a X;(¢) dependen sélo de t.
Caso no lineal.

Sea el sistema de EDEs no lineal:

X'(t) = f(X(1),1)
X(tg) =Xy ©)

Teorema:

Si la correspondiente solucion determinista del sistema anterior tiene la forma:
x(t) = F(t,xq)
entonces, la solucion en media cuadratica del sistema aleatorio viene dada por la
expresion:
X(t) = F(t,Xo)
se observa que el teorema no habla de la existencia y unicidad de la solucion, solo nos
garantiza como es, en caso de existir la solucion.
Puesto que, en la tltima ecuacion, F representa una transformacion del vector
aleatorio X,,, podemos conocer las propiedades estadisticas de X(t) conocidas las del

valor inicial. En efecto, supongamos que se verifican las condiciones:

a) F es continua en la variable X,
b) F admite derivadas parciales continuas en la variable X, 0-
¢) F es biyectiva y por lo tanto admite inversa local.
entonces , obtenemos:
g(x,t)= go(xo)IJ], donde x,=Fl(x,t)
siendo g(x,t) la funcion de densidad conjunta de los procesos del vector X(t) y gplade

X,

Un ejemplo clasico es el estudio de la ecuacion del oscilador arménico con

condiciones iniciales aleatorias:
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X"(t) +@*X(t)=0,t>0
X(0)=X, (6)
X'(0) =X
si se conoce la funcion de densidad conjunta de las condiciones iniciales X,, X}

podemos conocer la de la solucion X(t).
En efecto, si llamamos Z(t) =(X(t),X'(t))t, podemos escribir la ecuacion (6)
de la forma:
0o 1 O (X®Y (0 1Y X
Z’ t = Z t b =
® (—coz o) (©) o bien [X’(t)) (—mz 0](X'(t)

que, como se puede observar, es del tipo anterior y por tanto la solucion es:

—O senot cosmt

1
X(t) — [ cosmt asen (Dt]d)_l(tO)XO (7)

la inversa de la matriz fundamental es:

o senot cosmt

(b—l(t) = ( cosot —mlsen (Dt] (8)

que particularizada en t; =0 se obtiene:

¢‘1<0)==(1 0)
0 1

y sustituyendo en (7) resulta:

X(t)={ cosmt mlsencot}xo ©)

-0 sen®t  cosat
por tanto, teniendo en cuenta (9), se tiene:

X

X, =0 (X)) =7 =' X

=l v|=1

y la funcion de densidad queda:
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8(xt, x't) = 8(x,1) = go(x0 = " () 1] =

xl
= go(xcosmt ——senot,® senot+ x’ coscot)
o

Otra forma, mas general, de obtener la funcién de densidad conjunta del proceso
solucién es aplicando el siguiente teorema de Liouville.
Teorema:

Si el proceso solucion de (6) existe en media cuadrética, entonces la funcion de
densidad conjunta f(x,t) de X(t) verifica la ecuacién de Liouville, que no es sino una

ecuacion de continuidad

of .
'a—t— = '—Dle(f)

siendo x! :(xl,x2,...xn) , y (f(x,t))t =(f1,...,fn). Este resultado nos dice que la
funcién de densidad conjunta se obtiene, también, resolviendo un problema de valores

iniciales en derivadas parciales de primer orden, siendo la condicién inicial la funcién de

densidad de la variable aleatoria .X,.
2. Sistemas de EDEs donde X, y el término no homogéneo son aleatorios.
a) Ecuaciones lineales:

Son las ecuaciones o sistemas del tipo:

X'(t) = G(£)X(t) + W(1)
X(to) = Xo } (10)

siendo G(t) una matriz de orden n y declaseunoent y X, W(t) son variables

aleatorias.

La resolucion de este sistema, que se obtiene con ayuda de la formula de It6 (que

se vera mas adelante), viene dada formalmente por la férmula de variacion de constantes:

X(t)= ¢(to,t)(xo + f:o ¢“<t,s)dW<s)) (ay

Donde ¢ es una matriz fundamental asociada a G(t) y la integral es estocastica.
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Si queremos obtener propiedades estadisticas del proceso solucidén basta con
calcular en el campo determinista las funciones esperanza y autocorrelacion.

Cuando el proceso estocastico es de Markov, podemos obtener la funcién de
densidad del proceso mediante una ecuacién parabélica en derivadas parciales.

Ecuacion de Fokker-Planck.

La propiedad que caracteriza a un proceso de Markov es que, el conocimiento
de lo que haya ocurrido con anterioridad, no nos aporta nueva informacién sobre el
comportamiento en el futuro. Se conoce como el principio de independencia entre el
pasado y futuro cuando se conoce el presente. Podemos expresarlo, en términos

probabilistico de la siguiente forma:

{XttZO} es de Markov si P(Xt/th’XtZ"""th)=P(Xt/th)

En las ecuaciones diferenciales estocasticas anteriores, si el proceso X(t) es de
Markov podemos hallar la densidad de probabilidad de transicion mediante la ecuacién

de Fokker-Planck:

2
6p_.__<x’attfy’s):_g[f(t,x)p]%%[gz(x)p] o)

asociada a la EDE:
X(t) =X, +j0tf(t,X(s))ds+ J'Otg(s, X(s))dW(s)

En la mayoria de los casos, la ecuacion de Fokker-Planck no posee solucién
analitica y tenemos que resolverla mediante métodos numéricos.
b) Ecuaciones no lineales:

Para este tipo de ecuaciones existen algunos métodos de resolucion analitica
basados en la aplicacién de la formula de Itd y que veremos en los apartados que siguen.
Sin embargo, nosotros resolveremos estas ecuaciones o sistemas mediante los esquemas

numéricos que establecemos en este trabajo (véase capitulo 4).
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Ecuaciones diferenciales con coeficientes eleatorios.

Son las del tipo:

X'(t) = G(t)X(t) + W
((t:))): X(Ot) )+ (t)} t €[to,T]

donde G(t) es una matriz de coeficientes cuyas componentes son variables aleatorias,

W(t) v X, son, también, variables aleatorias.

Analiticamente s6lo se han resuelto muy pocos casos de este tipo, sélo los que se

reducen a casos anteriores.

Este tipo de ecuaciones caen fuera del ambito de este trabajo, por tanto no sera

objeto de estudio.
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1.3 FORMULA DE ITO ¢ INTEGRAL DE ITO,

En el Calculo Diferencial Clasico hacemos uso de la regla de la cadena para
obtener la diferencial de una funcién compuesta. En el Céalculo Diferencial de It6 aparece
una nueva expresion para determinar la diferencial de procesos estocésticos compuestos.
La nueva formula permitira movernos en el 4mbito de los procesos continuos y obtener
resultados tanto en la teoria como en la practica, sobre todo en la resolucién explicita de
ecuaciones diferenciales estocasticas lineales y las reducibles a lineales. Obtendremos
dicha expresion recurriendo a las herramientas tipicas del Calculo Diferencial habitual.

Consideramos la ecuacion diferencial estocastica (de It6) para un proceso
unidimensional:

dX; =a(t, X, )dt + b(t, X, )dW, (12)*
y sea g(t,x) una funcién no aleatoria de forma que ge c? ([O, ) x ER)
Deduciremos, seguidamente, la forma de la ecuacion diferencial del proceso
transformado:
Y, =g(t,X,)
Consideramos el intervalo [to, T ] en donde establecemos una particién

(n) _ (n) (n)

to<t; "<ty ' <..< t, =T indicando el superindice que la particién se hace mas fina

conforme n aumenta. No obstante, para no cargar demasiado la notacién suprimiremos

los superindices.

Teniendo en cuenta las condiciones enunciadas de g, podemos escribir:
n
gt X)=glto. X, )+ Y aglt;X;)  (13)
j=0

siendo: Atj=tj g —t; ; AijxtJ-+1‘th ; Ag(tj,Xj)=g(tj+1,Xj+1)—g(tj,Xj)

Aplicando la formula de Taylor al incremento de g en la ecuacién (13), tenemos:

n
g(t,X,) = (to,xto)+zafmj+zagzsx Z—‘;’zm +
=0
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(*) En realidad, lo que se usa es la expresién incremental  AX = a(t, X, )At +b(t, X, )AW,.

=
=

(ij)2 +R; (14)

=0 j:
. . o . 2 2 .
siendo el resto un infinitésimo de la forma R; =o|:’Atjl +’ij| :I vj

Teniendo en cuenta el concepto de integral de Riemann:

og
Lim Z AtJ J’t ElsX)as (15
AtJ—>OJ =0

Utilizando (12)*, podemos escribir:

n
Z-ég tJ, gg(tJ,X )[ (tj,Xj)Atj+b(tj,Xj)AWj]=
j=0 j=0

n
25‘8‘% X;h(t, AtJ+Z (t;,%; tJ,Xj)AWj_
=0

Veamos el valor de estos dos sumatorios en el limite:

, tog
Lim Za a(t;, X;)At; = L =2 (s, Xs)als, X, )ds
At; —03=0

El segundo sumatorio define la integral estocéstica con respecto al proceso de Wiener y
converge, teniendo en cuenta que se eligen los puntos de los subintervalos en los

extremos, a la integral de Itd:

j't gg(s XJb(s, X )dW  (16)
to

Veamos los términos de segundo orden:
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- 52g 2 1 ag g

> o lax) = > 2 ay) +22 = a;b;(At;)(aw;)+
R

o3 2w

=0

El primer sumando tiende a cero. En efecto, tomando la particion equidistante, tenemos:

n t 2

Z Ja0) 0. [ L (s X, )as X )ds =0

0 to 3 x2

El segundo sumando también se anula cuando el incremento del tiempo tiende a cero. En

efecto, veamos que tiende a cero en media cuadratica:

2 2
n .2 n 2
E Zo—jx‘%ajbl(m J(aw,) z{;E (__gxiajbj) (at;) =0,
J: J:

cuando At; — 0. La raz6n ultima de esta convergencia radica en la igualdad siguiente:

0 si i#]
E[AWiAWj]={Atj §i iz (7

( ver momentos de integrales estocasticas, apéndice A)

Veamos, por dltimo, que el tercer sumando converge a la integral:

para probar esta afirmacion hagamos k(t) = gaz—%(t, X, )b(t, Xt), kj=k(t;)
X

y calculemos la convergencia en media cuadratica:

2
> kilaw;) =Y kiay | |- ZE[kik i((aw;)? -Ati)((ij)2 At J)]
= =0

i,j
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2
Cuando i<, las variables aleatorias k;k ] ((AWi)2 - Ati) y ((AWj) - At j)

son independientes por tanto la esperanza anterior se reduce a cero.

En el caso de que i>j, tenemos:

ZE[kZ( AW;) At)J ZE[kz] [ —Z(AWj)ZAtj+(Atj)2]___

=0

:%E[k?(s(mjf—z(mj) +(at;) )J 22E[k2]m) >0

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos escribir:

5 1%
g(t,Xt)=g(to’Xto) I [6%» £+55x— tob dw

y diferenciando, tenemos:

182g

dg(t, X,) = [ggt(t X,)+alt, Xt)ag(t Xe)+5 % (t X, )b2(t, Xt)Jdt+

+b(t, Xt) (t Xy )dW;. (18)

que representa la formula de Itd en el caso unidimensional.

De forma analoga, pero més laboriosa, podemos demostrar el teorema que
determina la formula de Itd en el caso multidimensional:
TEOREMA

Sean dX;(t) = a;lt, X, )dt +b;(t, Xt)th,l <is<my g(t,xl,xz, ..... ,Xp) una
funcion continua en (x;t), donde x = (xl,xz,...xm) eR™ t>0 con derivada primera

respecto de ¢ 'y derivada segunda respecto de x. Entonces la funcion

g(t; X1(1), X5 (1),.... Xy (t)) tiene la diferencial estocastica:
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m
0
2 7 EXObi(L X )aW, (19)

i=1

de forma mas simplificada podemos expresarla asi:

dg(t, X,) = [% +avg -i-'—;-tr(bbTH(g))]dt +veTodW,  (20)

donde V es el operador gradiente, T representa la transpuesta, tr la traza de una matriz

y H(g) la matriz hessiana.
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INTEGRALES ESTOCASTICAS
En las deducciones anteriores se ha utilizado informalmente la idea de integral
estocastica. Es el momento de formalizar tal idea.

Sea f eLzT (clase de funciones estocasticas, medibles en las variables temporal y
T
aleatoria, Vt,E(f(t,.)z) <w y jo E(f(t,.)"‘)dt < ).

Definimos la integral de Ito:

[ £(t.0)aW, (@) = LimS, (@) = Lim znjf(ag“),m){wt(,,) -W (n)} 1)
n—w0 n—w i=1 j+1

t

con valores en los puntos &S-n) = tgn) para las particiones del intervalo [0,T],

0= tgn) < tgn) <..< tffll =T con diametro 6(n) = max{tgf_)l - tgn)} — 0 cuando 17 — <.

Se pueden seleccionar puntos distintos en tgn) < &gn) < tgi)l que generalmente conducen
a diferentes variables aleatorias cuando se pasa al limite. Por ello, vamos a considerar los

puntos:

(n) _ @ ,.(0)
que para cada valor fijo del parametro 4 conduce a limites que llamaremos:
T
W) tto)dw @) (@)
observamos que para A=0 obtenemos la definicion de la integral de 1t0, ya que se

toman los puntos de cada subintervalo en el extremo izquierdo ysi A= 12 se tiene

otra definicion de la integral estocastica segtn Stratonovich.

Cuando la funcién integrando f es diferenciable podemos hacer:
fl(1-A)t;+ M | = (1-0)E(t;) +Af(t ) +0('tj+1 - tjl) (24)

y por tanto, podemos escribir una aproximacion de la suma:
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5o {00 o oo w9

i= =1 1
Veamos ahora como varian las A-integrales cuando f (t,m) = Wt((n). Se

verifica la siguiente igualdad:
T 1.5 1
M| W dW, =—Wf +A—=|T (26
)jottzT( 2) (26)

En efecto, sea el intervalo [a,b] y los subintervalos [ i) ,tf( 21] de longitud equidistante

b (n)

—a+k2—na con k=1,2,22, 2.

Definimos:

211_1 2
=Z(Wtk+l-Wtk) -(b-a)= Z[ nk——} 27
k=0 2n

2
donde A, = (Wtk+1 —Wtk) . Elevando al cuadrado (27), tenemos:

B DO I P G

2n
k=0 k=0 2

y tomando esperanzas para averiguar la convergencia en media cuadratica:

)+ ZIEPb a)z} (28)

)= 5 e, 5 {22
k=0 2 2?

Veamos el valor de cada sumando de la igualdad anterior:
i) Z ( ) ( A% 0) +E(An 1)+ +E(A nn- 1) estos términos se anulan en el paso

al limite ya que los procesos de Wiener son independientes.

ii) El segundo sumatorio también es nulo, por la misma razén que en la anterior.

iii) E(s2) = Z E[ bzzj) J (b 2_2:)2 wo (0=

211
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por tanto se verifica que S, converge a cero en media cuadratica.
Por la desigualdad de Markov, tenemos:

plfo /s, (o)2e]) s L(s2)< =2

: € 27e
y la serie con término general la probabilidad anterior esta mayorada por una serie
armonica convergente por lo que, aplicando el teorema de Borel-Cantelli se deduce que
el conjunto de sucesos {co EQ/lSn (0 )| 28} ocurre en un niumero finito de casos, de

donde LimS, =0 c¢.p.1, es decir:
n—0

201 2
Lim 3 (W, ~W, ) =b-a (29)

N0 10

Veamos ahora la relacion (26):

n
, Wt(")

2
n n
( { do) = t(.“)}zz( 0~ t(")) t2 t(."){ = t(“)}
_|=1 j+1 J J

j+1 j=1 j*1 i]
calculando ambos sumandos por separado.

El primer sumando se halla por la formula (29) y su valor en el intevalo [0,T] es

El segundo sumando lo calculamos resolviendo una ecuacion diferencial

estocastica sencilla:
Sea la EDE dY, =a(t,Xt)dt+b(t,Xt)th , s hacemos a=0 y b=, tenemos la
ecuacion:
dY, = dW,
haciendo el cambio Y, = X? por la formula de It6, tenemos:

d(X2) = dt +2X,dW,

ysi X, =W, resulta d(Wt2 ) =dt +2W,dW, de donde:
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W,dW, = %dwf ——;—dt

integrando tenemos:

por

t 1.2 1
fOWdes=5Wt -t

tanto podemos concluir que:

Zw(n) w —>T+1W3—1T=1wt2 pip
j=1 J+1 _|+1 2 2 2 2

utilizando la expresion (25), tenemos:

:Z{(I—X)f(t(n) o)+t o )}{w(n) W(,.)}=

n

J=1 j+l

:i(l‘X ( ){W(n —W<n}+z7~f( )){W(n) } =(f =w)=

=1

_]+l

n
:ZI X)W(n){ n)—W }+Z7\,Wn){ (o) W(n)}
J:

=(1

n'Mn

it

3+l _)+l j+1

n
A Z Wt { -Ww (n) } + lz W/ (=) {W (0) = t(“) } + 7\.th+1 {thﬂ - th }:
j=1 !

J =1 j+l j+1

W, ; {Wtj+1 -W; ; } +AW, {Wt

n+}

-W, }—>le —1T+XT=
n 2 2

J
1
2 2

Como hemos dicho anteriormente hay dos casos importantes:

a) Cuando A=0, se tiene la integral:

T
[waw=2w2_Lr (g5
0 2 TS

24
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b) Cuando A= %, se tiene:

T
Jo Wdw = %Wz (Stratonovich)

Estos casos muestran la diferencia existente entre el Calculo Diferencial habitual
y el de procesos estocasticos. En el caso de Itd, no se conservan las leyes habituales,
cosa que si ocurre en el de Stratonovich. De todas formas, es posible demostrar que

ambos calculos ( Itd, Stratonovich) son equivalentes (véase Kloeden and Platen, 1992).
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1.4 TEORIA BASICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS.

Para demostrar un teorema de existencia y unicidad de procesos para ecuaciones
diferenciales estocasticas, seguiremos un camino anlogo al del teorema de Picard para
las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Recordemos que para una ecuacion diferencial ordinaria y'=a(x,y), este método

exige que la funcién a sea continua en un dominio de %2 y que exista un entorno de las

condiciones iniciales [/ (xo, yo) donde se verifique una condicién de Lipschitz para la
segunda variable, es decir, [a(x,yl)—a(x,yz)l <kly; —y,|. El teorema afirma, entonces,
que existe una sola solucién y(x) que pasa por el punto (xo,yo). La demostracion de
este teorema radica en la aplicacion del teorema del punto fijo sobre aplicaciones
contractivas, por lo que se construye una sucesion ((pn(x)) nen Mediante la formula de

recurrencia;

X

on(d)=y0+[_alton 1)t

Se demuestra, aplicando acotaciones pertinentes, que dicha sucesiéon converge 4
y(x) uniformemente con lo que se prueba - ademas - que dicha funcién limite es continua
en el intervalo considerado.

En el caso que nos ocupa, los presupuestos cambian sustancialmente ya que, lo
que antes eran funciones reales, ahora son procesos estocasticos sujetos a las leyes del
Calculo de Probabilidades. Logicamente, como los objetos matematicos varian, la
hipétesis y la tesis del nuevo teorema sufren una ampliacién en sus contenidos y, si la

generalizacion es correcta, particularizando posteriormente al caso determinista, el

teorema anterior mantiene su vigencia.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UNA ECUACION DIFE-
RENCIAL ESTOCASTICA DE ITO.
Por solucion X(t) de una ecuacion diferencial estocastica, como ya se vio
anteriormente,
dX(t)=f(t, X(t))dt+g(t, X(t))dW(t) (30)
se entiende un proceso X(t) que verifica dicha ecuacién. De forma equivalente, para

todo £ en algin intervalo [0,T], X(t) satisface la ecuacion integral:

X(t) = X, +fotf(s, X(s))ds+j0tg(s, X(©)dW(s)  (31)
donde X es el valor inicial X(0), la primera integral en (31) es una integral ordinaria
en el intervalo considerado, y la segunda es una integral estocastica de It6. Daremos un
teorema de existencia y unicidad para las soluciones.
Por necesidad en la demostracion del teorema de existencia, veremos antes los
siguientes lemas.
LEMA 1:( desigualdad de Bellman-Gronwall)

Si a(t) y b(t) son funciones acotadas y medibles, tal que para algan L>0 es

t
a(t)<b(t)+L foa(s)ds, entonces se verifica que:

a(t) <b(t)+L j;eL(t's)b(s)ds

la interpretacion de esta relacion se reduce a que la acotacién que figura en la hipétesis
se puede expresar en funcién de b y por tanto simplifica muchas resultados como
veremos en el apéndice B.
LEMA 2:( sobre la acotacién de momentos de segundo orden)

Supongamos que f y g satisfacen las condiciones:

1. Las funciones f{t,x) y g(t,x) son medibles con respecto a t y X

2. Existe una constante K>0 tal que Vt€[0,T] y (x,y) eR? es:
a) [f(t,x) - £(t,y)] +|g(t,x) - g(t,y)| <KJx-y].
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b) [£¢t, %) +[at, 0 <K2(1+[x?).

3. La o-dlgebra generada por Y (s) y W(s), s<t es independiente del incremento

W(t+r)-W(t), r>0.
4. Sup EY?(t) <0,
[o.1] !
Si el proceso Z; esta definido sobre [0,T] por:

t t
Zi(1)=Xo+ [ (s Yi@)ds+ [ s Vi)W (2)
entonces existe una constante L>0 tal que:

E[Zi0)-Z,®] <L E[%(5)- Y, )] ds (33)

Veamos la interpretacion de este lema: las dos primeras condiciones hacen
referencia a dos propiedades que deben cumplir las funciones reales f y g conocidas en
el campo determinista; la tercera condicién involucra dos procesos estocasticos que
generan un campo de actuacién donde se impone la independencia de los procesos a
partir de un cierto valor temporal; la cuarta condiciéon dice que los momentos de

segundo orden estan acotados y la tesis asegura que el error medio al cuadrado de la
diferencia de procesos Z; esta acotado por medio de una integral de los procesos Y.
Este lema nos facilitara la demostracion del teorema de existencia ya que los Z;
se convertirdn en aproximaciones de la solucién de la ecuacién diferencial estocastica
dada.
TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA ECUA-
CIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS
Supongamos que:
1) Las funciones f{t,x) y g(t,x) son mediblesen [0,T]x%R.
2)3IK>0/vt€[0,T] v (x,y) eR2, se cumple:
a) |f(t,x)—f(t,y)|+ lg(t,x) - g(t,y) <Kjx-y]| (condiciéon conjunta de
Lipschitz).
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b) |f(t, x)|2 + |g(t,x)]2 < K2(1 +|x|2) (condicion de crecimiento conjunto).
3) X, esindependiente de W(t), para t>0, y EX(Z, <o,
Entonces, existe una solucion X(t) de la ecuacion:
t t
X(t) = X, +J'O £(s, X(s))ds+J.0 g5, X(9)dW(s)  (34)
definida en [0,T], que es continua con probabilidad 1 y que:
Sup EX?(t) <
[ Ol,lﬁ (t)
Ademés, una solucion con esas propiedades es Unica, y si existe otra solucién Y(t) de
(30) se verifica :
vt €[0,T], P(sup|X(t)-Y(1)|=0)=1

Demostracion:

Vamos a utilizar una variante del punto fijo de Picard (Lipschitz 1876) con el fin

de realizar una demostracion de tipo constructivo.

Como en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, consideramos la -

sucesion de aproximaciones {Xn} definidas por:

Xa(t) = Xo + [ £(s X 19)ds+ [ (s X1 (W(S)
(35)
Xo(t) =X
y tenemos que demostrar que dicha sucesion converge a la solucion Gnica X(t).
Haremos la demostracion verificando los siguientes apartados:
i) La sucesién {Xn} es uniformemente acotada en media cuadratica sobre el compacto
[0,T].
i) { Xn} converge uniformemente en media cuadratica.

iii) { Xn} es uniformemente convergente con probabilidad 1.

iv) Lim X, es una solucién de (30).
n—w .
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v) Dos soluciones cualesquiera de (30) se aproximan con probabilidad 1.
i) Para empezar, demostraremos que la sucesion es uniformemente acotada, esto es,

para alguna constante M y todo niimero natural n se cumple:

2
[Sou'ﬁ EX;(t)<M<w (36)

esta exigencia es razonable ya que asegura que los infinitos procesos de la sucesion
tienen una desviacion acotada, es decir, como minimo los procesos son funciones
estocasticas bien definidas y con un posible limite. La demostracién de este apartado es
bastante laboriosa y puede verse en el apéndice B.

El segundo apartado (ii) indica que la sucesion de procesos {Xn(t)}n o~

converge uniformemente en media cuadratica, es decir:
2
Sup E[ Xy () - X, (1] >0

cuando n—» . Esta propiedad asegura que dicha sucesion es fundamental, es decir, es
una sucesion de procesos convergente. En el apéndice B se demuestra que, recurriendo

al segundo de los lemas previos, se obtiene:

(L1)"

E)’:‘,IP] E[Xn+l (t)- Xn(t)]2 <C

B7)
donde se observa que el segundo miembro tiende a cero cuando # tiende a infinito.

Seguidamente pasamos a justificar el apartado (iii), que nos asegura la

convergencia uniforme de {Xn} con probabilidad 1 (véase pag. 4).

Consideramos la sucesion {Y,} dada por:
Y, = Sup| X, (t) — X, (t
n [0,”19]‘ n+1(8) — Xy ( )l

aplicando la formula (35), es decir, sustituyendo los valores de X, +1(0), X, (1), usando

expresiones algebraicas y tomando esperanzas resulta, junto a condiciones contenidas en

la hipoétesis:

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



31

T T
EY2 <2K2T jo E[X, ()~ Xy (5) ds+8K2j0 E[X,(s) - X1 ()P ds <
L Gan™!
(n-1)!
donde C; =[2T+8]CK2.

(38)

Seguidamente tenemos que hacer uso de relaciones probabilisticas para obtener la
convergencia en probabilidad.

Aplicando a continuacién el teorema;

t
Si fel? y X(t)= J. f(s)dW(s), entonces se verifica:
a

1 b,
P[[Sal’]t%lX(t)l > r) < (?-)E( J'a £ (t)dt)

tenemos:

P Yo(t)> = | = P SuplXpu1(t)-Xo(®) > |< LE [ K- of dt
n n2 [a’ﬁ n+1 n n2 =02 o It n
de donde se deduce:

=) @ n-1
1 Cy(LT 4
P| Y,(t)> —) < —(—r— n
siendo esta una mayorante convergente de la primera.

Utilizando el lema de Borel-Cantelli, que dice:

o o]
" Si (An) neN  ©S una sucesion de sucesos y la serie ZP(AH) converge,
1

entonces P( Lim SupAn) =0."

n—»w

tenemos para nuestro caso:
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1
P( Lim SupY,(t) > Lz) =0 Pl: Lim Supan+1(t) - Xn(t)l < —2] =1
n—o0 n n—o0 n

n
Por tanto, la convergencia uniforme de X, (t) =X, + D [X(t)- X (t)] con
k=1

probabilidad 1 & X(t)=X,+ Y [X,(t)~X,_;(t)] esta asegurada.

n=1
Veamos el apartado iv).

Debemos probar que LimX,(t) es solucion de la ecuacion diferencial
n—o

estocastica de Itd. En efecto, tomando limites en la ecuacién (35), tenemos:

t t
Lim X, (t) = X + Lim J (s, X,_;(s))ds+ Lim J' g(s, X,,_1(5))dW(s)
n—ov0 n—v0

n-—>oo

t t
X (t) = X+ Limf £(s,X,_(s))ds+ Lim J' g(s, X1 () dW(s)
n—owov0 n—owov0

tenemos, por Gltimo, que demostrar los siguientes limites:

a) r{irg Otf (s, X, -1(s))ds = J-Otf (s,X(s))ds

b) Lim [ g(s X, 1(9)aW(s) = [ (s X(@)aw(s)

La demostracion del primer apartado es muy sencilla, basta aplicar la propiedad
2a de la hipétesis.

El segundo apartado se demuesta aplicando la convergencia en media cuadratica
y usando, también, la propiedad 2a.

Finalmente, queda por demostrar el apartado (v). Supongamos que X(t) e Y()

son soluciones de (30), por lo que son continuos con probabilidad 1 y acotado en media

cuadratica sobre [0,T]. La funcién E[X(t)- Y(t)]2 es una funcién medible y acotada

que, ademas, verifica el segundo lema , luego:

E[X(t)- Y(O)* < LJ'OtE[X(s) -Y(9)] ds (39)
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de donde, por el lema primero, se tiene, E[X(t)—Y(t)]2 =0. Asi, para V1 €[0,7], la

probabilidad de que ocurra ambos es 1, es decir P[X(t)=Y(t)]=1 , y también para

cualquier subconjunto numerable B [0, T]:
P[X(t)=Y(t),t eB]=1

Tomando B denso y haciendo uso de la continuidad c.p.1de X e Y,

P( [%uﬁ IX(t)-Y(t)|> o) =0 (40)

Por tanto de (40) obtenemos la unicidad:
X(O)=Y() cpl
queda, asi, completada la demostracién ( cuya versidn integra se puede ver en el

apéndice B) del teorema de existencia y unicidad de soluciones de EDEs.
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1.5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES ESTOCASTICAS

Como en las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, la solucion general de
una ecuacion diferencial estocastica lineal se puede obtener explicitamente. El método de
resolucion involucra, también, un factor integrante o, de forma equivalente, una solucién
fundamental de la ecuacion diferencial homogénea asociada.

La forma general de una ecuacion diferencial estocastica lineal es:

dX; =(ay ()X, +aa (D)dt+(by()X, +by ()W,  (40)
donde los coeficientes aj,a,,b;,b, son funciones del tiempo o constantes.

Si los coeficientes son medibles en sentido de Lebesgue y acotados en el intervalo
0<t<T, se puede aplicar el teorema de existencia y unicidad, que asegura la existencia
de soluciones fuertes X, sobre to<t<T paracada 0<ty<T y cada valor inicial
Xt, correspondiente a un proceso de Wiener dado {Wt /t>0} y asociado a una
familia de o-algebras {d(t)/t=>o0}.

Cuando los coeficientes son todos constantes, la EDE se llama auténoma, las
soluciones existen para todo ¢ positivo, y se llaman procesos homogéneos de Markov. En
este caso se puede considerar t;=0. Cuando a5(t) y by(t) son riulos, la EDE
anterior se reduce a:

dX, = a;(t)Xdt + by (1) X dW, (41)
que es lineal homogénea.

Obviamente, X; =0 es una solucion de la homogénea. Es de gran importancia la
solucion fundamental b¢,t, que satisface la condicion inicial ty,t, =1, pues toda otra
solucién puede ser expresada en funcién de ella.El problema se reduce a encontrar dicha
solucion fundamental.

Cuando b;(t) =0, la ecuacion (40) tiene la forma:

dX; =[a;(t)X; +ay(1)]dt+by()dW,  (42)
donde aparece el ruido en forma aditiva. En este caso podemos decir que la EDE es
lineal en sentido estricto.

La ecuacion homogénea obtenida de (41) es una EDO:
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Xt oyt

cuya solucion es

t
Brig = exp(jto al(s)ds)

Aplicando la férmula de Itd a la transformacion  U(t,x) = ¢t_%o X, obtenemos:

-1
- t,t - -~
dlopty Xo) =| =22 X+ @K, +ap )7L [ +b2 007 aw,

dt
=2, ()¢ dt +byor; AW, (43)
-1
Teniendo en cuenta que —i& = —(bt—j ,2(t) laigualdad anterior queda:
d(d{ io Xt) =2,(¢; {Odt + bz(t)d)t‘jo dw, (44)

y se observa que el segundo miembro sélo contiene funciones conocidas, por tanto,

integrando, tenemos:
o7l X, =971 x +jt 2(905) ds+ " by(s)67] dw.. (45)
ttgt ™ to,to“ to to 2 s,tg to 2 s,to 8

y como ¢t—01,t0 =1, la solucién viene dada por:

X; = ¢t,t0(xto + J:O 22(5)95 1, ds + j;bz(sm;iodws) (46)
que es la solucion de la EDE lineal.
La solucion (46) es un proceso gaussiano para cada valor inicial X4, constante
o aleatorio.
El caso general lineal es mas complicado porque la ecuacion homogénea asociada

(41) es una EDE. La solucién fundamental satisface la EDO d(Ld)t,to):al(t)dt.
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Usando esto como argumento, podemos concluir por la férmula de Itd  que el proceso

transformado Ly, para la solucién fundamental 1,1, satisface la ecuacion

homogénea.

a1 _ _
d(L¢t,t0 )= (al (t)¢t,t0¢t}to —Ebf (t)¢f,t0¢t,2to )dt +b1(t)¢t,ltoth =

=(a1(t) _._;_bf(t))dt+ b1 (t)dW;.

que contiene sdlo funciones conocidas de t y W. Integrando la ecuacion anterior,

tenemos:

Loy, = j:o (al(s)-%bf(s))dﬁ jt to by (s)dW;

y teniendo en cuenta que d’to,to =1, tenemos la solucion:

t 1 t
brty = exp( | (a1<s)—5b%(s)]ds+ I bl(s)dws)

to

De forma analoga, aplicando la formula de It6 a:

. t 1 t |
¢tj 0= exp{—“to (al(s) —Ebf(S))ds+o‘.t0 bl(s)dW(s)}}

tenemos:
d(d)‘l )= —a () +b2 (1) 671 dt—by ()L dW(t)
entonces, como en el caso considerado anteriormente, el proceso ¢t_10 X; para una

solucion X de la EDE lineal (40) tiene una solucién explicita.

La solucién de la ecuacion lineal general (40) se obtiene por medio de la formula

vectorial de It6:

dy, = ,:—aa—Ut—+a(t)TVU+%tr.(b(t)b(t)TV(VU)]dt+VUTb(t)dW(t)

donde , T indica la matriz transpuesta, V es el gradiente, V(VU) representa la matriz

hessiana y tr. es la traza de la matriz resultante en el paréntesis.
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Aplicando la formula 20 a la transformacién Y, = U(X], X,) = X;X, en donde

X;= d)t"jo y X=X delsistema formado por las dos diferenciales:

d[d’t—,{o):((‘al(t)Jfbf(t))d’t_}o]dw[ 01Dy, )dW(t)

Xy ap(t)X; +ay(t) b1 ()X +b2(t)
donde:
a(t) = (*al’“bf)d’_l Vuz(ﬂ _@)z(xz X1)=(X ¢‘1 )
a;X; +ay ’ 09X’ 06X, ’ AL L
&?U o?U
—b¢] axz XXy | (o 1
bty=| ~°1f y MH(U)= ! ) =( )
byX; +by U ?*u 10
0X10X; oX5

tenemos, sustituyendo en la ecuacion vectorial de Ito:
i xe)= (210 + B O)x + 100X, +ar )b -
o[BI 0K+ b O8] de+ [~br(Dg ], X+ (br (X + b0 Jown =
= (a2 (- b1(b2()y ¢ i +ba (D67, dW(Y)
Integrando y teniendo en cuenta que bty,t, =1, obtenemos:
1o X=Xy + [ (52091 0)o5) ds J| b5} awes

y despejando:

= b to(xto [ 200190 O] R CT dW<s)]

que es la solucion de la ecuacion diferencial estocastica lineal completa (40).

Para constatar que esta solucién es correcta, vamos a obtener las soluciones de

los dos casos anteriores.
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a) Cuando aj(t)=a=Cte. , bj(t)=b=Cte. ay(t)=b,(t)=0 tenemos la
ecuacion diferencial homogénea:

la solucién es:

Xt =Xob(t) = Xoexp{(a - %bz )t + bW(t)}

b) Cuando b,(t) =0, tenemos la ecuacion diferencial:

dX, = [2)(t)X; +a, (t)]dt + b, ()dW(t)

t
y la solucién es, teniendo en cuenta que ¢(t) = epr.Oal(s)ds :

X, = ¢(t)[X0 +[[ar07lds [ b, (S)¢;ldWsJ

que es la solucion obtenida anteriormente.
Para completar el estudio de las ecuaciones diferenciales estocasticas lineales,
podemos indicar que la media y el momento de segundo orden del proceso solucidon se

obtienen facilmente mediante la resolucion de dos ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales.

En efecto, integrando la ecuaci6n diferencial lineal general:

dXt = [al (t)Xt + ay (t)]dt + [bl (t)Xt + b2 (t)]th

tenemos.

Xt = jt [al(s)Xs +ay (S)]dS+J‘t [bl(S)XS + bz(S)]dWS
to to

y como el proceso X, es independiente del proceso de Wiener, la segunda integral se

anula, de donde se deduce:

t
B(X)= | [a1(9B(Xs) +ar(9)ds

0

y derivando se obtiene:
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dE(X,) = [a; (D E(X,) + a (1)]dt

o bien, llamando a E(Xt) =m(t), tenemos:

m'(t) =a;(t)m(t) +a,(t)
que es una ecuacion diferencial lineal ordinaria no homogénea.
Para obtener el momento de segundo orden y, como consecuencia, la desviacién
tipica del proceso, tenemos que aplicar, previamente, la formula de Ité a la ecuacidn
diferencial estocastica con el fin de obtener el cuadrado del proceso estocastico. Si

aplicamos la formula de Itd a la funcion U = X 2, tenemos:

2 ou ou 1 262U ou _
dU = d(x2) = [aﬁ 5x 3 g bW,

1 2

= [(alxt +ay )2Xt +'2—(b1 X+ b2) Z:Idt +(b1Xt + b2 )2XtdW(t)=
[2(alxt +2,) Xy +b7X2 +2b1b, X, + bg]dt +(byX; +b,)2X,dW(1)
integrando:

t t '
X2 = LO [(za1 +62)X2 +2(ay +byby)X, + bg]dt ; ft 0 2X, (b1, + by )AW (D)
tomando esperanzas:

t
E(X%) = J‘to [(Zal + b% )E(Xf) + 2(a2 + blb2 )E(Xt) + b%]dt

y diferenciando:
dE(X2) = [(Zal(t) +62(0))B(X2) + 2(a5 (1) + by (1)by (1) E(X, ) + bg(t)]dt
y haciendo P(t) = E(X?), tenemos la ecuacion:

P = (210 + b} ) (0)+ 2m(1)(a)+ by (Db () + b3 )

que también es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden no homogénea

de facil resolucion.
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RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS
LINEALES Y NO LINEALES.
Con un cambio de variables X, =U(t,Y,) ciertas ecuaciones diferenciales
estocasticas no lineales:
dY; = a(t,Y; )dt +b(t, Y, )dW, (47)
pueden ser reducidas a una EDE lineal en X,

dXt = [al(t)Xt +ay (t)]dt + [bl (t)Xt + b2 (t)]th (48)
. ou co . . .
Si g(t, y)#0 el teorema de la funcién inversa asegura la existencia local de la

inversa, y = V(t,x) de x=U(t,y) que verifica x=U(t,V(t,x)) e y=V(t,U(t,y)). Una
solucion de (47) tiene la forma Y; =V(t,X;) donde X; viene dado por (48) para

coeficientes apropiados aj,a,,b;,b, . Por la formula de Itd:

dt + b—dW,
By o

donde los coeficientes y las derivadas parciales son evaluadas en (t, Y,).

2
dU(taYt)=‘:%[tJ— U1 bza U} ouU

La tltima ecuacién coincide con una EDE de la forma (48) si:

——(t y)+a(t, Y)b;(t )+ b7, < 6y2 2, y)=21()U(t,y) +as(t) (49)

b(t,y) 2 5 (t,Y) biMU(t,y) +by (1) (50)

En el caso en que a;(t)=bi(t)=0 vy escribiendo az(t)=a(t); by(t)=B(1),

obtenemos de (49):

2 2
ovU ay( ¥)=- jy[a(t,y) 5 L0+ b%ty)%ﬁ%y)]

y de (50), tenemos:

b(t,y)— 5 (t y)=B(t)
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derivando con respecto a t, tenemos:

_ 2
%(t,y)%lyl(t,y) +b(t,y)2—y§(t,)’) =B

asumimos, por ahora, que b(t,y)# 0. Eliminando U y sus derivadas, tenemos:

2
B'(t)=B(t)b(t,y)[ 1 @(t,w—i(a“’y’)#ab("”} 51)

brty) ot dy\bty)) 2 oy
como se observa el segundo miembro es independiente de y, por tanto:
2 (1,y)=0
oy
siendo:

1
Y= A &bty 25

esta es una condicion suficiente para reducir la EDE no lineal a una EDEL y por lo tanto

@a,y)—b(t,y)—a-['i‘(t’—”—l?ﬁ(t,yﬂ

integrable:
dX; = ou(t)dt +B(t)dW,; (52)
por medio de la transformacion o cambio de variable dado por la ecuacién x=U(t,y).

De (49) y (50) podemos escribir nuestro caso de la forma:

U 8U 1.,0°U
_at—J’a_ayJ'Ebz_ayf“(t)
oU
b—=
% B(t)

de (51) tenemos:

t
B =Cexp( jov(s,y)ds)

de donde:

U t U t !
b_a_y_ - CeprOy(s, y)ds) = % =C exp( j OY(S, Y)ds) biy)
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e integrando con respecto a y, obtenemos:

U(t,y)=C exp(j;y(s, y)ds) joy b(tl e

Observamos que este método puede ser también usado para reducir ciertas
ecuaciones diferenciales estocasticas lineales de la forma (52).
Una variacién del procedimiento se aplica para reducir las ecuaciones
diferenciales estocasticas auténomas no lineales:
dY; = a(Y,)dt +b(Y,)dW, (53)
a la ecuacion auténoma lineal:
dXy =(a;X; +ap)dt+(b;X, +by)dW,  (54)
por medio del cambio X;=U(Y;), independiente del tiempo. En este caso la
igualdades (49) y (50), toman la forma:

U

@(y)%bz(y)gy—z(y):a1U<y)+a2 55)

oy
8]
oy
asumiendo que b(y) %0 y b; =0, se sigue de (56) que:

a(y)

b(y)——(¥) =bU(y) +b; (56)

U(y)=C exp(blB(y))—E—f 57)

donde:

v ds
Yo b(s)

Sustituyendo las expresiones anteriores por U(y) en (55), nos da:

B(y)=

1 b
[blA(Y) +5b% —al]c exp(b1B(y)) =2, —a, ﬁ (58)

donde:

_ay) 1db
Aly)= b(y) 2dy ¥)

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



Diferenciando  (48), multiplicando el resultado por  b(y)exp(-bB(y))/b;
diferenciando otra vez, obtenemos la relacién:

dA d . dA
bj—+—| b— |=0 59
Py dY( dY) &9

y esta igualdad se cumple si %é =0 6 si:
y

4,94
didy\ dy)|_,

dy dA N

dy

donde b; tiene la forma:

5°5)
b=\ dy)

dA
dy
Si b; # 0 la transformacién apropiada es:
U(y) = C exp(b;B(y))
ysi b; =0 toma la forma:
U(y)=b,B(y)+C (60)
cuando b, se toma de forma que satisfaga (56).

EJEMPLO:

Para la EDE no lineal:

dY; = —%exp(—2Yt Jdt +exp(-Y; )dW,;

1 _2y
1 3¢ 1,
20)= =3 xP(2) , bly) = exp(-y) uego A(y) =—2——=(~D)e V-
€

1

- 1 _
=-5e y+§e Y= 0, por tanto (59) se cumple para algin b;.

43
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Para b; =0,b, =1 una solucién de (56) es:

ou
b —_— =1

y por (60) una solucion de la ecuacion diferencial anterior es:
U(y)=¢’

sustituyendo en (55), tenemos:

a(y).e¥ +%b2 (y)e¥ =aje? +a,
de donde se deduce que a; =a, = 0.
La tranformacion del cambio es por tanto:
Us=e' X ="t oY =LX, = dX; =dW, > X, = W, + X,
de donde X; = e¥0 + W, , siendo la solucion de la ecuacion original:
Y, =L[W, +e¥0 ]

Se observa cierto paralelismo con el método de los factores integrantes para las
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Como ocurre en la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, muchas
ecuaciones estocasticas no lineales se pueden resolver analiticamente reduciéndolas a
lineales mediante la teoria dada anteriormente. Sin embargo, otras ecuaciones no
reducibles hay que resolverlas aplicando métodos numéricos adaptados a este tipo de

ecuaciones. Algunos esquemas numéricos seran desarrollados en  los siguientes

capitulos.
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CAPITULO 1T

SERIES ESTOCASTICAS Y ESQUEMAS NUMERICOS
2.1 SERIES DE ITO-TAYLOR
DESARROLLO DETERMINISTA DE TAYLOR.

El desarrollo determinista de Taylor ser4 muy Wtil para las aplicaciones en el
campo aleatorio. Lo revisaremos usando una terminologia que nos facilitara la
presentacion de resultados para procesos estocasticos. Para empezar, consideramos la
solucién X = {Xt /t e[to,T]} de una EDO unidimensional:

FXe=ax) @

con valor inicial Xy, para t€[ty,T] donde 0<ty<T, y que se puede escribir de

forma equivalente por:
X=X +_"t a(X,)ds (2)
t— g to ]

Para justificar las construcciones que siguen, necesitamos que la funcién a()
satisfaga propiedades adecuadas, por ejemplo, ser diferenciable y acotada .
Sea f:R—— N una funcién de clase 1. Por la regla de la cadena podemos

escribir:

d df dX
(X,) t

< = g~ AXOf (X)) (3)
t

y definiendo el operador Lf=af’ , donde f’ indica la derivada con respecto de x,

podemos escribir (3) mediante la relacion integral:
t
£(Xp) = £(X¢,) + jto Lf(Xs)ds  (4)
ya que integrando %f (Xp) =a(Xpf'(Xy) = LE(X,), tenemos la relacion (4).

Cuando f(x)=x tenemos Lf=a, I’f=La, I’f=1%a,. .. , M= 1n,

y (4) se reduce a la formula (2)
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Si, ahora, aplicamos la relacion (4) a la funcién f=a vy la introducimos en (2),

obtenemos:

Xy = Xy, + j [a(Xto)+jt0La(XZ)dz]ds=

X +a(X )J‘tds+jt Js La(X,)dzds=
to to to to Ito z
=X, +a(Xt0)(t—t0)+R2, (6
que es el desarrollo de Taylor de X; con un resto en forma integral:
t s
R, = jto jto La(X,)dzds %)

Podemos aplicar (4) de nuevo a la funcién f=La y sustituyendo en la integral

doble de (6), obteniéndose:

t t pS A 2
Xy = Xy, +a(Xq,) jtgs+ jto LO La(X, )+ thL a(X, )du |dsdz=

=Xy + a(XtO )J:gs + La(XtO ) J‘tto tsf)lsdz + J.tto J:) ]:) 12 a(X, )dudzds=

Loa( X4 0 )

l
=Xt0 +—T——(t— to)-*-l-lﬁ2

(t—to)* + j j j 12a(X,, )dudzds
que es el desarrollo de Taylor de X, con resto integral:
t s ez 9
R; = j j 12a(X, )dudzds ®)
toYto vty

Aplicando el método de induccién, tenemos la siguiente formulacién del

desarrollo de Taylor en el campo determinista: Vt €[te,T] y r=1,2,3....

( o)

£(X,)=£(X,, )+ Z S TP J' J'to ...... LOL”lf(X )ds;..ds, 41 (9)

donde hemos utilizado el resultado inmediato:
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DESARROLLO DE ITO-TAYLOR

La formula de Taylor (9) es una buena herramienta en las investigaciones tedricas
y practicas. Particularmente, tiene una aplicacion muy amplia en el analisis numérico.
Este nuevo desarrollo depende de los valores de la funcién y de algunas de sus derivadas
junto a sus correspondientes integrales miltiples que dependen del tiempo. Ademas,
aparece un resto que contiene integrales multiples de mayor orden, que dependen
también del tiempo.

Deseamos, ahora, mediante un estudio paralelo al caso determinista, obtener una
serie que represente un proceso estocastico, mas concretamente el proceso estocastico
solucion de una ecuacion diferencial estocistica de Itd. Este desarrollo, que
denominaremos de Itd-Taylor nos servir4, como ocurre en el caso determinista, para
obtener esquemas numéricos y aplicarlos a problemas reales en donde aparecen
ecuaciones o sistemas que no son resolubles analiticamente. Hay varias pbsibilidades de
introduccién de la formula de Taylor en este nuevo campo de estudio. Nosotros
analizaremos la que estd basada en la aplicacion iterada de la formula de Itd, que
llamaremos, como hemos indicado anteriormente, desarrollo de It6-Taylor. La

expondremos aqui para deducir la solucién Xt de una EDE de It6 unidimensional:

t t
X, = X,y + f a(X,)ds+ f b(X)dW,  (10)
to to

para te[tO,T], donde la segunda integral es una integral de Itd, y los coeficientes
a(.) y 5(.) son funciones diferenciables reales y como consecuencia de ello, son

continuas y acotadas en cualquier compacto. Debemos, a continuacioén, obtener la
expresion de  f(X,), siendo f una funcion arbitraria con ciertas condiciones y X; la

solucion de la EDE (10).
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Para cualquier funciéon f:R—— R de clase C2, la formula de Itd establece en
relacién con la ecuacion diferencial:
dX; =a(X;)dt +b(X;)dW(t)
el resultado que construimos a continuacién. Sobre U=f (Xt) aplicamos la formula de

A

1to:

|leu, au 18U, ou

de donde:
df(Xy) = [af’(Xt) +%b2f"(Xt )]dt +bf’ (X )dW(t)

2
escribiendo f'= g; y "= ;;fz‘— Integrando ahora entre ty y t, obtenemos:
X

£(X,) = £(Xq, )Jrft

) [a(><s)f'(xs>+gbz(xs)f'r(xs)]ds+

t t t
+-L b(X)F"(X,)dW, =f(xt0)+f L°f(xs)ds+j L£(X,)dW,, o bien:
0 to to

£(X,) = £, ) +fo LO8(X,)ds+ L to (X )dwW,  (12)

V't €[ty, T]. Aqui hemos introducido los operadores siguientes:
10fF = af’ +%b2f" (13)
LIf = bf’ (14)
Obviamente, para f(x) = x, tenemos las igualdades, 19f = a, L= b, reduciéndose la
ecuacion (12) a la ecuacion original de Ito para Xi:
t t
X = Xy, +j a(X,)ds+ J b(X)dW,  (15)
to tp
Por analogia con los desarrollos deterministas anteriores, si aplicamos la formula

(12) alas funciones f=a y f=b, obtenemos:
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a(X,) = (X, )+ J':O L%(X Ms+ jt to La(X, AW (s)

b(X0) = b{X;y )+ [ :)Lob(Xs)ds+ ) to Lb(X,)dW(s)

y sustituyendo estas expresiones en (15), tenemos:

Xt =Xy, +J-:0 [a(Xto )+J'ts0 L%(X,)dz +j:0 L'a(X, )dW, st+
+ J':O [b(XtO )+ J't Z L"b(xz)dz+J':0 le(xz)dwszws=
t t
=X, + a(XtO )J-to ds+b(Xt0 )J;O dW; +R, es decir

t t
X, =X, +a(X, ) ft O ds+b(Xy, )J;o dW,+R;  (16)

que es el desarrollo de Itd-Taylor para X, ¢ €On un resto que se compone de varias

integrales dobles:

t ps t ps t ps
Ry = [ 1%(X,)dzds+ [ ] ta(x,)aw,ds+ [T 100, )azaw, +
toJto to Yt to Yt

t ps
1
+J;OLOL b(X,, AW, dW, a7

Podemos observar que el truncamiento del desarrollo lo componen dos
integrales, una determinista, y otra estocastica con respecto al proceso de Wiener con
integrando constante. El resto lo forman desde integrales de orden superior de funciones

deterministas hasta integrales multiples estocasticas

Podemos repetir el procedimiento anterior aplicando la formula de 1t6 (12) a

f=1lp y sustituyendo en el resto de (16):

t t 1 t ps
X, = Xy, +a(X,, )J.tgls+b(XtO )Jto aw +L1b(x;, )LO jto dW,dW, +R, (18)
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Siendo ahora:

t pS 0 t ps 1 0
R, =f L a(XZ)dzds+J la(X,)dW. ds+J- J' 19(X,, )dzdW, +
toYtp to Yo

t ¢S p2zZ 0.1 t S pz 11
+J' J' L2L!b(X,, )dudW,dW, + j j LLb(X, )dW,dW,dW,  (19)
toYtg vtg tovtgYtp
Podemos ver que el truncamiento de la serie contiene las integrales
t
ds , dWs , dWZdWS
to to tovtp

y el resto lo forman integrales de 6rdenes igual o mayor que la Gltima del truncamiento

de Ito-Taylor.

Podemos ampliar la serie aplicando la formula de It6 (12) a la funcién f = L'L's

, s decir:
(L'Llo)(x,) = (L), )+ f LO(Llle)ds+f UL bdw,  (20)

y sustituyendo en la Gltima integral triple del resto R, tenemos:
t ps pz u u
[T [(Llle)(XtO)+J‘ L(L'p)dv+ | LlLllede]qudWZdWs=
to oY1 to to
L 1 t S pz t ps £z pu 0y Ie 1+ 1
(tb)(x,, ) AW, dW,dW + LM bdvd W, dW,dW,+
to u s utvvzRvvg
to Yot to Yt Y1 _

J'to jto jto . L1 ))dW, dW, W, dW, @1

por tanto, el nuevo truncamiento de la serie sera:

X, =Xy, +a(X,, )j:ds+b(xt0 ) J':O aw, +L'b(X,, )f:o | GWadW +
0

el t ¢S pz
+L'b(x,, ) _[ j dW,dW,dW, +R; 22)
toYtp vto

donde Rj esta formado por las cuatro integrales de R, mas las dos Giltimas de (21).
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Como conclusién de este apartado podemos indicar que el truncamiento de la
serie de It6-Taylor de un orden cualquiera tiene una expresion de facil formacion, y su
caleulo sera posible siempre que podamos hallar las integrales estocasticas multiples con
integrandos constantes que aparecen en el desarrollo.

Aunque a simple vista parece que este desarrollo nada tiene que ver con el
determinista, podemos adelantar que, como caso particular de la formula general (ver
apéndice A), cuando b(x,t)=0 y Xy =t, se obtiene el desarrollo de Taylor
determinista clasico.

Siguiendo el proceso, observamos que el desarrollo de It6-Taylor estad formado
por el desarrollo determinista de orden 1 mas diversas integrales, algunas de las cuales
son estocasticas.

Si se intenta llevar mas adelante la analogia para obtener un desarrollo del tipo
(22) generalizado hay que proceder al estudio de las integrales estocésticas multiples

que se puede ver en el apéndice A.
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2.2 APROXIMACIONES FUERTES DE ITO-TAYLOR

En este apartado usaremos los desarrollos de It6-Taylor para obtener
aproximaciones discretas con respecto al criterio de convergencia fuerte y que
llamaremos "aproximaciones fuertes de Taylor". Veremos, para un esquema
determinado, su orden y el orden del error que se comete al efectuar un truncamiento de
la serie.

Al referirnos al orden de convergencia en este capitulo, lo entenderemos segun el
criterio de convergencia fuerte:

" Un método de aproximacion ¥? de paso O, converge fuertemente con orden
de aproximaciéon y>0, si existe una constante C que no depende de & y un & >0

tal que:
£(8) = E(IXT —y? (T)l) <CsY
para cada 6 e(O,SO).

De acuerdo con los desarrollos en series y las integrales multiples definidas en el
apéndice A, tomamos:
f,(t,x) =L ... L Tph (g x) (23)
para todo (t,x) e R xR y todos los multiindices o = (jy,..., j; ) M. Se observa (por

el teorema general de la convergencia) que los esquemas fuertes de Itd6-Taylor de

3

17—3
2

Ordenes y = 2,.. estan asociados al conjunto de multiindices (ver apéndice A):

1
2 2

A, = {oc €M/ M)+ n(c) < 27,6,M(c) = no) = %} (24)
Asi se puede construir los siguientes conjuntos jerarquicos:

Ay ={v},que corresponde al primer término de la serie, es decir, al valor inicial.

Aipp = 45 0{(0),()} que corresponde a los términos que contienen las integrales

I(0),I(1) (este conjunto genera el truncamiento de Euler)
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A =4 u{(l, l)} que corresponde al truncamiento que de los términos que contienen

las integrales I(O)’I(l)’l(l,l) (‘este conjunto genera el truncamiento de Milstein ).

Azpy =A1u{(0, 1),(1,0),(0,0),(1,1,1)} (genera el truncamiento fuerte de Taylor de
orden 3/2.

Ay =43 u{(O,l,l),(l,O, 1),(1,1,0),(1,1,1,1} (genera el truncamiento fuerte de Ito -
Taylor de orden 2, y asi sucesivamente).

Supongamos una discretizacion (7) 5= {z, 7,...} del intervalo con paso J, esto

3

. 1 :
es Vi,7,,,— 7,=0 . Para 7=5,1,5,2,.., en el caso multidimensional d,m=1,2,..

definimos el esquema fuerte de Itd-Taylor de orden y por la ecuacién vectorial:
Y41 = Zfa(tn, Yn)Ioc (25)
(lEAY

donde las integrales estocasticas que aparecen en la serie estan definidas sobre el

intervalo [ 7, 7,,,1].

Estos esquemas generan por recurrencia valores del proceso de Itd en los
tiempos de discretizacion y, mediante formulas de interpolacién deterministas, se
consigue con ellos una visualizacién de las trayectorias.

TEOREMA GENERAL DE CONVERGENCIA

Sea YO = {Y5 (t)/t €[, T]} una aproximacién fuerte de It6-Taylor de un orden

1.3

y= —2—,1,—,2,..correspondiente a una discretizacién (t); con 5e(0,1). Suponemos,
ademas, que las funciones coeficientes f,, verifican:

a) VaeA, ,te[0,T] y x,y eR* = [f, (t,x)— £, (t,y)| < kyx -y

b) Va €A, uB(AY):f_a eCl? y fy €H,.

¢) Ya €A, UB(A,),t €[0,T],x eR¢ = [f, (t,x)| < k,(1+]x])

Entonces, podemos afirmar que:

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



54

E(Oglt;%[xt - Y8(t)‘2) <ks(14]Xo2)5% + kgfXo-Y? (0)[2 (26)

donde todas las constantes son independientes del paso de la discretizacion.

La demostracion se obtiene expresando el desarrollo de It6-Taylor:

Xy = Z Iy, [fa (p, Xp)]p,r + Z Iy [foc(‘:X('))] (27)

p,T
aeA, aeB(Ay)

que, mediante el proceso de discretizacion, podemos escribir:

Z(t)= E( Sup

0<s<t

X(s)—YS(s)DSC3 ’)((0)-\(*“’(0)[2 ; EAZ?;;: + BZ(AU)?
o Y_ v ae ¥

donde el primer sumatorio est4 extendido al conjunto jerarquico y el segundo al residual.

Para el primero se deduce la siguiente cota:

t
RY < c4kff02(u)du (28)
y para el segundo:

2(Ma)-1)  siA(e)=n(a)

U2 < Cs(141%, )56 con @(a)=
7 < Cs{1+fxof) () () +n(e)-1 si A(a) % n(a)
cuando A(c) >y +1 en el primer caso y A{a) +n(o) =2y +1 en el segundo.

podemos escribir, entonces:

U <Cs(1+ X )8  (29)

Finalmente, combinando las cotas anteriores y aplicando el lema de Gronwall,

tenemos:
Z(T) = k3(1+[X, [} )5** +k4,x0 -Y? (0)'2

Se observa que la demostracion se ha hecho con el cuadrado de la convergencia

cuadratica. Para obtener una cota para la convergencia fuerte es necesario probar un

corolario:
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COROLARIO

Si al teorema anterior afiadimos las siguientes hipotesis:

d) E{[Xo*) <o

&) \/EUXO - YS(O)’2] <ks?

Entonces, por la desigualdad de Liapunov (ver pagina 5), se tiene que:

2
E| Sup [X, - ¥ tDs Sup |X, - Y o |<ked?
(3o - v o] )< e[ sup iy of ) <k

Este resultado nos va a indicar el tipo de truncamiento que debemos tratar para
un y dado, por ejemplo, si y=3/2, para que la convergencia de Y a X en sentido

fuerte sea de ese orden, debemos tomar como conjunto jerarquico A, , eligiéndose de
la serie de It6-Taylor sdlo los términos que contienen las integrales cuyos subindices
estan en dicho conjunto.
2.3 ESQUEMAS NUMERICOS PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ESTOCASTICAS.
EL ESQUEMA DE EULER

Este esquema, llamado también de Euler-Maruyama, es el mas sencillo y equivale
al de una aproximacién de Taylor de orden de convergencia fuerte y =1/2. En efecto,
si en el teorema general de convergencia tomamos ese valor (1/2) y formamos el
truncamiento correspondiente a A;,,es decir:

X = Xty +aI(0) + bI(l)

obtenemos, sustituyendo las integrales, la ecuacién (30).

Para el caso unidimensional d=m=1(donde aparece s6lo un proceso de Wiener)
¢l esquema de Euler tiene la forma:

Yo=Y, +aA+bAW  (30)
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donde A=t1,,-1,=Ig en el subintervalo de discretizacion [t,,7,.4], ¥

AW =W,

nel W, = I(l) es el incremento del proceso de Wiener W(t), que se obtiene
mediante la distribucion normal N(0,A).

En el caso multidimensional con ruido escalar, d=1,2,... y m=1, la componente
k-ésima del esquema de Euler viene dada por:
YE = YR +a¥a+bRAW  (31)
para k=1,2,.,d y donde los coeficientes de deriva y difusion a¥,b¥ son vectores d-
dimensionales a= (al,az,...,ad) y b= (bl,b2 ,...,bd). Notemos que las diferentes
componentes de la aproximacion discreta Y son d-uplas que representan los coeficientes
de deriva y difusion continuas en las diferentes ecuaciones diferenciales estocasticas.

Como ejemplo, en el caso bidimensional tenemos:

1 1y [allt,, v}, v2 bl(t,, Yl Y2
(Ygﬂ):(Yg)Jr 2( - ’;) A+ 2( "o ’;) AW (32)
Y2,) A2 ) | a2t ¥, ¥2) | | 031, Y2, ¥2)
Para el caso general multidimensional con d,m=1,2,3,... la k-ésima componente
del esquema de Euler tiene la forma:
k ko kg L S pkjavi
Yy =Yy +a A+ D bAW!  (33)
=1
siendo:

Jowl _wi =1,
AW _W“n+l th -—I(J) (34)

que es el incremento de la distribucion N(0,A) de la j-ésima componente del proceso m-

dimensional de Wiener W sobre [7,,7,,1], ¥ AWH AW:  son independientes para
J1 # j». El coeficiente b:(bk’j) es una matriz de orden dxm. Como ejemplo

veamos el caso bidimensional:

1 1
Yuer || Y + 2 A+(b“ blz)(AWI] (35)
Y2, ) (Y2 |a? by; byy A AW,
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En el teorema siguiente, veremos de forma particular, asumiendo las condiciones
de la acotacion lineal y de Lipschitz de los coeficientes a y b, que la aproximacion de
Euler tiene el orden de convergencia fuerte y=0,5, como sugiere el teorema general de

convergencia fuerte.

Generalmente, el esquema de Euler da buenos resultados numéricos cuando los
coeficientes ak,bk son casi constantes. En otros casos los resultados no son
particularmente satisfactorios y se recomienda el uso de otros esquemas con orden de
aproximacion mas alto (ver Platen, 1992).

TEOREMA (sobre el orden del método de Euler)

Supongamos que:

E([Xo[?) <o

E(jxp - v3)} <xp52

la(t,x) - a(t,y)| +|b(t,x) - b(t,y)| <Kz [x -]

[at, )| +[b(t, )] < K3(1+[x)

Ja(s, %) - a(t, )| +[b(s, x) ~ b(t, )| < K (1+]x])|s— t[1'2

Vs, t €[0,T] y x,y eRY, donde las constantes K1,K3,K3,K4 no dependen de §.

Entonces, para una aproximacién de Euler YS, se verifica:
B(x7 - ¥2 (D)) < K554 (36)

se observa en la tesis que el error se ha calculado globalmente.

Se demuestra el teorema verificando la desigualdad:
E(’XT - Y(T)]Z) <ks
y teniendo en cuenta la desigualdad de Liapunov, obtenemos:

E(|Xr - (1)) < kIS%
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La demostracion del teorema es similar a la anterior, de la convergencia general
en sentido fuerte.
En la practica la representacion de los procesos continuos se hace mediante las

aproximaciones discretas en el tiempo. Para obtener esta aproximacion consideramos el

proceso de Itd X={X,/ty<t< T} que satisface la ecuacion diferencial estocastica

escalar:
dX, = a(t, X, )dt +b(t, X, )dW, -
X(to) = X,
Para una discretizacion dada h=7p<f<.<t,<.<ty=7 una

aproximacion de Euler es un proceso estocastico continuo en el tiempo

Y ={Y(t)/ty <t < T} que satisface el esquema iterativo:

Y1 =Yy +a("naYn)(Tn+l - tn) +b(tn=Yn)(W'c W‘rn)

n+l -
para n=0,1,2,..N-1, con valor inicial Y= Xy e Y, =Y ( z',,). También escribiremos
A, = 7,41 — 7, para el enésimo incremento del tiempo y llamaremos S=max(A,) el

maximo paso de tiempo. Normalmente elegiremos discretizaciones de tiempo

T-1,

equidistantes , 7,=#,+n5 donde S=A, =A= para algin N lo

suficientemente grande tal que &5 <(0,1).

La tnica diferencia con el caso determinista consiste en que ahora necesitamos
generar los incrementos aleatorios AW, para n=0,1,.N-1 de un proceso de Wiener
W= {Wt /t>0} que, como se sabe son variables aleatorias independientes obtenidas a
partir de una distribucion gaussiana de media:

E(W,)=0

y varianza:

E(W,)?)=4,

donde la desviacion tipica es la raiz cuadrada del paso.
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Para una discretizacion del tiempo dada, el esquema de Euler determina valores
por el proceso de aproximacién solo en los tiempos de discretizacion. Para representar
las trayectorias del proceso es preciso aplicar un método de interpolacion determinista,

siendo el mas usado la interpolacién lineal:

Y, -,
Y()=Y, +L—“—‘(t—rnt)

Tn,+1~ Tn,

EL ESQUEMA DE MILSTEIN

El esquema propuesto por Milstein es precisamente el esquema fuerte de Taylor-

Itd6 deorden y=1

Tomando el conjunto jerdrquico 4 = 4 u{(l, 1)} , 0 bien desarrollado

A ={v,(0),(1),(1, 1)}, elegimos del desarrollo en serie los términos siguientes:

Xt = Xto +aI(0) +bI(1) + bb’I(l,l)
siendo la Gltima integral de la forma:
Toy =, [ dWidaw}
(1) by dty U
y aplicando los polinomios formales de Hermite, tenemos:

1
I(l,l),t = E!-(I%I),t - t) (38)

obteniéndose el esquema de Milstein:
1, ., 2
Y1 = Yn +2A+bAW +-bb {(Aw) —A} (39)

9oy

en el caso multidimensional con m=1 (contiene sélo un proceso de Wiener) y d=1,2,3

la k-ésima componente es:

dbk
oxP

Yk

n+l

d
=YX +akA+ b AW +% > P {(Aw)2 - A} (40)
p=1

estableciéndose para el caso bidimensional la siguiente expresion:

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



60

. . b oby +b aby :
Y. Y b 15%; " °23x%x,
nel || Tn g A0 Aw+1 0x1 0% {(AW)Z—A} (41)
Y2 Y2 ap b2 8b2 8b2
n+l n b1 . +by
X1 6x2

b) En el caso de un proceso de Wiener multidimensional , la k-ésima componente tiene la

forma siguiente:

m m
k k AW, jip, .
Yn+l ——Yn +akA+Zbk,]ij+ Zlek’JZI(jlaj2) (42)
j=1 jl ’j2

Observamos que en caso de ruido aditivo el esquema de Milstein se transforma en uno de

Euler.

Una modificacion del esquema de Milstein consiste en buscar una aproximacién para el

A ob -
término ba—, y que es la siguiente:
X

1
—‘/’A_‘{b('tn’lyn) - b(Tn’Yn)}

siendo A el incremento del paso y ¥, =¥, +aA +byA . Esta afirmacién se puede

demostrar de la siguiente forma:
bta, Yy +aA+bvA) - b(ty, Y,) =b'(2A + by/A) = b'ad + b'by/A
y dividiendo por /A, obtenemos:
—J%{b(tn,‘l’n) —b(1,,Y,)}=b'a VA +bb~ b'b
el esquema de Milstein queda, sin derivadas, de la forma:
Yo = Y, +aA + bAW + —— J_ {b(z,, ®,)-b(r,,Y, )}{(Aw)2 - A}

con ¥, =Y, +aA+bvA (43)
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En el caso multidimensional para m=1 ( es decir para ruido escalar) y

d=1,2,.k la k-ésima componente del esquema de Milstein tiene la forma:
YK, =YX +akA+ bkAW+—2%{bk(‘Pn) ~v5(x,) {(aw)? - a}.

y para ¢l caso bidimensional, tenemos el sistema:

1 1 1 1 1 4l
Yo | Yoy (%)A +[b2 )AW . bz(\Pn) bZ(Y“) {(awy> -} @4
Yn+1 Yn a b 2‘/Z b (an)_b (Yn)
donde 5=(a1,a2) y 5=(b1,b2).
si queremos compararlo con esquemas deterministas, podemos indicar que este método

podria ser el equivalente al de Heun, aunque el parecido no concuerde con una extension

formal al campo estocastico de dicho método que, como se sabe, tiene la forma:

Yo =Yy - {al() +a(%) A, 4 {6(2,) +b(Y, ) AW,

con ¥, =Y, +a(Y,)A, +b(Y,)AW,
sin embargo, se puede demostrar analitica y heuristicamente que este esquema no es
consistente segun el criterio de convergencia fuerte y por tanto no es convergente. En
efecto, la condicion necesaria y suficiente para que un esquema numérico estocastico sea

consistente en sentido fuerte es que se verifiquen las condiciones siguientes (ver Platen,

1992):

2
a) E

=¢(5)

S ) ofe)

n

b E(zl" ¥, -2 - (v, - ¥2) - b(x2)a,

n

2): ¢,(8)

donde las funciones c(8) y ¢,(8) tienden a cero cuando el paso 6— 0.

En el caso del esquema numérico de Heun extendido formalmente al caso

estocastico, se demuestra facilmente que ambas funciones toman los valores:
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2
o8)=( b5 +0a) v ale)=ola,)
y para que tiendan a cero con el paso A, se tiene que cumplir que b(%x) sea una
funcion constante. En otros casos el método extendido de Heun no es eficaz para
resolver ecuaciones diferenciales estocasticas.

De lo expuesto anteriormente se deduce que no podemos generalizar
formalmente los esquemas deterministas al campo aleatorio. El camino a seguir es aplicar
el teorema de la convergencia fuerte y obtener asi los esquemas segun el orden requerido
y seleccionando el conjunto jerarquico correspondiente para extraer el truncamiento que
determina el teorema. Posteriormente se eliminan las derivadas para deducir
definitivamente los métodos numéricos que aplicaremos en la practica.

EL ESQUEMA FUERTE DE TAYLOR -ITO DE ORDEN y=3/2

Para este orden construimos el conjunto jerarquico segiin el teorema de la

convergencia fuerte:
4,={v,(0),(1),(1,1),(0,1),(1,0),(0,0),(1,1,1)}

y el truncamiento correspondiente en el caso de la ecuaciéon auténoma con d=m=1, es:

— 14 1 2 r” ? 1 2 ”n

X, = X, +alg +blj, +(aa +5b a )I(o,o) +(ab +Eb b )I(O,l) +
r 4 ’ 2 144

+a'bl ) + b,y ) + b[(b ) +bb ]I(U,D

Por formulas anteriores podemos calcular las integrales multiples que aparecen en dicho

truncamiento:

1 2 Toet (S2
I(O) =A, I(l) =AW , I(O,O) :EA , 1(1)0) — AZZJ;R an dWSdSZ

1
loy =Xolw ~Too) = AAW)-AZ , Ty = 3—,[1?1) ~341) |

sustituyendo estas integrales en el desarrollo anterior, tenemos Ia siguiente

discretizacion:

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



63

1
Yo =Yy +aA+bAW+%bb’{(AW)2 - A}+a’bI(1’O) +%(aa' +§b2a~)A2 +

+(ab' + —;—bzb"){(AW)A ~Iyg) } +%b(bb" +(b')? ){;—(AW)Z - A}AW. (45)

Podemos conocer la variable aleatoria AZ, ya que esta normalmente distribuida con los
siguientes valores ( que han sido hallados, como aplicacién, en el apartado de los

momentos de las integrales multiples del apéndice A):

E(Iyq) = [E(W)ds=0

Elif) - E([M(l) ~To ]2) = (1} ) - 248(1gy10)) + B[ ) = %&
ya que:

E(1) = E([saw, [saw) = [ ds = §A3

E(I)Loy) = ([ aW, [saW) = [sds = %Az

ESQUEMAS DE RUNGE KUTTA PARA ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS

Los esquemas llamados de Runge-Kutta que tratamos seguidamente evitan el uso
de las derivadas. Se obtienen a partir de los esquemas fuertes de It6-Taylor,
sustituyendo las derivadas por las diferencias finitas y los lamaremos esquemas fuertes
explicitos de Runge-Kutta, advirtiéndose que no son simples adaptaciones heuristicas
de las EDO alas EDEs.

Siguiendo un paralelismo con el anélisis de los métodos de Runge-Kutta en el
campo determinista, podriamos empezar por el orden mas bajo que es el método de
Euler de orden y=1/2. seguido del esquema de Milstein de orden y=1 que ya hemos

tratado en el apartado anterior. Estos esquemas corresponden, en el campo determinista
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al método de Euler de orden uno y, como hemos dicho anteriormente, al método de
Heun de orden dos. Veamos, ahora, el correspondiente esquema de R-K de orden 3/2.
EL ESQUEMA FUERTE DE RUNGE-KUTTA DE ORDEN 3/2.

Como hemos hecho anteriormente, podemos obtener esquemas fuertes de orden
3/2 por sustitucion de las correspondientes derivadas por sus diferencias finitas en el
esquema fuerte de It6-Taylor de orden 3/2.

En el caso auténomo unidimensional d=m=1 el esquema resultante tiene la

forma:

Ynﬂ=Yn+bAW+ZJZ{a(‘I’+)—a(‘I’_)}AZ+%{a(‘P+)+2a+a(‘I’_)}A+
e (o) - o H(aw? - af oL {o(w,) o) - 20}{(aw)a - az)+

+——{b )-b(@_)-b(F,) +b(¥. )}{%(AW)Z—A}AW (46)

siendo W, =Y, +aA+bvA y @, =¥, +b(¥, VA
Para obtener la expresion anterior hemos sustituido las derivadas por las

siguientes aproximaciones:

) o) ) sal ) -2t
Xn+l ~Xp (Xn+l - xn)2

donde ¥, =x,,;=x, +aA+b+A.

a

~ —\/}X{b(q’n) —b(Yn)} ; abwm ﬁ{a(wn)_a(Yn)} -
zfz—{a(wn)-a( Jb s versfay, )-2a(¥,)}.
b’ J_ b{b(‘I’ b(Y,)} ; bzb"z%{b(wn)'*'b(an—])_Zb(Yn)}

bb” zglg{b(lpn)+b(\yn_l)-2b(Yn)} ; (o) ~—b—l&{bz(‘f’n)—2b(‘Pn)b(Yn)+b2(Yn)}
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En este esquema observamos que la funcién de deriva se evalda en tres puntos,
mientras que la funcién difusion se hace en cuatro puntos.

En el caso de que el coeficiente de difusion b(t,x) sea nulo, la expresion anterior
se reduce a uno de los esquemas determinista de Runge-Kutta de tercer orden.

En el caso bidimensional, para un proceso con ruido escalar (m=1), la expresién

toma la forma:

AL ANLANRS 1 (2wl w2)-al(w! )
(Yfﬂ_(Y,%J+[b2(Y,},Y,%)}AW+m[a2(Ti,\Pf)—az(\P_‘,Tf) Azt
+l[al(‘*’i,‘Pf)+2al(Y$,Y3)+al(‘1’-‘,‘1’—2)J 1 (b‘(‘h)-b’(‘*’ )J{(AW)Z—A}+

4| a2( !, w2)+ 22(v2, ¥2)+a2(w,92) [ A b2(, ) - b?( )

(e 2)-20!(v1 52 ) v, 92
+_27_Z{b2(‘Pl,‘Pf)—2b2(Y&,Y§)+b2(\1,1 ‘Pz) {(Aw)A - Az} +

- -—

+L[ bl(cbi,cpi)-bl(ml_,cb%)—bl(l{d,\lli)wl(wl,w%)J{l

2
4A| b2 (@}, 02)-b2(0!, 02)- b2(2!, w2) 4 b?( 9!, 92) 34w _A}AW'

47)
donde:

ANCAN G RIIRCIR RS
[\IJE)‘[Y,?)*LZ(%,Y;,Y,%) ol v2) [

ol) (wl) (v(el¥2)
(cpi):(wzJi[bz(wi,wz)]ﬂ
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Se observa que, en el caso de ruido aditivo, los tres wltimos términos de la

formula (47) se anulan.
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CAPITULO I

ESTUDIO DE ALGUNAS ESTRUCTURAS GEOMORFOLOGICAS
3.1 ESTRUCTURAS SEDIMENTARIAS

Analizaremos, Gnicamente, las estructuras sedimentarias primarias entendiendo
por primarias las que se originan en el momento de la deposicién y son consecuencia
directa de un fenémeno climatolégico.

Las estructuras primarias comprenden todo lo relacionado con la estratificacion,
especialmente la forma externa del estrato, su continuidad y uniformidad, los hieroglifos
0 marcas que determinan en los planos interfaciales o de estratificacion.

Las estructuras sedimentarias, por ser el resultado de procesos naturales, son
comunes en cualquier parte de mundo, por ello, la comunidad cientifica internacional
trata de unificar las investigaciones de estos fenémenos. Los geodlogos han descrito y
analizado estas estructuras geomorfoldgicas y los matematicos intentan buscar modelos
que reproduzcan, lo mas fielmente posible, y mediante simulaciones por ordenador, estas
estructuras. |

En este trabajo excluiremos las estructuras secundarias que consisten
basicamente en el resultado originado por los movimientos tectdnicos, por la accién del
congelamiento y por procesos de caracter bioldgicos.

CLASIFICACION DE LAS ESTRUCTURAS SEDIMENTARIAS PRIMARIAS.

Por la dificultad que encierra la comprension de estos fendmenos, no existe una
clasificacion exacta que comprenda todas las estructuras sedimentarias. Hay sin
embargo- en la literatura de esta disciplina- diversas clasificaciones particulares que
responden a grupos de investigadores. Sobre la estratificacion primaria aparecen

clasificaciones personales de los autores Andrée (1915), Bruns (1954), Botvinkina
(1960) , donde tienen en cuenta la forma externa, la interna y el tiempo de secuencia de
la estructura. Otras clasificaciones parciales vinculadas a los hieroglifos figuran en los

trabajos de Graf (1932) y ‘Vassoevich (1953). Se han publicado también clasificaciones
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sobre las ondulas y estratificacion entrecruzada que tratan sobre los sedimentos
granulares de tipo arenoso.

Aunque no es nuestro propdsito analizar las clasificaciones conocidas sobre las
estructuras sedimentarias, relataremos lo mas importantes con el fin de ubicar el tipo de
estructura sedimentaria primaria que trataremos desde el punto de vista matematico.

Clasificamos las estructuras sedimentarias en cuatro grupos segtin los aspectos
que se citan:

1) Formas externas de la estratificacion.

2) Ordenamiento interno y estructura de la estratificacion.
3) Marcas e irregularidades en los planos de estratificacion.
4) Deformaciones y perturbaciones de la estratificacion.

Aunque se sabe en la actualidad que no todas las estructuras sedimentarias estan
comprendidas en esta clasificacion, seguiremos la establecida por F.J. Pettijohn (1964)
por ser la mas completa.

Analizaremos de forma sucinta los cuatro apartados que generan la clasificacion
aludida. |
1) La unidad basica es un estrato o unidad sedimentaria y se define como el espesor de
sedimentos depositados en condiciones fisicas constantes, es decir, en fluctuaciones de
periodo corto . Las propiedades fundamentales de una unidad sedimentaria son:

a) Espesor.
b) Dimensiones laterales.
c) Estructura interna.

Con respecto al espesor, se considera la estratificacion segin Payne (1942), en
estratificacion muy fina (1 2 5 cm.), fina (de 5 a 60 cm.) , gruesa (de 60 a 120 cm.) y
muy gruesa ( mayor de 120 cm.). Actualmente, debido a la imposibilidad de que se
conserven medidas uniformes se considera que la mejor clasificacién sobre la espesura es

la dada por el espesor medio acompafiada de la desviacion standar o del coeficiente de

variacion.
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Ademas del espesor, un estrato esta caracterizado por sus variaciones en sentido
lateral, aunque su clasificacién es aun mas dificil que en el caso anterior.
Existe una clasificacion seglin la forma externa de la estructura sedimentaria:

Clase A:

- Estratos de espesores constantes o aproximadamente constantes.

- Estratos de espesores laterales uniformes.

- Estratos continuos.

Clase B:

- Estratos de espesores desiguales.

- Estratos de espesores lateralmente uniformes.

- Estratos continuos.

Clase C:

- Estratos de espesores desiguales.

- Estratos de espesores lateralmente variables.

- Estratos continuos.

Clase D:

- Estratos de espesores desiguales.

- Estratos de espesores lateralmente variables.

- Estratos discontinuos.

2) El ordenamiento interno de un estrato es tan importante como su forma externa.
Entre los principales tipos de este grupo figuran:

Clase A: Masiva (en el sentido de maciza)

Clase B: Laminada

- Laminacion horizontal.

- Laminacién entrecruzada.

Clase C: Granada.
Clase D: Imbricada (gravas)

Clase E: Estructuras de crecimiento (calizas)
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Un estrato se llama masivo si no tiene estructura interna. En recientes trabajos, y
empleando técnicas como los rayos X, se ha comprobado que algunos estratos masivos
estan formado por estructuras laminares.

Los estratos que presentan laminacion reflejan las fluctuaciones de las
condiciones fisicas reinantes durante su deposicién. La laminacién es principalmente
paralela entre si con relacion a los planos que la limitan. En estratos de tipo arenoso la
laminacion aparece inclinada con respecto a las superficies limitantes de los estratos; esta
distribucién suele denominarse estratificacion entrecruzada. Se produce este tipo de
estrato a pequefias y grandes escalas.

Otra caracteristica de ciertos sedimentos es la gradacion que consiste en una
variacion regular de la textura. Estos sedimentos tienen lugar en gravas, arenas y limos,
siendo muy comun en las llamadas turbiditas arenosas. Aunque la estratificacion gradada
y la entrecruzada se forman separadamente, existen estratos en los que ambas aparecen

juntas, de tal forma que la gradada se observa en la parte inferior y la entrecruzada en la
superior.,

3) Muchos planos de estratificacién muestran una gran variedad de estructuras que
pueden clasificarse de acuerdo a su ubicacidn en la base, techo o interior del estrato.
Podemos hacer la siguiente clasificacion:

Clase A: En la base del estrato.

- Estructuras de carga.

- Estructuras de corriente (marcas labradas).

- Marcas producidas por organismos.

Clase B: Dentro del estrato ( lineacién por corriente)

Clase C: En el techo del estrato.

- Ondulas u ondulitas

- Marcas de erosion ( marcas de escurrimiento, calco en herradura)*

- Hoyos y pequefias marcas (hoyos de burbujéo, marcas de lluvia, etc.)

- Grietas de desecacién ( de hielo, de sal etc.)
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- Marcas producidas por organismos (rastros, pisadas, etc.)

Las marcas de base se encuentran en las areniscas y calizas originandose 'por la
resistencia a la compresion por parte de los sedimentos, por la accion de las corrientes
sobre la superficie de los sedimentos y por la actividad bioldgica.

Las estructuras de carga se forman como resultado del asentamiento de arenas y
se presentan en varias escalas de tamafio. Normalmente estas estructuras aparecen como
irregularidades bulbosas en la base del estrato pero el perfil es claramente sinusoidal,
reciben también el nombre de estructuras flamiformes.

Las marcas originadas por corrientes se dividen a su vez en dos grupos: las
debidas a la corriente, y las formadas por los cuerpos transportados. Las primeras se
denominan marcas de desbastes (a este grupo pertenecen los turboglifos que se
encuentran en la base de ciertas areniscas y calizas siendo sus dimensiones variables). Por
otra parte, las del segundo tipo o marcas labradas se presentan de forma muy variada
debido a los maultiples cuerpos que las producen por el contacto directo sobre el
sedimento sobre el cual se desplazan. Incluyen las estriaciones y surcos y son mércas
analogas a las producidas por fragmentos incluidos en un glaciar en movimiento.

Una estructura diferente es la denominada calco de deslizamiento formada por
deslizamientos de masas compuestas por restos de plantas, fango o materiales
semejantes. Aparecen como estriaciones multiples y paralelas originadas al mismo tiempo
por un cuerpo en conjunto y no por movimiento individual de particulas.

Ciertas areniscas se hienden facilmente a lo largo de planos de estratificacion. En
tales planos suelen aparecer estructuras llamadas lineacion por corrientes debidas a
discontinuidades en la deposicién orientada del material granular y también la estructura
de costillas y surcos (Stokes , 1953) que refleja el aspecto en planta de la laminacién
entrecruzada .

En las superficies superiores de los estratos se encuentra una gran variedad de
estructuras, entre ellas diversos disefios de ondulaciones pequefias y grandes. Los

primeros incluyen las de oscilacion, de interferencia y las linguoides ( menos regulares)
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originados por corrientes. De mayor tamafio son las ondulaciones gigantes de ambientes
fluviales y marinos como las ondas de arena de corta duracién y Cuyo Unico rasgo
conservado es la estratificacion entrecruzada (en perfil).

Deben citarse también, entre las estructuras de superficie, los cuspilitos de
existencia efimera. Las marcas de escurrimiento o Rill-Marks que aparecen cuando baja
la marea en las playas y cuya duracion es la de una carrera de marea aproximadamente.
Las marcas y calcos de herradura asi como las marcas de resaca son otras formas de
estructuras sedimentarias que aparecen en las playas cuando baja la marea.

Entre las estructuras sedimentarias de corta duracion analizaremos las marcas de
escurrimiento llamadas Rill-Marks desde el punto de vista matematico, tras plantear un
modelo fisico simple.

4) Los sedimentos suelen mostrar diversas estructuras atribuibles a la deformacion
debida a los procesos tectonicos tales como asentamiento, gravedad y deslizamiento. Las
estructuras de deformacion pueden agruparse en las siguientes clases:

Clase A: Estructuras de carga

Clase B: Estratificacion intraplegada.

Clase C: Estructuras de deslizamiento ( pliegues, fallas y brechas).

Clase D: Estructuras de inyeccién (diques sedimentarios, filones y capas)

Clase E. Estructuras por actividad biologica.

Las deformaciones pueden ser originadas por desplazamientos verticales o
laterales. En la primera categoria figura la estructura almohadillada que tiene lugar
tanto en arenas finas como en depésitos calcareos. Una estructura de origen incierto es la
estratificacion intraplegada que se desarrolla en ciertas capas limosas o arenosas finas,
en forma de pliegues sin fallas y limitada a un s6lo estrato.

Bajo ciertas condiciones las arenas y limos saturados de agua adquieren un estado
por el cual se comportan como fluidos no newtonianos, que penetran en sedimentos
adyacentes. Las estructuras originadas por estos desplazamientos constituyen los digues

cldsticos, filones capas y volcanes de arena . Los diques clasticos pueden ser de paredes
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regulares y tabulares, o bien, pueden presentarse con formas muy irregulares. Los
volcanes de arena componen un tipo de estructura relativamente rara que ha sido descrita
como formas superpuestas a mantos deslizados.

Como se puede observar, la clasificacion de las estructuras sedimentarias es un
proceso en constante revision por la dificultad que ofrece el estudio de la naturaleza, que
esta en continua evolucion.

Desde el punto de vista matematico, existen algunos modelos que rigen los
fenoémenos sedimentarios. Mencionamos, sin profundizar, algunos de ellos con el fin de
adentrarnos en el modelo que motiva la realizacién de este trabajo.

3.2 LAS ESTRUCTURAS DE ESCURRIMIENTO: LOS RILL-MARKS

Los rill marks son bifurcaciones dendriticas talladas en la superficie por el efecto
de la erosion. Los rill-marks estan formados por un flujo de estrechas capas de agua
sobre sedimentos en la superficie que tiene lugar en las playas cuando baja el nivel del
agua.

CLASIFICACION DE LOS RILL-MARKS.

Los rill-marks pueden tomar diversas formas que se producen pn'néipalmente por
la morfologia local del terreno, por la pendiente de la superficie y por el tamafio de los
granos de arena (Cepek y Reinec, (1970)). Se forman sobre superficies con distinta
inclinacién, incluso con pendientes pequeiias de solo 2° .

Desde principio de siglo, varios autores han estudiado las estructuras
sedimentarias primarias efimeras y han dado diversos tipos de clasificaciones
(Rijchter,(1935)), Shiroch (1948), Hatai (1960). Recientemente, los gedlogos Céjek y
Reineck (1979) han elaborado una clasificacion de los rill-marks basada principalmente
en su morfologia. Se clasifican en:

1) Tooth-Shaped rill-marks.- Son estructuras en forma de diente y se desarrollan de

forma escalonada, separados y de dimensiones casi uniformes.

2) Comb-Shaped rill-marks.- Tienen una forma semejante a un peine y se desarrollan en

delgados cantos escalonados. Aqui, cada diente puede tomar otras dimensiones, incluso
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hasta 45 cm. mayor. Ocasionalmente se encuentran bifurcados. Se encuentran entre dos

riachuelos en forma de lengua con dimensiones de unos 6 cm. de ancho y 2 de

profundidad.

3) Fringy rill-marks.- Tienen forma de franja y se ubican en espacios cerrados y

estrechos, mostrando riachuelos en bifurcacion dando un caracter de franjas finas. Sus
proporciones son de 1 a 3 cms. de ancho, 4 de largo y de 1 a 6 de profundidad.

4) Conical rill-marks.- Aparecen en forma de depresiones cénicas cuya pared son

esculpidas por finos riachuelos que producen la forma de cono. Los conos pueden ser de

hasta 20 cms.

5) Branching rill-marks.- Estan formados por pequefios sistemas de riachuelos que se
juntan para formar un canal de deposicién més ancho. Se observa que adquieren una
forma dendritica. La bifurcacién se produce en sentido contrario a la corriente de los

riachuelos.

6) Meandering rill-marks.- Los sistemas de riachuelos aparecen en forma de meandros o

figuras sinusoidales y después de un cierto tiempo muestran bifurcaciones y canales.

7) Bifurcating rill-marks.- Los dibujos muestran fuertes bifurcaciones en la direccion de

la orilla del mar formando en algunos casos meandros. Estan ligados directamente con
los meandering rill-marks.
En las paginas siguientes se muestran Estructuras Sedimentarias Primarias de

tipo C (rill-marks) que aparecen en la playa de Las Canteras y que fueron tomadas en

los afios 1994 y 1995,
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Fig. 1: Tooth-Shaped rill-marks
( Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C,1994 )

Fig. 2: Comb-Shaped rill-marks
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C.,1995)
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Fig. 3: Fringy rill-marks
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C., 1995)

Fig 4: Conical rll-marks
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C.,1995)
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Fig. 5: Branching rill-marks («).
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C.,1994)

Fig. 6: Branching rill-marks
(Playa Las Canteras, Las Palamas de G.C., 1995)
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Fig. 7: Bifurcating rill-marks («).
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C., 1995)

Fig. 8: Meandering rill-marks («).
(Playa Las Canteras, Las Palmas de G.C.,1995)
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CAPITULO IV
MODELO Y APLICACIONES

4.1 MODELO MATEMATICO PARA LA MORFOLOGIA DE LOS RILL-
MARKS.

Presentamos un modelo matematico para la descripcién de algunas estructuras
dendriticas trenzadas, denominadas cientificamente Rill-Marks. Estos fendémenos se
originan en playas arenosas y se detectan cuando baja la marea.

Cuando la marea sube, el agua penetra en la arena, formandose una mezcla de
arena y agua ( fluido no newtoniano) cuya separacion, cuando baja la marea, es la que
determina dicho fenémeno. El agua que queda bajo la superficie rezuma al exterior por la
aécién de la gravedad. El peso de la arena desaloja el agua, que fluye en la superficie
produciendo en la playa unas figuras dendriticas ondulares. Debido a la rugosidad e
inclinacion del lecho, las estructuras resultantes son figuras irregulares cuyo aspecto
induce a pensar que tienen una gran carga de aleatoriedad. |

Estos fenomenos fueron ya descritos por Williamson en 1887 y posteriormente
por Allen (1986). En este trabajo construiremos un modelo matematico original para
simular por ordenador este tipo de estructura sedimentaria. Notemos, de paso, que el
modelo presentado entra en la categoria de modelos "estéticos", en el sentido dado en
Lord y Wilson (1988), y que sus bases fisicas deben ser exploradas en otros contextos
cientificos.

Los Rill-Marks constituyen ejemplos interesantes de comportamientos complejos
no lineales en los sistemas naturales, que pueden ser estudiados y modelizados
empleando las técnicas del analisis de oscilaciones. Tras su formacidn, estas estructuras
se mantienen visibles en la playa varias horas, por ello la observacion favorece su
estudio. Los meandros de los rios son otro ejemplo de la complejidad del problema ya

que aparecen expresiones no lineales. En Pacheco (1992) se comenta la semejanza entre
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la amplitud de un oscilador de Van der Pol y el aspecto de los meandros de los rios
(Allen 1986).

Veamos, ahora, algunas consideraciones fisicas previas para la formulacién del

modelo matematico:
a) El agua rezuma de la arena empapada y fluye erosionando un cauce bajo la accioén de
la gravedad. Esto significa que la trayectoria del flujo y las particulas de arena
transportadas permanecen marcando el cauce. No tomaremos en consideracién el
verdadero mecanismo de transporte de sedimento aunque sea importante en la formacion
de las figuras trazadas en la playa.

Normalmente, las figuras observadas adquieren formas dendriticas con aspecto de
arbol en que las ramas son pequefias corrientes de agua, que convergen, mas abajo, en un
tronco comun.

Estas estructuras sedimentarias estan encuadradas en el tercer grupo, Clase C de

la clasificacion presentada en el capitulo anterior. Corresponde al grupo determinado por
las Marcas e irregularidades en el plano superior de la estratificacion .
b) Cuando el agua empieza a manar se producen complejas interacciones mecanicas con
las particulas de arena; asi, se puede observar como la trayectoria se desvia apareciendo
oscilaciones alrededor de un eje rectilineo ideal con desplazamientos debido a la
curvatura de la superficie de la playa y de la saturacion de la arena himeda.

El seguimiento de las trayectorias constituye el elemento observable de estas
estructuras trenzadas.

Las consideraciones expresadas anteriormente puede traducirse en un modelo
matematico que reproduzca las figuras observadas. La variable del modelo es la distancia
ortogonal del filamento de flujo hasta el eje o tronco de la estructura.

Segun se observa en la figura 1 ( fotografia tomada en una de las playas de
Fuerteventura), podemos tomar como eje x(t) -de las ordenadas- una recta paralela a la
orilla de la playa, en donde se produce mayoritariamente la salida a la superficie de las

particulas de agua y que se detecta facilmente por ser la zona donde el movimiento es
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mas erratico ( parte superior de la figura). Como eje temporal tomaremos una linea en
direccion al agua y perpendicular al eje de las ordenadas, quedando la figura centrada
segin dicho eje.

En la figura 2 hemos dibujado algunas trayectorias de particulas de agua
obtenidas de la figura 1 y que representa de forma empirica el tipo de graficos que
queremos simular.

Seglin una muestra de 80 fotografias tomadas en las distintas playas de nuestro
Archipiélago, las dimensiones de estas estructuras varfan desde tres metros a pocos
centimetros por lo que, en muchos casos, pueden pasar desapercibidas a simple vista.
Ademas, estas figuras contienen en su estructura otras similares y asi sucesivamente

dando una caracteristica de tipo fractal que puede ser objeto de estudio en otra tesis

doctoral.
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Fig.1: Branching rill-marks
( Playa El Cotillo, Fuerteventura, 1993)

Fig. 2

X1(t}, xz(t),..., Xn(t),... son soluciones o
realizaciones del proceso estocdstico deter-

minado por la ecuacibn diferencial estocdstica:

dX(t)= alt,X(t))dt+ b(t,X(t))dwW(t).
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MODELO MATEMATICO

El oscilador arménico simple :
x"()+o’x(t)=0 (1)
seria la primera expresion a considerar ya que el fendmeno es de tipo oscilatorio. Sin
embargo, la amplitud de las oscilaciones en las trayectorias debidas al movimiento de las
particulas se amortigua, lo que se modeliza, como es clasico, con un término de friccidn
o disipativo, dependiente de x'. Entre estas caracteristicas microscopicas, dificiles de
cuantificar, figura, entre otras, la forma de las particulas de arena. La ecuacion quedaria
en la forma (ecuacién de Liénard):
x"()+£(x(1), X ())x'() +02x() =0 (2)

para el coeficiente f de x' existen varias alternativas: la més sencilla es el caso lineal
donde se reduce a un valor numérico @. Combinaciones apropiadas de @ y @ dan
estructuras oscilatorias con amplitud tendente a cero. Una eleccién no lineal del
coeficiente de f{x,x) produce comportamientos oscilatorios de forma mas compleja
(véase Jordan y Smith (1987)). |

Como en el proceso de formacién de los Rill-Marks aparecen otras fuerzas que
representan las condiciones ambientales que actiian sobre el sistema en escalas pequefias

y que no pueden ser descritas, incluimos un término de ruido, convirtiéndose en una

ecuacion estocastica o de Langevin:
X"()+E(x(), X ) () +o x(D) =2(t)  (3)

pudiéndose escribir dicha ecuacion mediante el sistema:

x'=y 4
y’ =—m2x—f(x,y)y+8(t) @

La parte determinista del sistema (4) es un caso particular del siguiente sistema

mas general:
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X =y

5
y'=———ag(x)—yf(x,y) ©)
X

en donde la funcién potencial V(x) representa las caracteristicas macroscopicas, en este
caso la curvatura de la seccidn transversal del cauce.
El término  yf{x,y) representa los efectos a escalas mas pequefias, cuya

interpretacion fisica es algtin tipo de friccion. En un oscilador simple, como el que se ha
. . 1
discutido hasta llegar a (4), la forma del potencial es V(x) = —?:cozx2 (un cauce) donde

@ es la frecuencia natural del fenémeno.
Para nuestro trabajo, ademés de potenciales de sélo un cauce, utilizaremos
potenciales dobles y multiples, es decir, potenciales de tipo polinémico:
T
V() =[(x-a)™.
i=1
que presentan la ventaja de poder describir mas de un canal de deposicion final. Si se
emplean sistemas no auténomos introduciendo el tiempo en la funcién potencial V(x,t),
se puede obtener una descripcién mas ajustada a la realidad mediante calculos numéricos.
El sistema (5) es auténomo, en general no lineal y admite un estudio analitico.

Los puntos de equilibrio son del tipo (x,0), donde x es cualquier nimero real que anule

\'% . . . .
aa (x) » por tanto el andlisis especifico del sistema depende de las expresiones que
X

tomen V(x) e yfix,y).
En el entorno de los puntos singulares es de esperar que el comportamiento sea

similar al del sistema linealizado, que viene descrito por los autovalores del jacobiano en

(x,0), es decir las raices del polinomio:

2
22 —Xl:f(x,O)+yﬁ(x,0)J+ IV® 0y +y2x0)  (6)
oy ox ox

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



86

Por otra parte, la busqueda de érbitas cerradas o ciclos limite en el plano de fases

debera hacerse en las zonas del plano de fases donde se satisfaga el teorema de

Bendixson, es decir, donde el signo de la suma:

of
- +i(x,y)
oy
no sea constante, o ésta no sea nula.
Es de esperar, por consideraciones fisicas, que el modelo que proponemos no

tendra soluciones periddicas.

o2x?

Para el caso de un potencial arménico V(x)= , hay solamente un punto

de equilibrio en el origen, y los autovalores del sistema linealizado son las raices del
polinomio A% +A£(0,0) + w2,

Aparecen oscilaciones amortiguadas si  {0,0)>0 y si el discriminante de la

ecuacion es

0> 0.0
2

negativo. Esto sucede siempre que la frecuencia natural satisfaga

Las caracteristicas fractales de las particulas y su influencia en el sistema, parecen
tener un papel importante en la formacién del dibujo que genera la corriente. Por tanto,
un término de fuerza Gt) puede representar las condiciones ambientales que actuan
sobre el sistema, que como se intuye, son valores pequefios y seran considerados como

ruidos.

Con las consideraciones aducidas anteriormente podemos escribir el sistema en la

forma:

?

X' =y
o _0V(x)

dx

(™)

y yE(x,y) +G(t)

con G(t) =g(t) = n(t)é(t), donde &(t) es un ruido blanco y N(t) una medida de su

intensidad o varianza,
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La eleccion de un ruido blanco es un hecho que simplifica la formulacion del
problema, aunque no siempre sea el mas interesante desde el punto de vista fisico.
Consideraremos, en adelante, el ruido blanco gaussiano.

Las trayectorias que definen nuestro modelo son realizaciones concretas de un
proceso estocastico que es solucion de un sistema no lineal. En nuestro caso, el modelo
matematico nos dice que el sistema observable puede ser descrito como superposicion de
cierto nimero de realizaciones.
4.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Dada la ecuacién diferencial estocastica:

dx(t) = £(t, X(t))dt +g{t, X(t))dW,

si se cumplen las hipotesis:
1) Las funciones f{t,x) y g(t,x) son medibles en las dos variables reales.
2) Jk>0/Vte[0,T] , (x,y) e®® ,se verifican las siguientes condiciones de tipo
Lipschitz:

a) [f(t,x)-f(t,y)|+]g(t,x)-g(t,y)| < k|x-y].

b) Jft 3P +ect, 0P <k2(1+]x?).
3) X, esindependiente de {W(s);sSt},‘v’t y EX% <o,
Entonces el teorema de existencia y unicidad nos garantiza la solucién de la ecuacion
diferencial estocastica.

En el modelo matematico, desarrollado anteriormente, aparece un sistema de

primer orden que podemos escribir en forma vectorial:
X'(t) = F(t,X(t)) + G{t, X(t))W,.

o bien, en forma matricial:

() ()i

donde F(1,%)=((12).6t0) v 6(17)=(g(L).0 (7)), T=(xy).
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En el problema que nos ocupa, las funciones anteriores toman los siguientes

valores:

siendo V:l—r-[(x—ai)mi f(xy)=1+ax®> vy vt €[to, T], n(t)>0.

i=1
Veremos, con los datos anteriores, si nuestro problema verifica las hipotesis del
teorema de existencia.

1) F(t.X(t)) y G(tX(t)) son medibles en sentido de Lebesgue ya que las funciones
componentes son integrables en cualquier dominio acotado  [0,T]xD con
D=[a,b]x[c,d]. Se observa que todas las funciones son de tipo polinémico en las
variables temporal y espacial.

2) Debe existir una constante k que verifique:

a) [F(x;,t) - F(%y, 1) +[G(x;, 1) - G(x,,1)

[ <K% - %,
b) [FE O +[6(= O <k2(1+[x).

En esta demostracion las normas utilizadas vienen definidas de la forma siguiente:

n n
1A]l, = gﬁ{éla“ l} que es una norma matricial inducida por %], = §|X1|

Aplicando estas normas a nuestro problema, tenemos:

Yi—Yy2

pw ox +Y2f(X2,Y2)‘Y1f(X1,Y1)

(Xl

a) ”F(t,il)—F(t,iz)”l= (a—\i)(x-)_(ﬂ)

1

=|y; —ya|+ ~ <ly2 =yil+

X

oV ov
(—é;)(iz) B (_5_;) +¥2f(x2,52) = yif(x1,y1)
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Hya —yi|+((X +1Y2f(X2,Y2)—Ylf(X1,Y1)|$

_il)[ﬂ)
Y
%" J(xo)
il +|axg|}|x2-xll[i2§
0% |ig,) o

< kllY2 "y1|+k2IX2 —Xll < k3"§1 —22”2'

(%)

+‘0LY2(X1 X2 )‘]S

<ly, —Y1][2+

donde se han utilizado las siguientes expresiones:

2
k; = Max {2+ a—é\i
[0,T]xD

2
+[0L|x;]z ky, = Max 0 \2/
) [0.TxD || &x

(% (%)
k3 = max{ky,k, }

y2f(x2,¥2) - yif (x1,y1) = (y2 —y1)+a[(x2 —x;)(x; +x1)+x1 (y2 —Yl)]-
l6(t.%,)-G(t.%,)] = 0.

b) Veamos la relacion [F(t,% ” +|o(t.x " (1+||x”3)

2

y 2
2 oV oV 2
F(t, = ov =y ——— R =ly———
“ ( X)"1 [——a;—yf(x’Y)) Iy x Yf(x Y) y ox Y(1+O(,X )
1
oV, af oV, ol L ov
_Iéx +ao —loc|lax X y?| <(tomando M= [OII%?:(D{OL ax})

< |0L”M +x%y? '2 = ’a”Mz +2Mx%y? + x4y4l < !a]lC(x, y)(x2 + y2) + R(y)ls
<o +32) + N| = JaN]1 3% 37| = oN[(1 +1,2) = 13 (1 +[E)

donde se ha utilizado las siguientes igualdades:

()(“y4 + 2Mx2y2 +M2) = (x2 + y2 )(xzy4 +2My2 - y6) +(y8 - 2My4 +M2)

N= [g\gaxxD{c x,y),R(y)}.

|01Y2(X1 +X2)]}

2

89
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eyl = +y?

Por otro lado, tenemos que acotar la funcién G(t,X).

= n(0) =M} ) < 8 1+ )

623 =|( )| =N

tomando k = max {k 3 k%} tenemos demostrada la segunda propiedad.

3) Este apartado establece las condiciones que debe cumplir la variable aleatoria, o
valor inicial, X;,. En nuestro problema dicha variable tiene una distribucién gaussiana
N(0,4) y por tanto verifica la condicion de que la dispersion es finita, es decir,
EX3 <. Los valores de Xo se simulan independientemente del movimiento
browniano W(t).
4.3. APLICACION DE METODOS NUMERICOS A LA RESOLUCION DEL
PROBLEMA

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, establecido en
nuestro modelo matematico, emplearemos los tres métodos numéricos deducidos en la

teoria, es decir, el de Euler-Maruyama, de Milstein y el de Runge-Kutta de orden 3/2.

’

X =y

8
y'=—%°‘—’—yf(m)+s(t) ®)
X

El término de amortiguamiento lo tomaremos del tipo polindmico en las variables
del espacio de fases f{x,y)=p(x,y) ( logicamente, partimos de la base que otra funcién
representativa seria aproximada mediante un polinomio). Con el fin de seguir la huella
heuristica elegimos el polinomio de Van der Pol 1+ax’ , donde a es un valor
estimado empiricamente. Un valor conveniente para dicho valor es 0,1.

Para x(0) se toma un valor aleatorio en la distribucién normal N(0,4) en cada
ejecucion, esto suponiendo que el brote de las particulas de agua tengan lugar
ortogonalmente al eje del tronco. Esta idealizacién es consistente con las observaciones

porque en la ultima parte de las trayectoias la corriente es mas regular ya que existe mas
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agua, sin embargo, al principio (ramas) al ser las corrientes mas débiles el
comportamiento es erratico. Para Y(0) puede tomarse cualquier valor de ruido porque
los filamentos de agua muestran un comportamiento aleatorio en los primeros instantes.

Para simplificar, el valor y(0)=0 sera el mas usado en las aplicaciones numéricas.

El término de ruido tiene una intensidad n(t) = (—bj y es decreciente en el
a+ct

tiempo. Esto es consistente con las observaciones ya que al final de las trayectorias el
flyjo se estabiliza y solo se observan pequefias desviaciones de la corriente central,

mientras que al principio de las ramas, las corrientes, al ser mas débiles, muestran un

comportamiento mas erratico. El término n(t) se ajusta bastante bien a las propiedades
antedichas. En las simulaciones numéricas usaremos los valores a=0,2 ; b=2 ; ¢=0,001
dando un comportamiento asintético para la amplitud decreciente de 5 a 0.

Con los datos anteriores, los experimentos se hicieron con potenciales de uno y
doble pozo V(x) = k(x - x0)2 (x— xl)2 , en los casos siguientes:
i) Con Xg,X; fijas.
ii) Con x,(t),x,(t) funciones del tiempo.
Aplicacion del método de Euler-Maruyama

El método, aplicado al sistema del problema que nos ocupa, tiene la forma:

@: ) ) [);: ] ¥ [-Vx (X.) _Enf(XmYn))(Atn) + [ \/%H))AWH.

ya que los coeficientes son:
7=(a' (L x )2 (6 x,9) = (5, -V, () - ¥t (x.9)

b =(by,by) =(0,ym(1))

El incremento del proceso de Wiener AW, lo genera el programa en cada paso.

Se ha resuelto el sistema segin los valores y casos enunciados anteriormente.
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Aplicacion del método de Milstein

();11 ) ) @ H—Vx(xn)—i;nf(xn,Yn))(At“) +[ n(xn(,)Yn,tn))AW“ i

1 0 )
AW )" —A
"2 A[Nw—w—imﬁ]ﬂ -4

donde:

gl) (X, Y, 0
5= + At, + ‘/Atn
(IPI’?J [Yn) (_VX(Xn’Yn)_Ynf(Xn’Yn)) ( n(Xn:Yn:tn)

en nuestro sistema estocastico se observa que el ruido es aditivo, es decir, el coeficiente
de difusion no depende de la variable espacial, por ello, el esquema de Milstein se reduce
al de Euler-Maruyama.
Aplicacion del método de Runge-Kutta de orden 3/2

Utilizando la férmula (47) y teniendo en cuenta que el coeficiente de difusién
depende solo de t ( b(x,y,t)=b(t)), es decir, la ecuacion diferencial estocastica tiene

ruido aditivo,el esquema toma la forma:

(Xn+1] _ [Xn]+( 0 )AW+ 1 \P-% -2 AZ
Y, ) Tly, L) 2ot | -V (91) - e(wl) 4 v (w1 )+ w2e(9)

I 2 +2Y, + V2 A
Ta| V(L) - w2 L) - 2, (X,) - 2, (X, - Vi (1) - 2o ) A

donde:

¥ X v .
n(+) - n n
[‘Pﬁ(t)} ) [Yn )“‘(—VX(XH,YH) _Ynf(Xn,Yn))At“ i(n(XnaYn,tn)l/z )\/Atn :

estando la variable aleatoria AZ  normalmente distribuida con media E(AZ)=0,

varianza E((AZ)Z) =%A3 y covarianza E(AZAW):—;—Az. La variable aleatoria
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conjunta (AWAZ) normalmente distribuida se puede obtener, en nuestro caso, mediante

las expresiones AW = UI\/K y AZ= _;_A3/2 (Ul +LU2), siendo UI’ U‘Z variables

V3

aleatorias independientes N(0,1).

Para el método de Runge-Kutta necesitamos hacer pequefias correcciones ya que
el sistema propuesto no es auténomo ( en los esquemas tratados anteriormente no afecta
este factor debido a que el ruido es aditivo) por ello, la ecuacion (45) quedara de la
siguiente forma:

a) En el caso de pozos constantes, el coeficiente de deriva no depende de t, por tanto, la

ecuacion quedaria asi:

’ 1 ” b ’
Xt = Xto + aI(O) + bI(l) +(aa +-2—b2a )I(O,O) +EI(O’1) +ba I(I,O)

b) En el caso de pozos que varian con el tiempo a=a(t,x), por tanto, la ecuacion que se

obtiene sera:

1 ob
Xt = Xto + aI(O) + bI(l) + (@ +aa’ + —bza")l(o,o) + _I(O,l) + ba’I(l,O)
ot 2 ot
en ambas debemos tener en cuenta que el coeficiente de difusion depende sélo de t, por

ello, hemos suprimido los términos donde aparece b'. Para obtener las graficas hemos

considerado estas correcciones. Téngase en cuenta que en nuestro problema, como

hemos visto anteriormente, a = (y,—Vx(x) —yf(x,y)) y b= (O,,/n(t)).

4.4. COMPARACION Y ANALISIS DE LOS METODOS APLICADOS.
Aplicaremos un criterio rigido en las simulaciones de los rill-marks, es decir,
daremos los mismos valores de los parametros en los tres esquemas de aplicacion. El
objetivo de esta estrategia consiste en observar la respuesta de cada esquema y su posible
validacion en la reproduccion de las figuras de las estructuras sedimentarias.
Posteriormente, y en funcion de la respuesta obtenida, variaremos los parametros en el

modelo con el fin de establecer, a partir de los esquemas, el mejor disefio posible. En
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todos los casos realizaremos diez trayectorias que creemos suficientes para sacar las
conclusiones necesarias.

Estudiaremos dos casos, que corresponden a perfiles de los pozos multiples con
valores de k=0,1 y k=0,01 (casi plano) y que se debe interpretar de la siguiente forma:
en el primer caso las particulas de agua tendran mas dificultad para pasar de un canal a
otro ya que los obstaculos son mayores. Para pozos casi planos se trasladan con mas
facilidad y en las simulaciones se observa que hay mas cruzamientos de trayectorias en el
primer tercio de la figura. Otro parametro que controla el modelo es el niumero de pozos,
que como se ven en las fotografias pueden ser varios.

Otra magnitud que afecta a la forma de la figura es la intensidad de ruido, es
decir, el coeficiente de difusion n(t) que influye en las simulaciones haciendo que
aparezcan los canales de deposicion después de un tiempo deseado. Si dicho valor tiende
a cero mas rapidamente los canales aparecen antes. La expresion de dicho coeficiente
varia de 5 4 O pero pueden elegirse otros valores de a , b ,c para hacer esta
convergencia mas o menos rapida.

Para el coeficiente de amortiguamiento que, como se ha dicho antérionnente, se
modela mediante una funcion de la forma f(x,y), se adeciia bien la expresiéon dada por
Van der Pol f(x,y)=)=1+a x> . Esta funcién, que corresponde al frenado de las
particulas de agua en contacto con la arena, tiene la virtud de que al aumentar x con el
tiempo, el efecto que produce en las moléculas de agua y las particulas de arena es la
deposicion y ajuste de los granos de arena sobre el lecho de la playa, configurando asi los
canales de deposicion y ayudando decisivamente en la formacién de las estructuras
dendriticas. Necesariamente, y con respecto a la funcién anterior, tenemos que hacer la
siguiente observacion: se puede probar en el modelo cualquier otra funcién, no obstante,
partiendo de que deben admitir un desarrollo en serie, hemos probado todo tipo de
funciones polindmicas de grado dos en las dos variables, de donde se obtiene,

heuristicamente, que la funcién anterior es la que mejor se adapta a nuestros fines.
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El coeficiente alfa del polinomio amortiguador se afiade a placer para que sus
efectos no anulen a los de otros parametros. En nuestro caso, y después de hacer la
pruebas pertinentes, tomamos dicho valor del orden de una décima o mas pequefio.

Otro rasgo a considerar en la ecuacion es el valor de "y" que representa la
velocidad de las particulas de agua y, como se deduce de las observaciones, brotan a
velocidades dificiles de determinar. Daremos , inicialmente, el valor cero debido a que las
particulas tienen una velocidad pequefia cuando aparecen en la superficie, resulta, por
tanto coherente asignarle ese valor en las iteraciones de los métodos numéricos.

El dltimo elemento a considerar en la ecuacion es el término aleatorio, que como
se sabe, convierte el sistema en un proceso estocastico y que es el factor basico que
marca la direccion de este trabajo. El proceso de Wiener o movimiento browniano se
considera en los métodos de Euler -Maruyama y Milstein como procesos independientes
y en el método de Runge-Kutta aparece correlado a la integral multiple AZ. La
influencia del término aleatorio en el sistema es decisiva en los primeros momentos de
iniciarse el proceso, ya que origina el movimiento erratico o mas irregular suavizandose
posteriormente en los canales de deposicion.

Como se puede ver en las simulaciones, los resultados obtenidos mediante los

tres esquemas responden en gran medida a nuestros objetivos.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Las conclusiones que podemos extraer de nuestro trabajo se pueden resumir en
los siguientes puntos:

1.- Siguiendo las orientaciones del Gard (1988), demostramos un teorema de
existencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales estocasticos.

Se demuestra que el teorema anterior lo verifica el sistema de ecuaciones
diferenciales estocéasticas del modelo matematico que presentamos, por tanto, tenemos
asegurada la bondad del modelo.

2.- Formulamos un modelo matematico para obtener los Rill-Marks mediante
simulaciones por ordenador.

3.- Para el caso del esquema numérico de Runge-Kutta hemos hecho las correcciones
pertinentes para adaptarlo a nuestro modelo. Se observa que aparece: en el primer caso,
un término maés; y en el segundo, dos términos correspondientes a las derivadas con
respecto a variable temporal.

4.- Se crean las bases para la modelizacién de otras estructuras sedimentarias primarias,
por ejemplo, las Conical rill-marks que se tendrian que simular en un espacio de tres
dimensiones y los Meandering  rill-marks cuyo modelo seria un sistema con sdlo las
condiciones iniciales aleatorias.

5.- Otro aspecto interesante para investigaciones futuras sera el enfoque fractal de los
rill-marks. Se puede observar, en la figura 6 del capitulo 3, que la imagen de la
fotografia aparece en una de las ramas, y @ su vez €sta aparece en una subrama y asi
sucesivamente. Se puede intuir que en este futuro trabajo se mantendria la componente
aleatoria.

6.- Desde un punto de vista ecoldgico, y basado solamente en las observaciones sobre el
terreno, podemos asegurar que en las playas limpias se detectan mas estructuras

sedimentarias (rill-marks) que en playas sucias. Esta observacién, sin base cientifica,
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podria ser objeto de un trabajo de investigacion en donde jugaria, también, un papel
importante, otros factores no considerados en el presente trabajo como, por ejemplo, la
inclinacion del subsuelo correspondiente a la capa impermeabilizada.

7.- Un aspecto importante que debemos considerar en un futuro trabajo es la validacién
puramente estadistica del fenomeno. Aqui, podemos proceder de la siguiente forma:

a) Obtenemos una muestra, suficientemente amplia, de las medidas basicas de los rill-
marks, que pueden ser la anchura de las ramas, la distancia hasta que aparece el tronco
comun y el canal de deposicién. Con los datos anteriores deducimos la figura "media"
que configura dicha muestra.

b) De forma anéloga, obtenemos igual nimero de simulaciones para contrastar las
medidas (proporcionales ) con las obtenidas sobre el terreno.

¢) El esquema estadistico a seguir podria ser un test de hipétesis de diferencia de medias
con un nivel de confianza del 95% ( para contrastar parejas de medias). También, se

puede aplicar un analisis de la varianza de un sélo factor con tres muestras simultaneas,

recurriendo a la prueba de Tukey (para muestras de igual tamafio) en caso de que exista

alguna discrepancia en alguna diferencia de medias.

© Universidad de Las Palmas de Gran Canaria. Biblioteca Digital, 2003



104-A

APENDICE A
INTEGRALES ESTOCASTICAS MULTIPLES

Se puede formular la teoria de las integrales estocasticas miiltiples de un modo muy
elegante utilizando una ordenacion filtrante en el conjunto M de todos los multiindices
o :(jl,jz,..,jk), donde j; e{O,l,...,m} para i e{1,2,...,k} , m=123. 'y
A=A(a) 6{1,2,...}, indicando m el nimero de componentes del proceso de Wiener
considerado y Ala) la longitud de o. Llamaremos v al multiindice de longitud 0.
Denotaremos por n(ot) el mimero de componentes de @ nulos.

El conjunto de los multiindices lo denotamos por:
M={(i1,zsesin) i €10,1,2, . mYi €{1,2,.,0}A = 1,2,. Ju{v}
Para o eM con A(a)21 el simbolo —a indica que se suprime la primera compo-
nentey o — que se suprime la Gltima.
Integrales miiltiples de Ito.

Sean f={f(t)/t> 0} procesos estocasticos continuos. Definimos los siguientes
conjuntos:

a) H, ={f/ vt>0,|f(t,w)| < c.p.1}

b) H ={f/ VtZO,I(:|f(s,w)|ds<w c.p.l}

t
) Hy = {f/ vt > O,Io|f(s, w)]zds <o c.p.l}
Ademas, definimos H(;) = H(;) para je{2,..,m} si m>2.
Para o =( J1500seees jl) con 222 definimos el conjunto H, como el conjunto de los
procesos continuos f ={f(t)/t >0} tales que el proceso integral {Ia_ [f (.)]p ot O}

considerado como funcién de t verifica I,_[f (.)]p €H(; ).
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Sean p y t dos valores temporales tales que 0<p<1<T . Para un

multiindice o =( i1sd2sadn ) EM y un proceso f eH,, definimos la integral multiple

de It6 con la siguiente formula de recurrencia:

f

f(t) siA=0

L[f],, =4 j;Ia_(f)p,sds siA21j, =0 (1)

\j;Ia_(f)p’s dW» i A>1j, 21

Como ejemplo,aplicando las relaciones anteriores se puede ver que:
_ [t (> 2 1wl
Loan[fO, =, | [ fGs)dsdW2aw! ()
Cuando f{t)=1, tenemos la simplificacién It = Ia[l]o ¢ Y Wto =t, que nos dan
las integrales de diversos érdenes del proceso de Wiener.

Es valido el siguiente teorema (véase Platen, 1992 )

TEOREMA
Supongamos que oc:(jl,jz,..,jx) con jj=j,=.=j,=je(0,1,..,m) con

A>2. Entonces para t>0 se verifica:

%t’“ F0
I =47 3)

—i-(wgla_,t ) 21

la formula (3) nos traduce las integrales del tipo I j.j..jt como un polinomio de

Hermite en I(j),t donde je{l,...,m}. En particular,tenemos:
1
Y= 2_1(1( Mt ‘)

1
Y50 = ?s(l?j),t -3 tI(J')")
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1
UERREX m(ﬁ) 6tI()'*“2)

FUNCIONES COEFICIENTES

En este apartado introduciremos los operadores que apareceran en el desarrollo
general de las series estocasticas de Itd-Taylor obtenidas de la ecuacion multidimensional

de 1to:

X; = Xy, + f a(s, Xs)ds+Zj s, X)dw! (@)

j=1

Definimos los operadores:

ak Kiphi O

bt — (5)
g:l 6 Xk 21(;112; axkaxx
y para je{l,z,..,m} introducimos :
d o
J— )2
L kz—:lb 5o (6)

Para cada o =(j;,jp,....J55) ¥ feCh(i}{+ X ﬂid,‘R) con h=A(a)+n(a) definimos
por recurrencia la funcién coeficiente de Ito:

N siA=0 -
*lLif, siax1

En el caso 1-dimensional d=m=1 y para f{t,x)=x , tenemos:

t t
X, = X, + jt a(s,Xs)ds+L b(s, X)dW, (8)
0 0
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0.0, 0. 1,8 ., &
L—6t+a5x—+.2b 5 y L—bax

de donde se deducen las funciones:

: , 1.2,
floy =2, fn)=b, fly1)=bb", fg ) =ab'+-b

0 0 oL, ' w2 L hnr
f(o,l) =L f(l) =L'b=ab +§b b”, foy=ba’ y f(l,l,l) —b[(b )* +bb ]
donde la derivada se entiende con respecto a x.

CONJUNTOS JERARQUICOS Y RESIDUALES.

Sea AcM un conjunto que verifica las siguientes propiedades:

a) A= D.
b) Los multiindices de 4 estan acotados en longitud, es decir:
51612 AMa) <o

c) Va eA—{v}:> -a €A

Se observa que el conjunto 4={v,(0),(1),(1, 1)} es un conjunto jerarquico ya que
verifica las condiciones anteriores.

Para todo conjunto jerarquico, definimos su conjunto residual por:

B)={a eM-A/—-q €A}

Como aplicacion, podemos indicar que el residual del conjunto A del ejemplo anterior

€s.

B(Iq)z{(o’o)’(o’ 1)9(1’0)’(0’1 1)’(1’ 1’ 1)}

DESARROLLO GENERALIZADO DE ITO- TAYLOR.

Expresamos, ahora, el desarrollo de It6-Taylor para un proceso d-

dimensional de It6:

t LU .
X =X, +J' a(s, X;)ds+ Y J' bi(s, X )W)  (9)
to i=1 to
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donde te[ty,T], X; es un proceso de dimension d y a(t,X;) es un vector de

dimensién d.
TEOREMA.
Sean p,t dos valores de tiempo tales que t; <p<t<T en [tO,T], AcM

un conjunto jerarquico y f:R* x %Y — R Entonces el desarrollo de It6-Taylor toma la

forma:

ZI p,Xp + L[t (10)

aeB(A)
suponiendo que todos los elementos que involucra esta formula existan.
Aplicando la férmula (10) al caso unidimensional d=m=1 , para f(t,x)=x,
p=tp,T=ty el conjunto jerarquico A= {a eM/ l(oc) < 3}, y teniendo en cuenta la

ecuacion autonoma de Itd con a=a(x), b=b(x), tenemos:

X = Xy, +al(g) +bl(y) +(aa’ +%b2a")l(0,0) +(ab' +—;—b2b")1(0,1) +

+ba'l(y o) + bb'I(1 1)+ [a( +(a ) +bb’a” +%b2a"’) +%b2 (aa™ +3a’a")+
(1) +bb”)Ja” + 2bb%a" +%b4a(4)]1(0,0’0) +[a(a’b’ +ab" +bb'b” +—;—b2b"’)+

+%b2 ( a"b’ +2a'b” +ab” +((b')2 + bb")b" +2bb’b"” +-;—b2b(4)) ]1(0,0,1)+

1| a(b’a’ +ba”) +%b2 (b”a’+2b%a" + ba'")]I(O,I,O)+

+ a((b)? +bb")+%b2(b'b"+2bb"+bb"')}1(o,1,1) *

+b(aa" +(a’)? +bb’a” + %bzam)I(l,O,o) * b(ab" Falbr bbb +%b2b”’)1(1’0’1)+

+b(ab’ +a"b)(; 1 g) +b((b')2 + bb")I(l,l,l) +R
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Este truncamiento sera el que alumbre los esquemas numéricos segiin el criterio
de la convergencia fuerte.

El siguiente ejemplo muestra que el desarrollo de It3-Taylor generaliza de modo
natural la formula de Itd. Para ello, sea el conjunto jerarquico A={v} siendo su conjunto
residual:

B(A)={(0),(1),2).....(m)}

Entonces, la férmula (10) toma la forma:

f(‘c,XT) I [f p,Xp ZI =
aeB(A)
=f(p, Xp) + j 10£(s, X, ds+Z j (s, X, )aw (11)

j=1
que es la formula de Itd, y se observa que el resto tiene sélo integrales de Itd de
multiplicidad 1.
Como hemos indicado anteriormente, el desarrollo de It6-Taylor asi definido
puede considerarse como una generalizacién de la formula determinista de Taylor. Para

ilustrar este hecho, podemos establecer el caso particular d=1, f{t,x)=f(x), a=1, b=0,

p=0,7=t€[0,T]. También vamos a considerar el proceso de Ito:
X,=t Vte[0,T] (12)
con el fin de obtener la formula de Taylor en la variable tiempo.

Teniendo en cuenta (7) y los operadores L. y Lj, las funciones coeficientes de It6

con multiindices o = J1>J2,-»J2), desaparecen cuando ji 21, quedando:
¢ f sia=v
= (13)
U s a1y j==j, =0

Para cada valor de A tomamos el siguiente conjunto jerarquico:

L, ={aeM/Ma)<A) (19)

y su complementario:
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B(I)={aeM/Aa)=1+A} (15

entonces por la definicion de integral multiple (1),tenemos:

t
LL[f(0)],, = Lo L: £(sy)dsy.. dsi

para 0<ty<t<o, oc=(j1,...,jk), h=-=jk=0y k=L2,..y f eH, .Teniendo en

cuenta las expresiones anteriores, el desarrollo de Itd-Taylor (10) se reduce a:

f(t):f(Xt0)+ > Ioc[f (Xto)] PRHL to t

aely —{v} 0.t aeB(Tk)

k
= ZJ- LO f(l) Xto ds;...ds; +J. J:)Z f(k+1)(Xsl )dsq...dsy =
i=0

o

—£(t,) Zl, Dito)t—to) + J':O j: £+ (6 yds, . dsi g

que es el desarrollo de Taylor en el campo determinista.
MOMENTOS DE LAS INTEGRALES MULTIPLES

Para aplicar los desarrollos estocasticos de Ito-Taylor es preciso conocer los
momentos de primero y segundo ordenes, asi como las covarianzas que aparecen en
dichos desarrollos.

Para obtener las expresiones de los momentos es necesario tener en cuenta que
las integrales multiples dependen del proceso de Wiener y por tanto sabemos que
E(AW)=0 , E(aw?)=A.

Son validos los siguientes lemas (véase [25]):
LEMA 1:
Sea «a eM—{v} con ),(oc) #n(a) , f eH, y ty<p<t<T.Entonces se

verifica:

E(Ia[f]m) =0 cpl
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LEMA2:

Sean o,peM, feH, , geHg y 0<p<7<T. Entonces se verifica la

siguiente relacion:

=0 Si a+ 2 B+
E(Ia (f)IB (g)) (‘C _ p)m(a,ﬁ) a?) e la L
=k _——)!_HE(O )Ctzga;.'.ki(ﬁ) sia” =f

f7g
ofa,B
Siendo:
+ P
a” la n-upla que resulta de suprimir los ceros en «
k(o) el nimero de componentes de « iguales a cero anterior a la primera componente
no nula.

k.(a) es el numero de componentes de @ entre la componente i-ésima no nula y la i+1-

ésima no nula i toma los valores de 1 hasta l(a*).

i!
Ck=—2 — k=012,. i=012,.

k!(i-k)!

o)
o(a,8)=a*)+ 3 [ki(a) + ()]

K¢z = Su ]E(lf (sl)g(sz)’). Si las funciones f =g=1 (que son las integrales que
5.8, 9p:T

nos interesan) se produce la igualdad.
Como aplicacion de estos lemas podemos calcular la media, varianza y covarianza

de la integral que aparece en el esquema fuerte de Itd-Taylor de orden 3/2, que

designamos por AZ =1, ) = f:“” Lsz dW, ds, .

E{I0)) = [1() # n(e)] =0

a=(0,)=a*=(1) A llICki(a) A

El1Z )= ElI/, 0L o) = -4
(o) ((9,1) ) Lo(a)=1;k1(a)=0,ko(ﬁ)=IJ 3T L e
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yaque ofa,p)= 1+Z[ (B)]=3.
i=0 .

AZ 1 (o 1
E(Iyln) = 71‘[C§§ag+ki(ﬁ) =&, a=()=a’= o) =1, ko) =
©i=0

y B=(0,)=p* =(1,A8*) = Lko(B) = Lk;(B) =0 y o(ce,B)=2. Podemos hallar

también el producto de las combinaciones:

k; (o) ko(ot) kq(B) — 00 _
gck (o)k,(8) = o 8) i)y () = C1C0 = 1.

E(Igl,o)) = E([Al(l) =Ty ]2) = AZE(I(ZI)) - ZAE(I(I)I(O,I)) + E(I%O,l)) =

1

=A’A—2A— 1
2

A2 +-—A3=1A3‘
3 3

Por tanto, la variable aleatoria AZ estd normalmente distribuida con los

siguientes momentos:
E(AZ) = 0 E(Az2)_-A3 (AWAZ):%AZ. a16)

ORDEN DE ERROR EN LOS TRUNCAMIENTOS DE LOS DESARROLLOS
DE ITO-TAYLOR.

En los desarrollos deterministas de Taylor sabemos que el error local en un
esquema numerico es el obtenido del primer término despreciado y el error global es una
unidad inferior.

En el caso estocastico el resultado anterior no es valido debido a que el desarrollo
de It6-Taylor involucra términos aleatorios cuyos 6rdenes tienen que ser valorados segin
teoremas establecidos en la teoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas. En nuestro
caso, enunciaremos, sin demostracién, un teorema sencillo:

TEOREMA
Supongamos que la funcién f €I? en [tO,T]. Entonces :

a) E[I,(f,t,,T)]=0.
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b) E[I3(F, to,T)] =0(T- g )Meh(a]

Estos resultados estan establecidos mediante la convergencia en media
cuadratica; por tanto, en el caso de la convergencia fuerte, la tesis del teorema queda en

la forma:

a) E[I,(f,t,,T)]=0.

b) B[ (t0,T)] = O - g a1l

Como aplicacion del teorema consideramos el esquema nimérico de Euler-

Maruyama:

Xy = Xy, +al) +blg) +R.
y se tiene, segun la convergencia fuerte con A=T—t, , los valores:
2 12
E(I(o)) =o(x) y E(I(zn) =o(a?),
y el resto contiene las integrales del tipo I(0.0)>1(0,)>1(1,0)-1(1,1)> siendo sus 6rdenes segiin

la convergencia fuerte:

E(I(zo,o))zo(AZ) , E(I(Zl,o))=0(A3/2)‘

E(I(zo,l))=0(A3/2) J E(I(Zl,l))=o(Al)-

Observamos que el orden de trucamiento es 1/2, mientras que el orden del error

de truncamiento global es 1.
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APENDICE B

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UNA ECUACION
DIFERENCIAL ESTOCASTICA DE ITO.

Para demostrar un teorema de existencia y unicidad de procesos para ecuaciones
diferenciales estocésticas, seguiremos un camino analogo al del teorema de Picard para
las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por solucién X(t) de una ecuacidn diferencial estocastica:

dX(O)=ft, XO)dtHgt.XENdWE) (1)
como ya hemos visto anteriormente, se entiende un proceso X(t) que verifica dicha
ecuacion. De forma equivalente, para todo ¢ en algin intervalo [0,T], X(t) satisface la

ecuacion integral:

t t
X(t)=Xo + jo £(s, X(s))ds + jo g(s, X(s))dW(s) )

donde X, es el valor inicial X(0), la primera integral en (2) es una integral ordinaria

en el intervalo considerado, y la segunda es una integral estocastica de It6. Daremos un

teorema de existencia y unicidad para las soluciones.

Por necesidad en la demostracion del teorema de existencia, veremos antes los
siguientes lemas.
LEMA 1:( desigualdad de Bellman-Gronwall)

Si a(t) y b(t) son funciones acotadas y medibles, tal que para algan L>0 es

t
a(t)<b(t)+ LJ.O a(s)ds, entonces se verifica que:

a(t) < b(t) + LJ(:eL(t‘S)b(s)ds

Demostracion:

Hagamos la demostracion del caso general:
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J.tW(s)d'c

s

a(t) <b(t)+ J'OtW(s)a(s)ds = a(t) <b(t)+ JOtW(s)b(s)e
para alguna funcion adecuada de peso, W(s).

t t
(En nuestro caso, hacemos W(s)=L y J.W(r)dt = LJ dt=L(t-s))
s s

t
En efecto: Sillamamos M(t) = J-O W(s)a(s)ds, derivando queda

M'(t) = W(t)a(t) < W(t)[b(t) + M(t)]
de donde:
- J. tW(‘t:)d‘a:

d —rW('r)dt
i M(t)e * <e W(t)b(t)

e integrando se obtiene la conclusion del teorema.
LEMA 2:( sobre la acotacién de momentos de segundo orden)
Supongamos que f y g satisfacen las condiciones:

1. Las funciones f{(t,x) y g(t,x) son medibles con respectoa t y x.

2. Existe una constante K>0 tal que Vt €[0,T] y (x,y) eR? es:
a) |£(t, %) - £(t,y)|+|g(t,x) - g(t,y)| < K|x — y].

b) [£(t, 0P +[g(t, 07 <K2(1+x2).

3. La o-algebra generada por Y(s) y W(s), s<t es independiente del incremento

W(t+r)-W(t), r>0.
4. Sup EYZ(t) < co.
[0.T]
Si el proceso Z; esta definido sobre [0,T] por:

Zi()=Xo+ [ fs s+ [ s KW @)

entonces existe una constante L>0 tal que:
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E[Z(t)-Zo (1)) < LJ(IE[YI(S) ~Y, ()] ds @)

Veamos la interpretacion de este lema: las dos primeras condiciones hacen
referencia a dos propiedades que deben cumplir las funciones reales f y g conocidas en
el campo determinista. La tercera condicién involucra dos procesos estocasticos que
generan un campo de actuacion donde se impone la independencia de los procesos a
partir de un cierto valor temporal. La cuarta condicién dice que los momentos de

segundo orden estan acotados. La tesis asegura la acotacién del momento de la

diferencia de procesos Z; a través de la integral de los procesos Y.
Este lema nos facilitara la demostracion del teorema de existencia ya que los Z;

se convertirdn en aproximaciones de la soluciéon de la ecuacion diferencial estocastica
dada.
demostracion:

De la relacion (3), tenemos:

210~ 230 = [ [#(5.¥1(9) - £(5,¥,9)Jos+ [ [ols. vi(9) (s, Yo (9) W)

de donde, teniendo en cuenta la relacién 2pq < p2 + q2:

2 2
[Z1)-2, ] s2[j;[f(s,Y1(s))—f(s,Yz(s))]ds] +2[ J;[g(s,Yl(s))—g(s,Yz(s))]dW(s)]

&)
y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

U(: h(s)ds]2 < j(: 1? dsj;hz(s)ds =tJ0th2(s)ds

en el primer término del segundo miembro de (5) junto con la suposicion de 2a sobre f,

obtenemos:

2

2
[jg(f(s,&ﬁ(s))—f(s,Y2<s>))] SKztj;[Yl(s)—Yxs)] ds.  (6)
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puesto que EJ(;[g( 5, Y;(s)) - g(s, Y, (s))]2 ds< KZEJ.(:[YI(S) -Y, (s)]2 ds<o ,se tiene

que, g(.,Yl(.)) -2, 0) €12, Por lo tanto:

2
EUOt [g(s, Y1(s)) - &(s, Ya (s))]dW(s)} = J.(:E[g(s, Yi(s)) -gls, Ya (s))]2 ds (7)

Tomando esperanzas en (5), tenemos:

2

E[Z,()-Z,(t)] < 2E[f(:[f(s, Y;(s)) - £(s, Yz(s))]} +

2
28] [ls o) -slsv;0ws | <

< 2K2El:t .(:[Yl s)-Y, (s)]2 ds} + ZJOtE[g(s, Y; (s))-g(s, Y, (s))]ds <

<2K’TE :[Yl(s) -Y, (s)]2 ds+ ZJ;E[g(s, Y () - g(s, Y, (s))]zds=

rt

t
==2K?7] EGO-Y, OF +2J'0 E[g(s, Y1 (5)) (s, Ya () ds <

2
t
< (2K2T+2K2) E[Y (s)-Y (s)] ds, de donde se deduce la tesis teniendo en cuenta
0 1 2

que L=2(T+DK?.
TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES ESTO-
CASTICAS

Supongamos que:
1) Las funciones f{t,x) y g(t,x) son medibles en [O, T] xR.
2) I >0/vte[0,T] y (x,y) eR2, se cumple:

a) [f (t,x)-f (t,y)l + |g(t,x) —-g(t, y)] < le - yl . (condicién conjunta de
Lipschitz).

b) £t %) +]g(t, %) <K2(1+|x?). (condicion de crecimiento conjunto)
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3) X, es independiente de W(t), para t>0, y EX% < o0,

Entonces, existe una solucion X(t) de la ecuacion:

t t
X()=Xo + | FsX)ds+ [ g6 XA  (®)
definida en [0,T], que es continua con probabilidad 1 y tal que:

2
%UH EX“(t) <

Ademés, una solucion con esas propiedades es Unica, y si existe otra solucion Y(t) de

(1) se verifica :

vt €[0,T], P(Sup|X(t)-Y(t)|=0)=1

Demostracion:
Vamos a utilizar una variante del punto fijo de Picard (Lipschitz 1876).

Como en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, consideramos la

sucesion de aproximaciones {Xn} definidas por:

Xa(t)=Xo + [ (5, X 1(9)ds-+ [ gls, Xy (9)AWCS)

&)
Xo(t) =X,
y tenemos que demostrar que dicha sucesion converge a la solucion tinica X(t).

Haremos la demostracién verificando los siguientes apartados:

1) La sucesién {Xn} es uniformemente acotada en media cuadrética sobre el compacto
[0,T].
i) {x,} converge uniformemente en media cuadratica.

1i1) {Xn} es uniformemente convergente con probabilidad 1.

iv) LimX, es una solucion de (1).
n—w

v) Dos soluciones cualesquiera de (1) se aproximan con probabilidad 1.
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i) Para empezar, demostraremos que la sucesion es uniformemente acotada, esto es,

para alguna constante M y todo niimero natural n se cumple:

2
[Sol’lﬁEXn(t)SM<oo (10)

Elevando la primera ecuacion de (9) al cuadrado, usando la desigualdad
(a+b+ c)2 <3(a® +5% +cz) y tomando posteriormente esperanza en los dos miembros,

se tiene:

2 2
t t
EX% (1) < 3{Exg +EUO f(s, Xn_l(s))dsJ +E[ jo g(s, Xn_l(s))dW(s)] }
observando el segundo lema , tenemos

fth(s)ds i <t J' 'h2(s)ds
0 ~Jo

de donde se tiene las expresiones:

2
E[ j;f(s, Xn_l(s))dsJ <{E jotfz(s,xn_l(s))ds

2
t
E[ jog(s,xn_l(s»dws} =E j;gz(s,xn-l(s»ds

de donde se obtiene la desigualdad:

t t
EX?(t) < 3{EX(2) +TE jo £2(s,X_1(s))ds+E j0g2 (s,Xn_l(s))ds}
y teniendo en cuenta la condicién 2b) de la hipétesis, resulta:
1 t
2 2 2 2 2
EX2(t) < 3{EXO +TE Iok (1+Xp109) )ds+EjOk2(1+]Xn_1(s)] )}

Aplicando el teorema de Fubini y usando E(X(t)+f(t)) =EX(t)+f (t), con f no

aleatoria, obtenemos:
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EX2(t)<3{EX2+TK2 J' [1+EX2 l(s)]ds+K2J' [1+Ex2 (s)]ds}

t
EX2(t) < 3{Exg +k3(T+ 1)[0[1 +EX121_1(s)]ds}, de donde:

t
EX2(1) < 3{EX(2) +Mt + Mfo Exfl_l(s)ds} (11)

aqui hemos tomado M = kz(T +1) siendo T el extremo superior del intervalo [0,T].

Iterando (11):

t S
2
EX.(s)< 3{Exg +Mt++M jo 3(EX§ +Ms+ MJO EX2_, (r)dr)ds}z

2 tx? 2! 2 (1552
=3{EX] + Mt +3M | EXZds+3M? [ sds+3M [ [ EX2_, (r)drds
0 0 0J0

—3{(1+3Mt)EX2+Mt+3M2 2M2+3sz (t-s)EX2_ (s)ds}

tes
donde hemos utilizado la igualdad fofoEXi_z(r)drds f (t-s)EX2_, (s)ds

Haciendo n-1 iteraciones a la desigualdad:

EXz(t)<3{(l+3Mt)EX2+Mt+3M2t +3M? J (t-s)EX2_ 2(s)ds}
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obtenemos:

2 1 n-1 gy 2 1 n
EX (1) < 3{(1 +3Mt+...+ =D (3Mt) )EX0}+3Mt+...+n—!(3Mt) +
t(t _ S)n—l
n 2 <
+(3M) J'O—(n_ - EXgds }_
3mt)" ! 3mt)" ) (3Mr)"
3 1+3Mt+....+(———)——— EX?2 + 1+3Mt+..+( ) +( ) EX2 <
(n - 1)! 0 n! n! 0
<3(Ex2 +1)e™
aqui hemos empleado la igualdad:
t n I(t—s)n+1
jo(t—s) joh(r)drds_jOTh(s)ds (12)
y como se verifica en todo el intervalo, podemos escribir:
Sup BX2 (1) < (3EX2 +1)e3LT (13)

observando que el segundo miembro de (13) es constante. Por lo tanto,‘ el paso (i) se
verifica, es decir, que la sucesion de las aproximaciones esta uniformemente acotada.
Para probar el paso (ii), tenemos que recurrir al segundo de los lemas previos. En

efecto, teniendo en cuenta la relacion (9), resulta:

X1 ()~ X () = [ T6(5Xn ()~ (s, Xp1(9)]ds+

t (14)
¥ jo[g(s,xn<s>)—g(s, Xp-1(5))JdW(s)

Elevando al cuadrado, tomando esperanzas y aplicando el lema citado tenemos:

E[Xp1(0- X sL[ EXa®- X0 0F s 09)

Iterando en (44):
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E[Xpu1 () - Xa ()] < LIJ[LJ;E[Xn_l (1) Xp_a (O] dr]ds <

s t
< sz;joE[Xn_l(r)—.Xn_z(r)]zdrds= 2 [ (=) B(X1(9) - Xa oz (9))]
y haciendo uso de (1.11), llegamos a:
2 _ nftt-9)"" 2
E[Xp1() - X (O] <L jO—WE[Xl(s)—XO(s)] ds  (16)

Procediendo, ahora, directamente desde el caso n=1 en (38), haciendo uso de la hipotesis

2b vy teniendo en cuenta el apartado anterior, tenemos:
2 t 2
E[X;(H)- X)) < Lj0[1 +EX? ]ds < LT[I +EXO] -C
De (45) se sigue que para todo natural 7 es:

(L1)"

g?jp]E[XnH(t)—xn(t)]z <C an

La desigualdad anterior establece la convergencia uniforme en media cuadratica de la

sucesion {Xn}, por lo tanto queda demostrado el apartado (ii).

Seguidamente pasamos a demostrar el apartado (iii), que nos asegura la

convergencia uniforme de {X,} con probabilidad 1. Consideramos la sucesién {Yn}

dada por:
Yy = ﬁfﬁlxnﬂ(t) ~Xn(®)
de donde:
t t
Yo = Sup J [£(s X0 (9) - £, Xp-1(9)]ds + [l X)) - el X1 ()]4WC)
y de aqui:

t
J [ Xa() (5. X1 ()]AWCS)

Y, < J.jf(s, X (8)) — £, Xp_1(8)|ds+ [%1’119]

(18)
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para continuar necesitamos hacer uso de los siguientes hechos:

1) rfotl.h(s)T sJ'Otl . J‘th (s) = t.f;h2(s)ds

2
DS J:(g(s, Xn(9))-gls, Xn-l(s)))dW(s)J <
t 2
< Sl [e(5Xa(9) -5 Xas (9)]aw()

3) teniendo en cuenta que 2ab < a? + bz, tenemos:

2( | OT [£(s, Xn(9)) - £(s, Xn_l(s))lds)[ggp] j(:[g(s, Xa(8) - 8(s, Xp-1()) iW(s)

Js
T

Elevando (18) al cuadrado y haciendo uso de las desigualdades vistas anteriormente

2 t
< UOT[f(s, Xu(s)-1(s, Xn—l(S))lds:l +[ [%%)] J.O[g(s, X, (s)-g(s, Xn_l(s))]dW(s)

2

tenemos:

YZ(1) < 2TJ'OT[f(s, X, (s)) - £(s, xn_l(s))]2 ds+

2
+2 [%u_F]

y tomando esperanzas en ambos miembros:

_[(: [8(s. Xn(s)) - g(s, Xp-1(5)[dW(s)

B(v2(1)) < 2TEj;[f((s, X (9)) - £(s, X1 ()] ds+

+2EL%I,1113] J.Ot [8(s, Xa(9) - g8, X1 () JdW(s)

2:,
haciendo uso del siguiente teorema :

t
Si fefel? y X(t) =J.0 f(s)dW(s) entonces se verifica,
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2 to
E[[%?ﬁ[xa)l }sm[jof (t)dt}

aplicando la condicién 2a de la hipotesis:

EY? < 2K2Tj0T E[X,(s) — Xp_1(s)] ds+8K? JOT E[X,(s) - Xy (s)[ ds<

Loan™
(n-1!
donde C,=[2T+8]CK>.

Aplicando a continuacion el teorema:

(19)

Si fel? y X(t j f(s)dW(s), entonces se verifica:

P( SuplX(0)> r) < (;lz—]EU: fz(t)dt)

tenemos:

P(Yn(t) > niz) = P(g?ﬁlxnﬂ(t) - Xp ()| > ;12—) <

2
< nizEUanH(t) ~Xo(t) dtJ

de donde se deduce:
© n—l
ZP( Y, (1) > ) Z n*
1
de la primera

Utilizando el lema de Borel-Cantelli, que dice:

siendo esta una mayorante convergente
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o
" Si (An) neN ©S una sucesion de sucesos y la serie ZP(AH) converge,
1

entonces P( Lim SupAn) =0"
n—»o

tenemos para nuestro caso:

P( Lim SupY (t) > ——12—) =0= P[ Lim Sup|Xp4(t) - Xp ()] < _12—] =1
n n—»c0 n

n—

Por tanto, la convergencia uniforme de X (t) =X, + Y[X () -X (t)] con
k=1

probabilidad 1 4 X(t) =X, + Z[Xn (t)— Xn_l(t)] estd asegurada.

n=1

Veamos el apartado iv).

Debemos probar que LimX_(t) es solucion de la ecuacién diferencial
n-—>»0

estocastica de Itd. En efecto, tomando limites en la ecuacion (38), tenemos:

t t
Lim X, (t) = Xo + Lim | (s, Xn_l(s))ds+ Lim j gfs, Xn_l(s))dW(s)
n-»o n->00+0 n-—»wJ0

t t
X (t)=Xo+ Lim | £(s,X,_;(s))ds+ Lim f g(s, X1 (5))dW(s)
n—wov( n—o00v0

tenemos, por ultimo, que demostrar los siguientes limites:

a) Lim Otf(s, X,_1(s))ds = jotf(s, X(s))ds

t t
b) Lim [ (s, Xo1(9)aW(s) = [ g5, X)awcs

La demostracion del primer apartado es muy sencilla, basta aplicar la propiedad
2a de la hipétesis.
El segundo apartado se demuesta aplicando la convergencia en media cuadratica

y usando, también, la propiedad 2a.
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Finalmente, queda por demostrar el apartado (v). Supongamos que X(t) e Y(t)
son soluciones de (1), por lo que son continuos con probabilidad 1 y acotado en media

cuadratica sobre [0,T]. La funcién E[X(t)—Y(t)]2 es medible y acotada, y

ademas verifica el segundo lema , por lo que:
2 t 2
E[X()-Y(O)]* < Ljo E[X(s) - Y(s)]* ds (20)

Por el lema primero E[X(t) — Y(t)]2 =0. Asi, para Vte [O, T], la probabilidad de que
ocurra ambos es 1, es decir P[X(t)=Y(t)]=1 , y también para cualquier subconjunto
numerable Bc[0,7]:

PlX(t)=Y(f),t eB]=1

Tomando B denso y haciendo uso de la continuidad ¢.p.1de X ¢ Y,

P[ [%uﬁ 1X(t)-Y(1)|> o] =0 21)

Por tanto de (21) obtenemos la unicidad:

X(O)=¥() cpl
queda, asi, completada la demostracion del teorema de existencia y unicidad de
soluciones de EDE:s.

Esta version del teorema de existencia y unicidad incluye en la hipotesis un
apartado (2) que lo hace muy restrictivo, aunque tiene la ventaja de que facilita una
demostracion elemental siguiendo una demostracién analoga a la prueba clasica de las
iteraciones de Picard para ecuaciones diferenciales ordinarias. El lema de Borel-Cantelli
es la herramienta probabilistica empleada para tratar la ecuacién con términos aleatorios.
Nétese que si la condicion de Lipschitz (2a) se mantiene para la funcién f ysi f es
independiente de # o para alglin ¢, f es acotado en x, entonces f satisfara la condicion

2b . También la condicion 2a puede ser sustituida por la condicién local de Lipschitz:

2a") Para cada N>0, existe una constante positiva K(N) tal que WVt e[O, T] ,
(x,y) e R? con Ix| <N,

y[ <N, se tiene:
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‘f(ta X) - f(tay)| + ’g(t= X) - g(t: Y), < K(N)IX - y,

TEOREMA

El resultado del teorema de existencia y unicidad se mantiene si en la hipétesis
cambiamos 2a) por 2a’). La demostracién es similar y se realiza por truncamientos.
Los detalles se pueden ver en Gihman y Skorohod (1971).

El propésito de 2b, es garantizar la existencia de la solucién en el intervalo
entero [0,T]. No obstante, Protter (1977) ha demostrado que la situacion, en este caso,
es analoga al caso de las EDO, esto es, el teorema de existencia y unicidad es valido,
incluso, si la condicion 2b se elimina; la condicion de Lipschitz 2a es suficiente para
garantizar la unicidad y existencia de la solucién global. Esta demostracién utiliza una
herramienta probabilistica adicional, que es la de un proceso estacionario. La condicién
de Lipschitz, por supuesto, no es suficiente para dar la existencia global de la solucién en
nuestro caso. De modo que la condicién 2b no puede suprimirse en el presente teorema.
En efecto, el problema del valor inicial EDO:

dX=X2%dt , X(0)=X,

tiene como solucion:

0 si Xp=0
X(t) = [1

———t) si Xg#0
Xo

(22)

e 1 .
que se hace infinito para valores % Considerando  (22) como una EDE
0

f(t,x)= x2 » ¥ &(t,x)=0, observamos que las condiciones este teorema , excepto la
condicion de acotacion, se cumplen en todo el intervalo [0,T], y ya no se puede conocer

la existencia en alguno de tales intervalos (independencia de X(0)).
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La existencia y unicidad local puede ser establecida bajo condiciones débiles
como hemos citado anteriormente. Skorohod (1965) ha demostrado la existencia si fy
g son continuas en ambas variables.

Watanabe y Yamada (1971) han dado condiciones de existencia y unicidad
mediante condiciones débiles de continuidad sobre f y g en la segunda variable como

la condicion de Lipschitz. El ejemplo de Girsanov:
t [0
X(t) = jO]X(s)] dW(s)

) ., 1 . 1 .
que tiene una solucion para o > > y valores infinitos para O<a < > ilustra que tales

condiciones son necesarias para la unicidad. También este ejemplo ilustra que la unicidad
requerira condiciones de continuidad sobre f y g ya que, para algin a , O<a<l,la

ecuacion

X(t) = J:[X(s)]ads

tiene la familia de soluciones:

X ()= 0 si] 0<t<t
()= [(l-a)(t-'c)](l_“)_ si t>1

Otras consideraciones sobre los teoremas de existencia pueden verse en la

bibliografia [17], [25],[44].

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



129

BIBLIOGRAFIA

[1] Allen JR.L. [1986]: Sedimentary Structures, their character and Phisical
Basis. Elsevier. Amsterdam (two vls.).

[2] Amillo JM. and Arriaga F. [1987] : Andlisis Matematico con aplicaciones a
la computacion. McCGRAW-HILL. Espafia

[3] Anderson M.G. [1988]: Modelling Geomorpfological Systems. J. Wiley and
Sons. Chichester. UK.

[4] Arnold,L [1974] : Stochastic Differential Equation. Wiley. New York.

[5] Boyce W and Diprima R. [1991] : Ecuaciones Diferenciales y problemas con
valores de frontera. Limusa. México.

[6] Burden R. and Faires D. [1985] : Andlisis Numérico. Grupo Editorial
Iberoamericana. México.

[7] Butcher, J.C. [1987] : The Numerical Analysis of Ordinary Differential
Equation. Runge-Kutta and General Linear Methods. Wiley. Chirchester.

[8] Chapra S. and Canale R. [1990] : Méfodos Numéricos para ingenieros con
aplicaciones en computadores personales. McGRAW-HILL. México.

[9] Dahlquist, G. and Bjorck, A. [1974] : Numerical Methods. Prentice-Hall.
New York.

[10] Demidovich B.P. and Maron 1. A. [1980] : Métodos Numéricos de Andlisis.
Paraninfo. Madrid.

[11] Derrick W. and Grossman S. [1981] : Ecuaciones Diferenciales con
Aplicaciones. Fondo Educativo Interamericano. México.

[12] Elliot, R. C. [1980] : Stochastic Calculus and Applications. Springe Verlag.

Berlin.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



130

[13] Feistel R,W. Ebeling [1989] : Evolution of complex Systems. Kluwer.
Dordrecht. Netherlands.

[14] Francis Ph. D [1991] : Métodos Numéricos. McGRAW-HILL. México.

[15] Friedman, A. [1975] : Stochastic Differential Equations and Applications.
Academic Press. New York.

[16] Gaines J. G. and Lyons T.J. [1994]: Random generation of sthochastic area
integrals. Siam J. Appli. Maht. Vol. 4, pp 1132-1146.

[17] Gard, T.C. [1988]: Introduction to Stochastic Diferential Equations. Marcel
Dekker. New York.

[18] Gardiner C. W. [1983] : Handbook of Stochastic Methods. Springer Verlag.
Berlin

[19] Glorennec, P. Y. [1977] : Estimation a priori des erreurs dans la résolution
numérique d’équations differentielles stochastiques. Séminaire de Probabilité.
Univ. Rennes, Fascicule 1, pp 57-93.

[20] Hernandez, D.B. and Spigler [1990] : Numerical stability of implicit
Runge-Kutta methods for stochastic differential equations. Preprint. University of
Padua.

[21] Ito, K. [1951] : Multiple Wiener integrals. J. Mathematic Soc. Japan 3,
pp 157-169.

[22] Janssen, R.  [1984b] : Discretization of the Wiener proces in difference
methods for stochastic differential equations. Stoch. Processes Appl. 18 pp 361-
369.

[23] Jordan D., P. Smith [1987] : Nonlinear Ordinary Diferential Equations.
Oxford University. Press. UK.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



131

[24] Klauder, JR. and Petersen, W.P. [1985a] : Numerical integration of
multiplicative noise stochastic differential equations. SIAM J. Numer. Anal. 22, pp
1153-1166.

[25] Kloeden P.E , Platen E [1992]: Numerical Solution of Stochastic Diferential

Equations. Springer-Verlag. Berlin

[26] Kloeden P.E., Platen E. and Schurz H. [1992]: Numerical Solution of SDE -

Through Computer Experiments. Springer-Verlag. Berlin

[27] Kohler, W. E. and Boyce, W. E. [1974] : A numerical analysis of some first
order stochastic initial value problems. SIAM J. Appl. Math. 27, pp 167-179.
[28] Kolgomorov AN. and Fomin S.V.[1975]: Elementos de la teoria de
Junciones y del Andlisis Fincional. Mir. Moscu.

[29] Kramer S. and Marder M. [1992]: Evolution of river Networks.
Department of Physics and Center for Nonlinear Dynamics, The University of
Texas, Austin, Texas 78712, pp. 205-208.

[30] Krickeberg K. [1973] : Teoria de la Probabilidad. Teide. Barcelona.

[31] Loéve M. [1976] : Teoria de la Probabilidad. Tecnos. Madrid.

[32] Lopez JM,, Padilla I, Pacheco JM. [1993] : Estudio de simulaciones
discretas para procesos estocasticos en modelos geomorfologicos. X717 C.E.D.Y.A.
Universidad Politécnica . Madrid,

[33] Lord E., C. Wilson [1985] : The Mathematical Descriptionof Shape and
Form. Ellis Horwood. Chichester. UK.

[34] MargalefR. [1991] : Ecologia. Editorial Planeta. Barcelona

[35] Meyer, P. A. [1976] : Théorie des Intégrales Stochastiques. Ir Séminaire de
Probabilités X. Springer Lecture Notes in Mathematics Vol. 511, pp 245-400.
[36] Oksendal,B [1985]: Stochastic Diferential Equations. Springer-Verlag

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



132

[37] Pacheco J. [1992] : A simple modelling of braid-like structures (rill marks)
apearing on sandy beaches. Revista de Geofisica 48, 159-164.

[38] Pacheco J., I. Fernandez [1988]: Modelling and computihg sttling times for
suspended particles in the ocean. In Schrefler B., and O. Zienkievicz. Computer
Modelling in Ocean Engineering, 369-374. A.A. Balkema. Rotterdan.

[39] Pacheco J. , Mendoza 1. , Lopez JM. [1992] : Modelizaciéon de ciertas
estructuras sedimentarias primarias en playas arenosas. SEMNI (Sociedad
Espatiola de Métodos Numéricos en Ingenieria) pp 1386-1395. Madrid.

[40] Pettijohn F. , Poter P. [1988] : Atlas and Glosary of Primary Sedimentarjz
Structures. Springer-Verlag. New York

[41] Ramos A. [1990a]: Introduccién a los sistemas aluviales, en Avances en
Sedimentalogia. Csic pp 53-56. Madrid

[42] Ramos A. [1990b]: Sistemas aluviales braided, en Avances en
Sedimentologia. Cesic, pp 67-80. Madrid.

[43] Richmond B, et al. [1987]: An Academic User's Guide to STELLA, High
Performance Systems. Lyme. New York.

[44] Rubin David M. [1992]: Use of forecasting signatures to help distinguish
periodicity, randomness, and chaos in ripples and other spatial patterns. U.S.
Geological Survey, Menlo Park, California 94025, pp. 525-535.

[45] Sancho J.M. et al. [1982]: Analytical and numerical studies of multiplicative
noise. Phys. Review A. 26(3), pp 1589-1609.

[46] Srinivasan S.K., Mehata K.M. [1988]:Stochastic Processes. Tata McGraw-
Hill. Delhi.

[47] Talay D [1982a]: Convergence pour chaque trayectoire d'un schéme
d'approximatimation des EDS. Comptes Rendus Acad. Sc. Paris. Série 1,295,249-
252,

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive



133

[48] Thornes J. [1990]: Big rills have little rills ... Nature (geomorpfology) vol 345
pp 764-765.

[49] Wong W., Aebersold B., Norwich K. [1993]: Density Fluctuation in
Brownian Motion and its Significance in Olfaction, Mathl. Comput. Modelling, vol
18, n° 5 pp. 19-30

[50] Zhang Yi-Cheng and Sornette D. [1992]: Non-Linear Langevin Model of
Geomorphic Erosion Processes. Institut de Physique Théorique, Université de
Fribourg, CH- 1700 Switzerland,

[51] Zeide B. [1991]: Quality as a characteristic of ecological models. Ecological
Modellng , 55, 161-174.

anaria. Biblioteca Digital, 2003

ersidad de Las Palmas de Gran Ci

© Unive


http://www.tcpdf.org

