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Prélogo

El analisis de poblaciones requiere a menudo seleccionar muestras
representativas de las mismas a partir de la cuales puedan realizarse inferencias
vélidas para todo el conjunto poblacional. Cuando en un estudio, €l numero de
elementos de la muestra es fijado a priori y por tanto independiente de los datos
observados, se dice que el estudio es de tamafio fijo. Las técnicas aleatorias de
muestreo unidas a un tamafio muestral suficiente permiten que la muestra
represente adecuadamente a la poblacion de referencia. Esta representatividad es

necesaria para la validez de los procedimientos inferenciales.

Sin duda, la mayor parte de los procedimientos de analisis estadistico de
datos esta desarrollada para disefios de tamaifio fijo. Es posible que esto se deba
originariamente al influjo de R. Fisher, quien realiz6 una notable contribucién a la
formulacion y desarrollo de los métodos clasicos de estadistica inferencial y de
analisis de datos. Durante varios afios estuvo a cargo del disefio de experimentos y
el andlisis de datos en la estacion agricola experimental de Rothamsted (Londres).
Alli desarrolld los modelos del analisis de la varianza en el contexto de
experimentos agricolas. La naturaleza de estos estudios era tal, que los
tratamientos a comparar se asignaban de modo simultaneo a las unidades
muestrales (parcelas), siendo también simultanea la recoleccién de datos y el
analisis de los mismos. Tal caracteristica de simultaneidad es la regla en la mayor
parte de los estudios experimentales (quimicos, bioldgicos, industriales, etc.). Los
estudios observacionales, a pesar de presentar dificultades que en los
experimentales pueden ser obviadas, participan generalmente de esta caracteristica
de simultaneidad. En los ensayos clinicos sin embargo, la caracteristica de
simultaneidad es mas la excepcion que la regla. Habitualmente, la incorporacién
de pacientes en los ensayos clinicos se realiza de forma lenta, siendo frecuente
que haya datos disponibles para el analisis cuando sélo se ha incorporado al

mismo una pequefia proporcion de los previstos para la totalidad del ensayo. ;Qué
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hacer si un andlisis intermedio de éstos evidencia que uno de los tratamientos es

superior al resto?.

El principio ético fundamental en el ejercicio de la medicina consiste en
ofertar a cada paciente el mejor tratamiento posible para su enfermedad. La
aleatorizacién en un ensayo clinico (asignar al azar los diversos tratamientos
evaluados en el curso del ensayo) podria ser éticamente dudosa salvo que haya
incertidumbre acerca de cual es el mejor tratamiento. Un nuevo tratamiento puede
ser muy prometedor, pero también podria producir efectos adversos graves que
habria que determinar en el curso del estudio. Si un andlisis intermedio de datos
pone claramente de manifiesto la superioridad de alguno de los tratamientos
comparados, los investigadores deberian detener el ensayo y ofertar a todos los
pacientes el tratamiento que se haya revelado superior. Esto significa que, cuando
se prevé lentitud en la incorporacion de pacientes al estudio, podria ser
aconsejable establecer en el protocolo del ensayo la realizacion de analisis
intermedios (looks) con grupos de datos (generalmente del mismo tamafio) que
pudieran conducir a una finalizacién del ensayo antes de alcanzar el tamafio
muestral inicialmente previsto. Cualquier disefio de este tipo recibe el nombre de
disefio secuencial. Parece claro que una de las ventajas es la posibilidad de

concluir el estudio reduciendo el tamario muestral.

En un estudio de disefio secuencial pues, el tamafio muestral es una
variable aleatoria la cual recibe el nombre de regla de parada. En general, éste
depende de los datos que sucesivamente van observandose. Habitualmente la
regla de parada estid determinada por un contraste de hipdtesis. Asi por ejemplo,
en un ensayo con dos grupos paralelos, cuyo objetivo es decidir si la tasa de
respuestas favorables de un tratamiento experimental es superior a un control,
podriamos cada vez que se incorporan 2m nuevos pacientes (m por brazo de
tratamiento), contrastar si alguno de los tratamientos es significativamente
superior al resto. En caso de que asi fuera, el ensayo se detendria. Aqui por tanto,
la regla de parada estd marcada por los sucesivos contrastes. Cualquier

investigador familiarizado con los contrastes de hipdtesis sabe perfectamente que

i
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si se aplica reiteradamente un test con significacién nominal ¢, la significacion
global del contraste es superior (0 muy superior) al o fijado. Por tanto, los
contrastes secuenciales requieren una metodologia especifica que garanticen la
significacion prevista. En el primer capitulo de esta memoria veremos que, para
una significaciéon y potencia especificada, el tamafio muestral esperado para un
test secuencial es generalmente menor que el requerido para el contraste anélogb

de tamafio fijo.

La aproximacion secuencial ha estado presente a lo largo de la historia de
la experimentacion. Los trabajos de Huyghens, Bernoulli, DeMoivre, Laplace y
otros sobre sistemas de juegos pueden considerarse precursores de los métodos
secuenciales. La teoria moderna de andlisis secuencial se debe a A. Wald y a G.
Barnard, quienes habian participado en grupos consultivos industriales para la
produccion y desarrollo de armamento desde 1943 y durante la Segunda Guerra
Mundial. Sin duda, el trabajo mas relevante fue el de Wald (1947) relacionado
con el test secuencial de razén de probabilidades (SPRT). Armitage (1954, 1958,
1975) y Bross (1952, 1958) fueron pioneros en el uso de los métodos secuenciales
en el campo de la medicina, especialmente en los ensayos clinicos comparativos.
Sus trabajos no tuvieron inicialmente una buena aceptacion, debido a que no eran
précticos para la continuacion del estudio. Aqui es donde posiblemente radica la
mayor dificultad de los disefios secuenciales, a saber: la validez de los datos

obtenidos para realizar inferencias sobre los parametros de los modelos.

En los disefios de tamafio fijo se busca que la muestra seleccionada sea un
reflejo razonable de la poblacion de referencia. Esto significa que las
distribuciones de las variables a nivel poblacional se transmitan aproximadamente
a la muestra. Asi por ejemplo, si el 20% de una poblacion es hipertensa, una
muestra representativa de ésta debe garantizar que la prevalencia de hipertension
en la muestra sea aproximadamente de esa magnitud. En muchos estudios, el
tamafio muestral se determina en orden a garantizar, con una cierta probabilidad,
que el error maximo en la estimacion de un pardmetro de interés sea menor que

una cota especificada por el investigador. Una muestra aleatoria, con tamafio

iii
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muestral suficiente es pues un reflejo aceptable de la poblacién de referencia. De
esa forma, la muestra serd Wtil para realizar inferencias de los parametros

poblacionales de interés.

Basta lanzar una breve ojeada a los procedimientos secuenciales que se
describen en el primer capitulo de esta memoria para concluir que la muestra
obtenida a través de un disefio secuencial podria no ser el reflejo esperado de la
poblacion referencial. Podiamos decir que es un reflejo deformado o visto a través
de un espejo céncavo. Supongase un procedimiento secuencial con una regla de
parada consistente en detener el proceso de muestreo cuando la media de una
cierta variable supere una cantidad especificada o en su defecto, cuando la
muestra alcance las 100 unidades. Parece claro que la media muestral de esa
variable podria facilmente sobrestimar su media poblacional. De esa forma, la
muestra no reflejaria adecuadamente a la poblacion. En general, estimadores que
son centrados en el contexto de un disefio de tamafio fijo, podrian presentar
notables sesgos cuando la muestra se ha obtenido por procedimientos
secuenciales. La normalidad asintdtica de estadisticos de uso frecuente para
tamafio muestral fijo, podria ser discutible con datos obtenidos de un muestreo
secuencial. En cualquier caso, la valoracion de un procedimiento por sus
propiedades asintoticas, no parece muy razonable cuando el procedimiento
utilizado es secuencial, toda vez que el interés fundamental de éste es reducir el
tamafio muestral. En los problemas de control de calidad el objetivo consiste a
menudo en decidir si en un cierto lote de items, la proporcién de defectuosos
supera o0 no una cierta cantidad. Para tal fin, el contraste secuencial tiene la
ventaja de requerir un tamafio muestral esperado inferior al que se requiere para el
de tamafio fijo. En un ensayo clinico sin embargo, el objetivo primario puede
consistir en decidir si un farmaco experimental tiene accion sobre la enfermedad.
Este primer objetivo puede alcanzarse mediante un contraste de grupos
secuenciales. Pero aqui se impone al menos cuantificar la superioridad del
tratamiento experimental frente al control, pues esto sera esencialmente lo que
marque la relevancia clinica del posible hallazgo. ;Cémo realizar inferencias o

construir regiones de confianza para los parametros de interés con datos

iv
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procedentes de disefios secuenciales, posiblemente sesgados?. P. O’Brien
sefialaba hacia finales de los afios 70 que una de las razones del escaso uso de los
disefios secuenciales radica en las frecuentes dudas de la comunidad cientifica

acerca de la eficiencia de los procedimientos secuenciales.

La introduccioén del bootstrap por B. Efron en 1979 marcé un importante
hito en el desarrollo de los métodos de analisis de datos. Estos procedimientos,
llamados también de computacién intensiva, permitieron aproximar la
distribuciéon de probabilidad de muchos estadisticos cuya obtenciéon por
procedimientos clasicos era muy compleja. En muchos casos ademas, las
aproximaciones bootstrap mejoraban las clasicas aproximaciones por la

distribucion normal.

En el contexto del disefio secuencial, la construccion de intervalos de
confianza se basa a menudo en la dualidad test de hipdtesis-intervalo de
confianza. Emerson y Fleming (1990) consideran el caso en el que los datos
observados estdn normalmente distribuidos con varianza conocida y determinan
un procedimiento basado en la referida dualidad para construir intervalos de
confianza para la media de la distribucion. Este procedimiento no es precisamente
de facil implementacion, pero su mayor defecto es su limitacion. Mostramos en
esta memoria que cuando los datos se apartan notablemente de las referidas
hipétesis, los errores de cobertura pueden llegar a ser considerables, sobre todo,

cuando los tamafios muestrales son pequefios.

Pensando en la importancia que los analisis intermedios pueden tener en
muchos ensayos clinicos y en la realizacion de inferencias acerca de los
parametros de interés a través de los subsiguientes datos secuenciales, nos
planteamos la viabilidad de las aproximaciones bootstrap a la distribucién de
probabilidad de algunos pivotales clasicos. Tal como esperabamos, las
aproximaciones clasicas eran radicalmente inadecuadas. Basandonos en contrastes
de la familia de Wang y Tsiatis, exploramos en primer lugar las propiedades de la

funcién de distribucion empirica estimada a través de datos secuenciales. Como
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cabia esperar, cuando los datos satisfacen la hipotesis nula del contraste, el
tamafio muestral tiene una distribucién con muy poca variabilidad, por lo cual, las
propiedades del estimador son practicamente similares a las que verifica en
disefios de tamafio fijo. Sin embargo, el estimador muestra evidentes sesgos
cuando la hipétesis nula falla. En relacion con la distribucion empirica damos un
teorema de consistencia basado en el teorema de Anscombe (1952) y Doeblin
(1938). Damos asimismo una cota para el sesgo del estimador. De este resultado
se deduce un hecho obvio, a saber: si la varianza de la regla de parada es cero, €l
estimador es centrado. A lo largo de toda la memoria hemos utilizado la

distribucion empirica como distribucion de remuestreo.

Hemos considerado en esta memoria como parametros de interés la media
de una distribucion, la diferencia de proporciones y el riesgo relativo. Para su
estimacion por intervalos de confianza hemos considerado los pivotales clasicos
cuya distribucién de probabilidad hemos aproximado a través del bootstrap. Su
validez no es desde luego evidente. En el procedimiento bootstrap se requiere
definir una regla de parada. Hemos propuesto la misma que para el muestreo de la
distribucidon original, con la diferencia de que el remuestreo se realiza de la
distribucién empirica. Debido precisamente a los sesgos de €sta, la distribucion de
la regla de parada bootstrap no imitara en general la real. En los contrastes de la
familia de Wang y Tsiatis, cuando los datos se distancian de la hipdtesis nula el
procedimiento tiende a detenerse. Si la distribucion empirica sobrestima la real y
como consecuencia de esto conduce a que los datos extraidos de la empirica se
apartan mas aun de la hipotesis nula, el procedimiento secuencial bootstrap
tendera a parar antes. A pesar de esto sin embargo, la aproximacion bootstrap es
valida. La raz6n de esto esta en una cadena de compensaciones que analizamos en
el capitulo tercero. Diversas simulaciones confirman la validez de las

aproximaciones propuestas.

Hemos estructurado la memoria de la siguiente forma. En el primer
capitulo se realiza una revisién de los procedimientos secuenciales clasicos,

particularmente de los procedimientos de Wang y Tsiatis sobre los que se han
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realizado los estudios de simulacion. En el capitulo segundo se revisan algunos
procedimientos bootstrap para disefios de tamafio fijo. Se consideran también
algunas cuestiones acerca de los desarrollos de Edgeworth a través de los cuales
se muestra como las aproximaciones bootstrap pueden mejorar las normales.
Particularmente interesante es el estudio de la consistencia de los procedimientos
bootstrap basada en la métrica de Mallows. Este aspecto se resume en la ltima
seccion del segundo capitulo. En el tercer capitulo, tras una revision del
procedimiento de construccion de intervalos de confianza basado en la dualidad
test de hipotesis e intervalos de confianza, se analizan las propiedades de la
distribucién empirica basada en datos secuenciales como estimador de la
distribucion real. Se introducen seguidamente las aproximaciones bootstrap a las
que nos referimos en el parrafo anterior. El analisis de la validez del
procedimiento lo hacemos a través de una descomposicion del pivotal
correspondiente. El cuarto capitulo aplica los procedimientos secuenciales y los
métodos de construccion de intervalos de confianza a tres estudios biomédicos. El
primero es un ensayo clinico cuyo objetivo es evaluar la efectividad del
recubrimiento con antibioticos de los catéteres utilizados por pacientes criticos en
orden a disminuir la tasa de colonizacidon por agentes microbianos. Se trata de un
ensayo con dos grupos paralelos en el que 139 pacientes fueron aleatoriamente
asignados a recibir un catéter impregnado con antibidtico y 145 a un control. De
los datos de este ensayo hemos realizado una simulacion seleccionado un maximo
de 7 looks de tamafio 40 (20 pacientes en cada grupo). La variable principal de
valoracion fue la indicatriz de colonizacién. El segundo estudio tenia como
objetivo evaluar los genotipos del grupo HLA como predictores de la diabetes
(tipo 2). El estudio original se disefid6 como de caso-control estratificandose los
participantes segun fueran o no diabéticos. Los genotipos se clasificaron como de
alto y bajo riesgo. En cada grupo se determind pues la variable binaria indicatriz
del grupo HLA. Se realiz6 una simulacion de un estudio secuencial a partir del
estudio original en el que 153 personas eran diabéticas y 121 eran controles. En la
simulacion se consideré un maximo de 6 looks de tamafio 40 cada uno (20 por
grupo). En el tercer estudio se evalué un marcador basado en ultrasonidos (qui-

Stifness) como predictor de la osteoporosis. Este ultimo estudio es también de

vii
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caso-control con un total de 340 mujeres, de las cuales 149 habian sido
diagnosticadas con osteoporosis y 191 se les considero libres de enfermedad. La
variable de valoracion fue la referida determinacion qui-stifness. En la simulacion
realizada a partir de los datos reales se consideraron también looks de tamafio 40

(20 en cada grupo) siendo el maximo de inspecciones previsto de 7.

viii
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Contrastes secuenciales

1. Contrastes secuenciales

1.1 Introduccion.

En el contexto general de la investigacion cientifica la mayor parte de los
procedimientos de anlisis estadistico de datos estd desarrollada para disefios de
tamafio fijo, lo que significa que la toma de datos debe llegar hasta e] final antes
de poder tomar decisiones. Sin embargo, puede ocurrir que los datos disponibles
en algin momento, antes de terminar el estudio, sefialen que las suposiciones
realizadas en el disefio del mismo son falsas y deben replantearse; o bien permiten
detectar situaciones que no se tuvieron en cuenta al disefiar éste; o incluso que se
llega a disponer de informacion suficiente para tomar una decision sin tener que
alcanzar el tamafio de muestra previamente establecido. Ello podria motivar en el
investigador dilemas éticos, econdmicos, etcétera, ya que no se justifica seguir
con la toma de datos en vista de las evidencias detectadas. Dado que en esta
situacion no se pueden aplicar las técnicas estadisticas desarrolladas para disefios
de tamafio fijo, resulta preciso emplear métodos de andlisis de datos o de grupos

de datos que tengan en cuenta la naturaleza secuencial del problema.

En este sentido, los procedimientos secuenciales, donde el tamafio de
muestra se considera aleatorio, posibilitan que si en un determinado momento de
un proceso de recogida de datos se dispone de informacién suficiente para tomar
decisiones respecto a la cuestion o cuestiones que motivaron dicho proceso, éste
se detenga y se tome la decision mas conveniente, conservando los niveles de

significacion y potencia establecidos al inicio de estudio.

En este capitulo describiremos los aspectos mds importantes de los
procedimientos estadisticos secuenciales: el establecimiento de las hipdtesis a
contrastar, esto es, la cuestion sobre la que se debe decidir; los instantes de

inspeccion en los que se lleva a cabo el analisis de los datos disponibles; y la regla
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

de parada que indica, tras cada inspeccion, si se puede tomar ya una decision y
por tanto se puede terminar el proceso, o si por el contrario, se debe continuar

reuniendo informacion.

Existen numerosas e importantes razones para recurrir al proceso de toma de
datos y analisis de resultados de manera secuencial. Un claro ejemplo de ello son
las consideraciones éticas que se suscitan en el contexto de los ensayos clinicos
destinados a la comparacion de tratamientos alternativos para una determinada
enfermedad. En estos ensayos, frecuentemente, los pacientes se incluyen en el
estudio a lo largo de un periodo de tiempo tan dilatado, que se llega a disponer de
resultados de los primeros pacientes cuando alin no se ha completado el tamafio
muestral previsto para todo el ensayo. Tales datos podrian aportar suficiente
informacién para confirmar la superioridad de uno de los tratamientos evaluados,
por lo que no seria éticamente justificable asignar a ninguno de los siguientes

pacientes al tratamiento que se ha revelado como el menos eficaz.

Los procedimientos secuenciales resultan también de interés desde el punto
de vista economico. Asi ocurre, por ejemplo, en estudios de control de calidad
cuando la inspeccién supone la destruccidon de la unidad muestral, en cuyo caso
interesa finalizar el muestreo lo antes posible, sobre todo, si es evidente que el lote
va a ser aceptado. En este sentido, es de destacar que el analisis secuencial
permite reducir el numero medio de datos requeridos en la realizacion del
contraste respecto al disefio de tamafio fijo, para un mismo nivel de significacion

y una potencia dada para una alternativa especificada.

Otro aspecto de interés en el uso de procedimientos secuenciales es el
administrativo, dado que el realizar analisis intermedios permite asegurar que el
experimento se esta ejecutando como se habia planificado. Ademads, la pronta
disposicion y analisis de los primeros resultados del experimento permiten
comprobar las suposiciones realizadas al disefiar el ensayo o experimento, lo que
permite advertir y, en su caso, corregir aspectos que no se tuvieron en cuenta al

iniciar el mismo.
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Contrastes secuenciales

Los métodos habituales de la inferencia estadistica, contrastes de hipotesis y
estimacion de parametros, desarrollados para disefios con tamafio de muestra fijo
no resultan adecuados en un procedimiento secuencial en el que se realizan
examenes sucesivos de los datos acumulados y existe la posibilidad de la
finalizacion anticipada del mismo, o de algun cambio en su disefio original. A las
dificultades que ya per se presenta la realizacion reiterada de contrastes de
significacion en los sucesivos instantes de inspeccién, se une la presencia de
reglas de parada que dependen de los datos observados y que dan lugar a que los
tamafios muestrales de los disefios secuenciales sean aleatorios, lo que modifica
las propiedades de los estimadores, en particular introduciendo sesgos en los
mismos. El uso en este contexto de métodos pensados para disefios de tamafio fijo
conduce a una mala evaluacién de los niveles de significacion y potencia y por

tanto a una incorrecta interpretacion de los resultados.

Los métodos estadisticos concebidos especificamente para tener en cuenta
las inspecciones sucesivas de los datos a lo largo de un estudio se engloban bajo el
término andlisis secuencial. Algunos autores reservan este término para estudios
en que se realiza un andlisis de datos (andlisis intermedio) cada vez que se
dispone de una nueva observacién, y utilizan el término andlisis secuencial en
grupos cuando los andlisis intermedios se realizan tras cada grupo de m

observaciones (m>1).

1.2. Desarrollo historico de los métodos secuenciales.

La teoria clasica del disefio experimental trata basicamente con
experimentos cuyo tamafio de muestra es fijo, posiblemente porque los pioneros
en la materia, particularmente R. A. Fisher, trabajaron en la investigacion
agricola, donde los resultados de un ensayo se obtenian bastante tiempo después

de que el experimento se hubiera disefiado e iniciado. En este sentido, resulta
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interesante preguntarse como habria evolucionado la estadistica teorica si Fisher

hubiera trabajado en investigacion médica o industrial.

Gran parte de la metodologia estadistica utilizada en el disefio y andlisis de
ensayos clinicos, tiene su origen en principios desarrollados en el contexto de
ensayos agricolas durante los afios veinte. Una de las diferencias importantes entre
éstos y los ensayos clinicos se encuentra en la naturaleza de la acumulacién de los
datos. En el campo de la agricultura un ensayo se rige por el patron natural de las
estaciones. El ensayo se disefia, los datos muestran la evolucidon del crecimiento
de los cultivos, que son recolectados simultaneamente, con lo cual en el momento
de realizar el analisis ya estan disponibles todos los datos pertinentes. Si resulta
insuficiente la informacion para aportar una clara conclusion, entonces se planea
un nuevo experimento para la proxima estacion. Por el contrario, los datos de un
ensayo clinico se acumulan gradualmente durante un periodo que puede llegar a
durar meses o afios, con lo que los resultados de los primeros pacientes incluidos
para el estudio pueden estar ya disponibles para la interpretacion mientras ain se
continia incluyendo pacientes en el estudio y asignandoles aleatoriamente uno de

los tratamientos.

Otro campo en el que el analisis secuencial ha jugado un papel importante
es el control estadistico de la calidad, cuyo inicio data de 1924 cuando ingenieros
norteamericanos de la Bell Telephone se ocuparon de disefiar un procedimiento
para detectar unidades defectuosas en el proceso industrial. El objetivo inicial del
control estadistico de la calidad fue la deteccion de estas unidades, bien para su
desecho bien para su reciclaje pero, en cualquier caso, para impedir que una
unidad mal fabricada pudiera incidir negativamente en la fabricaciéon de otras
piezas, si era una unidad componente, o en el grado de satisfaccién del cliente, si
se trataba de un producto final. En este sentido, una pieza defectuosa representaba
para la empresa un coste adicional que necesitaba ser controlado. Para ello, se
procedia mediante un plan de inspeccion con muestreo secuencial, basado en el
Test Secuencial de Wald (1947) cuyo tamafio de muestra, en principio una

variable aleatoria, quedaba fijado bien cuando el lote se aceptase, bien cuando
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fuese rechazado. Con el tiempo, el control de calidad ha dejado de ser exclusivo
de los procesos industriales, inundando el mundo de los servicios. En este sentido,
instituciones financieras, universidades, hospitales, etc., han integrado este tipo de
control como un medio mas que permita contribuir a garantizar un nivel de

calidad de manera continua.

La teoria moderna del analisis secuencial surge con los trabajos de Abraham
Wald (1947) en Estados Unidos y de George Barnand (1946) en Gran Bretafia,
quienes participaron como asesores en grupos de investigacion industrial para el
desarrollo y produccién de armas, desde 1943, y durante la Segunda Guerra
Mundial. En particular, el trabajo desarrollado por Wald (1947) sobre el Test de
Razén de Verosimilitud Secuencial se convirtié en la herramienta de referencia
para el posterior desarrollo de los procedimientos secuenciales de andlisis de

datos.

1.3. Vision general de los procedimientos secuenciales.

Si bien, como hemos visto, son muy variados los campos de investigacion
en que los métodos estadisticos secuenciales resultan de aplicacion inmediata
vamos a centrarnos, para fijar ideas, en el campo de los ensayos clinicos. En este
contexto, uno de los problemas mas usuales es el de comparar un nuevo
tratamiento para una enfermedad (tratamiento experimental) con un tratamiento
preexistente (control). Normalmente esta comparacion se concreta en la
construcciéon de un modelo estadistico de las respuestas de los pacientes,
dependiente de un parametro de interés € que mide la diferencia en eficacia entre
ambos tratamientos. El problema fundamental puede plantearse como un contraste

de la hipdtesis nula H,:0 =0 de que ambos tratamientos son equivalentes frente
a la alternativa de que existen diferencias entre ambos, H,:6#0.

Frecuentemente, la hipétesis alternativa que se desea poner a pruebaes H,:6>0,

que el tratamiento experimental sea superior al control.
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Los métodos de analisis secuencial se basan en el uso de dos estadisticos,
que denominaremos Z; e I, que miden, respectivamente, la ventaja del tratamiento
experimental sobre el control en el k-ésimo instante de inspeccion, y la cantidad
de informacion sobre el parametro 8 disponible en ese momento. En cada instante
de inspeccion, la regla para decidir si Hy debe aceptarse o rechazarse (y por tanto
parar el procedimiento), o bien si debe continuarse con la toma de datos se

construye siguiendo alguna de las dos siguientes aproximaciones:

® Métodos basados en el establecimiento de barreras en el plano (Z,1): los

sucesivos valores de los estadisticos Z; e I; se van representando en el plano

(Z,I); mientras se mantengan dentro de ciertas fronteras predefinidas, la

toma de datos continia. Cuando se alcance alguna de las barreras, el
procedimiento se detiene, decidiendo por Hy o H; segin cudl sea la frontera
rebasada. Estos métodos, entre los que cabe citar el procedimiento secuencial
abierto, el restringido y el test triangular de Whitehead se derivan del test de

razon de verosimilitudes secuencial original de Wald (1947).

e Meétodos basados en la realizacion repetida de contrastes de significacion.
Segun que la cantidad de informacioén (nimero de datos) disponible en cada
inspeccion pueda prefijarse o no de antemano podemos agrupar estos métodos

en dos categorias:

~ Meétodos con niveles de informacion predefinidos: estos métodos
predeterminan el nimero maximo K de inspecciones que se van a realizar a
los datos, asi como el numero m de datos que se debe observar cada vez. En
la k-ésima inspeccion se realiza un contraste de significacion con un nivel
de significacion nominal ¢;. El haber fijado de antemano el valor de K
permite elegir los valores de los a; de forma que se garantice un nivel de
significacion «a global, también predeterminado. El valor de m se elige para
garantizar una potencia especificada 1-f para alguna alternativa de interés

@ =/. Existen muchas formas de elegir los ¢, lo que da lugar a numerosos
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contrastes en esta categoria, entre los que podemos citar el de Pocock,

O’Brien & Fleming y Wang & Tsiatis,

Métodos con niveles de informacion arbitrarios: dada la naturaleza de
muchos ensayos clinicos (y de otros procedimientos de muestreo
secuenciales) a veces es dificil, o imposible, a priori determinar cudl va a
ser el nimero maximo de inspecciones que se va a poder realizar; o cudles
van a ser los numeros de datos disponibles en las sucesivas inspecciones.
Cuando el nivel de informacion que va a estar disponible en cada
inspeccion es impredecible, los métodos secuenciales mas apropiados son
los basados en las funciones de gasto del error tipo I. Suponiendo que Inax
es la cantidad maxima de informacién que eventualmente se podria llegar a
alcanzar durante el desarrollo del procedimiento secuencial, la funcién de

gasto a(¢) representa el nivel de significacion que se alcanzaria si el

método secuencial terminase cuando la cantidad total de informacion

acumulada a lo largo del mismo es una proporcion ¢ de Imax . Si « es el nivel

de significacion que se desea alcanzar en el ensayo, la funciéon e(z) debe
ser creciente desde 0 en /=0 hasta azen =1. De esta forma, r(7) es el nivel

de significacion que se emplea (se gasta) en una inspeccidon en que se ha
conseguido reunir una proporcién ¢ de la informacion maxima posible para
todo el procedimiento. Una vez que el ensayo se pone en marcha, en la -

ésima inspeccion se calculan ¢ y el correspondiente nivel de significacion

a(t). Son posibles muchos perfiles para esta funcién. Asi, por ejemplo,

dado que cuanto mas pequefio sea el valor de a(f) mas dificil sera

rechazar Hy, funciones de gasto que tomen valores muy pequefios cuando ¢

es pequefio hacen muy dificil rechazar Hy cuando hay poca informacion.

Cada uno de estos métodos tiene sus ventajas e inconvenientes. Con las
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existen también versiones de estos contrastes que permiten aceptar relativamente
pronto la hipétesis nula en caso de ser cierta. En general, en los contrastes
secuenciales, y esta es su principal ventaja, los tamafios de muestra hasta la
terminacion del procedimiento (y la consecuente aceptacion o rechazo de Hy) son,
en media, inferiores al tamafio de muestra que se necesitaria en un disefio de
tamafio fijo con un nivel de significacion y potencia equivalentes. Como
contrapartida, el tamafio de muestra maximo puede ser superior al del disefio de
tamafio fijo, por lo que habra de valorarse adecuadamente la posibilidad de que el
test secuencial proceda hasta alcanzar su tamafio maximo. En cada caso, el
investigador habrd de evaluar su problema particular (con los condicionantes
externos al mismo en cuanto a la facilidad con que se pueden o no alcanzar los
sucesivos tamafios muestrales en cada inspeccién, y los momentos en que éstas
pueden llevarse a cabo), y los pros y contras de cada uno de estos métodos para

elegir el mas adecuado a su caso.

1.4. Test de Razon de Verosimilitud Secuencial. Identidad de Wald.

Fue Abraham Wald quien introdujo la expresidon andlisis secuencial hacia
principios de los afios cuarenta. En sus trabajos describe una nueva técnica para
contrastar una hipoétesis nula simple frente a una alternativa simple, consistente en
tomar unidades, una tras otra, de una muestra de tamafio aleatorio y (utilizando la
razon de verosimilitudes) decidir si la informaciéon disponible en cada momento
resultaba suficiente para clasificar la densidad de la poblacion en una de dos
categorias, o si por el contrario se requeria observar una nueva unidad de la
muestra. El método propuesto permite controlar el error de tipo I asi como la
potencia del procedimiento de contraste, y al estar basado en el Test de Razon de
Verosimilitudes de Neyman-Pearson recibe el nombre de test de razén de

verosimilitudes secuencial (Sequential Probability Ratio Test: S.P.R.T).
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Para ilustrar la idea de este test, consideremos la familia de funciones de
densidad f;(x); i=12 y el contraste de hipotesis H,:X ~ f, frente a
H, :X ~ f,. Para la secuencia de observaciones X ,:--,X,, no necesariamente

independientes*, definimos el cociente:

ln :ﬂn(X)z fln(Xl""’Xn)

—_— 1.1
fon(Xl""’Xn) (-1

y el SPRT tiene la forma:

Aceptar H, si A, < A, rechazarH, si A, = B y tomar una nueva

observacion si A, € (4,B),

siendo 4 y B constantes especificadas. De modo que, la regla de parada tiene la

forma N = min{n A & (A,B)}. Los valores 4 y B pueden obtenerse fijando la

significacion y potencia del test. En efecto, sea:

B ={(x1,---,xn);ﬂ,e (4,B),r=1,---,n-1; 4 ZB}

n >n

entonces

Analogamente, sea 4, ={(x1,---,xn) ;A€ (A4,B),r=1-,n-14 < A}. Se

tiene pues:

* Identidad de Wald.
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B=R (A <A)=3 B(N=m A, SA) =Y [ /(5% ..k,

n=1 n=1 A,

<A fon (e, ) b o, = A- B, < ) = 4-(1-22)

n=1

Se obtiene, entonces, que 4 y B deben satisfacer las expresiones:

as%(l—ﬂ) . f<A-(1-a)(12) (12)

y donde se ha supuesto que ZP (N=n) 2 I Sl 5x, ) d -+, =1, con i=0,1,
r=1 4, B,

esto es, la regla de parada es finita con probabilidad uno.

Si las trayectorias del proceso {4,,ne N} fuesen continuas y N < oo,

obviamente A,=4 6 A, =B. En tal caso, las desigualdades (1.2) serian

exactamente igualdades. De este modo:

1-4 B(1-4)
; 1-B= 1.3
B-A4 B-4 (13)

En el caso particular de que X, -+, X, sean independientes e idénticamente

distribuidas, podemos expresar (1.1) como:

X;
Hf( i)

1.4
L@ 14

y definiendo,

entonces Z,---,Z, son también variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, siendo log 4, (X) = ZZ,. =R, .
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En este caso, en términos de R, el SPRT puede expresarse como sigue: En

n
cada etapa se calcula R, = Z Z, ; entonces si logA=a<R, se acepta Hy, si

i=1

log B=b2R, serechaza, y sia < R, < b se toma una nueva observacion Z,.,.

R,

Rechazar H,
b * (R, b

*(LR)
* (2.R)

a a

Aceptar H,

n
1 2 n

La sucesion de variables aleatorias {R,;ne N} constituyen un recorrido
aleatorio, con R, =R _,+Z,, en el cual a y b son barreras absorbentes. Luego, si
el SPRT termina con probabilidad uno, entonces « = F,(Rechazar H;) y
1- B = B(Rechazar H,) son las probabilidades de que se produzca la absorcion

cuando la particula tiene una posicion R, > b.

Si bien hemos construido aqui el SPRT para contrastar hipétesis simple
frente a alternativa simple, resulta sencillo adaptarlo para el contraste de hipétesis

unilaterales del tipo H,:0<6, frente a H,:6>6,. Teniendo en cuenta que la
probabilidad de decidir a favor de H; es maxima para 8 = 6,, sera suficiente con
especificar la significacion para 6=6,, y la potencia 1- 3 (49,) para la alternativa
8=6 >8,. Sobel & Wald (1949) prueban que el SPRT resulta éptimo también

para contrastes unilaterales en el caso de la familia de distribuciones

uniparamétricas de tipo exponencial.

Una de las propiedades mas interesantes del SPRT es que el muestreo

finaliza con probabilidad uno, tal y como se establece en el siguiente resultado:

11
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Lema de Stein: Sea {Z,neN} una sucesion de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas y tal que P(Zn = 0) <1l.Sea-»~<ag<
b<ooy N=inf{n ;Z;’_:]Zje (a,b)}, siendo N = oo si Z:leje (a,b), para todo n.
Entonces 3 k> 0y 0 < p < 1, tales que, para cualquier n, P(N >n)<kp". En

particular, E[N/] <o, para todoj=1,2,... y E[e*" ] <eo, paratodo A<log p’.

Como consecuencia de este resultado, si Z, =log( £;(X)/£,(X)) es tal que

P(Z,=0)<1, entonces PN <e0)=1. En efecto,

P(N <eo)=limP(N<n)2lim(1-kp")=1, (1.5)

n—yoo n—eo

lo que garantiza que con probabilidad uno el SPRT termina.

Wald (1947) demostr6é que el SPRT era optimo en el sentido de que entre
todos los posibles métodos que permiten tomar una decision entre Hy y H;, para
un nivel de significacién y una potencia especificada para una alternativa dada,

éste requiere el menor famafio muestral medio, E[N]. Para la regla de parada

N=inf{n; A, ¢ (4,B)} puede obtenerse E[N] de manera aproximada cuando
X,,-,X, son independientes e idénticamente distribuidas. En este caso

logﬂn=z;log( fi(X)/f,(X)). El siguiente resultado facilita el calculo de la

esperanza E [log /?,N] implicada en la obtencion de E[N].

Identidad de Wald.

Sea {Z,, ne N} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y tales que E[Z;] = u. Sea N una variable aleatoria con

valores enteros tal que el suceso {N = n} estd determinado por Z,,---,Z, y es

12
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independiente de Z,+1, Zy+2,.... Supdngase, ademas, que £ [N]<oo. Entonces

E| 30,7, |=EIN).

Ahora, considerando a = logd, b =1logBy u = [log( / Jo (X )]

(X = f,,i=0,1)y utilizando la identidad de Wald se tiene:
E[log Ay ]= pE,[N] (1.6)

Si asumimos la aproximacion anterior consistente en que A,=4 6 A, =B,

entonces:

Eflog A, 1=aP(A,<A)+ b-P(A,=B) (1.7)

Obsérvese que Py(A,2B) = 'y Pi(A,2B) = 1-f de modo que puede

obtenerse facilmente, haciendo ademas uso de (1.3):

EI[N]:i[a'A'(B"th'B'“‘A)} (1.8)
_1[a(B=D+b-(1-4)
EO[N]—M[ P } (1.9)

El SPRT presenta el problema de que al ser un procedimiento abierto, es
decir con tamafio de muestra no acotado, la distribucion del tamafio muestral
puede ser bastante sesgada con una varianza elevada, con lo que eventualmente el
tamafio muestral final alcanzado puede ser grande. El riesgo de que esto ocurra es
aun mayor cuando el verdadero valor del parametro que se contrasta no es igual a
ninguno de los valores considerados en la hipétesis nula o alternativa. Otros
procedimientos secuenciales basados en el establecimiento de barreras que
resuelven estos problemas son los procedimientos truncado y restringido, y el test
triangular de Whitehead. La diferencia fundamental entre ambos métodos es que

el procedimiento restringido afiade una cota superior al tamafio maximo de la
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muestra, evitando asi el crecimiento excesivo del tamafio de la misma, mientras
que el test triangular establece barreras no paralelas que convergen tras un numero
predefinido de observaciones, lo que produce forzosamente que dichas barreras
sean rebasadas en un tiempo acotado, con la consecuente terminacion del proceso

secuencial.

1.5. Plan Secuencial Truncado.

En la descripcion del test de Wald hemos visto como la decision a tomar
en cada etapa dependia de la posicion del punto (n R,) respecto a dos barreras
horizontales R=a y R=b, siendo » el nimero de datos observados y R, la log-
verosimilitud de la muestra disponible en ese momento. Este procedimiento puede
redefinirse en términos de los estadisticos Score (Sy) y Cantidad de Informacion
(Iy). Para dar una definicién adecuada de estos estadisticos supongamos que los

datos se obtienen de forma secuencial (individualmente o por grupos) y que la

muestra hasta la inspeccion k-€sima, x ={x,,...,xnk} tiene una funciéon de
verosimilitud L(6,¢,x) cuya expresion se conoce salvo un pardmetro escalar de

interés 6, y un vector de parametros sin interés ¢ =(4,....4,) (que en la practica

resultan molestos por cuanto complican la expresion de la verosimilitud).

Llamando ¢(@) al estimador maximo verosimil de ¢ cuando el valor del
pardmetro de interés es 6, y siendo /(6,¢) la log-verosimilitud anterior, para
muestras suficientemente amplias se tiene que [/(6,¢,x)=/ (6,(13(6))=l (6).

. o 1
Asimismo, para @ préximo a cero resulta :

! Debe sefialarse, no obstante, que este desarrollo puede ser notablemente complejo cuando hay

parametros “molestos” @ = (¢1 yeres @, ) , ya que la presencia del término ¢(6 ) obliga a que en la

practica se deba hacer el desarrollo en serie de / (9,&(6’)) en un entorno del punto (0,(;)( O)) Y

14
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1(49)=1(0)+1'(o)¢9+%1"(0)492 +0(8%) (1.10)

De acuerdo con la idea de informacion de Fisher, la variable Score 1'(6)

recoge la variacion (sensibilidad) de la verosimilitud ante pequefios cambios de 6
indicando, por tanto, si la muestra contiene o no informacién sobre el parametro.
Asimismo, cuénto més rapidamente varie /'(¢) tanto mds sensible serd dicho
score al valor de €. Una gran sensibilidad indicaria que la muestra contiene mucha
informacion sobre € de ahi que la varianza de / '(6) reciba el nombre de cantidad
de informacion que contiene la muestra sobre @ Bajo ciertas condiciones de
regularidad se tiene ademds que var(/'(@))=—E [l"(@)]. Cuando /"(6) no
depende del valor de @ si se dan las condiciones citadas, en la expresion anterior
el valor de —/"(8) se puede identificar con la varianza del score, y representa por

tanto la cantidad de informacién que contiene la muestra sobre el parametro. En

este caso, y calculando la verosimilitud con los datos disponibles en la inspeccion
k, denotaremos por S=I'(0) y por I =var(S,)=-1"(0). Por tanto,

expresaremos la log-verosimilitud tras la k-ésima inspeccién como:
l(9)=l(0)+¢9Sk—%021k+0(02) (1.11)

A modo de ejemplo, en el caso particular de que la variable bajo
observacion siga una distribucion normal N(6, 1), es facil comprobar que los

estadisticos anteriores son:

De la expresion del desarrollo en serie de la verosimilitud se sigue que

cuando 6 es pequefio, 6% =—1'(0)/1"(0)=S,/I, es el estimador de maxima

por tanto en potencias de 6 y (&(0) —¢f(0)) , empleando ademas derivadas parciales respecto a

y ¢.
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verosimilitud de 6. Por ello var(é“‘))=var(Sk /I,)=11,, de donde resulta

~ ~1
1, :(var(ﬁ(k))) . Si bien la variable respuesta que se mide durante el test

secuencial no tiene por qué ser normal, cuando @ es pequefio y el tamafio de la
muestra es grande, la distribucion de Sy es aproximadamente N(61,,1,). Si las

inspecciones secuenciales pudiesen realizarse de modo continuo, el proceso §

podria considerarse aproximadamente como un movimiento browniano.

Si en el SPRT para contrastar H,:0 =6, frente a H,:0 =6, desarrollamos

k
la log-verosimilitud R, = log(£(X,)//,(X,)) en funcién de 6=6;-6), esto es”:
i=l

R, =1(0)+86S, —%9% (1.12)

en términos de Sy € I la regla de parada del SPRT quedaria entonces expresada

como sigue:

Si Sy > a + bl rechazar la hipétesis nula; si S, <- a + bl aceptar la

hipdtesis nula. En otro caso tomar una nueva muestra.

Graficamente:

Rechazar H,

Aceptar Hy

-10
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Contrastes secuenciales

El plan secuencial restringido se basa en el SPRT modificandolo mediante
la incorporacion de una cota superior para el tamafio muestral maximo (lo que
resulta equivalente a acotar superiormente el valor maximo de [;). Si llamamos K

a la inspeccion en que se alcanza el tamafio maximo N=n, la regla de parada es:

Mientras k<K, si Sy < -a + b'I; se para y se acepta Hy, si Sk > a + bl
se para y se rechaza Hy, si -a + b'Iy < Sy < a + by se foma una nueva
muestra. Cuando k = K, si Sy > a + b'I, se para y se rechaza Hy,; en caso

contrario se paray se acepta Hy.

Graficamente:

Aceptar Hy
Rechazar H,

-10

0 5 10 15 20

En el test truncado es preciso recalcular a y b para garantizar que se cumplen
las condiciones de nivel de significacion y potencia requeridas por el contraste, lo
que requerira en general el uso de métodos numéricos. Armitage (1975) sefiala
como estos valores pueden determinarse mediante la planificacion de una serie de
contrastes de significacién sucesivos a un nivel nominal adecuado que garantice
un nivel de significacién global preespecificado para todo el contraste. Veremos

esta metodologia en detalle en el epigrafe 1.9.

* A veces el modelo estadistico adecuado para comparar 6, con 6; puede no utilizar
necesariamente la diferencia entre ambos valores; por ejemplo, si son proporciones, podria ser mas
conveniente usar la odd-ratio.
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

Sefialemos, por tltimo, que la introduccion del concepto de nivel de
informacion /;, permite que estos contrastes puedan generalizarse para su uso no
s6lo en disefios secuenciales en que las observaciones se van tomando una a una,

sino para disefios en que las observaciones se van tomando en grupos.

1.6. Plan Secuencial Restringido.

El SPRT y el Plan Secuencial Truncado pueden adaptarse facilmente a

contrastes bilaterales de la forma H,:0 =6, frente a H,:0 #6,, de modo que se

alcancen unos objetivos de nivel de significacioén y potencia predeterminados. Sin
embargo, en caso de rechazar Hy, ¢l test no nos dice nada del sentido de la
diferencia. Sin embargo hay ocasiones, por ejemplo, cuando se comparan dos
tratamientos experimentales en un ensayo clinico, en que es importante decidir no
solo si son o no equivalentes, sino cual de ellos es mejor. El plan secuencial
restringido permite la realizacion del test bilateral mediante la realizacion de dos
contrastes unilaterales, cada uno de ellos con una potencia prefijada 1-f para la
alternativa correspondiente. Al igual que el test truncado, presenta también una
cota superior para el tamafio maximo de la muestra. Si, como en el caso anterior,
K es la inspeccion en que se alcanza el tamafio maximo de muestra, la regla de

parada para este test es la siguiente:

Mientras k<K, si Sy > a + bl se para y se acepta que G>0), si
Sy <-a - b'I}, se paray se acepta que <6y, si a- b-Iy < Sy < -a + bl se para 'y
se acepta Hy:0=6),; en otro caso se continua hasta la siguiente inspeccion.
Cuando k = K, si Sy > a + b, se para y se acepta que 0> si
Sy <-a - b-I}, se para y se acepta que 6<6), en otro caso se para y se acepta

H,.

18

i0n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2008

o8 autores. Digitali

© Del



o MgweE oy

Contrastes secuenciales

Graficamente:

1.7. El test triangular de Whitehead

Este es un contraste unilateral cuyos origenes se encuentran en el contraste
secuencial de H,:8 =0 frente a H,:6 >0 cuando se considera que la trayectoria

del proceso S es continua. Las cotas superior e inferior para el contraste asi

definido quedan determinadas por las rectas:

2 1) & 2 1Y) 36
= Zlogl = |+ 271 = _Zlog — |+2%7 1.13
u(l) 5log(2aJ+4 , I 5og(2a)+4 , (1.13)

siendo 0 < [ S(8/ 52)log(1/ 2a), y el procedimiento secuencial termina en el

instante en que, por primera vez, la trayectoria supera la cota superior, S(J) = u(l),
o queda por debajo de la cota inferior, S(/) < I(]). Puesto que el proceso es
continuo, la primera condicion que se cumpla lo haré con igualdad, y por lo tanto

el contraste finaliza rechazando Hy si S({) = u(/) y aceptando si S(Z) = I(]).
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Graficamente:

(a/c, 2a)

donde a =(2/8)log(1/2a) y c = 5/4.

El contraste asi descrito fue desarrollado por Lorden (1976), que lo llamo
2-SPRT, y probd que con las cotas que se han definido, y considerando que las
trayectorias del proceso S(/) pueden observarse de modo continuo, el nivel de
significacion es a y la potencia para 8 =4J es exactamente 1-o. Posteriormente,
Whitehead & Stratton (1983), haciendo uso de un resultado debido a Siegmund
(1979, 1985) y considerando que el proceso S(/) puede aproximarse mediante un
movimiento browniano, adaptaron este contraste a la situacion mucho mas realista
de que las trayectorias del proceso S(J) sélo pueden ser observadas en instantes
discretos. Para ello realizan una correccion en las cotas que definen el contraste,
consistente en restar el valor esperado del salto que podria producirse en el

movimiento browniano durante el tiempo en que éste no esta siendo observado.

Dicho valor, entre las inspecciones k-1 y k viene dado por 0.583/1, —I,_, . De

esta forma el efecto neto de esta correccién es un acercamiento mutuo de las cotas
superior e inferior, que adoptan una forma que recuerda a un arbol de navidad.
Con esta modificacion de las cotas el test triangular de Whitehead adopta la

forma:

o Tras la j-ésima inspeccion, j =1, ", K-1:

- SiS2u=a+cl,—0583,/I —1 _,, el contraste se para, y se rechaza Hy.
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- Si§<)= —a+3c[j +0.583 IJ. - ]j;1 , el contraste se para y se acepta Hy
—  En cualquier otro caso, se continuia con la inspeccion j+1.

e Si se alcanza la K-ésima inspeccion y Sx = ux se rechaza Hy, en caso

contrario se acepta H,.

Graficamente:

-20

0 100 200 300 400

Whitehead demuestra que las probabilidades de que el proceso S; observado
en tiempo discreto alcance las cotas corregidas, son aproximadamente las mismas
de que el proceso en tiempo continuo alcance las cotas sin corregir, conservandose

asi los niveles de significacion y potencia de aquel caso.

En el supuesto particular de que los niveles de informacion considerados
estén igualmente espaciados, siendo Ix = Imax, entonces I; = (j/K)Imax, €n el j-ésimo
analisis, con j=1,7,K. Las cotas superior e inferior para S; serdn ahora,

respectivamente, sin mas que sustituir en las expresiones anteriores:
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Si tenemos en cuenta que las cotas coinciden en el Gltimo andlisis, esto es

ux=Ig, igualando las dos expresiones anteriores para j=K y despejando ., se€

2
o \/4-0.5832 8o (L)_2-0.583 1
- K N22) VK | &

Asi pues, fijados o'y K, se puede obtener el valor /. y a partir de €l los

obtiene:

valores de las cotas anteriores u;y [, j=1, " ",K, de tal forma que para el contraste

unilateral de H,:6=0 con K andlisis, se alcanza un nivel de significacién

aproximadamente igual a ¢ y una potencia aproximada de 1-o para una

alternativa 8=0.

Whitehead & Stratton (1983) generalizan el problema para contrastes con
significacién ¢, en 8 =0 y una potencia 1-f en € =4 cuando azB. Para ello, en
primer lugar observan que un test de tamafio fijo con nivel de significaciéon a'y

potencia 1-fen € =7 tiene potencia 1-aen 8 =£4 siendo

207 (1-a)

S T =)+ (1= )

Como las curvas de potencia para los test de tamafio fijo y para los test

secuenciales en grupos son muy proximas, si el test triangular se construye como
antes, pero utilizando ahora o= &0 en lugar de den la formula de Jnax, se obtiene

un test cuya potencia es aproximadamente 1-fen 8 =34

Cuando los incrementos de informacion entre inspecciones son desiguales
(situacion bastante comuin en los ensayos clinicos, en que ocurre que el niimero de
sujetos finalmente observados en cada inspeccion puede llegar a diferir
notablemente de lo planificado al comienzo del ensayo) el test de Whitehead
permite mantener aproximadamente los niveles de significacion y potencia

especificados al comienzo del ensayo.
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Una caracteristica fundamental del Test Triangular es que s6lo requiere de
calculos elementales para determinar los valores de las cotas y, sélo con ello,
dicho contraste consigue satisfacer con bastante precision, y bajo secuencias de
informacion bastante generales (Jennison & Turnbull, 1999), los requerimientos
preestablecidos sobre las probabilidades de ambos tipos de error. Los
procedimientos secuenciales basados en el uso de funciones del gasto o consumo
de la probabilidad de error, que veremos posteriormente, se comportan mejor que
el test triangular ante incrementos muy desiguales en el nivel de informacion entre
inspecciones, pero como contrapartida requieren del apoyo de técnicas de célculo
numérico para obtener los sucesivos valores de las cotas. Asimismo, debemos
indicar que el test Triangular no conduce a obtener la mejor reduccion posible en
el tamario de muestra esperada, debido a que su tamario de muestra madximo es
bastante alto, ya que el tamafio muestral final requerido por el test depende del
patron de tamafios de muestra que se vaya observando en los sucesivos analisis
intermedios. En este sentido, los ya citados contrastes basados en el consumo de

la probabilidad de error tipo I necesitan menores tamafios medios de muestra.

1.8. Doble Test Triangular.

Del mismo modo que en el caso del Plan Secuencial Restringido, es posible
adaptar el test triangular para realizar un contraste bilateral de la hipotesis

H,:0=6,, que permita ademas decidir univocamente entre las dos alternativas

6>0y 6<0. El parametro 8 podria medir, por ejemplo, la diferencia entre un
tratamiento experimental y un control, e interesaria saber si el experimental es
significativamente mejor o peor que el control. Whitehead & Stratton (1983), y
posteriormente Whitehead (1997), consiguen este objetivo mediante la
construccion del contraste doble triangular. Este se compone de dos tests

triangulares disefiados para contrastar la hipétesis nula H,;:0 =0, cada uno de

ellos con una significacion /2; el primero de dichos contrastes tiene como

alternativa H,:60 >0, con potencia 1-f en 8=+¢; para el segundo, la alternativa
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

es H,:0<0, siendo su potencia también 1-f en 6=-4. Las inspecciones

contintian hasta que ambos contrastes hayan llegado a una conclusion, rechazando
Hj si ambos contrastes han rechazado &€ = 0 y aceptandola en otro caso. Este

contraste tiene la ventaja adicional de que si Hj es cierta, dicha hipdtesis se

aceptara relativamente pronto.
En términos de los estadisticos Score, S; conj =1, " ",K, y utilizando niveles

de informacién igualmente espaciados, el contraste triangular unilateral de 8= 0

frente a 8> 0 tiene como cotas superior e inferior para S, en el j-ésimo analisis:

_2 / J
j = 5... log( ) 0.583 —E max
l. = —21 0.583 max
J __6 og + max

siendo 6= 207 (1-/2) 8 /[®' (1-a/2)+ @' (1-B)] y donde:

2
| [4:058% o (_1_)_2-0.583 1
m K N2a) VK | &

Asimismo, las cotas superior e inferior del contraste 8= 0 frente a 8 <0 se

obtienen de modo andlogo como [/ J =—1. y u,=-u

J j ;» respectivamente.

Combinando estos contrastes adecuadamente se obtiene la siguiente regla de

parada:

e Trasel grupoj=1,"", K-1,
— Si|Sj| 2 u; se paray se rechaza H.
— SiSi<liparaalguni<jyS;2-l;para algun i< j, se paray se acepta
Ho,

— En otro caso se continua con el grupo j+1.
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o Trasel grupo K:
—  Si|Sk| 2 uk se paray se rechaza Hy.

— Enotro caso se para y se acepta Hy.

Graficamente:
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1.9. Contrastes secuenciales basados en la realizacion repetida de contrastes

de significacion: Contrastes RST bilaterales.

Los métodos secuenciales vistos hasta ahora se basan en el establecimiento
de barreras en el plano (S,/); las sucesivas observaciones se van representando en
dicho plano y la decision final depende de la barrera alcanzada. Una aproximacién
diferente al analisis secuencial de datos es la que ofrece la realizacion repetida de
contrastes de significacion (RST, Repeated Significance Tests). Este
procedimiento, introducido por Armitage (1958, 1969, 1971) presupone que en
cada etapa de inspeccion, k, de los datos se lleva a cabo un contraste de
significacion a nivel o4 Es preciso tener en cuenta el hecho evidente de que si
todos estos contrastes se realizaran con una significacion de, digamos, 0.05 a

medida que aumenta el numero de inspecciones aumenta la probabilidad de que
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alguno de los contrastes dé significativo, aiin cuando la hipétesis nula puesta a
prueba sea verdadera. La tnica manera de evitar este problema es elegir los
valores de o adecuadamente para que el nivel de significacion global para todo
el contraste (esto es, la probabilidad de rechazar en alguna etapa H, siendo cierta)
se mantenga en un nivel controlado @ Dos son las formas principales de
conseguir este objetivo: planificar a priori el nimero méaximo de inspecciones a
realizar, asi como el tamafio de muestra en cada inspeccion, y distribuir el error o
entre todas ellas; o bien, si no es posible anticipar el numero de inspecciones que
se van a realizar, 6 los tamafios de muestra, definir @ priori una funcién de
consumo del error tipo I (a~spending) y en cada inspeccion, una vez que se
conoce el nivel de informacion (tamafio de muestra) efectivamente alcanzado,
determinar a partir de dicha funcién el nivel « del contraste de significacion a

realizar. Trataremos en primer lugar los contrastes de la primera categoria.

Los primeros procedimientos RST introducidos por Armitage consideraban
que los datos iban estando disponibles uno a uno, y que tras cada observacion era
posible realizar un contraste de significacion. Posteriormente Pocock (1977),
O’Brien & Fleming (1979), y Wang & Tsiatis (1981) generalizaron este método
para la realizacién de contrastes bilaterales cuando la toma de datos se produce
secuencialmente en grupos de igual tamafio. Emerson & Fleming (1989), y
Pampallona & Tsiatis (1994) desarrollaron una variaciéon del mismo para la
realizacidon de contrastes unilaterales. En los procedimientos descritos por estos
autores se fija a priori el nimero maximo de inspecciones K. En cada analisis
intermedio k=1,",K se calcula un estadistico estandarizado, Z;, a partir de los
primeros & grupos de observaciones. En el caso bilateral la regla de parada en los

contrastes RST es de la forma:
e Tras observar el grupo k=1, ,K-1:

— Si|Zy = ¢k se para y se rechaza Hy;

— en caso contrario se continuia con el grupo j+1.
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e Tras observar el grupo K:
— Si|Zk| = ck se para y se rechaza Hy;

— en caso contrario se paray se acepta Hy.

El estadistico Z; es usualmente el pivote natural que se utiliza en los
contrastes equivalentes con muestra de tamafio fijo. A modo de ejemplo,
supongamos que tras un adecuado proceso de aleatorizacion, dos grupos de
pacientes son sometidos a dos tratamientos 4 y B, y que las respuestas observadas

para cada tratamiento son normales e independientes, con X,=N(u,,0) y
Xy =N(uz,0), y que se desea contrastar Hy:pu, = u, frente a H 1 pu, # y,.

Cuando se dispone de los datos de los pacientes de los k£ primeros grupos, a razon

de m pacientes por grupo en cada tratamiento, el estimador de la diferencia

O=p,—u, es X — XP .Y se define el estadistico estandarizado Z; como:

Cuando los valores de ¢, de la regla de parada son de la forma:

¢, = Cyr (K00, A) (/K

)A-l/ 2

se obtiene el contraste definido originalmente por Wang & Tsiatis. Si se escoge
A= 0.5 se obtiene el contraste de Pocock y si A = 0 resulta el de O’Brien &
Fleming. La sucesion de valores criticos {c,, --,c, } se determina de modo que se
alcance globalmente un nivel de significacion, especificado al inicio del ensayo.
Como puede apreciarse en la expresion anterior, el test de Pocock se caracteriza
por unos valores c; constantes. El test de O’Brien & Fleming produce valores ¢
que van decreciendo y que son mayores que los de Pocock en las primeras

inspecciones. Otros valores de A producen perfiles intermedios:
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Contrastes de Wang y Tsiatis

Los contrastes secuenciales RST tienen un tamafio de muestra esperado

inferior al tamafio requerido para un contraste no secuencial equivalente (con la

misma significacion y potencia), si bien el tamafio maximo posible es superior. En

cualquier caso, cuando la hipdtesis nula es falsa, el tamafio de muestra requerido

por estos métodos es inferior, por lo que cumplen mejor con el imperativo ético de

interrumpir pronto un ensayo clinico si existe una evidencia fuerte a favor de la

superioridad de uno de los tratamientos puestos a prueba.

Para valores grandes de |u4-u3| el contraste de Pocock requiere de tamaiios

de muestra esperados mas bajos que los del contraste de O’Brien & Fleming. Por

el contrario, el contraste de Pocock alcanza tamarios de muestra mdaximos mas
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grandes que aquél, y sus famarios de muestra esperados son mayores que los de

un contraste no secuencial cuando |f4-45| es pequefia.

En el disefio del test secuencial el incremento del valor del nimero maximo
de grupos a observar, K, en general redunda en una reduccién del tamafio de
muestra esperado para las alternativas de interés, si bien esta ventaja deber
ponderarse con las dificultades practicas que conlleve la realizacion de un mayor
numero de analisis intermedios. Asimismo, si bien en el caso del test de O’Brien
& Fleming el tamafio muestral esperado para valores grandes de |u4-us| sigue
decreciendo continuamente con K, en el caso del test de Pocock dicho valor

comienza a crecer de nuevo a partir de cierto K en adelante.

Por su parte, dada la particular estructura de los valores criticos en el test de
O’Brien & Fleming, el nivel de significacion nominal aplicado al final del analisis
es proximo a la probabilidad de error de tipo I global. En consecuencia es muy
dificil que se produzca la poco deseable (y confusa, pero posible) situacion de
aceptar la hipdtesis nula cuando un analisis no secuencial del conjunto final de
datos la habria rechazado, situacion que es mas facil que se produzca en el test de

Pocock.

El test de O’Brien & Fleming aplica niveles de significacion nominal
extremadamente bajos en los primeros andlisis, lo que hace dificil rechazar la
hipétesis nula muy pronto. Existen poderosas razones précticas para preferir este
tipo de situaciones que impiden que el ensayo termine excesivamente pronto:
problemas con la calidad de los datos (que aparecen sobre todo al principio de los
ensayos, ya que no se tiene experiencia administrando los tratamientos o midiendo
la respuesta de los pacientes), dificultad para verificar la validez de las hipotesis
que se han realizado sobre las distribuciones de los datos ya que ain no se han
recogido los suficientes para ello, escepticismo de la comunidad cientifica sobre
conclusiones extraidas a partir de pequefios conjuntos de datos. Debe sefialarse,
no obstante, que estas cuestiones son menos importantes si los tamafios muestrales

de los grupos son sustanciales. Por razones éticas, los comités de ensayos clinicos
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se muestran reluctantes a continuar con un ensayo si para grupos grandes se
observan altos valores del estadistico Z; en una etapa inicial, ain cuando no se

hayan cruzado las cotas de O’Brien & Fleming.

El contraste de Wang & Tsiatis contiene como casos particulares al
contraste de Pocock y al de O’Brien & Fleming, y puede considerarse un
compromiso entre ambos. Para valores de 0 < A < 0.5 el contraste de Wang &
Tsiatis presenta cotas de forma intermedia entre aquellos dos. En general los
tamafios de grupo necesarios en el test de Wang & Tsiatis para unos valores de o
y P prefijados para una alternativa concreta, se sitian entre los tamafios requeridos
por los test de Pocock y O’Brien & Fleming. Jennison & Turnbull (2000)
comparan estos tres métodos secuenciales y aprecian que el test de Wang &
Tsiatis con A=0.1 requiere en general un menor tamafio de muestra esperado que
el de O’Brien & Fleming, a costa de un pequefio incremento en el tamafio
muestral maximo. Con A=(0.4. se obtienen tamafios muestrales esperados similares
o inferiores a los del test de Pocock, y tamafios maximos sensiblemente inferiores.
En general, a medida que A crece los tamafios muestrales esperados para valores
grandes de la diferencia  |u4-45| se reducen, si bien con el coste afiadido de que

para valores |i4-up| proximos a cero los tamafios esperados y maximos son

también mayores.

Por tanto, la familia de tests de Wang & Tsiatis ofrece unos utiles grados de
libertad extra para poder elegir un test secuencial que permita equilibrar lo mejor
posible el conflicto entre los objetivos de alcanzar tamafios muestrales maximos y

esperados lo mas reducidos posible sobre un rango adecuado de valores de

|4 - 1]

Como hemos visto en la definicion de la regla de parada de estos métodos,

la condicién de parada depende de la sucesion de valores {c,,"--,c, }. El calculo

de estas cantidades depende del nivel de significacion « deseado asi como del

numero maximo de inspecciones K a realizar. Para ver como pueden calcularse
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Contrastes secuenciales

estos valores supondremos que se lleva a cabo un estudio secuencial de grupos de

casos con un maximo de K analisis intermedios, que produce la sucesién de

estadisticos {Z,,---,Z,}. Estos estadisticos siguen la llamada distribucion

conjunta candnica con niveles de informacién {/,,---,I; } para el parametro & si:
i.(Z,,---,Z,) es normal multivariante.
ii. E[Z,]=0JT,, k=1-K (1.14)

iii.cov(Z,Z,)=\JI,/I, ; 1<i<j<K

Aunque esta descripcion puede parecer restrictiva, de hecho muchos
problemas de analisis secuencial de datos (y desde luego los citados mds arriba)
dan lugar a estadisticos de contraste con esta distribucion conjunta. Ello se debe
fundamentalmente a dos razones. Por una lado, puede probarse un resultado
general (Jennison & Turnbull, 1999) que garantiza que las sucesiones de
estadisticos de contraste estandarizados obtenidos a partir de la estimacion
maximo verosimil de un pardmetro en un modelo lineal normal siguen
precisamente esta distribucidn conjunta. Por otra parte, en ausencia de
normalidad, estos autores prueban también un resultado asintético segun el cual,
en condiciones muy generales y para tamafios de muestra suficientemente grandes
se obtiene también la distribucién (1.14). En cualquier caso, para la validez de
este resultado, ya el primer grupo de observaciones debe ser lo suficientemente

grande para que la aproximacion asintotica funcione desde la primera inspeccion.

En el ejemplo que hemos citado mas arriba, si definimos el nivel de

informacion sobre @ en este momento como el inverso de la varianza de este

2—1
20
I, =| —

y por tanto el estadistico estandarizado Z; puede expresarse como:

estimador resulta:
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Dada la normalidad de las respuestas, el estadistico (Zl,- - Z K) es normal

multivariante. Ademds, para cada k, es Z, =N (9 Ik,l). Asimismo, si i<j, se

tiene que:

JM k=1 k=im+1

2,=(10 =20 T = S, - x,)+ $ (0,0 T -

1

_Z, &
— sz+ > (XAk —XBk) 1]

jm k=im+1

It

y teniendo en cuenta que Z; es independiente de las observaciones X, y X, para

k>imy que var(Z,) =1, resulta:

IR/PAR
J ,

%‘

4
S

==

cov(Zi,Zj) =cov| Z,,

i

Por tanto {Z,,--+,Z, } tienen la distribucion conjunta canénica (1.14), con

niveles de informacién {/,,---,1} para @ = y, - up. Este resultado se mantiene

para este contraste cuando se suponen varianzas distintas en los dos grupos, e
incluso cuando los tamafios de grupo son distintos en cada tratamiento. Jennison
& Turnbull (1999) muestran como la distribuciéon conjunta candnica aparece
asociada a los estadisticos estandarizados a utilizar en muchos otros contrastes
secuenciales para datos normales: contraste para la media de una poblacion,

contraste de medias en muestras apareadas, ensayos cruzados, etc.
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Contrastes secuenciales

Puesto que la hipétesis nula se rechaza en la etapa k si |Z;| (que bajo la
hipétesis nula sigue una distribucién normal estdndar) supera el valor critico ¢,
este método puede interpretarse como una sucesion de contrastes de significacion
reiterados, con un nivel de significaciéon nominal o = 2(1-®(ck)) en la etapa £,

siendo ®(x) la funcion de distribucion de la normal estandar.

El nivel de significacion global del test es entonces:
K
a=P,, (RechazarH0)=Pg=0(U{‘Zk‘ >ck}j (1.15)
k=1
Asimismo, la potencia de este test para una alternativa 8= Jes:

K
1- B =P, ;(Rechazar H,) =Y P, s (|Z,|> c,) (1.16)

k=1

La determinacion de las sucesiones ¢;,-:-,c, en un contraste concreto, para
garantizar un nivel de significaciéon ¢, o la determinacién del tamafio de grupo
necesario para conseguir una potencia 1-f para una alternativa 6=6, requieren la
aplicacion de métodos numéricos para evaluar las probabilidades (1.15) y (1.16).
A continuacion delineamos brevemente la forma en que pueden obtenerse

numéricamente tales valores de c¢; y m. Para ello supondremos que el niimero

méximo de andlisis a realizar es K, y que los estadisticos {Z,,---,Z, } siguen la

distribucién conjunta canénica. Si llamamos A, = I — I,.1 (k=2, ',K), entonces:

z, =~ N(6y1,,1) (1.17)
ZJI, -7, I, = N(6A,A,), k=2,-K (1.18)

independientemente de Z,,---,Z, ;.
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Aunque en nuestros contrastes la regiéon de continuacion es de la forma

(—¢»c,), los resultados que se muestran a continuacién son vélidos para

cualquier region de la forma (ai, by) donde los extremos no tienen por qué ser
iguales en valor absoluto. La determinacion de los niveles de significacion y la
potencia requieren el calculo de la probabilidad de que en alguna etapa k el

estadistico Z; caiga fuera de la region de continuacion. En particular, llamemos:

Ueo(a,byy.na,b)=F,(a,<Z, <b,...a,, < Z,_ <b_,Z, >b) (1.19)
Lo(a,by,...a.,b,)=F(a<Z <b,..aq<Z,_ <b_,Z, <a) (1.20)

a las probabilidades, bajo 6, de que el test termine en la etapa k con la salida de
Zy, respectivamente, por encima o por debajo de (ax, bi). Para calcular estas

probabilidades observemos que la densidad de Z; es:
g (z:0)=¢(z-6JI,) (1.21)

siendo ¢(x) = exp(—x2 / 2) / 27 la densidad de la normal estandar. De (1.18) se

sigue que para k=2,--,K, la densidad condicional de Z;, dado

Z =z,,Z,_, =z, depende sélo de z,_, y es igual a:

f,;(Zk_l,Zk;H)z \\//’;Ii'¢[2k\/};_zf/_i1]—k_l_—9AkJ (122)

Por tanto, si construimos:
g (z:0)= fk:l g (30) £ (u,2;0)du, k=2,---,K (1.23)

entonces gi(z; @) representa la densidad de Z, supuesto que el procedimiento

secuencial ha llegado hasta el grupo k. Asimismo, si denotamos como p(k, z; 6) la
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Contrastes secuenciales

densidad conjunta de k y Z; cuando £ es la efapa en que termina el test, se sigue

que:
g, (z6) z¢(a.b,)
k,z;8)= 1.24
plk=8) { 0 € (a;,b,) (129
A partir de estas funciones puede calcularse:
Uio(abysna,,b, ) = J:p(k,z;ﬁ)dz =Egk (z;0)dz (1.25)

Ly (a,by,na.by)= [ pkz0)dz =" g, (2:0)dz (1.26)

Las ecuaciones (1.21), (1.22) y (1.23) permiten evaluar numéricamente, de
forma recursiva, las integrales que aparecen en (1.25) y (1.26), mediante un

adecuado método de cuadratura, tal como, por ejemplo, el método de Simpson.

Una vez que se dispone de un algoritmo eficiente para el cdlculo de las
probabilidades Ui dai,bi,..., awby) ¥ Lidai,b,..., awby) es facil calcular
numéricamente los niveles criticos para los distintos métodos secuenciales en los
que es valida la distribucidon conjunta candénica de los estadisticos de contraste.
Por ejemplo, en el caso del test de Pocock, para contrastar la hipdtesis nula ¢ = t,
cuando se observan datos procedentes de una poblacion N(u,0), con o conocida,

los niveles de informacién son de la forma I, =n,/o”, y el estadistico

estandarizado es:
Z, =(X® - )T, k=1--K. (1.27)

Considerando 8= -4, es facil comprobar que los Z; siguen la distribucion
conjunta candnica (1.14). La region de continuacion de este contraste es de la

forma (-c, ¢). Por tanto la probabilidad «es:
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a=PF,_,(Rechazar H )= P,_, (LKJ {z,|> c}j =
= (1.28)

H
M=

P
It
-~

K
E,._, (}Zk’ > c) = Z{Lk,o (-c,cey—c,0) + U, o (¢, =, c)}
k=1

Si se tiene en cuenta la forma de las trayectorias de Z,,---,Z, es fécil
observar que el error tipo I disminuye a medida que el valor de ¢ aumenta. Asi
pues, fijados el nivel de significacion o'y el numero maximo de grupos K, el valor
¢ = Cp(K, &) puede obtenerse numéricamente mediante un sencillo algoritmo de
busqueda que vaya variando el valor de ¢ en el célculo numérico de las
expresiones (1.25) y (1.26) hasta que se cumpla (1.28). De igual forma, una vez
fijado el valor de ¢ para conseguir el nivel de significacion e, puede calcularse

también la potencia para una alternativa € =6 simplemente hallando el valor

numerico de:

1-f="F.; (RechazarHo)=in 6(|Zk’ >c) -

k=1

(1.29)

M~

{Lk,6 (-c,cyenry—c,0)+ U, 5(—c,c, ..., c)}

x
1)

1

Si @ =0 es mayor que cero y suficientemente grande, la probabilidad de
que la trayectoria de las Z; quede por debajo de —c puede despreciarse, y la

expresion de la potencia se reduce a:
K
1-f=> U, s(=¢,¢,ey—c,0) (1.30)
k=1

Asimismo, si 8 =-0 es negativo y suficientemente grande en valor

absoluto, la potencia se reduce a:

K
1_ﬂ:ZLk,_a(—c,c,....,—c,c) (1.31)
k=1
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Si se desea evaluar el tamafio maximo de muestra necesario para realizar el
test con un nivel de significacién ¢, una potencia 1-f para una alternativa 8= 6
prefijada, y un nimero maximo K de inspecciones, serd preciso determinar el
valor In.. para el que (1.30) o (1.31) alcanzan el valor 1-8 prefijado cuando

I, =(k/K)1,,, . Esta tarea también puede llevarse a cabo también faciimente de

modo numérico toda vez que dichas expresiones son crecientes con Imax. Por
ultimo, el tamafio maximo de muestra se determina despejandolo de la expresion

de I..« como inverso de la varianza del estimador de 6. Asi, en el caso que

estamos considerando, como I, =n_, /0’ , se sigue que el nimero maximo de

observaciones a tomar es n_, =01

max ?

y el numero de observaciones por
inspeccion es n=n_,, /K. Como en general este valor no sera entero, se toma

como norma redondearlo al entero superior, para garantizar una potencia igual o

ligeramente superior a la preespecificada.

Todo lo dicho hasta aqui se aplica a contrastes secuenciales con grupos de
idéntico tamafio en cada instante de observacion. Cuando los tamafios de grupo
son variables, Jennison & Turnbull (1999) realizan, para los distintos contrastes
introducidos hasta ahora, un estudio exhaustivo del efecto de disponer de distintos
niveles de informacion en cada instante de observacion. Para ello consideran que

dichos niveles son de la forma;

Ij= W/K)r max » j: 1’“.,K9

Aqui 7 controla el nivel de informacion final y juega un papel influyente en
la potencia del contraste, como era de esperar: si 7 <1 el tamafio final alcanzado
es inferior al planificado y el test pierde potencia; por el contrario, si 7 >1 se
dispone de tamaifios de muestra mayores y la potencia observada puede ser mayor
que la planificada. Por su parte, el exponente » afecta el distanciamiento entre los
niveles de informacion: si » = 1, los tamafios de los grupos son iguales; si r <1 se
producen apelotonamientos en los primeros instantes de observacion (grupos de

tamafio més grande inicialmente); y si » >1 se comienza inicialmente con grupos
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mas pequefios que van siendo progresivamente mayores en los sucesivos instantes
de observacion. Se observa que cuando r<1 el nivel de significacion global
disminuye, y cuando »>1 aumenta. En cualquier caso, tanto el incremento como la

disminucién son muy ligeros.

De esta forma, la conclusion es que aunque los tamafios de los grupos sean
desiguales, si la desigualdad no es excesiva, ello no tendra, en general, demasiado
efecto sobre la significacién y la potencia del test secuencial. Sin embargo, si es
previsible que haya diferencias muy grandes en los tamafios de los grupos, o que
éstos sean absolutamente impredecibles, es mejor utilizar otros métodos de
contraste secuencial para grupos, entre los que cabe citar el método de la funcion
del gasto o consumo de la probabilidad de error de tipo I, que trataremos mas

adelante.

1.10. Métodos RST basados en la Funcion del Gasto o Consumo de la

Probabilidad de Error de Tipo I: contrastes bilaterales.

Los contrastes descritos hasta ahora estan originalmente disefiados para un

numero predeterminado y fijo, K, de grupos de observaciones de igual tamafio y

que dan lugar a niveles de informacién igualmente espaciados {I,,---,I;}. En la

practica, en el curso de un ensayo clinico no siempre es posible cumplir con este
objetivo, ya que es frecuente que en los sucesivos instantes de inspeccidon no se
disponga de muestras del mismo tamaifio (debido a que la tasa de reclutamiento de
pacientes puede ser muy variable en el tiempo, puede haber sujetos que
abandonen el ensayo antes de su finalizacidn, etc.); a veces la informacion
acumulada puede invitar a cambiar la frecuencia con que se revisan los datos en
algun punto durante el curso del ensayo; podria ocurrir que se produzca un
reclutamiento mas lento de lo anticipado, lo que forzaria a la extensién del ensayo

y, por tanto, a aumentar el nuimero de instantes de inspeccion.
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El procedimiento que vamos a describir a continuacioén es suficientemente
flexible para tratar con secuencias de informacion impredecibles, y garantiza un
nivel de significacion exactamente igual a « cualquiera que sea la sucesion de
niveles de informacidén observados. Dicho método tiene la ventaja, ademas, de no
requerir un nimero maximo de analisis fijados a priori. Supondremos, como
hemos hecho en secciones anteriores, que el test secuencial se refiere a un

parametro desconocido 6, que en los sucesivos analisis intermedios se dispone de
Ak . . Ak) -1
estimadores 8% con niveles de informacién I, = (Var(t9 )) , Yy que los

estadisticos estandarizados Z, =@®.[I, para contrastar 6=0 siguen la

distribucion conjunta canénica (1.14) (bien de modo exacto para datos normales,

o bien de modo aproximado para otro tipo de datos).

Los métodos secuenciales basados en el consumo o gasto de la probabilidad
de error tipo I requieren la utilizacion de una funcién que permita ir cuantificando
precisamente cuanta de esa probabilidad se ha ido consumiendo o gastando en las
sucesivas inspecciones a lo largo de un estudio, hasta que se produce su
conclusion. Presentamos este método en el contexto del contraste bilateral de la

hipétesis H,:0 =0, utilizando el método exacto para garantizar el nivel de

significacion sugerido por Slud & Wei (1982). Estos autores proponen fijar, antes
de comenzar el estudio, el nimero maximo de andlisis, K (se supone que no es
posible planificar el numero de observaciones en cada inspeccion), y el error de

tipo I, que se reparte en probabilidades x,,---,7, cuya suma total vale o A

medida que se van observando los sucesivos niveles de informacion 1,---,1, se

van calculando, condicionados por dichos valores, los valores criticos ¢; para los

estadisticos estandarizados Z;, de tal modo que, para cada j=1,",K:

, (132)

Pe:o(|21'<6'p"'a

Zj_,’<c Zj‘ch)=7r.

El contraste procede de acuerdo con la regla de parada habitual:
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Rechazar Hy en el j-ésimo andlisis si |Z;|=c;, j=1,",K, o parary aceptar Hy

81 no ha sido rechazada en el andlisis K.

Asi, m representa la probabilidad de parar en la j-ésima inspeccion
rechazando H, cuando es cierta; por ello 7 recibe el nombre de error gastado o
consumido en la etapa j. Nétese que este error no tiene por qué coincidir con el
nivel de significacién nominal 2{1-®(c;)} en el j-ésimo andlisis intermedio
cuando se emplea la aproximacion de los contrastes de significacion repetidos con

niveles de informacién predefinidos. Como 7, +---+ 7, =, la tasa global de

error de tipo I es exactamente .

La condicion P(|Z;|2c;)= 7; cuando 8= 0 implica que el primer valor critico

es simplemente:

o= (1-m/2). (1.33)

El célculo de los restantes valores criticos necesita de la resolucién de (1.32)

para j=2,",K. Para ello, definiendo:

G, (Z;e):%(izll<cls""

Z|<c,Z,22) (1.34)
los valores de ¢, se pueden obtener recursivamente resolviendo:
G,(c;0)=x,/2, k=2, K (1.35)

Si llamamos gx(z, 8) a la derivada de Gy(z, 6) respecto a z, entonces gu(z, 6)

es también la densidad de Z; condicionada a que el procedimiento secuencial ha

llegado hasta la k-ésima inspeccién. Cuando los {Z,,---, Z, } siguen la distribucion

conjunta candnica (1.14), las ecuaciones (1.21), (1.22) y (1.23) permiten evaluar

numéricamente la integral de gi(z, 6) y por tanto obtener el valor ¢, que cumple:

fgk(Z;O)dz=”—2k (1.36)
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La tinica diferencia con el procedimiento delineado en el epigrafe 1.9 es
que alli los valores de los [; eran conocidos a priori, mientras que ahora debe

esperarse a cada inspeccion para conocer el valor de I;. Asimismo, la potencia

para 8= & puede obtenerse numéricamente como 7, (&) +---+ 7, (&) donde:

7 (8)= [ g (0)de+ [ g (z6)dz k=1 K (1.37)

Aunque el método propuesto por Slud & Wei contiene ya la idea clave del
gasto o consumo de error tiene, sin embargo, ciertas limitaciones. Dado que el
numero maximo de analisis se fija al inicio del estudio, resulta dificil adaptarlo a
tasas de recopilacion de informacion inesperadamente altas o bajas y, por tanto,
alcanzar el requerimiento de potencia deseado. Asimismo, se podria preferir variar
el consumo de error en algun analisis, en respuesta a los niveles de informacion
observados. Por ejemplo, si hay poca informacion disponible en el primer analisis,
debido a la lenta incorporacion o al retardo en la respuesta de los pacientes, resulta
razonable reducir 7, reservando el error de tipo I para etapas posteriores en las
que se cuente con un mayor nivel de informacién. El método introducido por Lan
& DeMets (1983) y generalizado posteriormente por Kim & DeMets (1987)
solventa estos problemas haciendo depender el consumo de error tipo I del nivel
de informacién disponible en cada etapa, y estableciendo una regla de muestreo
que hace que el procedimiento continue hasta alcanzar un nivel maximo de
informacidn preespecificado o, si ello no es posible, adaptando el consumo del
error a las irregularidades que se van produciendo en el calendario de

inspecciones.

En el método propuesto por Lan & DeMets (1983), que asume que el
ensayo puede continuar hasta alcanzar un nivel de informaciéon maximo

predefinido Imax, €l error de tipo I se reparte de acuerdo con una funcion de

consumo de error, @*(¢), no decreciente y que verifica que a*(0)=0 y

a*(t)=«a para £21. El valor a*(¢) indica la cantidad de error de tipo I

acumulado que se debera consumir cuando se haya obtenido una fraccion ¢ de la
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informacién maxima prevista Im.. Se asume que mientras no se produzca una
condicién de parada que lleve a rechazar o aceptar Hy, el procedimiento debe
continuar hasta alcanzar el nivel de informacioén /., momento en que se detiene
definitivamente el proceso. Ello obliga a que si, por ejemplo, los pacientes entran
en el ensayo a una tasa inferior de la prevista, los organizadores del mismo

deberan prolongar en el tiempo la duracién del estudio.

La funcién de consumo de error @*(¢) y el nivel de informacién maximo

Imsx han de ser seleccionados antes de iniciar el estudio. Los errores de tipo I

asignados a cada analisis son entonces:

m=a*(L/1,,)
wy =0 (1] ) =0 (1 [l ) J=2.3,0m

y los valores criticos ¢; se van calculando sucesivamente de manera que satisfagan
(1.32), de modo analogo al procedimiento de Slud & Wei (1982). Ahora X es el
valor mas pequefio de j para el cual ; = In.n Dado que, por definicién,
a*(I¢ /1. )=, tenemos que 7, +---+ 7, =« y la tasa global de error de tipo I

es exactamente ¢, tal como se deseaba.
Ha habido un gran niimero de propuestas para la forma de la funcién de

gasto de error de tipo I, ar*(¢). Lan & DeMets (1983) sefialan que la funcion:

0 si =0

* =
(=15 20z /7 si 0<t<1

produce valores criticos proximos a los del contraste de O’Brien & Fleming,
cuando los tamafios de grupos son iguales. Para obtener valores similares a los de

las cotas de Pocock, Lan & DeMets (1983) proponen:

a*(t) = min{adog[1+(e-1)7],}
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Por ultimo, Lan & DeMets (1987) y Jennison & Turnbull (1989, 1990)

proponen la familia indexada por el parametro p>0:
a*(t) =min{ar’, o]

Una seleccion adecuada del parametro p da lugar a que esta familia de
funciones produzca cotas muy similares a las de los contrastes de Pocock (o =1),
O'Brien & Fleming (p=3) y Wang & Tsiatis (por ejemplo p =2 da cotas similares
a las de Wang & Tsiatis para A=0.25). Jennison & Turnbull (1999) muestran que
con los contrastes basados en esta funcidén para el gasto de error en el caso de
observar niveles de informacion igualmente espaciados, y eligiendo
adecuadamente el valor de p se consiguen ventajas sobre los tests citados,

concretamente tamafios maximos de muestra menores que aquellos, a la vez que

tamafios medios de muestra similares o inferiores.

Para conseguir que este método alcance una potencia prefijada para una
alternativa concreta, hay que tener en cuenta que bajo 8 = 0 la distribucion

conjuntade Z,---,Z,, condicionada a I,,---,1,, depende sdlo de las proporciones
L/, .1 /1. - Portanto los valores criticos ¢, --,c, son funciones de estas
proporciones. A su vez, cuando 8#0, la distribucion de Z,,---,Z, depende de los
niveles de informacion absolutos /,---, 7, . Si bien existe un efecto de la forma en

que se produce la sucesion de los niveles de informacion observados, puede
comprobarse empiricamente que este efecto es muy pequefio, y es
fundamentalmente el valor de .« €l que finalmente determina la potencia del
método. Por ello, una forma conveniente y sencilla de conseguir que el test tenga
una potencia muy proxima a la deseada consiste en anticipar un nimero maximo
de inspecciones K y suponer que los niveles de informacién van a estar
equiespaciados (esto es, Iy = (k/K)Imax), y calcular el valor de Iy que con esta
secuencia de niveles de informaciéon producird la potencia deseada para la

alternativa de interés.
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Dado que usualmente la parada del método secuencial se produce cuando se
ha alcanzado como minimo el nivel de informacién I, la potencia finalmente
alcanzada coincide o supera la inicialmente prevista. Obviamente, si razones
externas obligan a parar el ensayo antes de haber alcanzado el nivel Ina la
potencia alcanzada serd normalmente inferior a la utilizada para disefiar el
procedimiento. Asimismo, en este caso, para garantizar que el error Tipo I global

sea igual al valor & elegido en el disefio del ensayo, el valor de la Gltima cota cx

debe elegirse resolviendo (1.32) para K=j, con 7, = —a* (1 /1. )-
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El bootstrap con disefios de tamafio fijo

2. El bootstrap con disefos de tamaio fijo

2.1. Introduccion

La publicacién en 1979 del primer trabajo de Bradley Efron sobre los
métodos Bootstrap constituy6 uno de los sucesos de mayor relieve en el campo de
la estadistica en la década de los afios 80. La idea de reemplazar complicadas
aproximaciones y a veces poco precisas, a sesgos, varianzas y otras medidas de
incertidumbre por simulaciones con el ordenador, fue ampliamente utilizada por
investigadores tedricos y usuarios de los métodos estadisticos. Pasado el inicial
escepticismo sobre la viabilidad de esta metodologia, los investigadores
empezaron a poner de manifiesto que estos métodos en muchos casos aproximan

mejor que los convencionales.

El bootstrap fue concebido por Efron en el contexto de disefios de tamafio

fijo y su planteamiento del bootstrap es muy simple. Dada una muestra aleatoria

X= (X X n) de una distribucion de probabilidad F, el objetivo es estimar la

distribucion de probabilidad de una variable aleatoria especificada R = R(X,F),

posiblemente dependiente de X y de la distribucién de probabilidad desconocida,
utilizando los datos observados. Estas cantidades R son a menudo sesgos,
varianzas, pivotales o test estadisticos, cuyas distribuciones de probabilidad
exacta son dificiles de determinar, o el error de la aproximacion es muy
considerable. La aproximacién de sumas de variables aleatorias independientes y

con varianza finita por la distribucidon normal puede tener errores en la

2

aproximaciéon del orden »™"?. La aproximacion bootstrap a la distribucion

probabilistica de R, dada por Efron en el referido trabajo de 1979 es como sigue:
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il.

1ii.

Construir a partir de los datos X=(X,,X,) la distribucién

n

empirica £, (¢) = lZn:I(X,. <t)
n

i=1

*

Extraer una muestra aleatoria de tamafio n, X*= (X TN ¢ ;) de la

distribucién empirica £, (¢), la cual recibe el nombre de distribucién

bootstrap. La muestra bootstrap, a diferencia del jackknife, es aqui una

muestra aleatoria con reemplazamiento del conjunto de datos

observados X =(X,,--, X, ). En el jackknife, se seleccionan muestras

aleatorias sin reemplazamiento de tamafio »-1.

La distribucion de R(X,F) se aproxima finalmente por la

distribucion bootstrap de R*= R(X*,F).

Parece claro que la distribucion de probabilidad de R* puede calcularse de la

distribucién empirica en el mismo modo que la distribucién de R se calcula de la

distribucidn original F. Ahora bien, el recurrir al bootstrap en lineas generales se

debera a la dificultad de obtener la distribucion exacta de R. La clave del método

bootstrap consiste en que, tomando repetidas muestras de la distribucion empirica

mediante el método de Monte Carlo, se obtiene una muestra de valores de R que

en si misma constituye la aproximacion bootstrap buscada. Naturalmente, esto es

posible gracias a la capacidad de los ordenadores modernos. Precisamente los

métodos bootstrap reciben también el nombre de métodos de computacion

intensiva. La idea de generar nuevos datos a partir de los datos observados

recordaba al Baron de Munchausen, cuando estando en el fondo de un lago logré

salir tirando el mismo de los cordones de sus botas.

2.2. Distribucion de remuestreo

La distribucién empirica se utiliza en el algoritmo dado por Efron como

distribuciéon de remuestreo por ser un estimador consistente de la verdadera
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El bootstrap con disefios de tamafio fijo

distribucion generadora de los datos. Para disefios de tamafio fijo, 13;,(1) tiene las

siguientes propiedades como estimador de F(¥).

i E[ﬁ;, (t)] = F(¢) , para cualquier valor de .

)= F(f)(l_F(t)).

ii. Var(ﬁ; (1)
n

iii.

ﬁ;, —FH — 0, as., para n—> (Teorema de Glivenko-Cantelli),

donde la norma considerada es la del supremo.

Como veremos en el siguiente capitulo, estas propiedades en general no se

mantienen cuando los datos se generan a través de un disefio secuencial.

Es interesante destacar la forma que adopta la distribucién empirica para

datos binarios. Asi pues, sea X ,---, X, una muestra aleatoria de la distribucién

b(l,w). Obviamente, la distribucién empirica es b(L,%,), siendo

#,=1/nY." X,. Notese que var(X,)=x-(1-7). Si X[, X, =b(L1%,),

entonces var*(X ; ) =#,-(1-%,), que es justamente el procedimiento plug-in

habitual de estimar la varianza de X,.

Puede alternativamente considerarse también como distribucion de
remuestreo estimadores de nucleo de la funcidén de distribucidn, los cuales tienen

la forma:

Ew)=2 S w22 @1

siendo W una funcién de distribucion y 4 el parametro de suavizamiento o
bandwidth. La funcién W recibe el nombre de nucleo integrado si W’(x) existe,

es lipschitziana, de soporte compacto, continua y con momento de segundo orden

finito.
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En general, en todos los estimadores de nucleo, la eleccion del bandwidth es

crucial. El siguiente teorema da las propiedades del estimador alisado.

Teorema 2.1. Sea W(x) un nicleo integrado y F € C*. Entonces:

i. E[ﬁ;,(x; h)] ~F(x)= —%(-K—)hz +o(h?), h—0

Fx)(1-F(x)) F@u((),)

ii. var(f?n(x; h)) = h+o(h), h—0

donde p1,(K) = [ x*K(x)ds y 4((W°),) = [~ (@/2)W* () -

Este resultado es util para determinar la forma del bandwidth 6ptimo 4. Un
criterio de eleccion de este parametro se basa en la funcion error cuadratico medio

integrado la cual se define por:

mise(h)=E[I{I:“n(x,h)—F(x)}zdx:l 2.2)

Un criterio habitual de optimalidad para el bandwidth consiste en
seleccionar como aquel que minimiza la funcién mise(#). Teniendo en cuenta que

esta funcion puede también expresarse como:

mise(h) = [var(£, (x;h))dx + [{E[ £,( xh)]—F(x)}zdx

la forma del bandwidth 6ptimo es:

ho—{ ”I(W) } (2.3)

oK) [P

donde |F”|} = [ F”(x) dx.
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En la expresion del bandwidth dptimo aparece la funcién de distribucion
F, la cual es desconocida. De este modo, el valor exacto del bandwidth no puede
determinarse y por tanto habra de ser estimado. Para tal fin puede utilizarse un
método de validacién cruzada debido a Bowman et al. Este se basa en la funcién

de validacién cruzada la cual se define por:
R ~ 2
cv(i)="3 Hg o (6= X) = F,(x, 1)} dx 2.4)

donde # .(x,h) representa el estimador de nicleo evaluado en el punto x, pero

obtenido omitiendo la observacién X;. El bandwidth 6ptimo /4, se estima entonces

como #,, siendo cv(hn) = mhin cv(h).
Una propiedad de esta aproximacion se obtiene considerando:

H(h) = ev(h)- L 3o (x—X) - F(x)}2 dx (2.5)

i=1

El término que se sustrae a cv(k) no contiene a 4 y de esta forma, no afecta

al procedimiento de validacion cruzada. Es inmediato por otra parte probar que:
A 2
E[H(] = E| [{£(xh) - ) | )

Esta ecuacion sugiere que H(h) puede ser una buena aproximacion a
mise(/7). Bowman prueba que bajo ciertas condiciones, 4, /h0 —1 con

probabilidad 1 para n — oo, siendo 4, el bandwidth 6ptimo y fzn el que minimiza a

cv(h).
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2.3. El bootstrap en la regresion

En este epigrafe haremos una breve revision del uso del bootstrap en los
modelos de regresion con disefio de tamafio fijo en el que nos basaremos para
proponer en el siguiente capitulo su uso en disefios secuenciales. Consideremos

por tanto un modelo de regresion de la forma:
Y=g, (B)+e;i=1-n 2.7)

siendo g,(f) una funciéon conocida del pardmetro vectorial desconocido .
Supondremos que e,-:-,e, es una muestra aleatoria de una distribucion de
probabilidad F, tal que E[e, |= Ix-F (dx)=0. Para el conjunto de datos
observados Y,---,Y,, se considera una estimacion del vector desconocido £ por

algiin método especifico, tal como el de minimos cuadrados. Sea pues S el vector

que minimiza:

Z?:l[x_gi(ﬂ)]z (2.8)

El objetivo ahora es obtener la distribucion de probabilidad del estimador B . Esta

puede facilmente aproximarse por el bootstrap de acuerdo con el siguiente

algoritmo:

i. Sea F, la funciéon de distribucion empirica correspondiente a los

residuales centrados. Esto es: sean los residuales é, =Y,.—g,.( ,3) y

e =¢e ——l/nz:;lé,. . Por tanto, F, (x)= l/nz;l(é,. <x).
ii. De F, se extrac una muestra aleatoria e, --,e,. A partir de ésta se

generan ¥, = g, (,B) +e, .

1ii, Utilizando nuevamente el método de minimos cuadrados se obtiene

una realizacién bootstrap #~ minimizando:
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Sy -g(B)] 2.9)

Repetidas observaciones bootstrap { fii= l,---,B} proporcionaran la

aproximacion bootstrap buscada.

La repercusion practica de este procedimiento es indudable. En los modelos
de regresion no lineal proporcionan aproximaciones a la distribucion de

probabilidad de pivotales, a través de los cuales es posible obtener intervalos de
confianza para f, tales como ( ﬁ—E [ ﬁ’]) / sd( ﬁ) Si el modelo es lineal,

aparentemente no son tan necesarias las aproximaciones bootstrap toda vez que el
estimador ﬁ es lineal en las observaciones, por lo que el efecto del teorema
central del limite puede proporcionar una aproximacién a su distribucion de
probabilidad. Veremos no obstante en el siguiente epigrafe a través de los

desarrollos de Edgeworth como las aproximaciones bootstrap pueden ser mejores

que la aproximacion normal.

2.4. El1 Bootstrap y los desarrollos de Edgeworth

En el epigrafe anterior hemos mostrado como a través del bootstrap puede
simplificarse notablemente la obtencion de la distribucion de probabilidad de
algunos estadisticos. El efecto del teorema central del limite sobre estadisticos
lineales o la normalidad asintética de los estimadores de maxima verosimilitud,
dan aproximaciones a la distribucion de tales estadisticos. El bootstrap puede
mejorar tales aproximaciones en el sentido de que los errores de aproximacion son

menores. En orden a mostrar estas ideas, consideremos un pivotal 7, con

distribucion asintdtica normal estandar. En casos regulares, su distribucion de

probabilidad admite un desarrollo de la forma:
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G(x)=P(T,<x)=®(x)+n"q(x)¢(x)+0(n™) (2.10)
siendo g(x) un polinomio de grado dos. A lo largo de esta memoria, ® y

¢ representan la funcién de distribucion y funcién de densidad respectivamente

de la distribucion normal estandar.

Para una muestra aleatoria X,,---, X, de una distribucién de probabilidad
con media y y varianza o, el pivotal T, =n (X' —,u) /0' tiene distribucion

asintotica normal estandar. La validez del desarrollo anterior requiere la siguiente

condicion (de Cramer):

E[Xf] <oo y lim sup|¢Xi (t)‘ <1

Ut
siendo ¢, la funcidn caracteristica de X .

Este desarrollo pone de manifiesto que el error de aproximar la

distribucion probabilistica del pivotal 7, por la distribucion normal estandar (su

distribucién asintética) es del orden #n™", lo que supone que la opcién clasica de
la aproximacion normal puede ser de escasa validez, sobre todo, para tamafios
muestrales relativamente cortos. En este contexto, veamos como las

aproximaciones bootstraps pueden mejorar la aproximacion normal.

El estimador bootstrap de G obviamente tiene el desarrollo:

~

G(x)=P(T; <x|X,,, X,) =@ (x) +n§(x)p(x)+0,(n"") (2.11)

siendo 7, la versién bootstrap de T, obtenida de la muestra X,,---,X,,y § es la

version de g que resulta de sustituir los parametros por sus estimaciones.
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Habitualmente, §=g+0, (n‘l/z). De los desarrollos de G y su aproximacion

bootstrap G, puede facilmente obtenerse la siguiente expresion:
G(x)-G(x)=P(T, <x|X;,~ X,)-P(T,<x)=0,(n"") (2.12)

Ello significa que el error de la aproximacion bootstrap a la distribucién
del pivotal T, es de orden n~ en probabilidad. Podemos por tanto concluir este
epigrafe con la afirmacion de que el bootstrap no sélo puede permitir aproximar la
distribucion probabilistica de estadisticos de interés cuando la obtencion de ésta es
compleja, sino que ademas permite mejorar la aproximaciéon normal de los

clasicos estadisticos lineales.

2.5. Consistencia del bootstrap mediante las métricas de Mallows.

La consistencia del método bootstrap requiere la definicion de una métrica
J definida sobre un conjunto de distribuciones de probabilidad, de tal forma que

la distancia entre la distribucién del estadistico R, y la de su versién bootstrap R,

tienda a cero para n tendiendo a infinito. Revisamos en esta seccion la
consistencia del bootstrap basada en la métrica de Mallows. Definimos en primer
lugar la distancia de un conjunto de distribuciones de probabilidad sobre un
espacio de Banach. Veremos también un resultado debido a Bickel & Freedman
(1981), el cual establece la equivalencia de la convergencia segun la métrica de

Mallows, con la convergencia débil.

Consideremos un espacio de Banach B cuya norma denotamos por || .

> Y
sea I', =T,(B) el conjunto de las medidas de probabilidad y definidas sobre la

correspondiente o-algebra de Borel o(B) que verifican f“x||p y(dx) <. La

métrica de Mallows se define en I',, del modo siguiente: Dado «, S € r,
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d,,(a,ﬂ)=§2£{E [(x —Y)"]}W (2.13)

Y=g
Los siguientes lemas, debidos a Bickel & Freedman, establecen las

propiedades basicas de la métrica d,

Lema 2.2.

1. El infimo al que hace referencia la definicion de la métrica de Mallows es

accesible.

. d , esuna meétrica sobre Fp.

Definicion. Sea a,,0€T’,. Se dice que ¢, converge débilmente a la medida a

(a,>a) si a,(H)—> a(H) para cualquier He o(B), tal que o(0H)=0
(0H representa la frontera de H).

El siguiente lema da caracterizaciones de la métrica de Mallows.

itn realizada por ULPGC. Biblioteca Universiteria, 2008

Lema 2.3. Sean «,,,a € Fp. Entonces, d, (an,a') — 0, n— oo, es equivalente a

0, los autores. Digitali

cada una de las siguientes condiciones:

i o, = @y [IdlP a,(d) - [ |l a(dx).

©Del

ii. &, = a y |x|” es uniformemente ¢, -integrable.
iii. Iq)(x) da, - j¢(x) do, para cualquier funcién continua ¢(x), tal que

#(x) = O|xIP ).

En lo que sigue emplearemos la siguiente notacién: sean U y V variables

aleatorias con valores en el espacio de Banach B. Por d, (U,V) representamos la

distancia entre las distribuciones de U y V respectivamente, supuesto que é€stas

pertenecen a I",. Una propiedad de escalamiento para la métrica de Mallows es la

siguiente:
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d,(aU,aV)=|al-d,(U,V) (2.14)

Consideremos ahora B =R y p=2. Dada una muestra aleatoria X,---, X,
de una distribucién de probabilidad F, tal que _[ x*F (dx) < = . Es facil probar que
F. = F casi seguramente, siendo F, la distribucién empirica correspondiente.
Para probar este resultado basta comprobar que Z:zl(l/ n’ ) -var(I(X, < x))<eo.

Esto es obvio dado que var(I(X,. < x)) = F(x)-(l—F(x)) <1, lo cual prueba la

convergencia de la serie anterior y por tanto,
E(x)=(/n)Y " I(X,<x) > E[I(X,<x)]|=F(x), - (2.15)

ademas, IxZIs‘n (dx)— Isz (dx) . En efecto,
szﬁ(dx)=lzf_le > E[ X} ]= [¥'F(a), (2.16)
1 L=

casi seguramente.

Aplicando entonces el lema 2.3. se establece que dz(]:“n,F ) — 0, casi

seguramente cuando »n — oo. Ello significa que, para disefios de tamafio fijo, la
distribuciéon empirica es un estimador consistente de la verdadera distribucion de

probabilidad, de acuerdo con la métrica de Mallows.

A través del siguiente lema (también de Bickel & Freedman), puede
examinarse la consistencia del método bootstrap aplicado a determinados

estadisticos.

Lema 2.4. Sea B un espacio de Hilbert con producto interior (-,-), y p=2.
Supongamos que U, son independientes y que también, V; son independientes

perteneciendo ambas sucesiones a I',. Entonces:
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m m 2 m
dz(zi=1Uf’Zj=ll/f) SZj=1d2(UJ"Vj)2 (2.17)

Lema 2.5. Sea B un espacio de Hilbert con producto interior (,-),y p=2. Sean Uy

V variables aleatorias con valores en B, y con norma L, finita. Entonces
&, (U V) =d,(U-E[U]V-E[V]) +|E[U]-E[7][ (2.18)

Consideremos ahora una muestra aleatoria X,,---,X, de una distribucién

de probabilidad F con media 4 y varianza finita o*. Consideremos el estadistico
Z, = Jn ()? - ,u) el cual tiene asintdticamente distribucién de probabilidad
N(0,0). La version bootstrap del estadistico es Z, = v/n (X' -X ) . Entonces, de

acuerdo con los lemas 2.4, y 2.5 y la propiedad de escalamiento:

casi seguramente, para n — oo

Este estudio de consistencia puede facilmente extenderse a estadisticos

pivotales de la forma Jn ()? — ,u) / o, siendo naturalmente la version bootstrap de

este estadistico \/;()?—X')/o”'n, donde o"',fz(l/n)Z;l(Xi—)-()2. En el

epigrafe 2.3. se consider6 la aproximacion bootstrap a los modelos de regresion.

Para el caso de modelos de regresion lineal, Freedman (1981) aproxima la
distribucién probabilistica del estadistico \/;( ,3.,, —ﬂ) por el procedimiento

bootstrap que se describe en el referido epigrafe, y prueba la consistencia del

método utilizando técnicas similares a las que hemos mostrado para el caso del
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estadistico Z,. Franke & Hirdle (1992) utilizan también el bootstrap en el

contexto de la estimacion de la funcion de densidad espectral para procesos
estacionarios lineales. Utilizando la representacion asintética del periodograma
para procesos lineales, obtienen una version bootstrap de un cierto pivotal y
prueban la consistencia del método de una forma similar al que utiliza Freedman

para los modelos de regresion lineal.

Parece atractivo pensar en la extension de estos procedimientos a disefios
secuenciales. Esto presenta sin embargo enormes dificultades debido a que los
tamafios N son aleatorios. No parece ademds que sea practico evaluar los
procedimientos secuenciales en funcién de sus propiedades asintoticas debido a
que el objetivo de tales procedimientos es generalmente reducir los tamafios
muestrales. En el siguiente capitulo propondremos el uso del bootstrap para
aproximar la distribucion de probabilidad de pivotales ordinarios sobre los que se
puedan determinar intervalos de confianza para los parametros de interés. Alli
expondremos de forma empirica la validez de las aproximaciones mediante

estudios de simulacion.
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3. El bootstrap en disefios secuenciales

3.1. El problema de la inferencia con datos secuenciales

Tal como se mostrd en el primer capitulo, los disefios secuenciales pueden
ser preferibles a los de tamafio fijo en el sentido de que, para unos mismos
requerimientos de significaciéon y potencia, conducen a un tamafio muestral
esperado inferior al que corresponderia a un disefio de tamafio fijo. En algunos
estudios tales como los de control de calidad, el objetivo generalmente consiste
unicamente en aceptar o no un cierto lote de items mediante un contraste de
hipétesis. En los ensayos clinicos sin embargo se requiere generalmente, una vez
completada la recoleccion de datos, hacer inferencias acerca de los parametros de
interés. Los disefios secuenciales pueden resultar problematicos en el sentido de
que estimadores que son insesgados cuando se basan en datos obtenidos a través
de disefios de tamafio fijo, presentan sesgos cuando éstos se han obtenido de modo
secuencial. La normalidad asintdtica de muchos pivotales puede también dejar de
ser valida. Emerson & Fleming (1990) proponen un método de estimacion de la
media de una distribucién normal con varianza conocida basado en datos
obtenidos a través de un disefio de grupos secuenciales. En este capitulo
proponemos el uso del bootstrap para aproximar la distribucién de probabilidad de
los pivotales a través de los cuales puedan obtenerse los intervalos de confianza
para parametros de interés frecuente en ensayos clinicos. Ilustraremos los
procedimientos mediante reglas de parada basadas en los procedimientos de Wang
& Tsiatis, los cuales fueron descritos en la seccion 1.9. La base de cualquier
procedimiento bootstrap es la eleccion de una adecuada distribucion de
remuestreo. En el contexto de un disefio de tamafio fijo, la distribucién empirica
puede ser una eleccion adecuada como vimos en el capitulo anterior.
Lamentablemente, las propiedades de la distribucion empirica no se mantienen
por lo general en el contexto de un disefio secuencial. En la seccién 3.3 se analiza

la distribucion empirica como estimador de la distribucion generadora de los
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

datos. Damos una forma de consistencia en probabilidad, aunque tal resultado no
tiene mucho valor practico, en el sentido de que el objetivo fundamental de los
disefios secuenciales es hacer un contraste sobre el parametro de interés con el
minimo nimero de datos. Damos también otro resultado a través del cual puede
examinarse como la varianza de la regla de parada influye en el sesgo de la
distribucién empirica, lo cual se muestra también mediante simulaciéon de una
regla de parada basada en el procedimiento de Pocock. Utilizaremos el bootstrap
para aproximar la distribucion de probabilidad de varios pivotales a través de los
cuales pueden obtenerse intervalos de confianza para parametros de frecuente
interés en los ensayos clinicos. Hacemos en primer lugar una revisién de un
procedimiento de construccién de intervalos de confianza basado en datos

obtenidos a través de disefios secuenciales.

3.2. Métodos basados en la dualidad test de hipdtesis-intervalo de confianza

Dado que la aproximacion normal dada por el teorema de Anscombe y
Doeblin es muy poco precisa, revisamos en esta seccion los métodos exactos
basados en la dualidad de contrastes de hipdtesis e intervalos de confianza. Este
método requiere la definicién de una relacion de orden para el estadistico (N, T),
donde N representa la etapa de parada y T el test estadistico. El método requiere
conocer la forma de la distribucion F. Emerson & Fleming (1990) consideran el

caso en el que las observaciones X, = N(u,0), para i=1--K, j=L-,m,.

Veremos en primer lugar este procedimiento para disefios de tamafio fijo.

Un intervalo de confianza para un parametro € puede definirse como el
conjunto de todos los valores del pardmetro conjeturados en la hipotesis nula que
no serian rechazados para el valor observado de un adecuado test estadistico T.

Mais concretamente, sea T un test estadistico para el contraste H,:6 = 6,,. Para tal

contraste  determinamos un region de aceptacion Ag , tal que
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P(TGAZ’ ’90)=1—a. A partir del contraste y un valor observado del test

estadistico 7, podemos encontrar una region de confianza I%(T) al nivel 1-o,

definida como I%(T)= {6: TeAdy } En contrastes de tamafio fijo, la regién de
aceptacién se obtiene usualmente como Aj = {r: P(T>46)>a}. Para un ¢

observado y un valor del parémetro 6, P(T>16) es la funcién p-valor p(6)

(probabilidad de observaciones mas extremas bajo la hipdtesis de que el
verdadero valor del parametro es 6). Si esta funcion es no decreciente, una forma

de construir un intervalo de confianza al nivel 1-o es seleccionando valores 8, y

6, tales que p(6,)=0a/2 y p(6y)=1-0/2.

En resumen, en los disefios de tamafio fijo, la informacion relevante de los
datos para un contraste de hipdtesis se resume a menudo en un estadistico
suficiente unidimensional, y el grado de significacion se expresa a través de la
funcidn p-valor. La referencia a resultados mas extremos requiere una relacion de
orden en el conjunto de los nimeros reales. Por el contrario, en los disefios
secuenciales, la informacion de los datos se resume en un estadistico suficiente
bidimensional; a saber: la etapa de parada N y el test estadistico 7. No es ahora
mmmediato hablar de resultados mas extremos. Si tal relacion esta definida, la
construccion de la region de confianza se realizaria de la forma natural definiendo

previamente la region de aceptacion para una hipétesis nula por:
45 ={(nt): P((N,T) 2 (n,1)) > a}. (3.1)
y la correspondiente region de confianza para la observacion (N, T) por:
I%(N,T)={0:(NV,T) e 45} (3.2)
Armitage (1957) propuso una ordenacidn que posteriormente fue

investigada por Jennison & Turnbull (1983) en el contexto de los test de grupos

secuenciales. Describimos seguidamente esta relacion de orden. Para un test de
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grupos secuenciales y para el k-ésimo look representamos por C,, S,(CO) y S,El) las

regiones de continuacion, aceptacion y rechazo, respectivamente. Definimos la
.y . 0) . _

relacion de orden (N, T,) <(N,,T;) si N, <N, y T, ESI(\,l LOoSi Ny=N,y T, <T,,

osi NN>N,yT, e S](\}z) Esta relacion de orden no estd definida para regiones de

continuacion que no sean intervalos como sucede en el test triangular bilateral de
Whitehead & Straton (1983). Emerson & Fleming (1990) propone una familia de
relaciones de orden indexada por un pardmetro g en los siguientes términos:
(M T}) < (M. T) si

5/ (SNm) <1/ (Z¥n) (3.3)

El significado de esta ordenacion parece claro. Para g=1, un resultado es
mas extremo que otro cuando la media de las observaciones es mayor. La eleccion
de valores para g>1 van en la direccion de penalizar el tamafio muestral
acumulado; esto es: un resultado puede tener una media mayor que otro, pero
puede ser menos extremo al basarse en un tamafio muestral mucho mayor. No

obstante, Emerson & Fleming consideran el valor g=1.

3.3. Distribucion empirica en disefios secuenciales

Los algoritmos bootstrap para disefios de tamafio fijo que se presentaron
en el capitulo anterior utilizaban la distribucion empirica como distribucion de
remuestreo, aunque cabia la posibilidad de usar estimadores de nucleo de la
verdadera funcién de distribucién. Sus propiedades quedaron establecidas en el
epigrafe 2.2. En los disefios secuenciales sin embargo, el uso de la funcién de
distribuciéon empirica como distribucion de remuestreo puede ser problemético,
pues ésta previsiblemente podra ser sesgada. Veremos como ocurre esto en el
contexto de los contrastes de Wang & Tsiatis cuando los datos se apartan de la

hipétesis nula. Sin embargo, cuando se aproxima la distribucion de probabilidad
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de ciertos pivotales mediante el bootstrap utilizando la distribucién empirica como
distribucion de remuestreo, los sesgos de ésta pueden ser compensados, de tal
forma que la aproximacion bootstrap sea véalida. Examinamos pues en primer
lugar el comportamiento de la distribucion empirica basada en datos secuenciales

como estimador de la verdadera distribucion de probabilidad.

Sea pues N;X,,---,X, un conjunto de datos secuenciales con regla de

parada Ny generados por una distribucion de probabilidad F(x), y sea:

F,(x)=(YN)DI(X, <x) (3.4)

N
k=1

la correspondiente distribucion de probabilidad empirica. A través del siguiente

teorema (Anscombe (1952) y Doeblin (1938)) probaremos que F (x) es un

estimador consistente para la funcién de distribucion de probabilidad F (x).

Teorema 3.1. Sea X, X,, - variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media g, varianza 0° >0 y S, =Z:=1X , - Supongamos que

N, ,c=0 esuna sucesion de variables aleatorias entero valoradas y tales que para

P
alguna sucesion de constantes n, — <o, N, /n,—1. Entonces, para ¢ — oo

P{N;"*($y, - N u) <t} > ®(1/0) (3.5)

[4

siendo @ la funcidn de distribucion normal estandar. [ ]

Siegmund (1985, pg 23), sefiala que ésta es una aproximacion deficiente.
Por otro lado, los procedimientos secuenciales tienen como finalidad
generalmente minimizar el tamafio muestral, por lo que puede resultar paradojico

el uso de resultados asintoticos.
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Corolario 3.2. En las mismas condiciones del teorema anterior, para cualquier x, y

c—>oo

P{N" (B (x)-F(x)) <1} > @(1/o(x)) (3.6)

siendo o(x)= {F(x)(l—F(x))}l/2 .
De este corolario se sigue inmediatamente este otro.

Corolario 3.3. En las mismas condiciones del teorema 3.1, para cualquier x y para

¢~ oo, F, (x) = F(x) en probabilidad.

El siguiente resultado basado en la identidad de Wald permite analizar el

sesgo de £, (x), en el caso de pequefios valores de var (N).

Proposicion 3.4. Para un disefio secuencial con regla de parada N, tal que
P(N>0)=1y var(N)<eo.Entonces, para algin C >0

var(N)"
E[N]

[ £ (x)]-F(x)|=c

(3.7)

Demostracion

N

Sea Ay (x)=Y_I(X,<x)yv=E[N], entonces:

PREACIEACIANE)

v-N/v 1% E\v

It

siendo & una variable aleatoria tal que ]§—IIS , casi seguramente. De

o
v

acuerdo con la desigualdad de Wald,
E[4y(x)/v]=F(x).
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De esta forma:

Ahora bien,

1

42

Sea ahora:

A e

Dado que P{N>0)=1, existe entonces B tal que P(N/v>B)=1. Se

sigue entonces que P(& > B)=1. Finalmente:

(SIC

lo que completa la demostracion.

Obviamente, si el disefio es de tamafio fijo, var(N) =0 y de aqui se sigue

var(N)

).

que la distribucion empirica es un estimador centrado para F(x).
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

En los disefios del tipo de Wang & Tsiatis y bajo la hipétesis nula del
contraste, la probabilidad de que se alcance el tamafio muestral maximo es
aproximadamente 1-¢, siendo « la significacion del test dado que en estos
contrastes la hipdtesis nula no es aceptada en inspecciones intermedias. Es

también obvio que la probabilidad de rechazar H, en las primeras inspecciones

sea muy pequefia, sobre todo en el contraste de O’Brien & Fleming.

Para ilustrar estas ideas, considérese la distribucion N(g,0=15) y la
hipétesis nula H, : 4 =85. Bajo H,, esto es, siendo el valor real del parametro
1 =85, se ha aplicado el procedimiento de Pocock 30.000 veces, con un niimero
maximo de looks K=8 y el tamafio de cada look m=20. Hemos aproximado
E[ﬁ‘N (t)] , promediando las ordenadas de las correspondientes distribuciones
empiricas. La figura 3.1.a muestra la funcion de distribuciéon de probabilidad real
®((r—85)/15) y la aproximaciéon E [I:“N (t)] No es posible en el grafico
diferenciar ambas funciones, lo que confirma la practica insesgadez del estimador.
Sin embargo, cuando bajo la misma hipdtesis nula H,:u =85, el valor real del

parametro es x4 =90, la distribucién empirica tiende a sobrestimar la distribucién

real como puede verse en el grafico 3.1.b. Las figuras 3.1.c y 3.1.d realizan los
mismos analisis pero con la distribuciéon exponencial. En la figura 3.1.c se

representan simultaneamente la funcién de distribucion exponencial de media
u=5 (F(1)=1-exp(-t/5)) y E[I:“N (t)] donde los datos se obtuvieron
repitiendo 30.000 veces el mismo procedimiento de Pocock (K=8 y m=20) bajo la
hipotesis nula H,:u=5. Puede observarse nuevamente que la distribucion

empirica es practicamente un estimador centrado la funcién de distribucion de

probabilidad. Sin embargo, manteniendo la misma hipétesis nula H,: =3 pero

siendo el valor real de la media u =7, puede observarse en 3.1.d el sesgo de la

distribuciéon empirica.
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A * Empirical

0,0 * Real

30 50 70 90 110 130

Figura 3.1.a. Distribucion N(85;15) y la esperanza de la empirica bajo la hipétesis nula en un
procedimiento de Pocock.

- Empirical

® Real

40 60 80 100 120 140

Figura 3.1.b. Distribucion N(90;15) y la esperanza de la empirica bajo una alternativa en un
procedimiento de Pocock.
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1,0

11  Empirical

0,0 * Real

T T T T

0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.1.c. Distribucion exponencial de parametro 5 y la esperanza de su empirica bajo la
hipdtesis nula en un procedimiento de Pocock.

Empirical

Real

0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.1.d. Distribucion exponencial de parametro 5 y la esperanza de su empirica bajo una
alternativa en un procedimiento de Pocock.
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Teorema 3.5. Sea {X,:neN} una sucesion de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas, tales que E[X,]=x y var(X;)=0>.

Sea N una variable aleatoria con valores en Z tal que {N=n} es un suceso

determinado por Xj,---,X, y es independiente de X, ,X,,,,"-- para todo
N 2
n=1,2,..., y supongamos que E[N] <ooy EI:(Z|Xk —,u|] jl < oo, Entonces,
k=l
E[(Sy-Nu)'|=oE[N] (3.8)

siendo S, = Z:=l X, . [ |

Demostracion.

k-1
{N2k} = J{N=/} es independiente de X,,X,,, . Por tanto, las

J=1

variables X, y I(N 2 k) son independientes. Sea ¥, = X, — u . Entonces:

sl{zin) |- e[z r]e o2, E., 1x]

=E[N].E[Ykz]+E|:ZYijI(NZmax(j,k)):|

Jk

Veamos que el altimo término es nulo. En efecto

e

=1

E[;gm(N>max (J.k )} 22 E[YYI(N2k)]

k=2

~.
I
—_

=22E[Yk1(N2k)-k_]Yj} 2ZE|:YI (See = (k=D)- 1) ]

J=1 k=2

= 23 {E[NI(N2 k)5, ]~ (k=1)- - E[ %1 (N 2 )]}

Obsérvese que (N 2 k) esté determinada por X,,---,X,_,, por lo que:
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E[%I(N2k)S,,|=E[I(N2k)S,_ E[Y,|X,.-. X, ]]=0
Ademas, por ser ¥, independiente de /(k > N)

E[YI(N2k)]=0 'y E[X|s.,]=E[x]=0

Por tanto, EI:Z YJ.Y,(I(N > max(j,k))} =0

JEk
Lo cual completa la demostracion.

Corolario 3.6. En las mismas condiciones del teorema 3.5 y siendo ademas

var(N) <o, se tiene:

var(Sy) = 6’ E[N]+ i’ var(N) + 2uE[ (S, - Nu)(N-E[N])] (3.9

3.4. Aproximacion bootstrap con datos secuenciales para la media de una

distribucion

En esta seccion consideraremos el problema de estimar un intervalo de
confianza para la media de una distribucién de probabilidad basado en datos
obtenidos a través de un disefio secuencial. Para la construccion del intervalo
utilizamos el método de los pivotales y proponemos un procedimiento bootstrap
para aproximar la distribucién probabilistica del pivotal correspondiente.
Examinamos la validez del procedimiento y realizamos un estudio de simulacion,
en el cual comparamos el método bootstrap propuesto con el de Emerson &

Fleming descrito en 3.2.
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3.4.1. Aproximacion bootstrap

Consideremos el pardametro 4 =[x-F(dx) correspondiente a una

distribucién F, con varianza o =J'(x—,u)2 F(dx) y sea N;X,---,X, un
conjunto de datos obtenidos de F a través de un disefio secuencial siendo N la
regla de parada. En orden a obtener un intervalo de confianza para y definimos el

pivotal:

(3.10)

donde Sy =Y X,, X=Sy/N y &%=U/NZL(X, —-X)Z . Para grandes
valores de N y siempre y cuando éste sea fijo, la distribucion de 7, puede
aproximarse por la t de Student o la normal. De acuerdo con las consideraciones
de la seccién 2.4, las aproximaciones bootstrap serian mejores que la normal. En
cualquier caso, no cabe esperar grandes valores de N si los datos proceden de un
ensayo clinico secuencial. Ademas, la naturaleza aleatoria de N conduce a falta de

normalidad en 7.

La figura 3.2. muestra la funcion de densidad del pivotal para el caso en el
que los datos se hayan extraido de la N(90;15) utilizando el procedimiento de
Pocock para contrastar H, : # = 85. Una simple observacion de la gréafica, la tabla
de percentiles que se muestra a continuacion y el contraste de normalidad de

Kolmogorov-Smirnov (p=0.001) conduce a descartar similitudes con las

distribuciones t o normal.

P5

P10

P25

P50

P75

P90

P95

-1.4283

-1.0192

-.03983

0.3107

0.9771

1.5534

1.9119
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0,0

f(T)

-6

H
N
o
N
E-N
o

T

Figura 3.2. Densidad del pivotal 7}, obtenida por estimacién de nicleo.

Proponemos un método de aproximacion bootstrap para la distribuciéon de

probabilidad de 7). Dada la aleatoriedad de N, no son validos los métodos

clasicos de evaluacion de la aproximacion bootstrap. En el epigrafe 3.4.2 haremos

una valoracién del método basada en una descomposicion del pivotal 7, .

El algoritmo propuesto es el siguiente:

Paso 1. De X,X,,---,X), definir la distribucién de remuestreo. Una posible
distribucién es la empirica £}, (x).
Paso 2. Utilizando la misma regla de parada que dio lugar a la muestra

X, X,5,--, Xy, obtener de la distribuciéon de remuestreo B muestras bootstrap

* * * *
N X Xy X

Paso 3. Obtener B valores del pivotal bootstrap definido por:

S'.~N"-Sy/N
* - N N
T, = (3.11)

& AN
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Los B valores bootstrap proporcionaran una aproximacion a la distribucion

de probabilidad de 7.

De acuerdo con la identidad de Wald, E[S, ]=E[N]-u. Por tanto, la
esperanza del numerador del pivotal 7, es cero. Si se utiliza como distribucion de
remuestreo la funcién de distribucion empirica, E, [X ,.*] =S, /N. De esta forma,

utilizando nuevamente la identidad de Wald y teniendo en cuenta que

E. [X:] =S, /N, se obtiene:

E[S,|=E[NT]-S,/N (3.12)

Como se indic6 en la seccion 3.3, la regla de parada puede conducir a una
estimacion sesgada de la media de la distribucion, g, pero simultineamente

produce el mismo tipo de sesgo en la distribuciéon empirica. En realidad,
A, = J. x[:’N (dx) =Sy /N . Este sesgo influye directamente en el estadistico S;,,.

En la figura 3.1.b se observa que la distribucion empirica sobrestima la

distribucion real. Esto obviamente conduce a que S, /N sobrestimard a 4 y el
estadistico S;V. tendera a producir valores mayores que S, . Sin embargo, ambas

sobrestimaciones tienden a compensarse. En efecto:
E[Sy-N-u]=E[S;.~N"-S,/N]|=0 (3.13)

ademas, de acuerdo con el teorema 3.5,

var(Sy —N-u)=0’-E[N] (3.14)
y
var, (S, = N"- S, /N)=63-E[N']. (3.15)
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De esta forma, los denominadores de ambos pivotales estiman en el mismo
modo la desviacidn estandar de los numeradores. En el siguiente epigrafe haremos

una valoracion mas detallada de la aproximacién bootstrap.

3.4.2. Evaluacion de la aproximacion bootstrap

Mostramos ahora una evaluacién empirica de como la distribucion del

pivotal T;;‘ aproxima la de 7), . Sustituyendo &, por oy mediante una elemental

aplicacion del teorema del valor medio tenemos:

_Sy=Nu 1
" o JE[N] 20E[N]

77 (Sy = Nu)(N-E[N]) (3.16)

Nétese que el segundo término es de orden E[N ]_3/2 mientras que el del

primero es E[N]™*. Obviamente se tiene:

Sy—Nu
E| —=—=|=0 3.17
[a,/E[N]] G179
y
var| Sx=N& 4 (3.18)
o\ E[N]

La aproximacién analoga del pivotal bootstrap es:

*

o Se Sy 1

"G BN 26,E[N]

2 '(S;/‘_SN)(N‘_E;I:N*]) (3.19)

lo que implica también:
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E. [(S;,. -5) /[N ] |=0 (3.20)

var, | ——L_ |=1 (3.21)

Por tanto, la falta de centralidad en el cero de ambos pivotales es atribuible
a los segundos términos, mas concretamente a la covarianza entre S, —Nu y N.
El mismo razonamiento cabe para el analogo bootstrap. Parece claro en este punto
la importancia de que la regla de parada bootstrap imite la regla de parada

original.

Supdngase ahora que la regla de parada estd determinada por un contraste

unilateral del tipo H,:u=y, frente a H,:u> 4,. Si la hipétesis alternativa es
manifiestamente cierta (g > g, ), cualquier test de la familia de Wang & Tsiatis

(particularmente el de Pocock) parard en pocas etapas. Si por el contrario, la
hipétesis nula se mantiene, previsiblemente el test alcance la inspeccion maxima.

Esto implica una correlacion negativa entre Ny S, — Nu lo cual se mostrara en

un estudio de simulacion posteriormente. Obsérvese que cuando la hipétesis nula
falla, la distribucion empirica tiene manifiestos sesgos tal como se ha mostrado en
los epigrafes anteriores. En el caso que nos ocupa vimos que sobrestimaba la
distribucidn original. Esto supone que si se usa el mismo criterio de parada, los
datos se apartaran atin mas de la hipétesis nula lo que sugiere que la distribucion
de probabilidad del tiempo de parada bootstrap esta desplazada a la izquierda en
relacion con la del tiempo de parada original. Véase por tanto que mantener el
mismo criterio de parada en el contexto bootstrap que en el original no conduce a

que la distribucién del tiempo de parada bootstrap imite a la del tiempo de parada

real. Este hecho es no obstante compensado por una mayor distancia entre S;/. y

N’ u, la cual aparece en la forma de los procedimientos de Wang & Tsiatis. En

definitiva, aunque la distribucién de probabilidad de N* no imite a la de N, la
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

distribucion  de (S, -8, )(N'-E[N']) si imita a la de

N
(Sy=Nu)(N-E[N]), lo cual es la clave de la validez de la aproximacién

bootstrap. Esto se pondra de manifiesto con el estudio de simulacion.

3.4.3. Estudio de simulacion

Consideremos la distribucion N(x,0=15) y la hipétesis nula
H,:=85. Para contrastar esta hipotesis hemos utilizado el procedimiento de

Pocock con numero méaximo de looks K=8 y tamafio por look m=20. El valor
critico C=2.5 proporciona una significacion global para el test de 0.05. El
procedimiento se repitié 30.000 veces, tomando =85 (hipétesis nula cierta). Esto
proporciona una aproximacion a la distribucion de probabilidad del pivotal 7,, . La
densidad se ajust6 mediante estimacion de nucleo. Para obtener su aproximacion
bootstrap se utiliz6 como regla de parada la misma que para los datos originales,
pero muestreando de la distribucion empirica. La figura 3.3.a muestra

simultaneamente las funciones de densidad de probabilidad de ambos pivotales,

las cuales dificilmente pueden ser distinguidas.

El mismo estudio se repitié tomando como valor real del parametro x# =90

y manteniendo como hipétesis nula H,:x=85. Se obtuvieron asimismo las
estimaciones de los pivotales 7, y T;,. cuyas funciones de densidad se

representan conjuntamente en la figura 3.3.b. Las figuras 3.3.c y 3.3.d muestran

las densidades de estos pivotales para el caso H,:u=5 estando los datos

generados por distribuciones exponenciales de parametro 5 y 7 respectivamente.
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B

141
37
2
1

* Bootstrap
0,0 . : Ste. . - * Real
6 -4 2 0 2 4 6

Figura 3.3.a. Distribuciones de probabilidad de T}, y T;* . Datos obtenidos secuencialmente de la

distribuciéon M(85;15) siendo la regla de parada la determinada por el contraste de Pocock con

H,: =85

5

4
,34
2
11

* Bootstrap
0,0 . . ! . ; * Real
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 3.3.b. Distribuciones de probabilidad de 7, y 7’ ; . Datos obtenidos secuencialmente de la

distribuciéon N(90;15) siendo la regla de parada la determinada por el contraste de Pocock con
H,: u=85.
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4
37
21
14
* Bootstrap
0,0 . * d ’ ; . * Real

N 4
H

12 10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 3.3.c. Distribuciones de probabilidad de 7, y T’ }: . Datos obtenidos secuencialmente de la

distribucion exp(5) siendo la regla de parada la determinada por el contraste de Pocock con

Hy:u=5.

5

41
3
2
11

* Bootstrap
0,0 . . . Real
-6 -4 -2 0 2 4

Figura 3.3.d. . Distribuciones de probabilidad de T y T;* . Datos obtenidos secuencialmente de

la distribucion exp(7) siendo la regla de parada la determinada por el contraste de Pocock con

Hy:u=5.
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El bootstrap en disefios secuenciales

De las distribuciones de probabilidad se obtuvieron los percentiles 2.5 y
97.5 con el objetivo de obtener intervalos de confianza al nivel nominal del 95%.

Mediante 10.000 iteraciones de los datos se estimaron las probabilidades de

cobertura para los intervalos obtenidos de 7, y T 1; respectivamente. Con objeto

de comparar el procedimiento bootstrap con el de Emerson & Fleming dado en
3.2, se estimaron las correspondientes probabilidades de cobertura (mediante
10.000 iteraciones) sustituyendo la varianza de la distribucion por la estimada. En
la tabla 3.1. se muestran las probabilidades de cobertura estimada para los cuatro

casos considerados.

Tabla 3.1.
%
Hipotesis % % z:e
wula Distribucion Meétodo que subestima | que contiene o brq tima
la media la media / eesth
a media
Real 2.48% 94.55% 2.97%
N(85;15) | Bootstrap 2.98% 93.77% 3.25%
E&F 3.44% 92.85% 3.71%
Hy: =285
Real 2.711% 94.74% 2.55%
N(90;15) | Bootstrap 3.01% 94.78% 2.21%
E&F 3.77% 93.60% 2.63%
Real 2.47% 95.28% 2.25%
exp(5) Bootstrap 1.31% 94.42% 4.27%
E&F 1.43% 91.19% 7.38%
Hy:u=5
Real 2.42% 94.69% 2.89%
exp(7) Bootstrap 2.78% 94.64% 2.58%
E&F 1.02% 94.26% 4.72%

En relacion con el analisis del pivotal dado en 3.4.2, la tabla 3.2. muestra

la media, desviacion estandar y percentiles notables de los pivotales

(SN—N,u)/(O'\/ﬁ) y el modificado (SN—N,U)/(O' E[N]) Puede verse
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claramente como el modificado estd centrado en el origen. También se observa
que ocurre lo mismo para la aproximacion bootstrap y que los desplazamientos
entre los pivotales reales son del mismo orden que entre los bootstrap. La notable
coincidencia de los pivotales modificados real y bootstrap, los cuales estin
centrados en el origen, quedd probada en 3.4.2. Las desviaciones respecto al
origen estan asociadas con la distribucién de probabilidad conjunta de N y

Sy—Nu. Los graficos 3.4.a y 3.4.b muestran la distribuciéon conjunta de N y

Sy—Nu y de sus equivalentes bootstrap N' y S .—S, . Puede observarse una

coincidencia amplia entre ambas distribuciones.

Tabla 3.2.
Pivotal Media Sd P5 P25 P50 P75 P95
Su= g 0.2850 | 1.0236 | -1.4178 | -0.3761 | 0.3159 | 0.9866 | 1.8932
O'\/ﬁ . . =-1. =V. . . «
Sy=-Nu
o JETNT Z[N] 0.0087 | 1.0298 | -2.0719 | -0.4245 | 0.2970 | 0.6837 | 1.1883
S —Sy
——— | 0.3026 | 1.0369 | -1.3495 | -0.3837 | 0.3192 | 0.9933 | 1.9490
a.N\/N
S =Sy
= | 00237 | 1.0256 | -1.9669 | -0.4326 | 0.2903 | 0.6955 | 1.2359
G.N,/E[N]
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Figura 3.4.a. Distribucién de probabilidad conjuntade Ny S, — Nz . De acuerdo con la forma de
la regla de parada, resulta obvio que cuando el contraste se detiene con pocos looks, las diferencias

entre S, y N/ son mayores.
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Figura 3.4.b. Distribucion de probabilidad conjunta de N ' y S;,. — S, . Se produce el mismo

efectoquecon Ny S, —Nu.
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3.5. Aproximacion bootstrap con datos secuenciales para proporciones

Consideremos dos proporciones 7, y #, y el conjunto de datos

{N Y, 5i=12 j=1,---,N } obtenidos mediante un disefio secuencial con tiempo

de parada N tales que Y, = b(l,n’i) . Tales datos pueden proceder de un contraste
secuencial del tipo de Wang & Tsiatis. El objetivo ahora es obtener un intervalo
de confianza para la diferencia de proporciones 7, — 7, y otro para el logaritmo

del riesgo relativo log(7,/7,) . Para la diferencia de proporciones consideramos

el pivotal habitual:

T, = \/—]\7 A Py A_ T _,. (ﬂl — ﬂ-i) 72 (3.22)
{ﬂl,N (1 TN ) + 7N (1 TN )}

N

siendo 7, =Z Y,.J/N;i=1,2.

Jj=t1
En orden a determinar un pivotal para log(7,/7,), sea p=7,[x,. Sea

por tanto Py = 7, , /%, - De esta forma:

N N
Zj:l ),111 _ log Zj:] stf
Nr, Nr,

log(py/p)=1log (3.23)

Para un disefio de tamafio fijo (N no aleatorio), se tiene:

B[y, (ve)]=1 v va(E ¥, /(Vm))= 1]—;”1 (3.24)
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El bootstrap en diserios secuenciales

Dado que la distribucién le Y, / ( N. ﬂ,) estd concentrada alrededor de la

unidad, podemos considerar la aproximacion:

og(X %, /(Nz)) = T L%, [(Nm)-1 (3.25)

Por tanto, para N fijo, se tiene que:

log(py/p)= N(0:\f(1-m)/(Nz)+(1-7,) /(N ) (3.26)

Este resultado sugiere que para el disefio secuencial consideremos el

pivotal:

A V) (-2 ()

La distribucién empirica correspondiente a cada muestra observada

Y, Y, y,parai=12 es b(l,ﬁ',.’ N), donde previsiblemente 7, , es un estimador
no centrado para z,. A pesar de esto, proponemos un procedimiento bootstrap

para aproximar la distribucion probabilistica de los pivotales 7, y R, .

3.5.1. Aproximacion bootstrap para el pivotal T, .

Paso 1. Para cada i=1,2, considerar como distribucion de remuestreo la
b(L#,y).-
Paso 2. Utilizando la misma regla de parada que se utilizdé con la distribucion

stij o

original, obtener un conjunto de datos bootstrap {N VY i=12;5=1---,N } .
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Paso 3. Del conjunto de datos bootstrap, obtener por el método de Monte Carlo la

distribucién de probabilidad del pivotal:

(3.28)

Un conjunto de B valores de T, proporcionaran la aproximacién buscada.

En orden a justificar la aproximacion propuesta, expresaremos el pivotal

T, en la forma alternativa:

Sy=N-:(m-x,)

AN (1= 2 )+ (1= 2 )}

(3.29)

N

siendo S, =Zj’=1(YL =L J.). De la identidad de Wald se obtiene de forma

inmediata:
E[Sy-N(m-m,)]=0 (3.30)
Analogamente, el pivotal bootstrap puede expresarse por:

T, = =V (=) (3.31)

* * AF A% AR l/2
VN {7: . (1_”1,1\/‘)"'”2,1\/* (l—ﬂm. )}

donde ahora S;v. = ZL(YIL -Y, j). Aplicando, a continuacion, la identidad de

Wald para las distribuciones bootstrap, resulta:

*

E[S, =N (#y—#)]=0
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Podemos obtener también expresiones para la varianza de los

numeradores, aplicando el teorema 3.5. Asi pues,
var(Sy = N(m - m,))={m (1-m7)+ 7, (1~ 7, )} E[N] (3.32)
Obviamente, en el contexto bootstrap se tiene:
var, (S, =N (2, =7, )) ={ 0 (1= 70 )+ 2 (1=, ) ELV] (333)

De esta forma y para ambos pivotales, los denominadores estiman la

desviacion estandar de los numeradores.

Mediante un estudio de simulacion, en el subepigrafe 3.5.4 hacemos una

evaluacion empirica de la aproximacion bootstrap propuesta.

3.3.2. Aproximacion bootstrap para el pivotal R,

Paso 1. Para cada i=1,2, considerar como distribucion de remuestreo la

b(L#,).
Paso 2. Utilizando la misma regla de parada que se utilizé con la distribucion

original, obtener un conjunto de datos bootstrap {N " Y:j ;i=1,2,7=1,--, N} )
Paso 3. Del conjunto de datos bootstrap, obtener por el método de Monte Carlo la

distribucion de probabilidad del pivotal:

. log p.. ~log p
R.= €O ~ 08 Px (3.34)

! \/( 1=, ) (N7, )+ (12, ) (V2,,)
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

Un conjunto de B valores de R), proporcionaran la aproximacién buscada.

3.5.3. Evaluacion del procedimiento bootstrap para el riesgo relativo

Justificamos en este subepigrafe la aproximacion bootstrap propuesta para

el pivotal del riesgo relativo. Sea nuevamente:

N N
Zj:l K,] _ log Zj:] YzaJ
Nr, Nr,

log(py/p)=log (3.35)

Segtin se vio anteriormente, dado que la distribucién de Zj;l Y, / (N7,)

esta concentrada alrededor de la unidad, consideramos la aproximacion:

og(X ¥, /(Nz)) = XY, [(Vm) -1 (3.36)

Ello significa que:

log(py/p) =X 1, [(Nm)-2 "1, , [(Nm,) (3.37)

Por tanto:

~ IOgﬁN _logp — Zl—l /ﬂ.I J=1 21/ & (338)

RN~\/(T—zrl)/(Nirl)+(1—fr2)/(N7£2) aJ—

siendo o = \/(l—ﬂl)/ﬂ'l +(1-1,)/x, . De esta forma;:

- Zj’/:lYl,j/”l —leYz,j/ﬂz _ 1 Zj—l:] Yl,j/”l _Zj}:l YZ,j/ﬂ'Z
oy E[N]JN/E[N] JN/E[N] o\ E[N]
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R, = ZjI:lYlJ/”‘ —ZjileJ/”z _ 1 : Z;YLJ _ZJJ\‘/=1Y2J (N—E[N])
0'\/E[N] ZG(W) @ 7T

Mediante la identidad de Wald, es inmediato probar que el primer término
de la descomposicion anterior tiene media cero. Asimismo, de acuerdo con el

teorema 3.5, la varianza correspondiente es uno. El segundo término es de orden
. . ., 1/2 o ~ . . .
inferior en relacién con E[N ]/ . Para disefios de tamafio fijo el término

correspondiente seria nulo. Con disefios secuenciales, este término contribuye a

desviar el centro de gravedad de R, . La version bootstrap obviamente tiene la

forma:

}%\/,..

&NJE[N ] 25'1\/( \/Emr Ty

Un analisis comparativo de las descomposiciones obtenidas para R, y
R;, justifica la validez de la aproximacion en los mismos términos que el

realizado en la seccién 3.5.

3.5.4. Estudio de simulacién

Para 7, = 7,=0.7 se ha realizado un estudio de simulacion tomando K=8

(nimero maximo de inspecciones) y m=20 (20 observaciones por grupo e
inspeccion). La regla de parada es la proporcionada por el procedimiento de

Pocock para contrastar H, :x, =x,. El valor critico C=2.45 proporciona una
significacion de 0.05. Para los datos obtenidos hemos determinado la distribucion

de los pivotales T, y R, y sus aproximaciones bootstrap 7. y R.., las cuales se

muestran en la figura 3.5.a y 3.5.b. El mismo estudio de simulacion se ha repetido
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Estimacion bootstrap con datos secuenciales

pero con 7, =0.7, 7, =0.8 y la hipdtesis nula H, : 7, = x,. Los resultados para
los pivotales 7, y T;;* se muestran en la figura 3.5.c, mientras que para los

pivotales R, y R.. aparecen en 3.5.d.

\

0,0 . y . . Real
-6 -4 -2 0 2 4 6

Bootstrap

Figura 3.5.a. Densidades de probabilidad para T}, y T];* . Los datos estan generados por el

procedimiento de Pocock bajo H,.

.50

,45 1
,40 1
.35
,30 1
,25 1
,20 1
15 4
10 1

,05 1 Bootstrap

0,00 d i : : , : * Real

Figura 3.5.b. Densidades de probabilidad para R, y R;f, . Los datos estan generados por el

procedimiento de Pocock bajo H,; .

88

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006

los autores. Digitali:

© Del



El bootstrap en diserios secuenciales

4
31
121
11
Bootstrap
0,0 : . . . . * Real
-6 -4 -2 2 4 6

Figura 3.5.c. . Densidades de probabilidad para 7, T'.. Los datos estdn generados por el
p p N Y 1y

procedimiento de Pocock para 7, =0.7 y 7, =0.8.

40
354
,301
251
,204
154

,10

Bootstrap

0,00 y * Real
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

,054

Figura 3.5.d. Densidades de probabilidad para R, y R;]‘. Los datos estan generados por el

procedimiento de Pocock para 77, =0.7 y 7, =0.8.
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4. Aplicaciones a tres estudios biomédicos

Presentamos ahora tres estudios biomédicos a los cuales aplicaremos los
procedimientos secuenciales desarrollados a lo largo de esta memoria. El primero
es un ensayo clinico cuyo objetivo fue evaluar la eficacia de un cierto catéter en la
reducciéon de la tasa de colonizacién y bacteriemia en pacientes ingresados en
unidades de cuidados intensivos. El segundo estudio tenia como objetivo
establecer el valor prondstico del grupo de genes HLA para la enfermedad
diabética. En el 1ltimo se analizan determinaciones basadas en ultrasonidos
(QUS) como marcadores de la enfermedad osteopordtica. Todos los estudios se
desarrollaron originalmente de acuerdo con disefios de tamafio fijo. De sus
correspondientes bases de datos se realizaron submuestreos secuenciales
utilizando los procedimientos de Wang & Tsiatis descritos en el primer capitulo.
Considerados en su disefio original y para sus correspondientes variables
principales de valoracion, en todos se habia obtenido significacion estadistica, por
lo que cabia esperar que los tiempos de parada correspondientes a los
submuestreos secuenciales se alcanzaran antes de agotar los datos disponibles.
Esta conjetura se baso en el hecho de que para las diferencias observadas en los
estudios originales, nivel de significacion del 5% y potencia del 95%, los tamafios
muestrales requeridos para los disefios de tamafio fijo eran menores a los
disponibles en las bases de datos. De las consideraciones expuestas en el primer
capitulo, los tamafios esperados para los disefios secuenciales serian a su vez
inferiores a los requeridos para los disefios de tamafio fijo. En todos los tres
estudios se alcanzé finalmente el tiempo de parada antes de agotar los datos
disponibles. Para el submuestreo secuencial los datos se mantuvieron en el mismo
orden que aparecian en las correspondientes bases de datos. Para los parametros
de interés, se obtuvieron los intervalos de confianza utilizando los procedimientos

bootstrap propuestos en el tercer capitulo de esta memoria.
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4.1. Estudio 1: Evaluacion de la efectividad del recubrimiento de catéteres

con antibidticos.

A los pacientes ingresados en las unidades de cuidados intensivos (UCI) se
les inserta habitualmente un catéter a través del cual reciben los tratamientos
prescritos. Estos catéteres son frecuentemente colonizados por agentes
microbianos los cuales pueden pasar a la sangre produciendo una sepsis en el
paciente. Con el fin de evitar esta colonizacion, se ha disefiado un catéter que
permite su recubrimiento con antibidticos. Para evaluar su eficacia se han
desarrollado diversos ensayos clinicos en los cuales se analiza fundamentalmente
si se logra una disminucion en las colonizaciones de los catéteres y de ahi, de
bacteriemias en los pacientes. Sobre uno de estos ensayos hemos aplicado los

procedimientos secuenciales desarrollados en esta memoria.

En el estudio considerado participaron nueve hospitales espafioles y se
disefi¢ originalmente como un ensayo clinico de tamafio fijo con dos grupos
paralelos, donde un total de 284 pacientes ingresados en las Unidades de
Cuidados Intensivos (UCI) fueron aleatorizados a recibir un catéter impregnado
en antibidtico o un catéter control. Resultaron evaluables finalmente 139 pacientes
en el grupo con catéter impregnado y 145 en el control. Como veremos
posteriormente, la tasa de catéteres colonizados en el grupo impregnado se redujo
aproximadamente a la mitad en relacién a la del grupo control. Sin embargo, no
hubo diferencias significativas entre las tasas de bacteriemias de ambos grupos.
La siguiente tabla resume el perfil de los pacientes incluidos en el estudio por

grupo experimental en el momento de la aleatorizacion.
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Tabla 4.1. Caracteristicas de los pacientes y catéteres

impregnado Control p-valor
(n=139) (n=145)
Edad media 61+16 591+ 18 4
Sexo, Hombre/Mujer 93 /46 91/54 5
Media APACHE Il (admision) 167 15+ 6 5
Pacientes 9
Médicos 87 89
Quirdrgicos 35 37
Traumatolégicos 17 19
Localizacién del catéter 8
Vena subclavia 63 (45%) 64 (44%)
Vena yugular interna 76 (55%) 81 (56%)
Duracion de la cateterizacién
(media en dias) 105 1115 .5

De esta tabla se concluye que ambos grupos experimentales son
perfectamente comparables. Esto permite atribuir las diferencias que surjan entre
los parametros de evaluacién a los tratamientos recibidos y no a eventuales
factores de confusion. La tabla 4.2 muestra las tasas de colonizacion de catéteres y
las de bacteriemia en pacientes por grupo de tratamiento. Puede observarse una
evidente reduccion de la colonizacién en el grupo experimental frente al control.

Sin embargo, la reduccion en las tasas de bacteriemias no resulto ser significativa.

Tabla 4.2. Tasas de colonizacion y bacteriemia

Impregnado  Control Riesgo Relativo

(n=137) (n=145) (1IC 95%)
Catéteres colonizados 28 (20,4%) 60(41,4%) 0.49 (0.34-0.72)
Bacteriemia 5(3,6%) 8 (5,5%) 0.66 (0.22-1.97)

Si partiendo de los datos de este estudio admitimos que la tasa de catéteres

colonizados en el grupo impregnado es del 20% y en el control del 40%, con 130
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pacientes por brazo experimental, el test de la ji-cuadrado a un nivel de
significacion del 5% proporciona una potencia del 95% para la diferencia
observada. De acuerdo con las consideraciones expuestas en el primer capitulo de
esta memoria, parece razonable pensar que bajo estos supuestos, cualquier test
secuencial alcance con una alta probabilidad el tamafio de parada antes de agotar

los datos de la base original.

Representamos por 7z, la proporcidon de catéteres en los que se produce
colonizacién en el grupo experimental (catéteres recubiertos con antibidtico) y 7,
a la del grupo control. La regla de parada se basa en el procedimiento de Pocock
descrito en el primer capitulo de esta memoria aplicado al contraste de hipotesis
H,.rm,=n. frente a H,: 7, # n.. El procedimiento secuencial de Pocock exige
fijar a priori el nimero maximo de inspecciones K, el tamafio muestral por
inspeccion m y el nivel de significacién o para realizar el contraste. El valor de m
depende de la potencia 1— £ con la que se quiera detectar la diferencia minima
que sea considerada relevante. En el epigrafe 1.9 de esta memoria se explicé como
podian obtenerse numéricamente estas cantidades. De la base de datos del estudio
original se ha realizado el submuestreo secuencial fijando un niimero maximo de
inspecciones K=7 con un tamafio de 20 casos por grupo en cada inspeccion, lo que
daria lugar a un tamafio maximo de muestra de 140 casos por grupo, nimero que
coincide aproximadamente con los datos disponibles. Este disefio permitiria
detectar, con una potencia 0.9, una diferencia minima entre las proporciones 7, y

7. de 0.22. Para detectar esta diferencia en un disefio de tamafio fijo serian

precisos 112 sujetos en cada grupo.

La aplicacion del método de Pocock a estos datos condujo al rechazo de la
hipdtesis nula en la cuarta inspeccion, con un tamafio de muestra final de N=80
pacientes por brazo de tratamiento. Utilizamos como parametro principal de

valoracién el riesgo relativo definido como p =7, /7x, . Las estimaciones de las
proporciones de interés son: 7z, =0.2125 y 7#.=0.3825 lo que produce una

estimacion del riesgo relativo de p, =0.55. El intervalo de confianza para el
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riesgo relativo puede obtenerse a partir del pivotal correspondiente introducido en
el capitulo 3, resultando [0.3344, 0.8616]. Obsérvese que, debido a que el tamafio
muestral del proceso secuencial es inferior al disefio original de tamafio fijo, el
intervalo de confianza obtenido a partir del procedimiento secuencial es

ligeramente mas largo.

4.2. Estudio 2: Evaluacion de los genotipos HLA comeo predictores de la

diabetes

La diabetes tipo 1 estd asociada con los loci HLA, siendo los genes HLA-
DRBI1, DQB1 y DQA1 los principales implicados. Se ha demostrado que
confieren susceptibilidad las moléculas codificadas por ciertos alelos DRBI, asi
como las combinaciones de alelos DQ que codifican una arginina en la posicién
52 de la molécula DQao y cualquier aminoéacido distinto del acido aspartico en la
posicién 57 de la molécula DQ (residuos criticos). Diversos estudios (Vicario JL
et al, Serrano-Rios M et al y Setién Baranda F et a/) han documentado que los
genes del grupo HLA estidn asociados con la diabetes tipo 1 en la poblacion
espafiola. Por otra parte, se ha documentado también una mayor incidencia de
diabetes tipo 1 en la isla de Gran Canaria en comparacién con el resto de la
poblacion espafiola, y una prevalencia mayor de hipertension y nefropatia en esta

poblacion de pacientes.

En orden a establecer en Gran Canaria la asociacion entre los genes HLA y
la enfermedad diabética se disefi6 un estudio de caso-control con disefio de
tamafio fijo. El nimero de participantes fue de 274 personas, de las cuales 114
eran diabéticas y 160 controles. A partir de los genotipos descritos de la HLA, se
consideraron dos grupos de riesgo de enfermedad diabética. La siguiente tabla

muestra las caracteristicas de los participantes en el estudio.
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Tabla 4.3. Caracteristicas de los participantes en el estudio HLA

Diabéticos Controles p-valor
(n=114) (n=160)
Edad media 26,1£135 259+19,8 9
Sexo, Hombre/Mujer 50 /64 71/89 9
Grupo riesgo HLA 62 (54,4%) 17 (10,6%) <.01

Puede observarse que en el grupo de diabéticos, el 54,4% pertenecen al
grupo HLA que hemos definido de riesgo, mientras que en el de controles s6lo un
10,6% pertenecen a este grupo. Para esta diferencia observada, el test ji-cuadrado
con un nivel de significacion del 5% alcanza una potencia del 99% seleccionado
33 pacientes en cada uno de los grupos determinados por la presencia o no de
enfermedad diabética. Es obvio que hay un nimero mas que suficiente de casos en

la base de datos para realizar a partir de esta un muestreo secuencial.

Representamos por 7, y 7. a la proporcién de individuos de riesgo HLA

en los grupos diabético y control respectivamente. El procedimiento secuencial se

basard en el contraste de hipotesis H,:7z, =7z, frente a H, .7, #7.. Para

simular la realizacién del contraste de Pocock en este caso, hemos considerado la
realizacion de 6 inspecciones con un tamafio de 19 casos por grupo en cada
inspeccion, lo que daria lugar a un tamafio maximo de muestra de 114 casos por
grupo, nimero que coincide con el total de diabéticos disponibles en la muestra.
Este disefio permitiria detectar, con una potencia 0.9, una diferencia minima entre

las proporciones 7, y 7. de 0.32. Para detectar esta diferencia en un disefio de

tamafio fijo serian necesarios 92 sujetos en cada grupo.
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La aplicacion del método de Pocock a estos datos condujo al rechazo de la
hipotesis nula en la cuarta inspeccion. En el grafico siguiente podemos observar la

evolucion del estadistico Z, en las sucesivas inspecciones:

Zk
0
1
[+]

La diferencia de proporciones finalmente observada fue 0.316. El intervalo
de confianza al 95% obtenido por el método de Emerson & Fleming resulté ser

[0.02, 0.377], y el intervalo bootstrap [0.158, 0.455].

4.3. Estudio 3. Evaluacion de un marcador basado en ultrasonidos como

predictor de la osteoporosis

La osteoporosis es una patologia consistente en una baja resistencia Osea,
cuya principal complicacién clinica son las fracturas. Se ha estimado que
aproximadamente una tercera parte de mujeres de raza blanca con edad superior a
los 50 afios sufrirdn una fractura lumbar, de cadera o mufieca. La DXA (Dual x-
ray absorptiometry) esta considerada como el método de referencia para la
determinacion de la densidad mineral 6sea de forma precisa y reproductible,
aunque expone a la persona a radiaciones con rayos X. Recientemente se ha

propuesto como medida alternativa los ultrasonidos cuantitativos (QUS) (Gliier C,
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and F.t1.Q.U.C. Group). Estas mediciones, ademas de evitar la exposiciéon a la
radiacion X, pueden realizarse a través de un aparato de facil manejo siendo
ademds muy importante la reduccion de sus costos. El aparato de medida
proporciona dos determinaciones de base llamadas BUA y SOS, a partir de las

cuales se define el marcador Qui-Stifhess (QUI) como:

QU I = 0.41*(BUA+ SOS)-571

En orden a evaluar el valor discriminante de los QUS para la osteoporosis se
disefi6 un estudio de caso control en el que participaron 340 mujeres post-
menopausicas, de las cuales, 149 habian sido diagnosticadas con osteoporosis de
acuerdo con el criterio basado en DXA y 191 eran controles. La siguiente tabla

resume algunas caracteristicas de las mujeres seleccionadas para el estudio.

Tabla 4.4. Caracteristicas de los participantes en el estudio de osteoporosis

Osteoporoéticas Controles p-valor
(n=149) (n=191)
Edad (mediatsd) 655+8,6 60,2+79 <.01
Fumadoras 13 (8,7%) 26 (13,6%) 0.16
IMC (mediatsd) : 26,4 4,0 29,1+ 4,6 <.01
QUI (mediatsd) 64,9+13,3 78,5+ 15,7 <.01

Denominando 4, a la media del QUI en la poblacién con osteoporosis
(casos), y 4. a la media de esta variable en la poblacion sana (controles), nos
interesa decidir entre las hipdtesis H,:u, =y, frente a H:u, # f.. Como

hemos hecho en los casos anteriores, resolvemos este contraste aplicando el
método de Pocock En este caso el estudio de simulacién se ha realizado para
considerando K=4 y K=6 (numero maximo de inspecciones), en orden a evaluar
como dicho nimero podria haber afectado a los resultados. Asimismo, hemos

elegido como nivel de significacion el valor habitual de o =0.05. Para fijar el
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valor de m hemos considerado la deteccién de una diferencia minima relevante

0=p,.—u,=7 6 6~10 con una potencia 1—- = 0.9. De este modo en el caso

6=7, K=7 se podria llegar a utilizar casi toda la muestra disponible (140 casos en
cada grupo). Tras cada simulacion hemos calculado intervalos de confianza al
95% utilizando tanto por el método de Emerson & Fleming, como el método

Bootstrap para disefios secuenciales introducido en el capitulo 3.

El siguiente cuadro resume las caracteristicas de las cuatro simulaciones que
se han realizado. Hemos afiadido también en cada caso el tamafio de muestra

necesario para realizar un contraste equivalente utilizando un disefio de tamafio

fijo:
Tabla 4.5
5 K " Tamaiio muestral maximo Tamario muestral
(disefio secuencial) _(diseiio fijo)
4 34 136
7 7 20 140 13
4 17 68
10 7 10 70 >6

Para el procedimiento de Pocock, el valor ¢, es constante en &, y depende

solo de K y o, ¢, = C(K,&). En nuestras simulaciones resultaron C(7, 0.05) =

2.361y C(4, 0.05) = 2.485.

En todos los casos, la hipdtesis nula resulté rechazada, detectandose una
diferencia significativa en el valor medio de qui-stifness entre el grupo de mujeres
con osteoporosis y el grupo control. Los resultados obtenidos se muestran en la

siguiente tabla:

Tabla 4.6
Etapa de | Tamario muestral | Intervalo de confianza Intervalo de
6| K parada | final alcanzado | (Emerson y Fleming) confianza

(Bootstrap)
7 4 2 68 [-16.51, -2.05] [-17.33, -7.87]
7 2 40 [-18.18, -2.18] [-19.94, -6.13]
10 4 3 51 [-17.30, -1.04] [-20.29, -9.05]
7 4 40 [-16.41, -0.93] [-18.88, -5.02]
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Como puede observarse, si para este estudio se hubiese elegido un disefio
secuencial, en todos los casos el tamafio muestral alcanzado cuando el
procedimiento se detiene es inferior al tamafio muestral requerido por el disefio de
tamafio fijo. La ventaja relativa es mayor para aquellos disefios que requerian a
priori un tamafio de muestra mayor (i.e. en el caso en que se pretende detectar una
diferencia media mas pequefia). Ello se debe a que se ha rechazado la hipétesis
nula ya que, obviamente, en caso de haberse aceptado, el tamafio final alcanzado
en el contraste secuencial hubiese superado al necesario en un disefio de tamafio
fijo. Asimismo observamos que a menor nimero de inspecciones, mayores son los
tamafios finales de muestra requeridos, tal como se habia sefialado en el primer

capitulo.
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