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ANÁLISIS DE BIFURCACIONES

EN MODELOS DE CALIDAD

AMBIENTAL
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4.8. Bifurcaciones de ciclos ĺımite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.9. Diagrama de bifurcaciones completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5. CONCLUSIONES 115

6. REFERENCIAS Y BIBLIOGRAFÍA 117
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3.1. Regulaciones españolas sobre la definición de calidad urbana, expresada en metros

cuadrados por unidad de vivienda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS

1.1. Un enfoque por sistemas dinámicos

El estudio de los puntos singulares, su estabilidad y sus cuencas de atracción forma una

parte importante del análisis de sistemas dinámicos. A pesar de tratarse de propiedades

locales, se observa que en cierto sentido, los puntos singulares “organizan” el flujo global

definido por las ecuaciones del sistema, y dan una idea cualitativa del comportamiento

dinámico que se desea analizar.

En general, el cálculo expĺıcito en forma cerrada es imposible en la práctica, por ejem-

plo, incluso en casos relativamente sencillos como alguno de los modelos planares de

Fernández-Pacheco [FP01] no es un asunto elemental. De ah́ı la necesidad de utilizar

técnicas matemáticas no constructivas, o por el contrario, recurrir a la experimentación

numérica. En esta memoria se estudiarán las propiedades y adecuación de algunos méto-

dos de esta segunda clase.

Continuando con Fernández-Pacheco [FP01] , intentamos calcular sus estados estacionar-

ios de forma anaĺıtica, sin especificar valores numéricos para sus parámetros, pero la no
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linealidad de las ecuaciones hace que en general no se puedan obtener todos los estados

de equilibrio. Entonces se hacen necesarios métodos numéricos para su obtención. Estos

requieren la especificación de valores para los parámetros, y se darán unos valores tomados

“por defecto”, aśı como también se determinarán unos rangos realistas de variación (véase

caṕıtulo 4) de tales parámetros.

Los detalles matemáticos sobre la teoŕıa de sistemas dinámicos se pueden encontrar en

[GH90], [Wig90b], [Wig88] y [Kuz98b].

Los estudios numéricos de esta tesis han supuesto una combinación de los paquetes numéri-

cos sobre bifurcación AUTO ([DCF+97], [DPC+01], [DK86]), LOCBIF ([KKLN93]) y CON-

TENT ([Kuz98a]) para examinar las bifurcaciones, y los paquetes Dstool ([BGMW]) y

CONTENT ([Kuz98a]) para integrar y observar las trayectorias. Ocasionalmente, también

se han usado XPPAUT [Erm01] y CANDYS/QA [Jan95].

El paquete simbólico y numérico Mathematica c©, aśı como los paquetes Maple c© y Maxima1

se han usado para realizar algunos de los cálculos anaĺıticos más complicados, tales como

la determinación de variedades centrales y la obtención auxiliar de la forma normal de

Poincaré con diferentes grados de precisión, o la obtención anaĺıtica de curvas de bifur-

cación.

1.2. Objetivos

Los objetivos propuestos y que nos hemos marcado en esta tesis son:

1. Presentar los conceptos, resultados y métodos fundamentales de la teoŕıa de sistemas

diferenciales no lineales, pertinentes para el estudio de una categoŕıa de problemas

1Maxima es un descendiente del DOE Macsyma, que tuvo sus oŕıgenes a finales de los años sesenta en

el MIT. Para más información ver la página web: http://maxima.sourceforge.net.

2
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Resumen de la tesis

aplicados.

2. Obtener la dinámica total que pueden presentar cada uno de los modelos matemáticos

propuestos en Fernández-Pacheco [FP01] , mediante estudio anaĺıtico, numérico o

una combinación de ambos, culminando aśı los trabajos realizados en [GQP02] y

en [GQPlN04].

1.3. Resumen de la tesis

Esta tesis contiene resultados sobre la conducta dinámica de cinco modelos matemáticos

de complejidad creciente sobre calidad ambiental de asentamientos urbanos. Los modelos

fueron propuestos en Fernández-Pacheco [FP01] y en el presente trabajo se completan los

estudios sobre bifurcaciones que se iniciaron en dicha publicación. A continuación viene

una breve descripción del contenido de los caṕıtulos de la tesis.

Aśı, en el caṕıtulo 2 se relacionan algunos resultados fundamentales de la teoŕıa de sis-

temas dinámicos y se ven algunos métodos de simplificación de estudio de dichos sistemas.

Posteriormente se establece una taxonomı́a de las bifurcaciones conocidas de los sistemas

continuos, se caracterizan las uniparamétricas y por último se introducen los aspectos

numéricos involucrados en el estudio de un sistema, exponiendo brevemente el algoritmo

fundamental que permite construir las gráficas de continuación.

En el siguiente caṕıtulo sobre los modelos (3) se presentan los diferentes modelos y se

estudia la dinámica que presentan los cuatro modelos planares introducidos en Fernández-

Pacheco [FP01] , dando los diagramas de bifurcación donde son necesarios. En la mayoŕıa

de los casos es suficiente el estudio anaĺıtico, que permite precisar el comportamiento que

presentan.

En el caṕıtulo 4 se estudia detalladamente el quinto modelo. En este modelo tridimensional

3
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las variables de estado x, y, z representan la calidad, población y mala calidad respectiva-

mente. Consiste en tres ecuaciones diferenciales acopladas. Para cada uno de los parámetros

del modelo, se establece un rango de valores numéricos “razonables”. Estos rangos refle-

jan la incertidumbre presente en la estimación de los parámetros, y forman la base de

los estudios numéricos. Inicialmente se realiza una aproximación anaĺıtica para intentar

obtener los puntos de equilibrio y sus estabilidades sin especificar los valores numéricos

de los parámetros. Este análisis solo proporciona información limitada sobre el sistema,

de forma que se hace necesaria una aproximación numérica. Simulaciones realizadas del

sistema prueban que a medida que el tiempo aumenta, x,y, y z pueden o bien converger a

un punto de equilibrio, o bien presentar oscilaciones, dependiendo de un cierto parámetro

δ . Esto sugiere la presencia de alguna clase de bifurcación de Hopf en uno de los puntos

de equilibrio, lo cual se confirma por la obtención de los diagramas de bifurcación. Otros

diagramas de igual clase ilustran cómo la región de conducta oscilante (tal como viene

definida por la localización en el espacio de parámetros de la bifurcación de Hopf) persiste

cuando los otros parámetros se hacen variar, junto con δ.

Se obtienen los puntos singulares y se hace un estudio de su estabilidad. A continuación se

estudian las bifurcaciones uniparamétricas y las de ciclos ĺımite resultantes de la bifurcación

de Hopf, para posteriormente obtener el comportamiento del sistema respecto al resto de

parámetros no vistos hasta el momento. Después de estudiar las bifurcaciones biparamétri-

cas se obtiene el diagrama de bifurcaciones completo respecto al plano de parámetros

elegido.

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se relacionan las conclusiones del presente trabajo, referidas

al estudio realizado en los cinco modelos matemáticos planteados como objetivos en el

presente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

ALGUNOS RESULTADOS

ACERCA DE SISTEMAS NO

LINEALES

2.1. INTRODUCCIÓN

Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es lineal si tiene la forma:

ẋ =
dx

dt
=



dx1

dt

dx2

dt

...

dxn

dt


= Ax (2.1.1)

donde x ∈ Rn y A = (aij)n×n es una matriz de tamaño n×n de coeficientes reales constantes

o dependientes de t.

Para el caso autónomo -el más estudiado- en que los elementos de A son constantes, la

5
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solución de un sistema lineal del tipo 2.1.1, considerando la condición inicial x(0) = x0

viene dada por la expresión siguiente, que define el semigrupo de transformaciones de Rn

asociado al sistema dinámico: 1

x(t) = eA t x0 (2.1.2)

donde eA t es una matriz de funciones de tamaño n× n definida por su serie de Taylor:

eAt =
∞∑

k=0

Aktk

k!
, donde t ∈ R (2.1.3)

Se demuestra que esta solución al problema de valores iniciales es única, lo cual es un tema

clásico de los cursos de EDO. Véanse por ejemplo Perko [Per01] o el clásico Coddington-

Levinson [CL55].

Si en lugar de tener en la parte derecha la expresión Ax, se tiene una función general f(x)

en la que intervienen funciones arbitrarias no lineales estamos entonces ante un sistema no

lineal.

2.2. RESULTADOS ANALÍTICOS

2.2.1. Algunos teoremas

Sea el problema de valores iniciales:

ẋ = f(x), x ∈ Rn, x(0) = x0 (2.2.1)

y sea x̄ un punto singular de (2.2.1), esto es, f(x̄) = 0, y queremos caracterizar la conducta

de las soluciones en puntos cercanos al x̄.

1el flujo φt asociado al sistema dinámico viene definido por las propiedades:

φt(φs(x)) = φt+s(x); φ0(x) = x; φ−1
t = φ−t.

6



RESULTADOS ANALÍTICOS

Podemos hacerlo linealizando (2.2.1) en x̄, mediante el sistema lineal:

ξ̇ = Df(x̄)ξ, ξ ∈ Rn, (2.2.2)

donde Df = [∂fi/∂xj] es la matriz jacobiana de la función:

f = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn))T ,

y x = x̄ + ξ, |ξ| � 1.

El siguiente teorema afirma que dado un punto singular de un sistema dinámico, si este

punto singular es hiperbólico2, el comportamiento cualitativo en las proximidades de este

punto es el mismo que el del sistema linealizado (2.2.2).

Teorema 2.2.1 (Hartman-Grobman [Kuz98b]). Si Df(x̄) no tiene autovalores en el

eje imaginario existe un homeomorfismo local de algún entorno U de x̄ en Rn que transfor-

ma órbitas del flujo no lineal φt de (2.2.1) en órbitas del flujo lineal etDf(x̄) de (2.2.2). El

homeomorfismo preserva el sentido de las órbitas y se puede elegir de forma que conserva

la parametrización en el tiempo.

Otro teorema importante en la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias es

el teorema de la variedad estable, que demuestra la existencia de variedades diferenciables

no lineales tangentes a las variedades lineales (asociadas a los vectores propios de la matriz

de Jacobi) del sistema (2.2.2) en un punto singular hiperbólico de (2.2.1). Las dimensiones

respectivas de dichas variedades coinciden con las de las variedades lineales, o sea, con el

número de autovalores con parte real negativa y positiva respectivamente de la matriz de

Jacobi que aparece en (2.2.2).

2un punto singular se denomina hiperbólico si la matriz de Jacobi en este punto no tiene autovalores

con parte real nula.
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Definimos previamente las variedades estable(s) e inestable(u):

W s
loc(x̄) = {x ∈ U/φt(x) → x̄ cuando t →∞, y φt(x) ∈ U, t ≥ 0} (2.2.3)

W u
loc(x̄) = {x ∈ U/φt(x) → x̄ cuando t → −∞, y φt(x) ∈ U, t ≤ 0} (2.2.4)

Teorema 2.2.2 (Teorema de la variedad estable [GH90]). Si Df(x̄) no tiene au-

tovalores en el eje imaginario, existen variedades locales estable e inestable W s
loc y W u

loc

tangentes a las variedades lineales Es
x̄ y Eu

x̄ de Df(x̄) en el punto x̄ y de iguales dimen-

siones que éstas, siendo ambas variedades W s
loc y W u

loc diferenciables de la misma clase Ck

que la función f .

2.2.2. MÉTODOS DE SIMPLIFICACIÓN DE SISTEMAS

En esta sección se verán algunas técnicas necesarias para el análisis de problemas de bifur-

cación. El teorema de la variedad central proporciona un medio para reducir sistemática-

mente la dimensión del espacio de estados proyectando la dinámica sobre una variedad

adecuada llamada “variedad central” y que se corresponde con los autovalores de parte

real nula.

Por otra parte, el cálculo de las formas normales permite simplificar los términos no lineales

presentes en el sistema diferencial, de forma que el nuevo sistema mantiene sólo aquellos

términos que son fundamentales a efectos de determinar la dinámica del sistema.

Supongamos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo (2.2.1) tal que f(0) =

0. Si la linealización de f en el origen no tiene autovalores imaginarios puros, el teorema

de Hartman-Grobman (2.2.1) establece que el número de autovalores con partes reales

positivas y negativas determina la equivalencia topológica del flujo cerca del origen. Sin

embargo, si la parte lineal tiene autovalores en el eje imaginario, el comportamiento del

sistema viene dado por el sistema reducido que se obtiene mediante el cálculo de la variedad

8



RESULTADOS ANALÍTICOS

central en el punto singular estudiado.

2.2.2.1. LA VARIEDAD CENTRAL

La teoŕıa de la variedad central permite reducir la dimensión de un problema de bifurcación

en el entorno de un punto singular, y además se puede probar que es suficiente restringir

el análisis de bifurcación al flujo en la variedad central [Van89].

Consideremos un sistema dinámico no lineal dependiente de varios parámetros:

ż = F(z, µ), z ∈ Rn, µ ∈ Rp, (2.2.5)

donde z es el vector de las variables de estado y µ es el vector de parámetros. Suponemos

que F es una función de clase Cr y (0,0) es un punto singular que satisface F(0,0) =

DF(0,0) = 0. Podemos considerar al parámetro µ como una nueva variable independiente

y convertir el sistema (2.2.5) en otro sin parámetros en dimensión n + p:

µ̇ = 0 (2.2.6)

ż = F(z, µ). (2.2.7)

Las partes lineales de este último sistema se pueden simplificar calculando su forma canónica

de Jordan, y el sistema resultante se puede escribir como un sistema particionado:

ẋ = Jcx + f(x,y) (2.2.8)

ẏ = Jsy + g(x,y), (x,y) ∈ Rc × Rs, (2.2.9)

donde Jc y Js son la formas canónicas de Jordan asociadas a los autovalores con parte real

nula y los autovalores con parte real no nula respectivamente. Las funciones f y g son de

9
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clase Cr y satisfacen f(0, 0) = 0, Df(0, 0) = 0,g(0, 0) = 0, Dg(0, 0) = 0.

Una curva y = h(x), definida para |x| pequeño, se llama variedad invariante local para

el sistema anterior si la solución (x(t),y(t)) que pasa por (0, 0) permanece en la curva

y = h(x) para t pequeño, o sea, vale localmente la representación y = h(x(t)).

La variedad central es un caso particular de variedad invariante local. Su definición es la

siguiente:

Definición 1. La variedad central del sistema (2.2.8),(2.2.9) se define localmente como:

Wc(0) = {(x,y) ∈ Rc × Rs/y = h(x), h(0) = 0, Dh(0) = 0, |x| < δ} (2.2.10)

para δ suficientemente pequeño.

La variedad central es tangente al subespacio vectorial Ec engendrado por los autovectores

asociados a los autovalores con parte real nula. El teorema de existencia es:

Teorema 2.2.3 (Existencia [Car81]). Existe una variedad central de clase Cr del sistema

(2.2.8) y (2.2.9) que denotaremos por Wc(0). El flujo sobre ella viene dado por el sistema

de dimensión c:

ẋ = Jcx + f(x,h(x)) (2.2.11)

El siguiente teorema nos dice que (2.2.11) contiene la información necesaria para determinar

el comportamiento asintótico de las soluciones de (2.2.8) y (2.2.9):

Teorema 2.2.4 (Estabilidad [Car81]). Si la solución nula de (2.2.11) es estable, asintótica-

mente estable, o inestable, también lo será del mismo tipo la solución nula de (2.2.8)

y (2.2.9). Además, supongamos que la solución nula de (2.2.11) es estable. Entonces si
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(x(t),y(t)) es una solución de (2.2.8) y (2.2.9) con valor inicial (x(0),y(0)) suficiente-

mente pequeño, existen una solución u(t) de (2.2.11) y una constante γ > 0 tales que

cuando t →∞ se verifica:

x(t) = u(t) + O(e−γt)

y(t) = h(u(t)) + O(e−γt).

Por tanto, todas las soluciones de (2.2.8) y (2.2.9) tienden a una solución en la variedad

central, de forma exponencial. El sistema original formado por (2.2.8) y (2.2.9) es topológi-

camente equivalente al sistema (2.2.11) en la variedad central, localmente y cerca del punto

singular.

Si sustituimos y = h(x(t)) en (2.2.9) obtenemos:

h′(x)[Jcx + f(x,h(x))] = Jsh(x) + g(x,h(x)) (2.2.12)

La ecuación anterior, junto con h(0) = 0, h′(0) = 0, define el sistema necesario para

obtener la variedad central.

A efectos de calcular la variedad central, sea:

y = h(x) (2.2.13)

Diferenciando respecto al tiempo tenemos:

ẏ = Dh(x)ẋ

sustituyendo las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.9) y teniendo en cuenta (2.2.13) obtenemos:

Dh(x)[Jcx + f(x,h(x))] = Jsh(x) + g(x,h(x))

11
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que podemos reescribir como un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales:

Dh(x)Jcx− Jsh(x) = g(x,h(x))−Dh(x)f(x,h(x)) (2.2.14)

o bien:

N(h(x)) = Dh(x)[Jcx + f(x,h(x))]− Jsh(x)− g(x,h(x)) = 0

Hallando h(x) en la ecuación (2.2.14) podŕıamos teóricamente obtener la variedad central

y el flujo en dicha variedad. Sin embargo, en general no se puede, ya que (2.2.14) es tan

dif́ıcil de resolver como el sistema original.

El siguiente teorema prueba que, en principio, la variedad central puede ser aproximada a

cualquier grado de precisión.

Sea una función φ : Rn → Rm de clase C1 en un entorno del origen, definimos:

N(φ)(x)) = φ′(x)[J
c
x + f(x, φ(x))]− Jsφ(x)− g(x, φ(x)) (2.2.15)

Nótese que por (2.2.12) (Nφ)(x) = 0

Teorema 2.2.5 (Aproximación [Car81]). Sea φ una función que satisface φ(0) =

Dφ(0) = 0 tal que N(φ) = O(|x|q) cuando x → 0 para algún q > 1. Entonces se veri-

fica:

|h(x)− φ(x)| = O(|x|q) (2.2.16)

En la práctica se usa como aproximación φ a la variedad central un polinomio homogéneo

de grado q en las m variables x1, . . . , xm, donde, si lo que se quiere es realizar un análisis

de bifurcación, algunas de las m variables pueden ser parámetros del sistema.

Las demostraciones de los teoremas presentados se pueden encontrar en [Car81], [Sij85],

y en [Van89], que ofrecen resultados sobre la existencia local y global de las variedades
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centrales, aśı como sobre unicidad y diferenciabilidad de este tipo de variedades. En relación

a la diferenciabilidad, el primer ejemplo de un sistema de clase C∞ que no tiene una variedad

central de la misma clase se puede encontrar en [vS79].

Otras referencias útiles o interesantes son [MM78],[Wig90b], [HKW81], y [Kel67].

También, en [FGPF88] se construye un algoritmo para el cálculo simbólico de variedades

centrales partiendo de una idea expuesta en [CH82] para el cálculo de formas normales que

ampĺıa el uso de los corchetes de Lie, ya usados en sistemas hamiltonianos.

2.2.2.2. LA FORMA NORMAL

En esta sección veremos un segundo instrumento que se utiliza para la simplificación de

un problema de bifurcación: la teoŕıa de la forma normal. La idea básica es realizar trans-

formaciones de coordenadas que hagan que la expresión anaĺıtica de una ecuación sea tan

sencilla como sea posible; esta forma simplificada de la ecuación se llama forma normal.

En términos generales, la forma normal de un sistema de ecuaciones diferenciales es el

elemento más simple de una clase de equivalencia de sistemas diferenciales que poseen

el mismo comportamiento cualitativo. Por ejemplo, consideremos la familia de todos los

sistemas lineales descritos por ẋ = Ax, donde A es una matriz real de orden n × n con

autovalores diferentes λ1, λ2, . . . , λn. Como A es diagonalizable, la conducta cualitativa

de la familia estudiada es idéntica a la de ẋ = Λx, donde Λ es la matriz diagonal con

λ1, λ2, . . . , λn en su diagonal. En este caso, decimos que Λx es la forma normal de la clase

de equivalencia de sistemas diferenciales lineales.

Claramente, es mucho más sencillo investigar la conducta cualitativa de esta familia de

sistemas diferenciales trabajando con Λx que con Ax.

Veamos los conceptos y resultados fundamentales de la teoŕıa clásica de las formas nor-

males.

13



RESULTADOS ANALÍTICOS

Sea K un cuerpo conmutativo de caracteŕıstica cero (en la práctica Q o R). Denotamos

con K[[x]] el álgebra de las series formales de potencias en n variables con coeficientes en

el cuerpo K. Consideramos el sistema dinámico (o su campo vectorial asociado)

ẋ =
dx

dt
= F(x) (2.2.17)

donde x = (x1, x2, . . . , xn)t y F(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))t con fj(x) ∈ K[[x]] y F(0) =

0. Entonces podemos escribir F(x) =
∑

k>1 Fk(x), donde Fk(x) es un vector de polinomios

homogéneos de grado k y F1(x) = Ax, siendo A ∈ GL(n, K) la parte lineal del sistema ,

donde GL(n, K) denota el conjunto de las matrices de orden n× n con coeficientes en K.

Sean λ1, . . . , λn los autovalores de A, llamamos λ = (λ1, . . . , λn) y supongamos que A

está en la forma canónica de Jordan con λ1, . . . , λn en la diagonal principal. Sea q =

(q1, . . . , qn) ∈ Nn con:

|q| = q1 + · · ·+ qn > 2.

Definimos ahora xq = xq1

1 · · ·xqn
n . Un monomio aqx

q de fj(x) se llama resonante de orden

|q| si λj = q.λ = q1λ1 + · · ·+ qnλn. Los términos resonantes serán los que queden después

de haber realizado el cambio de variables: si el punto singular fuese hiperbólico se podŕıan

eliminar todos. Para una excelente exposición y justificación, véase [GH90]. El teorema de

la forma normal de Poincaré-Dulac establece lo siguiente:

Teorema 2.2.6 (Poincaré-Dulac). Consideremos un sistema dinámico de la forma

(2.2.17) donde F(x) = Ax + · · · es un vector expresado como serie formal de potencias,3

3no existen términos constantes: F(0) = 0 y se puede escribir F(x) =
∑

k≥1 Fk(x), donde Fk(x) es

un vector de polinomios homogéneos de grado k. Es F1(x) = Ax, siendo A ∈ M(n, n) la parte lineal del

sistema, donde M(k,m) denota el espacio vectorial de las matrices de orden k ×m con coeficientes en K.
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y A está en la forma canónica de Jordan. Entonces (2.2.17) se puede reducir a una forma

normal ẏ = Ay + h(y) por un cambio de variables “próximo a la identidad” de la forma

x = y+ϕ(y), donde ϕ(y) es un vector expresado en serie formal de potencias sin término

constante ni término lineal, y h(y) contiene sólo monomios resonantes.

En la práctica se usa el teorema de Poincaré-Dulac para obtener una forma normal hasta

un cierto orden N :

ẏ = Ay + z(y) +O(‖y‖N+1) (2.2.18)

donde z(y) es un polinomio de grado menor o igual a N sin términos constante ni lineal,

y O(‖y‖N+1) representa términos de orden mayor o igual a N + 1.

Más concretamente, sea

ẋ = F (x) = Ax + F 2(x) + F 3(x) + · · · , x ∈ Kn (2.2.19)

donde F k denota la parte homogénea de grado k de F , F k ∈ Hn
k , el espacio de los polinomios

homogéneos de grado k en n variables con coeficientes en K.

Consideramos inicialmente una transformación lineal

x = ϕ1(y) = Py (2.2.20)

donde P es una matriz inversible con coeficientes en K. Obtenemos entonces un nuevo

sistema con la misma forma: ẏ = P−1APy + · · · . Está claro que podemos elegir una

matriz P tal que A esté en alguna forma canónica (en los métodos clásicos se elige la forma

canónica de Jordan).

Consideramos a continuación una transformación formal(un cambio de coordenadas próxi-

15



RESULTADOS ANALÍTICOS

mo a la identidad)

x = y + ϕ(y) (2.2.21)

donde ϕ(y) no tiene términos constantes ni lineales. Sustituyendo en (2.2.19) obtenemos:

ẏ = (I + ∂yϕ)−1F (y + ϕ(y)) (2.2.22)

donde ∂yϕ denota la matriz de Jacobi de ϕ con respecto a (y1, . . . , yn). Por tanto podemos

escribir el nuevo sistema en la forma:

ẏ = Ay + G(y)

y diremos que este nuevo sistema es equivalente al sistema original (2.2.19) por un cambio

formal de variables próximo a la identidad.

El objetivo es construir una sucesión de cambios de variables como los (2.2.20) y (2.2.21)

tales que el sistema transformado quede en la forma más simple posible. Esta simplificación

se obtendrá, hasta un cierto orden, mediante cambios de coordenadas próximos a la iden-

tidad de la forma x = y + ϕk(y), donde ϕk(y) es un vector de polinomios homogéneos de

grado k > 2. Tenemos entonces:

(I + ∂yϕ
k(y))−1 = I − ∂yϕ

k(y) +O(‖y‖2k−2)

donde O(‖y‖m) denota términos de orden mayor o igual que m. Sustituyendo en (2.2.22)

obtenemos:

ẏ = Ay + · · ·+ F k−1(y) + {F k(y)− [∂yϕ
k(y)Ay − Aϕk(y)]}+O(‖y‖k+1) (2.2.23)
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Tenemos entonces la ecuación:

F k(y)− [∂yϕ
k(y)Ay − Aϕk(y)] = Gk(y) (2.2.24)

que se llama ecuación homológica de orden k. A efectos de obtener una Gk que contenga el

menor número de monomios posible debemos elegir una ϕk(y) conveniente. Introducimos

para cada k > 2 un operador lineal Lk
A : Hn

k → Hn
k definido por:

(Lk
Aϕk)(y) = ∂yϕ

k(y)Ay − Aϕk(y), ϕk ∈ Hn
k .

y entonces (2.2.23) se puede expresar como:

ẏ = Ay + · · ·+ F k−1(y) + [F k(y)− Lk
Aϕk(y)] +O(‖y‖k+1)

y si llamamos Rk al subespacio vectorial imagen de Hn
k mediante Lk

A en Hn
k , y Sk a un

subespacio suplementario de Rk en Hn
k , tenemos:

Hn
k = Rk ⊕ Sk. (2.2.25)

La idea fundamental de la teoŕıa clásica de las formas normales está en el siguiente teorema

debido a Takens, que es una mejora del teorema de Poincaré-Dulac.

Teorema 2.2.7 (Takens). Consideremos un sistema dinámico de la forma (2.2.19) y

supongamos que hemos realizado la descomposición (2.2.25) para k = 2, . . . , N . Entonces

existe una sucesión de cambios de variable próximos a la identidad x = y + ϕk(y) donde

ϕk(y) ∈ Hn
k tal que el sistema dinámico (2.2.19) se transforma en:

ẏ = Ay + G2(y) + . . . + GN(y) +O(‖y‖N+1)

donde Gk ∈ Sk para k = 2, . . . , N .
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El teorema nos garantiza que los términos no lineales que nos quedan después de los

cambios de variable son (y se pueden elegir aśı) elementos (generadores) de los subespacios

vectoriales suplementarios en Hn
k de los subespacios imagen Lk

A(Hn
k ). Como en general la

elección de esos elementos que constituyen base de Sk no es única, la forma normal no

será única.

Para detalles se pueden consultar [GH90], [Wig90b], aśı como [CH82] y [CK89].

La literatura sobre formas normales es vasta y los enfoques de resolución también varia-

dos. A modo de śıntesis, como referencias generales están [Nay93, GH90, Arn88], [CH82,

CDW90, Wig90b] y [CLW94]. Los excelentes art́ıculos que recogen la evolución del concepto

son [Tak73a, Tak74b, Ush84, CK88, CK89].

Todas estas referencias parten en general de la forma normal de Jordan y utilizan los

corchetes de Lie como motor de resolución. Más recientemente se han publicado trabajos

con otros enfoques, como [Gae99] y sobre todo [CD99], que utiliza la linealización de

Carleman [Car32] y la forma normal de Frobenius [Oze87] como elementos de cálculo.

Trabajos posteriores que continúan esta ĺınea son [CD00b, CD00a, Che01, CWW02].

2.3. TAXONOMIA DE LAS BIFURCACIONES EN

SISTEMAS CONTINUOS

El análisis de la dinámica de las formas normales nos proporciona el comportamiento

cualitativo de los flujos para cada tipo de bifurcación.

En esta sección se verán algunos tipos de bifurcaciones de puntos singulares, y sus formas

normales cuando sea posible. Sólo se verán bifurcaciones de sistemas continuos. El diagrama

que aparece en la figura (2.3) representa las dependencias entre los tipos de bifurcaciones,

18



TAXONOMIA DE LAS BIFURCACIONES EN SISTEMAS CONTINUOS

en el sentido de que es posible detectar un tipo determinado de bifurcación si se “continúa”

alguna de las curvas que aparecen en el nivel inferior k de codimensión. La continuación es

el procedimiento básico que permite construir diagramas de bifurcación, y para su puesta

en marcha es necesario disponer de elementos previamente calculados: por ejemplo, para

obtener una curva de puntos singulares al variar uno de los parámetros se necesita conocer

un valor del parámetro y de las variables de estado para los cuales hay un punto singular. A

medida que se construye la curva por continuación (ver apartado más adelante), se exploran

simultáneamente la existencia de posibles bifurcaciones uniparamétricas, como la del tipo

silla-nodo (si se anula el jacobiano) o de Hopf (si aparecen dos autovalores conjugados

imaginarios puros). Estos cálculos se realizan para cada nuevo punto que se obtiene en

la curva, lo que garantiza que se trata de una bifurcación del punto singular del cual se

partió. Después, partiendo de los posibles valores en los cuales hay bifurcación, se pueden

construir otras curvas (de sillas-nodo, Hopf, o de codimensión superior), etc.

Al estar orientado a la exploración numérica, en el diagrama aparecen algunos tipos de bi-

furcaciones que no son tal, sino casos particulares en que se anulan determinadas funciones

llamadas “test”, que son las que nos informan del valor de sus autovalores (o combinaciones

de ellos) de cada nuevo punto calculado.

La figura aparece en [KKLN93] y también parcialmente en [Khi90].

2.3.1. Bifurcaciones uniparamétricas

Las bifurcaciones más sencillas son las que dependen de un solo parámetro, y son las

siguientes:
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Figura 2.3.1: Grafo de adyacencias de las bifurcaciones de sistemas continuos.
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2.3.1.1. Bifurcación tipo silla-nodo

Es el tipo de bifurcación que se presenta cuando al cruzar el parámetro un determinado

valor aparecen dos nuevos puntos singulares.

Está representada por la ecuación diferencial:

ẋ = µ− x2

y como se ha dicho, representa la desaparición o aparición simultánea de dos nuevos puntos

singulares al cruzar el parámetro un determinado valor(cero, en la forma normal). En el

caso de la ecuación diferencial anterior, no existen puntos singulares si µ < 0, uno si µ = 0

y dos si µ > 0.

Sea un sistema de ecuaciones de la forma:

ẋ = f(x, µ), x ∈ Rn, µ ∈ R (2.3.1)

y f suficientemente diferenciable. Supongamos que en µ = µ0,x = x0, la ecuación (2.3.1)

tiene un punto singular para el cual la matriz de la linealización tiene un autovalor nulo.

Generalmente, este cero es simple, y el teorema de la variedad central nos permite reducir

el estudio de este tipo de bifurcación a otro donde x es unidimensional.

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las que existe la bifurcación.

Teorema 2.3.1 (silla-nodo). Sea ẋ = f(x, µ) un sistema de ecuaciones diferenciales

en Rn que depende de un solo parámetro µ. Supongamos que cuando µ = µ0, existe un

equilibrio en x = x0 que satisface las siguientes condiciones:

(SN1) Dxf(x0, µ0) tiene un autovalor simple nulo, k autovalores con parte real negativa

y (n− k − 1) autovalores con parte real positiva (contando multiplicidades).

(SN2) (∂f/∂µ)(x0, µ0) 6= 0
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(SN3) D2
xf(x0, µ0) 6= 0

Entonces existe una curva de puntos singulares en Rn × R que pasa por (x0, µ0) tangente

al hiperplano Rn × {µ0}. Dependiendo de los signos de las expresiones en (SN2) y (SN3),

no existen equilibrios cerca de (x0, µ0) cuando µ < µ0(µ > µ0) y dos equilibrios cerca

de (x0, µ0) para cada valor del parámetro µ > µ0(µ < µ0). Los dos equilibrios de ẋ =

f(x, µ) cerca de (x0, µ0) son hiperbólicos y tienen variedades estables de dimensiones k y

k + 1 respectivamente. El conjunto de ecuaciones ẋ = f(x, µ) que satisface (SN1)-(SN3)

es abierto y denso en el espacio de clase C∞ de las familias uniparamétricas de campos

vectoriales con un equilibrio en (x0, µ0) y con un autovalor nulo.

La bifurcación de tipo silla-nodo está asociada con el hecho de que uno de los autovalores

“cruza” el valor cero. Existen otras dos bifurcaciones que tienen esta misma caracterización:

son la bifurcación transcŕıtica y la bifurcación tipo tridente. Ambas pueden darse sólo en

condiciones especiales.

2.3.1.2. Bifurcación transcŕıtica

Este tipo de bifurcación sólo se da cuando el sistema tiene un punto singular que existe para

todos los valores del parámetro y que nunca puede ser destrúıdo. Cuando este punto sin-

gular “colisiona” con otro también singular, ambos puntos intercambian sus estabilidades

respectivas, y continúan existiendo ambos despues de la bifurcación.

La ecuación diferencial es en este caso:

ẋ = µx− x2

y representa el cambio de estabilidad del punto singular cuando el parámetro pasa por un

determinado valor.

Verifica las condiciones:
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(T1) Dxf(x0, µ0) tiene un autovalor simple nulo, k autovalores con parte real negativa y

(n− k − 1) autovalores con parte real positiva (contando multiplicidades).

(T2) (∂/∂µ)Dxf(x0, µ0) 6= 0

(T3) D2
xf(x0, µ0) 6= 0

2.3.1.3. Bifurcación tipo tridente

Este tipo de bifurcación sólo existe cuando hay simetŕıa respecto a la variable x, o sea,

sustituyendo x por −x, se obtiene la misma ecuación.

Ahora la ecuación diferencial es:

ẋ = µx± x3

y representa el cambio de estabilidad del punto singular junto con la aparición de dos

nuevos puntos singulares.

Verifica las condiciones:

(P1) Dxf(x0, µ0) tiene un autovalor simple nulo, k autovalores con parte real negativa y

(n− k − 1) autovalores con parte real positiva (contando multiplicidades).

(P2) (∂/∂µ)Dxf(x0, µ0) 6= 0

(P3) (∂3f/∂x3)(x0, µ0) 6= 0

Cuando el término cúbico es −x3, decimos que es una bifurcación tipo tridente supercŕıtica;

mientras que cuando es +x3 decimos que es subcŕıtica.
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2.3.1.4. Bifurcación de Hopf o Poincaré-Andronov-Hopf

Estas bifurcaciones sólo pueden aparecer cuando la dimensión del sistema es al menos dos.

En este tipo de bifurcación4 un punto singular estable cambia su estabilidad y aparece un

ciclo ĺımite estable rodeando el punto singular (caso supercŕıtico). Están en el origen del

desencadenamiento de comportamientos periódicos de los sistemas.

Consideremos un sistema de la forma (2.3.1) y un valor del parámetro µ0 y un punto x0(µ0)

donde Dfµ0 tiene un par (simple) de autovalores imaginarios puros ±iω, y no tiene otros

autovalores con parte real nula.

Teorema 2.3.2. [Hop42] Supongamos que el sistema ẋ = fµ(x),x ∈ Rn, µ ∈ R tiene un

equilibrio (x0, µ0) en el que se satisfacen las siguientes condiciones:

(H1) Dxfµ0(x0) tiene sólo un par de autovalores imaginarios puros, y no tiene otros au-

tovalores con parte real nula.

Entonces existe una curva de equilibrios (x(µ), µ) con x(µ0) = x0. Los autovalores

λ(µ), λ̄(µ) de Dxfµ0(x(µ)) que son imaginarios en µ = µ0 vaŕıan diferenciablemente

con µ. Si además se verifica:

(H2)

d

dµ
(Reλ(µ))|µ=µ0 = d 6= 0, (2.3.2)

entonces existe una variedad central tridimensional que pasa por (x0, µ0) ∈ Rn×R y

un cambio de coordenadas diferenciable (preservando los planos µ =constante) para

4Según Wiggins[Wig03]: Usualmente el resultado se ha conocido con el nombre “teorema de bifurcación

de Hopf”. Sin embargo, Arnold [Arn88] ha insistido en que ejemplos de este tipo se pueden encontrar en

Poincaré(1892). El primer estudio espećıfico y la primera formulación se debió a Andronov(1929), aunque

sus trabajos y los de Poincaré se hicieron para dimensión dos, el teorema debido a Hopf [Hop42] es válido

en n dimensiones, y además se hizo antes de que se conociera el teorema de la variedad central.
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los que el desarrollo de Taylor de orden 3 en la variedad central viene dado por:

ẋ = (dµ + a(x2 + y2))x− (ω + cµ + b(x2 + y2))y (2.3.3)

ẏ = (ω + cµ + b(x2 + y2))x + (dµ + a(x2 + y2))y (2.3.4)

Estas dos ecuaciones se pueden expresar en coordenadas polares como:

ṙ = (dµ + ar2)r (2.3.5)

θ̇ = (ω + cµ + br2) (2.3.6)

y como en la primera ecuación de 2.3.5 no aparece la variable θ, vemos que existen órbitas

periódicas de 2.3.3 que son circunferencias r = constante obtenidas de las soluciones no

nulas de ṙ = 0 en 2.3.5.

2.3.2. Bifurcaciones en dos parámetros

Consideramos ahora un sistema bi-paramétrico:

ẋ = f(x, µ), (2.3.7)

donde x = (x1, x2, . . . , xn)t ∈ Rn, µ = (µ1, µ2)
t ∈ R2, y f una función suficientemente

diferenciable.

Supongamos que en µ = µ0, el sistema (2.3.7) tiene un punto singular en x = x0 para el

que se cumplen las condiciones de existencia de una bifurcación silla-nodo o bien de tipo

Hopf. Entonces, existe una “curva de bifurcación” B en el plano (µ1, µ2) a lo largo de la

cual el sistema tiene un equilibrio del mismo tipo.

Entonces, si los parámetros (µ1, µ2) se hacen variar simultáneamente con la intención de

trazar la curva de bifurcación B, y se observa lo que ocurre con el punto singular no

hiperbólico, puede ocurrir que para algunos valores de los parámetros:
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1. otros autovalores se aproximen al eje imaginario, cambiando de esta forma la dimen-

sión de la variedad central W c,

2. puedan incumplirse algunas de las condiciones genéricas para la existencia de una

bifurcación de codimensión 1.

Sigamos en primer lugar una curva de bifurcación de sillas-nodo. Un punto de esta curva

define un equilibrio con un autovalor simple λ1 = 0 y no hay más autovalores sobre el eje

imaginario. La restricción del sistema (2.3.7) a la variedad central W c tiene la forma:

ξ̇ = aξ2 + O(ξ3) (2.3.8)

en la que el coeficiente a 6= 0 si se trata de una bifurcación silla-nodo no degenerada.

Mientras se calcula la curva, se pueden dar las siguientes singularidades:

1. Otro autovalor real λ2 se aproxima al eje imaginario, y W c se convierte en bi-

dimensional:

λ1,2 = 0

Estas son las condiciones para la bifurcación de Bogdanov-Takens o también doble-

cero. Para que se dé, es necesario que n > 2.

2. Otros dos autovalores complejos λ2,3 se acercan al eje imaginario, y W c se convierte

en tridimensional:

λ1 = 0, λ2,3 = ±iω0

con ω0 > 0. Estas condiciones corresponden a la bifurcación de Gavrilov-Guckenheimer

o también cero-par o silla-nodo-Hopf (fold-Hopf). Para que se produzca, se ha de ver-

ificar que n > 3.
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3. El autovalor λ1 permanece simple y es el único sobre el eje imaginario (dimW c = 1),

pero el coeficiente a de la forma normal en (2.3.8) se anula:

λ1 = 0, a = 0

Estas son las condiciones de una bifurcación tipo cúspide que es posible en sistemas

con n > 1.

Sigamos ahora una curva de bifurcaciones de Hopf del sistema (2.3.7). En un punto

cualquiera de esta curva, el sistema tiene un equilibrio con sólo un par de autovalores

imaginarios puros λ1,2 = ±iωo, ωo > 0, y no hay más autovalores con parte real nula. La

variedad central es por tanto bidimensional y en coordenadas polares (ρ, θ), la restricción

de (2.3.7) a esta variedad se puede expresar como:

ρ̇ = l1ρ
3 + O(ρ4) (2.3.9)

θ̇ = 1 + O(ρ3) (2.3.10)

siendo l1 por definición el primer coeficiente de Lyapunov, 5 no nulo si se trata de una

bifurcación de Hopf no degenerada. Mientras nos movemos por la curva de puntos de

Hopf, nos podemos encontrar con las siguientes posibilidades:

1. Otros dos autovalores complejos conjugados λ3,4 se aproximan al eje imaginario, y

W c se convierte en tetra-dimensional:

λ1,2 = ±iω0, λ3,4 = ±iω1

con ω0,1 > 0. Estas condiciones definen a la bifurcación de tipo doble-Hopf o Hopf-Hopf.

Es posible sólo si n > 4.

5véase Kuznetsov [Kuz98b] por ejemplo; en el cálculo de la forma normal de la bifurcación de Hopf no

todos los autores optan por el mismo enfoque.
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2. El coeficiente l1 se hace cero mientras que λ1,2 = ±iω0 permanece simple, y por tanto,

dim W c = 2:

λ1,2 = ±iω0, l1 = 0.

En este punto, una bifurcación de Hopf subcŕıtica se convierte en supercŕıtica o

viceversa. A esta bifurcación se la llama de Bautin, y a menudo también es conocida

como Hopf generalizada o Hopf degenerada. Es posible si n > 2.

Claramente, la bifurcación de Bogdanov-Takens puede localizarse a lo largo de la curva de

Hopfs, cuando ω0 se aproxima a cero. En este punto, dos autovalores imaginarios puros

coalescen y tenemos un autovalor nulo doble. Análogamente ocurre para la bifurcación de

Gavrilov-Guckenheimer.

Referencias importantes en el estudio de las bifurcaciones son los libros [GH90, Kuz98b,

CH82, CLW94, MM78, HKW81]. Estudios de tipos particulares de bifurcaciones aparecen

en [Bog81a, Bog81b], [Hop42], [Tak74a] y [DRS87].
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2.4. ASPECTOS NUMÉRICOS

Cuando se estudia un sistema dinámico ocurre con mucha frecuencia que se puede hacer

un estudio anaĺıtico sólo parcialmente debido a la no linealidad de las ecuaciones del propio

sistema. O incluso si se pudiera hacer el estudio en su mayor parte, siempre interesará dar

valores concretos a los parámetros y a las condiciones iniciales y ver la forma del diagrama

de fases (y esto lo haremos con algoritmos de integración numérica de ecuaciones difer-

enciales). Después interesará cambiar los valores de parámetros y condiciones iniciales y

detectar cambios en el comportamiento de las soluciones (simulación), y determinar val-

ores precisos de los parámetros que originan esa diversidad de patrones topológicos en su

comportamiento (continuación y bifurcación).

Todos estos aspectos del estudio de un sistema dinámico necesitan de un conjunto de

algoritmos numéricos que realicen la tarea de forma fiable y precisa. Su estudio comenzó en

los años setenta del pasado siglo y hoy se dispone de una familia de algoritmos que resuelven

una parte importante de este tipo de problemas.

La obtención de un punto singular del sistema se puede hacer anaĺıticamente, por simu-

lación, o incluso mediante algoritmos probabiĺısticos. Una vez se tiene un punto singular

nos puede interesar cómo vaŕıa ese punto singular al modificarse los parámetros del sis-

tema. Los algoritmos que nos permiten obtener la curva, su forma y campo de existencia

al variar el parámetro se llaman algoritmos de continuación.

En esta sección veremos someramente los métodos numéricos de continuación que se uti-

lizan para analizar el comportamiento de una solución del sistema dinámico n-dimensional:

x′(t) = f(x(t), µ) (2.4.1)

Dependiendo del contexto, µ denota uno o más parámetros.
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El énfasis de esta sección es en métodos numéricos de continuación, en contraposición

a métodos de simulación. La integración numérica de un sistema dinámico proporciona

bastantes pistas sobre cómo se comporta su solución. Sin embargo, una vez se ha calculado

un determinado tipo de solución,por ejemplo, una solución estacionaria (punto singular)

o una solución periódica (ciclo), se hacen necesarios métodos de continuación para deter-

minar cómo vaŕıa esta solución según el parámetro µ. Además, se pueden usar las mismas

técnicas de continuación cuando las soluciones no son asintóticamente estables. Conocer

las soluciones inestables es a menudo crucial para entender la dinámica global del sistema.

Veremos sólo técnicas básicas de continuación para soluciones estacionarias de familias del

tipo (2.4.1) con un solo parámetro. Existen algoritmos para la detección de bifurcaciones

de codimensión 1, o sea, las de tipo nodo-silla y Andronov-Hopf, aśı como métodos para

la localización de puntos de ramificación. También técnicas de salto entre ramas de solu-

ciones6. Una vez se ha localizado una bifurcación de codimensión 1, ésta puede seguirse en

dos parámetros, µ ∈ R2 en la ecuación (2.4.1).

En muchos casos, la detección de bifurcaciones de codimensión superior requiere el cálculo

de ciertas formas normales para las ecuaciones, éstas restringidas a variedades centrales

en los valores cŕıticos de los parámetros. Existen fórmulas expĺıcitas para los coeficientes

que intervienen en las bifurcaciones de puntos singulares de codimensión 1 y 2. Por último,

hay técnicas sobre cómo comenzar la continuación de bifurcaciones locales y globales de

codimensión 1 a partir de algunas singularidades de equilibrios de codimensión 2.

Una introducción excelente al tema de métodos numéricos para la continuación y bifur-

cación está en el art́ıculo de Keller [Kel77]. Para introducciones de tipo “tutorial”, véanse

[Bey91], [Doe99], [DKK91a], [DKK91b].

6alĺı donde existen puntos de ramificación
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µ

(ẋ0, 1)

x

∆µ

µ0 µ1

x
(0)
1

x0

x1

Figura 2.4.1: Interpretación gráfica de la continuación en un parámetro

2.4.1. Continuación

Consideramos el cálculo de familias uniparamétricas de equilibrios de (2.4.1), o sea, solu-

ciones de:

f(x, µ) = 0 (2.4.2)

A un continuo de soluciones de esta clase se le llama una rama de soluciones. Con µ ∈ R

y X = X(x, µ), la ecuación se puede escribir como:

f(X) = 0

donde f : Rn+1 → Rn. Una solución X0 = (x0, µ0) de f(X) = 0 se llama regular si fx(x0, µ0)

tiene rango máximo, o sea, si rang(fx(x0, µ0)) = n. Se verifica que cerca de una solución

regular no existe sino una única rama de soluciones.
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2.4.1.1. Continuación en el parámetro

Tomamos µ como parámetro de continuación. Supongamos que tenemos una solución x0

de (2.4.2) en µ0, aśı como sus derivadas ẋ0 con respecto al parámetro µ, y que queremos

calcular la solución x1 en µ1 ≡ µ0 + ∆µ (véase la figura (2.4.1) para la interpretación

gráfica). Para encontrar x1, resolvemos f(x1, µ1) = 0 para x1 por el método de Newton:

fx(x
(k)
1 , µ1)∆x

(k)
1 = −f(x

(k)
1 , µ1), x

(k+1)
1 = x

(k)
1 + ∆x

(k)
1 , k = 0, 1, 2, . . .

con x
(0)
1 = x0 +∆µ ẋ0. Si fx(x1, µ1) es no singular y ∆µ suficientemente pequeño, la teoŕıa

del método de Newton garantiza que éste esquema iterativo convergerá. Después de la

convergencia, el nuevo vector derivada ẋ1 se puede obtener resolviendo:

fx(x1, µ1)ẋ1 = −fµ(x1, µ1).

Esta ecuación resulta de diferenciar f(x(µ), µ) = 0 con respecto a µ en µ = µ1. En la

práctica, el cálculo de ẋ1 se realiza con un coste computacional despreciable, ya que se

puede volver a usar la descomposición numérica de la matriz de Jacobi final fx(x1, µ1) que

aparece en el método de Newton.

2.4.1.2. Continuación con pseudo-longitud de arco

Este método, debido a Keller [Kel77], permite la continuación de cualquier solución regular,

incluyendo sillas-nodo y considerado geométricamente, es el método de continuación más

natural. Supongamos que tenemos una solución (x0, µ0) de f(x, µ) = 0, aśı como del vector

de dirección normalizado (ẋ0, µ̇0) de la rama de soluciones en (x0, µ0). El método consiste

en resolver las siguientes ecuaciones para x1 y µ1:
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µ

x

∆s

µ0 µ1

X0

x0

x1
Ẋ0 = (ẋ0, µ̇0)

X1

Figura 2.4.2: Interpretación gráfica del método de Keller [Kel77]

f(x1, µ1) = 0, (x1 − x0)ẋ0 + (µ1 − µ0)µ̇0 −∆s = 0.

El método de Newton aplicado para resolver estas ecuaciones produce:

 (f 1
x)(k) (f 1

µ)(k)

ẋ0 µ̇0


 ∆x

(k)
1

∆µ
(k)
1

 = −

 f(x
(k)
1 , µ

(k)
1 )

(x
(k)
1 − x0)ẋ0 − (µ

(k)
1 − µ0)µ̇0 −∆s

 . (2.4.3)

Establecida la convergencia, el siguiente vector de dirección se puede calcular a partir de:

 f 1
x f 1

µ

ẋ0 µ̇0


 ẋ1

µ̇1

 =

 0

1

 .

Nótese que en la práctica, la matriz jacobiana de la iteración final de Newton se puede volver

a usar para calcular el nuevo vector dirección. Además, la normalización ẋ0ẋ1 + µ̇0µ̇1 = 1

asegura que la orientación de la rama se conserva si ∆s es suficientemente pequeño. El
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nuevo vector de dirección ha de ser reescalado para que sea unitario. En la práctica, el

paso ∆s se actualiza durante el cálculo de la rama de soluciones. En el caso más simple, la

elección del nuevo paso ∆s se basa en la convergencia de la iteración de Newton (2.4.3).

V 1Y 1
Y 0

V 2

v(k+1)y(k)

Y 2

V 0

v(k)

y(k+1)

Figura 2.4.3: Gráfica de continuación del CONTENT

Por último, en la figura 2.4.3 aparece el método predictor-corrector usado en el software

CONTENT [KL97],[Kuz98a] para la continuación. Dado un punto y(k) de la curva de

continuación y el vector tangente normalizado v(k) en este punto, el punto siguiente y(k+1)

y su vector asociado v(k+1) se calculan de la siguiente forma:

En la etapa de predicción se hacen

Y 0 = y(k) + hk v(k), V 0 = v(k)

donde hk es el tamaño de paso actual. Luego se realizan una serie de correcciones Y i, V i

para i = 0, 1, . . . , N , donde N es el número máximo de iteraciones por Newton (fijado de

antemano), lo que supone que en cada etapa de la corrección hay que reevaluar la matriz

de Jacobi del sistema. Para los detalles se pueden consultar los manuales y la ayuda en

ĺınea de CONTENT.

El método de discretización para problemas de contorno en ecuaciones diferenciales ordi-
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narias que más se usa es el de colocación ortogonal con polinomios a trozos, ya que su alta

precisión [dBS73] y sus técnicas adaptativas del mallado de discretización [RC78] lo hacen

particularmente conveniente para problemas que presentan dificultades en su resolución.

Este método se usa en los paquetes de continuación que se han usado en la elaboración de

esta memoria AUTO [DK86], [DCF+97], y CONTENT [KL97].

35



ASPECTOS NUMÉRICOS
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Caṕıtulo 3

UNA CLASE DE MODELOS

MATEMÁTICOS DE LA CALIDAD

AMBIENTAL

3.1. Introducción

La mayor parte de este caṕıtulo es una reelaboración del trabajo de Fernández-Pacheco

[FP01] , donde se establecen varios modelos matemáticos de complejidad creciente sobre la

calidad ambiental urbana. En cada nuevo modelo se introducen aspectos no contemplados

en los modelos anteriores, de forma que se enriquece la dinámica encontrada hasta el

momento.

Se plantean cinco modelos sobre la calidad ambiental, los primeros cuatro de dimensión

dos y el último de dimensión tres. En todos los casos se realiza un escalado de forma que se

reduzca el número de parámetros que aparecen en el modelo y que sea suficiente estudiar

las variables de estado en el intervalo unidad [0, 1].
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Para los primeros cuatro modelos se realiza un estudio completo de la dinámica que pre-

sentan, mientras que el quinto y último modelo sólo se plantea y se dan algunas gráficas,

dejando su estudio para el siguiente caṕıtulo.

3.2. Los diferentes modelos

Estudiaremos la relación entre las ideas de ecosistema, calidad y “mala” calidad como un

instrumento para la comprensión del desarrollo de los asentamientos urbanos. La relación se

presenta como una familia de modelos matemáticos de complejidad creciente, cuyo estudio

constituye la ĺınea conductora de este trabajo.

Desde los años 1920 la llamada escuela de Chicago [Bet98], [Bru97] ha defendido la teoŕıa

de que el desarrollo urbano, su crecimiento y su evolución pueden describirse con los ins-

trumentos de la ecoloǵıa. En este sentido, afirman que las ciudades son casos particulares

de ecosistemas. Más recientemente, a mediados de los años 1990 se desarrolló la ecoloǵıa

urbana [Bet98] como ciencia más o menos independiente (véase también [FPZ+98]) para

el análisis urbano.

Con vistas a clarificar nuestro propósito, comentaremos brevemente la definición de un eco-

sistema. Desde un punto de vista funcional existen cuatro caracteŕısticas principales [Fer98]

de un ecosistema:

1. Tiene una duración espacio-temporal definida.

2. En su interior existen flujos de enerǵıa.

3. El flujo de nutrientes se da dentro del sistema y entre el sistema y el exterior.

4. Existe una variedad de procesos que establecen las relaciones entre los diferentes

(sub)sistemas.
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Estas caracteŕısticas están ı́ntimamente relacionadas y lo corroboran ejemplos muy cono-

cidos proporcionados por el estudio de las ecoloǵıas insulares o por el diseño de reservas

naturales y parques. Bajo hipótesis apropiadas, la mayoŕıa de los ecosistemas naturales se

las arreglan más o menos para mantenerse a śı mismos en un cierto equilibrio dinámico.

Por otra parte, sistemas artificiales como la distribución urbana y las actividades en las

ciudades y áreas muy urbanizadas son candidatos naturales a denominarse ecosistemas.

En efecto, existen fuertes opiniones que afirman que incluso estos artefactos hechos por

el hombre son también sistemas naturales [MB99]. Puede establecerse una analoǵıa con

los ecosistemas naturales mediante una traducción adecuada de las caracteŕısticas citadas

antes:

1. Abarcan un área y permanecen durante algún tiempo.

2. La distribución de las rentas desempeña el papel de los flujos de enerǵıa.

3. La contrapartida a la circulación de nutrientes viene dada por el intercambio de

actividades funcionales heterogéneas.

4. Se pueden establecer conexiones de varios tipos entre éstos y otros sistemas, tanto

artificiales como naturales.

Sin embargo, la analoǵıa dista de ser completa salvo si se modula por algunas definiciones

ńıtidas en la teoŕıa de ecosistemas naturales y sus correspondientes para sistemas urbanos.

La diferencia esencial entre ecosistemas naturales y sistemas urbanos está en la habili-

dad del hombre de explotar y gestionar cantidades considerables de enerǵıa de una forma

consciente, con vistas a superar y modificar la conducta de la Naturaleza. Desde una per-

spectiva global, esto podŕıa ser una actividad despreciable en los tiempos pasados, pero ya

no es el caso. Surgen serias interferencias por el hecho de que sistemas creados por el hombre
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crecen y evolucionan independientemente de su entorno natural. El descubrimiento de las

primeras técnicas de agricultura hace unos 20000 años fué la primera intervención a gran

escala del hombre sobre los asuntos de la Naturaleza, y el resultado fué que aparecieron

muchos sistemas de poca diversidad en forma de áreas cultivadas o de campos de pasto

para rebaños de ganado. Algunas veces la influencia del hombre se invirtió: cultivos y cam-

pos de pasto fueron abandonados una vez su diversidad fué demasiado baja, para producir

nuevas direcciones de evolución [Mar64]. Un ejemplo bien conocido de un gran ecosistema

natural con origen humano son las áreas de sabana en Africa [TK75].

En cualquier caso, áreas de poca diversidad pueden sobrevivir sólo si existen algunos flujos

entrantes de enerǵıa y nutrientes. La sobreespecialización es sólo factible bajo la hipótesis

de que la supervivencia está garantizada, una idea que está en el centro del siguiente

argumento: Un número de áreas de baja diversidad pueden sobrevivir si se complementan

entre śı y construyen una entidad más compleja en la cual esté asegurada una diversidad

superior. Este es el nacimiento de los primeros asentamientos urbanos como espacios para

el intercambio de mano de obra, ganado, semillas y habilidades de oficios [SdM99]. Por

tanto, originalmente las áreas urbanas fueron resultado de la búsqueda de una mayor

heterogeneidad y, en cierto sentido, podŕıan ser aśı consideradas como ecosistemas. Por

otra parte, la presente evolución de áreas urbanas hacia núcleos aislados y conectados

muy homogéneamente (y también separados unos de otros) por una complicada red de

comunicaciones muestra muy poca disposición para llegar a ser verdaderos ecosistemas.

Más bien, encontramos sistemas casi parásitos cuyo rango de influencia puede ser mucho

más lejano que el entorno geográfico usual [Bru97].

Además de las consideraciones expuestas, observamos que la mayoŕıa de los habitantes

urbanos suelen pensar en sus viviendas en términos de una cierta calidad para sus vidas.

Esta es una idea compleja que merece alguna atención.
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3.3. Sobre la definición de calidad

Intuitivamente, la calidad es una medida de la posibilidad de que un gran número de proce-

sos influyan en la evolución y desarrollo de los constituyentes del sistema. Por lo tanto, un

gran número de procesos disponibles significa un sistema más rico. En términos biológicos,

esta idea de calidad es representada por una gran diversidad bioqúımica, hecho que ha sido

señalado antes. La idea tras este concepto de calidad es que con muchas especies bioqúımi-

cas se pueden construir redes más complejas, robustas y estables ( [RCM98], [Smi96]).

Hasta ahora, el análogo de la diversidad bioqúımica podŕıa ser la heterogeneidad urbana,

pero la analoǵıa no es completa debido a varios aspectos o dimensiones que se pueden

apreciar cuando intentamos establecer una noción de calidad para áreas urbanas. Podemos

identificar cuatro dimensiones principales [Fer98]:

1. la dimensión legal: viene dada una lista de parámetros ambientales relevantes y sus

valores umbral.

2. la dimensión cient́ıfica: un conjunto de acuerdos obtenido a partir de las opiniones de

los especialistas: esta es la más ampliamente aceptada para la definición de calidad

de áreas urbanas.

3. la dimensión económica: las regulaciones sobre la disponibilidad de recursos y sus

usos. El suelo es el recurso principal, cuya gestión económica es la piedra angular del

desarrollo urbano.

4. la dimensión de la realización objetiva: la eficacia y la eficiencia forman la base de

una definición operativa de la calidad urbana. Esta es la dimensión más empleada

por poĺıticos y planificadores.
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En la práctica, los habitantes de áreas urbanas definen la calidad por la dimensión de

la satisfacción de objetivos, mientras que las dimensiones legal y económica proporcionan

instrumentos de planificación; y la dimensión cient́ıfica actuaŕıa como una especie de control

externo. Aśı, supondremos que “la calidad de un sistema urbano viene dada por el conjunto

de las caracteŕısticas que aseguran la satisfacción de las necesidades de la ciudadańıa”.

Aqúı incluimos las necesidades básicas de supervivencia tales como alojamiento, agua,

alimentos, enerǵıa, etc. y también otras condiciones estéticas y espirituales. La definición

anterior es cualitativa, y en orden a realizar un proceso razonable de modelización, hay que

traducirlo a una tabla cualitativa ([Kau95], [Mer96]) con varias entradas que permitan la

comparación entre diferentes sistemas urbanos.

Como regla general, todas las caracteŕısticas son reducidas a una unidad común[Fer94],

en términos de área o cantidad de suelo. Por ejemplo, la legislación española establece los

siguientes estándares de calidad:

1. número de casas/viviendas por hectárea: entre 32 y 100.

2. equipamiento urbano tal como aparece en la tabla 3.1.

3. áreas de aparcamiento: 1 automóvil/100 m2 de vivienda.

Estos valores, aunque permiten grandes variaciones en densidad de población, pueden ser

considerados razonables. Podemos reducir la tabla a un solo ı́ndice sumando todos los

items y suponiendo una composición porcentual análoga a la descrita por la tabla. La

suma ideal, 60 m2/unidad de vivienda, será considerada como el óptimo deseable. Las

unidades de vivienda pueden ser traducidas en población considerando que una unidad de

vivienda iguala a k personas, donde k se encuentra entre 3 y 6. Un valor aceptable para la

mayoŕıa de los casos es k = 4.
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Item m2/unidad de vivienda

Áreas de jardin 15

Patios de recreo 6

Áreas educacionales 14

Canchas deportivas 8

Áreas comerciales 4

Equipamiento social 6

Otras 7

Tabla 3.1: Regulaciones españolas sobre la definición de calidad urbana, expresada en metros

cuadrados por unidad de vivienda

3.4. Modelos sobre la evolución de la calidad

Una vez ha sido expresada cuantitativamente la calidad, podemos comenzar el proceso de

modelización. En lo que sigue, desarrollaremos una sucesión de modelos de complejidad

creciente sobre la interacción entre población y calidad.

3.4.1. El modelo más simple

Nuestro primer modelo refleja una aproximación puramente legislativa: la evolución en el

tiempo de la calidad (medida en m2 de servicios por unidad de vivienda) es independi-

ente del crecimiento de la población. En áreas suburbanas modernas, planificadas como

nuevos asentamientos urbanos, esto es un ejemplo frecuente. Aśı escribiremos dos ecua-

ciones de variables separadas describiendo las evoluciones en el tiempo de la calidad y la

población. De aqúı en adelante x(t) representará la calidad e y(t) la población. Nuestro

modelo será entonces:
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x′ = f(x)

y′ = g(y)

Para comenzar, elegiremos formas loǵısticas para la evolución de ambas variables. Podemos

justificar esta elección principalmente porque ambas variables tienden a la saturación:

x′ = r1 x (1− x

K
)

y′ = r2 y (1− y

C
)

K es el óptimo ideal de 60 m2 por unidad de vivienda para áreas de servicio, y C es la

población máxima para la que el asentamiento fué planeado. Si escalamos x por K, y por

C, y el tiempo por 1/r1, el sistema se puede escribir en forma adimensional, donde ambas

variables de estado x e y tienen su rango entre 0 y 1:

x′ = x (1− x)

y′ = α y (1− y)

dependiendo del único parámetro adimensional α = r2/r1. Si α = 1, tanto la calidad como

la población crecen a la par hacia sus valores ĺımites. Si α < 1 la tasa de crecimiento de la

población es menor que la tasa de crecimiento del área de equipamiento, lo que significa una

planificación razonable. Por otra parte, α > 1 significará una mala poĺıtica de planificación

que podŕıa dar lugar a problemas sociales si no es corregida apropiadamente. Véanse las

figuras 3.4.1 y 3.4.2.
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Figura 3.4.1: Plano de fases del primer modelo(α = 0,5): ambas variables, población y calidad,

tienden al ĺımite 1 independientemente de las condiciones iniciales y del parámetro α.

Figura 3.4.2: Series temporales para el primer modelo(α = 0,5)

La solución anaĺıtica del sistema anterior es la siguiente:

x (t) =
1

1 + C1 e−t
, y (t) =

1

1 + C2 e−α t
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de la cual se puede inferir trivialmente el comportamiento asintótico citado.

3.4.2. Una hipótesis más realista

Vamos ahora a modificar el modelo anterior básico considerando que la tasa de crecimien-

to de la calidad no puede ser independiente de la población. Por lo tanto, modificamos el

término constante r1 cambiándolo por r1(y) =
r1

1 + M y
, elección que se puede justificar co-

mo sigue: A medida que la población crece, una cierta cantidad de recursos necesarios para

el crecimiento de la calidad irán (inevitablemente) a servir a otras áreas previamente exis-

tentes, y este resultado bajará el valor de r1. M puede ser interpretado como un parámetro

educacional, una medida de cuán respetuosos son los habitantes con su entorno. Valores

grandes indicarán poco o ningún respeto, mientras que valores pequeños significarán una

ciudadańıa bien educada. El modelo resultante es:

x′ = r1
1

1 + My
x (1− x

K
)

y′ = r2 y (1− y

C
)

Como regla, el crecimiento de nuevos asentamientos de población sigue una curva loǵısti-

ca abrupta, aśı que mantendremos la expresión loǵıstica para y. La misma elección de

unidades usada en el primer modelo produce una forma no dimensional dependiente de

dos parámetros adimensionales α = r2/r1 y β = M C:

x′ = x
1

1 + βy
(1− x)

y′ = α y (1− y)

El análisis del plano de fases de este sistema diferencial proporciona algunas conclusiones
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interesantes:

1. En ausencia de población y = 0, la calidad tiende a su valor máximo 1 (adimensional).

En efecto, los planificadores pueden estar convencidos de que ¡la mejor forma de lograr

la máxima calidad es prohibir a la gente asentarse en las nuevas urbanizaciones!

2. En ausencia de calidad (x = 0), la población tenderá al valor ĺımite 1. Esto coincide

con la observación emṕırica de que el asentamiento de la población es, a largo plazo,

independiente de las consideraciones de calidad. Ello se puede observar en núcleos de

chabolas o infraviviendas de muchas áreas, previos a la urbanización planificada.

3. El sistema tiene cuatro puntos de equilibrio: (0, 0), (1, 0), (0, 1), y (1, 1), y las trayec-

torias con condiciones iniciales en el primer cuadrante no pueden abandonarlo. El

origen es un nodo inestable, (1, 0) y (0, 1) son puntos de silla (ya que se suponen

α, β > 0) cuyas variedades estables son respectivamente, el eje−x y el eje−y. Las

variedades inestables son las rectas x = 1 e y = 1. Finalmente, el punto (1, 1) es un

nodo estable cuya cuenca de atracción es el primer cuadrante completo. En efecto,

podŕıamos restringirnos al producto cartesiano [0, 1] × [0, 1] en el espacio de fases y

observar que cualquier condición inicial en el interior (0, 1)× (0, 1) evoluciona hacia

el nodo estable (1, 1) determinando en todos los casos una trayectoria heterocĺınica

que une el origen y el nodo estable.

Aśı, vemos que para cualquier condición inicial no nula en ambas coordenadas, a la larga se

pueden aproximar lo que se quiera tanto la capacidad de crecimiento para la población como

la estándar para la calidad. Cuánto se tarda en alcanzar valores razonables próximos al

nodo estable y, por lo tanto, cuán realista es el modelo, dependerá de los valores particulares

de los parámetros α, β, y de las condiciones iniciales. En cualquier caso, el diagrama de
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fases es muy parecido al del modelo más simple. Véanse las figuras 3.4.3 y 3.4.4.

alpha=0.5, beta=1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Figura 3.4.3: Plano de fases del segundo modelo(α = 0,5, β = 1): obsérvese la misma conducta

cualitativa que la de la figura 3.4.1.

Figura 3.4.4: Series temporales para el segundo modelo(α = 0,5, β = 1)
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Anaĺıticamente, las soluciones de este sistema vienen dadas por:

y(t) =
1

1 + C2 e−α t
, x(t) =

e

∫
1

1 + β y(t)
dt

e

∫
1

1 + β y(t)
dt

+ C1

(3.4.1)

de donde se pueden extraer las conclusiones ya expuestas.

3.4.3. La población destruye la calidad. Algunas bifurcaciones

existentes

La interacción entre población y calidad puede tomar una forma mucho más directa. Este

hecho es representado por un “término destructivo”−d x y en forma de acción de masas

añadido a la ecuación de la calidad:

x′ = r1
1

1 + My
x (1− x

K
)− d x y

y′ = r2 y (1− y

C
)

El mismo escalado usado en el modelo anterior produce la forma no dimensional con tres

parámetros adimensionales α = r2/r1, β = M C, γ =
dC

r1

:

x′ = x
1

1 + βy
(1− x)− γ x y

y′ = α y (1− y)

El análisis lineal del plano de fases exhibe una conducta similar, pero más rica, que la del

caso anterior, debido al término γ x y:

1. En ausencia de población y = 0, la calidad tiende nuevamente a su valor máximo 1

(adimensional). En efecto, los planificadores ¡están ya convencidos de que la mejor

49



Modelos sobre la evolución de la calidad

forma de lograr la máxima calidad es prohibir a la gente asentarse en las nuevas

urbanizaciones!

2. En ausencia de calidad (x = 0), la población tenderá nuevamente al valor ĺımite 1.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x

Figura 3.4.5: Plano de fases del tercer modelo(α = 0,5, β = 1, γ = 0,4)

3. El sistema tiene cuatro puntos de equilibrio: P1(0, 0), P2(1, 0), P3(0, 1), y P4(1−γ (1+

β), 1). Como en el caso anterior, las trayectorias con condiciones iniciales en el primer

cuadrante no pueden salir de él. El origen es un nodo inestable(α > 0), (1, 0) y (0, 1)

son puntos de silla cuyas variedades estables son respectivamente, el eje−x y el eje−y.

La variedad inestable de (0, 1) es la recta x = 1, pero la variedad inestable en (1, 0)

es una curva tangente a la variedad inestable lineal y = 0 en (1, 0). El cuarto punto

P = (1−γ (1+β), 1) requiere un análisis especial. Para P interior al primer cuadrante,
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debe satisfacerse la condición γ (1 + β) < 1, o de forma equivalente, γ <
1

1 + β
.

Podŕıamos restringirnos al producto cartesiano [0, 1] × [0, 1] en el espacio de fases

y observar de nuevo que cualquier condición inicial en el interior de este cuadrado

evoluciona hacia el nodo estable. La principal diferencia con el modelo anterior es

que las trayectorias son heterocĺınicas sólo si la condición inicial está en la variedad

inestable de (1, 0) o bien a su izquierda. Véanse las figuras 3.4.5 y 3.4.6.

Figura 3.4.6: Series temporales para el tercer modelo(α = 0,5)

4. El siguiente análisis de bifurcación es interesante: Cuando γ (1 + β) → 1, P coalesce

con (0, 1) y todas las trayectorias, cualesquiera que sean sus puntos iniciales, tenderán

hacia (0, 1). Esto significa que si permitimos crecer a γ (lo que significa una poĺıtica

de protección ambiental descuidada) la calidad desaparecerá mientras la población

se acerca a su capacidad de carga en un entorno cada vez más degradado. Por otra

parte, disminuir el valor de γ (una poĺıtica ambiental más protectora) trasladará P

a lo largo de la recta y = 1 hacia (1, 1). En el caso de que γ no pueda ser ade-

cuadamente modificada, entonces aún podemos hacer β → 0 para impedir que P se
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aproxime a (0, 1): esto significa que se ha de llevar a cabo algún tipo de poĺıtica de

educación ambiental: Es interesante hacer notar que este modelo indica que endurecer

la protección ambiental es mucho más efectivo que la educación ambiental.

La matriz de Jacobi del sistema resulta ser:

 −yγ + 1−2 x
1+y β

−xγ − (−1+x) x β

(1+y β)2

0 α (1− y) − αy


con autovalores simples:

−(βy + 1)βγ + 2x− 1

βy + 1
, α(1− 2y)

que en los puntos Pi, 1 6 i 6 4 resultan ser, respectivamente:

{α, 1}, {α,−1}, {−(β + 1)γ − 1

β + 1
,−α}, {(β + 1)γ − 1

β + 1
,−α}

Dado que:

α > 0 (3.4.2)

se deduce entonces de inmediato que P1(0, 0) es un nodo inestable, y que P2(1, 0) es un

punto de silla.

Por otra parte, como P4(1 − γ(β + 1), 1) ha de estar en el primer cuadrante, se hab́ıa

impuesto la condición:

γ (β + 1) < 1 (3.4.3)

y por tanto P3(0, 1) tiene autovalores de signo contrario, con lo que también es un punto

de silla. Por la misma razón, al tener ahora ambos autovalores negativos, queda P4 como

el único punto estable del sistema.

Continuando con el estudio, como polinomio caracteŕıstico se obtiene:
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λ2 + (yγ +
2x− 1

βy + 1
+ 2αy − α)λ + (2αy2γ − αyγ +

4αxy − 2αy − 2αx + α

βy + 1
)

que evaluado en los cuatro puntos cŕıticos obtenidos, tienen como término independiente

(coincide con el valor del jacobiano) los valores:

α, −α, αγ − α

β + 1
, −α(β + 1)γ − α

β + 1

y de nuevo, al verificarse tanto 3.4.2 como 3.4.3, tendremos que no se anula ninguno de

ellos, con lo que el sistema no presenta bifurcaciones de tipo silla-nodo, transcŕıticas o de

tipo tridente en ninguno de los puntos de equilibrio.

Un estudio análogo para intentar determinar las posibles bifurcaciones de Hopf al variar

alguno de los parámetros (resolviendo para α, por ejemplo) prueba que es imposible si se

dan ambas relaciones 3.4.2 y 3.4.3, dando lugar a condiciones contradictorias del tipo

α < 0, entre otras.

Por tanto, el sistema no presenta bifurcaciones de codimensión uno en el espacio de

parámetros, partiendo de cualquiera de los puntos de equilibrio del sistema. Y por tan-

to, tampoco pueden darse bifurcaciones de codimensión superior.

La dinámica completa del sistema es la descrita en los párrafos anteriores.

3.4.4. La calidad y su precio. Análisis de bifurcaciones

Hasta ahora, los modelos han sido formulados suponiendo que la población siempre alcanza

su capacidad de crecimiento con independencia de la evolución de la calidad. Desde un

punto de vista teórico esto puede parecer no realista, aunque existen ejemplos reales de

áreas urbanas que confirman este hecho. Incluso peor, a menudo la capacidad ĺımite de

crecimiento es superada con creces. Supondremos que para mantener la calidad en un
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nivel razonable, se han de pagar algunos impuestos. Si éstos son elevados, esto puede

ser considerado como un disuasivo para disminuir la población. Nuestro siguiente modelo

incorpora esto con un término de interacción−g x y añadido a la ecuación de la población.

x′ = r1
1

1 + My
x (1− x

K
)− d x y

y′ = r2 y (1− y

C
)− g x y

El mismo escalado usado antes en el modelo anterior produce la forma no dimensional

dependiente de tres parámetros adimensionales, α = r2/r1, β = M C, γ =
dC

r1

y δ =
g K

r1

:

x′ = x
1

1 + βy
(1− x)− γ x y

y′ = α y (1− y)− δ x y

Un análisis lineal del plano de fases prueba que:

1. Como en los modelos anteriores, en ausencia de población y = 0, la calidad, nueva-

mente, tiende a su valor máximo 1 (adimensional), y también en ausencia de calidad

(x = 0), la población tenderá nuevamente a la capacidad de crecimiento 1.

2. El sistema tiene como puntos de equilibrio: los habituales P1(0, 0), P2(1, 0), P3(0, 1) y

posiblemente otros dos no triviales P4(x1, y1) y P5(x2, y2) que son las soluciones del

sistema:

(1− x)

1 + βy
− γ y = 0

α (1− y)− δ x = 0

54



Modelos sobre la evolución de la calidad

Resolviendo este sistema, tenemos que reordenando y asociando convenientemente,

las dos soluciones se pueden expresar como:

x1,2 =
(
±α
√

A + (2αβ + α)δγ − α2
)

/(Bδ) (3.4.4)

y1,2 =
(
∓
√

A− δγ + α
)

/B (3.4.5)

siendo A = (δγ − α)2 + 4βδγ(δ − α), B = 2βδγ.

Si es α = δ, se obtiene como punto P5:

x2 =
γ(β + 1)− 1

βγ
= 1− 1− γ

βγ
, y2 =

1− γ

βγ

que define un punto válido sólo si 0 < γ < 1 < γ(1 + β).

Además, en este caso se da la circunstancia de que el punto P4 coincide con el P2(1, 0).

Si además es γ = 1 se tiene P4 = P5 = (1, 0).

Si γ =
1

1 + β
, uno de los puntos no triviales, el P4, se convierte en el (0, 1).

3. La matriz de Jacobi de este sistema resulta ser:

J(x, y) =

 −βy2γ+yγ+2 x−1
1+y β

−x(β2y2γ+2βyγ+γ−βx+β)
(1+y β)2

−δy −(2αy + δx − α)

 (3.4.6)

con polinomio caracteŕıstico:

λ2 − tr(J) λ + ∆ = 0 (3.4.7)

siendo tr(J) la traza de la matriz de Jacobi:

tr(J) = yγ +
2x− 1

βy + 1
+ 2αy + δx− α (3.4.8)
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y ∆ su determinante:

∆ = 2αy2γ − αyγ +
βδxy(x− 1)

(βy + 1)2
+

4αxy − 2αy + 2δx2 − δx− 2αx + α

βy + 1
(3.4.9)

4. En el caso del punto P1(0, 0), sus autovalores son {α, 1} y al ser α > 0, se trata de

un nodo inestable.

5. Para el P2(1, 0), éste tiene los autovalores {α − δ,−1}, por lo que será un punto de

silla en el caso α > δ, siendo un punto estable si α < δ. Si α = δ, deberemos construir

la variedad central que nos permita la determinación de la estabilidad.

Llevamos primeramente el punto al origen realizando el cambio de variables:

u = x− 1, v = y

con lo que el sistema queda:

u′ = −(u + 1)(βv2γ + vγ + u)

1 + βv

v′ = −α v (v + u)

Tomando la aproximación lineal u = 0 para la variedad central, tenemos que el flujo

resultante seŕıa:

dv

dt
= −αv2

por lo que el punto es estable para δ = α, supuesto que α > 0 y que las condiciones

iniciales están en el primer cuadrante.
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6. El análisis del punto P3(0, 1) es parecido: sus autovalores son {−α, 1−(β+1)γ
β+1

}. Por

tanto, se trata de un punto estable si (β+1)γ > 1 y de un punto silla si (β + 1)γ < 1.

Entonces, la curva γ =
1

β + 1
es de bifurcaciones transcŕıticas en el plano de pará-

metros β − γ. Esto quedará patente más adelante cuando se obtengan las curvas de

bifurcación correspondientes (véanse las gráficas 3.4.8 y 3.4.10).

Si es (β + 1)γ = 1 necesitamos de nuevo obtener una estimación del flujo en la

variedad central para determinar su estabilidad.

Llevando el punto al origen mediante el cambio de variables:

u = x, v = y − 1

el sistema queda, después de algunas operaciones:

u′ = −u(βv2 + 2βv + v + βu + u)

(1 + β)(βv + β + 1)

v′ = −(v + 1)(α v + δu)

Tomando la aproximación lineal v = 0 para la variedad central, tenemos que el flujo

resultante seŕıa:

du

dt
= − u2

β + 1

por lo que el punto es estable para γ = 1/(β + 1), supuesto que β > −1 y que las

condiciones iniciales están en el primer cuadrante.

Si γ = 1/(β + 1) el punto no trivial P4 coincide con el (0, 1).

7. Dependiendo de los diferentes valores que pueden adoptar los parámetros es preciso

decir que en la práctica sólo uno de los puntos P4 o P5 es un punto cŕıtico, cayendo
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el otro fuera del rango significativo de valores de las variables de estado, o bien

coincidiendo con uno de los puntos cŕıticos triviales.

Análisis de bifurcaciones

Partiendo de la expresión de la matriz de Jacobi J(x, y) obtenida en 3.4.6 y de los valores de

la traza y el determinante dados respectivamente por 3.4.8 y 3.4.9, queremos inicialmente

obtener condiciones para la existencia de bifurcaciones de codimensión uno del tipo silla-

nodo, transcŕıticas o de tipo tridente, para lo cual la matriz de Jacobi ha de admitir un

autovalor nulo. Aplicando entonces la condición necesaria ∆ = 0, con los puntos cŕıticos

obtenidos resultan las siguientes condiciones:

Para P1(0, 0) la matriz de Jacobi seŕıa:

J(0, 0) =

 1 0

0 α


la condición seŕıa α = 0, con lo cual este punto no presenta bifurcaciones de codimensión

uno.

Para P2(1, 0) tenemos:

J(1, 0) =

 −1 −γ

0 α− δ


y la condición nos resulta δ − α = 0 con lo que en el plano de parámetros α − δ, la recta

δ = α es de bifurcaciones transcŕıticas para este punto; ya visto con anterioridad porque

al cruzar la recta cambia la estabilidad del punto.

Análogamente, para P2(0, 1) obtenemos:

J(0, 1) =

 1
β+1

− γ 0

−δ −α


y resulta:
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α γ − α

β + 1
= 0

de donde es α = 0 ó γ = 1
β+1

y por tanto la curva γ = 1
β+1

es de bifurcaciones transcŕıticas

en el plano de parámetros β − γ.

Para las bifurcaciones de Hopf, con el polinomio caracteŕıstico dado por 3.4.7, la condición

de existencia es tr(J) = 0, y ∆ > 0.

Pues bien, ninguno de los puntos presenta bifurcaciones de Hopf, ya que las condiciones

de existencia originan contradicciones en relaciones o bien en rangos de valores de los

parámetros. Por ejemplo, para P3(0, 1) se tiene la expresión matricial de J(0, 1) que aparece

anteriormente y las condiciones son:

−α− γ +
1

β + 1
= 0 y − α(

1

β + 1
− γ) > 0

y como α > 0 por la segunda condición, ha de ser 1
β+1

− γ < 0 =⇒ −α− γ + 1
β+1

< 0, en

contradicción con la primera de las condiciones.

Esto completa el estudio anaĺıtico del sistema. Un estudio numérico intensivo sólo corrobora

los resultados obtenidos en el anaĺıtico, como se ve en el párrafo siguiente.

Las figuras 3.4.7, 3.4.8, 3.4.10 y 3.4.9 se han obtenido variando cada uno de los cuatro

parámetros del sistema a efectos de obtener las curvas de puntos singulares no triviales. En

dichas figuras se puede observar claramente cómo aparecen las bifurcaciones transcŕıticas

que sufre el punto (1, 0) para el caso de las curvas 3.4.7 y 3.4.9 que involucran a loa

parámetros α y δ y la que sufre el punto (0, 1) en el caso de las figuras 3.4.8 y 3.4.10, que

se refieren a los parámetros β y γ. En cada caso, el punto trivial (1, 0) ó (0, 1) intercambia

su estabilidad con uno de los puntos no triviales obtenidos.

Aparecen otras bifurcaciones transcŕıticas en alguna de las figuras, pero son de puntos

singulares fuera del cuadrado unidad.
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Si bien los algoritmos numéricos de continuación utilizados detectan algún tipo de bifur-

cación de codimensión uno, esto ocurre solamente para valores de las variables de estado

que no tienen significación alguna, ya que son valores muy grandes o incluso negativos.

La totalidad de la dinámica detectada numéricamente ya aparece en el estudio anaĺıtico.
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(c) Diagrama en el plano x− y.

Figura 3.4.7: Diagramas de puntos singulares al variar el parámetro α (otros parámetros con

valores β = 0,5, γ = 0,35, δ = 0,2). Las lineas de trazo discontinuo denotan puntos inestables,

siendo estables en las continuas.
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Figura 3.4.8: Diagramas de puntos singulares al variar el parámetro β (otros parámetros con

valores α = 0,5, γ = 0,35, δ = 0,2).
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Figura 3.4.9: Diagramas de puntos singulares al variar el parámetro δ (otros parámetros con

valores α = 0,5, β = 0,5, γ = 0,35).
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Figura 3.4.10: Diagramas de puntos singulares al variar el parámetro γ (otros parámetros con

valores α = 0,5, β = 0,5, δ = 0,2).
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(d) α = 0,2, β = 0,4, γ =

1, δ = 0,3

Figura 3.4.11: Diferentes planos de fases del cuarto modelo
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(a) α = 0,5, β = 1, γ = 0,4, δ =

0,5

(b) α = 0,3, β = 1, γ = 0,4, δ =

0,8

(c) α = 0,9, β = 1, γ = 0,65, δ =

0,3

(d) α = 0,2, β = 0,4, γ = 1, δ =

0,3

Figura 3.4.12: Diferentes planos de fases del cuarto modelo (DSTOOL)
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Figura 3.4.13: Series temporales para el cuarto modelo(α = 0,5, β = 1, γ = 0,4, δ = 0,3)
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3.4.5. ¿Es calidad siempre sinónimo de buena calidad?

Desde el punto de vista psicológico existe un esquema de valoración positiva tras la palabra

“calidad”. Aunque se tenga la tentación de hacerla equivalente a “buena calidad”, se ha

de considerar también el concepto de “mala calidad”. Esta nueva idea está relacionada

ı́ntimamente con la obsolescencia, inadecuación, o también con viviendas y equipamiento

construidos sin cuidado. La mala calidad no es lo opuesto de calidad: por ejemplo, un patio

de recreo puede tener algunos columpios mal instalados (por ahorrar tiempo o dinero)

aśı que el patio, aunque existe y se extiende a lo largo de algunos metros, es inútil.

Podemos introducir la mala calidad en nuestros modelos añadiendo la evolución de una

nueva variable z(t) a las ecuaciones de la calidad y de la población. Aqúı está el nuevo

modelo:

x′ = r1
1

1 + My
x (1− x

K
)− d x y

y′ = r2 y (1− y

C
)− g y (x− z)

z′ = d∗ x y − h y
z

p + z

donde hemos introducido la ecuación de la mala calidad y también una pequeña modifi-

cación en el último término de la ecuación de la población. La tasa de crecimiento lineal r1

de la calidad es modulada por la expresión
1

1 + My
y tiene un significado educacional. K

es la calidad estándar fijada por ley, y el término de interacción d∗xy se interpreta como

un término destructivo debido al uso del equipamiento por la población. También r2 es

la tasa de crecimiento lineal de la población, C su capacidad de carga, mientras que la

expresión −gy(x− z) representa el coste de mantenimiento de la calidad. El término d∗ x y

significa que alguna parte de la calidad destrúıda se vuelve mala calidad (por lo tanto
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d∗ < d) mientras que el término −h y
z

p + z
denota que alguna parte de la población puede

aún considerar que la mala calidad es utilizable si está gestionada adecuadamente. La p es

una constante de semi-saturación. Hemos cambiado g x y por g y (x− z) en la ecuación de

la población para señalar que alguna población puede ser atráıda por el hecho de que la

mala calidad suele implicar menores impuestos ambientales y una vida más barata.

Si escalamos x y z por K, y por C, y el tiempo por
1

r1

, el sistema se puede escribir en

forma adimensional como:

x′ = x
1

1 + βy
(1− x)− γ x y

y′ = α y (1− y)− δ y (x− z)

z′ = ξ x y − η y
z

φ + z

con los siete parámetros adimensionales α = r2/r1, β = M C, γ =
d C

r1

, ξ =
d∗C

r1

, δ =
g K

r1

,

η =
hC

r1 K
, y φ =

p

K
. Es inmediato ver que en el espacio xyz el punto (0, 0, 1) es un punto

de equilibrio: un barrio de chabolas continuará como tal. También, todo punto de las rectas

{x = 0, y = 0} y {x = 1, y = 0} es singular. La interpretación es sencilla. Un argumento

más complicado prueba que existe un punto singular (x∗, y∗, z∗) en el cubo unidad y que es

estable, como se verá en el próximo caṕıtulo. Por lo tanto, la calidad absoluta es deseable,

aunque sea un ideal inalcanzable: siempre se va a producir alguna mala calidad, y la calidad

no significa siempre buena calidad, véase 3.4.5. El valor relativo de las variables x y z es,

por tanto, un ı́ndice de calidad más fino que cualquiera de ellos por śı mismos. El siguiente

caṕıtulo está dedicado ı́ntegramente al estudio de este modelo.
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Figura 3.4.15: Series temporales para el quinto modelo (α = 0,5, β = 1, γ = 0,4, δ = 0,3, ξ =

0,3, η = 0,5, φ = 0,4), partiendo de (0,22, 0,4, 0,0).
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Figura 3.4.14: Curvas 3D descritas por el sistema (α = 0,5, β = 1, γ = 0,4, δ = 0,3, ξ =

0,3, η = 0,5, φ = 0,4)
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Figura 3.4.16: Curvas integrales 3D descritas por el sistema (α = 0,5, β = 1, γ = 0,4, δ =

0,3, ξ = 0,3, η = 0,5, φ = 0,4)
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(a) Quinto modelo con δ = 0,28

Figura 3.4.17: Curvas 3D descritas por el sistema obtenidas con Dstool (α = 0,5, β = 1, γ =

0,4, ξ = 0,3, η = 0,5, φ = 0,4)
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Caṕıtulo 4

ESTUDIO DEL QUINTO MODELO

4.1. Introducción

Ahora investigaremos el comportamiento dinámico del quinto modelo formulado en el

caṕıtulo anterior. Procederemos inicialmente de forma anaĺıtica, sin sustituir los paráme-

tros por sus valores por defecto en las ecuaciones del sistema. Los puntos de equilibrio del

sistema serán calculados en la sección 4.2, algunos de ellos se pueden dar expĺıcitamente

y de otros, sin embargo, se puede probar su existencia, pero serán necesarios métodos

numéricos para su obtención.

Cuando sea posible, en la sección 4.3 se hará un análisis de bifurcaciones de codimensión

uno en los puntos singulares obtenidos en la sección 4.2, obteniendo expresiones anaĺıticas

para la existencia de bifurcaciones de tipo silla-nodo y de Hopf.

En la sección 4.4 comienza el estudio numérico partiendo de los valores por defecto dados de

los parámetros que intervienen en el sistema, partiendo de uno de los puntos singulares no

triviales obtenidos en la sección 4.2. Aumentando lo suficiente el valor del parámetro δ, se

determina la existencia de una bifurcación de Hopf al variar dicho parámetro y encontrarnos
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con comportamiento periódico en las series temporales de las variables de estado cuando

se traspasa el valor en el que se produce la bifurcación.

A continuación, en la sección 4.5 se estudia la localización de puntos singulares al variar

el parámetro δ, quedando patente en primer lugar la existencia de una bifurcación de tipo

silla-nodo a partir de la cual surgen dos puntos singulares no triviales, obteniéndose para

un valor posterior del parámetro una bifurcación de Hopf supercŕıtica que engendra una

familia de ciclos ĺımite estables hasta un cierto valor del parámetro en el cual se produce

una coalescencia con uno de los puntos silla triviales, generándose un ciclo homocĺınico.

En la siguiente sección 4.6 se construyen el resto de diagramas uniparamétricos, obteniéndose

el comportamiento del sistema al variar los otros parámetros, aśı como las posibles bifur-

caciones de codimensión uno que se producen.

En la sección 4.7 se estudia cómo vaŕıan los diagramas uniparamétricos obtenidos en la

sección 4.5 cuando se considera la variación simultánea de otros parámetros del sistema,

obteniéndose también las bifurcaciones de codimensión dos. En el plano de parámetros

δ − φ aparece en particular una bifurcación de Bogdanov-Takens alrededor de la cual se

organiza la dinámica del sistema.

Por último, en la sección 4.9 se construye el diagrama de bifurcaciones completo a la luz

de los resultados teóricos sobre despliegue de bifurcaciones del tipo Bogdanov-Takens y

del estudio numérico simultáneo que permite la construcción de determinadas curvas de

bifurcaciones de codimensión uno y de tipo homocĺınico. Se obtiene aśı el comportamiento

local y global en el plano de parámetros elegido.

Las ecuaciones del modelo, tal como se formularon en el caṕıtulo 3 son:
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Definición Valor Rango

α ratio de crecimiento relativo de la población 0.1 0–1

β parámetro educacional 0.5 0–2

γ ratio de destrucción de la calidad 1.0 0–1.5

δ efecto de los impuestos 0.16667 0–2

η usable por cierta parte de la población 1.0 0–2

φ constante de semi-saturación media 0.1 0–0.5

ξ fracción de calidad destrúıda que se vuelve inusable o de mala calidad 1.0 0–1

Tabla 4.1: Parámetros adimensionales, valores por defecto y rango de variación.

x′ =
x

1 + βy
(1− x)− γxy (4.1.1)

y′ = αy (1− y)− δy(x− z) (4.1.2)

z′ = ξxy − η
yz

φ + z
(4.1.3)

en las que aparecen siete parámetros adimensionales con el siguiente significado: α es la

tasa de crecimiento relativo de la población, β es el parámetro educacional, γ es la tasa

de destrucción de la calidad, δ mide el efecto de los impuestos, η indica que una parte

de la mala calidad se puede considerar usable por cierta parte de la población, φ es una

constante de semi-saturación, y ξ es obviamente la fracción de calidad destrúıda que se

vuelve inusable o de mala calidad.
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4.2. Puntos singulares y estabilidad

Análisis de estabilidad

Calculemos los puntos de equilibrio del sistema y su estabilidad. En primer lugar realiza-

mos el estudio anaĺıtico, y para los puntos singulares que no admiten una forma cerrada

calculamos numéricamente el comportamiento bifurcacional utilizando valores concretos

para los parámetros.

Un punto de equilibrio o punto singular es una solución (x, y, z) del sistema dx/dt =

dy/dt = dz/dt = 0. Puntos singulares triviales resultan ser: los puntos del eje -z, o sea, los

puntos (0, 0, z) que se corresponden con la situación trivial de ser nulas tanto la población

como la calidad, anulándose las tres ecuaciones simultáneamente.

Otro punto de equilibrio trivial se corresponde con cualquiera de la recta (1, 0, z), que

representa la situación de ausencia de población, siendo la calidad el máximo permitido y

pudiendo variar la mala calidad de forma arbitraria.

Y por último, el tercer punto trivial es el (0, 1, 0), que representa la situación en el que la

población alcanza su capacidad de carga, en ausencia de calidad y mala calidad.

Dependiendo de los valores de los parámetros, pueden existir también hasta cuatro puntos

de equilibrio de la forma (x∗1, y
∗
1, z

∗
1), (x∗2, y

∗
2, z

∗
2), (x∗3, y

∗
3, z

∗
3) y (x∗4, y

∗
4, z

∗
4), donde y∗1 , y∗2 , y∗3

e y∗4 son las soluciones de la ecuación de cuarto grado que resulta de considerar el sistema

no lineal:

x + γy + γβy2 = 1

δx + αy − δz = α

ξφx + ξxz − ηz = 0
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que da origen al polinomio:

a4y
4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y + a0 = 0 (4.2.1)

donde:

a4 = ξ γ2β2δ

a3 = β γ ξ (−α + 2 γ δ)

a2 = γ (−α ξ + α β ξ − 2 β ξ δ + γ ξ δ + β δ η − β ξ δ φ)

a1 = α ξ + α γ ξ − 2 γ ξ δ − α η + γ δ η − γ ξ δ φ

a0 = α ξ − ξ δ − α η + δ η − ξ δ φ

siendo los valores de x y z los siguientes:

x = 1− γy − γβy2, z = −α− δ + (δγ − α)y + δγβy2

δ
(δ 6= 0) (4.2.2)

El hecho de que el polinomio 4.2.1 que nos da los valores de la variable de estado que repre-

senta a la población sea de grado cuatro nos asegura la existencia de una expresión anaĺıtica

para sus ráıces, aunque dicha expresión carezca de valor al presentar una complejidad tal

que hace impracticable la obtención de conclusiones a partir de ellas.

En la práctica existen como máximo sólo dos puntos de equilibrio al considerar valores de los

parámetros en un rango razonable, cuando se consideran conjuntamente las relaciones 4.2.1

y 4.2.2 que nos proporcionan los valores de las variables de estado del punto singular.

Este hecho se constata también al realizar el estudio numérico, en el que al aplicar los

algoritmos de continuación de puntos de equilibrio o bifurcaciones de diferente codimensión,

aparecen como máximo dos puntos singulares no triviales.
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Analicemos entonces la estabilidad de los puntos singulares obtenidos. La estabilidad de

un punto de equilibrio viene determinada por los autovalores de la matriz de Jacobi, que

en este caso viene dada por:


1−2 x
1+y β

− y γ (−1+x) x β

(1+y β)2
− x γ 0

−y δ α− 2 y α + (z − x) δ y δ

y ξ x ξ − z η
z+φ

− y η φ

(z+φ)2


evaluada en los puntos de equilibrio resultantes.

Dado que existe un punto de equilibrio de la forma (x, y, z) = (0, 0, z∗) para cualesquiera

valores de los parámetros, siendo z∗ cualquier valor real, la matriz de Jacobi en este punto

es:


1 0 0

0 α + δ z∗ 0

0 − η z∗

φ+z∗
0

 (4.2.3)

con polinomio caracteŕıstico:

λ3 − (δ z∗ + α + 1)λ2 + (δ z∗ + α) λ = 0 (4.2.4)

Se puede ver que sus autovalores son {0, 1, α + δz∗}, y como consideramos sólo valores no

negativos para las variables de estado es z∗ ∈ [0, 1] y además los parámetros que intervienen

en el modelo se suponen positivos con lo que α, δ > 0 y entonces el tercer autovalor

toma valores en el intervalo [α, α + δ] y por tanto tendremos que el valor de α + δz∗ es

estrictamente positivo, con lo cual el punto singular es un nodo inestable (o fuente) para

cualquier valor de z∗. Por tanto, este punto es siempre inestable. Los autovectores asociados
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son, respectivamente:

{(0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1,− ηz∗

δ(z∗)2 + (δφ + α)z∗ + αφ
)} (4.2.5)

Realizando el cambio:

u = x, v = y, w = z − z∗

para llevar al origen el punto cŕıtico, el sistema 4.1.1-4.1.3 queda transformado en el sigu-

iente:

u′ = −u (β v2 γ + v γ + u− 1)

β v + 1
(4.2.6)

v′ = v (δ z∗ + δ w − α v − δ u + α) (4.2.7)

w′ =
v (u ξ z∗ − η z∗ + u w ξ + φu ξ − η w)

z∗ + w + φ
(4.2.8)

cuya matriz de Jacobi evaluada en el punto (u, v, w) = (0, 0, 0), nos da la matriz 4.2.3 con

autovectores 4.2.5. Realizamos entonces el cambio de coordenadas:


u

v

w

 =


0 1 0

0 0 1

1 0 − η z∗

δ (z∗)2+(δ φ+α) z∗+α φ




x1

x2

x3

 (4.2.9)

o también:


x1

x2

x3

 =


0 η z∗

δ (z∗)2+(δ φ+α) z∗+α φ
1

1 0 0

0 1 0




u

v

w

 (4.2.10)
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con lo que el sistema 4.2.6 -4.2.8 queda con su parte lineal en forma canónica de Jordan,

verificando las condiciones de punto ĺımite, con lo que la recta de puntos (0, 0, z∗) es una

recta de puntos silla-nodo.

Otro punto de equilibrio trivial es (1, 0, z∗), también para cualesquiera valores de los

parámetros. La matriz de Jacobi es en éste caso:


−1 −γ 0

0 α− δ (1− z∗) 0

0 ξ − η z∗

φ+z∗
0

 (4.2.11)

con polinomio caracteŕıstico:

λ3 − (δ z∗ − δ + α − 1)λ2 − (δ z∗ − δ + α) λ = 0 (4.2.12)

que tiene por autovalores {−1, α−δ+δz∗, 0}, siendo entonces su estabilidad indeterminada.

Como antes, z∗ ∈ [0, 1] y entonces el segundo autovalor puede tomar valores entre α − δ

y α, con lo que si α < δ tendŕıa dos autovalores negativos, y si α > δ seŕıa un punto de

silla. Por tanto, la recta α = δ es de bifurcaciones transcŕıticas en el plano de parámetros

α−δ. Tendremos que construir la variedad central correspondiente para determinar el tipo

de estabilidad que presenta el punto.

Los autovectores asociados a los autovalores dados son, respectivamente:

{(1, 0, 0), (1,−δz∗ − δ + α + 1

γ
,−(δz∗ − δ + α + 1)(ξz∗ − ηz∗ + φξ)

(z∗ + φ)(δz∗ − δ + α)γ
), (0, 0, 1)} (4.2.13)
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y construimos la matriz:

T =


0 1 1

0 0 − δz∗−δ+α+1
γ

1 0 − (δz∗−δ+α+1)(ξz∗−ηz∗+φξ)
(z∗+φ)(δz∗−δ+α)γ

 (4.2.14)

con

T−1 =


0 − ξz∗−ηz∗+φξ

(z∗+φ)(δz∗−δ+α)
1

1 γ
δz∗−δ+α+1

0

0 − γ
δz∗−δ+α+1

0

 (4.2.15)

Realizando el cambio:

u = x− 1, v = y, w = z − z∗

para llevar al origen el punto cŕıtico, el sistema 4.1.1-4.1.3 queda transformado en el sigui-

ente:

u′ = −(u + 1)(β v2 γ + v γ + u)

β v + 1
(4.2.16)

v′ = v (δ z∗ + δ w − α v − δ u− δ + α) (4.2.17)

w′ =
v (u ξ z∗ + ξz∗ − η z∗ + u w ξ + wξ + φu ξ + φξ − η w)

z∗ + w + φ
(4.2.18)

cuya matriz de Jacobi evaluada en el punto (u, v, w) = (0, 0, 0), nos da la matriz 4.2.3 con

autovectores 4.2.5. Realizando el cambio de coordenadas:


u

v

w

 =


0 1 1

0 0 − δz∗−δ+α+1
γ

1 0 − (δz∗−δ+α+1)(ξz∗−ηz∗+φξ)
(z∗+φ)(δz∗−δ+α)γ




x1

x2

x3

 (4.2.19)

81



Puntos singulares y estabilidad

o también:


x1

x2

x3

 =


0 − ξz∗−ηz∗+φξ

(z∗+φ)(δz∗−δ+α)
1

1 γ
δz∗−δ+α+1

0

0 − γ
δz∗−δ+α+1

0




u

v

w

 (4.2.20)

con lo que el sistema 4.2.16 -4.2.18 queda con su parte lineal en forma canónica de Jordan,

y como antes, se verifica que la recta de puntos (1, 0, z∗) es de puntos silla-nodo.

Un tercer punto de equilibrio trivial es (0, 1, 0), también para cualesquiera valores de los

parámetros. La matriz de Jacobi es en éste caso:


1

1+β
− γ 0 0

−δ −α δ

ξ 0 − η
φ

 (4.2.21)

con polinomio caracteŕıstico:

λ3 + p1λ
2 + p2λ + p3 = 0 (4.2.22)

donde:

p1 = −(
1− γ(β + 1)

β + 1
− α− η

φ
)

p2 = −(
η

φ

(1− γ − βγ)

β + 1
− αη

φ
+

α

β + 1
(1− γ − βγ))

p3 = −αη

φ
(
1− γ − βγ

β + 1
)

que tiene por autovalores {− (−1+γ+γβ)
1+β

,−α,− η
φ
}, siendo entonces su estabilidad estable si

se verifican las condiciones:

α, β, γ, η, φ > 0, γ(1 + β) > 1
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y un punto de silla si γ(1+β) < 1. Por tanto, se produce un cambio de estabilidad al cruzar

la curva γ =
1

1 + β
por lo que esta curva es de bifurcaciones transcŕıticas en el plano de

parámetros β−γ (véanse en la siguiente sección 4.3 el análisis de bifurcación y las gráficas

que aparecen más adelante en las figuras 4.6.2 y 4.6.3).

4.3. Análisis de bifurcaciones

En primer lugar estudiaremos la posibilidad de bifurcaciones de tipo silla-nodo en alguno

de los puntos cŕıticos obtenidos. La condición necesaria de existencia de un bifurcación

genérica de tipo silla-nodo viene dada por la anulación del término independiente del

polinomio caracteŕıstico. Por bifurcación genérica de este tipo se entiende una bifurcación

silla-nodo propiamente dicha, y también las de tipo transcŕıtico y tipo tridente.

En el caso de uno de los puntos triviales del tipo (x, y, z) = (0, 0, z∗), ya se vió que su

matriz de Jacobi viene dada por 4.2.3, siendo su polinomio caracteŕıstico el dado por 4.3.1:

λ3 − (δz∗ + 1 + α)λ2 + (α + δz∗)λ = 0 (4.3.1)

Por otra parte, dado el polinomio caracteŕıstico general de grado tres:

λ3 + p1λ + p2λ + p3 = 0 (4.3.2)

la condición necesaria de existencia de bifurcación de Hopf en el caso tridimensional viene

dada por las condiciones:

p2 > 0, p1 p2 = p3 (4.3.3)

lo cual se traduce en las relaciones:
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α + δz∗ > 0, (δz∗ + 1 + α)(α + δz∗) = 0

por lo cual δz∗+1+α = 0 de donde la componente z del punto singular donde se produzca

la bifurcación ha de cumplir:

z∗ = −α + 1

δ
< 0

ya que se suponen positivos los parámetros que intervienen en el sistema. Esto se contradice

con el hecho de que las componentes han de estar en el cuadrante positivo. Por tanto, no

existen bifurcaciones de Hopf.

Para el caso de los puntos singulares triviales del tipo (1, 0, z∗) se obtuvo en 4.2.11 su

matriz de Jacobi siendo su polinomio caracteŕıstico el dado por 4.3.4:

λ3 − (δ z∗ − δ + α − 1)λ2 − (δ z∗ − δ + α) λ = 0 (4.3.4)

que también admite siempre el autovalor nulo.

Aplicando las condiciones necesarias de existencia de la bifurcación de Hopf 4.3.3 tenemos:

δ z∗ − δ + α > 0, y (δ z∗ − δ + α − 1)(δ z∗ − δ + α) = 0

con lo cual:

δ z∗ − δ + α − 1 = 0, z∗ > 1− α

δ

de donde:

z∗ = 1 +
1 − α

δ
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y para que z∗ esté en el cubo unidad debe ser 1−α
δ

< 0 y entonces α > 1, lo cual no es

realista para el modelo planteado, ya que supondŕıa una tasa de crecimiento de la población

desmesurada. Por tanto, no se dan bifurcaciones de Hopf para este punto singular.

Otro punto singular es el (0, 1, 0), se obtuvo su matriz de Jacobi en 4.2.21 y el polinomio

caracteŕıstico correspondiente 4.2.22:

λ3 + p1λ
2 + p2λ + p3 = 0

donde:

p1 = −(
1− γ(β + 1)

β + 1
− α− η

φ
)

p2 = −(
η

φ

(1− γ − βγ)

β + 1
− αη

φ
+

α

β + 1
(1− γ − βγ))

p3 = −αη

φ
(
1− γ − βγ

β + 1
)

con lo que se produce una bifurcación genérica de tipo silla-nodo para los valores:

α = 0 (4.3.5)

η = 0 (4.3.6)

γ =
1

β + 1
(4.3.7)

Las dos primeras curvas no las consideramos por ser valores no admisibles para los pará-

metros y nos quedamos sólo con la tercera de ellas.

Se trata de una curva de bifurcaciones transcŕıticas en el plano de parámetros β − γ,

lo que supone que el punto (0, 1, 0) intercambia su estabilidad con otro punto singular,

que ha de ser forzosamente uno de los no triviales ya que hasta ahora no han aparecido

bifurcaciones de los puntos singulares triviales, siendo el actual (0, 1, 0) el último de los

triviales a considerar.
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En efecto, esto quedará patente más adelante cuando se estudien las curvas de continuación

de puntos singulares no triviales, en particular, en las que se haga variar el parámetro β (ver

figura 4.6.2) o el parámetro γ (ver figura 4.6.3). Cuando el parámetro que se hace variar

alcanza el valor que verifica la ecuación γ =
1

β + 1
, se aprecia claramente un intercambio

de estabilidades con el punto singular no trivial (recuérdese que el otro parámetro tiene en

ese momento el valor fijo por defecto: 0.5 para β y 1 para δ).

Para la obtención de las bifurcaciones de Hopf, aplicando de nuevo las condiciones nece-

sarias 4.3.3 obtenemos:

η

φ

(1− γ − βγ)

β + 1
+

αη

φ
− α

β + 1
(1− γ − βγ)) > 0 (4.3.8)

(αφ + η)[(β + 1)γ + α(β + 1)− 1][φ((β + 1)γ − 1) + η(β + 1)]

(β + 1)2φ2
= 0 (4.3.9)

Resolviendo inicialmente 4.3.9 para φ y para γ se obtienen las soluciones:

φ = − (β + 1)η

(β + 1)γ − 1
(4.3.10)

φ = − η

α
(4.3.11)

γ = −α(β + 1)− 1

β + 1
(4.3.12)

y evaluando la expresión 4.3.8 con estos tres valores se obtienen, respectivamente:

−((β + 1)γ − 1)2

(β + 1)2
6 0

−α2 < 0

−α2 < 0

y al no ser ninguna de las expresiones estrictamente positiva se puede asegurar que en el

punto (0, 1, 0) no existen bifurcaciones de Hopf.
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Para los puntos singulares no triviales obtenidos, el estudio de las bifurcaciones de codimen-

sión uno lo haremos numéricamente al resultar intratables anaĺıticamente las expresiones

correspondientes.

4.4. Series temporales y diagramas de fase

En la figura 4.4.1 se presentan las series temporales y la trayectoria en xyz del sistema

con la condición inicial (0,48, 0,23, 0,27), con todos los parámetros fijos en sus valores por

defecto. Se puede ver que x, y y z convergen a un punto de equilibrio no trivial con los valo-

res (0,734780, 0,237109, 0,277046) tras un peŕıodo transitorio de 20–25 unidades de tiempo

adimensional.

Comenzando en un cierto rango de otras condiciones iniciales, las trayectorias también

convergen al mismo punto de equilibrio después de haber transcurrido aproximadamente

el mismo tiempo. Sustituyendo los valores por defecto de los parámetros en las ecuaciones

4.1.1, 4.1.2 y 4.1.3 y resolviendo numéricamente la ecuación de cuarto grado resultante

4.2.1 se puede ver que éste es uno de los dos puntos de equilibrio existentes con valores

estrictamente positivos para x, y y z, siendo el otro (0,333730, 0,527266, 0,0500893).

En la figura 4.4.2 incrementamos el valor del parámetro δ desde 1/6 hasta 0,28 y rearran-

camos el sistema con los mismas condiciones iniciales. Se aprecia ahora que tras un peŕıodo

de tiempo el sistema converge a una órbita periódica o ciclo ĺımite. Se aprecia claramente

en las gráficas de las series temporales el comportamiento periódico que presentan las vari-

ables de estado, y dado que el ciclo ĺımite es estable, la dinámica es capturada por este

ciclo en una determinada cuenca de atracción, mientras que el punto singular estable que

presenta la bifurcación es ahora un punto de silla inestable, tal como predicen y establecen

los teoremas de Hopf.
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Figura 4.4.1: Series temporales y órbita 3D para δ = 1/6.
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Figura 4.4.2: Series temporales y órbita 3D para δ = 0,28. Obsérvense las oscilaciones de

relajación que presenta el comportamiento de la componente z, en las que se produce un paulatino

crecimiento de su valor, para luego darse una rápida cáıda desde su valor máximo.
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4.5. Bifurcaciones dependientes de un parámetro

Claramente existe una diferencia cualitativa entre las figuras 4.4.1 y 4.4.2: en el primer caso

existe convergencia hacia un punto de equilibrio y en el segundo tenemos una conducta

oscilante por la cual el sistema describe periódicamente órbitas cada vez más próximas al

ciclo ĺımite a medida que se aumentan los valores del tiempo t. Este cambio de compor-

tamiento del sistema sugiere la existencia de una bifurcación de Hopf para algún valor de

δ entre 1/6 y 0.28. Vamos a construir, pues, diagramas de bifurcación en los que δ vaŕıe

de forma continua, indicando el valor exacto para el cual ocurre la bifurcación de Hopf y

señalando los valores de los puntos de equilibrio y rangos de ciclos ĺımite de x, y y z siendo

δ el único parámetro variable.

En la figura 4.5.1 aparecen las gráficas de localización de puntos singulares del sistema

cuando se hace variar al parámetro δ, manteniéndose el resto de parámetros a los valores

por defecto.

En las gráficas se observa que para valores de δ inferiores a donde se produce la bifurcación

de tipo silla-nodo (δ = 0, 1453) no existen puntos cŕıticos no triviales, teniendo uno en

dicho punto y dos para valores superiores del parámetro δ. De estos dos, uno de ellos

es estable y el otro inestable, hasta llegar al punto en que se produce la bifurcación de

Hopf, para δ = 0, 2722. Surge entonces un ciclo ĺımite estable y el punto cŕıtico pasa a

ser inestable, existiendo entonces dos puntos singulares inestables, que se mantienen para

valores superiores de δ.

Las ecuaciones que representan a las coordenadas (x, y, z) en función del parámetro δ

vienen dadas por la particularización de las ecuaciones 4.2.1 y 4.2.2 para los valores por

defecto dados del resto de parámetros que aparecen en la tabla 4.1.

La figura 4.5.1(a) indica, en un punto singular, cómo se comporta la variable de estado que
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representa a la calidad, definida como x, cuando se hace variar al parámetro δ, mientras

el resto de parámetros se mantiene a sus valores por defecto. Para δ = 1/6, uno de sus

valores es x1 = 0, 73478 como se indicó anteriormente y es un punto estable según indica la

ĺınea continua, siendo el otro x2 = 0, 33373, que es inestable y viene reflejado por la ĺınea

de puntos.

Cuando disminuye el valor de δ, el punto x1 se mantiene estable hasta alcanzar el valor

de δ = 0, 1453 (análogamente, partiendo de x2 e incrementando el valor del parámetro,

se alcanza el mismo punto, ya que ambos colapsan en uno sólo). Este valor de δ repre-

senta la existencia de una bifurcación de tipo silla-nodo y representa el valor mı́nimo del

parámetro para que exista un punto singular no trivial, existiendo dos para valores su-

periores y ninguno para valores inferiores. El valor que proporciona CONTENT [KL97]

para el valor que aparece en la forma normal de este tipo de bifurcaciones es a = 0, 1391

(véase [Kuz98b]).

De forma análoga, cuando se incrementa el valor de δ, el punto x1 se mantiene estable

hasta alcanzar el valor δ = 0, 2722 (cuadrado macizo en la gráfica) en el cual se produce

una bifurcación de Hopf, a partir de la cual el punto ya se mantiene inestable para valores

superiores del parámetro. La bifurcación de Hopf es supercŕıtica (primer coeficiente de

Lyapunov, `1 = −1,75648), lo que significa que la familia de ciclos ĺımite que surge del

punto singular es estable, y coexisten con el punto singular que cambia su estabilidad a

inestable.

En la figura 4.5.1(a) aparecen con puntos circulares negros algunas soluciones calculadas

por AUTO [DK86], [DCF+97], [DPC+01] de los ciclos ĺımite que surgen a partir de la

bifurcación.

Las figuras 4.5.1(b) y 4.5.1(c) son los diagramas equivalentes para la población y la mala

calidad, que tienen valores iniciales respectivamente de y1 = 0, 2371; z1 = 0, 2770 y y2 =
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0, 5273; z2 = 0, 0501.

Los valores de las variables de estado cuando se produce la bifurcación de tipo silla-nodo son

(0, 5527, 0, 3765, 0, 1235) y para el caso de la bifurcación de Hopf son (0, 8407, 0, 1483, 0, 5278).

La familia de proyecciones sobre el plano x, y de los ciclos ĺımite resultantes de la bifurcación

de Hopf, al variar el parámetro δ, se puede ver en la figura 4.5.2 y en 4.5.3 aparece el valor

del periodo del ciclo ĺımite a medida que se aumenta el valor de δ, representando un ejemplo

clásico del comportamiento homocĺınico ya que para δ acercándose a 0,3 el valor del periodo

del ciclo se dispara a infinito al producirse una coalescencia del ciclo ĺımite con uno de los

puntos singulares triviales, dando origen a una curva homocĺınica.
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(c) Componente z del punto singular

Figura 4.5.1: Localización de puntos singulares y ciclos al variar el parámetro δ.
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4.6. Comportamiento respecto a otros parámetros

En esta sección veremos qué ocurre cuando se hacen variar cada uno de los parámetros

distintos al δ, manteniendo el resto en sus valores por defecto. Es interesante notar que en

todos los casos se producen bifurcaciones de codimensión uno, en particular, las de tipo

silla-nodo y de Hopf, lo que indica cierta riqueza de comportamientos para cada uno de los

parámetros del sistema.

Con respecto al parámetro α se presenta una bifurcación de Hopf para el valor α = 0,03885,

que es de tipo supercŕıtico (`1 = −1,03024) en el punto singular (0,8693, 0,1232, 0,6649).

Esta bifurcación de Hopf se mantiene para valores superiores del parámetro δ, según se

puede observar en la figura 4.7.3, en la gráfica correspondiente al parámetro α. También

sufre una bifurcación tipo silla-nodo para el valor α = 0, 1147, que es el valor máximo de α

para el cual siguen existiendo dos puntos singulares estables no triviales. Por encima de ese

valor desaparecen ambos puntos singulares. Esta bifurcación sigue existiendo para valores

superiores de δ como se puede observar en la figura 4.7.1, en la que se ve el crecimiento

prácticamente lineal que presenta la curva de sillas-nodo continuada en los parámetros

δ − α.

Para el valor α = 0 se produce una bifurcación transcŕıtica, ya detectada en el estudio

anaĺıtico (véanse las ecuaciones 4.3.7 y el párrafo siguiente). Mediante esta bifurcación, el

punto singular trivial (0, 1, 0) intercambia su estabilidad con el punto singular no trivial,

lo que justifica la existencia parcial de curvas en 4.6.1. Para α < 0, el (0, 1, 0) es inestable

mientras que para α > 0 es estable y rećıprocamente para el punto singular no trivial.

El parámetro β presenta un comportamiento similar: para el valor β = −1,4065 presenta

una bifurcación de tipo silla-nodo (con a = 0,351035) en el punto (0,8323, 0,4402, 0,4964)

que se corresponde con el valor mı́nimo que ha de tener el parámetro para que existan
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uno o dos puntos singulares no triviales. Por debajo de este valor no hay puntos singulares

no triviales, uno en este valor y dos puntos para valores superiores del parámetro, uno de

ellos es estable y el otro inestable, existiendo ambos salvo en el intervalo [−1, 0] de valores

negativos del parámetro β en el cual la variable y que representa a la población, tiene valores

superiores a la unidad. Para valores positivos de β vuelven a existir dos puntos singulares

no triviales, uno de ellos estable y el otro inestable, hasta llegar al valor β = 2,4891 a

partir del cual sólo existe un punto singular no trivial inestable. Para β = 0 se presenta

un bifurcación transcŕıtica del punto (0, 1, 0) y del punto singular no trivial, por la cual

ambos puntos intercambian sus respectivas estabilidades. La razón por la cual se produce

es que el parámetro γ tiene en este caso su valor por defecto, o sea, γ = 1 y por tanto se

produce un cruce con la curva γ =
1

1 + β
, que ya hab́ıa aparecido en el estudio anaĺıtico

(véanse ecuaciones 4.3.7) como una curva de transcŕıticas para el punto (0, 1, 0) en el plano

β − γ. La bifurcación de Hopf que se aprecia en las gráficas de la figura 4.6.2 se produce

para valores de las variables de estado fuera del cubo unidad y carecen de interés.

Con respecto al parámetro γ se observa la existencia de una bifurcación de tipo silla-nodo

para el valor γ = 1,4245, valor máximo en este caso que alcanza el parámetro, por encima

del cual dejan de existir los puntos singulares no triviales, si se mantienen los valores por

defecto del resto de parámetros. La bifurcación silla-nodo se produce para el punto sin-

gular (0, 6111, 0, 2434, 0, 1572), existiendo para valores inferiores del parámetro dos puntos

singulares no triviales, uno de ellos estable y el otro inestable. Para el valor del parámetro

γ = 2/3, se produce una bifurcación transcŕıtica al colapsar el punto singular estable

con el punto singular (0, 1, 0), que hasta ese momento era inestable e intercambiándose

entonces sus estabilidades, de forma que el (0, 1, 0) permanece estable para valores supe-

riores del parámetro (γ > 2/3), mientras que el singular no trivial se mantiene inestable.

Para un valor menor de γ se produce una bifurcación de Hopf que es ya para el punto

96



Comportamiento respecto a otros parámetros

(−0, 225, 1,3444,−0, 0184), carente de interés en nuestra discusión.

El comportamiento del parámetro ξ y restantes es más sencillo que el de los precedentes ya

que presenta una bifurcación de Hopf para el valor ξ = 0,8 en el punto singular (1, 0, 0,4) que

es estable y continúa aśı hasta alcanzar el valor ξ = 1,2097, en el que sufre una bifurcación

de tipo silla-nodo en el punto (0,4510, 0,4485, 0,1200), siendo este el valor máximo del

parámetro para el cual existen puntos singulares no triviales. Sólo existe un punto estable

(y el otro inestable) dentro del intervalo del parámetro que va de la bifurcación de Hopf a

la silla-nodo; fuera de este intervalo ambos puntos singulares no triviales son inestables.

Para el parámetro η la situación es análoga, ya que sólo existen dos puntos singulares no

triviales (uno estable y otro inestable) entre los valores del parámetro que van desde la

bifurcación silla-nodo para el valor η = 0,8266 en el punto (0,4509, 0,4485, 0,1200) hasta la

bifurcación de Hopf para el valor η = 1,25 y punto singular (1, 0, 0,4). El valor η = 0,8266

representa el valor más pequeño que puede tener el parámetro η para que exista al menos

un punto singular no trivial. Fuera del intervalo entre ambas bifurcaciones, los puntos

singulares son inestables.

Por último, para el parámetro φ, existe un valor φ = 0,1486 en el que presenta una

bifurcación de tipo silla-nodo, de forma que no existen puntos singulares no triviales por

encima de ese valor. Para valores inferiores del parámetro existen dos bifurcaciones de Hopf

para los valores φ = 0,0122519 y φ = 0 en los puntos respectivos (0,9693, 0,0302, 0,3875) y

(1, 0, 0,4). Entre la primera de las bifurcaciones de Hopf y la bifurcación silla-nodo coexisten

dos puntos singulares no triviales, uno de ellos estable y el otro inestable, siendo ambos

inestables si están entre ambas bifurcaciones de Hopf. Existen algunas otras bifurcaciones

de tipo silla-nodo, pero para valores fuera del cubo unidad.
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−1.00 −0.75 −0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

(a) Componente x del punto singular

−1.00 −0.75 −0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

(b) Componente y del punto singular

−1.00 −0.75 −0.50 −0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

−0.50

−0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

(c) Componente z del punto singular

−2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

(d) Variación de la norma eucĺıdea L2

Figura 4.6.1: Localización de puntos singulares al variar el parámetro α.
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Figura 4.6.2: Localización de puntos singulares al variar el parámetro β.
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Figura 4.6.3: Localización de puntos singulares al variar el parámetro γ.
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Figura 4.6.4: Localización de puntos singulares al variar el parámetro γ, sin puntos ĺımite
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Figura 4.6.5: Localización de puntos singulares al variar el parámetro ξ.

102



Comportamiento respecto a otros parámetros
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Figura 4.6.6: Localización de puntos singulares al variar el parámetro η.
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Figura 4.6.7: Localización de puntos singulares al variar el parámetro φ.
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4.7. Bifurcaciones en dos parámetros

En las gráficas que aparecen a continuación se ha realizado una continuación en dos de los

parámetros: uno fijo, el parámetro δ, que es nuestro principal parámetro de bifurcación a lo

largo del estudio del quinto modelo, y del resto de parámetros del modelo. Aśı, partiendo

de la bifurcación de tipo silla-nodo que se presenta para el valor del parámetro δ = 0,1453,

se realiza la continuación de ésta bifurcación haciendo variar simultáneamente al resto de

parámetros. El resultado son las curvas de localización de puntos silla-nodo al variar los

parámetros α, β, γ que aparecen en la gráfica 4.7.1 y las curvas de situación de puntos

ĺımite en los parámetros η, φ, ξ que aparecen en la gráfica 4.7.2.

Con respecto al parámetro α se observa que el punto ĺımite existe para cualquier valor

positivo del parámetro δ, de forma que se podŕıa decir que ambos parámetros “van a la

par” en el sentido que dado un valor para δ siempre vamos a encontrar un valor para α

que establezca los ĺımites de existencia de los puntos singulares no triviales del sistema.

La situación es diferente para los parámetros β y γ, ya que ahora las curvas de puntos

silla-nodo tienen forma parabólica y están restringidos los valores del parámetro δ para los

que existe curva, ya que sólo existe curva para valores de δ comprendidos entre 0 y 0,2

aproximadamente (salvo que se vaŕıen los otros valores por defecto del resto de parámetros).

Por otra parte, para cada valor fijo de los parámetros β y δ es posible encontrar dos valores

de δ para los cuales existe un punto silla-nodo.

En el caso del parámetro η se observa que si bien existe un valor de este parámetro para

cualquier valor de δ que determine la bifurcación de tipo silla-nodo, ocurre que para valores

superiores a δ = 1, los valores de η se van acercando progresivamente a cero. Sin embargo,

si se hace disminuir a δ hasta aproximarlo a cero, el valor del punto ĺımite se dispara y

existe para valores grandes del parámetro η.
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La forma de las curvas de puntos ĺımite para los parámetros φ y ξ es bastante parecida,

aunque el crecimiento para el mismo rango de valores de δ es mucho mayor en el caso del

parámetro ξ. En ambos casos, si se aumenta δ es posible obtener un valor para el que existe

una bifurcación de tipo silla-nodo, tendiendo hacia el valor 0,9 en el caso del parámetro φ

y hacia el valor aproximado de 7 en el caso del parámetro ξ, dados los valores por defecto

del resto de parámetros. En cualquier caso, está claro que no es posible encontrar un δ

razonable dado un valor cualquiera de los parámetros φ ó ξ.

Para la obtención de curvas de Hopf se ha procedido como en la situación anterior: partiendo

de la bifurcación de Hopf que existe para el valor del parámetro δ = 0,2722, se continúan a

partir de aqúı el resto de parámetros. El resultado son las curvas de bifurcaciones de Hopf

en los parámetros α, β, γ que aparecen en la gráfica 4.7.3 y las curvas correspondientes

para los parámetros η, φ, ξ que aparecen en la gráfica 4.7.4.

Con respecto al parámetro α, si se fija el valor del parámetro δ, podemos obtener un valor

para el que existe una bifurcación de Hopf. Y rećıprocamente, fijado α podremos siempre

obtener un valor de δ en el que se produce una bifurcación de Hopf. Ambos parámetros

están relacionados de tal forma que existe una expresión prácticamente lineal que los liga.

Esto significa que se podrá siempre obtener comportamiento periódico del sistema (si se

desea aśı), una vez fijado uno de estos parámetros.

En los parámetros β y γ la situación es diferente ya que presentan comportamiento

hiperbólico respecto al parámetro δ: si δ tiende a cero, los valores de ambos parámet-

ros han de ser grandes para que exista presencia de una bifurcación de Hopf, mientras que

si el valor del parámetro δ es grande (mayor que 1, por ejemplo) es necesario disminuir el

valor de γ a valores próximos a cero o incluso a valores negativos próximos a −2,5 en el

caso del parámetro β.

Para el parámetro η la curva de Hopfs es parecida, aunque tiende a cero más rápidamente
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para valores de δ mayores que 1. Y para valores de δ próximos a cero, el valor de η se

incrementa rápidamente hasta alcanzar el valor 0,9 aproximadamente, a partir del cual

comienza de nuevo a crecer pero de forma mucho más lenta.

En el caso del parámetro φ podemos encontrar una bifurcación de Hopf para valores del

parámetro δ > 0,1, aunque los valores de φ crecen de forma más lenta que los de δ, hasta

alcanzar aproximadamente de 0,7 que ejerce de cota en la práctica, si se consideran los

rangos usuales para los parámetros. Para los valores δ = 1,0416, φ = 0,6572 el sistema

presenta una bifurcación de Bogdanov-Takens que determina la dinámica local y global

(véase la sección 4.9).

Por último, la curva de bifurcaciones de Hopf para el parámetro ξ tiene un comportamiento

parecido a la de φ, aunque el crecimiento de ξ es sensiblemente mayor. Existe para valores

mayores para el que se produce la bifurcación de Hopf para el parámetro δ (0.2722) y en la

práctica valores ξ ≥ 1, existiendo una bifurcación de este tipo cuando se ha fijado el valor

de uno de los parámetros con las restricciones expuestas.
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4.8. Bifurcaciones de ciclos ĺımite.

Se ha realizado una exploración numérica mediante la ejecución de AUTO [DK86], [DCF+97],

[DPC+01] para la búsqueda de soluciones periódicas en la que se ha seleccionado la obten-

ción de soluciones especiales. El resultado producido es que no se han detectado bifurca-

ciones de ciclos ĺımite del tipo silla-nodo, flip o Neimark-Sacker.

4.9. Diagrama de bifurcaciones completo

En la presente sección se pretende describir el comportamiento del modelo en el plano de

parámetros δ−φ, plano que se ha elegido en función del interés que presentan los parámetros

que intervienen en el modelo en estudio. Haremos una śıntesis de los resultados obtenidos

con respecto a las bifurcaciones en dicho plano de parámetros, en el cual la dinámica se

organiza en torno al punto de bifurcación de tipo Bogdanov-Takens obtenido en las gráficas

de bifurcación de continuación de puntos silla-nodo y continuación de bifurcaciones de Hopf.

Los resultados teóricos sobre el despliegue de tal tipo de puntos aparecen extensamente en

la literatura especializada (véanse por ejemplo, [GH90], también [Kuz98b] y [Wig90b].

En el despliegue indicado, el punto de bifurcación de Bogdanov-Takens se produce para

δ = 1,0416, φ = 0,6572 y es el punto de encuentro de una curva de bifurcaciones de Hopf

con una curva de bifurcaciones de sillas-nodo, teniendo el punto singular dos autovalores

idénticamente nulos que es lo que caracteriza tal tipo de bifurcación. En el diagrama 4.9.1

construido aparecen claramente las diferentes curvas de bifurcación y su intersección en el

Bogdanov-Takens (BT). Siguiendo el despliegue, de este punto surge una curva de órbitas

homocĺınicas que justifica la desaparición de la familia de curvas periódicas que surgen de

las bifurcaciones de Hopf. Esta bifurcación es de tipo global, ya que se han considerado

112



Diagrama de bifurcaciones completo

previamente todas las bifurcaciones locales que pudieran darse mediante la variación de

los parámetros considerados en el estudio.

En el diagrama aparecen delimitadas cuatro regiones (I,II,III,IV). La zona indicada por

I se corresponde con aquella parte del plano de parámetros en la que todav́ıa no se ha

alcanzado la curva de sillas-nodo. En esta zona no existen puntos singulares no triviales,

por lo que sólo aparecen los puntos singulares triviales obtenidos en la sección 4.2. Los

puntos de la recta (0, 0, z) son inestables al ser α, δ > 0, y como α < δ, el punto (1, 0, z) es

estable. El punto (0, 1, 0) es estable al ser γ(1 + β) > 1.

En la propia curva SN de sillas-nodo, la situación es idéntica salvo que aparece un punto

singular no trivial inestable.
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Figura 4.9.1: Diagrama completo de bifurcaciones en el plano de parámetros δ − φ. Los valores

de los parámetros son: α = 0,1, β = 0,5, γ = 1,0, η = 1,0, ξ = 1,0.
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En la región II la situación es la misma que la de la región I salvo que ahora existen dos

puntos singulares adicionales no triviales, uno de ellos es un nodo espiral estable y el otro

es un punto de silla.

En la curva H de bifurcaciones de Hopf el punto estable se vuelve inestable y surge un ciclo

ĺımite estable.

En la región III los dos puntos singulares no triviales son inestables, existiendo una familia

de ciclos ĺımite estables para cada valor fijo de φ y haciendo variar δ en un cierto intervalo,

hasta que se encuentra con la curva Hom de bifurcaciones homocĺınicas.

En esta curva Hom se produce la destrucción del ciclo ĺımite estable y aparece un curva de

peŕıodo infinito, desapareciendo entonces el movimiento periódico estable.

Por último, en la región IV ya no existe comportamiento homocĺınico, estando la dinámica

determinada solamente por los puntos singulares existentes.
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CONCLUSIONES

1. Se ha realizado el análisis completo de la dinámica que presentan los cuatro modelos

planares. Se concluye que para rangos admisibles de valores de los parámetros que

intervienen en dichos modelos, sólo se dan bifurcaciones transcŕıticas que involucran

a un par de puntos singulares en el cuarto de los modelos, mediante la cual ambos

puntos se intercambian sus respectivas estabilidades. Se da la circunstancia de que

uno de dichos puntos singulares es siempre el origen.

2. Se ha realizado el estudio anaĺıtico y numérico del quinto modelo, tridimensional. Se

comprueba que presenta una gran riqueza de comportamientos al variar la mayoŕıa

de los parámetros del sistema.

3. Una vez elegido δ como principal parámetro de bifurcación, se han determinado los

valores para los cuales presenta bifurcaciones de codimensión uno, resultando una

bifurcación de tipo silla-nodo, que determina el valor a partir del cual surgen los dos

puntos singulares no triviales. Para un valor ligeramente mayor del parámetro, se

produce una bifurcación de tipo Poincaré-Andronov-Hopf, que da origen a un ciclo
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ĺımite estable y comportamiento periódico del sistema.

4. Partiendo de la bifurcación de Hopf supercŕıtica, se ha determinado la familia de

ciclos ĺımite estables que resultan y su posterior desaparición al colapsar con otro

punto singular trivial.

5. Se ha comprobado que entonces desaparece el movimiento periódico estable en una

bifurcación de “peŕıodo infinito” que representa la transición a la inexistencia de

movimiento estable en las proximidades [CK94].

6. Se ha comprobado que la aparición de la bifurcación del tipo Bogdanov-Takens a

lo largo de la curva de bifurcaciones de Hopf (y también a lo largo de la curva

de sillas-nodo) determina el punto de organización de la dinámica en el plano de

parámetros. Tanto partiendo de la forma normal que obtuvo Bogdanov como de la

que obtuvo Takens, este tipo de bifurcación permite un estudio anaĺıtico detallado

(véanse [GH90],[Kuz98b],[Wig90b]) que se conoce con el nombre de despliegue (“un-

folding”) que determina las curvas de bifurcación existentes, las regiones de interés y

la dinámica existente en las mismas.

7. No se ha observado comportamiento caótico durante el estudio numérico del sistema.
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BIBLIOGRAFÍA BIBLIOGRAFÍA
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[Mit84] H.D. Mittelmann, Continuation near simmetry-breaking bifurcation points,

Numerical Methods for Bifurcation Problems (Basel) (T. Küpper, H.D. Mittel-
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