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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

1.1 Algunas consideraciones sobre el

determinismo en la ciencia econdmica

Desde sus primeros estudios modernos, que podemos fijar con la aparicién de
los trabajos de Smith y Ricardo durante la segunda mitad del siglo XVIII,
la Economia ha buscado fundamentarse como ciencia del mismo modo que
las otras ciencias llamadas naturales. Por tanto, siguiendo a Lorenz (1993),
podemos decir que los métodos utilizados en la Economia a lo largo de la
historia han sido una importacion de aquellos que tanto éxito alcanzaron en
la comprensién y andlisis de fenémenos de tipo fisico, quimico o biologico.
Por otro lado, la incorporacién de estos métodos no ha estado ausente de

dificultades debido a la naturaleza misma de la Economia.

La Ilustracién se caracterizé por el triunfo de la razon. El pensamiento
de la época estaba dominado por una confianza plena en el descubrimiento del
Cosmos por medio de la inferencia y deduccién, que son el gérmen del desarrollo
cientifico. A raiz de esta visién del mundo, ciencias como la Fisica o la Biologia
desarrollaron un importantisimo avance durante el siglo XIX. El objeto de

estas ciencias es la experimentacidn y, a partir de ella, el descubrimiento
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de resultados invariantes dadas unas mismas circunstancias generales. Estas
relaciones fijas entre unas determinadas causas y unos determinados efectos
se estructuran de una forma légica haciendo uso de la matematica. Asi se
fundamento la Electrictdad a partir de unos experimentos desde la época
de Faraday, y formalizados posteriormente por medio de unas ecuaciones
dinamicas por Maxwell. En general, la ciencia alcanzé un gran impulso que
supuso la apariciéon de nuevas ramas. Entre otros ejemplos, podemos citar el
nacimiento y desarrollo durante el siglo pasado de la Genética, iniciada por
Mendel, la Teoria de la Evolucién de las Especies, cuyo maximo representante

es Darwing, junto a amplios avances en Epidemiologia, con Pasteur.

El descubrimiento de patrones de comportamiento o leyes permitid
elaborar predicciones en el comportamiento de ciertas variables. La capacidad
de prediccién derivd a su vez en la aparicion de multiples invenciones, que
surgian en mayor grado a medida que se avanzaba en el descubrimiento de estas
leyes. Como ejemplos, ademas del descubrimiento de vacunas en el terreno de
la Medicina, podemos citar numerosas innovaciones en el terreno de la Iisica,
como la pila o la bombilla, o en el terreno de la Informacién, como la radio. La
humanidad avanzaba con gran velocidad en el conocimiento y manipulacién

del medio que la rodeaba.

Siguiendo las teorias de Laplace (ver Lorenz 1993), la visién del mundo
que predominaba en el siglo pasado era puramente determinista, esto es,
dominaba la creencia de que cualquier sistema se puede predecir como
consecuencia légica y directa de la situacidon de unas determinadas variables
que influyen en ese sistema. Siempre que estas variables se encuentren en unas
determinadas circunstancias, la respuesta del sistema va a ser la misma. Por
tanto, el iinico problema era determinar la situacién de todas las variables que
intervienen. Lo que ocurre a veces es que el nimero de variables que influyen

en un sistema se desconoce, con lo que no podriamos predecir con exactitud.
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1.1 Algunas consideractones sobre el determinismo en la ciencia econdmica 3

La Economia heredo esta vision del Cosmos. Por tanto, los primeros
economistas modernos la intentaron fundamentar de la misma forma que
la Fisica y la Biologia. El objeto de la Economia era, entonces, descubrir
estos patrones de comportamiento invariantes y, una vez descubiertos, usarlos
para predecir situaciones futuras, o para manipularlos en beneficio de unos

objetivos.

Uno de los grandes problemas que se encontré la Economia en la
utilizacién de los métodos cientificos fue la imposibilidad de experimentacion,
que limitaba y sigue limitando en gran medida su desarrollo. Mientras que
en otros campos, como en Fisica, es posible repetir un mismo fenémeno en
unas determinadas circunstancias, con lo que resulta mas facil extraer los
comportamientos invariantes del fenémeno, en Economia la experimentacion

es imposible o se enfrenta con problemas de tipo ético.

Es esta una de las razones por las que, aunque extendido el enfoque
determinista de la realidad a lo largo de la historia del desarrollo econdmico,
muchas de las sucesivas leyes o reglas basicas, fundamentadas en relaciones
matematicas, que los economistas iban proponiendo han sido puestas en
cuestién constantemente y més que en ninguna otra ciencia. Otra razén de
esta variabilidad en las leyes econdémicas estriba en la constante evolucion de
los entornos econémicos en los que los economistas las desarrollan. Es evidente
que el marco econémico y politico de la sociedad hace doscientos afos no es el
mismo que el actual, con lo que las cuestiones y problemas planteados por los
primeros economistas difieren de las actuales. Por ejemplo, la agricultura en la
situacién econémica del siglo XVIII era mucho mas relevante que a finales del
siglo XX, debido a que este sector representaba un porcentaje de la riqueza
total més elevado que hoy en dia (Zhang 1990). Por otro lado, es evidente
que el cambio del patrén oro, después de la Gran Depresidn, al patrén délar,

mas flexible, revolucioné el entorno econémico en el que se fundamentaban
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4 © Introduccion y objetivos

las leyes hasta el momento aceptadas. De hecho, muchos de los problemas
anteriores fueron eliminados, como la deflacién, apareciendo otros nuevos o

poco relevantes anteriormente, como la inflacion.

A pesar de estas dificultades, los economistas han logrado localizar ciertos
principios bésicos del funcionamiento de la Economia que la generalidad de las
diferentes escuelas admiten como verdaderos. Como un ejemplo, podemos citar
el caso del multiplicador keynesiano o el acelerador de inversion, o el efecto
inflacionario de un incremento elevado en la oferta monetaria. Practicamente,
no existe ningin libro de texto de Macroeconomia que no considere valido
estos principios. Sin embargo, al incluirlos en un contexto econémico y social
més amplio, existen muchas diferencias sobre el efecto real de estos factores

sobre variables como la produccién, consumo o inversion.

El cambio de siglo presencié una revolucién en la visién de la realidad que
las ciencias experimentales habian tenido hasta ese momento. La aparicién
de la Mecdnica Cuéntica en el campo de la Fisica, asi como el trabajo de
Poincaré (ver Barrow-Green 1997) acerca del problema de los tres cuerpos en
el campo de la Matematica, echd por tierra el enfoque puramente determinista
que la ciencia tenia acerca del mundo. Poincaré proponia en su trabajo un
sistema fisico que se comportaba con una altisima sensibilidad a las condiciones
iniciales. Es decir, ligeros cambios en la situacion inicial de las variables
que gobiernan el sistema originan comportamientos totalmente diferentes. La
Mecanica Cudntica, por su parte, revoluciond la Fisica Clésica desarrollada por
Newton y aceptada como valida hasta entonces. Los principios en los que se
basa esta nueva Mecanica, como el principio de incertidumbre de Heisenberg,
postulan que es fundamental un punto de vista probabilistico y el determinismo
debe ser descartado. El enfoque puramente determinista del siglo pasado se
habfa definitivamente derrumbado. Aleatoriedad y comportamiento complejo

empezaron a dominar la explicacién fisica de la Naturaleza. El mundo habia
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1.1 Algunas consideraciones sobre el determinismo en la ciencia economica §

dejado de ser perfectamente predecible.

La Economia también ha incorporado este nuevo enfoque no puramente
determinista desde los estudios realizados por Frisch y Schumpeter en los
afos treinta. Sin embargo, existen multiples formas de incorporar este no
determinismo. En rasgos generales, podemos decir que el debate es similar al
resto de las ciencias, aleatoriedad o comportamiento complejo y sensible a las
condiciones iniclales. Por otro lado, al igual que en el momento de dominio
del enfoque puramente determinista, la imposibilidad de experimentacién y
los entornos cambiantes han supuesto un impedimento para constrastar con la

realidad estas distintas posiciones.

Es as{ que, a lo largo de la historia se han desarrollado una multitud
de corrientes de pensamiento, algunas de ellas en franco enfrentamiento, que
tratan de explicar el hecho econémico. Podemos hacer una divisidon grosera de
estas teorfas y explicar muy suscintamente sus principios basicos. Por un lado,
existen algunas escuelas, entre las que podemos nombrar a los Monetaristas o
a la Nueva Macroeconomia Clasica, que defienden un comportamiento estable
y, por tanto, predecible de la economia a no ser que estuviera influenciada por
factores externos a ella. Podriamos decir que los economistas pertenecientes
a esta escuela se encuentran en una posicién defensora de la aleatoriedad de
ciertas variables econémicas como la causa principal que hace a la economia
estar fuera del equilibrio. En otra linea se encuentran otros economistas neo-
keynesianos, defensores de un comportamiento mas complejo e inestable en la
economia sin necesidad de aleatoriedad. Desarrollaremos someramente estas

teorias en las secciones posteriores.
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6 Introduccion y objetivos

1.2 Linealidad y no linealidad en la Economia

Como ya hemos mencionado anteriormente, la Economia, al igual que el
resto de las ciencias, ha perseguido y persigue descubrir ciertas relaciones
invariantes entre las variables, como pueden ser las existentes entre la renta,
empleo, inflacién y tipo de interés en una economia cerrada. Estas relaciones
invariantes se intentan formalizar mediante el uso de las matematicas, como
elemento principal en la blisqueda de una fundamentacién logica. Mediante
las matematicas podemos construir ciertos sistemas o modelos que son
abstracciones y simplificaciones de la realidad, incorporando ciertos elementos
que representan variables reales junto con sus relaciones bdsicas. Existen
diversas formas de construir un sistema matematico. La elecciéon de estas
formas en Economia ha seguido una evolucién en su complejidad. A

continuacién, vamos a detallar los tipos de sistemas mas utilizados.

1.2.1 Sistemas estaticos en Economia

Como ha sido expresado en Chiarella (1990), las primeras formalizaciones
matemadticas en Economia se realizaron de una forma estatica. Esto implica
la, suposicién de una situacién de equilibrio, donde las variables fundamentales
que gobiernan la economia mantienen unas relaciones fijas e invariables. En
esta situacidn, los valores de los indicadores no han de ser necesariamente
constantes a lo largo del tiempo, sino también pueden manifiestar un
crecimiento homogéneo. Por ejemplo, una situaciéon de equilibrio puede ser
aquella donde la renta y empleo de la economia crezcan a una determinada
tasa, y otros indicadores, como la inflacién y el tipo de interés, permanezcan

constantes.

La explicacién estatica del desarrollo econémico se ha extendido incluso

hasta nuestros dias, en parte debido a la sencillez en la exposicion. De
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1.2 Linealidad y no lincalidad en la Economia 7

hecho, la docencia actual en Economia, en sus formas mas iniciales, gira
en torno a un analisis de este tipo. Uno de los métodos de estudio en
Economia mas extendidos es la estitica comparativa. Sistematizada por
Samuelson, este método representa la situaciéon de equilibrio como solucién de
unas ecuaciones algebraicas que representan las relaciones entre las diferentes
variables econdmicas consideradas. Estos modelos incluyen ciertos parametros
que miden de una forma cuantitativa la relacién entre las variables. El objeto
de la estatica comparativa es comparar como evoluciona el equilibrio frente
a variaciones en los valores de esos parametros. El equilibrio es siempre
estable, lo que varia es el valor de las variables en el que se alcanza el
equilibrio. Los modelos ya clasicos IS/LM-AD/AS utilizan esta metodologia
para analizar el comportamiento de ciertas variables macroeconémicas, como
la renta, precio, tipos de interés, etc. Los textos utilizados en los primeros

estudios de Macroeconomia se fundamentan en esta via de explicacién.

Sin embargo, la economia es fundamentalmente una realidad en
desequilibrio. Es comunmente aceptado que los indicadores econdmicos
evolucionan a lo largo del tiempo manifestando una fluctuacién alrededor de
la tendencia general en lo que se ha denominado ciclo econdmico. Epocas
de expansiones y contracciones en diversos indicadores se han manifestado
casl incesantamente a lo largo de la historia. Estos ciclos, diversos en su
amplitud y periodo, manifiestan ciertos comportamientos comunes que han

sido desentrafiados y estudiados (Zarnowitz 1985 presenta una revisién de estos

comportamientos comunes).

De esta manera, el analisis estatico no explica satisfactoriamente el
desarrollo temporal de las variables. Parece entonces logico pensar que los
primeros economistas tuvieran la necesidad de explicar la economia como
un proceso dinamico, o sea, variable en el tiempo y en una situacién de

constante desequilibrio. No obstante, el analisis dinamico de la economia
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8 [ntroduccion y objetivos

no se inicié hasta hace relativamente pocas décadas. Esto es debido, segin
Lorenz (1993), a la visién estable y determinista, hereredada de la Fisica, que
estaba extendida en los economistas del siglo pasado y que alin pervive en
nuestros dias. Como consecuencia, dominaba la creencia de que la economia
se encontraba o convergia hacia un equilibrio, el llamado equilibrio general
Walrasiano, y que las posibles fluctuaciones de los indicadores eran estados

transitorios que serian eliminados en un plazo mas o menos largo.

Es asi que la mayoria de los economistas pre-keynesianos no prestaron
mucha atencién al ciclo econdmico, para los cuales la explicacién del mismo
se basaba en ciertos desajustes enddgenos de las variables econémicas. Estas
explicaciones se hacian desde el terreno puramente literario y hacian hincapié
en factores monetarios o reales como generadores de estas fluctuaciones. A
pesar de la aceptacion de la existencia del ciclo, estaba generalizada la idea de
que la economia tenia una tendencia hacia el equilibrio (ver Zarnowitz 1985

para una revisién de estas teorias).

No obstante, a pesar de esta creencia, el comportamiento de la economia
a lo largo de casi un siglo de andlisis no habia sido en absoluto estable,
y no aparecia una convergencia clara a esas situaciones de equilibrio. A
raiz de la Gran Depresién, los comportamientos ciclicos en la economia
cobraron un renovado interés. La Teoria General de Keynes incorpord nuevos
elementos causantes de un comportamiento desequilibrante poco considerados
hasta el momento, como son las expectativas en la inversiéon. No obstante,
como estd comentado en Zarnowitz (1985), las explicaciones de Keynes son
fundamentalmente de tipo estatico. Asi, junto con estas nuevas teorias, surgié
una necesidad de modelizar el desarrollo temporal de la economia, con lo que
dar respuestas a estas situaciones fluctuantes. Los primeros sistemas dinamicos

destinados a este fin eran lineales.
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1.2 Linealidad y no linealidad en la Economia 9

1.2.2 Sistemas lineales en Economia

A raiz de la Gran Depresion, por tanto, empezaron a aparecer una multitud
de modelos dinamicos, lineales, que trataban de explicar el ciclo econémico.
Uno de los primeros fue el desarrollado por Frisch en 1933. A este trabajo le

siguieron otros como los de Kalecki en 1935 y Samuelson en 1939 (ver Chiang

1987).

Algunos de estos modelos, como el de Samuelson, incorporaban elementos
de las nuevas teorias macroecondémicas, como el multiplicador de consumo
y el acelerador de inversién. Kalecki en 1935 (Vazquez 1993 para una
revisién) incorpora también estos elementos anadiendo un factor de retardo.
Los resultados muestran oscilaciones amortiguadas o explosivas de la renta
e inversién, dependiendo de la regidén del espacio paramétrico donde nos
encontremos. Otros modelos, como el de Hicks en 1950 (Vazquez 1993), afiade
el componente del desarrollo de la tecnologia a la funcidon de inversidon, cuyos
resultados son similares cualitativamente a los de Samuelson. A diferencia con
el resto, el modelo de Frisch explica el ciclo como una sucesién de oscilaciones
amortiguadas, que convergeria hacia un punto de equilibrio si no existiera
una serie de impulsos o ”shocks” aleatorios que hace que las oscilaciones se

mantengan.

Segin Lorenz (1993), la utilizacién de estos modelos lineales era una
herencia de la visién determinista que dominaba la ciencia durante el
siglo XIX. Un fenémeno estd bien representado por un modelo lineal si lo
podemos dividir en otros fenémenos aislados sin perturbar el comportamiento
global. Dicho de otra manera, el enfoque lineal de una realidad implica
considerar que el comportamiento del todo es la adicidon del comportamiento
de cada una de las partes. Este es el llamado principio de superposicion.
Este paradigma, fundamento de toda una metodologia de investigacién

extensamente desarrollada hasta nuestros dias, se erigié como un principio
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10 Introduccion y objetivos

basico no sélo en la Fisica, sino en todas las demas ciencias experimentales.
Gran parte de los modelos fisicos eran, por tanto, lineales, y se consideraba

que la realidad estaba muy préxima a estos modelos.

A este principio se le unia la facilidad con que matematicamente son
tratados los modelos dinamicos lineales. La mayoria de los ejemplos citados
anteriormente, salvo el de Frisch que incorpora aleatoriedad, admiten casi
exclusivamente un punto de equilibrio, o sea, un valor de las variables invariante
con el tiempo. Al ser el modelo lineal, analizar su comportamiento global se
reduce a analizar el comportamiento para regiones cercanas a ese punto de
equilibrio. Podemos encontrarnos, en la practica, con dos posibles situaciones:
convergencia hacia el equilibrio o divergencia. Asi, el problema de resolucién
de los modelos lineales estaba completamente resuelto, de una forma sencilla,

en el terreno de las Matematicas.

Por otro lado, la convergencia al equilibrio de los modelos lineales
es estable frente a cambios en las condiciones iniciales del modelo. Esta
caracteristica dinamica estaba acorde con el enfoque puramente determinista
que dominaba la ciencia a partir de la Ilustracién. La situacién de los sistemas
permitia una prediccion muy cercana a la exacta del comportamiento de los

mismos y, por tanto, un dominio de la Naturaleza.

Todos estos antecedentes condujeron a la aceptacién de los modelos
lineales como una buena aproximacion de la realidad econdémica. El estudio
del modelo se basa, entonces, en analizar las condiciones que han de cumplir
los parametros para que sea estable (convergencia al equilibrio) o inestable

(divergencia), como lo hicieron en los primeros modelos lineales de Samuelson,

Kalecki o Hicks.
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1.2 Linealidad y no linealidad en la Fconomia 11

1.2.3 Sistemas no lineales en Economia

Los avances hechos en el estudio de sistemas dinamicos en Matematicas,
realizados a finales del siglo pasado e inicios del actual, por Poincaré y
Lyapunov, por citar algunos ejemplos representativos, dieron lugar a la
aparicion de modelos que trataban de explicar fenémenos reales regulares
en los cuales las relaciones entre las variables del sistema no admiten
linealidad. Los nuevos y mas sencillos comportamientos que obtenemos en
estos sistemas son los que manifiestan oscilaciones estables y atrayentes,
llamado matematicamente como comportamiento de ciclo limite. Para que se
produzca un ciclo limite en un sistema, las distintas variaciones de una variable
no pueden influir siempre en el mismo sentido y proporcién al comportamiento
del sistema, como era el caso de los sistemas lineales. Es necesaria la
incorporacién de relaciones no lineales entre las variables para poder obtener
este tipo de soluciones. Un ejemplo clasico de aplicacién es la ecuacién de Van

der Pol en el terreno de la Electricidad.

A partir del trabajo de Lorenz en 1963 (ver Guckenheimer y Holmes 1983)
acerca de un modelo de turbulencias de fluidos, se desarrollé enormemente el
estudio de otro tipo de modelos no lineales. Estos poseen un comportamiento
muy poco predecible debido a su alta dependencia de las condiciones iniciales,
pero guardando un cierto érden. La apariencia de las trayectorias temporales
de las variables sugiere un comportamiento aleatorio, pero se trata de un
comportamiento excesivamente complejo. Surge entonces la teoria del caos,
que ya fue vislumbrada por Poincaré (Barrow-Green 1997) en su trabajo acerca
del problema de los tres cuerpos, pero que no fue retomada hasta 70 anos
después. La posibilidad de utilizar ordenadores con los que simular este tipo
de sistemas ayudé en gran medida el estudio de los mismos. De esta manera,
surgieron diversos resultados generales acerca del comportamiento de sistemas
cadticos, tanto en tiempo discreto, como los de Sakovskii en 1968, Li and Yorke

en 1975 (Tu 1992, Lorenz 1993 para una revisién), Feigenbaum (1978), como
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12 [ntroduccion y objetivos

en continuos, con los trabajos de Ruelle en 1979, Newhouse, Ruelle y Takens
en 1978 (ver Lorenz 1993). La busqueda de este tipo de comportamientos en
fendmenos pertenecientes a muy diversos campos de la ciencia ha generado una
multitud de trabajos en los ultimos afios. Por citar algunos recientes, podemos
nombrar a Togeby et al. (1988) y Mosekilde et al. (1993b), como ejemplos de
aplicaciones fisicas. Sturis et al. (1995) propone un modelo de asimilacién de
insulina y glucosa generando estructuras relacionadas con el caos. Se puede

consultar Jackson (1991) como fuente de otras referencias.

Segin Forrester (1987), los fenémenos econdmicos son eminentemente
no lineales. Por un lado, los sistemas econdomicos se caracterizan por la
abundancia de realimentaciones positivas, esto es, comportamientos explosivos
frente a ligeros cambios en las variables. Los ejemplos mas tipicos de estos
bucles son el acelerador de inversiéon y el multiplicador keynesiano. Estos
efectos crecientes estan restringidos por ciertas limitaciones, como la capacidad
de produccién o la no negatividad en tipos de interés o inventario de bienes.
Este tipo de procesos es dificilmente comprendido mediante la suposiciéon de

relaciones lineales entre las variables.

Existe otro argumento que ilustra el cardcter no lineal de muchas
relaciones econdmicas. Como fue expresado por Mosekilde et al (1992), la
persistencia del ciclo econdmico a corto plazo, que es el mas observado debido a
su durabilidad, es otra evidencia de no linealidad. Este ciclo se ha manifestado
en la economia de una forma mas o menos persistente durante doscientos anos
en los cuales han aparecido multiples transformaciones de tipo social, politico
y econdmico. Esta estructura ciclica es imposible reproducirla mediante un

modelo lineal puro.

Sin embargo, los enfoques no lineales no se han extendido en Economia

de una forma global. Una de las razones de este retraso puede ser el
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1.2 Linealidad y no lincalidad en la Fconomia 13

escaso conocimiento que las Matematicas han tenido de los sistemas no
lineales complejos hasta las dltimas décadas. La tratabilidad matematica de
los modelos lineales es mucho mas sencilla y los resultados mas ficilmente
interpretables. No obstante, en una época bastante temprana en el desarrollo
de la dinamica econémica se presentaron valiosos trabajos en dindmica no
lineal. Algunos de los mas destacados son los realizados pof Kaldor en 1940,
Hicks en 1950, Goodwin (1951) (Vazquez 1993 para una revisién de estos
modelos). La dindmica de la mayoria de estos modelos se basa en versiones

del principio de aceleracién de la inversién.

La introduccidon de las relaciones no lineales permitia que los modelos
anteriores generasen un comportamiento fluctuante, pero sostenido, de la
economia. También surgieron otros muchos modelos no lineales que no
trataban de describir el ciclo econémico, estudiando la economia a largo plazo.
Tal es el caso de los modelos neoclasicos de crecimiento. Estos modelos
incorporan el capital K y el trabajo L como los dnicos factores productivos
que influyen en la creacién de la renta Y en cada periodo. La relacién entre
la renta y los factores productivos se fija por medio de una funcién no lineal,

Y = f(K, L), lamada funcién de produccién.

Como una primera aproximacion a los modelos de crecimiento
neoclasicos, Harrod desarrolld en 1936 un modelo no lineal que, utilizando una
funcién de produccién especial, combinada con los principios del acelerador
y multiplicador, producia un comportamiento creciente con tasa constante en
la economia, siempre que se verifique una previsiéon perfecta en la inversiéon
(Andréu y Calvo 1987). Posteriormente al modelo de Harrod surgieron otros
modelos de crecimiento cuya caracteristica comin era suponer una funcién de
produccion diferenciable. A esta funcién de produccién se le asigna una serie de
propiedades, entre las que destaca la homogeneidad de grado uno. A este tipo

de funcidn se le lama funcion de produccion neocldsica. El representante mas
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14 Introduccion y objetivos

destacado de estos modelos es el de Solow en 1956 (ver Andréu y Calvo 1987).
El comportamiento de las variables, al igual que en el modelo de Harrod, es de
convergencia hacia un crecimiento a una tasa constante de la renta y la tasa de
capital-trabajo. Una de las criticas que se han hecho a los modelos neoclasicos
era la no incorporacién de nuevas tecnologias en la funcién de produccién,
hecho demandado al considerarse la evolucién de la economia a largo plazo.
Con posterioridad al modelo inicial de Solow se hicieron sucesivas ampliaciones
introduciendo este factor y algunos otros, como la desagregacién del ahorro o
la incorporacién de mas sectores. (Zhang 1990 para una revisién del modelo

de Solow y sus ampliaciones).

Como ha sido comentado por Zarnowitz (1985), los primeros modelos
no lineales presentaban ciertas carencias, utilizadas por los criticos para
considerarlas como una explicacidon incompleta de la realidad econdmica. Estas
carencias se basaban principalmente en la ausencia de los factores monetarios
como influyentes en el comportamiento dinaimico de la economia. No obstante,
existen notables excepciones, como es el caso de una variacién del modelo de
Hicks en 1950 o Tobin (1965), el cual, a partir de un modelo neoclasico de
crecimiento, incorpora el factor dinero como otro activo maés en la economia.
Analizaremos con mas detalle el modelo de Tobin en el capitulo IV, cuando

introduzcamos un modelo monetario.

Varios trabajos actuales, basados en pequeiias extensiones de los primeros
modelos no lineales incorporando factores monetarios u otros, han ampliado
los resultados de sus autores originales haciendo uso de un conocimiento
més completo del comportamiento de estos sistemas. De esta manera, han
surgido trabajos sobre los modelos de Kaldor, Hicks y Goodwin (Chiarella
1990, Vazquez 1993) o Tobin (Hadjimichalakis 1971a, Hadjimichalakis 1971b,
Benhabib y Miyao 1981, Zhang 1990), por citar algunos. Algunas de las

extensiones y otros nuevos modelos no lineales incorporan ciertas teorias
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1.3 Factores exdgenos y endogenos en la explicacion del ciclo econdmico 15

matematicas sobre el comportamiento general de los sistemas, como el estudio
de Torre (1977). Existen otros incluyendo comportamientos caéticos, como
Day (1982), Lorenz (1987), Sterman y Mosekilde (1993), Kampmann et al.
(1994) (Lorenz 1993 para un revisién de algunos de estos modelos y fuente de

referencias).

A pesar de la aparicion de los modelos no lineales desde los primeros
momentos de la dindmica econdémica, que se puede considerar que en los
anos 50 tuvieron un amplio desarrollo, los modelos lineales o casi lineales
(aquellos que incorporan variables aleatorias) se utilizaron posteriormente,
y se utilizan también actualmente, como explicaciones del comportamiento
econémico. Por citar algunos ejemplos primeros, podemos considerar Lucas
(1973), Laidler (1973), Sargent and Wallace (1975). Los motivos anteriores
no son suficientes para explicar en su totalidad las reticencias que los sistemas
no lineales encuentran en los estudios econémicos. Asi, como veremos mas
detalladamente en la proxima seccidn, otra de las causas esenciales del arraigo
del enfoque lineal en Economia es la creencia, como en el enfoque clasico,
de una economia en equilibrio o convergente a él. En la siguiente seccidon

analizaremos un poco mas detalladamente los fundamentos de esta filosofia.

1.3 Factores exogenos y enddégenos en la

explicacién del ciclo econémico

El ciclo econémico es una evidencia cominmente aceptada por la gran mayoria
de los economistas, tanto por los que defienden un comportamiento hacia
el equilibrio como los que defienden un comportamiento en desequilibrio
permanente de la economia. Asi, los primeros proponen como explicacién del
ciclo la existencia en la economia de perturbaciones aleatorias que imposibilitan

la convergencia hacia el equilibrio de las variables. Frente a este planteamiento,
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16 [ntroduccion y objetivos

existen otras teorias que defienden que el ciclo se forma debido a causas internas
presentes en las economias industrializadas. Es necesario, en este caso, la
introduccién de factores no lineales que generen oscilaciones sostenidas en las

variables sin la ayuda de agentes externos.

La discusion, por tanto, entre los que defienden un comportamiento lineal
y los que defienden uno no lineal en Economia se relaciona con una visién
diferente sobre las causas que generan el ciclo.econémico. Por un lado, aparece
aquel enfoque que defiende los factores enddgenos como los més importantes en
la generacion del ciclo. Por otro lado, se encuentra otro enfoque que defiende a
los factores exégenos como los més influyentes en la generacién del ciclo. Como
factores exdgenos podemos citar las diferentes acciones de politica econdmica
u otro tipo de causas, como las guerras, cambios tecnoldgicos, etc. Estos
son los que previamente hemos llamado impulsos o "shocks” aleatorios. El
primer modelo que utiliza esta metodologia fue el de Frisch en 1933. Como fue
expresado por Chiarella (1990), los modelos basados en teorias endégenas estan
expresados mediante ecuaciones diferenciales o en diferencias, mientras que los
basados en teorias exdgenas se expresan mediante ecuaciones diferenciales o

en diferencias lineales estocasticas.

Es evidente que la realidad econdémica estd influenciada por factores
exogenos y enddégenos. La diferencia entre estas teorias estriba en asignar
el papel mas determinante en la generacién del ciclo a un factor o a otro. Esta

discusion fue acertadamente expuesta por Zarnowitz (1985):

En realidad, la economia esta siempre influenciada por factores externos
(por ejemplo, los factores metereologicos) de manera que una explicacién de
su comportamiento no puede ser puramente endogena. Pero las influencias
externas no pueden producir por si mismas las series recurrentes de expansiones
y contracciones; en primer lugar, este hecho requiere presumiblemente la

dinamica particular de un sistema econdmico interdependiente. Una teoria
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1.3 Faclores exdgenos y endogenos en la explicacion del ciclo econdmico 17

satisfactoria, por tanto, deberia explicar cémo se generan los ciclos comerciales
debido al mecanismo interno de una economia expuesta al impacto de sucesos
externos relevantes con gran potencial. Lo que importa entonces es el papel
relativo de los factores externos e internos, no los casos extremos. No obstante,
un modelo de ciclo comercial principalmenie endégeno difiere por principio

profundamente de uno principalmente exogeno.

1.3.1 Evoluciéon histéorica de los enfoques exégenos y

endégenos. El papel de las expectativas

Historicamente, la vision de las fluctuaciones econdmicas ha sido cambiante.
Las perturbaciones del equilibrio eran vistas como procesos enddgenos
transitorios por los economistas clasicos. Como explicacién de estas
perturbaciones surgieron varias teorias al respecto. No obstante, era
cominmente aceptado que la economia convergia hacia un equilibrio y que
estas perturbaciones, aunque producidas endégenamente, eran transitorias
(Zarnowitz 1985 para una revisién de estas teorfas). Los trabajos de
Schumpeter de los afos treinta enfocaban, en cambio, la economia como un
proceso continuamente en desequilibrio debido a la incorporacién de nuevas
tecnologias, generadoras de inestabilidad. Tras la Gran Depresion, surgieron
una multitud de modelos que fundamentaban los procesos enddgenos como
causantes de las oscilaciones econéomicas. Como ya comentamos en la seccién
anterior, en general estos modelos han fundamentado las causas del ciclo
econémico en las interacciones entre el multiplicador y el acelerador, como
en Harrod en 1936, Kaldor en 1940, Hicks en 1950 y Goodwin (1951). A estos
elementos se le unen otro tipo de factores, como retardos temporales o las no

linealidades existentes en las relaciones entre las variables econdmicas.

La fase de ascenso continuado que tuvo la economia en el mundo

desarrollado a partir de la [l Guerra Mundial, con unas contracciones
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18 Introduccion y objetivos

cortas y suaves que mas suponian disminuciones en la tasa de crecimiento
que recesiones, incrementd la conflanza en la tendencia al equilibrio. La
intervencion publica también se incrementé en esta etapa, lo que llevé a
la creencia de que los ciclos eran inducidos por los agentes externos a la
economia privada. En estos enfoques exégenos, el desequilibrio generado por la
interaccién entre el multiplicador y el acelerador, fundamento de los modelos

enddgenos, era desdenado.

Una de las primeras teorias incorporando estos planteamientos fue el
Monetarismo. Esta teoria defendia que el crecimiento estable que adquiere
la economia de forma natural se ve perturbado por cambios en la oferta
monetaria. Se considera que el comportamiento de la oferta monetaria es
auténomo y, por tanto, exégeno al mercado. El efecto de una introduccion
suplementaria de dinero hace que la tendencia de crecimiento se desestabilize.
Pero ello no supone un incremento en la senda de crecimiento real a largo
plazo. La economia simplemente fluctia alrededor de esta senda para luego
estabilizarse si no se producen otras alteraciones de tipo monetario. Laidler
(1973) desarrollé un modelo monetario simple, utilizando relaciones lineales

entre las variables, aunque no obtuvo un ajuste empirico adecuado.

A partir de los afios 70 se desarrollé un programa, iniciado por los
trabajos de Lucas (1973), que intentaba elaborar una teoria del ciclo comercial
en perfecta sintonfa con los principios del equilibrio econémico (Zarnowitz 1985
para un comentario). Esta nueva teoria estaba fundamentada, entre otros
puntos, en la hipdtesis de ezpectativas racionales. Segun esta hipdtesis, los
agentes econdmicos toman expectativas sobre la situacién de los indicadores
econémicos en el futuro de una forma correcta, sin error alguno en promedio.
Esta hipdtesis surge como reaccion a la forma adaptativa con que los modelos
econémicos habian considerado las expectativas hasta el momento. Segtn la

hipétesis de expectativas adaptativas, los agentes econdmicos comenten errores
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sistematicos en sus expectativas que van corrigiendo sin ninguna capacidad de
aprendizaje. Esta forma de construir las expectativas fue iniciada por Cagan en

1956. Para un desarrollo exhaustivo de la hipodtesis de expectativas racionales,

ver Sheffrin (1996).

Bajo la hipdtesis de expectativas racionales, la economia se encuentra
en equilibrio, y los cambios en las variables monetarias son anticipados por
los agentes, a diferencia de la teoria monetarista, que toma las expectativas
como adaptativas. La explicacion del comportamiento fluctuante en economia
se basa, entonces, en cambios no anticipados de esos factores monetarios. Los
defensores de las expectativas racionales introducen el mercado de trabajo
dentro de su teoria, suponiendo que se encuentra en equilibrio y, por tanto,
en pleno empleo, si no ocurrieran cambios no anticipados en las variables
exogenas. Ante un cambio no anticipado, se supone que los productores tienen
mas informaciéon que los trabajadores, con lo que ajustan unos nuevos niveles
de produccidn sin que el salario aumente en la misma proporcién. Esto origina
desestabilizacion en la economia hasta que la tendencia al equilibrio vuelva a
imponerse. Las fluctuaciones se originan entonces, segin esta teoria, debido a
problemas de retardos de informacién. La hipdtesis de expectativas racionales

forma parte de la teoria desarrollada por la llamada Nueve Macroeconomia

Cldsica.

La hipdtesis de expectativas racionales ha obtenido una gran popularidad
y ha dado lugar a numerosos modelos. Los primeros modelos que utilizan estas
hipétesis son lineales con la incorporacion de un factor exdgeno aleatorio que
representa los cambios inesperados en las variables monetarias. Como ejemplos

ya clasicos podemos citar a Lucas (1973) y Sargent and Wallace (1975).

En las altimas décadas se ha desarrollado una teoria en favor de ciertos

limites en el comportamiento racional de los agentes econémicos. Es la Hamada
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teoria de la racionalidad acotada, ampliamente desarrollada en la literatura
(Stmon 1979 como ejemplo representativo). Esta teoria argumenta, como en el
caso de las expectativas racionales, que la decisién tomada por los agentes
es racional y, por tanto, la optima. La diferencia con el comportamiento
racional puro es que la decisién éptima en este caso estd fundamentada en
una informacién parcial adquirida por los decisores, que, en general, no va a
coincidir con la decisién éptima si la informacién del agente fuera completa.
La informacion parcial estd determinada por los limites de la capacidad de los
individuos en tomar una decisién correcta dada una informacién previa, limites
que giran en torno a la capacidad de procesar una informacién muy compleja.
Esto trae consigo una divisiéon del problema en subproblemas, perdiendo un

enfoque global.

Esta teoria ha sido ya contrastada mediante diversos experimentos, entre
los que podemos citar a Sterman (1989a). La hipédtesis de racionalidad acotada
ha servido de fundamento para desarrollar una teoria acerca de las causas de la
generacién de los tres modos ciclicos mas cominmente aceptados (Sterman y
Mosekilde 1993), como veremos en el capitulo II1. La hipdtesis de racionalidad
acotada estd acorde con una vision en desequilibrio de la economia. En
este sentido, Prigogine (1993) desarrolla una relacién entre los principios de
racionalidad acotada y la evolucion hacia un enfoque en desequilibrio de la

Ciencia.

Podemos decir, a modo de resumen, que, en general, muchos de los
modelos introducidos por las escuelas centradas en los factores exdgenos
como los causantes del ciclo econdmico son lineales con la introduccién
de impulsos aleatorios. Estos han encontrado respaldo en varios trabajos
de tipo econométrico (Lucas 1973). Existen también algunos trabajos
econométricos que apoyan la inexistencia de un ciclo persistente (McCulloch

1975). No obstante, algunos experimentos hacen dudar de la adecuacidad de
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los métodos lineales de prediccién (ver Lorenz 1993 para una revision de estos

experimentos).

Los modelos no lineales también obtienen buenas aproximaciones a
la realidad. Una de las criticas que se formulaban a los modelos no
lineales sin factores exdgenos que obtenian como resultado un comportamiento
oscilatorio sostenido, esto es, comportamiento de ciclo limite, era su estructura
completamente regular, estable y predecible, ajena a la realidad de los ciclos
(Chiarella 1990). Mediante el enfoque lineal con perturbaciones aleatorias, el
ciclo obtenido era irregular y, por tanto, mas parecido a la realidad. Gracias
a los avances en Informatica y a los estudios hechos en el campo de la
Matematica, hoy podemos analizar modelos no lineales que se comportan de
una forma completamente irregular, muy parecida a la aleatoria, sin necesidad
de ningun impulso aleatorio externo. Entre estos modelos estdn los caéticos,
algunos de los cuales ya los hemos citado en la seccién previa (Day 1982,
Sterman y Mosekilde 1993, Kampmann et al. 1994, Lorenz 1993 como fuente
de referencias). La prediccidén en las series temporales cadticas se realiza de

forma diferente a la econometria tradicional (Ferndndez 1992).

El anélisis a través de la historia de los modelos utilizados en Economia
hace concluir que lo que determina el ciclo econémico no son exclusivamente
los factores exdgenos ni los endégenos. De todos modos, las diferentes escuelas
no son disjuntas, y seria posible construir modelos que intentaran compaginar
ambos enfoques. Como fue ya expresado por Zarnowitz (1985), esta es la meta

mas deseable en los dltimos tiempos.
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1.4 Acoplamiento y sincronizaciéon entre los

ciclos econdmicos

1.4.1 La interaccién entre ciclos econémicos

Como hemos podido vislumbrar someramente en las secciones anteriores, el
estudio de las fluctuaciones ciclicas en Economia ha sido objeto de interés y
controversia a lo largo de la historia, en la que podemos encontrar diversas
teorias sobre su origen y desarrollo, algunas claramente enfrentadas. Mis
alld de estas discusiones, es interesante resaltar que los trabajos acerca
de los ciclos econdmicos no se habian enfocado hacia la explicacién de la
interaccion que se produce entre estos ciclos. Desde finales de los afios 80,
el interés por desentrafiar estos fenémenos de interaccién se ha incrementado

sustancialmente.

Existen una multitud de evidencias correspondientes al comportamiento
de los ciclos econémicos en diferentes industrias y naciones que ilustran la obvia
interaccion que se produce entre estas fluctuaciones (Zarnowitz 1985). Segiin
este autor, desde el punto de vista internacional, y en las dltimas décadas,
ha emergido una gran sincronia entre los comportamientos fluctuantes de las
economias industrializadas. Esta sincronia es mayor a raiz de la modificacién
en las rigideces de los tipos de cambio de las monedas. Actualmente, variables
macroecondmicas, como los tipos de interés o las importaciones, no pueden
ser determinadas independientemente por las naciones. La globalizacién de la
economia ha originado una interrelacién ain mayor entre las economias, lo que

origina modos ciclicos interdependientes.

A nivel interno existen otros muchos ejemplos en la literatura que
respaldan las hipétesis sefialadas anteriormente. Como una muestra de ellos,

podriamos citar los presentados por Mosekilde et al. (1992) o Sterman y
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Mosekilde (1993). En estos articulos se analiza la interaccién entre series
temporales correspondientes a ciclos de diferente periodo dentro de una misma
industria o sector en la economia, o incluso a ciclos relacionados con ciertas
variables macroeconémicas, como el PIB o el empleo en EE.UU. durante los
ultimos 50 afios. La caracteristica comin extraida del analisis de estos ciclos
es que la fase en que se encuentre el ciclo de mayor periodo esta perfectamente

relacionada con la amplitud y, en menor medida, el periodo del ciclo més corto.

El origen de estos fendémenos podria ser debido a factores exégenos
que influyen en los ciclos, tal y como ya discutimos en la seccion prevQia.
No obstante, el principio de no linealidad en las interacciones entre los
ciclos econémicos de diferentes periodos, defendido en los anos treinta por
Schumpeter y Kondratieff (ver Mosekilde et al. 1992), ha sido recuperado
por Forrester (1987), que propone un caracter enddgeno y persistente en la

creacion del ciclo econdémico y en sus interacciones entre si.

El fenémeno observado en las series temporales mostradas por Mosekilde
et al. (1992, 1993a) y Sterman y Mosekilde (1993) es imposible capturarlo
mediante un modelo dinamico lineal puro, o incorporando perturbaciones
aleatorias al modelo lineal. Es evidente que el principio de superposicion,
fundamento filoséfico de los modelos lineales, no se verifica en estos casos. El
comportamiento global, o sea, el comportamiento conjunto de un ciclo a corto
y otro a mas largo plazo, no es la simple superposiciéon de los comportamientos
individuales. Los autores (Mosekilde et al. 1992, Sterman y Mosekilde 1993)
desarrollan una teoria que explica las causas enddgenas de este modo de
interaccidén entre los ciclos. Se fundamentan en principios de racionalidad

acotada por parte de los inversionistas involucrados en cada uno de estos

ejemplos.

Como fue ya comentado por Sterman y Mosekilde (1993), la existencia
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de no muchos modos ciclicos es otra evidencia a favor del comportamiento
no lineal en economia. Se han llegado a identificar pocas formas fluctuantes
mas o menos persistentes a lo largo de las décadas. De esta manera, se han
localizado los ciclos llamados comerciales o a corto plazo, de una duracién de
aproximadamente 3-7 aflos. Existen también evidencias sobre la existencia
de un ciclo a medio plazo de un periodo alrededor de 15-25 afos, y un
ciclo de periodo largo, llamado onda larga o ciclo Kondratieff, que sigue
generando actualmente controversias sobre su verdadera existencia (Sterman
1986, Rasmussen et al. 1989 para una evidencia de la existencia de la onda
larga). La economia comprende una multitud de sectores y empresas, con una
naturaleza y un entorno social y politico muy variado. Si la dindmica de la
economia fuera lineal, podriamos explicar su comportamiento global como la
adicion de comportamientos individuales de empresas o sectores. Es razonable
suponer que estas distintas empresas o sectores, con estructuras y procesos de
decisién diferentes y con un entorno muy plural, originen ciclos de amplitud
y periodo también diferentes. Al agregar linealmente estos comportamientos,
no se observaria ciclo alguno, sino simplemente la superposicion de formas
ciclicas que darfan lugar a un ruido. Una explicacion del ciclo econémico seria,
entonces, que la interacciéon entre los modos ciclicos de la Economia sea no

lineal.

A pesar de estas evidencias, la interaccion entre los ciclos econémicos,
desde el punto de vista no lineal, no ha sido abordada mediante la construccion
de modelos hasta hace relativamente pocos anos. Esto es debido en parte, como
comentamos en la seccién 1.2, a la ausencia de estudios de tipo matematico
que fundamentaran las observaciones. Sin embargo, a partir del trabajo de
Arnol’d (1965) de la funcién sobre el circulo, se profundizé en el conocimiento
de un fenémeno que se verificaba entre diferentes trayectorias (evolucién en el
tiempo de una variable) de un mismo sistema dinamico, y que puede servir

como explicacién de la interaccién producida entre los ciclos econémicos. Este
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fenémeno se ha bautizado con el nombre de acoplamiento (entrainment) o
cierre de modo (mode-locking). En pocas palabras, el acoplamiento surge
al emparejar dos trayectorias oscilantes, llamadas osciladores, en un mismo
sistema dinamico, de manera que la estructura no lineal que relaciona los dos
osciladores conduce a que asintéticamente sus fases y frecuencias se acoplan.
Este acoplamiento se realiza de tal forma que cada m vueltas que produce un
oscilador, el otro produce n vueltas, siendo m, n nimeros enteros positivos.

Se dice, entonces, que se ha producido un acoplamiento del tipo m : n.

Podriamos considerar que el fendmeno que se produce entre los ciclos
econdémicos es el mismo. La forma no lineal de interactuar diferentes sectores
y empresas, con un comportamiento ciclico de una amplitud y periodicidad
similar entre si, puede ser tal que sus ciclos se acoplan de la forma 1 : 1.
Esto quiere decir que, aunque inicialmente el comportamiento ciclico de las
empresas o sectores posean un periodo diferente, la forma de interactuar
entre ellos hace converger estos periodos diferentes a un unico periodo. De
esta manera, en el agregado, observariamos un tnico modo ciclico, y no una
superposicién de varios modos ciclicos. Esta podria ser una explicacién de por
qué en la economia no se han observado mds que unas pocas formas ciclicas.
A este caso especial de acoplamiento lo podemos llamar sincronizacidn.
Este fenémeno dinamico podria ser también una explicacién de la sincronia
observada actualmente entre los comportamientos ciclicos de las economias

nacionales.

Podemos utilizar también esta teorfa para explicar el comentario hecho
por Schumpeter en 1939 sobre la coincidencia en el descenso de los tres modos
ciclicos fundamentales como explicacion de las causas de la Gran Depresién
(Mosekilde et al. 1992). Ciclos con un periodo grande pueden interaccionar con
ciclos con un periodo menor de tal manera que se produzca un acoplamiento

del tipo 1 : n. Asi, cada n oscilaciones producidas por el ciclo de menor
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periodo, el ciclo de periodo largo produce una oscilacién. El descenso del ciclo
de periodo largo va a coincidir, entonces, con el n-ésimo descenso del ciclo de

periodo corto.

Este proceso de cierre de modo tiene interesantes ejemplos en la
Naturaleza. Quizas uno de los mas curiosos es la sincronizacién que existe
entre el comportamiento rotacional de La Luna alrededor de La Tierra y
su comportamiento orbital, de manera que siempre nos muestra la misma
cara. Existen otros muchos, como el acoplamiento que se produce en las
cuerdas del piano que se encuentran inicialmente desentonadas para producir
posteriormente un sonido unico, o la sincronizacién que se produce entre dos
relojes de péndulo colgados de la misma pared, observacion ya realizada por
Christian Huygens en el siglo XVII (Jackson 1991). Existen otras multiples
aplicaciones a diversos campos de la Ciencia, como la Biologia, Medicina,
Fisica, etc.. (Togeby et al. 1988, Mosekilde et al. 1993b, Sturis et al.
1995). Por otro lado, desde los primeros trabajos de Arnol’d (1965), se han
hecho multiples avances en el estudio del comportamiento de los sistemas que
presentan este fenémeno (Jensen et al. 1983/1984, Knudsen et al. 1991, Reick
and Mosekilde 1995).

Las aplicaciones mediante la construccion de modelos econdémicos
concretos que incorporen interaccién entre modos ciclicos no han sido muy
numerosas. En una de las variaciones del modelo de Goodwin (1951), se
supone la inversién auténoma una funcién periédica con el tiempo. De esta
manera, conviven en el modelos dos osciladores, uno enddgeno, generado por la
interaccién entre el multiplicador-acelerador y las no linealidades incorporadas
en la funcién de inversién inducida, y otro exégeno, que estd determinado por
la inversién auténoma. Lorenz en 1987 (ver Lorenz 1989) expone un modelo
fundamentado en la dindmica del comportamiento de las curvas IS-LM. La

evolucién de la renta sigue las mismas pautas que el modelo de Kaldor, y el
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tipo de interés varia de acuerdo a la demanda u oferta excedente de dinero.
Este modelo no lineal genera un.comportamiento oscilatorio en la renta y
en los tipos de interés, sin necesidad de ningin impulso aleatorio exégeno.
Para ilustrar el efecto del acoplamiento de ciclos, Lorenz (1989) construye otro
modelo, el cual supone varias economias donde cada una de ellas se comporta,
segin el modelo anterior. Interrelacionandolas mediante hipétesis basadas en el
comercio internacional, el nuevo sistema se trata ya de un modelo que incorpora

dos osciladores.

No obstante, en el estudio de los modelos de Goodwin y Lorenz no se
extrae un acoplamiento del tipo m : n, sino que se demuestra la existencia
de posibles comportamientos caéticos. De hecho, como veremos en el préximo
capitulo, la frontera entre los acoplamientos y el caos es muy difusa. La primera
aparicién de un modelo que intentara explicar el proceso de acoplamiento
en Economia fue basado en modificaciones de modelos previos, creados en
el Grupo de Dinamica de Sistemas del MIT. Este grupo realizaba estudios
basandose en la teoria llamada Dindmica de Sistemas, desarrollada por
Forrester mediante sus trabajos con la empresa Sprague Electric y la posterior
publicacién de Industrial Dynamics (1961) (Aracil 1992 para un revisidén de esta
metodologia). El modelo creado por este grupo fue llamado Modelo Nacional
de Dindmica de Sistemas (System Dynamics National Model) (Sterman 1986),
y desarrolla una amplia teoria que explica, mediante procesos no lineales y
endogenos, la generacion de la onda larga. Esta teoria incorpora una multitud
de factores econdémicos, como inversién, empleo, trabajo, politica fiscal y

monetaria e inflacidn, entre otros.

Con posterioridad a este modelo, Sterman (1985) desarrolla una versién
mas simplificada, incorporando las estructuras minimas que generan el
comportamiento de la onda larga. Sin embargo, este modelo no presenta

acoplamiento. Este fue introducido en unas variaciones del modelo de onda
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larga realizadas por Sterman y Mosekilde (1993), Kampmann et al. (1994) y
Kampmann (1996). Seguidamente, describiremos las hipétesis en las que se

basa el modelo de onda larga, que es fundamento de los modelos posteriores.

1.4.2 El modelo de onda larga de Sterman (1985)

El modelo de onda larga considera una economia con dos sectores agregados,
el sector productor de capital y el sector productor de bienes de consumo. Por
simplicidad, se considera un dnico factor productivo, el capital. La hipétesis
fundamental en el modelo es el proceso de auto-pedido de capital (capital ”self-
ordering”). Este proceso consiste en el bucle de realimentacién positiva que se
genera en el sector productor de capital ante un aumento de la demanda de
capital. Un aumento en la demanda de capital proveniente del sector productor
de bienes de consumo genera un incremento aiin mayor de demanda de capital,
debido a que el sector productor de capital necesita de capital para incrementar
su produccion. Este proceso, cercano al acelerador de inversion, se une a una
serie de retardos, desde que se produce un incremento en la demanda de capital
hasta que se empieza a satisfacer esta demanda. Son retardos asociados a la

produccién y distribucién del capital producido.

Este modelo sostiene que las decisiones de los agentes econdmicos estan
sometidas a los limites dados por la teoria de la racionalidad acotada, ya
comentada en la seccién 1.3. De acuerdo a esta teoria, las decisiones de
inversién del sector productor de capital dependen de multiples factores. Por
un lado, al igual que otros modelos de caricter endégeno desarrollados en
la literatura (Goodwin 1951), el modelo incorpora el llamado ”acelerador
flexible”, por el cual la inversidén se ajusta a la diferencia entre el capital
deseado y el capital actual. Por otro lado, los pedidos de capital por parte
del propio sector productor de capital persiguen, ademéds, mantener un nivel

de atrasos en la distribucién de pedidos y cubrir las depreciaciones de capital.
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Debido a los retrasos existentes en la toma de conciencia de los decisores para
reaccionar a la situacién presente, unido a los retardos de produccidn, asi como
ciertas no linealidades presentes en la economia y que luego detallaremos, se

produce un desequilibrio ciclico.

El proceso dinamico es modelizado mediante un sistema de tres
ecuaciones diferenciales en las que las variables son el capital, los atrasos totales
del sector productor de capital y los atrasos del sector productor de capital que
tiene con el propio sector productor de capital. Existen varias no linealidades
localizadas en la estructura de pedidos de capital por parte del sector productor
de capital y en la funcidén de produccién de dicho sector. Las expresiones
concretas de las relaciones entre las variables, y una explicacion més detallada
de las mismas, se pueden encontrar en el trabajo de Sterman (1985). El
modelo, en virtud de las no linealidades descritas anteriormente, genera un
comportamiento ciclico sostenido del capital con un periodo aproximadamente

de 47 anos para una serie de valores de los pardmetros bastante ajustados a la

realidad.

Sin considerar otros factores, la situacién de una economia basada en
estas hipotesis es la siguiente: ante un aumento en la demanda de capital
por parte del sector productor de bienes de consumo, el sector productor de
capital demanda capital para poder producir este capital demandado. Esto
genera una espiral creciente de pedidos de capital dentro del sector productor
de capital. Debido a los retrasos en la toma de conciencia de los productores en
realizar sus pedidos, basados en hipétesis de racionalidad acotada, y retrasos
en la produccién y distribucidon de capital, el conjunto de pedidos de capital
excede el suficiente para cubrir la demanda inicial. Entonces, una vez cubierta
esta demanda inicial por parte del sector productor de bienes de consumo, el
sector productor de capital tiene que hacer frente a una sobrecapacidad de

produccidn, que se va a incrementar ain mas, debido a las llegadas de pedidos
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aun no distribuidos. Esto genera que el sector productor de capital anule
completamente sus pedidos y ajuste su capacidad de acuerdo a la produccién
deseada. Pero eso lleva unos afios en producirse, los afios en los que el
capital se deprecia. El mismo proceso de auto-pedido y los mismos retrasos
anteriores generan que la capacidad productiva descienda por debajo de los

niveles adecuados, y otro ciclo se genera.

Este proceso encuentra respaldo empirico en los hechos invariantes que
los ciclos han presentado a lo largo de la historia (ver Zarnowitz 1985). Se
ha observado, como un hecho persistente en las fluctuaciones ciclicas de la
economia, que los pedidos de maquinaria, y la formaciéon de nuevas empresas,
comienzan a presentar un comportamiento en declive antes de que la fase
decreciente del ciclo se manifieste en otras variables, como la produccidn,
empleo o renta real. El modelo anterior incorpora este hecho, ya que las

realizaciones de inversion siguen subiendo debido a los retrasos acumulados.

Como hemos comentado previamente, el modelo es una simplificacion
de uno mucho mayor, llamado Modelo Nacional de Dindmica de Sistemas
(System Dynamics National Model), de manera que captura la estructura
minima que genera la onda larga. Se ha mostrado que el comportamiento
es robusto a la adicién de otro tipo de factores, como son el trabajo, salario,
tipos de interés, expectativas, politicas gubernamentales (Sterman 1986). Ha
sido también estudiado analiticamente en posteriores trabajos (Rasmussen et
al. 1985, Brgns y Sturis 1991), por medio de los cuales se han descubierto
bifurcaciones y comportamientos cadticos asociados. Las hipotesis sobre las
que el modelo se fundamenta también han sido contrastadas empiricamente en
diversos trabajos (Sterman 1989a, 1989b).

Pero el modelo no incorpora el proceso de acoplamiento. Este proceso

es introducido posteriormente por medio del trabajo realizado por Sterman
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1.4 Acoplamiento y sincronizacion entre los ciclos economicos 31

y Mosekilde (1993). El método fue introducir un forzamiento dindmico al
sistema anterior. Este forzamiento consiste en la introduccién en el modelo
de un oscilador con amplitud y periodo independientes de las variables que
gobiernan el modelo. Al sistema obtenido se le llama oscilador forzado y ha
sido originalmente introducido en sistemas fisicos. En la seccién 2.7 veremos
el proceso analitico de construccién de estos osciladores. Asf, Mosekilde et
al. (1992) y Sterman y Mosekilde (1993) implementaron una modificacién del
modelo de onda larga de Sterman (1985), incorporando un forzamiento externo
en el sector productor de bienes de consumo por medio de la modificacién de
los pedidos de capital provenientes de este sector, inicialmente constantes, a

un comportamiento sinusoidal con una amplitud y periodo dados.

A pesar de los resultados satisfactorios obtenidos con esta modificacién
del modelo de onda larga, que presentaremos someramente en el capitulo III,
este nuevo sistema no se ajusta a la realidad del proceso de acoplamiento. Esto
es debido a que la forma de variar los pedidos de capital del sector productor
de bienes es exégena, de manera que no considera ninguna ligazon entre la
evolucién de la demanda del sector productor de bienes con respecto al sector

productor de capital.

En la Naturaleza existen también multitud de sistemas en los cuales el
forzamiento externo no es una buena via de modelizacién del acoplamiento,
y otros en que si lo es. Por citar algunos ejemplos, los modelos que generan
acoplamiento mediante el uso de osciladores forzados se ajustan a situaciones
como la del ritmo circadiano de los seres vivos, o el funcionamiento de un
marcapasos, donde uno de los osciladores es independiente de las variables
que gobiernan el sistema. No obstante, existen otras situaciones en las cuales
los osciladores acoplados son mutuamente dependientes. Tal es el caso de
la sincronizacién entre la rotacion y traslacién alrededor de la Tierra que

manifiesta La Luna. La sincronizacién entre los péndulos de relojes colgados de
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una misma pared, y entre las cuerdas de piano golpeadas, también son ejemplos
de acoplamientos de osciladores mutuamente dependientes. Loégicamente, los
ciclos econdémicos pertenecen a esta categoria de sistemas. El comportamiento
del ciclo a mas largo plazo influye en el desarrollo del ciclo a corto y viceversa.
Es por ello que un modelo mas ajustado a la realidad es aquel que produzca
endégenamente dos comportamientos ciclicos diferentes, tales que se acoplaran

entre si sin necesidad de una imposicion externa.

Un modelo adecuado a las caracteristicas propias de la economia fue
desarrollado por Kampmann et al. (1994) y Haxholdt et al. (1994), construido
a partir de la desagregacién del sector productor de capital en el modelo
de onda larga de Sterman (1985). Este modelo y sus ampliaciones seran

estudiados en los capitulos III y IV.

1.5 Objetivos

Esta memoria se va a centrar en el estudio y ampliacién de los modelos
que explican el acoplamiento y sincronizacién entre los ciclos econémicos
presentados hasta el momento. Tal sincronizacién es lo que permitiria la
emergencia de comportamientos ciclicos en la economia en su conjunto.
Con este trabajo pretendemos realizar aportaciones sobre diversos aspectos
recogidos en la literatura econdmica, entre los que vamos a destacar los

siguientes, que seran objetivos de esta memoria:

e Objetivo 1. Estudio analitico del modelo desagregado de onda larga.

En décadas recientes se han desarrollado importantes trabajos en relaciéon

con el proceso de acoplamiento de osciladores no lineales (Arnol’d 1965,
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1.5 Objetivos 33

Broer et al. 1990). Estos estudios permiten explicar el fenémeno de
acoplamiento y sincronizacién que se produce entre comportamientos
ciclicos de diferentes sectores y empresas (Mosekilde et al. 1992). En
este sentido, el modelo desagregado de onda larga de Kampmann et al.
(1994) cohstituye una extension del modelo de onda larga de Sterman
(1985) que trata de explicar el acoplamiento producido en una economia

desagregada con dos sectores productores de capital.

El estudio de este modelo desagregado se ha fundamentado, hasta el
momento, en simulaciones llevadas a cabo para diferentes condiciones
iniciales y valores de los parametros. La utilizacién de métodos analiticos
en este estudio podria aportar nuevos conocimientos acerca de su

comportamiento, que las simulaciones, por su naturaleza, son incapaces

de desvelar.

Mas concretamente, es de especial interés el andlisis de las situaciones

extremas del modelo desagregado de onda larga, que son las siguientes:

1.1. Caso de nula dependencia entre los sectores productores de capital.

1.2. Caso de alta dependencia de cada sector con respecto al otro sector

para la produccion.

El caso de independencia entre los sectores es relevante porque, en esta
situacién, es de esperar que el comportamiento cambie desde que los
sectores posean una dependencia no nula, por pequena que sea. Este
hecho puede ser desvelado si localizamos una bifurcacién, dificilmente

descriptible a través de simulaciones.

El caso de alta dependencia entre los sectores también es relevante, ya

que las simulaciones nos muestran que la sincronizacion se extiende para
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un amplio rango de parametros antes de llegar a la total dependencia.

Mostraremos analiticamente la causa de esta situacion.

Objetivo 2. Estudio del efecto de los factores monetarios sobre la
sincronizacion del comportamiento ciclico de los diversos sectores de la

economia.

La concrecién de este objetivo, desde el punto de vista de los modelos

no lineales existentes, se plasma en los siguientes:

— Objetivo 2.1. Reformulacion del modelo desagregado de onda larga

mediante la incorporacion de factores monetarios.

Una de las criticas hacia los primeros modelos enddgenos, post-
keynesianos, fue la ausencia en ellos de factores monetarios. El
modelo de Tobin (1965) supuso un intento de explicacién enddgena
del efecto del dinero sobre la economia real. Por otro lado, el modelo
desagregado de la onda larga desarrollado por Kampmann et al.
(1994), aunque representa una buena explicacién enddgena y no
lineal del fenémeno de acoplamiento que se produce entre los ciclos
econémicos, presenta las mismas carencias que los aludidos primeros

modelos post-keynesianos.

Resulta, por tanto, objetivo primordial de esta memoria ampliar el
modelo desagregado de onda larga, considerando el activo dinero
en la economia con un numero cualquiera de sectores y con las
mismas relaciones en el mercado de bienes. Ello permitiria, del
mismo modo, la introduccion del sistema de precios, que posibilita

la incorporacidn de sustituibilidad entre los factores de produccién.
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— Objetivo 2.2. Analisis de la hipdtesis de neutralidad del dinero en la

economia en relacion con la sincronizacion entre ciclos econdmicos.

El dinero ha jugado un papel esencial en Economia y su influencia en
la evolucion de las variables reales ha sido fuente de debate entre los
economistas a lo largo de la historia. Uno de los puntos conflictivos
es la neutralidad del dinero, esto es, si el cambio de variables de
tipo monetario, como el crecimiento de la oferta de dinero, afectan
al valor de variables reales como la renta, produccién, ahorro o
inversién, o, por el contrario, se reflejan tinicamente en una variacion

proporcional de los precios.

Es cominmente aceptado que el dinero no es neutral a corto plazo.
No obstante, a largo plazo no hay un acuerdo generalizado. De
esta manera, es especialmente relevante la construccién de modelos
con factores monetarios que contribuyan a profundizar en esta
controversia. En particular, también es relevante analizar el efecto
sobre la sincronizacién entre los ciclos de adoptar una politica

expansiva o contractiva en materia de oferta monetaria.

Objetivo 2.3. Efecto sobre el comportamiento ciclico de la economia
de adoptar, por parte de los agentes, expectativas adaptativas o

racionales sobre la evolucion de los precios.

En el proceso de ajuste de la economia a un cambio en la
tasa de crecimiento monetario es importante tener en cuenta las
expectativas de inflacién que los agentes econémicos forman a lo
largo de sucesivos periodos. Estas expectativas influyen en la
rapidez con la que las variables reales de la economia vuelven a

su senda anterior tras un cambio monetario. Diversos economistas
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aceptan como validas las expectativas adaptativas (Day 1994). Por
el contrario, otros economistas consideran, alternativamente, la
hipotesis de expectativas racionales. La adopcién de una u otra
hipotesis de expectativas trae consigo una interpretacién sobre la

naturaleza del ciclo econdmico completamente diferente.

De esta manera, el desarrollo que vamos a seguir en esta memoria
empezara, en el capitulo II, con una revision de los fundamentos que
sobre los sistemas dindmicos se han desarrollado desde el campo de la
Matematica. Describiremos el comportamiento de los sistemas lineales, asi
como introduciremos varios resultados que pueden ser utilizados en el estudio
cualitativo de los sistemas no lineales. Finalizaremos este capitulo con un
estudio del comportamiento de los sistemas que manifiestan el fenémeno de

acoplamiento, ejemplos, resultados y formas de introducir estos sistemas.

En el capitulo III utilizaremos los conceptos y técnicas presentadas en el
capitulo previo para realizar un estudio analitico del modelo desagregado de
onda larga de Kampmann et al. (1994). Por medio de este estudio analitico
describriremos los nuevos aspectos del modelo que completan el conocimiento
de su comportamiento. Por ultimo, en el capitulo IV, construiremos un nuevo
modelo que supone una ampliaciéon del modelo desagregado de onda larga
con la introduccién de factores de tipo monetario, no considerados hasta
ahora. Esta ampliacién supone poder analizar, en un modelo de acoplamiento,
hipétesis que han sido materia de debate entre los economistas a lo largo de la
historia, como es la neutralidad del dinero y el efecto de los cambios en politica

monetaria sobre las variables reales.

Finalizamos esta memoria exponiendo las conclusiones mas sobresalientes
del trabajo. El ltimo capitulo estard dedicado a algunas lineas abiertas de

investigacion a las que dedicaremos nuestro esfuerzo en el futuro.
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Capitulo 2

Conceptos fundamentales

2.1 Sistemas dinamicos

La evolucion temporal de un fendmeno ha sido objeto de estudio constante por
parte de los cientificos a lo largo de la historia. Esto ha originado la gestacion
y desarrollo de un cuerpo matematico sélido que sirve como metodologia de
representacion y analisis de estos fendmenos. En este capitulo introduciremos
los conceptos fundamentales y varios resultados matematicos en relacién al
analisis del desarrollo temporal de las variables que definen un sistema.
Exponer todos los resultados acerca de la materia es una tarea casi imposible,
debido a la extension y complejo desarrolio matemadtico de los mismos, con
lo que nos ceniremos a aquellos mas relevantes y que vamos a utilizar en los
capitulos posteriores. La mayoria de estos conceptos y resultados que vamos
a presentar pueden ser encontrados en Hirsch y Smale (1974), Guckenheimer

y Holmes (1983), Arrowsmith y Place (1990), Broer et al. (1991).

En general, los modelos dindmicos tratan de describir la evolucién a
través del tiempo de una o varias variables representativas de un fenémeno, por
medio de unas ecuaciones o relaciones funcionales que incluyen estas mismas

variables, el tiempo, y ciertos parametros. Esta forma de representacién

37
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38 Conceptos fundamentales

esta totalmente extendida en todos los campos de la ciencia, como la Fisica,
Quimica, Biologia, Medicina, Economia, etc. No obstante, la forma concreta
de representar esta evolucién dindmica no es siempre la misma. Vamos a
centrarnos en dos formas de describir un fenémeno dindmico, las ecuaciones

diferenciales ordinarias y las ecuaciones en diferencias.

o FEcuactones diferenciales ordinarias: Entenderemos por sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias la siguiente expresidn:
i = f(z) (2.1

con z(t) € W, siendo W un subconjunto abierto de un espacio euclideo
E de dimension finita y que podemos considerar R*. Por otro lado,
f: W — FE es una funcidén que la vamos a considerar diferenciable y
con derivadas parciales continuas, o sea, f € C!. Al sistema 2.1 se le
llama sistema auténomo porque la evolucién de la variable z no depende
explicitamente del tiempo ¢. Una ecuacién no auténoma z = f(z,t) se
puede transformar en una auténoma con una variable mas, afiadiendo la

ecuacion t = 1. De esta forma:

T = f(.’l),t)
c (2.2)

Se define una solucidn de 2.1 a una funcién diferenciable z(t), t definido
en un intervalo J C R, tal que :r:(t) = f(z(t)), Vt € J. Entonces, dadas
las condiciones sobre la funcién f arriba descritas, se demuestra que
existe una unica solucién de la ecuacién 2.1 tal que cumple que, en
la situacién inicial (¢ = 0 generalmente), el valor de esta solucion es
zo € W, o sea, z(0) = zo. A este valor (0) = zg se le llama condicidn
inicial del sistema 2.1. De este resultado se deduce que las diferentes

soluciones de una ecuacién diferencial nunca se cortan, ya que, de lo

contrario, se contradice la unicidad de las mismas. A pesar de este
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2.1 Sistemas dindmicos 39

prometedor teorema de existencia y unicidad, la mayoria de las veces
no es posible hallar la forma concreta del conjunto de soluciones de una

ecuacion diferencial ordinaria.

e Fcuaciones en diferencias: La expresiéon general de un sistema de

ecuaciones en diferencias es la siguiente:
ziy1 = f(xe) (2.3)

donde z; € R™ representa el valor de la variable z en el instante de tiempo
t discreto, o sea, a saltos. Al igual que en el caso anterior, la funcién f
podemos considerarla de R™ en R™ y de clase C'. Entonces, dada una
situacién inicial del modelo, esto es, un valor en ¢ = 0, que podemos
notar ¢, podemos hallar el valor de esta variable en cualquier instante

t siguiendo la ley de recurrencia dada por la ecuacién 2.3.

Ambas formas de representar un fenémeno dinamico tienen multiples
caracteristicas comunes, y existen métodos para pasar de la descripcién
del fenémeno mediante sistema de ecuaciones diferenciales a un sistema de
ecuaciones en diferencias y viceversa. Esto se hard haciendo uso de la llamada

funcién de Poincaré y la suspension, que introduciremos posteriormente.

Estas vias de presentar un modelo dindmico se pueden abstraer a una
forma general, que incluye estas particulares y otras mas. Esta forma general

se le llama sistema dindmico, que a continuacién vamos a definir’:

Definicién 1 Dado un semigrupo aditivo T C R, (0 sea, 0 € T; sit, s € T,
entonces t +s € T'), y un subconjunto abierto W de un espacio euclideo E, se
llama sistema dindmico a la terna (W, T, ), de manera que ¢ es una funcion
definida en:

d:TxXWe—>W

IEsta definicién no es la més general de un sistema dinamico, pero incluye todos los

sistemas que vamos a presentar en este trabajo.
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y de clase C! tal que:
o §(0,z)=2,VeeW

o §(s,4(t,2)) = §(s + t,2), Vt,s € T, Va € W

Dado un sistema dindmico (W,T,¢), W se llama espacio de estados
del sistema. Se define también como dimension de una sistema dindmico la
dimensién del espacio E. Notaremos como sistema dindmico la terna (W, T, ¢)

o, por simplicidad, la funcién é(t, z)%.

El conjunto 7' representa el discurrir de la variable, que cominmente
es el tiempo. La evolucién de una variable en un sistema dinamico esta
perfectamente determinada por la expresién concreta de la funcién ¢(¢,z).
Asi, dada una situacidn inicial del sistema zg, la situacion en el instante ¢ esta
determinada por z(t) = ¢,(zo). Entonces al conjunto {¢:(zo)}ier se le llama
orbita o trayectoria del sistema con condicién inicial zg, € indica uno de los
posibles desarrollos del sistema a través del tiempo 7' cuando partimos de una

situacién en t = 0.

La forma particular del conjunto T revela si nos encontramos con un
sistema dindmico representado por un sistema de ecuaciones en diferencias o
de ecuaciones diferenciales. Asi, si T = Z 6 T = Z*, nos encontramos en
el caso de un sistema de ecuaciones en diferencias en el cual el tiempo esta
considerado discretamente. La funcién f construida a partir de un sistema
sistema dinamico ¢(¢,z) con T =2 6 T =7t de la forma f(z) = ¢(1, z) define
el sistema de ecuaciones en diferencias z,41 = f(z,). Y el reciproco también es

cierto: dado un sistema de ecuaciones en diferencias cualquiera z,y1 = f(z;),

2Qbsérvese que si definiéramos ¢, : W — W como ¢,(z) = ¢(¢,z), con t € T fijo, las dos
propiedades de la funcién ¢ indican que el conjunto {¢:}ie7 €s un semigrupo con respecto
a la composicién de funciones, ya que cumple ¢, 0 ¢, = ¢4, VE,5s € T, ¥ do es el elemento

neutro.
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2.1 Sistemas dindmicos 41

la funcién construida de la forma ¢(t,z) = fo fo- Lo f(z) cumple las hipdtesis

de sistema dinamico.

Por otro lado, un sistema dinamico ¢(t,z) con T = R tiene asociado
un sistema de ecuaciones diferenciales ¢ = f(z), donde la funcién f(z) viene

determinada por la expresion:

flz) = a_qsg_t,:gl i (2.4)

Entonces, dada una condicién inicial del sistema & = f(z), zo, la solucién
que pasa por este valor en el instante inicial estd determinada por ¢:(zo), o lo

que es lo mismo, z(t) = ¢:(zq).

El reciproco vuelve a ser cierto: dado un sistema de ecuaciones
diferenciales cualquiera, existe un sistema dinamico asociado a él. Vamos a

definirlo:

Definicién 2 Dado un sistema de ecuaciones diferenciales
i = f(z) (2.5)

con z € W, W un abierto de un espacio euclideo E, f una funcion de W en
E de clase C', y dada z(t) la dnica solucidn de 2.5 que tiene como condicidn

inictal xo, se define flujo del sistema 2.5 a la siguiente funcion:

#(t, zo) = z(t)

definida en el producto cartesiano entre el intervalo J,, donde esté definida la
solucidn para cada condicidn inicial zq, y el conjunto de condiciones iniciales,

que es el conjunto W.

Se demuestra entonces que esta funcién ¢(t, z), para una condicién inicial

z, arbitraria pero fija, estd definida en un conjunto abierto de R x W y
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cumple las propiedades de sistema dindmico dadas en la definicién 1. Hemos
encontrado, por tanto, un sistema dinamico biunivocamente asociado a un

sistema de ecuaciones diferenciales ¢ = f(z). A este sistema dindmico asociado

lo llamamos flujo del sistema.

Ademas, la funcién definida por el flujo de la ecuacién diferencial 2.5,
¢ : W — W, y, en general, cualquier sistema dindmico con T = R, no es
sélo diferenciable, sino que admite una inversa diferenciable en un entorno
de una condicién inicial zo, dada por la funcién ¢_; que siempre existe. A
estas funciones diferenciables que admiten inversas diferenciables en entornos

de puntos se les llama difeomorfismos locales.

Entonces, todo sistema de ecuaciones diferenciales en las condiciones de
2.5 tiene asociado un flujo que es un sistema dindmico, y todo sistema dinamico
en T' = R tiene asociado un sistema de ecuaciones diferenciales. En este trabajo
vamos a tratar con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que
presentaremos los resultados para sistemas dinamicos en tiempo continuo, o
sea, T' = R. No obstante, existen muchos resultados ficilmente trasladables
a ecuaciones en diferencias y viceversa. A partir de ahora utilizaremos
indistintamente el flujo o las ecuaciones diferenciales para referirnos a esta

clase de sistemas dinamicos.

2.2 Atractores

'l
Los primeros analisis en sistemas de ecuaciones diferenciales, que podemos
remontar a la época de’Newton o Leibniz, se enfocaban, y con cierto éxito,
hacia el descubrimiento del conjunto de soluciones de dichos sistemas. Sin
embargo, ya a finales del siglo pasado, tras la presentacién de trabajos como el

problema de los tres cuerpos por Poincaré en 1892 (Barrow-Green 1997 para
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un amplio estudio de este trabajo), la comunidad cientifica comprobé que, para
la mayoria de estos sistemas de ecuaciones diferenciales, no es posible hallar
una expresion general analitica del conjunto de soluciones. Esto dio lugar a un
giro en los métodos de analisis utilizados hasta el momento, surgiendo asi el
llamado estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Este método busca
conocer el comportamiento de un sistema dindmico sin necesidad de conocer
la expresion analitica de sus soluciones. Para ello, se basa en el estudio de
una serie de propiedades topoldgicas de los sistemas, como es la apariciéon de

atractores. Esta seccién servira como introduccion de este tipo de estructuras.

En el estudio de los sistemas dindmicos existen unas clases de 6rbitas
que destacan por sus caracteristicas. Por ejemplo, dado un sistema dinamico
#(t,z) cont € Ry z € W, subconjunto de un espacio euclideo, puede existir
un punto z* € W tal que ¢(z*) = z*, V¥t € R. Esto quiere decir que si el
sistema dinamico se encuentra en este punto, siempre va a estar situado en él.

Se dice, entonces, que z* es un punto de equilibrio del sistema.

Analiticamente, dado el sistema de ecuaciones diferenciales asociado a
este sistema dindmico, z = f(z), con f € C', los puntos de equilibrio se
localizan hallando las raices de la funcidén f, o sea, z* € W es un punto de
equilibrio del sistema si y sélo si f(z*) = 0. La localizacién de los puntos
de equilibrio es la primera etapa en el anilisis de un sistema dinamico. En
modelos de dindmica econémica, estos puntos de equilibrio indican la situacion
de equilibrio intertemporal de la economia, que no tienen por qué ser la misma

que la del equilibrio de mercado.

Existen otros tipos de trayectorias especiales que son las orbitas cerradas.
Dado un sistema dindmico ¢(¢,z), se dice que v C W es una drbita cerrada st
no es un punto de equilibrio y 3p > 0 tal que ¢,(z) = = Vz € 7. Alpunto A > 0
tal que A = man{p > 0/¢,(z) = z,Vz € 7} se le llama periodo de la 6rbita

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

, los autores. Digitali

© Del



44 Conceptos fundamentales

cerrada 7. Las drbitas cerradas indican comportamientos ciclicos regulares
del sistema. Localizar estos comportamientos en sistemas dinamicos suele ser
una labor mucho mas ardua que la localizacién de los puntos de equilibrio.

Ejemplos que incorporan estas rbitas pueden encontrarse en Guckenheimer y

Holmes (1983).

En el estudio de sistemas dindmicos se da poca relevancia al
comportamiento transitorio de las variables y se centra mas en la tendencia
asintotica, o sea, para valores de ¢ — oo. Esta tendencia asintética puede
dirigirse a estructuras muy complejas, aunque es usual la tendencia a los puntos
de equilibrio del sistema. En este caso se dirda que el punto de equilibrio es
asintdticamente estable. Existe también otro comportamiento mas débil que
la estabilidad asintética, y es cuando las trayectorias de puntos préximos a un
punto de equilibrio se mantienen préximos a este punto de equilibrio, pero sin
necesidad de convergencia. En este caso, el punto de equilibrio serd sélamente

estable. Vamos a establecer las definiciones de una forma mads rigurosa:

Definicién 3 Sea un sistema de ecuaciones diferenciales © = f(z), con
f: W — E una funcién C', y z* un punto de equilibrio de este sistema.
Entonces, se dice que z* es estable si para todo entorno U, de z* existe otro
entorno Vye de 2% con Vie C U, tal que toda solucion z(t) con z(0) € Vv se

mantiene en Uy« para todo t > 0.

Obsérvese que, en este caso, no es necesario que las soluciones de puntos
cercanos al punto de equilibrio z* converjan a este punto de equilibrio, sino

que se mantengan cercanos a él.

Definiciéon 4 Dadas las mismas condiciones de la definicion anterior, s

ademds puedo tomar Vi« tal que tlim z(t) = =", para toda solucidn z(t) con
— 00

z(0) € V,., entonces se dice que el punto de equilibrio z* es asintélicamente

estable.
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2.2 Atractores 49

La estabilidad asintdtica es un concepto mas restrictivo que la
estabilidad. No obstante, éste va a ser el comportamiento mas usual y relevante
que presenten los sistemas en torno a un punto de equilibrio. Un punto de

equilibrio que no verifique la definicion 3 se dice que es inestable.

Una orbita cerrada v también puede atraer trayectorias. Enunciemos la

definicion formal:

Definicion 5 Sea un sistema de ecuaciones diferenciales ¢ = f(z), con
f: W — E una funcion C', y sea ¥ una drbita cerrada de este sistema.
Se dice que v es estable st para todo entorno U, de v existe otro entorno V,
de v con V, C U,, tal que toda solucion z(t) con z(0) € V, se mantiente en

U, para todo t > 0.

Al igual que en el caso de los puntos de equilibrio, también podemos
establecer un concepto de estabilidad de una érbita cerrada mas fuerte que el

anterior:

Definiciéon 6 Dadas las mismas condiciones que la definicion anterior, st
ademds puedo tomar V, tal que, dada una solucion cualquiera z(t) con z(0) €

V,, se cumple que
tlim d(z(t),y) =0
con d(z,7) la distancia entre el punto x y la drbita cerrada v, se dice que la

orbita cerrada v es asintdticamente estable.

Anélogamente al caso de los puntos de equilibrio, una érbita cerrada que

no verifica la definicién 5 se dice inestable.

De las definiciones anteriores, podemos deducir que un punto de equilibrio
o una Orbita cerrada asintéticamente estable estd referida siempre a la
existencia de un entorno V donde las trayectorias que se inician en este

entorno son convergentes al punto de equilibrio o la érbita cerrada. Estas
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observaciones inducen a la introduccion de un nuevo concepto, la llamada
cuenca de atraccion. La cuenca de atraccidon de un punto de equilibrio o una
orbita cerrada asintéticamente estable es la unién de todas las soluciones de la
ecuacién diferencial que convergen al punto de equilibrio o la érbita cerrada,

respectivamente.

Los puntos de equilibrio u érbitas cerradas no son necesariamente las
unicas estructuras que atraen o repelen las trayectorias. Para analizar los casos
mas generales, vamos a definir el conjunto de puntos que atraen o repelen una
orbita cualquiera, que llamaremos conjunto limite. Entonces, dado una 6rbita
cualquiera {¢;(z)},cg de un sistema dindmico, se dice que un punto a € W
es un punto w-limite de la trayectoria de z si es limite de esta trayectoria
para alguna subsucesién de valores de ¢ divergente en el infinito (+00). Esto
quiere decir que existe una sucesién de puntos de la trayectoria {¢:(z)}.cR,
para valores de ¢ crecientes, que se aproxima tanto como queramos al punto
a. Analogamente, se dice que b € W es un punto a-limite de la trayectoria
de z st es limite de esta trayectoria para alguna subsucesion de valores de ¢

divergente en menos infinito (—oo).

Al conjunto de puntos que son w-limite de una trayectoria {¢.(z)},cg
se dice conjunto w-limite de z, L,(z), y al conjunto de puntos que son a-
limite de esta trayectoria se dice conjunto a-limite de x, L,(z). La definicién
conjuntista es, por tanto, la siguiente:

Lande ol

L,(z) = {e€W /3, """ co tal que limpoo ¢:,(z) = a}
Lo(z) = {be W /3, "B —co tal que limpioo ¢¢,(2) = b}

Un conjunto A C W se dice invariante para un sistema dinamico ¢(t,z)
si ¢(A) C A, Vt € R (si ¢(A) C A, Vt > 0, se dice positivamente invariante,
analogamente Vt < 0, negativamente invariante). Se demuestra que los
conjuntos limites de un sistema dinamico en un punto son necesariamente

invariantes. Esto quiere decir que las érbitas asociadas a cualquiera de sus
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2.2  Atractores 47

puntos nunca se escapan del conjunto. Cualquier conjunto limite, por tanto,

incluye todas las érbitas de los puntos que estan incluidas en él.

Cuando un conjunto limite es una drbita cerrada se le llama ciclo limite.
En general, a un sistema que presente un comportamiento periddico sostenido,
0 que posea una Orbita cerrada como conjunto w-limite para un subconjunto

denso de puntos de su dominio de definicién, se le llama un oscilador.

Los conjuntos limites son importantes en el estudio cualitativo de
los sistemas dindmicos, pues nos indican el comportamiento hacia el que
tiende o del que puede considerarse fuente las soluciones de dicho sistema.
Cualitativamente, el comportamiento transitorio hacia dicho conjunto se
desecha, y se toma como comportamiento general el indicado en su conjunto

limite.

Noétese que el conjunto a-limite corresponde a conjuntos invariantes que
son inestables. De hecho, se demuestra que todo punto de equilibrio inestable
es conjunto a-limite para un conjunto de puntos alrededor de él, y salvo ciertos
casos que podemos despreciar, el hecho de que un punto de equilibrio sea a-

limite de otro punto diferente implica su inestabilidad.

Los conjuntos w-limites se refieren a conjuntos que atraen orbitas. Si un
conjunto atrae no a una 6rbita exclusivamente, sino a todas las drbitas iniciadas
en un entorno alrededor suyo, se le llamara un atractor. A continuacién vamos

a establecer la definicién de atractor segin Broer et al. (1991):

Definicién 7 Dado un sistema dindmico ¢(t,z) donde z € W, W abierto de
un espacio vectorial E, t € T(=R ¢ Z%). Se dice que A C W es un atractor

de este sistema dindmico st verifica las siguientes propiedades:

e A es un compacto (cerrado y acotado).
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o i (A)=A,VteT (A es invariante).

e 1 U entorno de A en E tal que A = Ny ¢(U), que dicho de otra
manera, ndica que el conjunto de los limites cuando t — +oo de todas

las trayectorias iniciadas en puntos de U es el conjunto A.

Existen otras definiciones en la literatura (ver Guckenheimer y Holmes
1983) que incluyen que la érbita de cualquier punto a € A, {¢;(a)}er, haya
de ser densa en el conjunto A. A esta propiedad se le denomina transitividad.

Con esto se evita que el conjunto se pueda dividir en varias componentes.

Anélogamente al caso de los puntos de equilibrio, se define cuenca de
atraccion de un atractor como la unién de todas las trayectorias que son

atraidas hacia ese conjunto.

Es evidente que puntos de equilibrio u érbitas cerradas asintéticamente
estables son ejemplos de atractores. No obstante, existen otros ejemplos de
atractores exhibiendo formas mucho maéas complejas que éstas. Un ejemplo
clasico de este tipo de atractores en tiempo continuo es el inducido por el
sistema de Lorenz en 1963 (ver Guckenheimer y Holmes 1983), que explica el

movimiento turbulento de un fluido:

z = ofy—=z)
;] = pr—y—z2 (27)
z = Pz+tzy

con (z,y,2z) € R®, o,p,8 > 0. Simulando el sistema para ciertos valores
concretos de los parametros, obtenemos una trayectoria como la que aparece en
la figura 2.1. Curiosamente, las 6rbitas de este sistema, para un amplio rango
de los valores de los pardmetros, adquieren a largo plazo esta estructura, siendo
soluciones diferentes. Esta estructura sugiere la existencia de un atractor que

no es ni un punto de equilibrio, ni érbitas cerradas, ni combinaciones entre
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2.2 Atractores 49

ellos.

Figura 2.1: Atractor de Lorenz. Fuente: Lorenz (1993).

Usualmente este tipo de atractores estan asociados a comportamientos de
las trayectorias muy sensibles a las condiciones iniciales, o sea, que trayectorias
con condiciones iniciales muy préximas entre si manifiestan comportamientos
radicalmente diferentes. Un atractor con la propiedad de transitividad, y
exhibiendo este comportamiento complejo ha sido denominado por Ruelle en
1979 como atractor extrario (ver Lorenz 1993). A partir de esta definicion,
podemos decir que un sistema es cadtico si tiene asociados a €l atractores

extranos.

Existen muchos otros ejemplos de atractores exhibiendo una geometria
compleja. Estos comportamientos estan relacionados con una alta sensibilidad
a las condiciones iniciales y una alta impredecibilidad. Usualmente
estos atractores tienen una dimensién topoldgica no entera, llamada
dimension fractal, que es otra caracteristica de comportamiento cadtico.
En general, podemos considerar el caos como una situacién intermedia

entre comportamientos puramente deterministas, con baja sensibilidad a las
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condiciones iniciales, y los comportamientos aleatorios.

La mayoria de las teorias que tratan de desentrafiar la dinamica de estos
sistemas han sido impulsadas en los dltimos tiempos por la utilizacién de
ordenadores, que se han presentado como una gran ayuda en la localizacién y
descripcién de atractores extrafios. Es por ello que, desde el primer trabajo
de Lorenz, se han acumulado muchos resultados de tipo tedrico que intentan
comprender estas estructuras, de los cuales podemos citar los mas relevantes,
como Ruelle y Takens en 1971, Liy Yorke en 1975, Feigenbaum (1978), Ruelle

en 1979 (Lorenz 1993 para una breve revisién).

A pesar de los amplios avances en la materia, la definicion de
comportamiento cadtico todavia sigue siendo materia de estudio. A esto se
le une la dificultad intrinseca, en muchos sistemas, en la verificacion de caos.
Asi, ejemplos clasicos como el atractor de Hénon (Broer et al. 1991), que
exhibe una dimensién fractal, no han encontrado una justificacién clara de ser
ni siquiera atractor. No obstante, existen ciertos criterios de justificacion del
caos que han tenido éxito en multitud de estudios. Tal es el caso del estudio
de los llamados ezponentes de Lyapunov, o bifurcaciones de desdoblamiento de
periodo, o la utilizaciéon de ciertos resultados, como el teorema de Newhouse,

Ruelle y Takens o el de Marotto en 1978 (Lorenz 1989).

2.3 Sistemas lineales

Como hemos mencionado en el capitulo I, puede establecerse una divisidon en
el estudio de los fenémenos dindmicos en todos los campos del saber segin dos
enfoques: un enfoque lineal o0 un enfoque no lineal. En Economia, en particular,
a pesar de la poca riqueza dinamica que los sistemas lineales tienen con respecto
a los no lineales, la utilizacién de uno u otro tipo de modelizacién sigue siendo

materia de debate. Ello motiva que un estudio general del comportamiento de
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2.8 Sistemas lineales 51

los sistemas lineales sea de interés.

Los sistemas lineales se basan en el principio de que cambios en
la situacién inicial de una variable dentro del modelo, producen cambios
proporcionales en el comportamiento de esa variable a lo largo del tiempo, o de
cualquier otra que integre el sistema. Esto implica que la variacidon de cualquier
variable ha de ser, en cada instante, igual a una combinacién lineal de los
valores de cada una de las variables, salvo una constante. Nosotros nos vamos
a cenir al caso de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales auténomas, o
sea, que no dependen explicitamente del tiempo. También se le suele llamar
sistema lineal con coeficientes constantes. Entonces, de acuerdo con lo dicho

anteriormente, un sistema lineal ha de tener la siguiente forma:
= Az (2.8)

donde z € F, de dimensién n, con lo que podemos considerarlo como R™. ” A”
es una matriz de érden n X n con coeficientes constantes. A este sistema lineal
se le dice también homogéneo, porque no admite un término independiente de
la variable sumado en la ecuacion. El estudio de sistenas lineales auténomos
no homogéneos es una ampliacién sencilla del caso anterior que no perturba el

comportamiento cualitativo del sistema.

La consideracion del sistema no dependiente explicitamente del tiempo
no es sélo una mera simplificacion. Incorporar esta dependencia implicaria que
la evolucién de las variables se ven afectadas no sélo por su valor, sino también
por el transcurso del tiempo. Esta suposicién indica que las variables estan
afectadas por circunstancias exdgenas al sistema que, légicamente, perturbaran
su comportamiento. Analizar el caso puramente endégeno es ausentarlo de

fuentes externas de variacion.

Trivialmente, el punto 0 € R™ es un punto de equilibrio del sistema.

Un primer andlisis seria, por tanto, estudiar el comportamiento alrededor de

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



52 Conceptos fundamentales

este punto de equilibrio. Afortunadamente, este sistema es sencillo y podemos
conocer la forma general explicita de cualquier solucién dada una condicién
inicial z(0) = zo. Nos remitimos a Hirsch y Smale (1974) o Arnol’d (1992)
para un desarrollo extenso de los fundamentos de dlgebra lineal necesarios para
la comprensién y demostracion de los resultados acerca de estas soluciones, asi

como una demostracién de los mismos.

En pocas palabras, se demuestra que el conjunto de soluciones del
sistema 2.8 es un espacio vectorial de la misma dimensién que el espacio
de estados y que, por tanto, cualquier solucién z(t) puede expresarse como

combinacion lineal de n soluciones particulares independientes que forman una

base, {z1(t), z2(t), ..., za(t)}. Asi:
z(t) = zn:cj'wj(t), c; ER, Vj € {1,2,...n} (2.9)

Estas soluciones z;(t), 7 € {1,2,..n}, se pueden construir a partir
de los valores propios en C de la matriz A considerando su multiplicidad.
De esta manera, dado el conjunto de valores propios {An}re(12,..k} de la
matriz A, obtengo un conjunto de n soluciones linealmente independientes
{z1(t), 22(t), ..., 2a(t)} que forman una base del espacio de soluciones del
sistema 2.8. Las componentes ¢; € R, j € {1,2,...n}, de una solucién concreta
z(t), en esta base de soluciones, se determinan a partir de las condiciones

iniciales impuestas en el sistema.

De la observacién de la forma analitica que tiene el conjunto de soluciones
independientes podemos deducir directamente el comportamiento asintotico
del sistema. El signo de la parte real de los autovalores de la matriz A

determina este comportamiento.

Teorema 1 Toda solucion tiende al punto de equilibrio z* = 0 parat — oo st

y solo si la parte real de todos los valores propios de A es negativa.
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En este caso, el punto de equilibrio atrae cualquier solucién
mondtonamente si todos los valores propios son reales, o mediante oscilaciones
amortiguadas, si existe algin valor propio con parte imaginaria no nula. El
punto de equilibrio es asintoticamente estable y la cuenca de atraccién es todo
el conjunto R®. Un punto de equilibrio en esta situacién se le dice sumidero

(ver figura 2.2).

Si todos los valores propios de A tienen parte real estrictamente positiva,
toda solucién que no sea el punto de equilibrio tiende a alejarse cada vez mas
de él, de una forma mondtona o mediante oscilaciones explosivas, segin si los
valores propios son todos reales o no. En este caso, el punto de equilibrio

z* = 0 es inestable y se dice una fuente (ver figura 2.2).

a) b)

Figura 2.2: Comportamiento del sistema lineal £ = Az : a) ReA <0, ImA =0,
siendo A cualquier valor propio de la matriz A. El punto de equilibro 0 € R?
es un sumidero; b) ReA > 0, ImA = 0, siendo A cualquier valor propio de la

matriz A. El punto de equilibro 0 € R? es una fuente.
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En érden a completar el estudio de los sistemas lineales, supongamos que
la matriz A comprende valores propios que tienen todos parte real no nula, o
positiva o negativa. En este caso el sistema se dice que es un flujo hiperbdlico

y el punto de equilibrio z* = 0 se dice punto hiperbslico. Podemos enunciar el

siguiente teorema:

Teorema 2 Sea z = Az un sistemna lineal que es un flujo hiperbélico, z € R™,
A € M, x.(R™). Entonces, existe una particion del espacio vectorial R*, de
forma tnica, en una suma directa de un subespacio vectorial E* (asociado a
los valores propios con parte real negativa), mds otro subespacio vectorial E*

asociado a los valores propios con parte real positiva):
prop p P
R" = Es oy E

de manera que cada uno de los subespacios son conjuntos invariantes por el
sistema, y las soluciones iniciadas en E° tienden asintéticamente al punto de

equilibrio 0 € R™, y las iniciadas en E* se alejan de €l.

Entonces a E° se le llama subespacio estable y a E* subespacio inestable.
En particular, de este teorema se deduce que si existe algtin valor propio con
parte real positiva el punto de equilibrio es inestable. Si todos los valores
propios tienen parte real negativa, el punto de equilibrio es estable. Podemos

ver algunos ejemplos graficos del comportamiento del sistema segiin estos

subespacios en la figura 2.3.

Existe otra situacién aun no analizada, que es el caso de algin valor
propio con parte real nula. En este caso, podriamos construir un tercer
subespacio, de manera que las soluciones iniciadas en él oscilen alrededor del
punto de equilibrio manteniendo la misma distancia, si la parte imaginaria del
valor propio es no nula, o se mantengan constantes, si el valor propio es el cero.
Si todos los valores propios del sistema tienen parte real nula, este subespacio

seria el total, R*. Entonces el punto de equilibrio 0 € R™ seria estable. No
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Figura 2.3: Subespacios estables e inestables de sistemas lineales. Fuente:

Hirsch y Smale (1974).

obstante, esta situacion es poco adecuada a la realidad, porque no se conserva
frente a ligeras perturbaciones en el sistema. Pequenos cambios en la matriz A
pueden originar que los valores propios no sean todos nulos, y el sistema pierda
totalmente este comportamiento. Si el sistema representara una situacion real,
este comportamiento es desechable, ya que las continuas alteraciones existentes
en las condiciones de un sistema real perturbarian esta situacién tan fragil, no
pudiendo presentarse. Se dice que esta situacidn es entonces estructuralmente

inestable. En las proximas secciones ahondaremos mas en esta cuestion.
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2.4 Estabilidad éstructural. Estabilidad local

de puntos de equilibrio y 6rbitas cerradas

Como hemos podido comprobar en la anterior seccién, el comportamiento
cualitativo de los sistemas lineales estd completamente determinado por el
caracter del punto de equilibrio 0 € R™ asociado a él. Se tiene, por tanto,
un conocimiento global del sistema, ya que, dada cualquier condicién inicial,
por muy distante del punto de equilibrio que se encuentre, su evolucién
asintotica estd perfectamente determinada. Esta evolucién asintética puede
manifestar convergencia al punto de equilibrio, divergencia en valor absoluto,

o mantenimiento de la distancia al punto de equilibrio.

Desgraciadamente, los sistemas no lineales no poseen, en general, estos
comportamientos tan sencillos. Al igual que una funcién no lineal entre dos
espacios vectoriales posee unas posibilidades de variacién y comportamiento
asintético mucho mayores que las lineales, asi los sistemas no lineales también
incorporan una riqueza mucho mayor. Ello supone una dificultad, muchas
veces insalvable, en el estudio global del comportamiento del sistema. No
obstante, se han desarrollado numerosos resultados que ayudan a conocer, al

menos localmente, la evolucién de las trayectorias.

2.4.1 Estabilidad estructural

Una de los primeras formas de llevar a cabo el estudio de los sistemas
dinamicos en general es agruparlos en diversas clases de comportamientos
cualitativos similares. De esta manera, reducimos estudiar todos los sistemas
pertenecientes a una clase a estudiar la evolucién de uno cualquiera de sus
elementos. Para ello habra que establecer una relaciéon de equivalencia que

ligue dos sistemas de una misma clase. Esta relacidon de equivalencia se llama
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conjugacion y estd definida como sigue:

Definicién 8 Dados dos sistemas dindmicos (W, T, ), (W,T,), se dice que

son conjugados st existe un homeomorfismo® h: W — W tal que

h(é(t, z)) = P(t, h(z))

para todot € T, z € W.

A la funcién h también se le llama conjugacion entre los sistemas ¢(¢, z)
y ¥(t,z). Se demuestra que esta funcién preserva los conjuntos invariantes,
lleva conjuntos estables en conjuntos estables, e inestables en inestables. Por
tanto, a partir de estas propiedades, podemos decir que, cualitativamente,
dos sistemas conjugados tienen el mismo comportamiento asintético. No
obstante, es posible que el modo de atraccién o repulsién de ciertos conjuntos
invariantes sea diferente entre dos sistemas conjugados, en el sentido que un
sistema pudiera atraer trayectorias de una forma monétona, y otro en forma

de oscilaciones amortiguadas (ver Broer et al. 1991 para un ejemplo).

Se demuestra que la conjugacién es una relaciéon de equivalencia, de
manera que podemos construir diversas clases de equivalencias que incluyan
todos los sistemas con las mismas caracteristicas dindmicas. Por tanto, la
descripcidn cualitativa de un sistema particular de una clase es suficiente para

la descripcidn cualitativa de todos los sistemas de esa clase.

Por otro lado, los sistemas dinamicos que vamos a considerar

como representaciones validas de fendmenos reales son aquellos cuyos

3Un homoeomorfismo h : W +— W es un funcién biyectiva continua y con inversa
continua. Coloquialmente, los homeomorfismos transforman subconjuntos de W en otros
subconjuntos de W estirando o encogiendo el de partida, nunca rompiendo o quebrando
el contorno de ese subconjunto. Se trata de una transformacién que maneja los conjuntos

como si estuvieran hechos de ”plastilina”, pero sin realizar cortes ni pegados.
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comportamientos cualitativos se mantienen frente a pequenas perturbaciones
en las funciones que definen el sistema. Sistemas que no mantienen estas
caracteristicas podemos considerarlos ”desechables”*. Para establecer una
definicion concreta de esta propiedad, hemos de introducir una topologia en
el conjunto de sistemas dinamicos ¢ : W x T +— W, ¢ € C*, k € 7, que
indique un concepto de cercania entre los distintos sistemas. Esta va a ser la
topologia C*, que establece que dos funciones son cercanas si sus imagenes y
sus sucesivas diferenciales estdn cercanas hasta el érden k. Estamos entonces

en disposicion de enunciar la siguiente definicion:

Definicién 9 Dado un sistema dindmico (W, T, @), con ¢ € C*, se dice que
este sistema es estructuralmente estable para la topologia C* si es un punto
interior de una clase de equivalencia de sistemas conjugados, para el espacio

topoldgico de los sistemas dindmicos con la topologia C* introducida.

La definicién anterior quiere decir que, dado un sistema ¥(¢,z) que
esté lo suficientemente préximo a ¢(¢,z) por la topologia C*, tiene el mismo
comportamiento asintético que ¢(t, z). Entonces, el sistema no sufre alteracién
cualitativa para pequenas perturbaciones de sus imagenes y sus derivadas
parciales. Asi, pequenas perturbaciones en el sistema no suponen cambios

estructurales en el mismo.

2.4.2 Estabilidad local de puntos de equilibrio

Iniciamos en esta seccién el estudio del comportamiento cualitativo de un
sistema dinamico no lineal cualquiera en torno a sus puntos de equilibrio y

en base a resultados sobre conjugacién. Consideraremos el sistema dinamico

4Aunque a veces las condiciones reales del sistema obligan a considerar este otro tipo
de sistemas como buenas representaciones, nosotros vamos a suponer que este caso no se

presenta en los sistemas que vamos a trabajar.
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en forma de ecuaciones diferenciales, por lo que, dada una funcién f: W — E,

€ C1, el sistema esta expresado por medio de la ecuacién:
s p P

i = J(2) (2.10)

Una primera etapa en el estudio de este sistema es descubrir los puntos
de equilibrio del mismo, es decir, el conjunto de {z}};cs, tal que f(z) = 0,
siendo I un conjunto de indices tal que su cardinal sea igual al nimero de
puntos de equilibrio del sistema. A cada punto de equilibrio 2* del sistema
2.10 le tenemos asociada una funcidn lineal, dada por la diferencial de f en ese
punto de equilibrio, D f(z*). Anélogamente al caso lineal, vamos a clasificar
el punto de equilibrio z* segin el signo de los valores propios de la diferencial
D f(z*). Asi, un punto de equilibrio z* se dird hiperbslico si la parte real de
todos los valores propios de la diferencial de f en ese punto es distinta de cero.

En esta situacion podemos enunciar el siguiente teoremas:

Teorema 3 (Hartman-Grobman) Dado un sistema z = f(z) y un punto
de equilibrio z* hiperbdlico, entonces eziste un entorno de ese punto de
equilibrio, U+ tal que el sistema anterior restringido a ese entorno es

conjugado al sistema lineal 2 = D f(z*)z.

Este teorema quiere decir que un sistema cualquiera se comporta
cualitativamente igual que un sistema lineal, en un entorno de sus puntos
de equilibrio hiperbdlicos. Se dice, entonces, que el sistema es localmente
conjugado al sistema lineal formado por su diferencial en cada uno de sus
puntos de equilibrio hiperbdlicos. Por tanto, todos los resultados generales
para los sistemas lineales pueden trasladarse localmente a un entorno de estos
puntos de equilibrio de los sistemas no lineales. Asi, si todos los valores
propios de la diferencial del sistema 2.10 en z* son negativos, se dice que
z* es astntdticamente estable localmente, y si hay alguno de ellos positivo,
entonces z* es inestable (ver figura 2.4). En caso que se demuestre que un

punto de equilibrio es asintéticamente estable con todo el dominio de definicién
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como cuenca de atraccion, se dice que es asintoticamente estable globalmente.
Por ejemplo, los puntos de equilibrio asintéticamente estables de los sistemas

lineales son asintéticamente estables globalmente.

-5 &y

a) b)

Figura 2.4: Comportamiento local de un sistema en torno a un punto de

equilibrio z*: a) z* es asintéticamente estable localmente; b) z* es inestable.

Es sencillo demostrar también que en un sistema lineal, si el punto
de equilibrio es hiperbdlico, es estructuralmente estable. Entonces, por el
teorema de Hartman-Grobman, podemos deducir que los puntos de equilibrio
hiperbdlicos de un sistema no lineal son localmente estructuralmente estables,
al existir una conjugacién local que los liga con los sistemas lineales. Si,
en cambio, el punto de equilibrio es no hiperbdlico, su comportamiento no
es sostenible frente a pequenas perturbaciones, por lo que el sistema, en
este caso, no es estructuralmente estable, y podemos desechar este tipo de

comportamientos.

Sin embargo, aunque los puntos de equilibrio hiperbdlicos de sistemas
no lineales sean localmente estructuralmente estables, es posible que no

representen la situacién general de los sistemas. Es posible que los sistemas
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con puntos no hiperbdlicos representen un conjunto considerable dentro de los
sistemas dinamicos. Para poder establecer una medida de relevancia de una

propiedad dentro de un espacio topolégico definiremos el siguiente concepto:

Definicién 10 Dado (X,| |) un espacio normado cualquiera con norma | |.

Una propiedad P se dice genérica st se verifica para un subconjunto abierto y
denso de X.

Entonces, si una propiedad en el conjunto de sistemas dindmicos definidos
en W con tiempo R y con la topologia C* es genérica, se mantiene frente a
pequenas perturbaciones de los sistemas, y si existe algin sistema que no
verifica esa propiedad, se puede aproximar por sistemas que si la verifican.
Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que esa propiedad estd

extendida entre todo el conjunto de sistemas.

La propiedad de hiperbolicidad de un punto de equilibrio es una
propiedad genérica. Es sencillo comprobar que, dado cualquier sistema con
un so6lo punto de equilibrio no hiperbdlico, puede ser aproximado localmente
por sistemas donde el punto de equilibrio es hiperbdlico, y el caso contrario no
puede darse. Los sistemas con un punto de equilibrio hiperbélico representan
un conjunto abierto y denso dentro del conjunto de sistemas dinamicos con un

sélo punto de equilibrio.

2.4.3 Estabilidad local de 6rbitas cerradas

En este apartado analizaremos las condiciones de estabilidad y estabilidad
estructural local de otro tipo de atractores especiales, las 6rbitas cerradas, al
igual que lo hicimos para los puntos de equilibrio. Recuérdese que, dado un
sistema dindmico ¢(t, z), una orbita cualquiera {¢:(z)}ieT = 7y se dice cerrada
si existe un A € T, A > 0 tal que dipa(z) = ¢4(x). Si ademas A es el minimo

elemento positivo de T tal que verifica la propiedad anterior, A es el periodo
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de la orbita cerrada. Recuérdese también de la seccién 2.2 el concepto de
estabilidad de una o6rbita cerrada. Una 6rbita cerrada « es estable si puntos
cercanos a <y se mantienen cercanos a <y, y es asintéticamente estable si ademas

estos puntos cercanos se aproximan tanto como queramos a .

Para empezar a analizar el comportamiento asintético de un sistema
en torno a una orbita cerrada es necesario tomar primero una seccion local
transversal. Una seccién local transversal S de un sistema dinamico cualquiera
alrededor de un punto p € W es un conjunto abierto contenido en un
hiperplano H del espacio euclideo F, o sea, H es un subespacio de £ con
dimensiéon una unidad menor que E. Este conjunto S debe estar incluido
también en W, contener al punto p y ser transversal al flujo. S es un conjunto
transversal si, dado £ = f(z) las ecuaciones diferenciales asociadas al sistema,

necesariamente f(z) ¢ H, Vz € S (ver figura 2.5).

D (t,%)

Figura 2.5: Seccién local transversal de un sistema dindmico.

Dado un sistema dindmico que admite una orbita cerrada v de periodo
A, ¥ p € v cualquiera (necesariamente ¢,(p) = p). Sea S una seccién local

transversal del sistema dindmico en p. Se demuestra que 3U, entorno de p y
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37: U, = R, 7 € C, tal que ¢,(z)(z) € S. Entonces, tomando So = SN U,

podemos definir la siguiente funcién de clase C*:

g:SO — S

2.11
z = $rm(z) (2)

A esta funcién se le llama funcidn de Poincaré del sistema dinamico
#(t,z) en torno al punto p. Esta funcién induce un sistema dindmico discreto
en Sp con un punto de equilibrio p. Si el punto de equilibrio para la
aplicacién de Poincaré es asintoticamente estable, la 6rbita cerrada va a ser
asintéticamente estable, y sl es inestable, la érbita cerrada serd inestable. Asi,
por medio de la funcién de Poincaré, reducimos la estabilidad de una érbita

cerrada a la estabilidad de un punto de equilibrio.

La condicién de estabilidad para el punto de equilibrio de una funcién
g discreta es que los valores propios de la diferencial Dg(p) sean, en norma,
menores que uno. Estamos, entonces, en condiciones de enunciar un resultado

general sobre la estabilidad de las érbitas cerradas:

Teorema 4 Sea v una drbita cerrada de un sistema dindmico ¢(t,z) con
periodo A\. Dado un punto p € v, si la diferencial D¢,(p) tiene todos los valores

Propios menos uno menores que uno en norma, entonces y es un atractor.

Este teorema se basa en que la diferencial Dg(p) = Dé¢y(p)|g. Uno de los
valores propios de la diferencial D¢, (p) es siempre igual a uno, ya que siempre
se verifica que Déx(p)(f(p)) = f(p), para cualquier p € . Si el resto tienen
norma menor que uno, la 6rbita cerrada serd un atractor. Se dice también que

v es un atractor periddico.

En caso de que alguno de los valores propios de D¢, (p) fuera mayor que
uno en norma, y ya no seria un atractor periddico. Este comportamiento es

muy similar al de los puntos de equilibrios z* con respecto a los valores propios
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de la diferencial D f(z*). De hecho, una drbita periédica se dice hiperbdlica
si todos los valores propios menos uno de la diferencial D¢y(p), para p € v
cualquiera, son distintos de uno en norma. Al igual que con los puntos de
equilibrio, se demuestra que las 6rbitas cerradas hiperbdlicas son localmente
estructuralmente estables. Esto quiere decir que si un sistema posee una orbita
cerrada hiperbdlica, las variaciones suficientemente pequenas de este sistema
también poseen una orbita cerrada hiperbédlica y con el mismo caracter. Si
en el sistema original la orbita era un atractor periédico, en el perturbado
también. Cualquier otro comportamiento cualitativo de las orbitas cerradas
hiperbdlicas también se mantiene. Ademds, la hiperbolicidad de las orbitas
cerradas es una propiedad genérica, con lo que podemos entonces desechar el

resto de las posibilidades.

Los resultados sobre estabilidad estructural que hasta ahora hemos
presentado se refieren a comportamientos locales del sistema en torno a puntos
de equilibrio u érbitas cerradas. La biusqueda de conjuntos de sistemas
estructuralmente estables que sean, a su vez, una propiedad genérica a
nivel global ha sido fuente de numerosos trabajos a lo largo de las décadas.
Desgraciadamente, la estabilidad estructural no es una propiedad genérica para
los sistemas dinamicos en general, pero se han obtenido muchos resultados
al respecto. Presentar estos resultados en toda su extensién suponen un
alejamiento de los objetivos de este trabajo. No obstante, a continuacién
vamos a enunciar uno que se deduce directamente de teoremas generales de
estabilidad estructural y que pueden ser encontrados en Broer et al. (1991).
Este teorema nos va a servir de utilidad en el andlisis que vamos a llevar a

cabo en el capitulo III.

Teorema 5 Un sistema dindmico (W,T,¢), con W C R?, tal que
admite un unico punto de equilibrio hiperbdlico y asintdticamente estable es

estructuralmente estable.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



2.5 Sistemas planos. Teorema de Poincaré-Bendizon 6o

2.5 Sistemas planos. Teorema de Poincaré-

Bendixon

El estudio del comportamiento local en torno a puntos de equilibrio u
orbitas cerradas, légicamente, no es suficiente para conocer en su totalidad
el comportamiento cualitativo de un sistema, ya que el mismo puede exhibir
conjuntos limites mas complejos fuera de la cuenca de atraccion de los puntos
de equilibrio u 6rbitas cerradas. De hecho, el estudio global de un sistema
puede llegar a ser una tarea casi imposible de realizar. En esta seccidn,
presentaremos varios resultados que ayudan a estudiar -el comportamiento
global de una clase especial de sistemas, los sistemas dinamicos planos, que son
aquellos donde el espacio de estados est4 definido en R%. Este tipo de sistemas
presentan clertas limitaciones en las posibles estructuras de sus conjuntos

limites, que hacen mas sencillo su analisis.

En general, vamos a describir un sistema dindmico plano por medio de
ecuaciones diferenciales:
T, = f (301,1132)

Ty = f(331, T2)

(2.12)

con z = (21,%9) € W CR?, f y g funciones de clase C1.

Recordamos de la seccién 2.2 el concepto de conjunto w-limite de

un punto z cualquiera, L,(z), respectivamente a-limite, L,(z), que es el
conjunto de puntos que son limite de trayectorias ¢,,(z) cuando t, s oo,
respectivamente &, — oco. Hemos visto en la seccién 2.2 que los conjuntos
limites de un sistema dinamico cualquiera y, por tanto, los atractores, pueden
tener formas muy complicadas. Cuando nos encontramos con un sistema
como 2.12, estos conjuntos limites no pueden describir cualquier forma. Esta

restricciéon viene determinada por el siguiente teorema:
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Teorema 6 (Poincaré-Bendixon) Un conjunto limite compacto no vacio de
un sistema dindmico plano que no contiene puntos de equilibrio es una dérbita

cerrada.

Este célebre teorema indica que, en el plano, los posibles conjuntos a u w-
limite cerrados y acotados han de ser o puntos de equilibrio, u érbitas cerradas,
o combinaciones entre ellos. Las estructuras que obteniamos mediante el
atractor de Lorenz (figura 2.1) son imposibles en este tipo de sistemas. El
teorema es, por tanto, muy util para el descubrimiento de la existencia o no
existencia de ciclos limites en sistemas planos, al utilizarlo junto con otros

resultados que a continuacién presentamos:
Proposicion 1 Son ciertos los dos siguientes resultados:

e Sea un sistema dindmico cualquiera y un conjunto D C W cerrado y

posttivamente invariante. Entonces, Vz € D, L,(z) C D.

e Sea un sistema dindmico cualquiera y un conjunto D C W cerrado y

negativamente invariante. Entonces, Vz € D, L,(z) C D.

Combinando este resultado con el teorema de Poincaré-Bendixon

podemos deducir este otro teorema:

Teorema 7 En un sistema dindmico plano, un conjunto cerrado y acotado I’
positiva o negativamente invariante ha de tener necesariamente o un punto de

equilibrio o un ciclo limite.

Entonces, si se sabe que este conjunto I' no contiene ningin punto
de equilibrio, necesariamente ha de incluir un ciclo limite. Si el conjunto
es positivamente invariante, el ciclo limite es w-limite, s1 es negativamente
invariante, el ciclo limite es a-limite. Se demuestra (ver Hirsch y Smale 1974)
que un ciclo w-limite es necesariamente estable localmente y un ciclo a-limite

es necesariamente inestable. Dicho de otra manera, si un conjunto I' en las
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condiciones del teorema 7 no contiene puntos de equilibrio, ha de contener un

atractor o un repulsor del sistema en forma de érbita cerrada.

El siguiente teorema es consecuencia directa del anterior:

Teorema 8 En un sistema dindmico plano, toda orbita cerrada ha de incluir,
necesariamente, un punto de equilibrio en el dominio acotado interior de dicha

orbita.

El teorema de Poincaré-Bendixon, utilizado junto con estos ultimos
teoremas, es de extrema utilidad para el descubrimiento de ciclos limites y
su caracter en sistemas dinamicos planos. De hecho, estos resultados van
a constituir los principales argumentos que utilizaremos en el analisis del

siguiente capitulo.

2.6 Bifurcaciones

En la mayoria de los sistemas dindmicos que estudian fenémenos reales, y
los que vamos a introducir no son una excepcién, el comportamiento de los
mismos no estd determinado unicamente por la expresion de las relaciones
entre las variables que lo definen y sus condiciones iniciales, sino también por
ciertos pardmetros exdgenos cuyo valor exacto se desconoce. Estos parametros
pueden influir en el desarrollo del modelo, de manera que el comportamiento
cualitativo del mismo puede diferir enormemente para un valor del parametro
o para otro. Formulando estas apreciaciones mas formalmente, si nos
encontramos con un sistema de ecuaciones diferenciales definido en la variable
z € W C E, espacio vectorial euclideo que podemos considerar como R",
incorporaramos en estas ecuaciones una dependencia con respecto a un cierto

parametro p € R™. De esta manera, el sistema tendria la forma siguiente:

z= f(p,z) (2.13)

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



68 Conceptos fundamentales

con f:R™ X W+ E una funcién de clase C*.

El pardmetro g puede influir en el desarrollo del modelo. Diremos
que el sistema 2.13 presenta una bifurcacidn si el comportamiento cualitativo
del sistema se modifica cuando variamos los valores del parametro u. Se
dice, entonces, que un punto g = u* es un puntoo de bifurcacion si, para
cualquier entorno de ese punto, existen valores del pardmetro para los cuales
el comportamiento dindmico del sistema es diferente del comportamiento
dindmico para otros valores dentro de ese mismo entorno. Al decir
comportamiento dindmico diferente nos referimos a que los sistemas no son
conjugados. Por ejemplo, un punto de equilibrio que es estable para ciertos
valores de p puede ser inestable para otros, o pueden surgir nuevos atractores
que no aparecian en otras situaciones, etc. Loégicamente, es necesario, para
que se de esta circunstancia, que en un punto de bifurcacién p* el sistema no

sea estructuralmente estable.

Las bifurcaciones son un hecho muy comin en cualquier modelo que
intenta explicar un fenémeno real. La percepcién de la realidad sobre la que
se construye el modelo se basa en teorias de dependencia entre las variables
que influyen en un fenémeno. Es natural que esta dependencia se fundamente
en relaciones matematicas entre estas variables, para las cuales no conocemos
la forma exacta. Por medio de la introduccién de pardmetros ampliamos el
rango de funciones que pueden ser validas para explicar el fenémeno. Estudiar
las situaciones en las cuales el comportamiento sufre un salto cualitativo, al
modificar los parametros, puede darnos informacién util de la posible evolucion
de un sistema real. Esta circunstancia se presentaba ya en los primeros modelos
de tipo econémico. Por citar algunos ejemplos, en el modelo de Samuelson
en 1939, las variables dependian del valor de dos parametros que eran el
multiplicador de consumo y otro que representaba la magnitud del acelerador

de inversién. Segin el valor de estos parametros, el comportamiento del
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sistema era completamente diferente (ver Chiang 1987). Lo mismo ocurre con
otros modelos clasicos, como el de Hicks, Solow, etc. En los modelos actuales

que admiten comportamientos mas complejos, las bifurcaciones son un punto
basico de estudio, como Benhabib y Miyao (1981), Sterman y Mosekilde (1993).

Las multiples bifurcaciones que se pueden presentar en los sistemas
dindmicos las podemos englobar en ciertas clases o tipos. No es el objetivo
de esta seccidon analizar todos los tipos posibles de bifurcaciones estudiados
en sus casos mas complejos, sino dar una introduccién somera de los mas
sencillos, con algunos ejemplos que ayuden a comprender estas situaciones para
poder localizarlas en los modelos que vamos a estudiar en capitulos posteriores.
Estas bifurcaciones van a estar referidas a variaciones del comportamiento
del sistema en un entorno de un conjunto limite, llamadas bifurcaciones
locales. Entre estas bifurcaciones, nos quedaremos con las que estudian los
saltos cualtitativos del comportamiento de conjuntos limites del tipo punto
de equilibrio u 6rbita cerrada. Existen otras muchas clases de bifurcaciones

que pueden ser analizadas en literatura especializada (Guckenheimer y Holmes

1983).

2.6.1 Bifurcaciones de punto de silla y de Hopf

Vamos a analizar uno de los tipos de bifurcacién que se produce en un sistema
debido a un cambio de caracter de un punto de equilibrio. Por simplicidad,
vamos a situarnos en un ejemplo concreto que nos va a servir como modelo de

este tipo de bifurcacion. Sea el sistema:
i=p—2 (2.14)

donde z, ¢ € R. Es obvio que este sistema, para valores de g < 0, no posee

ningn punto de equilibrio real. En cambio, para valores de g > 0, existen dos

1/2

puntos de equilibrio situados en y'/? y —u'/2. Es sencillo también demostrar
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que p'/? es inestable — /2

es asintoticamente estable. Entonces, al pasar el
parametro del valor g < 0 al valor ¢ > 0, de un comportamiento sin puntos
de equilibrio obtenemos otro con dos puntos de equilibrio, uno de ellos estable
y otro inestable. Segin los conceptos que hemos introducido anteriormente,
o = 0 es un punto de bifurcacion, con lo que necesariamente en esta situacién
el sistema no es estable estructuralmente. Efectivamente, el valor propio de
la diferencial de la funcién f en el punto critico z*(u), correspondiente a
un valor del pardmetro y, es nulo en pg = 0, con lo que z*(0) no es un

punto de equilibrio hiperbdlico, que es una condicién necesaria y suficiente de

inestabilidad estructural local de un punto de equilibrio.

X (1)

T

Figura 2.6: Bifurcacién de punto de silla. Diagrama de bifurcacién.

Podemos representar graficamente esta bifurcaciéon mediante wun
diagrama, llamado diagrama de bifurcacion, que relaciona el valor del
parametro u con el valor de los puntos de equilibrio del sistema correspondiente
a ese pardmetro z*(y), indicando la estabilidad o inestabilidad de ese punto de
equilibrio por medio de lineas continuas o punteadas, respectivamente, como
en la figura 2.6. A este tipo de bifurcacidn se le llama bifurcacion de punto de

silla.
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Podemos obtener un resultado general con el que se garantiza la
existencia de bifurcaciones de este tipo (ver Lorenz 1993). Vamos a suponer
que disponemos de una ecuacién diferencial en una variable con la dependencia

de un parametro real. O sea:
&= fu(z) (2.15)

con z € R, o € R. Ademas la funcién f : R X R — R definida como
flu,z) = fu(z), Vz,p € R, es de clase C°. Entonces, se verifica el siguiente

resultado:

Teorema 9 Dado un sistema como 2.15, y sea z* un punto de equilibrio de

este sistema para un valor del pardmetro yy en las siguientes condiciones:
. %(ﬂo,x*) =0
* %(#0, z") # 0
o S(uo,z7) #0

entonces, dependiendo de los signos de las dos derivadas parciales ultimas, se
verifica que no existen puntos de equilibrio del sistema para puntos cercanos a

*

x*, con p < po (i > po) y ezisten dos puntos de equilibrio del sistema cercanos

az*, con p > po (k< po)

El teorema indica entonces que, dadas las hipétesis sefialadas, el

diagrama_de bifurcacién es el mismo que en la figura 2.6, o cambiando la

direccién de la bifurcacién.

En general, se verifica que el conjunto de sistemas de una variable y un
parametro con un punto de equilibrio no hiperbélico, y cumpliendo las mismas
hipétesis que el teorema 9, es abierto y denso en el conjunto de sistemas de una
variable con un punto de equilibrio no hiperbdlico, con lo que esta propiedad es
genérica. Esto no quiere decir que otro tipo de bifurcaciones no sea relevante,

pues podemos tener unas circunstancias particulares en nuestro sistema real de
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tal forma que no se verifique alguna de las dos ultimas hipotesis del teorema 9.
En este caso, obtenemos un sistema real que se encuentra fuera de ese abierto
y denso del conjunto de sistemas con punto de equilibrio con valor propio
nulo. Para ver un desarrollo tedrico de estos otros tipos de bifurcaciones y sus

aplicaciones a modelos econémicos, algunos de ellos tan conocidos como el de

Solow o Kaldor, ver Lorenz (1993).

Vamos a considerar ahora otro tipo de bifurcacién local, muy comin entre
los sistemas dindmicos, y que surge en puntos de equilibrio no hiperbélicos pero
con valor propio no nulo, sino complejo y con parte real nula. O sea, el valor
propio A € C\ R, y Re()\) = 0. Como los valores propios complejos incluyen
sus conjugados, es necesario introducir al menos un sistema de dimensién dos

en que se verifique esta situacion. Entonces, sea:

¥y = gu(z,y)
un sistema de dimensién dos con (z,y) € R* x € Ry tal que la funcién
definida de la forma %,(z,y) = (fu(z,¥), 9.(z,y)) es de clase C*°. Estamos en

disposicion de enunciar el siguiente teorema:

Teorema 10 (Hopf) Sea po un valor del pardmetro p, (z*,y*) un punto
de equilibrio del sistema 2.16 con u = po. Sean Xy, Ay valores propios de
Dh(z*,y*), Re()\;) = Re(A;) = 0. Entonces, dadas unas condiciones sobre la
derivada de h con respecto a p en el punto de equilibrio (z*,y*), el sistema
admite una bifurcacion en el punto po, de manera que, a un lado de este valor,

el sistema posee una dbita cerrada y, al otro lado, pierde esta drbita cerrada.

A este tipo de bifurcacién se le llama bifurcacidn de Hopf. La bifurcacién
de Hopf puede ser de dos tipos, subcritica, que es aquella en la cual, a un lado
del valor pog, el sistema admite un punto de equilibrio estable y una orbita

cerrada que es inestable, y al otro lado de po, desaparece la érbita cerrada y
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2.6 Bifurcaciones 73

se pierde la estabilidad de este punto de equilibrio (ver figura 2.7). El otro
tipo de bifurcacién se llama supercritica, que es aquella donde, a un lado de
o, el punto de equilibrio es estable y no admite ninguna 6rbita cerrada, y a
otro lado de pg, €l punto de equilibrio pierde la estabilidad y aparece un ciclo

limite estable (ver figura 2.7).

iz

Figura 2.7: Bifurcaciones de Hopf. Arriba: Bifurcacién subcritica. Abajo:

Bifurcacion supercritica. Fuente: Lorenz (1993).

En general, no es facil descubrir cudndo nos encontramos con una
bifurcacién subcritica o supercritica. Para un método general, ver
Guckenheimer y Holmes {1983). Las bifurcaciones de Hopf han sido estudiadas
en varios modelos de tipo econémico, modificaciones de algunos de los cuales

vamos a introducir en este trabajo (Benhabib y Miyao 1981, Zhang 1990).
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74 Conceptos fundamentales

En caso de que nos encontremos con un sistema definido en un espacio
euclideo £ de dimensién mayor que uno, los resultados sobre ﬁuntos de
bifurcacién para dimensién uno y sobre bifurcaciones de Hopf se pueden
ampliar a estos sistemas haciendo uso del llamado Teorema de la Variedad
Central (Broer et al. 1991). Este teorema permite identificar localmente la
dindmica de un sistema por la dindmica de este mismo sistema restringido a
una variedad de dimensién menor, definida a través de los valores propios con
parte real nula. Asi, los resultados obtenidos para sistemas con dimensién uno

o dos se mantienen para sistemas de mayor dimensidn.

2.6.2 Bifurcaciones en sistemas dinamicos en tiempo

discreto

Al igual que los sistemas dinamicos en tiempo continuo, los sistemas dindmicos
en tiempo discreto también pueden manifestar bifurcaciones para ciertos
valores de parametros. En el caso mas sencillo, el sistema esta formado por
una funcién f, : R+— R de clase C*™ que define una ecuacion en diferencias de

la forma:
Tip1 = fu(xt) (2-17)

donde ¢ € R es un pardmetro real que gobierna el sistema. Los puntos de
equilibrio en este tipo de sistemas son los puntos z* que verifican f,(z*) = z*.
En este caso, las situaciones estructuralmente inestables son aquellas en las
que el valor propio, A, de la diferencial de la funcién f en z*, D f(z*), es igual
en norma a uno, o sea, | A |= 1. Por tanto, en sistemas discretos, el punto de
equilibrio no hiperbdlico se define cuando | A |= 1. Entonces, utilizando las
mismas hipdtesis que imponiamos sobre los sistemas continuos en un punto
de equilibrio no hiperbélico, obtenemos los mismos tipos de bifurcaciones para
sistemas discretos. Asi, podemos obtener, en sistemas discretos, bifurcaciones

de punto de silla, donde de una situacién de no existencia de puntos de
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2.6 Bifurcaciones : 75

equilibrio en el sistema para un cierto g < go, pasamos a una situacion de
dos puntos de equilibrio, uno estable y otro inestable, para g > go. También
existe una extension del teorema de bifurcacién de Hopf para el caso de sistemas

discretos.

Si la funcién que define el sistema dindmico discreto es un difeomorfismo,
o sea, una funcién diferenciable donde existe la inversa y también es
diferenciable, podemos construir un sistema dindmico continuo a partir de este
sistema discreto, haciendo el proceso inverso al que utilizdbamos para obtener
la funcién de Poincaré. Asi, si en general disponemos de un difeomorfismo
f: W C Ew— E, donde E es un espacio vectorial de dimensién n, podemos
construir un sistema dindmico continuo ¢i(z,) con ¢ € W, ¢ € [0,27],
definido en la variedad resultante de identificar los puntos (z,0) con (f(z),27),

de la siguiente manera:
diz, ) = (f¥(2), (t + p)mod2r), Vz € W, Yo € [0, 2n] (2.18)

donde £ es el numero de multiplos de 27 entre 0 y t + . Se puede demostrar
que f(z) es la funcién de Poincaré para este sistema tomando una adecuada
seccién local. Al sistema dindmico #(t,¢) definido de esta forma se llama

suspension del difeomorfismo f: W — E.

Entonces, todo sistema dinamico discreto definido por un difeomorfismo
puede suspenderse a un sistema dindmico en tiempo continuo, por lo que las
bifurcaciones que el difeomorfismo manifieste se traducirdn en nuevos tipos de
bifurcaciones para la suspensién. Por tanto, si un sistema dinamico discreto
manifiesta una bifurcacién de punto de silla, el sistema dindmico inducido por
la suspensién también manifestara una bifurcacién, que consiste en la aparicién
de dos drbitas cerradas, una estable y otra inestable, antes inexistentes, cuando

el valor del pardmetro atraviese el punto de bifurcacion.
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Por 1ltimo, existe un fipo de bifurcacién importante en sistemas
dinamicos en tiempo discreto, cuya traduccién al sistema suspendido es ﬁtil
para los siguientes capitulos. Es la bifurcacién de desdoblamiento de periodo.
Esta bifurcacién estd asociada a puntos de equilibrio de sistemas discretos
con valor propio asociado igual a —1 en valores del parametro u = yo, para
los cuales, si el valor del parametro atraviesa este umbral po, un punto de
equilibrio inicialmente estable pierde esa estabilidad y aparecen otros dos
puntos de periodo dos que son estables (ver figura 2.8). No se trata, por
tanto, de que un punto de equilibrio z*(¢), o sea, con f(z*(n)) = z*(p), se
bifurque obteniendo otros dos puntos de equilibrio, sino que aparecen, para
valores mayores que o, dos puntos z3(x), z3(u) periédicos de periodo dos,

fo f(zi(w)) = fA=i(k)) = =3(w) ¥ fo fz3(w)) = f2(x3(p)) = =3(p), que son

estables.

x(w

1

v

; 4

! 1
v

_—

‘ [

= \

4

1

1

Figura 2.8: Bifurcacién de desdoblamiento de periodo. Diagrama de

bifurcacién. En la grafica, po = 0.

La suspensién de un difeomorfismo exhibiendo una bifurcacion de
desdoblamiento de periodo no es posible representarla en el plano, ya que

la identificacién (z,0) con (f(z),27) hace que el plano se retuerza, debido a
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2.6 Bifurcaciones 77

que la direccién esta gobernada por el valor propio —1. La bifurcacion que se
produce ha de representarse en un espacio con dimensién n > 3. El atractor
para valores de p menores que el umbral yig es una drbita cerrada estable que se
bifurca, al pasar por g, en dos érbitas estables que contienen dos tirabuzones
cada una, de manera que cada drbita pasa dos veces por la seccidn local a
partir de la cual hemos suspendido el difeomorfismo antes de completar una
6rbita cerrada completa. Como puede comprobarse, la representacion grafica

de tal bifurcacién no es sencilla.

Las bifurcaciones que hemos visto para sistemas discretos con una o dos
dimensiones pueden generalizarse también a mds dimensiones haciendo uso del
Teorema de la Variedad Central, al igual que lo haciamos en el caso de sistemas

dindmicos continuos.

2.6.3 Bifurcaciones sucesivas

Una de las formas de generar estructuras cadticas en sistemas dinamicos es a
través de bifurcaciones sucesivas, en las que van apareciendo atractores cada
vez mas complejos hasta llegar a comportamientos caoticos. Estas "rutas”
hacia el caos son muy comunes en modelos que explican fendmenos naturales,

y van a presentarse en los que vamos a trabajar posteriormente.

Bifurcaciones sucesivas de desdoblamiento de periodo es una de estas

rutas hacia el caos. La funcién logistica, definida por la ecuacién:

Tip1 = ﬂl't(]_ —_ CEt), (219)

con z; € {0, 1], es un ejemplo clasico que presenta este tipo de bifurcaciones en
serie. Se puede demostrar que el valor de g1 = 3 es un punto de bifurcacion de
desdoblamiento de periodo, pasando el sistema de tener un punto de equilibrio

estable a tener un punto fijo inestable y dos érbitas periddicas de periodo
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dos estables. Sucesivamente, van apareciendo nuevos puntos de bifurcacién
B2, M3, pa (2 < p3 < p4), a partir de los cuales surgen orbitas periédicas
estables de periodo 4, 8, 16 respectivamente. En general, podemos notar como
pn (n-1 < fn, Vn € N) el punto de bifurcacién a partir del cual obtenemos
orbitas de periodo 2". Se demuestra que esta sucesién de puntos de bifurcacién
tiene un limite, limue,oo gt = 3.5699. Existen valores de g mas alld de este
limite para los cuales aparecen drbitas de periodo tres, érbitas cuasiperiédicas
y comportamientos cadticos. El diagrama de bifurcacién puede ser observado
en la figura 2.9. Las franjas verticales limpias indican intervalos de valores del

parametro u para los cuales existen orbitas periédicas estables de bajo periodo.

Figura 2.9: Bifurcaciones sucesivas de desdoblamiento de periodo. Ruta

Feigenbaum hacia al caos. Fuente: Broer et al. (1991).

Feigenbaum (1978), en un estudio hecho para la funcion logistica,
descubrié ciertas constantes que relacionan los sucesivos puntos de bifurcacién
{#n}.en de la ecuacién logistica, y demostréd que esta ruta hacia el caos,

llamada ruta Feigenbaum, se verifica para un amplio conjunto de sistemas
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2.6 Bifurcaciones 79

dindmicos conjugados con la funcidon logistica. De hecho, este tipo de
diagramas de bifurcacion suele ser muy comun en los modelos. Para una
revisién de algunos de ellos, ver Schuster (1989), Jackson (1991). Como una de
las primeras aplicaciones a la Economia, podemos mencionar el trabajo de Day
(1982), en el que se estudian condiciones para la aparicién de comportamientos

cadticos en un modelo neoclédsico de crecimiento.

Otro tipo de ruta hacia el caos es a través de sucesivas bifurcaciones de

Hopf. Podemos describir este tipo de bifurcacidon a partir de un sistema de la

forma:
T = f;}(zlax%""xm)
352 = fi(.’L'l, 1:27"'12:""-) (2 20)
Tm = f;"(a:l’xz,,..,l‘m)

donde m €N, y € R, z; € R™, Vi € {1,2,...m}, y las funciones f; son todas de
clase C*. Supongamos que, para cualquier valor g < u!, el sistema admite un

1 e] sistema admite una bifurcacién de

punto de equilibrio estable, y en pu = g
Hopf para las variables z,, con lo que el atractor del sistema seria una orbita
cerrada. Podemos suponer que esta situacion se mantiene para u! < p < p?,
y, en p?, el sistema admite otra bifurcacién de Hopf donde las variables que
manifiestan un punto de equilibrio con valores propios asociados con parte real
nula estan dentro de z,. Entonces, el atractor del sistema en esta situacion
se representa en el producto cartesiano de dos circunferencias S?, en lo que
se denomina un toro de dimensién dos T? = S* x S (ver gréfica 2.10)°. Este

atractor es la combinacion de dos érbitas correspondientes a las variables z; y

Iy.

El conjunto S! representa una circunferencia. Esta se puede definir a través del espacio
topoldgico cociente 72_?2’ que es un conjunto idéntico al intervalo [0, 27}, identificando 0 con

27. En general, un toro de dimension n es el producto cartesiano de n circunferencias. Asi,

{n)

n— gt Ly 2700 1 ; i .
T'=5"x S x x S*, que es homeomorfo al conjunto cociente @y
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Este proceso puede seguir, de manera que se producen sucesivas
bifurcaciones de Hopf en el resto de las variables. La combinacién de estas
sucesivas Orbitas cerradas puede producir un comportamiento complejo de las
variables. Landau en 1944 propuso una explicacién a este comportamiento,
basada en la complejidad intrinseca de la evolucién de tres o mas orbitas
encerradas en un toro. Segun este planteamiento, a medida que incrementamos
las bifurcaciones de Hopf, la complejidad va aumentando, pero siempre el
comportamiento del sistema estd situado en un toro de dimensién igual al
numero de bifurcaciones producidas. Sin embargo, Ruelle, Takens y Newhouse
en 1978 demostraron que, a partir de la tercera bifurcacion de Hopf, el
comportamiento en el toro es muy inestable, pudiendo aparecer atractores
extranos. Este hecho estd relacionado a la inestabilidad del comportamiento,

bajo pequenas perturbaciones, de dos osciladores emparejados, que veremos

en la proxima seccion.

Figura 2.10: Bifurcaciones sucesivas de Hopf. Los pardmetros w;, 1 €

{1,2,...,00}, representan las frecuencias de las oscilaciones. Fuente: Schuster

(1989).

Estas rutas hacia el caos tienen muchos ejemplos en modelos que tratan

(‘J]
O,
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2.7 Acoplamiento de osciladores 81

de explicar fendmenos naturales. Para una amplia muestra de estos sistemas

aplicados y sus fundamentos tedricos, nos referimos al trabajo de Schuster

(1989) y Jackson (1991).

2.7 Acoplamiento de osciladores

Recuérdese que por oscilador entendemos un sistema dinamico que admite,
salvo situaciones muy particulares, una orbita cerrada como unico atractor.
En esta seccién vamos a suponer que disponemos de dos osciladores con,
inicialmente, amplitud y periodo diferentes. Estudiaremos el comportamiento
que se produce en el sistema formado por estos dos osciladores cuando los

emparejamos por medio de relaciones no lineales.

El comportamiento que manifiesta un sistema no lineal de osciladores
emparejados puede ser muy complejo, llegando incluso a presentar, en algunos
casos, atractores extrafios. Sin embargo, entre estos posibles comportamientos
hay uno que se presenta con bastante frecuencia en la naturaleza, el llamado
acoplamiento o mode-locking. Como ya comentamos en la seccion 1.4, el
acoplamiento se produce cuando la forma de relacionar no linealmente dos
osciladores hace que, asintoticamente, acoplen sus fases y frecuencias a una
tasa racional. El conjunto limite del sistema estaria formado, entonces, por
dos érbitas cerradas combinadas de tal manera, que por cada m oscilaciones
de una de las 6rbitas, la otra produce n oscilaciones, con m, n dos numeros
naturales. En este caso, se dice que se ha producido un acoplamiento del tipo
m : n. El objetivo de esta seccidén es, por tanto, presentar el planteamiento
y resultados del fenémeno de acoplamiento de osciladores desde el punto de

vista de la Matematica.

Ya hemos revisado en la seccién 1.4 algunos de los multiples ejemplos
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que tiene este fendmeno en la naturaleza, desde las primeras observaciones
hechas por Huygens en el siglo XVII. Desde el punto de vista de la Economia,
este fenémeno pudiera ser una buena explicacion de los pocos modos ciclicos
persistentes que se han manifestado a lo largo de la historia, y una explicacién
también a las observaciones de relaciones entre modos ciclicos diferentes hechas
en ciertos trabajos recientes (Mosekilde et al. 1992, 1993a Sterman y Mosekilde
1993). Un modelo (Kampmann et al. 1994) que intenta dar respuesta a
estas evidencias se ha citado someramente en el capitulo I, y en los siguientes
capitulos expondremos estudios mas especificos del mismo y ampliaciones

incoporando nuevos factores.

2.7.1 Desarrollo tedrico

Formalizando las ideas arriba sefialadas, vamos a suponer que disponemos
inicialmente de dos osciladores, que, expresados en forma de ecuaciones
diferenciales, son:
& = fla)
Ty = fa2a)

donde z; € R™, zo € R™, m;, my > 2. Como puede observarse, estos

(2.21)

osciladores estan desacoplados, o sea, son completamente independientes el
uno del otro. Notemos por ¢;(t,z1), ¢a(t, z3), el flujo asociado al primer y
segundo sistema de ecuaciones diferenciales, respectivamente. Estos flujos ¢y,
@2, admiten entonces un ciclo limite como dnico atractor, salvo situaciones

muy particulares que podemos despreciar.

El comportamiento asintético del sistema 2.21 ha, necesariamente, de
inscribirse en un toro de dimensién dos, T2, formado por los ciclos limites
de los osciladores, como en la figura 2.11. Las trayectorias de un sistema
dindmico en un toro de dimensién dos estan univocamente determinadas por

dos direcciones, ;, p,, con @; € @_H}ZT’ i € {1,2}. Entonces, la restricciéon
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o

Figura 2.11: Atractor toroidal formado por los ciclos limites de los sistemas

correspondientes a las variables ¢; y . Fuente: Broer et al. (1991).

de cada uno de los sistema ¢; sobre el toro, ¢; | T?, es conjugada al sistema
; = w;, ¢ € {1,2}, siendo w; la frecuencia del ciclo limite asociado a ¢;. Asi,
para estudiar el comportamiento del atractor toroidal del sistema 2.21, nos

basta estudiar el comportamiento del sistema siguiente inscrito en el toro:

s (2.22)
P2 = Wy

La evolucién de este sistema desacoplado depende del valor que adquiera

el cociente de sus frecuencias —* (ver Arnol’d 1992). Puede ser de dos tipos:
wa .
2 eER\Q). La
Wy
trayectoria es un conjunto denso en el toro (figura 2.12a)

e Cuasiperiddica, si las frecuencias son inconmensurables (

. . Wy
e Resonante, si las frecuencias son conmensurables (— € Q). En este caso,
w

2
la trayectoria forma una érbita cerrada dentro del toro (figura 2.12b)
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Figura 2.12: Evolucién de un sistema formado por dos osciladores

desacoplados: a) Comportamiento cuasiperiddico, (Q—Jl- € R\ Q) b)
)

Comportamiento resonante, ((il— € Q). Fuente: Lorenz (1993).
Wy

Entonces, si el sistema emparejado de dos osciladores esta desacoplado,
la evolucién del mismo depende exclusivamente de las frecuencias w; y
wy. Sin embargo, al considerar los osciladores emparejados entre si por
medio de funciones no lineales, la evolucién del sistema pudiera modificarse
esencialmente. Podemos, sin que suponga una restriccién, considerar el
emparejamiento no lineal como una perturbacion del sistema desacoplado. Asi,

en este caso, disponemos del siguiente sistema:

g1 = filz1) + 8hi(z1,29,0)

(2.23)
Ty = folzq) + 8ho(z4, 24, 6)

donde hq, hy son funciones en C* y § > 0 un parametro pequefio. Obsérvese
que, en el caso § = 0, obtenemos el sistema desacoplado, que convergerd a un
atractor inscrito en el toro formado por la representacidon conjunta de los dos

ciclos limites desacoplados. Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de
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2.7 Acoplamiento de osciladores 85

este sistema para valores de § > 0.

Para valores suficientemente pequenos de la perturbacién, la variedad
toroidal se mantiene invariante, incluyendo el atractor del sistema (ver Broer
et al. 1991). Sin embargo, la dindmica dentro del toro puede ser muy diferente
a la del caso no perturbado. Para describir mejor el comportamiento del
sistema emparejado, haremos uso de la funcion de Poincaré construida a
partir de la restriccion del sistema a la variedad toroidal. Vamos a definir,
primeramente, la seccion local como el corte del plano transversal al toro en
la direccién de la primera componente ¢;. O sea, dado T2 = (—2%%;)—2, sea
So = {(¢1,2) € T?/p; = 0}, que es una seccién local en cero para valores
de 4 suficientemente pequenos. Es evidente que esta seccién local es una
circunferencia. Es decir Sy = % (ver figura 2.13). A partir de esta seccién
local definimos la funcién de Poincaré para el sistema 2.23, restringido a la

variedad toroidal invariante, de la forma:

gISO — So

(2.24)
@ — ¢‘r(<pg)(0) (PZ)

siendo 7(g;) el minimo tiempo tal que ¢r(4,)(0,¢2) € So. O sea, que la funcién
de Poincaré g(p2) es la funcién que lleva un punto ¢, de la circunferencia a
otro punto de la circunferencia siguiendo la trayectoria del sistema (ver figura
2.13). Esta funcién es un difeomorfismo y conserva la orientacién. En general,
a una funcién de S! en S' cumpliendo estas restricciones se le llama funcidn

sobre el circulo. Por facilidad de notacién, identificaremos a partir de ahora

P2 = .

Es facil comprobar que, para el sistema desacoplado 2.21
9(p) = (¢ + 20Q)mod 27, con ) = —= (2.25)

A este tipo de funcién sobre el circulo se le llama rotacion de angulo 27§}

de la variable ¢. De esta forma también se demuestra que, en el caso de wy, w,
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Figura 2.13: Funcién de Poincaré de un sistema dinamico sobre el toro. Fuente:

Arrowsmith y Place 1990.

inconmensurables, la 6rbita de la funcién g(p), esto es, T, = {g((p) [/ ¢ €
%, n € N} es densa en % (comportamiento cuasiperiédico). En cambio, si

wy, wy son conmensurables, la érbita ', es ciclica (comportamiento resonante).

Como ya hemos comentado, al perturbar este sistema, aunque para
perturbaciones suficientemente pequefias la variedad toroidal persiste (ver
Broer et al. 1991), el comportamiento asintético en el toro puede sufrir
modificaciones. De hecho, la funcién de Poincaré asociada al sistema 2.23,

caso de persistir el comportamiento toroidal, se transforma en una funcién que

adopta la forma:

9(p) = (¢ + 27Q + h(p, €, Q))mod 27 (2.26)

w sy
con ) = — y h de clase C*™ que necesariamente ha de ser periddica, de tal
W

forma que k(e + 27) = h(p), Vo € 2_532 Esta funcién funciona como una
perturbacién de la rotacién para valores de & (lime—o A(,€,82) = 0, Vo, V2).

La funcién 2.26 describe la evolucién de la trayectoria del sistema

perturbado en T2. Para analizar cdmo evoluciona esta funcién de Poincaré,
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2.7 Acoplamiento de osciladores 87

es util conocer el valor del siguiente limite:

o(g) = lim ") —¢

n—oo n

R
, @YE ﬁ (2.27)

Este valor p(g), llamado nimero de rotacion, indica asintéticamente
el nimero de vueltas que describe la orbita de ¢, por cada vuelta de ¢;.
Por simplicidad, lo notaremos como p. Se demuestra que este valor p es
independiente del punto ¢ concreto tomado e invariante por conjugacion. Es
facilmente comprobable que, para el caso de una funcién de Poincaré g() como
2.25, el valor del numero de rotacién es p = -:)ﬁ, con lo que, efectivamente,

1
indica el numero de vueltas que ejecuta ¢, por cada vuelta de ;.

El valor del nimero de rotacién proporciona un método para averiguar
si se ha producido acoplamiento en el sistema o no. Si para el caso perturbado
(ecuacién 2.26) p = i € @, el comportamiento del sistema se aproxima a
un ciclo en el cual unnoscilador completa m vueltas cuando el otro completa
n, por lo que se produce entonces el llamado acoplamiento o cierre de modo
m :n. Sip €R\Q, el comportamiento asintético del sistema es similar al

comportamiento cuasiperiédico descrito para el sistema desacoplado.

Arnol’d (1965) realizé un estudio exhaustivo sobre la funcién sobre el
circulo en relacién con el nimero de rotacién. Definiendo previamente como
Cm el conjunto de perturbaciones h tal que el sistema 2.26 tiene el mismo

4 .7 m Id .
numero de rotacién —, demostré que todos los elementos de este conjunto
n

Cm son conjugados entre si y conjugados con la rotacién 2.25, para {1 = —TS
Ademés, Cm es conexo, pero no abierto, por lo que existen sistemas que
manifiestan acoplamiento que se pierde para variaciones tan pequenas como
se quiera. No obstante, existe un amplio subconjunto de Cm para el cual el

acoplamiento se mantiene frente a perturbaciones.

Para el caso de un nimero de rotacién p = f € R\ @, Arnol’d se apoyd
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en un resultado ya existente, que es el siguiente:

Teorema 11 (Denjoy) Sea f : S' — 8! una funcidn sobre el circulo
difeomorfa que preserva la orientacion y tal que f € C?. FEntonces, si

p =P €R\Q, la funcién [ es conjugada a la rotacion 2.25 para ) = B

Por tanto, todas las funciones de Poincaré de sistemas perturbados con
conjunto limite inscrito en un toro, que tienen un numero de rotacién irracional,
son conjugadas entre si. Arnol’d amplié estos resultados incorporando que,
ademas de ser conjugados, la conjugacion no es sdlo continua sino diferenciable,
siempre que el numero irracional § cumpla unas condiciones llamadas de
diofanto y verificadas por un conjunto de medida positiva del intervalo [0, 1]
(ver Arnol’d 1965, Broer et al. 1991). Ademas, se demuestra que, para
e suficientemente pequefio, el sistema 2.26 es conjugado por medio de una
funcién diferenciable a la rotacién 2.25. Esto indica que la cuasiperiodicidad,
que es el comportamiento que se produce cuando disponemos de numeros de
rotacién irracionales, es persistente bajo pequenias perturbaciones de 2.25 en

un conjunto de medida positiva del conjunto nimeros de rotacién irracionales.

Nétese entonces que, debido a la conexidn del conjunto de perturbaciones

2.26 con p = —, y a la persistencia de nimeros de rotacién irracionales frente a
n

pequefias perturbaciones, los conjuntos de funciones Cz y Cp tienen que estar

alternados en el diagrama de representacion del espacio (1,¢€), siempre con

un ¢ lo suficientemente pequefo. Para ilustrar este comportamiento, vamos

a presentar un ejemplo de un sistema concreto del tipo 2.26 analizado por

Arnol’d. El sistema es el siguiente:

g(p) = (¢ + 27Q + € sen(p)) mod 27 (2.28)

Para € < 1 la funcidén 2.28 es invertible, por lo que es un difeomorfismo
y admite un sistema dindmico asociado cuya funcién de Poincaré es la propia

funcién g(p). Se puede entonces construir las regiones del plano formado por
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2.7 Acoplamiento de osciladores 89

los parametros © y ¢ donde se produce el fenémeno de acoplamiento (figura

2.14). Estas regiones son conexas y se les llamaron Lenguas de Arnol’d.

130 |

“ﬂau K Vi T3 06 £ 10

(

Figura 2.14: Lenguas de Arnol’d para la funcién 2.28. Fuente: Jensen et al.
(1984).

Obsérvese en esta figura que, a medida que el parametro de perturbaciéon
€ es mayor, los intervalos de ! donde se produce el acoplamiento son cada vez
mas anchos, fortaleciéndose, entonces, el proceso de acoplamiento. En el punto
€ = 1 alcanzamos la situacién en la cual los intervalos en {2 donde se manifiesta
el acoplamiento ocupan casi todo el intervalo de definicién. Los trabajos de
Jensen et al. (1983, 1984) descubrieron que el complementario a este conjunto
es un conjunto de Cantor de dimensién fractal, D, aproximadamente D ~ (.87.
A su vez, propusieron que esta constante era universal para una cierta clase

de funciones circulo, que comprueban numéricamente.
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90 Conceptos fundamentales

Para € > 1, la funcién ya no es invertible, con lo que la funcién sobre
el circulo ya no representa una funcién de Poincaré de un sistema dindmico
dado. No obstante, el estudio de esta region en el ejemplo dado es interesante,
ya que una funcion de Poincaré puede estar definida por dos componentes del
tipo 2.26, y, aunque con la restriccion a una variable se obtenga una funcién
no invertible, las conclusiones que podamos obtener de esta restricciéon pueden
extrapolarse al comportamiento general del modelo. Como un ejemplo en
el cual se produce esta situacién, podemos citar el trabajo de Jensen et al.
(1984), que llevaron a cabo el analisis de un modelo que describe el estudio de
empalmes Josephson en campos de microondas (ver Schuster 1989 para una
revisién del modelo). Este modelo incorpora dos osciladores que interaccionan
entre si. Hallando la funcién de Poincaré asociada, se obtienen las siguientes
ecuaciones:

b1 = 0. +Q —csen(0,) +br, (2.29)
rny1 = br, —esen(d,)

La proyeccién de esta funcién de Poincaré sobre el plano r, constante
es de la forma 2.28, con lo que el estudio de esta funcién sobre el circulo
adquirié gran importancia en este ejemplo. Entonces, segin este modelo, decir
que la funcién de Poincaré restringida deja de ser invertible significa que el
sistema pierde el atractor inscrito en el toro, con lo que se espera que manifieste

comportamientos mas complejos.

Existen otros casos en los que el estudio de la estructura de la funcién
sobre el circulo para situaciones no invertibles es interesante. A veces
se construyen funciones sobre el circulo no invertibles, que sirven como
aproximacién del comportamiento de la funcién de Poincaré para dimension
uno. Tal es el caso de la llamada funcién de Levi-Poincaré, construida para
estudiar el comportamiento de la ecuacién de Van der Pol (ver Guckenheimer

y Holmes 1983).
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2.7 Acoplamiento de osciladores 91

A pesar de su interés, se conoce muy poco del comportamiento de la
funcién 2.28 por encima de la frontera € = 1. En Jensen et al. (1984) se observa
la. aparicién de comportamientos cadticos debido al solapamiento que se
produce en las lenguas. Esta funcién manifiesta una serie bifurcaciones del tipo
desdoblamientos de periodos, imposible de manifestarse en sistemas inscritos
en un toro, que definen una ruta hacia el caos. Otro tipo de estudios mas
actuales, basados en sistemas quimicos (Knudsen et al. 1991), han presentado
nuevos resultados generales sobre las posibles bifurcaciones que exhiben los
sistemas que pierden el atractor inscrito en el toro. También podriamos citar
el trabajo de Gallas (1994), que analiza unas estructuras genéricas presentes
en modelos de tipo fisico, y que pudiere ser aplicado a la descripcion de las
lenguas de Arnol’d. Reick y Mosekilde (1995) demuestran que la aparicién
de bifurcaciones de Hopf en sistemas emparejados simétricamente, admitiendo
individualmente bifurcaciones de desdoblamiento de periodo, es una propiedad

genérica, lo que conduce a la apariciéon de una ruta diferente hacia el caos.

2.7.2 Formas de emparejamiento de osciladores

La implementacién del fenémeno de acoplamiento en un modelo puede
realizarse por medio de varios métodos. Estos métodos se diferencian en la
forma de interactuar los modos ciclicos involucrados en el fendmeno. En lineas
generales, vamos a considerar dos formas de implementacion, por medio de

osciladores forzados y por medio de osciladores no lineales interdependientes.
e Osciladores forzados:

En pocas palabras, un oscilador forzado consiste en un oscilador no
lineal al que le hacemos influir otro oscilador ajeno a él. Este oscilador ajeno
tiene una amplitud y periodo independientes de las variables que gobiernan el

oscilador no lineal inicial. Los osciladores forzados son muy utilizados en Fisica
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para describir el efecto de imponer a un comportamiento ciclico, por ejemplo,
un péndulo o muelle, otro comportamiento ciclico, y estudiar su movimiento
conjunto. Ejemplos famosos de osciladores forzados no lineales son el oscilador
de Van der Pol forzado, que data de 1927, y la ecuacién de Duffing, que data
de 1918. Un estudio exhaustivo de ambos puede encontrarse en Guckenheimer
y Holmes {1983) o Jordan y Smith (1987).

En general, el proceso de generar un sistema con oscilador forzado
consiste en tomar un sistema auténomo que admite un ciclo limite, como el

siguiente (Lorenz 1993):
z+ f(z)z +g(z) =0 (2.30)

donde z es la variable que evoluciona con el tiempo, f y ¢ son funciones de
clase C* tales que el sistema admite un tnico ciclo limite. A este sistema se le
impone entonces una senal oscilatoria externa, que puede venir representada

por una funcién trigonométrica:
z+ f(:l:):c + g(a:) = h(t) (2.31)

La funcién h(t) es tal que h(t + P) = h(t), para un conveniente P € R.
Dependiendo de la forma de las funciones que gobiernan este modelo, pueden
surgir acoplamientos con la sefial externa u otros comportamientos dindmicos

muy complejos.

Este tipo de sistemas ha sido utilizado para explicar el proceso de
acoplamiento en multitud de fenémenos reales de muy diversa indole. Como
ya mencionamos, en Jensen et al. (1984) se describe un modelo de
oscilador forzado que explica el proceso de empalmes Josephson en campos
de microondas. Existen otros muchos ejemplos, entre los que podemos citar el
de Mosekilde et al. (1990, 1993b), que estudia un modelo de diodos forzados

periédicamente. También se ha incorporado este proceso de osciladores

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



2.7 Acoplamiento de osciladores 93

forzados a un modelo de absorcién de insulina en pacientes diabéticos (Sturis

et al. 1995). Para un amplio repaso de algunas de estas aplicaciones y otras

mas, ver Schuster (1989) y Jackson (1991).

Todos estos sistemas, ademas de ser modelos validos para la explicacién
del acoplamiento surgido en fenémenos reales, incorporan un estudio
adicional sobre el comportamiento complejo que acompana a situaciones de
acoplamiento. Entre otras caracteristicas, estos modelos suelen presentar un
proceso de desdoblamiento de periodo en situaciones de acoplamiento, que se
traduce en que un acoplamiento del tipo m : n se desdobla en acoplamientos
del tipo 2m : 2n. Estos desdoblamientos se producen en cascada, por lo que
se origina una ruta hacia el caos, del mismo modo que en la funcién sobre el
circulo 2.28. Ademas de éstas, también se han localizado una amplia gama
de bifurcaciones locales de las que se han extraido importantes resultados

generales (Knudsen et al. 1991).

A pesar de las muchas aplicaciones que han tenido los osciladores forzados
en la ciencia en general, no existen muchos ejemplos de la utilizacién de este
tipo de modelos en Economia. Entre algunas de las aplicaciones especificas,
podemos citar, en primer lugar, aquella realizada al modelo de Goodwin (1951),
que inicialmente genera un comportamiento de ciclo limite y al cual se le
impone un modo oscilatorio a la inversidén auténoma. Este oscilador forzado,
al igual que el modelo de Van der Pol, puede exhibir un comportamiento
cadtico. Existen otras aplicaciones mas actuales como los modelos de Lorenz

en 1987 (ver Lorenz 1993), que ilustra el efecto nocivo de politicas keynesianas

anticiclicas.

El ejemplo mas interesante para el trabajo que vamos a desarrollar es el
modelo de Sterman y Mosekilde (1993), que ya hemos comentado en el capitulo

[. Este modelo surge como una modificacién de un modelo previo, que admite
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un ciclo limite y que representa la onda larga (Sterman 1985), mediante la
imposicién de un comportamiento oscilatorio en los pedidos de capital por
parte del sector productor de bienes, inicialmente constante. Nos encontramos,
entonces, con un oscilador forzado, para el cual existen extensas regiones de
acoplamiento entrelazadas con comportamientos cadticos y bifurcaciones de
desdoblamiento de periodo, de la misma manera que aparecian en modelos
que representaban fendémenos de indole diferente. En el préximo capitulo

detallaremos las regiones de acoplamiento para este modelo.

Sin embargo, como ya fue comentado en la seccién 1.4, aplicar osciladores
forzados en situaciones de la economia presenta serias limitaciones. Esto
es debido al caracter exdgeno del forzamiento periédico. Los fenémenos
econdémicos tienen la caracteristica de estar muy interrelacionados entre si,
y la evolucién de un sector acarrea consecuencias en otro sector y viceversa.
En cambio, el forzamiento externo impone una influencia de un modo ciclico
sobre otro, pero no la inversa. En este sentido, es mds deseable, para la
representaciéon del proceso de acoplamiento entre los ciclos econémicos, un

modelo que produzca una interacciéon mutua entre osciladores.

e Osciladores no lineales interdependientes:

A diferencia de los osciladores forzados, los osciladores no lineales
interdependientes incorporan dos o mds osciladores no lineales relacionados
entre si, con lo que la evolucién de uno de los osciladores influye en el otro
y viceversa. De esta manera, el comportamiento conjunto sera, en lineas
generales, més rico e interdependiente que en el caso de los osciladores forzados.
El planteamiento general para este caso es el mismo que para el caso 2.23, pero

ahora no detallaremos el pardmetro de perturbacion. Asi, un modelo general
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2.7 Acoplamiento de osciladores 95

de este tipo se presenta de la siguiente manera:

21 = filz, 1)

Ty = fz(fl?l, $2)

(2.32)

con z; € R™, Vi € {1,2}, y donde f; y f; son dos funciones no lineales
de clase C*. En caso de que el sistema fuera desacoplado, obtendriamos
dos osciladores correspondientes a las variables z; y x4, respectivamente,
que estarian representados en un toro de dimensién dos. El estudio de las
posibilidades del comportamiento de este sistema en caso no desacoplado ya

ha sido estudiado previamente con el andlisis de la funcién sobre el circulo.

Este tipo de modelizacion ha sido aplicado para explicar ciertos
fenémenos de tipo fisico, como el presentado por el emparejamiento de
radiadores controlados termostaticamente (Togeby et al. 1988). También han
encontrado en Economia ciertas aplicaciones, alin incipientes, aunque presente
mayor idoneidad como representacion de la interaccion de los ciclos econémicos
que los osciladores forzados. Esto es debido, en parte, a su relativa novedad
desde el punto de vista de la Matemadtica. Entre otros modelos, podemos
destacar el de Lorenz (1989), que incorpora la interaccién de varias economias
debido a factores de comercio internacional, y en el cual se vislumbra la
aparicién de comportamiento caético. No obstante, la aplicacion al proceso de
.acoplamiento entre los ciclos econédmicos en una economia cerrada fue expuesta
en los trabajos de Kampmann et al. (1994) y Haxholdt et al. (1994). Los
autores presentan un modelo desagregado del modelo de onda larga (Sterman
1985) que ilustra la interaccién entre dos sectores o empresas, de manera que
sus modos ciclicos se acoplan. Se analizaron las regiones de acoplamiento
m : n del modelo, obteniéndose resultados comparables a otros trabajos sobre

fenémenos no econémicos que hemos mencionado previamente.

El andlisis de este modelo y ampliaciones posteriores nos va a ocupar el

resto de la memoria, para lo cual utilizaremos los resultados ya presentados en
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este capitulo junto con otro tipo de técnicas, como el anélisis de la sensibilidad.
El objetivo de utilizar toda esta metodologia es analizar el comportamiento
de los modelos que vamos a introducir, y contrastar su idoneidad como

representacion del fenémeno de acoplamiento entre ciclos econémicos.
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Capitulo 3

Resultados (I): Estudio

cualitativo de un modelo de
acoplamiento entre ciclos

economicos

Como fue ya ampliamente desarrollado en la seccién 1.4, el acoplamiento
entre osciladores puede ser una buena explicacién de miltiples fenédmenos
que se manifiestan en la interaccién entre ciclos econémicos. La aparicién
de pocas estructuras ciclicas en una economia con una multitud de sectores
y empresas pudiera ser debido a la aparicién de acoplamientos del tipo 1 : 1,
llamado sincronizacion, entre los modos ciclicos de dos sectores o empresas
muy interrelacionadas entre si. A su vez, un acoplamiento del tipo m : n se
ajusta al comentario de Schumpeter acerca de la coincidencia en el descenso
de tres modos ciclicos como una explicacién de la Gran Depresidon (Mosekilde
et al. 1992). Todas estas y mas evidencias han reclamado la creacién de un

modelo que incorpore acoplamientos entre osciladores econémicos.

Sin embargo, debido, en parte, al incipiente desarrollo que ha tenido

97
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98 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

este fenémeno en Matematicas y otras Ciencias, no se ha intentado presentar
un modelo de este tipo hasta hace relativamente pocos anos. Existen varios
modelos recientes que incorporan dos osciladores que representan formas
ciclicas econémicas, como Lorenz en 1987 (ver Lorenz 1993), pero su estudio
no se centra en el descubrimiento de regiones de acoplamiento, sino mas bien
en la aparicion de comportamientos cadticos. Podemos citar como los primeros
modelos que estudian propiamente el acoplamiento entre ciclos econémicos los
presentes en el trabajo de Sterman y Mosekilde (1993) y Kampmann et al.
(1994).

En este capitulo analizaremos, utilizando los métodos analiticos
expuestos en el capitulo II, el modelo desagregado de onda larga desarrollado
por Kampmann et al. (1994), también presente en el trabajo de Haxholdt
et al. (1994). Los autores estudian el modelo basandose fundamentalmente
en simulaciones sucesivas y analisis de la sensibilidad de los parametros,
con lo que alcanzan un conocimiento bastante amplio del mismo. El
estudio que vamos a presentar supondra no sélo una verificacidon analitica
de los resultados obtenidos por simulacién, sino que descubrird aspectos
dindmicos del modelo dificilmente extraibles mediante simulaciéon. Estos
aspectos dinamicos se refieren a puntos de bifurcacién, estabilidad estructural
y otros comportamientos cualitativos que completaran el conocimiento del
modelo. Una versién mas escueta de los resultados de este capitulo pueden
ser encontrados en Hernandez-Guerra (1996), Hernandez-Guerra y Fernandez-

Rodriguez (1997).

3.1 Desarrollo historico

Como hemos detallado en el capitulo I, el modelo de acoplamiento entre los

ciclos econémicos que nosotros vamos a presentar surgié a raiz de un modelo
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3.1  Desarrollo histdrico 99

generador de onda larga desarrollado por Sterman (1985). Este modelo,
simplificacién de uno mayor desarrollado por el grupo de Dindmica de Sistemas
del M.I.T., incorpora la estructura minima generadora del comportamiento de
onda larga en una economia agregada en la que consideramos dos sectores: un
sector productor de capital y otro sector productor de bienes de consumo. La
hipétesis filosofica en la que se fundamenta el modelo es que la onda larga se
genera endégenamente por la interaccion del proceso de auto-ordenamiento de
capital ("capital self-ordering”) con otro tipo de factores, como demoras de
distribucién del producto y no linealidades en la utilizacion de la capacidad
productiva y los pedidos de capital. Para un desarrollo mas extenso del
mecanismo econémico de generacion de la onda larga, ver la seccién 1.4 de

este mismo trabajo.

Desde el punto de vista matematico, el modelo de onda larga de
Sterman (1985) consiste en un sistema de tres ecuaciones diferenciales que
manifiesta, para un rango de valores de los parametros que podemos considerar
aproximados a la realidad, un ciclo limite asintéticamente estable globlamente.
Asi, podemos considerar este sistema como un oscilador. El propio autor
realiza un completo analisis de la sensibilidad para comprobar el efecto de
ciertos parametros relevantes en la evolucion del modelo. En otros trabajos
se lleva a cabo una pequena simplificacion del sistema para reducirlo a dos
ecuaciones diferenciales y poder estudiarlo también desde el punto de vista
analitico (Rasmussen et al. 1985, Brgns y Sturis 1991). En el trabajo de
Rasmussen et al. (1985) se realiza una verificacién de la existencia de ciclo
limite utilizando el andlisis de las isoclinas, que posteriormente definiremos.
Por otro lado, Brgns y Sturis (1991) realizan un estudio exhaustivo de las
bifurcaciones presentes frente a variaciones en dos parametros del modelo. Se
descubrié la existencia de bifurcaciones de punto de silla y de Hopf, ademas
de un tipo de bifurcacién global, llamada homoclinica, que nosotros no hemos

expuesto en este trabajo. El estudio analitico aporté una comprensiéon mas
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global del comportamiento del modelo y fue 1itil como orientacion de diversas
politicas a seguir para controlar las fluctuaciones ciclicas. Estos resultados
analiticos han servido como referencia al trabajo que desarrollamos en este

capitulo.

Una primera aproximacion del proceso de acoplamiento entre ciclos
econémicos se realizo en el trabajo de Sterman y Mosekilde (1993). El método
consistid en introducir un forzamiento externo en el modelo de onda larga, al
igual que se hizo en muchos modelos de tipo fisico ya ampliamente estudiados,
como la ecuacién de Van der Pol o la de Duffing (Guckenheimer y Holmes
1983, Jordan y Smith 1991}, u otros modelos posteriores (Jensen et al. 1984,
Mosekilde et al. 1993b, Sturis et al. 1995). Para incorporar el forzamiento
exdgeno en el modelo de onda larga, la expresiéon de los pedidos de capital
realizados por el sector productor de bienes de consumo (notémoslo O°),
inicialmente constante, es cambiada a una forma oscilatoria que represente
otro modo ciclico de la economia. De esta manera se impone que estos pedidos
varien sinusoidalmente con una amplitud A y un periodo T alrededor de un

valor de equilibrio O¢. La expresién para los pedidos, ahora, es la siguiente:

0° = O(1 + Asen(?)) (3.1)

Entonces, el modelo nuevo que obtenemos incorpora un oscilador, que
seria la onda larga, junto con un forzamiento externo, representado por el
caracter oscilatorio de los pedidos de capital por parte del sector productor de

bienes de consumo. Este sistema se trata de un oscilador forzado.

Esta variacién ya se habia supuesto en el modelo presentado por
Rasmussen et al. (1985), aunque este trabajo se centra en la bisqueda de
comportamientos cadticos. En los resultados de la variacion del modelo de onda
larga presentados por Mosekilde et al. (1992, 1993a), Sterman y Mosekilde

(1993), al igual que en otros trabajos sobre osciladores forzados (Mosekilde et

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



8.1 Desarrollo historico 101

al. 1990), se buscaban regiones de acoplamiento m : n para diferentes valores
de los pardmetros que gobiernan el modo ciclico exdgeno, que son la amplitud
Ay el periodo T'. Segin la teoria desarrollada en la seccién 2.7, las regiones
donde se presentan los diversos tipos de acoplamientos han de exhibir una
forma similar a la figura 2.14 para valores pequenos de los parametros, las
llamadas ”lenguas de Arnol’d”. De hecho, mediante simulaciones sucesivas,
estas lenguas de Arnol’d fueron representadas en el diagrama formado por los

parametros (A.T') (ver figura 3.1).

Forcing amplitude

0.2

0.0

40 60

Forcing period (years)

Figura 3.1: Lenguas de Arnol’d para el modelo de onda larga (Sterman 1985)

con un forzamiento exégeno. Fuente: Sterman y Mosekilde (1993).

Como podemos observar, el comportamiento del sistema comprende una
amplia gama de regiones de acoplamiento. Estas regiones de acoplamiento
explican la aparicién de pocos modos ciclicos en la economia, como notabamos

en la seccion 1.4. Por citar algin ejemplo, para valores de la amplitud en torno
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102 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

al 10% (A = 0.10) y un periodo de oscilacién de los pedidos de capital por parte
del sector productor de bienes entre 45 y 50 afios, se produce asintéticamente
una sincronizacién entre los ciclos. O sea, el ciclo generado por los pedidos
de capital del sector productor de bienes de consumo completa exactamente
un ciclo cuando la onda larga también completa un ciclo. Este fenémeno
indica que la dependencia que se produce entre el sector productor de capital
y el sector productor de bienes hace que sus ciclos, inicialmente con periodos

diferentes, se sincronizen de modo que aparezca una forma unica.

Para otros valores de la amplitud y el periodo del ciclo correspondiente
a la demanda de capital por parte del sector productor de bienes de consumo
también se genera acoplamiento. Como una muestra de ello, para valores de la
amplitud del 20% (A = 0.20) y un periodo en torno a un intervalo entre 20 y
24 anos, se produce un acoplamiento del tipo 1 : 2. Es decir, asintéticamente
por cada oscilacién de la onda larga se producen exactamente dos oscilaciones
del otro ciclo. Considerando la misma amplitud y un periodo menor, de forma

que represente el ciclo comercial (T' = 4.6), el acoplamiento es del tipo 1 : 10.

Como ya hemos indicado en la seccion 2.7, el acoplamiento suele ir
acompanado de otros comportamientos mas complejos debido a que se pierde
el atractor inscrito en el toro para valores no muy altos de los parametros.
Del mismo modo que modelos similares aplicados a otros campos de la Ciencia
(Jensen et al. 1983/1984, Knudsen et al. 1991, Reick and Mosekilde 1995), se
descubrieron en este modelo bifurcaciones de desdoblamiento de periodo, que
es una de las vias de transicién al caos en un sistema dinamico. Este hecho fue
observado, por ejemplo, para una sucesion creciente del valor del periodo T en
la frontera correspondiente a la region 1 : 2. A su vez, existen una multitud
de pares (A,T) para los cuales el exponente de Lyapunov es positivo, que es
una caracteristica de los sistemas caéticos. También se localizaron estructuras

fractales como cuenca de atraccién del acoplamiento para valores de (A, T') en
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3.1  Desarrollo historico 108

la frontera de los comportamientos de acoplamiento con los comportamientos

cadticos (Mosekilde et al. 1992, 1993a).

El modelo desarrollado por Sterman y Mosekilde (1993) utiliza un
oscilador forzado para representar el proceso de acoplamiento entre los ciclos
econémicos. Ya hemos comentado en los anteriores capitulos que esta forma de
representar los fendmenos econémicos no es adecuada, debido a que el hecho
econdémico estd muy interrelacionado. La forma de incorporar el modo ciclico
correspondiente al sector productor de bienes de consumo en el modelo es
exogena, con lo que no explica el proceso de acoplamiento por la interaccion

de dos sectores, sino por la influencia de uno sobre otro.

En este sentido, un buen perfeccionamiento de este modelo seria la
introduccién del acoplamiento por medio de la interaccién de modos ciclicos
mutuamente independientes. La limitacion que dispone el modelo anterior
para desarrollar endogenamente el acoplamiento entre modos ciclicos es
considerar la economia en el agregado. En la economia real aparecen una
multitud de empresas y sectores productores de capital de muy diverso
comportamiento. Surge entonces la necesidad de desagregar el modelo anterior,
considerando mas de un sector productor de capital. Cada sector manifestaria
un comportamiento ciclico al tratarlo desligado del resto, de manera que los
mecanismos de interaccion de estos sectores entre si emparejen sus ciclos a un
mismo periodo, y en el agregado se observe un modo 1nico, o que debido a sus
diferencias estructurales, se produzca un acoplamiento m : n no sincronizado

entre los ciclos de cada uno de los sectores.

Como ya hemos comentado en los capitulos precedentes, un modelo que
incorpora estas cuestiones fue desarrollado por Kampmann et al. (1994) y
Haxholdt et al. (1994). En este modelo se desagrega el sector productor

de capital del modelo de onda larga, con lo que disponemos entonces de
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104 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

dos sectores productores de capital y un sector productor de bienes de
consumo. La demanda de capital por parte del sector productor de bienes
continla siendo exdgena y constante. Cada sector, aisladamente, manifiesta
un comportamiento ciclico gobernado por las mismas hipétesis que el modelo
de onda larga. El acoplamiento surgira entre los comportamientos ciclicos de
los dos sectores productores de capital debido a las relaciones no lineales que

existen entre ellos.

En el resto del capitulo expondremos este modelo y lo estudiaremos
utilizando las técnicas y resultados que hemos visto en el capitulo II. Con
ello, ampliaremos el conocimiento de su comportamiento cualitativo iniciado
en los propios trabajos de Kampmann et al. (1994) y Haxholdt et al. (1994)

por medio de simulaciones.

3.2 El modelo de onda larga desagregado

El modelo desagregado de onda larga (Kampmann et al. 1994) consiste en
un sistema de diez ecuaciones diferenciales con diez variables. El modelo es
similar al descrito en Sterman (1985), suponiendo en este caso que existen
dos sectores productores de capital. Estos sectores productores de capital
podrian representar, por ejemplo, el sector productor de maquinaria y el
sector de la construccién. Es evidente la interdependencia que existe entre
estos sectores, ya que tanto el sector productor de maquinaria como el sector
de la construccién necesitan capital producido por su propio sector y por
el producido por el otro sector para su propia producciéon. Iste modelo
incorpora esta circunstancia, lo que llevara a que sus modos ciclicos sean
interdependientes. Los factores que vamos a resaltar, como determinantes
del acoplamiento en el modo ciclico de ambos sectores, van a ser el grado de

dependencia entre estos sectores y la diferencia en el tiempo de vida del capital
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3.2  FEl modelo de onda larga desagregado 105

producido por cada uno de los sectores.

Por lo tanto, asignando el subindice 1 para determinar uno de los sectores
(e.g. el sector productor de maquinaria) y el subindice 2 para el otro sector
(e.g. el sector de construccién), el modelo incorpora las siguientes variables
(ver Kampmann et al 1994 para detalles):

K;; = capital producido por el sector j que se encuentra en el sector z.

B; = atrasos totales del sector z.

Si; = atrasos del sector j relativos al sector <.

donde 7,7 € {1,2}.

Entonces el sistema dinamico que define el modelo es el siguiente:

Ky = a;—%2
S’ij = O,‘j — (32)
Bi = (Ou+0ji+05) —

con 2,7 € {1,2}.

Como podemos observar a partir de las ecuaciones, la variacién
instantanea del capital j que se dispone en el sector ¢, _[.\,ij, viene dada por
las adquisiciones de nuevo capital j efectuadas por el sector 7 en ese instante,
a;;, menos la depreciacion de ese capital, que se supone un porcentaje constante

anual dado por el tiempo de vida medio de ese capital, 7;.

Por otro lado, la variacién de los pedidos aiin no satisfechos de capital tipo
J que tiene el sector 1, S,:J’, viene, légicamente, determinada por la diferencia

entre los pedidos realizados por el sector 7 de capital proveniente del sector 7,
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106 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

Oij, y las adquisiciones de capital j del sector 2 en cada instante, a;;.

Por ultimo, la variacién de los atrasos totales del sector z, B,-, esta
determinada por la demanda excedente de capital tipo :. KEsta demanda
excedente es la diferencia entre el conjunto de pedidos de capital ¢ realizados
por los dos sectores productores de capital y por el sector productor de bienes
de consumo, Of, que se considera exégeno, menos la produccién de capital del

sector 2, x;.

A su vez, la produccién de capital en cada sector j, z;, se distribuye
equitativamente entre los demandantes de ese capital. De esta manera, las
adquisiciones de capital 7 por parte del sector ¢, a;;, se asignan a partir de
la produccién del sector j, x;, segin la proporcion de los atrasos totales, Bj;,
correspondientes a los atrasos relativos al sector 2, S;;. De esta manera, estas

adquisiciones son de la forma:

wy = B9 vij e (1,2) (3.3)

7

En la funcién de produccion se incorpora la capacidad de los productores
de influir en la produccién si la produccion deseada supera a la tedrica. De
esta manera, la produccién total, z;, depende de una produccién deseada,
z%, y lo que llamaremos capacidad productiva del sector 7, que es la funcién
de produccién tedrica de ese sector. Supondremos que estas variables estan

ligadas por la siguiente relacion:
v = f(Z)es Vi€ {1,2) (3.4)

Suponemos que esta funcién no lineal f(-) sigue la grafica que aparece en
la figura 3.2. Como se puede observar en esta grafica, la relacién indica que si
la produccién deseada por el sector ¢ es mayor que su capacidad productiva,

entonces la produccién del sector se verd incrementada, aunque no en mucho
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3.2 El modelo de onda larga desagregado 107

tamafio. Una expresién formal de f(-) es la siguiente:

F(r) = €1 - <§—gi>r> e (3.5)

El pardmetro ¢ indica el tope mdximo de incremento de la produccion

que puede forzar el sector por encima de su capacidad productiva.

0.8 F

0.6 |

0.4 ¢

Figura 3.2: Funcién f(r).

La capacidad productiva ¢;, funcién de produccién tedrica del sector 7, ha
de incorporar necesariamente los dos factores productivos que intervienen en la
produccién de ese sector, que son los capitales de cada uno de los sectores en el

sector 7. Se supone que sigue una funcién de Cobb-Douglas con rendimientos

a escala constantes:

¢ = k7UKEKE, Y5 € {1,2) (3.6)

17

El pardmetro «; indica la tasa de capital-producto del sector 2, y va a
estar determinada por las tasas de capital-producto relativas al capital 7 en el
sector 7, como posteriormente veremos. El parametro o, 0 < a < 1, es el factor
de participacién del capital procedente del sector j en el sector 1, con 1 # j,

que suponemos idéntico para ambos sectores. Cuanto mayor sea este valor,
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108 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

la dependencia en cada sector del capital procedente del otro sector para la
produccion es también mayor, siendo asi una medida de la interrelacion entre
los sectores. Este va a ser uno de los pardmetros fundamentales en la.biisqueda,

de regiones de acoplamiento.

Por 1ltimo, la produccion deseada se fija de acuerdo al nivel de atrasos
que tenga el sector 7 y a la demora de distribucién media del producto del
sector 1, §;, de manera que la produccién satisfaga la demanda pendiente total
de ese producto. De esta forma:

B, .
zi = = Vi € {1,2} (3.7)

La estructura de los pedidos tampoco es lineal. La tasa de pedidos

de capital tipo j efectuada por el sector z, O;;, estd determinada por la

depreciacién del capital y un nivel de pedidos deseado, O, relacionados por

i3
medio de una funcién no lineal. O sea:

*
I{i' ( OU

Oij=—9| =
Tom T\ K/

) , Vi,7 € {1,2} (3.8)

La funcidén g(r) adopta la forma de la grafica expuesta en la figura 3.3.

Una expresidon que se ajusta bien a esta grafica es la siguiente:

g(r) = 2
14 fl'le—ul(r_l) + /LZC_”z(T_l)

(3.9)

Los valores asignados a los parametros que definen la ecuacién para que

manifieste la forma de la grafica 3.3 son S =6,y = &, pp = S.m= 2 1,=3

(ver Kampmann et al 1994).

Esta funcién fuerza a que los pedidos de capital nunca puedan ser
negativos y que no puedan crecer mas alld de un numero de veces el nivel

de depreciacién del capital. Estas restricciones estan explicadas en Sterman
(1985).
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3.2 Fl modelo de onda larga desagregado 109

Figura 3.3: Funcién g(r).

Las reglas de decisidn por las cuales el sector ¢ fija los pedidos deseados de

capital proveniente de cada sector 7, O};, se basan en principios de racionalidad
acotada en el comportamiento de los agentes econémicos. Esta teoria, hace ya
tiempo ampliamente desarrollada en la literatura (Simon 1979) y ya comentada
en la seccion 1.3, argumenta que la decisién tomada por los agentes es racional,
pero fundamentada en una informacién parcial, con lo que la decisién no va a
ser la misma que la tomada si la informacién del agente fuera completa. La
forma concreta de estas reglas de decision en el modelo han sido contrastadas

mediante experimentacién (Sterman 1989a).

A partir de las hipétesis anteriores, el nivel de pedidos de capital deseado
proveniente del sector j realizado por el sector :, Of;, esta determinado por
el objetivo que tienen los productores de mantener unos niveles de capital
y de pedidos atn no satisfechos deseados. Se supone que cada sector : fija
su inversion bruta deseada en capital tipo 7 a partir de: la depreciacién del
capital existente, K;;/7;; la diferencia entre los niveles deseados de mantener

&

en el sector ¢ de capital tipo j, notémoslo K, con los niveles actuales, K;;; y

de la diferencia entre el nivel de pedidos atin no satisfechos de capital tipo j
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deseados localizados en el sector 7, notémoslo S*

%> con el nivel actual, S;;. De

esta manera:

K, Krn—Ky; St—S; ..
oL Lt e LR Tl SV T SR A1)
T3 Tj Tj

Los parametros Tf‘ y 'rf indican la rapidez con la que el sector ¢ ajusta
los niveles actuales a los deseados. Se han obtenido estimaciones de estos

parametros (Sterman 1989a).

Por un lado, los pedidos deseados de capital tipo j aun no satisfechos
realizados por el sector i, Sf;, vienen determinados por la demora de
distribucion actual del producto j, que es el cociente entre los atrasos totales
del sector j, Bj, con sus niveles actuales de produccién, z;. Cuanto mayor
sea esta demora, los productores del sector ¢ desearan tener unos niveles de
pedidos no realizados mayores para poder mantener su capacidad productiva
invariable. Consideramos que los productores tienen en cuenta también, para
fijar sus niveles deseados de pedidos por recibir, la depreciacién de capital
existente, que es una medida facilmente predecible. De esta forma:

B; Ky

x

St = , Vi, e {1,2) (3.11)

i T
Por otro lado, el capital deseado, K7;, se fija de acuerdo al nivel de

produccion deseado. Asi:
I(:} = Iﬁ:ij:l::, Vi, 5 € {1,2} (312)

El parametro «;; es la tasa capital-producto del capital procedente del
sector j en el sector i, y que consideramos constante. De esta forma no
incorporamos sustituibilidad entre los factores productivos en la produccién

de cada sector.

Por coherencia con el modelo de onda larga, los parametros que miden

el tiempo de vida medio del capital y la tasa capital-producto en cada uno de
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3.2  El modelo de onda larga desagregado 111

los sectores, asi como otros parametros de ajuste, se han construido a partir
de aquellos fijados en el modelo agregado anterior. Estos han seguido las

sigulentes ecuaciones:

AT T . T
T =T+ — K,,','Z(I—Oz)K,—z- TiI\ =T[\J-
2 T T
AT T; T
T2 =7T— = Kij = aKk—= 7P =752 (3.13)
2 T T
— T
ki =Ky OKY &= 6:1

Los parametros 7, &, 4, indican el tiempo de vida medio del capital
agregado, la tasa de capital-producto agregada, y la demora media agregada
de distribucién del capital, respectivamente. Los parametros 75 y 75 indican el
tiempo agregado medio de reaccion frente a discrepancias en el capital deseado
y el actual, y entre el nivel de pedidos atin no satisfechos deseados y los actuales,
respectivamente. Admiten los valores considerados en el modelo de onda larga
y experimentos posteriores (Sterman 1985, Sterman 1989a), que rondan sobre

los siguientes: 7 =20, k =3, 6§ =15, 78 =2, 75 = 2.5.

A partir de las ultimas ecuaciones 3.13, y comparando este modelo con
el de onda larga, se observa que los parametros que influyen en el modelo
desagregado son la diferencia de los tiempos de vida medio de los capitales
producidos por los sectores, A7, y el hecho que cada sector, para su propia
produccién, necesita capital de si mismo y del otro sector, siendo la capacidad
productiva dependiente de los dos capitales mediante una funcién de Cobb-
Douglas con tasa de participacién «. El modelo 3.2 podria admitir otros
factores de enlace entre los sectores, pero esta ampliacién la vamos a ver en el

capitulo IV.

Estos parametros gobiernan el modelo de la misma manera que los
valores ¢ y {1 determinan el grado de perturbacién y el valor del numero
de rotacidon para la funcién sobre el circulo 2.26. El pardmetro o indica

el grado de dependencia de cada sector con respecto al capital producido
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por el otro sector. Asi, si @ = 0, los dos sectores solo necesitan de su
propio capital para la produccién, por lo que serian entre si totalmente
independientes. Necesariamente, por coherencia con el modelo de onda larga
a partir del cual se ha construido este modelo, cada sector ha de manifestar un
comportamiento ciclico con una amplitud y periodo independientes. Estamos,
entonces, en presencia de dos osciladores desacoplados. A medida que el
grado de dependencia entre los sectores va aumentando, o sea, el valor de
« es cada vez mayor, estos osciladores, inicialmente desacoplados, estan mas
interrelacionados. Cuando o = 1, la produccién de un sector depende
exclusivamente del capital producido por el otro sector. En este caso, los
sectores estan totalmente interrelacionados. Se espera, por tanto, en estas

situaciones, una sincronizacién en el comportamiento ciclico de los mismos.

El efecto de la diferencia en los tiempos de vida medios de los capitales
producidos por cada uno de los sectores, A7, es similar al efecto del cociente
de frecuencias en 2.26. Si esta diferencia no es muy elevada, parece razonable
pensar que, para ciertos valores medios de a, los ciclos generados por cada uno
de los sectores sincronizen sus frecuencias de manera que se observe un modo
tinico. Se produciria entonces un acoplamiento del tipo 1:1. En cambio, si la
diferencia en los tiempos de vida medios es elevada, con esos mismos valores
medios de «, es razonable pensar que el ciclo generado por el sector de menor
tiempo de vida medio de su capital producido se complete varias veces antes
que se complete un sélo ciclo generado por el sector con mayor tiempo de vida
medio de su capital producido. Se produciria, entonces, un acoplamiento de la

forma m : n, con m y n enteros.

Estas hipétesis, aunque intuitivas, no son féaciles de comprobar
analiticamente. El modelo dispone, como ya se ha expresado, de diez
ecuaciones diferenciales ordinarias (ver ecuaciones 3.2) que hacen esta labor

realmente compleja. Por tanto, hasta ahora se han verificado estas hipétesis
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(Kampmann et al. 1994, Haxholdt et al. 1994) fundamentalmente a partir
de simulaciones realizadas con el modelo. Utilizando esta metodologia, y en
la bisqueda de las regiones de acoplamiento para los distintos valores de los
parametros a y AT, se observé efectuando simulaciones que, para pequefos
valores de A7 y valores medios de «, se produce un comportamiento en

sincronia 1:1 entre los ciclos producidos por cada uno de los sectores.

Para ilustrar los resultados, se represent6 en el plano definido por A7y
a el conjunto de regiones donde se producian acoplamientos m : n, o sea, las
llamadas lenguas de Arnol’d (figura 3.4). Obsérvese que, para valores altos de
AT y bajos de «a, se van produciendo, como era de esperar, acoplamientos
del tipo 1 : n, donde el sector productor de capital de menor tiempo de
vida medio ejecuta n vueltas cuando el otro sector sélo ejecuta una. Nétese
también que, a partir de una curva dada, el sistema dinamico correspondiente
a un sector, considerado el otro como exégeno, admite un punto de equilibrio
asintoticamente estable. Se dice entonces que el sector es estable. Considerar
exdgeno un sector significa que la demora de distribucién y la demanda de ese
sector es constante, por lo que se encuentra en equilibrio. Los autores proponen
que esto es debido a la fuerte dependencia que se produce entre los sectores

para valores altos de a. Posteriormente ahondaremos mas en esta cuestion.

Las fronteras entre las sucesivas lenguas de Arnol’d no se han delimitado
exactamente, aunque manifiestan bifurcaciones de periodo, como puede
observarse a la derecha de la region 1 : 2. Estas bifurcaciones se presentan
para valores bastante bajos de la perturbacion «, lo que indica que el atractor
inscrito en el toro, formado por los movimientos ciclicos de cada uno de los
sectores, se conserva sélo para valores extremadamente pequefos de a. Asi,
la estructura de las lenguas de la figura 3.4 es muy compleja y dificilmente
estudiable desde el punto de vista analitico, como se ha podido comprobar en
otros trabajos (Jensen et al. 1984, Knudsen et al. 1991, Gallas 1994). Es por
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Figura 3.4: Lenguas de Arnol'd para el modelo desagregado de onda larga.

Fuente: Kampmann et al. (1994).

ello que los propios autores proponen seguir profundizando en las simulaciones

como método de estudio mas exhaustivo.

No obstante, a pesar de la dificultad intrinseca que plantea este modelo,
es posible realizar un estudio analitico que aporte nuevos resultados. En
este trabajo, al igual que en otros realizados con el modelo de onda larga
(Rasmussen et al 1985, Brgns y Sturis 1991), enfocamos nuestro esfuerzo a este
objetivo. Para ello hemos efectuado, primeramente, una reduccién del nimero
de ecuaciones iniciales, intratables analiticamente, utilizando argumentos de
forma y analogia con el modelo de un sector (Sterman y Mosekilde 1993), y
simplificaciones ya utilizadas en otros trabajos (Rasmussen et al. 1985). El

método de analisis del sistema reducido es clasico en los estudios de sistemas
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3.8 FEstudio analitico del modelo 115

dindmicos. En Hirsch y Smale (1974) se pueden revisar varios ejemplos.

3.3 Estudio analitico del modelo

Para el estudio analitico del modelo 3.2, hemos escogido dos situaciones
extremas de los valores del grado de dependencia: el caso a=0 y a=l.
Analizar estas situaciones extremas aportan informacién no extraible mediante
simulacién, debido a que los parametros que gobiernan el modelo en estos casos

toman valores no reales.

Desde el punto de vista de interpretacion del modelo, analizar estos casos
extremos también es importante. En primer lugar, para o = 0, los sectores son
completamente independientes entre si, teniendo cada uno un comportamiento
ciclico independiente del otro que se ajusta al modelo de onda larga de Sterman
(1985). Para valores més altos de o, el sistema cambia a una dependencia entre
los sectores. Es posible entonces que el valor o = 0 sea un punto de bifurcacion

del sistema.

El caso & = 1 es también interesante. En este caso, la produccion de cada
sector depende exclusivamente del capital producido en el otro sector. Las
simulaciones del modelo (obsérvese figura 3.4) muestran que la sincronizacién
(acoplamiento 1 : 1) rellena todo el plano formado por los parametros At y
« cuando « es suficientemente grande. Los autores originales (Kampmann et
al. 1994) afirman que la causa de esta situacién estriba en el efecto altamente
equilibrante que tienen los valores altos de a. Nosotros vamos a demostrar

esta afirmacidn analiticamente.

Vamos a obtener también resultados sobre la estabilidad estructural

del sistema en estos casos extremos. De esta manera comprobaremos si el
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116 Resultados (I): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

comportamiento cualitativo que obtenemos se mantiene o no frente a pequefios

cambios en los parametros del sistema.

3.3.1 Simplificacion del modelo

Antes de comenzar el analisis, notese que este modelo, al disponer de un
numero de ecuaciones excesivamente elevado, diez, resulta casi intratable de
estudiar. Para evitar este inconveniente, vamos a realizar una reducciéon del

numero de ecuaciones que no va a mermar, en absoluto, el rigor del analisis.

Antes de iniciar la reduccién en el nimero de ecuaciones, vamos a definir,
al igual que se hizo en el caso del modelo de un sector (Sterman y Mosekilde
1993), el nivel de pedidos atin no satisfechos que tiene el sector productor de
bienes de consumo con el sector ¢, S§, ¢ € {1,2}. La variacién de este nivel de
pedidos no satisfecho, como en los otros casos, estd gobernada por la diferencia
entre los pedidos efectuados en cada instante y las adquisiciones de este capital

tipo 7 por parte del sector productor de bienes de consumo, af. Entonces:

Se=0f —af, Vie{1,2} (3.14)

Esto significaria afiadir dos nuevas ecuaciones al modelo, pero en realidad
no es asi, ya que, necesariamente, el atraso total de cada sector , B;, ¢ € {1,2},
se reparte entre todos los pedidos pendientes de los diferentes sectores que tiene
que satisfacer, que son el otro sector productor de capital, el suyo propio y el

sector productor de bienes de consumo. Entonces se verifica la ecuacién:
Bi:Sj,'-i—Sii-FSf, Vi,jE {1,2}, Z;é] (315)

Las adquisiciones de capital tipo i por parte del sector productor de

bienes, af, se fijan a partir de estas ecuaciones y las del modelo 3.2.
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3.3 FEstudio analitico del modelo 117

Entonces, para reducir el numero de ecuaciones que gobiernan el modelo,
vamos a considerar que uno de los sectores productores de capital y el sector
productor de bienes de consumo son exogenos. Esta restriccidon es la misma
que se utilizé para la simplificacion del modelo de onda larga, a partir de
la cual se realizaron importantes estudios analiticos (Rasmussen et al. 1985,
Brgns y Sturis 1991). También se utilizé en algunas de las simulaciones hechas
por Kampmann et al. (1994) y Haxholdt et al. (1994). Considerar un sector
como exdgeno es suponer que la demanda de ese sector es exdgena, hecho ya
considerado en el sector productor de bienes de consumo, y que el sector no
exégeno da prioridad a los pedidos realizados por los sectores externos, con
lo que se mantiene un nivel de pedidos no satisfechos constante. Con estas
hipétesis, el sector productor de capital considerado exdgeno, el sector ¢, v el
sector productor de bienes de consumo, se encuentran en equilibrio, debido
a que su demanda esta continuamente satisfecha y la produccién deseada es

igual a la actual.

Por tanto, incorporando esta restriccion, las ecuaciones 3.15 se presentan
de la siguiente manera:
(Conservando la notacién anterior, nos referiremos con el subindice ¢ al sector
productor de capital considerado exdgeno, y con el subindice j al sector no

considerado exdgeno)

exdg. exog.
] 1
B, = S]',' + Su + Sf = Sji + Sf (3.16)
:S_C

exdg. exog.
] T
Bj = SJ']' + S,'j + S]C = Sjj + S; (317)
—————
=57
donde Sf representa el nivel de pedidos no satisfechos de capital producido por
el sector productor de capital considerado exdgeno (sector t) realizado por los

sectores exdgenos, que son el propio sector 7 y el sector productor de bienes
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118 Resultados (1): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

de consumo. S es el nivel de pedidos no satisfechos mantenido por el sector j

con los sectores exdgenos.

La suposicion de un sector productor de capital exdgeno perturbara el
comportamiento del modelo, pero no las propiedades que queremos resaltar
para los dos casos extremos. En primer lugar, en el caso @ = 0, nuestro
objetivo va a ser demostrar que el comportamiento de un sector es totalmente
independiente del comportamiento del otro sector. Este hecho puede ser
verificado tomando un sector como exdgeno y demostrando que el otro sector
describe un comportamiento dominado por sus propios parametros. En
relacion con el caso a = 1, nuestro objetivo va a ser demostrar, por métodos
analiticos, que el comportamiento de sincronia que se observa en el diagrama
(AT, a) se debe al efecto fuertemente dependiente que existe entre los sectores
cuando «a es suficientemente grande. Cuando un sector se considera como
exogeno, que las variables que lo gobiernan van a estar en equilibrio. Si
demostramos que el otro sector también tiende al equilibrio, podremos afirmar
que, efectivamente, el comportamiento de un sector arrastra el comportamiento

del otro.

Haciendo uso de las ecuaciones 3.16, 3.17, propias de la consideracién
de exogeneidad de un sector con respecto a otro, en el modelo 3.2, obtenemos
una reduccién de las ecuaciones hasta un niimero de cuatro, considerando bajo
estudio exclusivamente aquellas correspondientes a las variables que definen el

sector no exdgeno j, ya que el resto se mantienen en el equilibrio. Estas son:

[\" .

I&j{ = JI,'—:I:f——T'?
o Ky,
Kj; = z;—a— %
7 o (3.18)

B, = Oji
B; = 0j;—(z; — %)

— (zi — )
S

—*— donde h =7 0 j; zj, es la parte proporcional de la produccién
By [z,

con rj, =
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3.4 Caso de independencia entre los sectores 119

del sector h que se destina al sector exdgeno, que es la unidén del sector
productor de capital considerado como exdgeno y el sector productor de
bienes. Este valor lo consideramos constante, y coincide con la suma del nivel
de pedidos de capital tipo h efectuados por los sectores exdgenos, o sea, la

demanda de este tipo de capital.

Como ya lo hemos mencionado, esta simplificacion ya se ha utilizado para
el estudio analitico del modelo de onda larga (Rasmussen et al. 1985, Brgns y
Sturis 1991). No obstante, estos autores imponen mas restricciones sobre las
funciones que gobiernan la produccion y los pedidos que nosotros no vamos a
incorporar. En este sentido, este modelo es mas aproximado al modelo original

que lo era la simplificaciéon del modelo de onda larga.

Entonces, el modelo 3.18 ya es mas facilmente tratable. Vamos a enfocar

con esta reduccidn el analisis de los casos extremos.

3.4 Caso de independencia entre los sectores

Imponer « = 0 es suponer que para la producciéon de uno de los sectores no es
necesario, en absoluto, el capital producido por el otro sector, con lo que los
sectores se consideran independientes. El comportamiento analitico del modelo
reducido habria de ajustarse a un comportamiento ciclico en las variables que
definen el sector no exdégeno, cuyo periodo y amplitud son independientes del

otro sector.

Para comprobar esta afirmacion, impongamos la condicion o = 0
en las ecuaciones del modelo 3.18. Obtenemos dos grupos de ecuaciones

desacopladas, cuya expresion desarrollada es la siguiente:
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Kj; | %;;Bi/6;—K;; | Bilz; Kj;/7—(B;-S7)
B- = ‘[(JJ _;JLL + Tjkl “ + 1'JS ’ BJ/5J -1 e
7 T g Ky - f K;—jl I{jj K;J'J' I{jj + xj
i
(3.19)
. B;/4; K
K. = e e T
37 f (K'j_jl I{“) K'JJ 7 J T;
K K;; Bi/=z; K‘,’/T.‘—(Bi—s:‘:)
B. — [<-7" _;'L B _7_-:12\7 + ’ T;‘S B’l‘/é‘i —11’{ e
T T; g -Il;‘u - f K);;l I{ii Kii it Z;
(3.20)
. B,' 51' I(z

-1
ki I

7

El sector 7 se encuentra en equilibrio, de manera que, como ya se ha

expuesto antes, la produccién del sector z, z;, es idéntica a su produccién

deseada, que es la razén entre los atrasos totales y la demora media de

distribucién. O sea:

Bi/&:\ 1, B
w=d <I<&,-—,~1Kii) = 5 (3:21)

Seguimos utilizando, sin embargo, la expresion anterior, ya que no supone

dificultad en el estudio posterior.

Como son dos grupos de ecuaciones desacopladas, podemos estudiarlas

separadamente:

e Sistema 3.19:

Este es, para las variables que definen el sector j, (Bj, Kj;), una versién

més sofisticada del modelo enunciado por Rasmussen et al. (1985),
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3.4 Caso de independencia entre los sectores 121

simplificacién del modelo de onda larga. En el sistema aqui expuesto la
expresion de los pedidos deseados es mds compleja, siendo mas ajustada

al modelo original.

Obviamos entonces el estudio analitico de este sistema dinamico, ya que
es similar al modelo generador de onda larga expuesto en Sterman (1985).
Asi, el sistema manifiesta, para un amplio rango de parametros, un
comportamiento de ciclo limite de periodo variable (dependiente, entre

otros factores, del tiempo de vida medio del capital producido por ese

sector, 7;).

Entonces, observando los parametros que intervienen en el modelo, el
sector j admite un comportamiento ciclico independiente de los parametros
que definen el sector 7, exdgeno. Basta entonces analizar cémo se comportan
las variables Kj; (capital de tipo i existente en el sector j) y B; (atrasos del

sector t) para conocer cémo evoluciona el sistema en su totalidad.

e Sistema 3.20:

El sistema a estudiar es el siguiente:

B‘L — g 1 1

Kji 4 Ky 4 Bifwi Kju/ri—(Bi=S})
. T i 7y Bifé:
K, 7 5 —f ( / ) ki K+ x5 =

7 IiTL ki K

= hy(B;, K;;) (3.22)
-, Bi/& 1 rr e I{z _
[‘ji = f (K;Kﬁ) Kiz'l[‘ii —z;— TZ = hz(B,', I{],)

Estudiaremos el comportamiento de las soluciones de este sistema
utilizando métodos clasicos dentro de la teoria cualitativa de sistemas

dindmicos, que ya desarrollamos en el capitulo II. Calcularemos, en
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principio, sus puntos de equilibrio, y posteriormente observaremos
el comportamiento local del sistema en esos puntos de equilibrio.
Completaremos el analisis efectuando el estudio del comportamiento
global del sistema. El hecho de ser un sistema de dimensién dos facilita el
trabajo, ya que sélo pueden existir conjuntos w-limites que sean puntos,
orbitas cerradas o combinaciones de ellos, como viene asegurado por el

Teorema de Poincaré-Bendixon (seccién 2.5).

Puntos de Equilibrio:

Mediante un cdlculo sencillo se comprueba que la unica solucién
constante del sistema 3.20 es (B;, K;;) = (S7,0). En el espacio de fases
aparece, entonces, un punto de equilibrio situado en (Sf, 0) (figura 3.5).

Veamos el comportamiento local de este punto de equilibrio.
Comportamiento local en el punto de equilibrio (B;, K ;;):

Vamos a calcular el signo de los valores propios de la matriz jacobiana

de la funcién que define el sistema. Puesto que:

Bi = hi(Bi, K
5 1(Bi K) (3.23)
[&j,' = hg(Bi, [in)
llamando A = (hi,h2), se demuestra de una manera sencilla que el
jacobiano de esta funcién en el punto de equilibrio es:
ahl ahl —_— = -1 1
B;, K —(B;, K ; el
0B; ap, B k) aKji( £) 0; i
JWMB;, Kj;) = =
8/12 ahg —_— 1 -1
P K i YT R 4 e ra
aB (B') ]) 31(],( ‘J) 51' T
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3.4 Caso de independencia entre los sectores 123

Los valores propios de este Jacobiano son Ay =0y Ay = —(TL + %) < 0.

Entonces, el punto de equilibrio (B;, K ;;) = (S¢,0) es no hiperbélico, por

lo que no aseguramos su estabilidad asintética local (seccion 2.4).

Por tanto, necesitamos estudiar el comportamiento cualitativo global del
sistema, para conocer la estabilidad del punto de equilibrio y, en general,

sus posibles conjuntos limites.
Comportamiento global del sistema:

Desarrollando esta seccién obtendremos una vision completa de como se
comporta cualitativamente el sistema en su conjunto. Como hemos visto
en el capitulo anterior, no se trata de hallar exactamente el conjunto de
soluciones particulares, sino conocer cudl es el comportamiento asintético

de las mismas, que es lo que realmente nos interesa.

Para ello, un método clsico en la teoria cualitativa, utilizado ya en
otros trabajos relacionados con el tema (Rasmussen et al. 1985), es el
calculo de las isoclinas. Isoclina es el conjunto formado por los valores
de las variables con las que obtengo la misma pendiente en una ecuacién

diferencial dada. Vamos a establecer una definicién mas rigurosa:

Definicién 11 Sea (%) : &; = f(z1,%2,...,2,) con f : A CR" — R,
i € {1,2,...,n}, una ecuacién diferencial en z;. Dado ¢ € R, se define

Yisoclina en ¢ de la ecuacion (x)” al conjunto:
Isocy,(c) = {(z1,29,...,20) ER |z = f(z1,T2,...,%n) = C}

Con un analisis en profundidad de las isoclinas en cero de nuestro

modelo (Isocp,(0), Isock,,(0)) tendremos completado el comportamiento
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124 Resultados (1): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.

asintotico de las soluciones en el espacio de fases del sistema. Tras un

desarrollo tedrico, podemos asegurar que el espacio de fases adopta la

forma de la figura 3.5.

T Isoc (0)
I B.>0 B;
. i
: K;i<0 B,<0
> K.<0
> "
: IsocK(O)
I ji
l -
: B.>0
I -
| K. >0
[ n
[
NN
(S,0) B,

Figura 3.5: Caso a = 0. Espacio de fases para las variables B; y Kj;. Las

flechas indican la direccién y sentido que han de seguir las trayectorias del

sistema en los puntos indicados. Se demuestra que la isoclina de la ecuacion

correspondiente a B; se sitia siempre por encima de la isoclina correspondiente

a I(J',;.

A partir de la disposicién del espacio de fases podemos resolver la

cuestién principal de este apartado:

Teorema 12 Dado el sistema 3.20, el punto de equilibrio (B;, K ;)

(52,0) es asintdticamente estable globalmente.
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Demostraciéon: Sea ¢, : RT X RT — RT x RT el flujo del sistema 3.20.
Dada una condicién inicial cualquiera (B}, K%;), podemos construir un
rectangulo a partir de las rectas B; = Sf y K;; = 0, como en la figura 3.6,
que incluya a esa condicion inicial. Notemos por I' al conjunto interior
junto con la frontera del rectangulo asi construido. Este conjunto I es
cerrado, acotado, y positivamente invariante, luego, como consecuencia
del Teorema de Poincaré-Bendixon (teorema 7), el conjunto limite de
la solucién ¢,(B;, K};) ha de incluir un punto de equilibrio o un ciclo
limite dentro de I'. No admite ciclo limite, ya que habria de contener
un punto de equilibrio en su dominio acotado asociado (teorema 8), que
no existe porque el unico punto de equilibrio se encuentra en la frontera
del conjunto. Por lo tanto, el conjunto limite de ¢,( B, K7;) ha de ser el
punto de equilibrio (B;, Kj;). O sea, ¢,(Bf, K) "“° (B, K ;)

Como (B}, K};) es un punto arbitrario, cualquier solucién del sistema
admite el punto de equilibrio (B;, K ;;) como conjunto w-limite, por lo
que la cuenca de atraccion de este punto de equilibrio es todo el dominio

de definicién. Entonces (B;, K ;;) es asintéticamente estable globalmente.

Resumiendo, el modelo de dos sectores (3.2), considerando el grado de
dependencia entre los sectores =0 y un sector ¢ exdgeno, se transforma en un
modelo de dos grupos desacoplados de dos ecuaciones diferenciales cada uno.
Uno es el formado por las variables B; y K;; (3.19), y el otro por las variables
B; y K;; (3.20). El sistema formado por (B;, K;;) admite un ciclo limite de
amplitud y periodo dependiente de los parametros que gobiernan el sector j.
Por otro lado, el sistema formado por las variables (B;, K;;) admite el punto

(S£,0) como punto de equilibrio asintéticamente estable globalmente.

Esto quiere decir que el sector no considerado exdgeno, debido a la nula

dependencia para su produccion del capital procedente del otro sector, tiende
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Kji
: IsocBi(O)
I
I
I
I
I
I
! ___—Tsoc (0)
] VAR i
= r
Y
| BLEHN
I
| [t
K R
(850) Bj
1

Figura 3.6: Caso a = 0. Evolucién de las trayectorias del sistema formado
por las variables B; y Kj. El punto de equilibrio (B;,K;) = (S§,0) es
asintéticamente estable globalmente.

a reducir a cero las existencias de capital que posee del otro sector, Kj;,
que se realiza a través de la depreciacién de este capital inutilizado. A su
vez, los atrasos del sector exdgeno, B;, se van a reducir Gnicamente a los
producidos por la demanda de su propio sector y el sector productor de bienes
de consumo, ambos considerados como exégenos. El sector no considerado
exogeno muestra asintéticamente un comportamiento ciclico cuya amplitud y
periodo dependen, exclusivamente, de los pardmetros que gobiernan su proceso
de producciéon. Como se muestra, estos resultados estan acordes con la idea

intuitiva de independencia entre los sectores.

Ademas, para este caso (o = 0), el punto de equilibrio no es hiperbdlico,
con lo que el sistema no es estructuralmente estable (seccién 2.4). Esto

quiere decir que, para pequeinas variaciones de los pardmetros, por ejemplo
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a >0, a ~ 0, el comportamiento del modelo puede cambiar drasticamente. De
esta manera, podemos respaldar la idea que, para cualquier valor del grado de

dependencia entre los sectores, por pequeiio que sea, se produce acoplamiento.

3.5 Caso de dependencia total entre los

sectores

Nos disponemos a realizar el estudio analitico del modelo cuando se supone
una dependencia maxima del capital disponible del otro sector para la propia
produccion de un sector. Esto quiere decir que el factor de participaciéon del
capital procedente del sector ajeno es maximo (a=1). Como puede observarse
en la figura 3.4, Kampmann et al. (1994) efectuaron simulaciones para el
caso de a muy elevado, estudiando el comportamiento en un sélo sector y
considerando el otro como exdgeno, al igual que lo hacemos nosotros. Los
resultados indican que se produce un comportamiento estable del modelo,
colapsando las variables en unos valores fijos, sin producir un comportamiento

ciclico.

Vamos a demostrar analiticamente esta evidencia, de la que sacaremos
nuevas interpretaciones. Para ello, partimos del modelo reducido 3.18. Ahora,

imponiendo a=1, obtenemos las siguientes ecuaciones:

K; K Bj/z; Kjj/7i—(B;-5%)
B, = Kﬂg T 7# _ v — f B,/%; k1K + 2t
7 T I—:.,u. JTl‘Kﬁ ! ’ ’
= h(B;, Kj;, B, K;;)

I(J'j = f (Iﬁ—]l/f{]) K,]-—II(J',' - .’E; — =2 = hg(Bj, [(j]', Bi, f(ﬁ)
J 7

&
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(3.25)
PR TN i S BifS:\ i 4 e
i = T g9 Kji -/ n,-—,-lKij . Kij TE=

Te

= h3(B;, K;;, Bi, Kji)

- Bif6; \ _ K
K = f(n?‘/ff-) K7 K — af — =2 = ha(Bj, Ky, B, K;:)
11 3

Como en el caso anterior, el sector exdgeno se encuentra en equilibrio, lo

Ti

que conduce a que su produccién, z;, se ajusta exactamente a la produccién

deseada, z}, que es la razén entre sus atrasos y su demora de disribucién media.

. Bi/6: \ _i.. B;
w=1 (ﬁﬁlh’a) i I = & (3:26)

Obsérvese que, en este caso, a diferencia con el anterior, no disponemos de

Esto es:

ecuaciones desacopladas, con lo que el andlisis es mas complejo. Empezamos,

como anteriormente, hallando los puntos de equilibrio del sistema:

Puntos de Equilibrio:

Un sencillo célculo lleva a comprobar que existe una unica situacién de

equilibrio intertemporal en el sistema. Esta es la siguiente:

> 17 B 17 e e CKZ K:.i
(B, K, B K i) = (85,0, 8:(x5 + 257), 2
7

Nos disponemos a estudiar el comportamiento local del sistema dinamico

S (3.27)

en un entorno del punto de equilibrio (B;, K ;;, B;, K j;), del cual Kampmann

et al (1994) ya anunciaron que poseia un comportamiento estable.

rg

Comportamiento local en el punto de equilibrio (B;, K;;, Bi, K ji):

Para analizar el comportamiento local del sistema en un entorno del

punto de equilibrio, he de analizar los valores propios de la matriz Jacobiana
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del MIT y ejecutivos de diversos sectores del mundo empresarial, en el cual

la estimacién media de los dos pardmetros era muy parecida (7']-]{':100/55,

5_ . :
77=100/40). Por tanto, podemos considerar que se cumple:
K
< < 1K
i

.
2 he{1,2) (3.29)
on

No obstante, esta restriccion indica que, en caso de no verificarse, el
punto de equilibrio podria dejar de ser estable, modificando radicalmente su

comportamiento cualitativo.

Aun no tenemos estudiado completamente el comportamiento de
cualquier solucién del sistema 3.25. En principio, seria posible que, a pesar
de comportarse de forma estable en un entorno del punto de equilibrio, pueda
existir un ciclo limite asintoticamente estable o cualquier otro conjunto para
el cual algunas soluciones, que se encuentran fuera de la cuenca de atraccién
del punto de equilibrio, converjan hacia él. Los resultados de las simulaciones

niegan este comportamiento. Con el siguiente estudio lo demostraremos.
Comportamiento global del sistema:

La dificultad intrinseca para el estudio global de este sistema es que
su espacio de fases es de dimensidon cuatro, con lo que a la complejidad que
supone el aumento de dimensién con respecto al otro caso, se le afiade que el
sistema pierde muchas de las propiedades analiticas ciertas en dimensién dos,
analizadas en la secciéon 2.5. El Teorema de Poincaré-Bendixon no se puede
aplicar, y los conjuntos limites, que es el objeto de nuestro estudio, pueden
adoptar estructuras muy diversas, incluso cadticas, como son los llamados
atractores extrafios. Para salvar este problema, vamos a intentar utilizar
un método consistente en estudiar dos grupos de ecuaciones por separado,
comprobando que su comportamiento cualitativo es el mismo para cualquier

valor que tomen las variables no consideradas en este grupo. Este método
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de la funcién que define el sistema. Notando A : Rt x Rt x Rt x Rt —

Rt x Rt x Rt x R*, definido de la forma:

h(B]', [X’]‘j, B,;, I(ﬁ) =

= (hi(B;, Kj5, B, Kji), ha(B;, K, Bi, Kji), ha(Bj, K5, Bi, Kji), ha(Bj, Kjj, Biy K33))
Calculando las sucesivas derivadas parciales en el punto de equilibrio, la

matriz jacobiana obtenida es la siguiente:

§; 17 | _
~FHH 24(Z-%)E 0 —s'-r0)
o 111 —L ] 11 - (1
Jh(BJaI{jjaBz;[{Jz) = ij_( ) i K ( f( ))
0 0 1 _1

Un pequeno céalculo nos permite concluir que, dadas las condiciones

siguientes sobre los parametros:

K K
75 Tj T Tj
= > == ; —=>—-F 3.28
5]' TJS ’ 61' TJS ( )

todos los valores propios de Jh(B;, K;;, B;,K;;) tienen parte real menor
estrictamente que cero. Por lo tanto, podemos asegurar que el punto de
equilibrio (B;, K;;, B;, K ;) = (5%,0,6:;(xi+xs2), %?Sj), en virtud del Teorema

3, es asintoticamente estable localmente.

Las condiciones 3.28 impuestas sobre los parametros son perfectamente
aseguradas para valores reales de los mismos. Por un lado, el tiempo de vida
del capital producido por cada sector es logicamente varias veces superior a
la demora de distribucién media de ese sector (1, > &, Vh € {1,2}). Asi
se manifiesta en los parametros tomados en varios trabajos previos, como
por ejemplo 7=20, §=3 (Rasmussen et al. 1985) 6 7=20, 6=3/2 (Sterman y
s

Mosekilde 1993). Por otro lado, los coeficientes de ajuste T]-K, TS

7, suelen tomar

valores mas proximos entre si, hecho mostrado empiricamente en Sterman

(1989a) mediante un experimento realizado con un muestra de estudiantes
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aseguraré que el comportamiento global del sistema es el mismo que la unién

de los dos comportamientos individuales.

Los dos grupos que vamos a estudiar son: las ecuaciones correspondientes

a las variables B; y Kj; por un lado, y las correspondientes a B; y Kj; por

otro.

¢ Ecuaciones correspondientes a B; y Kj;:

Nos centramos en el estudio del sistema siguiente:

B;/z; Kjj[75—(B;-57)

: K; | = —=&+T = B;/&\ _ .
R S () =
= hl(Bj,I(jj,Bi,]{j,') (330)
. B, /5 K;;
I{jj = f ( J/ J ) l’c;l[{ji — .I; — —J]- = hg(Bj,I(jj,Bi,I{ji) (331)

17
K; I&J’i T;

La variable Kj;, que corresponde al otro grupo de variables, consideramos

que puede tomar valores arbitrarios.

Entonces, se demuestra que el punto (B;, K;;) = (5%,0) es el unico
punto de equilibrio del sistema 3.30 y 3.31 para cualquier valor de
K;;. Al encontrarnos en dimensién dos, resulta mas sencillo analizar el
comportamiento global del sistema. Como en el caso anterior, un método
util para estudiar este comportamiento es hallar las isoclinas en cero
(Isocp;(0), Isock;;(0)), y observar el comportamiento de las soluciones

en las regiones del espacio de fases delimitadas por estas isoclinas.

El desarrollo analitico del cilculo de las isoclinas en cero se ha efectuado,
junto con el estudio de otros elementos, utilizando las propiedades de las

funciones que definen el modelo con respecto a la derivacion implicita.
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Entonces, el espacio de fases del sistema formado por las ecuaciones 3.30

y 3.31 adopta la forma de la figura 3.7.

Kji
B.>0
.J IsocB (0)
J
IsocK(O)
i
(55,0) Bj

Figura 3.7: Caso a = 1. Espacio de fases para el sistema formado por las

variables B; y K;;. La representacion es similar al caso a = 0.

Se demuestra que esta representacién es correcta siempre que 7; >
1+ 5j/T]$, que es trivialmente cierto para valores de los pardmetros
ajustados a la realidad, como ya hemos indicado en el apartado anterior.
Este diagrama es cualitativamente el mismo sea cual sea el valor de la

variable Kj;.

Estamos en disposicion de enunciar el siguiente teorema:

Teorema 13 Sea el sistema 3.30 y 3.831, con K;; arbitraria pero fija.

Entonces el punto de equilibrio (B;, K;;) = (55,0) es asintdticamente
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estable globalmente.

Demostracién: Daremos una demostracién intuitiva. Dada cualquier
condicién inicial (B}, K};), podemos construir un conjunto cerrado,
acotado y positivamente invariante, I', que incluya este punto (ver figura
3.8). Como el flujo del sistema siempre apunta hacia adentro, la solucién
¢«( B3, K?;) se va aproximando cada vez mas hacia la interseccion entre
las isoclinas, que es el punto de equilibrio. Un poco mas formalmente,
es posible construir una sucesién {I',},cn de conjuntos positivamente
invariantes, con I, C T'n_y, con el punto de equilibrio (B;, K;;) €
., Vn € N, y tal que contengan a ¢,(B}, K};), para cualquier { > {,, de

manera que (| I'n = {(B;, K;;)}. Por tanto, ¢,(B;, K;) "75° (Bi, K ji)-
neN
Como la condicién inicial es arbitraria, concluimos que (B;,Kj;) =

(5%,0) atrae las trayectorias iniciadas en cualquier punto de Rt x Rt. El
punto (B, K;;) = (5%,0) es asintéticamente estable globalmente. (Ver
figura 3.8)

Por tanto, cualquier trayectoria del sistema formado por las ecuaciones
3.30 y 3.31 es convergente a un punto de equilibrio, sea cual fuere la
situacién que presente el resto del sistema. Vamos a analizar entonces el
comportamiento de las variables B; y K;;. Cono el punto de equilibrio
(B;, K ;;) es asintéticamente estable globalmente, podemos considerar B; =
B;, K;; = Kj;, y analizar el sistema restante haciendo uso de las propiedades

de los sistemas planos.

¢ Ecuaciones correspondientes a B; y K

Nos centramos en el estudio cualitativo del sistema:
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K.
J
IsocB. 0)
J
Iso%{ (0)
Ji
(550) Bj
Figura 3.8: Caso @ = 1. Evolucién de las trayectorias en el espacio de

fases de las variables B; y K;;. El punto de equilibrio (B;,Kj;) = (S§,0)

es asintOticamente estable globalmente.

i = Y R T tz; =
= hg(Bj, I{jj’ Bi, I{ji) (332)
- B; K ,
IX’J’,' = —6- - a:f - = h4(Bj, [&jj, B,‘, f{ji) (3.33)
t Ti

Evidentemente, para B; = B;, K;; = Kj;, el tnico punto de equilibrio
del sistema 3.32 y 3.33 es (B;, K;;). Para efectuar el anilisis, vamos a
volver sobre el estudio de las isoclinas en cero (Isocg,(0)), Isock,.(0)),
siendo en este caso mas complejo que el anterior. Esta complejidad se
basa en la funcién g(-) que rige los pedidos. La otra funcidon no lineal

f(-) no influye cualitativamente en este estudio, debido a la naturaleza
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exogena de uno de los sectores. Utilizamos para el cilculo de la estructura
cualitativa de las isoclinas la derivacién implicita y los cortes con las
rectas B; = B; y K;; = —I—&;j,-. El resultado de este andlisis, representado

“en el espacio de fases, se encuentra en la figura 3.9.

IsocB (0)
Kji i IsocK"(O)
Jn
OK) oo e IS

B.>0 .

. B, <0
K <0 .

n K >0

ji
N R KN
(850) (B..0) Bi

Figura 3.9: Caso a = 1. Espacio de fases del sistema formado por las variables
B; y Kj;. La forma gréfica de las isoclinas ha sido constrastada mediante el

uso del programa ”Mathematica”.

Vamos a demostrar que (F,-,T{—j;) es un punto de equilibrio
asintdticamente estable globalmente. A partir de la grafica 3.9, podemos
construir el conjunto I' definido como el cierre del poliedro de vértices
(B?,KY;), el corte entre la isoclina Isock,(0) y la recta K;; = K3,
[notémoslo por (B}, K};)], entre la isoclina Isock;(0) y la recta B; = B}
[notémoslo por (B?, K%)], y entre la isoclina I'socp,(0) y la recta Kj; =
K% [notémoslo por (B}, K3)], que se demuestra que siempre existen.

Este conjunto es compacto (cerrado y acotado), atrae todas las soluciones
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del sistema, y es positivamente invariante.

IsocB'(O)

Kji I IsocK“(O)
3 3 L:/ % !
(BK; A 3B, ji)
T : <
</ N
S ~\ |
(O’Kji) _________ al o=
11 L A o 0. '\
(B, K;) o (B,K,)
|
|
Al
|
i
1 N R KN
. — B -
(Si,O) (BI,O) 1

Figura 3.10:

Caso a = 1. Construccién del conjunto I'. El cierre de este

conjunto es positivamente invariante.
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Por tanto, en virtud del teorema 7, en I' ha de existir un conjunto w-
limite, que puede estar formado tnicamente por el punto de equilibrio,
o también junto alguna dérbita cerrada alrededor de él. Por medio de

la demostracién del siguiente teorema, comprobaremos que este segundo

caso no es posible.

Teorema 14 Sea el sistema 3.82 y 8.33. Entonces, el punto de equilibrio

(B;, K ;) es asintdticamente estable globalmente.

Para demostrar este teorema haremos uso de otros resultados previos,

ya expuestos en el capitulo II, y de un teorema clasico de la teoria de
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sistemas dindmicos que vamos seguidamente a enunciar (ver Hirsch y
Smale 1974).

Lema 1 (Férmula de Liouville) Sea W C R"; f : W — R* € C.
Sea ¢i(z) el flujo del sistema dindmico £ = f(x). Sea v una orbita

cerrada de periodo ) de este sistema dindmico. Sea p € . Entonces':
A
det(D¢(p)) = exp {/0 Tr D f($:(p)) dt} (3.34)

Estamos en condiciones de demostrar el teorema 14.

Demostracién: Dadas las ecuaciones 3.32 y 3.33:

B, = hy(B;,K;;, Bi, K;;
. 3( J t}) .7) (3.35)

[{ji = h4(Bj,I(jj,Bi,I(ji)
LLamando H; = (hs,h4), y p = (Kji, Bi), las ecuaciones se nos

transforman en:

p = Hi(p) (3.36)

Notemos ¢;(p) su flujo.

Supongamos que existe una 6rbita cerrada v, en el sistema 3.36. Por
lo razonado anteriormente, necesariamente v; ha de encontrarse en el
conjunto ['. Por lo tanto, al ser una érbita.cerrada, ha de rodear al tnico
punto de equilibrio existente (teorema 8), con lo que, necesariamente,
esta oOrbita cerrada ha de cortar a IéocBi(O), con K;; < Kj; (figura
3.11). Sea p* = (K};, BY) ese punto de corte. Calculamos la traza de la
diferencial:
Oy %
0K;;  0B;

Tr DH(¢:(p*)) <0, Vter

1La abreviatura 7r A indica traza de la matriz A.
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Esto es cierto para cualquier p* € Isocg,(0) con K;; < K;;. Entonces,

dado X periodo de 7;:
det(Dg¢y(p*)) = e:vp{/ol\ Tr DH;(¢.(p")) dt} <1 (3.37)

Como el sistema es de dimensién dos, D¢.(p*) admite dos valores propios
1, #2- Necesariamente, uno de ellos ha de ser igual a uno (g; = 1). Como
el determinante es menor que uno (3.37), pa < 1. Por el teorema 4, la

orbita cerrada ; es asintdticamente estable.

Iso%‘(O)

Ji ! Isoqii(O)
|
Nt
/"{,?, >
X WL
(N} — Sypeta) Lo
\
|
i
|
|
|
|
l
(S2.0) ©.,0) Bj

Figura 3.11: Caso o = 1. Construccién del conjunto {2,,. Necesariamente

debe existir una drbita cerrada +y,, inestable, en el interior de Q..

Definamos el conjunto 2., como el dominio acotado asociado a v, (figura
3.11). Como (B;, K;;) es asintéticamente estable localmente, existe
un entorno U(E.-,R—',».-) de ese punto cuyas soluciones que partan de él
convergen al punto de equilibrio (B;, K;;). Por otro lado, como 7, es

asintéticamente estable localmente, existe un entorno V,, alrededor de
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la 6rbita cuyas soluciones que partan de ese entorno convergen a ;.
Obsérvese entonces que toda solucidn que se encuentre en {2.,, ha de haber

partido de ,,. Esto quiere decir que {2, es negativamente invariante.

Por el teorema 7, todo conjunto compacto negativamente invariante
contiene un o-limite en su interior. Como el Unico punto de equilibrio
en §),,, (B;, K;), es asintéticamente estable, no puede ser un o-limite,
con lo que necesariamente existe una érbita cerrada v que es un ciclo

a-limite en €2.,,. Entonces -y, es inestable, al ser un ciclo a-limite.#

Esto es una contradiccién, ya que hemos comprobado previamente que
toda 6rbita cerrada que se encuentre en I' ha de ser asintéticamente
estable. Sin embargo, 72 € ., C I' y es inestable. La hipotesis de
partida no es cierta, no existe ninguna orbita cerrada y; C I'. Como I'
es positivamente invariante y compacto, el conjunto w-limite ha de ser
el tnico punto de equilibrio existente en I', o sea, (B;, K;;). Entonces

B;, K ;) es un punto asintéticamente estable globalmente (figura 3.12).
j g

Por lo tanto, podemos asegurar que el comportamiento global del sistema
3.25 es tal que el punto de equilibrio (B;, K;;, B;, K;;) es asintéticamente

estable globalmente.

iEs robusto este comportamiento frente a pequefias variaciones en las
ecuaciones del modelo?. Como en este sistema existe un unico punto de
equilibrio hiperbélico asintéticamente estable, podemos asegurar, a la luz del
teorema 5, que el sistema 3.25 es estructuralmente estable. Por lo tanto, el
comportamiento del modelo es cualitativamente el mismo frente a pequenas
variaciones en las ecuaciones que lo definen. Asi, al variar ligeramente el
parametro o (a < 1, @ =~ 1) y considerando un sector exdgeno, también existe

un dnico punto de equilibrio del nuevo modelo, cercano a (B;, K;;, Bi, K;:) y
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B

(85,0)

(B,.0)
Figura 3.12: Caso o = 1. Evolucidén de las trayectorias sobre el espacio de

fases del sistema formado por las variables B; y K;;. El punto de equilibrio

(B;, K ;;) es asintéticamente estable globalmente.
asintéticamente estable globalmente.

Entonces, podemos concluir que, para valores cercanos a la unidad en el
grado de dependencia de un sector con respecto a otro, y al considerar uno
de ellos como exdgeno, las variables relacionadas con el sector no exdgeno
colapsan hacia unos valores estables. Por tanto, podemos afirmar que el
sector no exégeno tiende a un equilibrio, con lo que hemos mostrado que
el comportamiento del sector exdgeno, en equilibrio, arrastra al sector no
exégeno a otro equilibrio. De esta manera, ilustramos la causa por la que

la sincronizacién rellena todo el espacio paramétrico (A7, ) para valores altos

de o.
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3.6 Discusion

Como ya lo hemos mencionado previamente, no se habian presentado, hasta
hace relativamente pocos afios, modelos que intentaran explicar el proceso
de acoplamiento entre los ciclos econémicos desde un enfoque no lineal. En
este sentido, este modelo de dos sectores supone un avance con respecto a los
anteriores al incorporar procesos enddgenos en la sincronizacién y acoplamiento
de ciclos. El estudio realizado por los autores originales Kampmann et
al. (1994) y Haxholdt et al. (1994) se basa en la descripcién, por medio
de simulaciones sucesivas, de las lenguas de Arnol’d que se producen en el
diagrama formado por los pardmetros del modelo « y A7. Los resultados
dan respuesta satisfactoria al objetivo inicial de modelizar el fenémeno de
acoplamiento entre ciclos econémicos. Se observd, ademds, la presencia
de rutas hacia al caos frecuentes en este tipo de modelos, como son las

bifurcaciones sucesivas de desdoblamiento de periodo.

En este trabajo proponemos otra via de estudio de este modelo
complementaria a las simulaciones, que es el estudio analitico. Este estudio no
sélo supone una contrastacion de los resultados de las simulaciones, sino que

descubre nuevos aspectos de la dinamica del modelo muy dificiles de resaltar

mediante el uso de la simulacidn.

Hemos centrado este estudio analitico en dos casos especiales, caso de
nula dependencia entre los sectores para la produccién de cada sector, o = 0,
y el caso de exclusiva dependencia del otro sector para la propia produccién,
o = 1. Estas situaciones son deseables de estudiar analiticamente, ademas de
por ser casos degenerados y, por tanto, mds ficilmente tratables, porque las
funciones que gobiernan el modelo toman valores fuera del control numérico
y las simulaciones no dan respuesta precisa del comportamiento del sistema.

En cambio, el estudio analitico, por su naturaleza, no deja lugar a errores de
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aproximacion.

Existen muchos aspectos de la dinamica del modelo que este trabajo ha
descubierto. Uno de ellos es la hiperbolicidad o no de los puntos de equilibrio.
Asi, debido a que el punto de equilibrio en el caso @ = 0 es no hiperbdlico,
hemos encontrado una condicién necesaria de punto de bifurcacién en esta
situaciéon. Entonces podemos apoyar la idea de que el acoplamiento surge para

cualquier valor del grado de dependencia entre los sectores.

Por otro lado, hemos descubierto, en base a ciertos teoremas presentados
en el capitulo I, que la situacién a = 1 es estructuralmente estable en nuestro
modelo simplificado. Por tanto, podemos asegurar que la evolucién del sistema
para los casos @ < 1, a@ ~ 1 es cualitativamente la misma que para el caso
o = 1. Asi, para esta situacién o < 1, a ~ 1, el comportamiento de un sector
esta fuertemente ligado al comportamiento del otro sector, idea que respalda la
presencia de sincronizacién 1 : 1 para valores del grado de dependencia cerca
del méximo. Ademas, hemos presentado una condicidon necesaria entre los

pardmetros (ecuacién 3.28) para que se verifique el comportamiento anterior.

No obstante, los resultados obtenidos en este trabajo pueden ser
ampliados, tanto desde la via de simulaciones, como desde la via analitica.
Como ya fue indicado por los propios autores originales del modelo, las lenguas
de Arnol’d no han sido del todo desentrafiadas. Nuevas simulaciones, asi
como la ayuda de trabajos similares utilizados en otros campos de la ciencia
(Knudsen et al. 1991, Gallas 1994, Sturis et al. 1995), podrian ser de una gran
ayuda.

El modelo es una fuerte simplificacién de la realidad econémica. Como
ya propusieron los autores originales, podemos llevar a cabo maultiples

ampliaciones que aproximen mejor el modelo a la realidad. Una de ellas es
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la incorporaciéon de mas sectores en la economia. Tomando en consideracién la
discusion de la seccién 2.6 y el teorema de Ruelle, Takens y Newhouse de 1978
(ver Lorenz 1993), esta ampliacién daria lugar también a comportamientos
mucho mas complejos, incluso cadticos, ya que combinamos, al menos, tres

osciladores interdependientes.

Existe otro elemento econémico importante ain no considerado en el
modelo y que puede modificar los resultados actuales. Este es el sistema de
precios. Tomar en consideracién este factor proporcionaria la posibilidad de
sustituibilidad de los factores de produccién. Este elemento ya fue presentado
como importante en el modelo de onda larga de Sterman (1985), expresando
la relacién que existe entre la demanda de un tipo de capital y su precio. A
este empeno se han dedicado los ultimos esfuerzos elaborados por los autores,
y del que han obtenido un nuevo sistema construido a partir del anterior
(Kampmann 1996). Como ya fue indicado por los mismos autores, junto con la
incorporacién del sistema de precios, seria bueno introducir también otro tipo
de indicadores macroeconémicos, como el dinero, tipos de interés o trabajo.
Ello supondria anadir ciertos elementos manejables por la politica econémica,
lo que enriqueceria el analisis del acoplamiento entre ciclos econémicos, al
poder observar la respuesta del mismo frente a diferentes acciones que se tomen.
Para ello se puede hacer uso de la relacién entre este modelo con otros que
incorporen estos factores, de manera que la combinaciéon produzca uno nuevo

mas completo. A esta labor nos dedicaremos en el capitulo siguiente.
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Resultados (1): Estudio cual. de un mod. de acop. entre ciclos econ.
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Capitulo 4

Resultados (II): Modelo
desagregado monetario de
acoplamiento entre ciclos

economicos

4.1 Introduccion

El modelo desagregado de onda larga desarrollado por Kampmann et al.
(1994), del que hemos hecho un estudio analitico en el capitulo precedente,

presenta una buena explicacién endbgena y no lineal del fendémeno de

acoplamiento producido entre los ciclos econémicos. No obstante, existen

muchos factores y circunstancias reales que influyen en el desarrollo econémico

que no han sido considerados en este modelo. Esto es debido a que el

propésito del modelo era obtener una estructura econémica minima que genere
endégenamente dos comportamientos oscilatorios, y se den condiciones para

la aparicién de acoplamiento entre estos modos ciclicos. El modelo deja

asi abierta la posibilidad de ampliaciones con la incorporacién de miltiples

elementos, como un ndmero mayor de sectores, el sistema de precios y salarios,
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146 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos ecomn.

nuevos activos como el dinero u otros activos financieros, un mercado de
trabajo no transparente, etc. Agregar muchos de estos elementos supondria
ajustar las variables del modelo basandose en la teoria econémica desarrollada

hasta al momento (ver capitulo I).

Con el propdsito de buscar un acercamiento mayor a la realidad, el
modelo anterior fue ya ampliado por el mismo autor en Kampmann (1996).
En este trabajo se introduce el sistema de precios en una economia con la
estructura del mercado de bienes como la del modelo anterior, pero con mas
sectores productores de capital interviniendo en ella. La introducciéon del
sistema de precios posibilita la sustituibilidad entre los factores de produccién.
Esta sustituibilidad viene expresada por la forma en que los sectores fijan
su decisién de inversién, basada en la minimizacién del coste medio a largo
plazo a precios actuales. Por otro lado, los precios de cada producto 2 se fijan
instantdneamente segin el cociente entre la producciéon deseada de ese bien y
la capacidad productiva del sector por medio de la ecuacién:

by = (x_) (4.1)

<

De esta manera las variaciones del precio estin reguladas por el
parametro € que indica el grado de respuesta del precio a variaciones en la
demanda (Kampmann 1996). Cuanto mayor sea este valor, mayor es el efecto

de las variaciones de la demanda sobre el precio del bien.

La incorporacién de sustituibilidad entre los factores de produccién
supone un nuevo nexo de unién entre los sectores. Esto es debido a que la
demanda de-cada capital depende de su precio, y éste esta determinado por
las fluctuaciones en la demanda de ese bien con respecto a los demas capitales.
Es de esperar, por tanto, que las regiones de acoplamiento se ensanchen con
respecto al caso anterior. De hecho, las simulaciones de este modelo que hemos

efectuado confirman las previsiones. Hemos tomado en estas simulaciones el
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4.1 Introduccion 147

caso de dos y tres sectores, para poder comparar los resultados con respecto al
modelo anterior y con respecto a un nimero mayor de sectores. La regién de
sincronia, tomando dos sectores, aumenta con respecto al modelo desagregado
de onda larga, siendo el nuevo pardmetro € un factor influyente, ya que las
regiones de sincronia aumentan a medida que aumentamos el valor de este
parametro. Por otro lado, al tomar tres sectores, el comportamiento del modelo
es mas irregular. Esta situacion era esperable en virtud de la discusién expuesta

al final de la seccién 2.6.

Este tltimo modelo es una buena ampliacién del modelo desagregado de
onda larga que propone una explicacién del efecto equilibrante que tiene el
sistema de precios entre los sectores. No obstante, la forma con que los precios
se ajustan es instantanea, con lo que no se tiene en cuenta ciertos retardos
de tipo informacién que pudieren haber desde los cambios en la demanda
hasta su efecto concreto en los precios. Por otro lado, el modelo no incorpora
otros factores de tipo macroecondmico que pueden afectar al nivel de precios
y su influencia en la demanda, como son la existencia del activo dinero en la
economia, tasas de inflacion, tipos de interés o expectativas. Introducir estos
elementos en el modelo desarrollado en Kampmann et al. (1994) supondria
considerar la influencia de factores monetarios en el desarrollo del acoplamiento
entre los ciclos econdémicos. A priori, esta influencia es difusa, aunque en
estudios previos, como en Sterman (1986), puede observarse un efecto favorable

al sostenimiento de la onda larga en el caso agregado.

El objetivo de este capitulo es, concretamente, ampliar el modelo
desagregado de onda larga, considerando, con las mismas relaciones en el
mercado de bienes, el activo dinero en la economia con un nimero cualquiera
de sectores. De esta manera, podemos comparar los nuevos resultados con
respecto a los anteriores enfoques mads ideales en los cuales no se considera

costes de transaccién y, por tanto, ninguna razén de mantener dinero. Asi, esta
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148 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

extension del modelo supone la incorporacion de la teoria monetaria dentro del
modelo desagregado de onda larga y la posibilidad de contrastar, en base al
acoplamiento entre los ciclos econdmicos y con las evidentes restricciones de
simplificacién de la realidad, diversas hipdtesis sobre el efecto del dinero en la

economia que han sido fuente de debate a lo largo de la histona.

Seguidamente, vamos a exponer someramente las diversas teorias que
han surgido a lo largo de la historia sobre las consecuencias de la existencia de
dinero en la economia, asi como ciertos modelos que han incorporado el dinero
en su desarrollo con el objeto de contrastar estas teorias. Vamos a utilizar uno
de estos modelos para construir la ampliacién del modelo desagregado de onda

larga que propondremos.

4.1.1 El dinero en la teoria y modelizacién econémica

La mayoria de los primeros modelos no lineales desarrollados en economia no
incorporaban los factores monetarios como elementos integrantes del mismo.
Sin embargo, el dinero juega un papel esencial en economia y su influencia
en la evolucion de las variables reales ha sido siempre fuente de debate entre
los economistas. Uno de los puntos conflictivos es la neutralidad del dinero,
esto es, si el cambio de variables de tipo monetario, como el crecimiento de la
oferta de dinero, afectan al valor real de variables como la renta, produccién,
ahorro e inversidn, o, por el contrario, se reflejan unicamente en una variacién
proporcional de los precios (ver Zhang 1990 para una revisiéon histérica de la
evolucién de las corrientes de pensamiento sobre la influencia del dinero en la

economia).

Es cominmente aceptado que el dinero no es neutral a corto plazo.
Cambios en la oferta monetaria generan cambios en la producciéon y empleo

durante un periodo mas o menos corto de tiempo, como ha podido ser
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4.1 Introduccion 149

empiricamente demostrado, por ejemplo, en la recesidn de principios de la
década de los 80 que sufri6 EE.UU. como consecuencia de un recorte brusco
en el crecimiento de la oferta monetaria. No obstante, a largo plazo no hay
un acuerdo generalizado. Existen teorias como el Monetarismo, ya presentada
en el capitulo [ y basada en el precedente clasico de la teoria cuantitativa
defendida por Fischer a principios de siglo, que propone que cambios de tipo
monetario generan una desestabilizacién temporal de las variables reales pero
que, a largo plazo, la economia se sitia en la misma senda anterior, y la tasa

de inflacion de ajusta igual a la tasa de crecimiento monetario en ese instante.

En el proceso intermedio de ajuste de la inflacion a la tasa de crecimiento
monetario es importante tener en cuenta las ezpectativas de inflacion que los
agentes econémicos forman a lo largo de sucesivos periodos, ya discutido en la
seccion 1.3. Estas expectativas influyen en la rapidez con la que las variables
reales de la economia vuelven a su senda anterior tras un cambio monetario.
Los monetaristas, en general, tomaban las ezpectativas adaptativas, que indican
que el agente fija sus expectativas igual a la tasa de inflacion que existe en el
periodo anterior. La otra alternativa es la hipotesis de expectativas racionales,
que propone que el agente no comete errores sistematicos en la formacién de
sus previsiones, sino que utiliza toda la informacion disponible a su alcance,

con lo que establecen predicciones correctas (Sheffrin 1996).

Bajo la hipdtesis de expectativas racionales, el efecto de una modificacion
esperada del crecimiento en la oferta monetaria es inmediatamente incorporada
en las previsiones, con lo que las variables reales no se ven afectadas por este
cambio, produciéndose inicamente una variacién en la inflacién. Silos cambios
no son esperados, las variables reales se ven afectadas a corto plazo hasta que
los agentes corrigen sus errores y toman correctas previsiones. Sin embargo,
bajo la hipétesis de expectativas adaptativas, los efectos de cambios monetarios

pueden prolongarse mas en el tiempo. Analizaremos estas discusiones en
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150 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

nuestro modelo.

Basandose en las teorias que defienden la neutralidad del dinero; se
desarrollaron una serie de modelos, en general de tipo lineal con la introduccién
de impulsos exdgenos aleatorios, que proporcionan el sostenimiento de
comportamientos irregulares de las variables. Podemos destacar, por ejemplo,
los modelos de Lucas (1973), Laidler (1973) o Sargent y Wallace (1975). En
particular, el modelo de Laidler (1973) intenta explicar la interaccién que se
produce entre la renta, los precios, y la oferta monetaria, por medio de un
relacion lineal. Los resultados no son muy satisfactorios, aunque proporcionan
una interesante via de aproximacién. Lucas (1973) contrasta, mediante un
modelo lineal que incorpora la hip6tesis de expectativas racionales, la relacién
entre la inflacion y la produccion real, llegando, en caso de expectativas
anticipadas, a resultados negativos. En la misma linea, Sargent y Wallace
(1975) analizan el efecto de una politica monetaria sobre la economia,
asumiendo un modelo lineal autorregresivo o uno basado en expectativas
racionales. Los resultados son diferentes en uno u otro caso, verificando
neutralidad del dinero en caso de asumir expectativas racionales con previsién

perfecta.

Sin embargo, otros economistas proponen la no neutralidad del dinero a
largo plazo. Entre ellos, Tobin (1965) presenta un modelo basado en las mismas
hipétesis neocldsicas del modelo de Solow con la incorporaciéon de factores
monetarios. Por simplicidad, el dinero se introduce como un activo mas
exclusivamente por motivos de déficit publico. Se trata, entonces, de un modelo
con estructuras no lineales, localizadas en la funcién de demanda de dinero,
que estd basada en principios keynesianos, y en la funcién de produccidn,
de tipo neocldsico. Este modelo es similar al llamado modelo de Solow con
dinero (Andréu y Calvo 1987), sélo que el de Tobin incluye la depreciacién del

capital y supone la economia sin sector publico. Tobin analizé en su modelo
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4.1 Introduccion 151

el comportamiento neutral del dinero, llegando a resultados negativos de la

misma forma que los obtenidos con el modelo de Solow con dinero.

El modelo de Tobin dio lugar a numerosos trabajos posteriores que se
basaban en las mismas hipdtesis propuestas por Tobin con algunas variaciones
(Hadjimichalakis 1971a, 1971b, Benahbib y Miyao 1981). Estos trabajos
perfeccionaron las hipétesis de Tobin y presentaron un buen estudio analitico
de los sistemas de ecuaciones diferenciales que el modelo incorporaba. Nosotros
vamos a utilizar los fundamentos de estos sistemas para introducir el dinero
en el modelo desagregado de onda larga. Es 1til, por tanto, realizar un
pequenio estudio de las ecuaciones que estructuraban estos modelos asi como

sus resultados mas sobresalientes antes de presentar nuestro modelo.

4.1.2 Modelo monetario de Tobin y posteriores

En pocas palabras, el modelo de Tobin (1965) considera una economia agregada
con el mercado de trabajo en equilibrio, donde la riqueza puede ser mantenida
por medio de dos tipos de activos: bienes de capital y dinero. Por simplicidad,
suponemos que el dinero es introducido por las autoridades monetarias sin
coste y por motivos exclusivos de déficit ptblico. Desde el lado de la
produccién, se basa en el modelo de crecimiento neocldsico (ver Andréu y Calvo
1987), donde la produccién es una funcién homogénea del capital y trabajo y
se destina a satisfacer la demanda de inversién o consumo. Sin embargo, a
diferencia de los modelos neoclasicos, el dinero es otro activo mas, de manera

que el ahorro se reparte entre inversién o dinero.

Como la riqueza se reparte entre los dos activos, la renta disponible neta

en cada instante, y, estd definida como la suma de la produccion neta en ese
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152 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

instante mas la variacion del dinero real en la economia. De esta forma:
K :

y=z——-+(M/p) (4.2)
donde z es la produccién bruta de la economia, K es nivel de existencias de
capital en ese instante con 7 el tiempo de vida medio del capital. M indica la
cantidad nominal de dinero en la economia y p el nivel de precios. El 1ltimo
sumando, (M/p), indica el crecimiento del dinero real existente en la economia.
Suponiendo una propensién marginal al ahorro constante, s, Tobin propone

que la inversion en capital en cada instante esta determinada por:

K = sz~ 4 (M/p) — (M[p) (43)

El primer sumando, s(z — % (M/p)), indica el ahorro privado de la
economia, y la diferencia indica el ahorro social total de la economia, al
sustraerle al ahorro privado el déficit presupuestario real por parte de las

1

autoridades monetarias!. A esta ecuacion se le llama ecuacion fundamental

de Tobin. Otra forma de presentar esta ecuacion es la siguiente:

K =s(z— ff—) — (1~ s)(M/p) (4.4)

El modelo de Tobin considera también que el mercado de dinero se
encuentra en equilibrio. De esta manera, la demanda de dinero real es

satisfecha continuamente por la oferta monetaria. Por tanto:

m = g() (4.5)

1E]l fondo filosdfico que subyace en esta ecuacién fue descrito con acierto por

Hadjimichalakis (1971a), el cual expone que la suposicién de introduccién del dinero por
motivos exclusivos de déficit pitblico equipara totalmente lo que seria politica monetaria con
politica fiscal. En este sentido, la politica monetaria explicita en el modelo no explicaria el
fendmeno monetario en sentido estricto, y la no neutralidad del dinero seria entonces una
consecuencia de esta restricciéon. No obstante, el aspecto monetario de la politica fiscal viene
determinado en la ecuacién 4.3 al observarse que el déficit del gobierno no es compensado

por el ahorro social debido a que el gobierno esta satisfaciendo la demanda del activo dinero.
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M

donde m es la cantidad de dinero real por unidad de trabajo, o sea, m = A
p

siendo L el trabajo disponible en ese instante. El valor de m representa,

entonces, la oferta monetaria real existente en la economia, que se iguala a la

demanda de dinero real g(-).

Siguiendo las hipétesis keynesianas, vamos a considerar que la demanda
de dinero real por parte de los agentes econdmicos viene determinada
fundamentalmente por dos motivos. Uno de ellos es el motivo transaccién,
que es aquel basado en la necesidad de cubrir los gastos de transacciones
realizadas en la economia. Es, por tanto, directamente proporcional al volumen
de producciédn de la economia por unidad de trabajo, z/L. Como la funcién
de produccién es de tipo neocldsico, podemos sustituir este cociente por la
funcién de produccién por unidad de frabajo, notémosla f(k), con k = K/L.
Este motivo era el iinico considerado por la teoria cuantitativa clasica. Baumol
en 1952 y posteriormente Tobin en 1956 introdujeron el tipo de interés en la
economia, r, como otro factor que determina esta motivacion. El otro motivo
a considerar es el motivo especulacién, introducido inicialmente por Keynes,
nosotros vamos a utilizar las hipStesis posteriores de Tobin en 1958. El deseo de
poseer riqueza en forma de dinero por este motivo es inversamente proporcional
al tipo de interés de la economia, 7, que indica el coste de oportunidad de
mantener riqueza en ese determinado bien (ver Laidler 1977 para una revisién

de las diversas teorias sobre la demanda de dinero).

Para determinar el tipo de interés, r, vamos a seguir la aproximacién
neoclésica al respecto. La productividad marginal del capital por unidad de
trabajo en una economia, notémoslo por f'(k), estd en equilibrio y es igual al
coste de alquiler del capital, rc. No teniendo en cuenta la tasa de impuestos,
el coste de alquiler del capital estd determinado por la tasa de interés real
esperada de la economia, que es la diferencia entre el tipo de interés nominal

y la tasa de inflacién esperada, mas la tasa de depreciacion por unidad de
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154 Resultados (Il): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

capital, —1— Por tanto, dadas estas hipdtesis, podemos asegurar que:
r= s+ Gy -2 (4.6)

siendo (=)° la tasa de inflacion esperada o expectativas de inflacion en la
economia. Asi, la ecuacion 4.6 indica el coste de oportunidad de mantener
la riqueza en forma de dinero en lugar de en forma de capital. La ecuacién 4.5

la podemos enunciar indicando las variables que definen la demanda de dinero

consideradas en este modelo:

m = g(f(8),) = g F(k), ) + By = 2) (@7)

Las derivadas parciales de esta funcién g¢(-) las consideramos de signo
constante, con gsx) > 0y g, < 0. Podemos escribir esta funcion directamente
dependiente de las variables k y r por medio de la composicion de funciones.

Arrastramos la misma notacién para esta composicion. De esta manera:
m = g(k,r) (4.8)

con derivadas parciales g, > 0, g, < 0. También pudiéramos notar esta funcién

con las variables k y (B)e, por lo que:
p

m=gk,(Ly) (4.9)
p

conservandose en este caso g > 0, gieye < 0.
r

Para determinar las expectativas de inflacién, Tobin adopta la postura
racional de previsién perfecta, de manera que la variacién de las expectativas

es igual a la variacién de la tasa verdadera de inflacién. Por tanto:
Pye_ D
(e =2 (4.10)

Por dltimo, la variacién del dinero real per cidpita, m, se determina
derivando su expresién, con lo que obtenemos el siguiente resultado:

P

m=(z~1-2ym (4.11)

P
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El pardametro z = i mndica la tasa de crecimiento en la oferta

monetaria®. El siguiente parametro, /, indica la tasa de crecimiento del trabajo,

que suponemos constante, o sea, 7= l.

Por tanto, tomando una pequefia transformacion de la ecuacion 4.3 y
la ecuacién 4.11 y haciendo uso de las hipétesis de mercado monetario en
equilibrio (ecuacidén 4.5) y expectativas racionales (ecuacién 4.10), el modelo

de Tobin consiste en un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales de

la forma:

b= s fB) =+ D)k == 5) (e + F(B) ~ = — u(k,m))m

_ ) (4.12)
o= (f(R)+ (2= 1= =) —u(k,m) m

Este sistema incluye dos no linealidades. Una de ellas es la funcién de
produccién neoclédsica de la economia f(k) y otra es la funciéon r = u(k, m),
que es la funcién implicita obtenida del equilibrio entre la funcién de oferta y
demanda de dinero m = g(k,r), que, por las condiciones de la funcién g¢(-),

podemos asegurar que existe.

Este modelo admite, bajo determinadas circunstancias, un unico punto
de equilibrio. Los resultados de Tobin se centran en el valor de este punto de
equilibrio en funcién de la existencia del dinero. Asi, se comprueba que en una
economia de este tipo el dinero es, en cierta manera, no neutral. Esto se realiza
al considerar el modelo sin la existencia de dinero, (m = 0), obteniendo que la
razén capital-trabajo k en el equilibrio sigue la senda natural de crecimiento

indicada por el modelo neoclasico. En cambio, si incorporamos el dinero,

2De acuerdo con las hipétesis de Tobin, este es un parametro controlado por la autoridad
monetaria, exdgeno y constante. Como se explica en Hadjimichalakis (1971a), ello podria
dar lugar a la aparicién de "ilusiéon monetaria” por parte del gobierno o autoridad monetaria,
debido a que éste puede ajustar la tasa de crecimiento independientemente de la tasa de

inflacion. Este hecho no se supone en las hipotesis de Tobin.
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156 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

(m # 0), el valor en el equilibrio de la razén capital-trabajo es menor que en
el caso de Solow. Ademas, la tasa de crecimiento monetario, z, afecta a este
equilibrio de manera que, a mayores tasas de crecimiento, mayores valores de

k en el equilibrio.

Sin embargo, Tobin no centra su andlisis en la estabilidad del equilibrio.
De hecho, Hadjimichalakis (1971a) demuestra que el punto de equilibrio del
modelo 4.12 es, en el mejor de los casos, un punto de silla, con lo que es
inestable. Resultan entonces espureos los resultados sobre el comportamiento
en el equilibrio de un modelo que nunca va a alcanzar este equilibrio. Sin
embargo, el modelo de Tobin fue el primer intento de incorporar la teoria
monetaria en la teoria del crecimiento econémico (Zhang 1990), lo que supuso
la aparicién de otros modelos basados en Tobin (1965), pero con ciertas
variaciones, algunas de las cuales han modificado los resultados del modelo
original (Hadjimichalakis 1971a, 1971b)

Nosotros vamos a centrarnos en la aportacion realizada por medio de
estos trabajos de Hadjimichalakis (1971a, 1971b) y la ampliacién posterior
hecha por Benhabib y Miyao (1981). En estos trabajos se propone comprobar
las mismas hipétesis de Tobin sobre la neutralidad del dinero, ademas de
la estabilidad del equilibrio, en un sistema mas general que el de Tobin,
al considerar que el mercado de dinero puede estar en desequilibrio. Este
desequilibrio en el mercado dinero afecta a los precios, de manera que una
oferta excedente de dinero hace subir los precios y una demanda excedente de
dinero hace bajar los precios. De esta manera, la evolucién de los precios esta

gobernada por la ecuacion:
P p
-~ =¢im— gk, (=)° 4.13
=t { g(k, (2) )] (4.13)

El parametro £, considerado exdgeno, representa la velocidad con que

el precio se ajusta a las diferencias entre el dinero real existente y el
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demandado. Cuanto mayor sea este parametro, mas rapido se produce este
ajuste. Obsérvese que, cuando esta velocidad es muy grande (¢ — o0),

entonces el mercado de dinero permanece en el equilibrio, m = g(-).

Por otro lado, vamos a suponer que el proceso de formacidén de
expectativas no es perfecto, sino adaptativo. Como ya hemos comentado en la
anterior seccién, esto implica que los agentes forman sus previsiones en base
a la diferencia entre las expectativas actuales y el dato real. De esta forma la

variacion de las expectativas es de la siguiente manera:

-0 (2-)

Al pardmetro g se le dice coeficiente de expectativas, también considerado
exdgeno, e indica la velocidad de ajuste de las expectativas a la inflacién real.
Esta ecuacién esta méas de acuerdo con el pensamiento de Tobin en su articulo
de 1965 y supone generalizar la hipotesis de prevision perfecta. Notese que,
en el caso que la velocidad de ajuste de las expectativas sea extremadamente

grande (f — o0), la ecuacién 4.14 se transforma en la hipdtesis de expectativas

racionales con prevision perfecta o miopia:
Pe_ D
(=== (4.15)
P p

De esta manera, la modificacién del modelo 4.12 realizada por
Hadjimichalakis (1971a, 1971b) presenta una economia menos restrictiva que
en el (‘;‘EI,SO de Tobin (1965). Es por ello que el autor lo haya bautizado como
modelo de Tobin generalizado. Las ecuaciones del modelo son, por tanto, las

siguientes® (consideramos por simplicidad que la depreciacién del capital es

3En el trabajo de Hadjimichalakis (1971b) y en el posterior trabajo de Benhabib y Miyao
(1981) se considera que el precio varia no sélo de acuerdo a la oferta excedente de dinero, sino
empujado por las expectativas de cambio. Esta hipdtesis esta de acuerdo con la influencia

de las expectativas sobre la inflacién real que ya hemos comentado en la anterior seccidn.
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158 Resultados (I): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

nula, 1 — 0):

= sf(k)—lk—(1=5)(z— (B))m
= (z—l—%)m

= &[m—g(k, (2))]

B(E- ()

(4.17)

R

[S———1

[(2)e

Este sistema se puede transformar en un sistema de tres ecuaciones
diferenciales, ya que podemos obtener la evolucién de las variables (k,m, (g)e)
independientemente de la evolucién del precio. Hadjimichalakis (1971a, 1971b)
comprueba que se mantiene en este modelo la hipdtesis de no neutralidad
del dinero presentada por Tobin. Hemos verificado también, por medio de
simulaciones, que se mantiene el aumento en el punto de equilibrio estable del
valor de la relacidén capital-trabajo, k, ante un incremento en el crecimiento de
la oferta monetaria, junto con un légico incremento de la inflacién. El estudio
realizado por los autores considera la economia a corto y largo plazo. Tomar la
economia a corto plazo significa considerar que el capital no sufre variaciones
y la poblacién se mantiene fija, con lo que simplifican el nimero de ecuaciones.
Sobre estas consideraciones, los autores dan condiciones suficientes sobre los
parametros para que el equilibrio fuera inestable, y condiciones suficientes y
algunas también necesarias para la estabilidad local tanto en el caso a corto

como a largo plazo.

Los resultados obtenidos por estos autores son posteriormente ampliados
en los trabajos de Benhabib y Miyao (1981) y Zhang (1990). El primero de

ellos halla una condiciéon suficiente de estabilidad a largo plazo del modelo

De esta manera, la expresion 4.13 se transforma en la siguiente:
p P p
—:E[m—gk,—e]+—e 4.16
; (e, (29| + ) (4.16)

Los resultados que vamos a presentar son similares tomando ambas formas de variar los

precios, 4.13 o 4.16.
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4.1 Introduccion 159

4.17 con la incorporacién de la modificacién 4.16. El teorema que define esta

condicion dice asi:

Teorema 15 (Benhabib y Miyao) El punto de equilibrio (k*,m*, [(‘;’;)e]*)
del sistema 4.17 con 4.16 es localmente estable si se verifican las condiciones

siguientes:

B [(g)e]* (&) 1 (1—3s)n

g-m e[t = (419)
k™ gk
p 1 (4.19)

Entonces, este resultado quiere decir que habra méas posibilidades de que
el equilibrio sea estable cuanto mayor sea la velocidad de ajuste del precio, ¢,
cuanto menor sea el coeficiente de expectativas, §, asi como cuanto mayor sea

la elasticidad de la demanda de dinero con respecto a k y menor con respecto

a (2.

El resultado mas interesante obtenido por estos autores es el
descubrimiento de una bifurcacién de Hopf en el sistema para valores del
pardmetro 3. De esta manera, la pérdida de estabilidad del sistema en
valores altos de (3, para los cuales nos acercamos a la previsidon perfecta, no
implica necesariamente la divergencia de las soluciones sino pudiera presentarse
un comportamiento ciclico sostenido (seccion 2.6). Esto depende de si la
bifurcacién es subcritica o supercritica. En este sentido, el trabajo de Zhang
(1990) expone unas condiciones sobre los pardmetros para que la bifurcacién

sea en uno u otro sentido.

Los diversos resultados analiticos obtenidos por todos estos autores han
sido contrastados por nosotros mediante simulaciones realizadas con el modelo
de Tobin y sus ampliaciones. Estas simulaciones indican que, para valores

usuales de los parametros, la bifurcaciéon de la que hablaba Benhabib y Miyao
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160 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

(1981) se manifiesta como subcritica, por lo que podemos considerar que
el sistema diverge una vez atravesado ese punto de bifurcacién. A su vez,
hemos probado diversas funciones de demanda de dinero con elasticidades
variadas, verificando comportamientos mas estables para bajas elasticidades
con respecto a las expectativas, observacion acorde con el resultado del teorema
15. Elegir una funcién con estas caracteristicas supondria considerar la
influencia del motivo especulacion como moderada en la economia. Cuando

introduzcamos nuestro modelo ahondaremos mas en esta cuestion.

4.2 Modelo con factores monetarios de

acoplamiento entre ciclos econémicos

4.2.1 Fundamentos del modelo

En esta seccion llevaremos a cabo una amphiacién del modelo desagregado de
onda larga incorporando un numero arbitrario de sectores e introduciendo el
dinero en la economia. Asi, los factores monetarios actian como otro elemento
influyente en el acoplamiento entre los ciclos econémicos. Vamos a escoger,
para la incorporaciéon del dinero en la economia, las mismas suposiciones del
modelo de Tobin y sus ampliaciones anteriormente descritas. Desde el lado
productivo, vamos a considerar la misma situacién que el modelo desagregado
de onda larga con un nimero mayor de sectores productores de capital. Esta
ampliacién, motivada con el fin de acercar mas el modelo a la realidad, descubre
ademés nuevas posibilidades al comportamiento del mismo para variaciones en
elementos antes no considerados. De esta manera, seguimos una de las lineas
propuesta por Kampmann et al. (1994) y Haxholdt et al. (1994) como futuras

investigaciones.

Modelizar una economia que incluya las hipdtesis de los modelos de
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 161

Tobin y posteriores con el modelo desagregado de onda larga ha acarreado
numerosos esfuerzos de adaptacion. Quizas el més conflictivo de ellos fue la
desagregacion de los fundamentos de los modelos monetarios en una economia
de mas sectores. Los modelos de Tobin y sucesivos, como la mayoria de los
modelos de tipo macroeconémico y mas con la inclusion del dinero, consideran
la economia a nivel agregado, donde existe un sdélo producto que se destina
como bien de inversion o de consumo, un nivel de precios agregado y una
demanda de dinero agregada. Suponer una economia desagregada obliga a
adaptar en ella las hipétesis sobre la forma de introduccién y de difusion del
dinero. De la misma manera, ha sido necesario modificar también algunos
fundamentos del modelo desagregado de onda larga para poder construir, de
una forma coherente, la relacién entre el dinero y los sectores productores de

capital, productores de bienes de consumo y consumidores.

Salvando  estas  dificultades, @ hemos obtenido un modelo
no lineal desagregado de n sectores que, endégenamente, manifiestan un
comportamiento irregular en la economia. Este comportamiento esta basado
en las mismas caracteristicas del modelo que explica el acoplamiento entre los
ciclos econémicos, junto con la incorporacién no lineal del dinero y el sistema
de precios. Ademas, en esta economia incluimos un elemento que vamos a
considerar exdgeno (crecimiento de la oferta monetaria), y que influye en el
desarrollo de la misma. Este modelo podria, entonces, ser considerado como
una combinacién de elementos enddgenos generadores de un comportamiento
complejo y sostenido en la economia con otros elementos de tipo exdgeno. De
esta manera, hemos intentado seguir la linea propuesta por Zarnowitz (1985)
(ver seccién 1.3) de construcciéon de modelos mixtos, que incluyan factores

enddgenos y exdgenos, como los mas adecuados para explicar la realidad

econdémica.

Como ya hemos comentado, el objetivo de la construccién de este modelo
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162 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

es dar respuesta a clertas cuestiones que va a suponer una aportacién, tanto
desde el punto de vista de la teoria de acoplamiento entre ciclos econémicos,
como desde la teoria econdémica. Concretamente, podemos detallar las
sigulentes cuestiones, algunas ya presentadas en los objetivos y las secciones

precedentes:

e Zonas de acoplamiento entre los ciclos econdémicos segin los mismos

parametros utilizados en los trabajos anteriores.

e Efecto sobre el acoplamiento entre los ciclos y sobre las variables reales
v monetarias de la economia de adoptar una politica expansiva o

contractiva en materia de oferta monetaria.

e Efecto sobre el acoplamiento entre los ciclos y sobre las variables reales
y monetarias de la economia de tomar la hipétesis de expectativas

adaptativas o racionales sobre la evolucion de los precios.

El modelo se fundamenta mediante un sistema con un gran numero de
ecuaciones diferenciales no lineales casi imposibles de estudiar analiticamente
como lo hemos hecho en el capitulo III. Sin embargo, gracias a la existencia de
herramientas informaticas adecuadas, es posible simular multiples soluciones
de este sistema y conocer cual es su comportamiento. Es por ello que hemos
basado nuestro trabajo en un anélisis exhaustivo de la sensibilidad del modelo
frente a variaciones en los parametros y funciones principales que lo gobiernan,

con vistas a dar respuesta a las anteriores cuestiones.

4.2.2 Desarrollo del modelo

Por tanto, para la introduccién del dinero en el modelo desagregado de
onda larga, nos basamos en las hipStesis desarrolladas por Tobin (1965)
y concretadas posteriormente en diversos modelos (Hadjimichalakis 1971a,

1971b, Benhabib and Miyao 1981). Recordamos que estas hipétesis consideran
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 163

una economia con el mercado de trabajo en equilibrio, donde la riqueza puede
ser mantenida por medio de bienes de capital y/o dinero. Este dinero es
introducido por las autoridades monetarias sin coste. De esta manera, el
ahorro se reparte proporcionalmente entre los dos activos, produccién y dinero,
segun la decisién del mversor. La produccién es funcién de diversos factores
productivos? y se destina a satisfacer la demanda de inversién o consumo. En
nuestro modelo consideramos que los bienes producidos por la economia pueden
utilizarse tanto como bienes de capital o como bienes de consumo. Como
ejemplo de bienes que presentan esta dicotomia, podemos citar la produccién
de ordenadores, construccion o servicios. Por otro lado, la economia demanda
dinero por motivos de tipo costes de transaccién y especulativos. A diferencia

del modelo de Tobin (1965), supondremos que el crecimiento de la poblacién
es nulo ({ = 0).

El modelo supone entonces, asumiendo la misma situacién que en el
modelo desarrollado por Kampmann (1996), una economia desagregada en n
sectores. Cada sector estad definido como el conjunto de empresas productoras
de un determinado bien (que puede utilizarse con fines de inversién o consumo),
junto con el conjunto de consumidores de ese determinado bien. Como
consumidores de un bien nos referimos a los consumidores directos asi como
a aquellas empresas que utilizan el bien para elaborar bienes de consumo.
La otra parte del sector es la productora de bienes de inversion. Asi, por
ejemplo, cuando se refiere el sector de equipos informaticos, se esta incluyendo
el conjunto de fabricantes de estos equipos informaticos junto con el conjunto
de consumidores o empresas productoras de bienes de consumo que utilizan
equipos informaticos. La parte productora dentro de cada sector necesita de

capital producido por su propio sector y del producido por el resto de los

4La funcién de produccién, a diferencia de los modelos neocldsicos sobre los que se
fundamenta el modelo de Tobin, no la vamos a considerar homogénea de grado uno,
sino utilizaremos la misma funcién de produccién introducida en el modelo de onda larga

(Sterman 1985). Posteriormente detallaremos su forma concreta.
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164 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

sectores para su propia producciéon. Por otro lado, la parte consumidora de
cada sector demanda también bienes producidos en cada uno de los sectores.
Istas hipdtesis estan bien fundamentadas en la realidad. Como ejemplo
ilustrativo, suponiendo una economia dividida en dos sectores, el sector de
equipos informaticos y el sector de la construccidn, las hipdtesis anteriores
quieren decir que la parte productora del sector de equipos informéticos
necesita a su vez de construccion para su propia produccién y viceversa. A su
vez, los consumidores de equipos informaticos demandan también construccién

para su propio consumo y viceversa®.

Siguiendo las hipétesis del modelo de Tobin (Tobin 1965, Hadjimichalakis
1971a, 1971b), vamos a considerar la existencia de una cantidad de dinero, M,
en la economia, que va siendo incrementada periédicamente por las autoridades
monetarias exclusivamente por motivos de déficit presupuestario. Ha de
verificarse, por tanto, una variacién del capital de la misma forma que la
ecuacién fundamental de Tobin (ecuacién 4.3). Nuestro modelo supone la
economia desagregada, por lo que hemos de traducir esta ecuacién al caso
multisectorial. Para ello, primeramente, vamos a presentar una aproximacién
de cédmo se distribuiria esta cantidad inicial de dinero, M, inserto en la
economia. Si suponemos zj la produccién de capital del sector & en cada
instante, y pj su precio, con k € {1,2,..,n}, una buena forma de medir el nivel
de precios agregado en la economia es mediante la ecuacion:

_ Z?:l P;Z;y
TL

=1 T

Por lo tanto, el dinero real agregado presente en la economia viene dado

5La concepcién de los sectores en el modelo aqui presentado difiere, entonces, de la del
modelo de Kampmann (1996), que considera la existencia de un sector productor de bienes
de consumo que adquiere la produccién de otros n sectores productores de bienes utilizados
como capital o consumo. Es necesario introducir esta modificacién por coherencia con las
hipStesis del modelo original de Tobin, que supone la economia agregada donde existe un

linico sector que incluye al mismo tiempo consumidores y productores.
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por:
n Mz,
=Y o (4.20)
o1 2j=1 D%
s . M.’Eh
Esta ecuacién induce a definir (M/p)r, = — , Vh € {1,2,..,n},
j=1+F3v5

como la porcién de dinero real que interviene en las transacciones y
especulaciones de dinero relacionados con el producto correspondiente al sector
h. Esta variable estd fijada de acuerdo al volumen de produccién y precio del
producto en ese sector con respecto a la economia en su conjunto. Este hecho
es facilmente reconocible reescribiendo esta ecuacién de la siguiente forma:
M Mz, M Ty,
(— ) =
p

n N 2
i=1 PiT5  Ph 2j=1j#h T T Th

(4.21)

Esta dltima ecuacion deja claro el buen comportamiento que tiene esta
forma de asignar el dinero a un sector de la economia, al no depender
exclusivamente de la produccién fisica, sino también de los precios relativos
entre los productos. Obsérvese que, si se produjera un incremento en los
precios de un sector cualquiera i # h relativos a los precios del sector h,
l6gicamente el dinero real asignado al sector h tenderia a descender. Por otro
lado, el comportamiento de esta asignacion con respecto a los precios del propio

L

sector h son también coherentes. Debido a que < 0, un incremento en
Ph

los precios del propio sector h reducen el dinero real disponible en ese sector.

Asi, vamos a referirnos a esta asignacién como la proporcién de dinero real

correspondiente al sector h.

Siguiendo con el proceso de desagregacion del modelo de Tobin, vamos a
desglosar la renta neta disponible agregada, y, en la suma de cada una de las

rentas netas disponibles de cada uno de los sectores, y;. De este modo:
K2
Y=y (4.22)
i=1

Cada una de las rentas y;, Vj € {1,2,..,n}, vamos a desagregarlas en las

rentas correspondientes del bien producido en ese sector 7 que se encuentran
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166 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

en el sector 7, ¥;;, ¢ € {1,2,..,n}. Entonces:
n
yi = D Yij (4.23)
=1

Asi, por ejemplo, si dispusiéramos de dos sectores, sector de la
construccién (sector 1) y sector de equipos informaticos (sector 2), la renta
y12 indicaria la cantidad de riqueza, representada en equipos informaticos, que
se encuentra en el sector de la construccién. Esto, sumado a ys2, que es la
cantidad de equipos informaticos en el propio sector de equipos informaticos,
representa la renta neta disponible total del sector de equipos informaticos,
Yo (0 sea, Yo = Y12 + y22). La riqueza la suponemos repartida no sélo en
unidades de produccién sino también en forma de dinero, como posteriormente

detallaremos.

La produccién de cada sector j, notémosla z;, se distribuye
completamente entre todos los sectores. Entonces, notando como z;; la porcién
de produccién del sector j distribuida al sector i, podemos asegurar que la

produccién total del sector j puede escribirse como:

T; :imij, Vi e {1,2,.,n} (4.24)
=1

Por otro lado, notemos Kj;; las existencias de capital producido por el
sector j localizado como factor productivo en las empresas del sector ¢, y por
7; el tiempo de vida medio del bien producido por el sector j utilizado como
bien de inversién, donde 7,5 € {1,2,..,n}. Desarrollando las mismas hipétesis
de Tobin (ecuacién 4.2) para el caso desagregado, podemos escribir la renta

disponible desagregada, y;;, de la siguiente manera:

Ki; :
Yij = Ti — 71 +9:;(M/p); (4.25)

J

con 37, vi; = 1, donde 7;; indica la proporcién del dinero real correspondiente
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al sector : "asignado” a las relaciones comerciales con el sector j¢. Estamos

entonces en disposicién de introducir la siguiente ecuacion:

. K;; . . ..
Ki; = s(zij — T—] +v:;;(M/p)i) — vi; (M /p)i, Vi, €{1,2,.,n}  (4.26)

]

Esta ecuacién, que podemos definir como ecuacion fundamental de Tobin
desagregada, incorpora las mismas hipdtesis originales de Tobin sobre la
evolucién de cada una de las existencias de capital procedente del sector j
localizados en cada sector 2, con 7,7 € {1,2,..,n}. Cada sector ¢ consume una
proporcién constante 1 — s;; de la renta disponible desagregada y;;. El resto
se dedica completamente a inversién. Por simplicidad, consideramos que la
propensién marginal al ahorro s;; es idéntica para cada uno de los sectores y

productos, o sea, s;; = s, Vi,5 € {1,2,..,n}.

Entonces, del total de la produccién del sector j distribuido al sector z,
z;;, vamos a distinguir dos sumandos: uno, la produccién que va destinada
a satisfacer la demanda con fines de inversién realizada por los agentes
productivos de capital del sector ¢, notémoslo a;;, y otro, la produccién que
va destinada a satisfacer la demanda de los consumidores incluidos en mismo

sector ¢, notémoslo af;. De esta forma:
e + az?j’ VZ,_] € {172> ..,'I’L} (427)

Andlogamente a los anteriores trabajos (Sterman 1985, Kampmann et
al. 1994, Kampmann 1996), vamos a considerar que cada sector no satisface
inmediatamente los pedidos realizados por los demaés sectores, incluido el suyo

propio, sino que existe un retardo en la distribucién de esos pedidos. Vamos a

6Dado que cada sector i necesita, para su produccién y consumo, de todos los demias
sectores, el dinero real correspondiente al sector ¢ también lo consideramos distribuido en
relaciones comerciales con cada sector j. Es razonable suponer que esta proporcién de
dinero real correspondiente al sector i en sus relaciones con el sector j ha de ser acorde con
la participacién del sector j en la produccién del sector i. Posteriormente describiremos de

una manera precisa estos valores.
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fijar el retardo medio de distribucién de la produccién del sector j como una
constante, notada ;. Por tanto, la demanda total aun no satisfecha del bien
producido, en términos reales, en cada sector 7, se acumula en una variable que
llamaremos atraso total de pedidos de producto tipo 7, B;. En el atraso total
de pedidos a satisfacer por el sector j vamos a distinguir dos grupos: por un
lado, los pedidos atin no satisfechos realizados por cada sector : de producto
tipo j con fines de inversidn, Si;, y por otro lado, los pedidos de ese mismo

producto j destinado al consumo dentro del sector 7, S5;. De esta forma:
B;i=> S;+>.55 (4.28)
=1 =1

Entonces, la proporcién de la produccion total del sector j que se desvia
a satisfacer la demanda de capital proveniente del sector ¢ esta determinada
por la proporcién de pedidos de capital tipo j, atin no satisfechos, realizados
por ese sector i, sobre los atrasos totales del sector 7, que viene dado por el
cociente S;;/B;. De esta forma, las adquisiciones de capital tipo 7 por parte
del sector 1, a;;, vienen dadas por la siguiente ecuacién:
Sij .
a; = ij, Vi, € {1,2,..,n} (4.29)
Aplicando el mismo criterio de asignacion, ahora para fijar la proporcion
de la produccién total del sector j destinada a satisfacer la demanda de ese
producto con fines de consumo en el sector ¢, las adquisiciones del bien tipo j
en el sector ¢ destinada al consumo, af;, tienen la forma:
. S5 .
ag; = ij, Vi, 5 € {1,2,..,n} (4.30)
Incorporando todas estas consideraciones en la ecuacién fundamental de

Tobin desagregada (ecuacién 4.26), obtendriamos la expresidn siguiente:

: Si Sy Ky : -
I{i]’ = S(:CJ'?J' + :I);;*Bi. — _Tl) e (1 — s)yij(M/p)i, Vz,] c {1,2,..,1’),} (431)
J J

J
A diferencia de los modelos basados en las hipétesis de Tobin, el mercado

global de bienes no esta en equilibrio, de forma similar al modelo desagregado
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de onda larga. La evolucién de los pedidos atin no satisfechos de capital tipo

j realizados por los productores de capital del sector ¢, S;;, esta determinada

por la discrepancia en cada momento entre la demanda y la oferta de ese bien -

de inversién. Asi, el sector 7 demanda un nivel de producto tipo 7 por medio
de los pedidos que le efecta a los productores del sector 7, notémoslo O;;, v,
a su vez, el sector ¢ recibe parte de la produccién del sector j por medio de la

asignacién anterior, a;;. De esta forma:

S,'j = O,‘j — G5, VZ,] c {1,2, ..,n} (432)

La variacién de los pedidos no satisfechos de producto tipo 7 destinados

al consumo del sector ¢ se rigen por el mismo criterio anterior. A los pedidos de
producto j destinados al consumo en el sector z, notémoslo O, le sustraemos
las adquisiciones de este tipo de producto destinado al consumo en ese sector,

a$;, para obtener la tasa de cambio de los pedidos ain no satisfechos de ese

producto 7 destinado al consumo realizados por el sector ¢, Sfj. Por tanto:

g = 0 — a5, Vi,j €{1,2,..,n} (4.33)

173
Haciendo uso de las ecuaciones anteriores, podemos describir, entonces,

la expresion de la variacién de los atrasos totales del sector j:
B; =304+ 05 —=j, Vi€{l,2,.,n} (4.34)

Los elementos que integran los procesos de decision en los sectores para
realizar los pedidos destinados tanto a inversién como a consumo se realizan
de manera similar al modelo de onda larga con algunas modificaciones. Lo

detallaremos en un apartado posterior.

Antes de presentar la estructura del proceso productivo y la formacion
de los pedidos en el modelo, asi como otros detalles, vamos a continuar
introduciendo la evolucién de ciertas variables dindmicas que no aparecian

en el modelo méas avanzado de acoplamiento entre ciclos econémicos, que
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170 Resultados (11): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

es el desarrollado por Kampmann (1996). Una de ellas es el dinero real
correspondiente a cada sector 2, (M/p);. Como en el modelo de Tobin, tras un
pequernio desarrollo analitico, se puede asegurar que la tasa de crecimiento del
dinero real correspondiente a cada sector i estd determinada por la siguiente
ecuacion:
(M/p); & (Cj=ipizj)
=it — =
(M/p);

Z; 7=1 p].’L']

, Vi€ {1,2,.,n} (4.35)

. M . :

El pardmetro z = e la tasa de crecimiento de la oferta monetaria, que,
de acuerdo a las hipétesis de Tobin (seccién 4.1.2), es un pardametro controlado
por la autoridad monetaria, exégeno y constante. El segundo sumando de
la ecuacién 4.35 indica la tasa de crecimiento de la produccién del sector 1,
que influye positivamente, como es légico suponer, en la tasa de crecimiento
del dinero real correspondiente al sector z. El dltimo sumando considera la
tasa de crecimiento del valor de la produccion de la economia en su conjunto.
Este factor, que es el indice de precios al productor, actiia como freno en el
crecimiento del dinero real correspondiente a cada sector . Hace el mismo

papel que la tasa de inflacion en el modelo agregado de Tobin.

Los precios correspondientes al producto de cada sector ¢, p;, se veran
afectados por la existencia de desequilibrio en los mercados. En las hipétesis
de los modelos de Hadjimichalakis (1971a, 1971b), que nosotros vamos a
incorporar, el mercado de dinero estd en desequilibrio. A esta situacién hay
que anadirle el desequilibrio del mercado de bienes que tenemos en nuestro
modelo. Vamos a considerar, entonces, que tanto uno como otro desequilibrio
influye en la evolucién de los precios de los productos de cada uno de los
sectores. De esta forma, una oferta excedente de dinero asignado a un sector
serd un factor de incremento en los precios, y una demanda excedente del bien
producido por ese sector también supone un incremento en los precios. De
esta manera, capturamos tanto el efecto del desequilibrio monetario como el

efecto de desequilibrio en el mercado de bienes en los precios. Enunciamos,
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 171

por tanto, la siguiente relacion:

1

pi M - = e Pive .
B e[ 0] + ¢ (S 05+ 505 o) + By, e (1m)
(4.36)
El primer sumando del segundo miembro indica el efecto inflacionario
sobre los precios del producto del sector : de la oferta excedente de dinero
asignado al sector ¢. El segundo sumando indica el mismo efecto inflacionario

del desequilibrio en el mercado de bienes.

Tomando el primer sumando, la funcién g¢;(-) representa una
aproximacién al dinero demandado por parte del sector 7. Posteriormente,
analizaremos en profundidad la forma y las variables que influyen en la
determinacién de esta funcién. Esta ecuacién es una forma de desagregar
el crecimiento de los precios para cada uno de los sectores. Asi, si la oferta
monetaria real correspondiente al sector ¢ es mayor que su dinero demandado,
el indice de los precios tiende a incrementarse. En caso contrario, tiende a
descender. Como en el caso del modelo de Hadjimichalakis (seccién 4.1.2),
el parametro £, considerado constante e idéntico para todos los sectores,
representa la velocidad con que los precios se ajustan a las diferencias entre el
dinero real existente y el demandado en cada sector. Cuanto mayor sea este
parametro, menor es el retardo del efecto de un desequilibrio en el mercado de

dinero sobre los precios.

En el mercado de bienes ocurre algo similar. Si el conjunto de pedidos
del bien ¢ por parte de la parte productora de capital y la parte consumidora
de todos los sectores de la economia, que representa la demanda de ese bien,
es mayor que la produccién en ese instante, los precios tenderan a subir. En
caso contrario, los precios tienden a bajar. El parametro € indica la velocidad
con que los precios ajustan los desequilibrios en el mercado de bienes. Lo

consideramos constante e 1déntico para todos los sectores.
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172 Resultados (11): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

Por ultimo, a esta ecuacién se le incluye un sumando adicional, (&)e, que

1

indica la tasa de inflacién esperada o expectativas de inflacién en el precio del
producto de cada sector i. De esta forma, los precios de cada sector siempre
variaran de acuerdo a las expectativas de inflacién en el precio de ese producto,

aunque los mercados estén en equilibrio.

Esta manera de presentar la evolucion de los precios es mas completa
que la del modelo desarrollado por Kampmann (1996), ecuacién 4.1, ya que
los precios no se fijan automaticamente dado unos valores concretos de la oferta
y demanda del bien, sino que manifiestan una tendencia segin sea el signo del
desequilibrio. Ademds, incluimos el factor dinero en la evolucién de los precios,

no considerado hasta ahora.

Como ya lo hemos visto en las secciones previas, para determinar la

evolucién de las expectativas de inflacién en el precio del producto de cada
Pi . . . .

sector, (—)°, existen diversas alternativas. Una de ellas es la regida por las

hipotesis de expectativas adaptativas. Expresado en forma de ecuacion:
[(?ﬁ)e} oy (ﬁ . (%6) , Vie{1,2,.,n} (4.37)
Di Di Di

donde el parametro 3 es el coeficiente de expectativas. También podemos elegir
como hipétesis alternativa a las expectativas adaptativas la de expectativas

racionales con prevision perfecta:

(&)e - Ei’ Vie {1,2,.,n} (4.38)
Di Di

Analizaremos el comportamiento del modelo incorporando las dos

hipétesis enunciadas en la siguiente seccion.

Entonces, las ecuaciones que gobiernan el modelo, incorporando la
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. enire ciclos econ. 173

hip6tesis de expectativas adaptativas, son las siguientes:

- Sy . S5 Ky .
Ki; = S(%‘EJ, + z; B; - TJ,J) — (1 — s)vi;(M/p);
Sii = Oy —aj
S5 = 0j; —aj
B; = 2 05+ 0%~
=1 = Vi,j € {1,2,..,n}

(M/p); & (Tl piej)

R
(M/p); T; i1 D5

B - a0 e (

] - o2~

(4.39)

Seguidamente, completamos la descripcién del modelo introduciendo la

forma de la estructura de la produccién, los pedidos, el dinero demandado por

cada sector, y los parametros.

e Estructura de la Produccion

De la misma forma que en los

modelos neocldsicos, vamos a suponer,

inicialmente, que la produccién estd determinada por medio de una funcién

de Cobb-Douglas homogénea de grado uno en los factores productivos. No

obstante, vamos a incluir propiedades adicionales al proceso productivo, tal

y como ya fue introducido en modelos previos (Sterman 1985, Sterman y

Mosekilde 1993, Kampmann et al.

1994), y ya descrito en la seccién 3.2.
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174 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

Estas propiedades incorporan la capacidad de los productores de superar la
produccién dada por la funcién homogénea cuando la produccién deseada es

mas elevada que la indicada por esa funcién.

Por tanto, notaremos ¢; como la funcién de produccién teérica del sector
2, y que llamaremos capacidad productiva del sector 1. Los factores productivos
que influyen en esta funcion de Cobb-Douglas son los capitales provenientes
de cada sector j, K;;, Vj € {1,2,..,n}. La tasa de participacién del capital
K;; en la produccién del sector 7 la notaremos como ay;, con 37, ai; = 1.

Entonces, la capacidad productiva del sector ¢ sigue la expresién:
= [[ K57, Vie{1,2,.,n} (4.40)
J=1

donde el pardmetro «; indica la tasa de capital-producto del proceso productivo
del sector ¢, que vamos a considerar constante. Posteriormente definiremos su

valor junto con el de los demas parametros que intervienen en el modelo.

De acuerdo con lo dicho anteriormente, la produccion del sector z estd
determinada por la capacidad productiva de ese sector, ¢;, y la produccién
deseada de ese sector, que notaremos como z}. La relacién que liga estas

variables es la siguiente:
zi=cf (_a:_z) , Vie{l,2,..,n} (4.41)
G

La funcién f(-) es una funcién creciente en su dominio y convergente
en el infinito a un valor superior a uno, que indica que es posible superar en
cierto porcentaje la capacidad productiva cuando la produccién deseada es
mas elevada. La forma concreta de la funcién la vamos a tomar igual que en el

caso presentado por Haxholdt et al. (1994), y ya expresado en la seccién 3.2.

As: )
=~ (1- (1)) (4.42)
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 175

Esta funcién tiene la misma grafica que aparece en la figura 3.2 y cumple las

siguiente propiedades:
f(0)y=0; f(1) =1, lim f(r)=v=11 f(r)>rsi0<r<]1 (4.43)

También la produccién deseada de cada sector 7, z¥, viene determinada
de tal manera que se cubra la demanda total de producto aiin no satisfecha,
teniendo en cuenta la demora media de distribucién de ese producto, §;. No

se consideran restricciones de inventario. Por tanto:

B; :
z = 5 Vie {1,2,..,n} (4.44)

e Estructura de los Pedidos

Los pedidos de capital proveniente de cada sector j que realiza el sector 1,
Oij, van a estar determinados de la misma manera que en los trabajos previos
(Sterman 1985, Sterman y Mosekilde 1993, Kampmann et al. 1994). Por
tanto, consideramos que estos pedidos no van a ser los mismos que sus pedidos
deseados, Of;, sino que estan relacionados entre si por medio de una funcién
no lineal que actia como freno a la expansién desmesurada de capital. En esta

funcion interviene la depreciacién de ese capital. Asi:

K O:'} .
iy = . 44
O 7 (Kz'j/Tj) Vol €12 ) (4.45)

La funcién g(-) la vamos a tomar creciente en su dominio y similar a la
identidad, salvo que manifiesta un limite mdximo cuando el nivel de pedidos
deseados es varias veces superior a las depreciaciones de capital, como en la
figura 3.3. Adoptaremos, en este caso, la misma forma concreta para esta
funcién que en Kampmann (1996). Por tanto:

B—¢

g(T‘) = ¢ + 1 + ble_Cl(r_]) + bze—cz(r—l)

(4.46)

g(1)=g(1)=1, ¢"(1) =0, lim g(r) = B=6, lim g(r) = ¢ =0.05
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176 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

El valor de ¢; = 3 y el resto de los parametros se ajustan de manera que

se cumplan las condiciones arriba descritas.

Los pedidos deseados del sector 7 de capital proveniente de cada sector
J, O;, también se van a fundamentar en principios de racionalidad acotada
en el comportamiento de los agentes econémicos, como en el caso del modelo
desagregado de onda larga (ver seccién 3.2 y seccién 1.3). Por tanto, este nivel
deseado se fija a partir de la depreciacién del capital existente, K;;/7;, de la
diferencia entre los niveles deseados de mantener en el sector ¢ de capital tipo

7, K}, con los niveles actuales, y de la diferencia entre el nivel deseado de

pedidos atin no satisfechos de capital tipo j localizados en el sector z, 57, con
el nivel actual. Por tanto, reproducimos la ecuacién 3.10:
K;; Kr—-K; S:—5; .
O:j =—+ ’ K + ! S ) Vl:] € {1321")”’} (447)
Tj Tj Tj

Los parametros TJB y 'rf indican la rapidez con que se ajustan los niveles

actuales a los deseados.

Como en el caso del modelo desagregado de onda larga, el nivel deseado de
pedidos de capital tipo j, ain no satisfechos, realizados por los productores del
sector ¢, S7;, es igual a la multiplicacién entre la demora de distribucion actual
del producto j, que es el cociente entre los atrasos totales de los productores
del sector j, Bj, con sus niveles actuales de produccién, z;, y la depreciacién

de capital existente. Por tanto:

B; K

T

S5 = , Vi,7€{1,2,.,n} (4.48)

A diferencia del modelo desagregado de onda larga, en la determinacion,
por parte de los productores de cada sector ¢, del capital deseado proveniente
del sector j, Kj;, vamos a considerar que la produccién admite una
sustituibilidad entre los factores productivos de acuerdo al precio de los
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 177

mismos’. Para poder expresar, entonces, los pedidos de capital deseados, K%,
en funcion del precio de los distintos capitales que intervienen en la produccién,
vamos a utilizar los mismos argumentos que en el modelo desarrollado por
Kampmann (1996). Esto es suponer que las industrias ajustan sus niveles
relativos de inputs con el objetivo de minimizar su coste medio a largo plazo,
que es la situacién de equilibrio competitivo. Este objetivo estd sujeto a la
restriccion de que el nivel de produccién deseado en cada sector es una funcién
de Cobb-Douglas de los niveles de capital deseados provenientes de todos los
sectores, tal como se indica en la ecuacién 4.40%. En la bisqueda del éptimo,
hemos de considerar el precio del capital tipo 7, p;, y €l coste de alquiler
de una unidad de ese capital, notémoslo como rc;, Este coste de alquiler del
capital tipo j esta determinado por la existencia de un tipo de interés 7 en la
economia, una tasa de expectativas de inflacién agregada, (E)e, y una tasa de
depreciacién de ese tipo de capital, 1/7;. De esta manera: g

i Ti Vi € {1,2,.,n} (4.49)

J

rej =1 — (

Utilizando técnicas comunes en la basqueda de éptimos, obtenemos la

sigulente ecuacion para el nivel de capital deseado:

b .
K} = K,ij:z;i*F’ Vi, 7 € {1,2,..,n} (4.50)
7
donde
Pi = H phaiha V2 S {1,2,..,?1} (451)
h=1

Por otro lado, «;; es una variable obtenida al hallar el 6ptimo que depende

de la relacién capital-producto del proceso productivo del sector z, «;, de la

"Es perfectamente razonable pensar que la estructura de precios afecta a las decisiones
de inversion de una industria.

8Esta afirmacion se sostiene al considerar que los sectores fijan sus decisiones de inversién
considerando que su produccidn se ajusta a su capacidad productiva o produccidn teédrica,

sin tener en cuenta posibles mejoras conseguidas forzando el proceso productivo.
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178 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

participacion del capital j en el proceso productivo del sector 7, a;;, y del coste
de alquiler de una unidad de ese capital, rc;. Ademds, verifica la ecuacién:
ki = [ <7, Vie{1,2,.,n} (4.52)
J=1

Por tanto, podemos interpretar este pardmetro como la razon capital-

producto del capital tipo j en la parte productora del sector .

Estas ecuaciones aseguran la sustituibilidad entre los factores
productivos. Por ejemplo, si en un instante determinado el precio del
producto del sector j subiera, considerando fijos todos los restantes precios,
inmediatamente el capital deseado de ese producto descenderia en todos los
sectores, con lo que los pedidos deseados de ese capital también descenderian.
En cambio, si el precio de otro producto A # j subiera, dejando fijos todos
los demés, la demanda de capital K;; se incrementarfa, Vi € {1,2,..,n} al

descender el precio relativo del capital j.

Por 1ltimo, los pedidos de bienes tipo j realizados por los consumidores
del sector z, OF;, estan determinados por las hipétesis que rodean a la ecuacion
fundamental de Tobin desagregada (ecuacion 4.26). Entre estas hipdtesis,
consideramos que cada sector ¢ ahorra y, por tanto, consume, una proporciéon
constante de la renta disponible correspondiente al bien producido en otro
sector j, y;;. Consecuentemente, vamos a considerar la demanda de bien tipo
7 destinado al consumo en el sector 7 fijada por el multiplicador keynesiano de

la renta disponible, ¢ = 1 — s. De esta forma:
05 = ¢ 45 (4.53)

Esta ecuacién tendrd un efecto multiplicador sobre la produccién.
Eliminando la tendencia creciente de la produccién, observaremos el

comportamiento ciclico subyacente en esta economia.
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e Dinero demandado por los sectores

Segtin las hipdtesis expuestas en el modelo de Tobin y que hemos
comentado en la seccion 4.1.2, el dinero demandado por los agentes econémicos
(en nuestro caso los diferentes sectores) dependeria fundamentalmente de dos
motivos: el motivo transaccién y el motivo especulaciéon. Los sucesivos modelos
de Tobin, tomando las hipétesis de Baumol y del propio Tobin (Laidler 1977
para una revisién de estas hipdtesis) incluyen estas dos motivaciones para la

descripciéon de la demanda de dinero, que, en su caso, es agregada.

A diferencia de estos modelos precedentes (seccién 4.1.2), vamos a
suponer, por simplicidad, que los agentes econdémicos (en nuestro caso, los
diferentes sectores productores de capital) desean mantener parte de su
riqueza en forma de dinero fundamentalmente por el motivo transaccién.
Esto es debido a que la inclusion de una componente especulativa en la
funcién de dinero demandado por cada sector genera una gran inestabilidad
en el comportamiento del modelo, hecho comprobado al observar grandes
dificultades numéricas al realizar las simulaciones. Creemos que esto es debido
al crecimiento en la elasticidad con respecto al tipo de interés que supone
incorporar el motivo especulativo. Hemos comprobado que, a mayor valor
absoluto de esta elasticidad, peor comportamiento tiene el modelo. Estos
resultados concuerdan con el teorema 15 expuesto en la secciéon precedente
para el modelo de Tobin ampliado. Segin este teorema, a menor elasticidad de
la funcidén con respecto a las expectativas de inflacidn, mas posibilidades habia
de que el comportamiento sea estable. Al basarse este modelo en el de Tobin
ampliado, y como las expectativas de inflacion son directamente proporcionales
al tipo de interés nominal (ecuacién 4.6), es razonable pensar que mejor se va a
comportar el modelo (aunque no necesariamente de una forma estable) cuanto

menor sea la elasticidad del dinero demandado con respecto al tipo de interés.
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180 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

Vamos a definir, entonces, una funcién de dinero demandado que
representaria una desagregacién de la funcién de demanda de dinero en
el modelo de Tobin (1965). Incluimos como determinantes de este dinero
demandado por cada sector z su volumen de produccién, z;, que influye
positivamente en este dinero demandado, y el tipo de interés existente en la
economia, 7, que influye negativamente. Se pueden adoptar multiples formas
para esta funcion. Nosotros vamos a adoptar una parecidai a la introducida por
Baumol en 1952 (Goodhart 1989, Laidler 1977) para el caso agregado. Esta
funcién de Baumol fue determinada al minimizar el coste de flujo de caja. La
funcién introducida por nosotros tiene la forma:

z;

, Vie{1,2,.,n} (4.54)

g(x,-,v,r):‘ v+ r

Por lo tanto, suponemos que el dinero demandado por el sector : es
dependiente de la produccién de ese sector, z;. También es dependiente de la
velocidad de circulacién del dinero en la economia, v, considerado exégeno y

constante, y, por supuesto, de la tasa de interés actual, r.

La funcién 4.54 incorpora las hipétesis fundamentales de dependencia
entre una aproximacién al dinero demandado y las variables que la definen. La
elasticidad del dinero demandado con respecto a la produccién de cada sector
i, z;, es constante y vale 0.5. Por otro lado, la elasticidad con respecto al

tipo de interés r es la expresion py_, = . Esta elasticidad es siempre

B 2(v+r)
menor en valor absoluto que 0.5 y, variando la velocidad de circulacién del

dinero, controlo el valor de esta elasticidad.

Para determinar el tipo de interés, r, al igual que en los modelos de
Tobin y sucesivos, vamos a seguir la aproximacién neoclasica al respecto. Asi,
el tipo de interés estd determinado por la productividad marginal del capital

en la economia agregada, f'(k), las expectativas de inflacién agregada, (B)e,
p
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., . 1 .
y la tasa de depreciacién agregada del capital, —, de la misma forma que la
T

ecuacion 4.6, que la volvemos a enunciar:
: Py 1
r=fl{k)+ (=) — = (4.55)

Entonces, para determinar la tasa de interés r, hace falta determinar
previamente los tres sumandos que la integran. Primeramente, las expectativas
de inflacién agregada estan construidas a partir de las expectativas de inflacién
en el precio de cada sector j, (&)e, ponderandolas segin el volumen de

]
produccidn de cada sector. Asi:

n o (Pie
p j=1 (p_J) Ty
(=)= —= (4.56)
P 7=1 :C]

La productividad marginal agregada del capital la vamos a definir a partir
de las productividades marginales de los diferentes capitales que se hallan en
la parte productora de cada uno de los sectores. Lo realizaremos ponderando
la participacién de las mismas segin las existencias de ese tipo de capital. Por

tanto, la productividad marginal agregada la podemos definir de la siguiente

manera: B
i1 2 j=1 %QKU
f(k) = T (4.57)
i=1 Zvj=1 Kij

Hemos considerado que dicha productividad marginal viene determinada
no por la produccion del sector 7, z;, sino por la capacidad productiva de ese
sector, ¢;. Asi, no hemos escogido exactamente la derivada parcial de z; sobre
el capital K;; para calcular la productividad marginal de este capital K;; en

la produccién de z;, sino la derivada parcial de ¢; sobre K;;°.

9Esto estd fundamentado en la creencia de que la economia ajusta el coste de alquiler del
capital segin la productividad esperada del capital, y no la que de hecho se obtiene forzando

el proceso productivo.
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. Por otro lado, la tasa de depreciacién del capital agregado en la economia,
- lJa vamos a considerar fija en nuestro modelo, y construimos las diferentes
tasas de depreciacion del capital destinado a la inversién en cada uno de los

1 ) . ., .
sectores, = Yy € {1,2,.,n}, a partir de la agregada. La relacién que verifican

J
entre ellas es la siguiente:

T =
n.—.

1
1=1

En el siguiente apartado describiremos con mas detalle los fundamentos

en la forma de fijar los pardmetros que describen el modelo.
e Fijacion de Parametros

Por coherencia con el modelo agregado generador de onda larga (Sterman
1985) a partir del cual se han construido los modelos desagregados sucesivos,

vamos a fijar los pardmetros que definen el modelo a partir de pardmetros

agregados.

Por tanto, a partir de los valores fijados del tiempo de vida medio del
capital agregado en la Economia, 7, y de la tasa de capital-producto agregada,
notémosla &, vamos a fijar, primeramente, la tasa de capital-producto en cada
sector ¢, k;. El hecho de tener en cuenta el tipo de interés existente en la
economia para fijar los capitales deseados en cada sector hace que no podamos
definir el pardmetro k; a partir de la situacién de equilibrio competitivo, como
se realizé en Kampmann (1996). Esto es debido a que este equilibrio depende
del tipo de interés actual en la Economia, r, que es un factor variable, con lo

que los parametros no serian constantes, como se pretende por simplificacién.

Entonces, como se realizén en Haxholdt et al. (1994), fijamos el valor
de k;, a partir de la tasa de capital-producto agregada, «, ponderada segun la

participacién de cada capital j en el proceso productivo del sector ¢, ay;, y segiin
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4.2 Modelo con fact. monet. de acop. entre ciclos econ. 183

la proporcién del tiempo de vida de cada capital j con respecto al tiempo de
vida del capital agregado, iy Consideramos, entonces, que la tasa de capital-
producto del sector ¢ esta dTeterminada por los elementos anteriores por medio
de una funcién de Cobb-Douglas homogénea de grado uno, de manera que las
ponderaciones correspondientes a cada sector j participan en la funcién con la

misma tasa que el capital j en la produccién del sector ¢. Por tanto:

(miji)“” = g IT (e57r7), Vie {1,2,.,n) (4.59)

Como ya lo hemos descrito anteriormente, el valor del tiempo de vida
medio del capital procedente del sector ¢, 7;, se fija de manera que la media de

estos valores sea el tiempo de vida medio del capital agregado. De esta forma:
1 n

— Z T, =T (460)
n

Por simplificacién, suponemos que el coeficiente de participacién de cada
sector 7 en la produccién del sector ¢, o5, guarda una simetria entre todos los
sectores de capital. Por tanto, dado un valor fijo a, 0 < a < 1, se determinan
todos los coeficientes de participacién de la forma:

« ..
ai=1—-a, a;= n———l—’ Vi, j € {1,2,..,7’L} (461)

Por otro lado, vamos a considerar que la proporcién de dinero real
correspondiente al sector : que se asigna a las relaciones comerciales con el
sector j, v;j, esta determinado por la participacién del capital 7 en el proceso

productivo del sector z. Por lo tanto, identificamos este parametro v;; = a;.

Por dltimo, el resto de los parametros que intervienen en este modelo se
determinan de la misma forma que en el caso presentado por Haxholdt et al.
(1994), o sea, a partir de valores agregados y del tiempo de vida medio del

capital procedente de cada sector. De esta forma, dados unos valores de los
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coeficientes §, 78 y 75:

7 K \-—Ti 5 .
R A R 752, Vie {1,2,..,n} (4.62)

2

4.3 Simulacion y resultados del modelo

El sistema 4.39 dispone de veinte ecuaciones diferenciales no lineales. Esto
supone que un estudio analitico, como el realizado en el capitulo III para
el modelo desagregado de onda larga, sea muy dificil de llevar a cabo para
- este modelo. El nimero de ecuaciones es extremadamente grande y hasta
el descubrimiento de los posibles puntos de equilibrio llega a ser una ardua
tarea, sin mencionar lo que supondria ejecutar un analisis local de estos puntos
de equilibrio. De esta manera, los conceptos y resultados expuestos en el
capitulo II nos van a servir como referencia de los posibles comportamientos
que el modelo puede exhibir, desechando la utilizacion de las técnicas analiticas

presentadas por su dificultad de aplicacién.

Por las razones expresadas anteriormente, vamos a utilizar como método
de estudio del comportamiento de nuestro modelo la realizacién de simulaciones
numéricas sucesivas del mismo, para diversos valores de los parametros
y funciones que lo gobiernan. La utilizacién de sofisticadas herramientas
informaticas han hecho que estos modelos, intratables no hace muchas décadas,
puedan ser estudiados con cierta fiabilidad. Los métodos numéricos en el
estudio de modelos han sido empleados en muchos de los trabajos previos en
relacién con el acoplamiento de ciclos econémicos (Sterman 1985, Sterman
y Mosekilde 1993, Kampmann et al. 1994), asi como en otros trabajos de
caracter mds general (Jensen et al. 1984, Togeby et al. 1988, Knudsen et
al. 1991, Sturis et al. 1995), todos ellos de sensiblemente menos ecuaciones
diferenciales que el nuestro. No obstante, debido al caracter aproximado de los
métodos numeéricos, as{ como a la imposibilidad de recorrer todas las posibles

soluciones del sistema 4.39, hemos de tomar los resultados de las simulaciones
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4.3 Simulacion y resultados del modelo 185

con la cautela adecuada.

Para la realizacion de estas simulaciones hemos hecho uso del programa
POWERSIM 2.01, preparado para la construccién y simulacién de modelos en
Dindmica de Sistemas. Como ya hemos comentado sucintamente en el capitulo
[ (seccién 1.4), la Dindmica de Sistemas, iniciada por Forrester (1961), consiste
en una metodologia que, en pocas palabras, representa de una forma grafica
y sencilla los sistemas dindmicos. Los elementos basicos en la construccion de
modelos en Dindmica de Sistemas son los bucles causales de realimentacion
positiva o negativa, que son formas de dependencia ciclica entre las variables
que se presentan con mucha frecuencia en la naturaleza y que los modelizadores
tratan .de localizar. Desarrollar esta metodologia supondria presentar una
forma paralela de estudiar los sistemas dinamicos, que se nos alejaria de
los objetivos del trabajo. Existe amplia literatura desarrollada al respecto
(Roberts et al. 1983, Aracil 1992).

Hemos escogido esta metodologia de representacion y estudio de un
sistema no sélo con fines de simular nuestro sistema dinamico, sino por analogia
a los modelos previos al nuestro, que han sido construidos basandose en este
enfoque. Ello nos ha ayudado a la comprensiéon de las hipotesis en las que se
basan sus modelos. Desde el punto de vista exclusivamente numeérico, hemos
utilizado, como método de aproximacién de las soluciones, el Runge-Kutta de
érden cuatro con un intervalo temporal fijo de longitud aproximadamente una
décima. Estimamos que este método es suficiente para considerar los resultados

numeéricos como adecuadamente aproximados a los reales.

Vamos a considerar dos situaciones del modelo: la adopcidon de
expectativas adaptativas y la adopcion de expectativas racionales. En base a
una y otra hipdtesis, observaremos el comportamiento del modelo. El proceso

de estudio es similar al realizado en Sterman (1985) y en los sucesivos trabajos
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186 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

posteriores. Vamos a presentar, primeramente, una solucién del sistema para
ambas hipdtesis de expectativas, fijados ciertos valores de los parametros que
pudiéramos considerar cercanos a la situacién real, destacando cémo varian
variables importantes, como son la capacidad productiva, los precios y el
dinero real. Explicaremos el comportamiento obtenido y comprobaremos
someramente la persistencia del mismo frente a cambios en las condiciones
iniciales y en los parametros, llevando a cabo asi un analisis de la sensibilidad

del modelo.

Por otro lado, también presentaremos la descripcién de las regiones
de acoplamiento en comparaciéon a los modelos anteriores mas sencillos.
Contrastaremos, como fue hecho en los modelos de Tobin y sucesivos, las
consecuencias de la existencia de dinero en la economia. Analizaremos ademas
los efectos de una contraccidon o expansién monetaria sobre el crecimiento
economico y sobre las regiones de acoplamiento. Todo ello considerando que
los agentes adoptan o expectativas adaptativas o racionales en la formacion
de las expectativas de variacion de los precios. Por ultimo, analizaremos los
efectos de tomar una politica concreta de lucha contra la inflacién sobre una

economia de este tipo.

4.3.1 Comportamiento general. Regiones de

acoplamiento

Vamos a suponer, por simplicidad, que disponemos de dos sectores en la
economia, sector 1 y sector 2, y vamos a analizar el comportamiento de los

mismos fijados unos valores de los pardmetros que gobiernan el modelo.

Como en los modelos previos de acoplamiento, el tiempo lo vamos a medir
a largo plazo, en anos, tomando como horizonte temporal 200 anos. También,

para comparar mejor nuestros resultados, hemos tomado un valor similar de

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.8 Simulacion y resultados del modelo 187

los pardmetros comunes de este modelo con los de los modelos presentados
por Sterman (1985) y Kampmann et al. (1994). Asi, los valores agregados
de la relacion capital-producto, %, el tiempo agregado de demora medio de
distribucion del capital, é, y el tiempo agregado de vida media del capital,
T, son kK = 3, 6§ = 1.5, 7 = 20. Por simplicidad, el tiempo de respuesta
de los pedidos deseados a diferencias entre el capital agregado deseado y el
actual, 7, y entre los pedidos no realizados agregados y los actuales, 75,
no van a ser los mismos que los calculados mediante el experimento expuesto
en Sterman (1989a) y comentados en la seccidén 3.2, pero ello no va a influir

significativamente en los resultados. Fijaremos 7% = 75 = 1.5.

Los parametros que determinaron el acoplamiento entre los ciclos en el
modelo desagregado de onda larga seran fijados, para este caso inicial, con
valores medios. De esta manera, tomaremos el valor del grado de dependencia
entre los sectores @ = 0.5 y, como ya fue hecho por Kampmann et al. (1994)
(seccién 3.2), tomaremos la diferencia entre los tiempos de vida medios de
los capitales producidos por cada uno de los sectores, A7, como parametro
regularizador de las zonas de acoplamiento. Esta diferencia, junto con el valor
del tiempo de vida medio del capital agregado, 7 = 20, determina el tiempo
de vida medio del capital producido por cada uno de los sectores. Tomamos
A7 inicialmente como 10, por lo que, dados los dos sectores 1 y 2, 73 = 25y
T = 15.

El resto de los parametros que intervienen en el modelo son propios de
la incorporacién de factores monetarios utilizando las hipétesis de los modelos
de Tobin y sucesivos. Vamos a suponer una propensiéon marginal al consumo
alta, con lo que el parametro s va a tener un valor bajo, s = 0.03. La velocidad
de circulacién del dinero la tomamos, por simplicidad, exégena y constante,
y con un valor de v = 4. Consideramos que desequilibrios en el mercado

de dinero se ven reflejados en los precios mas rapidamente que desajustes en
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188 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

el mercado de bienes. De esta manera, el parametro ¢ va a ser, en general,
mayor que el parametro €. Tomamos unos valores iniciales de estos pardmetros
bastante pequenos, que indican un efecto lento y gradual del desequilibrio de los
mercados en la variacidn de los precios. Concretamente, consideramos £ = 0.1
y € = 0.01. La tasa de crecimiento del dinero en la economia la consideramos
inicialmente baja, z = 0.01. Posteriormente veremos las consecuencias de

suponer otros valores.

Por tanto, fijados estos valores de los pardmetros, estudiaremos el
comportamiento general del modelo suponiendo que los agentes siguen, por
un lado, la hipdtesis de expectativas adaptativas, y por otro lado, la hipdtesis
de expectativas racionales, en la formacién de la estimacion de precios. Con
ello podemos, entre otras cosas, analizar el efecto que sobre el acoplamiento
entre los ciclos economicos tiene la consideracion de una u otra hipédtesis, que

era uno de los objetivos de esta memoria.
e Expectativas adaptativas

En este punto vamos a suponer, al igual que en los modelos de
Hadjimichalakis (1971a, 1971b) y Benhabib y Miyao (1981), que las
expectativas de inflacién siguen la hipdtesis de expectativas adaptativas. Esto
proporciona, como veremos, un comportamiento mas variado en el sistema.
El coeficiente de expectativas lo tomamos como 8 = 1, que indica, en cierta

manera, que las expectativas de inflacién se van corrigiendo anualmente.

Los resultados de la simulacidon del modelo para los valores de los
parametros anteriores pueden observarse en la figura 4.1. Hemos efectuado
la representacién para las variables que hemos considerado mas relevantes,
que son la capacidad productiva, los precios, el dinero real y las expectativas

de cada uno de los sectores. Hemos escogido, por simplicidad, unas condiciones
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 189

iniciales sobre las variables idénticas para los dos sectores. El comportamiento
es sensible a las condiciones iniciales, aunque la ténica general de crecimiento
y periodicidad de los ciclos se mantiene, salvo en los precios, que alternan su

posicién predominante.

Obsérvese en la figura que el comportamiento de la capacidad productiva
es creciente, debido al efecto multiplicador de la propensién marginal al
consumo sobre la demanda de bienes en cada uno de los sectores. Transcurridos
los 200 afios de horizonte temporal, la capacidad productiva para ambos
sectores es seis veces mayor que la que habia originalmente. Los precios
evolucionan de manera diferente para un sector que para el otro. Mientras
que uno llega a unas cotas veinte veces mas que su valor 1nicial, el otro alcanza
unos valores muy inferiores. No obstante, esta situacion es dependiente de
las condiciones iniciales. El dinero real y las expectativas oscilan alrededor de

unos valores estables.

Hemos extraido la tendencia creciente en la capacidad productiva por
medio de una estacionarizacién de la serie obtenida (capacidad_prod_estac(1)
y capacidad_prod_estac(2)). De esta forma resaltamos las variaciones ciclicas
que manifiestan los sectores en torno a esta tendencia. Obsérvese como, en
esta situacidn, se produce un comportamiento sincrénico 1 : 1 muy ajustado
entre las capacidades productivas de los sectores. Ambas capacidades, tras
un pequefio estado transitorio, oscilan alrededor de la tendencia general con
una amplitud irregular pero muy parecida entre ambos sectores, y con un
periodo de aproximadamente 25 afios. Estas oscilaciones en amplitud y periodo
estan también sincronizadas en el dinero real existente en la economia y en
las expectativas. El comportamiento de los precios también verifica cierta

sincronizacién si aislamos cada sector de su tendencia general.

Los resultados indican, por tanto, que este modelo sigue explicando
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Figura 4.1: Expectativas adaptativas. Los valores de los parametros son:
k=3, 6§=15 7 =75 =15 7=20,7n =25 n =15 a = 0.5,
e=001,¢6=0.1,5s=0.03 38=1, z=0.01. Elsector 1 corresponde al sector
de mayor tiempo de vida medio del capital que produce y el sector 2 el de
menor tiempo de vida medio del capital que produce. La abreviatura " capaci-
dad_prod_estac(i)”, : € {1,2}, indica capacidad productiva estacionarizada del

sector 1.
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el comportamiento sincronico que se produce entre los ciclos econdmicos,
ahora con la incorporacién de un factor mas en esta economia, el dinero.
Los ciclos sincronizados manifiestan un desarrolio mas irregular que en los
anteriores modelos, con una amplitud y periodo variables y dependientes
de las condiciones iniciales. No obstante, hemos observado que la sincronia
se mantiene frente a cambios en estas condiciones iniciales. Podriamos
considerar, entonces, que esta irregularidad de los ciclos supone una mayor
aproximacion a la realidad, superando las criticas realizadas sobre los modelos
no lineales, comentadas en la seccién 1.3, debido al caracter regular de sus
resultados. Como ya lo habiamos comentado en el capitulo I, el estudio de
sistemas dindmicos no lineales complejos abre la puerta a comportamientos

deterministas de apariencia aleatoria, como puede ser este modelo.
Andlisis de la sensibilidad

Al igual que se hizo en el trabajo de Sterman (1985), vamos a analizar
los cambios que se producen en el comportamiento general del sistema 4.39
al variar los parametros fundamentales que intervienen. Compararemos los

resultados que obtengamos con respecto a los del modelo previo.

En general, el comportamiento de sincronia entre los ciclos se mantiene
frente a cualquier cambio en los parametros. Parece entonces que el
emparejamiento no lineal entre los sectores en este modelo es lo suficientemente

fuerte para que se produzca una tendencia a un modo ciclico unico.

Los resultados sobre el analisis de sensibilidad para los parametros «,
relacién capital-producto, §, demora media de distribuciéon del producto, y
7, tiempos de reaccién a desajustes en el capital deseado y el actual, y 79,
tiempo de reaccién a desajustes en los pedidos no satisfechos deseados y los

actuales, son coherentes, en lineas generales, con los obtenidos por Sterman
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(1985) en el estudio del analisis de la sensibilidad del modelo de onda larga.

Asi, cuando la relacién capital-producto aumenta, hace que cada sector
necesite mas capital para generar las mismas unidades de produccién, por lo
que la demanda de capital crece en ambos sectores. Esto origina un aumento
de la inflacién, debido a este aumento en la demanda, ademéas de disminuir
el crecimiento en la produccién. De hecho, si el efecto del desequilibrio en
el mercado de bienes sobre los precios fuera nulo (¢ = 0), los precios no
se verian afectados por un aumento en la relacién capital-producto. Por
otro lado, el comportamiento del modelo no es muy sensible a cambios en el
parametro de demora media de distribucion, 6. Para los tiempos de reaccidn, a
valores pequenos, el crecimiento de la capacidad productiva no sufre variaciones
significativas y las oscilaciones alrededor de la tendencia van disminuyendo.
Esto es debido a que los agentes, en este caso, corrigen sus actuaciones con

mas celeridad, por lo que los efectos desequilibrantes son amortiguados antes.

El primer factor de tipo monetario que vamos a analizar es la velocidad
de circulacién, v, que hemos considerado constante. Los resultados de la
simulacién indican que valores altos de esta velocidad de circulacion suponen
un factor de desequilibrio en la economia, que origina mayores sobresaltos,

aunque crezcamos a una tendencia mayor.

Por otro lado, el modelo es muy sensible a cambios en la propension
marginal al ahorro, s. De hecho, para valores no muy elevados de este
parametro, que consideramos idéntico para todos los sectores, se produce una
senda de crecimiento bastante incrementada, hasta llegar a un comportamiento
explosivo en los precios y las capacidades productivas. La razén de este
comportamiento se puede encontrar en la forma de aumentar las existencias
de capital dada por la ecuacidn 4.26. De esta manera, la inversién de un cierto

tipo de capital en cada sector esta determinada por sus niveles de ahorro, por lo
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que, aunque el consumo actia como multiplicador de la renta en cada sector,
se limita el crecimiento al disponer de menor capacidad de ahorro. Pero el
equilibrio es fragil, un exceso de ahorro desestabiliza la economia, haciéndola

fluctuar con amplitudes muy grandes.

Por medio del anilisis de los parametros que gobiernan la evolucion de
los precios, € y €, descubriremos el efecto del mercado de bienes y el mercado
de dinero sobre los precios, y éste sobre la evolucién de la economia, hecho

novedoso en modelos de acoplamiento entre ciclos econdmicos.

Valores altos de la velocidad de ajuste de los precios con respecto a
desequilibrios en el mercado de dinero, £, tienen un efecto estabilizador en la
economia. En cambio, si la velocidad de ajuste de los precios con respecto a
cambios en el mercado de bienes, ¢, es la elevada, entonces los precios fluctian
con mayor amplitud y periodo, originando un comportamiento similar en la
capacidad productiva de ambos sectores. Podemos observar algunas muestras

del efecto de estos pardmetros en las graficas 4.2, 4.3.

Estos resultados son coherentes con el modelo desagregado de onda
larga y el teorema de Benhabib y Miyao (teorema 15). Segin este teorema,
cuanto mayor sea el valor del parametro £, existen mas posibilidades
de obtener un comportamiento en equilibrio en el modelo ampliado de
Tobin (Hadjimichalakis 1971b). Asi, cuando el efecto sobre los precios del
desequilibrio en el mercado de dinero es mucho mas fuerte que el del mercado
de bienes (¢ >> ¢}, se produce una tendencia a la senda de crecimiento en
equilibrio de los precios y la capacidad productiva. No obstante, siempre que
sea significativo el efecto del desequilibrio del mercado de bienes sobre los
precios, se produciran ciertas fluctuaciones. En todos los casos se mantienen
los mismos niveles generales en la tendencia del crecimiento de la capacidad

productiva y el comportamiento en sincronia 1 : 1.
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Figura 4.2: Expectativas adaptativas. Simulacion realizada para el valor de

los parametros idéntico a la figura 4.1, con la variaciéon £ = 0.3.

Podemos decir que el parametro mas influyente sobre la amplitud y
periodo de los ciclos sincronizados producidos por el modelo es el coeficiente
de expectativas . Cuanto mas rapido corrijan los agentes sus expectativas,
el comportamiento de las variables sobre la senda de crecimiento manifestara
fluctuaciones con una mayor amplitud y un periodo mas corto. Por tanto,
la economia presentara muy frecuentes expansiones cortas, acompanadas de
recesiones igualmente cortas, sobre una senda de crecimiento (figura 4.4). De
la. misma forma, el efecto de un coeficiente de expectativas bajo se traduce
en periodos de los ciclos sensiblemente mas largos, con lo que la economia
exhibe amplios periodos de crecimiento a buen ritmo acompanados por otros
de ralentizacién de este crecimiento (figura 4.5). La senda de crecimiento no
se ve alterada. La velocidad en la toma de expectativas afecta, por tanto, a

las fluctuaciones ciclicas, no al crecimiento a largo plazo.
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Figura 4.3: Expectativas adaptativas. Simulacién realizada para el valor de

los parametros idéntico a la figura 4.1, con la variacién £ = 0.05.

.En todas las variaciones que hemos realizado el comportamiento en
sincronia de los sectores se ha conservado. Parece, entonces, que este
comportamiento es robusto frente a cambios en las circunstancias que rodean
a la economia, como de hecho se observa en la realidad. Seguidamente
estudiaremos, de la misma forma que en Kampmann et al. (1994), las
variaciones en el modo de acoplamiento cuando se producen cambios en los

parametros o 'y AT.
Zonas de acoplamiento

Hemos realizado una serie de simulaciones del modelo, variando los
parametros o y A7 en un rango amplio, para observar cémo se modifican
las regiones de acoplamiento con respecto a los modelos anteriores (Sterman y
Mosekilde 1993, Kampmann et al. 1994). Los resultados, descritos en la figura

4.6, muestran que la sincronizacién entre los modos ciclicos de los dos sectores
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Figura 4.4: Expectativas adaptativas. Simulacién realizada para el valor de

los pardmetros idéntico a la figura 4.1, con la variacién 3 = 3.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.8 Simulacion y resultados del modelo 197

\

-1~ Capacidad_prod(1)
~2—Capacidad_prod(2)

1, ]
o} 50 100 150 200
Time
0.1
/—'_'/—
0.0 . g1

12— 12— =

Q0.0 ~1~Capacidad_prod_estac(1)
0.0 ~2- Capacidad_prod_estac(2)
-0.104 t t -+ —
0 50 100 150 200
Time
2
15 /\/

-1~ Precios(1)
-2~ Precios(2)

100
| Time

1 /\2
A_z a
2&/1
1<
2
te— +
0 50

-
-

150 200

—— Dinero_real(2)
— Expectativas(1)
—g— Expectativas(2)

34

1.
N '
1
2 W b
A
N \/3.4_5

e 3

T ? t

0 50 100
Time

Iligura 4.5: Expectativas adaptativas.

los parametros idéntico a la figura 4.1,

Simulacidn realizada para el valor de

con la variacion § = 0.4.
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198 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

rellena todo el espacio para valores usuales de los paradmetros. La introduccién
del dinero supone, como ya hemos comentado anteriormente, un nuevo nexo de
emparejamiento entre los sectores, que hace que la sincronizacién se extienda
a regiones donde la diferencia entre los tiempos de vida medios de los capitales

producidos es muy grande y el grado de dependencia no muy elevado.

0
0,97
0,81
0,7 T

1:1

0,5 1
0,41
0,3 +

02 1- ?

0,1 J—

5 10 15 20 25 30 A’C

Figura 4.6: Expectativas adaptativas. Lenguas de Arnol’d para el modelo
desagregado monetario de acoplamiento entre ciclos econdmicos. Obsérvese

como la regién de sincronizacion rellena todo el espacio paramétrico conocido.

Las simulaciones nos muestran que, cuando el grado de dependencia entre
los sectores es suficientemente bajo, la capacidad productiva de los sectores
manifiesta un comportamiento oscilatorio amortiguado. Esta situacién lleva a

inducir que el comportamiento oscilatorio viene determinado también por la
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 199

dependencia entre los sectores. En caso de poca dependencia, ambos sectores
manifiestan un comportamiento creciente sin que le afecte las circunstancias
en las que se encuentra el otro sector. El caso extremo (« = 0) fue una
de las conclusiones a las que llegamos en el desarrollo analitico del modelo

desagregado de onda larga en el capitulo III, y que en este modelo se conserva.

Hemos observado ademds que, a medida que aumenta la diferencia en los
tiempos de vida medios de los capitales producidos, la capacidad productiva
llega a mayores niveles en el mismo horizonte temporal, sobre todo la del sector
de menor tiempo de vida medio de su capital. A su vez, los precios de este
capital también alcanzan cotas mas altas. Esto es debido a que los sectores
demandan gran cantidad de este tipo de capital, ya que su depreciacion es
alta. En caso de una elevada dependencia, las capacidades productivas se
igualan y no aumentan tanto, ya que el sector con capital de menor tiempo
de vida medio necesita gran cantidad de capital proveniente del otro sector,
con lo que las demoras asignadas a este sector afectan a su produccion. Por
ejemplo, si el sector productor de ordenadores necesitara de mucho capital
de tipo construccién para su produccién, el crecimiento de este sector seria
mas lento que si no dependiera tanto del sector de la construccidn, ya que los
retrasos en la ejecucion y puesta en funcionamiento de una obra ralentizan
su produccién y la equilibran con los otros sectores. Este hecho puede ser

observado en las simulaciones expuestas en la figura 4.7.

Las simulaciones efectuadas también han constatado que el periodo
de los ciclos sincronizados, que es aproximadamente de 25 afios, no se ve
sensiblemente afectado por cambios en las variables « y Ar. Esto nos indica
la fortaleza del emparejamiento que proporciona el dinero, sincronizando la
produccién de sectores muy dispares. Por tanto, nuestro modelo induce a
pensar, a diferencia del modelo desagregado de onda larga, que la diferencia

entre los tiempos de vida medios de los capitales producidos no es un factor
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Figura 4.7: Expectativas adaptativas. Simulacién realizada para el valor de los
pardmetros idéntico a la figura 4.1, con la variacién: arriba, a = 0.2, AT = 25;
abajo, o = 0.8, AT = 25.

determinante en la diversificacion de los modos ciclicos.

e Expectativas racionales

Vamos a suponer ahora que los agentes siguen la hipdtesis de expectativas
racionales en la formacién de sus estimaciones del precio. Consideraremos,
como ya comentamos en la seccién 4.2, la llamada previsién perfecta o miopia,
que implica suponer que la variacidn en las expectativas es idéntica a la

variacién real de la inflacién. De esta manera, la ecuacion:

pi Pi .
Pive _Pi e (1,2 4.63
(Pi) o {1,2} (4.63)

sustituye en el modelo a la ecuacién 4.37. Obsérvese que esta ecuacién se

puede considerar como un caso degenerado de la ecuacién que representa la
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 201

hipétesis de expectativas adaptativas cuando el coeficiente de expectativas es
muy alto. Podemos considerar, entonces, que la miopia se verifica cuando la

correccion de las expectativas es instantanea.

La consideracién de esta hipdtesis supone que la forma de la ecuacién
4.36, que gobierna la evolucién de los precios, no sea la misma que
anteriormente. Ahora no tiene sentido que las expectativas influyan en la
evolucién de la inflacidn, pues estas expectivas son exactamente iguales a la
evolucién real de la inflacién. Los precios estan gobernados exclusivamente por
desequilibrios en los mercados de dinero y bienes. De esta manera, la ecuacion

4.36 se transforma en la siguiente:

'1. M n n )
Bt [(Z)i—a()| +e |05+ 305 — 2|, Vie{l,2)  (4.64)
pi p 1=1 7=1

Vamos a iniciar el estudio presentando el comportamiento del modelo,
con estas hipdtesis, para la situacién anterior de los pardmetros. No tiene
sentido fijar el valor de 8 ya que en este caso no influye en el modelo. El

resultado de la simulacién puede observarse en la figura 4.8.

Comparando la grafica 4.8 con la grafica 4.1, que representa la misma
situacién tomando la hipdtesis de expectativas adaptativas, podemos decir
que el comportamiento de los sectores es muy similar en variables como
la capacidad productiva y los precios, sélo que, en el caso de expectativas
racionales, las fluctuaciones han desaparecido completamente. Las variables
manifiestan una senda de crecimiento estable sin presentar oscilaciones
alrededor de la misma. La eleccion del modo de formacion de expectativas

es entonces fundamental para el comportamiento ciclico del modelo.

El comportamiento de la figura 4.8, es sensible también a las condiciones
iniciales, aunque se manifiesta, de una forma general, una senda de crecimiento

en la capacidad productiva sin presentar oscilaciones. Al igual que en el
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IFigura 4.8: Expectativas racionales. Los valores de los pardmetros son: k = 3,

1.5, 78 =75 = 15,7 =20, =25, 7, =15, a =05, e =0.01, £ = 0.1,
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 203

caso de expectativas adaptativas, hemos realizado también un analisis de la
sensibilidad frente a cambios en todos los pardmetros, salvo el de crecimiento
en la oferta monetaria, z. Los resultados cualitativos son similares, en lineas
generales, al caso anterior, pero sin fluctuaciones a lo largo de la tendencia.

Existen, no obstante, algunos casos especiales que presentan oscilaciones muy

irregulares (s > 0.05)°.

Por tanto, si los agentes se comportan de manera racional, la economia
avanzara por la misma senda de crecimiento que en el caso adaptativo, pero
sin presentar oscilaciones. Por tanto, no tiene sentido plantearse en este
caso el acoplamiento entre los ciclos, porque éstos han desaparecido. Los
agentes previenen exactamente las variaciones que van a sufrir los precios y
eso origina una estabilizacién del comportamiento ciclico de la economia. Ast,
en esta ampliacién del modelo desagregado de onda larga, la aparicién del
ciclo econémico depende de la formacién de expectativas, hecho que no estaba
incluido en los modelos previos presentados por Kampmann et al. (1994) y sus
ampliaciones incorporando el sistema de precios (Kampmann 1996). El dinero
ha generado otra forma de describir endégenamente la aparicién de los ciclos

y la sincronizacién entre ellos, no contemplada hasta el momento.

4.3.2 Efecto de la existencia de dinero

En esta seccién analizaremos las consecuencias sobre las variables reales y

monetarias de la economia de la incorporacién del dinero en el modelo de

10 emos observado que, para valores de o y AT muy elevados, las capacidades productivas
alcanzan valores inferiores en el caso de expectivas racionales que en el caso de expectativas
adaptativas. La razén de esta situacién puede estar en que el caso adaptativo produce unas
fluctuaciones en el precio de gran amplitud, que originan desequilibrios en la demanda que
terminan por incrementar la produccién. En el caso de expectativas racionales, la inflacion

esta controlada, pero a costa de un menor crecimiento en la produccién.
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acoplamiento entre los ciclos econémicos. Contrastaremos una forma de

hipétesis de neutralidad del dinero, propuesta por los modelos de Tobin y
sucesivos (seccion 4.1.2), basada en el analisis del efecto de la existencia o no de
dinero en una economia como la presentada por el modelo. Esta contrastacién
serd llevada a cabo segin la regién del espacio paramétrico (A7, a) en la que
nos encontremos, o sea, segun la situacién de dependencia y diferencia entre

los tiempos de vida medios de los capitales producidos por los sectores en que
esté situada la economia.

Como hemos vislumbrado en el andlisis de la sensibilidad, la formacién
de las expectativas juega un papel determinante en la evolucién de la economia

en este modelo. Es de suponer que influird también en las consecuencias

de la existencia de dinero sobre las variables reales y monetarias. Es por
ello que hemos realizado estos contrastes suponiendo que los agentes forman
sus expectativas o adoptando expectativas adaptativas (ecuacién 4.37), o
adoptando expectativas racionales (ecuacién 4.38). Los resultados van a ser
sensiblemente diferentes y mereceran fructiferos comentarios. Llevemos a cabo,

por tanto, el estudio del comportamiento del modelo para estas dos situaciones.

e Expectativas adaptativas

En la figura 4.9 se representa la evolucidn de las variables que gobiernan
la economia para el caso que el dinero real existente en la economia sea nulo
((M/p): =0,¢( =0, Vi€ {1,2}), dada la misma situacién de los pardmetros
que el caso inicial. Como puede ser observado en esta figura, la capacidad
productiva crece a unas cotas mdas bajas que en la situacién de existencia de
dinero (figura 4.1). Esto es debido a que el hecho de la existencia del dinero y
una evolucién creciente del mismo genera cierto crecimiento en desequilibrio de
los precios. Este crecimiento empuja la demanda en los dos sectores, generando

asi una tasa mas elevada en el crecimiento de la produccidn, a costa de un
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 205

comportamiento irregular en los precios.

La ausencia de dinero elimina las fricciones existentes, con lo que
el comportamiento de la economia manifiesta una evolucién creciente sin
presentar oscilaciones. En una economia como la presentada por este modelo,
el dinero genera un aumento en la tasa de productividad a costa de mayor

inestabilidad.

Esta situacién descrita se verifica para el caso inicial de una dependencia
media entre los sectores (o = 0.5) y una diferencia de los tiempos de vida
medios de los capitales producidos no muy elevada (Ar = 10). Hemos
hecho multiples simulaciones suponiendo otra situacién entre los sectores,
y las consecuencias sobre la capacidad productiva se presentan en el plano
(A7, ) (figura 4.10). Obsérvese que la mejoria en la senda de crecimiento
de la capacidad productiva en presencia de dinero no se verifica para
cualquier combinacién de los parametros. Cuando disponemos de valores
de la dependencia entre los sectores bajos, la ausencia del dinero aumenta
la capacidad productiva de los mismos, ademds de eliminar las fricciones
existentes. Esto podria ser debido a que, en esta situacién, un sector no
necesita en demasia del capital producido por el otro sector, lo que lleva a
que los sectores manifiesten un comportamiento independiente, no afectado
por los desajustes en el mercado de dinero. La presencia de dinero supone asi

un factor distorsionador en su evolucidn.

A continuacién, vamos a observar el efecto del dinero en este modelo
cuando se asumen expectativas racionales. Los resultados se presentan

sensiblemente diferentes al caso adaptativo.

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

, los autores. Digitali

© Del



206 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.
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Figura 4.9: Expectativas adaptativas.

Simulacién para el caso similar a la

figura 4.1 con (M/p); =0,¢( =0, Vi € {1,2}.
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Figura 4.10: Expectativas adaptativas. Regiones del espacio paramétrico
(A7, @) para las cuales la existencia de dinero es positiva para la produccién

y regiones para las que no lo es.

e Expectativas racionales

En este apartado estudiaremos las consecuencias, sobre las variables del
modelo con expectativas racionales, de una situacién sin dinero ((M/p); =0,
¢ = 0, Vi € {1,2}), y lo representaremos en el plano formado por los
pardmetros (A7, a), de forma andloga al caso de expectativas adaptativas.
No obstante, vamos a empezar presentando la evoluciéon de la capacidad
productiva en la situacion inicial en caso de que el dinero no estuviera presente
en la economia (figura 4.11). Obsérvese en esta grafica que la capacidad
productiva tiene una tasa de crecimiento menor que en el supuesto de la

existencia de dinero (figura 4.8). Es, por tanto, positivo para la produccion, la
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208 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

existencia de cierta cantidad de dinero en la economia que agilize la demanda

de bienes por su accién inflacionaria.

De la misma forma, hemos simulado los resultados del modelo con y
sin dinero para muiltiples situaciones en el plano (A7, «), y los resultados los

exponemos en el diagrama formado por estos pardmetros (figura 4.12).

Obsérvese que, en este caso, existe una amplia regidén en el diagrama
en la que el dinero es positivo, ya que aumenta la tasa de crecimiento de
las capacidades productivas. Esto puede ser debido a que el cambio en los
precios relativos que supone la existencia del dinero (siempre con crecimiento
moderado) empuja la demanda en favor de uno u otro sector, con lo que
el resultado final es una mayor tasa de crecimiento de la produccién. El
dinero sirve, entonces, como impulsor de la demanda. Existen casos en los
que esta situaciéon no se verifica. Cuando se presenta una alta dependencia
entre los sectores y mucha diferencia en los tiempos de vida medios de los
capitales ocurre el efecto contrario. En este caso, debido a que el capital de
un sector tiene una depreciaciéon muy elevada, la demanda es muy grande
y, con la existencia de dinero, los precios crecen a un ritmo muy elevado.
Esto trae consecuencias negativas debido a la sustituibilidad entre los factores
productivos, con lo que el efecto conjunto es un crecimiento més lento que en

el caso de ausencia de dinero.

La situacién de expectativas adaptativas es diferente posiblemente
porque, en ese caso, los precios se fijan de acuerdo a unas expectativas donde
se cometen errores sistematicos, con lo que las demandas no se ven afectadas

tan indefectiblemente como en el caso de las expectativas racionales.

i6n realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.8 Simulacion y resultados del modelo 209

—

4
3 12 .
/ -1~ Capacidad_prod(1)
2 12 —o- Capacidad_prod(2)
N — 2/
12 t t 1 t
0 50 100 150 200
Time
0.1
0.0 y T Capacidad_prod_estac1(1)
12/ —>- Capacidad_prod_estaci(2)
2_.——-——12-"""
0.00+ ? t 1 1
0 50 100 150 200
Time
&
51
4 2
2 2 -4— Precios(1)
/\1 T 2~ Precios(2)
24 /1 1
4 1
112 t ' 1 {
0 50 100 150 200
Time
1. /‘4 Ty
1. e
o e 3 3 -4~ Dinero_real(1)
) 4 #%43 —2- Dinero_real(2)
0.0123 12 12 12 ! —-Expectativas(1)
-0. -4- Expectativas(2)
-1.0+4 t t t 1
0 50 100 150 200
Time

Figura 4.11: Expectativas racionales. Simulacién para el caso similar a la

figura 4.8 con (M/p); =0, € =0, Vi € {1,2}.
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Figura 4.12: Expectativas Racionales. Regiones del espacio paramétrico

(A7, ) para las cuales la existencia de dinero es positiva para la produccién

y regiones para las que no lo es.

4.3.3 Hipdtesis de neutralidad del dinero en el modelo

En esta seccion vamos a simular las consecuencias sobre la capacidad
productiva y los precios de aumentar o disminuir la tasa de crecimiento de
la oferta monetaria. Con ello contrastamos la hipdtesis de neutralidad del
dinero en el modelo. La adopcion de la hipétesis de expectativas desempena

un papel determinante.
e Expectativas adaptativas

Hemos realizado multiples simulaciones para una amplia muestra de
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4.8 Simulacion y resultados del modelo 211

valores de los parametros (A7,a). No se verifican consecuencias sobre el
acoplamiento del tipo 1 : 1, con lo que comprobamos la fortaleza de la
sincronizacién frente a variaciones en la oferta monetaria. No obstante, es
interesante también senalar las consecuencias que tienen estas expansiones o
contracciones monetarias sobre variables como la capacidad productiva o los

precios. Los resultados los presentamos en la grafica 4.13.

a
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0,5 1
0,4
0,3
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0,17
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..1
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Figura 4.13: Expectativas adaptativas. Regiones del espacio paramétrico
donde se producen los mismos efectos ante un cambio en z. N = neutralidad
del dinero. Cambios en el crecimiento monetario sélo se traducen en cambios
proporcionales en el nivel de precios. O = existencia de una tasa 6ptima de
crecimiento monetario. N— = Cambios en el crecimiento monetario sélo se

traducen en cambios en los precios, pero en la direccidn opuesta.

Como puede observarse en esta grafica, para ciertas regiones del espacio
paramétrico, entre las que incluimos valores bajos y medios en la diferencia de

los tiempos de vida de los capitales, las variaciones en la tasa de crecimiento
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212 Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

monetario sélo tienen efectos inflacionarios. Estos resultados son acordes con

las tesis monetaristas y clasicas.

No obstante, existen otras regiones en el espacio paramétrico para las
cuales variaciones en la tasa de crecimiento monetario tienen efectos diversos.
Por ejemplo, hemos descubierto que para situaciones de mayor diferencia
en los tiempos de vida medios de los capitales producidos, un aumento
suficientemente elevado del crecimiento de la oferta monetaria llega a ser
nocivo, produciendo una tasa de crecimiento de la produccién a largo plazo por
debajo de sus niveles iniciales, junto con un mayor incremento en los precios.
En cambio, si en estas mismas circunstancias, reducimos fuertemente la tasa de

crecimiento monetaria, la capacidad productiva también frena su crecimiento

y los precios llegan incluso a subir.

Una de las razones de este comportamiento aparentemente contradictorio
puede estar en que, por ejemplo, debido a unas altas dependencia y diferencia
en los tiempos de vida medios de los capitales producidos, los sectores tienen
unas relaciones capital-producto «;, V2 € {1,2}, muy diferentes en tamarfo,
siendo mucho maés elevada en el sector con menor tiempo de vida medio del
capital producido. Esta situacidon genera que cambios ligeros en los precios
relativos, producidos por el desequilibrio que genera un pequena inyeccion
monetaria, aumenten la demanda en favor de los capitales mas productivos,
con lo que las capacidades productivas llegan a unos niveles mas altos que
en otras situaciones mdas estaticas. Si la inyeccidn monetaria es muy elevada,
la. subida de los precios genera un descenso en la demanda, reduciendo su

produccién con respecto a la situacion anterior.

Por tanto, para las situaciones anteriores, existe una tasa de crecimiento
en la oferta monetaria que podemos considerar optima, ya que descender

de esa tasa puede acarrear menor crecimiento en la capacidad productiva e

ion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2007

los autores. Digitali

© Del



4.8 Simulacion y resultados del modelo 213

incrementarla origina también una tasa de crecimiento menor con incremento

de precios.

Este modelo, por tanto, genera situaciones que respaldan las tesis clasicas
sobre el comportamiento de los factores monetarios junto con otras situaciones
que no las apoyan. Estas situaciones dependen del grado de dependencia
entre los sectores y de la diferencia en las tasas de depreciacién del capital
producido por cada uno de ellos. Existen otro tipo de situaciones en las que
los precios van incluso en direccién contraria al crecimiento de z, debido al

efecto desequilibrante, en el modelo, de grandes diferencias en los tiempos de

vida medios de los capitales.

Asi, en una economia como la del modelo, no es aconsejable la
expansién monetaria indiscriminada, ya que, para diversas situaciones, tiene
consecuencias negativas en el crecimiento en los precios e incluso en la
capacidad productiva. No obstante, en la mayoria de los casos, la existencia

de cierta cantidad de dinero es positiva para la produccion.

Estos comportamientos tan variados pueden ser debidos al supuesto
de que los agentes toman sus expectativas de forma adaptativa. Existe un
permanente mal ajuste del crecimiento de los precios que pudiera generar
estas diferencias. Es posible que, si los agentes utilizaran toda la informacion
disponible en la toma de sus expectativas, o sea, siguiéramos la hipdtesis de
expectativas racionales, estos comportamientos en desequilibrio se modificaran.

Esta situacion es la que vamos a analizar en el préximo punto.

e Expectativas racionales

El efecto de variaciones en la tasa de crecimiento monetario sigue las tesis

de comportamiento en equilibrio para una economia regida por las hipdtesis
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214 Resultados (Il): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

de prevision perfecta. Ast, el efecto de una expansién o contraccién monetaria
sobre el modelo no varia segln el conjunto de situaciones de dependencia y
diferencia en los tiempos de vida medios de los capitales. Estas variaciones

en el crecimiento monetario se ven reflejadas en variaciones proporcionales en

el nivel de precios (figura 4.14). Los aumentos en la tasa de crecimiento de -

la oferta monetaria son altamente nocivos para la economia, dado cualquier
valor de los parametros (A7, ). El efecto de grandes incrementos en 2z produce
un incremento generalizado en los precios y, en la mayoria de las situaciones,

también con un descenso en la tasa de crecimiento de la capacidad productiva.

0
09T
0,8 T
0,77
0,6 1
0,5 T
0,4 1

0,3
0,2 T ?
0,1 T

5 10 15 20 25 30 A’C

Figura 4.14: Expectativas racionales. Regiones del espacio paramétrico donde
se producen los mismos efectos ante un cambio en z. En cualquier situacién

de los valores de (A, «), se producen cambios proporcionales en los precios.

La razén por la que se producen estos comportamientos tan nocivos con
respecto a aumentos en el crecimiento de la oferta monetaria puede estar en que

los precios se ajustan instantdneamente a cambios en la oferta monetaria, con
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4.3 Svmulacion y resultados del modelo 215

lo que la inflacidn se ajusta inmediatamente al nuevo tipo de crecimiento. Este
incremento consiguiente en la inflacion genera perturbaciones en la demanda de
capital que origina, en la mayor parte de los casos, un crecimiento mas lento
de la produccion. En el caso de expectativas adaptativas, debido a que los
precios manifiestan oscilaciones por falta de previsiones exactas, la demanda
no se ve tan afectada negativamente. Esto se produce a cambio, eso si, de un

incremento mas elevado e irregular en los precios.

Por tanto, haciendo un balance de los resultados obtenidos, la formacién
de expectativas se ha erigido como una pieza fundamental no sélo en el
acoplamiento entre los ciclos econdémicos, sino incluso en la existencia de
los mismos. Asi, en caso de asumir la formacién de expectativas del modo
adaptativo, se originan comportamientos ciclicos. Estos comportamientos
ciclicos se encuentran sincronizados por muy diferentes caracteristicas que
presenten los sectores. En cambio, si las expectativas son racionales, la

economia crece a la misma tasa pero las fluctuaciones desaparecen.

El efecto de la existencia del dinero y de una variacion en el crecimiento
de la oferta monetaria sobre la economia es también diferente segin las
expectativas que consideremos. Estos resultados son similares, en este sentido,
a los obtenidos por Sargent y Wallace (1975), que estudia, en un modelo
econométrico, el efecto de politicas monetarias sobre las variables reales,
utilizando una u otra hipdtesis de expectativas. Se ha verificado, ademas,
que estos efectos son también diferentes segun el grado de dependencia entre
los sectores y la diferencia en el tiempo de vida medio del capital producido
por cada uno de ellos. Por tanto, los resultados presentan una economia
con un comportamiento muy rico segin sean los hipdtesis que tomemos y
segin también las relaciones entre los sectores. Este modelo, entonces, aporta
unos resultados relacionados con las consecuencias de la adopcién de diversas

politicas en economias generales, siempre tomandolos con gran cautela, ya que
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216 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

se refieren, por necesidad, a situaciones ideales.

4.3.4 Una politica monetaria de control de inflacién

sobre el modelo

Para terminar con el estudio del comportamiento del modelo frente a
los factores monetarios introducidos, vamos a analizar los efectos a largo
plazo de aplicar una determinada politica monetaria de control del nivel
de inflacién. Haremos hincapié en las consecuencias de esta politica sobre
variables como la produccién y los precios, y las compararemos con la situacién
de no intervencién. Supondremos el caso de disponer de una formacion de
expectativas del tipo adaptativo o racional, y analizaremos las diferencias que

se producen al escoger una u otra hipétesis.

Concretando, supongamos que, en una economia como la introducida
por el modelo, el gobierno o la autoridad monetaria competente tiene como
objetivo prioritario mantener una tasa de inflacion constante. Para ello, va a
hacer uso de la Unica herramienta que puede controlar para tal efecto, la tasa
de crecimiento en la oferta monetaria. Por tanto, el gobierno fija esta tasa
de acuerdo al comportamiento de las expectativas de inflacidon con respecto al
nivel de inflacién deseado. Si las expectativas de inflacidon son mayores que
el nivel deseado, el gobierno reduce la tasa de crecimiento monetaria, en caso
contrario, la aumenta sin sobrepasar un tope maximo constante. Por medio del

modelo, observaremos si esta politica tiene éxito y qué consecuencias acarrea.

Para fijar ideas, supongamos que el objetivo de inflacién se encuentra en
un 2% anual, y que partimos de un crecimiento en la oferta monetaria como
el caso inicial de la seccién 4.3.2, o sea, z = 1% anual. Suponemos entonces,

por simplicidad, que el gobierno fija periédicamente la tasa de crecimiento en
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4.3 Simulacion y resultados del modelo 217

la oferta monetaria, z, en funcién de las expectativas de inflacion agregadas,

de acuerdo a la siguiente ley:
2= Min [Ma:z (0.01 — (B - 0.02),0) ,0.05} (4.65)

p

La grafica de esta funcidn se encuentra en la figura 4.15. Como puede
observarse, a medida que las expectativas agregadas de inflacién aumentan,
la tasa de crecimiento en la oferta monetaria disminuye, sin descender,
l6gicamente, de los niveles nulos. Se supone, también, que no se quiere

sobrepasar, por motivos preventivos, el crecimiento monetario del 5%.

0.05

L " .
-0.02 0.02 0.04

Figura 4.15: Tasa de crecimiento monetario en funcién del nivel de expectativas

de inflacién conjunta.

Para evitar la distorsién con los comportamientos transitorios, vamos
a suponer que esta politica se lleva a efecto desde el ano 50 hasta el afio
200. Entonces, de la misma forma que lo hicimos en las secciones previas,
vamos a estudiar el efecto de esta politica concreta en caso de adoptar la
hipétesis de expectativas adaptativas o la hipitesis de expectativas racionales.

Los resultados, como puede intuirse, van a ser radicalmente diferentes.
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218 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

¢ Expectativas adaptativas

Primeramente simulamos esta politica para el caso inicial representado
en la figura 4.1. Los resultados pueden observarse en la figura 4.16. Como
puede comprobarse, la adopcidn de esta politica no tiene efectos negativos ni
positivos sobre la capacidad productiva de los sectores en el plazo considerado,
pero, sin embargo, no logra el objetivo de fijar la inflacién (representada por
medio de la evolucién de las expectativas conjuntas) en los niveles deseados.
Los precios, a su vez, alcanzan unas cotas mas altas debido, fundamentalmente,
al impulso monetario que se gener6 en épocas de deflacion de los precios. Los

ciclos no han sido eliminados en el plazo expuesto y han reducido su periodo.

No obstante, este resultado no es general para cualquier circunstancia
en la que se encuentren los sectores. Hemos adoptado esta politica para
una amplia muestra de situaciones en el diagrama paramétrico (A7, a), y los
comportamientos de las variables son muy diversos. Como puede observarse
en la figura 4.17, existen regiones de este espacio para las cuales se alcanza el
objetivo inflacionario en el plazo previsto y otras en las que no se alcanza. En
ningun caso la adopcién de esta politica tiene consecuencias sobre la tasa de
crecimiento en la produccién para ambos sectores. En todas ellas se produce
una reduccién paulatina en el periodo de las oscilaciones que pueden, en
caso de alcanzarse los objetivos de inflacién previstos, desembocar en una
convergencia hacia una senda estable de crecimiento tanto en los precios como

en la produccién.

Las razones de este comportamiento variado pueden fundamentarse
utilizando los mismos argumentos seguidos en la seccién 4.3.2, basados en la
existencia de capitales con altas depreciaciones o depreciaciones medias, junto
con altas o bajas dependencias entre los sectores, y sus consecuencias en la

demanda y los precios.
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Figura 4.16: Expectativas adaptativas. Efecto de la politica antiinflacionaria
sobre una economia con unos indicadores como en la figura 4.1. La abreviatura

7expect_conj” indica ezpectativas de inflacion conjunta.
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0’9--

0’7 n—
0,6 T

30 AT

Figura 4.17: Expectativas adaptativas. Regiones del espacio paramétrico
(A7,«) donde se producen las mismas respuestas hacia la politica
antiinflacionaria. £ = La inflacidn se estabiliza en el objetivo deseado. NE =

La inflacién no se estabiliza en el objetivo deseado.

Resumiendo, las consecuencias de esta politica de control inflacionario en
una economia gobernada por la hipdtesis de expectativas adaptativas es muy
desigual, segin las situaciones en que se encuentren las relaciones entre los
sectores y los tiempos de vida medios de los capitales, aunque no se produce
un efecto perjudicial sobre la produccién en cualquier caso. A pesar de este
resultado esperanzador, en casi todas las situaciones se produce un incremento
generalizado en el nivel de los precios producido por etapas con alta inflacién.
Las consecuencias nocivas transitorias de estas situaciones no son contempladas

en el modelo, que presenta la economia desde un enfoque a largo plazo. Es por
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4.4 Discusion 221

ello que, en lineas generales, no se pueda presentar esta politica como positiva.
e Expectativas racionales

Como ya comprobamos en la seccidon 4.3.2, es de esperar que, en este
caso, el efecto de esta politica sobre la economia sea mas homogéneo que en el
caso de la hipétesis de expectativas adaptativas. Como en el apartado previo,
hemos simulado el efecto de esta politica sobre el caso inicial, obteniendo el
- resultado presentado en la figura 4.18. Comparando con la figura 4.8, se puede
comprobar que la adopcién de esta politica no tiene efectos negativos sobre
las capacidades productivas y se ha conseguido reducir el crecimiento de los

precios, aunque sin llegar a los objetivos de inflacién previstos.

Esta situacion se repite en todos los casos que nosotros hemos simulado
para diferentes valores de (Ar,a). El comportamiento nunca manifiesta
oscilaciones y siempre se consigue una reduccién en los precios sin llegar a
los niveles deseados (figura 4.19). La previsién perfecta en la inflacién, por
tanto, supone que politicas de control de inflacién sean siempre efectivas, ya
que los recortes en el crecimiento monetario tienen su correspondencia directa

en el nivel de precios.

4.4 Discusion

El modelo desagregado de onda larga (Kampmann et al. 1994), basado en
hipétesis presentadas por el modelo de onda larga en Sterman (1985), y del
cual hacemos un estudio analitico en el capitulo anterior, dejé abiertas varias
lineas de profundizacién y extensién del mismo, encaminadas a modelizar el
proceso de acoplamiento de una forma mas cercana a la realidad. LEn este

sentido, este modelo ha supuesto una ampliacién del modelo desagregado de
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Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.
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Figura 4.18: Expectativas racionales. Efecto de la politica antiinflacionaria

sobre una economia con unos indicadores como en la figura 4.8.
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Figura 4.19: Expectativas racionales. Regiones del espacio paramétrico (AT, «)

donde se producen las mismas respuestas hacia la politica antiinflacionaria.

onda larga mediante la incorporacién de nuevos elementos, como el dinero y el
sistema de precios. Para ello, utilizamos unas hipdtesis sobre la forma y efecto
de la introduccién del dinero en una economia de tipo neoclasico desarrollados
por Tobin (1965), y completado en varios trabajos posteriores (Hadjimichalakis
1971a, 1971b, Benhabib y Miyao 1981). La construccién de este nuevo modelo
presenta una combinaciéon de elementos macroeconémicos y elementos de tipo

microecondémico, salvando las dificultades que entrafiaba la desagregacion de

clertas variables.

Este modelo también incorpora elementos de tipo exégeno con elementos
de tipo enddgeno como influyentes en el desarrollo econémico. A las hipdtesis

de Sterman (1985), que podemos considerar esencialmente enddgenas, se
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224 Resultados (I1): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.

une un factor de caracter inicialmente externo, el crecimiento en la oferta
monetaria, cuyo comportamiento influye en la evolucion del sistema. En este
sentido, el modelo presenta de alguna manera una sintesis de comportamientos
exdgenos y endogenos, hecho demandado por autores como Zarnowitz (1985)

’ ’ . . .,
como una via fructifera de investigacion.

Los primeros resultados obtenidos son satisfactorios, en el sentido que

hemos ensanchado la region de sincronizacién entre los sectores, rellenando

todo el espacio parametrico que define las relaciones y circunstancias:

productivas que rodean a una economia con dos sectores. Ello nos hace
suponer que el dinero funciona como un elemento importante que refuerza

el acoplamiento entre los comportamientos ciclicos de los sectores.

Sin embargo, en la incorporacion del dinero en el modelo de acoplamiento,
se nos ha presentado una serie de nuevas posibilidades, cuyo efecto sobre
el desarrollo econémico son, en si mismas, fuente de controversia en la
teoria econdmica. Entre esas posibilidades estd la eleccién de la hipdtesis de
formacion de las expectativas de inflacién, que son la hipotesis de expectativas
adaptativas o la hipétesis de expectativas racionales. Incorporando cada una
de ellas, hemos estudiado diversas cuestiones relativas al papel del dinero en la
economia, ya analizada por Tobin (1965), pero ahora teniendo en cuenta que
las relaciones productivas siguen las caracteristicas del modelo de onda larga.
A su vez, hemos podido analizar las consecuencias, sobre variables reales y
monetarias como la produccién y precio, de adoptar una politica expansiva o

contractiva en materia monetaria.

Por medio de las simulaciones, hemos obtenido una amplia gama de
resultados diferentes, segiin las relaciones de dependencia y duracion del capital
producido en que se encuentren los sectores, hasta ahora no presentada. Por

otro lado, los resultados también son radicalmente diferentes segin la hipétesis
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4.4 Discusion 225

en la formacién de expectativas que consideremos como cierta. En este sentido,
el analisis empirico de ciertos datos sobre indicadores econdmicos y su contraste
con los datos simulados por el modelo pudiere abrir una via de estudio sobre

la forma real en la que los agentes toman sus expectativas.

Este modelo afiade un elemento nuevo en la explicacion del acoplamiento
entre los ciclos econdmicos, el dinero. Asi, los resultados obtenidos explican el
extenso comportamiento en sincronia que se verifica en la realidad econdmica,
y abre la via de nuevas extensiones que expliquen los comportamientos de

acoplamiento no sincrénicos, no presentes en el modelo.
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Resultados (II): Modelo desag. monet. de acop. entre ciclos econ.
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Capitulo 5
Conclusiones

A modo de resumen, las aportaciones realizadas en esta memoria las podemos

desglosar en dos grandes grupos:

a) Estudio analitico del modelo desagregado de onda larga (Kampmann
et al. 1994) de acoplamiento entre ciclos econdmicos (capitulo III).
Este estudio muestra nuevos aspectos dinamicos hasta el momento no

descubiertos por medio de las simulaciones.

b) Construccién y estudio de un modelo con factores monetarios que

describe el acoplamiento entre los ciclos econdémicos (capitulo 1V).

Los resultados obtenidos en los capitulos III y IV de esta memoria pueden

concretarse en las siguientes conclusiones:

e Concluston 1. FEl acoplamiento entre los ciclos puede surgir para

cualquier grado de dependencia entre los sectores, por pequena que sea.

Para el caso de independencia entre los sectores, hemos descubierto que
el modelo presenta un tnico punto de equilibrio, no hiperbélico, que

revela una condicién necesaria de bifurcacién en este valor del parametro.

227
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Conclusiones

Este resultado nos lleva a pensar que el acoplamiento entre los ciclos
econémicos surge desde cualquier valor del grado de dependencia entre

los sectores.

Conclusion 2. Cuando las dependencias entre los sectores son altas, se
origina sincronizacion entre los ciclos, cualquiera que sea el valor de la
diferencia de los tiempos de vida medios de los capitales producidos por

los sectores.

Esta conclusién emerge del estudio analitico de la simplificacion del
modelo desagregado de onda larga cuando los valores del grado de
dependencia entre los sectores son maximos. Tal simplificacién da lugar

a un modelo estructuralmente estable.

Conclusion 3. Hemos construido un modelo capaz de estudiar el efecto

de los factores monetarios en el acoplamiento y sincronizacion entre los

ciclos generados por diversos sectores en la economia.

Este modelo es una generalizacién del desarrollado en Kampmann et al.
(1994). En él introducimos el mercado de dinero, basandonos en ciertas
hipétesis presentadas por Tobin (1965). Sin embargo, esto no constituye
una simple generalizacién del modelo anterior. ~ Nuestro modelo
combina elementos microeconémicos originales del modelo desagregado
de onda larga con factores macroeconémicos que son necesarios en la
introduccién del dinero. Ello 6rigina el desarrollo de un procedimiento
de desagregacién que permita atribuir cantidades de dinero real a los
diferentes sectores productivos de la economia, asi como modelizar su

influencia sobre los precios de los diferentes outputs de cada sector.
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Por otro lado, este nuevo modelo, a diferencia del modelo desagregado
de onda larga, tiene la virtud, para el caso de adoptar la hipétesis
de expectativas adaptativas, de generar un "comportamiento ciclico
irregular” en torno a la tendencia de crecimiento de la economia. Tal
comportamiento reproduce las fluctuaciones observadas en la economia
real de una forma mas plausible que las oscilaciones regulares generadas

por otros modelos, como el de Goodwin (1951).

Conclusion 4. FEn el caso de que los agentes adopten ezpectativas
ractonales sobre los precios, nuestro modelo muestra que la economia
sigue una senda estable de crecimiento real, sin existir fluctuaciones

ciclicas.

En nuestro modelo sdélo consideramos cambios esperados en la
tasa de crecimiento monetario, por lo que el modelo, en caso de
adoptar expectativas racionales, sigue las teorias que defienden el
comportamiento en equilibrio de la economia si no existieran factores

exogenos de tipo aleatorio.

Conclusion 5. En el caso de tomar expectativas adaptativas, segin
nuestro modelo, el dinero funciona como un elemento que refuerza
altamente la sincronizacion entre los comportamientos ciclicos de los

sectores.

Considerando el espacio paramétrico bidimensional formado por el grado
de dependencia entre los sectores y la diferencia entre los tiempos de vida
de los capitales producidos por los sectores, nuestro modelo muestra que
la regién de sincronizacién se ha ensanchado hasta cubrir casi toda la

zona relevante del espacio paramétrico.
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Conclusiones

En este sentido, nuestras simulaciones constituyen un resultado novedoso
respecto a los obtenidos por Kampmann et al. (1994). En el modelo
presentado por este trabajo, la sincronizacién sélo se manifiesta cuando
los capitales producidos tienen una diferencia en sus tiempos de vida
medios no superior a 14 afios (para valores no muy elevados del grado
de dependencia). En cambio, en nuestro modelo, la sincronizacién se
presenta en casi todo el espectro posible de diferencias de tiempos de

vida medios de los capitales producidos por los sectores.

Segin el modelo desagregado de onda larga, la diferencia entre los
tiempos de vida medios de los capitales producidos es el elemento
determinante que explica la diversificacién de la economia en unos pocos
modos ciclicos, como se observa en la realidad. Nuestro modelo induce
a pensar, en cambio, que este factor no es determinante, y es necesario,
por lo tanto, la introduccién de otro tipo de factores para explicar la
diversidad ciclica (entre ellos podriamos considerar, siguiendo a Sterman
y Mosekilde 1993, la incorporacién de fluctuaciones en la demanda de

bienes de consumo).

Conclusidn 6. Bajo cualquier tipo de expectativas, la existencia de dinero

altera la senda de crecimiento de la economia.

Los modelos basados en las hipétesis de Tobin comparaban, como forma
simplificada de anélisis de la neutralidad del dinero, los efectos sobre
las variables econémicas de la existencia o no de dinero. Nuestro modelo
concluye, para ambos tipos de hipdtesis de expectativas, que la existencia
del dinero tiene efectos positivos o negativos sobre la produccién segin
la regién en el espacio paramétrico (grado de dependencia-diferencia de

tiempos de vida medios) en la que nos encontremos.
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o Conclusion 7. Cuando se presentan expectativas adaptativas, el dinero,
por regla general, no es neutral. El efecto de ezpansiones y conlracciones
monetarias sobre la economia real es diverso, segun el grado de
dependencia entre los sectores y la diferencia entre los tiempos de vida

medios de los capitales producidos.

En el caso de disponer una diferencia no muy elevada entre los tiempos
de vida medio%ie los capitales producidos, el dinero puede considerarse
como neutral, en el sentido que expansiones o contracciones monetarias
solo se traducen en variaciones en la tendencia creciente de los precios.
En cambio, a mayores diferencias entre estos tiempos de vida medios,
hemos comprobado la existencia de una tasa 6ptima de crecimiento en la
oferta monetaria. Esta tasa 6ptima depende del grado de dependencia
entre los sectores e indica que a mayores o menores tasas de crecimiento
en la oferta monetaria, la tasa de crecimiento en la produccién se ve

mermada.

Conclusion 8. Cuando se presentan ezpectativas racionales, nuestro
modelo corrobora la hipotesis de neutralidad del dinero, en el sentido
que expansiones o contracctones monetarias se traducen ezclusiwamente

en alteraciones en el nivel de inflacion.

El modelo es acorde con lo que es bien conocido en la literatura econémica
actual, que la adopcién de expectativas racionales estd ligada con la
hip6tesis de neutralidad del dinero mientras que la de expectativas

adaptativas esta generalmente ligada a la no neutralidad.
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Problemas abiertos y comentarios finales

En las simulaciones que realizamos, hemos considerado, por simplicidad;
la economia formada exclusivamente por dos sectores. La incorporacién
de mas sectores, ya considerado en el modelo tedrico, supondra un
comportamiento mas rico desde el punto de vista dinamico. Ademas,
es posible considerar nuevas situaciones entre los sectores y acercarnos

mas al proceso real.

Contraste con datos empiricos.

El contraste de datos recogidos en la economia del mundo real con los
resultados simulados por los modelos es un objetivo muy deseable para
completar el estudio del proceso de acoplamiento. La biisqueda y manejo
de estos datos empiricos no es tarea facil, debido a los aspectos tan

especificos que representan los pardmetros en los modelos.

FEztensiones del modelo de acoplamiento con factores monetarios.

Los resultados obtenidos en las simulaciones de este modelo han mostrado
nuevos aspectos en el comportamiento del acoplamiento entre los ciclos
econémicos, ademas de presentar un nuevo estudio del efecto del dinero
en la economia. Esto sugiere que nuevas extensiones podrian producir
igualmente buenos resultados. Asi, es posible incorporar un mercado de
trabajo no en equilibrio, para poder relacionarlo con variables monetarias
y el acoplamiento. Siguiendo a Lorenz (1989), podemos también
considerar economias abiertas, para poder modelizar el acoplamiento del

comportamiento ciclico entre paises.

Por otro lado, el modelo construide no incorpora, al considerar las

hipétesis de Tobin (1965), los efectos nocivos sobre la economia de una
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Capitulo 6

Problemas abiertos y

comentarios finales

El trabajo que hemos expuesto a lo largo de esta memoria suscita diversas
investigaciones futuras desde diferentes puntos de vista. En este capitulo
haremos una pequena recopilacién de las que nos parecen mas relevantes. Estas

son:

e Fstudio mds exhaustivo de la dindmica de los modelos.

Tanto en el modelo desagregado de onda larga como en el modelo
con factores monetarios no han sido examinadas completamente sus
dindmicas. Esto es debido a su gran complejidad, con la aparicién de
comportamientos muy irregulares. La aplicacién de muchos resultados
acerca de este tipo de dindmicas, como son los resultados sobre

comportamientos cadticos, pueden servir de gran ayuda.

o Fstudio del modelo de acoplamiento con factores monetarios

considerando mds sectores.
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tasa elevada de inflacién. Otra linea abierta es alterar estas hipotesis
escogidas para considerar, de alguna forma, las consecuencias de una

elevada inflacién en la economia.

Existen, por supuesto, muchos otros problemas abiertos relacionados con
el acoplamiento entre ciclos y el efecto del dinero sobre este fenémeno y en
la economia en general. La recopilacién anterior es simplemente una pequefia
muestra de ellos que en el futuro deseariamos seguir ampliando con nuevas

aportaciones.
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