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Resumen

La mayoria de los procesos que se dan en la naturaleza son el resultado de las
interacciones lineales y no lineales entre diversas contribuciones operando a dife-
rentes escalas espaciales y temporales. En particular, el sistema atmosfera-océano
representa un ejemplo claro de un sistema fuertemente acoplado y complejo, carac-
terizado por su dindmica turbulenta, con fluctuaciones que cubren un amplio rango
de escalas. El conocimiento del comportamiento de los procesos naturales y en es-
pecial de los fluidos ambientales, atmosfera y océano, es fundamental para el ser
humano, asi como para el resto de seres vivos, dado que gracias a ellos es posible la
vida y en ellos el hombre desarrolla infinidad de actividades. No obstante, la com-
plejidad de dichos procesos hace que su estudio se deba abordar en el dominio de
los procesos estocasticos, atendiendo particularmente a las caracteristicas relativas
a la correlacién entre observaciones separadas por diferentes intervalos de tiempo
que, salvo casos excepcionales, es un rasgo comun en los procesos naturales. En este
sentido, la dependencia a largo plazo implica la presencia de correlaciones que se
atentan muy lentamente, siguiendo una ley de potencias, permitiendo que el pasado
lejano influencie el futuro. En general, el comportamiento siguiendo leyes de poten-
cias en los estadisticos empleados para describir los patrones de las fluctuaciones
temporales de un proceso indica la presencia de una estructura fractal con invarian-
za de escalas del sistema examinado, y se manifiesta a través de comportamientos
auto-semejantes que bajo ciertas condiciones implican dependencias a largo plazo.
En este contexto, el concepto de geometria fractal adaptado al estudio de series tem-
porales proporciona un marco atractivo para el andlisis de fendmenos naturales en
numerosas ramas de la ciencia. El objetivo principal del presente trabajo consiste en
identificar la existencia, o no, de comportamientos estadisticamente auto-semejantes
y de dependencia a largo plazo en series temporales de procesos fSicos en el océano,
mediante el analisis de la estructura monofractal y multifractal de las mismas. Para
ello se emplean las metodologias de andlisis de fluctuaciones sin tendencias (DFA)

y su extension multifractal (MFDFA).



Abstract

Most natural processes lead to complexity as a consequence of the effects of
linear and non-linear interactions over different spatial and temporal scales. A good
example of a complex system is the coupled ocean-atmosphere system, characterized
by its turbulence dynamics, which fluctuations cover a wide range of scales.

Knowledge on natural systems behaviour, especially on environmental fluid dy-
namics, is essential for human beings as well as for the rest of living organisms.
Many human activities take place on the oceans and thanks to them life is possible
on Earth. However, complexity forces the research perspective to be within the fra-
mework of stochastic processes, specially attending to correlation properties among
observations separated by different temporal periods, which, except for some rare
cases, is a common characteristic of natural phenomena.

Long range correlations refer to the slow decay of the temporal correlation fun-
ction, allowing the far away past to influence the future, rather than being indepen-
dent of it. In general, processes with power law decaying statistics point to fractal
structures with scale invariance that reveals itself through self-similar behaviours,
which under certain circumstances are long range dependent. In the time series
analysis context, fractal geometry provides an interesting framework to study natu-
ral phenomena.

The aim of the present work consists on identifying statistical self-similar beha-
viours and long range correlations in time series resulting from physical processes
in the ocean, through the analysis of mono- and multifractal structures by means of

the detrended fluctuation analysis, DFA, and its multifractal extension, MFDFA.
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Capitulo 1

Introduccion

La mayoria de los procesos naturales son el resultado de interacciones li-
neales y no lineales entre numerosas contribuciones, o componentes, operando a
diferentes escalas espaciales y temporales. Por ello, en general, los procesos natura-
les presentan patrones de comportamiento muy complejos. En particular, el sistema
atmoésfera-océano representa un ejemplo tipico de sistema fuertemente acoplado y
se caracteriza por exhibir una dindmica turbulenta, de modo que los procesos fisicos
que ocurren en dichos fluidos ambientales tienen un caracter intrinsecamente tur-
bulento, con fluctuaciones que cubren un rango amplio y practicamente continuo de
escalas espaciales (desde la escala global hasta la disipativa) y temporales (desde
fracciones de segundo hasta décadas). Lo anterior es particularmente cierto en la su-
perficie del océano, interfase entre estos dos medios, donde su acoplamiento mutuo
es especialmente notable.

El avance en el conocimiento del comportamiento de estos medios fluidos resulta
de enorme importancia para el ser humano, asi como para el resto de los seres vivos,
dado que gracias a ellos es posible la vida y en ellos el hombre desarrolla infinidad
de actividades. No obstante, la citada complejidad de los procesos naturales, en
particular, de los procesos fisicos que tienen lugar en la atmésfera y en el océano,
hace que su estudio mediante el uso de modelos deterministas, derivados a partir de
las leyes fundamentales de la mecanica de los fluidos geofisicos, no resulte una via
especialmente 1til. En consecuencia, la aproximacién mas comtun para su estudio
es la de obtener series de observaciones experimentales a lo largo del tiempo y

examinar sus caracteristicas en el dominio de los procesos estocésticos, considerando



2 Introduccion

dichas series como representativas del proceso bajo las suposiciones de ergodicidad

y estacionaridad.

Las principales caracteristicas de la componente estocastica de una serie tempo-
ral, obtenida tras eliminar las tendencias y patrones ciclicos presentes en la misma,
son la funcion de densidad de probabilidad y la correlacién entre observaciones se-
paradas por diferentes intervalos de tiempo. La funcién de densidad de probabilidad
aporta informacién sobre la frecuencia de ocurrencia de los diferentes valores adop-
tados por la variable observada, pero carece de informacién relativa a la posible
dependencia entre tales valores. Salvo en casos muy excepcionales, las series tempo-
rales de procesos naturales presentan un cierto grado de dependencia entre valores
adyacentes, que puede ser de caracter débil, fenémeno conocido como dependencia
a corto plazo, o fuerte, caso en el que se habla de dependencia a largo plazo, co-
rrelacion a largo plazo, o persistencia. Las correlaciones a corto plazo indican una
disminucién de la dependencia entre valores con la separacion, o desfase, temporal
entre estos, llegando a ser nula mas allda de un cierto tiempo de relajacién. Por el
contrario, la dependencia a largo plazo implica la presencia de correlaciones que se
atentian muy lentamente, permitiendo que el pasado lejano influencie el futuro. Asi,
en general, un proceso con dependencia a largo plazo se caracteriza por tener una
funcién de auto-correlacion que obedece a una ley de potencias para desfases tem-
porales largos o, lo que es equivalente, la funcién de densidad espectral de varianzas
sigue asintéticamente una ley de potencias, definida por un exponente de escala,

para las frecuencias cercanas a cero.

En general, el comportamiento siguiendo leyes de potencias en los estadisticos
empleados para describir los patrones de las fluctuaciones temporales del proceso
indica la presencia de una estructura fractal con invarianza de escalas del sistema
examinado (Gouyet 1996; Turcotte 1997), aunque pueden encontrase situaciones
particulares en las que existe una ley de potencias no relacionada con la geometria
fractal subyacente. La invarianza de escalas, entendida de forma no rigurosa, sig-
nifica que dentro de un cierto rango de escalas, acotado por un limite superior y
otro inferior, no es posible identificar una escala caracteristica o que desempene un
papel preponderante. Los comportamientos a diferentes escalas son en cierto sentido

equivalentes, y pueden ser expresados por una propiedad de invarianza de escalas u



operacién de renormalizacion.

La invarianza de escalas se puede manifestar a través de comportamientos auto-
semejantes (dos subconjuntos de un todo observados a diferentes escalas son idénti-
cos, bien de forma exacta o estadisticamente) que bajo ciertas condiciones implican

dependencias a largo plazo.

No obstante, aunque la auto-semejanza estadistica, o invarianza de las propie-
dades estadisticas de un proceso con la escala, es un rasgo distintivo de los procesos
fractales, no representa un requerimiento. Ademsds, la auto-semejanza de un proceso
no implica la existencia de dependencias a largo plazo en el mismo, ni la depen-
dencia a largo plazo conlleva necesariamente asociada la auto-semejanza del mismo.
Sin embargo, Mandelbrot & Van Ness (1968), proporcionaron la conexién entre los

procesos auto-semejantes y la dependencia a largo plazo en series estacionarias.

En definitiva, el concepto de geometria fractal adaptado al estudio de series
temporales esta fuertemente relacionado con la invariaza de escalas y la existencia
de dependencias a largo plazo y proporciona un marco atractivo para el analisis de
fenémenos naturales en numerosas ramas de la ciencia. No obstante, es importante
tener en cuenta que aunque para caracterizar el comportamiento de determinados
procesos es suficiente con un tnico exponente de escala, en cuyo caso se habla de
proceso monofractal, en las dos tltimas décadas se ha puesto de manifiesto que
para describir univocamente las caracteristicas de escala de series temporales de
numerosos procesos naturales se requiere el uso de multiples exponentes de escala,

indicando una naturaleza multifractal del proceso.

Durante las tres ultimas décadas, el nimero de trabajos examinando la existen-
cia de estructura fractal en series temporales correspondientes a una gran cantidad
de procesos naturales, asi como en las ciencias sociales, ha aumentado significativa-
mente. En particular, esto ha ocurrido en varias areas de la Geofisica, tales como
la Sismologia, la Hidrologia, la Meteorologia y la Climatologia. Sin embargo, no ha

ocurrido lo mismo en el campo de la Dindmica Marina.

En consecuencia, el objetivo principal del presente trabajo consiste en identificar
la existencia, o no, de comportamientos estadisticamente auto-semejantes y de de-
pendencia a largo plazo en series temporales de procesos fisicos en el océano, sobre

diferentes escalas temporales, mediante el andlisis de la estructura monofractal y
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multifractal de las mismas. Los procesos examinados son la temperatura superficial
del mar, en la region oceanografica del Sureste del Atlantico Norte, la energia cinéti-
ca turbulenta, en la zona del Giro Subtropical situada bajo la infuencia directa de
la Corriente de Canarias, la intensidad de las corrientes, en una estacién de medida
localizada en la llanura abisal de Madeira, y la altura de ola significativa, en el Mar
de Noruega. La seleccion de estos fendmenos obedece a su importancia relativa en
el contexto de la dindmica ocednica y al reducido nimero de contribuciones sobre
las mismas en este contexto.

Para ello se emplean las metodologias de andlisis de fluctuaciones sin tenden-
cias (DFA) y su extensién multifractal (MFDFA), que son aplicadas en el dominio
del tiempo y representan procedimientos bien establecidos y aceptados como ade-
cuados para tal fin. Con el fin de examinar la importancia relativa de los efectos
de persistencia y la de posibles efectos no lineales en el comportamiento multifrac-
tal, se examinan las caracteristicas de réplicas de las series temporales analizadas,
generadas mediante procedimientos de aleatorizacién, o desordenamiento, de series
temporales, aleatorizacion de las fases en el dominio frecuencial, ademas de examinar
el comportamiento de versiones diferenciadas de las series originales denominadas
series de volatilidades.

El trabajo esta organizado del siguiente modo. En el siguiente capitulo, se presen-
tan de forma breve los fundamentos basicos de la teoria de los procesos estocésticos,
los conceptos de fractalidad, auto-semejanza, dependencia a largo plazo y multi-
fractalidad en series temporales. En el capitulo 3 se examina la existencia de com-
portamiento fractal, en términos de auto-semejanza estadistica, o de invarianza de
escalas, de diversos procesos fisicos oceanicos. En concreto, se examinan las carac-
teristicas fractales de la temperatura superficial del mar (seccién 3.1), la energia
cinética turbulenta (seccién 3.2), la intensidad de las corrientes marinas (seccién
3.3), y la altura de ola significativa (seccién 3.4). En cada una de estas secciones se
incluyen los resultados y conclusiones alcanzadas, que se presentan de forma general
en el capitulo 4, conjuntamente con las sugerencias de posibles trabajos futuros que

se podrian abordar.



Capitulo 2

Fenémenos de escala: Analisis

Monofractal y Multifractal

Desde la antigiiedad, la necesidad de explicar y entender el mundo que nos rodea
llev6 a generar herramientas y modelos simplificados de la realidad, reduciendo maés
y mas el nivel de detalle para asi abordar el entendimiento de nuestro entorno. Sin
embargo, no se debe obviar que la realidad de los sistemas y fenémenos naturales
es mucho més compleja. Los sistemas complejos son dinamicos, no estacionarios
y evolucionan de manera no lineal, tal que su comportamiento esta basado no en
un patron determinado, sino en la interaccién de los procesos que lo conforman.
Generalmente, se asumen restricciones lineales, aunque el sistema sea no lineal, ya
que los modelos lineales son mas faciles de trabajar, y consecuentemente son los
mas utilizados. Sin embargo, se ha demostrado que en la modelizacion de procesos
complejos, donde un fenémeno macroscopico puede ser el resultado de la interaccion
de varios procesos microscopicos, se requiere de un nuevo marco que permita plantear
modelos validos de evolucion y desarrollo a lo largo del tiempo, capaces de lidiar
con estas caracteristicas particulares (Stanley 1999).

Debido a la naturaleza aleatoria y la alta complejidad que presentan la mayor
parte de los fendmenos que se dan en la naturaleza, una caracterizacion deterministi-
ca de los mismos no resulta apropiada. En general, para abordar el tratamiento de
variables aleatorias que evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de acuer-
do a unas leyes no deterministicas, es necesario recurrir a la teoria de los procesos

estocdsticos (Bendat 1971).
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2.1. Fundamentos Teodricos

En esta seccion se detalla el tratamiento de este tipo de procesos y se establece
los criterios bajo los cuales se puede considerar que un proceso estocastico natural
es estacionario. Asimismo se introduce el concepto de auto-semejanza, que describe
el fenémeno por el cual ciertas propiedades de un proceso estocastico no cambian
estadisticamente, independientemente de la escala espacial o temporal. A su vez, este
concepto esta intimamente ligado con la estructura fractal de las series temporales
y con la dependencia a largo plazo o persistencia, nociones que se detallan al final

de esta seccidn.

2.1.1. Procesos estocasticos

A partir de lo anteriormente comentado, resulta razonable considerar las fluc-

tuaciones de las variables oceanograficas en un punto e instante dados,
X (wo,y0,t:) = X (ts)

como variables aleatorias. Es decir, al medir, por ejemplo, el valor de la temperatura
de la superficie del mar en un instante ¢; se obtiene un valor que no es mas que uno
de los infinitos posibles valores que se podian haber observado, de entre el espacio
muestral de la variable. En consecuencia, al medir un registro de temperaturas du-
rante un periodo de tiempo determinado se obtiene una sucesién de valores, X @ (t),
que representa una de las infinitas posibles secuencias que se podian haber dado, tal
como se ilustra en la figura 2.1 Cada una de estas secuencias recibe el nombre de
realizacion del proceso, y el conjunto de todas las realizaciones recibe el nombre de
ensemble.

Una definicién maés estricta de proceso estocastico (en adelante, p.e.) puede ob-
tenerse teniendo en cuenta que en el conjunto de realizaciones mostrado en la figura
7 para cualquier valor dado de ¢ se tiene una variable aleatoria (en adelante, v.a.).
Asi, un p.e. denotado por {z(t),t € T}, puede ser definido como una familia de
variables aleatorias z(t), donde el parametro ¢ pertenece a un determinado conjunto
indice T . Nétese que, aunque a lo largo de este documento el parametro ¢ representa

el tiempo, en general éste puede ser otro pardmetro, o conjunto de parametros.
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fm |

Figura 2.1: Tlustracién del conjunto de realizaciones de un proceso estocastico.

Para caracterizar la variacién espacial y temporal de cualquier variable ocea-
nogréfica, el p.e. a tener en cuenta serd X (Z,t);7 € X,t € T, donde & representa
el vector de posicion. Es importante mencionar que si el parametro considerado, t,
tiene como rango de existencia toda la recta real, el p.e. recibe el nombre de proceso
de pardametro continuo (tiempo continuo), mientras que si sélo toma un conjunto
discreto de valores es denominado como p.e. de pardmetro discreto (tiempo discre-
to). Ademas, las v.a. definidas para cada valor de ¢ pueden ser discretas o continuas.
En consecuencia, podemos distinguir cuatro tipos de p.e.: (a) discretos de variable
discreta, (b) discretos de variable continua, (c¢) continuos de variable discreta y (d)

continuos de variable continua.

La mayoria de los procesos aleatorios encontrados en geofisica son p.e. continuos
de variable continua. Sin embargo, el almacenamiento de las observaciones en so-
porte digital y su procesamiento mediante técnicas computacionales hace necesario
discretizar las senales analégicas correspondientes, convirtiéndose asi en p.e. discreto
de variable continua.

En principio, las propiedades estadisticas de un fenémeno aleatorio deben ser
obtenidas con respecto al ensemble. Sin embargo, resulta evidente que al realizar

medidas experimentales sélo se puede obtener una de las posibles realizaciones del
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proceso, es decir, en cada instante se obtiene un 1nico valor. No obstante, admitase
por un momento que se han obtenido todas las posibles realizaciones de un p.e.
{x(t)}, con realizaciones X (t), (i = 1,2,--- ,00), tal como el ejemplo ilustrado en
la figura[2.1] En un instante dado, ¢ = t;, el proceso se convierte en una v.a. continua,
X (t;), denotada como X;, y en cualquier otro instante, t = ¢;, se tendra otra v.a.,
X (t;), designada por X;. El comportamiento estadistico de cualquiera de las v.a., por
ejemplo X;, esta gobernado por su funcion de distribucion de probabilidad acumulada

(FDP), o simplemente funcidn de distribuciéon, dada por

F(z) = Prob[X; < z] (2.1)

o, de forma equivalente, por la funcion de densidad de probabilidad (fdp), f(x),
definida por

F(z) = /f(a:)dw (2.2)

A partir de la cual es posible definir el momento de orden r respecto al origen (x = 0)

de dicha v.a. como

[e.e]

my = B[X7] = / o f(2)da (2.3)

— 0o
donde E[ | representa el operador esperanza matematica, e implicitamente expresa
promedios calculados a través del conjunto de realizaciones. De especial interés son
los momentos de orden uno y dos. El primero de ellos, representa el valor medio de

X;, designado por ji,

o0

pe=EX) = [ af(a)is (2.4)

—00

El segundo, es el valor medio cuadratico de X,

E[X?] = / 2 f(2)da (2.5)

cuya raiz cuadrada positiva recibe el nombre de raiz media cuadrdtica.
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De modo andlogo, se definen los momentos respecto a la media, o momentos

centrales, de orden r como

o0

m:EK&—mﬂzfm—Mﬁmwx (2.6)

—00

En particular, el momento central de orden dos es la varianza, designada por o2

oo

oy =2 = E [(Xi — p)’] = /(fc — o) f(x)da (2.7)

—00
Por otro lado, el comportamiento estadistico conjunto de dos v.a., X(t;) = X; y
X(t;) = Xj, (v.a. bidimensional), queda caracterizado por su funcion de distribucion

de probabilidad conjunta (FDPC), bidimensional, dada por

F(XZ,X]) = PT’Ob[XZ S ZEZ‘,XJ’ S IL‘]‘] (28)

o por su funcidn de densidad de probabilidad conjunta (fdpc) bidimensional, f(x;,x;),

definida por

P6X) = [ [ faa)dods; (2.9

a partir de la cual se definen los momentos de orden q y r, respecto al origen (x; =

0,z; = 0), de una v.a. bidimensional, como

E[X!X] / / (@i, x;)dx;dx; (2.10)

—00 —0OQ0

y los momentos centrales de orden q y r como

Kgr = E [(Xz - M:cl) ( ,ux] / / Ma:l - Ma:J-)r f(xza xy)dxzde

(2.11)
Un caso particular de especial interés es el momento central de érdenes g =1 =1,
que recibe el nombre de covarianza, denotada por C'ov[X;, X,], o simplemente como

C(X;, X;), y viene dada por
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p = C(Xy, X;) = E [(Xi — pta,) (X5 — fha;)] (2.12)

o bien, en funcién de los momentos respecto al origen,

C(Xian) =F [(Xi - /ixi) (Xj - ij)] = E[Xin]—Mmej = 11 —"M10Mo1 (2-13)

Dado que el p.e. {X(t)}, estd constituido por un conjunto de n wv.a., asocia-
das a los instantes, t1,ts, - ,t, (n — 00), cada una de las cuales estd gobernada
por su correspondiente fdp, el p.e. quedara completamente especificado, en sentido

estadistico, si la FDPC' n-dimensional,

Flzy,x9, -+ x,] = Prob| X (t1) < x1, X(t2) <z, , X(t,) < ) (2.14)

o bien la fdpc n-dimensional,

flen, oo, @y (2.15)

de las n v.a. X (t1), X(t2),--- X(t,) es conocida para todos los instantes t1,tg, - - - t,.
En consecuencia, en general, la especificacion completa de un proceso estocastico es
extremadamente compleja, si no imposible.

En definitiva, a la hora de caracterizar un p.e. se plantean dos problemas prin-
cipales. En primer lugar, su completa caracterizacion implica la determinacion de
la fdpc n-dimensional. Por otro lado, las distintas fdp, tanto univariadas como con-
juntas (de orden 1,2,--- ,n) deben ser evaluadas haciendo uso de todas las posibles
realizaciones del proceso, mientras que en la préactica sélo se puede disponer de
una de ellas, la observada experimentalmente. Esta realizacion tendra duracién fi-
nita y, en general, estard compuesta por valores para instantes de tiempo discretos,
{to,t1,1a,...,tx }, de modo que t;; = t; + At, donde At es un valor constante. En tal

caso, la realizacion esta representada por una serie temporal de valores equidistantes.

2.1.2. Estacionariedad y ergodicidad

No obstante, ademas de en funcién de la continuidad, o no, del parametro inde-

pendiente, ¢, y la v.a., los p.e. pueden ser clasificados en términos de su reqularidad
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estadistica. Segin esta clasificacién los procesos aleatorios pueden ser estacionarios
v no estacionarios.

De acuerdo con lo comentado anteriormente, la FDPC de orden n de un p.e.
F(xy, 29, - ,xp;t1,te, -+ ,t,) posee, en general, una dependencia explicita con los
valores de los pardmetros temporales t,to, - - - ,t,. Es decir, el comportamiento es-
tadistico del proceso es funcion del origen absoluto de tiempos considerado. Esta
clase de p.e. recibe el calificativo de no estacionarios. Es importante resaltar que
la mayor parte de los fenémenos fisicos de naturaleza aleatoria pertenece a este
grupo. En particular, las variables oceanograficas que se estudian en este trabajo
suelen comportarse como un proceso no estacionario. Sin embargo, bajo determina-
das condiciones, las propiedades estadisticas de los fenémenos aleatorios, no varian
significativamente en funcién del tiempo, al menos en un intervalo temporal adecua-
do. Es decir, a pesar de su naturaleza aleatoria, las distribuciones de probabilidad
asociadas no se ven sustancialmente modificadas por una traslacién arbitraria res-
pecto al parametro tiempo. Este tipo de procesos recibe el nombre de estacionarios.

La definicién estricta de estacionariedad requiere que las FDPC, o equivalente-

mente las fdpc, del proceso sean invariantes en el tiempo. Es decir,

F(X(t1)7X(t2>7 JX(tn);tlat%'" 7tn) -
(2.16)
F(X(t1+7)7X(t2+7—)a 7X(tn+7—);t1+7—at2+7—7"' 7tn+7—)

para cualquier instante ¢ e intervalo temporal 7. En otras palabras, para un p.e.
estacionario la dependencia de sus FDPC con el tiempo es tnicamente a través
de sus diferencias, 7, pero no del origen absoluto de dicho pardametro. Cuando un
p.e. verifica dicha condicién se dice que es estrictamente estacionario, o fuertemente
estacionario.

La independencia respecto al origen de ¢t debe verificarse para las sucesivas FDPC
de orden superior. Sin embargo, ya se ha indicado que para un problema fisico dado,
el calculo de las FDPC( hasta el orden n-ésimo es dificilmente realizable.

Asi, para poder abordar el problema desde un punto de vista préctico se sue-

le suavizar esta condicion introduciendo el concepto de estacionariedad en sentido
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amplio o de segundo orden.

En particular, la estacionariedad de primer orden implica que

flat) = fla(ti + 7)) = f(z) (2.17)

para cualquier valor de 7. Es decir, la fdp univariada es equivalente para cualquier

instante de tiempo. Por otro lado la estacionariedad de segundo orden implica que

f(ts), x(ty)) = flalt +7),2(t; + 7)) (2.18)

para cualquier valor de 7. Nétese que la condicion anterior no implica una inde-
pendencia de la fdp de segundo orden respecto al tiempo. La independencia es
con relacion al origen de tiempos, pero no con respecto a las diferencias tempo-
rales 7. Asi, considerando dos instantes de tiempos cualesquiera, ¢, y t,, tales que

ty —tp =t; —t; = 7, se deberd verificar que

fa(t), x(ty) = fa(ty), x(ty)) (2.19)

Condicién que sélo es cierta si la fdpc inicamente es funcién de 7, es decir

f(ts), x(ty) = [(a(ty), 2(ty)) = f(wi,25,7) (2:20)

Un proceso que verifica las condiciones dadas por y[2.20}, se dice estacionario
de segundo orden. No obstante, en la practica, la condicién de estacionariedad se
suele establecer atendiendo tinicamente a los momentos de primer y segundo orden.

Naturalmente, para un p.e. {x(t)} que satisface la condicién se tiene que

Bla(t)] = / v f (@ (t))das — / 2 f(@)dz; = Elz] = (2.21)
y también
E [(olt) — Elo)]?] = [ [(o6) = o ] £Gat)dns = [ (wimpin P ()i =

(2.22)

Si dicho p.e. satisface, ademds, la condicién [2.20] se tendra que,
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Cla(t),x(t;)) = El(@(t) = pa) (2(t;) = pa)]

— 24 ] alt)elty) (ol olty)duida,
= (2.23)
= ui+f f i f (g, x5, 7)dxde;

—00—00

= C(r) = R(r) = i

xT

para todo 7, donde la funcién de auto-correlacion, R(7), es definida como

R(1) = / / z;ixj (@i, x;, 7)drde; = C(1) + w2 (2.24)

—00 —0O0
De acuerdo con los resultados anteriores, si para un proceso aleatorio se verifican
las siguientes condiciones

(

|E {a(t)}

Uz constante < oo

E(x(t;) — pa) (x(t;) — pe)] = 02 constante < oo (2.25)

E{x(t)z(t))} =R(t; —t;) = R(1) <o0

éste recibe el nombre de p.e. débilmente estacionario, estacionario en sentido amplio,
o estacionario en la covarianza.

Es obvio que cualquier p.e. estacionario en sentido estricto, es decir, que verifique
la condicién [2.17, y cuyos momentos hasta el segundo orden existen (son finitos),
es también débilmente estacionario. Sin embargo, en general, la relacion inversa no
es cierta. En realidad, ésta soélo es cierta en casos muy particulares, tal como en el
caso de los procesos aleatorios Gaussianos, cuyas fdpc quedan determinadas para
cualquier orden sé6lo con la media y la covarianza.

Es decir, un proceso estocastico débilmente estacionario y Gaussiano también es
estrictamente estacionario.

En definitiva, admitiendo la estacionariedad del proceso, al menos en sentido
amplio, el problema de la estimacién de la funcién de densidad de probabilidad
conjunta n-dimensional, se reduce a la obtenciéon de los momentos estadisticos de

primer, ., y segundo orden, o2, y C(7).
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Estos estadisticos deben ser estimados mediante promedios aplicados sobre el
conjunto de realizaciones, o ensemble, del proceso en instantes especificos de tiem-
po. Sin embargo, ya se ha indicado que, en la practica, sélo es posible obtener una
de las posibles realizaciones. El procedimiento usual para aliviar este problema con-
siste en admitir que el registro temporal (realizacién) obtenido experimentalmente
corresponde a un p.e. ergddico. De forma simple, un proceso ergodico es aquel para
el cual los estadisticos obtenidos mediante promedios temporales sobre una tunica
muestra del proceso son aproximadamente iguales a los obtenidos mediante prome-
dios sobre el ensemble. En otras palabras, los estadisticos calculados sobre diferentes

realizaciones no difieren.

De forma intuitiva, puede decirse que en un proceso ergodico la realizacion ob-
servada *) es estadisticamente representativa de todas las demés del ensemble. En
consecuencia, en un proceso ergddico, x(t), el valor medio temporal, la varianza y la
covarianza, asi como otras propiedades obtenidas mediante promedios temporales,
son iguales a los correspondientes promedios evaluados sobre el ensemble. Es im-
portante notar que si un proceso es ergodico también debe ser estacionario, pero un

proceso aleatorio estacionario no tiene porqué ser ergédico.

Los procesos ergddicos son una clase bastante especial dentro del conjunto de los
p.e., dado que todas sus propiedades pueden ser determinadas realizando promedios
sobre una unica muestra. Afortunadamente, en la practica los datos aleatorios que
representan fenémenos fisicos estacionarios son generalmente ergédicos. Por ello, en
general, en el andlisis de datos experimentales correspondientes a procesos fisicos se
asume la ergodicidad del proceso subyacente, de modo que las propiedades estadisti-
cas del mismo pueden ser evaluadas a partir de un unico registro. En consecuencia,
en lo sucesivo los registros experimentales medidos y simulados seran considerados

como muestras de un proceso ergodico.

Es necesario destacar que en procesos reales, la no estacionariedad suele ser la
regla y la estacionariedad la excepcion. Nétese que, generalmente, los parametros
que gobiernan los procesos naturales dependen del tiempo y, aunque esta depen-
dencia sea muy débil y se haya hecho lo posible por eliminarla, son procesos no
estacionarios. Por otro lado, teniendo en cuenta que, para una serie temporal fini-

ta, la estacionariedad estricta no se puede probar analiticamente por lo comentado
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anteriormente, lo natural seria admitir no estacionariedad.

2.1.3. Auto-semejanza

El concepto de estacionariedad, que implica invarianza temporal de los estadisti-
cos de un proceso, es basico en el estudio de los p.e. Asimismo, la invarianza de escala
o auto-semejanza también estd presente en muchos fenémenos y procesos naturales
(textura del paisaje, fenémenos de turbulencia, transmisién de informacion en redes
de comunicacién, etc.).

Los procesos auto-semejantes son procesos estocasticos invariantes en su distri-
bucién bajo un cambio adecuado de escala temporal y/o espacial, lo cual implica la
preservacion de algun tipo de patréon de comportamiento a través de varios érdenes
de magnitud. Esta invariancia de escala se pone de manifiesto cuando algtin obser-
vable sigue una ley probabilistica de potencias. Las leyes de potencia a su vez, al
permanecer invariantes bajo cambios de escala, hacen que todas las escalas partici-
pen en la dindmica de dichos sistemas o procesos.

Los primeros articulos que trataron este tipo de procesos dandoles un tratamien-
to probabilisitico riguroso se deben a Lamperti (1962), quien introdujo el concepto
de proceso semi-estable. Posteriormente, a finales de los anos 60, Mandelbrot rebau-
tiz6 este tipo de proceso como proceso auto-semejante, y fue pionero en su aplicacién
al estudio de fenémenos invariantes en escala.

Estrictamente un p.e., {z(t),t > 0}, es auto-semejante, (en adelante s.s.) si para

cualquier constante a > 0, existe b > 0 tal que

z(at) < ba(t) (2.26)

donde < implica igualdad de las distribuciones de probabilidad finito dimensionales.
Por otro lado, se dice que {z(t),t > 0} es estocdsticamente continuo en ¢ si para

cualquier € > 0

lim P {[z(t + h) = 2(t)] > €} =0 (2.27)

Por tanto, segin Lamperti (1962), si {z(t),t > 0} es estocdsticamente continuo

ent =01y s.s., entonces existe un unico exponente H > 0 tal que b en la ecuacién



16 Fenomenos de escala: Analisis Monofractal y Multifractal

se puede expresar como b = a’’. Ademas, H > 0 si y solo si X(0) = 0.
Generalmente, un p.e., {z(t),t > 0}, continuo es exactamente s.s. si existe H > 0

tal que para cualquier a > 0,

z(at) £ aPx(t) (2.28)

donde H es el indice de auto-semejanza, que también se denomina exponente de
escala del proceso, o exponente de Hurst, en honor al hidrélogo britanico H.E. Hurst.
Obviamente un proceso que satisface la ecuacion [2.28 nunca sera estacionario ya
que esto implicarfa z(t) = z(at). Generalmente se asume que el p.e. x(t) tiene
incrementos estacionarios.

No obstante, las series temporales reales medidas en la naturaleza constituyen
procesos discretos. En este caso la auto-semejanza se define de la siguiente manera
(Adler et al. 1998). Sea una secuencia de valores estacionaria, Y = {Y(i),i > 1}, y

sus correspondientes secuencias agregadas con nivel de agregacién m,

Y(m)(k):l Zm: Y(i), k=12, .. (2.29)

m
i=(k—1)m+1
obtenidas a través de la divisién de la serie original, Y, en segmentos no solapados
de igual longitud, m, y promediando sobre cada uno de ellos. Si Y es el proceso

formado a partir de los incrementos de otro p.e. s.s. definido como en [2.28] entonces

y Lpli-Hym ez (2.30)

Es decir, una secuencia discreta Y = {Y(i),7 > 1 se denomina exactamente s.s. si
satisface la ecuacién para cualquier nivel de agregacion m. Por otro lado, una
secuencia estacionaria como la anterior, se dice que es exactamente s.s. de segundo
orden, (Cox, 1984), si m'"#Y (™ ¢ Y son indistinguibles al menos con respecto a
sus propiedades de segundo orden para todo m. De forma analoga, una secuencia
estacionaria es asintéticamente s.s. de segundo orden si m'~7Y (™ tiene la misma
varianza y funcion de auto-correlacion que Y, para m — oo,

lim R™ (1) = R(7) (2.31)

Es importante destacar que los procesos estocasticos asintéticamente s.s. de segundo

orden reciben también el nombre de procesos con dependencia a largo plazo en
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adelante d.l.p. Se debe resaltar que esto es cierto s6lo para procesos asintéticamente
auto-semejantes de segundo orden y no para todo tipo de procesos s.s. Esta idea
es fundamental ya que las propiedades de auto-semejanza y de dependencia a largo
plazo no son equivalentes, aunque en numerosas ocasiones se usan de forma errénea
como si lo fueran (Leland et al. 1994).

En este caso, los procesos agregados, Y™ poseen una estructura de correlaciéon
no degenerada si m — 0o, o dicho de otro modo, la funcién de auto-correlacion se
preserva independientemente de la escala temporal. Para series temporales, todo lo
anterior se traduce en que la distribuciéon de un segmento de serie puede obtenerse
a través de un intervalo que cubra un lapso de tiempo menor, al multiplicarlo por
una razon de proporcionalidad.

Un modo alternativo de definir los procesos estocasticos asintéticamente s.s. de
segundo orden es en términos de su funcién de densidad espectral (Davis et al. 1994).
En tal caso, un proceso estocastico se dice asintéticamente s.s. de segundo orden si

su funcién de densidad espectral satisface

S(f) ~ |7 (2.32)

Luego, dependiendo de si el proceso estocastico considerado es estacionario o no, la
relacién entre el exponente de escala, H, con [ sera diferente. Asi para procesos no

estacionarios (Gilmore et al. 2002),

S(H~|fP", 1<p=2H+1<3 (2.33)
mientras que para procesos estacionarios,

S(H~|fP", —1<pf=2H-1<1 (2.34)

Un ejemplo tipico de proceso s.s. es el denominado proceso de tipo f~#, intro-
ducido por Mandelbrot & Van Ness (1968) quienes lo denominaron ruido tipo 1/fo
ruido fraccionario. La forma que adopta la funcién de densidad espectral de poten-
cia depende del valor de 5. Asi, 8 ~ 1 se corresponde con un ruido rosa, 8 ~ 2 con
un ruido marrén, denominado asi en honor a Robert Brown (1828) y 3 ~ 0 con un

ruido blanco.
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2.1.4. Estructura fractal

Un fractal es, por definicion, un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch

es estrictamente mayor que su dimension euclidea.

Benoit Mandelbrot (1967)

Basicamente, el término fractal se refiere en primera instancia a la dependencia
existente entre una medida y la escala utilizada para obtenerla. La dimensién fractal,
D, sera, por lo tanto, una estimacion del grado de irregularidad de un determinado
objeto o proceso. Un objeto, sistema o proceso se considera que es un fractal si
posee: dimension fractal y auto-semejanza. En la literatura cientifica al respecto,
los conceptos de auto-semejanza y fractalidad se emplean, generalmente, como si
fueran sinénimos, no obstante cabe destacar que la auto-semejanza no es mas que
una caracteristica que presentan los fractales. La mayoria de estructuras o procesos
que existen en la naturaleza son estocasticos y poseen, dimension fractal y auto-
semejanza.

La dimension fractal a diferencia de la dimensién topoldgica, estda determinada
por como un objeto llena su propio espacio. En el caso de una curva, seria una
forma de medir su rugosidad. Su valor puede ser entero, en cuyo caso es equivalente
a la dimension euclidea, pero en general, serd un valor fraccionario, de ahi el origen
del término. La dimensién fractal puede ser definida analiticamente mediante la

expresion,

N(E)xe™® &0 (2.35)

donde N es el numero de fragmentos con una dimension caracteristica ¢ (Mandel-
brot 1982). En general, todas las dimensiones fractales, i.e. euclidea, Haussdorf-
Besicovitch, Minkowski, etc, son conceptualmente equivalentes, sin embargo las me-
todologias para su obtencién difieren, lo que puede hacer que existan ligeras varia-
ciones entre unos resultados y otros. La dimensién de Hausdorff-Besicovitch es para
la mayoria de fractales coincidente con las demas dimensiones, que ademé&s son méas
sencillas de calcular.

Un ejemplo clasico de una estructura fractal en una dimension se muestra en la

figura [2.2] la isla de Koch. Para su construccién se parte de una estructura elemen-
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tal, aqui un tridangulo equilatero. Luego, cada lado del tridngulo se divide en 3 partes
iguales y el segmento central se remplaza por dos segmentos de igual longitud ha-
ciendo un dngulo de 60°, formando de nuevo un trigngulo equildtero como el inicial
pero mas pequeno. La operacion se repite sucesivamente, de forma que, el nimero
de elementos crece un factor 4 con cada iteraciéon, mientras que cada segmento se

hace 3 veces menor, asi

_log(N) _ log(4)
log(e)  log(3)
Desde el punto de vista del concepto de la auto-semejanza, la isla de Koch pre-

D= ~ 1,26 (2.36)

senta una similitud a diferentes escalas que es exacta. Por el contrario, en el caso
de la longitud de la costa de Fuerteventura, figura [2.3] esta similitud es estadistica.
Es decir, un trozo del perimetro de la isla de Koch es idéntico al todo, independien-
temente de la escala. En el caso de Fuerteventura existen limites, el maximo es el
tamano de la isla frente al caso de Koch, donde la construcciéon puede extenderse
hasta el infinito. Esto es una caracteristica que diferencia a los procesos fractales
naturales de los ideales. Al medir el perimetro de, por ejemplo la costa majorera,
obtendremos un valor u otro dependiendo del instrumento de medida. La isla de

Koch encierra un area finita en un perimetro infinito.

Figura 2.2: Tlustracién de la construccién de la isla de Koch. (Papadopoulos et al.

2007)
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Figura 2.3: Tlustracién de la medida del perimetro de la costa de Fuerteventura con

tres escalas diferentes.

Rigurosamente hablando, el concepto de auto-semejanza se aplica solo a frac-
tales matematicos que surgen de la iteracién de férmulas sencillas pero que llevan
a estructuras muy complejas, como la isla de Koch. Por otro lado, en los fractales
que se encuentran en la naturaleza se aplica el concepto de auto-afinidad, ya que
su estructura fractal es solamente estadistica y poseen, en consecuencia, una escala
que no tiene las mismas propiedades en todas las dimensiones de andlisis, es de-
cir, es anisotrépica (Feder 1988). En el caso de series temporales deterministas se
debe hablar de auto-semejanza, mientras que al usar series de origen estocdstico
se debe hablar de auto-afinidad. Sin embargo, generalmente se emplea el término
auto-semejanza atin cuando se hace referencia a series temporales de procesos reales,
asi se hara también en este trabajo.

Teniendo lo anterior en mente y de forma analoga, un proceso fractal sera aquel
en el que un mismo proceso elemental tiene lugar a distintas escalas temporales. Asi,
para el intervalo de escalas analizadas, los estadisticos del proceso siguen una o varias
leyes de potencias caracterizadas por uno o varios exponentes. En consecuencia, se
distingue entre procesos monofractalesy multifractales. Los primeros presentan auto-
semejanza en toda la estructura temporal del proceso y ésta viene descrita por una

ley de potencia con un tnico exponente de escala global, mientras que las series de
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tiempo multifractales presentan diferentes estructuras auto-semejantes a intervalos
temporales locales diferentes, y vienen descritas mediante un espectro de exponentes
de escala. Ademas, cuando los estadisticos auto-semejantes son precisamente los de
segundo orden, entonces se habla de procesos fractales auto-semejantes con d.l.p.
En general, no existe ningin proceso o fenémeno en el universo que exhiba la
misma dimensién fractal en todas las escalas temporales posibles. De hecho, lo nor-
mal es que éstos se generen a partir de distintos procesos que ademas operan en
rangos temporales diferentes. Los multifractales presentan una dimension fractal
que no es constante como en la ecuacién [2.35 sino que, como se ya se comento,
tienen un amplio rango de valores, que en el limite, dan como resultado un espectro

de dimensiones D(«),

N(g) ox e P@ (2.37)

donde « se denomina exponente de singularidad o de Hélder (Falconer 1997).
En el contexto del andlisis de fendémenos naturales complejos, fue Kolmogorov
(1941) uno de los primeros en establecer una conexién entre la auto-semejanza, la

estructura fractal y la d.l.p., para explicar la evolucién de fenémenos turbulentos.

2.1.5. Dependencia a largo plazo

En apartados anteriores se comentd que los p.e. asintéticamente s.s. de segun-
do orden presentan d.l.p., propiedad que también recibe el nombre de persistencia.
No obstante, es importante destacar que esta propiedad no se verifica para todo
tipo de procesos s.s. (Cont 2005). Es decir, las propiedades de s.s. y de d.l.p., o
persistencia, no son equivalentes, aunque en numerosas ocasiones se usan de forma
errénea como si lo fueran, (Gong et al. 2005). Asi de la misma manera que existen
p.e. 8.s. que no presentan d.l.p., también los procesos con d.l.p. pueden existir sin
necesidad de que presenten auto-semejanza. En particular, la persistencia puede ser
definida como el agrupamiento temporal no periédico de eventos similares (Outcalt
et al. 1997). Como se ha visto, un p.e.s.s. presenta bajo ciertas condiciones d.l.p.,
lo que implica que la funciéon de auto-correlacién se preserva independientemente de
la escala temporal, ecuacién [2.31] Por tanto, estas caracteristicas permiten, a través

de métodos estadisticos adecuados, obtener informacién sobre las propiedades de
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correlaciéon de una serie haciendo uso de sus series agregadas, (Peng et al. 1995).
Dada su definicién, resulta légico que la propiedad de memoria larga, o persistencia,
se relacione con el comportamiento que muestran las auto-correlaciones muestrales
de ciertas series temporales estacionarias que decrecen a un ritmo muy lento. For-
malmente, siguiendo la notacién de Robinson (1994) y Baillie (1996), se dice que
una serie temporal estacionaria, z;, con funcién de auto-correlacién R(7) y densidad

espectral S(f), tiene memoria larga o d.lp. si,

» las auto-correlaciones no son absolutamente sumables, es decir, Y |R(7)| = oo

» la funcién de densidad espectral S(f), no esta acotada a bajas frecuencias, y

por tanto lim S(f) = oo,

donde f — 0T,

Existen otras formas de definir la propiedad de memoria larga. Asi por ejemplo,
Brockwell & Davies (1991) y Beran (1994) consideran que un proceso estacionario
con funcién de auto-correlacién R(7) y densidad espectral S(f) tiene d.lp. si existe

un numero real 0 < v < 1 tal que,

R(t)= 7|77 7— o0 (2.38)

o equivalentemente, si existe un nimero real 0 < § < 1 tal que

S(f)~1fI" B—0" donde ~v=1-58. (2.39)

En términos de R(7), si las auto-correlaciones son absolutamente sumables se di-
ce que hay dependencia a corto plazo, mientras que en series temporales puramente
aleatorias cada evento ocurre de manera independiente de sus predecesores, como
sucede al lanzar una moneda de forma consecutiva. En este tipo de proceso, que
suele recibir el nombre de ruido blanco la funcién de auto-correlacién es nula para
todo 7 # 0. La caracterizacién de la d.l.p. es importante para entender tanto las
propiedades estadisticas de un proceso como la dindamica basica que lo rige. Man-
delbrot & Van Ness (1968) establecen la conexién entre procesos auto-semejantes y
la dependencia a largo plazo en series temporales estacionarias a través de ruidos

Gaussianos fraccionarios. Este tipo de ruidos presenta una contribucion significativa
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en el rango de bajas frecuencias, de modo que su funcién de auto-correlacion decre-
ce a un ritmo muy lento. Este comportamiento no es compatible con los modelos
estacionarios auto-regresivos y de medias méviles (AR, MA, ARMA y ARIMA),
que imponen un decrecimiento exponencial en las auto-correlaciones, asi como la
independencia de los incrementos y por tanto, no incorporan el efecto de d.lp..
Granger (1980), Granger & Joyeux (1980) y Hosking (1981) proponen una clase de
procesos intermedios en los que el orden de integracién es fraccionario. Se trata de
los procesos auto-regresivos y de medias moviles fraccionalmente integrados, ARFI-
MA. En general, el proceso ARFIMA(p,d,q) proporciona una gran flexibilidad en
la modelizacién del comportamiento dinamico de una serie temporal, ya que permi-
te describir simultaneamente las propiedades dinamicas a largo plazo, a través del
parametro d, y la correlacién a corto plazo, a través de los parametros de la parte
ARMA del modelo. Ademas de estos, existen otros modelos paramétricos capaces
de producir memoria larga, como el ruido Gaussiano fraccionario de Mandelbrot &
Van Ness (1968), que se obtiene como los incrementos de procesos auto-semejantes,
o el modelo exponencial fraccionario (FEXP), propuesto por Bloomfield (1973). El
desarrollo y andlisis de estas herramientas se encuentra lejos de los objetivos de
este trabajo, no obstante una descripcion de éstos y otros modelos para generar y
caracterizar procesos con memoria larga puede encontrarse en Beran (1994).

En este contexto, también cabe mencionar que la d.l.p. estd intimamente ligada
a las distribuciones de cola pesada, las cuales seran mencionadas en algiin momento

a lo largo de este trabajo.

2.1.6. Colas pesadas

Dentro del marco tedrico de este trabajo, cabe mencionar que el concepto de
d.l.p. también esta intimamente ligado a las distribuciones de cola pesada. Baillie
(1996) senala que las densidades de probabilidad que presentan colas pesadas son
auto-semejantes con respecto al comportamiento de su cola, y por tanto siguen una
ley de potencias. En cambio, en distribuciones como la Gaussiana, las distribuciones
de las colas decaen mucho maés répido, siguiendo una ley exponencial (Sheluhin et
al. 2007).

En general, una variable con una distribucién de cola pesada muestra una va-
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rianza infinita. Una distribuciéon de este tipo es por ejemplo, la distribucion de
Pareto-Levy. Asi, estas distribuciones juegan un papel similar en estadistica al de
la distribucién Gaussiana, con la diferencia de que poseen colas que decaen muy
lentamente y momentos de orden dos infinitos (Lévy 1937; Feller 1971).

La familia de distribuciones estables de Lévy resulta de la suma de variables con

—I'-1 para z grandes, siendo I' el denominado indice

probabilidad proporcional a x
de Lévy (0 < I' < 2) o exponente de la distribucién. Bésicamente, no son més que
el resultado de la generalizacién del Teorema Central del Limite (Samorodnitsky &
Taqqu 1994).

Una v.a. positiva X con funcién de distribucion de probabilidad F' y cola a la

derecha, se dice que es de cola pesada, si para x > 0 la funciéon de probabilidad de

excedencia, F' =1 — F verifica que,

Prob[X > z] = F(z) = 27" L(x) (2.40)

donde I' € (0,2) y L(z) es una funcién que varia lentamente, tal que para todo
t >0,
L
m (tx)

=1 (2.41)

A medida que t — oo, aumenta la probabilidad de tomar un valor de la cola de la
distribucién, de modo que la media tiende a crecer, no converge. Ademas, si I' = 2

la distribuciéon se reduce al caso particular de una normal.

2.2. Origen de la multifractalidad

La mayoria de procesos naturales exhiben, generalmente, un comportamiento
complejo que se relaciona con la invarianza de ciertas estructuras a lo largo del
tiempo. Parte de la complejidad de dicho comportamiento se suele atribuir a la
presencia de correlaciones a largo plazo en la serie temporal, sin embargo, para
poder caracterizar de forma mas adecuada las propiedades del sistema es necesario
acudir a estadisticos de orden superior, que proporcionan informacién sobre efectos

no lineales. Asi, se distingue entre monofractales, cuyo comportamiento se analiza



2.2. Origen de la multifractalidad 25

con respecto a sus estadisticos de segundo orden, y multifractales, que requieren de

estadisticos de varios érdenes para su caracterizacion (Kalisky et al. 2005).

El comportamiento de procesos multiescala es debido, ademaés, a dos tipos dife-
rentes de multifractalidad, por un lado a una contribucion lineal y por otro, a una

contribucién no lineal.

Schreiber & Schmitz (2000) consideran que un proceso es lineal, si es posible
reproducir las propiedades estadisticas del mismo a partir, inicamente, del espectro
de potencia y de su distribucién de probabilidad. Si no, éste es no lineal. Asi, las series
temporales con propiedades fractales muestran, generalmente, un comportamiento
gobernado por las dos contribuciones (Kantelhardt et al. 2002). La parte lineal es
consecuencia, fundamentalmente, de la presencia de correlaciones a largo plazo en
las fluctuaciones, y la no lineal esta relacionada con el ancho de la distribucion de
probabilidad, o distribuciones de cola pesada. Ademas, ambas pueden ser eliminadas
de la serie original individualmente y asi, cuantificar el grado de influencia que ejerce
cada una en el comportamiento de escala de la senal. El efecto lineal se puede filtrar
mediante el método de shuffling o de reordenacién aleatoria de los datos, mientras
que en el segundo caso, es necesario acudir a técnicas de andlisis estadistico no lineal.

Generalmente, ambas contribuciones estan presentes en la serie temporal.

No obstante, el origen de la multifractalidad se ha discutido intensamente en la
ultima década, y la literatura existente resulta cuanto menos variada y dispar en las
conclusiones al respecto. Asi, Lee & Chang (2015), Lin et al. (2013), Kumar & Deo
(2009), Ashkenazy et al. (2003a) demuestran que tanto la distribucién de probabi-
lidad como las correlaciones a largo plazo conducen a propiedades multifractales.
Zunino et al. (2009) y Barunik et al. (2012), por otro lado, afirman que las distribu-
ciones de cola pesada son la causa principal de la multifractalidad. Kwapien et al.
(2005), Drozdz et al. (2009), Oh et al. (2012), Zhou (2012), De Souza et al. (2013)
y Movahed et al. (2006) aseguran que en realidad, son las correlaciones a largo pla-
7o las responsables del comportamiento multifractal. Ademds, Drozdz et al. (2009)
analizan como las series temporales que no son lo suficientemente largas, pueden
conducir a una interpretacién errénea de los resultados, confundiendo la presencia
de un efecto multifractal. Por dltimo, Drozdz et al. (2009) y Zhou (2012) también

demuestran que las propiedades de la funcién de distribucién de probabilidad afec-
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tan a la multifractalidad de la serie sélo cuando ésta presenta correlaciones a largo

plazo.

2.2.1. Evaluacién de la componente lineal

Peters (1996) sugiere un test sencillo para comprobar el grado de importancia
de la componente lineal en una serie temporal. Esta técnica también se emplea en
el analisis monofractal, para evaluar la fiabilidad de las estimaciones del exponente
de escala.

El método se denomina shuffling o scrambling y consiste en alterar el orden de los
datos de una serie temporal de forma aleatoria. Los datos son los mismos, por tanto
la distribucién de frecuencias no cambia, pero la estructura temporal de la serie si.
En estos casos, el resultado esperado al ejecutar el andlisis monofractal, es una serie
sin memoria, por tanto incorrelacionada, con un exponente de escala igual a 0,5,
andlogo al caso de un ruido blanco. Si se realiza un anélisis multifractal, el espectro
tiende a centrarse en o ~ 0,5 y a estrecharse. Estos efectos seran mas evidentes
cuando la componente lineal sea la que domine el comportamiento del sistema o
proceso. La contribucién no lineal, si estd presente, permanece y por tanto, no se
ve afectada por este procedimiento y, por tanto, permanece. Una forma de llevar a
cabo este método se basa en generar un ruido blanco y posteriormente reordenar los
valores, por ejemplo, de mayor a menor. Luego, se toma la serie temporal a la que
se le desee realizar el proceso de shuffling y se reordenan las observaciones segin el

orden del ruido blanco generado anteriormente.

2.2.2. Evaluacién de la componente no lineal
Generacion de series subrogadas

Uno de los procedimientos mas utilizados para comprobar la existencia de un
efecto no lineal en un proceso, es el de la generacion de series de datos subrogados.
Este procedimiento, desarrollado inicialmente por Theiler et al. (1992), consiste en la
generacion, a partir de una serie temporal inicial, de un conjunto de series aleatorias
de manera que éstas conserven algunas propiedades de la serie original en el dominio

temporal, pero de las que se ha eliminado la posible dependencia no lineal (Govindan
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et al. 1998).

Por definicion, una serie subrogada tiene el mismo espectro de potencia y la mis-
ma distribucion que los datos originales, pero sus fases de Fourier estan reordenadas
aleatoriamente, de tal manera que los posibles efectos no lineales desaparecen.

Los métodos mas empleados para generar series subrogadas para el analisis es-
tadistico de series no lineales son el Amplitude Adjusted Fourier Transform, AAFT,
y su modificacion iterative Amplitude Adjusted Fourier Transform, iAAFT (Schrei-
ber & Schmitz 1996). Este dltimo es precisamente el que se emplea en este trabajo.
Una revisién detallada de estas técnicas se puede encontrar también en Kaplan &
Glass (2012), Venema et al. (2006), Dolan & Spano (2001) y Schreiber & Schmitz
(2000).

Basicamente, la idea para la generacion de series subrogadas es conservar las
propiedades lineales de la serie original destruyendo al mismo tiempo la estructura no
lineal. En particular, el método de Schreiber & Schmitz (1996) permite obtener series
subrogadas con la misma distribuciéon de probabilidad y practicamente el mismo
espectro de potencia que los datos originales. La metodologia se puede resumir en

tres pasos, que se ilustran en la figurg2.4] Estos son:

1. Los valores de la serie original se reescalan, de forma que los datos estén

distribuidos segin una normal.

2. Mediante la transformada de Fourier se subroga la serie obtenida en el paso

anterior. La serie resultante mantiene el espectro de potencia.

3. Finalmente, la serie normalizada y subrogada se reescala de nuevo para que
ésta tenga la misma distribucién de amplitudes que la original, mediante una

transformada de Fourier inversa.

Los pasos 2 y 3 se repiten para asegurar que los cambios en las amplitudes al
realizar las transformadas de Fourier sean los minimos posibles. Schreiber & Schmitz
(1996) demuestran que con cada iteracién, el espectro de la serie resultante tiende
a converger al espectro de potencia de la serie original. Sin embargo, cabe destacar
que si la serie temporal no es continua y la distribuciéon de los datos presenta sin-
gularidades o transiciones abruptas, los resultados pueden ser impredecibles y por

tanto, éstos se deben interpretar con precaucién (Dolan & Spano 2001).
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Figura 2.4: ITlustracion esquematica del algoritmo iAAFT para series temporales
correspondientes al contenido de agua liquida en nubes. La columna de la izquierda es
el diagrama de flujo, en la parte central se muestra el ejemplo completo del proceso, y
a la derecha estan los histogramas de las series temporales correspondientes (Venema

et al. 2006).

Test de Volatilidad

La volatilidad es un término derivado de la economia que representa la magnitud
de cambio de una serie temporal (Liu et al. 1999). Bésicamente, dada una serie
temporal x;, la serie de volatilidad se define como el valor absoluto de los incrementos
de la serie original, es decir, |Az;| = |z;—; — x;]. Resulta obvio que generar series de
volatilidad implica filtrar de la serie original las correlaciones a corto plazo.

Se ha demostrado que las correlaciones de la volatilidad de una serie, que a su
vez, presenta correlaciones a largo plazo, reflejan el grado de no linealidad de la serie
original (Ashkenazy et al. 2003b). Esto es, las series de volatilidad asociadas a series
no lineales con correlaciones a largo plazo, segin un analisis monofractal, poseen

también correlaciones a largo plazo. En la mecanica para cuantificar, mediante el
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test de volatilidad, la contribucién no lineal en una serie temporal, se consideran los

siguientes aspectos:

1. Si la serie es en su origen monofractal y presenta d.l.p., entonces las series de

volatilidad no presentaran d.[.p..

2. Si la serie es en su origen multifractal y segin un andlisis monofractal presenta

d.l.p., entonces las series de volatilidad presentaran también d.l.p..

3. Para confirmar el punto 2, se subrogan las volatilidad de forma que, si real-
mente existe una componente no lineal, ésta debe desaparecer en los resultados

del andlisis monofractal.

2.3. Metodologias de analisis clasicas y modernas

En esta seccién, se presentan algunas de las metodologias clésicas méas relevantes
para el estudio de procesos estocasticos con propiedades fractales, haciendo especial
énfasis en los procedimientos empleados en este trabajo.

En su origen, las técnicas empleadas asumian que las series temporales eran
periddicas y lineales y asi, la gran mayoria de estudios relacionados estuvieron cen-
trados, basicamente, en el analisis y deteccién de efectos de memoria en forma de
dependencias lineales. En este contexto, la presencia de d.l.p. en p.e.s.s. indica que
individualmente las correlaciones a largo plazo son pequenas pero su efecto acu-
mulado no es despreciable y produce situaciones que no se pueden afrontar con los
modelos de dependencia a corto plazo. Dicho de otra manera, todos los procesos que
presentan dependencias a corto plazo estan caracterizados por una funcién de auto-
correlacién que decae exponencialmente, en cambio los procesos con d.l.p. exhiben
una atenuacion de las correlaciones mucho més lenta, de modo que, en general su
funcién de auto-correlacion obedece una ley potencial.

Los métodos convencionales para el analisis de series temporales requieren ademaés
que las observaciones separadas por intervalos de tiempo largos sean independien-
tes. No obstante, con frecuencia, las series temporales correspondientes a procesos
reales no cumplen este requisito y presentan d.[.p.. Por tanto, para entender el com-

portamiento de este tipo de procesos, resulta fundamental conocer las propiedades
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de atenuacion de las funciones de auto-correlacion de las correspondientes series

temporales.

La intensidad de la dependencia a largo plazo puede ser examinada mediante
el uso de diferentes metodologias, que generalmente, se basan en el concepto de
auto-semejanza, ademas de asumir estacionariedad y que el tamano de la serie de
tiempo se extiende hasta el infinito. Una evaluacion estadistica de algunos de estos
métodos se puede encontrar en Beran (1994) y Taqqu & Teverovsky (1998). De
entre estos modelos clasicos destacan, la estimacién directa de la funcién de auto-
correlacién R(7), (Box et al. 1976), que estd limitada a 7 pequenos (Beran 1994),
y la determinacion de la funciéon de densidad espectral a través del periodograma
(Brockwell & Davies 1991; Schepers et al. 1992), que estd afectada por notables
incertidumbres estadisticas en el rango de bajas frecuencias, que es donde se reflejan
las propiedades de memoria larga. Ambas técnicas son sélo adecuadas para senales

estacionarias (Malamud & Turcotte 1999; Talkner & Weber 2000).

En particular, los métodos espectrales para el estudio de series temporales, se
basan en que un proceso fisico puede ser descrito en el dominio de las frecuencias
mediante el uso de la transformada de Fourier. Una revisién completa al respecto
se puede encontrar en Priestley (1981), Percival & Walden (1993) y Press et al.
(1994). El anélisis del espectro de potencia, o mas correctamente la funcién de
densidad espectral de varianzas, es probablemente la técnica clasica que mas se ha
empleado en la deteccién de patrones espaciales y/o temporales en series temporales
naturales. Formalmente hablando, el espectro de potencia se define como el cuadrado
de la amplitud de la transformada de Fourier, por tanto se puede considerar como

la varianza del proceso a diferentes escalas (espaciales o temporales).

En general, el analisis espectral representa una herramienta 1til para extraer la
informacion contenida en una senal en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, no
resulta 1til para la localizacion de eventos en el dominio del tiempo y la frecuencia
simultdneamente y ademas, viene afectado por la presencia de no estacionaridades.
Al contrario ocurre en el caso de los métodos de analisis tiempo-frecuencia, entre los
que se destaca el analisis wavelet, que conjuntamente con los métodos de anélisis de
fluctuaciones sin tendencia empleados en este trabajo, es de las herramientas mas

potentes para el estudio de series temporales no periddicas con propiedades fractales.
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Por otro lado, estan los andlisis en el dominio exclusivamente temporal, como
el andlisis R/S, que se detalla a continuacién. Este constituye el primer desarrollo
estadistico que proporciona una aproximacion para el analisis y caracterizaciéon de se-
ries temporales que no presentan periodicidad, pero retienen términos de correlacion
a largo plazo. Este andlisis constituye una conexién entre los procesos estocasticos

auto-semejantes y los procesos con memoria larga.

2.3.1. Analisis R/S

El andlisis R/S fue propuesto por Hurst y colaboradores en 1965 dentro del
campo de la hidrologia. Posteriormente, se demostré como este fenémeno aparecia
también en otras dreas como la geoffsica (Mandelbrot & Wallis 1969), el cambio
climatico (Bloomfield 1992), la economia y la comunicacién (Willinger et al. 1995),
etc.

El comportamiento del caudal del rio Nilo fue extensamente estudiado por su
comportamiento caracteristico de largo alcance, de manera que largos periodos de
sequia eran seguidos por otros periodos de inundaciones. Este comportamiento fue
histéricamente y de manera especulativa descrito en la Biblia (Génesis 41, 29 - 30):
”Vendran siete anos de gran abundancia en toda la tierra de Egipto, y detras de ellos
vendran siete anos de escasez, que haran se olvide toda la abundancia en la tierra
de Egipto, y el hambre consumira la tierra”. Como consecuencia histérica ademas
de los estudios y resultados obtenidos por Hurst, y posteriormente por Mandelbrot
& Wallis (1969) se denominé a este fendmeno efecto Joseph.

Hurst dedicé gran parte de su vida a la investigacién de los registros temporales
del flujo del rio Nilo (figura durante su participacién en el proyecto destinado
al disefio y control de reserva de la presa de Assuan, Hurst (1951). El problema
consistia en determinar la capacidad de almacenamiento dependiente del flujo que
entra al rio proveniente de diferentes elementos como lluvias y riachuelos, y un flujo
controlado de salida del rio utilizado principalmente para el riego. Con anterioridad,
otros hidrélogos habian supuesto este comportamiento como un proceso aleatorio,
una suposicién que era razonable cuando se trabajaba en un ecosistema complejo.
Al estudiar los registros histéricos (de 622 D.C. a 1469 D.C.) que mantenian los

egipcios (Hurst 1951) observé que en el proceso, flujos mas grandes que el promedio
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Figura 2.5: Registro del nivel minimo anual del rio Nilo. (Beran 1994)

eran seguidos por flujos atin mayores. Inesperadamente el proceso cambiaba a flujos
menores que el promedio y eran seguidos por flujos todavia menores que los anterio-
res. Aparentemente el comportamiento presentaba ciclos, sin embargo su longitud
no era periodica. Un andlisis estandar no revelaba la existencia de una correlacién
estadisticamente significativa entre las observaciones, por lo que Hurst desarrollé su

propia metodologia.

Por otra parte, Hurst estaba enterado del trabajo de Einstein (1905) sobre el mo-
vimiento browniano. A grandes rasgos, el movimiento browniano esté caracterizado
fundamentalmente por dos de las propiedades de sus incrementos, la independencia
y la normalidad de su distribucién. Es decir, el movimiento browniano es un p.e.
que posee incrementos estacionarios e independientes, los cuales estan idénticamente
distribuidos segiin una normal con media cero y varianza proporcional al incremen-
to temporal. Es, basicamente, una generalizacién del random walk cuando el paso
tiende a cero. Ademds es un caso de proceso auto-semejante que no presenta d.l.p.
Luego, para poder aplicar este concepto a series de tiempo que no fueran movimien-

tos brownianos, se debeia considerar una ecuacion, que tomara en consideracion,
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que los componentes de las series de tiempo no son independientes. A partir de
las investigaciones de Hurst, Mandelbrot & Wallis (1969) encuentran la siguiente

expresion que generaliza la teoria de Einstein,

(R/S)n = en™, (2.42)

donde R/S se conoce como rango reescalado, ¢ es una constante y n es el valor que
indica el nivel de agregacién de la serie temporal. R/S tiene media cero, se expresa en
términos de la desviacion estandar y su valor se incrementa, en general, con n. Esta
es la primera conexién del fenémeno de Hurst con el concepto de auto-semejanza y

por tanto, con la geometria fractal.

Desarrollo analitico

Sea una serie temporal Y de tamafio n con una media muestral Y, y varianza
muestral S%(n) = (1/n) Y1, (Y; — Y,,)%. El estadistico R/S de Y viene dado por el

cociente
R(n) max(W; :i=1,2,...,n) —min(W; :i=1,2,...,n))

= 50 (2.43)

donde W; = ZZ:l(Yk -Y,).

Es decir, dada una serie de longitud d (Y; : j = 1,2, ...,d), se subdivide la serie en
K bloques de tamano [d/K]. Entonces para cada bloque n = [d/K], se calcula la
media, la desviacién estandar S(t;,n) y la serie acumulada W;, asi como el rango
R(t;,n), que es precisamente la diferencia entre el valor méaximo y minimo de la
serie acumulada. Luego cada R(t;,n) se reescala normalizandolo por medio de su
desviacién estandar S(¢;,n) y se van obteniendo los cocientes R(t;,n)/S(t;,n), donde
t; representa el punto inicial del bloque de datos n. De esta forma se dispone de
K estimaciones de R(n)/S(n) para cada valor de n. Escogiendo para n valores
logaritmicamente espaciados y representando log[R(t;,n)/S(t;,n)] frente a log(n) se
obtiene el grafico R/S. Se realiza un ajuste por minimos cuadrados, de forma que
la pendiente de la linea de regresion proporciona una estimacién del pardmetro de

Hurst.
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log(R(t;,n)/S(ti;,n)) = log(c) + Hlog(n) (2.44)

Los valores mas bajos de n deben descartarse, ya que éstos estan dominados por la
dependencia a corto plazo. Tampoco se suelen emplear los valores més extremos, ya
que unos pocos puntos en dicha zona pueden hacer que la estimacion sea poco fiable.
En sintesis, este andlisis mide el rango de las desviaciones de las sumas parciales de
una serie temporal respecto de su media, reescalado por la desviacién tipica de la
serie.

Si el sistema tuviera la caracteristica de independencia entonces H = 0.5, que
es lo que Hurst supuso como hipédtesis nula en un principio. Sin embargo, como
resultado de su investigacién encontré un coeficiente de H = 0.9 y precisamente la
diferencia entre este valor de H con el de la hipdtesis inicial fue lo que se denomind,
posteriormente, el efecto Hurst. Mas tarde, Mandelbrot demostré empiricamente que
las series de tiempo cuyas observaciones son independientes, H = 0.5, corresponden
a un evento aleatorio puro.

Entonces dependiendo del valor del factor de escala, H,

= H = 0.5 implica un proceso independiente.

» 0.5 < H < 1.0 implica series de tiempo persistentes (efecto Joseph), caracteri-
zadas por efectos de memoria a largo plazo. Se ha comprobado que las series

persistentes son las mas comunes en la naturaleza.

» 0 < H < 0.5 significa antipersistencia en la serie de tiempo, y esta relacionado
con la probabilidad de presentacién de eventos extremos y distribuciones de

probabilidad de cola pesada.

El andlisis R/S es una herramienta 1til y robusta no solo para detectar d.lp
en una serie temporal, sino para distinguir entre series aleatorias de las que no lo
son, incluso si las series aleatorias son no Gaussianas. Es decir, como el andlisis R/S
es un método no paramétrico, no requiere que la distribucién subyacente siga una
distribucién normal (Peters 1994). Otra ventaja es la baja dificultad computacional

que se requiere para su aplicacion.
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Notese como, en principio, la dimension fractal y el exponente de Hurst son
independientes el uno del otro, es decir, mientras que D es una propiedad local
del proceso o sistema, la dependencia a largo plazo, caracterizada por H, es una
propiedad global. No obstante, en el caso que exista auto-semejanza, las propiedades
locales se reflejaran en las globales, tal que D + H = n + 1, en un espacio n-
dimensional. Asi, se deduce de la relacién anterior que la d.l.p. esta asociada al caso
0,5 < H < 1y por tanto a dimensiones fractales pequenas, mientras que el caso
contrario, antipersistencia, estd asociado a dimensiones fractales mayores (Gneiting

& Schlather 2004; Turcotte 1997; Peitgen & Saupe 1988).

Algunas desventajes de este método se resumen en Devynck et al. (2000) y en
Rangarajan & Ding (2000). Por un lado, se ha visto como la existencia de no estacio-
nariedades puede llevar a interpretaciones erréneas de H y como esta interpretacion
requiere alguna evidencia de que la serie temporal representa un proceso estacio-
nario y auto-semejante (Caccia et al. 1997). Por otro lado, el andlisis R/S no es
fiable cuando se trata con series de tiempo que no son lo suficientemente largas.
En estos casos es dificil distinguir los efectos de memoria larga de los de memoria
corta ya que lo normal es que estos efectos se encuentren solapados (Teverovsky
et al. 1999; Katsev & L’Heureux 2003; Coronado & Carpena 2005). Otras teorias
consideran que el efecto Hurst es un comportamiento preasintotico, es decir, que la
convergencia al valor H = 0.5 es extremadamente lenta y por tanto las observaciones
para registros finitos dan como resultado valores del exponente de Hurst mayores
que 0.5 (Lloyd 1967). También la presencia de tendencias, causadas generalmente
por procesos externos, puede llevar a sobreestimaciones del factor de escala o que
datos que no estan correlacionados aparenten lo contrario (Bhattacharya et al. 1983;
Rangarajan & Ding 2000; Koscielny-Bunde et al. 2006). No obstante, eliminar ten-
dencias presentes en una serie temporal a través de métodos convencionales como
los de media mévil (MA) no es posible, ya que este tipo de métodos destruye las
correlaciones a largo plazo. También cabe destacar la dificultad que presenta la dis-
tincién entre tendencias y d.l.p. (Kantelhardt et al. 2006). Por tltimo, obsérvese
que esta metodologia permite Uinicamente la determinacién de un unico exponente
de escala, es decir, no tiene en cuenta la posibilidad de que el proceso presente un

comportamiento multifractal.
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En definitiva, debido a las limitaciones que presentan las metodologias clasicas,
en las tltimas décadas se han desarrollado otras herramientas que en mayor o menor
medida, son capaces de lidiar de forma mas adecuada con registros provenientes de
procesos naturales. Las técnicas modernas de analisis mas empleadas son aquellas
basadas en el andlisis wavelet (Arneodo et al. 1995), y las basadas en el analisis
de fluctuaciones sin tendencia, empleadas en este trabajo (Peng et al. 1994; Kantel-
hardt et al. 2002). Principalmente se diferencian en la forma en la que se determinan
las fluctuaciones y en el tipo de tendencia que se elimina en cada intervalo tempo-
ral. Mas detalles y aplicaciones de estas técnicas a datos climaticos, meteorologicos,
biolégicos, fisioldgicos, etc. se puede encontrar en Peng et al. (1994), Taqqu et al.
(1995), Bunde et al. (2000), Kantelhardt et al. (2001), Abry & Veitch (1998), Kan-
telhardt et al. (2003), Kiraly & Jénosi (2005), Varotsos et al. (2013), Zhang & Zhao
(2015), etc.

2.3.2. Detrended Fluctuation Analysis, DFA

Muchos de los problemas encontrados a la hora de determinar si existe d.l.p. en
series temporales naturales suelen estar ligados a la presencia de no estacionarieda-
des, como por ejemplo tendencias, y a la posibilidad de que éstas estén causadas por
efectos externos o estén relacionadas con las caracteristicas intrinsecas del proceso.
Por tanto, el mayor problema que presentan los métodos convencionales radica en
diferenciar las caracteristicas de escala inherentes a la dindmica subyacente que rige
el proceso, de las caracteristicas de escala que podrian ser causadas por no estacio-
nariedades debidas a efectos externos. Ademas, en ocasiones, no es facil eliminar las
tendencias de las series temporales sin que la correlacién a largo plazo se vea afec-
tada. Segin Ossadnik et al. (1994) y Peng et al. (1995) ésta es justamente una de
las ventajas que presenta el andlisis de fluctuaciones sin tendencia, o detrended fluc-
tuation analysis, en adelante DFA, dado que sistematicamente elimina tendencias
polinémicas de diferentes 6rdenes. Su antecesor fue el analisis FA que esta afectado
por no estacionariedades, de la misma manera que el andlisis R/S, o el andlisis de
densidad espectral de potencia.

El método DFA esta basado en la teoria del paseo aleatorio (Schlesinger et al.

1987) y en el concepto de auto-semejanza, de modo similar al andlisis R/S (Feder
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1988; Kantelhardt et al. 2001). Por tanto, dado que en los métodos basados en
la teoria del paseo aleatorio se trabaja sobre las sumas acumuladas de las series
temporales, la medida del exponente de escala de la serie integrada nos puede decir
cuales son las propiedades de correlacion a largo plazo de la serie de tiempo original
(Peng et al. 1995), reduciendo a su vez el nivel de ruido de los registros. En otras
palabras, recordando que, si una secuencia discreta es indistinguible de sus secuencias
agregadas con respecto a sus propiedades estadisticas, se tiene un p.e.s.s. Ademas
si estas propiedades estadisticas son las de segundo orden, el p.e.s.s. posee d.l.p.

En sintesis, el método DFA permite detectar correlaciones que siguen una ley de
potencias en senales con tendencias polinomicas integradas que, a su vez, pueden
enmascarar las verdaderas correlaciones en las fluctuaciones de la senal. Estudios
recientes han demostrado que este método supera a las técnicas convencionales ya
que cuantifica de forma precisa las propiedades de correlacién sobre un amplio rango
de escalas.

El método DFA fue propuesto por Peng et al. (1994) y ha sido implementado
con éxito en numerosos trabajos que abarcan diferentes campos de interés como el
clima (Koscielny-Bunde et al. 1998; Talkner & Weber 2000; Pattantyus-Abraham
et al. 2004; etc.), la actividad solar (Ogurtsov 2004), fluctuaciones en temperatura
superficial del mar, (Monetti et al. 2003; Fraedrich & Blender 2003), senales sismicas
(Telesca et al. 2004), economia (Liu et al. 1997), fisiologia (Peng et al. 1994), e incluso
en musica (Streich & Herrera 2005), entre otros, y es empleado en este trabajo para
examinar la presencia de correlaciones a largo plazo en series temporales de procesos

oceanicos.

Desarrollo analitico

Teniendo en cuenta que las series temporales que se emplean en este trabajo se co-
rresponden con registros diarios a lo largo de R anos y con el fin de desestacionalizar
dichas series tanto en la media como en la varianza, se determina m(j), 7 = 1, ..., 365,
que son los 365 valores medios correspondientes a cada dia del ano y la correspon-

diente desviacién estandar.

> S(ij) j=1,.M=365 i=1,.R (2.45)
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R
O = %Z Va8 )

donde S(i,7) indica el dato de la serie temporal correspondiente al dia j en el
1 — ésimo ano. R es el nimero de anos de los que se dispone y M = 365 dias por
ano.

A continuacién, se resta a cada registro de la serie original su promedio diario
anual y el resultado se divide entre la desviacién estandar correspondiente. Luego
se calcula el perfil como la suma acumulada de los valores obtenidos,

' i=1 =1 ‘™ '

donde k = j+ (i —1) % 365;k =1,..., N = 365 % R.

AY, =) Vi (2.48)
k=1

Haciendo uso de la Teoria del paseo aleatorio, el perfil se puede considerar como
la posicién de una persona después de dar k pasos en direcciones aleatorias. Asi, el
resultado de la integracién de Y}, resulta ser un proceso con caracter auto-semejante,
es decir, un proceso tipo movimiento browniano. Generalmente, la forma del perfil
suele ser similar a una parabola céncava (convexa), lo que puede estar indicando la
presencia de una tendencia lineal positiva (negativa) en los datos. Sin embargo, se
ha demostrado que también datos sin tendencias puramente correlacionados pueden
mostrar un perfil con esta forma (Monetti et al. 2003).

A partir de la ecuacion [2.48] se divide el perfil en s segmentos no solapados de
igual longitud n, tal que s = 1,...,N/n y posteriormente, a cada segmento se le
ajusta una funcién polinémica de orden [. En el caso del método FA, en lugar de
ajustar un polinomio simplemente se obtiene el cuadrado de las fluctuaciones como
F2(n) = (Y(s+1), — Ysn)?, donde Y, y Y(s11), son los valores del perfil al principio y
final de cada segmento k, respectivamente.

Existen diferentes érdenes del DFA que se distinguen en la forma en que las ten-
dencias son eliminadas de la serie temporal. Por ejemplo, para [ = 1 se ajustara una
linea recta a cada segmento del perfil, eliminando asi la influencia de posibles tenden-

cias lineales a escalas mayores que n. En general, es posible ir ajustando polinomios
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de orden superior, de forma que el algoritmo se denota como DFA-I. Entonces, para
un segmento dado de longitud n, definimos el valor del DFA como la varianza entre

el perfil y el mejor ajuste en los intervalos:

n[N/n]
Fl(n) = n[]&/n] > (AY,.— fir)? r=1,..,N. (2.49)

donde N es el nimero tal de datos.

Repitiendo este célculo para todos los posibles valores de n, se obtiene una re-
lacién entre la fluctuacion media, DFA! | y el tamaifio del segmento n de manera
que,

F'(n) oc n (2.50)

Naturalmente, las fluctuaciones del perfil para diferentes valores de n estan re-
lacionadas con la funcién de auto-correlacion en series con d.l.p..

Generalmente, F'(n) crecera con n y las fluctuaciones pueden ser caracterizadas
por el exponente de escala que serd precisamente la pendiente de la recta al ajustar
log(F'(n)) frente a log(n), de forma andloga a como se hizo para el andlisis R/S.

Para un ruido blanco H = 0,5, para procesos persistentes H > 0,5 y lo contrario
se cumple para H < 0,5, antipersistencia. Para H > 1 la correlacién existe pero ya
no es de la forma de una ley de potencias (Talkner & Weber 2000; Chen et al. 2005),
y H = 1,5 indica un movimiento browniano (Peng et al. 1995). El caso particular
de H =1, o ruido tipo 1/f, ha generado una gran variedad de opiniones diferentes
en la literatura. Asi, segin algunos autores este comportamiento esté relacionado
con sistemas criticamente auto-organizados, SOC, (Bak et al. 1987 y 1988), que se
encuentran en un punto donde las dependencias a corto y largo plazo son indistin-
guibles, o dicho de otro modo, no se diferencian las contribuciones de las frecuencias
més altas de las més bajas. Bak et al (1988) consideran ademds que el fenémeno
SOC es uno de los mecanismos por los que surge la complejidad en la naturaleza,
no obstante no existe un conjunto de caracteristicas que garanticen que el com-
portamiento de un sistema o proceso vaya a presentar criticalidad auto-organizada.
La naturaleza evoluciona a estados criticos donde pequenas perturbaciones pueden
inducir grandes cambios en el sistema. Es decir, la respuesta del sistema no tie-

ne porque ser proporcional a la magnitud de la perturbacién. Se ha comprobado
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que ciertos procesos naturales, tales como avalanchas de nieve, deslizamientos de
tierra, terremotos, etc., no sélo pueden sufrir grandes alteraciones bajo los efectos
de grandes perturbaciones, sino también por otras practicamente imperceptibles. El
estado critico se alcanza debido a la naturaleza dindmica de las interacciones entre
los componentes individuales del propio sistema, por lo que el estado particular que
se alcanza es auto-organizado asi como independiente de cualquier agente exterior
(Aschwanden 2011). Por otro lado, otros autores sugieren que las fluctuaciones que
se comportan segun un ruido 1/f, pueden ser consecuencia de la interaccién de
muchos procesos a diferentes escalas temporales, es decir, son consecuencia de una
naturaleza multiescala del sistema o proceso. De hecho, se ha demostrado que ciertas
distribuciones de escalas temporales pueden llevar a un comportamiento tipo 1/f

(Schlesinger & West 1988; Beran 1994; Hausdorff & Peng 1996).

2.3.3. Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, MFD-
FA

El andlisis de fluctuaciones sin tendencia multifractal, en adelante MFDFA, no
es mas que una generalizacion del DFA, donde en lugar de obtener la varianza de
la funcién de fluctuacion, se obtiene los momentos de orden ¢ de la varianza de la
misma funcién. Fue propuesto por Kantelhardt et al. en 2002 partiendo de la idea
de que, en general, los fendmenos naturales poseen mas de un exponente de escala.
Es decir, son fenémenos complejos en los que participan varios procesos a la vez con
una alta probabilidad de que lo hagan a lo largo de diferentes escalas temporales,
o dicho de otro modo, exhiben auto-semejanza a diferentes escalas temporales. Por
tanto, el fenémeno presenta un comportamiento que requiere la obtencién de més

de un exponente de escala para su completa caracterizacion.

Desarrollo analitico

El desarrollo analitico esta basado en el formalismo de la funcién de particién
estandar para medidas normalizadas y estacionarias. Los primeros pasos en el proce-
dimiento son idénticos al DFA, sin embargo aqui la ecuacién [2.49] se reescribe, para

cada segmento, como
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1/q
™

Fgi)= (= > lyk) =g (k)]° (2.51)

" = (r—Dnt1
donde ¢ s6lo toma valores reales y debe tomar tanto valores positivos como negativos
con el fin de evaluar la funciéon de fluctuaciones para periodos temporales largos y
cortos. O dicho de otro modo, la funcién de fluctuacién se evaltia no sélo para la
varianza como en se hace en el DFA, ¢ = 2, sino que lo hace para estadisticos de

orden tanto inferior como superior. Por tltimo se promedia sobre todos los segmentos

F,(n) = Ni,, > Fry(n) (2.52)

donde Fj,(n) es la funcién de fluctuacién media de orden ¢. De esta manera, se
calculan los diferentes exponentes de escala mediante el analisis de las gréaficas log-
log de F,(n) frente a n para cada valor de ¢. En general, F,(n) se incrementard a

medida que se incremente el valor de n siguiendo una ley de potencias, tal que

F,(n) ~ n' (2.53)

donde H, es el exponente de Hurst generalizado, que describe el comportamiento
de escala de la funcion de fluctuacion para diferentes valores de ¢. Asi, para g > 0,
se tienen valores bajos de H, que caracterizan segmentos con fluctuaciones largas,
mientras que para ¢ < 0, H, presenta valores elevados que describen segmentos
con pequenas fluctuaciones. El caso particular de ¢ = 2 reproduce el procedimiento
estandar DFA y por tanto H, = H.

Una forma alternativa de caracterizar la estructura multifractal de una serie
temporal es mediante el célculo de otros parametros como el espectro singular,
D(a). Se relaciona comtinmente con H, a través del cldsico exponente de escala
multifractal, conocido como indice de Renyi, 7, = ¢H,— 1. A su vez, éste también se
emplea en el calculo del exponente de singularidad, o exponente de Holder, a través

de la transformada de Legendre (Feder 1988)

o= 7'; = H,+qH,/ (2.54)

A partir de la expresion anterior es posible obtener el espectro multifractal mediante
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D(a) =qo—1,=qla — H,;) + 1 (2.55)

La grafica de D(«) frente a « tiene un aspecto tipico en forma de pardbola
céncava cuyo maximo corresponde a ¢ = 0. El ancho representa las desviaciones
respecto a la estructura fractal media, dada por el exponente de escala del analisis
monofractal, DFA, y generalmente, se mide como a4 — Qmin. No obstante, cuando
aparecen espectros que no son simétricos el ancho se calcula como el doble de la
distancia que existe entre el a correspondiente a la cola mas corta de la parabola y
el a correspondiente al pico méximo, donde D(«) = 1. En estos casos, para ¢ < 0
el espectro tendra la cola izquierda mas larga que la derecha, lo que implica que
la serie presenta un comportamiento multifractal dominado por las fluctuaciones
a largo plazo. Para ¢ > 0 ocurrirra lo contrario y el comportamiento multifractal
estara dominado por las fluctuaciones a corto plazo. Una serie monofractal, donde
g = 2, tendra un espectro de ancho préacticamente nulo y centrado en a = H, = 0,5.
Por tanto, D, es una funcién que se mantiene constante independientemente del
valor de ¢, es decir, si una serie posee una estructura monofractal pura basta con
estudiar el momento ¢ = 2 ya que el estudio de 6rdenes superiores no aporta nueva

informacion.

2.3.4. Ventajas e Incovenientes, DFA-MFDFA

En comparacién con los métodos convencionales, incluyendo el analisis propuesto
por Hurst, asi como otros procedimientos mas actuales, el DFA y su generalizacion,

el MFDFA, presentan ciertas ventajas:

= Muestran una convergencia mucho mas rapida a valores validos y precisos del

exponente de escala (Weron 2002; Ogurstsov 2004).

= Pueden distinguir entre tendencias lentas y correlaciones a largo plazo, de este

modo son mas adecuados para el andlisis de series de datos no estacionarios.

= Son herramientas efectivas para clarificar si valores del exponente de esca-
la superiores a 0,5 obtenidos mediante otros métodos realmente implican la
existencia de d.l.p. o si son el resultado de efectos transitorios o no estaciona-

riedades del proceso.
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= Se consideran de los métodos mas fiables para estimar d.[.p., porque proveen de
resultados precisos casi independientemente del tamano de la serie temporal
y de la fuerza de las correlaciones presentes en la senal. No obstante, para
series temporales extremadamente cortas, N < 1000, y para valores muy bajos
de a, los efectos de tamano pueden afectar al andlisis y dar lugar a malas
interpretaciones del exponente de escala como se detalla a continuacién, (Chen

et al. 2002; Coronado & Carpena 2005).

= La implementacion de los algoritmos en comparacién con el analisis wavelet,

es rapida y computacionalmente no supone grandes dificultades.

= En el caso particular del andlisis multifractal, Oswiecimka et al. 2005 y 2006
demuestran que, en general, el andlisis MFDFA da mejores resultados en la

mayoria de los casos que el andlisis wavelet.

Sin embargo, en todo procedimiento de andlisis de datos es necesario tener pre-
sentes las limitaciones del mismo y las precauciones que se deben tener en su apli-
cacion. En este sentido, las series temporales obtenidas al examinar fenémenos na-
turales suelen presentar diferentes tipos de no estacionaridades o deficiencias que,
de no ser consideradas adecuadamente, pueden inducir a resultados y conclusiones
incorrectas. Uno de los principales obstaculos al analizar series temporales, especial-
mente en el caso de series temporales de procesos fisicos oceanicos, es que con gran
frecuencia los registros obtenidos experimentalmente estdan incompletos. Las razo-
nes de este hecho pueden ser variadas, aunque algunas de las causas mas frecuentes
son la interrupcién de las medidas por fallo o mantenimiento de los dispositivos de
medida, pérdidas accidentales de datos o la necesidad de descartar datos claramente
erréneos. La presencia de huecos en la serie limita considerablemente, y en ocasiones
anula, la capacidad de las técnicas de andlisis utilizadas para extraer informacion de
las mismas y, en consecuencia, fuerza el uso de diferentes procedimientos de relleno
de huecos. El uso de cualquier tipo de técnica de relleno implica ciertas ventajas
pero también la introduccion de incertidumbre sobre los resultados, puesto que el
verdadero comportamiento de la serie durante el periodo en que no existen datos es
desconocido. Este hecho adquiere una importancia creciente al aumentar la duracion

y frecuencia de los huecos en la serie. Entre las diferentes metodologias empleadas
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para rellenar huecos en series temporales cabe citar el uso de técnicas de interpo-
lacién, modelos de series temporales (AR, ARMA, etc.) o la simple sustitucién por

valores medios correspondientes a ciclos promedio detectados en la serie.

En el caso particular del método DFA Chen et al. (2002), con el fin de evitar
introducir informacién desconocida mediante el relleno de huecos, sugieren juntar los
trozos sin rellenar los espacios vacios en la serie y observan que este procedimiento
no afecta significativamente a las propiedades de escala, incluso cuando se elimina
el 50% de los datos, si H > 0,5. Dichos autores denominan este procedimiento

stitching, y sera el empleado en el presente trabajo en las series incompletas.

Otro problema que se suele presentar al analizar series temporales, especialmente
aquellas asociadas a procesos hidro-meteorolégicos, es la presencia de ciclos o pa-
trones periodicos, o no periddicos, denominados de forma genérica como tendencias
y que deben ser distinguidas y aisladas de las fluctuaciones intrinsecas del proceso
para poder obtener resultados coherentes, puesto que éstas introducen no estacio-
naridades en la senal. Esto es particularmente importante para la identificacién de
dependencias a largo plazo en un proceso dado. Entre las senales peridédicas que se
pueden detectar en las series hidro-meteorolégicas destacan el ciclo anual, inducido
fundamentalmente por el ciclo solar, directa o indirectamente. No obstante, en de-
terminados fenémenos también pueden estar inmersos patrones ciclicos de duracién

diaria, mensual, etc.

Es importante resaltar que los problemas antes citados no son exclusivos de las
metodologias empleadas en el presente trabajo, sino que cada uno de ellos afecta, en
mayor o menor medida, a cualquier metodologia de analisis empleada para el estudio
de las caracteristicas fractales del proceso en cuestion. Asi, por ejemplo, la presencia
de un ciclo periédico en una serie temporal se ve reflejada en toda la estructura
de la funcion de auto-correlacion y del perfil de dicha serie, como una banda de
energia en la escala correspondiente en el espectro wavelet y como un pico en la
funcién de densidad espectral. No obstante, mientras la separacion de determinados
tipos de tendencias es relativamente simple, como es el caso de tendencias lineales,
polinémicas o incluso periddicas, otras resultan practicamente imposibles de eliminar
correctamente, tal es el caso en el que la serie presenta un patrén ciclico complejo,

resultante de la combinacién de diversos factores, que representa el caso mas comun
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en las series temporales registradas en la naturaleza.

Varios estudios recientes han demostrado que el analisis DFA a pesar de ser un
método practico y sencillo para analizar la d.[.p. en series temporales, presenta cierta
susceptibilidad a la presencia de no estacionariedades (Xu et al. 2009; Nagarajan &
Kavasseri 2005; Hu et al. 2001). La presencia de tendencias puede inducir la presencia
de cruces en las graficas logaritmicas de la funcién de fluctuaciones frente a la escala
de tiempo, n, y reflejar la existencia, aparente o no, de mas de un exponente a
diferentes escalas temporales. En efecto, los valores del exponente de escala pueden
estar condicionados por efectos externos, pudiendo provocar, por ejemplo, diferentes
tipos de tendencias (lineales, polindémicas, sinusoidales o exponenciales). Asimismo,
se suelen presentar otro tipo de no estacionariedades que pueden ser intrinsecas a
los procesos naturales observados o inducidas por los métodos de preprocesado a los

que se somete a las series temporales.

Chen et al. (2002) realizan un estudio detallado del efecto de no estacionariedades
sobre el método DFA, demostrando que, en general, el efecto de las no estacionarie-

dades es mayor cuando las senales estan inicialmente correlacionadas negativamente.

Por otro lado, tras el estudio del efecto de transformaciones, lineales y no lineales,
sobre las propiedades de escala en el andlisis DFA, Chen et al. (2005) concluyen que
las propiedades de correlacién cambian al aplicar transformaciones polinémicas y que
ademads, estos cambios dependen del tipo de correlacion, persistente o antipersistente,
que presente la senal, asi como del orden de la transformacién polinémica (par o
impar) que se haga.

En la misma linea, Nagarajan & Kavasseri (2005) analizan la aparicién de cruces
en las gréficas log(F'(n)) vs. log(n), resultado de cambios en las propiedades de escala
sobre diferentes rangos temporales, concluyendo que se debe tener especial cuidado
en los tratamientos previos al andlisis DFA que se hagan a la serie temporal, ya
que las propiedades de correlacién podrian verse modificadas. Asimismo, Nagarajan
& Kavasseri (2005) y Xu et al. (2009) estudian los efectos de tendencias de tipo
sinusoidal y exponencial respectivamente, y proponen técnicas de minimizacion y

suavizado de estos efectos sobre las propiedades de correlacién de la senal.

Tanto en la aplicaciéon del método DFA como MFDFA es necesario tener en

cuenta ciertos criterios a la hora de eliminar las tendencias de la serie temporal. Se
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establece que para un segmento de perfil dado, de longitud n, el valor del DFA se
define segin la ecuacién [2.49] y luego se repite este célculo para todos los posibles
valores de n, este paso es igual para el MFDFA. Segin Rybsky et al.(2008), la
precison del analisis decrecera a medida que n aumenta, por tanto, se admite que
como maximo n < N/4 para garantizar que los resultados sean razonables. Por otro
lado, el valor minimo de n también se debe elegir de tal manera que los resultados
no estén afectados por correlaciones a corto plazo.

Asimismo, se requiere especial precaucién en la eleccion del rango de variacion
del orden ¢ en el analisis multifractal, ya que un rango muy amplio puede llevar
a resultados erréneos. Asi, los resultados obtenidos para |¢| muy grandes pueden
introducir errores numéricos que desestabilizan el resultado final, Fj,. Nétese que el
rango de variacién dependerd también del tamanio de la serie temporal (Ihlen 2012).

Como aspecto mas relevante de lo anteriormente comentado cabe destacar las
implicaciones que los ciclos anuales o la variacién estacional tienen en el andlisis de
series temporales medidas en la naturaleza. Tal como se ha comentado, el patréon
de variacion anual suele presentar una estructura bastante compleja, lejos del ideal
comportamiento periédico sinusoidal, presentando variaciones intra-anuales e inter-
anuales que hacen practicamente imposible detectar con exactitud y eliminar dicho
ciclo de las fluctuaciones que caracterizan la naturaleza aleatoria del fenémeno.
Existen numerosos trabajos en el contexto del analisis de series temporales en los que
se sugieren diferentes metodologias para sustraer la componente estacional (Weron
2006). No obstante, en este trabajo se utiliza uno de los métodos més empleados en
la practica, considerado entre los mas efectivos, en el cual se eliminan tanto el ciclo
promedio anual como la varianza asociada al mismo, transformando la serie original
tal como sigue (Dahlstedt & Jensen 2005),

Ti — Tdia

= (2.56)

/=2 _ =2
xdia :L‘dia



Capitulo 3

Propiedades fractales de procesos

fisicos en el océano

De forma semejante a lo que ocurre con la atmoésfera, el océano constituye un
fluido ambiental que posee una dinamica de caracter turbulento, con numerosos
fenémenos dinamicos operando e interactuando entre si sobre intervalos temporales
diferentes. En consecuencia parece razonable examinar la existencia de comporta-
mientos de escala y posibles efectos de persistencia en los fenémenos observados en
dicho medio.

En este capitulo se analiza la naturaleza del comportamiento a largo plazo de
cuatro variables, que presentan un interés destacable en el contexto de la dindmica
ocednica, empleando las técnicas DFA y MFDFA, y se estructura tal como sigue. La
primera seccién se centra en el estudio de la variabilidad temporal de la temperatura
superficial del mar en el noreste del océano Atlantico, en términos de la longitud
y la latitud, asi como de la extension de las ventanas espaciales empleadas para
extraer las series temporales. En la segunda seccion se examina el comportamiento
de escala de la denominada energia cinética turbulenta en seis areas oceanograficas
con caracteristicas diferenciadas, ubicadas dentro del margen oriental del Giro Sub-
tropical. La seccion tres aborda el estudio fractal de la variabilidad de la intensidad
de las corrientes marinas y su comportamiento a diferentes profundidades en un
punto localizado en la llanura abisal de Madeira, al noroeste de las Islas Canarias.
Por 1ltimo, la seccién cuatro recoge el analisis de series temporales de altura de ola

significativa, uno de los mecanismos mas importantes en el control de la transferen-

47
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cia de energia y materia en la interfase entre la atmosfera y el océano, asi como con

grandes implicaciones desde el punto de vista socioeconémico.



3.1. Fractalidad de la Temperatura Superficial del Mar 49

3.1. Fractalidad de la Temperatura Superficial del
Mar

La temperatura superficial del mar, en adelante SST, es una de las variables
oceanograficas mas utilizadas como indicador ambiental, ya que estd relacionada
con una gran variedad de fenémenos fisicos como son las corrientes y la intensi-
dad de los vientos superficiales, la precipitacion, la intensidad de la radiacion solar,
afloramientos y fluctuaciones del nivel medio del mar. Por otro lado, ejerce un im-
portante impacto sobre los ciclos de vida, metabolismo, y en general sobre toda la
actividad bioldgica. Por esta razon, el estudio de su variabilidad espacial y tempo-
ral resulta de gran interés, tanto desde un punto de vista fisico como desde una

perspectiva ecoldgica y medioambiental.

De la misma manera que se ha demostrado la existencia de fenémenos de per-
sistencia en temperaturas atmosféricas sobre tierra (Koscielny-Bunde et al. 1996;
Koscielny-Bunde et al. 1998; Eichner et al. 2003; Kiraly & Janosi 2005; Talkner &
Weber 2000; Weber & Talkner 2001; Kiraly et al. 2006; Varotsos et al. 2013; Varotsos
& Efstathiou 2013; Luo et al. 2014) y dada la estrecha relacién existente entre los
comportamientos térmicos de la atmoésfera y la superficie del mar, parece razonable
pensar que en los océanos debe ocurrir algo parecido. Los océanos cubren, practica-
mente, las tres cuartas partes del planeta y sobre todo poseen una alta capacidad
para almacenar energia. Esta propiedad sugiere que debe existir una persistencia
significativa en los registros de temperaturas superficiales del mar. Ademas, esta va-
riable depende de multitud de procesos que interactiian entre ellos en el tiempo y el
espacio a diferentes escalas, hecho que se traduce en un comportamiento altamente

complejo de las series temporales de la misma.

Entre los primeros estudios sobre las variaciones en la temperatura superficial
del mar en términos de anomalias en largos periodos de tiempo, se encuentra el
Atlas Global de Temperaturas Superficiales del Mar llevado a cabo por Bottomley
et al. (1990), que contiene una recopilacién de datos globales recogidos por barcos
desde 1851 a 1995 y un estudio de la climatologia de la temperatura superficial del
mar basada en dichos datos. Posteriormente, Parker et al. (1994) y Kaplan et al.

(1998), utilizando datos globales superficiales, tanto terrestres como ocednicos, de
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los registros de temperatura histéricos de la Oficina Meteoroldgica del Reino Unido,
confirman la existencia a lo largo de varias décadas de ciertas persistencias que

denominan eventos frios y célidos.

Varios estudios han demostrado que las persistencias que muestran los registros
de temperatura son de caracter més fuerte sobre los océanos que sobre tierra (Monet-
ti et al. 2003; Alvarez-Ramirez et al. 2008; Bunde & Lennartz 2012). En particular,
Monetti et al. (2003) emplean el anélisis monofractal, DFA, para analizar registros
de temperaturas superficiales del mar en varias regiones de los océanos Atlantico y
Pacifico. Haciendo uso de la base de datos de SST mensuales obtenida por Kaplan
et al. (1998), con una resolucién espacial de 5° x 5°, obtienen valores del exponente
de escala, H, que revelan la existencia de un claro efecto de memoria larga en la

SST. Resultados similares han sido obtenidos por Bunde & Havlin (2002).

En este mismo contexto, Blender & Fraedrich (2003), Fraedrich & Blender (2003),
Rybski et al. (2008) y Fraedrich et al. (2009), utilizan modelos de circulacién atmdsfera-
océano para simular series temporales de SST. A partir de esta informacién evalian
las correlaciones a largo plazo empleando el método DFA y examinan la distribu-
cion espacial a escala global de H, con una resolucion espacial de aproximadamente
4° x 4°. De la misma manera, Zhang & Zhao (2015) mediante el uso de registros
reales de SST, provenientes de UK Met Office Hadley Centre pero con una resoluciéon
espacial de 1° x 1°, reproducen el mismo comportamiento en la distribucién global
de H. En particular, para el norte del océano Atlantico, observan un aumento de
H con la distancia a la costa, mientras que en torno a 50°/N y por debajo de 20° N
obtienen un claro aumento del exponente hasta valores cercanos a 1. Cabe senalar
que en los estudios elaborados por Rybski et al. (2008) y por Luo et al. (2015), se
senala una clara disminuciéon del exponente de escala con la latitud, disminuyendo
hacia el Ecuador, detalle que no se observa en los demés estudios mencionados. En
esta misma linea, Gan et al. (2007) demuestran que las anomalias de SST en el Sur
del Mar de China presentan correlaciones temporales débiles cerca de la costa y re-
lativamente fuertes lejos de esta. La dependencia geografica del valor del exponente
de escala esta también de acuerdo con los resultados obtenidos en las distribuciones

globales de H citados anteriormente.

Es interesante notar que, los estudios sobre la estructura fractal de la SST citados



3.1. Fractalidad de la Temperatura Superficial del Mar 51

previamente, asumen que un unico exponente de escala es suficiente para caracteri-
zar la dinamica de dicha variable. Sin embargo, ya se ha mencionado, que en registros
provenientes de procesos naturales, generalmente, esto no es cierto. No obstante, la
realidad es que los estudios sobre la naturaleza multifractal de la ST son escasos.
Asi, uno de los primeros estudios que demuestra la presencia de un efecto multifrac-
tal en campos de temperatura, fue el elaborado por Seuront et al. (1996), en el Mar
del Norte. También Lewis & Ray (1997), abordan la complejidad de la evolucién
temporal de la SST, a partir de series temporales diarias registradas a lo largo de 20
anos en la costa de California, y demuestran la existencia, no soélo de propiedades
de d.l.p., sino también de efectos a lo largo de multiples escalas temporales y efectos
no lineales mediante modelos auto-regresivos no lineales. Casi una década después,
Alvarez-Ramirez et al. (2008) analizan las correlaciones en series temporales prome-
dio de temperatura, tanto ocednicas como continentales en los hemisferios Norte y
Sur, durante 125 anos, haciendo uso de los registros mensuales proporcionados por
el centro estadounidense National Climatic Data Center (NCDC). El estudio de-
muestra la existencia de un comportamiento multifractal, que refleja la naturaleza
no lineal de los registros de temperatura, y el hecho de que este comportamiento es
el resultado de muchas contribuciones que interactian entre si. Mas recientemente,
Luo et al. (2013) y Luo et al. (2015), investigan y verifican la presencia de correla-
ciones a largo plazo para la series temporales mensuales de 55T mediante el analisis
DFA, e indican que la serie exhibe un comportamiento multifractal sin profundizar

en el origen de este comportamiento.

Esta seccion analiza la existencia de correlaciones a largo plazo en registros de
temperaturas superficiales del mar, en la regién oceanografica correspondiente al
Sureste del Atlantico Norte, empleando el método DFA. En concreto, se exami-
na la variabilidad de la persistencia y el comportamiento fractal de dicha variable
oceanografica en funcion de la latitud y la longitud, considerando factores como la
distancia a la costa africana, los efectos de su geometria y la presencia de islas. Asi-
mismo, se examina el efecto de la extensién de las ventanas espaciales para obtener
las series temporales de temperatura analizadas. Por 1ltimo, haciendo uso del méto-
do multifractal, MFDFA, se discute el comportamiento multifractal de los registros

temporales y se examina cual puede ser el origen de este comportamiento. El anali-
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Figura 3.1: Imagen de la temperatura superficial del mar del Atlantico Norte. El

recuadro con linea discontinua indica la posicién de la zona de estudio.

sis se centra en las variaciones de las caracteristicas particulares que presentan los

espectros multifractales en funcién de la localizacién oceanografica.

3.1.1. Zona de estudio

El &rea de estudio de esta seccion se extiende desde 5°N hasta 45°N y desde 5°0O
hasta 30°0. Este area se muestra superpuesta sobre una imagen promedio de SST
del Atldntico Norte obtenida con el sensor remoto AVHRR (Advanced Very High
Resolution Radiometer), figura La figura muestra el valor medio de la SST
durante el periodo 1986-2009 superpuesto con los sistemas de corriente dominantes
en la zona de estudio. El primer rasgo destacable que se observa es el aumento de
la temperatura en la direccién norte-sur. Este hecho guarda una estrecha relacién
con el flujo de radiacion solar de onda corta incidente que varia con la latitud desde
la zona ecuatorial, donde el flujo de radiaciéon incidente es mayor, hasta la zona
templada, donde es bastante menor.

Como se puede apreciar en la figura también hay cambios en la SST en la di-

reccién zonal, los cuales estan vinculados a la dinamica oceanografica y atmosférica
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Figura 3.2: Imagen de la temperatura superficial del mar en la zona de estudio,
superpuestos estan los principales sistemas de corrientes (en blanco las corrientes
permanentes y en gris las corrientes estacionales). Abreviaturas: CP-Corriente de
Portugal, CCP-Contracorriente Costera de Portugal, CA-Corriente de Azores, CC-
Corriente de Canarias, CNE-Corriente Norecuatorial, CCNE-Contracorriente Nore-

cuatorial, DG-Domo de Guinea.
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de la regién estudiada. En consecuencia, resulta conveniente mencionar los principa-
les aspectos de la circulacién oceanica superficial en la regién de interés que pueden
afectar a la distribucién de SST. El area de estudio se encuentra bajo la influencia de
varios sistemas de corrientes ocednicas, algunos de ellos con presencia permanente
y otros con un marcado cardcter estacional. Situada mas al norte, se encuentra la
Corriente de Portugal, que como otros sistemas de corrientes de limite oriental se ca-
racteriza por ser amplio, débil y por fluir hacia el sur. Esta corriente, que se extiende
desde 36°N hasta 46°N y desde la costa de la Peninsula Ibérica hasta 24°0O, se haya
en un area de circulacion débil que limita al norte con la Corriente Noratlantica y al
sur con la Corriente de Azores, que son dos ramas en las que se divide la Corriente
del Golfo al propagarse hacia el este. Si se considera a la Corriente Noratlantica y a
la Corriente de Azores como parte de los limites de los giros subpolar y subtropical,
entonces la Corriente de Portugal estaria situada en una zona entre giros (Pollard
et al. 1996). En otonio y a comienzos del invierno, cuando las condiciones para el
afloramiento no son favorables cerca de la costa oriental de la Peninsula Ibérica, se
desarrolla alli una corriente que se dirige hacia el norte, denominada Contracorriente

Costera de Portugal.

Al sur de la Corriente de Portugal y lindando con el continente africano se
encuentra la Corriente de Canarias, que también es una corriente de limite oriental
y fluye hacia el Ecuador, formando parte en este caso del Giro Subtropical. En
su limite norte, la Corriente de Canarias se conecta con una de las ramas de la
Corriente de Azores, que al aproximarse al continente se ve forzada a dirigirse hacia
el sur por la accién de la costa y los vientos alisios. Entre 20°N y 25°N, la Corriente
de Canarias se despega del margen continental y gira de forma gradual en direccion

Oeste formando parte de la Corriente Norecuatorial.

El limite inferior de la zona de estudio se encuentra bajo la influencia de la
Contracorriente Norecuatorial que de forma periédica aparece en esta region y que
se caracteriza por desarrollar un flujo intenso que conduce hacia el este el agua de
la zona ecuatorial. Cuando este flujo se aproxima al continente africano parte de
él se desvia hacia el norte al actuar este como barrera, constituyendo una corriente
superficial cdlida préxima a la costa que se conoce con el sobrenombre de Corriente

de Mauritania. Esta corriente avanza hacia el norte hasta alcanzar las inmediaciones
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de Cabo Blanco donde coincide con el area de despegue de la Corriente de Canarias
hacia el oeste. Una estructura oceanografica importante, estrechamente ligada a
estos sistemas de corrientes ecuatoriales presente en el limite sur de esta region,
es el Domo de Guinea, denominado asi porque las isotermas ascienden y generan
una estructura similar a un domo térmico, que puede ejercer su influencia sobre la

temperatura superficial del mar.

Cerca de la costa, la dinamica oceanica se modifica como resultado de la direc-
ciéon meridional del viento, conociéndose a la circulacion resultante con el nombre
de afloramiento costero. La accién de los vientos alisios, que soplan paralelos a la
costa durante gran parte del ano, provocan que la masa de agua més cercana a dicha
costa sea transportada hacia el océano (transporte de Ekman) dando lugar al surgi-
miento de las aguas profundas, frias y ricas en nutrientes, que ocupan el lugar de las
primeras. Bajo estas condiciones, se generan valores de SST mas bajos cerca de la
costa que los observados en océano abierto. Lejos de ser un fenémeno homogéneo, la
variabilidad espacial de los vientos y las irregularidades de la topografia del fondo y
de la geometria de la costa, dan lugar a la presencia de lugares donde el afloramiento
costero aparece intensificado, denominados centros de afloramiento, que estan aso-
ciados a los valores méas bajos de SST' cercanos a costa. Como ejemplos en la region
de estudio y en las cercanias de Cabo Ghir y Cabo Bojador se sitian dos de estos

centros de afloramiento, figura [3.2]

El limite entre ambas zonas, la costera correspondiente al afloramiento y la
oceanica, se denomina zona de transicion costera, suele ser bastante brusco en forma
de zona frontal y presenta, ademas, una alta variabilidad. Esta se manifiesta a través
de la presencia de remolinos frios (ciclénicos) y célidos (anticiclénicos) de diferentes
tamanos y a través de unas estructuras estrechas y elongadas conocidas como fila-
mentos de afloramiento, los cuales conducen las aguas frias del afloramiento hasta
el océano abierto, pudiendo adentrarse hasta cientos de kilémetros. Estos filamentos
han sido observados y estudiados en su propagacion desde la costa hacia las aguas
de la Corriente de Canarias (Van Camp et al. 1991; Barton at al. 2004) y Portugal
(Haynes et al. 1993; Barton et al. 2000 y 2001). Algunos de estos filamentos apare-
cen de forma recurrente e intensificados en el lugar ocupado por cabos en la costa

y cambios en la topografia del fondo, como ocurre con el filamento situado en Cabo
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Ghir (Hagen et al. 1996).

También son fuente de variabilidad espacial de la temperatura superficial del
mar en la zona de estudio, la presencia de los archipiélagos de Azores, Madeira,
Canarias y Cabo Verde, que afectan a la dinamica del océano y la atmoésfera en la
regién de interés. Las islas actian como obstaculos para el flujo de las corrientes
y vientos incidentes sobre ellas dando origen, cuando estos son lo suficientemente
intensos, a la presencia de remolinos ciclonicos y anticiclénicos a sotacorriente de
las mismas (Garcia-Weil et al. 2014; Caldeira et al. 2014). De igual manera, las
islas con suficiente altura, al bloquear la libre circulacién de la atmosfera, crean a
sotavento de las mismas zonas protegidas en las que el flujo de calor se ve reducido
en comparacién con las zonas expuestas a la accién del viento. Esto favorece la
formacion de estelas de agua caliente que pueden observarse en imagenes de satélite

de temperatura de la superficie del mar (Barton et al. 2004).

Ademas de una notable variacién espacial, que abarca un amplio rango de escalas
espaciales en estrecha relacion con las causas que las producen, la SST muestra
también una extensa variabilidad en el dominio temporal. El hecho de que la SST
sea una componente esencial en el sistema acoplado atmosfera-océano, implica que
esta mantiene una importante relacion con el clima que se reflejan en el Atlantico
en cambios de baja frecuencia relacionados con variaciones decadales e interanuales
(Carton et al. 1996). También la SST exhibe una fuerte senal estacional, figura ,
aunque las causas responsables de este efecto no son unicas. Asi, para aguas del
océano abierto situadas en latitudes superiores a los 10°N es el ciclo estacional de la
radiacion solar el factor principal que la controla. Sin embargo, en la zona ecuatorial
y cerca de la costa, es notable la influencia de los vientos, en particular en la zona

costera a través de su relacién con el fenémeno del afloramiento, figura [3.3(b).

Precisamente, la periodicidad de los vientos alisios ligada a la migracién en la di-
reccion norte-sur de los sistemas de presién atmosférica, determina la estacionalidad
y el reforzamiento de la subida de aguas profundas y frias cerca de la costa. Esto
condiciona la presencia del afloramiento, que ocurre solo en verano en la parte norte
de la region de interés, persiste durante todo el ano en Cabo Blanco, que ocupa la
posicién central de la regién, y se desarrolla en invierno al sur de Cabo Blanco. Esta

migracién de los sistemas de presion atmosférica también esta ligada a la estaciona-
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Figura 3.3: Imégenes promedio de SST del sensor AVHRR para el periodo 1986-2009

y los meses enero a marzo (a), abril a junio (b), julio a septiembre (c) y octubre a

diciembre (d).
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lidad de algunas corrientes que se observan en la region de estudio. Asi durante el
invierno, cuando los alisios son débiles en el norte de la zona de interés, aparece la
Contracorriente Costera de Portugal que dirige su flujo hacia el norte. Analogamen-
te, al sur de Cabo Blanco, el momento en que los alisios son mas débiles durante el
verano en estas latitudes coincide con la presencia de la Corriente de Mauritania,
que también dirige su flujo hacia el norte.

La variacién espacio-temporal de todos los factores anteriormente expuestos (la
forma de la costa y la presencia de las islas, la circulacién oceanica, el viento, los
afloramientos costeros, las estructuras oceanograficas mesoescalares y la radiacion
de onda corta) contribuyen de un modo u otro a generar un patrén de variabilidad

de la SST sustancialmente complejo.

3.1.2. Base de datos

Los datos de temperatura superficial del mar empleados en este trabajo fueron
adquiridos por el sensor AVHRR de la serie de satélites meteorolégicos polares de
la NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration). Estos proceden del
proyecto Pathfinder, cuyo objetivo es obtener campos fiables y consistentes de SST
para todo el globo terrestre a partir de las medidas realizadas por los 5 canales del
sensor AVHRR (http://www.nodc.noaa.gov/SatelliteData/pathfinderdkm). En con-
creto, se han usado los datos de la versién 5 de este proyecto (Pathfinder V5), en la
estos han sido reprocesados utilizando una version mejorada del algoritmo empleado
en versiones anteriores del proyecto Pathfinder. Como resultado se obtuvieron los
campos globales de la SST con una resolucion espacial de, aproximadamente, 4 x 4
km? para el periodo comprendido desde el afio 1981 hasta la actualidad. Una revi-
sion de las versiones anteriores del algoritmo del proyecto Pathfinder, asi como una
discusién sobre los criterios de calidad impuestos a los datos se puede encontrar en
Kilpatrick et al. (2001). En la tabla|3.1|se describe la serie de satélites de la NOAA
que registraron los datos en este proyecto.

La estimacion de la SST mediante sensores instalados en satélites se basa en la
medida de la energia que proviene de la radiacién emitida por el océano en la regién
del infrarrojo (8-14 um). El sensor AVHRR incorpora cinco bandas localizadas en

dicha regién espectral, asi, los valores de radiancia medidos por éste se convierten
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Satélite Ano/Dia Afio/Mes/Dia  Orbita
NOAA-7T 1981/236-1985/003 81/08/24-85/01/03  Tarde
NOAA-O  1985/004-1988/312 85/01/04-88/11/07  Tarde
NOAA-11 1988/313-1994/256 88/11/08-94/09/13  Tarde
NOAA-9  1994/257-1995/021 94/09/14-95/01/21  Tarde
NOAA-14 1995/022-2000/285 95/01/22-00/10/11  Tarde
NOAA-14 1995/022-2000/285 95/01/22-00/10/11  Tarde
NOAA-17 2003/001-2005/155 03/01/01-05/06/04 Manana
NOAA-18  2005/156-2006/365 05/06/05-06/12/31  Tarde

Cuadro 3.1: Satélites del NOAA que se utilizaron en la versiéon 5 del proyecto Path-
finder. (National Oceanographic Data Center, NODC)

en temperaturas mediante la férmula del cuerpo negro de Planck. No obstante,
la temperatura radiativa asi obtenida es en realidad una temperatura aparente,
puesto que el efecto de absorcion del vapor de agua en la atmoésfera hace que la
radiacion que sale de los canales 4 (10.3-11.3 pwm) y 5 (11.5-12.5 wm) del sensor
esté parcialmente atenuada, ain cuando estos intervalos espectrales estén dentro
de una ventana atmosferica, que es aquella zona del espectro en que la radiacién
emitida o reflejada por la superficie terrestre puede atravesar la atmosfera. Como
consecuencia, la temperatura obtenida es algo menor que la SST real y por tanto,
es necesario realizar una serie de correcciones debida a este efecto atmosférico.

El algoritmo para la generacién de los campos de SST se basa en la combinacion
de los datos obtenidos simultdneamente por los canales 4 y 5, correspondientes a la

misma ventana de transmisién atmosférica (Casey & Cornillon 1999),

SST =a+ B(Ty) +y(Ty+ T5)T, + (Ty + T5) + 6 (secd — 1) (3.1)

donde T} y T5 representan las temperaturas del cuerpo negro correspondientes a las
radiancias de los canales 4 y 5 del radiémetro AVHRR, T}, es una primera aproxima-
cion del valor de la SST basado en analisis semanales objetivos de campos de SST
(Reynolds & Smith 1994) y «, 8, v v ¢ son coeficientes determinados empiricamente.

Para un estudio més detallado del algoritmo véase Casey & Cornillon (1999).
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Figura 3.4: Campo global de la SST. (a) Pase satelital diurno. (b) Pase satelital

nocturno.
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Figura 3.5: Campo global promedio de la SST, incluyendo conjuntamente los pases

nocturnos y diurnos.

El proyecto Pathfinder oferta al usuario distintos productos en concordancia con
sus necesidades. Una las opciones es emplear campos globales de SST, en donde las
observaciones satelitales diurnas y nocturnas se tratan por separado generando dos
campos globales de SST al dia (figura . La otra posibilidad es la que se utiliza
en este trabajo, consiste en el empleo de un solo campo global de SST al dia que
incluye el promedio de los pases satelitales diurnos y nocturnos (figura . Asi se
maximiza el nimero total de observaciones diarias disponibles. En general, los datos
se presentan en una malla que cubre toda la superficie oceanica con una resolucién
de algo més de 4 x 4 km? por pixel. La serie temporal correspondiente a la zona de
estudio cubre un periodo de muestreo de 21 anos, desde 1986 hasta 2009. Con el fin

de trabajar con una cobertura temporal adecuada, las ventanas en las que se divide



62 Propiedades fractales de procesos fisicos en el océano

toda la zona de interés tienen una resolucion espacial de 15 x 15 pixels. Asimismo,
se seleccionaron 19 areas distribuidas dentro de la region de estudio tal como se
muestra en la figura a). En cada una de ellas se emplean series temporales
correspondientes a ventanas espaciales cuadradas de 45 x 45 pixels, o lo que es lo
mismo, ventanas espaciales con un tamafo de 180 x 180 km?. Ademés, con el fin de
examinar los efectos de la dimensién de la ventana espacial sobre la que se promedia
para obtener la serie temporal de valores de SST, se ha seleccionado una ventana
centrada en el punto de coordenadas 20.2°N y 17.5°0, y cuya dimensién espacial

adopta los valores 3 x 3, 9 x 9 y 15 x 15 pixels, ver figura (b)

SST ()

Figura 3.6: (a) Localizacion de las 19 ventanas seleccionadas, con una resolucién es-
pacial de 45 x 45 pixels, 180 x 180 km?, superpuestas sobre el campo global promedio
de la SST. (b) Ventana adicional, centrada en el punto 20.2°N y 17.5°0, dibujada
con diferentes coberturas espaciales, 3 x 3, 9 x 9 y 15 x 15 pixels, superpuesta sobre

el campo global promedio de la SST.
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En cuanto a la cobertura temporal de los datos, en la figura|3.7|en la que se mues-
tra el nimero total de pixels por trimestre, se puede comprobar como las imagenes
trimestrales son similares a la imagen anual, ver |3.8| con diferencias debidas a la mi-
gracion de los sistemas de nubes a lo largo del ano. La mayor cobertura se observa en
el area de la costa africana, al sur de Espana y detras de las islas, donde la geografia
propia de la regién provoca un efecto de pantalla resultando en una menor ausencia
de datos. Este mismo efecto es notable también en las imagenes trimestrales entre
Marzo y Septiembre. Por ultimo, cabe destacar una ligera disminucién de datos con
la distancia a la costa, igual que en las regiones norte y sur del area de interés,
fenémeno probablemente debido a una mayor presencia de nubes en estas zonas.
En este sentido, las series temporales de SST extraidas presentan periodos en los
que no existe informacién. Tal como se mencioné en la seccién 2.3.4, en el presente
trabajo se sigue la recomendacion de Chen et al. (2002), uniendo los segmentos de

serie ttiles para eliminar la presencia de huecos.
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Figura 3.7: Imégenes trimestrales de pixels con datos disponibles de las series tem-
porales de SST en la zona de estudio, para el periodo 1986-2009. (a) De enero a

marzo, (b) de abril a junio, (c) de julio a septiembre y (d) de octubre a diciembre.
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Figura 3.8: Imagen de la cobertura total de datos disponibles en las series temporales

de SST para el periodo desde 1986 hasta 2009 en la zona de estudio.

3.1.3. Resultados y Discusién
Analisis Monofractal

En este apartado, se presentan y discuten los resultados del anélisis de las fluc-
tuaciones de las series temporales diarias de SST, ya descritas, mediante el analisis

monofractal.

La informacion derivada del DFA aplicado a las series temporales de las ventanas
espaciales de 15 x 15 pixels, que cubren toda el area de interés, esta representada en
la figura[3.9] donde se muestra la distribucién continua de los exponentes de escala,
o de Hurst, obtenidos. El patron de comportamiento presenta claras variaciones
tanto en términos de la latitud como de la longitud geografica. Por un lado, nétese
como los valores de H parecen estar distribuidos segin 3 regiones diferenciadas,

que ademas coinciden con zonas donde existen gradientes notables de temperatura
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(ﬁgura. Asi, al norte, entre 39°N y 44°N, el exponente H se distribuye de manera
relativamente homogénea en longitud y toma valores en torno a 0,8 y 1. En la zona
localizada mas al sur, entre 4°N y 8°N, el comportamiento de H es similar al anterior.
Ademas, en la zona sur y cerca de la costa, es donde se obtienen los valores mas
bajos de H, ligeramente por debajo de 0,8. En latitudes medias bajas, entre 12°N y
38°N, H presenta los valores maximos, que llegan a estar por encima de 1 en areas
alejadas de la costa. Su rango de variacion longitudinal, es claramente superior al
latitudinal, reflejando una distribucién de los exponentes de escala més heterogénea.
Asimismo, en las regiones proximas a las islas también se observan exponentes de
escala por encima de 1, que en la figura[3.9| vienen representados en tonos amarillos.
Notese la forma en que se distribuyen los valores de H en las proximidades de las
Islas Canarias. La presencia de éstas parece crear un efecto pantalla, tal que los
valores mas elevados de H se distribuyen detrés del archipiélago y hacia el suroeste.
En este tramo, los valores del exponente de escala se hacen maximos en torno a
16-21°N 28°0 alcanzando valores en torno a 1,2. Este hecho puede estar relacionado
con los efectos dinamicos mesoescalares generados por la perturbacién del flujo,
consecuencia de la presencia de las islas y las variaciones en intensidad y direccion

de los Alisios.

En principio, cabe esperar que los resultados derivados del analisis monofractal
de las series temporales correspondientes a las 19 ventanas indicadas en la figura
3.6/(a), cuya extensién es de 45x45 pixels, sean parecidos a los mostrados en la figura

.91

En este caso como paso intermedio, se examinan ademas los perfiles obtenidos
para cada ventana, figura [3.10, En general todos presentan un aspecto similar, en
forma de parabola céncava, que son algo menos pronunciadas en las ventanas corres-
pondientes a la zona norte y sur. Este tipo de formas puede indicar tanto la existencia
de correlaciones a largo plazo o la presencia de una tendencia lineal positiva en los
registros temporales (Monetti et al. 2003). Sin embargo, las series originales no pre-
sentan, a primera vista, ninguna tendencia clara, como se puede apreciar en la figura
que no es mas que un ejemplo de la evolucién temporal de la SST para una de

las ventanas elegida aleatoriamente.

Tres de los ajustes polinémicos obtenidos al aplicar el DFA a las fluctuaciones de
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Figura 3.9: (a) Imagen de los exponentes de escala derivados del DFA obtenidos en
el drea de interés, para ventanas espaciales de 15 x 15 pixels. (b)Versién suavizada

de lo mostrado en (a).

las series de SST, estdn representados, a modo de ejemplo en la figura [3.12] que en
escala log — log muestran el valor de la funcién de fluctuaciones frente al tamano, n,
de los s segmentos en los que se subdivide el perfil. Como ya se comentd, la pendiente
de dichos ajustes es precisamente el exponente de escala, H. Se considera que los
ejemplos son representativos del resto, no mostrados. En general, los ajustes son
adecuados, aunque es notable como para escalas superiores a aproximadamente 1.7
anos, log(n) ~ 2,8, la dispersién de los datos aumenta y, en consecuencia el ajuste
tiende a ser de peor calidad. Es importante destacar que, debido a las restricciones
impuestas en la eleccién del tamano de los segmentos, n, indicadas en la seccién
2.4.5, las escalas temporales cubiertas en el estudio se extienden, aproximadamente,

desde dos meses hasta 2.7 anos.
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Figura 3.10: Perfiles de las series temporales de SST correspondientes a las 19 venta-

nas seleccionadas ordenados de norte a sur. Cada fila y cada columna corresponden

a ventanas ubicadas en la misma latitud y longitud, respectivamente.
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Figura 3.11: Evolucién temporal de la SST para una de las 19 ventanas, elegida

aleatoriamente.

Figura 3.12: Ejemplo de ajustes lineales de las fluctuaciones de las series de SST
frente al tamano, n, de los s segmentos en los que se subdivide el perfil, en escala
log — log. La linea azul se corresponde con el ajuste realizado para la ventana 4, la

roja con la ventana 9 y la verde con la ventana 15.
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Los exponentes de escala resultado del analisis monofractal para cada una de las
19 ventanas espaciales se indican de manera visual en la figura [3.13] que con el fin
de facilitar su interpretacién se muestran superpuestos al campo global promedio
de la SST. A grandes rasgos, se observa un aumento de H con la distancia a la
costa, asi como variaciones claras en latitud. Ademas, es facil comprobar, como los
valores minimos de H que aparecen al norte y sur, coinciden con perfiles suaves,
mientras que los maximos, en latitudes medias entre 20° y 24°N, muestran perfiles

mas irregulares.

Un analisis conjunto del comportamiento de H, tanto en la figura como en
la figura [3.13] revela como los valores de este se distribuyen practicamente igual en
ambos casos. Lo que resulta logico, si se tiene en cuenta que, ain cuando las 19
ventanas no cubren toda la region oceanografica de interés, éstas estan lo suficiente-
mente bien distribuidas, como para esperar que los resultados sean comparables. No
obstante, si es cierto, que los valores de H son ligeramente superiores en el segundo
caso, probablemente debido al proceso de promediar espacialmente sobre muchos
mas datos. Este procedimiento de promediado introduce dos efectos diferentes en
las series temporales. Por un lado, se reduce el nimero de huecos, o de datos perdi-
dos, minimizando asi el efecto de las discontinuidades en la serie temporal. Por otra
parte, se asigna a cada valor instantdneo de la serie un promedio espacial que elimina
las diferencias en las propiedades fisicas de pixels vecinos, considerando que toda la
region es homogénea. En principio, este segundo efecto introduce un suavizado en
la serie temporal que aumenta con el tamano de la ventana espacial considerado.
En términos de la funcién de densidad espectral, esto implica que las componentes
de altas frecuencias desaparecen y, por tanto, la pendiente del espectro, 3, y conse-
cuentemente, el exponente H aumentan. En definitiva, los valores de H asociados
a ventanas de menores dimensiones estaran mas afectados por los posibles efectos
introducidos por las discontinuidades presentes en las series y la menor longitud de
las mismas. En cambio, los valores de H asociados a ventanas mayores estaran méas
afectados por los posibles efectos generados por el suavizado inherente al promediado

espacial.

En relacién con los valores absolutos del exponente de escala obtenidos tanto para

el estudio global como local (19 ventanas), se observa como éste se encuentra siempre
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Figura 3.13: Exponentes de escala, derivados del DFA, obtenidos para las 19 ventanas

seleccionadas superpuestos sobre el campo global promedio de la SST.



72 Propiedades fractales de procesos fisicos en el océano

bastante préximo a 1, llegando a ser ligeramente superior en latitudes medias-bajas
alejadas de la costa y con valores minimos, en torno a 0,8, en las zonas al norte y al
sur del area considerada. Ademaés, el hecho de que el exponente de escala tome valores
entorno a 1 e incluso mayores, es propio de procesos que presentan correlaciones a
largo plazo, pero que ya no siguen una ley de potencias. Talkner & Weber (2000) y
Chen et al. (2005) aseguran que cuando 1 < H < 1,5, las correlaciones no sélo estén
presentes sino que incluso son mas fuertes. No obstante, en la bibliografia existe
una importante disparidad de criterios al respecto. Como ya se comentd, H = 1
es un caso especial donde la serie temporal corresponde a un ruido tipo 1/f. Esto
esta relacionado, segin algunos autores, con sistemas criticamente auto-organizados,
SOC, donde las dependencias a corto y largo plazo tienen el mismo peso y segin

otros, con la naturaleza multifractal de las series temporales (ver seccién 2.4.3).

En consecuencia, teniendo en mente todo lo anterior, se puede admitir que toda
la zona oceanografica presenta, en general e independientemente de la extension
espacial empleada y de la localizaciéon geografica, un efecto de memoria larga o
d.l.p., aunque este no esté siempre descrito por correlaciones que decaen seglin una
ley de potencias. Los valores H ~ 1 en regiones lejos de la costa que presentan un
comportamiento tipo ruido 1/f estdn de acuerdo con lo obtenido por Fraedrich &
Blender (2003) en el Atlantico Norte. Rybski et al. (2008), Fraedrich et al. (2009)
y Zhang & Zhao (2015), en los mapas de distribucién global de los exponentes de
escala correspondientes a sus estudios, obtienen valores entre 0,7 y 0,9 en la regiéon
oceanografica relativa a este trabajo, valores que son ligeramente inferiores a los
aqui obtenidos. Por otro lado, Rybski et al. (2008) senalan que existe una clara
disminucién de H con la latitud, hacia el Ecuador, lo que coincide en parte con la
tendencia observada en la zona de estudio, en cuanto a la disminucién de valores de H
desde latitudes en torno a 36° hacia el sur. Monetti et al. (2003) obtienen un valor
aproximado de H ~ 0,8 en una regién del Atlantico Norte, de aproximadamente
5°x5°, empleando también el método DFA. Asimismo, es evidente, segun las figuras
3.9y [3.13] que H no es independiente de la localizacién geografica, hecho que también
estd en concordancia con los resultados obtenidos por Fraedrich & Blender (2003),

Blender & Fraedrich (2003), Rybski et al. (2008) y Fraedrich et al. (2009).

Es importante senalar qu