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Resumen

La mayoŕıa de los procesos que se dan en la naturaleza son el resultado de las

interacciones lineales y no lineales entre diversas contribuciones operando a dife-

rentes escalas espaciales y temporales. En particular, el sistema atmósfera-océano

representa un ejemplo claro de un sistema fuertemente acoplado y complejo, carac-

terizado por su dinámica turbulenta, con fluctuaciones que cubren un amplio rango

de escalas. El conocimiento del comportamiento de los procesos naturales y en es-

pecial de los fluidos ambientales, atmósfera y océano, es fundamental para el ser

humano, aśı como para el resto de seres vivos, dado que gracias a ellos es posible la

vida y en ellos el hombre desarrolla infinidad de actividades. No obstante, la com-

plejidad de dichos procesos hace que su estudio se deba abordar en el dominio de

los procesos estocásticos, atendiendo particularmente a las caracteŕısticas relativas

a la correlación entre observaciones separadas por diferentes intervalos de tiempo

que, salvo casos excepcionales, es un rasgo común en los procesos naturales. En este

sentido, la dependencia a largo plazo implica la presencia de correlaciones que se

atenúan muy lentamente, siguiendo una ley de potencias, permitiendo que el pasado

lejano influencie el futuro. En general, el comportamiento siguiendo leyes de poten-

cias en los estad́ısticos empleados para describir los patrones de las fluctuaciones

temporales de un proceso indica la presencia de una estructura fractal con invarian-

za de escalas del sistema examinado, y se manifiesta a través de comportamientos

auto-semejantes que bajo ciertas condiciones implican dependencias a largo plazo.

En este contexto, el concepto de geometŕıa fractal adaptado al estudio de series tem-

porales proporciona un marco atractivo para el análisis de fenómenos naturales en

numerosas ramas de la ciencia. El objetivo principal del presente trabajo consiste en

identificar la existencia, o no, de comportamientos estad́ısticamente auto-semejantes

y de dependencia a largo plazo en series temporales de procesos f́sicos en el océano,

mediante el análisis de la estructura monofractal y multifractal de las mismas. Para

ello se emplean las metodoloǵıas de análisis de fluctuaciones sin tendencias (DFA)

y su extensión multifractal (MFDFA).
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Abstract

Most natural processes lead to complexity as a consequence of the effects of

linear and non-linear interactions over different spatial and temporal scales. A good

example of a complex system is the coupled ocean-atmosphere system, characterized

by its turbulence dynamics, which fluctuations cover a wide range of scales.

Knowledge on natural systems behaviour, especially on environmental fluid dy-

namics, is essential for human beings as well as for the rest of living organisms.

Many human activities take place on the oceans and thanks to them life is possible

on Earth. However, complexity forces the research perspective to be within the fra-

mework of stochastic processes, specially attending to correlation properties among

observations separated by different temporal periods, which, except for some rare

cases, is a common characteristic of natural phenomena.

Long range correlations refer to the slow decay of the temporal correlation fun-

ction, allowing the far away past to influence the future, rather than being indepen-

dent of it. In general, processes with power law decaying statistics point to fractal

structures with scale invariance that reveals itself through self-similar behaviours,

which under certain circumstances are long range dependent. In the time series

analysis context, fractal geometry provides an interesting framework to study natu-

ral phenomena.

The aim of the present work consists on identifying statistical self-similar beha-

viours and long range correlations in time series resulting from physical processes

in the ocean, through the analysis of mono- and multifractal structures by means of

the detrended fluctuation analysis, DFA, and its multifractal extension, MFDFA.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La mayoŕıa de los procesos naturales son el resultado de interacciones li-

neales y no lineales entre numerosas contribuciones, o componentes, operando a

diferentes escalas espaciales y temporales. Por ello, en general, los procesos natura-

les presentan patrones de comportamiento muy complejos. En particular, el sistema

atmósfera-océano representa un ejemplo t́ıpico de sistema fuertemente acoplado y

se caracteriza por exhibir una dinámica turbulenta, de modo que los procesos f́ısicos

que ocurren en dichos fluidos ambientales tienen un carácter intŕınsecamente tur-

bulento, con fluctuaciones que cubren un rango amplio y prácticamente continuo de

escalas espaciales (desde la escala global hasta la disipativa) y temporales (desde

fracciones de segundo hasta décadas). Lo anterior es particularmente cierto en la su-

perficie del océano, interfase entre estos dos medios, donde su acoplamiento mutuo

es especialmente notable.

El avance en el conocimiento del comportamiento de estos medios fluidos resulta

de enorme importancia para el ser humano, aśı como para el resto de los seres vivos,

dado que gracias a ellos es posible la vida y en ellos el hombre desarrolla infinidad

de actividades. No obstante, la citada complejidad de los procesos naturales, en

particular, de los procesos f́ısicos que tienen lugar en la atmósfera y en el océano,

hace que su estudio mediante el uso de modelos deterministas, derivados a partir de

las leyes fundamentales de la mecánica de los fluidos geof́ısicos, no resulte una v́ıa

especialmente útil. En consecuencia, la aproximación más común para su estudio

es la de obtener series de observaciones experimentales a lo largo del tiempo y

examinar sus caracteŕısticas en el dominio de los procesos estocásticos, considerando

1



2 Introducción

dichas series como representativas del proceso bajo las suposiciones de ergodicidad

y estacionaridad.

Las principales caracteŕısticas de la componente estocástica de una serie tempo-

ral, obtenida tras eliminar las tendencias y patrones ćıclicos presentes en la misma,

son la función de densidad de probabilidad y la correlación entre observaciones se-

paradas por diferentes intervalos de tiempo. La función de densidad de probabilidad

aporta información sobre la frecuencia de ocurrencia de los diferentes valores adop-

tados por la variable observada, pero carece de información relativa a la posible

dependencia entre tales valores. Salvo en casos muy excepcionales, las series tempo-

rales de procesos naturales presentan un cierto grado de dependencia entre valores

adyacentes, que puede ser de carácter débil, fenómeno conocido como dependencia

a corto plazo, o fuerte, caso en el que se habla de dependencia a largo plazo, co-

rrelación a largo plazo, o persistencia. Las correlaciones a corto plazo indican una

disminución de la dependencia entre valores con la separación, o desfase, temporal

entre estos, llegando a ser nula más allá de un cierto tiempo de relajación. Por el

contrario, la dependencia a largo plazo implica la presencia de correlaciones que se

atenúan muy lentamente, permitiendo que el pasado lejano influencie el futuro. Aśı,

en general, un proceso con dependencia a largo plazo se caracteriza por tener una

función de auto-correlación que obedece a una ley de potencias para desfases tem-

porales largos o, lo que es equivalente, la función de densidad espectral de varianzas

sigue asintóticamente una ley de potencias, definida por un exponente de escala,

para las frecuencias cercanas a cero.

En general, el comportamiento siguiendo leyes de potencias en los estad́ısticos

empleados para describir los patrones de las fluctuaciones temporales del proceso

indica la presencia de una estructura fractal con invarianza de escalas del sistema

examinado (Gouyet 1996; Turcotte 1997), aunque pueden encontrase situaciones

particulares en las que existe una ley de potencias no relacionada con la geometŕıa

fractal subyacente. La invarianza de escalas, entendida de forma no rigurosa, sig-

nifica que dentro de un cierto rango de escalas, acotado por un ĺımite superior y

otro inferior, no es posible identificar una escala caracteŕıstica o que desempeñe un

papel preponderante. Los comportamientos a diferentes escalas son en cierto sentido

equivalentes, y pueden ser expresados por una propiedad de invarianza de escalas u
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operación de renormalización.

La invarianza de escalas se puede manifestar a través de comportamientos auto-

semejantes (dos subconjuntos de un todo observados a diferentes escalas son idénti-

cos, bien de forma exacta o estad́ısticamente) que bajo ciertas condiciones implican

dependencias a largo plazo.

No obstante, aunque la auto-semejanza estad́ıstica, o invarianza de las propie-

dades estad́ısticas de un proceso con la escala, es un rasgo distintivo de los procesos

fractales, no representa un requerimiento. Además, la auto-semejanza de un proceso

no implica la existencia de dependencias a largo plazo en el mismo, ni la depen-

dencia a largo plazo conlleva necesariamente asociada la auto-semejanza del mismo.

Sin embargo, Mandelbrot & Van Ness (1968), proporcionaron la conexión entre los

procesos auto-semejantes y la dependencia a largo plazo en series estacionarias.

En definitiva, el concepto de geometŕıa fractal adaptado al estudio de series

temporales está fuertemente relacionado con la invariaza de escalas y la existencia

de dependencias a largo plazo y proporciona un marco atractivo para el análisis de

fenómenos naturales en numerosas ramas de la ciencia. No obstante, es importante

tener en cuenta que aunque para caracterizar el comportamiento de determinados

procesos es suficiente con un único exponente de escala, en cuyo caso se habla de

proceso monofractal, en las dos últimas décadas se ha puesto de manifiesto que

para describir uńıvocamente las caracteŕısticas de escala de series temporales de

numerosos procesos naturales se requiere el uso de múltiples exponentes de escala,

indicando una naturaleza multifractal del proceso.

Durante las tres últimas décadas, el número de trabajos examinando la existen-

cia de estructura fractal en series temporales correspondientes a una gran cantidad

de procesos naturales, aśı como en las ciencias sociales, ha aumentado significativa-

mente. En particular, esto ha ocurrido en varias áreas de la Geof́ısica, tales como

la Sismoloǵıa, la Hidroloǵıa, la Meteoroloǵıa y la Climatoloǵıa. Sin embargo, no ha

ocurrido lo mismo en el campo de la Dinámica Marina.

En consecuencia, el objetivo principal del presente trabajo consiste en identificar

la existencia, o no, de comportamientos estad́ısticamente auto-semejantes y de de-

pendencia a largo plazo en series temporales de procesos f́ısicos en el océano, sobre

diferentes escalas temporales, mediante el análisis de la estructura monofractal y
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multifractal de las mismas. Los procesos examinados son la temperatura superficial

del mar, en la región oceanográfica del Sureste del Atlántico Norte, la enerǵıa cinéti-

ca turbulenta, en la zona del Giro Subtropical situada bajo la infuencia directa de

la Corriente de Canarias, la intensidad de las corrientes, en una estación de medida

localizada en la llanura abisal de Madeira, y la altura de ola significativa, en el Mar

de Noruega. La selección de estos fenómenos obedece a su importancia relativa en

el contexto de la dinámica oceánica y al reducido número de contribuciones sobre

las mismas en este contexto.

Para ello se emplean las metodoloǵıas de análisis de fluctuaciones sin tenden-

cias (DFA) y su extensión multifractal (MFDFA), que son aplicadas en el dominio

del tiempo y representan procedimientos bien establecidos y aceptados como ade-

cuados para tal fin. Con el fin de examinar la importancia relativa de los efectos

de persistencia y la de posibles efectos no lineales en el comportamiento multifrac-

tal, se examinan las caracteŕısticas de réplicas de las series temporales analizadas,

generadas mediante procedimientos de aleatorización, o desordenamiento, de series

temporales, aleatorización de las fases en el dominio frecuencial, además de examinar

el comportamiento de versiones diferenciadas de las series originales denominadas

series de volatilidades.

El trabajo está organizado del siguiente modo. En el siguiente caṕıtulo, se presen-

tan de forma breve los fundamentos básicos de la teoŕıa de los procesos estocásticos,

los conceptos de fractalidad, auto-semejanza, dependencia a largo plazo y multi-

fractalidad en series temporales. En el caṕıtulo 3 se examina la existencia de com-

portamiento fractal, en términos de auto-semejanza estad́ıstica, o de invarianza de

escalas, de diversos procesos f́ısicos oceánicos. En concreto, se examinan las carac-

teŕısticas fractales de la temperatura superficial del mar (sección 3.1), la enerǵıa

cinética turbulenta (sección 3.2), la intensidad de las corrientes marinas (sección

3.3), y la altura de ola significativa (sección 3.4). En cada una de estas secciones se

incluyen los resultados y conclusiones alcanzadas, que se presentan de forma general

en el caṕıtulo 4, conjuntamente con las sugerencias de posibles trabajos futuros que

se podŕıan abordar.



Caṕıtulo 2

Fenómenos de escala: Análisis

Monofractal y Multifractal

Desde la antigüedad, la necesidad de explicar y entender el mundo que nos rodea

llevó a generar herramientas y modelos simplificados de la realidad, reduciendo más

y más el nivel de detalle para aśı abordar el entendimiento de nuestro entorno. Sin

embargo, no se debe obviar que la realidad de los sistemas y fenómenos naturales

es mucho más compleja. Los sistemas complejos son dinámicos, no estacionarios

y evolucionan de manera no lineal, tal que su comportamiento está basado no en

un patrón determinado, sino en la interacción de los procesos que lo conforman.

Generalmente, se asumen restricciones lineales, aunque el sistema sea no lineal, ya

que los modelos lineales son más fáciles de trabajar, y consecuentemente son los

más utilizados. Sin embargo, se ha demostrado que en la modelización de procesos

complejos, donde un fenómeno macroscópico puede ser el resultado de la interacción

de varios procesos microscópicos, se requiere de un nuevo marco que permita plantear

modelos válidos de evolución y desarrollo a lo largo del tiempo, capaces de lidiar

con estas caracteŕısticas particulares (Stanley 1999).

Debido a la naturaleza aleatoria y la alta complejidad que presentan la mayor

parte de los fenómenos que se dan en la naturaleza, una caracterización determińısti-

ca de los mismos no resulta apropiada. En general, para abordar el tratamiento de

variables aleatorias que evolucionan a lo largo del tiempo, o del espacio, de acuer-

do a unas leyes no determińısticas, es necesario recurrir a la teoŕıa de los procesos

estocásticos (Bendat 1971).

5



6 Fenómenos de escala: Análisis Monofractal y Multifractal

2.1. Fundamentos Teóricos

En esta sección se detalla el tratamiento de este tipo de procesos y se establece

los criterios bajo los cuales se puede considerar que un proceso estocástico natural

es estacionario. Asimismo se introduce el concepto de auto-semejanza, que describe

el fenómeno por el cual ciertas propiedades de un proceso estocástico no cambian

estad́ısticamente, independientemente de la escala espacial o temporal. A su vez, este

concepto está ı́ntimamente ligado con la estructura fractal de las series temporales

y con la dependencia a largo plazo o persistencia, nociones que se detallan al final

de esta sección.

2.1.1. Procesos estocásticos

A partir de lo anteriormente comentado, resulta razonable considerar las fluc-

tuaciones de las variables oceanográficas en un punto e instante dados,

X(x0, y0, ti) ≡ X(ti)

como variables aleatorias. Es decir, al medir, por ejemplo, el valor de la temperatura

de la superficie del mar en un instante ti se obtiene un valor que no es más que uno

de los infinitos posibles valores que se pod́ıan haber observado, de entre el espacio

muestral de la variable. En consecuencia, al medir un registro de temperaturas du-

rante un periodo de tiempo determinado se obtiene una sucesión de valores, X(i)(t),

que representa una de las infinitas posibles secuencias que se pod́ıan haber dado, tal

como se ilustra en la figura 2.1. Cada una de estas secuencias recibe el nombre de

realización del proceso, y el conjunto de todas las realizaciones recibe el nombre de

ensemble.

Una definición más estricta de proceso estocástico (en adelante, p.e.) puede ob-

tenerse teniendo en cuenta que en el conjunto de realizaciones mostrado en la figura

2.1, para cualquier valor dado de t se tiene una variable aleatoria (en adelante, v.a.).

Aśı, un p.e. denotado por {x(t), t ∈ T }, puede ser definido como una familia de

variables aleatorias x(t), donde el parámetro t pertenece a un determinado conjunto

ı́ndice T . Nótese que, aunque a lo largo de este documento el parámetro t representa

el tiempo, en general éste puede ser otro parámetro, o conjunto de parámetros.
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Figura 2.1: Ilustración del conjunto de realizaciones de un proceso estocástico.

Para caracterizar la variación espacial y temporal de cualquier variable ocea-

nográfica, el p.e. a tener en cuenta será X(~x, t); ~x ∈ X , t ∈ T , donde ~x representa

el vector de posición. Es importante mencionar que si el parámetro considerado, t,

tiene como rango de existencia toda la recta real, el p.e. recibe el nombre de proceso

de parámetro continuo (tiempo continuo), mientras que si sólo toma un conjunto

discreto de valores es denominado como p.e. de parámetro discreto (tiempo discre-

to). Además, las v.a. definidas para cada valor de t pueden ser discretas o continuas.

En consecuencia, podemos distinguir cuatro tipos de p.e.: (a) discretos de variable

discreta, (b) discretos de variable continua, (c) continuos de variable discreta y (d)

continuos de variable continua.

La mayoŕıa de los procesos aleatorios encontrados en geof́ısica son p.e. continuos

de variable continua. Sin embargo, el almacenamiento de las observaciones en so-

porte digital y su procesamiento mediante técnicas computacionales hace necesario

discretizar las señales analógicas correspondientes, convirtiéndose aśı en p.e. discreto

de variable continua.

En principio, las propiedades estad́ısticas de un fenómeno aleatorio deben ser

obtenidas con respecto al ensemble. Sin embargo, resulta evidente que al realizar

medidas experimentales sólo se puede obtener una de las posibles realizaciones del
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proceso, es decir, en cada instante se obtiene un único valor. No obstante, admı́tase

por un momento que se han obtenido todas las posibles realizaciones de un p.e.

{x(t)}, con realizaciones X(i)(t), (i = 1, 2, · · · ,∞), tal como el ejemplo ilustrado en

la figura 2.1. En un instante dado, t = ti, el proceso se convierte en una v.a. continua,

X(ti), denotada como Xi, y en cualquier otro instante, t = tj, se tendrá otra v.a.,

X(tj), designada porXj. El comportamiento estad́ıstico de cualquiera de las v.a., por

ejemplo Xi, está gobernado por su función de distribución de probabilidad acumulada

(FDP), o simplemente función de distribución, dada por

F (x) = Prob[Xi ≤ x] (2.1)

o, de forma equivalente, por la función de densidad de probabilidad (fdp), f(x),

definida por

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx (2.2)

A partir de la cual es posible definir el momento de orden r respecto al origen (x = 0)

de dicha v.a. como

mr = E [Xr
i ] =

∞∫
−∞

xrf(x)dx (2.3)

donde E[ ] representa el operador esperanza matemática, e impĺıcitamente expresa

promedios calculados a través del conjunto de realizaciones. De especial interés son

los momentos de orden uno y dos. El primero de ellos, representa el valor medio de

Xi, designado por µx

µx = E [X] =

∞∫
−∞

xf(x)dx (2.4)

El segundo, es el valor medio cuadrático de X,

E
[
X2
i

]
=

∞∫
−∞

x2f(x)dx (2.5)

cuya ráız cuadrada positiva recibe el nombre de ráız media cuadrática.
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De modo análogo, se definen los momentos respecto a la media, o momentos

centrales, de orden r como

µr = E [(Xi − µx)r] =

∞∫
−∞

(x− µx)rf(x)dx (2.6)

En particular, el momento central de orden dos es la varianza, designada por σ2
x

σ2
x = µ2 = E

[
(Xi − µx)2

]
=

∞∫
−∞

(x− µx)2f(x)dx (2.7)

Por otro lado, el comportamiento estad́ıstico conjunto de dos v.a., X(ti) ≡ Xi y

X(tj) ≡ Xj, (v.a. bidimensional), queda caracterizado por su función de distribución

de probabilidad conjunta (FDPC), bidimensional, dada por

F (Xi, Xj) = Prob[Xi ≤ xi, Xj ≤ xj] (2.8)

o por su función de densidad de probabilidad conjunta (fdpc) bidimensional, f(xi, xj),

definida por

F (Xi, Xj) =

xj∫
−∞

xi∫
−∞

f(xi, xj)dxidxj (2.9)

a partir de la cual se definen los momentos de orden q y r, respecto al origen (xi =

0, xj = 0), de una v.a. bidimensional, como

mqr = E
[
Xq
iX

r
j

]
=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xqix
r
jf(xi, xj)dxidxj (2.10)

y los momentos centrales de orden q y r como

µqr = E
[
(Xi − µxi)

q (Xj − µxj
)r]

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(xi − µxi)
q (xj − µxj)r f(xi, xj)dxidxj

(2.11)

Un caso particular de especial interés es el momento central de órdenes q = r = 1,

que recibe el nombre de covarianza, denotada por Cov[Xi, Xj], o simplemente como

C(Xi, Xj), y viene dada por
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µ11 = C(Xi, Xj) = E
[
(Xi − µxi)

(
Xj − µxj

)]
(2.12)

o bien, en función de los momentos respecto al origen,

C(Xi, Xj) = E
[
(Xi − µxi)

(
Xj − µxj

)]
= E[XiXj]−µxiµxj = m11−m10m01 (2.13)

Dado que el p.e. {X(t)}, está constituido por un conjunto de n v.a., asocia-

das a los instantes, t1, t2, · · · , tn (n→∞), cada una de las cuales está gobernada

por su correspondiente fdp, el p.e. quedará completamente especificado, en sentido

estad́ıstico, si la FDPC n-dimensional,

F [x1, x2, · · · , xn] = Prob[X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, · · · , X(tn) ≤ xn] (2.14)

o bien la fdpc n-dimensional,

f [x1, x2, · · · , xn] (2.15)

de las n v.a. X(t1), X(t2), · · ·X(tn) es conocida para todos los instantes t1, t2, · · · tn.

En consecuencia, en general, la especificación completa de un proceso estocástico es

extremadamente compleja, si no imposible.

En definitiva, a la hora de caracterizar un p.e. se plantean dos problemas prin-

cipales. En primer lugar, su completa caracterización implica la determinación de

la fdpc n-dimensional. Por otro lado, las distintas fdp, tanto univariadas como con-

juntas (de orden 1, 2, · · · , n) deben ser evaluadas haciendo uso de todas las posibles

realizaciones del proceso, mientras que en la práctica sólo se puede disponer de

una de ellas, la observada experimentalmente. Esta realización tendrá duración fi-

nita y, en general, estará compuesta por valores para instantes de tiempo discretos,

{t0, t1, t2, ..., tN}, de modo que ti+1 = ti+∆t, donde ∆t es un valor constante. En tal

caso, la realización está representada por una serie temporal de valores equidistantes.

2.1.2. Estacionariedad y ergodicidad

No obstante, además de en función de la continuidad, o no, del parámetro inde-

pendiente, t, y la v.a., los p.e. pueden ser clasificados en términos de su regularidad
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estad́ıstica. Según esta clasificación los procesos aleatorios pueden ser estacionarios

y no estacionarios.

De acuerdo con lo comentado anteriormente, la FDPC de orden n de un p.e.

F (x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn) posee, en general, una dependencia expĺıcita con los

valores de los parámetros temporales t1, t2, · · · , tn. Es decir, el comportamiento es-

tad́ıstico del proceso es función del origen absoluto de tiempos considerado. Esta

clase de p.e. recibe el calificativo de no estacionarios. Es importante resaltar que

la mayor parte de los fenómenos f́ısicos de naturaleza aleatoria pertenece a este

grupo. En particular, las variables oceanográficas que se estudian en este trabajo

suelen comportarse como un proceso no estacionario. Sin embargo, bajo determina-

das condiciones, las propiedades estad́ısticas de los fenómenos aleatorios, no vaŕıan

significativamente en función del tiempo, al menos en un intervalo temporal adecua-

do. Es decir, a pesar de su naturaleza aleatoria, las distribuciones de probabilidad

asociadas no se ven sustancialmente modificadas por una traslación arbitraria res-

pecto al parámetro tiempo. Este tipo de procesos recibe el nombre de estacionarios.

La definición estricta de estacionariedad requiere que las FDPC, o equivalente-

mente las fdpc, del proceso sean invariantes en el tiempo. Es decir,

F (X(t1), X(t2), · · · , X(tn); t1, t2, · · · , tn) =

(2.16)

F (X(t1 + τ), X(t2 + τ), · · · , X(tn + τ); t1 + τ, t2 + τ, · · · , tn + τ)

para cualquier instante t e intervalo temporal τ . En otras palabras, para un p.e.

estacionario la dependencia de sus FDPC con el tiempo es únicamente a través

de sus diferencias, τ , pero no del origen absoluto de dicho parámetro. Cuando un

p.e. verifica dicha condición se dice que es estrictamente estacionario, o fuertemente

estacionario.

La independencia respecto al origen de t debe verificarse para las sucesivas FDPC

de orden superior. Sin embargo, ya se ha indicado que para un problema f́ısico dado,

el cálculo de las FDPC hasta el orden n-ésimo es dif́ıcilmente realizable.

Aśı, para poder abordar el problema desde un punto de vista práctico se sue-

le suavizar esta condición introduciendo el concepto de estacionariedad en sentido
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amplio o de segundo orden.

En particular, la estacionariedad de primer orden implica que

f(x(ti)) = f(x(ti + τ)) = f(x) (2.17)

para cualquier valor de τ . Es decir, la fdp univariada es equivalente para cualquier

instante de tiempo. Por otro lado la estacionariedad de segundo orden implica que

f(x(ti), x(tj)) = f(x(ti + τ), x(tj + τ)) (2.18)

para cualquier valor de τ . Nótese que la condición anterior no implica una inde-

pendencia de la fdp de segundo orden respecto al tiempo. La independencia es

con relación al origen de tiempos, pero no con respecto a las diferencias tempo-

rales τ . Aśı, considerando dos instantes de tiempos cualesquiera, tp y tq, tales que

tq − tp = tj − ti = τ , se deberá verificar que

f(x(ti), x(tj)) = f(x(tp), x(tq)) (2.19)

Condición que sólo es cierta si la fdpc únicamente es función de τ , es decir

f(x(ti), x(tj)) = f(x(tp), x(tq)) = f(xi, xj, τ) (2.20)

Un proceso que verifica las condiciones dadas por 2.19 y 2.20, se dice estacionario

de segundo orden. No obstante, en la práctica, la condición de estacionariedad se

suele establecer atendiendo únicamente a los momentos de primer y segundo orden.

Naturalmente, para un p.e. {x(t)} que satisface la condición 2.19 se tiene que

E[x(ti)] =

∞∫
−∞

xif(x(ti))dxi =

∞∫
−∞

xf(x)dxi = E[x] = µx (2.21)

y también

E
[
(x(ti)− E[x(ti)])

2
]

=

∞∫
−∞

[
(x(ti)− µxi)2

]
f(x(ti))dxi =

∞∫
−∞

(xi−µxi)2f(xi)dxi = σ2
xi

(2.22)

Si dicho p.e. satisface, además, la condición 2.20 se tendrá que,
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C(x(ti), x(tj)) = E [(x(ti)− µx) (x(tj)− µx)]

= µ2
x +

∞∫
−∞

∞∫
−∞

x(ti)x(tj)f(x(ti), x(tj))dxidxj

= µ2
x +

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xixjf(xi, xj, τ)dxidxj

= C(τ) = R(τ)− µ2
x

(2.23)

para todo τ , donde la función de auto-correlación, R(τ), es definida como

R(τ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xixjf(xi, xj, τ)dxidxj = C(τ) + µ2
x (2.24)

De acuerdo con los resultados anteriores, si para un proceso aleatorio se verifican

las siguientes condiciones

|E {x(ti)}| = µx constante <∞

E [(x(ti)− µx) (x(tj)− µx)] = σ2
x constante <∞

E {x(ti)x(tj)} = R(tj − ti) = R(τ) <∞

(2.25)

éste recibe el nombre de p.e. débilmente estacionario, estacionario en sentido amplio,

o estacionario en la covarianza.

Es obvio que cualquier p.e. estacionario en sentido estricto, es decir, que verifique

la condición 2.17, y cuyos momentos hasta el segundo orden existen (son finitos),

es también débilmente estacionario. Sin embargo, en general, la relación inversa no

es cierta. En realidad, ésta sólo es cierta en casos muy particulares, tal como en el

caso de los procesos aleatorios Gaussianos, cuyas fdpc quedan determinadas para

cualquier orden sólo con la media y la covarianza.

Es decir, un proceso estocástico débilmente estacionario y Gaussiano también es

estrictamente estacionario.

En definitiva, admitiendo la estacionariedad del proceso, al menos en sentido

amplio, el problema de la estimación de la función de densidad de probabilidad

conjunta n-dimensional, se reduce a la obtención de los momentos estad́ısticos de

primer, µx, y segundo orden, σ2
x, y C(τ).



14 Fenómenos de escala: Análisis Monofractal y Multifractal

Estos estad́ısticos deben ser estimados mediante promedios aplicados sobre el

conjunto de realizaciones, o ensemble, del proceso en instantes espećıficos de tiem-

po. Sin embargo, ya se ha indicado que, en la práctica, sólo es posible obtener una

de las posibles realizaciones. El procedimiento usual para aliviar este problema con-

siste en admitir que el registro temporal (realización) obtenido experimentalmente

corresponde a un p.e. ergódico. De forma simple, un proceso ergódico es aquel para

el cual los estad́ısticos obtenidos mediante promedios temporales sobre una única

muestra del proceso son aproximadamente iguales a los obtenidos mediante prome-

dios sobre el ensemble. En otras palabras, los estad́ısticos calculados sobre diferentes

realizaciones no difieren.

De forma intuitiva, puede decirse que en un proceso ergódico la realización ob-

servada x(k) es estad́ısticamente representativa de todas las demás del ensemble. En

consecuencia, en un proceso ergódico, x(t), el valor medio temporal, la varianza y la

covarianza, aśı como otras propiedades obtenidas mediante promedios temporales,

son iguales a los correspondientes promedios evaluados sobre el ensemble. Es im-

portante notar que si un proceso es ergódico también debe ser estacionario, pero un

proceso aleatorio estacionario no tiene porqué ser ergódico.

Los procesos ergódicos son una clase bastante especial dentro del conjunto de los

p.e., dado que todas sus propiedades pueden ser determinadas realizando promedios

sobre una única muestra. Afortunadamente, en la práctica los datos aleatorios que

representan fenómenos f́ısicos estacionarios son generalmente ergódicos. Por ello, en

general, en el análisis de datos experimentales correspondientes a procesos f́ısicos se

asume la ergodicidad del proceso subyacente, de modo que las propiedades estad́ısti-

cas del mismo pueden ser evaluadas a partir de un único registro. En consecuencia,

en lo sucesivo los registros experimentales medidos y simulados serán considerados

como muestras de un proceso ergódico.

Es necesario destacar que en procesos reales, la no estacionariedad suele ser la

regla y la estacionariedad la excepción. Nótese que, generalmente, los parámetros

que gobiernan los procesos naturales dependen del tiempo y, aunque esta depen-

dencia sea muy débil y se haya hecho lo posible por eliminarla, son procesos no

estacionarios. Por otro lado, teniendo en cuenta que, para una serie temporal fini-

ta, la estacionariedad estricta no se puede probar anaĺıticamente por lo comentado
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anteriormente, lo natural seŕıa admitir no estacionariedad.

2.1.3. Auto-semejanza

El concepto de estacionariedad, que implica invarianza temporal de los estad́ısti-

cos de un proceso, es básico en el estudio de los p.e. Asimismo, la invarianza de escala

o auto-semejanza también está presente en muchos fenómenos y procesos naturales

(textura del paisaje, fenómenos de turbulencia, transmisión de información en redes

de comunicación, etc.).

Los procesos auto-semejantes son procesos estocásticos invariantes en su distri-

bución bajo un cambio adecuado de escala temporal y/o espacial, lo cual implica la

preservación de algún tipo de patrón de comportamiento a través de varios órdenes

de magnitud. Esta invariancia de escala se pone de manifiesto cuando algún obser-

vable sigue una ley probabiĺıstica de potencias. Las leyes de potencia a su vez, al

permanecer invariantes bajo cambios de escala, hacen que todas las escalas partici-

pen en la dinámica de dichos sistemas o procesos.

Los primeros art́ıculos que trataron este tipo de procesos dándoles un tratamien-

to probabiĺısitico riguroso se deben a Lamperti (1962), quien introdujo el concepto

de proceso semi-estable. Posteriormente, a finales de los años 60, Mandelbrot rebau-

tizó este tipo de proceso como proceso auto-semejante, y fue pionero en su aplicación

al estudio de fenómenos invariantes en escala.

Estrictamente un p.e., {x(t), t ≥ 0}, es auto-semejante, (en adelante s.s.) si para

cualquier constante a > 0, existe b > 0 tal que

x(at)
d
= bx(t) (2.26)

donde
d
= implica igualdad de las distribuciones de probabilidad finito dimensionales.

Por otro lado, se dice que {x(t), t ≥ 0} es estocásticamente continuo en t si para

cualquier ε > 0

ĺım
h→0

P {|x(t+ h)− x(t)| > ε} = 0 (2.27)

Por tanto, según Lamperti (1962), si {x(t), t ≥ 0} es estocásticamente continuo

en t = 0 y s.s., entonces existe un único exponente H ≥ 0 tal que b en la ecuación
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2.26 se puede expresar como b = aH . Además, H > 0 si y solo si X(0) = 0.

Generalmente, un p.e., {x(t), t ≥ 0}, continuo es exactamente s.s. si existe H > 0

tal que para cualquier a > 0,

x(at)
d
= aHx(t) (2.28)

donde H es el ı́ndice de auto-semejanza, que también se denomina exponente de

escala del proceso, o exponente de Hurst, en honor al hidrólogo británico H.E. Hurst.

Obviamente un proceso que satisface la ecuación 2.28 nunca será estacionario ya

que esto implicaŕıa x(t) = x(at). Generalmente se asume que el p.e. x(t) tiene

incrementos estacionarios.

No obstante, las series temporales reales medidas en la naturaleza constituyen

procesos discretos. En este caso la auto-semejanza se define de la siguiente manera

(Adler et al. 1998). Sea una secuencia de valores estacionaria, Y = {Y (i), i ≥ 1}, y

sus correspondientes secuencias agregadas con nivel de agregación m,

Y (m)(k) =
1

m

km∑
i=(k−1)m+1

Y (i), k = 1, 2, ... (2.29)

obtenidas a través de la división de la serie original, Y , en segmentos no solapados

de igual longitud, m, y promediando sobre cada uno de ellos. Si Y es el proceso

formado a partir de los incrementos de otro p.e. s.s. definido como en 2.28, entonces

Y
d
= m1−HY (m), m ∈ Z (2.30)

Es decir, una secuencia discreta Y = {Y (i), i ≥ 1 se denomina exactamente s.s. si

satisface la ecuación 2.30 para cualquier nivel de agregación m. Por otro lado, una

secuencia estacionaria como la anterior, se dice que es exactamente s.s. de segundo

orden, (Cox, 1984), si m1−HY (m) e Y son indistinguibles al menos con respecto a

sus propiedades de segundo orden para todo m. De forma análoga, una secuencia

estacionaria es asintóticamente s.s. de segundo orden si m1−HY (m) tiene la misma

varianza y función de auto-correlación que Y , para m→∞,

ĺım
m→∞

R(m) (τ) = R (τ) (2.31)

Es importante destacar que los procesos estocásticos asintóticamente s.s. de segundo

orden reciben también el nombre de procesos con dependencia a largo plazo en
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adelante d.l.p. Se debe resaltar que esto es cierto sólo para procesos asintóticamente

auto-semejantes de segundo orden y no para todo tipo de procesos s.s. Esta idea

es fundamental ya que las propiedades de auto-semejanza y de dependencia a largo

plazo no son equivalentes, aunque en numerosas ocasiones se usan de forma errónea

como si lo fueran (Leland et al. 1994).

En este caso, los procesos agregados, Y (m), poseen una estructura de correlación

no degenerada si m → ∞, o dicho de otro modo, la función de auto-correlación se

preserva independientemente de la escala temporal. Para series temporales, todo lo

anterior se traduce en que la distribución de un segmento de serie puede obtenerse

a través de un intervalo que cubra un lapso de tiempo menor, al multiplicarlo por

una razón de proporcionalidad.

Un modo alternativo de definir los procesos estocásticos asintóticamente s.s. de

segundo orden es en términos de su función de densidad espectral (Davis et al. 1994).

En tal caso, un proceso estocástico se dice asintóticamente s.s. de segundo orden si

su función de densidad espectral satisface

S(f) ≈ |f |−β (2.32)

Luego, dependiendo de si el proceso estocástico considerado es estacionario o no, la

relación entre el exponente de escala, H, con β será diferente. Aśı para procesos no

estacionarios (Gilmore et al. 2002),

S(f) ≈ |f |2H+1 , 1 < β = 2H + 1 < 3 (2.33)

mientras que para procesos estacionarios,

S(f) ≈ |f |2H−1 , −1 < β = 2H − 1 < 1 (2.34)

Un ejemplo t́ıpico de proceso s.s. es el denominado proceso de tipo f−β, intro-

ducido por Mandelbrot & Van Ness (1968) quienes lo denominaron ruido tipo 1/f o

ruido fraccionario. La forma que adopta la función de densidad espectral de poten-

cia depende del valor de β. Aśı, β ∼ 1 se corresponde con un ruido rosa, β ∼ 2 con

un ruido marrón, denominado aśı en honor a Robert Brown (1828) y β ∼ 0 con un

ruido blanco.



18 Fenómenos de escala: Análisis Monofractal y Multifractal

2.1.4. Estructura fractal

Un fractal es, por definición, un conjunto cuya dimensión de Hausdorff-Besicovitch

es estrictamente mayor que su dimensión eucĺıdea.

Benôıt Mandelbrot (1967)

Básicamente, el término fractal se refiere en primera instancia a la dependencia

existente entre una medida y la escala utilizada para obtenerla. La dimensión fractal,

D, será, por lo tanto, una estimación del grado de irregularidad de un determinado

objeto o proceso. Un objeto, sistema o proceso se considera que es un fractal si

posee: dimensión fractal y auto-semejanza. En la literatura cient́ıfica al respecto,

los conceptos de auto-semejanza y fractalidad se emplean, generalmente, como si

fueran sinónimos, no obstante cabe destacar que la auto-semejanza no es más que

una caracteŕıstica que presentan los fractales. La mayoŕıa de estructuras o procesos

que existen en la naturaleza son estocásticos y poseen, dimensión fractal y auto-

semejanza.

La dimensión fractal a diferencia de la dimensión topológica, está determinada

por cómo un objeto llena su propio espacio. En el caso de una curva, seŕıa una

forma de medir su rugosidad. Su valor puede ser entero, en cuyo caso es equivalente

a la dimensión eucĺıdea, pero en general, será un valor fraccionario, de ah́ı el origen

del término. La dimensión fractal puede ser definida anaĺıticamente mediante la

expresión,

N(ε) ∝ ε−D, ε 7→ 0 (2.35)

donde N es el número de fragmentos con una dimensión caracteŕıstica ε (Mandel-

brot 1982). En general, todas las dimensiones fractales, i.e. eucĺıdea, Haussdorf-

Besicovitch, Minkowski, etc, son conceptualmente equivalentes, sin embargo las me-

todoloǵıas para su obtención difieren, lo que puede hacer que existan ligeras varia-

ciones entre unos resultados y otros. La dimensión de Hausdorff-Besicovitch es para

la mayoŕıa de fractales coincidente con las demás dimensiones, que además son más

sencillas de calcular.

Un ejemplo clásico de una estructura fractal en una dimensión se muestra en la

figura 2.2, la isla de Koch. Para su construcción se parte de una estructura elemen-
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tal, aqúı un triángulo equilátero. Luego, cada lado del triángulo se divide en 3 partes

iguales y el segmento central se remplaza por dos segmentos de igual longitud ha-

ciendo un ángulo de 60
o
, formando de nuevo un triángulo equilátero como el inicial

pero más pequeño. La operación se repite sucesivamente, de forma que, el número

de elementos crece un factor 4 con cada iteración, mientras que cada segmento se

hace 3 veces menor, aśı

D = − log(N)

log(ε)
=
log(4)

log(3)
∼ 1,26 (2.36)

Desde el punto de vista del concepto de la auto-semejanza, la isla de Koch pre-

senta una similitud a diferentes escalas que es exacta. Por el contrario, en el caso

de la longitud de la costa de Fuerteventura, figura 2.3, esta similitud es estad́ıstica.

Es decir, un trozo del peŕımetro de la isla de Koch es idéntico al todo, independien-

temente de la escala. En el caso de Fuerteventura existen ĺımites, el máximo es el

tamaño de la isla frente al caso de Koch, donde la construcción puede extenderse

hasta el infinito. Esto es una caracteŕıstica que diferencia a los procesos fractales

naturales de los ideales. Al medir el peŕımetro de, por ejemplo la costa majorera,

obtendremos un valor u otro dependiendo del instrumento de medida. La isla de

Koch encierra un área finita en un peŕımetro infinito.

Figura 2.2: Ilustración de la construcción de la isla de Koch. (Papadopoulos et al.

2007)
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Figura 2.3: Ilustración de la medida del peŕımetro de la costa de Fuerteventura con

tres escalas diferentes.

Rigurosamente hablando, el concepto de auto-semejanza se aplica sólo a frac-

tales matemáticos que surgen de la iteración de fórmulas sencillas pero que llevan

a estructuras muy complejas, como la isla de Koch. Por otro lado, en los fractales

que se encuentran en la naturaleza se aplica el concepto de auto-afinidad, ya que

su estructura fractal es solamente estad́ıstica y poseen, en consecuencia, una escala

que no tiene las mismas propiedades en todas las dimensiones de análisis, es de-

cir, es anisotrópica (Feder 1988). En el caso de series temporales deterministas se

debe hablar de auto-semejanza, mientras que al usar series de origen estocástico

se debe hablar de auto-afinidad. Sin embargo, generalmente se emplea el término

auto-semejanza aún cuando se hace referencia a series temporales de procesos reales,

aśı se hará también en este trabajo.

Teniendo lo anterior en mente y de forma análoga, un proceso fractal será aquel

en el que un mismo proceso elemental tiene lugar a distintas escalas temporales. Aśı,

para el intervalo de escalas analizadas, los estad́ısticos del proceso siguen una o varias

leyes de potencias caracterizadas por uno o varios exponentes. En consecuencia, se

distingue entre procesos monofractales y multifractales. Los primeros presentan auto-

semejanza en toda la estructura temporal del proceso y ésta viene descrita por una

ley de potencia con un único exponente de escala global, mientras que las series de
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tiempo multifractales presentan diferentes estructuras auto-semejantes a intervalos

temporales locales diferentes, y vienen descritas mediante un espectro de exponentes

de escala. Además, cuando los estad́ısticos auto-semejantes son precisamente los de

segundo orden, entonces se habla de procesos fractales auto-semejantes con d.l.p.

En general, no existe ningún proceso o fenómeno en el universo que exhiba la

misma dimensión fractal en todas las escalas temporales posibles. De hecho, lo nor-

mal es que éstos se generen a partir de distintos procesos que además operan en

rangos temporales diferentes. Los multifractales presentan una dimensión fractal

que no es constante como en la ecuación 2.35, sino que, como se ya se comentó,

tienen un amplio rango de valores, que en el ĺımite, dan como resultado un espectro

de dimensiones D(α),

N(ε) ∝ ε−D(α) (2.37)

donde α se denomina exponente de singularidad o de Hölder (Falconer 1997).

En el contexto del análisis de fenómenos naturales complejos, fue Kolmogorov

(1941) uno de los primeros en establecer una conexión entre la auto-semejanza, la

estructura fractal y la d.l.p., para explicar la evolución de fenómenos turbulentos.

2.1.5. Dependencia a largo plazo

En apartados anteriores se comentó que los p.e. asintóticamente s.s. de segun-

do orden presentan d.l.p., propiedad que también recibe el nombre de persistencia.

No obstante, es importante destacar que esta propiedad no se verifica para todo

tipo de procesos s.s. (Cont 2005). Es decir, las propiedades de s.s. y de d.l.p., o

persistencia, no son equivalentes, aunque en numerosas ocasiones se usan de forma

errónea como si lo fueran, (Gong et al. 2005). Aśı de la misma manera que existen

p.e. s.s. que no presentan d.l.p., también los procesos con d.l.p. pueden existir sin

necesidad de que presenten auto-semejanza. En particular, la persistencia puede ser

definida como el agrupamiento temporal no periódico de eventos similares (Outcalt

et al. 1997). Como se ha visto, un p.e.s.s. presenta bajo ciertas condiciones d.l.p.,

lo que implica que la función de auto-correlación se preserva independientemente de

la escala temporal, ecuación 2.31. Por tanto, estas caracteŕısticas permiten, a través

de métodos estad́ısticos adecuados, obtener información sobre las propiedades de
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correlación de una serie haciendo uso de sus series agregadas, (Peng et al. 1995).

Dada su definición, resulta lógico que la propiedad de memoria larga, o persistencia,

se relacione con el comportamiento que muestran las auto-correlaciones muestrales

de ciertas series temporales estacionarias que decrecen a un ritmo muy lento. For-

malmente, siguiendo la notación de Robinson (1994) y Baillie (1996), se dice que

una serie temporal estacionaria, xt, con función de auto-correlación R(τ) y densidad

espectral S(f), tiene memoria larga o d.l.p. si,

las auto-correlaciones no son absolutamente sumables, es decir,
∑
|R(τ)| =∞

la función de densidad espectral S(f), no está acotada a bajas frecuencias, y

por tanto ĺımS(f) =∞,

donde f → 0+.

Existen otras formas de definir la propiedad de memoria larga. Aśı por ejemplo,

Brockwell & Davies (1991) y Beran (1994) consideran que un proceso estacionario

con función de auto-correlación R(τ) y densidad espectral S(f) tiene d.l.p. si existe

un número real 0 < γ < 1 tal que,

R(τ) ≈ |τ |−γ τ →∞ (2.38)

o equivalentemente, si existe un número real 0 < β < 1 tal que

S(f) ∼ |f |−β β → 0+ donde γ = 1− β. (2.39)

En términos de R(τ), si las auto-correlaciones son absolutamente sumables se di-

ce que hay dependencia a corto plazo, mientras que en series temporales puramente

aleatorias cada evento ocurre de manera independiente de sus predecesores, como

sucede al lanzar una moneda de forma consecutiva. En este tipo de proceso, que

suele recibir el nombre de ruido blanco la función de auto-correlación es nula para

todo τ 6= 0. La caracterización de la d.l.p. es importante para entender tanto las

propiedades estad́ısticas de un proceso como la dinámica básica que lo rige. Man-

delbrot & Van Ness (1968) establecen la conexión entre procesos auto-semejantes y

la dependencia a largo plazo en series temporales estacionarias a través de ruidos

Gaussianos fraccionarios. Este tipo de ruidos presenta una contribución significativa
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en el rango de bajas frecuencias, de modo que su función de auto-correlación decre-

ce a un ritmo muy lento. Este comportamiento no es compatible con los modelos

estacionarios auto-regresivos y de medias móviles (AR, MA, ARMA y ARIMA),

que imponen un decrecimiento exponencial en las auto-correlaciones, aśı como la

independencia de los incrementos y por tanto, no incorporan el efecto de d.l.p..

Granger (1980), Granger & Joyeux (1980) y Hosking (1981) proponen una clase de

procesos intermedios en los que el orden de integración es fraccionario. Se trata de

los procesos auto-regresivos y de medias móviles fraccionalmente integrados, ARFI-

MA. En general, el proceso ARFIMA(p,d,q) proporciona una gran flexibilidad en

la modelización del comportamiento dinámico de una serie temporal, ya que permi-

te describir simultáneamente las propiedades dinámicas a largo plazo, a través del

parámetro d, y la correlación a corto plazo, a través de los parámetros de la parte

ARMA del modelo. Además de estos, existen otros modelos paramétricos capaces

de producir memoria larga, como el ruido Gaussiano fraccionario de Mandelbrot &

Van Ness (1968), que se obtiene como los incrementos de procesos auto-semejantes,

o el modelo exponencial fraccionario (FEXP), propuesto por Bloomfield (1973). El

desarrollo y análisis de estas herramientas se encuentra lejos de los objetivos de

este trabajo, no obstante una descripción de éstos y otros modelos para generar y

caracterizar procesos con memoria larga puede encontrarse en Beran (1994).

En este contexto, también cabe mencionar que la d.l.p. está ı́ntimamente ligada

a las distribuciones de cola pesada, las cuales serán mencionadas en algún momento

a lo largo de este trabajo.

2.1.6. Colas pesadas

Dentro del marco teórico de este trabajo, cabe mencionar que el concepto de

d.l.p. también está ı́ntimamente ligado a las distribuciones de cola pesada. Baillie

(1996) señala que las densidades de probabilidad que presentan colas pesadas son

auto-semejantes con respecto al comportamiento de su cola, y por tanto siguen una

ley de potencias. En cambio, en distribuciones como la Gaussiana, las distribuciones

de las colas decaen mucho más rápido, siguiendo una ley exponencial (Sheluhin et

al. 2007).

En general, una variable con una distribución de cola pesada muestra una va-
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rianza infinita. Una distribución de este tipo es por ejemplo, la distribución de

Pareto-Levy. Aśı, estas distribuciones juegan un papel similar en estad́ıstica al de

la distribución Gaussiana, con la diferencia de que poseen colas que decaen muy

lentamente y momentos de orden dos infinitos (Lévy 1937; Feller 1971).

La familia de distribuciones estables de Lévy resulta de la suma de variables con

probabilidad proporcional a x−Γ−1 para x grandes, siendo Γ el denominado ı́ndice

de Lévy (0 < Γ ≤ 2) o exponente de la distribución. Básicamente, no son más que

el resultado de la generalización del Teorema Central del Ĺımite (Samorodnitsky &

Taqqu 1994).

Una v.a. positiva X con función de distribución de probabilidad F y cola a la

derecha, se dice que es de cola pesada, si para x > 0 la función de probabilidad de

excedencia, F̄ = 1− F verifica que,

Prob[X > x] = F̄ (x) = x−ΓL(x) (2.40)

donde Γ ∈ (0, 2) y L (x) es una función que vaŕıa lentamente, tal que para todo

t > 0,

ĺım
t→∞

L(tx)

L(t)
= 1 (2.41)

A medida que t → ∞, aumenta la probabilidad de tomar un valor de la cola de la

distribución, de modo que la media tiende a crecer, no converge. Además, si Γ = 2

la distribución se reduce al caso particular de una normal.

2.2. Origen de la multifractalidad

La mayoŕıa de procesos naturales exhiben, generalmente, un comportamiento

complejo que se relaciona con la invarianza de ciertas estructuras a lo largo del

tiempo. Parte de la complejidad de dicho comportamiento se suele atribuir a la

presencia de correlaciones a largo plazo en la serie temporal, sin embargo, para

poder caracterizar de forma más adecuada las propiedades del sistema es necesario

acudir a estad́ısticos de orden superior, que proporcionan información sobre efectos

no lineales. Aśı, se distingue entre monofractales, cuyo comportamiento se analiza
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con respecto a sus estad́ısticos de segundo orden, y multifractales, que requieren de

estad́ısticos de varios órdenes para su caracterización (Kalisky et al. 2005).

El comportamiento de procesos multiescala es debido, además, a dos tipos dife-

rentes de multifractalidad, por un lado a una contribución lineal y por otro, a una

contribución no lineal.

Schreiber & Schmitz (2000) consideran que un proceso es lineal, si es posible

reproducir las propiedades estad́ısticas del mismo a partir, únicamente, del espectro

de potencia y de su distribución de probabilidad. Si no, éste es no lineal. Aśı, las series

temporales con propiedades fractales muestran, generalmente, un comportamiento

gobernado por las dos contribuciones (Kantelhardt et al. 2002). La parte lineal es

consecuencia, fundamentalmente, de la presencia de correlaciones a largo plazo en

las fluctuaciones, y la no lineal está relacionada con el ancho de la distribución de

probabilidad, o distribuciones de cola pesada. Además, ambas pueden ser eliminadas

de la serie original individualmente y aśı, cuantificar el grado de influencia que ejerce

cada una en el comportamiento de escala de la señal. El efecto lineal se puede filtrar

mediante el método de shuffling o de reordenación aleatoria de los datos, mientras

que en el segundo caso, es necesario acudir a técnicas de análisis estad́ıstico no lineal.

Generalmente, ambas contribuciones están presentes en la serie temporal.

No obstante, el origen de la multifractalidad se ha discutido intensamente en la

última década, y la literatura existente resulta cuanto menos variada y dispar en las

conclusiones al respecto. Aśı, Lee & Chang (2015), Lin et al. (2013), Kumar & Deo

(2009), Ashkenazy et al. (2003a) demuestran que tanto la distribución de probabi-

lidad como las correlaciones a largo plazo conducen a propiedades multifractales.

Zunino et al. (2009) y Barunik et al. (2012), por otro lado, afirman que las distribu-

ciones de cola pesada son la causa principal de la multifractalidad. Kwapien et al.

(2005), Drozdz et al. (2009), Oh et al. (2012), Zhou (2012), De Souza et al. (2013)

y Movahed et al. (2006) aseguran que en realidad, son las correlaciones a largo pla-

zo las responsables del comportamiento multifractal. Además, Drozdz et al. (2009)

analizan como las series temporales que no son lo suficientemente largas, pueden

conducir a una interpretación errónea de los resultados, confundiendo la presencia

de un efecto multifractal. Por último, Drozdz et al. (2009) y Zhou (2012) también

demuestran que las propiedades de la función de distribución de probabilidad afec-
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tan a la multifractalidad de la serie sólo cuando ésta presenta correlaciones a largo

plazo.

2.2.1. Evaluación de la componente lineal

Peters (1996) sugiere un test sencillo para comprobar el grado de importancia

de la componente lineal en una serie temporal. Esta técnica también se emplea en

el análisis monofractal, para evaluar la fiabilidad de las estimaciones del exponente

de escala.

El método se denomina shuffling o scrambling y consiste en alterar el orden de los

datos de una serie temporal de forma aleatoria. Los datos son los mismos, por tanto

la distribución de frecuencias no cambia, pero la estructura temporal de la serie śı.

En estos casos, el resultado esperado al ejecutar el análisis monofractal, es una serie

sin memoria, por tanto incorrelacionada, con un exponente de escala igual a 0,5,

análogo al caso de un ruido blanco. Si se realiza un análisis multifractal, el espectro

tiende a centrarse en α ∼ 0,5 y a estrecharse. Estos efectos serán más evidentes

cuando la componente lineal sea la que domine el comportamiento del sistema o

proceso. La contribución no lineal, si está presente, permanece y por tanto, no se

ve afectada por este procedimiento y, por tanto, permanece. Una forma de llevar a

cabo este método se basa en generar un ruido blanco y posteriormente reordenar los

valores, por ejemplo, de mayor a menor. Luego, se toma la serie temporal a la que

se le desee realizar el proceso de shuffling y se reordenan las observaciones según el

orden del ruido blanco generado anteriormente.

2.2.2. Evaluación de la componente no lineal

Generación de series subrogadas

Uno de los procedimientos más utilizados para comprobar la existencia de un

efecto no lineal en un proceso, es el de la generación de series de datos subrogados.

Este procedimiento, desarrollado inicialmente por Theiler et al. (1992), consiste en la

generación, a partir de una serie temporal inicial, de un conjunto de series aleatorias

de manera que éstas conserven algunas propiedades de la serie original en el dominio

temporal, pero de las que se ha eliminado la posible dependencia no lineal (Govindan
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et al. 1998).

Por definición, una serie subrogada tiene el mismo espectro de potencia y la mis-

ma distribución que los datos originales, pero sus fases de Fourier están reordenadas

aleatoriamente, de tal manera que los posibles efectos no lineales desaparecen.

Los métodos más empleados para generar series subrogadas para el análisis es-

tad́ıstico de series no lineales son el Amplitude Adjusted Fourier Transform, AAFT,

y su modificación iterative Amplitude Adjusted Fourier Transform, iAAFT (Schrei-

ber & Schmitz 1996). Éste último es precisamente el que se emplea en este trabajo.

Una revisión detallada de estas técnicas se puede encontrar también en Kaplan &

Glass (2012), Venema et al. (2006), Dolan & Spano (2001) y Schreiber & Schmitz

(2000).

Básicamente, la idea para la generación de series subrogadas es conservar las

propiedades lineales de la serie original destruyendo al mismo tiempo la estructura no

lineal. En particular, el método de Schreiber & Schmitz (1996) permite obtener series

subrogadas con la misma distribución de probabilidad y prácticamente el mismo

espectro de potencia que los datos originales. La metodoloǵıa se puede resumir en

tres pasos, que se ilustran en la figura2.4. Estos son:

1. Los valores de la serie original se reescalan, de forma que los datos estén

distribuidos según una normal.

2. Mediante la transformada de Fourier se subroga la serie obtenida en el paso

anterior. La serie resultante mantiene el espectro de potencia.

3. Finalmente, la serie normalizada y subrogada se reescala de nuevo para que

ésta tenga la misma distribución de amplitudes que la original, mediante una

transformada de Fourier inversa.

Los pasos 2 y 3 se repiten para asegurar que los cambios en las amplitudes al

realizar las transformadas de Fourier sean los mı́nimos posibles. Schreiber & Schmitz

(1996) demuestran que con cada iteración, el espectro de la serie resultante tiende

a converger al espectro de potencia de la serie original. Sin embargo, cabe destacar

que si la serie temporal no es continua y la distribución de los datos presenta sin-

gularidades o transiciones abruptas, los resultados pueden ser impredecibles y por

tanto, éstos se deben interpretar con precaución (Dolan & Spano 2001).
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Figura 2.4: Ilustración esquemática del algoritmo iAAFT para series temporales

correspondientes al contenido de agua ĺıquida en nubes. La columna de la izquierda es

el diagrama de flujo, en la parte central se muestra el ejemplo completo del proceso, y

a la derecha están los histogramas de las series temporales correspondientes (Venema

et al. 2006).

Test de Volatilidad

La volatilidad es un término derivado de la economı́a que representa la magnitud

de cambio de una serie temporal (Liu et al. 1999). Básicamente, dada una serie

temporal xi, la serie de volatilidad se define como el valor absoluto de los incrementos

de la serie original, es decir, |∆xi| = |xi−1 − xi|. Resulta obvio que generar series de

volatilidad implica filtrar de la serie original las correlaciones a corto plazo.

Se ha demostrado que las correlaciones de la volatilidad de una serie, que a su

vez, presenta correlaciones a largo plazo, reflejan el grado de no linealidad de la serie

original (Ashkenazy et al. 2003b). Esto es, las series de volatilidad asociadas a series

no lineales con correlaciones a largo plazo, según un análisis monofractal, poseen

también correlaciones a largo plazo. En la mecánica para cuantificar, mediante el
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test de volatilidad, la contribución no lineal en una serie temporal, se consideran los

siguientes aspectos:

1. Si la serie es en su origen monofractal y presenta d.l.p., entonces las series de

volatilidad no presentarán d.l.p..

2. Si la serie es en su origen multifractal y según un análisis monofractal presenta

d.l.p., entonces las series de volatilidad presentarán también d.l.p..

3. Para confirmar el punto 2, se subrogan las volatilidad de forma que, si real-

mente existe una componente no lineal, ésta debe desaparecer en los resultados

del análisis monofractal.

2.3. Metodoloǵıas de análisis clásicas y modernas

En esta sección, se presentan algunas de las metodoloǵıas clásicas más relevantes

para el estudio de procesos estocásticos con propiedades fractales, haciendo especial

énfasis en los procedimientos empleados en este trabajo.

En su origen, las técnicas empleadas asumı́an que las series temporales eran

periódicas y lineales y aśı, la gran mayoŕıa de estudios relacionados estuvieron cen-

trados, básicamente, en el análisis y detección de efectos de memoria en forma de

dependencias lineales. En este contexto, la presencia de d.l.p. en p.e.s.s. indica que

individualmente las correlaciones a largo plazo son pequeñas pero su efecto acu-

mulado no es despreciable y produce situaciones que no se pueden afrontar con los

modelos de dependencia a corto plazo. Dicho de otra manera, todos los procesos que

presentan dependencias a corto plazo están caracterizados por una función de auto-

correlación que decae exponencialmente, en cambio los procesos con d.l.p. exhiben

una atenuación de las correlaciones mucho más lenta, de modo que, en general su

función de auto-correlación obedece una ley potencial.

Los métodos convencionales para el análisis de series temporales requieren además

que las observaciones separadas por intervalos de tiempo largos sean independien-

tes. No obstante, con frecuencia, las series temporales correspondientes a procesos

reales no cumplen este requisito y presentan d.l.p.. Por tanto, para entender el com-

portamiento de este tipo de procesos, resulta fundamental conocer las propiedades
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de atenuación de las funciones de auto-correlación de las correspondientes series

temporales.

La intensidad de la dependencia a largo plazo puede ser examinada mediante

el uso de diferentes metodoloǵıas, que generalmente, se basan en el concepto de

auto-semejanza, además de asumir estacionariedad y que el tamaño de la serie de

tiempo se extiende hasta el infinito. Una evaluación estad́ıstica de algunos de estos

métodos se puede encontrar en Beran (1994) y Taqqu & Teverovsky (1998). De

entre estos modelos clásicos destacan, la estimación directa de la función de auto-

correlación R(τ), (Box et al. 1976), que está limitada a τ pequeños (Beran 1994),

y la determinación de la función de densidad espectral a través del periodograma

(Brockwell & Davies 1991; Schepers et al. 1992), que está afectada por notables

incertidumbres estad́ısticas en el rango de bajas frecuencias, que es donde se reflejan

las propiedades de memoria larga. Ambas técnicas son sólo adecuadas para señales

estacionarias (Malamud & Turcotte 1999; Talkner & Weber 2000).

En particular, los métodos espectrales para el estudio de series temporales, se

basan en que un proceso f́ısico puede ser descrito en el dominio de las frecuencias

mediante el uso de la transformada de Fourier. Una revisión completa al respecto

se puede encontrar en Priestley (1981), Percival & Walden (1993) y Press et al.

(1994). El análisis del espectro de potencia, o más correctamente la función de

densidad espectral de varianzas, es probablemente la técnica clásica que más se ha

empleado en la detección de patrones espaciales y/o temporales en series temporales

naturales. Formalmente hablando, el espectro de potencia se define como el cuadrado

de la amplitud de la transformada de Fourier, por tanto se puede considerar como

la varianza del proceso a diferentes escalas (espaciales o temporales).

En general, el análisis espectral representa una herramienta útil para extraer la

información contenida en una señal en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, no

resulta útil para la localización de eventos en el dominio del tiempo y la frecuencia

simultáneamente y además, viene afectado por la presencia de no estacionaridades.

Al contrario ocurre en el caso de los métodos de análisis tiempo-frecuencia, entre los

que se destaca el análisis wavelet, que conjuntamente con los métodos de análisis de

fluctuaciones sin tendencia empleados en este trabajo, es de las herramientas más

potentes para el estudio de series temporales no periódicas con propiedades fractales.
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Por otro lado, están los análisis en el dominio exclusivamente temporal, como

el análisis R/S, que se detalla a continuación. Éste constituye el primer desarrollo

estad́ıstico que proporciona una aproximación para el análisis y caracterización de se-

ries temporales que no presentan periodicidad, pero retienen términos de correlación

a largo plazo. Este análisis constituye una conexión entre los procesos estocásticos

auto-semejantes y los procesos con memoria larga.

2.3.1. Análisis R/S

El análisis R/S fue propuesto por Hurst y colaboradores en 1965 dentro del

campo de la hidroloǵıa. Posteriormente, se demostró como este fenómeno aparećıa

también en otras áreas como la geof́ısica (Mandelbrot & Wallis 1969), el cambio

climático (Bloomfield 1992), la economı́a y la comunicación (Willinger et al. 1995),

etc.

El comportamiento del caudal del ŕıo Nilo fue extensamente estudiado por su

comportamiento caracteŕıstico de largo alcance, de manera que largos periodos de

seqúıa eran seguidos por otros periodos de inundaciones. Este comportamiento fue

históricamente y de manera especulativa descrito en la Biblia (Génesis 41, 29 - 30):

”Vendrán siete años de gran abundancia en toda la tierra de Egipto, y detrás de ellos

vendrán siete años de escasez, que harán se olvide toda la abundancia en la tierra

de Egipto, y el hambre consumirá la tierra”. Como consecuencia histórica además

de los estudios y resultados obtenidos por Hurst, y posteriormente por Mandelbrot

& Wallis (1969) se denominó a este fenómeno efecto Joseph.

Hurst dedicó gran parte de su vida a la investigación de los registros temporales

del flujo del ŕıo Nilo (figura 2.5) durante su participación en el proyecto destinado

al diseño y control de reserva de la presa de Assuan, Hurst (1951). El problema

consist́ıa en determinar la capacidad de almacenamiento dependiente del flujo que

entra al ŕıo proveniente de diferentes elementos como lluvias y riachuelos, y un flujo

controlado de salida del ŕıo utilizado principalmente para el riego. Con anterioridad,

otros hidrólogos hab́ıan supuesto este comportamiento como un proceso aleatorio,

una suposición que era razonable cuando se trabajaba en un ecosistema complejo.

Al estudiar los registros históricos (de 622 D.C. a 1469 D.C.) que manteńıan los

egipcios (Hurst 1951) observó que en el proceso, flujos más grandes que el promedio
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Figura 2.5: Registro del nivel mı́nimo anual del ŕıo Nilo. (Beran 1994)

eran seguidos por flujos aún mayores. Inesperadamente el proceso cambiaba a flujos

menores que el promedio y eran seguidos por flujos todav́ıa menores que los anterio-

res. Aparentemente el comportamiento presentaba ciclos, sin embargo su longitud

no era periódica. Un análisis estándar no revelaba la existencia de una correlación

estad́ısticamente significativa entre las observaciones, por lo que Hurst desarrolló su

propia metodoloǵıa.

Por otra parte, Hurst estaba enterado del trabajo de Einstein (1905) sobre el mo-

vimiento browniano. A grandes rasgos, el movimiento browniano está caracterizado

fundamentalmente por dos de las propiedades de sus incrementos, la independencia

y la normalidad de su distribución. Es decir, el movimiento browniano es un p.e.

que posee incrementos estacionarios e independientes, los cuales están idénticamente

distribuidos según una normal con media cero y varianza proporcional al incremen-

to temporal. Es, básicamente, una generalización del random walk cuando el paso

tiende a cero. Además es un caso de proceso auto-semejante que no presenta d.l.p.

Luego, para poder aplicar este concepto a series de tiempo que no fueran movimien-

tos brownianos, se debéıa considerar una ecuación, que tomara en consideración,
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que los componentes de las series de tiempo no son independientes. A partir de

las investigaciones de Hurst, Mandelbrot & Wallis (1969) encuentran la siguiente

expresión que generaliza la teoŕıa de Einstein,

(R/S)n = cnH , (2.42)

donde R/S se conoce como rango reescalado, c es una constante y n es el valor que

indica el nivel de agregación de la serie temporal. R/S tiene media cero, se expresa en

términos de la desviación estándar y su valor se incrementa, en general, con n. Esta

es la primera conexión del fenómeno de Hurst con el concepto de auto-semejanza y

por tanto, con la geometŕıa fractal.

Desarrollo anaĺıtico

Sea una serie temporal Y de tamaño n con una media muestral Y n y varianza

muestral S2(n) = (1/n)
∑n

i=1(Yi − Y n)2. El estad́ıstico R/S de Y viene dado por el

cociente

R(n)

S(n) n
=
max(Wi : i = 1, 2, ..., n)−min(Wi : i = 1, 2, ..., n))

S(n)
(2.43)

donde Wi =
∑i

k=1(Yk − Y n).

Es decir, dada una serie de longitud d (Yj : j = 1, 2, ..., d), se subdivide la serie en

K bloques de tamaño [d/K]. Entonces para cada bloque n = [d/K], se calcula la

media, la desviación estándar S(ti, n) y la serie acumulada Wi, aśı como el rango

R(ti, n), que es precisamente la diferencia entre el valor máximo y mı́nimo de la

serie acumulada. Luego cada R(ti, n) se reescala normalizandolo por medio de su

desviación estándar S(ti, n) y se van obteniendo los cocientes R(ti, n)/S(ti, n), donde

ti representa el punto inicial del bloque de datos n. De esta forma se dispone de

K estimaciones de R(n)/S(n) para cada valor de n. Escogiendo para n valores

logaŕıtmicamente espaciados y representando log[R(ti, n)/S(ti, n)] frente a log(n) se

obtiene el gráfico R/S. Se realiza un ajuste por mı́nimos cuadrados, de forma que

la pendiente de la ĺınea de regresión proporciona una estimación del parámetro de

Hurst.
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log(R(ti, n)/S(ti, n)) = log(c) +Hlog(n) (2.44)

Los valores más bajos de n deben descartarse, ya que éstos están dominados por la

dependencia a corto plazo. Tampoco se suelen emplear los valores más extremos, ya

que unos pocos puntos en dicha zona pueden hacer que la estimación sea poco fiable.

En śıntesis, este análisis mide el rango de las desviaciones de las sumas parciales de

una serie temporal respecto de su media, reescalado por la desviación t́ıpica de la

serie.

Si el sistema tuviera la caracteŕıstica de independencia entonces H = 0.5, que

es lo que Hurst supuso como hipótesis nula en un principio. Sin embargo, como

resultado de su investigación encontró un coeficiente de H = 0.9 y precisamente la

diferencia entre este valor de H con el de la hipótesis inicial fue lo que se denominó,

posteriormente, el efecto Hurst. Más tarde, Mandelbrot demostró emṕıricamente que

las series de tiempo cuyas observaciones son independientes, H = 0.5, corresponden

a un evento aleatorio puro.

Entonces dependiendo del valor del factor de escala, H,

H = 0.5 implica un proceso independiente.

0.5 < H < 1.0 implica series de tiempo persistentes (efecto Joseph), caracteri-

zadas por efectos de memoria a largo plazo. Se ha comprobado que las series

persistentes son las más comunes en la naturaleza.

0 < H < 0.5 significa antipersistencia en la serie de tiempo, y está relacionado

con la probabilidad de presentación de eventos extremos y distribuciones de

probabilidad de cola pesada.

El análisis R/S es una herramienta útil y robusta no solo para detectar d.l.p

en una serie temporal, sino para distinguir entre series aleatorias de las que no lo

son, incluso si las series aleatorias son no Gaussianas. Es decir, como el análisis R/S

es un método no paramétrico, no requiere que la distribución subyacente siga una

distribución normal (Peters 1994). Otra ventaja es la baja dificultad computacional

que se requiere para su aplicación.
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Nótese cómo, en principio, la dimensión fractal y el exponente de Hurst son

independientes el uno del otro, es decir, mientras que D es una propiedad local

del proceso o sistema, la dependencia a largo plazo, caracterizada por H, es una

propiedad global. No obstante, en el caso que exista auto-semejanza, las propiedades

locales se reflejarán en las globales, tal que D + H = n + 1, en un espacio n-

dimensional. Aśı, se deduce de la relación anterior que la d.l.p. está asociada al caso

0,5 < H < 1 y por tanto a dimensiones fractales pequeñas, mientras que el caso

contrario, antipersistencia, está asociado a dimensiones fractales mayores (Gneiting

& Schlather 2004; Turcotte 1997; Peitgen & Saupe 1988).

Algunas desventajes de este método se resumen en Devynck et al. (2000) y en

Rangarajan & Ding (2000). Por un lado, se ha visto como la existencia de no estacio-

nariedades puede llevar a interpretaciones erróneas de H y como esta interpretación

requiere alguna evidencia de que la serie temporal representa un proceso estacio-

nario y auto-semejante (Caccia et al. 1997). Por otro lado, el análisis R/S no es

fiable cuando se trata con series de tiempo que no son lo suficientemente largas.

En estos casos es dif́ıcil distinguir los efectos de memoria larga de los de memoria

corta ya que lo normal es que estos efectos se encuentren solapados (Teverovsky

et al. 1999; Katsev & L’Heureux 2003; Coronado & Carpena 2005). Otras teoŕıas

consideran que el efecto Hurst es un comportamiento preasintótico, es decir, que la

convergencia al valor H = 0.5 es extremadamente lenta y por tanto las observaciones

para registros finitos dan como resultado valores del exponente de Hurst mayores

que 0.5 (Lloyd 1967). También la presencia de tendencias, causadas generalmente

por procesos externos, puede llevar a sobreestimaciones del factor de escala o que

datos que no están correlacionados aparenten lo contrario (Bhattacharya et al. 1983;

Rangarajan & Ding 2000; Koscielny-Bunde et al. 2006). No obstante, eliminar ten-

dencias presentes en una serie temporal a través de métodos convencionales como

los de media móvil (MA) no es posible, ya que este tipo de métodos destruye las

correlaciones a largo plazo. También cabe destacar la dificultad que presenta la dis-

tinción entre tendencias y d.l.p. (Kantelhardt et al. 2006). Por último, obsérvese

que esta metodoloǵıa permite únicamente la determinación de un único exponente

de escala, es decir, no tiene en cuenta la posibilidad de que el proceso presente un

comportamiento multifractal.
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En definitiva, debido a las limitaciones que presentan las metodoloǵıas clásicas,

en las últimas décadas se han desarrollado otras herramientas que en mayor o menor

medida, son capaces de lidiar de forma más adecuada con registros provenientes de

procesos naturales. Las técnicas modernas de análisis más empleadas son aquellas

basadas en el análisis wavelet (Arneodo et al. 1995), y las basadas en el análisis

de fluctuaciones sin tendencia, empleadas en este trabajo (Peng et al. 1994; Kantel-

hardt et al. 2002). Principalmente se diferencian en la forma en la que se determinan

las fluctuaciones y en el tipo de tendencia que se elimina en cada intervalo tempo-

ral. Más detalles y aplicaciones de estas técnicas a datos climáticos, meteorológicos,

biológicos, fisiológicos, etc. se puede encontrar en Peng et al. (1994), Taqqu et al.

(1995), Bunde et al. (2000), Kantelhardt et al. (2001), Abry & Veitch (1998), Kan-

telhardt et al. (2003), Király & Jánosi (2005), Varotsos et al. (2013), Zhang & Zhao

(2015), etc.

2.3.2. Detrended Fluctuation Analysis, DFA

Muchos de los problemas encontrados a la hora de determinar si existe d.l.p. en

series temporales naturales suelen estar ligados a la presencia de no estacionarieda-

des, como por ejemplo tendencias, y a la posibilidad de que éstas estén causadas por

efectos externos o estén relacionadas con las caracteŕısticas intŕınsecas del proceso.

Por tanto, el mayor problema que presentan los métodos convencionales radica en

diferenciar las caracteŕısticas de escala inherentes a la dinámica subyacente que rige

el proceso, de las caracteŕısticas de escala que podŕıan ser causadas por no estacio-

nariedades debidas a efectos externos. Además, en ocasiones, no es fácil eliminar las

tendencias de las series temporales sin que la correlación a largo plazo se vea afec-

tada. Según Ossadnik et al. (1994) y Peng et al. (1995) ésta es justamente una de

las ventajas que presenta el análisis de fluctuaciones sin tendencia, o detrended fluc-

tuation analysis, en adelante DFA, dado que sistemáticamente elimina tendencias

polinómicas de diferentes órdenes. Su antecesor fue el análisis FA que está afectado

por no estacionariedades, de la misma manera que el análisis R/S, o el análisis de

densidad espectral de potencia.

El método DFA está basado en la teoŕıa del paseo aleatorio (Schlesinger et al.

1987) y en el concepto de auto-semejanza, de modo similar al análisis R/S (Feder
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1988; Kantelhardt et al. 2001). Por tanto, dado que en los métodos basados en

la teoŕıa del paseo aleatorio se trabaja sobre las sumas acumuladas de las series

temporales, la medida del exponente de escala de la serie integrada nos puede decir

cuales son las propiedades de correlación a largo plazo de la serie de tiempo original

(Peng et al. 1995), reduciendo a su vez el nivel de ruido de los registros. En otras

palabras, recordando que, si una secuencia discreta es indistinguible de sus secuencias

agregadas con respecto a sus propiedades estad́ısticas, se tiene un p.e.s.s. Además

si estas propiedades estad́ısticas son las de segundo orden, el p.e.s.s. posee d.l.p.

En śıntesis, el método DFA permite detectar correlaciones que siguen una ley de

potencias en señales con tendencias polinómicas integradas que, a su vez, pueden

enmascarar las verdaderas correlaciones en las fluctuaciones de la señal. Estudios

recientes han demostrado que este método supera a las técnicas convencionales ya

que cuantifica de forma precisa las propiedades de correlación sobre un amplio rango

de escalas.

El método DFA fue propuesto por Peng et al. (1994) y ha sido implementado

con éxito en numerosos trabajos que abarcan diferentes campos de interés como el

clima (Koscielny-Bunde et al. 1998; Talkner & Weber 2000; Pattantyus-Abraham

et al. 2004; etc.), la actividad solar (Ogurtsov 2004), fluctuaciones en temperatura

superficial del mar, (Monetti et al. 2003; Fraedrich & Blender 2003), señales śısmicas

(Telesca et al. 2004), economı́a (Liu et al. 1997), fisioloǵıa (Peng et al. 1994), e incluso

en música (Streich & Herrera 2005), entre otros, y es empleado en este trabajo para

examinar la presencia de correlaciones a largo plazo en series temporales de procesos

oceánicos.

Desarrollo anaĺıtico

Teniendo en cuenta que las series temporales que se emplean en este trabajo se co-

rresponden con registros diarios a lo largo de R años y con el fin de desestacionalizar

dichas series tanto en la media como en la varianza, se determina m̂(j), j = 1, ..., 365,

que son los 365 valores medios correspondientes a cada d́ıa del año y la correspon-

diente desviación estándar.

m̂(j) =
1

R

R∑
i=1

S(i, j) j = 1, ...M = 365 i = 1, ..., R (2.45)



38 Fenómenos de escala: Análisis Monofractal y Multifractal

σmj
=

1

R

R∑
i=1

√
V ar(S(i, j))

donde S(i, j) indica el dato de la serie temporal correspondiente al d́ıa j en el

i − ésimo año. R es el número de años de los que se dispone y M = 365 d́ıas por

año.

A continuación, se resta a cada registro de la serie original su promedio diario

anual y el resultado se divide entre la desviación estándar correspondiente. Luego

se calcula el perfil como la suma acumulada de los valores obtenidos,

Yk =
R∑
i=1

M∑
j=1

Sk − m̂j

σmj

(2.47)

donde k = j + (i− 1) ∗ 365; k = 1, ..., N = 365 ∗R.

∆Yr =
r∑

k=1

Yk (2.48)

Haciendo uso de la Teoŕıa del paseo aleatorio, el perfil se puede considerar como

la posición de una persona después de dar k pasos en direcciones aleatorias. Aśı, el

resultado de la integración de Yk resulta ser un proceso con carácter auto-semejante,

es decir, un proceso tipo movimiento browniano. Generalmente, la forma del perfil

suele ser similar a una parábola cóncava (convexa), lo que puede estar indicando la

presencia de una tendencia lineal positiva (negativa) en los datos. Sin embargo, se

ha demostrado que también datos sin tendencias puramente correlacionados pueden

mostrar un perfil con esta forma (Monetti et al. 2003).

A partir de la ecuación 2.48, se divide el perfil en s segmentos no solapados de

igual longitud n, tal que s = 1, ..., N/n y posteriormente, a cada segmento se le

ajusta una función polinómica de orden l. En el caso del método FA, en lugar de

ajustar un polinomio simplemente se obtiene el cuadrado de las fluctuaciones como

F 2
s (n) = (Y(s+1)n − Ysn)2, donde Ysn y Y(s+1)n son los valores del perfil al principio y

final de cada segmento k, respectivamente.

Existen diferentes órdenes del DFA que se distinguen en la forma en que las ten-

dencias son eliminadas de la serie temporal. Por ejemplo, para l = 1 se ajustará una

ĺınea recta a cada segmento del perfil, eliminando aśı la influencia de posibles tenden-

cias lineales a escalas mayores que n. En general, es posible ir ajustando polinomios
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de orden superior, de forma que el algoritmo se denota como DFA-l. Entonces, para

un segmento dado de longitud n, definimos el valor del DFA como la varianza entre

el perfil y el mejor ajuste en los intervalos:

F l(n) =

√√√√ 1

n[N/n]

n[N/n]∑
r=1

(∆Yr,s − f ls(r))2 r = 1, ..., N. (2.49)

donde N es el número tal de datos.

Repitiendo este cálculo para todos los posibles valores de n, se obtiene una re-

lación entre la fluctuación media, DFAln, y el tamaño del segmento n de manera

que,

F l(n) ∝ nH (2.50)

Naturalmente, las fluctuaciones del perfil para diferentes valores de n están re-

lacionadas con la función de auto-correlación en series con d.l.p..

Generalmente, F l(n) crecerá con n y las fluctuaciones pueden ser caracterizadas

por el exponente de escala que será precisamente la pendiente de la recta al ajustar

log(F l(n)) frente a log(n), de forma análoga a como se hizo para el análisis R/S.

Para un ruido blanco H = 0,5, para procesos persistentes H > 0,5 y lo contrario

se cumple para H < 0,5, antipersistencia. Para H > 1 la correlación existe pero ya

no es de la forma de una ley de potencias (Talkner & Weber 2000; Chen et al. 2005),

y H = 1,5 indica un movimiento browniano (Peng et al. 1995). El caso particular

de H = 1, o ruido tipo 1/f , ha generado una gran variedad de opiniones diferentes

en la literatura. Aśı, según algunos autores este comportamiento está relacionado

con sistemas cŕıticamente auto-organizados, SOC, (Bak et al. 1987 y 1988), que se

encuentran en un punto donde las dependencias a corto y largo plazo son indistin-

guibles, o dicho de otro modo, no se diferencian las contribuciones de las frecuencias

más altas de las más bajas. Bak et al (1988) consideran además que el fenómeno

SOC es uno de los mecanismos por los que surge la complejidad en la naturaleza,

no obstante no existe un conjunto de caracteŕısticas que garanticen que el com-

portamiento de un sistema o proceso vaya a presentar criticalidad auto-organizada.

La naturaleza evoluciona a estados cŕıticos donde pequeñas perturbaciones pueden

inducir grandes cambios en el sistema. Es decir, la respuesta del sistema no tie-

ne porque ser proporcional a la magnitud de la perturbación. Se ha comprobado
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que ciertos procesos naturales, tales como avalanchas de nieve, deslizamientos de

tierra, terremotos, etc., no sólo pueden sufrir grandes alteraciones bajo los efectos

de grandes perturbaciones, sino también por otras prácticamente imperceptibles. El

estado cŕıtico se alcanza debido a la naturaleza dinámica de las interacciones entre

los componentes individuales del propio sistema, por lo que el estado particular que

se alcanza es auto-organizado aśı como independiente de cualquier agente exterior

(Aschwanden 2011). Por otro lado, otros autores sugieren que las fluctuaciones que

se comportan según un ruido 1/f , pueden ser consecuencia de la interacción de

muchos procesos a diferentes escalas temporales, es decir, son consecuencia de una

naturaleza multiescala del sistema o proceso. De hecho, se ha demostrado que ciertas

distribuciones de escalas temporales pueden llevar a un comportamiento tipo 1/f

(Schlesinger & West 1988; Beran 1994; Hausdorff & Peng 1996).

2.3.3. Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, MFD-

FA

El análisis de fluctuaciones sin tendencia multifractal, en adelante MFDFA, no

es más que una generalización del DFA, donde en lugar de obtener la varianza de

la función de fluctuación, se obtiene los momentos de orden q de la varianza de la

misma función. Fue propuesto por Kantelhardt et al. en 2002 partiendo de la idea

de que, en general, los fenómenos naturales poseen más de un exponente de escala.

Es decir, son fenómenos complejos en los que participan varios procesos a la vez con

una alta probabilidad de que lo hagan a lo largo de diferentes escalas temporales,

o dicho de otro modo, exhiben auto-semejanza a diferentes escalas temporales. Por

tanto, el fenómeno presenta un comportamiento que requiere la obtención de más

de un exponente de escala para su completa caracterización.

Desarrollo anaĺıtico

El desarrollo anaĺıtico está basado en el formalismo de la función de partición

estándar para medidas normalizadas y estacionarias. Los primeros pasos en el proce-

dimiento son idénticos al DFA, sin embargo aqúı la ecuación 2.49 se reescribe, para

cada segmento, como
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Fr,q(n) =

 1

n

rn∑
k=(r−1)n+1

|y(k)− yp(k)|q
1/q

(2.51)

donde q sólo toma valores reales y debe tomar tanto valores positivos como negativos

con el fin de evaluar la función de fluctuaciones para periodos temporales largos y

cortos. O dicho de otro modo, la función de fluctuación se evalúa no sólo para la

varianza como en se hace en el DFA, q = 2, sino que lo hace para estad́ısticos de

orden tanto inferior como superior. Por último se promedia sobre todos los segmentos

Fq(n) =
1

Nb

Nb∑
r=1

Fr,q(n) (2.52)

donde Fq(n) es la función de fluctuación media de orden q. De esta manera, se

calculan los diferentes exponentes de escala mediante el análisis de las gráficas log-

log de Fq(n) frente a n para cada valor de q. En general, Fq(n) se incrementará a

medida que se incremente el valor de n siguiendo una ley de potencias, tal que

Fq(n) ∼ nHq (2.53)

donde Hq es el exponente de Hurst generalizado, que describe el comportamiento

de escala de la función de fluctuación para diferentes valores de q. Aśı, para q > 0,

se tienen valores bajos de Hq que caracterizan segmentos con fluctuaciones largas,

mientras que para q < 0, Hq presenta valores elevados que describen segmentos

con pequeñas fluctuaciones. El caso particular de q = 2 reproduce el procedimiento

estándar DFA y por tanto Hq = H.

Una forma alternativa de caracterizar la estructura multifractal de una serie

temporal es mediante el cálculo de otros parámetros como el espectro singular,

D(α). Se relaciona comúnmente con Hq a través del clásico exponente de escala

multifractal, conocido como ı́ndice de Renyi, τq = qHq−1. A su vez, éste también se

emplea en el cálculo del exponente de singularidad, o exponente de Hölder, a través

de la transformada de Legendre (Feder 1988)

α = τ
′

q = Hq + qHq
′ (2.54)

A partir de la expresión anterior es posible obtener el espectro multifractal mediante
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D(α) = qα− τq = q(α−Hq) + 1 (2.55)

La gráfica de D(α) frente a α tiene un aspecto t́ıpico en forma de parábola

cóncava cuyo máximo corresponde a q = 0. El ancho representa las desviaciones

respecto a la estructura fractal media, dada por el exponente de escala del análisis

monofractal, DFA, y generalmente, se mide como αmax−αmin. No obstante, cuando

aparecen espectros que no son simétricos el ancho se calcula como el doble de la

distancia que existe entre el α correspondiente a la cola más corta de la parábola y

el α correspondiente al pico máximo, donde D(α) = 1. En estos casos, para q < 0

el espectro tendrá la cola izquierda más larga que la derecha, lo que implica que

la serie presenta un comportamiento multifractal dominado por las fluctuaciones

a largo plazo. Para q > 0 ocurrirrá lo contrario y el comportamiento multifractal

estará dominado por las fluctuaciones a corto plazo. Una serie monofractal, donde

q = 2, tendrá un espectro de ancho prácticamente nulo y centrado en α = Hq = 0,5.

Por tanto, Dq es una función que se mantiene constante independientemente del

valor de q, es decir, si una serie posee una estructura monofractal pura basta con

estudiar el momento q = 2 ya que el estudio de órdenes superiores no aporta nueva

información.

2.3.4. Ventajas e Incovenientes, DFA-MFDFA

En comparación con los métodos convencionales, incluyendo el análisis propuesto

por Hurst, aśı como otros procedimientos más actuales, el DFA y su generalización,

el MFDFA, presentan ciertas ventajas:

Muestran una convergencia mucho más rápida a valores válidos y precisos del

exponente de escala (Weron 2002; Ogurstsov 2004).

Pueden distinguir entre tendencias lentas y correlaciones a largo plazo, de este

modo son más adecuados para el análisis de series de datos no estacionarios.

Son herramientas efectivas para clarificar si valores del exponente de esca-

la superiores a 0,5 obtenidos mediante otros métodos realmente implican la

existencia de d.l.p. o si son el resultado de efectos transitorios o no estaciona-

riedades del proceso.
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Se consideran de los métodos más fiables para estimar d.l.p., porque proveen de

resultados precisos casi independientemente del tamaño de la serie temporal

y de la fuerza de las correlaciones presentes en la señal. No obstante, para

series temporales extremadamente cortas, N < 1000, y para valores muy bajos

de α, los efectos de tamaño pueden afectar al análisis y dar lugar a malas

interpretaciones del exponente de escala como se detalla a continuación, (Chen

et al. 2002; Coronado & Carpena 2005).

La implementación de los algoritmos en comparación con el análisis wavelet,

es rápida y computacionalmente no supone grandes dificultades.

En el caso particular del análisis multifractal, Oswiecimka et al. 2005 y 2006

demuestran que, en general, el análisis MFDFA da mejores resultados en la

mayoŕıa de los casos que el análisis wavelet.

Sin embargo, en todo procedimiento de análisis de datos es necesario tener pre-

sentes las limitaciones del mismo y las precauciones que se deben tener en su apli-

cación. En este sentido, las series temporales obtenidas al examinar fenómenos na-

turales suelen presentar diferentes tipos de no estacionaridades o deficiencias que,

de no ser consideradas adecuadamente, pueden inducir a resultados y conclusiones

incorrectas. Uno de los principales obstáculos al analizar series temporales, especial-

mente en el caso de series temporales de procesos f́ısicos oceánicos, es que con gran

frecuencia los registros obtenidos experimentalmente están incompletos. Las razo-

nes de este hecho pueden ser variadas, aunque algunas de las causas más frecuentes

son la interrupción de las medidas por fallo o mantenimiento de los dispositivos de

medida, pérdidas accidentales de datos o la necesidad de descartar datos claramente

erróneos. La presencia de huecos en la serie limita considerablemente, y en ocasiones

anula, la capacidad de las técnicas de análisis utilizadas para extraer información de

las mismas y, en consecuencia, fuerza el uso de diferentes procedimientos de relleno

de huecos. El uso de cualquier tipo de técnica de relleno implica ciertas ventajas

pero también la introducción de incertidumbre sobre los resultados, puesto que el

verdadero comportamiento de la serie durante el periodo en que no existen datos es

desconocido. Este hecho adquiere una importancia creciente al aumentar la duración

y frecuencia de los huecos en la serie. Entre las diferentes metodoloǵıas empleadas
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para rellenar huecos en series temporales cabe citar el uso de técnicas de interpo-

lación, modelos de series temporales (AR, ARMA, etc.) o la simple sustitución por

valores medios correspondientes a ciclos promedio detectados en la serie.

En el caso particular del método DFA Chen et al. (2002), con el fin de evitar

introducir información desconocida mediante el relleno de huecos, sugieren juntar los

trozos sin rellenar los espacios vaćıos en la serie y observan que este procedimiento

no afecta significativamente a las propiedades de escala, incluso cuando se elimina

el 50 % de los datos, si H > 0,5. Dichos autores denominan este procedimiento

stitching, y será el empleado en el presente trabajo en las series incompletas.

Otro problema que se suele presentar al analizar series temporales, especialmente

aquellas asociadas a procesos hidro-meteorológicos, es la presencia de ciclos o pa-

trones periódicos, o no periódicos, denominados de forma genérica como tendencias

y que deben ser distinguidas y aisladas de las fluctuaciones intŕınsecas del proceso

para poder obtener resultados coherentes, puesto que éstas introducen no estacio-

naridades en la señal. Esto es particularmente importante para la identificación de

dependencias a largo plazo en un proceso dado. Entre las señales periódicas que se

pueden detectar en las series hidro-meteorológicas destacan el ciclo anual, inducido

fundamentalmente por el ciclo solar, directa o indirectamente. No obstante, en de-

terminados fenómenos también pueden estar inmersos patrones ćıclicos de duración

diaria, mensual, etc.

Es importante resaltar que los problemas antes citados no son exclusivos de las

metodoloǵıas empleadas en el presente trabajo, sino que cada uno de ellos afecta, en

mayor o menor medida, a cualquier metodoloǵıa de análisis empleada para el estudio

de las caracteŕısticas fractales del proceso en cuestión. Aśı, por ejemplo, la presencia

de un ciclo periódico en una serie temporal se ve reflejada en toda la estructura

de la función de auto-correlación y del perfil de dicha serie, como una banda de

enerǵıa en la escala correspondiente en el espectro wavelet y como un pico en la

función de densidad espectral. No obstante, mientras la separación de determinados

tipos de tendencias es relativamente simple, como es el caso de tendencias lineales,

polinómicas o incluso periódicas, otras resultan prácticamente imposibles de eliminar

correctamente, tal es el caso en el que la serie presenta un patrón ćıclico complejo,

resultante de la combinación de diversos factores, que representa el caso más común
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en las series temporales registradas en la naturaleza.

Varios estudios recientes han demostrado que el ánalisis DFA a pesar de ser un

método práctico y sencillo para analizar la d.l.p. en series temporales, presenta cierta

susceptibilidad a la presencia de no estacionariedades (Xu et al. 2009; Nagarajan &

Kavasseri 2005; Hu et al. 2001). La presencia de tendencias puede inducir la presencia

de cruces en las gráficas logaŕıtmicas de la función de fluctuaciones frente a la escala

de tiempo, n, y reflejar la existencia, aparente o no, de más de un exponente a

diferentes escalas temporales. En efecto, los valores del exponente de escala pueden

estar condicionados por efectos externos, pudiendo provocar, por ejemplo, diferentes

tipos de tendencias (lineales, polinómicas, sinusoidales o exponenciales). Asimismo,

se suelen presentar otro tipo de no estacionariedades que pueden ser intŕınsecas a

los procesos naturales observados o inducidas por los métodos de preprocesado a los

que se somete a las series temporales.

Chen et al. (2002) realizan un estudio detallado del efecto de no estacionariedades

sobre el método DFA, demostrando que, en general, el efecto de las no estacionarie-

dades es mayor cuando las señales están inicialmente correlacionadas negativamente.

Por otro lado, tras el estudio del efecto de transformaciones, lineales y no lineales,

sobre las propiedades de escala en el análisis DFA, Chen et al. (2005) concluyen que

las propiedades de correlación cambian al aplicar transformaciones polinómicas y que

además, estos cambios dependen del tipo de correlación, persistente o antipersistente,

que presente la señal, aśı como del orden de la transformación polinómica (par o

impar) que se haga.

En la misma ĺınea, Nagarajan & Kavasseri (2005) analizan la aparición de cruces

en las gráficas log(F (n)) vs. log(n), resultado de cambios en las propiedades de escala

sobre diferentes rangos temporales, concluyendo que se debe tener especial cuidado

en los tratamientos previos al análisis DFA que se hagan a la serie temporal, ya

que las propiedades de correlación podŕıan verse modificadas. Asimismo, Nagarajan

& Kavasseri (2005) y Xu et al. (2009) estudian los efectos de tendencias de tipo

sinusoidal y exponencial respectivamente, y proponen técnicas de minimización y

suavizado de estos efectos sobre las propiedades de correlación de la señal.

Tanto en la aplicación del método DFA como MFDFA es necesario tener en

cuenta ciertos criterios a la hora de eliminar las tendencias de la serie temporal. Se
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establece que para un segmento de perfil dado, de longitud n, el valor del DFA se

define según la ecuación 2.49, y luego se repite este cálculo para todos los posibles

valores de n, este paso es igual para el MFDFA. Según Rybsky et al.(2008), la

precisón del análisis decrecerá a medida que n aumenta, por tanto, se admite que

como máximo n ≤ N/4 para garantizar que los resultados sean razonables. Por otro

lado, el valor mı́nimo de n también se debe elegir de tal manera que los resultados

no estén afectados por correlaciones a corto plazo.

Asimismo, se requiere especial precaución en la elección del rango de variación

del orden q en el análisis multifractal, ya que un rango muy amplio puede llevar

a resultados erróneos. Aśı, los resultados obtenidos para |q| muy grandes pueden

introducir errores numéricos que desestabilizan el resultado final, Fq. Nótese que el

rango de variación dependerá también del tamaño de la serie temporal (Ihlen 2012).

Como aspecto más relevante de lo anteriormente comentado cabe destacar las

implicaciones que los ciclos anuales o la variación estacional tienen en el análisis de

series temporales medidas en la naturaleza. Tal como se ha comentado, el patrón

de variación anual suele presentar una estructura bastante compleja, lejos del ideal

comportamiento periódico sinusoidal, presentando variaciones intra-anuales e inter-

anuales que hacen prácticamente imposible detectar con exactitud y eliminar dicho

ciclo de las fluctuaciones que caracterizan la naturaleza aleatoria del fenómeno.

Existen numerosos trabajos en el contexto del análisis de series temporales en los que

se sugieren diferentes metodoloǵıas para sustraer la componente estacional (Weron

2006). No obstante, en este trabajo se utiliza uno de los métodos más empleados en

la práctica, considerado entre los más efectivos, en el cual se eliminan tanto el ciclo

promedio anual como la varianza asociada al mismo, transformando la serie original

tal como sigue (Dahlstedt & Jensen 2005),

x =
xi − x̄dia√
x̄2
dia − x̄2

dia

. (2.56)



Caṕıtulo 3

Propiedades fractales de procesos

f́ısicos en el océano

De forma semejante a lo que ocurre con la atmósfera, el océano constituye un

fluido ambiental que posee una dinámica de carácter turbulento, con numerosos

fenómenos dinámicos operando e interactuando entre si sobre intervalos temporales

diferentes. En consecuencia parece razonable examinar la existencia de comporta-

mientos de escala y posibles efectos de persistencia en los fenómenos observados en

dicho medio.

En este caṕıtulo se analiza la naturaleza del comportamiento a largo plazo de

cuatro variables, que presentan un interés destacable en el contexto de la dinámica

oceánica, empleando las técnicas DFA y MFDFA, y se estructura tal como sigue. La

primera sección se centra en el estudio de la variabilidad temporal de la temperatura

superficial del mar en el noreste del océano Atlántico, en términos de la longitud

y la latitud, aśı como de la extensión de las ventanas espaciales empleadas para

extraer las series temporales. En la segunda sección se examina el comportamiento

de escala de la denominada enerǵıa cinética turbulenta en seis áreas oceanográficas

con caracteŕısticas diferenciadas, ubicadas dentro del margen oriental del Giro Sub-

tropical. La sección tres aborda el estudio fractal de la variabilidad de la intensidad

de las corrientes marinas y su comportamiento a diferentes profundidades en un

punto localizado en la llanura abisal de Madeira, al noroeste de las Islas Canarias.

Por último, la sección cuatro recoge el análisis de series temporales de altura de ola

significativa, uno de los mecanismos más importantes en el control de la transferen-

47
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cia de enerǵıa y materia en la interfase entre la atmósfera y el océano, aśı como con

grandes implicaciones desde el punto de vista socioeconómico.
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3.1. Fractalidad de la Temperatura Superficial del

Mar

La temperatura superficial del mar, en adelante SST, es una de las variables

oceanográficas más utilizadas como indicador ambiental, ya que está relacionada

con una gran variedad de fenómenos f́ısicos como son las corrientes y la intensi-

dad de los vientos superficiales, la precipitación, la intensidad de la radiación solar,

afloramientos y fluctuaciones del nivel medio del mar. Por otro lado, ejerce un im-

portante impacto sobre los ciclos de vida, metabolismo, y en general sobre toda la

actividad biológica. Por esta razón, el estudio de su variabilidad espacial y tempo-

ral resulta de gran interés, tanto desde un punto de vista f́ısico como desde una

perspectiva ecológica y medioambiental.

De la misma manera que se ha demostrado la existencia de fenómenos de per-

sistencia en temperaturas atmosféricas sobre tierra (Koscielny-Bunde et al. 1996;

Koscielny-Bunde et al. 1998; Eichner et al. 2003; Király & Jánosi 2005; Talkner &

Weber 2000; Weber & Talkner 2001; Király et al. 2006; Varotsos et al. 2013; Varotsos

& Efstathiou 2013; Luo et al. 2014) y dada la estrecha relación existente entre los

comportamientos térmicos de la atmósfera y la superficie del mar, parece razonable

pensar que en los océanos debe ocurrir algo parecido. Los océanos cubren, práctica-

mente, las tres cuartas partes del planeta y sobre todo poseen una alta capacidad

para almacenar enerǵıa. Esta propiedad sugiere que debe existir una persistencia

significativa en los registros de temperaturas superficiales del mar. Además, esta va-

riable depende de multitud de procesos que interactúan entre ellos en el tiempo y el

espacio a diferentes escalas, hecho que se traduce en un comportamiento altamente

complejo de las series temporales de la misma.

Entre los primeros estudios sobre las variaciones en la temperatura superficial

del mar en términos de anomaĺıas en largos periodos de tiempo, se encuentra el

Atlas Global de Temperaturas Superficiales del Mar llevado a cabo por Bottomley

et al. (1990), que contiene una recopilación de datos globales recogidos por barcos

desde 1851 a 1995 y un estudio de la climatoloǵıa de la temperatura superficial del

mar basada en dichos datos. Posteriormente, Parker et al. (1994) y Kaplan et al.

(1998), utilizando datos globales superficiales, tanto terrestres como oceánicos, de
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los registros de temperatura históricos de la Oficina Meteorológica del Reino Unido,

confirman la existencia a lo largo de varias décadas de ciertas persistencias que

denominan eventos fŕıos y cálidos.

Varios estudios han demostrado que las persistencias que muestran los registros

de temperatura son de carácter más fuerte sobre los océanos que sobre tierra (Monet-

ti et al. 2003; Alvarez-Ramirez et al. 2008; Bunde & Lennartz 2012). En particular,

Monetti et al. (2003) emplean el análisis monofractal, DFA, para analizar registros

de temperaturas superficiales del mar en varias regiones de los océanos Atlántico y

Paćıfico. Haciendo uso de la base de datos de SST mensuales obtenida por Kaplan

et al. (1998), con una resolución espacial de 5◦ × 5◦, obtienen valores del exponente

de escala, H, que revelan la existencia de un claro efecto de memoria larga en la

SST. Resultados similares han sido obtenidos por Bunde & Havlin (2002).

En este mismo contexto, Blender & Fraedrich (2003), Fraedrich & Blender (2003),

Rybski et al. (2008) y Fraedrich et al. (2009), utilizan modelos de circulación atmósfera-

océano para simular series temporales de SST. A partir de esta información evalúan

las correlaciones a largo plazo empleando el método DFA y examinan la distribu-

ción espacial a escala global de H, con una resolución espacial de aproximadamente

4◦ × 4◦. De la misma manera, Zhang & Zhao (2015) mediante el uso de registros

reales de SST, provenientes de UK Met Office Hadley Centre pero con una resolución

espacial de 1◦ × 1◦, reproducen el mismo comportamiento en la distribución global

de H. En particular, para el norte del océano Atlántico, observan un aumento de

H con la distancia a la costa, mientras que en torno a 50◦N y por debajo de 20◦N

obtienen un claro aumento del exponente hasta valores cercanos a 1. Cabe señalar

que en los estudios elaborados por Rybski et al. (2008) y por Luo et al. (2015), se

señala una clara disminución del exponente de escala con la latitud, disminuyendo

hacia el Ecuador, detalle que no se observa en los demás estudios mencionados. En

esta misma ĺınea, Gan et al. (2007) demuestran que las anomaĺıas de SST en el Sur

del Mar de China presentan correlaciones temporales débiles cerca de la costa y re-

lativamente fuertes lejos de esta. La dependencia geográfica del valor del exponente

de escala está también de acuerdo con los resultados obtenidos en las distribuciones

globales de H citados anteriormente.

Es interesante notar que, los estudios sobre la estructura fractal de la SST citados
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previamente, asumen que un único exponente de escala es suficiente para caracteri-

zar la dinámica de dicha variable. Sin embargo, ya se ha mencionado, que en registros

provenientes de procesos naturales, generalmente, esto no es cierto. No obstante, la

realidad es que los estudios sobre la naturaleza multifractal de la SST son escasos.

Aśı, uno de los primeros estudios que demuestra la presencia de un efecto multifrac-

tal en campos de temperatura, fue el elaborado por Seuront et al. (1996), en el Mar

del Norte. También Lewis & Ray (1997), abordan la complejidad de la evolución

temporal de la SST, a partir de series temporales diarias registradas a lo largo de 20

años en la costa de California, y demuestran la existencia, no sólo de propiedades

de d.l.p., sino también de efectos a lo largo de múltiples escalas temporales y efectos

no lineales mediante modelos auto-regresivos no lineales. Casi una década después,

Álvarez-Ramı́rez et al. (2008) analizan las correlaciones en series temporales prome-

dio de temperatura, tanto oceánicas como continentales en los hemisferios Norte y

Sur, durante 125 años, haciendo uso de los registros mensuales proporcionados por

el centro estadounidense National Climatic Data Center (NCDC). El estudio de-

muestra la existencia de un comportamiento multifractal, que refleja la naturaleza

no lineal de los registros de temperatura, y el hecho de que este comportamiento es

el resultado de muchas contribuciones que interactúan entre śı. Más recientemente,

Luo et al. (2013) y Luo et al. (2015), investigan y verifican la presencia de correla-

ciones a largo plazo para la series temporales mensuales de SST mediante el análisis

DFA, e indican que la serie exhibe un comportamiento multifractal sin profundizar

en el origen de este comportamiento.

Esta sección analiza la existencia de correlaciones a largo plazo en registros de

temperaturas superficiales del mar, en la región oceanográfica correspondiente al

Sureste del Atlántico Norte, empleando el método DFA. En concreto, se exami-

na la variabilidad de la persistencia y el comportamiento fractal de dicha variable

oceanográfica en función de la latitud y la longitud, considerando factores como la

distancia a la costa africana, los efectos de su geometŕıa y la presencia de islas. Asi-

mismo, se examina el efecto de la extensión de las ventanas espaciales para obtener

las series temporales de temperatura analizadas. Por último, haciendo uso del méto-

do multifractal, MFDFA, se discute el comportamiento multifractal de los registros

temporales y se examina cual puede ser el origen de este comportamiento. El análi-



52 Propiedades fractales de procesos f́ısicos en el océano

Figura 3.1: Imagen de la temperatura superficial del mar del Atlántico Norte. El

recuadro con ĺınea discontinua indica la posición de la zona de estudio.

sis se centra en las variaciones de las caracteŕısticas particulares que presentan los

espectros multifractales en función de la localización oceanográfica.

3.1.1. Zona de estudio

El área de estudio de esta sección se extiende desde 5◦N hasta 45◦N y desde 5◦O

hasta 30◦O. Este área se muestra superpuesta sobre una imagen promedio de SST

del Atlántico Norte obtenida con el sensor remoto AVHRR (Advanced Very High

Resolution Radiometer), figura 3.1. La figura 3.2 muestra el valor medio de la SST

durante el periodo 1986-2009 superpuesto con los sistemas de corriente dominantes

en la zona de estudio. El primer rasgo destacable que se observa es el aumento de

la temperatura en la dirección norte-sur. Este hecho guarda una estrecha relación

con el flujo de radiación solar de onda corta incidente que vaŕıa con la latitud desde

la zona ecuatorial, donde el flujo de radiación incidente es mayor, hasta la zona

templada, donde es bastante menor.

Como se puede apreciar en la figura 3.2, también hay cambios en la SST en la di-

rección zonal, los cuales están vinculados a la dinámica oceanográfica y atmosférica
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Figura 3.2: Imagen de la temperatura superficial del mar en la zona de estudio,

superpuestos están los principales sistemas de corrientes (en blanco las corrientes

permanentes y en gris las corrientes estacionales). Abreviaturas: CP-Corriente de

Portugal, CCP-Contracorriente Costera de Portugal, CA-Corriente de Azores, CC-

Corriente de Canarias, CNE-Corriente Norecuatorial, CCNE-Contracorriente Nore-

cuatorial, DG-Domo de Guinea.
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de la región estudiada. En consecuencia, resulta conveniente mencionar los principa-

les aspectos de la circulación oceánica superficial en la región de interés que pueden

afectar a la distribución de SST. El área de estudio se encuentra bajo la influencia de

varios sistemas de corrientes oceánicas, algunos de ellos con presencia permanente

y otros con un marcado carácter estacional. Situada más al norte, se encuentra la

Corriente de Portugal, que como otros sistemas de corrientes de ĺımite oriental se ca-

racteriza por ser amplio, débil y por fluir hacia el sur. Esta corriente, que se extiende

desde 36◦N hasta 46◦N y desde la costa de la Peńınsula Ibérica hasta 24◦O, se haya

en un área de circulación débil que limita al norte con la Corriente Noratlántica y al

sur con la Corriente de Azores, que son dos ramas en las que se divide la Corriente

del Golfo al propagarse hacia el este. Si se considera a la Corriente Noratlántica y a

la Corriente de Azores como parte de los ĺımites de los giros subpolar y subtropical,

entonces la Corriente de Portugal estaŕıa situada en una zona entre giros (Pollard

et al. 1996). En otoño y a comienzos del invierno, cuando las condiciones para el

afloramiento no son favorables cerca de la costa oriental de la Peńınsula Ibérica, se

desarrolla alĺı una corriente que se dirige hacia el norte, denominada Contracorriente

Costera de Portugal.

Al sur de la Corriente de Portugal y lindando con el continente africano se

encuentra la Corriente de Canarias, que también es una corriente de ĺımite oriental

y fluye hacia el Ecuador, formando parte en este caso del Giro Subtropical. En

su ĺımite norte, la Corriente de Canarias se conecta con una de las ramas de la

Corriente de Azores, que al aproximarse al continente se ve forzada a dirigirse hacia

el sur por la acción de la costa y los vientos alisios. Entre 20◦N y 25◦N, la Corriente

de Canarias se despega del margen continental y gira de forma gradual en dirección

Oeste formando parte de la Corriente Norecuatorial.

El ĺımite inferior de la zona de estudio se encuentra bajo la influencia de la

Contracorriente Norecuatorial que de forma periódica aparece en esta región y que

se caracteriza por desarrollar un flujo intenso que conduce hacia el este el agua de

la zona ecuatorial. Cuando este flujo se aproxima al continente africano parte de

él se desv́ıa hacia el norte al actuar este como barrera, constituyendo una corriente

superficial cálida próxima a la costa que se conoce con el sobrenombre de Corriente

de Mauritania. Esta corriente avanza hacia el norte hasta alcanzar las inmediaciones
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de Cabo Blanco donde coincide con el área de despegue de la Corriente de Canarias

hacia el oeste. Una estructura oceanográfica importante, estrechamente ligada a

estos sistemas de corrientes ecuatoriales presente en el ĺımite sur de esta región,

es el Domo de Guinea, denominado aśı porque las isotermas ascienden y generan

una estructura similar a un domo térmico, que puede ejercer su influencia sobre la

temperatura superficial del mar.

Cerca de la costa, la dinámica oceánica se modifica como resultado de la direc-

ción meridional del viento, conociéndose a la circulación resultante con el nombre

de afloramiento costero. La acción de los vientos alisios, que soplan paralelos a la

costa durante gran parte del año, provocan que la masa de agua más cercana a dicha

costa sea transportada hacia el océano (transporte de Ekman) dando lugar al surgi-

miento de las aguas profundas, fŕıas y ricas en nutrientes, que ocupan el lugar de las

primeras. Bajo estas condiciones, se generan valores de SST más bajos cerca de la

costa que los observados en océano abierto. Lejos de ser un fenómeno homogéneo, la

variabilidad espacial de los vientos y las irregularidades de la topograf́ıa del fondo y

de la geometŕıa de la costa, dan lugar a la presencia de lugares donde el afloramiento

costero aparece intensificado, denominados centros de afloramiento, que están aso-

ciados a los valores más bajos de SST cercanos a costa. Como ejemplos en la región

de estudio y en las cercańıas de Cabo Ghir y Cabo Bojador se sitúan dos de estos

centros de afloramiento, figura 3.2.

El ĺımite entre ambas zonas, la costera correspondiente al afloramiento y la

oceánica, se denomina zona de transición costera, suele ser bastante brusco en forma

de zona frontal y presenta, además, una alta variabilidad. Esta se manifiesta a través

de la presencia de remolinos fŕıos (ciclónicos) y cálidos (anticiclónicos) de diferentes

tamaños y a través de unas estructuras estrechas y elongadas conocidas como fila-

mentos de afloramiento, los cuales conducen las aguas fŕıas del afloramiento hasta

el océano abierto, pudiendo adentrarse hasta cientos de kilómetros. Estos filamentos

han sido observados y estudiados en su propagación desde la costa hacia las aguas

de la Corriente de Canarias (Van Camp et al. 1991; Barton at al. 2004) y Portugal

(Haynes et al. 1993; Barton et al. 2000 y 2001). Algunos de estos filamentos apare-

cen de forma recurrente e intensificados en el lugar ocupado por cabos en la costa

y cambios en la topograf́ıa del fondo, como ocurre con el filamento situado en Cabo
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Ghir (Hagen et al. 1996).

También son fuente de variabilidad espacial de la temperatura superficial del

mar en la zona de estudio, la presencia de los archipiélagos de Azores, Madeira,

Canarias y Cabo Verde, que afectan a la dinámica del océano y la atmósfera en la

región de interés. Las islas actúan como obstáculos para el flujo de las corrientes

y vientos incidentes sobre ellas dando origen, cuando estos son lo suficientemente

intensos, a la presencia de remolinos ciclónicos y anticiclónicos a sotacorriente de

las mismas (Garćıa-Weil et al. 2014; Caldeira et al. 2014). De igual manera, las

islas con suficiente altura, al bloquear la libre circulación de la atmósfera, crean a

sotavento de las mismas zonas protegidas en las que el flujo de calor se ve reducido

en comparación con las zonas expuestas a la acción del viento. Esto favorece la

formación de estelas de agua caliente que pueden observarse en imágenes de satélite

de temperatura de la superficie del mar (Barton et al. 2004).

Además de una notable variación espacial, que abarca un amplio rango de escalas

espaciales en estrecha relación con las causas que las producen, la SST muestra

también una extensa variabilidad en el dominio temporal. El hecho de que la SST

sea una componente esencial en el sistema acoplado atmósfera-océano, implica que

esta mantiene una importante relación con el clima que se reflejan en el Atlántico

en cambios de baja frecuencia relacionados con variaciones decadales e interanuales

(Carton et al. 1996). También la SST exhibe una fuerte señal estacional, figura 3.3,

aunque las causas responsables de este efecto no son únicas. Aśı, para aguas del

océano abierto situadas en latitudes superiores a los 10◦N es el ciclo estacional de la

radiación solar el factor principal que la controla. Sin embargo, en la zona ecuatorial

y cerca de la costa, es notable la influencia de los vientos, en particular en la zona

costera a través de su relación con el fenómeno del afloramiento, figura 3.3(b).

Precisamente, la periodicidad de los vientos alisios ligada a la migración en la di-

rección norte-sur de los sistemas de presión atmosférica, determina la estacionalidad

y el reforzamiento de la subida de aguas profundas y fŕıas cerca de la costa. Esto

condiciona la presencia del afloramiento, que ocurre solo en verano en la parte norte

de la región de interés, persiste durante todo el año en Cabo Blanco, que ocupa la

posición central de la región, y se desarrolla en invierno al sur de Cabo Blanco. Esta

migración de los sistemas de presión atmosférica también está ligada a la estaciona-
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3: Imágenes promedio de SST del sensor AVHRR para el periodo 1986-2009

y los meses enero a marzo (a), abril a junio (b), julio a septiembre (c) y octubre a

diciembre (d).
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lidad de algunas corrientes que se observan en la región de estudio. Aśı durante el

invierno, cuando los alisios son débiles en el norte de la zona de interés, aparece la

Contracorriente Costera de Portugal que dirige su flujo hacia el norte. Análogamen-

te, al sur de Cabo Blanco, el momento en que los alisios son más débiles durante el

verano en estas latitudes coincide con la presencia de la Corriente de Mauritania,

que también dirige su flujo hacia el norte.

La variación espacio-temporal de todos los factores anteriormente expuestos (la

forma de la costa y la presencia de las islas, la circulación oceánica, el viento, los

afloramientos costeros, las estructuras oceanográficas mesoescalares y la radiación

de onda corta) contribuyen de un modo u otro a generar un patrón de variabilidad

de la SST sustancialmente complejo.

3.1.2. Base de datos

Los datos de temperatura superficial del mar empleados en este trabajo fueron

adquiridos por el sensor AVHRR de la serie de satélites meteorológicos polares de

la NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration). Estos proceden del

proyecto Pathfinder, cuyo objetivo es obtener campos fiables y consistentes de SST

para todo el globo terrestre a partir de las medidas realizadas por los 5 canales del

sensor AVHRR (http://www.nodc.noaa.gov/SatelliteData/pathfinder4km). En con-

creto, se han usado los datos de la versión 5 de este proyecto (Pathfinder V5), en la

estos han sido reprocesados utilizando una versión mejorada del algoritmo empleado

en versiones anteriores del proyecto Pathfinder. Como resultado se obtuvieron los

campos globales de la SST con una resolución espacial de, aproximadamente, 4× 4

km2 para el periodo comprendido desde el año 1981 hasta la actualidad. Una revi-

sión de las versiones anteriores del algoritmo del proyecto Pathfinder, aśı como una

discusión sobre los criterios de calidad impuestos a los datos se puede encontrar en

Kilpatrick et al. (2001). En la tabla 3.1 se describe la serie de satélites de la NOAA

que registraron los datos en este proyecto.

La estimación de la SST mediante sensores instalados en satélites se basa en la

medida de la enerǵıa que proviene de la radiación emitida por el océano en la región

del infrarrojo (8-14 µm). El sensor AVHRR incorpora cinco bandas localizadas en

dicha región espectral, aśı, los valores de radiancia medidos por éste se convierten
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Satélite Año/Dı́a Año/Mes/Dı́a Órbita

NOAA-7 1981/236-1985/003 81/08/24-85/01/03 Tarde

NOAA-9 1985/004-1988/312 85/01/04-88/11/07 Tarde

NOAA-11 1988/313-1994/256 88/11/08-94/09/13 Tarde

NOAA-9 1994/257-1995/021 94/09/14-95/01/21 Tarde

NOAA-14 1995/022-2000/285 95/01/22-00/10/11 Tarde

NOAA-14 1995/022-2000/285 95/01/22-00/10/11 Tarde

NOAA-17 2003/001-2005/155 03/01/01-05/06/04 Mañana

NOAA-18 2005/156-2006/365 05/06/05-06/12/31 Tarde

Cuadro 3.1: Satélites del NOAA que se utilizaron en la versión 5 del proyecto Path-

finder. (National Oceanographic Data Center, NODC)

en temperaturas mediante la fórmula del cuerpo negro de Planck. No obstante,

la temperatura radiativa aśı obtenida es en realidad una temperatura aparente,

puesto que el efecto de absorción del vapor de agua en la atmósfera hace que la

radiación que sale de los canales 4 (10.3-11.3 µm) y 5 (11.5-12.5 µm) del sensor

esté parcialmente atenuada, aún cuando estos intervalos espectrales estén dentro

de una ventana atmósferica, que es aquella zona del espectro en que la radiación

emitida o reflejada por la superficie terrestre puede atravesar la atmósfera. Como

consecuencia, la temperatura obtenida es algo menor que la SST real y por tanto,

es necesario realizar una serie de correcciones debida a este efecto atmosférico.

El algoritmo para la generación de los campos de SST se basa en la combinación

de los datos obtenidos simultáneamente por los canales 4 y 5, correspondientes a la

misma ventana de transmisión atmosférica (Casey & Cornillon 1999),

SST = α + β(T4) + γ(T4 + T5)Tg + (T4 + T5) + δ (sec θ − 1) (3.1)

donde T4 y T5 representan las temperaturas del cuerpo negro correspondientes a las

radiancias de los canales 4 y 5 del radiómetro AVHRR, Tg es una primera aproxima-

ción del valor de la SST basado en análisis semanales objetivos de campos de SST

(Reynolds & Smith 1994) y α, β, γ y δ son coeficientes determinados emṕıricamente.

Para un estudio más detallado del algoritmo véase Casey & Cornillon (1999).
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(a)

(b)

Figura 3.4: Campo global de la SST. (a) Pase satelital diurno. (b) Pase satelital

nocturno.
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Figura 3.5: Campo global promedio de la SST, incluyendo conjuntamente los pases

nocturnos y diurnos.

El proyecto Pathfinder oferta al usuario distintos productos en concordancia con

sus necesidades. Una las opciones es emplear campos globales de SST, en donde las

observaciones satelitales diurnas y nocturnas se tratan por separado generando dos

campos globales de SST al d́ıa (figura 3.4). La otra posibilidad es la que se utiliza

en este trabajo, consiste en el empleo de un solo campo global de SST al d́ıa que

incluye el promedio de los pases satelitales diurnos y nocturnos (figura 3.5). Aśı se

maximiza el número total de observaciones diarias disponibles. En general, los datos

se presentan en una malla que cubre toda la superficie oceánica con una resolución

de algo más de 4× 4 km2 por ṕıxel. La serie temporal correspondiente a la zona de

estudio cubre un peŕıodo de muestreo de 21 años, desde 1986 hasta 2009. Con el fin

de trabajar con una cobertura temporal adecuada, las ventanas en las que se divide
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toda la zona de interés tienen una resolución espacial de 15× 15 ṕıxels. Asimismo,

se seleccionaron 19 áreas distribuidas dentro de la región de estudio tal como se

muestra en la figura 3.6(a). En cada una de ellas se emplean series temporales

correspondientes a ventanas espaciales cuadradas de 45 × 45 pixels, o lo que es lo

mismo, ventanas espaciales con un tamaño de 180× 180 km2. Además, con el fin de

examinar los efectos de la dimensión de la ventana espacial sobre la que se promedia

para obtener la serie temporal de valores de SST, se ha seleccionado una ventana

centrada en el punto de coordenadas 20.2◦N y 17.5◦O, y cuya dimensión espacial

adopta los valores 3× 3, 9× 9 y 15× 15 pixels, ver figura 3.6(b)

(a) (b)

Figura 3.6: (a) Localización de las 19 ventanas seleccionadas, con una resolución es-

pacial de 45×45 pixels, 180×180 km2, superpuestas sobre el campo global promedio

de la SST. (b) Ventana adicional, centrada en el punto 20.2◦N y 17.5◦O, dibujada

con diferentes coberturas espaciales, 3× 3, 9× 9 y 15× 15 pixels, superpuesta sobre

el campo global promedio de la SST.
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En cuanto a la cobertura temporal de los datos, en la figura 3.7 en la que se mues-

tra el número total de pixels por trimestre, se puede comprobar cómo las imágenes

trimestrales son similares a la imagen anual, ver 3.8, con diferencias debidas a la mi-

gración de los sistemas de nubes a lo largo del año. La mayor cobertura se observa en

el área de la costa africana, al sur de España y detrás de las islas, donde la geograf́ıa

propia de la región provoca un efecto de pantalla resultando en una menor ausencia

de datos. Este mismo efecto es notable también en las imágenes trimestrales entre

Marzo y Septiembre. Por último, cabe destacar una ligera disminución de datos con

la distancia a la costa, igual que en las regiones norte y sur del área de interés,

fenómeno probablemente debido a una mayor presencia de nubes en estas zonas.

En este sentido, las series temporales de SST extráıdas presentan periodos en los

que no existe información. Tal como se mencionó en la sección 2.3.4, en el presente

trabajo se sigue la recomendación de Chen et al. (2002), uniendo los segmentos de

serie útiles para eliminar la presencia de huecos.
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Figura 3.7: Imágenes trimestrales de pixels con datos disponibles de las series tem-

porales de SST en la zona de estudio, para el periodo 1986-2009. (a) De enero a

marzo, (b) de abril a junio, (c) de julio a septiembre y (d) de octubre a diciembre.
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Figura 3.8: Imagen de la cobertura total de datos disponibles en las series temporales

de SST para el periodo desde 1986 hasta 2009 en la zona de estudio.

3.1.3. Resultados y Discusión

Análisis Monofractal

En este apartado, se presentan y discuten los resultados del análisis de las fluc-

tuaciones de las series temporales diarias de SST, ya descritas, mediante el análisis

monofractal.

La información derivada del DFA aplicado a las series temporales de las ventanas

espaciales de 15×15 pixels, que cubren toda el área de interés, está representada en

la figura 3.9, donde se muestra la distribución continua de los exponentes de escala,

o de Hurst, obtenidos. El patrón de comportamiento presenta claras variaciones

tanto en términos de la latitud como de la longitud geográfica. Por un lado, nótese

como los valores de H parecen estar distribúıdos según 3 regiones diferenciadas,

que además coinciden con zonas donde existen gradientes notables de temperatura
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(figura 3.6). Aśı, al norte, entre 39◦N y 44◦N, el exponente H se distribuye de manera

relativamente homogénea en longitud y toma valores en torno a 0,8 y 1. En la zona

localizada más al sur, entre 4◦N y 8◦N, el comportamiento de H es similar al anterior.

Además, en la zona sur y cerca de la costa, es donde se obtienen los valores más

bajos de H, ligeramente por debajo de 0,8. En latitudes medias bajas, entre 12◦N y

38◦N, H presenta los valores máximos, que llegan a estar por encima de 1 en áreas

alejadas de la costa. Su rango de variación longitudinal, es claramente superior al

latitudinal, reflejando una distribución de los exponentes de escala más heterogénea.

Asimismo, en las regiones próximas a las islas también se observan exponentes de

escala por encima de 1, que en la figura 3.9 vienen representados en tonos amarillos.

Nótese la forma en que se distribuyen los valores de H en las proximidades de las

Islas Canarias. La presencia de éstas parece crear un efecto pantalla, tal que los

valores más elevados de H se distribuyen detrás del archipiélago y hacia el suroeste.

En este tramo, los valores del exponente de escala se hacen máximos en torno a

16-21◦N 28◦O alcanzando valores en torno a 1,2. Este hecho puede estar relacionado

con los efectos dinámicos mesoescalares generados por la perturbación del flujo,

consecuencia de la presencia de las islas y las variaciones en intensidad y dirección

de los Alisios.

En principio, cabe esperar que los resultados derivados del análisis monofractal

de las series temporales correspondientes a las 19 ventanas indicadas en la figura

3.6(a), cuya extensión es de 45×45 pixels, sean parecidos a los mostrados en la figura

3.9.

En este caso como paso intermedio, se examinan además los perfiles obtenidos

para cada ventana, figura 3.10. En general todos presentan un aspecto similar, en

forma de parábola cóncava, que son algo menos pronunciadas en las ventanas corres-

pondientes a la zona norte y sur. Este tipo de formas puede indicar tanto la existencia

de correlaciones a largo plazo o la presencia de una tendencia lineal positiva en los

registros temporales (Monetti et al. 2003). Sin embargo, las series originales no pre-

sentan, a primera vista, ninguna tendencia clara, como se puede apreciar en la figura

3.11, que no es más que un ejemplo de la evolución temporal de la SST para una de

las ventanas elegida aleatoriamente.

Tres de los ajustes polinómicos obtenidos al aplicar el DFA a las fluctuaciones de
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(a) (b)

Figura 3.9: (a) Imagen de los exponentes de escala derivados del DFA obtenidos en

el área de interés, para ventanas espaciales de 15× 15 pixels. (b)Versión suavizada

de lo mostrado en (a).

las series de SST, están representados, a modo de ejemplo en la figura 3.12, que en

escala log− log muestran el valor de la función de fluctuaciones frente al tamaño, n,

de los s segmentos en los que se subdivide el perfil. Como ya se comentó, la pendiente

de dichos ajustes es precisamente el exponente de escala, H. Se considera que los

ejemplos son representativos del resto, no mostrados. En general, los ajustes son

adecuados, aunque es notable como para escalas superiores a aproximadamente 1.7

años, log(n) ∼ 2,8, la dispersión de los datos aumenta y, en consecuencia el ajuste

tiende a ser de peor calidad. Es importante destacar que, debido a las restricciones

impuestas en la elección del tamaño de los segmentos, n, indicadas en la sección

2.4.5, las escalas temporales cubiertas en el estudio se extienden, aproximadamente,

desde dos meses hasta 2.7 años.
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Figura 3.10: Perfiles de las series temporales de SST correspondientes a las 19 venta-

nas seleccionadas ordenados de norte a sur. Cada fila y cada columna corresponden

a ventanas ubicadas en la misma latitud y longitud, respectivamente.
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Figura 3.11: Evolución temporal de la SST para una de las 19 ventanas, elegida

aleatoriamente.
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Figura 3.12: Ejemplo de ajustes lineales de las fluctuaciones de las series de SST

frente al tamaño, n, de los s segmentos en los que se subdivide el perfil, en escala

log − log. La ĺınea azul se corresponde con el ajuste realizado para la ventana 4, la

roja con la ventana 9 y la verde con la ventana 15.
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Los exponentes de escala resultado del análisis monofractal para cada una de las

19 ventanas espaciales se indican de manera visual en la figura 3.13, que con el fin

de facilitar su interpretación se muestran superpuestos al campo global promedio

de la SST. A grandes rasgos, se observa un aumento de H con la distancia a la

costa, aśı como variaciones claras en latitud. Además, es fácil comprobar, como los

valores mı́nimos de H que aparecen al norte y sur, coinciden con perfiles suaves,

mientras que los máximos, en latitudes medias entre 20◦ y 24◦N, muestran perfiles

más irregulares.

Un análisis conjunto del comportamiento de H, tanto en la figura 3.9 como en

la figura 3.13, revela como los valores de este se distribuyen prácticamente igual en

ambos casos. Lo que resulta lógico, si se tiene en cuenta que, aún cuando las 19

ventanas no cubren toda la región oceanográfica de interés, éstas están lo suficiente-

mente bien distribúıdas, como para esperar que los resultados sean comparables. No

obstante, śı es cierto, que los valores de H son ligeramente superiores en el segundo

caso, probablemente debido al proceso de promediar espacialmente sobre muchos

más datos. Este procedimiento de promediado introduce dos efectos diferentes en

las series temporales. Por un lado, se reduce el número de huecos, o de datos perdi-

dos, minimizando aśı el efecto de las discontinuidades en la serie temporal. Por otra

parte, se asigna a cada valor instantáneo de la serie un promedio espacial que elimina

las diferencias en las propiedades f́ısicas de pixels vecinos, considerando que toda la

región es homogénea. En principio, este segundo efecto introduce un suavizado en

la serie temporal que aumenta con el tamaño de la ventana espacial considerado.

En términos de la función de densidad espectral, esto implica que las componentes

de altas frecuencias desaparecen y, por tanto, la pendiente del espectro, β, y conse-

cuentemente, el exponente H aumentan. En definitiva, los valores de H asociados

a ventanas de menores dimensiones estarán más afectados por los posibles efectos

introducidos por las discontinuidades presentes en las series y la menor longitud de

las mismas. En cambio, los valores de H asociados a ventanas mayores estarán más

afectados por los posibles efectos generados por el suavizado inherente al promediado

espacial.

En relación con los valores absolutos del exponente de escala obtenidos tanto para

el estudio global como local (19 ventanas), se observa como éste se encuentra siempre
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Figura 3.13: Exponentes de escala, derivados del DFA, obtenidos para las 19 ventanas

seleccionadas superpuestos sobre el campo global promedio de la SST.
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bastante próximo a 1, llegando a ser ligeramente superior en latitudes medias-bajas

alejadas de la costa y con valores mı́nimos, en torno a 0,8, en las zonas al norte y al

sur del área considerada. Además, el hecho de que el exponente de escala tome valores

entorno a 1 e incluso mayores, es propio de procesos que presentan correlaciones a

largo plazo, pero que ya no siguen una ley de potencias. Talkner & Weber (2000) y

Chen et al. (2005) aseguran que cuando 1 < H < 1,5, las correlaciones no sólo están

presentes sino que incluso son más fuertes. No obstante, en la bibliograf́ıa existe

una importante disparidad de criterios al respecto. Como ya se comentó, H = 1

es un caso especial donde la serie temporal corresponde a un ruido tipo 1/f. Esto

está relacionado, según algunos autores, con sistemas cŕıticamente auto-organizados,

SOC, donde las dependencias a corto y largo plazo tienen el mismo peso y según

otros, con la naturaleza multifractal de las series temporales (ver sección 2.4.3).

En consecuencia, teniendo en mente todo lo anterior, se puede admitir que toda

la zona oceanográfica presenta, en general e independientemente de la extensión

espacial empleada y de la localización geográfica, un efecto de memoria larga o

d.l.p., aunque este no esté siempre descrito por correlaciones que decaen según una

ley de potencias. Los valores H ∼ 1 en regiones lejos de la costa que presentan un

comportamiento tipo ruido 1/f están de acuerdo con lo obtenido por Fraedrich &

Blender (2003) en el Atlántico Norte. Rybski et al. (2008), Fraedrich et al. (2009)

y Zhang & Zhao (2015), en los mapas de distribución global de los exponentes de

escala correspondientes a sus estudios, obtienen valores entre 0,7 y 0,9 en la región

oceanográfica relativa a este trabajo, valores que son ligeramente inferiores a los

aqúı obtenidos. Por otro lado, Rybski et al. (2008) señalan que existe una clara

disminución de H con la latitud, hacia el Ecuador, lo que coincide en parte con la

tendencia observada en la zona de estudio, en cuanto a la disminución de valores deH

desde latitudes en torno a 36◦ hacia el sur. Monetti et al. (2003) obtienen un valor

aproximado de H ∼ 0,8 en una región del Atlántico Norte, de aproximadamente

5◦×5◦, empleando también el método DFA. Asimismo, es evidente, según las figuras

3.9 y 3.13, queH no es independiente de la localización geográfica, hecho que también

está en concordancia con los resultados obtenidos por Fraedrich & Blender (2003),

Blender & Fraedrich (2003), Rybski et al. (2008) y Fraedrich et al. (2009).

Es importante señalar que todos los estudios citados anteriormente se llevan a
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cabo sobre zonas sustancialmente más extensas, con resoluciones espaciales de apro-

ximadamente 5◦×5◦. Gan et al. (2007) emplean series temporales con resoluciones

espaciales que son del mismo orden que en este trabajo y obtienen resultados si-

milares en cuanto al incremento de H con la distancia a la costa. No obstante, el

contraste de los resultados en cuanto a las variaciones del exponente de escala con

respecto a la latitud, carece de sentido debido a que el estudio se realiza en un mar

cerrado donde la costa ejerce efectos importantes, tanto en dirección zonal como en

dirección meridional.

Finalmente, se aplica el DFA a las series temporales correspondientes a la ven-

tana especial centrada en el punto 20.2◦N y 17.5◦O, figura 3.6(b). Para este caso

particular, se evaluó el efecto del tamaño de la ventana sobre el comportamiento del

perfil y sobre el exponente de escala. En la figura 3.14, se muestran los perfiles y en

la tabla 3.2 se resumen los resultados correspondientes al análisis monofractal. El

valor de H aumenta a medida que se incrementa el área de la ventana como con-

secuencia del efecto que tiene, sobre la serie temporal, promediar sobre un número

creciente de datos, como ya se ha comentado. No obstante, el patrón de los perfiles

no vaŕıa significativamente al aumentar la ventana, lo que respalda la idea de que el

comportamiento de escala es similar tanto para ventanas de 3x3 como para venta-

nas de 15x15. En estudios previos, (Cabrera 2012), se ha observado que H tiende a

estabilizarse en torno a un valor a medida que se aumenta el tamaño de la ventana,

y que esto ocurre más rápidamente en zonas donde los gradientes de temperatura

no son muy significativos.

Hasta ahora el estudio se ha centrado en el análisis monofractal de los registros

temporales de la SST revelando la presencia de un posible efecto de memoria a

largo plazo. Una manera para verificar estos resultados es mediante el método de

reordenación aleatoria de dichos registros. La figura 3.15 muestra los perfiles corres-

pondientes a las series temporales desordenadas aleatoriamente de las 19 ventanas

seleccionadas. En la mayor parte de los casos se ha perdido la forma t́ıpica de parábo-

la, además su variación es notablemente menor que en la figura 3.10 sobre todo en

longitudes medias y en la zona sur. Aśı, romper la estructura temporal provoca un

suavizado evidente en los perfiles, que sugiere que las correlaciones a largo plazo

influyen significativamente en el comportamiento de escala de las fluctuaciones de
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Figura 3.14: Perfiles correspondientes a

la ventana localizada en 20◦N, −17◦O, a

partir de datos promediados sobre venta-

nas de 3x3, 7x7, 11x11 y 15x15

Tamaño N◦Datos Exp.Hurst

3x3 pixels 2536 0.83

7x7 pixels 3513 0.81

11x11 pixels 4370 0.87

15x15 pixels 5230 0.91

Cuadro 3.2: Dependencia del ta-

maño de la ventana con H, en

una ventana localizada en 20◦N,

−17◦O.

SST y que, por tanto, la forma de los perfiles no es consecuencia de la presencia de

tendencias en los datos.

El análisis DFA aplicado a las series temporales, después del proceso de reorde-

nación aleatoria, muestra exponentes de escala que vaŕıan dentro del rango 0,45 <

H < 0,55, como cab́ıa esperar, los valores de las nuevas series no muestran depen-

dencia estad́ıstica. En la figura 3.16 se muestran, a modo de ejemplo, los ajustes

lineales correspondientes a la ventana 9 obtenidos tanto para la serie original, donde

H ∼ 1, como para la aleatoria, donde H ∼ 0,5. El mismo procedimiento se llevó a

cabo para todas las ventanas consideradas, obteniendo resultados similares, no mos-

trados. En este contexto, Efstathiou et al. (2011) aplica esta misma técnica sobre

datos globales mensuales de temperaturas superficiales de tierra-oceáno, obteniendo

los mismos resultados. Aunque, el origen de los datos no sea el mismo, ni tampoco

las resoluciones espaciales y temporales, esto se podŕıa considerar un indicio de la

fuerte influencia de las correlaciones a largo plazo en el comportamiento de escala

de las temperaturas.
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Figura 3.15: Perfiles de las series temporales de SST sometidas a shuffling corres-

pondientes a las 19 ventanas, donde cada una cubre 24 años de datos diarios. Los

perfiles están ordenados de norte a sur, en filas de ventanas de igual latitud.
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Figura 3.16: Ejemplo de los ajustes lineales obtenidos mediante el DFA de la serie

temporal correspondiente a la ventana 9. La ĺınea azul es el ajuste para la serie

original, con una pendiente H = 0,98 y la ĺınea roja representa el de la serie aleatoria,

con una pendiente H ∼ 0,5.

Análisis Multifractal

Generalmente, los procesos naturales requieren de más de un exponente de escala

para su caracterización completa, para lo que se emplean técnicas de análisis como

el MFDFA.

Los resultados obtenidos mediante dicha técnica, MFDFA, de los registros tempo-

rales de SST para las 19 ventanas seleccionadas, distribuidas según la figura 3.6(a),

se presentan en la figura 3.17. En la columna de la izquierda están representados los

espectros multifractales correspondientes a cada una de las ventanas oceanográficas

seleccionadas. En cada gráfica, se muestran los resultados obtenidos para ventanas

ubicadas en regiones de igual latitud. En la columna de la derecha y en el mismo

orden, están representadas las dependencias del exponente generalizado de Hurst,

Hq, con q. Los parámetros caracteŕısticos de los espectros multifractales se presen-

tan en la tabla 3.3, donde αright y αleft son los ĺımites del espectro a la derecha y

a la izquierda, αq=0 es el valor de α para el cual D(α) alcanza su máximo y ∆α se

corresponde con el ancho del espectro multifractal.

En general, los espectros muestran un perfil t́ıpico en forma de parábola invertida,

y a excepción de algún caso aislado como por ejemplo el espectro de la ventana 13
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Ventana αright αleft αq=0 ∆α

1 1.21 0.95 1.08 0.26

2 1.29 0.96 1.13 0.34

3 1.28 0.90 1.08 0.40

4 1.23 1.01 1.09 0.16

5 1.22 0.99 1.12 0.26

6 1.27 0.96 1.10 0.28

7 1.16 0.93 1.07 0.18

8 1.28 0.98 1.10 0.24

9 1.28 0.99 1.12 0.26

10 1.26 0.96 1.07 0.22

11 1.20 0.98 1.10 0.20

12 1.18 1.02 1.06 0.08

13 1.17 1.02 1.05 0.07

14 1.09 0.98 1.04 0.10

15 1.06 0.99 1.02 0.06

16 1.10 0.93 1.02 0.16

17 1.06 0.95 1.01 0.11

18 1.12 0.88 1.01 0.22

19 1.13 0.82 0.98 0.24

Cuadro 3.3: Medidas caracteŕısticas de los espectros multifractales, obtenidas me-

diante el análisis MFDFA de las series temporales de SST de las 19 ventanas selc-

cionadas. αright y αleft son los ĺımites del espectro, αq=0 es donde D(α) alcanza su

máximo y ∆α es el ancho del espectro.
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0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

α

D
(
α
)

 

 

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

H
q

q

 

 

(a)

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

D
(
α
)

α

 

 

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

q

H
q

 

 

(b)

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

α

D
(
α
)

 

 

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

q

H
q

 

 

(c)



3.1. Fractalidad de la Temperatura Superficial del Mar 79

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

D
(
α
)

α

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

q

H
q

(d)

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12 1.14 1.16 1.18

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

D
(
α
)

α

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

q

H
q

(e)

0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

D
(
α
)

α

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

q

H
q

(f)



80 Propiedades fractales de procesos f́ısicos en el océano
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Figura 3.17: Análisis multifractal de las series temporales de SST en el área del

Atlántico Norte. La columna de la izquierda contiene los espectros multifractales

y la columna de la derecha las respectivas variaciones de Hq con q. Cada gráfica

contiene ventanas ubicadas a igual latitud, ordenadas según (a) 1-3, (b) 4-8, (c) 9-

10, (d) 11-12, (e) 13-14, (f) 15-16 (g) 17-19. Las ĺıneas azules se refieren a ventanas

alejadas de la costa, las verdes son las que corresponden a ventanas en longitudes

medias y, las rojas y celestes representan a las ventanas más cerca de la costa.

que se comentará más adelante, son relativamente simétricos. La posición del valor

de α asociado al máximo del espectro, αq=0, tienden a disminuir ligeramente con

la latitud. Aśı, en zonas situadas al norte, αq=0 toma valores entre 1,05 y 1,15, y a

partir de las ventanas 13 y 14, por debajo de 20◦N, el máximo del espectro se sitúa

entre 0,95 y 1,05.

Los valores absolutos de αq=0 se pueden, además, comparar con los resultados

obtenidos en el análisis monofractal, ya que para q = 2 el análisis DFA es un caso

particular del MFDFA, es decir, αq=2 = H. En general, en la literatura también se

suele admitir que αq=0 ∼ αq=2. Con esto en mente, un análisis conjunto de los resul-

tados obtenidos revela que los valores de αq=0 son superiores a los correspondientes

al análisis monofractal y, en todas las ventanas consideradas, son superiores a 1.

Además, el rango de variación de los valores es menor en relación a los exponen-

tes H obtenidos a través del DFA. No obstante, el patrón de comportamiento es el

mismo de modo que los valores más bajos de αq=0 aparecen localizados al sur, mien-
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tras que en latitudes medias se encuentran los valores máximos. Asimismo, tanto

en el análisis DFA como en el MFDFA (q=0), los valores mı́nimos del exponente de

escala aparecen cerca de la costa. Sin embargo, existen pequeñas diferencias, sobre

todo al norte en longitudes intermedias, donde mediante el análisis multifractal se

obtuvieron valores de αq=0 más elevados que en el análisis monofractal.

En relación al ancho del espectro, ∆α, medido como el doble de la distancia de la

cola más corta al centro del espectro, los resultados se resumen en la última columna

de la tabla 3.3. Nótese como los espectros son relativamente anchos y simétricos,

a excepción de las ventanas de la 12 a la 17 donde tienden a ser más estrechos,

ligeramente asimétricos e incluso, en algún caso cruzados. Esto sugiere que, las zonas

localizadas al norte y sur de las ventanas citadas presentan un espectro multifractal

tal que las fluctuaciones a corto y largo plazo influyen en el comportamiento de las

series temporales con la misma intensidad. Por otro lado, las ventanas 8, 9, 10 y

11, figura 3.17(c) y (d), ubicadas a 24-30◦N, muestran un espectro asimétrico en sus

colas, que por su forma, implica un comportamiento dominado por las fluctuaciones

a corto plazo. También se observa como a partir de las ventanas 11 y 12 hacia el sur,

los espectros de las regiones alejadas de la costa (figura 3.17(d)-(f) ĺınea azul) tienden

a ser más estrechos, por lo que aparentemente, el comportamiento tiende a ser más

monofractal, con valores de ∆α que vaŕıan entre 0,06 y 0,10. Estos resultados están

respaldados por la gráfica de variación de Hq frente a q, las gráficas a la derecha de

la figura 3.17, donde se puede observar como la variación del exponente de Hurst

generalizado, Hq, es notable en el caso de las ventanas cuyo espectro es ancho y,

como ésta misma variación disminuye hacia el sur.

Por otro lado, en relación con la variación en latitud, el ancho del espectro

parece disminuir a medida que nos alejamos de la costa. Aśı, se puede diferenciar

un comportamiento en zonas cercanas a esta, caracterizado por un comportamiento

multiescalar y otro para zonas alejadas, marcado por un carácter que tiende a ser

más monofractal. El aumento en la variabilidad de la dinámica inducido por las

irregularidades de la geometŕıa de la costa y la topograf́ıa del fondo podŕıa explicar

este hecho.

El caso particular de la ventana 13, localizada aproximadamente a 18N◦N, que

presenta un espectro cruzado, es consecuencia del procedimiento anaĺıtico, que pa-
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ra valores cercanos a cero, provoca este tipo de formas extrañas en el espectro

multifractal. Es decir, esto ocurre cuando la parte derecha del espectro multifrac-

tal es significativamente más larga que la izquierda, q < 0, lo que implica que las

fluctuaciones a corto plazo son las que están dominando el comportamiento de las

fluctuaciones de la serie temporal. En estos casos, basta con transformar el espectro

mediante conversiones simétricas para poder evaluar las cantidades caracteŕısticas

necesarias para la descripción del espectro (Makowiec & Fulinski 2010).

Con el fin de examinar la importancia relativa de la d.l.p. y la de posibles efectos

no lineales, se analizan a continuación los espectros multifractales correspondien-

tes a las series de SST desordenadas de manera aleatoria. La figura 3.18 muestra

los resultados obtenidos al aplicar el análisis MFDFA a dichos registros. Se desta-

ca como, en general, los espectros multifractales tienden a centrarse en torno a 0,5

y a estrecharse considerablemente, con la excepción de las ventanas 3, 7, 9 y 10.

Esto sugiere que la región norte de las Islas Canarias, donde se localizan dichas

ventanas, lo cual puede estar relacionado con la salida de aguas del Mediterráneo y

las estructuras oceanográficas asociadas. Asimismo, atendiendo a la posición de los

máximos, se observa como las ventanas alejadas de la costa están claramente domi-

nadas por su componente lineal, mientras que las influenciadas por esta exhiben un

comportamiento que parece indicar un aumento relativo de la contribución no lineal.

En consecuencia, se puede decir, que el origen del comportamiento de escala de las

fluctuaciones de SST es debido, casi por completo, a los efectos de dependencia a

largo plazo. No obstante, las ventanas en las proximidades de Canarias y cercanas

a la costa parecen estar afectadas también por un efecto de tipo no lineal, segura-

mente consecuencia de las perturbaciones propias de la zona. Álvarez-Ramı́rez et al.

(2008), Luo et al. (2013) y (2015) obtienen resultados similares, y aseguran que las

series de SST presentan un comportamiento claramente multifractal. No obstante,

la literatura al respecto del comportamiento multiescala de la SST es más bien es-

casa, y se reduce a verificar que las fluctuaciones de SST efectivamente exhiben un

comportamiento multifractal, sin profundizar en el origen de dicha multifractalidad.
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Figura 3.18: Análisis multifractal de las series temporales de SST desordenadas. La

primera columna contiene los espectros multifractales y la columna de la derecha las

respectivas variaciones de Hq con q. Cada gráfica contiene ventanas ubicadas a igual

latitud, ordenadas según (a) 1-3, (b) 4-8, (c) 9-10, (d) 11-12, (e) 13-14, (f) 15-16 (g)

17-19. Las ĺıneas azules se refieren a ventanas alejadas de la costa, las verdes son las

que corresponden a ventanas en longitudes medias y, las rojas y celestes representan

a las ventanas más cerca de la costa.

3.1.4. Conclusiones

Los resultados del análisis monofractal ponen de manifiesto una dependencia del

exponente de escala con la localización geográfica. Los valores máximos se observan,

en general, en zonas alejadas de la costa, en áreas cercanas a las islas y sobre todo,

en la región localizada a 18
◦
N y −28◦O.

Existe un efecto evidente sobre los valores de H producido por la presencia del

archipiélago canario, que se refleja en la forma en que se distribuyen los valores

máximos por detrás de la islas y hacia el suroeste del área de interés, probablemente

relacionado con las variaciones en intensidad y dirección de los vientos Alisios.

El comportamiento del exponente H es el mismo independientemente del tamaño

de la ventana espacial. Por tanto, se puede admitir que la elección del tamaño de

la ventana espacial no afecta, cualitativamente, al comportamiento a largo plazo

de las series temporales de SST. En general, el nivel de datos perdidos aumenta al

disminuir el tamaño de la ventana espacial empleada para promediar, no obstante
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la similitud de los resultados obtenidos constituye un respaldo a las conclusiones de

Chen et al. (2002) en relación con la presencia de huecos y el efecto de ”pegado”de

las series sobre los resultados del DFA.

En general, los valores del exponente de escala se encuentran próximos a 1, menos

al norte y al sur del área de interés, indicando un posible comportamiento de la SST

del tipo mostrado por sistemas cŕıticamente auto-organizados o un indicio de que el

proceso está gobernado por más de una escala temporal, es decir, las fluctuaciones

de SST tienen un comportamiento multifractal.

El análisis multifractal revela también una dependencia con la localización geográfi-

ca que afecta a la forma de los espectros multifractales. De esta forma, al norte y

al sur las fluctuaciones de la SST están dominadas por numerosos procesos que

ocurren a diferentes escalas temporales e interactúan entre ellos, haciendo que el

comportamiento sea más complejo. En cambio, hacia el sur, los procesos implicados

en las fluctuaciones de la SST tienden a ser más monofractales, lo que se refleja en la

disminución del ancho del espectro multifractal. Los espectros también se estrechan

ligeramente en función de la distancia a la costa, aunque estas variaciones son menos

evidentes que las observadas en función de la latitud.

La evaluación de la componente lineal pone de manifiesto que el origen del com-

portamiento de escala de las fluctuaciones de SST parece estar principalmente debido

a los efectos de d.l.p. en toda el área oceanográfica de interés, a excepción de las

ventanas 9 y 10, donde los máximos de los espectros multifractales correspondientes

a las series desordenadas aleatoriamente no se centran en α = 0,5, lo que sugiere la

presencia de contribuciones no lineales que afectan al comportamiento de escala y

que no tienen que ver con d.l.p.
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3.2. Estructura fractal de la Enerǵıa Cinética Tur-

bulenta

A gran escala, los aspectos energéticos de los océanos que tradicionalmente han

tenido poco interés, se han convertido en un nuevo foco de atención ya que cons-

tituyen una pieza fundamental para la comprensión de la circulación general y las

consecuencias que sus variaciones pueden tener (Wunsch & Ferrari 2004).

El océano, de la misma manera que la atmósfera, es un sistema dinámico con

enerǵıa interna, cinética y potencial, donde se producen cambios o transformaciones

de un tipo de enerǵıa en otro. Hoy en d́ıa, existen aún numerosos aspectos del

balance energético de los océanos relacionados con sus fuentes y sumideros, aśı como

las rutas de transferencia, que no se conocen de forma completa (Ferrari & Wunsch

2009). Dada la complejidad del tema, este trabajo solo trata con la componente de

la enerǵıa involucrada directamente en el movimiento, mezcla y transporte de las

masas de agua del océano, esto es, la enerǵıa cinética, y más concretamente, se centra

en el análisis de algunos aspectos de la denominada enerǵıa cinética turbulenta, cuyo

significado se explica a continuación.

Dado el reconocido carácter turbulento del océano, es práctica habitual expresar

su velocidad, u, como la suma del promedio temporal, ū, y la desviación, u′,

u = ū+ u′, v = v̄ + v′ (3.2)

De este modo, es posible dividir la enerǵıa cinética total del océano en dos com-

ponentes que se corresponden con la enerǵıa cinética del flujo medio por unidad de

masa, conocida como MKE (Mean Kinetic Energy), y la enerǵıa cinética turbulenta

o EKE (Eddy Kinetic Energy),

MKE =
1

2
(ū2 + v̄2), EKE =

1

2
(u′2 + v′2) (3.3)

De acuerdo con lo anterior, la enerǵıa cinética turbulenta, en adelante EKE, es

aquella parte de la enerǵıa cinética relacionada con la variabilidad de los océanos. La

caracterización de esta componente de la enerǵıa cinética es de suma importancia

ya que, en la mayor parte de los océanos, la EKE es como mı́nimo un orden de

magnitud mayor que la MKE (Wyrtki et al. 1976; Scharffenberg & Stammer 2010).
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Además, la EKE no solo es la componente dominante de la enerǵıa cinética, sino que

también juega un papel relevante en la transferencia de enerǵıa en el océano. Aśı,

a través de los procesos de inestabilidad, principalmente barocĺınica pero también

barotrópica, la enerǵıa cinética y potencial del flujo medio se convierte en enerǵıa

turbulenta. A su vez, esta EKE se puede transferir a escalas cada vez más pequeñas

convirtiéndose finalmente en enerǵıa interna, o bien al contrario, dentro del contexto

de la turbulencia geostrófica, puede aumentar su escala y crecer para alimentar de

nuevo al flujo medio y contribuir a la circulación profunda del océano.

Las primeras medidas de EKE a escala global que muestran su distribución espa-

cial en el océano fueron realizadas con datos de deriva tomados por buques mercantes

(Wyrtki et al. 1976). Estas medidas de deriva surgen de la diferencia vectorial entre

la velocidad real de un barco, determinada a partir de dos posiciones fijas, y el pro-

medio de la velocidad hipotética que recorreŕıa la nave en el agua durante el mismo

intervalo de tiempo. Esta diferencia vectorial seŕıa entonces la velocidad de la co-

rriente, que promediada espacial y temporalmente, permitiŕıa obtener la velocidad

media y su desviación, y a partir de estas entonces la MKE y la EKE. Sin embargo,

el hecho de que estos datos de deriva se obtengan habitualmente con velocidades

calculadas sobre un periodo de un d́ıa o sobre distancias del orden de 400 kilóme-

tros, que son superiores a las dimensiones de los remolinos oceánicos mesoescalares,

hacen que estos no queden bien representados en los valores de la enerǵıa cinética.

Estimaciones más precisas de la EKE se han logrado empleando boyas a la deriva

que transmiten su posición, aśı como otros datos oceanográficos, v́ıa satélite. A partir

de las sucesivas medidas de la posición de las boyas y los tiempos en que estas se

tomaron, se calculan las velocidades de las boyas y de nuevo promediando en el

espacio y el tiempo se obtienen la MKE y la EKE. Este tipo de datos se ha usado en

multitud de estudios (Richardson 1983; Ishikawa et al. 1997; Oliveira et al. 2009),

a pesar de que el número de observaciones no es homogéneo en el espacio (algunas

regiones han sido más muestreadas con este dispositivo que otras) y en el tiempo

(el empleo de este tipo de datos se ha incrementado con el tiempo desde 1980 hasta

superar las 1250 observaciones en un instante concreto a escala global en el momento

actual). Para esto, existen técnicas que permiten tratar datos oceanográficos no

homogéneos con áreas escasamente muestreadas que se aplican a los datos de boyas
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a la deriva (Lumpkin & Johnson 2013).

Pero la EKE puede medirse no solo a través de dispositivos de medida in-situ,

sino también utilizando datos de la altura del nivel del mar que se obtienen a través

del sensor remoto alt́ımetro. Una de las principales ventajas de este tipo de datos es

que desde el año 1993 y de forma ininterrumpida hasta hoy d́ıa, ha habido al menos

dos alt́ımetros a bordo de sus respectivos satélites que han muestreado de forma

continua y regular los océanos. Este tipo de datos son los que se han empleado en

este trabajo utilizando la metodoloǵıa que se describe posteriormente.

Hay distintos estudios en los que se ha obtenido la distribución de la EKE a

escala global empleando alguna de las fuentes de datos antes mencionadas (Wyrt-

ki et al. 1976; Ishikawa et al. 1997; Ducet et al. 2000; Scharffenberg & Stammer,

2010; Xu et al. 2014). En particular, se destaca el trabajo desarrollado por Scharf-

fenberg & Stammer (2010) con datos del sensor alt́ımetro. En la figura 3.19(b) se

reflejan, mediante los altos valores de MKE, aquellos lugares donde se sitúan los

principales sistemas de corrientes como son la Corriente del Golfo, la Corriente de

Kuroshio, la zona de confluencia Brasil-Malvinas, la Corriente de Angulhas, la Co-

rriente Circumpolar Antártica y los sistemas de Corrientes Ecuatoriales. Se observa,

al comparar esta imagen a escala global con la figura 3.19(a), como EKE y MKE

están asociados, observándose valores elevados de EKE que superan los 300 cm2/s2

y que pueden llegar hasta los 4500 cm2/s2 alĺı donde se sitúan estos importantes

sistema de corrientes. Todo esto parece indicar que en los océanos, a nivel global, la

principal fuente de enerǵıa cinética turbulenta procede de los procesos de inestabili-

dad (principalmente barocĺınica) del flujo de estas corrientes intensas. Además, si se

comparan ambas enerǵıas cinéticas a través de su cociente, figura 3.19c), se aprecia

que globalmente la EKE es varios órdenes de magnitud mayor que la MKE y en

algunas regiones, como la parte occidental del Paćıfico y el Atlántico Subtropical

del hemisferio norte, la diferencia es más que notable. De todo lo anterior, se deriva

la importancia que tiene la EKE en el balance energético de los océanos.

La figura 3.20, obtenida por Brachet et al. (2004), muestra con un mayor grado de

detalle la distribución promedio de la EKE en el Atlántico Norte a partir de datos de

alt́ımetro para un periodo que se extiende desde el año 2000 hasta el 2005. A primera

vista, destaca el fuerte contraste que hay entre los valores de EKE del margen oriental
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.19: (a) EKE a escala global calculada para el periodo 2002-2005, (b) MKE

a escala global calculada de la topograf́ıa dinámica promedio de Rio & Hernández

(2004), (c) Razón entre EKE y MKE (Scharffenberg & Stammer 2010).



3.2. Estructura fractal de la Enerǵıa Cinética Turbulenta 91

Figura 3.20: Distribución espacial promedio de la EKE en el Atlántico Norte para

el periodo 2000-2005 (Brachet et al. 2004).

y occidental del océano Atlántico, que estaŕıa vinculado a la intensidad relativa del

flujo de los sistemas de corrientes. Se puede observar claramente, como los valores

más altos de la EKE están asociados a la Corriente del Golfo, que conforma el ĺımite

occidental del Giro Subtropical del Atlántico Norte. La distribución de la EKE pone

de manifiesto la bifurcación de esta corriente al este de 312◦E en dos ramas con altos

valores de enerǵıa, una de ellas con dirección norte que se conoce como Corriente

del Atlántico Norte y otra que se extiende hacia el sureste formando el ĺımite norte

del Giro Subtropical, denominada Corriente de Azores.

La parte más oriental de la Corriente de Azores, alimenta a la Corriente de Ca-

narias, que al ser una corriente de frontera oriental débil y extensa dirigida hacia

el sur, presenta, salvo excepciones, valores bajos de la EKE en comparación con las

corrientes anteriores. La Corriente de Canarias, que también forma parte del Giro

Subtropical, seŕıa la corriente principal del área de estudio de este trabajo, que se

indica en la figura 3.20 con una ĺınea blanca discontinua. Parte de la excepción en

relación a los valores bajos de la EKE, se debe a la influencia de las islas presentes

en la zona de interés, que suponen un obstáculo para el flujo incidente generando

inestabilidad y valores relativamente elevados de la EKE a sotacorriente de las mis-

mas (Tejera et al. 2002; Lázaro et al. 2005). También, cerca de la costa africana,
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entre las aguas fŕıas del afloramiento costero y aquellas cálidas del océano abierto,

se encuentra una región de transición costera altamente inestable, dominada por la

presencia de remolinos y filamentos de agua fŕıa, que presenta por tanto valores de

EKE más elevados que las aguas del interior del Giro. Por otro lado, al sur de la

zona de estudio y cerca de la costa africana, los valores altos de EKE que se obser-

van estaŕıan relacionados con la presencia de la Corriente de Mauritania (Lázaro et

al. 2005) que periódicamente fluye hacia el norte hasta alcanzar las inmediaciones

de Cabo Blanco. Esta corriente está asociada con la Contracorriente Ecuatorial del

Norte, que es una corriente intensa que viaja hacia el este hasta alcanzar la costa

situándose entre 5 y 10◦N y que se caracteriza, también, por tener altos valores de

la EKE como se muestra en la figura 3.19(a).

Con los datos de sensores remotos actualmente disponibles es posible analizar las

variaciones de la EKE para distintas escalas temporales (Stammer & Wunsch 1999).

De este modo, hay un cierto número de estudios que han analizado las variaciones

estacionales tanto a escala global (Scharffenberg & Stammer 2010) como local en el

Atlántico Norte (Brachet et al. 2004), tratando de establecer los factores que pueden

generar dichas variaciones. También, se ha abordado el análisis de las variaciones

interanuales de la EKE sobre todo para los sistemas de corrientes más intensos

como son, en el Atlántico Norte, los casos de la Corriente del Golfo (Volkov 2005),

la Corriente del Atlántico Norte (Volkov 2004), la Corriente de Azores (Volkov &

Fu 2011) y la Contracorriente Ecuatorial del Norte (Lázaro et al. 2005). En estos

trabajos se ha podido observar correlaciones entre estas variaciones, como también

cambios en la circulación y forzamiento atmosférico.

La literatura en relación al análisis del comportamiento de escala de la EKE

es inexistente, hasta donde se conoce. Sin embargo, la alta variabilidad de la zona

de interés conjuntamente con el hecho de que la EKE es precisamente la compo-

nente turbulenta de la velocidad, sugiere que el análisis de las series temporales

correspondientes, probablemente refleje un comportamiento complejo, gobernado

por múltiples procesos que están interactuando a diferentes escalas temporales.
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3.2.1. Zona de Estudio y Datos

La zona de estudio de este trabajo ocupa el margen oriental del Giro Subtropi-

cal que se encuentra bajo la influencia principal de la Corriente de Canarias. Las

subáreas que se han escogido para obtener la estructura fractal de la EKE se indican

en la figura 3.21 y se han seleccionado teniendo en cuenta que presentan, en prome-

dio, valores moderados y altos de la EKE en comparación con otras zonas situadas

en latitudes similares. Como se puede ver, tres de las subáreas están ubicadas al sur

de los archipiélagos de Madeira, Canarias y Cabo Verde (subáreas 1, 3 y 5). En parti-

cular, los dos últimos parecen ejercer un control notable sobre la EKE, observándose

en las zonas cercanas a ellos los valores más altos, en algunos casos son superiores a

200 cm2/s2, hecho que también queda reflejado en la figura 3.22, donde se muestra

la evolución temporal de la EKE, el correspondiente ciclo anual y la evolución tem-

poral desestacionalizada para cada una de las subáreas seleccionadas. Las otras tres

subáreas (subáreas 2, 4 y 6) se encuentran próximas al continente africano, en la

zona de transición costera que separa las aguas del afloramiento costero y aquellas

situadas en océano abierto. Las situadas más al norte cerca de Cabo Ghir y Cabo

Blanco respectivamente, se encuentran bajo el dominio de la Corriente de Canarias,

mientras que la que se sitúa más al sur, próxima a Dakar, se ve afectada por la

presencia de la Corriente de Mauritania.

En la figura 3.22, nótese también, como los casos al sur de Canarias y cerca

de la costa de Dakar presentan un ciclo anual similar y caracteŕıstico, con valores

mı́nimos durante la primera parte del año y a la inversa en la segunda mitad del

año. Esto está de acuerdo con las imágenes promedio de la EKE por trimestres,

figura 3.23, donde se ilustra la variabilidad estacional. Estas tendencias, anuales y

estacionales de los valores de en las diferentes subáreas, están en concordancia con lo

observado por distintos investigadores (Le Traon & Morrow 2001; Tejera et al. 2002;

Lázaro et al. 2005). Asimismo, a parte de las variaciones estacionales, la presencia

de variaciones interanuales también se puede apreciar en cada una de las zonas.

En cuanto a las caracteŕısticas de los datos utilizados, los valores de la EKE que

se emplean proceden de medidas realizadas a través del sensor remoto conocido como

alt́ımetro. Genéricamente, el alt́ımetro situado a bordo de plataformas satelitales, es

un sensor que emite pulsos regulares de microondas hacia el océano en la dirección
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Figura 3.21: Región de interés donde se muestran superpuestas las subáreas escogidas

para estudiar la estructura fractal de la enerǵıa cinética turbulenta.

del nadir, registrando el tiempo de viaje, la magnitud, y la forma que tiene la señal

de retorno después de haber sufrido la reflexión sobre la superficie del océano. Es

precisamente este tiempo que tarda la señal emitida por el alt́ımetro en volver al

sensor, lo que permite calcular la distancia, conocida como rango R, que hay entre el

sensor y la superficie del mar después de corregir algunas perturbaciones que afectan

a la propagación (el efecto de la troposfera que se divide en seco y húmedo, y el

efecto de la ionosfera) y la reflexión en el océano (influencia de las ondas oceánicas

que producen el denominado sesgo del estado del mar) de la señal de microondas. De

este modo, conociendo la posición del satélite respecto del elipsoide de referencia, H,

a través de alguno de los medios existentes (Robinson 2004), se determina la altura

de la superficie del mar, h, respecto de dicho marco de referencia, figura 3.24,

h = H −R (3.4)
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0 2000 4000 6000 8000

50

100

150

200

250

300

E
K
E

[c
m

2
/
s
2
]

Dia

0 60 120 180 240 300 360

40

60

80

100

120

140

160

E
K
E

[c
m

2
/
s
2
]

Dia

0 2000 4000 6000 8000
−4

−2

0

2

4

6

E
K
E

d
e
s
[c
m

2
/
s
2
]

Dia

(e)

0 2000 4000 6000 8000

50

100

150

200

250

300

Dia

E
K
E

[c
m

2
/
s
2
]

0 60 120 180 240 300 360

40

60

80

100

120

140

160

Dia

E
K
E

[c
m

2
/
s
2
]

0 2000 4000 6000 8000
−4

−2

0

2

4

6

E
K
E

d
e
s
[c
m

2
/
s
2
]

Dia

(f)

Figura 3.22: Evolución temporal, ciclo anual y serie desestacionalizada de los regis-

tros temporales de em EKE. Las gráficas se corresponden con: (a) sur de Madeira,

(b) Cabo Ghir, (c) sur de Canarias, (d) Cabo Blanco, (e) sur de Cabo Verde y (f)

costa de Dakar.

Sin embargo, hay que considerar que el valor de h se debe a la contribución de

un cierto número de efectos geof́ısicos. Además de las variaciones producidas por

las corrientes geostróficas, lo que se conoce en términos oceanográficos como altura

dinámica hd, la altura de la superficie del mar, h, también se ve afectada por el efecto

de las ondulaciones del geoide hg, la influencia de las mareas ht, y la respuesta del

océano a cambios en la presión atmosférica ha, que se denomina efecto barométrico

invertido. Aśı, h se puede expresar como h = hg +hd +ht +ha + ε, donde ε se refiere

a los errores del dispositivo alt́ımetro.

Por otro lado, de forma similar a la velocidad, la altura dinámica se puede ex-

presar como

hd = h̄d + h′d (3.5)

donde h̄d y h′d son las alturas media y la respectiva componente variable, conocida
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.23: Imágenes trimestrales promedio de EKE para el periodo 1993-2013. (a)

De enero a marzo, (b) de abril a junio, (c) de julio a septiembre y (d) de octubre a

diciembre.

como Sea Level Anomaly, en adelante SLA, o anomaĺıa del nivel del mar, que además

estará relacionada con la desviación de la velocidad y por tanto, con la EKE.

El efecto sobre h de las mareas, ht, se corrige a partir de los propios datos

del alt́ımetro, mientras que la corrección del efecto barométrico invertido se realiza

a través de datos de presión atmosférica que proceden de modelos de predicción

meteorológica. Utilizando además otras técnicas, como por ejemplo el filtrado de

paso bajo para minimizar el error instrumental, ε, se tiene, después de eliminar

todas estas componentes:
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Figura 3.24: Relación entre la distancia medida por el alt́ımetro, R, y la altura de

la superficie del mar, h.

hr = h− ht − ha − ε = hg + hd = hg + h̄d + h′d (3.6)

Sin embargo, la corrección de la señal del geoide hg aún no está resuelta, ya que

aún hoy en d́ıa no se conoce el geoide con la suficiente exactitud como para estimar

de forma global de la altura dinámica, a pesar de los avances tecnológicos en dicho

campo (Rio & Hernández 2004; Knudsen et al. 2011).

A pesar de no poder separar la señal del geoide, hg, del total de la altura dinámica,

hd, con exactitud, śı que es posible extraer la parte de la anomaĺıa del nivel del

mar h′d, ya que tanto el geoide como la componente media de la altura dinámica

hd constituyen la parte estacionaria de la señal del alt́ımetro, he, que se puede

determinar promediando los sucesivos pases del alt́ımetro cuando sobrevuela una

posición geográfica concreta. De este modo, la anomaĺıa del nivel del mar se obtiene

de la siguiente manera,

h′d = hr − he = hr − hg − h̄d (3.7)

La conexión entre la altura dinámica y las corrientes en el océano viene dada a

través de la aproximación geostrófica, que establece que en el interior del océano e

ignorando cualquier efecto viscoso o de fricción, existe un balance entre la fuerza de
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Coriolis y el gradiente de presiones horizontales,

fv′g = g
∂h′d
∂x

fu′g = −g ∂h
′
d

∂y

(3.8)

donde u′g y v′g son las componentes de la anomaĺıa de la velocidad geostrófica. En-

tonces, a partir de estas componentes la enerǵıa cinética turbulenta vendrá dada

por

EKE =
1

2
(u′2 + v′2) (3.9)

Los valores de EKE empleados se obtienen en base a los datos de anomaĺıa

de la velocidad geostrófica suministrados por el servicio francés AVISO (Archi-

ving, Validation and Interpretation of Satellite Oceanographic Data) perteneciente

al CNES/CLS. Estas velocidades se calculan usando las mejoras propuestas por Ar-

bic et al. (2012) para el cálculo de las corrientes a partir de mapas de SLA, que se

obtienen combinando las medidas de varios alt́ımetros.

En relación a estos mapas de SLA, es necesario tener en cuenta, que el alt́ımetro

es un radar que no forma imágenes y que únicamente obtiene un perfil de altura del

nivel del mar, justo debajo de la posición del satélite a lo largo de su órbita. Por

consiguiente, para tratar de suplir la escasez de datos suministrada por uno solo de

estos sensores, se combinan las medidas tomadas por varios de ellos para aśı generar

un mapa de SLA donde aparezca reflejada la variabilidad mesoescalar del océano.

La fusión de los datos procedentes de varios alt́ımetros no es una tarea sencilla.

Requiere, en primer lugar, la homogenización e intercalibrado del conjunto de datos

que proceden de distintos alt́ımetros, empleando correcciones geof́ısicas similares

para todos ellos (Le Traon & Ogor 1998). El siguiente paso es la extracción de SLA

de las distintas misiones altimétricas usando una superficie de referencia común. Por

último, se combinan todos estos datos y se representan sobre una malla regular, en

un mapa, usando técnicas de análisis objetivo espacio-temporal, que requieren tener

un conocimiento previo de las escalas espaciales y temporales de la señal oceánica

para interpolar en el espacio y el tiempo. En el caso del método desarrollado para

el alt́ımetro, este es capaz de corregir además los errores asociados al proceso de

observación, especialmente el error de longitud de onda larga (Le Traon et al. 1998).

Dadas las caracteŕısticas de este trabajo, que requiere una serie temporal de datos

lo más larga posible, de todos los productos que AVISO oferta, se optó por emplear
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aquel que realiza sus cálculos en diferido (DT de Delayed Time) combinando como

máximo los datos de dos alt́ımetros al mismo tiempo. El producto en diferido pro-

porciona una serie temporal intercalibrada, sin huecos y larga, que se extiende desde

1993 hasta 2013, y que posee una precisión mejor que el producto en tiempo casi real

(NRT de Near Real Time). Por otro lado, la selección de la opción de dos alt́ımetros

para todo el periodo analizado, le confiere homogeneidad y estabilidad a la serie. Por

último, los mapas analizados tienen una resolución espacial de 0.25◦×0.25◦ y una

resolución temporal de un d́ıa, aunque conviene puntualizar que en la elaboración

de estos mapas diarios se emplea una ventana temporal de computación centrada

que emplea los datos recogidos seis semanas antes y seis semanas después de la fecha

concreta del mapa.

3.2.2. Resultados y Discusión

Análisis Monofractal

En esta sección se presentan y discuten los resultados obtenidos al aplicar el

análisis monofractal, DFA, a las series temporales de EKE, ya descritas.

La figura 3.25 muestra los perfiles obtenidos para cada una de las seis subáreas

de interés. En general, se puede observar como éstos tienen una forma irregular, a

excepción del sur de Cabo Verde y la costa de Dakar, donde los perfiles parecen

tender más a una parábola convexa. Como ya se comentó en secciones anteriores,

Monetti et al. (2003) sugieren que este tipo de formas parabólicas pueden estar

indicando la existencia de una tendencia lineal negativa propia de los datos originales

o bien, la presencia de un efecto de persistencia. Sin embargo, la estructura de estos

perfiles no permite inferir de forma simple comportamientos de escala o la presencia

de tendencias en el fenómeno analizado.

En la figura 3.26 se presentan los ajustes lineales de las fluctuaciones de las series

de EKE frente al intervalo temporal, obtenidos mediante el DFA, asimismo los valo-

res de las pendientes correspondientes se resumen en la tabla 3.4. Un análisis general

revela como las fluctuaciones, en las 6 regiones consideradas, se ajustan mediante

3 ĺıneas rectas, con pendientes significativamente diferentes, que en principio indica

una variación en el comportamiento de escala para diferentes rangos temporales.
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Figura 3.25: Perfiles de las series temporales de EKE ordenados de norte a sur: sur

de Madeira (a), Cabo Ghir (b), sur de Canarias (c), Cabo Blanco (d), sur de Cabo

Verde (e) y costa de Dakar (f).
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Área H3 H2 H1

Sur de Madeira 1.86 1.31 0.87

Cabo Ghir 1.79 1.21 0.82

Sur de Canarias 1.77 1.31 0.70

Cabo Blanco 1.82 1.31 0.78

Sur de Cabo Verde 1.77 1.12 0.83

Costa de Dakar 1.73 1.15 0.85

Cuadro 3.4: Exponentes de escala obtenidos mediante el análisis DFA en las series

temporales de EKE de las 6 áreas ubicadas en el área del Atlántico Norte.

Los instantes donde aparecen estas transiciones vienen señalados por los cambios de

pendiente en los ajustes de las fluctuaciones de EKE frente a las escalas temporales,

en escala log-log. Aśı, es posible deducir a partir de las gráficas 3.26 como la primera

transición ocurre en torno a algo más de 30 d́ıas y la segunda en torno a 315 d́ıas

en la zona norte, es decir al sur de Madeira y Canarias, como también cerca de los

Cabos Ghir y Blanco, y aproximadamente a 200 d́ıas en las regiones ubicadas más

al sur, Cabo Verde y cerca de la costa de Dakar.

En cuanto a los valores absolutos de H, se puede ver como las fluctuaciones

de las series temporales de EKE exhiben, a largo plazo (entre 1 y 7 años), un

exponente de escala 0,7 < H1 < 0,9. Mientras que las fluctuaciones para escalas

temporales intermedias, en un rango aproximado de entre 1 mes y 1 año, presentan

1,1 < H2 < 1,3. Por último, las fluctuaciones a escalas temporales entre 7 d́ıas y

un mes presentan H3 > 1,7. Asimismo, cabe destacar como H1 < H2 < H3, es

decir, existe un claro incremento de H a intervalos de tiempo menores, y como por

debajo de 1 año el exponente de escala siempre satisface H > 1. Estos resultados se

traducen en la posible existencia de un efecto de d.l.p. para intervalos de tiempo por

encima de 1 año, donde el comportamiento de escala de las fluctuaciones de EKE

sigue una relación tal como en la ecuación 2.50. Sin embargo, para escalas de tiempo

inferiores, donde H > 1, el efecto de d.l.p. sigue estando presente, e incluso cabe

la posibilidad que lo esté con mayor intensidad, pero su correlación temporal ya no

sigue una ley de potencias (Peng et al. 1995; Varotsos et al. 2013). No obstante, la

presencia de cruces en los resultados del análisis monofractal debe ser analizada con
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Figura 3.26: Ajustes lineales obtenidos mediante el DFA de las series temporales de

EKE ordenados de norte a sur: sur de Madeira (a), Cabo Ghir (b), sur de Canarias

(c), Cabo Blanco (d), sur de Cabo Verde (e) y costa de Dakar (f).
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precaución, ya que éstos también pueden ser consecuencia de tendencias externas u

otro tipo de no estacionaridades intŕınsecas en los registros temporales (Hu et al.

2001).

La distribución espacial de los valores de H muestra valores similares en las 6

subáreas de interés a excepción del descenso que se observa a escalas intermedias en

las regiones cercanas a Cabo Verde y Dakar. Por otro lado, en el intervalo aproximado

entre 1 y 7 años se comprueba como al sur de Madeira, sur de Cabo Verde y en

la costa de Dakar los resultados parecen indicar un efecto de d.l.p. ligeramente

superior al de las demás zonas, con H > 0,8, sin embargo las diferencias no son muy

significativas.

La evaluación de la componente lineal de las series temporales de EKE, se rea-

liza a través del análisis DFA aplicado a las mismas series desordenadas de manera

aleatoria. Los ajustes lineales correspondientes, no mostrados, revelan un compor-

tamiento, que en todos las regiones consideradas es prácticamente igual al de un

ruido blanco, es decir, exhiben un exponente de escala H ∼ 0,5. En primera instan-

cia, esto parece indicar que las dependencias a largo plazo, incluso aquellas que no

siguen una ley de potencias, son las que dominan el comportamiento de escala de

las fluctuaciones de EKE.

Análisis Multifractal

Los resultados obtenidos mediante el análisis multifractal, MFDFA, de los regis-

tros temporales de EKE para las 6 subáreas consideradas, se presentan en la figura

3.27, donde se muestran los espectros multifractales, D(α), junto con las respectivas

dependencias del exponente generalizado de Hurst, H(q), con q. Asimismo, en la

tabla 3.5 se resumen las medidas caracteŕısticas realizadas sobre los espectros para

su caracterización.

Se observa como la posición del máximo del espectro multifractal cambia en

función del área que se analiza, aśı, αq=0 es menor para las zonas ubicadas más al sur,

como en Cabo Verde donde αq=0 = 1,13 y en la costa de Dakar donde αq=0 = 1,25,

mientras que para la región al sur de Madeira, Cabo Ghir, Cabo Blanco y al sur de

Canarias αq=0 tiene un valor que está por encima de 1,3.

Además, los espectros presentan una forma t́ıpica de parábola convexa, ligera-
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Figura 3.27: Análisis multifractal de las series temporales de EKE. (a) Espectros

multifractales y (b) variaciones de Hq con q. Sur de Madeira (ĺınea negra), Cabo

Ghir (ĺınea verde), sur de Canarias (ĺınea azul), Cabo Blanco (ĺınea roja), sur de

Cabo Verde (ĺınea celeste) y costa de Dakar (ĺınea rosa).

mente asimétrica, con la cola derecha más larga. Generalmente, esto indica que el

comportamiento multifractal de las series temporales está dominado por las fluc-

tuaciones a corto plazo, es decir cuando q < 0. En cuanto a los valores obtenidos

para el ancho de D(α), medido como el doble de la distancia de la cola más corta

al centro del espectro, muestran valores en torno a 0,4, a excepción de Cabo Blanco

y la costa de Dakar que exhiben los valores máximos, 0,48 y 0,6 respectivamente.

Estas observaciones vienen respaldadas por la gráfica de la variación de Hq con q,

figura 3.27(b), donde se puede ver como el rango de variación es mayor en la costa

de Dakar(ĺınea rosa), seguido por Cabo Blanco (ĺınea roja). Teniendo en mente que

el ancho del espectro, ∆α, es un reflejo del grado de complejidad de un proceso,

los resultados obtenidos indican que las regiones ubicadas al sur y cerca de la costa

presentan, en principio, un comportamiento ligeramente más multifractal que las

demás subáreas, aunque las diferencias no son muy significativas.

La evaluación de las contribuciones lineal y no lineal en el comportamiento de

escala se realiza de manera conjunta en la figura 3.28, obtenida mediante el análisis

multifractal de las series temporales de EKE originales, reordenadas aleatoriamente

y subrogadas. En general, los cambios más evidentes en los espectros se observan
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Área αright αleft αq=0 ∆α

Sur de Madeira 1.81 1.15 1.37 0.44

Cabo Ghir 1.63 1.08 1.28 0.40

Sur de Canarias 1.66 1.10 1.31 0.42

Cabo Blanco 1.78 1.09 1.33 0.48

Sur de Cabo Verde 1.63 0.94 1.13 0.40

Costa de Dakar 1.75 0.95 1.25 0.60

Cuadro 3.5: Medidas caracteŕısticas de los espectros, obtenidas mediante el análisis

MFDFA de las series temporales de EKE de las 6 áreas ubicadas en el área del

Atlántico Norte. αright y αleft son los ĺımites del espectro, αq=0 es donde D(α)

alcanza su máximo y ∆α es el ancho del espectro.

al reordenar la serie aleatoriamente (ĺıneas en rojo), y muestran como dichos espec-

tros se centran en, aproximadamente, α = 0,5. En cambio, al subrogar las series

temporales las variaciones en el espectro (ĺıneas en verde), son prácticamente inexis-

tentes, a excepción de Cabo Ghir (figura 3.28(b)). También se destacan los casos

correspondientes al sur de Canarias y de Cabo Verde (figura 3.28(c) y (e)), donde

los espectros multifractales correspondientes a las series desordenadas de manera

aleatoria, aunque se estrechan, mantienen un ∆α 6= 0. El comportamiento general

de las variaciones observadas en los espectros multifractales indica que es la influen-

cia de la componente lineal la que domina el comportamiento fractal de las series

temporales de EKE.

Sin embargo, para cuantificar la intensidad del efecto no lineal en el comporta-

miento de escala de las series temporales de EKE, se aplica el DFA a las series de

volatilidad obtenidas a partir de los registros. Los resultados verifican que la serie

es en su origen es multifractal, y que en principio la intensidad de la contribución

no lineal depende de la región considerada.

Los ajustes derivados del DFA para el test de volatilidad se muestran en la

figura 3.29 y las correspondientes pendientes se resumen en la tabla 3.6. En general,

los ajustes son adecuados, aunque cabe destacar que a escalas por encima de ∼
315 d́ıas la dispersión aumenta y, en consecuencia, el ajuste es de menor calidad.

Nótese que, por un lado, sólo hay un exponente de escala y por otro, que éste
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Figura 3.28: Espectros multifractales de las series temporales correspondientes, or-

denados de norte a sur, sur de Madeira (a), Cabo Ghir (b), sur de Canarias (c),

Cabo Blanco (d), sur de Cabo Verde (e) y costa de Dakar (f) respectivamente. Los

espectros son obtenidos a partir de los datos originales (ĺınea negra), a partir de los

datos desordenados aleatoriamente (ĺınea roja) y a partir de datos subrogados (ĺınea

verde).
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

lo
g
(
F
(
n
)
)

log (n)

(a)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

log (n)

lo
g
(
F
(
n
)
)

(b)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

lo
g
(
F
(
n
)
)

log (n)

(c)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

log (n)

lo
g
(
F
(
n
)
)

(d)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

lo
g
(
F
(
n
)
)

log (n)

(e)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

log (n)

lo
g
(
F
(
n
)
)

(f)

Figura 3.29: Ajustes lineales obtenidos mediante el DFA de las series de volatilidad

correspondientes, ordenados de norte a sur, sur de Madeira (a), Cabo Ghir (b),

sur de Canarias (c), Cabo Blanco (d), sur de Cabo Verde (e) y costa de Dakar (f)

respectivamente.
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Área Hvolat Hvolat
surr

Sur de Madeira 0.78 0.75

Cabo Ghir 0.85 0.78

Sur de Canarias 0.87 0.81

Cabo Blanco 0.74 0.70

Sur de Cabo Verde 0.67 0.63

Costa de Dakar 0.82 0.73

Cuadro 3.6: Exponentes de escala obtenidos mediante el análisis DFA de las series

de volatilidad y volatilidad subrogadas obtenidas a partir de las series temporales

de EKE correspondientes a las 6 áreas ubicadas en el área del Atlántico Norte.

está en todos los casos por encima de 0,5. En consecuencia, se verifica el hecho

de que, en todas las regiones consideradas independientemente de la localización

geográfica, las series temporales de EKE presentan un comportamiento que requiere

de más de un exponente de escala para su caracterización, y que por tanto, los

cruces obtenidos en el análisis monofractal de las series originales, figura 3.26, no

son resultado de tendencias externas u otras no estacionaridades intŕınsecas de los

registros temporales. Sin embargo, cabe destacar el valor del exponente de las series

de volatilidades obtenido para Cabo Verde, notablemente menor al de las demás

subáreas, lo que es coherente si se tiene en cuenta la longitud de la cola derecha

del espectro, que refleja, en este caso particular, una contribución especialmente

importante de las dependencias a corto plazo. También cabe la posibilidad de que

esta región presente una contribución no lineal que no se detectó en el análisis de

las series subrogadas y que afecte particularmente a las fluctuaciones a corto plazo.

Los exponentes de escala obtenidos para las series de volatilidad subrogadas, se-

gunda columna de la tabla 3.6, siguen mostrando H > 0,5. Las variaciones máximas

de H fueron observadas para los casos correspondientes a Cabo Ghir, sur de Cana-

rias y Dakar y sugieren la presencia de una contribución no lineal al comportamiento

de escala de los registros de EKE. En consecuencia, según los resultados obtenidos

se puede admitir que el comportamiento de escala de las fluctuaciones de las series

temporales de EKE está fuertemente influenciado por las correlaciones a largo plazo,

aunque se aprecia que existe un efecto no lineal, menos intenso, pero que en algunos
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casos no es despreciable.

3.2.3. Conclusiones

La dinámica que rige el comportamiento de las series temporales de EKE, en

base a los resultados obtenidos en el análisis monofractal, revela que existe un

comportamiento de las fluctuaciones diferente a escalas temporales diferentes, con

H3 > H2 > H1 para las 6 subáreas seleccionadas. Aśı, a escalas por debajo de un

año se obtiene 1 < H < 2, sugiriendo que las correlaciones temporales no sólo están

presentes sino que incluso son más fuertes, pero ya no siguen una ley de potencias.

Para escalas entre, aproximadamente, 1 y 7 años, 0,7 < H < 0,9, lo que indica

correlaciones a largo plazo que siguen una ley de potencias. Estos resultados se con-

firmaron eliminando el orden temporal de las observaciones originales y obteniendo

H ∼ 0,5, revelando un comportamiento de escala fuertemente influenciado por la

presencia de d.l.p. A escalas por encima de un año, los valores absolutos del expo-

nente de escala indican que el efecto de d.l.p. es mayor en las regiones localizadas al

norte (sur de Madeira y Cabo Ghir), y en las localizadas más al sur (Cabo Verde y

costa de Dakar).

El análisis MFDFA revela un comportamiento multifractal que está dominado

por las correlaciones a corto plazo, especialmente al sur de Cabo Verde. Se observa

un desplazamiento del espectro hacia valores de α más bajos con la latitud. La costa

de Dakar exhibe el máximo ancho de espectro, ∆α = 0,6, seguido por Cabo Blanco,

∆α = 0,48 y el sur de Madeira con ∆α = 0,44, lo que sugiere un comportamiento

más complejo en estas zonas.La variabilidad de los parámetros caracteŕısticos de los

espectros multifractales de las series de EKE para las diferentes subáreas, pone de

manifiesto que existe una dependencia de la localización geográfica y, consecuente-

mente, de los procesos oceanográficos predominantes en cada región.

La evaluación de las contribuciones lineal y no lineal en el comportamiento de

escala de las series de EKE obtenido para cada una de las 6 áreas seleccionadas,

realizado a partir de las series temporales subrogadas y desordenadas de manera

aleatoria, indica que el efecto lineal predomina dicho comportamiento. Hecho res-

paldado por el test de volatilidad, que por un lado verifica que el comportamiento

general de las series temporales de EKE es multifractal y que además, está fuer-
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temente influenciado por las correlaciones temporales. No obstante, este test pone

de manifiesto la presencia de una pequeña contribución no lineal sobre todo en las

regiones de Cabo Ghir, sur de Canarias y Dakar que afecta a las propiedades de

escala del fenómeno.
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3.3. Propiedades fractales y multi-fractales de las

Corrientes Marinas

Tal como se comentó en la sección 3.1, el océano posee una gran capacidad

para almacenar calor, el cual puede ser transportado de unas zonas a otras por las

corrientes marinas, esto convierte a la circulación oceánica en un actor con un papel

determinante en la moderación del clima del planeta.

Cabe destacar, que las masas de agua oceánicas contienen además part́ıculas

en suspensión y disueltas, aśı como organismos vivos, por tanto, las corrientes son

responsables del transporte tanto de materia como de enerǵıa. En consecuencia,

además de ser esencial en el control del clima del planeta tiene también numerosas

implicaciones ecológicas.

En términos de la profundidad de la columna de agua sobre la que se producen,

se pueden distinguir dos tipos de corrientes en el océano. En la parte superior se pro-

ducen las corrientes superficiales, que afectan al aproximadamente 10 % del agua del

océano y se encuentran entre la superficie y en torno a los 400 metros de profundi-

dad. Por debajo se encuentran las corrientes profundas, que afectan al 90 % restante

de las aguas oceánicas. Mientras que las primeras se deben fundamentalmente a la

acción directa del viento, recibiendo el nombre de circulación inducida por el vien-

to, las corrientes profundas se originan como consecuencia de las diferencias en la

densidad de las masas de agua, causadas no solo por la variación en la salinidad,

sino también por el descenso de temperaturas en las zonas profundas del océano

(Pinet 2009). Este tipo de flujo recibe el nombre de circulación termohalina. En la

figura 3.30 se muestra una ilustración que representa esta circulación. Aunque con

frecuencia son considerados separadamente, ambos procesos no son independientes

el uno del otro (Van Aken 2007).

Los flujos de agua en el océano son no estacionarios, turbulentos y muestran

variabilidades sobre múltiples escalas espaciales y temporales. Aśı, en el dominio

espacial las escalas pueden ir desde la escala de las cuencas oceánicas hasta esca-

las moleculares en las que la enerǵıa es disipada en forma de calor. En el dominio

temporal, las variaciones observadas en la circulación oceánica se extienden desde

los pocos segundos hasta las décadas o incluso más. En consecuencia, la circula-
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Figura 3.30: Ilustración que representa la circulación termohalina mundial. En el

Océano Atlántico, la circulación superficial lleva aguas cálidas (flechas rojas) hacia

el norte, y las aguas fŕıas profundas (flechas azules) hacia el sur. (NASA/JP)

ción oceánica es un proceso inherentemente complejo, resultado del acoplamiento

de múltiples procesos no lineales que actúan a diferentes escalas espaciales y tem-

porales. Por tanto, la complejidad del proceso resultante es un factor limitante a la

hora de entender y caracterizar el mismo de manera adecuada (Wells 2001). En este

sentido Press (1978) examina el espectro de potencia de varios tipos de procesos

geof́ısicos e identifica a las corrientes oceánicas como un proceso cuyo espectro de

potencia sigue un comportamiento de escala. En concreto, observa que el espectro

de potencia, para una serie temporal de velocidades de corriente registrada en aguas

profundas del Paćıfico central durante 152 d́ıas, (Taft et al. 1974), exhibe una depen-

dencia en forma de ley de potencias inversa a la frecuencia, con β ∼ 1, figura 3.31.

No obstante, la única contribución publicada, en nuestro conocimiento, en la que se

aborda el estudio de la dependencia a largo plazo en corrientes oceánicas, es debida

a Ashkenazy & Gildor (2009). Estos autores estudian la existencia de correlaciones

a largo plazo en corrientes, empleando datos registrados mediante un radar de alta

frecuencia a lo largo de un año en el Golfo de Eilat. Observan, mediante el uso del

DFA y el espectro de Fourier, que las velocidades de corriente muestran persistencia

a lo largo del tiempo, cubriendo escalas que van desde unas pocas horas hasta varios



114 Propiedades fractales de procesos f́ısicos en el océano

Figura 3.31: Espectro de potencia de la velocidad oceánica, componente este-oeste,

a 3100 metros de profundidad en torno a 1◦S, 150◦O (Press 1978)

meses. Además, evalúan el efecto de la componente no lineal en las series tempora-

les, concluyendo que ésta influye en el comportamiento de escala observado. Estos

autores sugieren que dicho comportamiento no es debido únicamente al viento, sino

a las mareas, la batimetŕıa de la zona, y en general a los términos de advección de las

ecuaciones que gobiernan el proceso. Los resultados obtenidos, se refieren a la capa

superficial del océano y están limitados a observaciones experimentales que cubren

un periodo corto de tiempo, si bien presentan una buena cobertura espacial.

El objetivo de esta sección es analizar el comportamiento temporal de intensidad

de las corrientes oceánicas, comprobando la existencia de correlaciones a través del

análisis DFA y su generalización, MFDFA, haciendo uso de series temporales experi-

mentales obtenidas durante largos periodos de tiempo y a diferentes profundidades.

3.3.1. Zona de estudio y datos

Las observaciones de intensidad de corriente examinadas en esta sección fueron

registradas en la estación KIEL276 (33◦N y 22◦O) localizada en la llanura abisal de

Madeira, en el oceáno Atlántico, al noroeste de las Islas Canarias, figura 3.32.
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Figura 3.32: Ubicación de la estación de medida KIEL276 en el entorno de la llanura

abisal de Madeira, 33◦N y 22◦O. (GoogleEarth)

La estación KIEL276 se encuentra situada en el giro subtropical del Atlántico

Norte, muy cerca de la posición media de la Corriente de las Azores que constituye su

ĺımite superior. El transporte medio de esta corriente hacia el este es cercano a los 10

Sv (1 Sv = 106 m3/s) en los primeros 800 metros (Klein & Siedler 1989) y mediante

observaciones quasi-sinópticas se ha estimado que la anchura de la misma alcanza

los 150 kilómetros (Pérez et al. 2003). La Corriente de Azores se encuentra asociada

a un frente termohalino conocido como Frente de las Azores caracterizado por su

alta actividad mesoescalar. Esta viene determinada por la inestabilidad barocĺınica

de la corriente (Alves & Colin de Verdiére 1999) y se caracteriza por tanto, por

mostrar fuertes meandros y remolinos que al desprenderse del frente se propagan

hacia el oeste (Pingree & Sinha 2001), al igual que lo hacen algunas perturbaciones

que han sido identificadas como ondas de Rossby (Cipollini et al. 1997).

En esta zona, por debajo de la capa superficial y para el rango de profundidades

comprendido entre 600 y 1300 metros, se observa la influencia del agua mediterránea

que se extiende hacia el interior del Océano Atlántico como una lengua que sale

a través del Estrecho de Gibraltar, figura 3.33. Este flujo de agua mediterránea

también muestra un carácter variable e incluye la presencia de meddies o remolinos,
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con un diámetro aproximado de 100 kilómetros que giran anticiclónicamente y que

se caracterizan por contener un alto contenido salino.

Distintos trabajos ponen de manifiesto una marcada variabilidad estacional e

interanual de la corriente en cuanto a su posición e intensidad. Mediante un estudio

con datos históricos de temperatura, salinidad, densidad y ox́ıgeno disuelto, Klein &

Siedler (1989) observan como la Corriente de Azores se estrecha en verano y migra

hacia el sur, mostrando mayor variabilidad en este periodo del año. Sin embargo, en

estudios posteriores desarrollados por Le Traon & De Mey (1994) y Tokmakian &

Challenor (1993), realizados con datos de alt́ımetro, se observó que la variabilidad

aumentaba de verano a invierno, y además en el primero, no se observó el desplaza-

miento estacional de la corriente. Se ha argumentado, que esta discrepancia puede

deberse a que la señal de la corriente que predomina, frente a la señal promedio, sea

consecuencia de la variabilidad mesoescalar.

Sin embargo, con respecto a la variabilidad interanual, el monitoreo con co-

rrent́ımetros (Müller & Siedler 1992) o con datos del alt́ımetro (Volkov 2005), ha

puesto de relieve cambios en el transporte hacia el este y en la enerǵıa cinética tur-

bulenta de la corriente para estas escalas temporales. Factores como el ajustamiento

de la Corriente de Azores al forzamiento atmosférico y la masa de agua intercam-

biada a través del Estrecho de Gibraltar influyen en la variabilidad interanual de la

corriente (Volkov & Fu 2011). Precisamente, Siedler et al. (2005), con los datos de

KIEL276 a lo largo de 20 años, mostraron como la frecuencia de meddies, que dejan

su señal en los datos de esta estación, está relacionada con los variaciones de largo

término experimentadas por la Corriente de Azores, figura 3.33.

Las series temporales fueron registradas por el Institut für Meereskunde (ahora

Leibniz-Institute of Marine Science), en KIEL, Alemania. Constituyen las series

temporales más largas registradas en el oceáno Atlántico, cubriendo desde el año

1980 hasta el 2011, aproximadamente unos 31 años (Müller & Waniek 2013).

Lejos de la influencia atmosférica directa sobre la superficie del mar, los datos se

registraron mediante el uso de corrent́ımetros situados a lo largo de toda la columna

de agua, atendiendo a caracteŕısticas oceanográficas determinadas por las principales

masas de agua: Agua Central Noratlántica entre 200 y 700 metros, salientes del

Mediterráneo alrededor de 1000 metros, Agua Profunda del Atlántico Norte a 1500
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Figura 3.33: Representación gráfica de la masa de agua saliente del Mediterráneo

(ĺınea blanca). Los puntos blancos indican la posición de meddies o remolinos de

agua mediterránea y la estrella la situación de la estación KIEL 276. Las ĺıneas de

puntos discontinuas muestran la posición de la Corriente Noratlántica (NAC) y de

Azores (AC). También se indica la situación de los archipiélagos de Azores (Az),

Madeira (Mad) y Canarias (CanI). (Siedler et al. 2005)

y 3000 metros y por último, masas de aguas localizadas a unos 50 metros por encima

del fondo marino.

Cabe destacar que las profundidades cambian ligeramente a lo largo del tiem-

po debido a variaciones en diseño de los dispositivos de medida, variaciones en los

anclajes de éstos e incluso por fenómenos metereológicos adversos. No obstante, se

llevaron a cabo las correcciones y controles de calidad pertinentes para garantizar

la consistencia y continuidad de las series temporales. La instrumentación empleada

consistió en corrent́ımetros tipo Aanderaa RCM4/5, figura 3.34 (a). Posteriormen-

te y desde 1989, los anteriores fueron sustitúıdos por una versión más moderna,

RCM7/8, figura 3.34 (b). El proceso de sustitución de unos dispositivos por otros se

prolongó hasta 1993.

Atendiendo principalmente a la cobertura temporal de los datos disponibles, fi-

gura 3.35, para esta sección se seleccionaron dos de las series temporales disponibles

más completas. Estas son las correspondientes a 1000 y a 3000 metros de profun-
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(a) (b)

Figura 3.34: Corrent́ımetros tipo Aanderaa RCM4/5 y RCM8. (Aanderaa Instru-

ments)

Figura 3.35: Cobertura temporal de los datos registrados en la estación KIEL276

entre 1980 y 2011. Datos de presión (en verde), vector de corriente (en azul), tem-

peratura (en rojo) (Müller & Waniek 2013).
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Figura 3.36: Evolución temporal, ciclo anual y serie desestacionalizada de los regis-

tros temporales de intensidad de corriente: (a) 1000 metros y (b) 3000 metros.

didad, que cubren un intervalo aproximado de 30 años, desde Abril de 1980 hasta

Diciembre de 2009. En este trabajo se siguen las recomendaciones de Chen et al.

(2002), y en lugar de rellenar los huecos en los registros temporales mediante algo-

ritmos de interpolación, se juntan los trozos de la serie sin rellenar los huecos (ver

sec. 2.4.5).

En la figura 3.36 se muestra la evolución temporal, el ciclo anual y la evolución

temporal desestacionalizada de las series de intensidad de velocidad de corriente, a

1000 y 3000 metros de profundidad. Es evidente que los valores de la velocidad a

menor profundidad son más elevados, aśı como su variabilidad, que es significativa-

mente mayor a 1000 metros.

Esto pone de manifiesto una clara disminución progresiva, con la profundidad,

de la importancia relativa de los procesos f́ısicos que operan y se manifiestan en las

capas superficiales del océano.



120 Propiedades fractales de procesos f́ısicos en el océano
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Figura 3.37: Perfiles de las fluctuaciones de las series temporales de los datos corres-

pondientes a intensidades de velocidad de corriente a (a) 1000 metros y (b) 3000

metros de profundidad.

3.3.2. Resultados y Discusión

A continuación, se presentan los resultados del análisis fractal de las series tem-

porales de corriente, que se ha llevado a cabo mediante el uso de los métodos DFA

y MFDFA.

La figura 3.37 muestra los perfiles correspondientes a los datos de velocidad de

corriente recogidos en la estación oceanográfica KIEL276. Es evidente como a 1000

metros de profundidad las variaciones son mucho más pronunciadas que a 3000

metros. Esto parece razonable, teniendo en cuenta lo comentado anteriormente, en

cuanto a que la variabilidad de la velocidad de la corriente es superior a medida que

nos acercamos a la superficie, donde el efecto de los procesos f́ısicos involucrados

es más relevante. En ambos casos el perfil tiene una forma cóncava, lo que según

Monetti et al. (2003), puede ser un indicio tanto de la presencia de una tendencia

lineal positiva como de un efecto de persistencia. En principio, el análisis previo de la

evolución temporal de los datos de velocidad de corriente, no mostró una tendencia

clara a lo largo del tiempo.

En el análisis monofractal, mostrado en la figura 3.38, se observa que hay un

comportamiento diferente a dos escalas temporales diferentes, esto ocurre tanto para

los resultados obtenidos a 1000 metros de profundidad como a 3000. Los cruces en
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los ajustes lineales, se corresponden con instantes de tiempo en torno a 55 y 50 d́ıas

respectivamente, y los exponentes de escala, H, que son precisamente las pendientes

de dichos ajustes, se resumen en la tabla 3.7. Obsérvese como a escalas temporales

entre 50 − 55 d́ıas y 7,7 años, las fluctuaciones de las velocidades de corriente se

comportan como un proceso con 0,5 < H2 < 1, lo que es un indicio de la presencia

de d.l.p. A escalas más pequeñas, entre 7 y 50 − 55 d́ıas, donde H > 1, es posible

admitir que las correlaciones temporales existen pero que ya no siguen una ley de

potencias. En particular, a 3000 metros de profundidad, donde 1 < H1 < 1,5, se

puede asegurar que las correlaciones no sólo están presentes sino que incluso son

más fuertes (Talkner & Weber 2000; Chen et al. 2005). Sin embargo, a 1000 metros

H1 ∼ 1,5, que se corresponde con un movimiento tipo browniano, esto es un proceso

que presenta s.s. pero no d.l.p. (Peng et al. 1995).

En cuanto a los valores absolutos de H obtenidos, es significativo el hecho de

que los exponentes de escala obtenidos a 3000 metros de profundidad sean menores

que los correspondientes a 1000 metros, lo cual puede estar relacionado con el cam-

bio del número de procesos f́ısicos involucrados, operando sobre diferentes escalas

temporales, en cada caso. Ashkenazy & Gildor (2009) obtienen en cambio, un único

exponente de escala al realizar el mismo análisis en series temporales correspondiente

a intensidades de velocidad de corriente superficial, aproximadamente a 700 metros

de profundidad. El exponente de escala que obtienen está en torno a H ∼ 0,8. Sin

embargo, la zona de estudio, el golfo de Eilat, es un mar cerrado que se comunica con

el Mar Rojo, donde las condiciones oceanográficas son muy diferentes y la influencia

de la costa muy importante. Además, el periodo de estudio es solo de un año y los

datos tienen una resolución temporal de media hora, por lo que resulta razonable

que los resultados no sean comparables.

Los resultados del análisis multifractal se muestran en la figura 3.39, donde se

puede ver los espectros y las variaciones del exponente generalizado de Hurst con q

correspondientes a las intensidades de la velocidad de corrientes a 1000 y 3000 metros

de profundidad. Además, las medidas caracteŕısticas realizadas sobre el espectro

se resumen en la tabla 3.8. Un análisis general revela que efectivamente las series

temporales de corriente exhiben un comportamiento que está gobernado por más de

una escala temporal y que por tanto, los cruces observados en el análisis monofractal,
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Figura 3.38: Ajustes lineales obtenidos mediante el análisis DFA de las series tem-

porales de los datos correspondientes a intensidades de velocidad de corriente a (a)

1000 metros y (b) 3000 metros de profundidad.

Profundidad (metros) 1000 3000

H1 1.54 1.39

H2 0.85 0.79

Cuadro 3.7: Exponentes de escala obtenidos mediante el análisis DFA de las series

temporales de los datos correspondientes a velocidades de corriente a 1000 y 3000

metros de profundidad, respectivamente.
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Figura 3.39: Análisis multifractal de las series temporales de los datos correspon-

dientes a velocidades de corriente a 1000 y 3000 metros de profundidad, en azul y

rojo respectivamente. (a) Espectros multifractales y (b) respectivas variaciones de

Hq con q.

no se corresponden con efectos de tendencias externas u otras no estacionaridades.

Atendiendo ahora a los valores obtenidos para αq=0, se observa como la localiza-

ción del máximo del espectro multifractal disminuye ligeramente con la profundidad,

de forma similar a la disminución que se observó en H, en el caso del análisis DFA,

con la profundidad.

Por otro lado, aún cuando los espectros tienen una forma similar, el correspon-

diente a 3000 metros de profundidad es más simétrico y menos ancho, ∆α ∼ 0,4,

mientras que a 1000 metros ∆α ∼ 0,66. Esto respalda la idea de que el proceso es

más complejo a menor profundidad, como consecuencia de la presencia de un mayor

número de procesos f́ısicos interaccionando entre śı. Hecho que también se puede

apreciar en las variaciones observadas en la figura 3.39(b), donde es notable como a

3000 metros de profundidad el rango de variación de Hq es menor que a 1000 metros.

En relación a la asimetŕıa que presentan los espectros multifractales, estos exhi-

ben colas que son ligeramente más cortas por la parte derecha, efecto que es más

significativo a 3000 metros de profundidad, lo cual es un indicio de un comporta-

miento multifractal que está dominado por las fluctuaciones a largo plazo.

Como ya se ha comentado en secciones anteriores, el comportamiento multifrac-
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Serie Temporal 1000 m 3000 m

αright 1.50 1.28

αleft 0.62 0.68

αq=0 1.14 1.08

∆α 0.66 0.40

Cuadro 3.8: Medidas caracteŕısticas de los espectros, obtenidas mediante el análisis

MFDFA de los datos correspondientes a velocidades de corriente a 1000 y 3000

metros de profundidad. αright y αleft son los ĺımites del espectro, αq=0 es donde

D(α) alcanza su máximo y ∆α es el ancho del espectro.

tal puede ser consecuencia de contribuciones de origen lineal y/o no lineal. Aśı,

para comprobar la intensidad de cada una sobre el comportamiento de escala de las

series temporales de corriente, se emplea, en primer lugar, el método de reordena-

ción aleatoria, con el que se eliminan las d.l.p. y consecuentemente, el efecto de la

contribución lineal.

Los ajustes correspondientes al análisis DFA, figura 3.40, para las fluctuaciones

de las series temporales desordenadas aleatoriamente presenta, para ambas profundi-

dades, exponentes de escala prácticamente iguales a 0,5, por tanto las dependencias

a largo plazo han desparecido.

Para evaluar conjuntamente la importancia de las contribuciones lineal y no lineal

sobre el comportamiento de escala de las intensidades de velocidad de corriente, los

resultados obtenidos mediante el análisis multifractal, se presentan tanto para las

fluctuaciones de la serie original, como para las series desordenadas aleatoriamente

y subrogadas, figuras 3.41 y 3.42. El análisis revela que los espectros de las series

desordenadas aleatoriamente, para ambas profundidades, se estrechan de manera

significativa, y como la localización de los máximos de los espectros se centra en 0,5,

efecto que es más evidente a 3000 metros de profundidad. En cambio, los espectros

multifractales de las series subrogadas no presentan cambios tan significativos en

comparación con los espectros correspondientes a las series originales. Sin embargo,

en la figura 3.41(b), donde se muestran las variaciones de Hq con q, se observa

como, sobre todo, para q > 0 existen diferencias entre las variaciones obtenidas
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Figura 3.40: Ajustes lineales obtenidos mediante el análisis DFA de las series tem-

porales desordenadas aleatoriamente correspondientes a velocidades de corriente a

1000 y 3000 metros de profundidad, en azul y rojo respectivamente, y con H ∼ 0,5

en ambos casos.

para los datos originales y las correspondientes a los datos subrogados. Esto pone

de manifiesto la posibilidad de que a 1000 metros exista una contribución no lineal,

que afecta precisamente al comportamiento de escala de las fluctuaciones a largo

plazo.

Atendiendo a estos resultados, parece lógico pensar que es la componente lineal

la que domina el comportamiento de escala de las fluctuaciones de las intensidades

de velocidad de corriente en profundidad, si bien los efectos no lineales parecen tener

cierta importancia relativa a 1000 metros.

Una forma de verificar la intensidad de las contribuciones lineal y no lineal es

mediante el test de las series de volatilidad.

La comparación de los resultados del análisis DFA obtenidos para las series de

volatilidad y las series de volatilidad subrogadas correspondientes, resumidos en la

tabla 3.9, muestran una ligera disminución del exponente de escala a 1000 metros

de profundidad, y ninguna variación del mismo a 3000 metros. Esto parece indicar,

que existe una pequeña contribución no lineal a 1000 metros de profundidad, que
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Figura 3.41: Análisis multifractal de las series temporales original, desordenada y su-

brogada, en negro, rojo y verde respectivamente, correspondientes a las intensidades

de velocidad de corriente a 1000 metros de profundidad. (a) Espectros multifractales

y (b) respectivas variaciones de Hq con q.
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Figura 3.42: Análisis multifractal de las series temporales original, desordenada y su-

brogada, en negro, rojo y verde respectivamente, correspondientes a las intensidades

de velocidad de corriente a 3000 metros de profundidad. (a) Espectros multifractales

y (b) respectivas variaciones de Hq con q.
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se refleja precisamente en la disminución de H al subrogar las series de volatilidad,

mientras que a mayor profundidad no se aprecian cambios en el exponente de escala.

Ashkenazy & Gildor (2009) realizan el mismo análisis obteniendo un exponente de

escala en las series de volatilidad significativamente menor al de la serie original,

revelando una contribución no lineal más intensa de la obtenida en este trabajo. No

obstante, teniendo en cuenta que estos autores realizan el estudio para corrientes

superficiales y haciendo una comparación con lo obtenido aqúı, parece lógico pensar

que la contribución no lineal es tanto más intensa cuanto más cerca se esté de

la superficie, donde la cantidad de procesos que interactúan es significativamente

mayor.

Profundidad (metros) Hvolat Hvolat
surr

1000 m 0.82 0.76

3000 m 0.74 0.74

Cuadro 3.9: Exponentes de escala obtenidos mediante el análisis DFA de las series

de volatilidad y de las de volatilidad subrogadas de los datos correspondientes a

velocidades de corriente a 1000 y 3000 metros respectivamente.

3.3.3. Conclusiones

El análisis monofractal de las series temporales de intensidad de corriente en

profundidad revela un comportamiento diferente a dos escalas temporales diferentes.

Entre 7 y 50−55 d́ıas presentan exponentes de escala 0,8 < H < 0,85 y entre 50−55

d́ıas y 7,7 años H > 1. Estos resultados sugieren la presencia de correlaciones a

largo plazo a escalas temporales hasta un mes. Para escalas temporales superiores,

los valores de H obtenidos apuntan un comportamiento tipo movimiento browniano

a 1000 metros de profundidad, y un proceso con d.l.p., pero que ya no sigue una ley

de potencias, a 3000 metros.

El análisis MFDFA revela un comportamiento multifractal en las fluctuaciones

de intensidad de corriente definido por más de una escala temporal, hecho que queda

reflejado en los valores de ∆α, 0,40 y 0,66 a 1000 y 3000 metros de profundidad,
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respectivamente. Asimismo, la forma del espectro indica que las propiedades de las

fluctuaciones a largo plazo dominan sobre las correspondientes a corto plazo.

La evaluación de la influencia de las contribuciones lineal y no lineal sobre el

comportamiento de escala de las intensidades de corriente en profundidad, ponen

de manifiesto que, en general, dicho comportamiento parece estar dominado por la

contribución lineal, y por tanto por las correlaciones a largo plazo. Sin embargo, cabe

señalar, que a 1000 metros se obtienen resultados que apuntan a un comportamiento

ligeramente más complejo, donde ambas contribuciones están presentes, aunque el

efecto de la contribución no lineal sea significativamente menor.

Existe un desplazamiento del espectro multifractal hacia la izquierda a mayor

profundidad. Asimismo el espectro es más ancho y asimétrico a menor profundidad,

indicando un aumento de la complejidad del proceso a medida que nos acercamos a

la superficie, probablemente consecuencia del aumento en el número de fenómenos

f́ısicos que están interaccionando.
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3.4. Propiedades de escala de la altura de ola sig-

nificativa

El término oleaje se refiere a las oscilaciones de la elevación de la superficie del

mar generadas por el viento, con periodos comprendidos en el rango entre 2 y 25

segundos, aproximadamente, actuando la fuerza gravitatoria terrestre como fuerza

restauradora del equilibrio en la superficie del mar. Las intensidades de dichas fluc-

tuaciones vaŕıan en función de la intensidad del viento que las genera, del tiempo

durante el cual sopla el viento sobre la superficie del mar, con intensidad y dirección

aproximadamente constantes, o duración del viento, aśı como del espacio que reco-

rren las mismas captando enerǵıa del viento, conocido como zona de generación o

fetch. Aśı, el contenido energético que alcanza un campo de oleaje generado por un

campo de vientos dado no sólo depende de la intensidad del viento que lo genera,

sino también del tiempo durante el cual éste pueda transmitir enerǵıa al oleaje en

su propagación dentro de la zona de generación. En consecuencia, el aumento de la

intensidad del viento soplando sobre áreas de extensión creciente durante periodos

cada vez más prolongados da lugar a la intensificación de la severidad del campo de

oleaje resultante. El oleaje que se encuentra dentro de la zona de generación, reci-

biendo enerǵıa del viento de forma activa, es denominado oleaje de viento. Una vez

que éste abandona el fetch deja de recibir enerǵıa del campo de vientos generador

transformándose en oleaje de fondo.

Desde un punto puramente práctico, el estudio del oleaje resulta de gran interés

en campos como la ingenieŕıa naval, la ingenieŕıa oceanográfica y de costas, por

representar el fenómeno más energético que ejerce esfuerzos sobre las estructuras

o sistemas desarrollados en dichos campos (Tucker & Pitt 2001). Por otro lado, el

oleaje es uno de los mecanismos más importantes en el control de la transferencia

de enerǵıa y materia en la interfase entre la atmósfera y el océano, desempeñando

por tanto un papel esencial en el comportamiento de la atmósfera (Babanin 2011).

Desde una perspectiva puramente cient́ıfica, el conocimiento de los mecanismos

de generación, propagación y disipación del oleaje, representan un reto para el hom-

bre y conllevan la mejora en la capacidad de predicción de este fenómeno extremada-

mente complejo. No obstante, todos estos aspectos de la dinámica del oleaje consti-
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tuyen procesos no lineales altamente complejos, resultantes de la enerǵıa transferida

desde un campo de vientos hacia la superficie del mar, a través de mecanismos f́ısicos

que implican un fuerte acoplamiento entre las capas ĺımite atmosférica y oceánica.

Parte de la enerǵıa transferida por la atmósfera al campo de oleaje es almacenada

por éste para su generación y crecimiento, mientras que otra parte resulta disipa-

da en forma de turbulencia. Por otro lado, la enerǵıa captada por determinadas

componentes del oleaje es redistribuida lentamente entre diferentes componentes,

mediante interacciones no lineales, posibilitando un crecimiento adicional significa-

tivo del contenido energético del campo de oleaje (Komen et al. 1994; Janssen 2009).

La estructura tan compleja del proceso resultante hace que éste sea considerado co-

mo un fenómeno f́ısico de naturaleza aleatoria, con propiedades diferentes en función

de las escalas espaciales y temporales consideradas.

Las propiedades estad́ısticas caracteŕısticas del oleaje pueden ser consideradas

como temporalmente estacionarias y espacialmente homogéneas sobre determinadas

escalas temporales y espaciales. En particular, cada uno de los periodos durante el

cual las condiciones de oleaje permanecen localmente estacionarias recibe el nombre

de estado de mar. Esto permite definir diferentes parámetros integrales de altura,

periodo y dirección del oleaje, caracteŕısticos de cada estado de mar, que vaŕıan len-

tamente a escalas temporales y espaciales superiores. El análisis del comportamiento

estocástico de estos parámetros caracteŕısticos de múltiples estados de mar indivi-

duales, sobre periodos de tiempo mucho más extensos, representa la descripción de

las condiciones de oleaje denominada generalmente como análisis a largo plazo, que

es la de mayor interés práctico.

El parámetro más frecuentemente utilizado para caracterizar las condiciones de

oleaje durante un estado de mar es la altura de ola significativa, denotada como

Hs, o también como H1/3. Esta última notación deriva de su definición como el

valor medio del tercio de olas más altas presentes en un registro obtenido durante

un determinado estado de mar. Esta altura de ola es similar a la altura de ola que

un observador experimentado asignaŕıa a la altura de ola predominante durante el

periodo en el que realiza observaciones visuales de las condiciones de oleaje. Por otra

parte, la altura de ola significativa también puede ser estimada a partir del espectro

direccional del oleaje, función que permite identificar las direcciones de procedencia
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y las frecuencias asociadas a las diferentes componentes armónicas que se asume

dan lugar, mediante superposición lineal, al campo de oleaje observado. En tal caso,

su valor es obtenido como cuatro veces la ráız cuadrada del momento espectral de

orden cero y la notación empleada para denotar dicho parámetro es Hm0 . En teoŕıa,

la correspondencia entre Hm0 y H1/3 es válida para procesos de banda estrecha. Sin

embargo, en la mayoŕıa de los casos las diferencias no alcanzan el 5 % (WMO 1998).

Dado el interés existente en poder predecir condiciones extremas de oleaje sobre

periodos de tiempo del orden de decenas y centenas de años, partiendo de regis-

tros de duración sustancialmente inferior, y el gran esfuerzo realizado con dicho fin

durante varias décadas, haciendo uso de técnicas de análisis estad́ıstico de valores

extremos, Feder (1988) señala que efectivamente estas predicciones deben estar ba-

sadas en la comprensión del comportamiento estad́ıstico de las series de altura de ola

significativa y que, en consecuencia, resulta de gran interés examinar si éstas poseen

una estructura fractal. Aśı, dicho autor analiza una serie de alturas de ola significa-

tiva, Hs, registrada en el mar de Noruega (Tromsøflaket), cada tres horas durante el

periodo 1980-1983, empleando el método R/S, y observa un punto de transición en

torno a los 10-20 d́ıas, delimitando dos comportamientos claramente diferenciados

para escalas temporales inferiores y superiores. Para escalas temporales hasta los

10-20 d́ıas observa un comportamiento persistente, con un valor del exponente de

Hurst H ≈ 0,98, mientras que para periodos superiores el comportamiento es com-

pletamente aleatorio, con H ≈ 0,52 (indistingible de 0,5). Estos resultados fueron

corroborados aplicando la metodoloǵıa box-counting.

Partiendo de una serie temporal de valores medios diarios de Hm0 , resultantes

del promedio de valores horarios registrados durante 12 años (1988-2009) en aguas

profundas (382 metros) fuera del Cabo de Estaca de Bares, Coruña, al noroeste

de España, Cabrera & Rodŕıguez (2011) aplican la metodoloǵıa DFA y observan la

existencia de dos puntos de cruce en la representación doblemente logaŕıtmica de

la función de fluctuaciones frente a la escala temporal. Estos puntos evidencian la

presencia de tres escalas temporales con diferentes valores del parámetro H. Para

escalas de aproximadamente 10 d́ıas, el proceso muestra un comportamiento con

H = 1,36 > 1, que presenta un efecto de d.l.p. pero cuyas correlaciones ya no si-

guen una ley de potencias (Talkner & Weber 2000; Chen et al. 2005). Sin embargo,
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como ya se ha comentado en secciones anteriores, los casos donde 1 < H < 1,5

presentan en la bibliograf́ıa una gran diferencia en los criterios, aśı H = 1 es un

caso especial que sigue un comportamiento tipo 1/f , (ver sección 2.4.3). Entre 10

y 110 d́ıas, aproximadamente, el proceso presenta correlaciones persistentes a lar-

go plazo, H = 0,79, según la ecuación 2.49. Mientras que para escalas superiores,

se admite que el proceso adquiere una estructura temporal completamente aleato-

ria, con H = 0,47. Aunque, que dicho valor podŕıa indicar una transición desde

un régimen persistente a otro antipersistente, resulta dif́ıcil admitir una diferencia

estad́ısticamente significativa entre dicho valor y 0,5.

Roman et al. (2008), con el fin de examinar la existencia de correlaciones a largo

plazo en series de Hs, analizan la estructura de una serie temporal de valores dicho

parámetro registrados cada 30 minutos en una estación cerca de la costa italiana,

en el Adriático Central, durante un periodo de cinco años (1993-1997), aplicando la

metodoloǵıa FA (Peng et al, 1994). Los resultados revelan que para escalas de tiem-

po inferiores a 1 d́ıa el parámetro de Hurst adopta una valor H ≈ 0,97, indicando la

presencia de fuertes auto-correlaciones en dicho rango de periodos, aunque también

se pondŕıa admitir que H ∼ 1 y que por tanto, el sistema sigue un comportamiento

tipo 1/f (ver sección 2.4.3). El rango de periodos comprendidos entre 1 y 20 d́ıas,

aproximadamente, se encuentra delimitado por dos puntos de cruce en las citadas

escalas temporales, con una pendiente H ≈ 0,6 correspondiente a un régimen persis-

tente. Para escalas superiores a las del punto de cruce localizado en torno a los 20 d́ıas

la serie de Hs presenta un valor H ≈ 0,3, lo cual podŕıa indicar un comportamiento

anti-persistente. Es decir la existencia de anticorrelaciones en las fluctuaciones de

Hs sobre escalas de tiempo superiores a los 20 d́ıas, aproximadamente.

Con la misma finalidad que los estudios antes citados, Ozger (2011a) examina

las propiedades de escala de series de altura de ola significativa horarias de duración

entre 2 y 9 años, haciendo uso de la técnica DFA. Las series temporales de Hmo

analizadas corresponden a 25 estaciones de medida de oleaje ubicadas en aguas de

profundidad variable, entre 50 y 4600 metros, aproximadamente, fuera de la cos-

ta Oeste de los Estados Unidos. Los resultados revelan que en el rango de escalas

considerado, entre horas y meses, existe un comportamiento similar en todas las

estaciones examinadas. En concreto, es posible observar dos escalas temporales cla-
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ramente diferenciadas a ambos lados de un punto de cruce localizado entorno a los

4-5 d́ıas. Para escalas inferiores, los valores del exponente de Hurst oscilan entre 1,35

y 1,5, indicando un comportamiento con 1 < H < 1,5, mientras que para escalas

superiores los valores H oscilan entre 0,68 y 0,91, sugiriendo un comportamiento del

tipo ruido 1/f (ver sección 2.4.3).

Es interesante notar que, en general, y a pesar de emplear datos registrados

en regiones oceánicas diferentes, los pocos estudios realizados al respecto revelan

comportamientos con tendencias similares, aunque existen algunas diferencias apre-

ciables. En general, para escalas temporales inferiores a unos pocos d́ıas, entre 5 y 20,

aproximadamente, se aprecia un comportamiento con H ≥ 1, mientras para escalas

significativamente elevadas, los resultados sugieren un comportamiento totalmente

aleatorio, o incluso antipersistente. No obstante, algunos de los resultados comenta-

dos ponen de manifiesto un rango de escalas intermedio, entre unos pocos d́ıas y 1 o

2 meses, en el que el proceso presenta dependencias a largo plazo persistentes, con

valores de H entre 0,6 y 0,8, aproximadamente.

Entre otros factores, las diferencias observadas entre los diferentes trabajos podŕıan

ser atribuidas a aspectos como las diferencias en duración (entre 2 y 12 años), al

intervalo entre datos (desde 1/2 hasta 24 horas) y, especialmente, a la presencia de

huecos en las series empleadas que, aunque en algunos casos no se menciona, con

toda seguridad está presente en todos los casos. En los casos en los que se cita este

problema, se han adoptado dos alternativas diferentes. Ozger (2011a) restringe el

uso de las series disponibles a aquellas en las que el porcentaje de datos perdidos sea

inferior al 10 % y los huecos de duración inferior a 5 d́ıas. Para los registros que veri-

fican estas condiciones emplea un modelo ARMA(3,3) para rellenar los huecos. Por

el contrario, Cabrera & Rodŕıguez (2011), siguiendo las recomendaciones de Chen

et al. (2002), utilizan el procedimiento de juntar los trozos de la serie sin rellenar

los huecos (ver sec. 2.4.5).

Los estudios previamente citados asumen una estructura monofractal. Sin em-

bargo, sus resultados indican la presencia de al menos uno o dos puntos de cruce

entre diferentes comportamientos de escala, sugiriendo una naturaleza multifractal

del fenómeno. El único estudio existente hasta el momento, en conocimiento del au-

tor, en el que se examina la naturaleza multifractal de las series temporales de altura
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de ola significativa, Hm0 , se debe a Ozger (2011b). Este autor, emplea el método

conocido como Wavelet transform modulus maxima, WTMM, (Muzy et al, 1991,

1993, 1994), para derivar el espectro multifractal de 24 series horarias de altura de

ola significativa, registradas en la costa oeste de Estados Unidos, con una duración

promedio de unos 3-4 años, aunque oscila entre 2 y 9 años. Al igual que en su estudio

monofractal, (Ozger 2011a), las series presentan huecos que rellena empleando un

modelo ARMA(3,3). Los resultados del estudio revelan que el espectro multifractal

vaŕıa con la posición geográfica, de modo que los parámetros caracteŕısticos del es-

pectro en cada punto de medida toman valores diferentes. Además, Las estaciones

ubicadas en aguas más profundas, offshore, presentan exponentes de escala más altos

que en las estaciones costeras. Según el autor, este hecho podŕıa estar relacionado

con los mecanismos de generación del oleaje. En particular, dado que las estaciones

offshore pueden recibir mas swell que las costeras y están expuestas a tormentas a

gran escala, tienden a ser más persistentes y presentar exponentes mayores.

3.4.1. Zona de estudio y Datos

La serie de alturas de ola significativa empleadas en esta sección fue registrada

mediante una boya acelerométrica en las proximidades del campo de extracción

petroĺıfero denominado Haltenbanken, de modo que la estación de medida recibe el

mismo nombre. Esta zona se encuentra localizada en el Mar de Noruega, Atlántico

Norte, bastante más al sur de la estación (Tromsøflaket) empleada por Feder (1988),

figura 3.43.

Esta zona se encuentra inmersa en el denominado cinturón de tormentas del

Atlántico Norte, entre los 40◦N y 65◦N aproximadamente. En la figura 3.44 se mues-

tra la intensidad y dirección media del viento sobre el océano a escala global, durante

los periodos de verano e invierno, obtenidos por Semedo et al. (2011) haciendo uso

de la base de datos de reanálisis ERA-40. En dicho trabajo se pone de manifiesto

que el océano global está dominado por el oleaje de fondo, el cual transporta la

mayor parte de la enerǵıa presente en la superficie del océano. Además observan

que la probabilidad de encontrar condiciones de predominio de oleaje de fondo es

sustancialmente superior a la de observar situaciones en las que predomina el oleaje

de viento, incluso en zonas de latitudes medias y altas, a lo largo de las trayectorias
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Figura 3.43: Localización de la boya en Haltenbanken. (Mazas & Hamm 2011)

de las tormentas extratropicales, donde las velocidades del viento y la intensidad

de la altura de ola de la componente de viento del oleaje son mayores. Por otra

parte, observan un marcado carácter estacional de las velocidades y direcciones del

viento, aśı como de la altura y el periodo del oleaje resultante, especialmente en el

hemisferio Norte.

Semedo et. al (2011) presentan un estudio más detallado de las condiciones de

viento y de oleaje, tanto de fondo como de viento, en la zona del Mar de Noruega

y mares adyacentes, haciendo uso de los resultados del estudio de reanálisis de alta

resolución Norwegian Reanalysis 10 km, denominado como NORA10.

En la figura 3.45 se muestran las condiciones medias de intensidad y dirección en

dichas zonas durante el invierno y el verano. Resulta fácil apreciar el comportamiento

estacional antes citado, aunque algo menos pronunciado que en el océano abierto.

Además, es notable como en la zona al sureste del dominio, entre Islandia y Escocia,

la intensidad de los vientos es mayor y la dirección media está orientada hacia el Mar

de Noruega. Esto es debido, al menos en parte, a que el Mar de Noruega constituye la

trayectoria preferente de las tormentas extratropicales en el Atlantico Norte (Chang

et al. 2002).

En general, al sur de Islandia los vientos superficiales soplan predominantemente

desde el suroeste, girando ligeramente en sentido antihorario al entrar al Mar de

Noruega, tanto en invierno como en verano. Al norte de los 68◦, aproximadamente, el
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Figura 3.44: Condiciones medias de intensidad y dirección del viento sobre el océano

en invierno (a) y verano (b) (Semedo et al. 2011).

viento sopla desde el noreste, como parte de los vientos polares del este, delimitando

el frente polar en dicho área, tanto en verano como en invierno. Mientras que tanto

los vientos del suroeste como los del noreste pueden generar oleaje de viento sobre

el mar de Noruega, los primeros generan campos de oleaje en océano abierto que se

propagan hacia el interior del Mar de Noruega en forma de oleaje de fondo. Estos

hechos quedan reflejados en la figura 3.46, en la que se muestran las condiciones

medias de oleaje total, de fondo y de viento, durante el verano y el invierno.

En océano abierto, la altura de ola significativa asociada al oleaje de fondo es

mayor que la correspondiente al oleaje de viento. Sin embargo, esto no es necesa-

riamente cierto dentro del Mar de Noruega, debido a la limitación de las zonas de
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Figura 3.45: Condiciones medias de intensidad y dirección del viento en el Mar del

Norte en invierno y verano. Los vectores de dirección no están a escala con los valores

de intensidad (Semedo et al. 2015).

generación de oleaje y a los efectos de bloqueo ejercidos por Islandia, el Reino Unido,

Las Islas Shetland y las Faroe. Aśı, tanto en invierno como en verano el oleaje do-

minante es oleaje de fondo, propagándose en dirección Noroeste, mientras el oleaje

de viento, en general menos intenso, puede ser generado por los vientos que soplan

dentro del Mar de Noruega en dirección Noroeste, como aquellos soplando desde el

Noreste. No obstante, aunque la altura de ola resultante disminuye dentro del Mar

de Noruega, respecto a la observada en el océano abierto en las aguas entre Islandia y

el Reino Unido, esta alcanza valores que oscilan entre 3-4 metros durante el invierno

y en el rango entre 1-2 metros en verano. Bajo condiciones extremas la situación

cambia notablemente. Aśı, durante los temporales generados por tormentas que se

propagan fundamentalmente desde el sur de Islandia hacia el interior del Mar de

Noruega, el oleaje de viento es claramente predominante y alcanza valores de altura

significativa en torno a los 11 metros con periodos de retorno de 1 año, mientras que

el periodo de retorno asociado la altura de 12 metros es de unos 5 años (Mazas &

Hamm 2011).

Los datos de altura de ola significativa empleados en esta sección consisten en

una serie temporal de 9 años de duración (1980-1988), registrados en la estación em

Haltenbanken, ver figura 3.43, cerca de la costa Noruega (65,5◦N y 7,34◦E), en aguas

de profundidad en torno a los 280 metros. Los datos originales, estimados cada tres

horas, han sido promediados para obtener un valor medio diario. El valor máximo

de Hs registrado durante este periodo es de 12.5 metros. Los huecos presentes en
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In Semedo et al. (2011a), it was shown that in the open
ocean, even in the main wave generation areas along the
extratropical storms tracks, swell-dominated wave fields are
predominant, with frequencies of occurrence higher than 75%
in most areas, and close to 100 % in the tropical band. Due to
lower resolution, the details of the swell predominance in the
Nordic Seas (and in other coastal or semi-enclosed areas) were
not very clear in Semedo et al. (2011a, their Fig. 6.), although
showing in most cases frequencies of occurrence of swell-
dominated wave fields of the order of 75 % in the winter and
higher than 85 % in the summer. The DJF and JJA spatial
distributions of Ps , here presented with additional detail, can
be seen in Fig. 4. In both seasons, the frequencies of occur-
rence of swell-dominated wave fields have higher values in
the Norwegian Sea, compared to other areas of the domain.

Lower predominance of swell waves can be seen in the North
and Barents Seas, which can roughly be linked to the wind
speed and to the wind sea and swell wave heights pattern
shown in Figs. 1 and 2, respectively, and to the fetch length in
those areas. In the Norwegian Sea, the values of Ps are around
70–75 % in winter, and in JJA, these values increase to 85–
90 %. In the North Sea, the probability of having a swell-
dominated wave field is considerably lower: around 30–35 %
in winter, and close to 60 % in summer. In the Greenland and
North Seas and in Barents Sea near Svalbard, mostly in DJF,
the values of Ps are low (∼10–20 %). This can be explained
by the sea ice effect, which was not accounted for in the
computation of Ps . In some (most) winters of the 1958–
2001 period, these areas were covered with ice and are looked
at as “land”, considerably lowering the probability of having

a) b)

c) d)

e) f)

Fig. 2 Seasonal averages of Hs(m) for a DJF and b JJA, of HS
S(m) for c

DJF and d JJA, and of HS
W(m) for e DJF and f JJA, as well as θm (°), θsm

(°), and θsm (°) for the corresponding seasons. The arrows are not scaled

with the background fields, and the color scales vary between the DJF
and JJA panels

228 Ocean Dynamics (2015) 65:223–240

Figura 3.46: Condiciones medias de oleaje en el Mar de Noruega: Altura de ola

significativa y dirección media total en invierno (a), verano (b). Altura significativa

y dirección media del oleaje de fondo en invierno (c) y verano (d). Altura significativa

y dirección media del oleaje de viento en invierno (e) y verano (f). Los vectores de

dirección no están a escala con los valores de intensidad (Semedo et. al 2015).
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Figura 3.47: Desarrollo temporal del registro de alturas de ola: (a) Serie temporal

original, (b) ciclo anual y (c) serie desestacionalizada.

la serie temporal se rellenaron con modelos de retrospección mediante interpolación

lineal (Eide et al. 1986). La calidad de los datos de dicha serie queda refrendada por

el elevado número de estudios en los que ha sido empleada, en el contexto del análisis

extremal del oleaje. En particular, esta serie de datos ha sido utilizada como serie

de referencia por el grupo de trabajo especializado en análisis extremal del oleaje de

la IAHR Working Group on Extreme Wave Analysis (van Vledder et al. 1994).

En la figura 3.47 se muestra tanto la evolución temporal de la serie original de

alturas de ola, como su ciclo anual y la serie desestacionalizada. Un simple análisis

visual revela la presencia de un patrón más o menos regular en la serie original, un

ciclo anual. Éste presenta alturas de ola que son significativamente mayores en los

meses de primavera e invierno, por encima de los 4 metros, que en los meses de

verano y otoño, que dif́ıcilmente superan los 2 metros.

3.4.2. Resultados y Discusión

En esta sección se presentan los resultados obtenidos para el análisis fractal de

las series temporales de alturas de ola en la región oceanográfica ya descrita. De

forma análoga a las secciones anteriores, el objetivo es evaluar el comportamiento

de escala de dichos registros y analizar el origen del mismo.

En la figura 3.48(a) están representados los perfiles correspondientes a la serie
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DFA H Hda

0.89 0.48

Cuadro 3.10: Exponentes de escala obtenidos mediante el análisis DFA para la serie

temporal original y desordenada aleatoriamente (da) de alturas de ola.

original y a la serie desordenada de manera aleatoria. El análisis conjunto sugiere

la presencia de un efecto de d.l.p., y no de tendencias lineales, que desaparece al

desordenar la serie temporal y se refleja en la disminución de las variaciones del perfil.

Los ajustes derivados del análisis DFA, obtenidos también para las fluctuaciones de

la serie original y de la serie desordenada aleatoriamente, se muestran en la figura

3.48(b) y los exponentes de escala, H, correspondientes, están resumidos en la tabla

3.48.

En base a los valores de H obtenidos es fácil comprobar como las fluctuaciones

de la serie original exhiben un efecto de d.l.p. con H = 0,89, cubriendo un intervalo

temporal que va desde los 10 d́ıas hasta los 2.3 años. Este efecto desaparece al realizar

el mismo análisis a la serie desordenada, que da como resultado H ∼ 0,5, lo que

está de acuerdo con lo obtenido previamente en el perfil. Sin embargo, los estudios

realizados en este mismo contexto, obtienen que las fluctuaciones de altura de ola

presentan un comportamiento diferente a escalas temporales diferentes (Feder 1988;

Cabrera & Rodŕıguez 2011; Roman et al. 2008; Ozger 2011a; Ozger 2011b), aunque

cabe destacar que dichos estudios se realizan en regiones oceanográficas diferentes

y sobre escalas temporales sustancialmente diferentes, además de contar con series

temporales muy reducidas y en todos los casos incompletas.

Independientemente de los resultados obtenidos en el análisis monofractal, ya se

ha comentado que lo normal es que lo procesos naturales presenten un comporta-

miento complejo gobernado por más de un exponente de escala. Por tanto, parece

razonable evaluar el comportamiento multifractal de los registros de altura de ola,

aśı como la influencia de las contribuciones lineal y no lineal a la dinámica del

proceso.

La figura 3.49(a), muestra los espectros multifractales de la serie original, de la

desordenada aleatoriamente y de la subrogada obtenidos mediante el MFDFA. En
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Figura 3.48: Análisis DFA de las series temporales de alturas de ola: (a) Perfiles de

las series original y desordenada aleatoriamente, en negro y rojo respectivamente

y (b) ajustes lineales de las fluctuaciones frente al intervalo temporal de las series

original y desordenada aleatoriamente, en azul y rojo respectivamente.

primer lugar, cabe destacar que efectivamente las fluctuaciones de los registros de

altura de ola presentan un comportamiento multifractal, ya que ∆α ∼ 0,2, que es

un valor sustancialmente más pequeño que los obtenidos por Ozger (2011b), pero

suficientemente elevado para considerar que el comportamiento aqúı obtenido no es

monofractal, 3.49(a) ĺınea azul. Este hecho viene respaldado por la figura 3.49(b),

que muestra como las variaciones de Hq con q van desde valores por debajo de 0,7,

para fluctuaciones a largo plazo, hasta aproximadamente 0,85, para fluctuaciones a

corto plazo. En cuanto a la forma, el espectro multifractal original exhibe una cola

más larga a la derecha, lo que indica que los registros de altura de ola presentan un

comportamiento que está más influenciado por las fluctuaciones a corto plazo, hecho

que también se pone de manifiesto en el estudio desarrollado por Ozger (2011b). Sin

embargo, en relación a la localización de los máximos de los espectros multifractales

obtenidos por este autor, cabe señalar que obtiene valores por debajo de 0,5, lo que

implica que las series temporales de altura de ola presentan un comportamiento

antipersistente. Feder (1988), Cabrera & Rodŕıguez (2011), Roman et al. (2008) y

Ozger (2011a), aunque únicamente realizan un análisis monofractal, observan que

H > 0,5 siempre.
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

D
(
α
)

α

(a)

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

q

H
q

(b)

Figura 3.49: Análisis MFDFA de las series temporales de alturas de ola: (a) Espectros

de las series original, desordenada aleatoriamente y subrogada, en azul, verde y rojo

respectivamente. (b) Dependencia de Hq con q de las series original, desordenada

aleatoriamente y subrogada, en azul, verde y rojo respectivamente.

Por otro lado, en el análisis conjunto de los espectros multifractales representados

en la figura 3.49(a), es fácil comprobar el cambio que sufre el espectro al desordenar

la serie temporal aleatoriamente (ĺınea roja), como cab́ıa esperar de los resultados

derivados del DFA. Es decir, el efecto de la contribución lineal, y por tanto de las

d.l.p., parece ser significativo en el comportamiento de escala de las series temporales

de altura de ola. Sin embargo, el espectro y la variación de Hq de la serie subrogada

también cambian en comparación con lo obtenido para la serie original. Aśı, se

puede ver como el espectro se estrecha ligeramente y como las variaciones de Hq con

q son del mismo orden que las que muestra la serie desordenada de forma aleatoria.

Incluso, nótese como dichas variaciones son mayores para q < 0, sugiriendo que el

efecto debido a la contribución no lineal es más significativo en el comportamiento

de escala de las fluctuaciones a corto plazo.

Para verificar la presencia e influencia que ejercen las contribuciones lineal y no

lineal sobre las fluctuaciones de las series temporales de altura de ola se emplea el

test de volatilidad. Los ajustes lineales que se obtuvieron para las fluctuaciones de

las series de volatilidad de altura de ola se muestran en las figuras 3.50(a) y (b). El

exponente resultado del primer ajuste, H = 0,92, verifica que el origen del compor-
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Figura 3.50: Análisis DFA de las series de volatilidad de los datos temporales de

alturas de ola: (a) Ajuste para las fluctuaciones de la volatilidad frente al intervalo

temporal. (b) Ajuste para las fluctuaciones de la serie de volatilidad subrogada frente

al intervalo temporal.

tamiento es efectivamente multifractal. Por otro lado, el mismo análisis aplicado a

las series de volatilidad subrogadas presenta dos comportamientos diferentes a dos

escalas temporales diferentes, H1 = 0,5 y H2 ∼ 1,2. Aśı y en concordancia con lo

obtenido anteriormente, a escalas por debajo de aproximadamente 120 d́ıas es el

efecto no lineal es el que domina el comportamiento multifractal, mientras que a

escalas temporales superiores, donde H2 > 1, es la componente lineal, y por tanto

las d.l.p., la que influye en el comportamiento de escala de las fluctuaciones de las

series temporales de altura de ola.

3.4.3. Conclusiones

Los resultados generales del análisis fractal para las fluctuaciones de las series

temporales de altura de ola sugieren que, en principio, no sólo existe un efecto de

d.l.p. sino que además e independientemente de lo obtenido en el análisis monofrac-

tal y según la forma del espectro multifractal, el comportamiento de las fluctuaciones

se comporta diferente a diferentes escalas temporales. Además, la forma del especro

multifractal muestra una forma ligeramente asimétrica, indicando un comportamien-

to de escala dominado por las fluctuaciones a corto plazo.

La evaluación de las contribuciones lineal y no lineal revela la presencia tanto de
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efectos lineales como no lineales.

El test de volatilidad además de poner de manifiesto el origen multifractal de

las series temporales, revela que los efectos no lineales son más influyentes en las

fluctuaciones a corto plazo, mientras que a largo plazo domina la componente lineal

y por tanto, las d.l.p.



Caṕıtulo 4

Conclusiones y ĺıneas de

investigación futuras

En general, el análisis fractal de los parámetros oceanográficos seleccionados

en este trabajo revela que el comportamiento de escala de los fenómenos oceánicos

está dominado por la presencia de dependencias a largo plazo. La complejidad de los

procesos se pone de manifiesto a través de una estructura multifractal, resultado de

la interacción de diversos fenómenos operando sobre diferentes escalas temporales.

Tanto las estructuras monofractales como multifractales muestran una clara depen-

dencia con la localización geográfica. Asimismo, cabe mencionar que, los procesos

exhiben una ligera contribución no lineal que afecta a las propiedades de escala,

aunque con menor importancia relativa que las correlaciones temporales.

En particular, en los registros de temperatura superficial del mar, SST, se ob-

serva que la elección del tamaño de la ventana, al emplear información espacial

procedente de sensores remotos, no afecta, cualitativamente, al comportamiento a

largo plazo de las series temporales. Por otra parte, la evaluación del análisis mono-

fractal de la SST, en el área oceanográfica del Atlántico Norte, pone de manifiesto

una distribución de los exponentes de escala similar al norte y sur del área de in-

terés, con H entre 0, 8− 0, 9, mientras que en latitudes medias los valores máximos

de H, por encima de 1, se distribuyen desde detrás del archipiélago canario hacia el

suroeste, creciendo a medida que la distancia a la costa es mayor. En general, estos

resultados sugieren la presencia de correlaciones a largo plazo. Los valores en torno

145
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a 1 pueden implicar bien un comportamiento tipo SOC o bien que el proceso tiene

naturaleza multifractal. El análisis MFDFA verifica la dependencia que existe entre

el comportamiento de escala y la localización geográfica, aśı como el origen complejo

del fenómeno, que es menos evidente en latitudes medias y en áreas alejadas de la

costa. En definitiva, las propiedades de escala de la SST se deben principalmente

a la presencia de dependencias a largo plazo, d.l.p., aunque el análisis de las series

temporales desordenadas de forma aleatoria revela la presencia de una contribución

no lineal en la región norte de las Islas Canarias, que se refleja en las variaciones del

espectro multifractal.

El análisis de fluctuaciones sin tendencia, DFA, evaluado sobre las series tem-

porales de enerǵıa cinética turbulenta, en las subáreas correspondientes al sur de

Madeira, Cabo Ghir, sur de Canarias, Cabo Blanco, sur de Cabo Verde y costa de

Dakar, muestra un comportamiento diferente para las distintas escalas temporales

sobre las que los fenómenos implicados están actuando. Aśı, por encima de un año el

comportamiento de escala sugiere la presencia de correlaciones a largo plazo, mien-

tras que entre 7 d́ıas y un año las correlaciones a largo plazo están presentes pero

no siguen una ley de potencias. El análisis multifractal de fluctuaciones sin tenden-

cia, MFDFA, revela la fuerte influencia de las fluctuaciones a corto plazo sobre las

propiedades de escala y la naturaleza compleja de las series temporales de EKE,

reflejada en los espectros multifractales, cuyas caracteŕısticas cambian en función

del subárea que se considere. De esta manera, la costa de Dakar y Cabo Blanco

presentan los mayores anchos espectrales. Los resultados ponen de manifiesto que

existe una ligera contribución no lineal que afecta a las propiedades de escala, espe-

cialmente en la costa de Dakar y en Cabo Ghir, no obstante son las d.l.p. las que

dominan el comportamiento multifractal.

El análisis monofractal de las series temporales de intensidad de corriente con

la profundidad, en un punto de medida en la llanura abisal de Madeira, muestra la

presencia de correlaciones a largo plazo que siguen una ley de potencias entre apro-

ximadamente 50 d́ıas hasta por encima de 7 años. A escalas temporales menores se

obtiene, para el punto localizado a 1000 metros de profundidad, un comportamien-

to tipo ruido browniano, es decir sin d.l.p., mientras que a 3000 metros se observa

la presencia de correlaciones a largo plazo que no siguen una ley de potencias. El



MFDFA confirma el origen complejo de las series de intensidad de corriente y la va-

riación de las propiedades del espectro multifractal refleja la dependencia de dichas

propiedades con la profundidad. Asimismo, el comportamiento de escala está bási-

camente dominado por las d.l.p., no obstante la intensidad de las contribuciones no

lineales es superior en la capa más próxima a la superficie, aśı como el grado de

complejidad, lo cual resulta consecuente con el aumento del número de fenómenos

que interaccionan en las proximidades de la interfase atmósfera-océano.

Las series temporales de altura de ola en un punto localizado en el Mar de

Noruega, revelan un comportamiento fractal dominado por las d.l.p.. El análisis

multifractal pone de manifiesto la estructura compleja del proceso, aśı como la im-

portancia que tienen las fluctuaciones a corto plazo sobre el comportamiento de

escala. En cuanto al origen de la multifractalidad, la evaluación de la intensidad de

las contribuciones lineal y no lineal sobre las propiedades de escala muestra que para

intervalos temporales inferiores a 120 d́ıas la contribución no lineal posee un efecto

significativo, mientras que para escalas superiores son las correlaciones a largo plazo

las que dominan el comportamiento fractal.

Ĺıneas de trabajo futuras

Entre las posibles ĺıneas futuras de investigación que se han detectado a lo largo

del desarrollo del presente trabajo, se pueden señalar las siguientes:

Evaluación de los factores que influyen en la intensidad de la contribución no

lineal en el comportamiento de escala de los diferentes fenómenos empleando técnicas

de análisis espećıficas para examinar este tipo de efectos.

Estudio en mayor profundidad, haciendo uso de señales sintéticas, de la infor-

mación proporcionada por los perfiles de las series temporales.

Profundizar en el estudio del comportamiento de los exponentes de escala detrás

del archipiélago canario tanto para la temperatura superficial del mar como para la

enerǵıa cinética turbulenta y la posible relación existente entre ambos fenómenos.

Análisis detallado de los efectos de la metodoloǵıa empleada para eliminar las

componentes estacionales de las series temporales.

Estudiar las posibles implicaciones del desplazamiento del espectro multifractal

respecto al exponente de escala, α.
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Clouds are not spheres, mountains are not cones,
coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor

lightenings travel in a straight line.

Benoit Mandelbrot
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